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Rad s¢ sasvojl iz dava dela. U prvom delu sc proudava-
vogju ravanska strujonja viskoznoeg nestisljivog fluida posredstvom
ncanaliticnih komplcksnih funkcija. U drugom dclu rade posmatraju
s¢ prostorna strujanje viskoznog ncestisljivog fluida i problemi iz
ove oblasti povezuiu sa nmonogenim kvaternion—~funkcelijama. Na pocet-
ku svakog dela izlozena Je ukrotko tecorijae o ovim funkeijoma koo
i njihova dosodadnjc primena u Mehonici fluids,

Poznaso je da su dinomicke Jjednadine za sludej ravan-—
3lzog pot0ﬂ01aﬁlaeo strujanja nestisljivog fluida automatski zado-
voljene 1 da se¢ kinemevski dceo problcma svedl na iznalozenje dveju
narmonijskih funkcijo : potencijelne (W) i strugnce funkcecije () .
Ove dve funkeije zodovoljoavaju Couchy-Ricmonn-ove uslove 1 Laplace—
ovu jednadinu no sc zo rodavanjce problema mogu koristiti i anali-

ti¢ne funkeijc komnlclisnc promenljive =¥X+1y . ZDOE TCEa St U o

é¢un uvodl kompleksni potenclijal w= \P+iy 1 komploksna brzina

— d‘ﬁf - - o 1 . - w u -
V= 3o = vx—lvy koje su , dakle , anzlivicne funkelje komplceksnc

promenljive 2 . Bllo Jjo sasvim prirodno da 3¢ po analegiji sa o-
vim nosmatraju i brzinslia polja viskoznog fluido koja su vrtlozna.

a slucaj strujonjc vislzoznog fluida funlkcijs  nec moze dao

)

IN

oMo

vrodstavlja potenceijel brzinc, oli nista nc smebta do sc zajcedno sco

|

strujnom funlkcijom W , koja postojl boez obzira do 1i je fluild

vigkozan ili nijc, posmotre neka nroizvoljna funlkceija ¥ u obliku

—

W+iy = w o Ovde funzecija w zovisi od promenljivih =z 1z Jer

o Y

3¢ iz izrozoa Yaly ne mogu climinisati x 1y samo posredstvon

nromenljive "z posto ovom prililtom 4 1 Wy nc zadovoljaveju Cau-

chy—-Ricmonn-ove uslove,., Ovokov nocin prilofenja preblemu omogulio

LR . - (J_, -
jc koriscendie dobro pnoanate teowijge A.Dilimcvicos Jo camtu panju

noonalitidne funkoijﬁ o ancliticénesti, kojod Jo w Fchonici fluido

(2)

X.Voronjce prvi nosce primcenu pri sroudovoniu potencljalnog sorue-
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janja stisljivog fluide. Naimec, A-Bilimovic joe definisco vektbtor B
koo meru odstupanja neancliticne funkeije od analiticénosti, koji u

aveko] Tacki komplcksne rovni 2z odrcdjuje vektor crody kad jo

G"'h

pbzn&t srady 1 obrnute, grady kad jo poznat grady . Vektorii‘

3¢

je rozlicit od nulc u onim tocllama komplolsne rovini 2z u kojima je

i

funkcija w ncanalitican,., U tadkomo v kojimn je funkeija w  ana-
e o

litiéna vektor B Jje Jjednok null i jednadinoe kojom je on definiscn

dovodl do Cauchy-~Ricmann--ovih uslova,

U ovome radu Je uncstoc vektora B uvedena konmplcksna

funlkzclja BO Kojo jc preko izvoda strujne funkeije W po promenlji-

voj 2z povezana sc kompnlcksnom brzinom u strujnom polju viskoznog

fluida., Uvodjenje komplelisne funkeije B, 1 proucavanjc njenog od-
stupanja od analiticdnosti omogucilo Jje dobijanjc 1 analizu Citave

rlasce brzinskih polja viskoznog nestisljivog fluida koo i uporedji--
voanje ovih brzinslkih pelijc sa Loplacce-ovim poljem koje cdgovara po-
tencijalnom strujenju nestigljivos fluida. Osim toga, ovaj nadin
sroucdovanja strujnih poljn otlkrioc je fizicdki smisco nelkih konsta-

rata u vedé poznatim rescenjima, koje su do sada imale ¢isto matema

Fo canlogldi oo kompleksininm posencijalom ravanskog

7y .
(2’)au

strujanjo K.Vorongco dcefinisac kvaternionsiii poten01gal PTro--

~ uloga Jje ista pri proudcvanju presscornih

..-

stornog strujonjo. Njogov

strujonja koo i komplekenog potencijala pri proucdavanju ravanskog

trujanja. Lvaternionslki povencijal prostornocg svrujanjo »recastav-
Ljo monogenu kvaternion—iunkeiju koja ima izvesno svojstva slicna
wwojstvima analitidnih funkecijo kompleksne promenijive 2z . U citi-

anom radu Je kvaternioncizd potencijel korisécen zo cnalizu i1 prou~-

>

rovanje raznih potencijalnih prostornih strujanja, zatim, zo cnali-

;b btokes-~ovog logonog uzrughrgﬁ i za proucavanjc strujanjo sa po-

sencljalom vrtloga.
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U ovome madu Su moOncgenc Pvauormicﬂufunkcijc DPOVCZANG

M

sa pscudo~ravanskim 1 pscudo-osnosimetricnim strujanjima ¢iji vri-
lozl imaju potvtencijal, oo i1 sa strujonjima kojo s¢ mogu proulava-
ti posredstvom Osupnuov1h joednadina krctanjo viskeznog ncstidlji-

scliecs—-0ov pro-

Lo

vog fluida. Pored toga, izloicn je neste opsirnijc Sv
blem opstrujavanjoa lopte jednolikom strujom visizoznog fluida 1 na

oveom primcru pokokanc prednost primenc monogenih kvaternion-funkei--

J—

ja u odnosu na klasicon Josuupah rcsavanja ovog problema

Mehonile fluido nije 3 Joedina oblost Mcechanike u kojo]
| (21
su kvavternion—-funkeijc nasle »primenu. U knjizi m.ﬂRCJcl' )na~

veden je primer proudavonja rotacije vrstog teln posrcdistvom

03

Ivoterniona. Pokozone je do sc problem rotocide cvrgtom tela oko
nenomicne osc, kojo prolazi kroz stoalnu tacku prostore, svodi na

jedinicéni kvaternion. To znadi do svokom Jjedinicnom kvaternionu

sdgovara ncla mogula movacija dvrstog tela pod navedenim uslovima,
: (ﬁé) o et e T .
U rodovima HMisicu- sC, Geakedge , koriste hvavternlon-funkedlje

zo proucavanjec »rostornih oroblema U Mchanici cvrstog tela kao i
o proucdavenje Jjednodlinca ravnobteie u coblastl clasticunosti. Nadajmo
se da ovo ncée ostati 1 jedini pravel primence kvotcernion- ~funkecijc

u redavanju probleome C¢iji brod roste iz dana u don.
Rukovodiloee covog=rada bio joe mo]j profcsor honstontin
Vorouaﬁc. Ja mu sc¢ ovom prilikom naojtoplije zahvoljujom na mnogo-

brojnim savetima i velikoj pomoéi keju mi je ukazoo u toku rada.



I DEO
PRIMENA NEANALITICNIH KOMPLEKSNIH
FUNKCIJA U MEHANICLI FLUIDA



Neanaliticne kompleksne funkcije
njihovo odstupanje od analiticénosti

- O v v . . - . . .
1y Uobicdajeno je da se vod pojmom '"neanalitidéna kom-

podrazumeva funkcija koja zavisi od dve promer

nleksna funkelja’
funkecije su, u

“"*l"_*

1jive: z=x+iy 7= 37w ] Teanaliticne komplcksne
opSte uzev,vrlo sloZene funkcije. Ovde se nete te funkcije posmatra-

t1 sa matematicke tocke pledista veé Ce se o njima datl samo ono
11 neposradno] vezl sa njinovom prinmenon HMehanici fluida,

[ ' . j Mol ennen-—-

sto Jjs
ale se sano

Sto Jje i predmet ovoga rada. Cgim toga,primenjiv
sarnc neanalitiéne funkeije” za koje se uzima oznaksa w=wlz,2).XaZo
z i z akc posi

BN
o
by
O
e,
QO
{n

sc da je w elemenvarna funkcija od

mentarnih operacija

kojimsa podlciu 1 2z lade se njime
odredjuje w. Te elemenverne operacije su savniranje,mnozenjce,stepc-
DCl.

novanje i njima obratnl postur
rre ncgo £to s¢ predje na izlaganje predvidjene mate-

rije o neanaliticdnim funkclijama,navedcc sc definicija analitvidnce
xompleksne funlkcije i ajihova svojsova Koja omoguiuju da S€ ong no-

(.J

iti za proucavanje potencijalinih vghu0591 olja. aime,

gt Korist
kompleksnih funkcija wilx,y,i) ovpromenljivih =, y 1 inecginar-
ne Jjedinice i koJe s¢ mogu re viti ne realnl 1 imeginerni deo 1

aapisati u owliku

(1) wix,y,1) = ulxz,y; + iv(xz,y)
=dc su ulx,y) 1 v(z,y) recalne funkcije. Cvelve se funkelje mogu
redstaviti uw ravnr w o sa v i v kao formoinim

Loordinctama .

iy odgovera vtedka 2z u roavnl Oxy 1

DVeiiom paru vrecnosuvi o %
w o u ravno Quv.

03

vrednosvi  ulz,y) PO, prema vome,i hadk
s 2d s X 1 ¥ mee

stavlija sliku tacdle

NI
l.'"'I|

nNIrod

ICVEY
»
i
oy
o
L_l
0
14
[—
i-'--l
t

SV0JOo; ravil & istovrameno W

avlja Dllku i I

de oy 2 T e ¢ 2 ¢ 1
C.:.‘ﬁ.(..;. 5 J.:l._L --1'[' -l.rl "ﬁ-. -L-.-

njaiu onisivaecoe va

crva krivue L u gsvojog ravii. usaile,kEriva i 2res
ve i njen oblik zaviegl od oblile krive £ i od funkeije v .
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fioze 8e 0d jedne te iste krive £ dowlti bezbroj Lrivih L ako se
uqulméb sa bezbroj funkcija w. Razuame se,mogucno je i od raznih
rivih £ dobivi Jedanu to istu krivu L izborom odgovarejucih fun-
cija w. hako svaka vrednost 2z jednoznadno odredjuje vrodnosti X
i v , a ove odgoverajuce vrednosti uw 1 v funkecije w ,To s¢ mo-
Ye reCl da Je wo Iunlicija od z . sadl se postavlja sledacée pitanje

nod mojim ¢e uslovima

P |
|

zaVisitl samo od 2 odnosno kad sc soe

‘2

A

stavitl da jo w = w(z) ? Ako se potraifi odgovor na ovo pitanje do-
5i e sc¢ do poznatog zakljudka da u ovom sludaju funkeije ulx,y) i
v{x,y) 1nec mogu biti vroizvoljne vel de moraju zadovoljavati Csuchy-

Riemenn—ove jednacine:

- ou _ OV du XY
(2) 00X oy ? Dy e

I
f
F
I
{
|

Unravo, jednadine (2) predstavljaju potreban i dovoljaen uslov da fun-

reije W avisi samo o4 2z . Ova klasa komplceksnih funkecija aazva-

L3

na je analiticnim Zomvnleksnim funizcijama.

U 1 oaogvae

..l

tﬂr:

acling sledus

!_:
Of:

1z Ceauchy-HRicmann-ovih jed nija

oo

svojstva analitidénin konplelksnihb funkcija,od 'Toglih s¢ ncka ovde na-

e

VOULE L‘JGZ dO‘LL*Z& .

- funleije ulx,y) i vix,y) su acrmonijsiic jer za-

- Erivo o n

,y) = const., i v(x,y) = const. su medju-

sobom ortogonalng i gine Lkvadratou mreiu jer Jjc o€ ulgrad v i

17
L..J 4

— digvod ancliticéne funkclije ne zavisi od pravcee u xo-

e se vosmatra prirastc) khomplokene promenljive z o, jor uslovi (Z)

dw _ ow _ 0w
i

Aokkozuju ca o T v
SOsLatl] J© d.z e o)

- ’ :L

-~ anallitidne funkeije poscdudu sve s vo zonformnors,;

preslikavanje



Tunkei

o
2. Ak
zo nju kxaZe ca jo onc neana

u kojime ©i uslovl nlsu zad
w = wilz,z) , vidl sc da su

_. U.'fl;. . C j.. J a.

U.SlOVc.- da je  ovy/ o = O .
di do konstatacije <o razng
stili, loue

?@aju od analitidno

....

g3 oblika Cca J

3 T unk ci

analitiéna funiicija. Buprotno ovone,svokalko do

tidnih funlkeija ¢iji ni -
jitcicna funkeija .
Verovatno jc

ideju da uvede neku "mcru’

diticénosti. Upravo,

- - ‘]-
2l .LC*_.“

bvelove o veltvorsixin o

Cvoko definisaon

J.3

olilimovic

Qe

Y

ja (1) nc zadovoljava uslove

onim taclkama komplelzsnce ravni

talive fTunlclje

analiticne funkcije zeista specijalna

a doeiinisatld i posrcedstvon

~
[N

usliovy -naelitidénosti LOVO-

neanoliticne funkeijce i raozlicito odstu-

ivi ¢

des 2 je,nc »Hrimer,neanaliticn

SC

oj jo veé »nrvi izvod »o promenljivo] =z

1 talvih acanali-

ti dizvod oo wromenljivoj 2z nije ane-

- , 1
F.pllimov ;a( ) no

T
LY

OVO anvelo alodomilka n

b

odetupanja acanaliticaih funkceija od ana-

| -
. - =y,
...h_l.n_..-

Jje »rvo izrazio Caou MaNN--0ve

Tr
P LN

O

= N T Pl s ".
() Lrald Vo= 4o, grad u
y . ? ‘-!1- "."H"-l -E = 4 :'i,--._*':::l n'i SO Ve :r-ﬁ'qo-r'\
gc-e J e i A o L_ l 9 r_J \ 9 —_— 9 Z L. Ulm 9 {_-":- i — A v L S
- . -
(4) B = groa vo- o, grod ui
.I*" - S e L e - ,—;_} - ":.. -~ -F‘- - 1." L = 3 ( - _.«-:'- = -! - 1:: Y —y
2180 ULCTTU OGS TUNIilJ)l HelGiLCrOolliC LUneCcL 3o W L2 %) QL 12liticnosvi,
’- | = . . L) LY I
Ao Je vertor 5 maednalk nuli funikcija woo o ge cnclivicuna Lo jewnacs
o (I e oo e 1 {7 FiTIOY T 31 imrn e, iner LT AtiaATITM — O e Ao ("‘3 | '--",O:": -
3 - ) d2relizl a0 ) OlIiosShnoe i CALCIY—i1lEilann-—-ove uslove el ) o VIOLU

—

s8¢ jednacina (3) pornozitl vektorsizi ortom I 1 dcblitl jos jecan
oblilk Cauchy~iiemann—ovih uslov:
.

(5) gradc = - ik, orod v

L, oneh , deiinisati darusl voktor
i R

£ o~ - f o !"-L;_ v oy "

o) L 0= ~— £ 1~ {2y TV
2031, tokodjo,mofte prodstavljaeti meru odstunonjo nocnalitidae funlel-
d¢ wl(z,z) o6& ancliticnosti. MedJusobnl nolozc] ovih wvoltora dat



je na sledetoj slici,sa koje se vidi da se,na primer,vektor _Ej Mo
e razloZitl na dva pravca: B-u praveu vektora grad u i By~ U
prevcu upravnomr na vektoru grad u .
Ako se sa ¥ oznali ugao izmedju vek-

tora grad u 1 grad v ,tadc intenzi-

tetl ovih projekcija iznose :

By=}jgrad v| cos ¥
Bo=lgrad v| sin ¥ ~ |grad ul .

%29 Na osnovu dosadasnjeg izlaganja moZe se .zakljuditi

= o
= /7

da vektori grad v 1 B , ili grad v i B’, karckterisu neanali-
ti¢nu funkciju u svim taodlkama kompleksne ravni u kojima je ona ne-
analitiéna. Isto to Cine 1 vekttori grad uw i grad v. Bilimovié
smatra da je za proulaovanje neanaliticnih funkcija pogodnije posma-
trati vektore grad u 1 'Ehﬁ ili grad v 1 -iy, unesto vektora
grad v 1 grad v , Jjer se prema njima moze izvrsiti klasifikacija
neanalitvicénih funkcija. Tako se,na-primer,moﬁe formirati Kklasa ne-

naliticénih funkcija od kojih ugeo § izmedju vektora grad u 1

a
-
B  ima konstantnu vrednost, Ovde se¢ posebno izdvajaju ava tipa ne-
enaliticnih funkeija: prvi,kod kojih je ugc § = 9OO(B1=O) 1 dru-
zl,kod kojih Jje ugeo £l= C (BE=O)' Ova dve tipna obuhvataju neano-
litiéne funkcije koje Jje proulavao Fréchet 1 koje su poznate pod
imeném "para-onalitiéne" funkcije. Upravo, Fréchet je ove funkci-
je nazvao familijom "P" i familijom "D", Kod njih vektor grad u
ime filksiran pravac. Familija. "P"  obuhvata necaonaliticne funkcije
rod kojih Je u=ulx) i wv=v(y) , a femilija "D" kod kojih je
w=F(x) i v=yF'(x) + P(x). Lako se mo¥e pokazabi da familija "P¢
pripada sludaju kade Je $ = 9OO(B1=BK=O), Bpry=v’(y) - u’' (x), &

familija "D® koda je & = 0°(By=B=0) , By=B,=yF"(x) + $'(x) .



[ .,' Btk

sledocu klosu neonaliticanih funlcijo mogle bi da proed-
stavljaju ,na primcr,funlicijc kod kojih Jeo ulx,y) harmonijska fun-
recija. Ono tada zedovoljove wablace-ovu jodnicinu pa Sc moze odrodi-~

£1 funizeijo v¥{x,y) koja jc vezana sa funkcijom ul(x,y) Cauchy-

J"h-

mann-ovim jednacinoma, “rltve sc neonoliticne funkelije mogu nepli-

ie
srtbi u obliku
(7) wi(x,y,1) = u + iv¥ + i(v - v¥*)

cicni i no neeznaliticnl deo koji

=
)
£
3
E‘J
I—l
i._f
1-..-.] »

odnosno mogu se roastavitl

tisto imaginorcn., lera odstupanjo jedne talive wnconalitidne fun-

0 - 1 Ly . = - » . [} -~ s B L
47 U sooriji votencijolnop strujonja funkeije ulx,y)
i v(x,y) predstavlijaju notencijal brzinc i surujnu fuakeiju, kojc
sc najéesée obeleZavoju sa w(x,y) 1 wix,y,. otrujno funkecijo uvel

» 111 nesti-

"|
—

J
"":1
(,D

nostojli bez obzirao 4o 11 ge proucave sretonje stillil

2ljivog, savricunog 1li viskoznog fluido., To zns i do Jjo u svako] te

Qi

Tl strujdnog polja poznat velitor Zraods oo Jo pozacuva strujna fun-

Zeija. Zato ¢¢ so u daljow izlapgonju velrtor B opisatl uw oblilu koji

4 - - . - - - I et - "d\:-\rh .-'-,_\"Tr- - . ":' L] li_._ﬁ -
Je nogodnljl soa ITizicxe tocize mleaisvoa, oo

() S - prede - Toradw , T
LA i P 1 oy L] I T . - f—.-—l—- - S . n T —T . — — o1 ' = _ = - 2
jer vektori B OL grafw  u pobtounosti odrodjuiu  grad ¥ jednadli--
0om

; - P Ty
-k -3 e m - i | B =
(C) ) L ~ Lf' = A LLJT:‘- L 9 - J o

WD)
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S
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I....,..l
o
oy
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c__l
i
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o
iy
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e
I“" 1
O
i
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dizume so, i iz jedmaodina (Q) ili (S

P

uslovi lkodo Jo veilntor © 0 jedneok nulii, “cdjusoval polozad velittor

'::"-‘- . ;—n.:r ' e -y J"'n.‘_; l L A i Tl iT—"i '“: i -E" HvJ (;ﬁ‘ .Tﬁ y -lﬂ. 1t Il"" ?’.1; ]

5, prady 1 srody , vezoaih jednadinom (95) dot jo na slodole]
— | |

slici, no kojoJ jo wvekbtor 2 rezloicn no projckeiic v proveu veke

LORL  mmoaLw T U provel uprovion ol vekitor groay . Gvee su oo
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ugao izmcdju velktora gradly

B
o
O
C-il -
(D
<y

i grady , o O ugoo izmedju vekbtoro
—*- * . ™om +* e L]
B 1 gradv L jlogu se 1 ovde definisa-

ti oblici pars-cnaliticénih funkeija

Irada grady ime fiksiron pravac, kojc

AN o . . . . l
,ﬁ;\\ L1 bile obuhvaccne vreednostima o = 0O
M
':J = . A 0 ~1 - n " “r -
/ . - i o = 907, Bz/fizicke tadke gledlsta

cada groddy  dma fiksiron prao-

-
)
(B
|
v

vac nije ianteresanton, Jjer sc odnosi na najprostijo svrujanja. Me-
djutim,meze  grad ¥ 1ti promenljivog praveo o ugao o 1znositi

o /e ; . - o . | : . S
907 (B,=0). Tada jo ¥ =00~ i velktori grads i grady su me-

i-r-i'

djusobom ortogonalni, all je lgradvwi # lgrad¥l po Couchy-Riemann-

ovi uslovi nc mogu biti zaedovoljeni. Ovaj sluca] sc Javlje pri po-

. . v s e I , -

tencijclnom strujonju stisljivom flulda 1 u radu ﬁ,VoronJGCQ( )pom
,..‘9..

kKazano Je da Je vode vekitor B kolincoran so prziaom strujanga ak

O T m e ey . - . - Y =
5, twoze sc unesto velitora B uvestli komplcksna veli-

'.r"'""\\
O
WA T,
3
OO
G
~—
}..l.
~
Q-
e
1
OiOf
P4 1€

2 ow/dz

o
i

, zotim , ono smotreti koo mera odstupanja ncanalitvicéne funkeije

Wwlx,v,1) od acnzliticnosti. U opstem sludéaju Jje i B neanclitidng

N0, Se.romplu ’), i za nju moze Gufinisati funked

""!
|_..i

ranleijo, po se, pro

ic. D kao mera odstupanje od oncliticnosti. Istl sc postupall moze

20n0viti i za funkeiju =, 1 doéi do funkcije B, loja ¢c predsta

upange od aneliticnosti funkcedjc B oo tad naci

O«
3
0
o

('

?ljati olafch

dolozi do pojma odstupanja  "viscg reda'. Hozc sc desivi da jedno

&

C

od ovih odstuponje wnestonce analiticna funkeija. Todo je oastupanjc
slcdeéeg reda Jjodnolzo nuil,
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Akeo je prve odstupanje anclitvticna funkecija,ti. ako jo
=B(z),bada su funecije ¥ 1 % Dbihormonijske 1 redcnja su Mox-

well-ove parcijolne difcrencijeline jodnodine
poyy= 0 1 6oy = C .

Jolzozano je da gve neanalidticne funkcije sgo cnalitidnim odstupanjem
pripadaju klasi  Goursat-ovih funkeije ¢iji je oblik

(11) wix,v,1) = £(z) + z g(z)
e su f(z) 1 g(z) proizveljne anolitidnce funkeije. Théodorcs-
cu Jc taktve funkcije nazvao arcolarnim polinomimo I stepeno, jer
so dobijaju iz uslove do je arcolaorni izvod drupog reda odsovaraju--
Co neanaliticne funkeije gednﬁk nuli. Dakle,u ovom sludaju su v
i 4% realnil 1 imoginarnil dco Goursat-ovih funkeijeo,odnosno arco-
lernih polinoma I suepena .

=y J-\-n

Lo jo B neonnlidicéno funkeiiz o By snoliticna

0”

tada je funkecija wlx,y,i) oareclorni polinom II  step T3
, . L - T
(12) wix,y,1) = f(z) + & glz) + 2% n(z)
gdc su f(z) , «(z) i h(z) proizvoljnc enzliticne fuakeije.
Theocdorcocu je definisco 1 creclorne polinome  I-0g
stenena kkao
j
-7 i ~- -1 .
(173) wix,y,1) = > % Fp(z)
n=o -

zoji se dobijoju koo redenic »narcijnlne difercnciialne jednodéinc
d N ) L

(5)

U svom sledeceonr rodu Je  ifempl DOLINEIO QL 81 SO

X i | 1] | B M CRR LY. ! i . A - b= ot .--.. IR v Rt T e E: S
l:-',rlll QOll.ﬂOHll __'T-—- O;-TJ S (/p .-A_[']_::L L\ _l= l 9 zf?, 3 :"‘1 g o & ) _i__l -1_1_‘:‘_‘_‘ - i \,,?'-1.‘.'.,_{,_[_'{_..3_1 b—LLJJ.’l:Lﬂ
'PU].'].T""C': i &5 10 1My 3 wuar e A N R S FunTedl o e
Lunikciga ciji je ercolarni izvoed mceda N litidéne funlcija. “alo

I

red izveda areolarnog polinoma prodsta

=
-

Ja ujedno i red custupanga



0od analiticénosti, Ho sc ovi polinomi mogu dcfinisati i koo ncanali-
ti¢ne komplcksne funkeije cije jo odstupanjce od analitidénosti ono-

go reda analiticnc funkcija kog jo reda polinom .

| e
Veltor B  kao mere cdstupanje polja brzine

ncliog svruganja od woplace—~ovog polja

O » ] . . . -~ . '
1. Rosavanjc DIODluﬂl u vezl so strujenjem fluida svo-

Ct
-

. ) R - - * s r e
di sc , uglaviaom , na iznolazenje brzine v L privtiska » uw gva-
Zoj tackl strujncg poljo. Polje brzinc je,u opistem sludaju,sloZcno

-ty

-

nolje i korakteriscno je vrcecdnostimo koje w tom polju imaju div s

prostije 1 najvisce proudcno polje je Loplace-ovo po-

C.

i rTOobv V . Ha

i koje odgovara poieicijslnom strujanju ncevisljivog fluida. U slu-

daju rovenskog strujanja,na primer u rovni Oxy,jednacéinc (15) imajn

cblik
V.. OV_, OV OV_
SNPS.. .S B UURTT A ...._l - ————
GZ Oy ’oox - Cy U

(" 3
O
H
<
(3
{n
¢t
=4
<
C
A
O
H
)
=
r
O
I._l
Ct
O
£
£
I_I
Y
[
-
[‘-"3

i indentickl su zodoveljenc:

i al

potencijalon Y oprzincs v o, Ove dve Ifuniicijo su sa projekeljoma

T T L R R . -
mons Jednocinama

)
H
E_J
=
>
<]
¢
L
c
i
{

5oL n . ] y
(18) V.= 5 = ¥ ’ vV _= 9:}: = - 9’:5 o

2 O30 'j y y O _}? iN

Time se proucdavanic »notencijalnih rovanskih surujonja nestisljivoeg

L

ot

fluida svodi na ignclaZenge funkeijoe W i 4 vozoanih jednacdinama

(16)., Proltidno sc nnlazl jodna od ovih funkeija rosovanjom Lapla-

L

cc—-ove Jjednacing so odpovarciucim gronicinim uslovimo,a drugoe sc do-

L

hija integrironjem jednodina (15)., Jednadine (16) fmnju istl oblil:
oo 1 Couchy-Ricmonn--ove jednodine Xoje vredstovlinju notrebon 1

dovoljan uslov da Ifunlicijao w= Y+iy bude cnclitvicno, Funkelije w

&3
=
o
)
-
'
)
=
2,
™
o
(2
3
}..J
3
K3
Q)
. ¢t
-
CJ
(_._1
3
A
(')
=
Y
.
c
3
O
A
|
o
2
=5
-3
ot
I
Y
-
o
e
=
I
{

T - :T
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risti teorija ocmeoliticnih funkeija. Time HMeheonike fluida dobiva sno-

son moatematiclni eporat koji omogulujc uspesnc reScovanje veoma voz-

nih 1 komplikovanih prcoblenc iz oblasti strujonjo fluide.
Medjubin,savrsen fluid ne postodli i uvodicnije ovega

pojma opravdono Jje some v izuzetnin slué¢ajevime. rredpostavia o no-
s » . - ar . * ") " . - » " a
vrieloznostl je Jjos manjce prihvotljiva jer je rot v razlicig od nue

le ori strujanju reclnog fluida. Vretlozenje uvel postodi 1 samo mo-

Lo biti lzraZceno uw 518D130] ili jacdogd meri. To znadl do sc proudavo-
nje polja brzine rcolncg Ifluide posredsitvom Loplace-ovog polje moic
~srihvatiti same koo »rvo priblizZenje stvarncsti. Hckad i ovo pribli.

menjc daje sasvim priavatljive rcezultove za praksu,ali isto talko mo-

i

e aovesti i1 do pogresnih zokljudaka o ragnim velidinama kojo koaro-

-

LHerddu jedno odredjenc strujanje. Mo osnovu ovega moze s¢ lzvesti

zolkljucalr da svoko pnoljs brzine renlnog fluida ,manje 111 vise, od-

stuoa od Laplace-ovoz polja. 5 obzirom do st 22 proucavanje Laplace-—

i

ovog poljo mogu korigvitvi cnoliticdne funkelje,odrirodno je bilo prod-
Tr ey

postnviti da wogtoje 1 tolve kKemplceksne funizeije keje sc megu korl-

stiti za proudavanjc poljn brzine rcalaog fluidz, Istovetnost Cauchy

Ricmann-ovih Jjeodnocino i onih koje chju; avansko notencijaln
icman Vvih Jcdndcea i onih ko odrcdjuju rovansko »notencijalno

-~y

g
strujanje ncetidljiver flulda pOKCZL“ﬁ o sc veoltor B ,ili komplcelz-

L

snx funkeija B, modc gmatrati istovromeno 1 oo moera odstuponja

. a(2)

nelkos strujnog noljs od Lonlace-oveg nolja

Timc Jo velicdina D

devila i svoje fizicko gznacenje.

Primcéuje sc éo je i nolje vektcroe B , u opstum slu-
Zaoju , mloZeno polje jer sc iz jednecdine (9) dovija

(17) . divB =AYy , rot B=ay k.

A

...h {.t.\..* S U. l‘f.} i ’4:

¥

EA
)
5
Q
O
Pt
C..J

sshje vektora B bice uhwlﬂcumOV moljc

aorneonijeske funkeije. fiedjutinm, ovo nce znadéi do Jje 1 poljce brzinc

teplace—ove noljec i 4o je  $+iy analitidanz funkeije. Ove dve fun-

A

-

©ije i ked su harmenijshc mogu 4

£

e pudu novezone Couchy-ildlcmani-



cvinm Jjednadlinama. Jelme, polje brzind je Laplacc-cvo polje samo onda
%—

od je vektor B Jednsk nuli jer su teda ¥ 1 ¥ spregnute har-
monijske funkecije pa Jo 1 funkeija w+ilé  anolivicneo,

2, U acwvedenon rodu Dilimovico Dolzazang Jo primenoc
B u komrlcksnonm obliliu za izvodicnjc anckin zaltljuccko u

slucoju lagoancg ravonskog svrujonjo viskoznog nestisljivog fluidco.,

H
)
Q
)
=4
ot
F

Navier-Stokes—ove jednadine s¢ oveom prilikom mogu svostl i

~@%+ a5+}d&v+1af)

(16 U+iV

OV Ov &V

U = k ( '--—-'-'-'JL + :: 1 V -—-g._,.}{ iy -
= & { v 4 ~F ),

ohv 30X 7 OY i

O
<
-
<:
O
<

:)T K’ o
o )

=<
I
—F
Mo
Cie
d
+
<
:
Q-
:1i
+
<3
i.
’
b

-
_"\.

Koine je na osncovu Jjodnodine kontinuitets 1 izraza zo vretlog

s
L

M
My

R = D ow
Y J e

E
ot
D
S
I

ANV, = —- 2

=

&2

to sc¢ jednalina (18) moZe nopisati kac

-_ f _.«-_' - ,‘ ! - "“-
U+iV = — ) (%= + 15=) - ?lft(fz + ‘S%b ‘

ey -—

Desna strono ove jodnocine predstavlja odgstuponje od aneliticnostl

C‘i'

£)
{I
I.,_r
i
}..I.
o
)
¢
o

necnaliticdane funkceije PR VY o SC Wmohe S
! ;
{
(12) B o= «-(U+iV)

¢ strujanje stocio-

c—lllj'ﬂ

Usmu 11 sc u obzir <tokos—ove prednostavke da

spoljosnje sile mogu zanemariyi

a
N
(C

oorne o filuld veomo visgitozman i

5=0 funizeija D - 2ipw onald-

!
.

'
3
.
rJ
)
)
Ly
+
[._!
Ll
Bt
)
)
E.:
f-=*
;-\
]
b
t
3
|. - 1
r...r
C.!
0

\: -y . - - :‘-—1 [l oy 3 r e * - % 3 1"-
o 1 mene 9 plsaltli u oblilku

L
e
L

G
-

7y
il

D - Eiﬁwg = f(z) .

i : IR U : n 5, In ST S S T Pttt e
Pooznoadi do osu priticak » i vrtlemn 2« normonljsiic funikeige 1

it i R

G2 zodoveljovaju Lonlace-ovu joédnadéinu @00 Ap =0 1 A (2w) = 0,



Kako je 2w= = AY , 8de Je Y strugjna funkecija,
to se konacno dolazi do poznate jednadine A /AW = 0O koja govori
da je tada 4 bihermonijska funkcija.

\

(2)

"_-O T b ' - > —alm =
5. K.Voronjec Je pPrimenio velkcor B  na proucava-
nje lzvesnih svojstava potencljalnog strujanja stisljivog fluida.

U ovom slucaju uslov nevrtloZnosti i jednadina kontinuiteta,

_-.?.p

(21) rot v = 0O 3 di"f('i-‘{;) = 0 ’

dovode Go slede&ih veza

_ & Y oY | _ 6'{“ _ AL d W
(22) V= 8% T ¢ Oy ? vy“ 0y ¢ OX

u kojima su w 1 ¥ Dotenclijal brzine i gstrujna funkecija.Gustine

t

i

¢ 1 ¢, odGgovaraju brzinama Vv 1 v = 0. Dakle,i u gluéaju sti-

o

B¢

31ljivog fluida prcblem se svodi na iznalazenje funkcija ¢ B
nosto Je odnos ?/gg poznat iz uslova Dparovrovnogti kao Ifunkecijs

brzine, Ako se zanewmarl utica]j spolijasnjih sila,tada iz Bernoulli-

jeve Jjecnacdine
¢
Il'i
(23) 193 -+ % ve = O
Y
ve >
sleduje odnos w/g, = f(v7) . Oblik funkcije f =zavisi od vrste

nromene stanja flulida za vreme strujanja. Frakticno u obzir dolaze
dva termodinamicka procesa: izotermski, p/f = poffc =const.,za Koji

se 1z (23) dobija zavisnost

. ‘1 ~
(24) e = oD (- s ve/e)
Yo O
- P T r_ . ')-{ - ;“'E ' as . 7 - . ) - .
1 edijsbatski, p/g = po/gf =const.,za koji iz {(23) sleduje
l %
- : ]
\ vl v AP R
{”h"':) I 7 . A v )
W b= - po=—= »
.. i 2 Co’ J



- LD -
Cvde Jje sa ¢ “oznad¢ena brzina zvuka,a sa ¢ njena

- 2
vrednost za Vv = O, Za izobtermne procese je c“= p/s = po/grzconsun

Do 2 |
a za adijabatslke ¢ =;;£ .

F_‘-'

Iz jednadina (22) se vidi da kompleksni potencijal

++ 1% ne predstavlija analiticnu funikciju jer nisu zadovoljeni
S

Ce vchy—Riemann-ovi uslovi. Prema tTome,mozZe se formirati vektor O
odstupanja od analiticnosti funkcije w ,ko0ji ¢e istovremeno poka-

zivati i odstupanje potencijalnog strujnog polja stisljivog fluica

. Laplace-ovog polja. ¥z Jednacdine (9) i veza (22) dobija se

. : R - ...2‘1-'::‘
(26) 'b=(l-~-$-_—=)v= -—-f(t}')\v y

[ ]
i
i L,
LI

¢

odckle se vidi da Jje vektor B uvek kolinearan sea orzinom struja-

<

nja stisljivog barctropnog fluida i da njegova velidina zavisi sa-

mo od intenziteta brzine strujanja. Vektor ©  je uvek razlicit od

nule kad ©o0d je gustina promenljivse. Koridéenjem jednadine (21),

iz (26) se lako nelazi
——
= & —r - E:M
Giv B = AY =— (v , grad - ) ,
(r";—]“ 3".‘ %C
& ({) ?"" ~2r . e (. v
rot L =AYks | v , grad ; L
® L. 3 -y =
Timgcuge 22 4% div B 1 rot b ue mogu istovreneno

LTI Jednckl nuli pri strujoanju s stisljivog fluica
£ko Je div D = C +fada je povenciijel ¥ harmonijska

runkeija i istovreneno odgovara strujanju stizljivog i nestifljivoy

| . . =

fluida, U ovom sludaju =u vektori V = gradc ¥ i grad -~ upravnd
T § o

. . ; . o o - ¢ >3

P 3e linlje & =const. 1 7; =const,., poklapaju. Kako je %n-f(vd)
L | C

i

t se 1 linije v = const. poklapaju sa »nredhodnim linijame te se
zalkljuéuje da je o =F(v). Pokaezano Je da postoji samo jedire takvo
strujanje,a to je strujanje u polju osamljenog vrbtloge. Wa taj no-
Cin se dolazi do poznatog zalkljucka da polje osamljenog vrtloga‘im.
istovetne strugnice 1 ekvipotencijalne linije u slucaju stigljivog
L nestifljivog Ffluica.Fovencijal je isti a strujne fuankcije zavise

—

cdna ¢o¢ druse,

[



Ako je rot B = 0 +tada je w Theormonijska funkeija

s istovremeno odgovera strujenju at'élawvob 1 nestisijivog fluida.
g &
‘Uslov za ovo strujanje je paralelnost vekvora v=gragy 1 gradér1

¢

odakle neposreano sleduje da Jje potencijal  =F(v). Jedino polje

koje zadovoljava ovaj uslov Je polje osnnlJeaog izvora ili ponora.

Strujna slika je ista u oba sluceja,ali brzine nisu iste jer im se

notencijalne funikcije razlikuju,

Q

49 1z dosad asnjeg izlaganja o strujanju stisljiv

)

fluida vidi se dea u opstem sludaju funkecije 1 ¥ nisu harmno--

[

nijslze. Upravo,sgvala od njih zadovoljova nelinearnu parcljalau jed--
nac¢inu drugog reda,Cije Jje resavonje veona Oueﬁmﬂo. &G0 su od 1in-
teresa 1 pribliZna resenja koja zadovoljavaju postavlijene uslove.
Noime,iz jednadine (26) glecuae da je vektor B srazmeran izrozu
(1-t/¢,) 1 kad je odnos ¢ /4. mall premc jedinici onda se on mo-
Ze zenemariti. Jednadinel(24) i (25) pokazuju da tada mora biti v/cO
malo premc jedinici te g0 odinos ¢ /¢, moze razviti u red po ste-

penime v/coa Ako se u vom rozvijanju zadrie samo prva dva clana

onda se u oba slucaje dobija da Je

R S A E
e Cco

‘odakle se vidi do je velkvor B srazmeran,u prvom priblizenju,igio-
2 2 o LI . - )
b V'/eco . Ako se ovaj kolic¢nik mozZe gencmariti onda e se sti-

8ljiv fluid o»ri strujanju ponasati kao nestigljiv. Ustvari se na

ovaj nacin profiruje domen primene oncliticnih funkeija 1 ne sludaj

(3

strujanje stisljivozy fluida., Razume se,dobijena refenja su tacna

nestisljiv o priblisna zgo stisljiv fluid.

. : : \ , C v . 2 O . . .
Medjuvim,lento se kolicnik v /dcO ne noZe zanemarliti

L cko je odanos v/c manji od Jedan,ali se, mozda , m0ze zanemnari-
Tl ovaj odnos na devvritom i videm stepenu. Rozume se,ovim se malo

o

dabija U pogledu rewavenga nelinearnih Jjednacina ze funkeije v 1



T

w oko se one »osmatraju uw ravni ¥ , ¥y . All ako se strujenje po-

matro u ravnl hodografa vrzine,u kojoj su jednacine za ¥ 1y 1i-

0

nearne,onda zonemarivanjem odnosa v/cD ne cevvrtom i visem ste-

[

~ju Cauchy-Riemann—-ove 1 Copudtaju uvodje-

)
O
in
cr
)

penu jednacine (22
nje anclitidénih funiccija. U ovome se i gastoji ideja S.A.Caplygine,

-

Cn je prvo treounsforalsco jednacine (22) na raven ) =~1ln v + 10 |,

(o

zde je Vv inteazitet brzine a © ugao koji onc gradi sa x-osom.

7atim je umesto promznljive v ouveo novu promenliivu

-\.-J .
- ' L 8
= 3 K (V ) __C_}_.‘V_ﬁ + const.
: % vV
v
O

oy ok _ ok Of _ _ O
(28) 5o = 530 0 0
ode je
oo X '!
E = (“*-—-"')2 E 1 g {'g);) t o

Jednadine (23) nisu Cauvchy-Riemann--ove i komplcksni po-

tencijal ¢ +iy u rovnl 0+1€ anije analiticéanc funkcija pa se mo-

ot - - y - 2.L - s - . » . -
z¢ formlraotl vekbtor odstupa&aa( ) oG anoiiticnostli te funkeije. Do

vija se da Je

B = (Kel) 9% 5

O O

yakle se vidi da Je on greazmeran izrazu H--1) i jednek je nuli

cano za K=1l, Ako se sa vy, oznaci kriticna brzina Jecnaka brzini
i
' ' - i | - L) £ 2 2
zvuka u isvoj tacki (vkﬁ=c0 zo igotormne proccse i vkr=200/(h+l}
L W a

o -

2 odijabotslie proccege) onda Jje

- " “?
(29) K = [1-(v/v, )] cxp(v/v,_ )"
- | iy..4 B o

U sludoju izotermnc promcne stanja , 1



-~ 15 -

W+ 1
(30) K= i1/ )TN e v/ )

4 slucaju adijabatske promene stonja.

1

Kad sc

{"‘1
o
-
'\..-r.‘
H
523
{4

izrazi (28) 1 7iju u red po stepenima

V/Vkr videée se da su drugl &lanovi u tim rozvijanjima srazmerni
kolicéniku (v/vkr)g. Ako se ova] kolicCnik moZe zanemariti ondc je
K=1 »a Je vektor -% Jjednck nuli i Iunkcija _»r+iQJ je analivic-
no uw raval  6+i8 . Prema tome, Eaplyginovom metodom se¢ znatno pro-
3iruje domen primene analiticnih funkeija

Treba napomenuti da sc za K=1 dobija zakon berotrop-
nocti koji ne odgovera ni Jjednom fizickom zoalzonu nc Zemlji. Ipeak,
ﬁ;ély cinovo uproscceinje s8¢ nc kKosli so Fizikdn;jer dobijeni zakon
barotropnosti predstavlija tongentu u proizvoljnoj tackl izcntrop-

ske adijabate. Do zmacci da se izmentropsko »romenc stanja gasa pri

dotavlja e sponen013 alnu krivu,

2
I'C:
)

strujanju,koja u sigtemu D - %

zamenjujce lincornin zakono,
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Navier-Stokes-ove jednacince

O -- - . : ; . e e

. Croucavanije n3kog s Janjo nestisl, 7 -

1 TOUCAVIN e PavansSxog strug 0. nestisljivog flu

ide svodl se na resavanje tri skalarne jednacline. Prva jednacino

i jednacinea kontinuiteta

i oV, OV
1 Ailv v = =" v = O
(31) ¢ oy
kojo je iste 1 za saviscen 1 zo viskozan fluid i u kojoj su sa v
i v, oznacegnc projckeije brzine v u pravcima osa x iy ,
o
Uruge dve jednacince su Novier- bto:csuove dinaniclke Jjednacdine
\ 2
O (¥ L B y) o puv - oy
O3l 2 . y Oy
(32) s ;
(j V 1‘_“) et /:) . ] I‘.-l.f
et G I Rl RS = w2yl V + 2V
oy(d ¢ ) = Tx %
F018 odgoveraju ugstoljenon strujanju u polju konzervativnih sila
y=groad U. U ndinc Jo » privisck, ¢ gustina 104 kogiicijent ki~
nematoske visloznogti. 9o 29 cznaccen je intenszitet vrivlogo
Qv oV
’l‘*#: —_ _.._,HX =
Faml — e °
J O3C oy

tuigtine 1 kocficijent viskoznosti su konstoantne volidince,o projek-
clje brzince 1 pritisolk su funkceije koordinata = 1 0y .

A¥o zc fluid moze smabtrati nevisglzoznim,onca jo koefi-
cij@mt Yy dedank nuli i Navicr-stokes-ove Jednadine prélaze u
suler-ove jednadine., Zo slucoj notencijalnog strujanja fulcecr-—-ove
jednadine su oubomcotaski zedovoljenc,a Kinematslki Geco problema 8vVo-

Cil ose na iznclifengs dveju hoarmonijskih funkeijo : poteacijalne 1

rorujne funkeije. Roanije Jje anavedeno do su ove dve funkelje vezone
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Cauchy-Riemann-ovin jednadinanc i da

nih polja

O ~TF o r n ,
2. U glucagju vrtloznog
14316 od nulc i zodatals je mnogo kom
vide nisu sutonnbtoki zod

stru

58 22

|

mozu koristiti anclitidunc funieije,

1

proucavanje

cnja vitlo

potencljal-

24 T -

D

2 i.d'.x'r J e

plikovaniji. Jednadince (%2)

bude ispunjen 1 uslov njihove kompotibilnosti

voljoac,a oblilk im nokezujc da troba do

1izvodi dcos

na tih jednacino,prve po y e druge po ¥ , moraju biti medjusob-
no jednaki. Zbog jednadine kontinuitcte, uslov kompatibilnosti mo-=
e da se nopise koo

- 0L w o2

- V| o V_ e =Y 4 20,

(33) X O% v oy
Ako se fluid moze smotrovi neviskozanim,onda s¢ uslov kompatibil-
nostl postajoe

(v, grad 2w ) = G
i pokazuje da Jje ~radijont intenzitceva vrtlo upravan na brzini
strujanja. Odavde sleduje da s8¢ linije 2w/ =const. 1y =coust,
poklapoju odnogno ¢a joe 2w/  funkeija od . Dskle,duf strujnice
intenzitet vrtloge zadrunoava istu vrednost.

“olko Jz 26 = —ay , to 32 jednadina (53) moZfc na-
pisacti v obliku

. “';,- . A~ | : ’ .
(34) O% Oay. | OY 0AY . Uy o o
X Oy Oy OX
odnosno ko
(vg) éx é& q& O AW - 0O
7 3x oy T 9y Tox” ’
2lto se . fluid moZc smatroti neviskoznim.

Mo tod nadin atalr s¢ svodi na odrcajivanjce funkel j«
¢ iz jocdnadince (%4) odnosno (%5}, Rao Sto so¢ vidi,zadotals jo wveo-
na komplikoven 1 u opstem slucdeju nercsliiv. Zoto su ol 1ntocrusa
rozaa partikularne regenja tih jednoacins,kojo odsovoroju,na primer,
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pckim uneprced predpostavljenim svojstvima funleijec w o Narodito

u joednadine (34) Jeor sc zan da za scvr3cn flu-

Ch

jo OvVo vezno u pogle
i@ potecncijalno strujanje cesto prcdstavljoa soavim dobru aproksima-
Qijusalirda viskozon Tluid nc moZe da struji ca votcuncijelom brzinc.
.U literaturi su »noznabte razne spcclrjelnce vrcecdnosti funkecije Y kolc

y2ll je njihov broj vecoms ogroniden.

9]

Zaﬁovoljavaju gornjc Jodnacin
Ovds ¢¢ se navesti scmo neke klase tadnih refocnja jodnadine (34)
dobijenih na razzne nadélnc,

Ogim jednosmernih prevolini jskih strujanja i1 lImruznih
atrujonja oko ncpokretne ose poznotv Jju niz tadnih rescnja Hovicr-
Stokes—ovin jadnaéiﬁa dobijenih mnctodom Hamel-a. Eamel(?) uvodl

Lrlfolﬂnlask koordinatic 5 i ¥ umcste X 1y 1 posmatra izo--

Pk

netrijsku mrczu koordinatnih linija. Tada funkeija

e . N
3 = 3 (x,v) + & 4 (z,7)

srodstavljo angliticau funiciju komplcksne promenljive =x3+1y 4, &

Dromchnl jive ? 1 !E cocovoljnvaju Leplace—ova jednacinu i Cocuchy-

Ricnann-ove uslove. Ako so jednodino (34) tronciormifc posrcdstvom

LR .

e
O

novih promenljivii,onds ae mogu doniti. pordvikulorna resenjo pr rod

1

stovljaduti,na primer,in strujno funkeija zavisi sono od g i1z

&
€3

)
[

(2

mo od ?? . Jagno Jo oo ¢c s strujnice ovog strujonia poklapati

G'CJ
-
!
(MR R
g

]
|z

strujnicama nelcg novencijo 1 oo gvrujanje biti vret-
lozno ukoliko je 4% # 0. Jemel jeo ncoloo reSenje koda ¥ gzavisd
Slstatolels] ? 1 doblo do su Lo logaritoaske spirale lkeje u specijal-

u koncentridance krugove 1li u wrove linije.

o slucaju prolazs _
{:’ ) : g . T - ' 1 3 ' -
Usecen J2 uopstlio monmcl-—ov postupck proedposvavijas

“x o je O konstonto, o210 JC 7 hormonijela funkeijo,to &  pred-
shawlja zbirno strujonje kojo so sostoji is vrtlofnog strujonjo dud
Lororitanslih spiraics 1 votencijolnog ctrujanjo du? njime ortogondl-

e RS S I PR S .
Dl logeoritomskin spirala,




rosennlatt je poscmat

gtrujna funkeijo oblika

(2 i -
f(§) o7 fl(g)

igdg je m pozitiven broj, a Borker

vo= £0g) + £,(0)

slcdeco klasa tacnih resonja dobijena jo uz »re

u da vrtlog 2w =-4Y ime unapred odredjena o

o

SE

I

Q
=

siudaj 2« =c

cI“

}...

m

e

v
T

ra do 11 sc po

f‘.:

e
b A
F

L

°d

-~
I

W, Ge,y) +
113

W(x,7) = 4 o(Z,y) +

gée su Yy 1 ty? hormonijske £
stentnim vetlogom soocvoje se 1z »TO
nja i vrtlcinoz

&
LI

tric¢nih Irusc

nijoke funkcije oli tekve da su v V_+Kkx
. (115 . L.
Joffcry Jj¢ prosirio ovu klosu

Ay = £(E) .

1

—oizezalo e do ove dzometrigske 1i
Dreve 111 koncentricni irugovi., dJc

: ~ TT e K y e - ~
~ja, o domel jo, nczavisno od

i)
[P
|.'_J
-
<
s
)

CrJu primconom svolde mevods. wtrugdne

(10)

“[

L

(Y 4- y )

unlkclije. U

strujeonje scovrscnog ili vi

..l
::‘\-11--.'- LJ' "

c't-._!'?-
| N

2VoJStv

Jje proudiadc

~
L &

slucaj kad Jje

pury

APOSsSToV:

ooeclijalon

k  zadovoljova uslov kompavibilnosti bez cobhzil-
oznog fluida. oo

antnim vrvlogom u cclom flulidnom prostoru mogu do

strujanja so kon-

izvoljnog potoncijalnog sitruja-

.

1, 0dinosno dur koncen-—

ronevontaon dur

nijc negu

i M

Tfery Jjo r

. e
njeso, nad

h‘,..,_
_..r!n_r"\_,

1-._!._' 1

tokedje haormo-

zonJjugovanc

vjanje

PrCAPoOsTIV-

jodne od izometrij-

0 poesenje

—ry,

cacnje u

naralceclne
oD OvVa

Giugon “1h~

konccentricnih



prugova koo izometrijskin linijo glasid

,...\
S
N
S
-
~
3
(
N
1
o
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©
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C
I..
+
]
!.__
)
l__j

lﬁ
o
~J
e
£
~~
=
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N
0
1
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70, B =~ 2 , 0Ovdc su C 1 & idntegrolsike onstounte. Obo rescengja

1

gJ

{"-:

predste vijogdu spirolc koje se uvijoju oko koordinatnog po

Moguéne je traZivl resdcnje jednoline (34) predpositav-

1jajuéi za strujnu funkciju izrosz

YnLy) = £ Gy + £5(x) .

f’l'_‘ﬁ{

Jedno rezendje ovog vipa pripaca Rjovbusiagskonm .

U literaturl su novedoena ova tadnd rescenjo koo 1 mcto-
de g2 kojima su o sluzili cutori &o bi dod
ce se u daljenm izlozonju prikozoti Jedno mevoeds kojo,tokodjc,omogu-—
tujoe do se deodje do worbtilkulorailh reienjo dednodine (34). Ova mebo-

o

W . - - — " - R o T - e - '__'_-_!_i -;'_"
da pociva na priment nconalivicnih funlieijo. izvesnl rozultoti do-

1jeni ovom metodom nalaze so u radu i.Voronjeca i ii.ha8iéa : " O

nekim primcnomn neonalitvicnih funkelja u ravanskom strujonju nesbi-
sljivog fluico™{u Stomni).
..-f*}‘h_ o . R . . 1 _ - .
4. wtbrugne funlcijo & saviglil ¢ o Loy o, rlogu sC
wasocto tih promenljivih uvestil komplelsni izrozi 2=¥41y 1 Z2=X-1Y

Bl

i mosmotrati ¢ koo fuakeija od oz i B . Rogume 8C, Lzvodjongc
reznih oporocija,koo S8to su diferoncironje 1 iunbegrironle,zohteve
2 e funkeije da zoedevoljava pozandte uslove,zoii su u ovem radlu
iocnvnjeni. Lzvod ncouelivicdne funkeije W wo nromenljivoej z o ve-

2o Jo ozo komplclisnu bwrzinu v Jednaclinom

U slucéoju vrtlcinces gvrujonja komnlclisna brzing je neanaliticno

Tunikcijoa i zavisi od promenliivih z 1z . Lesnije ¢o se pokozati
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do. je odstuponje ove funkelje od analiticnostl sroznerno intenzite-
tu chbrbtonja fluldnih delico za vreme Xretanjo. foine, sto Jo odsvu-

sne brzinc od anclitidnosti veée bo jc vrtlog intone-

r

nende komplcl
givniji.

Uslovi kompatibilnosti (34) i (35) izraZzcni posred-

DN
v}
|.....J
£
0
&

stvom prowmenljivikh gz 1

\ 05 OLFI‘ ST&V 64 J
(39) LSty L S Sy 21V cTens = O
0z 0707 0Z 02 CZ Z 0Z

(4C) mamiie
Analiza jeodnadina (39) i (40) uije 1lakBa od analizc

resenja gorngih jodnacino,lroja odgovarcju spoecijelnim oblicima fun
Zeije W . U tu svrhu Yeristicéce sc¢ ronije izloweno teorija o ncpne.
livicénim funkeijome i vekior ‘E# u komplelksnom cbliku,koji, koo &40
stuncnia nolja pr-

je rccéeno,noze istoevremeno &2 sluzi 1 koo mera o

zine nelcg strujonjo od Laplacce—ovog woljo Zoje odgovord potoncl-

jelnom sbtrujongu. foristice so 1 odstuponjo vidgey reoda Zojo su ana-
liziraona nepred. Trvo &¢ s pogmatrati nojprostiji slucajevi kogjl

.L._..

uﬂmah dovede do resultata,o zotin ¢e se »nreéi no lznclazZenjc oputo

[

Cnja jcdﬂaéiLe (%) uz uslov do N-to odsiudnanjc kouplclisnce br-

Dk
&3

e

zine od onaliticnooti bude jednako nuli,

49 Unmcsto Tfunkecije (%8) posmatraée sco u daljem radu

—

some dvostrukl izvoed funkeije ¥ po 2z, ©.

§

oy " - o
’—«i—l - ) = R

<

"

= ~i{v_ - iv__
(v_. y)

2031 Jjo uvek rczlicditc od nule jer, bi, inace , fluid bio u miru,
U opdtem sludnju joe L. neenalitidénea funiclje pa 8¢ zo nju mozc

-

a on~liticénocti koo

3
O
3
ol
I...J
-
T
Tt
i_l
O
Y
#8)
Tt
-
U
C3
3
<
o
C
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% T
= . - ~y bo .1 . - . al
(43%) Bl= g o= = = 2 - 1 Qiv Vv o,
0z
Odovde sc vidi do jeo Bl jednzlzo nulli samo clzo je igbtovremeno
} . - =T
2w = 0 1 div v =0 |,

t3. kada Jje strujonje ncvrtleoZno o fluid nestidljiv. Tado je Y

hermoni jske funkeijo,komplcksne brzina je analiticéne i uslov kom-
potibilnostl (40) Jje automotsizi zadovoljen.,

Catupanjc drugog roda od ancliticnosti funkeije B,

odredjenc jc izrozom

OB b - > A ' - A 1+ o A
(L) Bo= 2 —t = (SN Y, 02y (SAIV V02w
. 55 CX oy oy OX

i uslov B,= O dovodi,u sludeiu nestidljivog fluida,do
2wl = -AY¥Y = const.

Uslev kompatibilnosti jo madovoljon zoko zo soavrscen toko i za vis-
kozoan fluid, i3srujnc funﬁcij& Y predstovlja zbirno strujanje ko-
jo so sastoji iz »rolzvoljnog potencijalnog strujanjoa 1 vrilozinog
strujonjo duf koncontridaih Irugovo 1li provih linija. |

Uslov ao o odobuwnwcnje tretep reda od cnaliticnogti

funkecije B jednnko nuli dovodi zc noestisdljiv fluid do
\v
CAB > . \
(45) B o 2 _ (Ei’... oY 52&‘“’) - 24 53’%4'* - 0
" T - T2 T 6xoy ?

CUNosno Go

( ?I 6) b ki iy P - e -~ wlmaliek r- e —— =
KD 2 . L 2 — 4 = )
iz druge jednndine (46) slcduje da AW preasvavlija zbir dve

aly

sroizveljne funkeljo,jodne samo od = o druge somo od  y . Prva
ednadina (46) odredjuje te funkeije zoc polinome drugog stepena

Do 3c moze stavitil da Jo



(47) AY = a3 (&7 77+ a,x +oozy o 2y ) s

?éde su &a;(i=1,..,4) konstcnite. Pogodnim izborom podctka koordi-
patnog sistemc 1 uvedjenjem polarnih koordinate r 1 @ moZe se

jednaéina (47) svooti na

(48) AY = 2qx7 + o

odckle sc vidi da jc vrtlog funkcijea scmo potegn r . Ocigledno jo

da se funkcijo W mozc aa

aQ pisatl koo
, 1 41 2
(49) Y=Yy + g a7 4 F ogr

zdc je Hfl hermonijskoa funkeijo. Ugcoco © nmoZze da udje u izraz zo
hormoni jsku funlciju,ali nc moze do sc pojavi u ostolom delu desnc
strance jednacince (49) jor u bezgranidénom prostoru brzina mora da

bude jednoznadna,

Lzroz (49) zo funkeiju  mora da zadovoljava uslov
‘kompatibilnosti (34) odnosnc (%9). PoSto so ovej lzraz moZc napi-

sati pesredstvom promenljivih z i z 1 obliltu

(50) ¥ (2,5) = Wy (5,8) + § 0,2°5° + ¢ o

NI

to se posle izrocuncvonja cdgovarajulih igveda funkcije ¥ po =

i 2z 1 unoscaja tih izvoda u (39) dobija difercncijalna jednoding

3y Sy
0z 0z

£o0jo odredjuje funikciju LPl kao

(52) lPl(z,E) = -~ iy 1in(z/Z2) .
nocficijent O mos¢e biti jednak nuli ili srazmeran funkeiji ob-
1ike 1n{zZ)/22 . Ako sc uznmc da je kocficijent ag  STazmercn
ovoj funkeiji,ondc sc refenje (50) moZc napisati u obliku
~ - . ) - 1 2w’ ! SRR
(53) Y (z,2) = -iv 1n(2/2) + $ ay2°2° + K 1n(zZ) ,

I



O

Koenije ée sc nokazati

- DL -

dnosno u polorncm sistenu

(54) 4 (r,0) = 2Y 0 + %% alr4

da ovo resenje sledujce iz opdtegs izraza za
e 1 3 - j e~ M A tﬂ,r d-_, 0 . 7 “i‘i’n':—"‘.l*’“" S e
nkeiju Vo oza =5 , a tokodge s¢ mozce Drimceylitl G ¢ Ono po-

u
lapa sa reicenjom (56) Jeffery-a zo B=2 .

O - - | - ol L ST . - -
5. Prclozi sc no lznclazonje onsteg oblika funlkelje

¢ kojo treba deo zadovoljave sledeéce uslove

o) do je cdstupanje HN-og rede od analiticnosti

njonog izvodo po z  Jednako nuli, 3.

‘ sy
(55) e = O
ST

b) do zadevoljeve uslov kompotibilnosti (39)

¢) 4~ je funkeija ¥  realno .

N |

Prvl uslov pokaozuje oo e za izvode funkelje W o mogu napisati

aleodeéld izrazi

— = > 3z a, (z)
DD ﬂ:i n-1 9
g-"f*t — TE' = ' :n“‘gﬁ ~ a f p =
éE = L{: ‘u‘il"'l)dﬂ L.-.l_lml(Z) + DO(Z) 3
82 |+.l I’I e
= > (n-1)% "ia"‘ (z’
| dzoz n_l n-1 .) ’
(56) Lo
Ty o= 2 (-2 el L (z2)
_dZ éZ n=1 n-1 ?
quJ H. | '~ﬂ~5
e = > (n~1) (n=-2)% ol o (z
dza" =1 -1 ) ?

éf_{' Y "‘(E =5y
52T i P DT ()

reapostavken da jo N»2 , Ovie su o’ l(z) iaf -(z) oprvi
| i~ “ =

Nod
Ne]

(===

3 . I 19l s z 0 | - :
1 drugi izvod funlkcije o..1(z) (n=1,2,3,..,,1), a bg(z)- izvod

funikzcije bo(z). Cve funkeije Ce sc odrediti iz uslovn by ic).

S il



g1 (59)

(57)

Ebja se

u

¥ a

%.g"' - . - * - . I . —_ -
Lzdvojiti polinom reda H-2 »o 2z 1, zatlnm , sSpojliti
e

nom igstog reda koji je » rods tovlijon noslcdnjim élanon
0
(58). Tunkcije &G(z) ne ulczi u ovej polincm Jjor sc

umcsto of (z)

- 25

Zoncnom parcijelnih izvoda (56) u uslov kempatibilno-

o] s _
N=1 fr--L n=1 I’l 1
- . N
Y a1 2 bl S (ne1)ER 20t
LAzl -l V4 n=l n~l
i

<

noze red3itvi po bé koo

-1

-

Id n-1 N _3
S las -1) (o~ a/
/ T1= . .{.—-l
b = uh*ﬂwh*“ﬂ-ﬂw—*“mm“m&m +
< N s TN
> (n-1)z as 1
Ti=
(58) N
n=1 n-1 & N2
+ wm-u-a-%—--—mwmmm e L .(1’1“-1)2 C'-n 1 °
u . — -
S (n-1)EPEar =t
n=1
—~ - .| £y T T i ; ™ 1 ‘_!f j‘; ]
:_posleqnalm dvema jednacinomoe plsono Jo Sl 0 %51 &n1 L

4? - ~ . W/ -;; ‘o ‘ s - .
. anml(z{ , anul(Z) i bo(a) jer su lzrozi

wp013 glomu2ul. Primcéuje sc da desno stronc Jjednadine (58) ne

wvisi od 7 Jjor jo leva strone funicija somos od  z. Koko

%C U broiocu jednolince (58) »nclinom roda 2H-4 9o 2z

-

J

C

gcu polinom reda N-2 »o isto]j promenljivej,to sc delinjem moze

oo noline-

canacine
ne nnozi

58 polincmom reds WN-3 po z . Isto toko u toj nolinom ne ulozc

11 Slanovi koji zavise od Mocficijonte vislhosnosti Vo,

i

g

JLr 8¢

‘¢ so polinomom reda H-3 po z . Noo toj nacln mozce do go



N
] o 2 (0~1)(n-2)z""-D__4(2)

7 f‘}:_ ettt s e e o ns
(Il'“ .A._ﬂ-__l(.u)-i' -—-N

n=1 > (n- l‘"d"a 7 (z)
e 1 -1

l)unw2

(59) bl

iprl cenmu sve funkedlje Anul(z) (n=2,%,..,) moraju biti jednaks
- yonstantoma. Do bi razlomak u (59) bie nezoviscn od 2z moraju svi

(z) ,zc sve vrednosti n od 2 do Ii,biti mcdjusobno srozmerni.

[

ﬂ l
Pado sc oni u imceniccu mogu izvuéi koo zajednidki foktor.Tsto ta-

knv faltbor treba do se poJjavi 1 v brojiccu do bl se skratic so o-

[

aim u imeniocu. Frimero radi lzracunaéc sc

!

nojstorija clana

)

VA

3

neo
LWL

N

nolincma dobijenog delenjem. Ifzjednocoenjem kocoficijencte uz

4 1w izrezima (58) i (59) dobijs sc

.‘-.'-'I

stepecnu  2N-

. - 2 . 2 3 4
(0-1) (8-2) 0y = (H=1)ay jap 1 =(-1)%Ay qaf o

$to poslc integrircnjs dcjc
(M=-1) (N=-2) (oy; 1+ Ly 1) = Cql2-z )

gic su C; 1 3z, integiraleske konstonto.
Tz upcredjenjo koeficijenata vz z  no stepenu 2N-5

l Pt (:l"i *P.r-‘.-r“i_“'.':ﬁﬂ‘; —'l:m—!-nf-- —'»«_...n:'-;ﬁ_-ﬁ ‘i-= =
S "I_-l "h--—-iul'ha 'h..l' b ali UJT s Al e U i e et e b j et \.:__..L _....C_i..,_*-.__.,

Pogle unosenja uw ovu jednucinu vrednosti zo o, 4 1 integriranjo

l-.-
-r—-t

(3-1) (¥ 2)(nﬁ o+l 5)=Cr(z-2 )“ +o (z-2z_) .

Integralskae konstonta C jc preizvoljno o Xonstanta CL Jednalio
(M 2 L :}

P . 7 - : . / T =R -

J¢ nuli jer o5 - mora do bude sroazmerno SR Lzlzozi,dokle, da

Lie-

- : . - * ~ . \ N
21 8vi nolinomi o 1(2) (N=2,3,¢44,011) Srozmorni (zuzo) , e 8¢
AL :
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W o |

Ne kreju,uslov pod c¢) znadi da su funkcije W (z,z) i

ijeﬂg onjugovana vrednost,koja é¢ sc oznoditi sa ‘;(532)9 1stove-
N0 . Zulsbmgsv 7o funkeija £(z,z) moZec do sc napise keao

f{z,z) = flixﬁy) + ifgixay)
é%de su f, 1 I, wealne funkcije. Keko jo u posmatranom sludaju
%(Z,Z) rcoalna funkeijs, to Jo

i{z,z) = fl(x?y) , T (4?3) = O ,

7ato ¢e vrcednost konjugovanc funkeijce biti

(z,z) = fl(x,y) = £(z,z2) .

Isto sc odnosi i ne funieije o~ /dzdz 64%5/62202
e, : S 2 -1 r : : : .
o vopste no izvode Ty /oz80z™ . Konjugovone vrednost izvode

<5w/éz jedneko jo izvedu oY /oZ , o isto vofi i zo izvode
654h/ozadz i 07W /3232°. Iz ovogo toitodje sleduje do su sve fun-
hClJO &nul(z) (n=2,%,.4.,8) polinopi najvige redo N-1 po z .
@bdjutimﬁfunkcijo aD(z) 1 bO(E} cstoju o scda pobpunc pr rcizvold
nog oblika .

N R

Ao s¢ izraz (60) uncsce u peslednju judnodinu sigteo-

pr1 cemu je donja granica u gzbiru promenjcna zbog faktora

(P 1)(n-2). ZomiZljc sc do jc polinom

razvijen u rod po stepeanims z-z_ . Toj se pelinom mnoZi sa  z-z
. W/

moro do zodrzi isou vrednost ledo sc "i' ga-

[._h

0o stepoenu 13

X

teni gso  "-if, Zato su u btom rozvijonju jednoki nuli svi dlanovi

?Sim nejstarijeg &lona,srazmerncg  z-z, na stepenu  N-3. Ma ta]

2Cin moZe da se¢ napige da jeo

-ﬁ:“.::-;.-f-



boo ovim su odredjeni svi keeficijenti k4 za n
od 3 do I & da koeficijent I (z2o n=2) nijc odredjen, Kako sc

igroz zo  zZ—zZ ol stepenu F-3 moZe nopisoti u oblilku

— 1]
ZZ > .

uz opstc Clonove dobija

S

Hoize sc predposteoviti do 1 koelicijont &k zodovoljava istl obra-

necséu do oditvivne kenstonte k., tj.mcic sc stovi

Cig

z0C 8o bo

noze 3o ceél do osvaelih pore

i
I
i
(.
1

-

4

H
1
>
(G
C.
£
}-da
™
H
rs
-3
)
™
)

. |
—

ceijolnih izvoeda potwrcbnih zo anclizu uslove lompatibilnosti. Medju~
tim, odredjiveonje proizveljnih funkeijoa od z 1 od Z , koje sc
. Y - - Commacds g Ml - L Ll J L, L W el 9 _ta -J O o W
tode Javlijodu,pile bi otozano. Zoto se dirckine posnotro cobvrio
joednodine sistoma (56)

3 - - N

_)u_-f I T - st
_o7 =(z-z )77 3 (n-1)k

VAN e - N=2

zodo peogle uvodjenjo vrednosti za K., q 1 izvesnih tremsformacige

N, . 4 S
O W S Me? . yN-2 ~
A S . ) + ko(zuzﬁ)ﬂwi

T m . o 5 ) : H2 2 hy -
Wolo dzvod &7y /dzozT  prodstovlja konjugovonu vrodnost isvodsn

v
2 -, y, : g - . ' = — - - I - . -
07 /6z70Z , to se 1z (62) neposredns dobija
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' \5.: ' | ) -— N“B

. A~ W N2 _ N3 -

(6%) S;Sz qﬂg(z z,) (z-z ) |
Do izrnzo zo vrtlog dolaozl se integrironjem jednacina

“5) i (63). HKoko rezuliat ne sme da sc promeni kad so "1t zome-

“2'1 y .
d q’ O 2 - h“g
(64) - ' o (22 ) +
O
N — e - _D
+ Fiﬁ Iz (z2~2_ )" 2 + RD(Z-ZO)N + ci R

%e jc Cl ~ova reolna konstantao. Mo kraju,prvi dzvodi funkcelgje

W dobijaju se ponovnim integriranjcm koo

. , . .
E—lrg - S é( ““0) N 2( O 1 .
0% ({-1)(F¥-2)
|k ";;
. © Ne2/= = e = = yN-1
- f:?(zuzo) (Z“ZO Tﬁ:TTTﬁjzj(Z ZO)
(€5) + G (E-2, ) + al(2)
o¥ _ th“bh(z_z yH-lep 5 yI=2
oz (umﬂj)pgpg) < o
+ MMS(ZHEO)(ZH'O)H 2 2 .

e su gé(z) i b;(E) izvodl funkeijo ao(z) i bO(E)

Dobijene izvode za funkeiju + pob bno je uncti u

Odﬂ”ClHu kompotibiluostl i pokusatl do se o jodnacina zodovolgl
:

ogodnim izborim funkeija ao(z) i bG(E)

5
"

i lonstancto koje su os-
2l¢ needredjenc. Dobije sc izrez keji se ovde nc no
ohtove , da bi bic jednok nuli , éo konstants k. bude jodnoka nu-

L. U tom slu

("::

aju s¢ uslov kompoatvibilacstli svodli na



“__3(_) -

(z-z_)a/(z) + i(N- 2)VY = £Em20)bé(3§) ~ 1(N=2)Y.

Koo je leva strana ove jednadine funkeija ¢d gz o desnoa od zZ o,

¢ svoka od njih moge izjednaéiti sc proizvoljnom konstantom K,

m

£o

Na tod nacin izlazi da su

) K1 (J1~2)Y /o=y K+i(ii-2)V
o/ (z)= ==5== , b (F)= “ESAiIe
0O - 7,
odoklo posic internriroirja slcauje
e (z) = [E-1(¥-2)Y ] 1n(z~z )
b (2) = [E+i(N-2)V] 1n(Z-Z)) .

Radi odredjivanjoe funkeijce W potrebno je integrira-

II'

i jednadine (65) koje za k.= 0 postaju

0
A\ : - -
oY _ o, 2= = Nl / fue o s /g -
oz Hul)(ﬁa p(E-2o) 7 TEE, )T+ O (2-5,) + o (2)
(66) : f
oLt i - —r — -
h-ﬁ.&; _ 0 35('7-,{. )\ l(z.... IJ 2 4+ C/(Z-—Z_) + B (Z)
Oz {? 1) (N-2) = O O
Rezultoet lntecrircaja glosi
/ " o
(&87) o= (w 1)%??”532(3 2 )b L(z-2 )t l + C (z-z_)(z-2_) +
[ = -
: o Z~3Z
+ B ln(z-z_ )(5~z_) - 1(N-2)"/ 1n )
Z=%

ori Cemu je umesto komplceksne konstante X stavljen njon rcalan
J’f » . ~ v - : - - bl - -
deo K’ jer je funkecija ¥ reolno . Dobijenc rescenjc zadcovoljave
sve postavljene uslove .
67 Rodi lok$e cnelize rodoni jo (67) pomecra se poclcbalk
Joordinatnog sistema u tadku z . Ako se, zavin ,uvudu pelariie ko-

o
srdincte r 1 © ,onda se izraz (67) moze napisati koo

!
(eg) = W= ~w~_w§9-~w§ pei-2 olf © 4+ 28/In v +
Me1) = (1-2)

]".!hu

+ 2(H-2)Y ¢ .



Radijalna 1 kruzna brzino -iznose

L oV P V

(69)_ 3 Y 2¢/ IE]TT -4

VA= - ~ 20217 - P
& or (I—l)(i.—E)2

/
1

H

dolitle se vial dao jo ispunjen usleov njihove uniformnosti u cclom

CIU .

U)
c.'"r

fluidnom DIo:

Do rcscenja (68) za strujnu funlkciju % dodoo jc Jci~

O

(v

fery v citircnom ?fﬂu( lj,polaz&éi od prcdpostavie da je vrtlog
funkcije povega I o do ne zovisi od polarnog ugle © . Izvodjo-
nje posredstvom neanaliticnin funkeija,koje je ovde primenjenc,do-
yvodi do 1lsvtog rceczultatvta uz predpostoaviiu do Je  N-%o odﬁfupanje
Tomplcikene brzine of analitidnosvi jednako nuli. Zago su ove dve

srcedpostovize eckvivelcentne 1 koo jedino resSenje jovlja sc slude]

kada je vrtlog srosmeran nckom stepenu potega r 8o tadnoscéu 4o

*

aditivne konstonte. Treba zaoaziti 1a konsvconta N nije ovde ap-
étrakt¢& natematicin konstante kao Ionghante B ked Jeffcry-o .

nte. M dAmo fizicko znadenjce 1 predsvovlija red odstu-~
nonjo komplcelene brzine od ancliticénosti 1 zoto je moguéno vrsiti
uporedjlivanje roznin svrujonjc zavisne od njlhcvog odstupanga od

potoncljalnog strujonja za kojo jo komplcilisino brzina ancliviéna

u mnogim slucajovimn

:—J '1.\

funkeija, rrimeCuje sc dn Je koustoanta T

Jedncka nuli Ste proizlasi iz uslova do pritisak mera do budce uni-

formna LuﬂPClJV u fluidnom prostoru. U daljod anolizi rczuloata

o nuli.

oy

uzece sc da jo ova xonsvonto jodaa

L

]
—wrr

Strujnice odredjcnc lzrazom (6&8) su spiralnog oblike,
der prvi ¢lanovi odgovorcju kruZzenju fluidnih deliéa po koncentric-

on deje strujonje iz izvora duz polu-~

C—ﬂ
(i<
I.....J

21a krugoevima o poslednji

provih kojo proloaze kroz todku z. . Koko je konstonta K potpuno

C

PO

[}-'J

=Ry

“1319 o moEe dn budc Jjedancka i nuli,vo so posnctrancn vrtloz-
non strujangu mofe Godati potencijolni vrilog proizvoline cirkula-

Clic n'do uslov kommotibilncsti bude ispunjcen. Hedjutim,potencijcolnid

b



Cigvor uvek postodi Jer Je (NM>2 , 1 njcgovo izdasnost zovisi od
reda odstupenjo kompleksnce brzine od ancliticnosti. Ukoliko Jje rcd

sdstunanja komplelone brzine od onalitidnosti vedi utoliko je iz
dadnost izvore vceli,

7 izrazo (69) zo projekeije brzinc,vidi sc do radi-
jalLa brzina copods o 4o kruina brzino raste lkod 3¢ rastojanje od

Jizvorﬂ povetavo,tollo da strujonjc u beskonalnosti ezl da postanc
rrusno. Sooslike 1 12, koje prikozuju promenu projekeijoa v, i
u zovisgnosti od potega r 1 reda cdstuponja N o, vidi sc do

na istom rastojonju od lzvoro obce projcekeige brzince rastu koad sc

red odstupenja novecava, Hako rodijolne brzina raste liancerno sa

T o kruino eksponencijalno,to za veée vrodqusb N strujnicc -

spirale postaju eve vise povijconce prema unutragnjostl u odinosu na

logeritonske spiralce kejo odgevaraju potencijolnom strujonju, Povi~

janje sniralo nrena unutrosnjostli u odnosu no logeritamske spiralc
nrl (ozono je no slicli o za dve vreoednogti broja N,

Slilza 1
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Slilka 3
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Slike



Slike su nacrtane prema izrazima

- -y . r PSR
(70) R
=o(1wp) X S e =2 =2
VI‘“L(L ) I‘ ) V@—- 2-—?{:.: r +

nJ

_koji su dobijeni iz (68) i (69) odredjivanjem konstante ¢’ iz u-
slova da je vo=1 cm/s za r=1 cm. Umesto konstante 2K stavlje-
no je -~/7/2% Jjer c¢lan 2K'1n r predstavija potvencijalni vrtlog.
7a koeficijent kinematske viskoznosti uzeta je vrednost 1 cmg/s ‘

izraz za vrtlog u ovom sludaju glasi

T T

v ’

(71) D = o ([ -27) (N--1) erle—
i iz njega se vidi da Je strujanje potencijalno za [ =27 . Radi
uporedjivanja brzinskog polja sa potencijalnim,uzetva je vrednost
[[=-27C i , zatim , na priloZenim slikama date su promene projek-
cija v, i vy ,kac 1 polozaj strujnica vrtlozinog kretanja u odnosu
‘na logaritamske spirale,za par vrednosti broja N .

Primecuje se da postojil jedna vrednost potega T 2a

“koju je vy Jednaka nuli. Ta vrednost iznosi

PN 2
r = e
r""-dﬁj.(,

i povééava se kad H raste. U ovom siucaju je r=0,2% cm za N=37
i r=0,89 cm za N=4', Ustvari r te#i ka jedinici ked N raste,
ali je ne dostiZe Jjer je N ograniceno.

Sa slika 3,na kojima su date samo po Jedna strujnica
potencijalnog i vrtloznog strujanja,vidi se da se strujnice vrtloz-
n0og strujanja dvojako ponagaju s obzirom na vrednost r =za koji jJe

i !

Ve= O, Kada je r>»0,34 cm, odnosno r>C,8Y cm,sbrujnice vrtloz-

nogz strujanja sve vise odstupaju od strujnica potencijalnog struja-

nja $to je vrednost broja N veéa. Buprotno cvome,za vrednosti r

3L

¥oje su nife od ovih, strujnice vrtloinog strujanja se sve vige vpri-



- 37 .

-

savaju po svojoj formi strujnicamé potencljalnog strujanja S$to
%Tednost potega manja. Iz izraza (71) za virtlog i dijagrama na
%i 4 wvidi se da vrednost vritloga raste kod se N poveéava sa—
%a r koje Jje veCe od 0,34 cm odnosno 0,89 cm. Intenzitet vr-

TT

ga opada kad N raste za vrednosti r koje su manje od gornjih. §
|

o w ,
; , N=5S
;
14]'
gy
| T4 o3
12}
10+
8 I
° T
:' Ne= 45 Ne: 4 N= 5
ﬂ_.\\- - ‘ﬁ\‘
I &Y . .
. .
‘H\ \.R.
| -\
0 _'" - -
0,5 1 r(cm)

Hlika 4
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Erimeéuje ge da Jje izraz (68) za strujnu funkciju W
szveden uz uglov da Jje red odstupanjﬂ xomplelksne brzine od anali-
{iénosti ' ceo oroj i veci od 2 , jer zo =0 fluid miruje,za
}Pl funkeija W e hormeniljske 1 strujanje je potencijalno,a za

¢ Konstventnog intenziteta &to znacdi da ze vrt-

1.

Ngg vritlog <JW
1oZnom strujonju moze dodatl »roizvoljno potencijalno strujonje.

Hed ju ,mogucno jo odbociti uslov da je I-toc odstupanje Komp-
leksne brzine od analiticénosti Jednako nuli,jer izraz (68) za fun-
%%ciju Y gadovoljava uslov kompatibilnosti dinemickih jednadline
za mo kaltve realne vrednosti konstante N . Ako se ostave Do stro-
pi pozitivne vrednosti H kao vel proucdeni sludajevi,onds su od

interesa vrednostci <O jer one odredjuju raspored brzine koji

3¢ fizicki opravdconiji. Meoime, za N <0 brzine opada koda se
rastojonje od todlle z2, DOV veCava 1 iscezava u beskonalnosti.Isto-
vrcnenc sotencljalni 1av0“ postvage nponor. Talodje 1 intenzitet

vrtloge opoda Xado se noteg T povecave

79 Ako se nodije od izraza (64) zo vrtlozg,kako je to

uiinto Jeifery,onds se moZe dobitl jedno spec jalno resenie za W

koje odgovorn vrednostl K=l . RKad so u (&4) stavi Kk = C i N=1

dobijs soe
J

\ /
u_.. — C A C /
On0E 1

g~z ){z-2Z
(z~z_)(z~Z )
odekle se loko neoloze poarceijalni izvodl funkeije Y koji su po-

L

vrebni zo cnalizu uslovo kompotiplilinosti

3y o ~ “
%% = Z:Ew In(z-z ) + 0 (Z“~ ) + SS(Z) 9
- |
ow O (Z
g: = e lI‘(-—-Z ) + Cl \ &=2, ) + b "*Z) 9
2 Z“Zo
(“jf’q,) o

-?

VT 2:._‘
0z-0% (z-zo) (z ZQ)



%9

oy oSl
Oz07Z (z~2 )(Z zZ ié ,
- Iv" -l s g S
dz< 07 (zmzo) (zuzo)

Akko se ovi izrozi unesu u uslov kompatibilnosti (39),

onda se posle sredjivanja deobija

; e Yo / c 1 / N /ey s
C’ In(z z,,) (z zo)ao(z)+1v = C ln(z.zo) (Z zo)bo(z) iv

odnosno
bl — iy . — 4 3
Z, zO >, zo
In(z-z ) y
Y +
bL(Z) = Of mmmem O o L Y ,
7, em 7, -
o - z Zo

jer se obe strane gorinje jednacine mogu izjednaciti so proizvolj-

nom konstantom K’. Posle integriranja izlazi da su

ao(z) = 5 lnz(z ~7 ) K — iV )lp(?uz ),
b (3) = 1nf(EE ) - (K + iV ) 1n(3-5)
o7 T 2 = 0 o’/ °

Strugna funkeija & odredjuje se integrironjem prvibh |

v \ . "h A -I“" LYy - 4 - - LV
izvoda o¥ /0z 1 0% /0%z , $%o dovodi do Jednadine

4= % 1n%(z-z_) (2-E_) + C](z-z )(E-E_)

7 7,
- Xin(z-=z )(zu o) - iy 1n :MMQ .
22

Pomeranjem koordinatnog nodetlia u tacku =z i uvodjenjem polarnih |

O

koordinata r i € dolazi se do sledcéoeg izroga za W o

2

D
W= 20102 + CJ2° - 2K'ln ¢ - 2V G

— -~

odnkle se nalaze prejekcije brzine kao

2\'} / 2 17 )
Vrz-—- B V@= 2011" + "'r“(-thf"‘ 20’11'1.1“) .
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8% Predlofena metoda mo%e korisno da poslupi za resSa-
vanje reznih zadatoka iz vrtloﬁno- strujanja kako savréénog tako 1
viskoznog fluida. Cna omoguduje da se nadju veona jednostavni'izraﬁ
7l 2o fazne velic¢ine koje karakterigu strujanjc. Na primer,zs izna-
lazenje pritiska iz jednadina (32) potrebno je izradunati vadrat

rzine kojli se javlja kao
b J J J

<

A\
V2=Z—l~ Q

O—'O—"'
=

2 |

i moZ%e se lako nali posredstvom izraza (66) .

Normalnil 1 tangentni nopon se lzrazavaju posredstvom

e

“izvoda strujne funkcije Y po promenljivim z 1 z kao

OV_ \ 2.

PX+P=2€‘*’&‘”=28’*1(—% é%h
Z
6v 2 2.
L) T R < R P

P.+p = 2 €Y == Y)l( )
I A R e Rl =

é¢ v = e
~ ~ Y OT% el
=9y v RV (B )

Tzraz za disipaciju encrglije,koijz se Jjavlje pri stru-

janju viskoznog fluida,

ov Ovy bvv _évy 5]
b-i, — Q ) | -t 2("‘—"‘ ) -(.‘S‘ﬁ -+ hd:"% ) \ g
N

posle uvodjenja izvoda funkecije  po promenljivim z i z svodi

se na sledeci oblik

+ 2)2\)2j‘
-d

Dakle,i digipativns cnergija rastu DIl istonm potegu r Lkod se rod

odstupanja komplelsne brzinc od analiticnosti povecava,
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Oseen ove jednadine

bl e, ol 8 el i S i P e — i gy el e, i S Bttt it HF

1° 1z predhocnog izlaganja viali se da je do d&nas-naQ
djen relativno mali broj tadnih reSenja Navier-Stokes-ovih jedna -
“&ina. TeskolCe koje se javljaju prilikom njihoveg redavanja velike
su 1 najceste neprcmostive. Zboé toga se prislo uproscéavanju ovih
jednacina i stvaranju pribliZnih jednadina kretanja viskoznog nc-
stisljivog fluida, UprosScavanje Jje izvrscno noa osnovu vrednosti
Reynolds-ovog broja. Ako Jje ova] broj mnogo manji od jedan onda se
gile inercije mogu zanemariti promo siloma viskoznosti i Navier-
Stokes~ove jednadine postaju linearne. Njih Jje uveoo som Stokes i
upotrebio ih kao primer zo iznalazenje polja brzine i priviska u
fluidnom prosvoru kroz koji se krecce lopta malom i konstantnom br-
zinom, Pokazalo se da ovo resemje odgovora stvarnosti kad se radi
o strujnom polju u neposredno] blizini oko lopte,ali je sve netac-

nije kad se rastojanje od lopte povelava., To Jje i razumljivo kad

s¢ ima u vidu da so porermaeca] pri kreotandu lovbo sve nje ispolju-
J¢ sa porasvom rostojanja 1 da su na nciom rastojangu od lopte si- :

le‘inercije 1 sile viskoznosti istog reda.

Oscoen Jje zcpazio ovu pojavu 1 uspeo Jo do "poboljsal
Stokes—ovo redcnje za loptu poscavljajuti anove jednadine kretoanja
Ecjerdelimicéno uzimaju u ¢bzir i silc inercije., U literaturl(l’)
se navodi jedno metoda za regavanje Oscen-ovih Jjednadéina,koja se
zasniva no razlegonju polja brzince na potencijalni i no vrtlozni
dco. U ovom delu rada koristi se zo resSavanje Oscen—ovih jednaci-
na ranije izloZena metoda koja se nasniva na primeni_neanalitiénih
funkeija. Razume se,posmatra se¢ ravansko ustaoljeno krcetanje Jer su
zompleksne funkcijc vezane za ravan.

Oseen~ove Jjednadine u slucaju rovonskzog ustaljenog

t

strujanje nestisljivog fluida i jednodéino. kontinuitecta glasc



bvi
oD X ., 02y
-(_S-Ez --QU'B‘EE 'P"S“!f T"y 9
oV W
(72) %-3% = =-¢U a__y + Q\/ ("32..1 ,
. OV oV
div v = 5 1 3§y = 0O )

gde je U konstantna brzina fluida u beskonoclnosti koja ima pra-
vac X=-0se,a ostole velidine imaju znadenje koo i ronije. Prve dve
jednacine sistema (72) pokazuju da vrtlog 2w mora da zadovolja-

voa uslov kompatibilnosti

. Re 02w
gde je Re = UL/VY i I ncka karokteristidna duzina u strujnom

polju. Treéo jednolina je zodovoljena strujnom funkeijom  ,pri

demu Je Z2& =-AY , Zato sc uslov kompatibilnosti moZce nopisati

(74) ALY = T *BE- .
Dekle,problem se svodi na iznolefenjce strujne funkeije & iz jod-

naéin@ (74). Rogume se,i ova jednadina je u opsSten sludoju neresdi-

L

L=

va i danes su pozunobta samo neka njeno peortikulorna resenja od ko-

sen Qoio za krevange lopte. U ovom delu ra-

L7
F )
<

Jih j¢ 1 ono koje Ju O
da se tokodje vraszc partikulerna resSenjo jednacdine (74) korisdéenjem
Tteorlije o odstupangju brzinskog polja viskoznog fluida od TLanlacce-~
ovog polia,koje odgovara potencijclnom strujonju.nestisljivog flu-
ido,
O i j -, i . P L - . 2"
27 Sad ¢c se posmatrati W koo funkeijo promenljivih

ay

z=xtly 1 zZ=x-iy 1 jeduanéina (74) traﬂu¢orm1 oti na oblik

AN 7 =
¢ ¥ Re ")‘4‘ QBLV )
. Ca—e . e y
6zcd0z 70z  0z0Z
. o D
;1_'_ . - o - - - Lo : - o . -
LIto 3¢ uvedu nove promenljive Z1=RFF2 1+ Z9=372 » ouda se gornga

T

jJednocina mozc napisati o
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(75) e - .
| ézldzz dzlozl ézlozf

A
...);Ij

[o%

{
?‘E
+

?ﬁrema ﬁom&,i_ovde je zedeobak nadéi funkeiju 4 iz jednadine (75)

zojo nije ni no prvi pogled prostija od jodnadine (74),ali je po-
ggodnija s obzirom no metodu kojo se primenjujc za njeno redovenjc.
iU daljem radu ¢¢ s¢ lzostavitl indeks 1 , oli ¢e se o tome vodi-

u Sdnmom Ire-

R

i rafunc prilikom povratka no promenljive =z i
Fenju. 04 funkeije < zohteva se da,pored jednadine (75),zadovo-

ij:va 1 ova dvao Gopunskeo uslova -

- 61?—!-—1.‘4_,- _ -
3 OHL
202

grvi uslov nokazuje do je N-to odétupanje Iz-ompleksne brzinec od
oholitiénosti jedncko nuli. Ovaj uslov predstovlja ogranidenje i
bdredjuje talkvu klosu strujanjo ¢ije UOlJC brzine slabljc 1li jo-
Se odstupa od potencijalnog poljo,sto zovisi od reda odstupanja
Jefinisanog brojem ¥ , Drugl uslov pokozuje da je Y realna fun-
kcija i ne predstovlje ogranifende ved je namebtnut fiziclkim znode-
njen funkclje .

Prvi uslov (76) dovodi &o sledeéih jednacdina za parci-

& o

jodne izvodce funlfceije

3, N N
' o~ — Tl ’
(77) e = 2;__ (11 ) (n-—-c?)z ')El’ ul(Z) N
6z"dz  n=5
L. N .
79?;E§= zm_(lml)(nuq)"n")dgml(z)
OZ "C% Nn=7 ?
I a3 ms o / :Zi‘ e~ i1 Adruet o ‘ T zedldoe o
Tojino gu aA_li ) un“l(z) prvi i drugl izvod funkcije ‘nul(

ide od 1 do N 1 donjc Erenlco U OVlm Sumo--
. su pomerenc zbog faktora (n-1) i (n-1)(n-2) . To zncdi do Je

unizeije o (z) , z2 M=l , za sada proizvoljna. Sto sc tide osto-

-

Z ) e
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1ih funkcigja _an_lkz) , 28 D=Z2,3,..,0 , onc ¢c se toko odrediti

-

| -

do. bude zodovoljeno jednodina (75) i drugi uslov (76).
Poslc zomene parcijalnih izvode (77) u jednadinu (75)

pomeranja donjc granice u sumi koja podinje od n=2 dobija sc

N .
S (n-2) T e o L | = ~D (. .t -

odokle sleduiec relurzivni sistem od  (N-1l)-c jednadine

1“"'!',".,11) °

M

(78) (ne1)(aq-ar - o, = 0 (-

Uvodjenjem smenc klak(z)zbk(z) (k=1,2,..,N-1) sistem (78) posta-

n-1l  nel nop = O (n=%,4,.,,8) .

cdnacine £79) su relmurzivne 1 refenja prvih nckeliko

7k DNHQ

b= Open? ~{Cya*0pp)

@

-12 ~(Cy_1%Cp 202 + Oz

o
!
o
f
O} [l § o

5 _ = ; 3 — l ~ p I
D 3= ZCma12" ~ 5(Cu1+Ch o 3% ¥ Yz

Neoo ognovu ovih nckoliko rcSenjo zakljuduje se do su
iz} mpolinomi ¢iji je nojvisi stenen (Ii-%), Istog su stependa i

Z‘)ﬁ i"..'r “I ,j,ltll,N l)
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Za dalji rad uvodi se jeg jedna smena :

(81) (n-)(n-2)a) 1(z2) = a3 ; (n=3,4,...,N)

i'posmatra poslednja jednadina (77) koja u razvijenom obliku glasi

'i]- - '
O =N-3 we e} =N-5
(82) — = dg.p * 27 Tdyp ¥ Ajoy * oeeee *
Sz ozd N1 N--2 N~2
e Nl 2 tl “2ﬂn — i |

Kako su i .;_l(z) polinomi istog stepena kao 1 a" . ;(z),t0 se

za razne vrednosti n mogu napisati sledele jednadine :

no
1=

ifr-,?_" N—-E,’Ko
M= K +,.., JK.z
N~%" N-%70 N-51

o= o K 4. 3 K2+, KAz
Net™ HetfoT-aty 2 wan o

- s gl bl i iy MR Ll s A M b et B B el e ] e Akl e W W W Bt by ol Bkt ek et s e man Bl Pt Rt Bt

AN HumKo+N~mKlz+"+N—m:humzmum+;'+u~mﬁmmﬁzmu5+w—mﬁm—2zm“2

@._%: =i +5hl :511’.252—1—..+51irqusz{‘r"m+. 5KII- “‘T“"’

£= &n +Lnjﬁ+”uﬁdﬁ+--+4HHMm”]_m+,.+y$EH7ZNu?+4KN“6ZF“6

O o T e Lo S T S A

A= 2KO+BKlz+EEBZE N ZH_m+"+EKNM7Zﬁg?*gﬁy_gzN_6+2KN_5ZNﬂ;*
+2KH_4ZH"¢

U diferencijalnim Jjednadinama (83) ima %(N;l)(ﬁu5)

koeficijenta kojli se mogsu prikazatl u obliku matrice
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¥-2%0
-3 M-3%1
i-t50 NeaB1 mesto
r e - -
N-550 N-5t1 W-gt2 -5t (
e ™ o - T c. T
Nem 0 Nem™1 Nem™2 N-ﬁ-mh_z) ¢ N—m{j[q..._m ‘ N—-m} e
r r '[.(' - . T
5ho E 581 502 583 v olyepm o 5Y7
N e R R LS SETRES S

< & T 7 Y
oho  2f1 2% 2% 0 2%Nem v 2Pwr

.

-

Ky6 38N-5

9,
Kns 2Pnes 2Bpes

Tzraz za funkeiju W dobija se integriranjem jednadi-

ne (82) kad se u nju predhodno ubace funkcije d;

Yinama (83). Dakle,treba integrirati izraz

| 64 ‘\"F: B I{ _;'I ___Il +
2v—-2 - N-2"0"
dz<0%z
+ (o K 4. K. z)EN=2 4
Ne%"70 571
r T~ R P 8
+(“;..44{JIL 'T'-q__:”.f_'t-i Z-}'TTH-‘L!.I 22} )E L

_l(z) ‘date jedna-

d e mr mm we e e e e me b e e e e e e e e e
+(N—mKo+Numklz+"+EmmKE~mZN;m+" NumK4_2Zm—d)zN—m“2'+

B e e en e e e e e e e e e e o e e e e e e e e e +
+(5KO+5E12+5K222+"+5KNm7ZN“7)EB + -
+(4KO+4313+4K252+..+4KH_7ZL"7+4KFH65N"6 =2
+(5KD+5K13+5K252+..+5;H_7zﬁ“7+5FJH62N“6+5KNm5zN*5)E .

# (R ol 5% pRot ™t o ekl ozt el ent S pKy gzt T oky
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Rezultat integriranja glasi

o L2
= X % ? T + (85)
W= N.2%c 2 (N-3)(N=2)
2 2 wN-3
Z a Z hY Z
+ g2y B *y-3t1 B JTETOERY *
2 3 LI- -1*4--1—1
( K 2+ T, 2. )
yogfe 7 Freaty § Tyesto “? T‘“‘)‘T"n_ oyt
2 3 I 5 _N-5
v 2 Z Z - Z Z
sk 7 *nesfy B ty-sfe T ty.sKs mydTmroesy
T e S +
2 7 1y _N-m+2

Z

Z' ?' T
i [H——mKo 5 *Nenfl 8 tRenf2 T2t Nenfien TRom D) (NEFD)

m-—1 m

HN-m

| Z
ot ent -3 (o2 (1) " i-m Ko (m—l)mJ (J—mml)(ﬁ'_T N

F o oam e e omm e e ae me te el am e ke e me e e me e er e e e me e e s +
e 2” 72 55

tlghe B Tty G FeeTstyn W]
} 2 3 ,N-5 N 'z'L!'

.3 z ,
tlafo 3 a1 B T tutyy T““‘é")“(““g‘fu- WEy_s T IF-"J ™

2 P -5 N4
tizto 7 t3hL B Tty Wy 35 Ryt
_ o N~ 7 25 |
talys W |6 7
2 5 h 5 H~4

Y

N--2- - —2

7% . Z°.
+[2Ko 5 ol g Tetolyn T‘“‘)‘(’i‘f““‘i- *okye ‘(“‘S‘M ULy

oy TSRS *2es Ry | B

+ zfl(E) + EFl(z) +'f2(E) + Fe(z) ]

Analiza uslova kompatibilnosti (75) pokazuje da su

gunk01ge fﬁ(f) i T, (z) proizvoljne i da funkcije fl(z) iFy (z)

ﬂoraau biti Dollnoml (N~1)-0g stepena po

Z

odnosno no 2z . Koe~

ElClJEﬂtl 0v1h polinoma su sastavlijeni od koeficijenata matrice

84) koji ulaze ureoenge (65). Medjubim, drugi uslov (76) zahteva

i.‘r_

4 proizvoljnih funkeija sledeée jednakosti

T2,

£, (2)=F] (2) 1 £,(5)=
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Dakle,reSenje (85) za strujnu funkéiju dato je u obli-
u polinoma po z <Ciji su koeiicijenti polinomi po 2z . Stepen o-
;ih polinoma zavisi od reda odstupanje kompleksne brzine od anali-
tidnosti i mogu biti najvise (N-2)-og stepena,

Kalzo brzina u beskonadnosti mora biti U=const. to re-
genje (85) wmora da se ogranili na tonadan fluidni prostor na &ijim
je cranicama brzina jednaka brzini U=const.

. L o . - _— e .
Naporinje se da u regenju (85) treba da stoji %Ez 1

?%E pmesto z 1 2 .

Kasnije &e se pokazati da poslednja cetiri ¢lana u re-
senju (85) predstavlijaju redenje Stokes-—ovih pribliznih jedﬁaéina.
7bog toga se izrazl isprea poslednja Cetiri Clana mogu Smatratifkao

korekecioni élanovi koji "poboljsavaju’ Stokes--ovo reSenje.

5? Sad ¢e se pokazati da koeficijenti matrice (34) ni-

isu medjusobom nezavlisnl ve¢ se mogu izraziti posredstvom koeficije-
-ﬁata jedne vrste i1li kolone, Ovo je veoma vazno s obzirom na ukupni
broj konstanata koji se javlja u regenju pri odredjenoj vrednosti
%roja N . Ne treba subiti iz vida da su koeficijentvi matrice (34)
jos 1 kompleksne konstante. Dé bi se otvtkrila zavisnost mediv koefi-

-~

cijentima trceba poci od jednacdina

L
-1 = v

(0-7) (@) 1= 4 )=l 5= 0 (n=3,4,..,I)

Zoje sleduju iz (72) i (B1l). Ako se u gornjim jednacdinama pomeri
indeits, pri demu se stavlja Nem umesto n~-l,dobija se

AT = (U

| “HN-1

(56) |
Tomn DY AH A _ 1 — o : SR )

Kako je prema (83)
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r k il L ra | T Il
- = i + + . + .
(87) dNum M—-n"o NumKlZ HumKQZ Numhﬁz Toees @
> m-1 . - 1) TP
4 i Z - K .z + K
Hem m-4- 7 Nem -3 Nem m-2
vto se,poale integriranja nalazi
2 3
LS 3 f... — Ir -+ ¥ - L - - i
(88) o™ Hem™1 ¥ Nem™o? T §em™ 3T NenFo Z T oeee ¥
M~ M -
B S AP S ol S i
Hen"meld m-3 Nem m-?% mn-2 N-m m—-e  m=—l

Fajzad,ako se u (87) stavi wmt+l umesto m dobija se

{ 2 rr

. 'H‘ _ T. T )
(89) Nerie1™ Nem—ltob Heme1¥1Z ¥ §ep-1%0% + yop-15372

- It m-—5
. + K Z, + . K - +
Toere TN mellmel Neme1"m-52
- Iil=—¢ . m—1
+ . I4 2 -+ - I e
Heeme—1 =2 Mumnllmulz

Posle zemene (87),(88) 1 (89) u (36) i sredjivanja dolazi se do

(Meme?) | K - o K .)+ (. K - K )z + - <
Bme2) 1 G B0~ men™1) * G meno)?2 * Grnfom 5 yonf )2 ¢

n--L J

G 5 e )t e K e i Ky g)2 T
* (Numﬁi~5“ E%ﬁ ﬁwmﬁmm4)zmu§ N (N—mzm—E* E%ﬁ Humﬁmmﬁ)zmwg -
+.E%T ﬂanQHEEmMLE B {Humwlﬁo T NmmuIKlZ T NumulKﬁzg M

L ST SR U SR L Num_le_lzm“l} -0,

odaklie,izjednatavanjem koeficijenata uz istc stepene po =z , sledu-

Jj¢ sigten algebercsikin jednacdina :

T T YT =Yy I%¢
. e -7 W N J_ b i — 14N
G Fem l) LY Nem-~1"0

. _ - e I 4
o1 = oo Y Fme2) = 1K)

Koo Ry W(Meme2) = .. X
Gion®s = wogfq V(-m=2) = o 1%,

Fein .
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Nemntme2™

TF"

N “m—3"

[ L ekl [ =T [ ¥

(m=1,2,5,.

Tz sistems

me—1

N~ 1-E Ne

-Q.T-.... l L]
n3 ot
em=-2
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K

- [ -] L L g by il Bt i L ] L]

K

Hem—1"m~Li

W—manm—B

T
N—muljm-2
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(9C) nalaze se redom koeficijenti

m~1 m-l

—

.-

K Nem-1"m-

m~1)(m~2)ﬂ- Kﬂ“5{

~mwlﬁmul+(mfz)ﬂamulﬁm-2+ﬂum—l

-}

I?"
Y1

mul)(mHE)(m*ﬁ)Humwl
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M1~ lew) T Nem~1
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Ja. osnovu poslednjih jednacins moze se naplsati opsti

obrazac koji daje sve koeficijentc oblika Hume_s sadrZanih u

matrici (84),o0dnosno u resSenju (85) . Taj opstl obrazac glasi

s-1
: i 1 N (
(91) Nem m-s~ (H-n=2)(m-s)T %= mua) l-m~1" m“J

J=1
- -

(Szzjﬁgltrgm) ’ (m=2,5gnr-5NfL) .

ﬂaimeg za S=2 1 m=2,%,..,08=2 obrazac (91} da je sve koeficijen-
te glavne dijagonale matrice (84). Za s=3 i m=3,4,...,8-2 dobi-
jaju se svi koeficijenti dijagonale ispod glavne dilijagonale matri-

ce (84) , itd.

Sad ¢e se pokazatili da su koeficijentli u pojedinim di-
jagonalama mnedjusobom srazmerni Sto snacl da se svi koeficijenti
patrice(B4) mogu izrazitvi posredstvon kqeficijenata samo Jjedne kKo-
lone ili jedne vrstce, Ovde ¢e sc¢ svi koeficijenti matrice (84)3ko~

ji se nalaze iznad Hoslednje vrste,izraziti posrcdstvom koeficijo-

nava poslednje vrseo s QKOI’ 2Kl . gKg s eee 3 oOR ~5 By
pPo

I
Ovo,na kraju,znadl da levi indcks necc biti ni povreban.

Obrazac (91) za s=2 i m=N-3,i-4,§-5,,..,2 daje :

522y K omm it g 1K o

mele3 Sy gm- 5 R, ““'(T!‘i‘-r‘%“;‘r ohyen

A= 1= et B 3lns T3t T oy ST 2Ky

meli=5 " Ky o= ﬂ§6 4= E%“ 252 S Dy 5fﬁﬂi)31 ohy_ 1
=7 a6 H-5 [ . (K_4 L

Na osnovu ovoga moze se napisati opdti obrazac koji dajo

Zoeficijente glavne dijagonale izrafcne nosrcdstvon K . kao

A
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poslednjeg koeficijenta zadnje vrste. Taj obrazac glasi

< Nenl (L“L’) !

(92) Nembmeo= 1 RSy Ty T 2 s

(1ﬂ=2’5,'r|,]ﬁ“5) .

Kocficlijenti druge dijagonale izraszavaju se posred-

stvom koeficilijenata gKﬁ;4 1 2KN~5 poslednje vrste 1 o0 na ovaj

nacin
§=3 .. K _=- m$:§~[(m 1) .
Hem m-5 Ne1t~=2 Nmmul m l Nem-1 m~2J

K

(W-4) Kyt o H-5 =

T 7 __L WT 7 ( I‘I"‘"‘E =i
pelett Ky omm S50[(1-5) Ky ot 55 6" ETTH_lMTIQ(N;q)EhN 4 oK 5]

, 17
u=l=5 oKy g=~ 5| (H=6), Ky g+ Ky_ 7J=

17 I"T":E)
i -+ N 8] Z‘!_‘T‘GT_.

ra— [ ek — — - -— —— - [ A [ - [—— aw | T} o [P | W} FA— e — rramry —a— S f o [ s — LY | sk [ T} (Y. ]

Daklc,opstl obrazac za koeficijcecnte druge dijagonale,

koji se izrazavaju

iy

NOS ' oy - e 1 - - ) . —7-.\- *
cosredstvon koericijenata ¥y ;0 1 oByrig s JC

-2)(ﬁ-4)eﬁﬂu4+2KN—5;

(:1:5,1:', " & ’1\]"“'_;5‘) &

Ja isti se nacin doslo i do opstih obrazaca za koefi-
cijente trele,Cetvree,pete 1 Seste dijagonale, a koji e se ovde
dati bez izvodjenja. Ljlhov oblik jc

Nem
("S}zl-) IT--IHTFT“-% (54“‘1}1—%-2"”(5{1-“-(-—-:‘:%—:‘-[% (I‘#-—I‘ﬁ-—g) (.'I"I--m--l) (N—-—"-P) (Nu5) 2:[{1\].__4 -+
L .

+ (Hen-2) (W=5) 58y o + EKN“6J

(m=8,5, 000 N=3) o

(H-5) ! -
ST(N-571 [?(W"4)2L1-4+2*N~5j

el (-t Sy oKy |

-
1

|- ) oyt oKy g |



Hem=2 ) (Hem=1) (N-m) »

(95)

C(N-4) (11~5) (0-6) SKy_, + 5, (N-m=2) (M-m-1) »
o (N~5) (N=6) 5K g + (N-i~2) (N=6) Ky o+ QKN-?j

~ : COMgesyr Ty,
(96) H"—'mk{ﬂl“"6= m!(“(‘ﬂ:)g)‘f ] I}:! (J.’J-I'ilmg) (I.‘J-'Hl""l) (N“ﬂ'}l)”

¢ (Nem+1) (H=4) (N-5) (N-6) (¥=7) pKy_,0 +
¥ %,(N-m~2)(ﬁém~l)(H—m)(ﬁ-5)(N~6)(H—7)2Kﬁ_5 1
(N4m~2)(ﬂ-m—l)(N~6)(H-7)2 N 6

+ (”~m—2)(ﬂ~7)2KT g + hw_g

| JO—— |

_ a3y Neme oy
(S7) Hembm— (Hié_g §jﬁ3%31ly%!(ﬁum~2)(ﬂmm~1)(N-m)*

o (Heppr 1) (Hemat 2) (H=b) (N--5) (W6) (N7 ) (He8) 5Ky +

\:i(N~m~2)(ﬁnn—l)(ﬂ-m)kimmﬁl)(? ~5)(N-6) *
.(Hu?)(ﬁ_ajeﬁﬂm5 + 31(N—H~2)(H—m*1)(Nnm)'
.(ﬁ_g)(ﬂu7)(ﬁ;8)2KN_6 + %!(N—m—Z)(Nmmel)-

 (11=7) (N-8) ,Ky; o) +(N~mu2)(L~u) g + oKy 9J

Na osnovu izraza (92) do (97) moZe sc,poslc jedne du-
fe ali nimalo teske racunice,pokazati da sc svi koefilcijenti ma-
trice (84) iznad poslednae vrste mogu izraeziti posrcedstvonm koefi-

cijcenata poslednje vrste kao

(98) o s
- K = =1 N (Hemr-3) (N j—2m8) ! o .
NV m-g fﬂumag).fimm-B)!(m—sjlji 51 BN4 j-2-8

(S=2’5,|¢¢?1_‘ﬂ)., (1’_’1:2’5?...,1"]'“2) 3 Ij‘:f;?j .

Levi indeks kod koeficijenata LSKy o » oKy _5 9 e

Jer jc sad ncpotreban.
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S obzirom na izvedeni obrazac (98) u redenju (85) za
gtrugnu funkciju 4 mozc da.se pojavi samo HN-53 :ompléksne kon-
stante umesto %(Nwl)(N—E) koliko ih je u podctku bilo. Primera
padi,neka Je red odstupanja N=9 , pa jc tada broj konstanata H-3=6

unnesto %(Nul)(ﬁ_§)=24 .

09 Oéigledno je da se¢ iz opsteg izraza (85) za struj-
pu funkciju dobijaju razna rcsenja za Y zavisno od reda ddstupau
nja kompleksne brzine od analiticnosti,koje je definisano pozitiv-
nim 1 celinm brojem N=5 . Tako s¢ , na primer , za =% dobija

strujna funkeija
W= 2£,(2) + 2F,(2) + £,(8) + F,(z)
koja,kako Je vcc konstatovano,predstavlja rcsenje Stokes-ovih pri-

bliznih jednacina. Funkcije fl(E) i Fl(z) su polinoni drugog ste--

!

pena po 2z odnosno z , & f2(E) i Fg(z) su proizvoljne ali konju~
covane funkcije 1 predsteavljaju strujnu funkeiju potencijalnog sbru-
janja. One su , upravo , rcesenje Laplacc—-ove jednadinc,

Za N=4 iz (35) sleduje

N 2K %_% + zfl(z) + EFl(z) + fg(z) + Fgﬁz) 5

-

Prema (98) je »X =k 1 uslov kompatibilnosti (75) odrcdjuje fun-—

keije f£,(z) i Iy(z) wu obliku
n A }_r 5 ;..I.l . A
Ll(z)—— 6h Z~ + 2(2 C)z 4 lZ + 05

—

o ‘I - """) 1
Pt} oz e --I' il I?' -+ + + r
Zaricnom ovih funkcija u izraz za Y 1 koriééenjem uslova (76) da
Jjo ¥ rcalna funkcija nzlaze sc vrednos 3t1 konstanata
T 3 / ‘ St
ILO:hO (ﬁ2)=0) ) C=iC" (C =0) , CLEZC':’) R
n_ _CH (i g e =T -y
Cy==C% , C5=~Cy , I5(2)=F (Z)

tako da konadan oblilr strujne funkeije & , za HN=8# , glasi
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le E:g 2w§5 i2 5" ”2; -— -,
o= Eho(z 2T F8E7 32 z + 272 + 22°) +
3_-‘-'1” “2,-, _ 2= / "'. - / =
+ #1C (zz -« z5Z) + (Gl+02)zz + 05(z+z) -

iCl(z-2) + F(E) + F .
- 105(2 7 ) 2( ) bg(z) .

ovae jec F,(z) proizvoljna analitidéna funkcija i ako se uzne . na
2 J & 3
priner , da je
P, (z)={Cl-iC")z |,
2 5 775
sto predstavija uniformno pravolinijsko strujanje sa potencijalon

brzinc,onds sc¢ gornji izraz za funkeiju YW unrodéuje i postaje

. _ 2 — D Al — e — -
W = %h’(z zau %ZZ)— %z)z + zgz + ZZT)4 %iC”(zgz—zgz) +

R . 2 2 - .
+(Ci+ué)zz =(xz+y2)li§ho(7y ~X +6K)+20”y+(Ci+Cé)J .

n s¢ uogu dobiti i ostala rescnja iz (85)

l..}-.

fa, ova] nac
za razne vrcanosti konsvante N . Ovdo sce Jos samo navodi rescnje

za =5 1 ono glasi :

' lT.-"-' ;’: 2“2 “'2 2" E-—i-% 2 5-—-
4 = ~ 1 4 B i o4, + iy Ly e = ' i
Y glo(v z Z Z t %77z 52 z ) -
1 oy D=l =5, l=i 1 - -3 3 s
+ sy (2757 27274 5777 - 5z 2 - 227z + 227Z) +
LY _‘}:2*_ 2~— i / s Y ~ o
+ 50 (7257 - = z) 4 (Gl+62)zz + @5(a4z) -

O

o
O
o
<

it

! N AW - T O

O __ OS¢ (v . ¢y 9%
oy ZLEY N CU %) s

2031 ,ustvari,prodstavlija Cauchy-Rienmann-ove jednacine te je
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gnalitiéna funkcija kompleksne promenljive z=x+iy . Kako je ova
apalitic¢na funkcija proizvoljna moze se uzetli da je ona Jjednaka,
pa primer, komplelzsnoj brzini nekog potencijalnog svrujanja, tJj.

more se staviti da je
(99) p + 1(Q\uﬁ\+-—gll ) _.gu(vxu ivy)

:gde su VX i Vy rojekeclije brzine potencijalnog StruJaﬂJa. Ako se

1

an *{1(x,y) oznadi poten013al ove brzine a sa kt"l(“,y) strujna

funkcija potencijalnog strujanja,onda se mogu nostaviti veze

oYy oY Ot dY
. R 1 Rt
(100) Ve 3% 0 oy  ? Vy dy -~ T ox ’

Konalno, iz (99) i (100) dobija se da Je

d\{. bq’é oY .
(101) (DTKUGL)+1(QU - £EYAY,) =0,

-l

gle je o= Y- + ., Iz (101) sleduje

o Oy ..U %Y ~
(le) p=-<U ay ) a@‘ﬂ2= s 3% . (10%)

. o O """rl 0"!'"2 0 \i;.l OY A
V= Oy dy Ay OX 3y

E
|
|

(103) . . .
: v . O% __ o¥1 Yo o3 ; %2
y 6x  dx = ox ~ Oy ox

Frema tome,odredjivanje polja brzine i pritiska na
ovaj nadin posredstvom Cseen-ovih jednadlina svodi se na reSavanje
laplace-ove jednaCine (8%;= 0 ) i jednadine (103).

Prenego Sto se Jredde naredavanje jednadine (10%) |,

Zapaza se da se brzina v viskoznog fluida mozZe napisati kao
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“to ne predsvavlja nista drugo nego vchtor odstupanja od analitic-

\

nosti neanaliticne fun501ge
wiz,2)= ¥, (x,y) + iV¥,(x,5) .

Dakle,realnl dco ove neanalid ticne funkecijec predstavlja harmonijsku

. ?_w.., I“@g_.f_—- .

iiunkclgu a insginorni deco zadovoljava jednacinu (10%). O&igledno
éﬁe da se ovdc radi o jednoj specijalnoj klasi neanalitiénih funkci-
"ja o kojima je bilo redi u matematiélom delu rada i koje su obuhvo-

‘sene jednadinon (7).

da

69 Lizo se ive posnatra kao funkcija pronenljivih 2z

|

, onda Jjcdnaecina (103) postaje

=
B3 (

(105) \ O7Y5 ) 05 ) 045
dzdz Oz 0z

l“'"

2
keije Y , da zadovoljava Jednadinu (105) i ova dva uslova :

gde jo A= E%L . 0&¢ funkecije W s¢ zahtova,kao i ranije od fun-

(106) '“T”Tjﬁg =0 , Yolz,2)=v,5(z,z) .
CGZOZ

Integriranjem orvor: uslova dolazi se do parcijalnih izvoda

ék})'} H- ~f—1l
= = , (2)
o} n=1 ELﬂ“l ,
O¥po R ~1~2 / (=
(107)- —— = _S___—_ (1’1-*1)2'. l(Z) + bO(Z)
(52 L=l
62w ] ~ |
% = _1(n~1)5n“2a;_l(z) .
8z0% = i

U kojima ée se funicije a_ ,(z) i b_(z) odrediti tako da bude
zadovoljena jednadine (105) i drugi uslov (105).
ivanjem izvoda (107) u jodnadinu (105) i redava-

Ubc
njen dobijenog izraza po Tunkeiji bé(z) nalazl sg
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v - ~ |
/(S S (o ;o 3 -n—l]
(108) b/ (2)= > _|(n-1)(Aay_q-a, _1)2 " .
n=1*
Ovde se nefe traziti opste resenje za funkciju VY, vel ce se od-
“mah posmatrati slucajevi za razne vrednosti W . Za N=1 (Bl= 0)
i strujna funkcija qu odredjuje potencijalno strujanje,a za N=2

vrilozno strujanje sa konstantnim vrtlogom u celom fluidnom prosto-

ru. Naime, za N=2 iz (108) sleduje
b;(§)=(lai- 8y~ aé) ~ aiE
‘a odavde da mora biti
ai(z):lzl , }\ai-- al—‘aé}:ko ,
gde su k; i k_ konstante. Poslednja jednalina (107) za N=2

daje

' . /
=~ = a.(z) = k
X Wi 1 1
0207

gde je umesto kompleksne konstante kl stavijen njen realan deo
kl jer ova] izvod mora biti realan. Integriranjem poslednjeg izra-—

za dolazi se do osvala dva izvoda potrebna za analizu uslova kom-

patibilnosti,odnosno jednadine (105)

Sy O~
(109) —Ce WE o+ £5(2) , —= =Kz + £5(E) .
: 0z ' 0z .

Ubacivanjem ovih izvoda u (1C5) dolazi se do jednaline

koja &e biti zadovoljena ako su

| 1 | ' - 1 -—
fl(z)=~ §kizg+(%ﬂkki+0)z ’ fe(z)=u ﬁkiz

gde je C konsbtanta. Funkcija Y », nalazi se ponovnim integrira-

Njem jednadina (10S) u obliku :
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-

Vo o= k12 + £y(z) + £,(2) =
-2 - -
oo Sk (2-5)% 10"(2-E) + 5} K] (245

/ 2 v 11 ) / |
2k1y - 20"y + J\klx ,

i

gde je umesto kompleksne konstante uzet njen ilmeginaran deo 1C"
jer Je qfe realna funleije.

Ako se harmonijska funkcija ‘fl(x,y) uzrne u obliku

A

k{fl ¥, 7)= Ux + Vy

tada projekecije brzine,prems (104), iznosc

-~
-

. * o /
v,.= U~ik }+20“ 3 Vo= V- }\kl .

r

y e o 1! : . :
lloZe se uzetl V=~ Al, tako da je vy:O, e konsteante k, i C"
odrediti iz uslova da Je v =0 2a y=0 i wv_=U za y=h., Dobija
s¢ da Jjo l=~U/#h i C'==U/2 , pa je

—_
VK:UE g

sto predstavlja wromenu brzine izmedju dve paralelnce plodéde na ra-
stojenju h , za sludaj da se jedna (na rastojanju h od ravnl

) kreée konstontnom brzinom U a druga (u ravni Oxz) miruje.

Uslov da Jje odstupanje tredeg reda jednako nuli (N=3,

B.,=0) iz jednaline (1086) daje

T, / /] e a2
i+L£(Jka2~a2)~allz — aéz

-

5 (5)e 11 () 8’ -
odakle sleduje
/ / '

— ey

de su k& - i ko konstente., Treca jednacina (107)1 posle za-

iz gornjih Jjednacina, postaje

=
)
=
o
By
-
=3
$o—ad
4
O
'
CJ
o)
5
3
i_]'
)

2k2(zuz)u(2,kk2+202+kl) .
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Zbog rTealnosti ovog izvoda mora biti

1! 3 1=11

=1y (k5=0) , 2A ik§=-2iCh~ikl |

/

= 21k} (2-2)~(205+k ) .

Odavde sSe integriranjem nalazi

iﬁg—uik"(zuz)2+(2c’+k’)(z-E)+f’( )
dz ¢ =1 1M
614”2 = 10t Y / ! = ‘(5

0z
Jednadina .(105) odredjuje funkcije fl(z) i f2(§) u obliku

7 )= 3 Hda = i""'__ '1‘.*- / r"ft'ri
£,0z)= 1 AK82+C éi\(202+hl)}z ,

A = ¥ 1 ! 1ty
fg(z)_ulﬁxhgz —{C+ éwh(502+hl)Ju .

.
2.0

Integriranjem precdposlednjih jednacina dobija Se LPQ

Y= %ikg(z~5)5+ %(20é+ki)(zu§)2+fl(z)+f2(§) )

koja posle zamenc funlkcija £,(z) 1 £,(2) glasi

1. - . - ' -
.xygz_ %1k5(z-z)5+ %(265+k£)(z~z)2+ic”(z-z)+

+i}xk”(zgu52)— %uk(202+ki)(z+§) .

U Dekartovom sistenu je

N, 1Snw ffg | ! ‘f-
o= - %k2y9~2(202+k1)y -20“3—4?\kéxy-:\(202+kl)x .

Uzme 1i se harmonijska funkcija ‘{1

u obliku
| : 5 0.
\'Fl ij):ln(x “y ) 5
»de je m reaina konstanta,tada projckcije brzine prema (104)

clasc

. ~ i 2 i fx ,-! . i - l
vx:__gmx_}@l{éy +4(,¢£(}2+1.,_l)y+4)\ k§X+2C,n . V:Y"

/
--2my~4}\k5yw.k(202+k£)
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28 2Gé+ki=0 i 2m=—4k_k5 projcleija Vy jednaka

je nuli a v, dobija oblik

V. = 61255" + 20" 3

u kojog sc¢ konstonte k% i C" wmogu odrediti iz granicnih uslo-

va : v_=U za yéO i v.=0 za v =% h ., Izlazi da ga C"=0 1

dto predstvavlja raspored brzine izmedju dve paralelne plode koje
se nalaze na rastojanju +th od ravni Oxz i nepokretne su.
Razume se, moZe se redSenjc jednadine (103) treziti
- v . - . feste . -
i1 na drugi necin, Tako se ona smenom LHE(K,y)=eJ f({x,y) , gde

Jje k:U/EJ , svodi nea Jjednacinu Helmholtz—a

a ova na Bessel-ovu modificiranu diferencijalnu jednadinu

1

£'(r) + = £/(x) - X°f(r) = 0

. . . 2
ked funkeija f£(x,y) zavisi samm od potega (r2=32+y ) .
OpsSte resSenje modilficiranc Bessel-ove diferencijalne jednacine
vozhato je i dato je njegovim modificiranim funkcijama prve 1

druge vrste.
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Stokes—-ove jednacdine

bt - ——] v I S P ettt Sl P el P — e b e P e A P . Bl

Zenemarivanjem incrcijalnih sila Navier—Stokes-ove
jednadine postaju lincerne 1 za slucaj ravanskog ustaljenog stru-

janjo nestisljivog fluida,uz odsustvo spoijasnjih sila, glase
(110) = =qVav , B =QYAV, .

Ove sc Jednacdinc pripisuju Stokes-u jer ih je on prvi upotrebi01
kzao primer za proucavanjc polja brzinc i pritiska u ncogranidcno]
fluidnoj sredini Iroz koju sc translatorno kreée lopta malom i kon-
stcntnom brzinom. Jednadinamz (110) pridodaje se jod i jednadinea

Irontinuiteta za nestisljiv fluid |,

.. oV dvy
d.lV\?':-éE -r-a-f =O,

b

posredstvom koje se uvodi strujna funkeijs o (A4 =-2w ), tako

do. se stokes-ove jodnadine svode no percijalnu difcrencijalnu jed-

nacinu
o 4o 2y
(111) a&m&-i%-%E‘bﬁw +-Qﬁ==0.
& 3x=dy &7

Preoma tomec, strudnc funlcijos VY Jje blheormonijska dolr je pritisak
“rﬂonlgska funlicija, s60 sc mozc lalko pokazati kad se jednacine
(11C) jod Jednom diferenciraju i , zatim , iskoristi jednodina
kontinuiteta .
Foznoto je da sc¢ vellilsi broj problcma u teoriji cla-
ﬁtiénosti svodi na parcijalnu jednadinu (111), pri Cemu sc unesto

strujne funlkcije Jovlja funkkeija napona i1li "Alry© funk01am.Zbog

Soge se redovanju jednadine (111) posvetvilo dosta vremena,a i da-

nes je orodnet istraiivania muoogih noucnika, Dovoljino je spomenu-
- ! - \ l - 1
ti radove Kolosov-o (14 ), Stevenson- ( 5), Pompeiu~ 3(16), Voltor-
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,(18)

Mushelisvili~a . Mindlinua(lg) 1 drugih , pa da se vi-

A
xa-

ai vazZznost ove Jjednadine u teoriji clasticnosti.

?

Nigta manje nije interesantna jednadina (111) i za
tlehaniku fluida. Zato se 1 u ovom radu analiziraju neka njena re-
tgenja. Neime, opste resenje jednadine (111) nasao je jos 1898 g,

GourSat(2O) u obliku

(112) 2% (z,8)= 5¢(z) + 29(E) + Y(z) + X(B)

gde su Y(z) i ,X(Z) proizvoljne analitidne funkecije, é Y (z)
;1 ,X(E) njihove konjugovane vrednosti, Vidi se da je W neana-
litic¢na funltcija. Ijen izvod po promenljivoj =z , koJi predstavlja
rompleksnu brzinu strujnog polja viskoznog fluida, takodjo Jje ne-
analitidne funkcijs pa se iz opdteg refenja (112) moie izdvojiti
specijalna Zlasa strujnih polja koja se mogu uporedjivati sa poten-
cijalnim poljem Iroriséenjem ranije decfinisanog vekitora B  kao me-
re tog odstupanja. Naime, moZe se zohtevati od funkecije W da za-
dovoljava i uslov |

3 B4 W

e = O

3zazl
Lod

tj. da je arcolarni izvod rcda N po promenljivoj 7z komplcksne
brzine kao nconaliticéne funkeije jednok nuli. Drugim reéima, da

je (N-1)~i izvod komplclisnce brzine po promcnljivo] z analitié—
na funkcija. Analizco gornjog uslova polazuje da u tom slucaju fun-
keija ¥ (z) nije proizvoljna veé mora biti polinom (N-1)~o0g sto-
vena po 2z . Samim tim Jo CE(E) .polinom betog stepena po zZ .
Medjutim, funkeija X (z) ostaje i dalje proizvoljna, Kalko zbir
_X(z)+!i(§) predstovlja refenje Lonlacce—-ove jednadine, to se vri-

loznom strujanju moze uvek dedati proizvoljino potencijalno strujo-

nje 1 dinamidke jednadine (110) bice zadovoljcne,
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Alro sc stavli do su

N — N
= S ¢ n-1 =y <& =n~l
W(z)= ﬁ:lcn“lz , $(z)= n=lcn"lz :
onda resenje (112) postcje
' N N
Y. o n--1 5 =n-1
2W(z,2)= 7 ggicn_lz + 7 EgiOn_lz +

+ JK(Z) + Jﬁﬂ%) .

U odeljku o Oscen-ovim Jednadinaoma zapaZeno je da sc
redcnje (85) svodi na gornje resenje Stokes-ovih jednacina kad sc
no. oba mesta stavi N=% , jer je i tamo funkcijs Fl(z) polinom
drugog stepena po z koo i funkeija Y (z) ovde. Medjutim, za
svako celo N>5 kod rcsSenja (85) pojavijuju se dopunski dlano-
vi za Lkoje se¢ ono razlikujc od gornjoez resScnja za tu vrednost bro-
ja N . Zbog toga s¢ 1 moZe uzeti da ti dopunski &laonovi u redenju
(85) predstavljaju korckeciju Stokcs—~ovog rescnja kad se posmatragu
ove specijalne klase strujanje. S0 Je rcd odstuponja zompleksne
brzine od analiticnosti veéi, to sc 1 Osecn-covo redcenje razlikujce

od Stokes—ovog rescnja zoa vecl broj clanova.



IT DEO
PRIMENA MONOGENIH KVATERNION-FUNKCIJA
U MEHANICI FLUIDA
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Kveternioni.,.

Velicéina koja predstavlja zbir skalora i vektora zo-

e . as e 21 , . i v
ve s¢,premo Hamilton-~u (T.Andaellc( )), kvoetvernlon 1 moze Se na-

pisatli kao

(113) 8, - 4, T 4 ’

zde Jc a, skalernl dcc kvaterniona,a "H njegov vektorski deo.
Tz definicije (113) sleduje : prvo,kvaternion sc ne mozc predsta-
viti geomctrijski i drugo,skalari i vektofi mogu da s¢ smatraju
ka0 spnecijalni slucajevi kvaterniona.

Ako se sa 4, , 4, s 4, oznade projekeije vektora

J

%‘. -
q na ose X,y 4, 2 & sa 1, ¢ , Cy y C, oOsnovne kvaternion-

ske Jedinice,ondc se svakli realni kvaternion moze prikazati sa
114 ) = + + + "
( ) = 4, Cy9x T CyYy T CzY

Dakle,osnovne kvaternionskc jedinice o Cy y C, igraju ulogu
S

-

jedinic¢nih vekbore i, 3 ,'E'.

Kvaternion Jjc¢ jednak null samo ondo kad mu Jje jednok
nuli istovremcno slkolorni 1 vekbtorski deo.

Dve kvoterniona su mnedjuscbno jodnaka kod su im po-
scbno jednaki skeolerni i vekborski dclovi,

Sabiranjeéoduzimanja kvatcerniona svodi se na sablra-
nje—-oduzimanje njihovih skalarnih i vekborsixih delova.

Mnozenjc lvaverniona je od fundomentelnog znacaja za

LS

racun sa kvoternionima, Ono je definiscno toko da se¢ keo rezultot
dobija kvaternion, da mnoZenju odgovara obrnuta operoacija-dclcenje
i do vazi zalon csocijacije. Komutativni zolkon nce vasi,osim u slu-
Soju kad su vekborski dclovi kvoberniona kolinearni, Proizvod dve

voterniona deiinison je kao



(115) QN Qo= Q7800 * 9190 T Qo9 T A Qs
gdc
(116)  ayndp = =(@ap) +[ qap]

g JEL

LT » - * - _;.. L -;l‘ § - » 4 =
~eoznacuje kvaternionski prolzvod velkitora Q7 1 4o s koJji sSe¢ sastcoji
iz skolarnog i wvcekborsitog dcla da bl prcizvod dve kvaternlona bio
pvek kvaternion. Znakom /\  oznadeno je kvaternionsko mnoZenje .

Prema tome, w opStoem slucaju je

QA £ PAG .

Na osnovu (116) moZe se zo kvabternionsko mnozZenje

osnovnih joedinica posbtaviti sledeéa Scma :

1 C., cy ¢,
i 1 C.. *oy c;
Cy | G 1 Cy “cy
Cy cy - =1 C.,
C, c, cy ~C. -1

Tcko Jje,na primgr, cC A C.=-1 , C p\cy=o 1Td,
- . - Ecan - .
oVIutom Kvatsternlonu Q= q. + q ocGgovara konjugova~

1 kvoaternion 2

1

q, = @ . Lako jc pokazotl da je

5 2
q§-+ q§ + g+ qg = N

QA Q .+ S

zde jo N normo kvabernlono., lzruz r=+YN noziva sc,po analogijl

so velktorima i Lompleksnim brojevima,modulom kvatcernlona.

Ako Jje norma N kvaterniona jednalo jedinicli,onda sc

.

Svebternion naozive Jodiniénim kvatornionom i moZe se napisati

O

A |
Y . = CO8 v 2
Qo COS + 2.8in vV,

Jedinicni vekiter velborsiog dela vateralond.
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Delenjc kvaterniona svodil se na mnozcenje reciprodénom
vrednoééu delioca. Delenje nije Jjednoznacnoe odredjeno,jer se mno-
zengje feciproéhom vrednoséu delioca moZce obaviti sa desne ili sa
leve strane. Prcmo tome Jje

1
A 5

1
ié ra) /\ Q *
PR

Monogene kvaternion-~funkeije,

Ako su q,53,99,19, realne funkeije nezavisnih promen-

N
1jivih x,y,z,t onda izraz (113%) i1i (114) predstavija rcalnu
aternion~funkeciju, hiperkompleksnu funkeiju ili kompleksnu fun-
kciju viscg reda, Pretpostavlja se da funkeije <PRL- WL P I imaju
neprekidne izvode prvog reda,., Poznocto je daoa kvaternion-funkcije ne
poscdujn klasicnu oneolitidénost i ake neke od njih mogu imati poje-
dina svojstva analogno gvojstvima oanclitiénih»funkcija. Ovde se ne-
éc analiziroti problem analitidnosti kvobernion-funkecija jer to ni-

St

je ¢ilj ovoga rada. Taj problem jo dosta proucavan i moZe sc nadl

: . ‘ . oo s L
u radovima Fueterua“gg), Fréchet-a 29), h01511~a(2k)

(26)

i

; Bilimoviéa25,
Misicu-~a i drugih. Ze Mchaniltu fluida i ovej rad je vazno da
postoje lzveence lase kvaternion-funlkcija koje mogu korisno da po--
slufe za&a prouccvanic prossornih strujanja fluida. T¢ su nonogenc
vaoternion-funkecijc,monogene u smislu koko je to definisoo Moisil.
Noime,pod monogenom kvaternion-funlkcijom u jednostruito po#ezanom
prostoru & podraozumeve s8¢ kvaternion-~funkcijo,uniformna w &k
koja jo monogena u svim taclzoma prostors E . Napominjc sc da pod
monogenom kvaternlon-funkeijom razni pisci podrozuncvaju rozlidito
Zlage kvoaternion-funkeija o

Premo Moisil-u jo kvaternion-—funkeija monogena ako zoe-

covoljava uslov

(117)  DAQ =0
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gde je sa D oznacen opcerator kva tbrnlonske prirods

| 5 & d S
(118> D=ggre, a7 °v 3y T ©z Oz ’

Ao kvaternion-funlkeija nce zavisli od proumenljive t , tada opera-

gor (118) dobija oblik

(119) U = C... %;: v ey %’-}; + ¢, %‘E

i analogaon je Hamilton-ovem operatoru za loji vozZe provila veltor-
~ske algebre 1 ¢ifercnciranja. Cperator (116) primenjen no kvater-

nion-funkeiju (113) dovodi do jednadine

= —
vV ANQ-=grad q, - div @ + rot ¢

ktoja uz uslov monogenosti, VA Q = 0 ,doje jodnu skelarnu i jednu

vektorsku jednacinu
(120) div g = 0 crad q, * rot g = 0 .

Predhodne jednadine su elivivalentine sa ove Cotird skelorane Jodno-

cine

0qy  9gy 5qz o 4, %9, %4y
| £5 5H - Y 3x 5% oz -~ 7 °*
(121) |
d‘(3'-0 | qu éqz - bqo 5qy éqx
5y Te ~ex Yow tex mwy <0

Primeéuje se¢ do Je 1 svaka kvoternion~Tunkciia oblik

(122) @y = 0+ grady = q  + (@ + grady )

monogena ako Jo Q monogena i ake funkeija W(x,y,z) zadovolja

L

va Lanlace—ovu Jeifﬁclnu. Jednadine (120) predstovljaju uslov mo-

('3’

nogencsti 1 za kvaternion-funkeiju (122) jer je div grady = 0 1

rot grod ¥ = O . Ovo svojstvo monogenih voternion-funlzelija moze

‘o se iskoeristi zo dDrObC&VLﬂ1D njihoveg vekivorsiog dela podesnin
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1

izborom harmonijske funkecije ¥ . No primer,moZzc se Y odrediti

tako da bude qsz . Dovoljno je sboviti

e = ™ 3x

P4

5to Je uvek mogutno i sto odredjuje Y so tacnoséu do aditivne

funkcije promenljivih y i 2z

Kalro je AY = 0 ©To se iz proedhodnog izraza dobija

' X P &
S : 3%q,  O%ay
— E—}E - S -é-.? i S-“E )d}: -+ ﬂ%jl = QO 9
0 y 4
odakle sleduje da Y, mora da zadovoljave Jednacinu
dq
AWy = (=)
\\-Pl éX A= .

posto je Ag.= O . Ofiglcedno je da sc tako odredjenoj funkeiji
Lfl mo#c dodati proizvoljna harmonijske funkcija promenljivih y,z.

Ako sc prihvati ove 1 uznme Q= O , onda izraz

Q = qﬁ(x,y,z)+ c qy(x,y,z)+ ¢, q,(x,y,2)

J

predstavlja redultovanu kvoternion-funkciju zo zoju jo uslov mono-

cenosti (120) prostiji i jednadine (121) prelaze u

3q qu bqo éqz 5qy

5 t5s =0 0 3 ot mw t 9
(123)

5q0 6qZ , bqo bqy .

3y "3 <Y sz te =Y
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-
Gencralizacija vektora B na prostor

o¢ tri dimenzije .

U prvom delu rado je ancliziran i koriscécn vecktor K]

kao mera odstupanjo ncelzog ravoanslkog brzinskog polja viskoznog flu-

ida od Laplaoce~ovezg polja. U radu K.Voronjeca(e) sgcneralisan je

—=
velktor B  na prosvor od tri dimenzije i, zotim , doveden u vezu
sa odstupanjem trodimenzijskog-brzinskog polja od Laplacce-ovog po-
lje, Zeista, uslovi za potencijalno strujonje nestisljivog fluida,

e -

(124 ) rot v=0 , div v

Il

O ?
pokazuju do se mogu uvesti funkecije Y, ¥y il*b jednadinama

\ >~ -
(125) v = grod ¥ = [gradﬂyl ) gradeEJ ’

Funkecijo ¥ predstavlja potencijal brzine,a.tfl ityg strujne fun-
keije. Upravo, ove dve poslednje odrcdjuju strujne povrsine u pro-
storu u ¢éijim precscecima leze strujnicc.

Uvodjenjem funkcionzlnih determinanata,jcdnadina (125)

ay DY L,WL) . DY, .W,)
v = 5__:_5 _ ._.._____:_l_-._i__g_ﬂ . v = %% _ Jl& 2 1
(126) - D(y,=z SoE D{z,x) |
v : éﬁ _ D(‘Vl!Wg)
2 0z D(}{,y)

/ |
Zeo sluda]j roavanskog strujanja je LV2=z a ¥, =zavisi somo od X

i y i jednadine (126) dovode do Cauchy-Ricmann-ovih jednadina.
ato se jednacdine (126) mogu tumaciti 1 koo uopstene Cauchy-Ricemonn-:
ove jednacine.

Medjutim,ako je strujanjc vrtloZno ondo je rotﬂ?'# O

i postoji samo druza jednadinea (1l24) koja je zadovoljeno izrazom

-.._".'-"_-_p '

(127) 7

[oredy . ogredy I
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MoZze se i u ovom sducaju so funkei jama WV, 1 W, povezati neka
funkcija Y , all koja e predstavlija potencijal brzine v | 7.a
ove tri funkcijc mozc sc obrazoveti vektor anclogan vekbtoru odstu—

panja Kao

(128) B=grady - [grody, , gradkpgj

lojli ima sve tri projckeije na koordinatnim osama i koji se moZce
tumaéiti kao odstupanje nckog trodimonzijskogubrzinskog pelja cd
Laplace-ovog polgja. Ako Jeo B=0 brzinsko poljc je Laplace-ovo 1
jednadéina (128) prelazi u (125).

Primecéuje sce da je druga jednadina (124) zadovoljena

i izrozom

(129) V = -~ rot A

- o . - [ - LT " L -
>dc Jje A  vextorski potencijal, pa se vektor B meZe daci 1 u
obliku

—|=b-

My
(130) B=grad¥$ + rot &

e

Jednadina (129) ne odredjuje vektor A u potpunosti,jer sc vektow
ru A nofc dodatl gradijoant preizvoljae funkeije ufa i brzina
se neée promeniti o druge jednadino (129) biée 1 dalje zadovolje-

¢ noncetinuti neki novi uslov ko-

g2

Ba<

na, Medjutim,funkeijom qu mozZe

l||I
-

ji ¢e u odredjcnom momentu biti od Xkoristi. No primer, moZe SC 423

sarediti talko da bude

_. -2
(131) div A =0 ,

A\

Jednoedine (127) i (12€) dovode do izraza

-
'v.

= - rot T: [gr&d Vi grad YQ]

ojl ée biti zadoveljcn ked se vekbtorski petencijal uzme,na primer,



wu obliku
—

24 = Yograd Y, - Lylgradl¥2 + gradLVB .

' >
Ako se zaohteva da velktor A ispunjoava uslov (131),onda funkcija

LFB more da zadovoljava jcednacinu

AYz =Yi80Y¥s ~Yobiy,y

Kvaternionskil potcancijal prostornog

strujanja .

—

Jednadine (1%0) i (131) pokazuju da sc vektor B mo-

7o 1zraziti koo

(132) §=V/\(%+f) ;

.
cde je V operator definisan jednadinom (119)., Naime, vcktor B

sc dobija kad se opcrator (119) Ivabtcernionslki primeni na kvater-
i

nion W+ A ., Rozume se,pri tome mora biti zadovoljeona jednadino

(131). %Za sludaj potencijelnog strujonja velzbor B Jjo jednak nu~

1i i jednadina (132) pokezuje da je tada kvaternlon-funkeija W+A

monogena u ranijce prihvaécnom smislu. Po analogiji sa kompleksnim

potencijrionm kod raovonskog svrujonja,mozce sc kvaternion-funkelja

/

(133) W= g+ A

nozvobtli kvaternionskim potoncijﬁlom(27) prostornog strujanja. 0vaj
potencijal igre istu ulogu pri proucavanju prostcrnogy strujﬂnja L dale
i'kompleksni potencijal u sluccju ravanskog strujanja. Iz ovoga sc

Ga naslutiti da kveternion-—-funkeijs (15%) trebo de posceduje bar nc-

o svojstva cnelogno svoijstvime cnalitiénih funkeija komplcksne

promcenljive x+1iy,
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Dakle, za sluéaj potencijalnog prostorncg strujanja
nestisljivog fluido mogu sc nepisati jednadine
: - = i
(134) grady + rot A =0 , divA=0 |,

. : Rl
koje se poklapaju sa jednadinama (120) kod sc stavi LV:qo 1 A=q.
Prema tome, na osnovu isgtog rezonovanjo kao i tamo,moze se vektoru
E' dodati gradijent prolzvoljnce harmonigske funkeije 1 uprostiti
njegov oblik pogodnim izborom ve funkeije. No primer, moZe s¢ har-
monijska funkcija odrediti tako da bide projekcije A, Jjednaka
nuli. Jednadine (134) vada imaju oblik jednadina (12%),pri demu Je
g};qo , Ay: v Azzqz . Ustvori,kvaternionsii potcneijal jeo reduko-

van na ravan 1 glasi

(1%5) W= p+ oA+ coh

Potencijoal Y i prcjekeije Ay i'AZ zovise od promenljivih x,y,%.

Kvaternionsiic ncgavisne promenljive .

Poznato Jjo do sc Cauchy-Ricemann-ove Jednadine mogu

izvestl na roznce aocine. No primer, obrozuje se diferencijal kom-

pleksnce funkeije wlz,z) ,

dw = éﬁ dz +-§E d“ )
%

i, zotim , zohteva da on ne zavisi od prirastaja dz . Dolazi se

Ao uslova

dw 1,0w dw-
‘E':"é(“}?f"‘ 1.y)=o

c0ji je ekvivalentan sa Cauchy-Ricmann-ovim jednaocinama, Ovaj uslov

[:3¢

pokazuje da jo arcolarni izvod funkcije w(z,z) po promenljivoj

C e : L (28
jednal nuli. Pojom arcolarnog izvoda uveo je Theodorcsco ) , Q

premna nekimacutorina jos Pompeliu ..
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Ako se uvedu kvaternionske nezavisno promenljive ;1,

RY1S %5’ koje su sa X,y,z vezanc linecarnin homogcnlm transforma-~

W' .

cijama, onda sc na istil nadin moZc obrazovati difercnecijal kvater-

nion-funkcije Q ,
) ._ R E!)g é C\)
(136) aQ = dx 32 + dy 8% +dz §3

1 zaohtevati da 4Q ne zavisi,na primer,od prirasta-

jo d?B,. Parcijalni izvodi g% ) QQ ] %% imaju oblik

d 9g, + o EEX 6q EEZ
3“ X 00X Cy Eﬂ Cy 3z °

Ova]j problem Je detaljno ancliziran u navcedenom radu(27)i ovde &c¢
sc samo izloziti rczultati te analize, Za lincarne homogene btrans-

formacije uzete su jednacine

¥ = 81091 F So%p * 3303
(137)  ye, = 31901 * §2%0 * $30p3
~2Cy % §1a51 + §2a52'% ;5a55
gde su a..(i,j=1,2,5) konstante i biraju sc¢ voko da njihova de-
terminanto bude razlidita od nule kako bi sc gistem (157) MOgL0 I

$iti po §qs $o X5 . Ako sc iz (137) izraduncju difercncijali dx,

dy,dz 1 unesu u Jjednodinu (136) dobidée sc diferencijal kvaternion-
/

funkeije
(138) - 4dQ = dSlﬂ‘Ml + d32I\M2 + d35x\M5 ’
e e _gg RSN B
Mym 01p $2 - Oppe “Bg ”‘52037/\%‘81 *

1o o~ 99 _ o1 3¢
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Uslov da dQ ne zavisi od d§5 jo M5=O. Ako je

&15= a25= a55= a lzraz za M5 se svodi nao

M., = -"CLCX/\ CAQ )

5
i biée jednak nuli oko je YA Q = O, Drugim rcéima,kad je kvater—
nion-funkecija Q monogena onda njen difercncijal 4@ neée zovi-
siti od prirastaja d{5. Ovo znadl da se difercencijal nmonogene
kvaternion-funkecije,a time 1 diferencijol kvatcernionskog potenci-

jola, moZe napisati u obliku

(139) dQ = A3 AM; + AT, AM, .

Hiedjutim, u poglcedu daljih zakljucoka vrebo biti oprezon Jjoer kva-~
ternion-funkecije nisu monogene u punom smislu te reci. Naime,izvod
kvaternion~-funkecije odrcdjen Jjeo difercncijolnim kolicénikom, a de-

i

lenje kvoterniona nije jednoznacno, pa SC za

=)

o ™ ne nNO%ZCe Sma-

T
o

Q
N

i

trati jedinstvenim parcijalnim izvedom Q Do ¢

o

Ovim nostupkom su cdredjenc samo konsvante al§=a25=
=O32=a . Moze se bcE ogranicenja uzoeti a=1. Detaljna analizoa osta-
1ih konstanata u transformacijoma (137) izvrsScno jo u citircnom

o

radu u komc jo pokazano 4o sc transformoacije (137) mogu uzeti u

cbliku
(140) X=§l+§2+?5- . ycz=31+§5 . ~zoy=32+§5 .
cdokle sleduje

(141)

-
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Neke nmetode zo 'Ponstrulclau monogecnih
kvaternion-funkecija.,

Iz jednadina {(1%4), koje predsiovljaju uslove monoge-
- ~ . . _,- b - n
nostli kvaternlon-iunkcije W +A u vcecktorskim ozncokamao, primenom

operatora divergencije i rotora slcduje :

(142)  AY="0, AA=0, AAy: 0, AA=0 .

Dalile,skalerni i vektoerski deo-monogcne kvaternion-funkcije zado-
voljave Laplace-ovu jednacéinu., Premo tome,ako sce raspolaZze sa ha
nmonijskim funkeijama koje zadovoljavaju jednaodine (13%4) moZe se
uvek formirati nonogenc kvatcernion-funkeija, a time i kvaternion-
alri potcn01jﬂl nclkog prostornog strujanja. Roazume sc,na ovaj nacin
bi sc dobili najopstiji oblici kvaternionskog potencijala, Spocif
jalni oblici kvaternionskog potcencijala mogu sc dobiti kad se po-
djc od izvesnih ogranicengja, |

U radu K.Voronjoca(27) analizironi su uslovi pod koji-
ma ¢e ilzrazi M; 1 M, predstavljati jedinstvene izvode kvaterni-
on funkcije § po ?1 y 1 ?2 ,» 2o Q@ ne zavisi od.~§5. Nad jeno

je do moraju biti ispunjeni uslovi :
i Tu N .
Afq A=A dgy 5 Al AM=MA AL,

iz ko’jih slcduje, uz koridécnje izraza za M15M2=d31?d§2=da t&da
levaternion~funkclija predstavlja zbir dve funkcije od kojih jedna
zavisi samo od ¢, o druga samo od { 5o Rezultat jo doncklc tri-
vijalan,jer se svaka od ovih funkecijo mozZc smdtrati komplcksnimnm
potencijalom rovaonskog strujanja u odgoverajuco] ravni, Oc¢iglednoc
Jje da se ovom nmetoedom ne mogu doblitl. sva prosvorno strujanja sa
potencijalom brzinc. |

Drugo nmetoda je opstija od predhodnc,cli sc odnosi na

ronstrulkeiju redukovanih kvaternion~funlkeija koje su date Jjednali-
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nom (135). Uslovi monogcnosti za redukovanu Fvaternion-funkéiju
su prostijl Jjer nc sadrice Jednu komponentu vektorskog dela. Pokaza-
no je da se ovi uslovi mogu zadovoljiti sa jednom harmoniiskom fun-
kecijom,pri Eemu-se Zomponente kvaternion—~funkeije dobijoju diferen-
cironjem te funkecije po odgovarajuéinm prdmenljivim. Ako se sa f

obelezi harmonijskao funlcija, onda su

Of

., OF |
(145) ‘-P "5’"‘5{" 3 A}C: O % .A.y::“ 'a‘b?-: 3 _A_Z:: 33—?_' *

i

Funkeije W, A_ , AZ zovisce od sve btri promcnljive Jjer Je f(x,y,z).%

J
Ovim radon sc¢ prilaZe jos Jjedaon postupak za konstruk-

ciju kvaternionskog potencijola. Polazi se¢ od toga da funkelje V¥,
A, A, AZ' ne zavise od 2z . MocZe sc¢ loke pokazoabi, kad se jed-
nac¢ine (134) ncopisu u skalarnon obliku, da je tada pofrebno pozZna-—
ati dve harmonijske funkecije u ravni, Jedna jc Y(x,y) a druga,

proizvoljna, F(x,y) , pri Ccrmu Je

OF ¢
(144) A S 0 A =,

dok se A~ dobija integriranjem Cauchy-Ricmenn-—ovih jednadina

(145) ?_fz _ oY | ?.EZ _ . oW
’ °ox ~ oy ' oy = ox °

Daklc, uw ovonm sluccoju su Ay + iAX i A, + 1 . analiticne funkci~

jo keompleksne promenlijive X+iy. Rvaternionsli pctencijal Je
/

. o
(146) W= W+ c A + CyAy + c A .
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PRIMENA MONOGENIH-KVATERNION-FUNKCTJA
U STRUJANJU SA POTENCIJALOM VRTLOGA

Bvojstva strujanja sa potencijolom vrbtloga .

Poznato Jje da sc¢ Navicr-Stokes-ove jednadine u vektor

om obliku razlikuju od Euler-cvih jcdnadinc za élan

)
Y

7 Y, . S =
"VA;V = Yyigrad div v -~ r0t rot v )

koji je u ovom slucaju jednak nuli jer je

%
(147) rot v = ~ gradc? .
o
= 0

(148) div v

S obzirom do viskoznost ne ulazi ni u jednu covu kinematidku jedna-
cinu izleozi da strujanjo sa potencijalom vrtloga cdredjuju iste
jednadéine bez obzira do 1li se¢ posmotra neviskozon iii viskozan
fluid. Rozume sc, granicéni uslovi se reozlikuju u ova dva sludaja
i njihovo zadovoljenje ostoje jednim od nojtezih problemg u Mcha-
nici fluida.
) >

Primcéuje sc da Joc élan VYAV Jjoednok nuli i kad br-
zina ina potencijal, pa noa prvi poglced izgledao do se potencijalna
strujonja odnosce istovrencno i na strujonja viskoznog fluida i na
strujgnja neviskoznog fluida. Medjutin, potoncijﬁl brzine za Slu;
¢aj neviskoznog fluide potpunc jc odredjcn Laplaoce-ovom jednadinon
i uslovom da su na povrgini tela medjusobno Jjodnalte normalnc pro-
jekeije brzine fluidnih delila i odgovarajuéih vadoka tela. Ton-
gentno;projekcije brzine nc moraju biti jednake, jor deliéi nevisge

roznog fluida mogu do Xlize po ¢vrstim povrsSinana.

—d
0
@

Suprotno ovome, delic¢i viskoznog fluida le sc zo

dvrste pevrsSine te moraju biti jedneke i normalne i v

3

ngenctne pro-

P
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jekeije brzine izmedju fluidnih delica i odgovarajuéih tadoka tele.
Poznato je da Laplace-ova jednacina, uopStc uzev , necma takvo rede-
nje koje bi zaodovoljilo ova dva nezavisna granicéna uslova.Mcedjutin,
no 0Snovu ovoga ne nozc se ungpred tvrditi da su i strujanja sa po-
tencijalom vrtloga ncmoguéna, Ovde se harmonijska funkeija odnosi
na vrtlog o ne na brzinu 1 granicéni uslovi nisu taoko oétri,jér vt
log na povrsSini tela ne mora da bude jednek nuli. Haprotiv,rcseni
problemi pokazuju da je vrtlozenje najjacde u blizini tela.

Ako s¢ problem posnmatra samo sa'kinematiéke.taéke glc-
dista, onda Jje ocigledno da jednom Laplace-oven polju vrtloga odgo-
vara bezbroj raznih strujanja koja se nedjusobno razlikuju dopun-
skim potencijoalnim strujanjem. Zaista, ako je ‘31 brzina nckog
potencijalnog strujonja, onda s¢ ona mo¥e dodati brzini ¥ 1 jed-
noGine (147) i (148) neéc se proumcniti. Ovo svojstvo kincmatidikih
Jednacina, kojc ujedno predstavlijceju i uslove monogenostli kvater-
nion-funkcije W=1b+$7, rnoze aa sc iskoristi zo izvesno uproséava-
nje problena. MoZc sc dopunska brzina _$i , Olrogne narnonijska
funkeija koja nju odredjujc, tako izabrati da Jjcdna od projekecija
rezultujuée brzine bude jednaka nuli, Ovde se ncée anclizirati u-
slov koji tada harmonijska funlreija mora da ispuni jer jo to uli-
njeno napred u odcecljku o monogeninm kvoaternion-funleljana., Tano su
posnatrane jednadine (120) koje se poklapaju sa jednadinoma (147)

i (148) Eer je qo=<? i 'zi=_$'} Neime, u pomenuton odeljku je »o-
razono da se tim postupkom dolazl do redukovanih ivoternicon-funkeil-

ja. Taj postupak primenjen na jednadine (147) i (148) dovodi do

Ievaternionslkog potcecncijolo

(149) W =c4> + v = .:',b tove t eV,

¥

koji cdredjuje osnovno brzinslko polje sa potencijolom vriologa. Do-
dovanjenn raznih potencijolnih strujanja ovom osnovnom brzinskom PO-

1ju mogu se dcbiti razno trodimenzijske brzinske polja &iji vrtlozi

T
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inaju potencijal. Projekcijc brzine osnovnog brzinskog polja zavi-
gse od sve tri nezovisne pronenljive te je i ono prostorno i ako
ima samo dve projckcijc brzine. Primedujc sc da sc osnovno brzin—
sko polje poklapa sa pscudo-ravanslin strujonjen I vrste kad i ovo
poslednje ino potencijal vrtloga. Naime, pod pscudcoravoenskim brzin-
slzim poljen 1 vrste podrazunceva sc¢ pceclje brzine kode daje samo dve
projekelijc br21ne, oli te projelkeije zavisce od sve tri proncenljive,
U radu K.Varonjeca(ao) analizirana su pscudo-ravanslka
strujanja I vrste so potencijalon ¥rtloga i nedaen je ¢itav niz

rinera koiji zadovoljavaiju sve postavlijenc uslove,
p

Pseudo-ravenska strujonja 1I vrste
sa potencijalon vrtloga.
To su strujanja kod kojih brzina ilwmo sve tri projck-

cije, ali cne zavisc samo od dve ncezavisne proucnljive. Necka su

(150) VK=VK(X,}7) 3 Vy vy(-“*ay) ’ vzzvz(xﬁy) ’

projekclje brzinc pscudo-ravanskog strujanja Il vrste sa poteonci-

jolom vriloga. Uslovi monogenosti kvaternion-funkeije

(151) W =fﬁ + v =<¢ + c v, t cyvy t C, v,

u ovom slucaju dovode do Jjednacing

'
7

3v dv
3 YVg o Z
}{+33; =O,3§-_—-33£_ = O 3
(152 dv. 0 v, d
r, V VX a | OV}{ Vy
e o w0

Poslednje jednadina (152) zadovoljenco je strujunom funkeijom

posraedstvon veza

— | ) él é
(153) VX='5‘;/1'V_5,=“3£:
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a treta sc svodi na gég = Al odakle sleduje
(154) b= Cz + £(x,y)

jer prve dve Jjednadine (152) zehbteveju AY= C , odnosno

(155) Y= ¥y (x50 + F(x"+y°)

Ovde Jjc LFl horpmeonigsica funkeija, a € realna RKonstaonta., Ako je
poljec vrtloga ravansko ( %%J= O ) , onda je¢ konstanta C Jjednoka
nuli 1 brzina ima potencijal u ravni Oxy.

Kako potencijal ¢) vrtioga zadovoljava Laplace-ovu
jednadinu, to sc iz (154) dobija da je i f(x,y) hormonijska fun-
kecijo. Prema tome, zo konstrukciju kvaternicnskog potencijala(l5l,
potrebno Jje znati dve hornonijske funkeije :‘yl(x,y) i f(x,y) .
Tado je potoneijal vrtloga odredjen jednadinom (154), a projekei-
je v, 1 Vg brzine joednalinama (153) i (155). Projekeija v, na-

lazi se integrirenjem »rvih dveju jednadina (152) kojc sc¢ posred-

stvon funkecije f(x,y) mogu nopisatvi koo

~ évz of dvz OF
A%6) s =3F & T T

Medjutin, polje brzinc mora da zodovoljova i dinamicio
jednadine koje , za sludnj pseudo-ravanskog strujonja II vrste so

povencijalom vrtloga, mogu da-sc napisu u obliku
4

2 N

o (P oY 3TW . oV oW
Ee T W gy wey Y= 2

.\ 2 C N2y

(157) Jd (D oY oW oY o7V
FC -V F5 - oy o

o (D oy OV o 6vz
GE-U-Sgw TEw

U ovin jednadincma pojedine oznake imajuw isto znacenje kac i rait.

je. Lako jo pokazoti do su prve dve jednacine keapatibilane jer o
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Y4 harmoni jska funkecija. DOSHu strane dinanickih jednacéina ne za-
vise od 2z tTe im leve strane noraju biti funkecije samo od x 1 y.

Prermo tome je i

3 ) .
Er( - U= Flﬁx,y) .

Weallio

OCGnNoOSNo

(158) Py

S

jer iz prvih dveju jednadina (157) sledujc Fl(x,y)=cl,,Funkcija

C.z + Flx,y)

i

F(x,y), odnosno generalisoni pritisak, nolazi sc integrironjen pr-—
%ih dveju jmdn&éin& (157) u kojima su desne stranc poznatce funkeije
od x 1y posSto sc odredi funkecija LP(K,y)..Konstanta Cl nozZc bi-
t1i Jjednaoka nuli 1 tada gencralisani pritisak nce zavisi od 2z . U
opstem slucaju je Cq £ 0 1 vreéo jednadina (157), posle koriséc~
nja (155) i (156), noZc da.sa napisc u obliku

o

(159) Sil + %x)%£ (5* Ey)3§ = ~C; .

Odavde sc vidi de f(x,y) nije proizvoljna hornonijska funkcija .
Ona nora da zadovoljava i lincarnu parcijalnu jednacinu (159) .

U spcecijalnon slucoju polje vrtloga no#e biti ravansko
pa je tada AY = O , tj. strujna funkeija §' jc hormonijska. Ako
jod i gecnceralisaoni pritisak ne zavisi od 2z, onda Jo 1 Cls 0 »pc

.r
!

treéa jednadina (157) dovodi do izrazo

B, : - (y/
= O 3. v, = Vv, ({)

Kcko Jo v, horponi jska funkcija, to sc¢ iz predhodne jednadine,

3

korigéenjon uglova QY = 0, dolazi do zavisnosti
- . !
(160) v, = kY,

gde jc k realna konstanta ,
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Potcenecijal qj vrtloge sc . ovom prilikom deobija integri-

ranjen jednadina (152) koje zbog (160) preloze u

\ oV dv
o¢ z z oy
et 3k =T 8y T ap & 7 “HFx o
16l _
5@__ ézu__ EEZ(MV_ -
oy - ox T dy od&x T Ty ¢

Prema tome, za konstrukeiju kvoetcernionskog potencijela (151) po -
trebno je poznavatli sono jednu hornonijsku funkeiju : strujnu fun-
keiju Wix,y) .

Roao nrimer uzina sc harmonijska funkeija

W= - -2% Inr + C I‘2=1‘£2+2572 y

Zoja za slucaj potencijalrog strujanja prodstavlija strujnu funkei-

ju osamljenog vrtloga., Prenma (160) jo

V_ = - Ll In» + kC .,

Z 2

[=—t
KA

Konstante I i C odrediée sc¢ iz granidénih usleova : V,=V, za r=2Q

i VZ=O 70 =bh . lzlozi do su

v | Sy
5 Jolﬂ b
——nies 1?'0 - " . - f

1n{b/) 1n({o/ )

oy
—

[

»
i

frena tome Jc

1n(b§r) .
2 1n(b/a) ‘o °

Projekecige v_ i v_ nolaze se posredstvon veza

i g

e
|

vV =~Vo8ln °© , V,=Vgcos @,

zdc Je vy kruzna brzina i-ims vrednoct

1y

Jeénadine (1GL) glas=c
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o _ Yo T
X ln(b/ 1) X2+ yé ’
v, -

H

1n{(h/a) JCZ-I- ;2 8

oz

odakle sc poslc integriranja nalaozi

v
O | X
(b(}{,‘y): m arc g ;j + const.

OvaJ primer odredjujc poljc brzine,sa potoncijalom vrtloga,izmedju .
dva kosoksijalna kruzna cilindra ¢ije sevosovine poklapaju sa z-oson,
Unutresnji cilindor,prcénika a , klizi u proveu z-ose konstant-
nom brzinon Vo i obrée se konstontnon Ugaonorn brzinom u)l . a
8péljni cilindar,prccénika b , obrée sc konstantnom ugeoonom brzinon

() o e Odnecs ugoonih brzina je

“q (b2
Cz)g a ’

Pseudo—osnosinetricéna strujanja II vrste
sa potencijalon vrtloga.,
Kod ovih strujanja brzina ina sve tri projckelje,ali

onc zavisc ganc od vpromenljivih r i z ., Prcena tome Je

! . . . ' .
v_=v_{r,z) , Vo=volr,z) , v =v_(r,2) .

7, = -
Uglovi monogenostl (ll7) i (148) kvetcernion-funkei je W=§b+v izra-

zeni nosrcdstvom kcordinata r i z glase :

(162 or T T dz = » T 30 5“ | Br - ’
162) 3 (rv) |
%'{' % a?[‘ @ - O 3 g‘f(rvr) +- %E(I‘VZ)= O )
No osnovu poslednje jednadine (162) je
- 1 3¢ 13y
(163) Voe=Tv3dz * Y2 T 3 v



pri demu je ¥ = ¥(r,z). Ostale tri jednodine (162) deju

it

64) G Eiw ot DV g - Fw

gde Jje
285 18, 8°
'fJ..E‘? T EI' 6252

Iz jednadina (164) sleduju dva uslovas njihove lonpatibilnosti
(165) Dg(rvg) =0 |, D2¥f¥ C = const,

Dinamicke jednoline pseuvdo-osnosimetricénog strujanja Il vrste sa

potencijalom vrtloga nogu sc , posredsyvon izraza (165) 1$p181tl u

obliku
1 oV
O 2 _ gy L2UYeFTE) 12, Va0
or'¢ ~ 7 T Dlr,z) T Vg T ¥ TTaz ?
D(Y, rv,)
3 (P - 1 Y gy 2
(166) 5@(; —- U)= T DT + \)D (rv@) )
1 oW
S 2 .. L2 E3) Y a0y
oz ¢ T r  Dlr,z) " r Oz ?

kojo zbog (165) glose

.19
3 (@ _ 1) 1D(Lf’ﬂ'£37-13) 12
drv¢ T 7T ¢ Dlx,z) e
D(y, =v,)
: S (P 1 2 T YQ
(167) E‘Q(E - U)= = T _ﬁ"g‘y‘ ’
.1 oy
8 (B _ .. LY E 5
dz>¢ ~ 77T r T D(r,z) ‘

Desne sbtrance jednadina (167) zavise somc od iz, bte jo iz druge

.?: — U = Fl(r,z)g + Fg(rﬁz) . |

S

Uniformnost pritisiic zohteva Fy = O , pa Jo¢ konaéno
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D |
"‘é" mu U = Fg(r,Z) .

Zbog poslednje ZﬂVlgﬂOStl sade druga jednalina (167) daje

(168) vy = F(Y) .

Uslov koupatibilnosti prve i treée jednoadine (167) glasi

-2 2
(169) D“Wﬁ“(? L v Evem =0

i zbeg drugog uslova (165) noZe dc sc napise kao

v
e | -2 Y
Vosz T &% =0 o

cdokle sleduje

4

adnNosSno

(170) TV, = V 2h(;) -~ 2CY¥

%S a

. . . g . . P

Kod sc upcrcede zsavisnosti (168) i (170) vidi sc da 1 h(r) morc
biti funkecija od §/ , odnosne Y funkcije od r . Druginm redima ,
acro biti i

(171) TV = e (1) .'

Yelro §/ zZoavisi samo od 1, to druga jednadine (165 prclazi u obidé-

#

i1l diferencijalnu jednacinu

cije Jb.re scnje
(172) Y= % r"ln ¢ + 5(Cy~ )" + C,

gde su C; i C, integralske konstante .



- 87 -

MoZe se uzebi da -jeo Ch= 0 Jer je funkeija  odre-
djena sa tadnogdéu do aditivne konstante. Iz (172) slcduju projckei-

Jje brzince

(173%) V.. = 0 4, v,=-Clnr - Cl A

Kod sc izraz (171) uncse u prvi uslov kompatibilnosti (165) dobijd

se difercncijolna jednocina

(174) g'(r) - =g'(x) =0 |,

B b

$ije je jedno od refenja gl(r)=konst.=k pa jec

Honstante C 1 Cl U lzrazu zo v, TRogu da sc odrede iz granicénih

uslova : V= O za r=Db i v,= V_ Zd r=a. Dobija se¢ da su

oo - Vo Oy in D
- In(b/o) ? 17 "0 In(b/a) )

pa je

Projckeije vriologn glase

Vo

. ‘ 1 -
’-1 .-' -— { — ] ——
2W =0 24)9_. /) o 2w = 0 .

Medjutin,opSte rescnje jednadinc (174) je

z(r) = %klrg + k

-

Odavde sc¢ vidi do jc rvg=k specijalan slucaj koji sc dobija iz

_—

e
L B

~ornjeg izraza zo k.= 0, 1z uslova da Jc VQ=&LJ1' zo, r=0 1

ngb&)g zo. T=b ncloze se vrednosti konstanato s



bW 5 - 2% 2.2
1 o= e 2 1 k = syle (({) - ) )
217 b2“ a? > =7 bZ_ LE 1 2 ?
pa Je ~
22 bW - 8w W. -
172 - .....E'jf:..mo . ( ...___*.......2 ----- l ™ -+ ..q..._n..:f:.._.._.._.#......‘g )
¢ bgw az 2~b L
Projekecije vrtloga u ovor slucaju iznose
2, ; 2
v b=, -~ a8t/
_ ~ . .S 1 _ 2 1
2u)r—- O 3 L.a)g' ‘l(b/.‘l) r Y 26‘/‘2*— "b"'d?'\u a2 .

Za slucaj da jc ¢J2£ O (Cd1;£&>) dobivaju se

&24) b2_r2 v

_ L OTs/ _ _ o 1
Vo 7 I Ha2 T ’ 2&)3“ O 2“’@' in{b/c) © °?
,.}w__2a26c)

Ovej primer doje raspored brzina i vritloga dznedju dva koaoksijalna
cilindro poluprednika o i b ( a<b ) kad sc unutradnii pomero sa
konstontnom brzinen v, u praveu z-~ose i ujedno obréc konstont-

ncm ugoonon brzinon W u speljnem cilindru koil mirujc.

Pseudo-osnosimetricne strujonja I vrstce
so potencijalon vrtloga.

Brzino ima dve projekcije koje zavise od promenlijivih

r, ©, z. Dakle, ovde je
vr=vr(r3©,z) , Vo= 0 vz=vz(r,9,z).

Uslovi monogenosti (147) i (148) u ovom slucaju daju sledeée jed-

nocine |
bd} 5 .:.]:. EEE = 0 ..]:. % + évr — évz = 0
or T 80 * 1 d [y or ~ ?
(176) Ay

O O~
N L
!
[

%E(rvr) +~%E(rvz) = 0 .

&
H

i
O
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Na osnovu poslednje jednadine (176) moZe se staviti

Y ' 1 0y

9
J » Vg T T T 3

H

(177)_ v,

u kojima je W =¥ (r,0,z). Posredstvom ovih veza ostale tri jedna-

cine (176) mogu da se napidu kao

(178)

>
- D7y, %§J=L2%ﬁé‘ ,

O—-[Of
3 &
;
B
PO

7y
H' N
oM
OO
e
il
H

gde Jje De operacvor :

p2 085 19 &
dpe T or 3;2

2 ' 2
¥ -0, L0 +1rf :@ ) =0
(179)
3 .2 -0 3%y -5 3%
or - T oo T 352

1 oy. "
&u(E - U)= & Pﬁﬁﬂl T 3z’ N Yy 3 (D2%, - gj%5
or 5 T D(r,z) r 0z o<
S (P . 2 37
8-6(? = U)= 2\21' '55 .

1 oV -
82 _ .. L Ea Y 9 g2y, 1%, 2 3%
0z K Y D(r,z) r Or r255§ 230°

(180)
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Preéa jednadina (180) pokzzuje do g -~ U ne zavisi

od promenijive @ , tako da je

o [ MEE) o, g

il B

ﬁ(r,ﬁ)

f—— —
- O ]

ﬁkr,z)

D(Y , = ng)} |

Uslov kompatibilnosti prve i druge jednadine (180) glasi

-2 2
(182) DCY, r DY) o .

D(r,z)

Dakle, zadatok se svodi na odredjivaonje funkceije t4/'(1:*,@,2) koja
treba da zadovoljava uslove kompatibilnosti : (179),(181) i (182).
Na osnovu prve jednaﬁine (177) i (179) zakljucuje se da v, nc za-

visi od © , £j. da Je

W

3o = rvr(r,z)
odakle Je
(183) Y=, (r,2) +Yy,(r,0)
Ostala dva uslove (179) zbog (183) postaju

(184) %E(Dgtgl) = 0

%
185§, + 02y, + x2S L0
Tr

3
!

Uslovi kompatibilnosti dinamickih jednacina dobijoju oblik’

(186) ﬁ- ;__f_g_ = 0
3z  3rode
%y dWo Yy o 9
(187) %‘@[ % e W(DLWE)J = O
: 6LV
n il i - 2 1
(188) %-f{d. “p2y, + xRy, | S =0 .
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Prema tome, treba odrediti funkeije l4)1(1:' z) i lp (r,0)

tako da budu zadoveljene jednadine (184) do (188). Na primer, jed-

no takvo resenje Je

1. 2. . ‘
Y = %C,r™ (Cgcos o + CBSln O)r + Cy -

Projekcije brzine i vrtloga u ovom sludaju glase :

Cgcos & + Cosin ©
.

v.=0 , vg=0 , v,= —(Cl+ --w—~~;-mumwmw) :
5L ;.EESlE_@ ---205 & | 2hie¥ C2co§ O + 0581n Q ’
T T rg
2&,}2= O .

Kinematicke jednadine (147) 1 (148) strujanjs sa po-
tencijalom vrtloga su svojim oblikom sugerirale primenu nonogenih
kveternion-funkeija u ovo]j vrsti problema. Vel na prvi pogled se
lako primeéuje da ove Jjednacine istovremeno wnredsvavijaju i uslove
rnonogenosti kvaternion-funkceije Q=Q¥$ . vledjutim, ove se funkcije
mogu korisno upotrebitvi i za proucavanje drugih prostornih struja-
nja koja imaju neka odredjena svojstva. U sledeten poglavlju se

navodi moguénost primene monogenih kvaternion-funkcija pri resava-

nju pribliZnih jednacdina kretanja viskoznog nestisljivosm fluida,
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PRIMENA MONOGENWIH KVATERNION-FUNKCIJA
PRI RESAVANJU PRIBLIZNIH JEDLACINA KRETANJA

stokes-—-ovo lagano strujanje.

0 . . . N :
17 Kad Jje svrujanje sporo a fluid veoma viskozan mogu
se za odredjivanje brzine 1 pritiska u strujnom polju,prema Stokes-.

u , koristiti priblizZne jednaline kretanja :

0= -2grad p+va¥ , divv=0 .

Q

-

Za nesti3ljiv fluid je o+ - 7Ot TOt V = - rot(EZj), pa se prve

jednac¢ina moZe napisati u obliku

(189) grad E%T + rot(2L) -0 .

Kako Jje ispunjen 1 uslov
(190) div(2w ) = 0 ,

to jednadine (189) i (190) pokazuju da je

(191) Q = 2w + 260

SV
aonogena kveternion-funkceija. rrema tome, moze se reél da svako]
MONOKEnoJ kvaternion-funkeiji odgovara neko mogucno Stolkes-ovo
struﬁanje. Njen slalarni deo odredjuje pritvisak a vekbtorskl deo
vrtlog u strujnom polju. Kako su komponente monogene kvaternlion-

funkcije harmonijske funkcije, Yo su zadovoljene i jednacine :
D | ‘ | .
G H (i )= = W )= 2 W = .
(1,;_2) (w) AQw, )= a2 o) AQRw ) = 0 ,

lenije je pokazano da sc svelo] monogenoj kvaternion
funkciji moZe dodati gradijent proizvoljne hermonijske funkclje 1
ova tako izabrati da jedna od koaponenata veltorskog dela lcevater-

nion-funkeije budc Jedneka nuli. Zaists, ako se sa i(x,y,2) oznaci
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ta harmonijska funkcija, onda je i

(19%) Q= “é%“ 20w + grad U

monogena kvaternion-ifunkeija po&to je

p -

(194) | div(2¢ + grad U)

fl
O

Jednadine (194) su istovetne sa jednadinama (189) i (190) jer je

rot grad U = 0 1 div grad U = O , Ako se harmonijska funkecija
oU

U izabere tako da Je 3 = - 2w, , onda jednadine (194) dopudta-
Ju resSenje u obliku :
) ¢U  of oU f P a of
(195) 2W _x 3= = S, 20+ Al I A

uz uslov da funlkcija f(x,y,z) zadovoljava Laplace-ovu jednadinu

1
O

(196) Af(x.v,2)

Primeéuje sc da funkcijai f ima i svojec fizicko znaéenje. Ona ,

upravo , predsvavija strujnu funkeciju vrtloza , a izraz:_f;gépst.

odredjuje Jednacinu vrtloznih linija koje lezZe u ravnima z%@pééf.
Dakle, na ovaeJ nacin se ustvari dobilo pseudo—fé&%ﬁgggﬁj

polje vrtloga I vrste , a za Lkvaternion-funkciju koZe se da je.re-
dukovana . Prema tome , pseudo-ravansko polje vrtloga I vrste Sto:
tes—-ovog strujanja dobija sc kad se prostornom polju vrtloga dod-

cradijentsko polje vrtloga dije je polje brzine odredjeno jednacdi.

L

nama :
— \ e =S,
(197) rot v, = grad u , div Vq= o .
.-5‘ - -_ —_— o - [ ] -
Aiko se sa V(V_,V_,V_ ) oznali brzina koja odgovara pseudo-ravar—

X' y? oz
skom polju vrtloga, tj. redukovano]j kvaternion-funkeiji (193%), a

v (VK,vy,vZ) jo brzina koja odgovara prostornom polju vrtloga ,
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tj. neredukovanoj kvaternion-funkciji (191), onda se¢ mogu posta-

viti ove Jednakoswvi :

| o S = —=—
(198) rot V=20 + grad U , wot v = 2W ,
S obzirom na prvu jednacinu (197), izmedju brzina V ,_$E,A$i DO-

o = e

stoji veza v = V - v, . Kako prva jednalina (198), uz korisienje

izraza (195), dopudta resenje u obliku

(199) 7 = grady + k&
Uz usiov
(200) AP = ~ 3=,

to je konacno

—_

= grad' @ + f-i‘u Vi o

_:au-
(201) v
Dakle, u najopdtijiem slucaju Stokes-ovog strujanja brzina se nala-
? L’ L 'R_. ) (-.]
zi refavanjem jedrnadina (196),(200) 1 (197). Prva jednalina Jje La-
place-ova, druga Foisson~ova a trecoj odgovaraju ove Cetiri ska-

larne jednacdine :

1z ly o0 OV o _ vy, ~ %Q
Z oz dx =~ Jdy ?

OV . +ldviz ) fvlz .
dx dy dz T 7.

5

< O
;
O
e
b4
i
o—lo.-
N{cS

s s W n . . v . - / w , . .
%0 se tide refavanja jednadina (1977), moZc se posmatrabtl polje

L] -*-_ - » *
S brzine VvVy | Kao pscudo~ravansko 1 1li 11 vrste. Ako se, na primer.

: . e _ - _ ;
uzme da je polje brzine v, pscudo-ravansko I vrste, onca se ITC-

et

Senje jednadina (1977) moZe traiitli u obliku

3y L Sy
‘ 1 1 | 1
(202) 'V'lX: -»——-—5?- ’ vly:... -—-—5~——-}: ) VlZ: O 9 U = ‘""a""- 7 .- v |

e/
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uz uslov da funkcija W,(x,y,z) zadovoljava Laplace-ovu jednadi-

rnu .

(203) bq)l X,¥,%) = O .

» " B ;‘-
Ako se uzme da je moljc brgine vy pscudo-ravansko 11 vrste, tada

S U
Ay A '
. o — L
(20 Vi ey 0 iyt T e

gdec Jje \Vl(x,y)' resenje jednacine
(205) ;gkpl(ﬁjy) const. = C

Projekecija Vi, nalazi se¢ integriranjem parcijalnih jednadina

3 3U O dU
(206) ﬁ(vlz)=“ '5? 9 'a'y :LZ)H L ’

u kojima je funkcija U data izrazom

(207) =~ U= -Cz + F(x,v) , ODF =0 .
I. o v ) - . -
2., U preltficnim problcemima polje vrtloga retko ima sve
tri projekcije, dolr Je brzinsko poljec naidcsiée osnosimetricno ili

je¢ ravengko, odinoenc pscudo-ravansko, Nea primer, ako s¢ posmatra
opstrujavanje lopte Jednolikom strujom viskosznog fluidc koja u
beskonaénosti ima pravac osc =z , tada je , posmabtrano u sfernim
Yoordinatama R , © ,mT? jedino projelicija vrivloga 2&)9 razlici-

ta od nule. U ovom sludaju kvaternion-funkeija

[N

L3

Q I + 2 oS

nredstavlija istcovremeno 1 redukovan i najopsvidi oblik, Brzinsko

»olje jJe odredjenc jednalinom (199) v kojoj se funkcije £ i VY

olaze redavanjem Jednaéina (166) i (200). ReBenje jednacine (196)
v ovom siucaju nije tedlko nadéli kad sc ima u vidu da je f  strujna
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funkeija vrtloga i da se vrtlozne linije f=const. na lopti pokla-
paju sa paralelame. Zbog toga Je L Ifunlicije samo od R u ravni-

ma z=const, i Jjedino redenjec bog oblikea koje zadovoljava jednadi-

>y !

l--
.-ﬂ.

nu (19¢) je £ . Keko je dalje

=y

% ;_m CR“gcos’J

i

|

f

Q.
£
LY ]

to jednadina (2c0) u sfernom sistemu ima oblik

6*? 2 0% , 1 3% ctgﬁ} oY J
2T R p2 32 T TR2T g ’

cije jo resenje

sralske konstante, Kad se jednadina (199) pro-

zde su A 1 B 1ntes
- . ;
jelktuje na pravee RO 1 v, dobija sc

: A L L ' _ .
VJ=%"%%P~fSiRU =-*(.AR9+B+§-)SiIl1} .

Ako se sa "a'" oznali poluprecnik lopte a sa V,_, brzina jednoli-
e struje v beskensdénosti, ondo granicéni uslovi
= { 9 Vm= O Z H=a

= $ﬁ30051} s V¥=~Vp, 810V 20 R= <O
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Pritisak sc menja po zakonu

N ‘téf 5 COS'LT
p:w\\»ha‘zzmg?\)avm?” ’

Ovi izrazi za Vn , Vi i p dobijeni su i ronije resavanjem Sto--
Ires-ovih jednolino u vremce kod su onc nastalc. Medjutim, ako se
uporedi onaj postupalk dobijanja rescenja za loptu sa ovim, onda se
lako mogu saglcdati sve predanostl ovog postupka koji bazira na pri-
meni monogenlh kvatvcernion-funlkicija. Ovaj postupek je mnogo kradéi i
laksi s obrirom na difcrencijalne jednadine koje sc javlijaju prili-
kkom resavanja problcoma. Istina, nije ni ova] postupak uvek tako lalk

2o 8to to izgleda za sludaj opstrujavanja lopte. Na primer, o)

j—t
K

sc umesto lopte posmatra poduzno opstrujavanje obritnog elipsoida,

cnda se predhodno mora odrediti vrtlog iz jednecdince
g
oL roC 2 = 0

¢iji Jje skalarni oblilt v elipticnim koordinatama, z = c'ch% COS?

i = cC sh? sin:f? (05%5@, 057:527: )

() S=1) D) L (1.
A ““tizgfu- M

Posle iznalafenja vrtloga 2w

funkecija f  se dobija rosevanjem

jednadine (196), »ri demu sc i1 ova

jednodina 1 komponcnbe monogenc

kvaternion-funkeije (191) moraju

izreziti v clipticénom sistvenu ko-

ordinate. Mcedjutim, veé redavanje

nrcdhodne jednoline, koja je u ovom problemu samo pomocna, zadajc

prilicéne teskoée., Noime, njeno sc rescenje mozoe traziti u obliku

2

)

= F (-.&‘)H((u)
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i ona svegti na dve obidne difcrencijalne Jjednadince drugog reda

Jacobl~jevog wTipa

P (N) - —F F(A) = O,

Aol

s 1 -
HT((/U + “*'-““*“‘l“ (\kg H(("') = 0 ,

kXoje sc¢ mogu integriratli samo ako se zna nilihov "prvi posredni”

integral., Mogu sc ove Jjednacine smonama

F(A) = prj'u an -, H((u.) = OXD gv d_(»n. ,

na difercncijalne joednacine prvog reda Riccati-jovog tipa

. 2 1- I
%‘% + - = 5 ’ %E + v2 = -l
d Ao-1 1- ot

ktoje se , ODpCU 5, nc mogu integrirati bez poznavanja partikularnog

t

refenja, Premo tomc, ostaje jedino da sc problem redova numerickim

e

ledutim, To nije cil]

=i

pubtem ili tragzcenjem rescinje v obliku reda.

. '

ovog roda. 1 resenje ovog problema predstavljeée predmet daljih

istrazivanja.



Oscen - ovo gtrujanjec .

L4

1. ine kojc odrcdjuju ovo strujanjce , takodje

(3¢

Joana

% O

5

spadaju u grupu prindliZnih Jjednadina kretanjc viskoznog nestislji-
vog fluida, Osccen-—ove jednacine daju nesto todnije rezultate od
Stokes-ovih Jjednadina, jer delimicno uzimaju u obzir i sile iner-
cijc. Alko sc za provace jednolikce struje viskoznog fluida uvzme X
csa, onda Osccn-—ova jednadina sa jednacinom konvinuiteta moze da

sc neonise kao

(208) U == = uigradp + 3)5_?{? . div ¥ = 0

Poznoto je da se reScenjoe jednadine (208), za sludaj kada vrilog

lesi v ravinl upravnoj no brzini U, moZe btraziti u oblilu

—— - l '5';"
V o= E‘;I”l@. L{ <+ N gl"&d X — L ﬂ o

A

A
ori JSemu su  Y(x,y,z) i _ﬂ(x,y,z) rcsenjo. jednacine
AYy=0 , AL =-2Azx=20.

Ovde Jc A=U/2Y . Pritisck sc nalazi Dosrodstvom 1zrage

. C\}i:“}
= -yYgy

-f’i

24) = O . 2 = - 37 o sz= Brjr' ’

Primceéuje se do u ovom sludaju brzina imo povcncijal u ravni Oyz

. da funkcija JX proedstavlija strugnu funkceciju vrtloga.
Medjutin, nmeze sc pri redSavanju jodnadina (208) poéi

ol togo da Jje jodnoacina kontinuiteta zadovoljene vektorskim poler

cijnlom A posraditvom Joediaclnd
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ltomc se uvek mozc dodati gradijent ncke skalarnc funkeije i zchto-

vatli da bude ispunjcn uslov

—S-

(21o0) div-A = 0O .

No. primer, moZc sc uzcti

~So-

2 A = ‘.;!lgr&fl '~}12 - 25:!:‘&(1 k/fl + grad @

[#324
(>

i uslov (2lo) biéc zadovoljeon ako jo P rcdenje jednadine

= W AW, -
Ovde su Y, 1 Y, strujne poviiine u c¢ijim prcsccima lcSe struj-
nice , jer jc Jednodina kontinuitcta istovrcemeno zodovoljena 1 sa
LZzTaZ0m

—— -
v = lgraé_ ‘~_[«’l , Eroay -‘ ’

L >

Kako je

U 5% = U 5= rot A = rot( U 5G5S )

=3z |_."'""'- . - e
v =-rob Trot Vv =-robt rot rot A = rot(NnA) ,

to sc¢ prva judnalina (208) mozce napisati kao

(21.2) div( g %% - ALY =0

A

30 pokazuje doa jo

—-}.

' : ¥ U 24 ol
J_'r . — P + [ ek [ A
(213) Q ) ( J o% N )

nonogena kvoternion-funkeija. Prema tomo, moic sc reci da svako]

monogenod kvaternion--funliciji odgovora ncko mogucno Osecn—~ovo stru-
L - - a a ’ " . — et » L
janjce. Vektorsi doo ove funicije odredjuje petencijol A, Cigl Yoo

=
"

ioje brzinu strujonja, a skalarni doo doje pritisak v strujnon

]

{::
k3.

nolju.



Dakle, u najopstijem sludaju Oscen-ovog strujanja tro-
bz da sc rese Cotiri skalarne jednadine koje sleduju iz uslova mo-
nogenosﬁi (211) i (212) kveternion-funkeije (21%), ReSavanje ovih
jednac¢ina Jc vecomo tesko Cak i u specijalnim sludajcvima, Koo Spe-

cijclan slucaj mozc da se smatra onaj kad Jje vektorsli deo kvaber-

nion~funkcije (217) rcdukoven na ravan, tj. kad je na primer

cA
% - AA_ =0 |,

-
-

(214)

i

rFH

Tada Jjednadine (211) i (212) dopustaju redcenjc u obliku

U o, et Uy g
N 0% x - 0y °? vy O vy 7 T dx

(215)
p- gV S

pod uslovom da funkcija f£(x,¥,z) zadovoljava jednadinu
(216) AL = 0 -,

Znac¢i, u ovom slucaju sc problem svedi no rescvanjce jednadina

(216),(214) i (215). Pri tome trebe imati u vidu da je AR =-20).

O i a . s ' d =5 Wl ol
2, 3 obzirom na lincarnost joednadina (208) moic so

brzinsko poljc Cscon-ovog strujange raestavitl na povonciljalni i

i

na vrtlozZni dco |,

(217) v = grod (_{?'+ ?2 . A\P = 0

i jednadine (208) napisati u obliku

- . dvﬁ .
(218) crad( P.y §£ ) + U u£¢ =nﬁ&f$é o, div'$2 = 0 .

=
wr

Kaoko s¢ 1 ovde mosc stoviti v2=rot A, to sc iz (208) dobijaju

uslovi monogenosci



monogena kvoternion—-funkeija. Njcone komponcente zadoveljavaju jed-

nac¢ine
4 ...,I.-..)L a'\p ' — UC}.’E
A(g"UBEE)'"‘O ] (&A—-,:?-SE):O .

¢ija su trivijalna rosScnja

g
n

(219) p;mgU%g : AE_%

Dakle, u ovom slucaju sc problcm svodi no resavonjce Lapalace-ove
jednalince (8¢ = O0) 1 tri skeolarnc jednadine (219). Ove poslednje
se odgovarajuéim smename mogu svesti na talognu jednadinu, I ovde

== - —2— It
je AL =-2W =-rot V =-r0t V. .

5 Najizad , mo#c sc u vezi sa Oscen~ovim jednadinama
postoviti 1 ovakov zadatak o pod kojim éc uslovima Oscen—-ova po- -

provia prouzrolkevotl same promenu privisgla u roscenjime stokces-ovih

jednacina 7 Drugim recimo, pod kojim &éc¢ uslovima biti

(220) U %% = - % grod p’ .,

sdc je  p’  pritisck prouzrokoven Osecn-ovom popravkom.

Prc svega, zbog jednadine (209) iz (220) izlazl da je

b o
N /
U oA . P
rot_q I =~ groc 33 .
n2 uslovi monogenosti (21 ) (212) prclaze u

—r
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. n.---D,' _}- ) ——
(221) grad %T? + ot 20 = O , div 20 =0

jer jo AR ==200 . Sad se jednadéine (221) mogu prihvatiti i kao
uslovi monogcnoéti kvaternion-funkeije kojo] odgovara stokes-ovo
strujenje sa pritiskom p-p/, dok je p pritisck u Cscen—ovom

strujnom polju. Primcnon operatora divergencijc i rotora na jod-

nadinu (220) dobija sc da je p’/ harmonijska funkcija i da vrtlog

2@ nc zavisi od promenljive x , tj. da jo
ﬂpf; c , 2w = 2W (:Yazj .

MoZe so staviti da je

P
gU

of

(222) - =

—
=

r

odckle je funkcije f(x,y,z) odrcdjona kao

t

S obzirom no izrcz (222), iz (220) slcdujc

| A
'EEK _ fo 6vy ] 32 £ évz 32 ¢
3x éy§ » Ox T d8xdy ' dx T 3xdz ?
odekle jc posle integriranga
S | of e
v, = % + v%(y,z) Vo = 3% + Vy(y,Z) »

v, = 32+ v/ (y,z)
odnosno

(224) v = grod £+ "J'f(:)raz) .



- let -

— v oa - - . - v
Znocl, brzino v Stokes—ovog strujanja u ovom sluda-
Ju sastoji sc 1z brzine poltencijelnog strujanja (§1=grad f) i brzi-
-
ne v’(y,z) pseudo-ravanskog strujenjo II vrstc. Zbog jednadine
~NT » - . -“-'J'{
(22%) je i @div v’= 0O , odnosno

Y ! oY
Vj; = “{az y YV, = —6&%};— 2 W= WK}T?Z) ?

: = T SaW! QAW =~
P2 Jje AV =-70T rot v _av (y,z) 1+ g;’ 3’ - ”’"55-,—'?‘ s S8TC zome-~
nom u Stokes-ove Jjednadine dajc
d P-p! d_ (Pp-p!
a‘i(‘a"ﬁ“‘ = Jﬂ\v}i(ysz) ’ BF(W) = gZAW(:}T:Z) 3
3 p““P | J f
a""(q\) = ‘a":’;:&w (y,Z) .
Iz prve jednadine sglcdujc
p-p’
~§:r =z;v%(y,z)x + fl(y,z)

i kako je A{p-p’)=0 , tc mora biti agvj{ = 0 1 Afl=0 cdnosno
(226 ) Av/(y,2) = const, = C .

Dakle, pritisck Ogscecn-—ovog strujanjoa iznosi

U df

P . LT
(227) o7 - Cx - J 3% * £, (y,2)
gdc su f 1 Ly harmonijske funkelije. Rako jc 26 = -AW!l i
AM2w _)=0, to jo y' biharmonijska funkeijo i zadovoljava jednadinu
(228) AAY y,z) = O .

- [ .:?. - - LT
Preomo tome, ako s¢ brzina v odredjena jednacinom

(224) nodje redavanjem jednadina (223),(226; 1 (228) onda Oscen-
Vo popravike »rouzrokovati somo premenu pritiska uw resenjima Stokose

svih Jednadéinca,
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Kratak sudraaa rada ..

- P ol sl d Bl O B+ e i sl s W el it = et N il AP

U prvom delu rada rcdavaju sc jednodince kretonja vig-
(1)

koznog noestlsljivez fluide korisécnjem Teorije A.Bilimoviéa G
odstupanju nconeliticénih komnlcecksnih funkeijs od analivicdnosti i

(2)

tcorije KiVoronjcca odstupanju brzinskog polja nckog struja-
njo od Laplacc-ovog nolja. Kao ncancliticna funkcija pesmatrona jo

Irompleksnoa brzina u strujnom polju viskozneg flulda i nadjcna su

{

¥ r

ocpsta resenja Havicr-5tokes-—-ovih, Oscen—-ovih i stokes-—ovih jedna-

¢ina, nod uslovom c¢da jo N-to -odstupanje konnlilisne brzine od ana-

3

liticnosti Jjednake nuli. Za ncka od ovih rosenjo doti su dljagroni

nromene projekeija brzince 1 izgledl strujnib slilkao sa kojih sc vi-

- -

di ocdsbtupanje brzinzilog polja viskoznog Fluido od Loplace—-ovog po-

nolja kojc odgovars potencijalnom strujonjve acstigljivog fluida .

:_)

paza se¢ do sc ovo cdsvupanje povetava koda rod odstupanja kom-
plekene brzine od analitidnostl rastce,

U drugom declu rada proucavaoju se poscudo-rovansla 1
pPescudo~08 ﬁOulmCtrlCﬂm strujonja sa potenclijalonm vrslogo nrimenon
monogenih Lvaternion-funkecija., Zatin sc ove funlicijc povezuju sa

logonin strujonjime Lkojo s8¢ mogu proucavoti puurﬁustvom Ospcn ovih

~cvih »ribliZnih jednoline kretanjo. Pri tone jo korigécono

(27

bt
ko
)

1 6ol

C.'l

toorija K,Voronjeco o kvaternionskonm potoncijalu prostornog

°G S Qe

('“#

strujonje 1 no nizu primera pokazana prodnost cvop postunka

vonjo problema nod klaosicnim postupkom,
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