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OSNIVACI TEORIJE FUNKCIJA KOMPLEKSNE PROMENLJIVE

B. Riemann (1826—1866) K. Weierstrass (1815-—1897)



Newton
Exempla docent non minus quam praecepta.

Leonardo da Vincy

Nessuna umana investigazione si pud denominare vera scienza s'essa non
passa per le matematiche dimostrazioni.

H. Poincaré
Il n"y a pas de problémes résolus, il y a seulement des problemes plus
ou moins résolus.

G. Cantor
Das Wesen der Mathematik liegt in ihrer Freiheit.

Boltzmann
Es gibt nichts Praktischeres als eine gute Theorie.

H. Bouasse
Il est plus facile d’apprendre les Mathématiques que de s’en passer.
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oblasti matematike u obliku problema, a namenjena je uglavnom naucénim rad-
nicima. Zbornik 1ma daleko manje pretenzija. Njemu je cilj izmedu ostalog
da podstakne na nauéni rad one koji tek podinju da studiraju matematiku na
prirodno-matematiCkim i tehnickim fakultetima, ili bar da probudi interes za
matematiku kod izvesnog broja mladih. Prvi uspesi su ve¢ postignuti. To
pokazuje lep broj elegantnih i interesantnih reSenja teZih problema koja su
objavljena u ovom Zborniku i €iji su autori studenti i mladi asistenti.
Nave$éemo jedan primer koji nije usamljen, iz koga se vidi kako na$i mladi
matematicari imaju naklonosti prema stvaralaCkom radu. D. Adamovi¢ izradio je
za Zbornik jednu grupu problema iz kompleksne analize i medu njima problem
355 na str. 124 — 125. Ovaj problem formulisao je F. Denk (Erlangen), a
objavijen je u &asopisu: Glasnik matematicko-fizicki i astronomski, serija 1I,
knjiga 11, 1956, str. 87, problem 191. ReSenjec ovog problema dali su T. Leko
i D. BlanuSa. Redaktor Zbornika dao je posebno D. ToSi¢u. a posebno
D. Dokovi¢u da pregledaju varijantu reSenja T. Leka koju je dao D. Adamovic.
TosSi¢ i Pokovi¢c dobili su nova reSenja Denk-ovog problema, koja su ele-
gantnija i prostija od reSenja T. Leka i D. BlanuSe. Osim toga, oni su nasli
interesantne generalizacije Denk-ovog problema. Ova reSenja 1 generalizacije
objavljeni su u ovom Zborniku na str. 278 — 280 (problemi 90 i 91).

U proveravanju reSenja svesrdno su ulestvovali u vecoj ili manjoj meri:
D. Dokovi¢, S. Presi¢, D. Adamovi¢, D. Tosi¢, P. Vasié¢, S. Fempl, Z. Pop-
Stojanovi¢, R. Lugi¢, K. MiloSevi¢ i Z. Pantié. Prva trojica kriti¢ki su progitali
najvece poglavlje, Kompleksni brojevi i kompleksne funkcije. D. Dokovié proditao
je jo8 i poglavlja Specijalne funkcije i Prilozi, a D. Adamovi¢ poglavlje Prilozi.
Sugestije navedenih matemati¢ara doprinele su da se na nekim mestima dadu
bolje formulacije nego §to su bile u prvobitnom tekstu.

Kao recenzent, M. Popadi¢ paZljivo je proditao rukopis i uéinio nekolike
korisne primedbe koje su uzete uobzir prilikom definitivnog redigovanja rukopisa.
T. Andeli¢ bio je recenzent za poglavlje Projektivna geometrija.

Literatura koja je kori8éena pri izradi ovog Zbornika navedena je u Zborniku 1,
drugo izdanje. Posebno istiCemo &asopise:

1. Elemente der Mathematik, Bascl,

2. The American Mathematical Monthly, Menasha (USA),
3. The Mathematical Gazette, London.

4. Revue de Mathématiques spéciales, Paris,

5. Mathematics Magazine, Los Angeles (USA),

6. Mathesis, Mons (Belgija),

1. Gazeta Matematica §i Fizicd, Bucuresti,

8. Matematika ve $kole, Praha,

9. Matematyka, Warszawa,

10.  Matematisk Tidsskrift, Kobenhavn,

11. Wiskundige Opgaven, Amsterdam,

12.  Imtermédiaire des Mathématiciens, Paris,

13. Intermédiaire des Recherches mathématiques, Paris,

14. Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Tiibingen,
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15. Bulletin de I'Association des Professeurs de Mathématiques de I’ Enseignement
public, Paris,

16. Mamemamura 6 wroae, Moskva,

17. Mamestamuuecroe npocsewyenue, Moskva,

18. Yecnexu mamemamuueckux nayx, Moskva—Leningrad,

19. Vesnik Drustva matemati¢ara i fizicara Narodne Republike Srbije, Beograd,
20. Glasnik matemati¢ko-fizicki i astronomski, Zagreb,

21. Bilten na Dru$tvoto na matemati¢arite i fizi¢arite od Narodna Republika Make-
donija, Skopje,

22. Periodico di Matematiche, Bologna,

23. Bollettino del’ Unione matematica italiana, Bologna,
24, Comptes rendus de I'Académie des sciences de Paris,
25. Matematikai Lapok, Budapest.

Numeric¢ke tablice koje su navedene u ovom Zborniku uzete su iz knjiga:

). Peters — J. Stein: Anhang zum ersten Bande der zehnstelligen Logarithmentafel
von J. Peters, Berlin, 1922;
G. Petiau: La théorie des fonctions de Bessel, Paris, 1955;

A. Angot: Compléments de mathématiques, troisiéme édition, Paris, 1957.
U opstoj 1 jeziCkoj redakeiji uCestvovala je Olga Mitrinovic.
Jedan deo skica za crte¥e izradili su: D. To$i¢, Z. Pantié, S. Pavlovié,
D. Dokovié, D. Kubat i P. Cibin.
Na tehni€koj pripremi rukopisa sa puno volje zaloZila se Olga Aleksi¢. Ona
je, kaoi za ranije Zbornike, pravilnim rasporedom formula pri kucanju znatno
olaksala posao slagadima.

Velika paZnja posveCena je tome da Zbornik i sa graficke strane bude na
potrebnoj visini. Specijalno za Zbornik izradeni su simboli =, <, &,

35, YIJS i drugi, od kojih se neki prvi put sada pojavljuju u nasoj Stampanoj
knjizi. Za ovo je pokazao veliko razumevanje Bogdan Curdin iz Beogradskog

grafickog zavoda.

Grafic¢ki radnici Miodrag Dukié, Kosta Petrovi¢, Nikola Pop-Konstantinovié
i Branko Raki¢ svesrdno su se zaloZili da slog dobije umetnicki oblik,

U Stamparskim korekturama piscima 1 redaktoru pomogii su: Olga Mitrinovic,
RuZica Mitrinovié, Petar Vasié i Mihailo D. Mitrinovié.

Oktobra 1960 Redaktor



SIMBOLI I SKRACENICE*

ab a’ ¢
1. — =(ab){(cd) ~ abl(ed) = abjcd (cd # 0); —+-
cd b

a a+b
- =aj(b+¢c) (b+c#0); —=(@+bic~d) (c+d+#0);
b+c c+d

a+bre=~\/lat+b+c).
2. .. znadi : iz prethodnog izlazi;

. znadi ; itd.

A raste; M opada.
3. = logicki simbol : implikacija.

P = Q znati: iz P sleduje Q; P« Q znali : iz Q sleduje P;

P @ znali: iz P sleduje Q, i obrnuto: iz Q sleduje P.

=(a/b)+ (c/d)=alb+c/d (bd+#0);

1.2.3...n (n prirodan broj),
4. n!::‘nz{
1 (n=0).
Em!l=2.4...2n; Rn+D!'=1-3-5--.2n+1).
a@—1)---(a—k+1

(a)____ L _)_ - ( .-_—) (k prirodan broj, a ma kakvo); ra)::_-l (a ma kakvo).

k 1-2-- .k . 0

i n
SF :,Z Qg =dyt Ay to-ee -y, H ap=a; a---a,.

k=1 k=1

> ab=ab-+ac+ad+be+bd+cd; > ab=a*b+ab’+a* c+ac+b*c+be.

abed abc
Katkada se umesto Zab, z a* b pise samo Zal), z a* b.
abed abc
! bte i bre eva akb
H (b+)=(b+c)(c+a)(a+b); H T e,
abe abc

Kratkoce radi pise se i H (b+ ¢) umesto H (b=+c).
abe
6. as b+# c+# a oznafava da su brojevi «, b, ¢ razliciti.
To se oznafava i sa | (h—c)(c—a)(a—b)|>0.
7. Relaclja ay, a,, ..., @ >0 zamenjuje skup relacija
Gz 0 oy 20y L L ag 2
Ako je a8, tada relacija
0L Ay, e B
zamenjuje skup relacija
a<a<p; a<G<R; .. e < G<B,
tj. skup relacija
a<lay <8 (v=1, 2,...,k).
Relacija &, n=0, + 1, 4+ 2,... znadi:

o= o i (RN . TR e R0 R T B A TS

* Obradeno prema normama drultva L’Association francaise de normalisation, Paris, kao i prama drugim
izvorima.
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10.

11.

12.

14.

16.

17.

18.

19.

Ako su aib prirodni brojevi, tada relacija (a,b)=1 oznatava da su aib relativno
prosti brojevi.
[a, b], [a, b), (a, b], (a, b) oznaluju skup recalnih brojeva, recimo x, za koje je redom

a<x<bh, a<x<bh a<x<bh a<x<bh
Cetiri navedena simbola pi$u se i u obliku

[a, b), [a, b[, la, b], ]a, bI.

Ako je E jedan skup, relacija x € E kazuje da je x element skupa E, tj. da x pri-
pada skupu E. Relacija x & E kazuje da x ne pripada skupu E.
Ako su E, i E, dva skupa, relacija E; C E, ili E, D E, kazuje da svaki element skupa
E, pripada skupu E, (C znak inkluzije).
Relacija E;NE, (presek skupova E, i E,) oznafava skup svih elemenata koji isto-
vremeno pripadaju i skupu E, i skupu E,.
Relacija E,\UE, (unija skupova E, i E,) oznaava skup svih elemenata koji pripadaju
bilo skupu E; bilo skupu E,.
E,\~\ E, (diferencija, razlika skupova E| i E,) oznaCava skup svih elemenata E; koji
ne pripadaju skupu E,.
max (a,, ..., a,) oznatava onaj (ili one) od n realnih brojeva a,, ..., a, koji
nije premasen ni od jednog od ostalih brojeva iz ovog skupa. Na analogni nadin
definiSe se min (a;, a,, ... , ay).
med (a5, @y, ap=a, (@, <a,<a; ili a,>a,>a;).
Ako su brojevi a i b (#0) celi brojevi, relacija b|a, tj. a=0 (mod b) kazuje da
se b sadrZi u a bez ostatka.
Ako su P(x) i O (x) dva polinoma, relacija Q|P izraZava Cinjenicu da je P= QR,
gde je R treéi polinom.
Ako je a realno, tada je

5 1 (a>0),
a (a=0),

]a]zasgnaz{ - EaZO;‘ sgn g = 0 (a=0),
3 — s

-1 (a<0).

dix Kronecker-ov simbol (Kronecker-ova delta)
1 (@(=k),

Six =08 =8ik=1
hem T {0 (i#£k).

n

U realnom pcdrudju \/Z;all" (a=0); (n prirodan broj) oznatava samo nenega-
tivnu vrednost, tj.

n Il__

Va=I/al.
Ako je a realan broj, tada [4] odnosno E (4) oznalava najveéi ceo broj koji ne
premasuje a.

H (1) Heaviside-ova funkcija:

0 (<0,
Hn= 3 @=0),
1 (>0).

N(V;I)(ribliino Jjednako) upotrebljava se u sludaju kada se eksplicitno ne daje ocena
greske.

Relacija a b izmedu pozitivnih brojeva a i b kazuje da je a veoma malo u po-
redenju sa b.

Relacija a> b (a, 6>0) kazuje da je a veoma veliko u poredenju sa b.

i i'maginarna Jedinica (da bi se izbegle konfuzije, u elektrotehnici umesto ; upotre-
bljava se j).

Re (z) = Re z realni deo kompleksnog broja z;

lm (2)=1Im z imaginarni deo kompleksnog broja z;

z konjugovana vrednost kompleksnog broja z:

cos O+ isinO=cisO=¢



20.

21.

22.
28

24.

28

26.

27.

28.

2
30.

3L

32.

expx=e* (¢ osnova prirodnih logaritama); exp,x = a*{a>0); pot, x = xa(x>0);

log x=loge x (x>0); ch, x

Pod arc sinx, arc cosx,

arc tg x,

ax+ a—x

) Shax=

glavna vrednost odgovarajuce multiformne funkcije:

ax—aq—x

2

Arc sinx, Arccosx, Arctgx, Arc cotgx.

sink x = (sin x)¥, sh* x = (sh x)~.
)E’_:.dx/dt, X = oy o R
y'=dyjdx, y”=d¥/dx? ..., Dk=dk/dxk (k=1, 2,..
oz [74
— =0z/0x =zx' =zx; —=0z[0y=12z) =zy.

X oy
p=0z[0x, q=0z[0y, r=02z/ox?, s=0%2[0xdy,

[F (15 =Ll = B~/ @),
Lf6e MIEZE = fx, |58

b b
v. p. [f@)dxe i

a

xﬁf(z) dz integral kompleksne funkcije f(z) duZ zatvorene putanje I'.

r

[f(z) dz integral duZ putanje uzet u smislu protivnom kretanju kazaljke na satu.

r+

= f(b, )—f(a, »).

f(x)=0(g(x)) (x— a) oznalava f(x)/g(x)>0 (x—a);

f(xX)=0 (g (x)) (x—> a) oznalava da je izraz f(x)/g (x) ogranien kada x—a.

f@)~86) & lim {F(x) (g M}=L

area P = veliCina povrSine P.

arc cotg x podrazumeva se, u realnom podrudju,

)

= 9?z/0y? (Monge-ove oznake).

P ff(x) dx glavna (Cauchy-eva) vrednost integrala ff(x) dx.

Ako su 4 1 B dve talke, tada AB oznatava duinu duzi AB.

Kvadratna matrica reda n oznalava se sa

a5 91 Ay
yy Q2 Ayn
|
| @n1 Gne Ann
U upotrebi su i oznake: || aj

] i || §

n

tr [l an || =sp a1 7= > aw.
v=1

%(zpq GER:

(apq ars) -
| Arq  Grs

Determinanta reda »

Ay Ay
cr gy  Qyg
ili sa ]

ny Ana

s {apg arg Quy) =

oznaCava se sa

[ a;; 4y
{0 Ay Ay

ili -
Any Qg

Ain

Azn

Ann

Pod krugom (O, r) podrazumeva se krug polupretnika r &iji je centar u tacki O.

| G ok=1,2,...,m i |ax|l].
Jedini¢na matrica I, ili E, (odnosno I ili E) je matrica

(Bi, Kronecker-ova delta).

apq Aps  dpv

QAry

Arg drg

| duq Qus Auv

dyn ‘
azﬂ a3
il

aﬂﬂ

det || aix || 7= | aw |}

itd.

o
S& 2, Gyy Qa *Any -
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&

- = =

i, j, k jediniéni vektori Dekartovih koordinatnih osa Ox, Oy, Oz

Ako su a, b, c tri vektora, tada je:
— —> —_ > . i —_ > > o - .
a - b skalarni proizvod; a x b vektorski proizvod; [a b ¢] meSoviti proizvod.

—_——
Vektori se Zesto oznatavaju slovima gotske azbuke ili, na primer, sa 4B, gde ie
A pocetak i B kraj vektora.

- () —
V=YV=i—+j —+k —. Operator V zove s¢ nabla.
ox 0z

Ako je U skalarna funkcija tacke M (x, », 2), tada je
oU— oU— 6U;

U= AT gt
grad U= grad vU e l+() Jia 3

Ako je _I?“:{X, Y, Z} vektor-funkcija tatke M (x, y, 2), tada je
di F _>? F 0X oY ()Z
N At TG
Ako je F={X, Y, Z} vektor-funkcija tatke M (x, y, z), tada je
_rg; 77)= rot F:curl I—;={7>><F= v ><I?

=(€§_"l), (9’_(_"_2), (L"_(Ef)z

dy 0z 0z ox ox dy

(Crrolh-

SRy o

ox oy 0z

' & e
Ako je U skalarna funkcija tatke M (x, y, z), tada je

AU=—V)2U= YV 2U =div grad U-a—z—U+a2U\ aZU.
ox: oy 0z

()2 ()2 62
— et
o0xt oy* oz°
Ako je U skalarna funkcija tacke M (x, y, z) i vremena ¢, tada je
AU 02U o2 U U 1 0*°U ( 9
TR == — ke ¢ == const).
ox? Oyz 022 & or
62

Operator [ |=A— — 3 zove se dalambertijan.

2

Oznaka rn=a(b)c upotrebljava se za opisivanje numeri¢kih tablica i znaci da n

uzima sve vrednosti ¢lanova aritmetitke progresije <&iji je prvi &lan a, razlika b i
poslednji ¢lan <ec.

Operator A= zove se laplasijan.

GRCKA AZBUKA

o | R - S S R e

BErZHe 8 I X A M N (0= M i i T L e e ()
GOTICA

b R ST T L AN (O (RN A R TR % T U G el it (P

DEF G R NRE M R DIBED RS R I REEE e



KOMPLEKSNI BROJEVI I KOMPLEKSNE FUNKCIJE
I. KOMPLEKSNI BROJEVI

1. Ako su a i b realni brojevi, pokazati da je
\/m e {\/V(az+2b2)+a+l.sgnb \/V(a2+2b=)—a }’

gde je sgnb=1 (b>0) i sgnb=—1 (b<0).

Ispred svih korena na desnoj strani treba uzeti znak plus.

Primeri: Y (3+4i)=+Q2+i), VY(=T7+24i)=+3+4i), \/7=i1/+_2t'

2. Pokazati da kubni koren iz L(l +1i) ima ove tri vrednosti:

V2

HVE )
S H

== 1,

g i
4
3. Pokazati da /7 ima sledece Cetiri vrednosti:
s (\/2+\/ 3 d f2=s] 2): £ (—\/2—\/5 +i\/2+\/_2)'
4, U kompleksnoj ravni date su tacke A i B ¢&iji su afiksi a i b. Ako
AB izvrdi rotaciju oko A4 za T‘j

ugao 6 u pozitivnom smisluy,

dobija se nov vektor AB'. Od-

rediti afiks tacke B'. C

Resenje. e ety
_ — —_— —_— = 4
AB=0C, AB =0C. aer . 4

Afiks tatke C je b—a.
Afiks tatke C” je (b—a)ei®. -

1 Zbornik matematitkih problema III
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Afiks tacke B’ je a+(b—a)ei®.
Ovaj se rezultat esto primenjuje.

5. Ako izmedu kompleksnih brojeva
z, (k=1,2,3,4)

postoji relacija

zy—zy =i (24—25),
pokazati da je
M, M,= MM,

M, M, LM, M,,

gde je M, slika kompleksnog broja z;.

Polazeéi od ovog, odrediti afiks m vrha M ravnokrako-pravouglog trougla
¢ija je osnovica AB (afiksi taaka A i B su kompleksni brojevi « i §), pod
uslovom da je smisao AMB suprotan kretanju kazaljke na satu.

Ako se na stranama ma kakvog C&etvorougla 4ABCD konstruiSu ravnokrako-
pravougli trouglovi AMB, BNC, CPD, DQA navedene orijentacije, gde su
M, N, P, Q vrhovi trouglova, pokazati da je

MP=NQ i MPLNQ.
Resenje. Podimo od relacije
1) Z,—21=i(z;—2y).
Odavde izlazi
|za—z1 | =|i(za—25) | =]i|-| 24— 23| = | 24— 2],
odnosno
M M,=M;M,.
Iz (1) takode sleduje
arg (z,—z,) =arg [i (z,—z;) | =argi+arg (z,—2z,),
odnosno
14
arg (z,—z,) =arg (z,—z;) +? ,

§to kazuje da je
MM, | M, M,.

_ PotraZimo sada afiks tatke M. DuZi MA i MB su jednake i ortogonalne, pa za afikse
tih tacaka mora vaZiti relacija (1)

a—m=i(B—m).
Odatle je

@) mza—iﬁ.
1—i

Neka su afiksi taaka 4, B, C, D kompleksni brojevi «,8,¥, 8, a m, n,p,q afiksi tadaka
M,N,P, Q.
Na osnovu (2) je

a—i
mot=iB

B—iy p=y—i8 8—ia
1—i T jE= =

(3)
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Da bismo pokazali da je MP=NQ i MP | NQ, dovolino je dokazati da relacija
(C)) n—q=i(m—p)
vazi za vrednosti (3). Zamenom izraza (3) u (4) dobijamo jedno za drugim:
P—iy S—ia_i(a—iﬁ_v—ib‘)
e ay e BT R T
—d+i(a—y)=i[a—y+i(B—P)],
B—3+i(a—y)=B—d+ifa—y),

¢ime je relacija (4) dokazana.

6. Ako su z, i z; afiksi dva susedna temena pravilnog poligona od # strana,
odrediti afikse ostalih temena ovog poligona.

Refenje. Neka su zp_,, zx_,;, z afiksi tri susedna temena pravilnog poligona, koja su
poredana tako da Cine pozitivan smisao.
Prema problemu 4 ovog odeljka biée

(0} Zx_og—Zk_y1=(2x—21_,) €®i,
gde je

Iz (1) dobijamo
2 Zp—2g 1= (Zg_p—2Zx_y) €~ 0L
Polazeéi od (2), moZemo obrazovati sledeée relacije:
Zy,—2; =(2o~—2,) e~ 9,

Zy—2Zy=(2,—2,) €0,

Zpy— Zk—p = (Zp_3— 2k _p) €~01,
Zp— 2o =(Zkp—Zx ) €01,

Posle mnoZenja izraza koji se nalaze na levim stranama, odnosno na desnim stranama
u ovim relacijama, dobijamo

3) Zk—zk—l‘“‘(_l)k*2 (z9—zy) exp {_(k_l) Gi}
(= 1) (z0—2y) exp { (k—l)(n—?—“) i }
n

-Gz ew (k-1 s b
jer je
exp {—(k—1D) xi}=(—1Fk"1.
Na osnovu (3) je
k

k
> (zv—zv_p) =(z,—20) ) exp [(v-l) ’"}
v=2 v=2

Odavde izlazi

k
2ni 2mi
@  s—z-(—2) > exp {(v—l)—} 5 b [(v—l)i}
=2 v=]
k Ti
Kako je z exp { V—l)— } geometriska progresija, Ciji je prvi €lan 1 i koliénik exp —

v=1
2aik nik ik ik
i M AT e e
n n n L

k 2ni
®) S ex {(—1) "} e

CED SR

dobija se

e
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Formula (4), na osnovu (5), postaje
ak

H

sin

ni
© 2e—20=(2—20) exp[(k—l)~}
n 5 TE
sin —
n
Ostaje jo§ da se, na analogni nacin, odredi drugo resenje, kada tri susedna temena z;_,,
Zr_y, Zr obrazuju negativan smisao. Da li se drugo reSenje moZe napisati neposredno, polazeéi
od resenja (6)?
Drugo reSenje glasi:

k=1_. . kx A
i =zp+ (2, —2p) {exp(— m)} (sm_ )/ (sm —).
n n n

7. Ako su tatke z;, z,, z; temena jednog ravnostranog trougla, pokazati da
postoji relacija

(1) 242 4 2 S =2 5 UaTy F 225 .
Resenje. 1. Uolimo ravnostrani trougao OAB. Afiksi njegovih temena su:

0, a, aexp(ni/3) (5g=a>0).

BII
Ako trougao OAB izvr§i rotaciju za Y P e
ugao 0, dobija se trougao OA'B’. Afiksi e
njegovih temena su: > A"
0, aexp (0i), aexp[(t/3+0)i]. Q'r

Ako ovaj trougao izvr$i translaciju, defi-
nisanu vektorom b exp (wif), gde je b>0,
dobija se trougao O’A”B”. Afiksi njegovih
temena su:

(2) bexp(wi), aexp(0i)+bexp(wi),

aexp [(t]3 +0)i]+bexp (wi). X

Parametrima a, b, 0, w definisan je pro-
izvoljan ravnostran trougao u kompleksnoj ravni.
Ako se vrednosti (2) zamene u (1), dobija se identitet, ¢ime je dokazana relacija (1)

II. Naveséemo sada drugo reSenje ovog zadatka, polazedi od identiteta
3 22 42,2 4 2,0 — 2, 2y — 23 2y — 2, Z,=(2, + 0t Zy + 0P Z,) (2, a2, + 2 Zp),

gde je a= %(—IH\/?).

Ako su zj, z,, z, afiksi temena jednog ravnostranog trougla, kojima je odreden pozitivan
smisao obilaZenja oko trougla, tada postoji relacija (videti problem 4 ovog odeljka)

Til3
=2 +(z3—2z) € ,
odnosno
3=+ (23— 2) (@+ 1),
jer je
Tif3 T I 1 =
e =cos4+ism?=?(l+i\/3)=oc+l.
Prema tome dobijamo
6] Zy+ozy+alzy =0,
jer je a+1=—a2

Ako je smisao obilaZzenja oko trougla negativan, tada vaZi relacija

(5 zy+a2z, +azy=0.
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Dakle, ako su z;, z,, z; afiksi temena jednog ravnostranog trougla, tada vaZi relacija
(4), odnosno (5) i onme, s obzirom na (3), povlate za sobom relaciju (1).

VaZi i obratno, tj. ako izmedu z,, z,, z; postoji veza (1), tada su z,, z,, z, afiksi temena
ravnostranog trougla.
S obzirom na (3), relacija (1) je ispunjena ako je bar jedan od faktora

] i Zi+az,+alzy i ozytalzytazg
jednak nuli.

Svaka od relacija
zy+azytafzg=0 ili z +alzy+azz=0

izrajava uslov da su z,, z,, z; afiksi temena jednog ravnostranog trougla.

Prema tome, u sluéaju kada vaZi uslov (1), tada su z, z,, z; temena jednog ravnostra-
nog trougla.

8. Pokazati da su tacke 4 i B, Ciji su afiksi respektivno a—b i b, sime-

tritne u odnosu na tacku C ¢&iji je afiks %a (a, b kompleksni brojevi).

9. Ako je |z;]=1, |zy|=1 1 z;z,# — 1, pokazati da je (z; +25)/(1 +2, z,)
realan broj.

10. Ako su A4 i B slike kompleksnih brojeva @ i b, i ako je broj (a + b)*/(ab)
realan, tada su taCke O (koordinatni podetak), 4, B ili kolinearne, ili temena
jednog ravnokrakog trougla. Dokazati.

11. Ako su z; i z; dva naspramna temena jednog kvadrata u kompleksnoj
ravni, odrediti poloZaj ostalih temena.

1 4
Rezulrat. = (zy+z3) & i E(zl—za).

12. Ako tri tacke z;, z,, z3 leZe na jediniénom krugu i ako je
(n I+ 25 +23=0,
tada su te tri tacke temena jednog ravnostranog trougla.
Resenje. Prema pretpostavci je
2) lzy|=1, Jz31=1, |zz|=01L
Veli¢ine strana trougla z, z, z; su:
| 2s—21)s | 25—2
Na osnovu (1) i (2) bice
lz3—2 |P= |22, 42, P= (22, +2.) Q 2, + 2,) =5 +2 (2, 2, + 2; 7,),
| 23—z, |2=| 2242, [2=(22,+2,) R 2z, + 2;) =5 +2 (2, 22+ 7, 22) »
odakle proistice
©)] (z3—2y | =| Z3—2s |.
Na osnovu (1) i (2) dobijamo
| 23—z, [2=|22,+ 25 |2=5+2(2, 23 +7, z3),

zg—2p |2 =| 2 25 % 2y P=542:(z, 232 23),
odakle sleduje

4 lzy—z, =] zg— 2.
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Iz (3) i (4) izlazi
|zo—z1 | = z3—2, | =] z3—2 |,

$to znadi da je trougao ija temena imaju afikse z;, z,, zg zaista ravnostran.

13. Ako su ispunjeni uslovi
(1) Zy+2z+253=0,
(2 |z1|=|22| =] z3|=r,
tada su z;, z,, z; afiksi temena ravnostranog trougla koji je upisan u krugu
poluprenika r sa centrom u koordinatnom podetku.
Resenje. Jednadina tredeg stepena, Ciji su koreni z,, z,, z;, ima oblik
3) Bra zt+a,z+a;=0,

gde su:
a;=—(z, + 2, +23), Ay=2,Zy+72; 23+ 2y 23, ay=—12, 2, 23

Prema uslovu (1) je a,=0. Takode je a,=0, kao §to ¢e nize biti pokazano.
Koeficijent a, moZe se napisati u obliku
{1 =4 ; - - —
@y=12,7, 24 (—+—+——)=z——1zzz3 (zy+2, +123),
Z, Zy. % ik
jer je, na osnovu (2),
2z Z=r* k=1, 2, 3).

Prema relaciji (1) je z,+2, +2;,=0, pa je zaista a,=0.
Jednatina (3) svodi se na oblik
1C)) 28—z, z, 23=0.

_ Slike korena z;, z,, z; binomne jednaline (4) leZze na krugu |z|=r i one su temena
jednog ravnostranog trougla.

Primedba. Da li su uopste slike korena binomne jednacine
Z"=A (n prirodan broj; A kompleksan broj)

temena jednog pravilnog poligona od » strana?
Napomena. Videti prethodni zadatak.

14. Dokazati relaciju |a+b2+|a—b*=4|a? (lal=1b]).

15. Dokazati identitet
(D |21+ 25|+ 21—z | = |2+ (@2 =2 [+ 21—/ (22 —29) |
(z1, z, kompleksni brojevi).
ReSenje. Ako se digne na kvadrat izraz na levoj strani datog identiteta, dobija se
Isti izraz ge dobija za 2lial Hlafaint—atl]-

{lz V@l =2 +|2—V 22—z | )2

Prema tome, identitet (1) je dokazan.
16. Dokazati identitet

M @]+ |b|=| L (@+b)+/ ab
|

%(a+b)—\/313’+

(a, b kompleksni brojevi).
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Resenje. Da bismo pokazali da je relacija (1) tatna, dovoljno je pokazati da je

{}a]+\bj}2zl%(a+b)—\/$ g

Ovo je zaista identitet, kao $to ¢emo pokazati.

J%(a+b)+\/EJ2+2j41(0+b)2-“b :

Izraz na desnoj strani moZe se¢ svesti na oblik
+b = b +b kBl
(528 ) V2 )52 ) (55 0B

_; [(a+b)(a+b)+(a—b)(a—b)]+2|ab|=aa+bb+2|ab|={|a| +|b]|}®.

Prema tome, relacija (1) je tac¢na.

Primedba. Identitet (1) moze se dokazati polazeéi od identiteta

%)) 2(l4p

ﬁ}t:'A-f—B!?‘v{»’A—Bi?
=|A*+B*+2AB|+ |A* + B*—2 AB| (A, B kompleksni brojevi).
Ako se ovde stavi 4*=gqa, B%=5, tada poslednji identitet postaje

lal+|b]= ' ST |2 _\/Hag.

Ako se tu stavi a=z,+z,, b=z,—z,, dobija se
|zit 2|+ 21—z | = |2, +V @&P— 2D [+ 2=V (72 —27) |

Relaciji*(2) dati geometrisku interpretaciju.

17. Proveriti identitet
alP+1bP+|cP+lat+b+clP=|a+bP+|b+clP+]c+al?
(a, b, ¢ kompleksni brojevi).

Da li se ova relacija moZe generalisati?

18. Dokazati identitet
[—ab—|a—b[f=(1+|ab|*—(|a|+|b])?
(a, b kompleksni brojevi).

Uputstvo. Koristiti osobinu |z|2=zz.
19. Dokazati identitete:

1° ia+\~ —|—1 a+-

| ;_ —-(1+i)|a{‘3——;—(1+i)sa (a kompleksan broj);

2°  |a+b|/| 1+ (bla)|=a {a>0; b(s —a) kompleksan broj}.

20. Da li vazZi relacija
b—alP+|c—b2+|d—c|*+|a—dP=|c—alt+|d—bP+|a—b+c—d]

(a, b, ¢, d kompleksni brojevi)?
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21. Polazeéi od razvoja izraza
(1+17)" (i imaginarna jedinica; n prirodni broj ili nula),
jzvesti relacije koje zadovoljavaju binomni koeficijenti.

Refenje. Najpre imamo

n 7 [n/2] # [(n—1)/2] B
A+ir=3 (k)""=z(—')"(2k)+" 3 (“‘)k(2k+1)'
k=0 0

k=0 =
Kako je
pak 2 £ on, = i rr)
+i=—=|cos—+isin—|,
s \/2( 4 4
ide
(n/2) o 2 nT l=—1)/2) = n il nx
Z (-1 (2k>=2 cos—z, (-1 (2k+l>22 sin b
k=0 k=0

22, Ako je |a|=1 ili |b|=1, pokazati da je

a—

=1.

1-ab

Koji izuzetak treba udiniti ako je |a|=|b|=1?

23. U kompleksnoj ravni date su tacke A4 (a) i B (b). Ako je tatka P (2)
ma koje re§enje jednacine

(z—a)t+(z—b)*=0,
tada je |ﬂ|=|171§|
Dokazati ovo i generalisati.
24. Dati su kompleksni brojevi
a=1+4+ix b=1-il)x (X realan parametar = 0).

Za koje je vrednosti parametra A tacka @ bliZa koordinatnom podetku
nego tacka b?

25, Tacke z,, z,, z3 kolinearne su tada i samo tada ako je
(z3—2z1)[(zz~2z))=a (a realno).

26. Dokazati Lagrange-ov identitet u kompleksnoj formi

n
> b
k=1

=D @D |l— > |ab—ablt
k=1 k=1

I<k<lj<n

27. Ako su x, y, z kompleksni brojevi, pokazati da je

|AP+[BE+|CP=3{|x[P+|yF+|z[},
gde je

A=x+y+z, B=x+ey+e?z, C=x+e2y+ez

(e jedno reSenje kvadratne jednadine e +e+1=0).
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Generalizacija. Dati su brojevi:

. A 4 |
€=CcO0S— +1 Sin— (n ceo pozitivan broj),
n n
Ap=%y +x, €k 4 x5 62k 4. .- 4 x, e("" Dk k=0,1,2, ..., n=1)
(Xy5 X3, ... , X, proizvoljni kompleksni brojevi).

Pokazati da je
n—1 n—1
D lAklt=n D | xuta |2
k=0 k=0

28. Resavanjem jednadine

(€))] z5—1=0, odnosno (2) -DE+2+22+2z+1)=0

2 ) /2 ) el ) 1
cos|—= |, sin{—al, sin|l—=x]|, cos{—x]).
(5 (5 (5 (5 )

Uputstvo. Ako se pode od binomne jednadine (1), dobija se

1zraCunati:

2
zp =exp (-S—kﬂi> k=0, 1, 2, 3, 4).
Ako se pode od jednacine (2), reSenja su:

o ] _ie j 112
1 \/541:&%(10+2\/5) ,—\/i+li%(10—2\/§) .

Rezultat. ’
2 1 s 2 1 oy )
—N == 5—1), sin|[—a |=—(10+2 5 5

cos(s'r) 4(\/ Yo 181 (51) 4( \/5)

ool enicr )
sin|—ax ), cos{—m|.
5 5

29. Kompleksni brojevi a, b, ¢ zadovoljavaju uslov

Ostaje jo§ da se odrede

|al=|b]=|a}=r>0.
Dokazati relaciju
(@b +bc+ca)/(a+b+c)|=r.

Uputstvo. Koristiti relaciju |a|*=aa.

Generalizacija. H, L. Schug (The American Mathematical Monthly, vol. 40, 1933, p. 180)
dao je sledeée uopStenje navedene relacije.
Ako su a;, a,, ..., a, kompleksni brojevi jednakih modula, tj. ako je

4 lajj=lay|=---=]ay|=r>0,
bice
(1) i(zalar.-as)/(zalaz...a"_s)‘zr‘.:s—n (S<n),

gde prva sigma oznafava elementarnu simetri¢nu funkciju reda s od a,, a,, ..., a,, dok
druga sigma pretstavlja elementarnu simetri¢nu funkciju reda n—s od istih elemenata.

Schug je dokazao relaciju (1) na elegantan nalin koji ¢emo navesti.

. . - - - - . - . n n
lzrazi " a; 6y---a, 1 Ya, ay---a,_; imaju jednak broj sabiraka, jer je (s )=(n—s) >
Kompleksni brojevi a; mogu se napisati u obliku

ag=r exp (i6y) (=152, sc.-i5 B
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Posmatrajmo ( : ) relacija :
exp {i(0; +6,+ -+ +0,) } xexp{—i (0, +0;, + .- +0,_9} =exp{i(0g g4+, +0,_sto++0,},

€xp {i(61+02+"' +e,,)}><exp {_i(es+1+ex+2+"' +en)}:.'eXp {i(01+92+... +93)}.

1z ovih relacija, posle sabiranja, sleduje
{exp ( Z ek) }Zexp — i (0, +0,+ +0,_ ) =2exp {i(0,+0,+ - +09}).
Stoga se izraz (3 a, ay: - -a5) [(X @, d* - -an_g) MoZe napisati u obliku

[exp(i Zlek)}Zexp{-—i(91+02+---+9,,~,)}
pas—n, k= 2

2exp ({0, +0,+ - +0,_0)}
Kako je |z|=|z| i |exp (i0)|=1, bice

@

n
exp(i -2y ek) =1,
k=1

| Sexp {—i(0y+0,+--- +0,_5)} [=| Zexp (i(®;+0,+--- +0,_)} |-

Prema tome, modul izraza (2) svodi se na r25—7, Cime je dokazana relacija (1).
Schug-ovo reSenje objavljeno je u malo saZetijoj formi.

30. Ako su dva od tri broja
i e -

: , — a, b, ¢, d kompleksni brojevi; d; :
T £ 2 (a, b, p jevi; a#d; b#d; c#d)
disto imaginarni, pokazati da je to slucaj i sa trefim.

Resenje. Stavimo a=a; +ia,, b=b,+ib,, c=¢,+ic,, d=d,+id,. Tada je

P* Re (";j ) ~ (ay—by) (ey—dy) +(ag—by) (ca—dy),

c—

( )=(b1_"1) (ay—d) +(by—¢3) (a,—dy),

r* Re ( b_) (e1—ay) (b, —dy) +(c;—ay) (by—dy),

gde je
P=le—dp, g*=|a—df, r=|b—d].

Iz gornjih jednadina sabiranjem dobija se

p? Re (a—_£>+qz Re (b_—c>+r2Re (5——‘1)50.
c—d a—d b—d

Odavde neposredno sleduje iskazano tvrdenje.

31. Data je funkcija

f@=(a22+ayz+ay)/(ay2 + @z +ay) (ay, @y, a; kompleksni brojevi).

Ako je {z|=1, pokazati da je |f{&]=1-
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Da 1i ovaj rezultat vaZi i za funkciju
F(Z)z(aozfl+alz"—l+ L% AL +a")/({?"2n+‘7’,_lzn_l+ e +‘_10)

Uputstvo. Koristiti jednakost |f(2)[2=f(2) - f(2).

32. Pokazati da jednalina prave kroz tacke z; i z, ima oblik

z z 11
Zy z; 1]=0.
!z2 ERN |
33. Pokazati da je
) Im(ﬁ)._o
4

jednadina prave koja prolazi kroz fiksne
tacke z; i z, (#z,).

Pokazati takode da relacija

2 Im ( A ) >0

Zs—2;

Z;

definiSe Srafiranu oblast na slici.

34. Pokazati da jednadina

N zz4+Az+Az+B=0,

gde je B realna konstanta i 4 kompleksna konstanta, odreduje krug u komplek-
snoj ravni.

Uputstvo. Poéi od jednacine kruga
' X2+ Yy epx gy +5=0

tu smeniti x=(z+z)/2, y=(z—2)/Q2i).
Moze se tako isto poéi od jednaline

) lz—a|l=r, tj. lz—a
(z—a) (z—&) =yl
zz—oaz—oz+ao—ri=0.
Ako se sada uporede jednadine (1) i (2), zakljuCuje se da su centar i polupre¢nik kruga
(1) odredeni formulama: b
o=—A, ri=ae—B=|a|>—B.
Krug je realan ako je |« [2>B. Za | a[?=B krug se svodi na tatku z=w.

35. Ispitati da li je
lz—p|=2|z]

: 1) e s 1 S 2 !
jednadina kruga &iji je centar u tacki —?p, a poluprecnik £ pi.
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36. Pokazati da jednadina kruga kroz tri tacke z,(k=1, 2, 3) ima oblik
1
1
1
e

& 5 E

i el

25 4y

,..
i
(=]

|
!

Z,Zy  Z,

N
o

I
I

Z3Z3 Zg

N

ReSenje, Jednaéina kruga, u kompleksnoj ravni, glasi
6} azz+bz+bz+¢=0 (a, ¢ realni brojevi).
Kako se tatke zp=x,+iy, (k=1,2,3) mnalaze na krugu (1), ima¢emo tri jednacine
Q) azg zx+bzg+ bz +¢=0.

Da bi skup jednacina (1) i (2) imao po a, b, b, ¢ i drugih refenja osim trivijalnih, mora
biti
zz z z 1
2,2, z; z; |
(3) 1‘1 1 _1 L 0 :
Pz 1By s b

252y 1Z§ @y A

Ova relacija, kao §to ¢e dalje biti pokazano, pretstavlja jednadinu kruga ako je

| zy zyh

1
2y 1zy 150,
Z3 ;a 1 I

tj. pod uslovom da tatke z; (k=1, 2,3) ne budu kolinearne.

Jednadina (3) moZe se napisati u obliku

(4) Dyzz+Dyz+Dyz+D,;=0,
gde je
2 Z_x 1 21;1 Z_l 1‘ 21;1 =i 1‘ 21;1 Z 2_1
Di=Pze e Tl Dy=— %z 2y 1| Dyl Trze i zg A 0 Dy U T
Z3 Z; 1‘ zs;a ;3 1 za;a zz | 123;3 Z3 Z_a
Determinanta D, mozZe se transformisati na oblik
Ziata Z, i ‘ xy oy 1l
Dl:él Z+2, =2, 1|==2ijx y, 1
| 2 +2 zemgy 1 ‘ X3 y3 1

Na sli¢an nagin dobija se
x2+yt X o»n
Dy=2i| 52+ x3
| X2 +ys® X3 ¥
Ako se jednalini (4) da oblik
iDyzz+iDyz+iDz+iD,=0,

zaklju€uje se da su koeficijenti iD; i /D, realni brojevi.
Koeficijenti iD, i i D, su konjugovano-kompleksni brojevi.
Prema tome, ako je D,#0, jednadina (3) definife krug kroz tatke z; (k=1,2,3).
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37. Dat je kompleksan broj
(1) z=(a+bt)/(c+dD)
(¢ realan parametar; a, b, ¢, d dati kompleksni brojevi).

Pokazati da tadka z, kada ¢ varira od —o do + oo, opisuje krug, osim u
sluéaju koji treba navesti.

ReSenje. Broj z se moze izraziti u obliku

c—ad —be c+d =
Ll N Lt (cd—ed=0),
cd—cd c¢d—cd c+dt
odakle sleduje
ad—be

“cd—cd

bc—ad
z—= —
cd—cd

(2)

jer je AL
[(c+dt)[(c+dt)|=1.

polupre¢nik ima vrednost }(ad—bc)/(?d—ct?) :
Ovim smo pokazali da se tatka z nalazi na krugu. Da z zaista opisuje ceo krug, moze

se zakljuéiti na osnovu neprekidnosti i uniformnosti funkcije z=z(f) (ed—cd=#0) i na
osnovu toga §to je z(— o0)=2z(+ o), tj. §to je kriva zatvorena.

Primedba. Reéiti oiaj zadatak i nekim drugim naginom. Takode treba ispitati $ta ée
nastupiti ako je ¢cd—cd=0.
38. Ako su a, B, ¥ realni brojevi i a, b, ¢ kompleksni brojevi, tada jednaéina
z=x+iy=(@+2bt+ct?)[(e+2pt+vt?) (¢t realan parametar)

defini§e jedan konusni presek.
39. Koju krivu definiSe jednacina

ap|z—z|2=b (a,, b realne konstante; z kompleksan broj)
1

NZE

u kompleksnoj ravni?
Odgovor. Ova jednadina definiSe krug ili pravu prema tome da li je

n n

> oa#0 ili > a=0.

k=1 k=1
40. Ispitati krivu
(€))] |sinz|=c (c=0).
Primedba. Stavi li se z=x+iy, jednatina (1) dobija oblik
e~2y4+ey=4¢"4+2cos 2x.
41. Ispitati da li je taéna relacija
alm(bc)+bIm(ca)+cIm(ab)=0,

gde su a, b, ¢ kompleksni brojevi.
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42. Odrediti nule polinoma
Re {(1+ix)"} —Im {(1+ix)"} (n prirodan broj; x realno).

Primedba. Sve njegove nule su realne.

43. Odrediti geometrisko mesto tacaka Ciji afiksi z zadovoljavaju uslov

ay Im( : )6=0.
z—1

Generalizacija. Odrediti geometrisko mesto tacaka ¢iji afiksi z zadovoljavaju
uslov

2 Im (z_a)"=0 (n prirodan broj; a, b razli¢iti kompleksni brojevi).

—

Resenje. 1. Xako je
g - xwly. Needept=nd=ily

z—1 x—1+iy (x—1)2+ p2

uslov (1) postaje
! Im {(x%+y*—x)—iy}® =0,
odnosno
y(x2+y2—x) {3(x2+y2—x)*—10 (x2 + y*—x)*p2 + 3 ¥4} =0.
Iz jednadine
324y —x) =10 (x2+y2—x)2y2+ 34 =0
dobija se

: I
(x2+y2—x)2=3y% i (x2+y2—x)”=?y2.

Prema tome, trazeno geometrisko mesto ako se izuzme tacka (1,0) salinjavaju:

1° x-osa;
1\2 1\2
2° krug (x——) +y3=(~) 3
2 2
3° krug (x—7> +(y——2— =1;
] 14 \/3)2
4° krug (x—7> +(y+T =1;

; 1)\2 1 \/i)z (\/?)’
S I ("—7) +<?‘7T et
A e 1 \/i)z ( 3)2

6 krug (x—?) +(y+7 T = T

II. Posmatrajmo sada opsti sluaj. Kako je
n n L\ n
z—a 1 z—a —a
Im S SR !
(z—b) Zi[(z—b\) (z—b)]
z—a\"_(z=a\" { (z—a) (z—b) "=]
z—b s T Rl S (z—b) (z—a)

(Z_a)(i_f)=ak o =Cos E{E+i sinz—H; =0 T 29 ) ch=— 1),
(z—b)(z—a) n »

uslov (2) postaje

Odavde izlazi
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Ova se relacija moZe napisati u obliku
(l—akyzz +(aak—b)z+(bak—a)z+(ab—ak ab)=0.
Odavde, posle mnoZenja sa 1 +ak, dobija se

kx

( Z2pgn 2 )zE +(aoak—b+a—bok)z+(bak—a+b—aak)z
n
+(ab—akab +ab ak—ab)=0.
Ova jednalina moZe se napisati u obliku

3) ( 2 sin ﬁf) zz+i[(a—b)+@ok—b k)] z—i [(a—b) +(aak—bak)]z

n
+i[(ab—ab)+(abuk—ak ab)]=0.

Koeficijenti uz z i z su konjugovano-kompleksni brojevi. Koeficijent uz zz je realan
broj. Kako je
Re {(ab—ab)+(ab ok—akab)} =0,
nezavisan ¢lan u jednaéini (3) takode je realan broj.
Prema tome, za k=1, 2, ..., n—1 jednalina (3) odreduje krugove. Svi oni prolaze
kroz tacke Ciji su afiksi a@ i b.
Za k=0 jednadina (3) dobija oblik
(@a—b)z—(a—b)z+(ab—ab)=0.
To je jednalina prave koja prolazi kroz tacke ¢iji su afiksi a 1 b.

Geometrisko mesto tataka z za koje vaZi uslov (2) sastoji se iz navedene prave i sku-
pa krugova. Tatka z=»b ne pripada geometriskom mestu.

III. D. Pokovié je dao sledece reSenje.
Stavimo: z—a=pé'®, z—bh=re®. Uslov (2) tada postaje

n -
Im (P—n e'"(e'qj)) =0, tj. n(O—g@)=kn. y
r
Tt L e Lojaya, i,
n

Za k=0 dobijamo delove prave L izvan segmenta ab.

Za k=n dobijamo segment ab prave L.

Za k=v (0<v<n) dobijamo deo kruga koji
lezi sa leve strane prave L, kad idemo po njoj od
b ka a.

Za k=n+v (0<v<n) dobijamo drugi deo onog
kruga koji smo imali za k=v. 0/ x

Delovi geometriskog mesta tafaka koji se dobi- /
jaju za k=v i k=n+v (0 <v<n) ¢ine krug. Ako
pravu L shvatimo kao krug sa beskonacnim radijusom,
ovo dée vaZiti i za v=0.

Dakle, traZeno geometrisko mesto tadaka sastoji se iz n krugova koji prolaze kroz talke
aibiiz kojih se duZ &iji su krajevi a i b, vidi pod jednim od uglova:

kn

n

16 VNG W SRR P

Tacka a pripada, dok tatka b ne pripada traZenom geometriskom mestu.
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44. Odrediti geometrisko mesto tacaka Ciji afiksi z zadovoljavaju uslov
Re ( o fal )"=o i Im (“”5 )"=0

Yz+3 yz+3
Uputstvo. Videti prethodni zadatak.

o
Y

2 1 #0; o B, Y, 8 kompleksni brojevi; »n prirodan broj ) i

45. Ako je t realan parametar, odrediti skup tafaka &iji je afiks
'e)) z=(2+8it+3)/(12—2it+3) (¢ realno).
Uputstvo i rezultat. 1z jednacine (1) i

Z=(12—8it +3)/(12+2it + 3)
eliminisati 7.
TraZeno geometrisko mesto je krug

Kb (z+z)—4=0.
2
46. Sta pretstavlja jedna&ina
(az+az)t=2(bz+bz)+c (a, b kompleksni brojevi; ¢ realan broj)
u kompleksnoj ravni?

47. Nacrtati krivu koju u kompleksnoj ravni definiSe jednadina
|z—a|=x|z—b] (a, b kompleksni brojevi; 2> 0).

48. Ako je
f(z)={(z—a)/(z—5)}2 (a=p+ig; p,q realne konstante),

na kojim je krivama |f(z)|=c? (c realna konstanta)?

N

Resenje. [ f(2)] =|(Z—a)/(z—;)[2=z—_‘i Nosa B S bl 5 Y
z—a z—a zz—az—az+aa
Prema tome je
M (@—1) zz+(a—ac®) z+(a—ac’) z+|af* (—1)=0.

Ovo je jednaéina; kruga (ukljuujudi i prave), jer su: 1° koeficijenti ¢*—1 i |a|* (¢*~1)
realni; 2° koeficijenti a—ac? i a—ac® konjugovano-kompleksni.

Za c= 41 krug (1) degenerife u pravu.

Citalac ée odrediti centar i polupreénik kruga (1).

49. Ako je z jedna tatka kruga x2+ y2=q2, tada je

|kz—a?|=a|z—k| (@>0; k realan broj).
50. Gde leZe tacke z u kompleksnoj ravni za koje je
lz—a|<r, larg(z—a)|<® (a kompleksan broj; r>0; 0<0<=x)?

51. Posmatrati niz kompleksnih brojeva

Bihe Eoo L dns B

koji se formiraju pomocu relacije
Gl 5aE 0 (e 3L ),
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1° Ako je z;=14i, odrediti z,, z3, ... , z,.

2° Koji argument treba da ima z, da bi z, bilo realno podev od N Q< N<n)?

3° Odrediti z; tako da bude zy=z,.

4° Pokazati da se tacke My, €iji su afiksi z, (k=1, 2, ..., n), nalaze na
krivoj Cija jednaCina ima oblik r=e%® (r, 6 polarne koordinate). Da li je ova
kriva odredena ako je M; dato?

52. U z-ravni dat je krug |z|=r. Neka su 4, i z; (k=1, 2, 3, 4, 5, 6)
respektivno temena i afiksi temena pravilnog Sestougla, koji je upisan u da-
tom krugu.

Ako je z, afiks ma koje tacke kruga |z|=r, ispitati da li vaZe relacije
6 6
[1G@—z)=2{—r% T]lze—2x|<27®.
k=1 k=1

53. Odrediti brojeve z koji zadovoljavaju sledeéa dva uslova:
5

3 >

z— 12

z—81i

z—4
z—8

]=1.

54. Odrediti potreban i dovoljan uslov koji moraju zadovoljavati realni
parametri @ i b da bi jednacina

Liz \"
) (i : 1_“ ) =a-+ib (n prirodan broj)
—TZ

imala samo realna resenja.

Resenje. Pretpostavimo da jednalina (1) ima bar jedno realno refenje z=x. Tada je
prema (1) |a+ib|=1, tj. a®+b*=1, jer je |1+ix|=|1—ix]|.

Prema tome, uslov
) at + b2 =
je potreban.

Pokazaéemo da je ovaj uslov i dovoljan, ako utvrdimo da jednacina (1), pri uslovu (2),
ima n realnih re$enja.

Zaista, ako je a+ib e (0 realno), tada iz (1) sleduje

L+iz_ xp(i_~_°+2k“) (et s
1—iz n
odakle se dobija
zk=tg(—e+—2k1) (k=0,1, 2, ..., n—1).
2n

55. Odrediti sva reSenja z, jednaCine
(z+a)y'=z" (n prirodan broj).

Ako je a realan broj, tada se svi koreni z; nalaze na jednoj pravoj koja
je paralelna imaginarnoj osi.

Rezultat. z;, = —(aj2) {1 +icotg(kn/n)} (k=1,2, ..., n—1).

56. Pokazati da su koreni jednaine z'=i (z—2i)* dati formulom
zp=i+cotg (dk+1) 116 (e 1,2; 35,

Tako isto odrediti korene jednadine z!=i (z+ 2)%

2 Zbornik matemati¢kih problema III



18 KOMPLEKSNI BROJEVI I KOMPLEKSNE FUNKCIJE [57—62

57. Resiti jednadinu z8+28+22z2+2z+4=0 kada je poznato da ona ima

jedan kompleksan koren &iji je realni deo jednak imaginarnom delu.

Rezultat. ReSenje sa navedenom osobinom je: z,=—1—/, pa je reSenje i z,=—1+i.
ek 1 ;
Ostala reSenja su 7(1 + i/ D).

58. Ako su ar(k=1, 2, ..., n) realni brojevi i ako je exp (i) reSenje
jednacine
X'+a X" 14 4a,y x+ta,=0,
pokazati da je

a; sin®+a,sin20+4--. +a,sinnd=0.
59. Rediti po z jednadine:
1° az+bz+c=0; 27 azz+bz+cz+d=0
(a, b, ¢, d kompleksni brojevi).

60. Po 9 resiti jednadinu
1 (cos k6+ i sin k6) = 1.
k=1

Rezultat. 0 =4 mx[{n(n+1)} (m=0, +1, +2, ... )

61. Data je kvadratna jednacina
@) az®+bz+c=0
(a, b, ¢ kompleksni brojevi; a0, aascc).
Pokazati da izmedu koeficijenata a, b, ¢ postoji uslov
) lab—bc|=|aa—cc|,
ako je |z;|=1, gde je z; jedan koren jednadine (1).
Refenje. Budu€i da je z;, koren jednaline (1), bi¢e az,®+ bz, + ¢=0, odakle je
3) az +b+cz;=0, jer iz |z;|=1 sleduje z,z;=1.
az;+b+cz;=0.
Iz (3) i poslednje jednadine dobijamo redom
zy=—(ab—bo)(aa—cc) i 1zl\=,‘ab—5ci / Iaa_—ca.
Kako je |z,|=1, iz poslednje jednakosti neposredno sleduje relacija (2).

Primedba. Ispitati da li vaZzi obrnuto;
Ako je [ab—bc|=|aa—cc]|, tada jednatina az®+bz+c=0 ima jedan koren z; takav
da je |z,|=1.

62. Resiti jednacdinu
3
E—2=+/2—2

u oblasti: 1° realnih brojeva; 2° kompleksnih brojeva.
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63. Odrediti sva reSenja jednadine
(D) Fet 2N (n prirodan broj>1).

Resenje. Stavimo i z:peie, jednacina (1) postaje

& e*ie = on——l e(n—l)iO‘
p (" 2—1)=0, O=2kxn (k=0, £1, £2,...).
Sva refenja jednacine (1) su:
z=0 1 zy=exp(2kmniln) (k=0,1,2,...,n—1).

}_’rimedba. Za slutajeve n=0,1 i n=— N (N prirodan broj) takode odrediti redenje jedna-
gine z=2z""1,

64. Resiti jednacinu

(zV=az" (v, n prirodni brojevi; a kompleksan broj).

65. Ako su A, B, C, D &etiri tacke koje leZe u jednoj ravni, pokazati da
postoji relacija
(1) AD-BC<BD-CA+CD-AB.

Dokaz. Neka su afiksi tataka 4, B, C, D u kompleksnoj ravni respektivnho oznaceni sa

23, 2y, Z3, Z4-

Kako je
(21—29) (Zy—23) + (25— 24) (23— 2)) + (23— 2,) (2,— 23) =0,
dobija se
| (21—24) (25— 23) | = | (25— 24) (25— 2)) +(23—24) (21— 2y) |,
odakle izlazi
|zy—24 || 2a—23 | < | 23— 24 | | 23— 2, | 4| 25—24 | | 2;— 2, |.

To je upravo relacija (1) koju je trebalo dokazati.

66. Ako je x> 1, dokazati da je

{1 1] -1 ;
1) - | — (z=x+1iy).
%" =L 2
Refenje. 1. Pretpostavimo da nije tacdna relacija (1), nego da za neko x>1 vazi
1 1
2 S LN
& z 2 !/ 2
Iz relacije (2) sleduje
(HEEE
zZ 2 z. .2 4
odnosno
1— a
27 g th w1
X2 4 y?
Dobijena protivurenost potvrduje tanost relacije (1) za x > 1.
11. Erik Dux (Matematikai Lapok, t. VIII, fasc. 1—2, 1957, p. 148) dao je sledecée resenje
Umesto x > 1 mozZe se pisati 4—4 x < 0, tj.
3) 4—d4x+x2+ 2 =Q2-x)2+yP< x4+ yn

2%
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Odavde izlazi

4 |Q—x)—iy|<|x+iy|, tj. |2—z|<]z]
i najzad

5 R tj Atk
® z L 2 2 2

Primedba. Polazeéi od relacije (3), dobija se
(© R +iy|<|x+iy],

gde treba uzeti sve Cetiri kombinacije znakova plus i minus.
Relacija (4) sadrZana je u relaciji (6).

67. Dokazati nejednakost

1) | 'xl/+2|y| <|z| (z=x +iy).

Uputstyo. Pretpostaviti da za neko z data nejednakost nije tana, veé

x| +[ 7]
N

Znak jednakosti u relaciji (1) va%i tada i samo tada ako je |x|=|y]|.

>| z|.

68. Dokazati nejednakosti

|a|—|b| a+b ]a|+|b| (a, b, ¢, d kompleksni brojevi).
lel+ld|| " |c+d| ICI—Idl
Kada ¢e biti
al—|b] lal+[bl],
lel+|d|

69. Ako je |zx|<1 (k=1, 2, ..., n), pokazati da je

l—Zk) Zl—z {zkl.
k=1

70. Dati geometrisku interpretaciju relaciji
|1-z[*<1—|z[* (z kompleksan broj).

Uputstvo. Ova relacija ekvivalentna je relaciji

1
Z—;r<—

71. Dokazati relaciju

1+]z]|

) 142> {Re (1) >0},

Resenje. Pretpostavimo da bar za neko z iz oblasti Re(z) >0 vazi

1+]z|

V2

| 1+z|<
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Tada vaZi i relacija
(1+2)(1+2)<

>

A+]z])»
2

odnosno o
2(z+z)< —(] z|—=1)%
odnosno
4Re(2)<—(] z|—-1)%
Poslednja relacija nije mogucéna ni za jedno z za koje je Re(z)=>0.
Prema tome, relacija (1) je tacna.

72. Ako je a>0 i b>1, pokazati da nejednakost

o , P

vaZi za svako z koje zadovoljava uslov
(2—b?)a

R =
@ e(Z)/Z(b2——1)'

Resenje. Ako vazi relacija (1), tada vaZi i relacija

a®+2al|z|+|z|?

+ +z)>
(a+2)(a+z) b2

odnosno
3) B*—1)|z|*—2a lz|+a®(b*—1)+2ab*Re (z) > 0.

Po pretpostavci je b>1, pa je i b*—1>0 (koeficijent uz | z|?). Ako je
4) at—a? (b2—1)2—2 ab? (b*—1) Re (2) <O,

tada vaZi relacija (3).
Relacija (4) ekvivalentna je relaciji (2). Ovim je dokazano navedeno tvrdenje.

Primedba. Da i relacija (1) vaZi za jo§ neke vrednosti z koje nisu obuhvadene
uslovom (2)?

73. Ako tacke 4, B, C, D, ¢&iji su afiksi respektivno z;, z,, z4, z,, leZe
na jediniénom krugu i ako je
Zy+2Zy+23+2,=0,
pokazati da je ABCD pravougaonik.
Resenje. Kvadrati duZina strana &etvorougla ABCD su:
lz2:=2 1% |z—zl |z—zl, |za—z).
Kvadrati duZina dijagonala su:
lz2i—2z3|% | z3—2zq [
Kako se tatke 4 i B nalaze na krugu |z|=1, bice
|21=2, |2 =(21—29) (2y—23) =2—(21 23+ 2, 2,).
Na analogni nadin nalazi se:
| 2g—23 |2=2—(2y 23+ 23 23), |23—23|*=2—(232,+232,),
| 24—z |2=2—(232,+2,21), |21~ 25|2=2—(2, 23+ 2, 25) -

| z,—24 |2=2*(Zz;4 +2y 7).
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Iz uslova (1) izlazi
21+ 2= —(23+24), ;1 +Az‘2 =—(z +;4 )
odakle se, posle mnoZenja, dobija

Z)Zy+2Zy 2y =23 24+ 232,.
Prema tome je
|22, | ~[zs—24].
Na isti nadin se utvrduje da je

| zo—z3 | =] 24—z |, |Z1—23]=]2:—24].

Posmatrani ¢etvorougao ima jednake po dve i dve naspramne strane i jednake dijago-
nale. To je pravougaonik, kao §to je i trebalo pokazati.

Primedba. Da li je bilo potrebno dokazivati da su dijagonale jednake?
74. U krugu C &iji je polupreénik jedinica upisan je pravilan poligon od
n strana: P, P,... P,. Ako je P jedna proizvoljna tacka na periferiji kruga
C, izraCunati > PP
k=1
Dokazati takode relaciju > P—P'kz=n(1+UP2), gde je O centar kruga koji
k=1

je opisan oko poligona P, P,..P,, a P jedna proizvoljna tacka u ravni ovog
poligona.

Refenje. Neka je centar kruga koordinatni poletak i neka x-osa ima pravac i smer
vektora b?l Oznadimo sa z; afiks tacke Py, a sa z afiks tatke P. Tada je
PPi=|z—2|, PPl=|z—z |*=(z—2) (z2—21) =22 + 24 2k— 2 25— 2 2.
Buduéi da se tatke z i zx nalaze na jediniénom krugu | z|=1, poslednja relacija postaje

I’T’k‘l=2—z;k—;zk,

te je
n = im n 55 - n
Z (2—zzp—zz)=2n—z z Zr—2 2 Zr.
k=1 k=1 k=1
Kako je zx=exp {(k—1)2ni)/n} (k=1, 2, ..., n), dobijamo
2mi 2mi
no (k—1) — n (k=1 =—
z e P =0 z e 2
k=1 k=1

n
Prema tome je z PP2=2n.
k=1
Ostaje da se res§i drugi deo zadatka.

U ¢emu se menjaju dobijeni rezultati ako je poluprednik kruga r umesto jedinice?

75. U krugu (O; r) upisan je pravilan poligon P; P,...P,. Dokazati da

1° zbir kvadrata svih strana i svih dijagonala ovog poligona iznosi n? r?;

2° zbir svih strana i svih dijagonala iznosi nr cotg (%/2 n);

3° proizvod svih strana i svih dijagonala iznosi n"/% p"¢"-0/2,

ReSenje. 1° Posmatrajmo krug (O; r) u kompleksnoj ravni. Neka se koordinatni pocetak
==3=

—>
nalazi u centru kruga O i neka x-osa ima smer vektora OP,, pod uslovom da x-osa i OP,
leZe na istoj pravoj. Ako sa z, oznafimo afiks temena Py, tada je

) zg=rexp {(k—1)2in/n} e=1,2, .., 0.
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Prema prethodnom zadatku imamo:

n n n
S PPy Ldurs,) (3 B EReZnrty o LD Ay ik
k=1 k=1

23

Budu¢i da je ovde svaka strana i svaka dijagonala raunata dva puta, zbir kvadrata

svih strana i svih dijagonala pravilnog poligona od » strana iznosi

1
2 S:—2—n~2nr‘3<n'~’r2.

Odredicemo sada zbir S drugim putem. Zbir kvadrata strana i dijagonala poligona

5 o . n .
P, P,...P, dat je slededim izrazom od<7> sabiraka:
B . 2
3 S=|zy—z *+|zy—z3 [P+ - -+ +| 2y~ 2, |
| z,—2z3 |2+ | zg—z, |2
+
|
TiZn—-1""Zn |-

Uzmimo jedan od tih sabiraka, recimo |z,—z,|%. On je identiCki jednak izrazu

(zp—2g)(2p—2g) =212, 2,— 252,

Vodeéi rat¢una o formuli (1), izraz z (zp24+2,24), gde je sumacija proSirena na sve

p4q
kombinacije druge klase (bez ponavljanja) od elemenata p, ¢ {1, 2, ..., n}, postaje:
2n 2 2x 2
2r? [cos — +€082-— .- bcOs(n—2) — +cos(n—1)
n h n n
2= 2 2
+Ccos — +cos 2- + -+ +cos(n—2)
n n n
Jlan
21]
+cos — | .
n

Ovaj se zbir krade moZe napisati u obliku 2 r?g, gde je

2n 2 2
cz(n—l)cos(l-f)+(n~2)cos (2-7—>1 -+ 1-cos ((n—l) ﬁ}
n n \

n

Prema tome, zbir S dat je novim izrazom

2 n g
S:Zr-(z)—21~o.

Uporedenjem ovog izraza sa (2) dobija se formula

=l 2a 1
4 g il Y Ry
4 ] Z (n—v) cos(v ") g0

v=1

Primedba 1. D. Dokovi¢ je izveo formulu (4) na sledec¢i nacin:

n—1 —-1 n—1
2x g 2n s 2
o= E veos|(n—v)-— |= E cos{2a—v.—|= Z cos | v-—
[( ) ] % ( E n) Y (v n)

v=1 n v=1] v=1

n a ! 2n n) d sin 1 x . (n—1
=T S Z sin (V- x) = gty { - ﬂ——f sm( ax =——0n.
9 o e A, n o sin(" x) n e 2

Istim postupkom D. Pokovié je izveo i formulu:

e ¢ 27\ n T
Z (n—v)sin| v-— |=-—cotg—.
= n 2

n
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Zaista, analogno prethodnom biée

n—1 ’ 2 -] n—1 ' 21
Zl (n—v) sm( n): Z vsm[(n v)- —:I:—Z vsm(v-7)

v=1 v=1

d "S ( 27 ) nl d sin x (n——l ) 1 g
=— cos|v-—x i MK SR €10): X =— ncotg —.
dx n o1 2x| dx | sin (% x) n 1 7

Primedba 11. V. Janekoski primeéuje da je J. Uléar (Bilten na Drustvoto na matematiéa-
rite i fizicarite od NR Makedonija, Skoplje, 1951, str. 41, zad. 8) postavio zadatak da se
dokaze formula (4). Janekoski takode navodi da je navedenom Casopisu dostavio reSenje
ovog zadatka, ali da ono nije obJavl_leno Evo njegovog reSenja:

Podimo od izraza

n—1 n—1
(1) G(®)= > (n—v)cosvO +i » (n—v)sinv
v=0 v=0
n—1 ] n—1 i
znzelve_zveiv
v=0 v=0
Buduéi da je
-1 -1 —~1 in®
"Z veivez_l._i" eive. "Z VO _ "’".' =
v=0 i ds v=0 =0 e'e—l

(02kn; k=0, £1, £2 ...

posle sredivanja, izraz G(0) postaje

R
2) GO =—|1+i

0
] e eind_1

0 +e % £
sin - (e'—1)

2n
Stavljajuéi 6=— X (2 i n proizvoljni celi brojevi) u (1°) i (2°), dobijamo
n

27 e 27V
G| —2x|= S T 8
( : ) Z n—yv) co i Z (n—v) sin

v==0

2 n TA
G| —2A)=—|(1+icotg — |].
n 2 n

Uporedivanjem ovih formula imamo :

2avAh

bisd 2avh n
Z (n—v) cos =
v=0 n 2
n—1 n T
Z (n—v) sm =—cotg —.
2 n
Specijalno za k=1 je
i (n—v) cos ot/ e
n— =—
=0 2

n—1 2x
Z (n—v) sln ‘—mcotg —
=0 2
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76. Na krugu (O; r), opisanom oko pravilnog poligona P, P, ... P,, uoditi
jednu proizvoljnu tacku P.

Dokazati: Ako je n parno, tada je zbir kvadrata rastojanja od tacke P
do temena poligona sa parnim indeksima jednak zbiru kvadrata rastojanja od
tatke P do ostalih temena.

Resenje. Uolimo poligon u kompleksnoj ravni. Neka je O koordinatni podetak, a

x-osa neka leZi na nosau vektora OP, (smerovi x-ose i vektora 01_’1 su isti). Oznaimo sa
z;, afiks tatke Py, a sa z afiks tacke P. Tada je
zp=r exp {(k—1) ix/m} (n=2m; k=1,2,...,2m),
=ré®,

Treba dokazati
m

(D Z |z—zax |*= z [#%
k=1 1

Budu¢i da je
m L m m vk
z |z—zop |2 =2mri—z Z Zog—2 Z Zog=2mr?,
k=1 k=1 k=1
e —_—
z | 2—Zop 1\~:2mr-~z§:zzk 1— zZz k_1=2mr,

k
relacija (1) je dokazana.
Ovde su uzete u obzir formule:

m

> exp {(2k—1) infm} =0, > exp {(2k—2) ix/m}=0.
k=1 k=1

77. Posmatrati pravilan poligon od n strana koji je upisan u krugu polu-
pre¢nika r. Dokazati da zbir svih dijagonala ovog poligona, povudenih iz
jednog njegovog temena, ima vrednost

2rsin(" 212 /(sml).

2n

78. Neka su P, P,, ..., P, temena pravilnog poligona od n strana koji je
upisan u krugu polupreénika r. Neka je P ma koja tacka kruZnog luka P, P,.
Dokazati da izraz

PP,.PP,+PP,-PP;+ - - - + PP, - PP,—PP,. PP,

ima konstantnu vrednost koja ne zavisi od poloZaja tacke P.

II. CAUCHY—RIEMANN-OVI USLOVI

79. Svaka analiticka funkcija f(z)=f(x+iy) zadovoljava uslov

®) (55+ 5 F@R =411 GP.

Dokaz. Neka je funkcija f(z) data u obliku u(x, y)+iv(x, y). Tada je | f(2) |2=u*+v*
a zatim:
2
) gg(u2+v2)=2(ux2+vx2+uuxx+ ¥ Vxx),
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(2) ;52 (12 +v2) =2(uy2 + vy? + uugy + vvyy),
(ux=0uldx, uxx=0u/ox3 ...).
Buduéi da je f’ (2) =ux+ivx =vy—iuy,, imamo
Lf7(2) |2 =ux®+ va® = uy®+ v)2,

Izraz na levoj strani relacije (E) postaje 4]f'(2) % jer je wuxx+uyy=0 1 vix+v,,=0.
Ovim je dokaz zavrSen.

80. Ako je f(z) analitiC¢ka funkcija, pokazati da je

0? o2 4|f’(z)\2
A e no 4S@F
(ox2+oy2> g {l+l @ = o 7o

81. Ako je f(z){=u+iv} analiticka funkcija promenljive z(=x+iy), ispi-
tati da li su tacne relacije

(f’i+ O‘L) @7 =p2f @ P2 f @)%
y

0x?

(£+ﬁ)_[uv.,:p(p—1)|uiﬂ—z!f’(Z)\z-

ox: 0y

82. Ako su funkcije u(x, y) i f(x,y) reSenja Laplace-ove parcijalne jedna-
¢ine u dve dimenzije, tada su njena reSenja i funkcije

n du(x,y)
Ue, XUy + YUy, YUp—XU,, [ (U, W), X2uy, +2XY U, +VPu, (ux=T,---) s

83. Ispitati da li je tacno ovo tvrdenje:

Ako su Z=P(x, p)+iQ (x,y) i L=u(x,y)+iv(x,y) dve analititke funkcije
promenljive z=x+1iy, tj. Z= f(z), {=g(z), tada je funkcija Z=~h (L), koja se
dobija eliminacijom z iz poslednjih dveju relacija, takode analititcka funkcija.

84. Ako je u harmoniska funkcija, pokazati da je

arc tg (ﬂ /Jou)
ox| oy
takode harmoniska funkcija.

85. Da li postoji funkcija oblika u= f{(cos 2x)/(ch 2y)} koja zadovoljava
Laplace-ovu parcijalnu jednaCinu

86. Ako je v=1+x—2xy koeficijent uz i/ analiticke funkcije f(z) (=u +iv),
odrediti f(z2).

87. Ako je u=(x+y)/(x®2+y?) realni deo analititke funkcije f(z)(=u+ iv),
odrediti f(z2).

Rezultat. v=(x—yp)/(x*+y*) +c¢ (c realna konstanta); f(z)=(l+i)lz+ic.
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88. Transformisati izraz Af=0%f/0x2+ 0% floy® smenom promenljivih
x=ul( 8,y v+ ),

gde su u i v nove nezavisno promenljive.

Na osnovu dobijenog rezultata dokazati: Ako je funkcija f(x, y) jedno re-
Senje Laplace-ove jednaline Af=0, tada je funkcija f{x/(x*+3?), y/(x®+)?))
takode jedno resenje iste jednaline.

89. Data je funkcija u (x, y) =e* (xcosy—ysin y). Odrediti funkciju v (x, y)

koja zadovoljava uslove
ov[ox = —0ouloy, ov[oy=oulox, v(0,0)=0.

Pokazati da se u (x, y) +iv(x, y) moZe izraziti u obliku f(z), gde je z=x+iy.

Rezultat. v (x, y)=eX(x sin y+ycos p), f(z)=1z¢*.

90. Odrediti analiticke funkcije w(=u+iv) kompleksne promenljive
z (=x+iy) ako:

1° u zavisi samo od x cos a+ y sin a (a data realna konstanta);

2° u?+v? zavisi samo od x;

3° u/v zavisi samo od x.

91. Da li postoji analiti¢ka funkcija f(z){=u(x, y)+iv(x,»)} koja ima
osobine:

B, e e LAY
f©=0, u(x,y) W B, L p e

Rezultat. f(z)==z[(1 +2z%).

92. Da li postoji realna funkcija realne promenljive y, tj. g (») koja se
anulira za y=0 1 koja ima osobinu da je funkcija

u(x,y)=1—x)/{(1—x3*+g ()}
realni deo jedne analiticke funkcije kompleksne promenljive z (= x+ iy)?

93. Odrediti realne parametre A4, B, C, D tako da funkcije:

1° w=x2+ Axy + By? 4 i (Cx2+ Dxy + y%);
2° w=cos x ch y+ A4 cos x sh y +i (B sin x sh y + sin x ch y)
budu analiti¢ke; zatim ih izraziti u obliku w= . (z).

94. Ispitati da li je funkcija
w=|x2—p?|+2i| xp|
analiticka u domenima z-ravni koji su definisani relacijom
(D xy (x2—y%) >0,

Na grafiku Srafirati domene koji su definisani relacijom (1).
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95. Da li postoji analitiCka funkcija

f(2)=u(x, p)+iv(x,y)
za koju vaZe relacije:

u+v=_x—y)(sin 2x—ch 2y)/(cos 2x+ch 2y), v(0,0)=0?

96. Ako su u i v dve konjugovano-harmoniske funkcije, pokazati da su
funkcije
au—by, av+bu (a, b realne konstante)

takode konjugovano-harmoniske.

Primedba. Za dve funkcije u (x, y) i v(x, y) kaZe se da su konjugovano-harmoniske funk-
cije ako su one realni deo i imaginarni deo jedne iste analititke funkcije.

Za reSenje ovog zadatka treba primeniti Cauchy-—Riemann-ove uslove.

97. Ako su u i v dve konjugovano-harmoniske funkcije, isti ée slucaj biti
i sa funkcijama u/(u®+1v?), —v/@W®+?).

Dokazati ovo tvrdenje.

98. Ako je f(@){=u(x, V) +iv(x, »)} analiticka funkcija kompleksne pro-
menljive z (=x+iy), tada su izrazi

e'(cosudx+sinudy), e (sinudx—cosudy)
dva totalna diferencijala.

99. Ako je funkcija u(p, 0)=(cos0+sinb)/po realni deo jedne analitiCke
funkcije f(z) {z=¢ exp (i0)}, odrediti f(z).

100. Neka je f(z) (=u+iv) jedna analititka funkcija kompleksne promen-
ljive z {=x+iy=p exp (i0)}.

Ako je u funkcija samo od p, tada je v funkcija samo od 6. Dokazati
ovo i odrediti sve funkcije f(z) koje imaju navedenu osobinu.

101. Da li postoji analiticka funkcija f(z)(=P+iQ) za koju vaZi relacija
(1 2xy P+ (2 —x%) Q + 2xy (x* + %)= 0?

Resenje. Ako se prede na polarne koordinate (x=p cos 6, y=o sin0), relacija (1) dobija
oblik

2) P=Q cotg20—ot.
Bududi da se trazi analiti¢ka funkcija
f@)=P(p, 0)+iQ (p, 6),

funkcije P i Q moraju zadovoljavati Cauchy— Riemann-ove uslove

3 0P 00 00 0P
do 00’ ()o 20
Uzimajudi u obzir relaciju (2), poslednje dve relacije postaju
1 0Q 0Q cotg 20—4 03, —pgg=a—Q—cotg 20—

o 06 Op do 00 sin2 20
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Posle eliminacije parcijalnog izvoda 0Q /00 dobija se

20 _ 24 stsinde,
op P

odakle je
Q =p*[C (0) +02%sin 4 0]
{C(®) proizvoljna diferencijabilna funkcija promenljive 0}.
Funkcija Q (p, ) mora da zadovoljava Laplace-ovu parcijalnu jednadinu
2 2
20, 00 020
002 dp 062

4) P

U posmatranom sluéaju jednadina (4) dobija oblik

2
d—g +4C=0.
d ez
Posle integracije nalazi se

C(0)=Acos26+Bsin20 (A, B realne konstante).
Iz (2) sleduje
g P (p, 8) =p®cotg 20 (A cos 20 + Bsin 20 4+ p? sin 40)—pt.

Funkcija P(o, ) mora da zadovoljava Laplace-ovu jednalinu (4), pa se dobija A =0,
dok B ostaje proizvoljno.

Prema tome, funkcije
P (p, 0)=p% (Bcos 20 +2p%cos? 20)—p4,

Q (0, 0)=02%sin20 (B +2p%cos 20)
su konjugovano-harmoniske funkcije i zadovoljavaju uslov (1).

Predemo li na Dekartove koordinate, dobijamo

P(x, p)=(x*=»") [B +2 (x*—pH] — (x* + %)%,

Q(x,»)=2xy[B+2(x*—)¥].
TraZena analiticka funkcija f(z) ima oblik
fx+ip)={B(x®—y)+yt—6x2y* + x4} +i {2 Bxy +4xy (x2—y?)}.

Ako se umesto y stavi 0 i umesto x stavi z, dobija se

f(@=Bz2+A (B realna konstanta).
Ovo je reSenje Kovine MiloSevic.

Primedba. Videti u ovom Zborniku prilog: Jedan problem o analiti¢kim funkcijam

102. Pokazati da funkcija

Y AR LA
(x—1)2+)y?

zadovoljava Laplace-ovu parcijalnu jednacinu za svako (x, y) = (t, 0).

vix, y; t) (¢t realan parametar)

Odrediti analiti¢ku funkciju

f@ H=ulx, y; D+iv(x, y; 1)
koja ispunjava uslov

f(z, =0 (|z]|~ o0).

103. Odrediti sve analiticke funkcije f(z) (=u+iv) kompleksne promenljive
z(=x+1iy), tako da je

u(x, y)=gx)+h (),
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gde su g (x), h(y) realne neprekidne funkcije po x odnosno y, i to takve da
su njihovi izvodi

g (), g ) A0 A (N
neprekidni.

104. Odrediti analiti¢ku funkciju ¢iji je realni deo
Xcosy+ysiny .

X2+ y?

105. Odrediti analiti¢ku funkciju w=f(z) za koju je
| wi= 02+ 0™

106. Odrediti sve analiticke funkcije f(z)=u+iv kompleksne promenljive
z=x+1iy koje imaju osobinu da im je realni deo u oblika g(x) & (y), gde su
g(x) i A(y) realne funkcije promenljive x odnosno y, Ciji su izvodi prvog
i drugog reda neprekidni.

Resenje. Da bi funkcija u=g (x) 2 (y) bila realni deo neke analiticke funkcije, ona mora
zadovoljavati Laplace-ovu jednacinu:

02u 0 .
TELEE0, G g7 W)+ )R (9)=0.
ax* o0y?
Odavde izlazi

g’ (x) ' (y)

) = —,
&(x) h(y)

Kako se na levoj strani jednaline (1) nalazi funkcija koja zavisi samo od x, a na desnoj

funkcija koja zavisi samo od y, zaklju¢ujemo da je jednakost (1) moguéna samo pod uslovom

da su i leva i desna strana jednake jednoj istoj realnoj konstanti .

Razlikovacemo tri slucaja.

1° k=C? (C realno # 0).
1z (1) dobijamo sledeée dve jednatine:
g x)=C¢(x), —h (N=Ch(y).

Opsta re$enja ovih jednacina su respektivno:
g(x)=A"sh Cx+ B’ ch Cx,
h(»)=D"sin Cy +E’cos Cy
(A, B, D', E’ realne konstante),
Prema tome, funkcija # ima slede¢i oblik
2) u={A"sh Cx + B’ ch Cx) (D’ sin Cy +E’ cos Cy).

Funkciju v nalazimo pomoéu Cauchy - Riemann-ovih uslova:

ox 0y
@ b
oy 0x

Jednaéina (3), na osnovu (2), postaje

Py
ZY _ € (A’ ch Cx + B’ sh Cx) (D’ sin Cy + E’ cos Cy).

oy
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Odavde se, posle integracije, dobija
&) v=(A’ch Cx + B’ sh Cx) (— D’ cos Cy +E’sin Cy) + ¢ (x).

Da bismo odredili funkciju @ (x), unesimo izraze (2) i (5) u jednadinu (4), pa nalazimo

— C (A’ sh Cx + B’ ch Cx) (D’ cos Cy—E’sin Cy)
=(C (A" sh Cx+ B’ ch Cx) (—D’ cos Cy+E’ sin Cy) + o’ (x).
Odavde izlazi
¢ x)=0 1 ogx=C (C’=const).

Funkcija f(z) ima sledeéi oblik

(6) f(z)=(A" sh Cx - B’ ch Cx) (D’ sin Cy+E’ cos Cy)
+i[C’+ (A" ch Cx+ B’ sh Cx) (—D’ cos Cy +E’ sin Cy)].
2° k=—C? (C realno # 0).

Ovaj sluCaj tretira se potpuno analogno kao i prethodni i zbog toga déemo navesti
samo krajnji rezultat koji glasi

7 f(z2)=(A" sin Cx+ B"” cos Cx) (D" sh Cy +E’" ch Cy)
+i[C” +(A” cos Cx— B’ sin Cx) (D" ch Cy +E” sh Cy)],
gde su 4, B”, C”, D”, E” realne konstante.
3° k=0.
Iz (1) u ovom slucaju dobijamo dve jednaline:
g’ ®)=0, A" (=0
Opsta re$enja ovih jednadina su:
g(x)=Ax+B, h(y)=Dy+E (A, B, D, E integracione realne konstante).

Prema tome, funkcija # ima oblik
8) u~(Ax+ B) (Dy +E).

Zamenom funkcije # iz (8) u (3) dobijamo

iintlid (Dy +E).
ay

Odavde se, posle integracije, dobija
1
9 o A (Dy*+ 2 Ey) +V (%).

Da bismo odredili funkciju  (x), unesimo izraze (8) i (9) u (4), te nalazimo

—D (Ax + B) =’ (x),
odakle je

1
¥ (x)= C_E D (Ax?+2 Bx) (C realna konstanta).

Funkcija ima sledeéi oblik
(10) f(2)=(Ax+B) (Dy+E)+i[C—BDx+ AEy + —i AD (y*—x?)].

Na kraju moZemo reé¢i da sve analiticke funkcije sa navedenom osobinom moraju imati
jedan od oblika (6), (7) ili (10).
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107. Odrediti u taki z=a izvod po pravcu funkcija
z, Re(z), zRe(z), |z[} sinz, cosz,
kada z teZi ka a duZ polu-prave koja je odredena uglom 6.

Da li postoji za neku od ovih funkcija izvod nezavisan od pravca 6? Da
li su navedene funkcije analitic¢ke?

III. PRESLIKAVANJE

108. Data je funkcija
w@)=u(x, V+iv(x, y)=2=%
U ravni tacke z posmatrati mreZu pravih
x=a, y=b (a, b realni brojevi).

Sta ovoj mreZi odgovara u ravni tacke w?
Resenje. 1° Pravama x=ga odgovaraju u ravni tacke w krive

u=a®—y2?, v=2ay.
Posle eliminacije parametra y dobija se

4] u=a*—v*[(4 a?.

To je skup konfokalnih i koaksijalnih parabola &ija je Ziza koordinatni poéetak. Osa
simetrije svih ovih parabola je x-osa.

Teme ove parabole nalazi se u tac¢ki (a2, 0).
2° Pravama y=b odgovaraju u ravni tacke w krive
u=x>—5b% v=2bx.
Posle eliminacije parametra x dobija se
2 u=v2[(4 b%)—b2

1 ovo je skup konfokalnih i koaksijalnih parabola koje imaju istu ZiZu i istu osu sime-
trije kao i kriva (1).

Teme ove parabole je u tacki (—b2 0).
Mrezi kvadrata u z-ravni odgovara mreZa krivoliniskih &etvorouglova u w-ravni.

Buduéi da se preslikavanje ortogonalnih krivih u ravni z vr§i pomocu analititke funkcije
w=2% ono je konformno., Krivoliniski Cetvorougli imaju prave uglove (to su uglovi koje
grade tangente povufene na parabole u talkama preseka). Jedino se kvadrat, &ije se jedno
teme nalazi u pocetku, preslikava na krivoliniski trougao, jer je u tacki z=0 izvod dw/dz

jednak nuli.
Primedba. Nave§¢emo Ivory-ev stav koji glasi: Kada je
a <xKa,, h<L<y<hbh,,

tada je oblast u kojoj se nalazi talka w krivoliniski &etvorougao, ije su strane luci kon-
fokalnih parabola. Dijagonale ovog &etvorougla su jednake.

Dokaz. Parametrima
a=a,, a;; b=b, b,
odgovaraju u w-ravni ove Cetiri konfokalne parabole:
u=ayp—v:|(da?, u=a’—v|(4a7);

=R [(Ab2) b2, u=1](4 b —by
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Ove Cetiri parabole seku se u ¢Cetiri tacke M, M,, M,;, M, ¢&ije su koordinate respektivno:
(a2—b,2, 2a,by), (a?—b?, 2a,b)), (a2—byt? 2a,b,), (a2—by2, 2a,b,).
Veli¢ine dijagonala detvorougla M, M, M, M, date su formulama:

M, M, ={(a*~a?) — (b~ b)Y + 4 {a, by—a, by }*,

My M2 = {2 —a,?) + (b2 —by") ' + 4 {a, by—a, b, 2.

Jednostavnim ra¢unom dokazuje se da je M, M,=M, M,.
Dakle, pravougaonik odreden jednafinama

x=a, X=a,, y=b,, y=b,
u z-ravni preslikava se u w-ravni na krivoliniski &etvorougao &ije su dijagonale jednake, a
takode i uglovi.
109. Data je transformacija w=z+1/z.
1° Ako tatka z opisuje krug |z |=r (r>0), §ta opisuje tatka w?
2° Ako tatka z opisuje pravu y=mx, Sta opisuje tatka w?
Rezultat. 1° Tatka w (=u+iv) opisuje elipsu
2 2
0 VN S |
r+1/nNt (r—1/r)?

Sta ¢e biti ako je r=12

(r+ 1).

110. Transformacijom w=4/(z+ 1)? preslikati krug |z|=1. Na $ta se presli-
kava unutra$njost ovog kruga?

111. Ako tatka z opisuje u svojoj ravni prave paralelne koordinatnim osama,
Sta opisuje tacka

w=(a—be?)[(1—e? (a, b kompleksni brojevi)?
112. Na koju ée se oblast u w-ravni preslikati oblast
| x{sch, "l pld
pomoc¢u transformacije w=4iz+2—i?

113. Ako talka z opisuje jedini¢ni krug u svojoj ravni, $ta opisuje u svojoj
ravni tacka w=(z2—az)/(az— 1), gde je a realna konstanta?
v o - 22—az — zZ2—az e
Resenje. Kako je |z |2=zz=1, w= , W=—— , bice
az—1 az—1

— l1—az—az+a?

ww 1.

d—az—az+1
Dakle, ako z opisuje krug |z |=1, taCka w takode opisuje krug |w|=1.
114. Ako tacka z opiSe krug |z|=1, §ta je trajektorija tacke
w=(a+b)z2+(a—b)z=% (a, b realni parametri)?
115. Ako tacka z épisuje Xx-osu u z-ravni, §ta opisuje tacka

w=(l—iz)/(z—1)

u w-ravni?

3 Zbornik matemati®kih problema III
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116. Proveriti da li je istinito ovo tvrdenje: Transformacija

(T) w=(az+b)/(cz+d) (a, b, ¢, d realni),
1° ako je ad—bc>0, preslikava poluravan y> 0 na poluravan v>0;
2° ako je ad—bc <0, preslikava poluravan y >0 na poluravan v< 0.

Na 3$ta preslikava transformacija (T) u w-ravni: 1° krug |z|=|d/c
2° unutra$njost ovog kruga; 3° spoljaSnju oblast istog kruga?

117. 1° Ako tafka z opisuje pravu y=x, §ta opisuje tacka
(T) w=(22—1)/(z2+1)?

2° Ako tatka z opisuje pravu y= —x, §ta opisuje tatka w?
3° Na $§ta se preslikava transformacijom (T) deo ravni definisan relacijom
y2—x2>0, a na §ta deo ravni definisan relacijom 32— x*<0?

118. Data je funkcija
) w=(2—iz—1)/(2iz),

gde je z=exp (i0) (O realno).

1° Pokazati da je w realna funkcija od 6.

2° Ako 9 uzima sve vrednosti iz segmenta [0, =/2], koju putanju opisuje
tatka w?

Resenje. 1° S obzirom da je |z|=1, tj. zz=1, iz (1) sleduje

3 by ] __._— ai Al 1
w=(zz)z i(zz) 2z, Zvis =l

2izz 2 iy

Prema tome je
x=cos 0, y=sin0, wu=y-1/2=sin0-—1/2, v=0.

2* Za 0<<O<<n/2 relacije
u=sin0—1/2, v=0

defini§u otse¢ak [—1/2, +1/2] na w-osi.

119. Neka je
4] z=a+r(i-0[/@+1) {r(>0) i a konstante; tE&{(— o0, + 0)}.
Koju krivu opisuje tacka z kad se ¢t menja?

ReSenje. 1z (1) sleduje
i=t]?
i+t

i—t —i—t
i+t —i+t

=rt re.

|z—a|?=r?

Odavde izlazi
|z—a|=r.

Trajektorija tacke z je krug polupretnika r sa centrom u tadki a.
120. Koju krivu opisuje tatka
Byl z=(l+4cos 2f)+isin 2 ¢

kada t varira na segmentu [—=/2, +x/2]?
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121. Na §ta se transformacijom w=(l1—i)z preslikava u w-ravni oblast
Im (z) >07?

Rezultat. Na oblast Re (w)+Im (w)=>0.
122. Ako tacka z opiSe duZ &ije su krajnje tacke (—1, 0), (+1, 0), koja
je trajektorija talke w=(1—iz)/(z—1i)?

Rezultat. TraZena trajektorija je polukrug |w|=1, v=>0.

123. Potreban i dovoljan uslov da bi transformacija z = (aw+b)/(cw+d)
preslikavala krug |z|=1 u pravu je |a|=|c|> 0. Dokazati.

124. Ako tacka z opisuje u svojoj ravmni krug |[z|=1, §ta je trajektorija
tatke (T) w=z(2z—1)/(2—2)?

Na §ta se preslikava transformacijom (T) podrugje |z|<1, a na §ta po-

drugje |z|>1?

125. Na koju se oblast G preslikava oblast
1<|z|<2, —nfd<<argz< + /4
transformacijom w=22?
Odrediti veliéinu povrS§ine oblasti G.
Rezultat. area G =15 x/2.

126. Na Sta se preslikava oblast Im (z) >0 transformacijom

g
w=e% ot (a realna konstanta)?
zZ+1

127. Data je bilinearna transformacija
(M w=a

1° Odrediti uslove pod kojima ¢e se unutra$njost kruga |z|=1, pomoéu
transformacije (T), preslikati na unutra$njost kruga |w|=1.

bz+1

{a(s#0), b, ¢ (bc#1) kompleksni brojevi}.

zZ+c

2° Pod kojim se uslovima, transformacijom (T), oblast |z| <1 preslikava
na oblast |w|>1?

Refenje. 1° 1z (T) sleduje
a—cw

2= f
w—ab

Uslovu | z|< 1, odnosno uslovu zz <1 odgovara relacija
®) (ce—=D) ww—(ac—abyw—(ac—ab)w<aa(bb—1).

Ako su ispunjeni uslovi

[P)) ac—a b=0, ac—ab=0, cc—1>0,
relacija (1) postaje
3) oo < 2abb-1)

cc—1

3*
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Prve dve relacije u skupu (2) svode se na b=c, dok treca relacija kazuje da je |e[>1.
S obzirom na uslov b=c izlazi da je i [b|> 1.
‘ Prema ovome relacija (3) dobija oblik

4 ww<aa.

Postavljeno je pitanje pod kojim ce se uslovom oblast | z |< 1 preslikati u oblast |w |<1
pomodu transformacije (T). Prema (4) zakljuCuje se da ve¢ mavedenim uslovima treba pri-
druZiti nov uslov aa=1, odnosno |a|=1.

Prema tome, transformacija

bz+1

we=a (lal=1; b=c; [b|>1)

Z+C

preslikava oblast |z |< I na oblast |w|< I.
Primedba. Zadrzavajudi transformaciju (T), odrediti uslove pod kojima se unutra$njost

kruga |z!=r preslikava u unutradnjost kruga |w| = R (razlikovati slu¢ajeve: R>r; R=r;
R<r).

128. Data je bilinearna transformacija

z+b ; 5
() lenfo {a(3£0), b(s~c), ¢ kompleksni brojevi}
i krug
€)) |z—4|=R.

1° Krug (2) transformacijom (1) preslikava se na drugi krug u w-ravni ako
je | A+c|#R. Nadi centar i polupretnik tog kruga. Na Sta se preslikava pri
tome unutrasnjost kruga (2)?

2° Krug (2) transformacijom (1) preslikava se na pravu u w-ravni ako je
| 4+ c|=R. Naéi jednadinu te prave. Na koju se polu-ravan pri tome preslikava
unutra$njost kruga (2)?

Rezultat. 1° Centar A” kruga i polupreénik R’ dati su formulama:

o te 1+Mﬁ) i e o
| A+c|P—Re

Ra(b—c)
|A+c¢|2—R?

Oblast u kojoj se nalazi tatka —c preslikava se uvek na spolja$njost kruga — slike.

29

A+b
w—a — |=|w—al.
+c
UnutraSnjost kruga (2) preslikava se na onu polu-ravan koja ne sadrZi tacku a.

129. Odrediti najopitiju bilinearnu transformaciju kojcm se krug [z =
preslikava na realnu osu w-ravni.

az+ae'®

Rezultat. w (@ # 0 proizvoljan kompleksan broj; « realan broj).

zhe'™®
130. Data je transformacija w=(az + b)/(cz +d) (¢#0; ad—bc+#0).

Ispitati: 1° da 1li z opisuje pravu koja prolazi kroz tatku z= —dfc, ako w
opisuje ma koji krug ili ma koju pravu koja prolazi kroz tatku w=ajc;
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2° da li z opisuje krug ako w opisuje pravu ili krug koji ne prolaze kroz
tatku w=a/c.
Ako je a=d, §ta opisuje tatka w kada z opiSe krug x2+32+2x=07?

131. Kompleksni brojevi z(=x-+iy) 1 w(=u+iv) vezani su jednadinom
w=(a+2z)/(a—z) (a realno #0).

Kad tatka z opisuje y-osu, Sta je putanja tatke w?

Rezultat. Krug |w|=1.

132. Pokazati da transformacija (T) w=z/(l —z) preslikava podrudje

Im (z) >0 u z-ravni na podruéje Im (w)>0 u w-ravni.

Na §ta se transformacijom (T) preslikava u w-ravni: 1° krug |z|=1;

2° unutra$nja oblast ovog kruga; 3° spoljasnja oblast ovog kruga?
133. Data je bilinearna transformacija
w=(z+2i)/(2iz—1).
Ako tatka w opiSe krug |w|=1, $ta opisuje tatka z?

Resenje. Jednadina kruga |w|=1 moZe se pisati u obliku ww=1. Stoga je

z+2i z—2i

1 oo L
M 2iz—1 —2iz—1

traZena trajektorija.

Kada se u (1) izvrie naznaCene operacije, dobija se zz=1, §to znadi da je trazena
trajektorija jedinicni krug.

134. Odrediti najopstiju transformaciju
w=(az+ b)/(cz+d)

pomocu koje tacke z; i z, ostaju invarijantne.

Na §ta se preslikava prava koja prolazi kroz talke z; i z, pomocu
tako dobijene transformacije?

135. Pokazati da se transformacijom :

1° w=2z?% prvi kvadrant ravni z preslikava na oblast v >0 ravni w;

2° w=e¢* pojas 0 <<y< w/2 ravni z preslikava na prvi kvadrant ravni w;

3° w=cos z pojas —m=/2<<x<w=/2 ravni z preslikava na oblast u> 0 ravni w;

4° w=1/(z+1i) oblast y > 0 ravni z preslikava na oblast 42+ 12+ v <0 ravni w;

5° w=(i—z)/({+z) prvi kvadrant z-ravni preslikava na oblast |w|<1, »>0
u w-ravni.

136. Na koju se oblast w-ravni, pomocu transformacije w==z% preslikava
trougao ¢ija su temena tatke z=0, z=1, z=i?

137. Preslikati na w-ravan pojas, definisan u z-ravni relacijama 0<<x <m,
y>0, pomocu transformacije w= — ik cotg(z/2) (k realno).
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138. Ako tadka z opiSe jednu elipsu (E;), ¢ije su ZiZe u tatkama z,=2 i

zp= —2, tada tatka w=z%®—3z opisuje u istoj ravni drugu elipsu (E,).
Pokazati da su elipse (E;) i (E;) konfokalne.
Res$enje. Tatka z koja opisuje elipsu (E;) u kompleksnoj ravni moZe se prikazati izrazom
) z=acost+ibsin¢ (a®—bt=4; 012 n).
Tatka w=23—3 2z, na osnovu (1), definisana je izrazom
@) w=a cos ¢ (a® cos® —3 b® sin® r—3) +ib sin ¢ (3 a® cos? 1— b? sin? t—3).
Kako je a®—b%=4, bice:
a? cos? t—3 b% sin® t—3 = (a®—3) (1 —4 sin? ¢);
3 a% cos? t —b?sin? t—3 = (b%+3) (4 cos® r—1).
Prema tome, ako tatka z opisuje elipsu (E,), tada tatka w (=u+iv) opisuje krivu
u=(a*—3 a)cost (1—4sin® )

bt 4 QSR Ti),
y= (6% +3 b) sin (4 cos® 1—1) B mSEEE

tj.
3 u=(a*—3a)cos 3¢ (Ebiad: 012
—br=4; t2x).
® y=(b%+3 b) sin 31 E o lenleas
Bududi da je

(@—-3a—(B*+3b) = (zbog a*—b2=4),
zakljuéuje se da je kriva (3) elipsa konfokalna sa elipsom (E,).
Dok taka z opise jedanput elipsu (E,), dotle tacka w opiSe tri puta elipsu (3).

139. Oblast prvog kvadranta z-ravni, koja je ograniCena lucima krugova
(x—ay+y =a% (x—2a-b2+y2=0?
(x=a—b)*+yt=(a+b)

preslikati na w-ravan transformacijom w=1/z.

140. Na $ta se transformacijom

w=(z—i)*[(z +i)?
preslikava u w-ravni oblast

|z|<1, Rez=0?
Rezultat. Im (w) > 0.

141. Na koju oblast w-ravni funkcija w=tgz preslikava pojas

1
——m = Rez< L)
. 4 4
Rezultat. |w|<1.

142. Ako tadka

w=u+iv=af(x+iy) (a+#0)
opisuje prave

u=a, v=B (« i f realne konstante, « B~ 0),

pokazati da tatka z(=x+iy) opisuje dva kruga koji se seku ortogonalno.
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143. Kompleksni brojevi z (=x+iy) i w(=u+iv) vezani su relacijom

w=(z—-1)/(z+1).
Pokazati da pravama w=2 i v=2 u w-ravni odgovaraju u z-ravni dva
kruga koji se seku pod pravim uglom.
144. Kad argument 6 talke z varira na segmentu [—%rr, +%7r], koju kri-
vu opisuje tacka
z=(l+cos20)+i(1—sin206)?

145. Ako tatka z u svojoj ravni opiSe krug |z|=2, Sta opisuje talka
w=z+z"1—2{ u svojoj ravni?

146. Na S§ta transformacija w= (1 —i) z preslikava oblast y > 1 ravni tacke z?
147. Ako z opiSe duZ &ije su krajnje tatke (— 1, —1)i(+ 1, — 1), koju putanju
opisuje tatka w=(1+iz)[(z+i)?

148. Ako tatka z opisuje krug |z|=r, koju krivu opisuje tatka w=z+k?/z
(k realna konstanta)?

149. U kompleksnoj ravni tacke z uoliti tatke z;=—1 1 z,= +1 1 nad
duZi z, z, kao nad preénikom (u poluravni y>>0) konstruisati polukrug.

Na S§ta se preslikava taj polukrug u w-ravni pomocu transformacije
w=(E-1)/(z+1)?
150. Pokazati da se transformacijom
¢Y) w=[(1+2)/(1-2)]
oblast |z <1, Im z >0 preslikava na oblast Im w> 0.

Refenje. Umesto transformacije (1) posmatrajmo dve transformacije

) E=(1+2)/(1-2), 3 w=C2
Transformacijom (2) oblast | z|<C1, Im z>0 preslikava se u ¢-ravni u oblast
@ Re >0, Im §>0.

Ako se upotrebe polarne koordinate {{=r exp (0i)}, tada se oblast (4) definide relacijom

1
0<9<3n.

Transformacija (3), odnosno
w=r2exp (20,

1
preslikava oblast 0<{0<C - T ma sledeu oblast w-ravni
O<Cargw=m,

tj. na oblast Im w>0, kao §to je i trebalo pokazati.

151. Preslikati
1° |z|< 1, Rez< 0 transformacijom w=[(z+1i)/(z—1)T;
2° |z|<1, Imz<0 transformacijom w=[(z—1)/(z+ D]

Uputstvo. 1° Posmatrati transformacije {=(z+i)/(z—i), w=0%
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152. Na §ta se preslikava kruzZni kvadrant
z2]=1, Rezz0, ImzZz0
f@=1//T+21

Za +/1+2% uzeti granu koja za z=0 dobija vrednost 1.

funkcijom

153. Ako tatka z opisuje y-osu od — oo do + oo, tada talka
w=2+2)[(2~2)
opisuje krug u pozitivnom smislu.
Proveriti ovo.

154. Ispitati da li se transformacijom
w=(z2—i) [ (22 +1)
oblast Rez>0, Im z>0 preslikava na oblast |w|<1

155. Odrediti jednu transformaciju kojom se S$rafirani u z— ravni ugao
preslikava na oblast |w|<1.
Refenje. Transformacijom el
w,=z¢ 2
Srafirana oblast z-ravni postaje Srafirana oblast wj-ravni.

Transformacijom w2=w}2 Srafirana oblast wj-ravni preslikava se na oblast Im w,>0.
Srafirana oblast wy-ravni, transformacijom
Wy—1
w=—2
. Wy +i
preslikava se na oblast |w|<1
Prema tome, oblast

>

i L 4 < arg z < l P e
§ 12 6
transformacijom

i
Ty
22—
preslikava se na oblast |w|<C1.
yhz- ravan - w,- ravan
T2
AL
X

v A w - ravan

Wi
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156. Dati su krugovi:
|z—a|=|a—a|, |z-B|=[p—al,
gde su a, «, B kompleksni brojevi koji zadovoljavaju uslov
la—a|=|a—B[+|B—al.
Oblast koju ogranifavaju dati krugovi preslikati transformacijom w = 1/(z—a).

157. Preslikati oblast
lz|<r, Rez>0
funkcijom
22—r2+2rz

W= i
z22—r2-2rz

Uputstvo. Posmatrati jedno za drugim preslikavanja:

" ( wy+r )2 L Wy—1
wy=iz, Wy=|—-], Ww=j———
Wy—r Wy +i
ili pak '
Ibe. 2Ty ) NGUET L
2r 2 z t—1
158. Na S§ta se preslikava duZ
Rez=p, —nm<<Imz<n (p realno)
pomoéu transformacije
4ez—-31 ,
T 5674610
159. Sektor
1
lz|<1, O<argz<—o ™
preslikati pomodéu transformacije
(1 +28)2—i (1—2%)%
W e
(1+28)2 +i (1—2%)?
Uputstvo. Koristiti uzastopne transformacije
wy=2%, wz=(w1_+l>2’ =w2—~i.
w;—1 wy+i

160. Zajedni¢ku oblast dva kruga
|z—a|=|a—a|, [z—f|=|b—]
(la—a|=|b—a|, [b—B|=|a—B])

preslikati funkcijom
zZ—4a

z—b’

W=

161. Na Sta se preslikava oblast |z|< 1/2 transformacijom

w(z)=(1—4 2)%| (1—2)*?
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162. Na §ta se preslikava oblast

Im<z;z‘)>0

Zy—2Z,
(z; 1 z, razliditi fiksni kompleksni brojevi)

transformacijom w=(az+b)/(cz+d), gde je ad—bc+#0?

[162—169

163. Odrediti jednu analitiku funkciju w =1 (z) koja ispunjava uslov f(0) =1

1 preslikava oblast
le| <1, ——%n<arg z< +%n
na oblast |w|< 1.

164. Obrazovati jednu analititku funkciju w=jf(z) koja preslikava oblast

(5=, 0<argz<%n
na oblast Im w>0, pod uslovom da je f(0)=0.

165. Transformacijom w=e? preslikati oblast

IRe (z)+Im (2)|<1, [Re()—Im(2)|<1
na w-ravan.

166. Transformacijom
2z

T faz?

preslikati na w-ravan oblast, definisanu relacijama
[2—1}=~/2;: te+l]&y/2.

167. Transformacijom
1

a—e iz

W= (a>1)

preslikati na w-ravan oblast z-ravni

O0<Re ()<, O<Im(2)<loga.

168. Transformacijom

.z +1
w=exp[—7rt 1}
i

preslikati na w-ravan oblast

lz| <1,

1 1
Z—i=l T
2 ‘ B
169. Ako tatka z opisuje krug |z|=1, §ta opisuje tatka

W= % (az+bz7Y) (a, b kompleksni brojevi)?
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Rezultat. Ako je |a|+#|b|, tada tatka w opisuje elipsu &ije su ose
lal+|&] 1 ||a]—{b]

Zize ove elipse su tatke odredene jednalinom w?=ab.
Ako je |a|=|b|, tada w opisuje otselak prave &ije su krajnje tatke odredene jednagi-

nom w?=ab.
170. Ako tatka z opisuje krug |[z|=1, §ta opisuje tacka

w=az*+2bz+c (a, b, ¢ kompleksni brojevi)?

171. Ako tatka z opisuje krug |z|=1, §ta opisuje talka

a b
+
z—1 z+1

w= +¢  (a, b, ¢ kompleksni brojevi)?

172. Sta opisuje taka

a +—b—+c (a, b, ¢ kompleksni brojevi),
=12 z+1

ako tatka z opisuje krug |z|=1?

173. Na §ta se preslikava pravougaonik

|x|<log2, —%ngyg T

-b|u.1

pomoéu transformacije w =e??

Rezultat. Pravougaonik 4 BCD preslikava se na polovinu kruZnog prstena prikazanog
na slici.

i) log 2 D’

B

174. Odrediti opsti oblik transformacije
(1) w=(az+b)/(cz+d)
prema kojoj je oblast
lz—i—1]<2
invarijantna.

Navesti nekoliko takvih homografija w i specijalno one za koje je tatka
3+7i fiksna.
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175. Svaku od navedenih oblasti z-ravni preslikati na w-ravan pomoéu
funkcije koja je navedena u vitiCastim zagradama:

1 i) '3
1° Izl igi<d w=_(z_“l/_3__’_)J;
z—/3—i
4
3 I —+/2(1=19) .
2° 2 AL =(i_,) ]’
21>2,  |z—V2|<y/ i
= 3
¥ lzl<l, lz+i|>1 w=_(2_z+x/_3+t)};
2z—+/3+i
— 3
- 2z++/3+i
F 1, 1 ’=(—_> ]:
5 Telhed - B : [ (Z‘“ﬁ)z].
1z < 2, <arg z< :n W= e 5
2xi
6° |z]<2, |z—1|>1 {w=exp ,Z];
z—2
T I ¥ 4ol { nlz]
7° ‘z———l>—, z——i|>— w = exp H
2 2 2 z—i
2 —4
g8° |z|>2; |z=3|>1 {W=exp(_niz_)},
3 z—2
9° a<Rez<b (a, b realni) {w=exp (:—I(Z—a))],
—=(

—nzla__ i
10° Rez>0, 0<Imz<a (a>0) {w=(e ])]

g%zl
Primedba. Proveriti da 1i se navedene oblasti pomoéu odgovarajuée funkcije preslikavaje

pna jednu od oblasti
Imw>0, Imw<O0.

176. Ispitati da li se oblast
|z—ir|<r
preslikava na oblast |w|<1 funkcijom

i®
v e RN {r(>0) i 6 realni brojevi; a kompleksan broj}.
r*—(z—ir) (a+ir)

Da li se na osnovu navedenog rezultata moZe obrazovati funkcija w=f(2)
koja preslikava oblast Imz>0 na |w|<1?

Odgovor. Ako r— =, dobija se trazena funkcija

f(z)=b% (Jbl=1).
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IV. REDOVI I OSTACI

177. Proveriti da li je taan razvoj:

1 1 1 1 5 ‘
(z—a) (z—D) a——b( +~z+ +;+b_2+"') (Ja|<|zl<|b]),

1 [a—b a*—b?
=--*(“ e T) (|z|>5].
a—b\ z2 z3

@#0, |a|<|b]).

Resenje. 1z identiteta

1¥_,L(‘+1)=1[1 ! }
(z—a) (z—b) a—b\z—a b—z a—bl z 1—(alz) b 1—(z/b)
sleduje razvoj koji je ve¢ naveden u tekstu zadatka.

Za |z |>|b| dobija se

__ld_#L(;_yi_»__»_lw a-b a—b )
(z—a) (z—b) a—b\z—a z-b a—b( 2 B :

178. Razviti funkciju 1/{(z—a)(z—b)} po stepenima osnove:
1° z—a i1 2° z—b.

179. Proveriti da li su u vaZnosti razvoji:

1 ] Z" ] -
1° =S — z|<2); lz|>2);
a e WAISY S i
2 @=DTE-D= 3 (-2 (2| <D:;
n=0
i e ytia S S (1<|z|<2);
n=0 n=1
=5 (@1 (12 >2);
n=2
3° S n+1)z" lz]<1);
(2—1)2 n;()( ) ( )
=Z(n—1)z"' (lz]>1);
n=2
1 b . mm+1). ‘(m+n—1) 1) z
4° —=(—a) | 1+ > ——— z|<|al),
(Z_a)m [ ngl n! a”:I (‘ ‘ I D
| emm+1)---(m+n—1) a"
=+ |z|>|a
zm ngl n! zm+n ( 1 ‘ ‘)
(m prirodan broj).
Uputstvo.

1° Za | z|<2 poéi od 1/(z—2)= —1/{2 (1—z/2)}.
a |z|>2 poéi od 1/(z—2)=1}{z(1—2/2)}.
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180. Funkciju f(z)=1/(1 +2z% razviti u Taylor-ov red u okolini tadaka:
1=z =105 20 Zi= 25 A 38 g =

Takode razviti u red funkciju f(z) u okolini njenih polova.

U svim sludajevima odrediti polupre¢nik konvergencije reda.

181. Proveriti i obrazloZiti rezultate:
shz 1 2 1

§ — st S e ((2]>0)
22 L k—l(2k+1)!
2 1 1
22 #=~+1—~z~izz+--- O<|z|<1);
z{z®+1D Lz 6
3" ;=22"—2 O<|z|<);

4°

oS Crpaene—nm (1<,

182. Po stepenima osnove z dati sve Laurent-ove razvitke funkcije
1 {z—a)z—b) z—0} (la|<|b]<]|c]).

183. Razviti funkcije:

1 1
20 i (a kompleksan broj)

22 +a’ 14+2z—22

lO
u redove oblika
> Apzk, D Ar(z—a)t (e kompleksan broj)
i odrediti njihove polupreénike konvergencije.
184. Ako je z=a pol uniformne funkcije f(z), kakva je priroda te tacke

za funkciju

e +f—l—2f” %
AR e

185. Odrediti ostatke funkcije
f@=1/{a+(az+b)tgz}?
za njene polove.
Refenje. Oznadimo sa O jedan pol funkcije f(2). To znaéi da je 6 jedna nula funkcije
g()=a+(az+b)tgz
Stavimo z=¢+90 i razvijmo g (1+6) u okolini tatke =0 u potencijalni red

g(+0)=¢ (e):+"1”2—59t2+-‘--.
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Tada je f@+0)=1/{g(+0))*
% X !
t2{3’(9)+g”(e)t+---}2
2
o 1
rﬂ{g'(e)>2{1+ig"<9>,+...}2
2 g (9
{1 Ig"(ﬁ)+ T
Tl (9)} 28
[1 g, }
{&’ (9)}2 g (0)

o S I o +{dg+ Ay t+ -}
{g ®F t {g (9)}l "

Prema tome, ostatak je —g” (0)/{g’ (8)}®.

1z relacija

g (@)=(az+b)(1 +tg% ) +a tg z,
g (@D=2{a+(az+b)tgz} (1 +tg? 2)=2g (2) (1 +tg? 2)
sleduje g~ (0) =0, $to znali da je ostatak za svaki pol funkcije f(z) jednak nuli.
Da li se moze dogoditi da istovremeno bude
g®=0 i g”(®H=0?
Kad je a+# 0, funkcije g'(2) i g’ (2) ne mogu imati zajedni¢kih nula, jer izmedu njih

postoji veza
g’ (D)—2g (2) tgz=2a.

Ako je a=0, funkcija g (z) dobija jednostavan oblik g (z2)=5b tg z.

186. Neka su P(z) i Q(z) dva polinoma koji nemaju zajedni¢kih nula.
Odrediti vrednosti promenljive z koje bi mogle da budu polovi funkcije

(Z)

f(z)_—u‘d—;, gde je u=

Ako je a nula reda k polinoma P (z), §ta je a za funkciju f(z)?

187. Odrediti ostatke funkcije

el/? z"

F(.)— (n prirodan broj)

za njepe polove i esencijalne singularitete u prodirenoj kompleksnoj ravni.

Refenje. Tatka z=0 je esencijalni singularitet, a z=—1 pol prvog reda funkcije F(z).
Stavimo li z=1/t, dobijamo
F(z)=F(n=

el
=11 +1)°

Tacka =0, odnosno z=w, je pol reda n—1 (n>1) funkcije F (2).
Da bismo dobili ostatak za singularitet z=0, podimo od redova
O I L
k=0 k! zk

oo

EZ(_l)kzk (lz|<D).
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Proizvod ovih redova je jedan Laurent-ov red, konvergentan za |z|<1 (z# 0). Koefi-
cijent uz 1/zn+1 je

1 1 1

p— + = i
(n+) (n+2)! (n+3)!
odnosno
1) L_L+L_... +L (n neparno);
( 4 2] 31 nt :
@ _L+_I__L+ +L (n parno)
7 :2¥ 3 n! :

Prema tome, ostatak funkcije F (z) za z=0 je (1), odnosno (2).
Ostatak za pol z=—1 je (—1)" e~ L
Ostatak za pol z=ow funkcije F (z), po definiciji, pretstavlja koeficijent uz 1/t u razvoju
F(2)=F (=2 4 t¥,
uzet sa znakom minus, tj. —A_,.
Da bismo odredili ostatak za pol z=c0, uzmimo redove:

et s R e S 2 3
k! 1+¢

k=0 k=0
Koeficijent uz " je

e e e TPPORry | P iy B DL NS |

7l -(a=l- ‘G- 21 1!
Prema tome, ostatak za pol z=o0 je
PR
! (=D (n=2)!

n 1 "L_ e n
Fir sl S
188. Neka su f(z) i g(z) dve holomorfne funkcije i neka je z=ag nula

drugog reda funkcije g (z), i vz to f(a)# 0. Pokazati da je
1}:: {(/@g@}=[6f"(@)g" (@—-2f(a)g" (@)]/[38"* (@]
Ako je z=a prosta nula funkcije g (z) i ako je f(a)#0, tada je
El_eas (/@ @} =L @& (@)—f(a)g"” @]/g"* (@.

189. Odrediti ostatak funkcije

(z+a) e/ 2% (a konstanta)
za pol z=0.

190. Data je funkcija

g (Z) = (C"'a)k (c_b)v f(Z)

(z—a)k (z—b)v (¢~2) (k, v prirodni brojevi),

gde je f(z) holomorfna funkcija i gde su a, b, ¢ tri razli¢ite konstante, takve
da je f(a) f(b) f(c)#0.

Odrediti ostatak funkcije g (z) u tatkama z=a i z=5.

191. Odrediti ostatak funkcije

1[ 1 1 1
— Il —+ + oo+ }
z z+1 (z+1)? (z+ 1"

u tacki z=—1.
Rezultat. —n.
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192. Odrediti polove funkcije
f(2)=(cotg nz)/(z—a)? (a parametar)

kao i ostatke funkcije f(z) za te polove.

193. Odrediti ostatke meromorfne funkcije f(z)=1/(sin z)? za njene polove,

Resenje. Polovi funkcije f(z) su zp=kn (k=0, +1, 42, ...). To su polovi drugog reda.
Da bismo nadli ostatak funkcije f(z) za pol zx=kn, razvijmo funkciju f(t+kx) u
Taylor-ov red u okolini tatke ¢r=0.
Kako je 1/{sin(++4km)}2=1/(sin¢)?, posmatrajmo
1 1 1 1 1 ( 2 )2
=— =—|l+—+---).
!

: = 2
(sin £)? (t— £_+ - )
31

Odavde se vidi da su svi ostaci jednaki nuli.
Ostatak se moZe odrediti i primenom formule

/ d /z—kn)\2
lim ——( - )
z—kndz \ sinz

194. Uniformna funkcija f(z) ima tacku z=a kao pol reda n. Koji
uslov treba da bude ispunjen, pa da integral [f(z)dz bude uniformna funkcija
u okolini tacke z=a?

Resenje. Kad razvijemo funkciju f(z) u Laurent-ov red, dobijamo

A, A_,

E +
z—a (z—a)”

(A-n#0).

f(@)=[Ap+A4,(z—a)+ A, (z—a)*+ - - -]+

Funkcija ff(z) dz biée uniformna ako je 4_,=0, tj. ako je ostatak za pol z=a jednak
nuli. Taj ostatak ima vrednost

- dn—1 ;
(n—1)! o B {@-a)"f(D)}.

195. Odrediti singularitete funkcije
f(@=Q2z+1)[{l—cos (z—a)} (¢ ma kakva konstanta)

i ostatke funkcije f(z) za njene polove.

V. KOMPLEKSAN INTEGRAL I RACUN OSTATAKA

196. Izradunati krivoliniski integral

f ‘—dZ% (la|#r; a i z kompleksni brojevi).
|z|=r |2—a]

197. Izradunati kompleksan integral

J:fgdz
C

4 Zbornik matematiékih problema III
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ako je C:
1° duZ &ije su krajnje tacke —1 1 +1, tj. z=¢ (—1<1<]);
2° polukrug z=exp (it) (n<<t<2m);
3° luk parabole z=t+i(:2—1) (—1<<t<<+1).

Rezultar. 1° 0; 2° mi; 3° 8i/3.

198. Izradunati kompleksan integral
ie”’dz.

|2j=rz+1

199. Izralunati krivoliniski integral

1 (H s -
—_— — - dz (¢, a, b parametri),
2nic (z+a)(z—b)?
gde je C krug |z|=r (r>]a|, r>|b|).

Proveriti da li je, za slufaj b —a, rezultat

2 hthbr o alf YA b
a+b (a+b2

Sta ¢ée biti ako je b=—a?
200. Proveriti rezultat

dz
| ARG e T N oY e ST
c @+1D)(E—1) ¥

201. Izradunati krivoliniski integral

s rirodan broj).
12 (52458 il "
2

lz] =

202. Izradunati f {f(2)}?dz, gde je
c

f@=z(2z—1)/(z—2) i (C) krug cija je jednalina x2+y*—4x+3=0.

Rezultar. 168 ni.

203. Izraunati krivoliniske integrale:

1 yg e2”~52dz' 20 ‘ﬁ z(2z2—1)
B T * (2%+ 1) sin (r/z%)
|=r

|2

z
3° dz.
e L

| z{=r

z—ii (=l
2
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204. Proveriti rezultate:

10 f %% 4, _2ri(cotg 1—1);

|21=22(—1)
o :—lj—ln, C) x*—xy+y?+x+y=0.

f1+z4= W

205. lzraCunati integrale:

20

1° f e~z "ldz; 2° j}ge’(z—l)—"dz;
Jz]=1 L2 j=2

3° 5£ zdz[{(z—1) (z—2)- - - (z—n)}
| z|=3/2 3
(n prirodan broj).

Rezultat. 1° 2(—=1D"xi[n!; 2° 2mie/(n—1)!; 3° (=1)"12xi/(n—1)!.
Generalizacija. 1zratunati krivoliniski integral

§ — R
—1)(z—-2)---(z—n)

gde je v prirodan broj i f(z) uniformna funkcija koja nema singulariteta u krugu
|z|=r (v<r<v+1).

Mogle bi se navesti 1 druge generalizacije, ali se to prepusta itaocu.

206. Izracunati krivoliniski integral
dz

T >
Cc 2—cosz

gde je C segment prave koji spaja tacke ilog3 i %ilog 2.

Uputstvo. Staviti exp (iz)=t.

207. lzratunati § tgmzdz  (1=1,2,3,...).

| z|=n

Rezultat. —4ni.

208. Izracunati krivoliniski integral _‘ﬁ dz/shz, gde pozitivan broj r nije

|z|=r

oblika N= (N prirodan broj).

209. Tacka z opisuje krug (C) polupreénika r sa centrom u tacki z=1.
Odrediti sliku ovog kruga pri preslikavanju funkcijom f(z)=(3+2)/(1—2) i
ispitati kako varira ova slika kad r varira.

Ispitati da li integral fﬁf(z) dz zavisi od r.
C

Rezultat. Vrednost -integrala je —8mxi.

4
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210. IzraCunati krivoliniski integral

sin z

_ﬁ dZ.
|r]=21+2+2%+2
211. Izradunati krivoliniski integral
dz g .
= _— (n prirodan broj)
|z[=1(2—a)"(1—b)"
u sluéajevima:
1* |aj<lb|<1; 2* lal<b=|bl; 3 N<lal=lbl
Rezultat.
27i(2n—2)! A i

1° I=0; 2° I=(—1)y"—t ;
(n—1)1 (n—1)! (a—b) 21

Generalizacija. Ako je r#a i r#b, izraunati dati integral duz kruga |z |=r.

212. IzraCunati krivoliniski integral
1 | 1
J= }f P(2) {exp7+expz—_:1~+ <+« +exp z—_k] dz,
|z|=r

gde je
P@2)=ay+ayz+a,z%+ - - - +a,z¥,
i gde je r=const# N(=1,2, ...,k).

ReSenje. 1° Ako je 0<r<1, tada se u konturi nalazi samo jedan singularitet funkcije

g 1
f@=P@ 2 exp—,
v=0 oF

i to je esencijalni singularitet z=0.
Ostatak funkcije f(z) za z=0 je koeficijent uz 1/z u razvoju

1
(a0+alz+---+akzk)(1+—+— — - )
e A
i njegova vrednost je
a, ar
Res Al e gV e e
z=0 (@)} =4 2! (k+1)!
Prema tome je
$ [P()i l]d S O<r<1)
z exp ——dz=2ni —rT <r<l).
TR ot e ) o+ 1)

2° Integral J moZe se napisati u obliku

Jv, Jy= f P (z) exp dz (0<P< 1)

(V] [z—v|=p

J=

TV

M=

Integral J, ima vrednost

1
Juv=2ni Res [ P (z) exp —} .
¢ e

Z=Vv
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1
Da bismo odredili ostatak, stavimo z—v=¢ u P(2) exp— , pa dobijamo

P'(v) P’ P® (v) | e s
etP(t+v) ={P(V)+ t+ 12+---+——1k]><{1+— — }
(){() 11 2! ! 1 bR e S
Koeficijent uz 1/t je
P 1 11"'() 1 11’"() 1 : P
1§ T 7 e v)+ - - i
11 21 2131 BB el
Iz ovog sleduje
k
1
Fy=2mi > — P® @)
Lot (s+1)!
Ako je v<r<v+1, tada je
v k 1 1 )
J=2ni — PG ;
IZO ZO s! s+1)! @)
Ako je r>k, tada je
k Kk
J=2ni P® (p).
g Z 51 (s+1)! ()
Generalizacija. 1zracunati integral
k
35 (Zav zm— V)(Z bvexp )dz,
lz]=r\y=o —0
gde je r pozitivna konstanta # 1,2,...,k.
213. Izracunati krivoliniski integral
1
(1) $ 2 @)z,
2ni R
gde je
f@)=ay+ayz+a,2*+ - - - +a,z".
Refenje. Izratunajmo prethodno sledeéi integral
L_ 35 2 z9dz
2 VRGLR
Posle smene z=re'® taj integral postaje
2n
1 ppra+l , i :
3 — b paq T [ ori-0i; gg FHarLsptl
@ 250 ey ¢ 27 Of %

gde je 82 Kronecker-ov simbol.
Integral (1), na osnovu (2), postaje

1
2ni

ff)- zn—1|f(z) [2dz=

|z|=r

2ni
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1 I
M= M=
iMa (M-
B =N
'ea .uﬁ
S 5|
~

£

+

3

+

<

oz

Qo

+

1
e

= a,a,r.
214. Pomocu racuna ostataka izraCunati integral

e dx

J(a) = s e (a>0).
f (x*+ 1) (x2 + a%)?
Resenje. Posmatrajmo krivoliniski integral
9&* dZ
¢ @D (e
duZ konture I" naznalene na slici. i
)
4
A 0 8 «x

Poluprecnik kruga r treba uzeti dovoljno velik da u ovoj konturi budu polovi

\ 2 V2
Zy="—(147), zy=X—(—1+1i), zg=1ia,
s ( )z 3 ( ) 3
odnosno polupre¢nik kruga r treba da je veéi od max (1, a).
Prema teoremi o ostacima je

+’___ dx X a ire6idf
f (xt+1) (x%+a?)? j (rt et® + 1) (r2 e29i + a?)?
0

= !

)

3
=2xi z Res {—1 }
iy =z L (2t + 1) (2% +a?)?

Kako je b
i ire®df

g rd@
f (riet®i +1)(r2e?6i + g2
0

S /ir4e‘9i+1\]r2e29i+a‘l
0

posle primene formule
1 1

‘.21“*‘22' \||Z1|_lz‘z|

>

biée
Lk rd0 Tr

f[}7e4ei+1[]r2e2ei+a2\2 (=1 (r2—a)?
0

-0 (r—>o).
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Prema tome, ako r— oo, formula (1) postaje

: 1
J(a)=2ni y Res [(—24+1)(22+a2)2} ;

k=12z=2z
Ostaci su:
2y Zy ye 1 ( 4ia8 1
—4i(i+a%)?’ 4i(—i+a?’ 4a2(1+a¥)\ l+a* ia
se, na kraju, dobija S5at+1+a3+/2(a*—2 a*—1)
J(a)=— .
@ 2a8 (1 +a%)?

Primedba. Kolika je vrednost integrala J(a) kada je a<0?

215. Primenom rafuna ostataka izraCunati integral

}‘7 X+ 5x2+4x+45
e e e b U, it ey
(% +4) (x2 +9)?
216. Izradunati integral
(=] xs
I= | —
fxs 1
0
Resenje. Posmatrajmo krivoliniski integral
ZG
36 ol dz,
5 A
gde je kontura C sastavljena od otsetka x-ose od —r do +r i od polukruga
lz|=r (y20).
Modul integrala duz polukruga ima vrednost (z~rei0)
r e’ %! > r Tr?
e ece—— ; § do= -
lof's"s‘“Hd \Of,s_l vl e

Prema tome, dobijamo
8 b

jﬁ . dz—f i dx+o(1)
é28+1 #2410 3

Kad r—e0, poslednja relacija postaje

+e s

) [ x;‘H dx=27i > {Res f(2)},

Z=Zp

—oo

gde se sumiranje odnosi na polove koji leze u konturi C.
U konturi. C ima &etiri pola i oni su definisani formulom

2k+1
R R R

Ovim polovima odgovaraju ostaci

BT s 1 ( 2k+1 )
es f(z2)=—exp|— Ai
Z=2Zy 8 8
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1 njihov zbir je
1 n 3 Sx Tn
—{ cos — +cos — + cos — + cos —
( 8 8 8 8 )

A .\ B ., Snw Ak T
——j | sin— + sin — + sin — + sin — }_
8 ( 8 8 8 )
Kako je

n Tn ] 3x Sn
cos— +cos—=0 i cos? +cos?=0,

1 ¢ . 71:) ( S 3m X 5:1)
—— il (sin— + sin — | +| sin— + sin — } |,
8 ( 8 8 8 8

zbir ostataka je

tj.
1 3 n 1 \/ 1
——i|cos— +COs— |=——i[l+—=1/2"
¢ b ( 8 8 ) 4 2 V2
Na osnovu ovog relacija (1) postaje
o= kg 1
dx=—\/1 +—=4/2,
f x84+ 1 2 2 \/—
—c0
te je
x 1 =
I=— /1 T B
a N "2 v
Generalizacija. IzraCunati integral
x2n—2
f—— dx (n prirodan broj).
X241
217. Dokazati formulu
2
f“ dx 2xsgnc Tk Ini brojevi; et b Bi5:0)
: = a, b, ¢ realni brojevi; c2—a*—5b2>0).
acosx+bsinx+c +/ct—at—b? ;
Refenje. 1° Ako se stavi eix=z, dati integral dobija oblik
2 dz
J=— _—,
i P(2)
[z]=t
gde je

P(2)=(a—ib)z:+2cz+(a+ib).
Nule polinoma P(z) su:
—c;!:\/c’—aZ—bz
HpopE
a—ib

Kako je z, z,=(a+ib)[(a—ib), bice |z,| |z,|=1, §to zna&i da se samo jedna od nula
zy i z, nalazi u krugu |z|=1.

Prema Cauchy-evoj teoremi je
J=4x Res {1/P(2)},
z=2z
gde je z; ona nula polinoma P (z) koja se nalazi u krugu |z|=1.
2° Neka je |z |< 1, tj.
0))] <l.

—c +y/cE—at—b? |
a—ib
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Ako je ¢>0, tada poslednja relacija postaje
c—~/E—ar—bi<[a*+ b2

Zbog ct>a*+b? je c—+/cE—a*—b*>>0, te se, posle dizanja na kvadrat, dobija
(¢E—a2—b)—c~/ A—a?— %< 0.

VeE—a—bh<e, tj. —a*—b2<0.

Odavde sleduje

Ova nejednakost uvek je ispunjena ako je ¢>0.
Ako je ¢<0, tada je
—c+r/cE—at—br<at+ bR

Buduéi da su izrazi koji se nalaze na obadve strane poslednje nejednakosti pozitivai,
posle dizanja na kvadrat dobija se

\/?_—a“—b2<c,
§to je apsurd ako je ¢<O.
Prema tome, ako je pol z=z, u krugu |z|=1, tada je ¢>0. VaZi i obrnuto: Ako je
¢>0, tada je pol z=z; u krugu |z|=1.
3° Ako |z, |<1, tada je ¢< 0, §to se pokazuje kao pod 2° -

4° Kako je

Res {1/P(2)} =

2=z, a—ib z;—z,

Res{l/P(z)}=L_ i

7=z, a—ib z,—z,

dobija se formula koju je trebalo dokazati.

Primedba. Do ¢&injenica dobijenih u tatkama 2° i 3° dolazi se jednostavnije ako se
dokaze da je

lnl<lznl (>0,
ke 2 |zy| > |z, (c<0),
§to nije te¥ko udiniti.
218. Dokazati formulu
2n
e iz 2 ] (a, b, ¢ realni; ¢*—a%2—b%>0).

: (a cos x +b sin x + ¢)? (c‘ﬂ—az—bz)”2

219. Izradunati integral

2n
JEf e“SFcos(sinx)cosnx dx (n=1, 2, 3,...).

0
Refenje. Uporedo sa integralom J uodimo integral

2x
IE[ e® ¥ cos(sinx)sinnx dx (n=1, 2, 3,...)
0
i njihovu kombinaciju
2n
¢9) J+”5f e%%% ¢ oo (sin x) dux.
0
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Izraz ¢®%%* cos (sin x) moZe se napisati u obliku

1 i 2 1
i {ecosx+|smx+ecosx lsmx}’ 4. ? {exp (e«"')+exp (e—xl')}_

2
Ako se stavi exi=z, kompleksni integral (1) postaje
1
() = 9§ "1 (e* +ell?)dz.
Py \ z \ =1

Kako je n>> 1, integral (2) ima vrednost

n Res {271 el/7},
z=0
Buduéi da je
| |
=54 o Bl - et iy
z- 24 g2 z"
ostatak je 1/n!.
Prema tome J=nfn! i I[=0 (n=1,23,...).
Primedba. lzraCunati integral J za n=0. Takode izraCunati integral

21
f €“%% sin (sin x) sin nx dx (n=1,23,...).
0

Bez teskode se izraCunavaju i neSto opstiji integrali:

2n 2n
f €%°%5% cos (asin x) cos nx dx, f €“°%* sin (asinx) sin nx dx  (a = const).
0 0 i

220. Dokazati formulu
14
e f(2 cos f)"tecos(n—k)tdt = (" Zk) ™ (n, k prirodni brojevi).
0

Polazeéi od navedene formule, izvesti

2n " e 11
dx_(2rz ntt

+
I= e n prirodan broj).
lf — x2)1/2 2! P i

ReSenje. Ako se stavi exp (2it) =z, izraz
n T
J+if (2cos )"k sin (n—k) tdr, . f(zcost)"+k {exp (n—k) ti} dt,
0

postaje

1
Jr=_— f (z + 1)tk dz [ zk+1,
2@ o

Ostatak za pol z=0 reda k +1 funkcije (z + 1)*+k [ zk+1 je

("}: k) odnosno (" +k> !
n

PrematomejeJ*E("j,:k>n- i Jz("zk>:r.
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221222/
Primedba 1. Da li poslednja formula vaZi ako je n=0 i £#0, ili k=0 i n#0, ili
=01ik=0?
Primedba 11. lzraunati J polazeéi od
4+
2J= f(zcosz)"+kcos(n—k):dr
-

i stavljajuéi exp (it) =z.

221. Dokazati formulu

| k=
— 1 n 1 A (n=k) = 2 :
2% [ (2cos e 1) 005(7 "—k)tdt ~{('(‘) e (n, k prirodni brojevi).

Upatstvo. Ako se pode od identiteta

1 7 >; it _7“ n % int n—v ;,,;_i, 7
I G 141 R
7o

dobija se

222. Izradunati integral

2ﬂ(1+2cost)"cosnt
i AL (— l<a<%; n nula ili prirodan broj)-

f l—a—2acost
0

Refenje. Posmatrajmo integral
n ""
( 1 +2cos n"e dr

J==
f l—a— 2acost

i stavimo e =2 Tada se dobija
1 2 n
J=— B i i, ) dz.
i] I=1 (l—a)z—a(z2+1)

Racionalna funkcija (z2+z+1)"/{(1—a) z—a (z*+1)] ima polove:

Zisai =——[l—a:h\/(l—a)2 4a~] (a #0),

-0 (a=0).

Kako je
(1—aP—da*=3(1+a) < ——a)

i kako je, prema pretpostavci, —1<<a< 1/3, navedeni polovi su realni.
Bududi da je z; z,=1, zakljuéuje se da se jedan od polova nalazi u krugu |z\—1

drugi van ovog kruga. Pol

[l~a VA —aF—4a]

Zy =+

lezi u krugu |z|=1.
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Ostatak za pol z=z, je
(l—a—\/l—Za—3 a? )" 1
24 Ji i im

Za —1<a<1]3 ostatak je realan, pa se primenom Cauchy-eve teoreme na integral J
dobija

(a#0).

27 Sl
l (1+2costy'cosnt . _ 27 l1—a—/1-2a-32\"
M 1—a—2acost V1—2a—-3a? 2a®

1
<a;é0, —1<a<?).
Za a=0 integral J postaje
1 dz
o= z0 sz £ )P =g
i fﬁ ( ) 2
|z]=1
Vrednost ovog integrala je 2w, pa je stoga
2
2 f (1+2cost)'cosnt dt=2n.
(]

Primedba. Ako se pode od (1) i pusti da a—0, dobija se formula (2). — Proveriti
ovaj rezultat.

223. Pomo¢u raduna ostataka izracunati
/2
J= f cos" x cosnxdx  (n nula ili prirodan broj).
0
Refenje. Kako je funkcija cos”x cos nx parna, integral J moZe se izraziti u obliku
i +m/2
Ja== cos” x cos nx dx.

2
—n/2

1
Smenom x it integral J postaje

14
1 1 1
(€)) JE—fsin"t(cosntcos——nﬂ:+sinntsin—mr) d:.
2 3 2 2

Razlikovademo sluéajeve: 1° n=2k i 2° n=2k+1 (k prirodan broj ili nula).
1° Bududi da je coskn=(—1)% i sin k=0, integral J postaje
b1

f sin* ¢ cos 2k dr.
0

{—L}¢
2

Jop=

Kako je sin?k rcos2kt parna funkcija po #, poslednji integral moZe se napisati u
obliku

) +n
JzkET sin?k ¢ cos 2kt dt.

Uporedo sa ovim integralom uoimo integral

(s 2R
iy sin* ¢ sin2 k ¢ d:

-
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i kombinaciju
+x
" (=¥ 3 e
Jzk+112kz—4— sin? ¢ e*ktidy.
b
Ako se stavi e =z, poslednji integral svodi se na

22— 1)2k
Jzk+i12ks—i-2—2k—2vf Sbhid P
-4
|z]=1

Ostatak za pol z=0 je 1, pa je stoga
Jop +ilyp=2"2k"1g,
Odavde se dobija
Jop=n[22k+1 [, =0.
2° Za n=2k +1, integral J, definisan relacijom (1), postaje
(kT :
Jzk.;_lzT sin?k+1f sin (2 k+1)rd¢,
0

1 1
jer je cos7(2k+l)n=0 i sin7(2k+l):r=(—1)k.

Dalje je
(=1 77 )
Jgk+1E—4— sin?k+1¢ sin (2 k+1) ¢ dt,

—N

bududi da je integrand parna funkcija po .
Ako se formira kombinacija

(—l)k =g
Ly + i = [ sin¥+1s eChantidy,
-7
gde je
+n
— 1k
[2k+lzuf sin®+1¢ cos 2k +1)1d1,
A -t

tada se, posle smene exp (it) =z, dobija

1
Lopeqy + iJppe 4y = —272K—3 fﬁ — (2—1)*+1dz.

[z[=1
Ostatak funkcije (z2— 1)%+1/z za pol z=0 je (—1)2%+!, Na osnovu Cauchy-ove teoreme je
Logq +iJop =7 j.0—2k—2
Lg+,=0, Jopy =] 2%+2,

Prema tome, dati integral J ima vrednost w/27+! (n nula ili prirodan broj).
Generalizacija. Navedenim postupkom izraunati integral
2
J,,,.:j cosnx cosrxdx (mre{0,1,2,...}).
0

224. Izradunati integral

T

sin? x
( dx b; ab#1).
(‘)}(1—2a005x+a3)(l—ZI)costb-z) - (a# a ‘/4_ )
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Resenje. Smenom e'* =z integral
+n
J= f sin?x dx/{(1—2a cos x +a%) (1—2b cos x +b%)}
-n
svodi se na kompleksan integral
1 (22_ 1)2

4 z(az—1)(z—a) (bz—1)(z—b)
1

z|=

Funkcija f(2)=(22—1)?/{z (az—1) (z—a) (bz—1)(z—b)}, ako je ab#0, ab#1, a#b, ima
pet polova prvog reda: 0, a, 1/a, b, 1/b.
Ostaci funkcije f(z) za ove polove imaju sledece vrednosti:

Res (f()} = 1/(ab);
Res {/(2)) =(@*=1)]la @~ 1) @—B)];
Res /() =6~ D)/1b (@—1) 6-a);
Res (/@) =(1 =) la b—a) (1—ab)];
Res (£(2)) =(1=6) 16 (a=b) (1—ab)].
Primenom Cauchy-ove teoreme o ostacima, ako je ab+# 0, ab+# 1, a # b, dobija se:

n PP
sin® x 14

Q4 matill
of(l—2acosx+a2)(l—2bcosx+b2) P l=a

(la]<1, |b]<1);

B AL . (Ja|>1, |bl<D);
~ 2a(a—b) ; :
"
o e 1, |b|>1);
i (laj<], |b|>1)
e B L e by
2ab (ab—1)

Treba jo§ prouditi slu¢ajeve koji su iskljudeni iz posmatranja.

225, Izradunati integral

ki ¢
Ef sin®* x dx (n nula ili prirodan broj).
0
Refenje. 1. Ako se pode od formule
. 'l (—n" 2n 2n 1 2m!
sin?n x = F[cosan—( | )cos(Zn—Z)x+( 2)cos(Zn—4)x+ s +(—l)"? (a1 }
neposredno se dobija
n (2n)!
"~ gan (n)? )

' II. Ovaj se integral moZe izraCunati pomocu rauna ostataka. U tom cilju posmatrajmo
integral
+x +n

Jp+2il,= fsin”"—lx(cosx+isinx)dx= feixsinz"‘lxdx.
- =
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Ako se stavi eix=_z, dobija se

(_l)ll (22_1)2"—1
22n—1 %
|z]=1

Jp+2i l,= dz.

z2n—1

Koeficijent uz 1/z u izrazu (z2—1)2""1/z2"~1 ima oblik (—1)”" (2 "n—l), jer je
@ttt mgmme (2P st (P Dt et

Prema tome je

R 2n—1
Jp+2il,= 22"_2( " )

QOdavde izlazi

T 2n—1
7,=0, I"=i'27——1( 4 )

Dobili smo, dakle, isti rezultat kao ranije, jer je
,(2n—1)_Cn!
noo) (ahE
IIL Integral I, moZemo izralunati i na sledeéi nalin. Smenom eix=z integral 217,

postaje 4
(P 4 )

2en Z2n41
lz{=1

21,= dz.

Ostatak za pol z=0 je (—1y <2n”>, jer je

2n

(22—1)2"524"—(21") An—2 4 ... +(..1)'1(
n

)22"+--- +1.

1
Prema tome I"=2‘7(2">' To je isti rezultat koji smo ranije dobili, samo sada u
n
drugoj formi.
1V. Formula

e T [2n
8} I, _f sin®" x dx =%(n) {n(>>0) ceo broj}
0

moze se dokazati matemati¢kom indukcijom.
Pretpostavimo da je formula (1) tatna za neko n, pa posmatrajmo integral

x n
Lirs Ef sinz"‘kzxdxsf sin®7+1 x (sin x d x)
0 0
¢ b1
= —sin*"+! x cos x ‘ +(2n+ l)fsinz”xcos2 xdx
9 0

=QC2n+1D)1,—2n+1) I,
Odavde se dobija
2n+1 .
e ey 3
2n+2

o =i(2n)ﬂﬁ x 2n+2>
"2\ n)2n+2 22742\ nal )
Dakle, formula (1) je tatna za n+1 ako je taéna za n.

Formula (1) je ta¢na za n=0.
Ovim je zavrien induktivni dokaz.

1n+1

Na osnovu (1) biée
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226. Izradunati integral

b1 4
_f cosnx
Ly : (cos x +cha)?

(a realna konstanta 3= 0; »n i p prirodni brojevi).

ne—na me—"a
Rezultat. In1=(_l)"ﬁ; 1n2=(_1)"
sh a sh? a

(nsha+cha);

a
gl it i ;eT[(n?—l)shza+3ch2a+3n shacha.
sh”a

227. Proveriti rezultat

+ o0
x%m— xin 2m+1 n+1
f —dx= [ cotg w—cotg ——-n:]
1—x%p P 2p 2p

—0oo

(m, n, p prirodni brojevi; m, n<p).

228. IzraCunati integral

00

f m‘:ﬁ (m, n pl‘irodnl brojevi).

229, Kada su m i n prirodni brojevi, dokazati formulu

T n

A m
7 fcos"‘ T, WL S [ (_;(m+n)> (m+n (m>= n) parno),

0 (u ostalim slu€ajevima).

+n
Resenje. 1. Primetimo najpre da je 2 1= f cosm x cos nx dx i formirajmo kompleksni
—n

integral

+n +n

f (cos™ x cos nx + i cos™ x sin nx) d x (J= f cosmxsinnxdx ) 5

=0 -7
odnosno
+5
2I+iJ= f einx cosm x d x.
—n

Ako stavimo eix =z, dobijamo

1
21+iJ=—

i-2m

f Zh—m—1(z% 4 |yndz,
| iz | ==1

Ako je n—m—1> —1, tj. n—~m>0, prema Cauchy-evoj teoremi o ostacima biée
2I+iJ=0, tj. I=0, J=0,
Ako je n—m—1< —1, tj. n—m <0, tada je tacka z=0 pol reda m—n+1 funkcije

(z2+1)ym|zm—n+1,
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Ako je m—n parno, tada polinom (z%+1)™ ima oblik
22m+<"17)22m—2+<’g)22m—4+ e (i(mrtlkn))zzm_(m_l_n) 5 ek
2

Prema tome, kada je m—n parno, ostatak za pol z=0 ima vrednost

-+( % >z2+1.
m—1

(_12_ (mn—1+ n)) 4

te je
21+i1=ﬁf:<%(m’1”)).
Odavde sleduje
1=§%(_;(,nﬁn)) gy

Za m=n dobija se I=mx[2"

I1. Integral I moZemo takode izralunati, polazeéi od formule

1
{ cosmx + ('{') cos (m—2)x+('g)cos (m—4)yx+.- } :

CcosM x=
2m—1

—

odnosno
k

] (m) cos (m—2 k) x.
=0

A
2m P

n

—z—m

cos x =

Iz ove formule se vidi da se cos™ x cos nx moZe pretstaviti kao linearna kompozicija
izraza oblika cos px cos gx (p, g prirodni brojevi; jedan od ovih brojeva moZe biti jednak

i nuli).
Ako se zatim svaki od ovih izraza napiSe u obliku

1
COS px COS qx3—2~ [cos (p—q) x+cos (p+q)x]

i ima na umu da je
E:§ Eig
fcosrxdx=0 (r#0); fcos rxdx=mn (r=0),
0

0
zakljucuje se da je od interesa samo onaj ¢lan cos rx gde je r=0.

Uocimo izraz
s ) [cos (m—n—2s) x +cos (m+n—25) x].

(m ) cos (m—2s) x cos nx E———(
s 2\ s

M
Ako je m—n—2s5=0, tj. s=(m—n)/2, izraz (1) postaje
1 m
(_1( )(l+c052nx).

2 m—n)

Izraz( 1 (an)) ima smisla ako je mZ>n i ako su m i n iste parnosti.

Zbornik matemati¢kih problema III
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Medutim, ako bi se uzelo, polazeéi opet od (1), da je m+n—2s5=0, dobilo bi se
1
s=—2—(m+n)> 7m,
$to je nemoguéno, bududéi da s zadovoljava uslov 0 <{s<C i m.

Ako je m < n, integral I je jednak nuli bez obzira na to da li su m i » iste ili razliGite
parnosti. Ovaj integral jednak je nuli i kada je m>n, ali su m i n razli¢ite parnosti.

Na osnovu izloZenog, ako je m—n (m>=n) parno, dobijamo
1=L<1 n ):_”_(1 4 )
m —z(m—n) om 7(m+n)
Bolje je upotrebiti ( 1

—(m—n)) nego (—l(m"jrn))’ jer u prvom sludaju izraunavanje
2 2

iziskuje manji broj operacija.

230. IzraCunati integrale:
bi g

e, . 2
cos mx sin x sin mx
s v e b
0

cos mx
_dx, de, 1) - SR
1—2acosx+a?

- dx,
5 1—2acosx+a*

l1—acosx
0

L g

T
f(sin mx) log (1—2acos x+a?) dx, j (cos mx) log(1—2acos x +a*) dx
0 0

(m prirodan broj, a realan broj).

Resenje. 2° Podimo od kompleksnog integrala

+7 ) +7 F - + g -
; sin x cos mx . sin x sin mx sin x e imx
D e P L T P
% 1—2acosx+a? * 1—2acos x+a?
- b

1—2acos x+a?

Ako se stavi eix =z, poslednji integral postaje
B -1
53 2 $ Lt T
2 (az—1)(z—a)
[z]=1
Vrednost ovog krivoliniskog integrala je
xiRes { f(2)} (Ja|<D),
ili o
ni Res {f(2)} (la|>1),
-1
z=a
gde je f(2) =(2—1) zm—1 ] {(az—1) (z—a)}.

Kako je
Res {f(2)} =am—1', Res {f(2)}=a—""1
2Fa z=a—1
dobijamo
1 m—1 .
T sin x sin mx el (lal<D),
AR, SRR 1
5 wyfals
1—2acosx+a ;:ra (Ia]>l)

(m=1,2,3,...).
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231. Pomoc¢u raduna ostataka izradunati integral

/2
szcosz"xcos By Afm or=0-1 200
0 :
Refenje. Najpre je
+7/2
1
J=— f cos? xcos 2 rx dx,
2
—n/2
+7/2 A2
. 1 :
J+i15-5 f cos?x {exp2rxi} dx ( =y f cosz"xsm2rxdx>,
—n/2 — 52
Ako se stavi e2¥=z dobija se
e (z+1)2"
J+il=—rs y§ e

lz]=1
Kada je n—r >0, ostatak funkcije (z+ 1)2#/zn—r+1 za pol z=0 je (

dobijamo
J_,,_J_r(Zn )/22n+1£ﬂ(2n)/22"+1.
n—r n+r ;

Ako je n—r <0, tada je J=0.

Prema tome, imamo rezultat

2n

n—r)' Za taj sludaj

T =3l
T 22141 >r),
f Cosz"xcos2rxdxz[ <"—’ Cmgh)
o 0 (nr—1).
Generalizacija. TzraCunati integral
/2
cosmxcospxdx (m, p=0,1,2, ... ; m+p parno).
232. Ako su a i b realni, tada je
}“ dr 25 @>0)
2 = a>
0 a—ibcost | /paypt >
2x
4 (a<0).

\Jat +p?
Resenje. Stavi li se el =z dati integral postaje

f 2dz

bz2+2aiz+b’
2] =1

Nule funkcije bz2+2aiz+b su

zy,=i(—at~/a?+b%)/b.
Ako je a>0, tada se jedino nula z; nalazi u krugu |z|=1. Ako je a< 0, tada se jedi-
no nula z, nalazi u ovom krugu.
Primenom Cauchy-eve teoreme o ostacima neposredno se dobijaju napred navedene formule.
Interesantno je da je vrednost integrala realna, ma da je podintegralna funkcija imaginarna.

Primedba 1. IzraCunati ovaj integral bez primene racuna ostataka.

25
ds )
Primedba 11, Izralunati integral - f Rl i (a, b realni).
1o a+ibcost
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233. Integraleéi e’?[(z—ia) duZ podesno izabrane konture, ispitati da li je

+o0 ;
G oS X +xsin x

f — . dx=2we-a (a > 0).
x%+a?

— 00
234. Pomoéu racuna ostataka izraCunati odredeni integral

_cosCt=DX gy (n=1,2,3,...; a(la|#1) realna konstanta}.
5 (1—-2acos x +a*)" ‘

Resenje. Uporedo sa ovim integralom posmatrajmo integrale:

+ +n
=] i =
e f cos(n—1)x ds; 7 f sin(n—1) x b fy

i (1—2acos x +a®)" (1—2acos x +a*)" by

-
kao i kompleksan integral
+7
Jy—idy= f

-

e—i(n—x
(1—2acos x+a%"

Ako stavimo eix=z, dobijamo

z|=1

. 1 zv da 1 dz

P} 3§ . 56 .
i [l—a(z+z=Y)+a?]" i(—a)” (z—a)" (z—a—Y)"
| fz|=1

Ostaci funkcije f(z)=1/{(z—a)" (z—a—1)"} za polove a i 1/a imaju vrednosti:

B LG} oo e SRR
es AN M B i, -
ity [(n~1)! dzn1 (z a) }—

n(n+1).--(2n—2)
(n—1)!

-~ (22) i

n—1 (a2—1)2n—1

=(_])n—l (a_a—l)-—Zﬂ-[—l

Res (f(2)} =(—1)"~1 (2"—2) 2y

S n—1 (l_ae):zn—l'
Prema tome, ako je |a|< 1, biée

al
Tt Laq iRt~
1 i n—1 (a2 —1)2n—1

Qdavde se dobija

n
f cos (n—1)x des (2”_2) agh=—n

o <1).
(1—2acos x +a*)n n—1 J(1—g%2n-1 it

0

Ako je | a|>1, tada je

o oy TS oM S
Jl—th—Zn( 5T )(az—l)“—l’

“®e je

ﬂ__c?_s_(_”;l)i__dx=(2n—2) xa"~!
“ (1—2acos x +a*)" n-1 ) (g2—1)2n—1
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Rezultat se moZe saZeti formulom

iy cos(n—1)x aqn—1
et L (2"—2) ' PLRER T U AARA

(1—2acosx+a?)n n—1 [1—q? |2n—1

Primedba 1. Da se prilikom izracunavanja datog integrala poslo od kombinacije J, +1Js,
a ne od J,—iJ,, stvar bi se komplikovala. Zaista, tada je

+5 ;
i l(ll—-l)x
Ltidy= | R AT WA T T
Ao (1—2acos x+a*)n
Smenom e™ =z dobija se integral
1 z%n—2
Jy+iJy=— —dz,
i(—ayn J (z—a)a(z—a Y)n
z]=1

koji je teZe izraCunati nego J,—iJ,.

Primedba 11. R. Luéi¢ je primetio da se navedeni postupak uspe$no primenjuje i na
izraCunavanje integrala oblika

2x 2n ;
f cos(n—1)x i f sin(n—1) x

(a+bcos x+csinx)n

dx

X (@a+b cos x+c¢sinx)n

(a, b, ¢ realne konstante takve da je |a|+|b|+]|c|>0; rn=1,2,3,...).

Primedba 111. Videti sledeé¢i zadatak.

235. Izradunati integral

+x
f COsS mx

———————dx {a(|a| #1) realna konstanta; m i n prirodni brojevi}.
. (1 -2a cos x+a*)"
Refenje. Ako dati integral oznafimo sa J i uzmemo u obzir da je funkcija

sin mx
(1-2acos x+a*)"
neparna, dobi¢emo
T ezm‘c
[ St
i 2a cos x +a*)?

Posle zamene eix =z ovaj integral postaje

1 zm+n—1

i(—a)nm=l —ay" (z _i)n

a

dz @#0).

Ako podintegralnu funkciju oznacimo sa f(z), onda pomoéu Cauchy-eve teoreme dobijamo

27 5
£2k5 5 fif (2),

gde je z, onaj pol funkcije f(z) koji se nalazi u konturi integracije.

) J=

Polazeéi od (1), izratunaéemo dati integral na dva razliCita natina i uporediti rezultate.
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L. Neka je |a|<1 i zy=a. Na osnovu Leibniz-ove formule za izvod proizvoda je

n—1 myn—1
- Bl g Froye g DR
(—a)" z=a (-a)" | (n=1)! dz"—1 (z—_> prs
> o
_ 2n "-'1(,1_1) (m+n—1)! e L (s DT 1
(—a)"(n=1)! Zo\ vV /(mtn—v-1)! n-1)1 (awL)Z"~V—1
a
N El(—l)ﬂ—v—l <m+n—1) (211—v—2) pE 1% v
“(-ar &, v n—1 (@3- 1)2n—v~1’

Poslednjem jzrazu moZemo dati oblik

@ Py i & "i‘ (m+n—1)(2n—v—2) (ﬂ), e

(1—a®in=t = v n—1 a?

Potpuno analogno dobijamo

2 < +n—1\ (2n—v—2
® J=am(a2_1)z,T—i é(m ’\: )( n—1 )(az_l)v (Pl

II. Uzmimo opet slu¢aj |a|<1 i z;=a. Posmatrajmo funkciju
zm+n—1

(z—a)" (z—byr”

h(z)=

Da bismo izratunali Res A (z), razviéemo £ (z) u Taylor-ov red u okolini tatke z=a.
zZ=q

Stavimo li z=a +u, dobijamo
(u_:,_a)m-}—n——l
(—=Drun(b—a—uwyn

h(z)=g(w)=
Odavde sleduje

“4) g(u)=(——1 m+§l ("Hn_l) S qmin—s—1 2 ("'1 ”) (-i’f)i.

—Drun(b—ayr =, s n—1 b—a

Kako je Res % (z) koeficijent uz 1/u u redu (4), dobijamo

z=a

n—1 L5 P sat ik
Res & (z) = 1 z (”H—n 1)(2 n—v 2) am+n—v .
z==q ("‘l)" (b—a)" 450 v n—1 (b—a)"""‘—l

Stavljajuéi b= 1/a, dobijamo

+3n—2 n—1 wit SAFN et LN
Rew £ ()= am+3n Z<m+n 1)( n—yv 2)(1 a))'

2=a (=1 Q—apen-t S\ oy n—1 a?

Na osnovu (1) odavde sleduje

) lefra'"'lfz'l—z "il (m+n—1)(2nﬁv—2) (1—[12>V (lal<b.

(I—a?n=1 < v n—1 a?

Formula (5) je istovetna sa formulom (2). Na sli¢an nacin dolazi se i do formule (3).
Redigovano prema refenju D. Dokoviéa i R. Ludica.

‘Primedba. Pokazati da se do rezultata navedenog u zadatku 234 dolazi ako se u for-
mulama (2) i (3) stavi m=n—1
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236. Integraliti funkciju e~#* duZ pravougaonika koji formiraju prave
y=0, y=b, x=+r, x=—r (r>0; b realna konstanta)

i, puStajuéi da r—+oco, izvesti relaciju

+ o0
™ [ e**cos2bxdx=+/m et
—o0
Resenje. UzeCemo najpre da je b>0. Prema Cauchy-evoj teoremi o ostacima je
+r b —r 0
) [ exdx+ [ e—thiridys [ e-e+®dx 4 [ e—(-r+in2 idy-o.
—r 0 +r b
Bududi da je
b b
[e—t+inridy= [ e=tr=y2).e=2rividy,
0 0
dobija se
b b
~G+iveidy | <e-rt 2dy.
@ ‘fe’!yldy‘ err [ erdy
0 0
b
Kako je f e¥? dy konatno ako je b konaéno, iz (2) sleduje
0
b
‘ [ emtrinridy } +0 {r=s d-sd ).
0
Analognim postupkom dokazuje se
0
‘ [ e vz idy [ g Pr—ry
b
+ o0 +

Kako integrali f e—*" dx i f e—(x+ib) dx postoje kao nesvojstveni, relacija (1),

—c0 —oo
kada r— oo, postaje
+ oo 400
6)) [ e dx— [ etz dx-o.
_w e
“+ o0

Buduéi da je f e—x2 d x=+/n, relacija (3) dobija oblik

—oo

+
eb? f e % (cos 2 bx—isin 2 bx) dx=+/ 7.

—co

Odavde izlazi

+ oo + w0
f e=*2 (cos 2 bx)dx= /7 e=b?; f e—x2(sin 2 bx) d x=0.
~+ oo

Kako je f e~x2 cos 2 bx dx parna funkcija od b za ma kakvo realno b, dobija se
—Qc

formula (*) koju je trebalo dokazati.

237. Dokazati
(1) L ds [ " dx  (@>0).
o XN L o
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Refenje. Integralimo funkciju eiz | (z+a) duZ kvadrata koji obrazuju prave
x=0, y=0, X=r, y=r.
Prema Cauchy-evoj teoremi o ostacima bice

0 ) 0
eix elx—r o
) f x+/ —1dy+ dx+f € idy=o0.
5 xX+a r+iy+a x+ir+a iy+a
r r

Pretpostavlja se da je »(>0) dovolino veliko.
Bez teskodée dolazi se do sledeéih relacija:

r r
ori—y -yd
U‘ et R <k aoen=o oo ra
r+iy+a : [(r+a)® + y2] 12 r+a

r r
X —rd —-r
‘f el ‘<f*e—x—<e—fdx=e—r—>0 (r— +00).
x+a+ir H [(x + a)? + 2 /2 r

Prema tome, kad r— + o0, relacija (2) postaje

-4} ix o 5
i L
f dx—j‘” dy=0.

3 xX+a 3 iy+a

” cos * sin . (ia+y) ey
. 5 5% ia e—
J dx+i [ dx—j‘———l*——dyAQ

x+a X+a Y +a®
i<} o« y

cos x e— smr ae-y
f——dx=fy - d x, f f dy.
o Xta g y+a® x+a yita?

Stavi li se y=ax, poslednja relacija dobija oblik

oos, co
n > —ax
f - tdx-:f 5 dx (a>0).
y x+a : B ot |

238. Pomoéu racuna ostataka izradunati odredeni integral
+ o

e(l,\'
= d O<a<).
f1+e" 3 e )

-0

Resenje. Posmatrajmo kompleksan integral

eaz
dz (0<a<l),
1+e*
c
uzet u pozitivnom smislu duZ pravougaonika C koji je nacrtan na slici.
y

- 21

oM
L o ?—

-R 0 R

Funkcija f(z)=e%/(l +¢*) ima samo jedan singularitet u pravougaoniku: pol z==/.
Ostatak funkcije za taj pol je —exp (ani).
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Prema Cauchy-evoj teoremi je

¥E b 2 g (R+) o
@ 5gf(z)dz:fl—kex x+j 1+ eR+iy i
c R 0
",Rea(x+2ni)d - 9ea(—R+iy)d R o
Sl 5 SR TP L V)= —2xie’ x
e e e By v e
+R 2
Kako je
1/|z1+z21<1/1m
dobijamo
2a
X ea(R+1y) 2meaR
of +eR+ly f]l—eRl T eR_1 '

Na sli¢an nadin nalazimo

| 0
| ea{—R+iy) 2ne—aR

¢ o nl e a oLy
3 -[1+e—R»Fiy Yy 1-e—R
| an

Kad R— +co, tada je

eaR
— 0, jer je O0<a<l.
2R_1 Jer )
Kad R —» +, tada je
e—9R
— — 0, jer je O<a< 1.
1—-e—R

Kako integral J postoji kao nesvojstven, relacija (1) kad R — o postaje

oo ax s ax
e ” 3 ea i
= dx—e?nia / — dx=—2mie"q
] ex o T
— —oo
Odavde izlazi
-+ o0
eax T

j ——dx=— L
1+ex sin ma

Primedba 1. Ako se ovde stavi eX =1, dobija se

. ija—1 T
[ s (0<a<1).
1 sin ma

Primedba 11. Da li ovaj rezultat vaZi ako je @ kompleksan broj takav da je 0<Rea<1?

239. Ispitati da li je

1

a = 7

f)—c =l AV (—l<a< +1).
1+x2 2 2

Resenje. Podimo od integrala (videti prethodni zadatak)

+oo
(1) i il (O<a<l).
1+ex sinwa

Stavimo li ovde e*=t2, dobijamo

* j2a—1 P
[ —dt=— 0<a<1).
1+1¢2 2sinwa
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Ako ovde umesto 2a—1 stavimo a, biée

0
19 T 14 T na

2) f -dr= = = sec —-
>
0 1+1 25inn% ZCOSJ%I ¢

Rezultatu (2) dacemo sledeéi oblik

1 ©
a a 7
(3) / iy, e Gy PO
14122 > 1412 2 2

(—l<a< +1).

(—l<a< +1).

Drugi integral u poslednjoj relaciji, posle zamene #=1/x, postaje

5 ta . a (d ! a
% x X7
f di== [ ——rha fieomedy
1412 1 LWl e B
+1 e L X o &5
x‘.’.

Na osnovu ovog rezultata, iz (3) sleduje

240. Primenom raduna ostataka izradunati

DO g
J= X Ldx O<a<1).
b 1+x

Refenje. Posmatrajmo kompleksnu funkciju
g(@)=2"1(1 +2z).

Jedini njeni singulariteti na konacnoj daljini su: z=—1
(pol) 1 z=0 (kriticki singularitet). Pretpostaviéemo da argu-
ment promenljive z varira od 0 do 2a. Ovako odabrana
grana funkcije g (z) je uniformna u i na konturi naznale-
noj na slici, gde je R (> 1) polupre¢nik vedeg kruga i
r (< 1) polupretnik manjeg kruga. Ozna¢imo sa f (z) izabra-
nu uniformnu funkeiju.

. Prema Cauchy-evoj teoremi je

za—1 z9—1 za—1
(1 dz+ dz+
0 f1+z fl+z 1+z
AB BCB’ BA A'C'A
Za 0 <a<1, biée
2 2a
za—1 Ra—1g(a—1)0; - R4
Wi bRl
i i —
pop 172 -4 + Re 4y
Analogno ovome dokazuje se
t [ r@dz|~o Er=r 0
‘Aaca

Integraliti duz duZi 4B znali staviti z=x (x realno) i uzeti

za—1 xa—1

f1+zdz=fl+xdz.
AB r

Kad tatka z, polazeéi od B, stigne u B’, njen argument u taki B’ je 2=,

-t

— dx:-ﬂ—secL (—l<a<+1).
. = 5

L ,a—1
dz+j 2 dz=27i Res {(f(2)}-
1+z ze=—1

1240
A 8
A 8"
(R—0)

od r do R. Dakle
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Prema tome duZ otsetka B4’ je

zﬂ—1=e(a—1) (log | z|+2m ) =eZ:{i (a—1) e(a—l)log]z|

:Oa_l_CZIri(u—l) (lZ';O).
Stoga je ‘ ‘

r

3} . pd-1
gm0 5 g
1+z % 1+p

Ostatak funkcije f(z) za pol z= ~1 je

lim za—1=(eni)d=l=emi(a—1),

z——1
jer je argument, po ucinjenoj konwenciji, jednak 7 u tacki z=—1,

Ako sada pustimo da R—o i r—0, relacija (1) postaje

® a—1 0: gty
[T dxrerni@-n [ Z—ogrieTiteD,
J 1+x 1+x
o0
odakle je
e eTil@a—=1 i
dx=20 i g = -,
0f1+x Tl oe2mit@=D sin (a—1) «

Kako je sin (@ —1) 1= —sin axn, poslednja formula postaje

“ xa—1

T
f——dx=, O<a<l).
1+x sinan

Primedba 1. Videti zadatak 238.

Primedba 11. Da li ovaj rezultat vazi ako je a kompleksno tako da je 0 < Re a<1?

241. Primenom raduna ostataka izralunati
xa
f—l- —dx (—l<a< +1).

Resenje. Posmatrajmo funkciju g (z)=2z4[(1+2% kompleksne promenljive z. Jedini njeni
singulariteti na konacnoj daljini
su z= 4/ (polovi) i z=0 (kriti¢ki iy
singularitet).

Funkcija g (2) je multiformna,
jer je
alogz >
g(z)=e (14 22).
Ako argument promenljive

z varira od 0 do 2=, tada se do-
bija unifermna funkcija

(] [}
logz=log|z|+i0 ) V\L - [ ]
§

(0<o<27).

Y

Prema tome, funkcija
f(z)=e? (log I:\+iargz)/(1 +2%) (0<Largz <2n)

uniformna je u i na konturi ' (videti sliku).

Talka z opisuje konturu [' u direktnom smislu polazeéi od tatke A. DuZ otsetka AB
je r<<z<R (r i R polypretnici krugova ito r<1 i R>1).
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1 il2
Res Ly e,
z=i 2]
Prema Cauchy-evoj teoremi bie 3
(1 ff(z)dz+ ff(z)dz+ ff(z)dz s jf(z)dz xedTil2,
BB’ BA yo
Uo&imo modul
E§
a aet . L
‘ff(z)dz’ 'f R Rie"'de'g R dp e B
= 0 1+R2e20 o Ri=l R—
Kad R-s o0, koli¢nik R?+!/(R*—1) ponaSa se kao R4~ 1. Ako je a< 1, tada
‘ ff(z)dz!ao oA ey
BB
Na analogni nacin utvrduje se da za —1<a vazi
‘ff(z)dz -0 ako r—0.
AA
Relacija (1), ako R— o i r—0, postaje
L) . 0 o8
' X _Lami :(1/2
(2) / 1_‘_xzdx e f e dx=mne?
jer du otsetka B’A’ imamo z=e"'|z|=—p=—x.
Iz (2) izlazi
2 a ain/2
f X AT e
d 1+x? 14 @7
odnosno
xa
f —dx=—sec— (—l<a< +1)
1+x2 2

o)

KOMPLEKSNI BROJEVI I KOMPLEKSNE FUNKCIJE

Argument tacke z kad stigne u B’ je . Stoga je, duZ otsetka B’A’,
f()=e? BIIFTD 11y 4 (2] ™))
=M pa (14 0?) (p=|z]).

Ostatak funkcue f(z) za pol z=i je

ea(log |z|+iarg 2)
R (0<arg z< 27).
z—>

U posmatranom sludaju je 1z |=1, argz=n/2, te je

Videti zadatak 239,

242. Pokazati da je

J=f L e L T
4 9
1+ x%) X

ReSenje. 1. Posle smene x=e¢» dobijamo

3
+eo Y

e
f —ydy
14+&%

—_—0

[242
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Posmatrajmo kompleksne integrale:

3
6’72
12) X:;}Q,, zdz=,ﬁf(z)dz,
1+ %2
C C
3
& - eTz
: Y=56 dz=§ﬁg z)dz,
1+e% (=)
C C

gde je C pravougaonik pretstavljen na slici.

J4
o~ G
- R+-2%C Lhe i 2*25\‘,
lyl\c
i
b 5 7
-R g FRUN LIRS

Jedini singulariteti na konaénoj daljini funkcija f(z) i g (z) su polovi, odredeni jednacinom
3=,
tj.
i
) Ze=Qke+ 1) (k=0, £1, £2, ...).

Interesuju nas samo oni polovi funkcija f(z) i g(z) koji se nalaze u konturi C. Postoje
samo tri takva pola koji se dobijaju iz (4) za k=0, 1,

Jednostavnim izraéunavanjem ostataka funkcija f(z ) i g(z) za ta tri pola, dolazi se do
sledec¢ih rezultata:

, ni ] T
T polovi e i 3—
X ; | 52+/2
Res f(2) T‘/T - T\/——(1+ 3 —Tl%/—(—lﬂ')
| oLt
Res g(z)‘ ﬁ(—l—z) l/z—(l—z) %(l+i)

Na osnovu Cauchy-eve teoreme nalazimo:

“2\9/5(7”),

) Xu-2:rizResf(z)=2ni(l—i+3+3i—5+5i)ﬂ_l\ézz-

V2_71V2

(6) Y=2m'2Resg(z)=2nf(—1—f+1—i+1+z)“___



78 KOMPLEKSNI BROJEVI I KOMPLEKSNE FUNKCIJE

S druge strane je

3 3 '
7 v 5 (Rtiy)

@) X= f (R+1iy)idy

e
dy+ ———t
1 +e3y Y of 1 + e3(R+iy)

LR 4(_H 270

25
- f (y+2ai)dy— f

( R+iy)

R+iy)idy.
1+e8(~ R+:y)( L
VaZe sledeée procene:

2%
| f(R+iy) |< :R I\/IT"‘+4.12 O<y<27),
SR _

3
—?R

|f(—R+iy)| < —l" SVRTAT  (0<y<2).
._e_

Na osnovu toga, kad R—, iz (7) dobijamo

3 3
+o 7Y +wo 7Y

e
b dy+i +2ri)dy.
f1+eayyytf = ydy

i 0,

—00

(Ovde smo imali u vidu da integrali na desnoj strani poslednje relacije postoje kao
nesvojstveni.)

Odavde izlazi

3
4o g
(8) X=(1+i)J—2x j S dy.
+e®y

-—C0

Sli¢no postupamo pri izratunavanju integrala Y i nalazimo

3 3 :
+R {Y 2 4 (R+iy)
® Y= [ dy+ oo b idy
jl+e3y f1+ea(R+iy)
—R 0
3 : 3 -
+R FO+21h 2 g (—R+i)
e . e b
— f - dy — j————tdy.
1+é8y 1+e3(=R+iy)
—R 0
Ovde vaZe procene:
3
»4—R
R+1i
[ER+iy)| < s
3
—?R
|g(—R+in)|< HT o
Na osnovu toga, kad R—w, iz (9) dobijamo
3
+oo Y 400 —:—(y+2:ri)
e {25
Y= dy-—-f
1+edy 1+éy
—o0 —c0
Odavde izlazi
3
S +o0 g
(10 Y=(1+of dy.
—0
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Iz (6) i (10) sleduje

400 [:‘Ty ﬂ’ﬁ

11 dy=
(11) f1+eayy -

Iz relacija (5), (8) i (11) dobijamo
1 i
J=——a2+/2.
oo’

Ovo je refenje dao D. Dokovié. Ono se moZe znatno uprostiti.
11. Z. Panti¢ naveo je sledede resenje:

Polazeéi od formule

x"" ¢

I(m)= f o = - (>m>0),
nsin X
n
posle diferenciranja, dobija se
mi
dr Dox"'--llogx 72 cosn
rrd sl e
0 (sm—)
n

Stavi li se ovde m=3/4 i n=3, nalazi se integral J.

Ostaje jo§ da se obrazloZi osnovanost diferenciranja pod znakom integrala.

243. Pomoc¢u rauna ostataka izracunati integral

-]

xP
f dx
4 1+2xcosa+xt
za one vrednosti parametara ¢ i p za koje on ima smisla.

244, Pomocu raduna ostataka izraCunati integral

sin? x
x2(1
J xt(l 4

’ T |
Uputstyo. Umesto sin? x staviti 5 (I—cos 2 x).

1
Rezultat. I - o (1 +e—2).

245. Primenom racuna ostataka proveriti formulu

f*’ cosx et X 2k 2n—k)!
I eaymst VT et Lokt (e-Rt

Takode izraunati opstiji integral

©o
cos ax
f dx (a, b realne konstante).
- (b2 + xZ)n+t

79
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246. Pomo¢u raduna ostataka proveriti rezultate:

[246—248

i3 COS hx
1° f —————dx=0 (n=2v+1),

a+bsinx

(—1)yv2n(a—~/a*—b%)"

¥ b"\/az—bz (n=2v)
(a>b>0; v=0,1,2,...);
n
2% fsinchos(2n+1)xdx=0 (m,n=0,1,2,...);
25
30 f(1—2acosx+a_2)msinnxdx=0 (myon=1,2,3,...);
0
P coskx 7 e~kb cos ka i .
: A L et o e S >0; b>0);
SR b e b : %
-—0
/2
; x Q=11 .
5 of costxdx= — o (n=1,2,3...);
s Wi 2n—1 a -70 dx
°[(ax2+2bx+c)"+1 2n ac—bz_-w (ax® 42 bx +c)n
_@n=nl! Ta”
2!l (ac—b¥)n+i
(a>0; ac—b%>0; nprirodan broj);
2n
7° L B M R S
(a—cos x)? (a®—1)%"2 ;

Primedba. Kako ce glasiti formula 4° ako ne vaZe ograniéenja >0 i k>0,

samo b#0.

247, Izradunati odredeni integral
) \/;
x5+1

758

Uputstvo. Izvrditi smenu x =2, pa primeniti raun ostataka na novi integral.

Rezultat. I =%n (/5-1).

248. Proveriti rezultate:

TooxA A /2
f——dx=—7i; £ l. dx=7r]2
5 AR 32 3 14 gtz 4
2n o = o0 2
f 1 cos2xdx=8n(1__l_v3); flog 2
o 2+cosx 2 1+ x2
2 2 l S
cos? 3 x dx=7-t£ a+a® (lal<1;

of 1—2acos 2x+a? 1—a

1
—_— Tra;

8

vec

a realan broj).
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249. Pomocu raduna ostataka izraunati odredeni integral
¥ -
x| x
[P
§ (1+x2
Uputstvo. Prethodno izvrSiti smenu x =12

Rezultat, %:r V2.

250. Pomodéu raCuna ostataka izracunati integral

-}

Z_bz 1
I(a, b)= f : s (a, b realne konstante).
é FEpHY | %
ReSenje. 1° Pretpostaviemo najpre da je @ >0 i b>0 i posmatracemo integral
z2— b? elaz
/@)= —)
%f(z)dz ( ZOEDE, 2
r

gde je I kontura oznafena na slici. y

Pretpostavimo da je r<b i
R > b. Funkcija f(z) ima na ko-
na¢noj daljini samo tri singulari-
teta: z=0, z=+ib. Svi su oni
polovi i samo se jedan (z=1ib) na-
lazi u konturi.

Prema Cauchy-evoj teoremi je

f()dz=2ni Res { f(z

Fff @ Res {£(2)} g .
-R 0 R x
odnosno
—-r R
Qy ff(x)dx+ f@dz+ ff(x)dx % ff(z)dz:Z:rie‘ﬂb.
~E Y1~ F Yo+

Integral duz konture vy, (tj. duZ malog polukruga) uzet je u negativnom smislu. Integral
duZ konture y, (tj. duz velikog polukruga) uzet je u pozitivnom smislu.

Kako je
b 4
RZ+b? ;
@ | [ rodz| T, [earmmed,
Yo+ X
posle primene Jordan-ove nejednakosti
F T
fe—aR sin®df< —: (1 —e—9R)
K. aR
dobija se
| [ roaz] <2 S acmyn0 @ v
z — ——(l—e — — +00).
P S aR Ri—p?

Yo

8 Zbornik matemati¢kih problema III
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Posmatrajmo sada integral j f(z)dz. Tatka z=0 je pol I reda funkcije f(z). U okolini
PLET0
te tatke funkcija f(z) moZe se razviti u Laurent-ov red
1
f(@)=— —+Ag+Ajz+Ay2%+ - -
Z

Polazeéi od ovog oblika funkcije f(z), moZe se izracunati integral
0 0

o
ff(z)dz=—fidcp-s—Z{Akrk%-lif &P kD g gy,
W * e i
Ako r—0, tada ff(z)dz-»:ri.
Y1

Kad R— 4+ i r—0, relacija (1) postaje

gL ; iy j
lim { Phan. oo X_LMM]:ZW-M_,,L

r—0 x%4 bt X x21+ b2 x
R—w ~ —
Odavde izlazi
7 oxt b sin
x2—h2 sinax
v.p. [ - B dx e (ema— ) (@>0, b>0).
a x2+bh2 x 2

Kako integral I (a, b) postoji, njegova je vrednost
I
I(a, by=n ( e—ab —?) (a>0, b>0).

2° Poslednju formulu izveli smo pod pretpostavkom da je >0 i b>0. Integral

w0
I(@ b= [ dx
Ol/ x2+bh? x
ima ove osobine:
I(—a, b)=—1I(a, b); I(a,—b)=1I(a, b), tj. funkcija I (a, b) je neparna po a, parna po b,

Stoga za ma kakvo a i b (ab+# 0) vaZi formula

R R TR
f Carele Smaxdx=:r(sgna) (e—\a“—-l).
x2+b2 x 2
Za slutaj a=0 bice I=0. Za b=0 integral I se svodi na [ e
(; X
; . 1
Vrednost ovog integrala je (sgna) 2%
251. Ako je —r<a< +m, pokazati da je
7 sh ax 1 ¢
J = [ ——dx=—1tg—
o Shmx 2
Refenje. Integralimo funkciju
f(2)=e%[shn z
duz konture oznalene na slici. y
Jedini singulariteti na kona- i Aol
¢noj daljini funkcije f(z) su polovi: s o
zy =ki (k=0, 41, +2. ... ).
U posmatranoj konturi nema I P -

=1

singulariteta. -R 0 T R
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Prema Cauchy-evoj teoremi je

—_r R
exp (ax) - exp (ax) exp {a(R+i y)}
M { sin 7 x dxt ff(Z)dH_j sh n x dx+f sh 1 (R+1y)
- Y1~ k
0
exp {a (x- H)} exp {a(x+D) exp {a (—R+iy)) P
f shw (x +7) T ff(z)d +f shx(x+1i) dx+f sha(—R+iy) L

Integrali f f(@dz i ff(z) dz uzeti su u negativnoni smistu, duZ polukrugova v, i vy,,
Y1~ Yo
&iji je polupreénik r vrlo mali.
Za module integrala

1 A 0 3
Iﬁfgw (aR+iN) ;4. 5~ [ exp {a(—R+ip)} .4
sh w1 (R+1iy) sha(—R+1iy)

dobijamo slede¢e formule

2 eaR . L
L < —0 ako je a<zi R— +o;
enfR—eg—nR
2 ¢e—aR
[Tl ——"————>0 ako je —wr<aiR—> +o.

enR__e—mR

Ako R—w 1 r— 0, tada relacija (1) postaje

shmx

+ao g
@ v. p.[ fexp (“)dx}(1+eﬂ")_ni[R_e%{f(z)}.Rgg{f(z)}].

Ustvari, integrali duZ polukrugova y; i y,, uzeti u pozitivnom smislu, jednaki su proi-
zvodu jz 2xi i polovine ostatka za pol z=0, odnosno za pol z=/.

Bududi da integral J postoji kao nesvojstven, na osnovu (2) , dobija se
7 sh ax 1

a
X = tg— —n<a<+a).
shxx 2 g2 = »

252. Integraleéi e“?/ch =z duZ pravougaonika koji obrazuju prave: x= +r,
y=0, y=1, pokazati da je
+0
eax ) J
(1) f Eh:rxdx = scc;a (—n<a< +).

—oa

Ako se umesto x stavi —x, dobija se nov infegral koji, kombinovan sa
(1), daje

1
f,—dx=secza (—a<a<+n).

— o

Resenje. Funkcija f(z)=eazjch iz u datom pravougaoniku ima samo jedan singularitet:
polz:—-—;- i. Ostatak za taj pol je

Res {_f(z)}-—f—l e
Lain i

2 1

8*
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Prema Cauchy-evoj teoremi je
+r

eax
) _frch —dx +

Posmatrajmo module drugog (IT) i Cetvrtog (IV) integrala u relaciji (2) i procenimo
njihove vrednosti.

Za modul integrala II vaZi majorantna formula’

f ea (r+iy) ea (x+i) 3 ea (—r+iy) F s »ia
4] — jdy=2e¢
a chn(r+iy) it fch-r(x+1) lfchn(—r+iy)l i

1
2e¢"dy 2 ear
|1 < f

b e—:\'r i e:l’r_e—itr
Kad r—++, tada |II|—0, jer je po pretpostaveci a<n.
Za modul integrala IV vaZi majorantna formula

2lezaC

RAAES :
_e—J'(r

e

Kad r—+ o, tada |IV|—0, jer je po pretpostavei —r<a.
Kako integral (1) postoji kao nesvojstven, relacija (2), kad r—+ =, postaje

+-00 — ia
4ox 2e?
f dx=
o chrx e
Prema tome dobijamo
A yar 1

3 dx=sec —a —r<a< +7x).
® f ch nx 2 ( )

Ako se u (3) umesto x stavi —ux, bice

4 d :
(©) f e x=sec7a.

1z relacija (3) i (4) sabiranjem dobijamo

+ o

chax 1
f dx=sec —a (—r<a< +n).
chwx 2

253, Izracunati integrale

+oo =00, 1
f Cos ax i f sin ax . (g B 0)
I O A x% 4 b? i i

i =
Refenje. Podimo od kompleksne funkcije f(2)=ez[(z2 + b?) i integralimo je duZ konture
oznafene na slici (str 54). Funkcija f(z) ima samo dva singulariteta na kona¢noj daljini:
to su polovi z;=bi/ i z,=—bi.

Neka je r (>b) polupreénik polukruga. Prema Cauchy-evoj teoremi bice
exp (ia x)

ire®ido+ f—bl—dx=27:i Res {f(2)}.
z=ib

a f exp {iar (cos 0 +/ sin 6) }

r2e20iy b2
0

Za modul prvog integrala (=I) u poslednjoj relaciji vazi majorantna formula

1< f{exp( arsin 0) } 0.
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Ako se primeni Jordan-ova nejednakost, tada je

1 b13 A
Bk doara o by (r—> + ).

Kad r—» + oo, relacija (1) postaje

+eo .
ex
I WpJen) .

=¥ —ab

S o i
—w
Odavde sleduje
f cos ax L O sin ax 5
Ko f ——dx=
x2+ b2 b ’ X2+ b2
—00 — 00

Primedba I._Da li se diferenciranjem po b leve i desne strane jednakosti

“+o0
Ccos x x
f dx=—¢-b

x4 b2 b
moZe izracunati integral
“+ o
f cos x dx/ (x2 +1)n+1?
— 00

Legitimnost diferenciranja treba obrazloZiti.
Primedba 11. Videti primedbu II u zadatku 254.

254. Pomoéu raduna ostataka izralunati integral

~+ o0
cos X
J s
(1 + x2)®
— o0
ReSenje. Posmatrajmo krivoliniski integral
iz
Tl T g,
ks (1 +2z%)?

gde je I' kontura naznafena na slici u zadatku 214 (O4=O0B=r>1).
Prema Cauchy-evoj teoremi moze se pisati:

+r

ir i AZ
0 J= [ S —drs [ dzeamiRes { ——— 1.
Bt +r2)3 ot I+ zz)3 z2=i | (1 +2z%)?8
Pokazagemo da je
T ir (cos ©-+i sin 0)
@ |J*| = o _‘ U"’ 2L 20,”e do:
BCA( +z) Ly (1+r2e"™')?
ﬂ’,e—r sin © p
———dl<——~ (l—e— 1) >0 (r—
R e e
Iz relacije
: in © ;3 ) 0 G 9
L 2
fe s$in de:f rSlﬂ d0+ f "Slﬂ de zf I'Sln de
0 0 /2
% 7|2

~rsin © . —rsin ¢ r —rsin®
f e d0 smenom O=mx—t postaje — fe : d¢, odnosno j o dO) 4
/2 /2 R 3
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posle primene Jordan-ove nejednakosti

26 i
= <sinb< (o<e< P )

2%
dobijamo
/2 Lep
f exp(—rsine)d0<f exp (—20r[n)dO=(x/2r)(1—e-T).
0 0’

Ovim je formula (2) dokazana.
Ako u relaciji (1) pustimo da r— o0, tada relacija (1) postaje
o0

3 SRR T
€)) f(1+r2)3 r=2mi Res {(1+22)8}.

z=i
— 00

U konturi se nalazi pol IIl reda z=/ Ostatak ima vrednost

; d? ezl T
—lim — — |=——.
2 ;5 dz? [(z—H')"] 16¢

Prema tome, iz relacije (3) sleduje

“+ oo -0 v
cos r T sin r

f — dr=—, f — dr=0
(1+r2)3 8e i (1 +r2)?

-

Primedba 1. Ostatak se moZe nadi i razvijanjem funkcije f(z) =ezi/(l +2%)® u okolini
tatke z=i. Ako se stavi z=i+1, funkcija f(z) postaje

e—1 oti 1 elt

B2 e QiP+1/20)

i e - TR LR L 3
=——(1 fit———— .- ) (1 ———— . ) A
8er? 2 =51 2 4 8

Odavde sleduje da je —(7i)/(16¢) koeficijent uz 1/1.

fU+n=

Primedba 11. Integral J*¥ moZe se majorirati bez primene Jordan-ove nejednakosti na
slede¢i nadin:

t \
r X nr
]J*|<(2—1y}fe—r51ned0<( ;1—)3—>0 (r—>),
r2—1y) P2 1)
0
jer za 0O vazi ‘
0<e——rsm()<1 (r>0),

255. Pomoéu raduna ostataka izradunati integrale:

R ldx; 3° (a>0).

xt+1

- =1 * logx 7 cos (ax?)—sin (ax?)

o Ak 2

0 B g v f : e
0

Upatstvo. 1° Izvr§iti smenu x—1=12
Rezultat. 2° —n%[(8+/2).

256. Pomodu raduna ostataka izraCunati integrale:

T cos 3x i le'cosx
1° =3 X; 28 f v P L 3 ff'---fvdx
H 2+4+cosx 3 (4 cos x+5)> 1+cos?x
i 1 +cosx 4 1
P i1 N e
0 (13—5cos x)? s 5+4cosx

Rezultat. 1° m(15—26[~/3); 2° 5x/27; 3° m+/2; 4° x/48; 5° n/3.
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257. Pomocu racuna ostataka izradunati integrale:

-] + o

1 x2
1° f dx; 2° f dx
: J 1 14

Rezultat. 1° n[3; 2° 7/3.

258. Pomocu raduna ostataka izracunati integral

sin? x
[ dx (a>b>0).
0 9 bcos x

Pokazati da vaZi relacija

1
—dx =EJ (a>b>0).

Rezultat. J=(2z/b®) (a—+Ja*— b%).

259. Izradunati odredeni integral

2

f e * cos (a sin x—nx) dx (n prirodan broj; a realna konstanta).
0

Uputstvo. Obrazovati kompleksan integral

2 2n
j €9 cos X cos (a sin x—nx) dx +if eacosx gin (@ sin x—nx) dx
0 0

i ovde staviti eix =z,

Rezultat. 2nan|n!
260. Neka je data racionalna funkcija
SX)=@y+a x+ - +aunx™)[(by+byx+ - - - +b,x")
(ax, by realni brojevi; @, b,#0; n>=m+2)

pod uslovom da polinom by+byx+ -- - +5b,x" nema realnih nula; tada je
ff(x)dx 2%i > Res{/f(2)},
Z=0
gde je Z Res {f(2)} zbir ostataka za sve polove funkcije f(z) koji se nalaze
Z=0y

u poluravni y>0. — Dokazati.

Primedba. Da li ovo vazi ako su ax, b, kompleksni brojevi?
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261. Data je funkcija
f(@=3z]@E+1).

Neka su:

(Cp polukrug {lzl=R}n{Imz > 0};

(Cy) duz {—R<Rez< —1—r}n{Imz=0};
(C3) polukrug {|z+1]=r}n{Imz>0};

(Cy) duz {—1+r<Rez<R}N{Imz=0}.
Izraunati:

1° $f(@dz  (C=CUGCUGCUC);
C

2° im [ f(z)dz;
R—>o (eh

3° lim ff(z)dz
r—0 G,

Na osnovu dobijenih rezultata izradunati Cauchy-evu glavnu vrednost
integrala

piad e,
il _-[o x84+ 1 e
Rezultat. 1° n(\/—3+i); 2° 0; S50l
-+oo
V. p. f ; dx=n+/3.
262. Izradunati integral
+oo xz

v. . f g dx.

—o0

\
Refenje. Integralimo funkciju f(z)=2z2/(z%+1) duz konture naznaCene na slici.
Jedini singulariteti funkcije f(z) su polovi.

Njih ima pet: y
2k+1
zk=exp( L m’) =0, 1,2, 3; %)
Od ovih polova u konturi se nalaze samo dva:
zy 1 z;. Ostaci za ove polove su: /[\
1
Res {f(2)} = ~zk—2 k=0, 1). -1 X
= Zk
Prema teoremi o ostacima moZemo pisati relaciju (r>1)
2 20 o il ¥
) ——— ire® do + [dx+ [ (@) dz
6[)‘5 eaet +1 f .[
+f xzd 2'( e (p malo)
X=-—3i(zy7% 42— o
x5+ 1 5 i 3 ;

—14p
(duZ malog polukruga y integracija je u negativhom smislu).
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Za prvi integral I u relaciji (1) vaZi

3
|1|<r’;’1»o (r>).

Ako pustimo da r—+w i p—0, relacija (1) postaje

—1-p +e0 s
i ([ ons [ o -2aencnions
im X+ X} =—n = %) 4q
p—ol Y/ xt41l x4l g Rt A lz:_Sl{f(z)}’
odnosno ‘
“+o00
22 1 2 1 4n 2n
2 V. p. ———dx=-— i+ —:r'(——-—Z'sin ——cos—),
@) r _j;°x5+1 5 50 3 5
jer je
2mi 6mi
S e 27 65 L) R
Zp—t4z,~t—g b P =(cos—+cos—>—i(sm—«+sm-—)
5 5 5
4 2n . 4 2
=2C0$ — cos — — 2 sin — cos —
5 5 5
1 4=n 2

———2isin —cos —.
2 5 5

Formula (2) postaje

5 = 2% 4n  4nx 2
3) V. p. f Efidx=~5—sm?cos—5—
—0
4a  n 2
=—sin—cos —.
5 5 5

263. Dokazati formulu

Ly dx T
(a, b, ¢ > 0; b*—ac>0).

of a2+2b2x2+c2x4_23/2a\/i7?+ ac

264. Izraunati integral
g dx

0-[ (X2 + a®)? (x2+ b2 (x* + 62); ;

265. Dokazati formulu
o x? S5 \/E
of (a* +x%)3 R 128 4* sk

Kako ¢e glasiti ova formula ako je a(#0) ma kakav realan broj?

266. Dokazati formulu

cosax E 1 1 1
—=fin (—{ a+ -gﬂ)CXp (— za\/?) (a>0).

" 4x -
G THatiat A3

Kako ¢ée glasiti ova formula ako je a proizvoljan realan broj?
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267. Dokazati formulu

+oo . 3 :
- 5 —b

f s m e SR ARCH dx=ﬂM—) (m>n>0; a,b realni).
x—a x—b a—b

—o0

268. Izradunati integrale:
& ex +1 7 log (1 +x) :
» e S ) ;

[ tog 9% [ i (O<a<l)

0

269. Data je kompleksna funkcija F(z) koja zadovoljava sledee uslove:
F(z)/]z=0 za z=0; F(z) je realno za z realno; F(z) je analiticka funkcija i
nema singulariteta za |z| < 1.

Ako je f(x,y)=Im F(z), dokazati da je, za |x|<I,

2

x sin 6
) = _ 0, sin 0) d0 ==z F(x).
(1) 1 fl—2xcose+x2 £ e )

Resenje. Na jpre imamo

2;
T xsin 0 F(ei®)

sin 0 5
i f — O Im (F(ef®)} dO =Im ofl

1-2xcos0 + x2 —2xcos 0 4 x2

Izvr§imo li smenu ¢i® =z, dobijamo

P i 4 a2
IZImlzil 2{22—(x+~:—)z+1} i o

Jedini singularitet podintegralne funkcije koji se nalazi u jedini¢nom krugu je pol z=x,
pa je na osnovu Cauchy-eve teoreme

x2—1 F(x) ;
I=Im[2fri— _7_} =Im {inF(x)}=aF(x),

)

jer je na osnovu pretpostavke F(x) realno.

Redigovano prema resenju D. To$i¢a i D. Dokoviéa.

270. Pokazati da integral H
1 cU,Z 8
J () =—— dz,
() 21 f z8

uzet duZ prave x=a (¢>0) od a—ic do g
a+ioo, Ima smisla za sve realne vrednosti : 6 e
- promenljive « i izraunati njegovu vrednost
za >0, a=0, a<0.

Resenje. Prava x=a deli periferiju nacrtanog
kruga poluprecnika r na dva luka | oA

ACB i RC



V. KOMPLEKSAN INTEGRAL I RACUN OSTATAKA 91

271]
Uvedimo oznake:
I ez 1 g7 1 e
I (o, P)= ——dz, I, (o, r)= —dz, I (o, r)= —dz.
afn 27rif z% . erif z? Zﬂif z3
AC.B BC.4 AaB
e%Zz . p . ;
Funkcija " ima u konaénosti samo jedan singularitet, i to pol z=0 drugog reda
z
kome odgovara ostatak «. Zato je:
M I (o, r)—1(, r)=0,
2) I(a, r}+1, (o, ry=c.
VaZe sledeée majorantne formule:
za <0
1 eoX|dz|  e%@
L(e, n)|<<— e -2r6-50 (ro>ow);
4 (¢ )|\2n f r? T 2np
AC\B
za o >0

1 e*|dz| e®@a
L(a, | <<— —_— < 2r@—0->0 row).
L nl<— [ — ma 2D (r>o)

BC.4
Stoga iz (1) i (2), kada r—> o, dobijamo:
I(a, o0)=lim I (&, r)=J (0)=0  (x<<0);

r—=o

I(a, 0)=lim I (o, r)=J (0)=a (a>0).

Dakle, dosli smo do slededeg rezultata:
J(@=0 («<0),

=a (a>0).
271. IzraCunati integral
Ilzf‘o A, cos ay x+ Ay COS ay X+ - - - Akcosakxdx,
0 X

k
gde su AV( Z AV;O) ia, (>0 (v=1,2, ..., k) realne konstante.

v=I

Refenje. Ako integralu I, dodamo i7,, gde je

o 2 i ¥
Ay sina x+A,sina, x+--- +A,sinag x
12=f dx,
X -
0 .
dobijamo
& 2 5 .
A C’m‘x—.'—A. emgx%__”_!_A elakx
11+i12=f 3 . % dx.
5 X

Posmatrajmo integral

’

R R P i
J=3§ L ? Ll |}
C

2

gde je C kvadrat &ja su temena (0, 0), (R, 0), (R, R), (0, B) (R>0).
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Na osnovu Cauchy-eve teoreme je

R 5 3
4 fAle'“"‘4—142 efmx A el% X

0

X

RA; elm (RE) g olan RED) Ly 4, gl (RHDY)

idy
R+1iy
OAJ i@ HB) | 4 i GHIR) L g gia (i R)

+f X+iR 3
R

It
=

0 »
Are ™ Ay e Y+ oo+ Ap e %Y
+f d
R Y

jer funkcija z—1 L Av e e nema singulariteta na kona¢noj daljini. Tatka z=0 je njem
g k
prividni singularitet zbog uslova 2 Ay=0.
v=|

Ako R— 0, iz poslednje relacije sleduje

5 ; ! .
! Alela.x+A2exa2x+___+Akemk.x
11+112=f

0

dx
%

s

_f Aye ™Y1 d,e7 Y4 ..o+ A e %Y d
y

jer integral duZ strane kvadrata koja spaja tacke (R, 0) i (R, R) teZi nuli kada R— o0, kao
i integral duZ strane koja spaja tatke (R, R) i (0, R). Da bismo ovo pokazali, podimo od
nejednakosti

A em. (R-Hy) . +Akei”k (R+iy)

R
L —apy
|f ,.dy}<f| o™ A
R+iy ' (R2+y2)1/2

1
R —ay = X
<R0f(|A1ie oot Ax| e %?)dy

1 A A 1 A Ayl
2__(@e_a,x+,,,+I_kle_akR)+_(l T 4 +|¢)_
R a, ay R\ a ay

Ako R— o, poslednji izraz tezi 0. Sli¢no je i za drugi integral.
k

S obzirom na uslov X A, =0, bice
v=1

,1+,.,2=fwﬂdy+ +j~° AR =)
: y 4 y
Stavimo li
—ary.o . ST
=f T
0
dobija se!

da, i 1
g iy _e—al)'d =
da, f e a,

! Legitimnost diferenciranja obrazloZiti.
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te je o;=—log a,+C,. Za a,=1 dobija se

s
O f ﬁ__e_dy 0.
0
Isto je i za oy, tj.
ay =—log av ~v=1,2, ..., k).
Na osnovu toga je
Li+il;=—A,loga,—---—A4; log a,
pa je
I~—A,loga—---—Alogag, I,=0.

Tako je, na primer,

b
dx =log — a@>0, b>0).
a

o

f coS ax—cos bx
x

0

Generalizacija. 1zraCunati

o0 & 4 -
f Ay sina; x4 -+ - + Ag sin a"xdx, f Aycosay x+ .- +Akcosakxdx
x? X2
0 0
pod uslovom

k k :
D A=0 i Savd=0 (a>0; v=1,2 ... ,k).
v=] v=1

Da li se i ovaj zadatak moZe dalje generalisati?

Ovo je reSenje D. Tosica.

272. Dokazati formulu

) oJ = f( Smavx)(l_[cosbkx>smbx —-nHav,

ako su a,, by, b takvi realni brojevi da je

) b> D |a,|+ 2 | bl
k=1

Dokaz. Podimo od funkcije

m bzi
F(z):(HEaJZ>(Hcosbkz)_ez— r
k=1

v=1

i izraCunajmo _rf F (2) dz, gde je C kontura prikazana

(&
na slici (y i I' su polukrugovi poluprenika r i R). /_
Funkcija F (Z) u oblasti koju ograniava C ne-
ma singulariteta, pa je § F (z) dz=0.
c

J5L

Kako je z=0 pol prvog reda funkcije F (z), bice

lim fF(z) dZ~—-'rz Res (F@))}= ~m]’[ av.

""OY v=1
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[273
PokaZzimo da je lim fF(z) dz=0. Zaista, za z& I' moZemo staviti z=Refi (0t ),
R—>ow
pa je
B n ti ibRell
sin (a@v Re e '
fF(z)dz = f( i )>(Hcos(kae”))—-—Rie"dt‘
r ' 0 ‘v=I < iR, ‘
1 T n m ! I
<= f( | sin (ay Reti) |) (H lcos(kae“)])\e’bRe [de
0 v=1
1 S | a, | R sin ¢ lb | Rsi b Rsi
a, sin % sin ¢ = sin ¢
({1
o v=I k=
jer je

. : a, | Rsint - | &, | Rsin ¢ : 1 —b Rsin ¢
Isin (av Re') | <<e! @ ¥ [ cos (b Re'y << e! et BT :

Uslov (2) moZe se ovako napisati

n m

Slavl+ > |bkl-b=a  (a<0).

v=1 k=1
Bududéi da je

sint;zt za &[0, 7/2],
T

dobijaAse
£
fF(Z)dz <L ( n elav\Rsint)(ﬁelbk\Rsint)e—bRsint it
Rn
& v=1 k=1
9 /2 # »
& Jonf(3 w0y
1] v
2 n/2 20 R k)
L @R_
<ﬁf PR Lt s
0
Odavde sleduje hm fF(z)dz 0.
—)OOr‘

Ako u jednakosti

SEF(z)dz~ fF(z)dz+f( Sm;’“x)(ﬂcos bk-v>-idv fF(z)d’

I () (] con ) axe

R v=I1

pustimo da r—0 i R—o, posle svodenja, dobijamo (1), §to je i trebalo dokazati
Redigovano prema refenju B. Ani¢ina i S. PreSi¢a

273. 1° Pokazati da je |cotgmz|<<2 ako se tatka (z=x-+iy) nalazi na
krivoj.

(1) |x+y|+|x—y|=2n+1

(n prirodan broj).
2° Integraleéi funkciju

cot
w—*z, g:,z {a(>0) konstanta; / prirodan broj }
224 q
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duz konture I' i pustajuéi da n—w, izradunati
@ 1

VZI v21+a21
=

3° Da li se iz dobijenog rezultata moZe nadi Z —1;?
y=1 V¥

Resenje. 1° Kriva T je kvadrat &ija
su temena u tactkama \Y)

1 . 1
:i:(n»\—;):i:t(n-r?). D - ¢

Za ma koj}}_taéku M ovog kvadrata
je dy+dy=0C, tj.

A E )y

|x=y|+]|x+y|=2n+1. b

Ako je |x—yl+|x+y|=2n+1,
onda se tatka M (x, y) nalazi na nacr-
tanom kvadratu, §to se pokazuje bez
teskode.

U dokazivanju nejednakosti kori-
sticemo identitet

oi ,—B  —oi B
. .
cotg (a+if)=i—— b ‘—e—_
eax.e~{3_e—cu.eﬁ!

Ako se z nalazi na strani AB kvadrata, onda je
1 . 1
z=x—i(n+7), gde je —(nf|—727)<x<(11+7).

U ovom slucaju bice

' (++3) (+3)]_ oxloed), n ()
. oq | nt— et | =R AR x| n+— —g | nt+—
lcotgxz| =] i e X g7 PR R P 2 J<e 2/ te 2
= i

1 1 1 1
eﬂxi' eﬂ ("+?)_g—nx'.. g_:r (’l+5) ‘ e ﬂ(’”‘ 27)_e*ﬂ ("+E)

Ako se z nalazi na strani BC kvadrata, onda je

/
|
|
A

1 : 1 1
z=n+?+iy, gde je —(n+7)<y<(n+3).
U ovom slucaju je
| | my —ny |
| T : . |e —e |
|cotg:rz;=|cotg(nﬂ -}»?+t7ty)i-—-f —tg(u‘ry)|=‘——17 o )<1 <
e e

Na osnovu jednakosti |cotgn(—z)|=|cotgnz| zakljuujemo da je |cotgnz|<2 za
z&E CD 1 z& DA

Znati za z& T je |cotgmz|< 2, pa je tvrdenje dokazano.

.. T cotg T 1 . G d
2° Funkcija f(z)=”—g’:l(n> a——2») ima u unutra$njosti kvadrata I’ polove prvog
z8 4 q
reda u tackama 0, &£ 1, 42, ..., 4+ n, kao i u tatkama
2+

G s = AAE Binn i B A
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Ostaci su:
: 2k+lJ“. 2k+17“
n 2!
Rt sieaty . el Srpe S Sy R
(=0, +1, ..., +£n; k=0, £1,..., £1-1, =I).

Prema Cauchy-evoj teoremi o ostacima je

9§ ncotgnz
—'z“+a21

2

z&TD

o { ol 2k+1 21;41-17“. d
=2"”[ 2 Al = FTaN=t Z = °°tg("ae )] (">a_7)'

—n

Koristeéi nejednakost
‘ § f@dz|<6L

z€T

gde je G jedno gornje ogranifenje za |f(z)|(z&€T) i L duZina luka krive I', dobijamo

cotg z rcotgnz S8x2n+1

$ OB 4 lca@nt1) max Bt Rfib,

r 2 +at! zer | 2 +a ( 1)21 ol
el ol

jer je
2 i : = .

|cotgnz|<2 (zET) i e \|z|2‘—a2’\( 1)21 i

"+'2— —a
8a(2n+1 .
Kako je lim ———¥=0, zaklju¢ujemo

1\2/
n—o (n+_i) = g2

| ascotgnz
lim —[~l—dz=0
n—-o r 22 +a2

Ako sada u jednakosti (2) pustimo da n—w, dobijamo relaciju

+o0 1 7 -1 2’;-:-1 i __212(_;_1 i
3 = e cotg (1ae )
( ) vzm v21+a21 2 [q2l—1 k;_[ *
“+ o0 - 1
Kako i .. :
ako je v=z_:°° v21+a” g v”+a21 ok relacija (3) postaje
o 1 . —1 " 2kH 2+l i
5 ag,
4 = e 2! cot (n e 21 )——.
) ‘Zl vel g2l 4 ]q2l-1 kzl g 2a%l
3° Iz (4) za I=1 dobijamo
& 1 7
5) =— coth (an) — ;
Zl v+a: 2a i 2 a?

Ova relacija prema navedenom dokazu vaZi za a>0; medutim, zbog parnosti funkcije

D (a) = Z T ona vazi i za a<0.
y=1"V

PotraZimo grani¢ne vrednosti leve i desne strane jednakosti (4) kad a— 0.
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0

Red > vzl

= je neprekidna funkcija nezavisno promenljive @ na segmentu [—M, M],
+a
y=1

gde je M (>0) proizvoljna konstanta, jer su ¢lanovi reda

p3

1
o neprekidne funkcije i red
+a?

. iy 1 1
uniformno konvergira na segmentu [—M, M], jer je ————— < —.
Vi +a vt 2

Koristeéi neprekidnost u tatki a=0, nalazimo da je

2 1 T |
lim —_= —.
“_’Ov%l v +at VZ:IVZ
Kako je
. x chanr 1 . anchan—shan
lim —_ TR 1) , Pt b Vi i)
a—0 \ 2a shan 2a* a—>0 2a’shan

a® n? ad n®
arr{l+ +o(a‘~’)}—[aﬂ+ +o(as)}
= lim
a—0 2a*{an+o0(a)}
—1—a3:r3+0(a9)
) 3 n2
e s

’

a—0 2a7+0 (a® 6

relacija (5) u grani¢nom sluéaju postaje

YL
|

-]

Primedba 1. Navedenim metodom mogli smo nadi z s integrale¢i duZ konture T
v=1"

.. mcotgaz | s i EXE : : :

funkciju —— i pustajué¢i da u dobijenoj jednakosti n—«. Osnovna razlika je sada u

tome 5to je z=0 pol treéeg reda.

Primedba 11. Redigovao S. Presié.

V1. RAZNI PROBLEMI
274. Ako je

x+iy=(@+iv)" (n ceo broj; x, y, u, v realni brojevi),
pokazati da je x%+4 p?=(u®+ 13"
275. Gde leZe tatke z u kompleksnoj ravni za koje vaZe relacije:
1° jz—ilgl, |z—1|<]1;
2 ale<arg(z—1—i)<xf3?
276. Odrediti z (=x+iy) iz uslova

lz/@+1)|=1, z/z=i

7 Zbornik matemati¢kih problema III
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277. Data je funkcija

w(2)=u(x,7) +e v(x, )
{6 realna konstanta; u(x,y) i v(x, y) funkcije od x i y, i to takve da w (2)
ima izvod }.
Pod kojim se uglom seku krive
u(x, y)=const, v{x, y)=const?

Rezultat. Pod uglom 0.
278. Odrediti singularitete funkcija

e“/(zsinaz); ze*[(sinaz) (a parametar)

u profirenoj kompleksnoj ravni.

279. Dokazati identitet
04t

! 0—
(eit + eie)n gt (e—zt 4. e—fie)n = 27+1 cog” - £ cos i

(¢, 6 realni brojevi; n ceo broj).

280. Polazeéi od identiteta
L0

e
3 °F 1y sk o 6 -
itg6 1+ — (cos 0£0),

sumirati
s n\ cos kb
S= — 1)k —_—
kzo( ) (k) (cos 0)k
Rezultat. S=0 (n neparan broj);
S=(—=1)"/2 tgn0 (n paran broj).
281. Odrediti realni i imaginarni deo sledeéih funkcija:
1e (ae"+bei® [(ae—be®) (a, b, t, 6 realni brojevi);
2 1/(1—¢%); B 1/sin z.
282. Ako se realan parametar ¢ menja, odrediti geometrisko mesto tacke
z koja je definisana relacijama:
1°  z=exp (it); 2° z=texp(wi/6); 3°  z=t+exp(it);
4°  z=a+bexp (iD); 5° z=a+bt+ct

(a, b, ¢ kompleksni brojevi).
283. Resiti jednalinu sin z= 2.
284. Odrediti nule funkcija:

A 1T 2°  chz; 3° chz—yg; 4. - ahzee
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285. Na kojim je krivim u z-ravni funkcua f(z)=chz
1° realna; 2° Cisto imaginarna?

286. Koju trajektoriju treba da opiSe tatka z da bi funkcija e bila:

1° realna; 2° Cisto imaginarna?

Rezultat. 1° y=kn (k=0, == 1, + 2,...)
2° y=QRk+D a2 (k=0, £1, £2,...).

287. Pokazati da je:
| sin (x + iy) | =| sin x +sin iy |, | sh (x+iy) |=|sh x+shiy|

(x, y realni brojevi).

99

Primedba. R. M. Robinson (The American Mathematical Monthly, vol. 64, 1957, p. 83—85)

dokazao je sledecu teoremu:

Ako je funkcija f(z) regularna za | z|<r i zadovoljava funkcionalnu jednadinu

[fc+ip)|=|f()+f(@y)|  (x, y realni brojevi),
tada funkcija f(z) ima jedan od oblika
Az, Asinbz, Ashbz

gde je A ma kakva kompleksna konstanta i b ma kakva realna konstanta.
U vezi sa ovim videti i ¢lanak:

E. Hille: A Pythagorean functional equation (Annals of Mathematics, vol.
p. 175—180).

Hille je doSao do istog zakljutka za funkcionalnu jednalinu

[ f+ip) 2= f() |[2+]f Gy |2

288. Proveriti da li je
2 TR
" 22|+ 2| = VBT e [+ [ e,
gde su z; i z, koreni kvadratne jednaline
az®+2bz+¢=0.
Resenje. Ako se identitet (videti ovaj Zbornik, str. 6, zad. 16)
la+v |+ u—v|=|u+t@—v)"?| 4| u—(u2—v2)"?|
primeni na korene
1
21,0=—[—b£ W —a0 '],
dobija se

1
|21+l 2 )= 16+ @) 12+ b—(a) 12,

|a
Ako se leva i1 desna strana kvadriraju, bice
. l 2 i a T P
(al+lz P =gt +vae )b+ ad
+(b—/ac) (b —+/ac) + 2| bt—ac ]
2
=|71—2[lb|2+|a0|’i'|b27(16‘].

QOdavde izlazi relacija (1).

T*

1922,
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289. Nacrtati geometrisko mesto tadke z za koju je

|e=+1]|=1.
290. Odrediti u obliku a+ib (a, b realni brojevi) sva reSenja jednadine

1
cos? z=> 1+i).

291. Pokazati da jednadina e?=z ima beskonacno mnogo imaginarnih reSenja.

292, Po z reSiti jednacinu

(D (z+ 1)"=e% (a realan broj; n prirodan broj).

n—1 n—1
Izradunati H sin (a+k’,'7), odredivi prethodno [] z;, gde su z, koreni
k=0 k=0

jednacine (1).
293. Odrediti singularitete funkcija:
1° (1++/22+(1=+/2)2, P ebiinjE,
1 1 " 1 +4/z
B — — 4 = 2
l++/z 1—4/z \/;LOgl_\/E

Primedba. Tatka z=0 nije kriti¢ki singularitet ni za jednu od funkcija pod 1°, 2°, 3°
ObrazloZiti ovu &injenicu.

294. Odrediti singularitete funkcija:
1° +/Arcsinz—1; 2° 1/Log(z—i); 3° +/Argshz (n prirodan broj).

Ispitati prirodu tatke z=o0.

295. Sumirati izraze:

sin x sin2x sin ax
Sl et S AR e =y
sin x sin? x sin” x
cos x CoS2x cos nx
i L T e Sy ,
sin x sin?x sin”® x

gde je sin x # 0.

Refenje. Ako se obrazuje o, +i (s,—1), dobija se

P cosx+isinx cos2x+isin2x cosnx+isinnx
Op+i(sp—D =1+ - + - o
sin x sin? x sin” x
eix e2ix enix
=1+—+— s =
sinx sin?x sin” x
et ix
sinn+1 x 1 (D ix _ gantl
b 7 By - .
e™ sin”? x eiXx—sin x

—1



296] VI. RAZNI PROBLEMI 101

Odavde je
1 eMTDix__ ontl
Op=— Re :
sin? x e™—sin x
] 1 1 { e(n-H) i"—sin"“ x I e—(n+l) ix__sinn+l x]
2 sinn x e™ _sin x e~ ¥ _gin x
1 sin™2 x—sin"*! x cos x—sin x cos (n+1)x+cosnx,
- = 5 b
sin? x 1—2sin x cos x +sin? x
1 emtix_gnntl
Sy A= Im [ -
smf x e —sin x
m+2 x 2 sin"! x cos x 4+ sin” x—sin (n+ 1) x sin x + sin nx

2 sin

sin” x (sin® x—2 sin x cos x +1)

296. Ako tatka z opisuje putanju

z +—2 =q (a>0; b kompleksno),

] VA
!

kolika je najveéa i najmanja vrednost modula |z|?

Rezultat. Ako je b=1, tada je

1 P LEY)
max|z[=7(\/a2+4+a),

min | z|=% (/@ +d—a).

Primedba. U Zasopisu Mamemamuueckoe npoceewjenue (Ne 5, 1960, str. 265—266) posta-
vljen je i refen gornji problem za sluaj kada je b=1.

Do refenja se moZe takode doéi ako se pode od relacije
b | |b! |&]
i 2]

1747 ity

b b l
e
z z

D. Dokovié je naveo sledece reSenje.
Stavimo li z=.oei°, b=Be'® (p, B>0), jednadina putanje postaje

B ; B
}pcos 6+—cos(@—-6)+i[psm0 +—sm(B——9)] =q
p e

ili

B2
a pe+~2—=a2—2Bcos(B—20).
(3
Nacrtajmo dijagrame funkcija
B2
2 J’=f(x)=x+—x“ (x>0),
A3) y=at—2 Bcos (B—26).

Funkcija f(x) ima dve asimptote: y-osu i pravu y=x i ima samo jedan minimum
fmin=2B za x=B

Jednalina (3) pretstavlja pravu paralelnu sa x-osom, {ije se rastojanje od x-0s¢ u
funkciji parametra 0 menja izmedu a®—2B i a2 +2B.
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Za izabrano 0 apscise preseCnih tafaka krivih (2) i (3) daju kvadrate odgovarajuéih
vrednosti p. Sa slike se vidi da se za x, pri. odredenom 6, dobijaju dve vrednosti koje od-
govaraju tatkama 4 i C.

Ekstremne vrednosti za x (pa prema tome i ’
za p) dobijaju se kad je prava (3) najudaljenija od ¥ } %
x-ose. U tom sludaju njena jednalina glasi:

@ y=a*+2B. T

4
Izjednatavanjem desnih strana jednaCina (2) i A C//
@) i zamenom x=p? dobijamo jednacinu 5

B2 o
p’+—=a*+2B, g
e 2B

koja odreduje ekstremne vrednosti za p. P

Pozitivni koreni ove jednadine su: 7

++/a*+4B+a <10 B xr
S :

Prema tome je

1 st =i |
min |z |=— (/@ +416]—a),

max]z|=%(\/m|_b] . as

Ostavlja se ¢&itaocu da detaljnijom analizom nacrtanog dijagrama izvude potrebne
.0 5 A b /e L ?
zaklju¢ke o obliku krive ;z+~‘=a za razli¢ite vrednosti parametara a i b.
z

297. Dokazati Pompeiu-ov stav:

Ako je u ravni dat fiksni ravnostrani trougao ABC i ako je I proizvoljna
tatka u toj ravni, pomocéu duzi /4, IB, IC moZe se uvek konstruisati trougao.

Dokaz. NaveSéemo dokaz samog autora stava. U kompleksnoj ravni tatke z posma-
trajmo identitet

0)) Zy (23— 2) + 2y (23— 2) + 23 (z,—2,) = 0,

. gde su z,, z,, 2z, afiksi triju tataka 4, B, C u z-ravni. Posmatrajmo jo§ jednu tatku I Ciji
je afiks z,. Za nju vaZi relacija

) 2o (23— 23) + 20 (23— 21) + 25 (2, —2,) = 0.
Iz (1) i (2) oduzimanjem dobija se

3 (zo—2y) (23— 23) + (20— 2,) (23— 2,) + (Zo—23) (2, —2,) = 0.
Ako je trougao ABC ravnostran, tada je

@ | 2=z |=| 23—z, | =| 21—z |-

U ovom slucaju iz (3) sleduje
|zo—z1 | <] 20— 23| +] 20— 2 |,
| Zo—2z1 | 2| 20—25 | —| Zo—24] -

Analogne nejednakosti mogu se izvesti za module
| zo—z,| & |zg—z5]-

Prema tome, navedeni stav je dokazan.
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Ovaj stav (formulisan 1936) izazvao je veliko interesovanje matematiara i inspirisao
mnogobrojne ¢lanke rumunskih matematiCara (E. Abason, A. Angelesco, H. Popa, D. Barbilian,
G. Bratu i dr.), kao i drugih matematiCara (N. Obreskov, P. Moniel, M. Zacharias, M. Petrovié,
S. V. Pavlovi¢ i dr.). Pompeiu je jedan od najistaknutijih matemati¢ara u Rumuniji.

Primedba 1. Dokovié je dao sledeli dokaz Pompeiu-ovog stava.

Neka su z, z,, z4 afiksi temena _A, B, C jednog 'direktno orijentisanog ravnostranog
trougla. Ako sa zg oznaCimo afiks teZi§ta tog trougla i uvedemo oznaku z=z,—z,, tada je

2§
) zy=2g+2z, Zy=2g+zE, Zy=Zzg+zel (s:expd—).

Neka je z, afiks tacke I. Pokazademo da vaZi relacija
2) (zog—2zp) + (29— 23) € + (29— 2,) 62 =0.
Zaista, zamenom izraza (1) u (2) dobijamo identitet

(20—2)) +(20—2) 8 +(20—2y) €8 = (20— 2g—2) (1 + £+ 69 =0,
Jer je e3=11 1+4+e+¢*=0.
Posmatrajmo sada trougao Cija su temena u tackama

0, zy—z, —~—(zp—2z,) 8.
DuZine njegovih strana su:

| (20—2)—0|=|zo—2z; | -‘IA;

|—(z0—2y) 8—0| =] zg—2z, | = 1B,

|
| (Zo—zp) +(zo—2zp) 8| =|— (20— 23) 6% | =| zy—z3 | = I C.
Prema tome, stav je dokazan.

Primedba 11. C. H. 3emeas u svojoj knjizi 3adauu na smaxcusvys u smunumym (Moskva —
Lenjingrad, 1944, str. 135—142, zadaci: 213—224) posvetio je Pompeiu-ovom stavu posebnu
paZnju.

3emeasr ovako formuliSe Pompeiu-ov stav:

Iz tri duZi, koje se dobijaju spajanjem temena ravnostranog trougla s proizvoljnom
tatkom I u njegovoj ravni, mogucéno je Konstruisati ili trougao ili jednu od tri date duzi
koja je jednaka zbiru ostale dve duZi.

Ovaj poslednji slucaj nastupa kada se tacka I nalazi na krugu opisanom oko datog
ravnostranog trougla.

U navedenoj knjizi dato je nekoliko geometriskih dokaza Pompeiu-ovog stava.

298. Dokazati identitet

il n - .
) H sin Shd (n prirodan broj >1).
o n -

Dokaz. Podimo od identiteta

x"—1
———=xnmlp =24 p x4l (xF1).
x—1
Nule funkcije x"—1 su
1, ¢ €, ..., en=1  {e=cos(2xa/n)+isin Rajn)}.

Prema tome, postoji sledeéa faktorizacija
=ty xn=24 ... px+l=(x—g)(x—eY)- - (x—en—1),
Ako je x=1, dobija se
n=(l—e)(1—e?) ... (1—en—1,
kao 1

2 m=1—p|%[l—e*|2... [ 1—en—1|2,
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Kako je

L L 2kn kx

—gf|2=]+(ge)c—(er+ek)= —CO0S —— | =4 sin*— ,
1—gk|2=1+(ee)r—(ek+ek)=2]1 4 sin®
n n

iz (2) dobija se identitet (1).
299. Dokazati faktorizaciju
2kn
1 @1+l 4 ] = (x + 1 (2+2 cos —W-+1>
0] X +1l=(x+1) H X x E

n+1
i iz nje izvesti formule

@) Hc N 0T il

n+l 27 =1 2n+1 21
ResSenje. Podimo od identiteta
NI =(x+1) (xr—x2n—14 ... 1 1]),
odnosno od f(x)=(x+1) g(x), gde je
fx)=x2+141, g(x)=xtn—xtn—lyp...—x4].
Nule funkcije f(x) su

2k+1
2n+1

X =€Xp ( ﬂi) k=0, +1, +2, ..., +n).

Za k=n bite x,=—1.
Prema tome, nule funkcije g (x) su

2k+1 =
3) X =exp ( rri) {k=(m—1, —n); =2, —n—=1);...; 0, =1}.
2n+1

Ako se koreni (3) grupi¥u po parovima koji odgovaraju indeksima izdvojenim u okruglim
zagradama, dobija se

n—1

2k+1
4 == x2—2 —
) g (x) || (r xc052n+l

k=0

Bududi da je

2k+1 2k+1 2(n—k)
S A= —COS$ (1— )7(=—COS—7!
2n+1 2n+1 2n+1
formula (4) postaje
n—1
2 (n—k)
X x24+2x cos n+1).
ee=T] ( P

k=0

Poslednja formula moZe se napisati i u obliku

n

©) £ x) EH (x2+2x cos

k=1

2km 1)
hi I
2n+1

Za x=1 formula (5) postaje

I—H 2(1+cos 2k7r) 1:[ ( & )2.

2n+1

2 kx 1
cos —pe

ot RO 2. 15 G
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Iz (5) za x=—1 sleduje

i 2k i kx \2
2n+1= 2|1—cos ): (Zsin )
kr[l ( 2n+1 H 2n+1

= J k=1
n T B-F 2l
ok | SianI:Jrl =\/ZZL"H'
300, Dokazati faktorizaciju
(D ¥ —1=(x2—1) ﬁ (x2—2 X COs k—;ﬁ%— 1) (n prirodan broj >1)

i na osnovu nje izvesti formule

n—1 R n—1
. kx Vn HCOS kx_ NE

2 sin —= :
v Uit ali ok oy =
ReSenje. x*n—1=(x2—1)(x2n—24x2n—4 4. .. 1]).

Sve nule funkcije g (x)=x*n1—24x¥—44+... +] takode su nule funkcije f(x)=x27-1.
Sve nule funkcije f(x), osim x= 41, jesu nule funkcije g (x).
Prema tome, nule funkcije g (x) odrediéemo iz relacije

2n_]1=0 (x%+ 1)

One su =
xp=expkniln) (k==+1, £2,...,+n—1).
Stoga je
o=l = kx
3 e@=]] (x—x) (x—x_p) = H( 2xcos—+1).
k=1 k= "
Za x=1 relacija (3) postaje
— n—1
H (l—cos —)= H (2 sm——)
Odavde se dobija k= ™
n—1 kn ﬁ
sin — =
k=1 2n 27
Relacija (3) za x=—1 postaje
n—1 n—1 2
kx k x
n= 2(1 +cos— )= 2cos — | .
klj[l ( ) 1:!;[1( 2")
Odavde izlazi
n—1 =
kn
ot 2L
k=1 2n 27—
301. Dokazati faktorizacije:
g 2kn
1 x21l__ 1= (x—1 x2—2 x cos —+1);
) =TI P
n—1
@) x2"+lzH(x2—2x0052k+1-n:+1).
=0 2n

Sta se iz (1) i (2) dobija kada se stavi x=—1 i x= +1?

Primedba. Relacija (1) moZe se dobiti iz relacije (1) u zadatku 299 ako se umesto x stavi —
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302. Dokazati relaciju

4! kx

tg —— =+/2n+1.
kEIl 5 2n+1 sl
303. Sumirati
1 ncos®+(n—1)cos206+--- +1cosnb.

Resenje. Poéi éemo od identiteta
) Mgpzt=14 oz l=(EH1-1)[(z—1) (z#1),

gde je z=¢ei0 (6 realan broj).

Iz (2) sleduje
|zn4zn=1 4 e 4z 41 2= [ (z"=1—1){(z—1)| 2

odnosno
{eniOJ‘_e(n—l)iG)»}_.”+ei6+1} {e—niOpo—(-Di0 , . e |
g(rH-l)iekI e~ +DI0G _
g T

Odavde izlazi
(n+1)+2 {ncos 0+ (n—1)cos 20+ (n—2) cos 36+ ... +1cos n0}

. ntl = 1 i
ESIHZTG/SanEO (5m30$0).

Poslednjoj relaciji moZe se dati i sledeci oblik
2n—H

n sinz — 0 1
A3) > kcos(n—k+1)0=— — —(n+1).
= o 2
k=1 sin? — 0
2
Ako se u (3) umesto n stavi n—1, dobija se
_ L
(n—1)cos O +(n—2)cos 20+.--+1cos(n—1)6=— — — —n

; 2 sin2l6 ?

Stavimo li ovde 6=2x/n, dobijamo
2x 2 2 n
(n—1)cos {1 ——J +(n— 2) cos {2-* }+ ---+1cos {(n—l)- —}z—— (n>1).
n n L n 2

Poslednja relacija izvedena je u ovom Zborniku na str. 23, problem 75.

Polya i Szegé izveli su formulu (3) drugim putem, koji je neSto duZi od napred izloZenog
(videti knjigu: G. Pélya — G. Szegd: Aufgaben und Lehrsiitze aus der Analysis, Bd. II, 1925,
S. 78).

Primedba. Ako se pode od identiteta
z2n—1
e — V.- 4 Lo ST L TR S | (z#—1),
z+1 ‘

gde je z=e'® (8 realan broj), dobija se
sin?n 1
6] (2n—1)cos8—(2n—2)cos26+---+1cos2n—1)0=n— AR Y (cos? 07&0) :
2cos‘3? 6

Za izvodenje relacije (4) treba upotrebiti identitet

z2n_] Z‘Ztl s
(—2:1 )( z+17_>:5(22n—1_22n—2+.__ +z—1) (zzn—l_z2n—2+...+z—1),

gde je z=e!®
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304. Date su funkcije

f@= l_ﬂ, g(@)= el (a ma kakva konstanta).
i z%

Za razne vrednosti parametra a odrediti singularitete ovih funkcija koji
se nalaze na konaénoj daljini.

305. 1° Ako postoji analiticka funkcija f(z){=u (x,p)+iv(x,»)} &iji je
realni deo
u(x,y)=(sin2x)/(cos2x+ch2y),

odrediti odgovarajuéi imaginarni deo v(x, ) koji zadovoljava uslov v (x, 0)=0.
2° Ako je moguéno, razviti funkciju f(z) u potencijalni red u okolini
pocetka.
3° Odrediti z tako da bude f(z)=1+1i.
306. Data je funkcija
G(z)=z/(@z—1).

Ispitati singularitete funkcija: G (z), e¢®, Log G (z).

Kakva je za njih tatka z=00?

307. Odrediti broj reSenja jednadine
) tgz=az (a realan broj; z=x+iy).

ReSenje. Grafickim putem uveravamo se da jednadina (1) ima beskonalno mnogo real-
nih resenja.

Pretpostavicemo sada da je y # 0.

Stavimo z=x+iy u (1) i izjedna¢imo realne i imaginarne delove, pa dobijamo

sin2x sh2y
@ ——— i, - =
cos2x+ch2y cos2x+ch2y
Ako je x# 0, iz (2) sleduje
sin2x sh2y
x y
Ova jednakost je nemoguéna, jer za svako x (# 0) i y (# 0) vaZe nejednakosti
sin2x I sh2y 1
Zx ; 2y 4
Prema tome, ostaje moguénost x=0. Tada, prema (2), za odredivanje y imamo jednainu
sh2y :
3) ? =ay, tj. thy=ay.
l+ch2y

Grafickim putem dolazi se do ovog zakljucka:

1° Ako je a<<0 ili a>1, jednadina (3) ima samo jedno reSenje, i to y=0, koje smo
iskljucili iz razmatranja;

2° Ako je O0<a<l, jednadina (3) ima dva realna redenja razli¢ita od nule, tj. tada
jednatina (1) ima dva reSenja, koja su Cisto imaginarni brojevi.

308. Odrediti geometrisko mesto tatke M (z) pod uslovom da

1
z+——ilogz

Z

bude realno.
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Refenje. Stavimo li z=peie, dobijamo
1 1 130 2
zZ+——i Logz={ (p +— ) cos 6+9+2k:r] +i[ (p———) sin 0—log p } .
z P p
TraZeno geometrisko mesto je kriva &ija je jednacina
Y o
(p——) sin 0 = log p.
e
Ostaje jo§ da se nacrta ova kriva.

309. Odrediti nule funkcije f(z)=cosz—chz. Da li ova funkcija ima neku
nulu &iji je red visi od jedan?
Refenje. Kako je

- 1+7 - 1—i
CcOs z—Ch z=c0S z—CO0s iz= —25sin (Tz) sin (TZ>’

nule funkcije f(z) odredene su jednalinama:
1+1i 1—i
sin( lz)=0, sin(—lz)=0.
2 2

zolnw{l=1), zmpr{d+d) Gon=0, 21, £2,..).

Odavde sleduje

Sve nule rasporedene su na pravama y=x i y= —ux. Jedina dvostruka nula je z=0.

Primedba. Da je z=0 dvostruka nula funkcije f(z), uveravamo se takode pomodu izraza

2 o gl (5)
lim z s
z—>0 f(Z)
310. Odrediti nule funkcija:
sin az—sh bz, cosaz—sh bz (a, b kompleksni brojevi).

311. Odrediti uslove koje moraju ispunjavati kompleksni brojevi p i ¢
da bi funkcija

f(z2)=sin pz—cos gz (z=x+1iy)

imala pored prostih nula i nule drugog reda.

Ako su ti uslovi ispunjeni, navesti koje su nule dvostruke.

312. Ako je z=x+iy, pokazati da vaZe formule:
cosz=cosxchy—isinxshy; sinz=sinxchy+icosxshy;

tgx(I—th®y)  thy(l+tg2x)
z= i H
1+tg2xth?y 1+tg2xth?y

chz=chxcosy+ishxsiny; shz=shxcosy+ichxsiny;

thx(1+tg2y)  tgy(l—th2x)
= i .
1+th2xtg2y 1+th2xtgy

thz
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313. Dokazati formule:

|sinz |=+/sin®x +sh?y, |cos z|=+/cos?x +sh?y;
[sh 2|= /SR TS5, |ch 5= GOy THIR
|sh y|<|sinz|<chy, | sh y|<|cosz|<chy;
|sh x|<|sh z|<chx, |sh x|<|chz|<chx

(z=x+1y).
Uputstvo. Poci od formula:

sin (x +iy)=sinxchy+icosxshy,
cos (x + iy) =cos x ch y—isin x sh y.
Tako se, na primer, dobija
| sin z 2 =sin? x ch? y +cos? x sh? y
=sin® x (1 +sh®y) + (1 —sin2 x) sh? y

=sin? x +sh? y.

Iz formule
| sin z |* =sin® x +sh? y =ch? y—cos? x
sleduje
|sinz|>|shy]|, |sinz|<Cchy,
odnosno y

|shy|<|sinz|<chy.
314. Ako je m ceo broj, dokazati formule:
1° sh(mrni)=0; 2° ch@mni)=cosmm=(—1)"
3 th(mni)=0; 4°  sh(x+mmi)=(—1)"shx;
52 ch(x+mrmi)=(—1)"chx.

315. Dokazati nejednakosti:

1°  Jcosz|<ch|z|; 2° |sinz|<sh|z].
Resenje.
@ w0
|2
1° cosz= (-1 )k L Jeosz << =
Zo QK | l\k:o Qi)
|cosz|<<ch]z].
zzk+1 o 241
28 smv-Z( S |sinz|< > L
(2k+1)' o Qk+1)

|sinz|<sh|z|.
316. Odrediti singularitete funkcije
1
f@)= '

sin z—cos (1/2)

i prirodu tatke z=c0

Izratunati § f(2) dz.

z]=1
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317. Data je funkcija
1

f@=——— (» pozitivna konstanta).
z22+2hz—1

1° Odrediti singularitete funkcije f(z) i prirodu tatke z=co.
2° Naéi vrednost integrala jff(z) dz duZ kruga |z|=1.
3° Rastavljaju¢i ovaj integral na realni i imaginarni deo, izrafunati realni

integral
/2
_d t

sin? 1+ A%

4° U okolini tatke z=o0 razviti funkciju z2f(z) u Laurent-ov red.

5° Pokazali da je koeficijent od z~" polinom stepena n po A. Odrediti
korene tog polinoma i pokazati da se oni nalaze na imaginarnoj osi.

318. Naéi analitiCku funkciju f(z) koja na krugu |z|=1 ima vrednost

1/(a+icos o) (¢ argument promenljive z; a realna konstanta).

Primenom raduna ostataka, na osnovu gornjeg, izrafunati

27
I@)=[ —32—
1]

a+icosg
Ispitati ponaSanje integrala I(a) kad a teZi nuli.

319. Ako z teZi beskonalnosti po pravama koje prolaze kroz koordinatni
poletak osim po apscisnoj osi, izraunati lim tgz.

z-> o

Resenje. Podimo od formule
sin2x+ish2y

ch2y+cos2x ;

tg (x+iy)=

Stavi li se ovde z:peie, dobija se

sin (2 p cos 0) +ish (2psin 8)
ch (2 p sin 0) +cos (2 p cos 0)

tg(pel®)=

i+{sin (2pcos6)}/{sh(2psin6)}
1 +{cos (2 pcos 0)} /{ch (2 psin 0)} i

=th (2¢ sin0) -

Ako je 0<0<x, tada

th Qesin@)—1, ako p—oo.
Ako je 1< 027, tada

thQpesin0)— —1, ako p— .

Za 0<8<n i za n<O<2n, izraz

z}_{sin(29c056)}/{sll(295in6)}_”_ I s
1+{cos(2pcos0)}/{ch 2psin®)} '

Prema _tome, ako se z udaljava u beskonacnost polazeéi od koordinatnog pocetka u
smeru gde je y>0, tada tgz— i Ako se z udaljava u beskonacnost u smeru gde je y<O0,

tada tgz— —Ii.
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320. Ispitati da li funkcija
f@=(E+a)e*+(z—a)e~* (a pozitivna konstanta)
ima i drugih nula osim ¢isto imaginarnih.
Refenje. Posmatrajmo module
|(z+a)e? |=ex~/(x+a)E+y2, |(z—a)e—?|=e—X\/(x—a)®+y2.
Ako je x>0, tada je
|[(z+a)e? | >|(z—a)e—*|,
jer je
e—x<l<eX (x>0),
|x+a|>|x—a] (a>0; x>0).
Kada je x<< 0, bice
|z+a)e? |<|(z—a)e—2|,
jer je
e X > > ex (x<0),
ix+a|<|x—a] (@a>0; x<0).
Ako je z jedna nula funkcije f(z), funkcije
(z+a)e?, (z—a)e—*

imaju jednake module za takvo z. Tada je x=0. Dakle, sve nule funkcije f(z) su Cisto
imaginarne, oblika iy, gde y treba odrediti iz transcendentne jednacine

yt+atgy=0 (a>0).
Primedba. Uporediti sa zadatkom 307 iz ovog poglavlja.
321. Odrediti opsti oblik analiticke funkcije f (z)=f(x-+iy) &iji je realni

deo neka funkcija od ¢ (=x+y). Ako je f(0)>0 i ako je /' (0) u &etvrtom
kvadrantu ravni f(z), u kome se kvadrantu z-ravni nalaze singulariteti funk-

i ?
cije @
322. Odrediti &emu teZi

le?/z"| (n prirodan broj)
kad | z|— o0, ako je

3n
<argz< —.

15 —1<argz<~n—; gl
2 2 2 2

323. Funkciju
ax?+2bxy+cy?+2dx+2ey+f4+i(Ax2+2Bxy+Cy?4+2Dx+2Ey+F)
(a, b, ... ; A, B, ... realni parametri)
izraziti pomoéu z i z. v
Pod kojim ¢e uslovima tako dobijena funkcija biti nezavisna od z ?
324. Odrediti kompleksan broj a tako da funkcija

ae'*+1

¥ (@t S

ae'*—1

zadovoljava uslov f(z)=f(2).
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112
325. Data je analiti¢ka funkcija

w=f@=-.

1° Odrediti nule ove funkcije kao i poloZaj i vrstu singulariteta.
2° Qdrediti ostatke funkcije f(z) u singularnim ta¢kama.

3° Izradunati integral 55 f(@dz.
lz|=2

4° Koje tatke w-ravni odgovaraju tatkama z=0, z=+/2, z=i+/2 kojeleZe
u z-ravni? Na 3ta se preslikava kruZni kvadrant

|z|<A/2, 0<argz<%

transformacijom w=f(z)?

Uputstvo. Koristiti sukcesivne transformacije
4 1

z;=2% Zy=z;+—, ]
zy z,

326. Dokazati Lucas-ovu teoremu:
Ako sve nule polinoma P,(z) leZe u krugu C, onda i nule izvodnog poli-

noma P, (z) leze u ist_om krugu.
.’,.-(z_zv)kv (H(,#O; k1+k2+...+/‘»v =n)

Dokaz. Neka je P, (2) = ag (z—2,)* (z—z,) *

bilo koji polinom. Ako je k;>1, onda P,’(z) ima nulu z=z;. Zajednitke nule polinoma P, (z)

i P, (z) ispunjavaju uslove teoreme.
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Neka je ¢ bilo koja nula polinoma P,’(z) koja nije nula polinoma P,(z). Ona zado-
voljava relaciju

B k k k
n(g)___ . pagl gl O =1
Py s—z ¢—z S—2y
odnosno
k ky k
i NS T A |
Z;—§  Zz—¢ Zy—g¢

PokaZimo da ¢ leZi u krugu C. Pretpostavimo da je tatno suprotno, tj. da ¢ nije u
krugu C. Tada vidni ugao o kruga C iz tatke ¢ ispunjava uslov 0< o< a. Preslikavanjem
wy=2z—¢ krug C prelazi u krug C,, a tatke z; u tatke zi—¢ (i=1,2,...,v) koje leze u

krugu C,. Preslikavanjem w,= tacke z;—¢ prelaze u tacke

Wy zZi—¢

koje se sve nalaze u

k.
uglu AOB (O koordinatni poletak; < 4OB=a). U istom wuglu nalaze se i tatke —

Zi—§
(E=T; 250 o w5 V)

. Kk ky kv
Zbog ovoga je ——+ £ gacs
Z;—¢ Zp—% 2y —¢

otpada. Prema tome, Lucas-ova teorema je dokazana.

# 0, te pretpostavka da ¢ nije u krugu C

327. Ako sve nule polinoma P, (z) leZe s jedne strane prave L, onda i sve
nule izvodnog polinoma P, (z) leZe na istoj strani od te prave. Dokazati.

Dokaz. Transformacijom z=z,+ ¢'® w mo¥emo utiniti da se prava L poklopi sa imagi-
narnom osom w-ravni i da se sve nule polinoma P, (z) preslikaju u polu-ravan Re w< 0.
Uvedimo oznaku P, (z)=P, (z‘,%—e"e w)=0Q, (w). Tada je
dQ, i® dP,
dw dz ’

Prema tome, nule polinoma P,(z) i P, (z) preslikavaju se u nule polinoma Q, (w) i
Q) (w) respektivno.

Neka je
k k
Qn(Wy=ag(w—wy) 1. (w—wp) P (ap#0; ky+ky+ - +kp=n; Rewy,<0).

Samo p—1 nula polinoma @, (w) razlikuju se od nula polinoma Q, (w), pa samo za
njih treba proveriti da li se¢ nalaze u poluravni Re w <0.

Pretpostavimo da je taéno suprotno, tj. da je bar za jednu od tih nula Rew=u>0
(w=u+iv).

Za one nule polinoma @,  (w) koje se razlikuju od nula polinoma Q, (w) vaZi relacija
QW bk Lk
QW) w—wy; w—w, w—wp

tj.
k=) =i 0= ka =) =i 0=v)] kplu—t)—=i (=31 _
| w—w|? | w—w, |? | w—wp |?

0.
Izjednadujuéi realni deo sa nulom, dobijamo:

i ky (u—uv)=0
v=1 ‘ wW-—Wy |2
§to je apsurd, jer smo pretpostavili da je #>0 1 uy<O.

Time je gornji stav dokazan. Ovaj stav ekvivalentan je Lucas-ovom stavu (videti pretho-
dni zadatak).

8 Zbornik matematitkih problema III
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328. Ako kvadratna jednadina
22—2pz+gq=0
ima jedan realan koren, pokazati da je
4(p—p) (pa—p9)=(a—9)*
329. Odrediti a tako da koreni zj, z,, z; jednaline
B+12(1+i+/3)z4a=0
leZe na jednoj pravoj.
Rezultat. Talke z;, z,, z; su kolinearne tada i samo tada ako je a realno i uz to
|a| < 324/2.
330. Ako koreni z;, z, jednaline
224 pz4+q=0 (», ¢ kompleksni brojevi)
zadovoljavaju uslov |z; | =z, /, tada je ra=prlqi.
Dokazati ovaj stav i ispitati da li vaZi obrnuto.

ReSenje. Kako je

p=—(z;+2,), q=2z; 23,
dobija se
n plal—rq ’(71"“‘?:) 2y 23— (2, +2) | 21| | 25|
=|zy |2 zy+ |2y | 22—y +20) | 2, | |22 ]-
Kako je |z,|=|2z,|, izraz p|q|—pq se anulira, $to znaéi da je stav tafan.

Da obrnuti stav ne vazi, zakljuuje se na jednadini za koju je ¢g=0 1 ps£0.

331. Ako koreni z; i z, jednadine
22+ pz+gq=0

zadovoljavaju uslov |z;|zy=|z,|z;, tada je pg=p| ql.
Dokazati ovaj stav. Da li vaZi obrnuti stav?
332. Data je kvadratna jednadina
22—2pz+q=0 (p, q kompleksni brojevi).
Ispitati da li je relacija
pa=p{|p|*+|p*—ql}

potreban i dovoljan uslov da bi moduli korena ove jednadine bili jednaki.

333. Data je kvadratna jednadina
(D 22—2pz+q=0,

gde su p i ¢ kompleksni brojevi. Odrediti potrebne i dovoljne uslove koje
moraju zadovoljavati koeficijenti p i g tako da oba korena z; i z, jednadine (1)
budu na jediniénom krugu.
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Refenje. 1zve$éemo najpre neke obrasce koji ée kasnije biti potrebni. e
Iz (1) izlazi, v Tt el

@ . lzy||z] = |q].
Kako je

- |2,]2=(p+1/P*=0) (P+~/PP—@) = |p|*+2Re { P /PP —a} +|P*—al, = -,
| 2] 2= (p—/P*—4) (P—/P*—9)=|P|*—2Re {p\/P*—q} +| P* 4|,
sabiranjem dobijamo

1 1 1 | a
©) ‘2*(zll“--,zz.z)vIm“--IPLQI-
Osim toga, vaZc relacije

)

2p=2z,+2zs

2174“-'2:::221': |2, |2z,

Pretpostavimo sada da je |z;| =1, |z,|=1. Tada iz (2) i (4) dobijamo
© lg|=1, |p|*+|p*—q|=1.

Prema tome, ako jednadina (1) ima oba korena na jedini¢nom krugu, uslovi (6) moraju
biti zadovoljeni, §to znali da su oni potrebni.

Uslovi (6) su i dovoljni, jer ako su oni zadovoljeni, tada iz (2) i (4) izlazi

1zl ze| =1, [z]*+]z,[2=2,
tj.
|z]=1, |z]|=1.

Drugi sistem potrebnih i dovoljnih uslova dobi¢emo na sledeéi nadin:

Pretpostavimo da je |z |=1, lz,|=1. Tada iz (5) sleduje p=pg. Osim toga, iz
2 p=1z,+z, dobija se

1
PI< (al+lzD=1,
a iz z, z,=q sledvje |q|=1.
Prema tome, traZeni uslovi su
(N p=ra |pI<1, |q|=1.

Ako je p#0, ovaj poslednji uslov moZe se izostaviti, jer sleduje iz prvoga.

Da bismo pokazali da su ovi uslovi i dovoljni, tj. da iz (7) sleduje |z;|=1, |z,|=1
primetimo da iz (7) izlazi

g=e%, p=pc¥? O<e<).

Jednacina (1) u tom slufaju postaje

o ) zZ—Zpeei/lz—%eO"—O
1 njena refenja su

Zy,9=(p = l\/l_—p:) eei/2’
21,2 = |p 'l\/f;;’:_l

Primedba. Uslovi (6) i (7), prema prethodnom, ekvivalentni su, §to se moZe i nepo-
sredno pokazati.

odakle je

Tako, na primer, iz (7) sleduje p®=|p|%q, tj.
PP—q=(|p|*—1Dg,
pa je, s obzirom na |p|<<1 i |q|=1,

|p*—gl=1—|p|™

8*
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Prema tome, iz (7) sleduje (6).

Da bismo pokazali da i obrnuto iz (6) sleduje (7), dovoljno je posmatrati slufaj
kad je p#0. Iz (6) dobija se najpre |p|<l. Dalje, iz |[p*—~q|=1—|p|2, odnosno iz

(P*—q) (P*—a)=(1—|p[»? sleduje
Prq+piq=2|p|%
jer je |g|=1. Osim toga je b
p2q-p*q=|pt|
1z ove dve jednaline neposredno izlazi
PPa=rrq=|p|% ‘4. pg=p.
Ovim smo dokazali da iz uslova (6) izlazi (7).
Videti sledeéi problem. Uporediti rezultate i metode.
Redigovano prema re$enju R. Bojaniéa.

334, Data je kvadratna jednacina:
)] #-2pz+q=0 (p#0),

gde su p i g kompleksni brojevi. Odrediti potrebne i dovoljne uslove koje
moraju zadovoljavati koeficijenti p i ¢ tako da:

1° jedan i samo jedan koren jednadine (1) ima modul r (>0);

2° oba korena jednadine (1) imaju modul r (>0);

3° bar jedan koren jednadine (1) ima modul r (>0);

4° koreni jednadine (1) imaju jednake module.

Refenje. 1° Pretpostavimo da je |z, |=r i |z,|#r, gde su z, i z, koreni jednaline (l).
Tada je

7—2pz+q=0 = z,2,2,+92,=2pz 2.
Odavde sleduje:
) Rz 4qz=2prt, qz;+riz=2prt.
Poslednje dve jednadire posmatraéemo kao sistem po z; i z—l Determinanta tog sistema je
A=rt—gq=ri—|g[P=ri—|z ||z, |2=r2 (r*—| 7, |®) £ 0,

$to znadi da sistem (2) ima jedinstveno refenje:

L 20 e a|_2r(r—pg)
Ty el el
3
— 2r%| 2 p| 2r(pri—pgq)
3 ol B ST I R s
e e A-fe
Na osnovu (3) je
@ 2r|pr”—p—q|=|r“—|q|2]7é0.

Pokazali smo da su uslovi (4) potrebni. Da su ovi uslovi i dovoljni sleduje iz toga §to
oni osiguravaju egzistenciju refenja (3).

2° Neka je |zy|=|z,|=r>0.
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Posmatrajmo identitet
)] 2(P|‘1|—;‘I)=(Z1+zz)lz1|[22|—21 22(2_1‘*2;)
=@ +z) | 7| |z |—| 2|2 2| 2]
=z |@]|zn|-2z]z|)+|2| (@] 2 ]-2]2])
=(|lzl=|z]) @z |-2z]2])
Na osnovu ulinjene pretpostavke i identiteta (5) dobijamo relaciju
© rtp—pq=0.
Ova relacija izraZzava potreban uslov da bi bilo |z |= |z,|=r>0, ali nije dovoljan
To se moZe naslutiti iz identiteta (5), jer ako se u (5) anulira leva strana, ne moZemo

tvrditi da se na desnoj strani anulira prvi faktor. Zato ¢emo detaljno ispitati polozaje korena
jednacine (1), kada je ispunjen uslov (6).

Iz (6) sleduje
lgl=]z] |2z |=r~

Prema tome dopunski uslov treba da obezbedi vaZnost relacije

M |2y [=] 2]
1z (6) izlazi

p r?
§r? i e -,
P lrl
pa jednagina (1) postaje
2
22—2pz+r—‘-p2=0
|p|®

Odatle je

®) zl=p(l+\/l—i£), zz=p(1—-\/l— rzz).
|p| |p|

Na osnovu poslednjih formula zaklju¢ujemo da ¢e relacija (7) vaZiti samo kad je

2

r .
l—i—ﬁgo, t]. |p|2<r2.

Tako smo najzad dodli do rezultata: Da bi bilo |z, [=|z,|=r> 0, potrebno je i dovolj-
no da budu ispunjeni uslovi:
) rp—pg=0, |p|<r.

3° Traeni uslovi za ovaj deo zadataka mogu se dobiti uzimajuéi u obzir rezultate iz
1° i 2%

Da bi bar jedan koren jednadine (1) imao modul jednak r(>0), potrebno je i dovoljno
da budu ispunjeni uslovi:

2r|pri—pg|=|ri-|q|®],
10)

|p|<r samo kad je |g|=r2

Kad je | g|# r? drugim uslovom se ne zahteva nista.

4° Da bismo odgovorili na poslednje pitanje, koristi¢emo rezultate iz tatke 2° tj.
uslove (9). Smatrajuci u (9) r (> 0) proizvoljnim, nalazimo da su uslovi:

(11 b je realan pozitivan broj, |p[*<|q]|
y4

potrebni i dovoljni da bi bilo |z, |=|z,].
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Uslovi (11) mogu se kondenzovati u jedan jedini uslov

o Pl P b -,
IPIZ<7=‘p12, b. |plt<p*q.

Redigovang prema redenju D. Dokoviéa.

Primedba. Pokazati da je poslednja relacija ekvivalentna uslovu navedenom u zadatku
332 ovog Zbornika. L

335. Integraleéi 2 exp (eiz) po konturi koja se sastoji od polu-krugova
z

| zl=r olei=RN Ini) e 0
1 od otseaka
' r<|Re(@)|<R, Im(2)=0,
pokazati da je

) .56 Ly
fem-" sin (sin x) — dx = Lﬁ(6’*1)-
0 Your - -

336. Izradunati
: 1 c+ib d'Z
By 2 e, TS

b~ 2mi .
c—ib

e (it e R
a‘sin z

Rezultat. 1/(1 +a™). .
337. 1° Ispitati da li funkcija f(z)=e™"" cosecmz zadovoljava funkcional-
nu jednalinu
F@)=fle—1)=2ie D,

2° Integraleéi funkciju f(z) duz paralelograma Cija su temena u tatkama

e ]2 £ g (r veliko),

pokazati da je
+o0

f & Vi
3° Takode, integraleéi funkciju f(z) duZ paralelograma <&ija su temena u
ta¢kama i%j: re®™il4 pokazati da je:

+ o

[ e cos @) di=1 /A2,

— 0

4° Birajuéi na pogodan nadin konturu integracije i integraleé¢i duZ nje funk-
ciju f(z), pokazati da je:

+ o0
G xt P
f e TESIN20 ohs (2 cos2a) df = cos (**Ot) (O<a<>—),
4 2
—co
+ oo
¥ E14 it
f e_mesng sin (nf2cos 2 o) df = sin (Z_a) (0<a <?).
—

Primedba. Tatkama 3° i 4° zadatak dopunio D. Dokovié.
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338. Rediti diferencijalnu jednadinu
dy Re (")
dx Im (z")

Resenje. Predimo na polarne koordinate, tj. stavimo

(z=x+1iy; n ceo broj).

x=rcos0, y=rsin0.
Tada se dobija

sin@dr+rcos8db r"cosnb

cos 0 dr—rsin0d0  r?sin nd’

odakle je :
dr_sin (n+1)0 a6
r cos(n+1)6
Posle integracije bice

logr=— log | cos (n+1) 6| +const,
n+
odnosno
F" 1 cos (n+1)0=C (C realna konstanta),
t). Re (z"+1)=C.

339. Ako je v(x, y) imaginarni deo neke analititke funkcije f(z), dokazati
da se diferencijalne jednaline
dy

-= —tgv(x, y
oo gv(x, »)

) i cotg v (x, ),
dx

mogu integraliti pomoc¢u kvadratura.

Refenje. Realni deo o (x,y) analiti¢ke funkeije f(z), &iji je 1magmarn1 deo v (x, »),
odreduje se iz uslova

ou 0v ou v

ox ()y oy ox
Funkcija i

ef @ =t cos vrietsiny

takode je analiti¢ka, §to znali da vaZe uslovi:

(2) o(“COS) a("') ()(“' )a(" )
— (e V)= —---- (e” sin v), -~ (e" sin v) =— (e¥% cos v).
Loy ox oy ox

Kako se jednadine (1) mogu napisati u obliku
3) e¥ (cos v dx—sin v dy) =0, e¥ (sin v dx +cos v dy) =0,

iz (2) sleduje da su jednadine (3) jednaline sa totalnim diferencijalom. Prema tome, jedna-
¢ine (1) su integrabilne. Funkcija e* je integracioni faktor.

Primedba. Videti ¢lanak:

D. S. Mitrinovié: Sur Uemploi de la partie réelle et de la partie imaginaire des

fonctions analytiques dans I'intégration des équations dlffeientle[[m (The Toéhoku Mathematical
Journal, vol. 42, 1936, p. 179—184).

340. Da li se parametar ¢ moZe tako odrediti da jedno reSenje w (z) dife-

rencijalne jednadine
B d
29" gy e’ (z+a)
dz? dz

bude uniformna funkcija promenljive z (=x-+iy)?
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341. Odrediti onaj partikularni integral diferencijalne jednaine

) W L2 2wt AeP+4z w2 =0
dz
(4 kompleksna konstanta sa pozitivnim realnim i imaginarnim delom) koji
teZi beskonaénosti kada z—0.
Pokazati da taj integral w ima beskrajno mnogo polova i da svi ovi leZe
pa jednoj pravoj koja prolazi kroz pofetak u z-ravni.

342. Ako je a>0, proveriti formule:

I

atic ‘
2 z O<t<1);

a—ioo

Il

4 ajmﬁd []ogt (t>1),
2i 2% 0 (0<t<l);

a—iow

a+ice 212 —17 132
Ly eeal L U dz={2 (—12  (@>1),
2w a_imz(z+1) (z+2)

0 O<t<);
atio 1
1 etz — sh at t>0
BB 0 @>]]>0:
Rl L, =g (t<0)
a+tioo 1
i 1 f ez et gz(l—cosw) (t>0),
2w Lok z (22 +a?) 0 (t<0).
Takode izralunati integrale:
atio Al
1° j 5 dz (@>0; ¢ realno; n nula ili prirodan broj);
n
a—iom £
L etz
P j —— dz  (a>0; ex<a; t realno);
n
amie 1] (z—awo
k=1
a+ioo 1
3° f ~= e Tz 0<a, t<l);
St 1z SIn Tz
a+tico
3 iz th
. il (@>9; t>0).
’ z
a—ioo
a+ib a+i°°12
Primedba. Umesto lim f — dz stoji f — dz. Ova grani¢na vrednost oznalava
S a—ib 7 a—jow £

e ;
se takode sa f — dz, gde je Br, Bromwich- ova kontura, tj. prava x=gq (>0). Postoji i
Z
Br,
druga Bromwich-ova kontura koja se oznafava sa Br,.
Integrali duz Bromwich-ovih kontura igraju vaZnu ulogu u teoriji Laplace-ove trans-
formacije.
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343. Izralunati odredeni integral

1
X5 (1—x)%5.
Jof - dx

Uputstvo. 1zvr$iti smenu (1 —x)/x=¢ i na dobijeni integral

18/6
L+(1+1)?2
primeniti raun ostataka.
T 2
Rezultat. J=ﬁs (1 —cotg - L4 ) 2
Generalizacija. 1zraCunati integral
1 —min min
—x e
f—(l)— dx (m, n, p prirodni brojevi; m<n; p>=2).

1+x°

344. Koje krive na Riezmann-ovoj sferi odgovaraju skupu koncentri¢nih kru-
gova u ravni?

345, Da li realni deo u(x, y) jedne analiti¢ke funkcije moZe biti oblika

J(x,p)
L

u(x, y)= {/(1, ) #0},

gde je f(x,y) funkcija koja ima neprekidne druge parcijalne izvode?

Generalisati.
Odgovor. Ne.

346. Analiti¢ka funkcija f(z) koja je realna za svako z, realna je konstanta.
Dokazati.

347. Odrediti analiticke funkcije w=f(z) (z=x+1iy) koje krive (C)
xy-ravni preslikavaju na krive (I') u wv-ravni tako da je:

1° Ugao izmedu tangente krive (I') u preslikanoj tacki (u,, v,) 1 u-0se
jednak uglu izmedu tangente i potega krive (C) u posmatranoj talki (x,, ¥o);

2° Ugao izmedu tangente i potega krive (I') u preslikanoj tacki (u,, vy)
jednak uglu izmedu tangente i potega krive (C) u posmatranoj taki (x,, ¥y);

3° Ugao izmedu tangente i potega krive (I) u korespondentnoj tacki (i, v,)
jednak uglu izmedu tangente krive (C) u posmatranoj tadki (x,, y,) 1 x-ose.

Rezultar. 1° w=a Logz+b; 2° w=bza; 3° w=beaz(a> 0; b kompleksna konstanta).

Primedba Ovaj problem sastavio je V. Janekoski.

348. Neka su Pl, Py, ... , Py, temena jednog pravilnog poligona
Py Py... Py, koji je upisan u krugu C. Ispitati da li vaZi relacija

PP+ PPy+ -« - +PPy,1y=PPy+ PP+« « - + PP,,,
gde je P proizvoljna tacka luka P, P,,,; kruga C.
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349. Konstruisati krivu (C) definisanu jednalinom |e?/z|=e i izralunati

J= SEe? dz duz petlje krive (C).
Rezultat. J=2ni.
350. Odrediti minimum izraza max (|1+z|, |1+2%|), kada kompleksna
promenljiva z uzima sve vrednosti u z-ravni.
Rezultat. min max (|1+z], |1+22|); \/3_—\/?=l/;5;%1

Generalizacija. 1° Da li je takode
min max (| 1+z|, |22—z], |1+22|)=/3—+/5 2
., m},

2° Odrediti
min max {|f, @—H @|; n#v; nv=1,2, ..
f]_ (Z)) ./:.! (Z), e = ] fm (Z)

gde su
polinomj kompleksne promenljive z.
Ovaj problem- postavljen je u madarskom <asopisu: Matematikai Lapok,

Primedba.
t. VIII, 1957, str. 290.

351. Dokazati formulu
e vk km L
B (k)sm(x+ -)=2"/2sm(
k=0 2
352. Ako su P, i P, tacke u kompleksnoj ravni, &iji su afiksi z; i z,,

krug opisan nad P; P, kao pretnikom odreden je jednatinom

nT
x+—1.
4

|2z—z;—z,|=|2,—
353. Dokazati relaciju :
E@a-ll<lzlt  (zl<1),
gde je
E(z, p)=(1—2) exp (.u.:’?+ ;;)
£ P

Dokaz. Za funkciju E (z, p) vazi razvoj
o0
E(z,p)=1+ > A zF.
k=1

1)
Za izvod funkcije E (z, p)
d z2 P
EE(Z,I)) —zP exp (z Faa +7)

Byp zk) »

|

vaZi razvoj
d 2
— E(z,p)=—zP (1 + >
al k

@

gde su By, (k=1, 2, ... ) pozitivni.
Polaze¢i od (1), dobija se
d (-]
— E(z,p)= Z k Ay 2k—1.
dz =i

3
Poredenjem (2) i (3) nalazi se
Ap=Agp=---=App=0 1 A, <0 (k> p).

“
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Ako se uzmu u obzir formule (4), iz (1) izlazi

| o !
-
®) |E (zp)—1]=| > Agpzk
| k=p-+1 I
< D 4| ]z]k
k=p+1

=|zjpH F fA| xR,

k=p-+1
Kako je |z{ <1, na osnovu (5) bice
(6) |E@p—1]|<[z[P+0 3 | dgpl.
k=p+1

Buduéi da je E(1, p)=0, prema (1) i (4) je

o
(7 > Ap=—1.
k=pi-1
Kako su svi Ay, za k>>p negativni, iz (7) proistite
) > | Aip]=1.
k=p+1

Polazeéi od (6) i uzimajuéi u obzir (8), dobija se

|E(z, p) —1|<<|z]P#! (|z|=<<1; p prirodan broj).

123

Primedba. Redigovano prema knjizi: E. Hille: Analytic function theory, vol. 1 (New

York, 1959, p. 227).

DODATAKH*

354. Ako su z,(v=1, 2, 3, 4) uzastopna temena tetivnhog Cetvorougla,

pokazati da vaZe relacije

o )
(21— 24) (22— 23)
@) |2y —23| | Za— 24| =| 21— 23| | Z3— 24| + | 2y — 24| | 22— 23]

Geometriski protumaditi jednakost (2).

Refenje. Neka je a centar i r poluprednik kruga na kome se nalaze tatke z, (v

Tada se moZe staviti

z, =a+redvi
v

Uzastopnost ovih temena obezbedena je, na primer, uslovom

3 0,<0,<0,<0,< 0, +2m,

* Ovaj Dodatak izradio je D. Adamovié.

-1,2,3,4).
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Onda

(21—22) (23—24) =(eexi__eezi) (eesl__eeai)

(21— 24) (z,—2y) (ee‘i—ee'i) (ee"i—ee°i)

06, e,—e_,,.) %0, 60
(e % =g . (6’ e == = )

g 86, _8-6, " MR, "
(ez _ez)(ez_e 2)

0,0, 6,0,
sin — Sin 2

jer, prema (3), svaka veli¢ina pod znakom sinusa pripada intervalu (0, 7).
Iz dokazane nejednakosti (1) izlazi

[(21—2,) (Z3—29) | +| (21— 29) (23— 25) | = | (21— 2,) (23~ 29) + (2,— 2) (2,— 2) |
_ S =| =z, 24— 2, Z3+ 2, Zy + 2, 2, | = | (2, — 25) (z,—2,) |,
tj. relacija (2).

Neposredno se vidi da jednakost (2) izraZava Ptolomejevu teoremu: Proizvod dijagonala
tetivnog &etvorougla jednak je zbiru proizvoda njegovih suprotnih strana.

355. Neka su A4, B, (v=1, 2, 3) luci direktne orijentacije istog kruga kojima
odgovaraju centralni uglovi velidine =/3 i neka je C; sredina tetive B A,, C,
sredina tetive B, A;, C; sredina tetive By 4,. Dokazati da je trougao C,C,C;
ravoostran.

ReSenje. Uzmimo da je centar kruga koordinatni pocetak a njegov polupretnik r. Ozna-

¢imo sa z, = re'®v (v=1,2, ..., 6) redom afikse tataka A,, B,, 4,, B,, A, B;. Tada su
A St 7 Z,+z Zg+2Z
(]) bl=2_2_3' '92:'_42—5) g:’:e_z_l

redom afiksi tataka C;, C,, C;. Problem se svodi na dokaz jednakosti
2 |§2—§s|2=1'§3—§112=!§1-g2|2-
Prema (1) moZe se (2) napisati u obliku,
| za+z5—zg~21 |*=| 24+ 2y~ 23— 23 |*=| 2, + 2,—2,— 75 | 2.
Posle razvijanja i upro$¢avanja, prva jednakost, zbog

cos (05— 0,) =cos (0,—9,),
svodi se na 1
cos (0,—6;)— cos (8,—64)— cos (0,—0,)— cos (0;—06,)

=cos (0,—03)— cos (0,—0,)— cos (6,—0,)— cos (0,—0,),
a druga, zbog
cos (0;—0,) =cos (0,—0)),
na

cos (0;—0,)— cos (8—0,)— cos (05— 6,)— cos (6,—8,)
= cos (0,—0;)— cos (0,—0,)— cos (0,—06;)— cos (0,—0).

Ako se stavi
0g—0,=9;, 0;—0,=0,, 8;—0,=9,,
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prethodne jednakosti postaju

n 2 2x
3) COS @;— COS (‘Ps +?)— cos (q)2 +—3—>— cos (q)z + @3 +?)

2 2n n
= COS (py—COS (cpg+qaa+—3—)—cos (<p:,+—§)—cos (cpz+—5—)-

27 2 14
(C)) COS @, — COS (qu + @y +—3)— cos (cpa +—3>— cos ((p._, + —3—)

B¢ 14 T
=COS @5 —COS (q)z +—)— cos (cp.l + g +—>— cos <q>3 +—> ’
3 3 3
Jednakost (3) moZe se napisati u obliku
b g

2n 2 x T
39 COS @y + COS (cp3 +73)— cos (cp3+?) =COS @, + COS (cp.3 + —3-)— cos (:pz +»§) .

a jednakost (4), s obzirom na relaciju

~ €OS (@3 +@y) = COS (@5 + Py +7) = COS Py,
u obliku

27 b
“) —[cos (g + @3) +cos< P+ g + ?) — cos (cp.: +q33+~3—>}

2n n
=COSQ3+COS(93+?)—COS (@3_;,3‘.).
Kako je za svako ¢
2a T PP s 7 "
cos p+cos (o +— | —cos[@p+-—|=cos9g—2sin—sin|p+-—|=0,
” (‘P 3 ) (‘P 3) ! 6 (‘P 2)
jednakosti (3°) i (4) pretstavljaju identitete.
Primedba. Ovaj problem formulisao je F. Denk (Erlangen). ReSenje sli¢no izloZenom, u
kome su umesto komplcksnih brojeva upotrebljeni vektori u ravni, dao je Toma Leko.

356. Ispitati u kojim delovima kompleksne ravni vaZe nejednaline

, b TS A
1° |z|<1—Re(2), 2 O<arg——<—1?
: z+i 4

357. Funkcijom w=z+ e? (z=x-+1iy) preslikati pojas —w<y< +m.

358. Odrediti duZinu s slike kruga |z|=1 pri preslikavanju funkcijom
w=+/z+1.
1 1
Rezultar. s=\—/—7B (~, *) (B beta funkcija).
2 4 2
359. Nadi bilinearnu funkciju koja preslikava krug | z| =2 na krug |z+ 1| =1,
talku —2 u poletak i podetak u tatku i
z+2
z(L+0)+2i
Uputstvo. Iskoristiti invarijantnost dvorazmere Cetiri tacke

Rezultat. w = —

5y —Zy Zy—2,

(Zl» Zy, Zg, 24)= i
Zy—Zy Zy3—Z,

u odnosu na bilinearnu transformaciju (i ovo dokazati) i ¢injenicu da bilinearna transfor-
macija preslikava par inverznih tafaka u odnosu na dati krug u inverzne tatke u od-
nosu na sliku tog kruga.
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360. Dokazati da je svaka transformacija kompleksne ravni koja ne po-
mera poletak i odrZava sva rastojanja ili rotacija ili rotacija kombinovana sa
ogledanjem o realnu osu.

ReSenje. Ako je w=f(z) transformacija o kojoj je re¢, formulisani uslovi mogu se
izraziti jednakostima

(03] | fz)—f(z5) | =|2z,—2,|, za svako z, i Z553
@ f(0)=0.

Iz (1) i (2) najpre sleduje da je za svako z
(3) If@|=]z].

Dalje, za svako z, i z, vaZi

H

FIGEM B EDIEIENEEAY =|’|f(}zll)l4'f(!zz|)]

$to znali da je, pod pretpostavkom z; #0, 2z, # 0,

@ : ! fUzDIf(|z])>0.
Iz 3) i (4) izlazi
) £(zP=z] e,
gde argument o ne zavisi od z.
Prema (1),
(6) [f@—fz])=|z—|z]|.
Ako se stavi, s obzirom na (3),
N z=|z|eei, f(z):lziepi (0 i B realni brojevi),
gde je B funkcija od z, bide s jedne strane, zbog (5),
| ) 0 s ¢ . ] . B—«
®) [f@=1 2| =zl eB_c®i]=2]z||sin—],
a s druge strane
| RS - | | 8
©) z—‘z|‘:,z| ev'—1|=2]|z]| sin—- 1.
Prema (6), (8) i (9), za z+#0,
| B—al | 0]
| sin | = |sin—].
Al P Al NG

Odavde izlazi da mora biti zadovoljena jedna od relacija

B=a+0+dkn, B=a—0+2Qk+1)n, P=a—0+4kx, B=a+0+2Qk+ )7

k=0, =1, £2,...).
Moze se, dakle, uzeti da je ili
(10) B=a+b ili B=o—0.

Pri tome, za odredenu funkciju f(z) zadovoljena je jedna od relacija (10) za svako
z. U protivanom slucaju bi postojali kompleksni brojevi

0,i 0,i

zy=|z|e

takvi da je O,7%kn, O,k (k=0

i zy=|z]e
, 21, £2, .0) i

Fe)=] 7 |e@rWL fa)=]z|e@ W1
Medutim, tada bi iz rzlacije

[12,] @40 |2, | @8 1120 | f ()£ (2) |P=| 2= 22 |2 =] | 21| 2P| 2, ] 2 [}
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ili, posle sredivanja,
cos (0, +6,) = cos (6,—0,),
iziSlo da je ili
0,+0,=0,—06,+2knx ili 6,+0,=—6,+0,+2kn,
tj. ili 6, =k ili O,=4Ax, u protivre¢nosti sa pretpostavkom.
Dakle, prema (7), u sluéaju B=a-+0 za svako z

f@=]z]® *i=ze™,
a u slutaju B=a—0

f@=]z]e® ¥ =ze™! za svako z

Time je wustanovljeno da posmatrano preslikavanje pretstavlja ili rotaciju ili rotaciju
kombinovanu sa ogledanjem o realnu osu.

Primedba. Uz pomoé¢ geometriskih rasudivanja moze se dati kraéi dokaz. Cilj prethodnog
" izlaganja bio je, medutim, Cisto analiti¢ko tretiranje problema, shvacenog kao zadatak nala-
Zenja opsteg reSenja funkcionalne jednadine (1) pod uslovom (2).

361. Naé¢i konformno preslikavanje gornje poluravni na samu sebe koje
tatke oo, 0 1 1 redom prevodi u tacke 0,1 1 oo.

362. Naéi sva bilinearna preslikavanja pri kojima tafke 41 zadrZavaju
svoj poloZaj.

Resenje. 1. Preslikavanje

az+b
7 (ad—bc #0)

w=w (2)=
cz+
treba da zadovolji zahteve

a+b .
(0 w(l):c+d 1iw(=1

§to pretpostavlja da je

—a+b
-
d

=3 4
c+d#0, —c+d+#0

(iz a+b=c+d=0 dobilo bi se ad—bc=0; isto tako i iz —a+b=—c+d=0).
Iz (1) izlazi
a+b=c+d, —a+b=c—d
i odatle b=c, a=d.
Dakle, traZeno preslikavanje treba da ima oblik

az+b

(2) w (a2 —b*#0),

bz+a
Odigledno je da dobijeno preslikavanje zaista ima traZenu osobinu. Prema tome, formulom
(2) dat je opsti oblik takvog preslikavanja.
II. Sva ova preslikavanja data su jednalinom
w—1  z—1
(K # 0 kompleksna konstanta).
w+1 z+1
363. Pokazati da se svaka bilinearna funkcija koja preslikava reainu osu
na realnu osu moZe napisati pomocu realnih koeficijenata.

Resenje. Ako bilinearna funkcija

az+b

(ad—bec #0)
cz+d i

preslikava realnu osu na realnu osu, mora biti za svako realno x

ax+b ax+b
) St

ex+d exid



128 KOMPLEKSNI BROJEVI I KOMPLEKSNE FUNKCIJE [364—365

Pretpostavimo prvo da je ¢=0. Tada (1) postaje

a b a b
—x+—=—)x+{—),
s Gy

ili

odakle

1_(1)=£,(£)=0,

d d d d
$to znadi da su afd i b/d realni brojevi, tako da se bilinearna funkcija u ovom sluaju
moZe napisati u obliku w=A4z+ B sa realnim koeficijentima 4 i B.

Ako je ¢ # 0, bilinearna funkcija moZe se napisati u obliku

Az+B
w=
z+D (

d
A ma D=—),
c c c
pa (1) postaje

Ax+B_Zx+§
3 R

. (A—A)x2+(AD—AD+B—Byx+BD—BD=0.

Odavde

Q) A—A4=0, AD—AD+B—B=0, BD—BD=0.

Iz prve jednadine (2) izlazi da je A realno, a iz trede, pod pretpostavkom D # 0,
3) B=aD,

gde je o realan broj razli¢it od A4 (stoga §to

1
AD—B=; (ad—bc) £0).

Druga jednadina (2) onda postaje e
(A—a) (D—D)=0,

pa

@) D—D=0.

Iz (3) i (4) sleduje da su B i D realni brojevi. Ako je D=0, realnost koeficijenta B izlazi
iz druge jednadine (2).

364. Pokazati da funkcija w=2z2+2z+ 3 biunivoko preslikava oblast |z|< 1.

365. Neka su a, (v=1, 2,...,n) i z proizvoljni kompleksni brojevi i c=i z ay.
n,=5

Dokazati sledee relacije:

1 L3 e fiafef e o —eft
L noZy

20 LS z—a|t=|z=c|P+1 3 |a, —c|%
n n

1 v=1
2 1 2
<—2 la |

79y

Pri tome, u nejednakosti 3° znak jednakosti moguéan je samo kad je

iMs

1 n
2

v=

3% ’

A =a,=---=a,.
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366. Funkcijom w=4/(z+ 1)? preslikati oblast

|2|=cl, “Daasg 2anid.
Resenje. Transformaciju

y A z-ravan
(z+1)? L
rastavljamo na transformacije //
gl o { - RO
(1) wy=——o 1 w=w2 \ I X
z+1 \ /
\ H#
Na uobilajeni nadin se pokazuje da prva od njih preslikava \\\d e
datu oblast na oblast ¢ B
3w
2) | wy—1]|<1, —2<arg(w—l)<2:r.

Druga od funkcija (1) preslikava tatke 1,2, 1-—-i redom u tatke 1,4, —21i, a otselak
[1,2] na otseCak [1,4]. Ako se stavi

W=u4+iv, wy =i +iv,

. 1 *v, k w,-ravan
druga jednakost (1) daje i O
u=u2—vy? #E Ty
1 T ¥ 7 \
v=2u, V. / \\
- . . .. .. 1 4_|2 £ o
Stavljajuc¢i u ovim relacijama u, =1, dobija se ) u,
\
u=1—v? v=2vy, \\\
ili, posle eliminacije parametra v,, \.’ i

3 v =4 (1 —u).
Dakle, duZz u w;-ravni Ciji su krajevi tacke 1 i 1—i, preslikava se na deo parabole (3)
oznacen na slici sa 1.
Ako se u jednadini kruga
G wi—1|2=
stavi wl:\/—{v-, dobija se, posle razvijanja,
lw|+1—2Re (y/w)=1

i dalje v A w-ravan
| w|2=4Re? (w).

Prelazom na polarne koordinate

W0 el® u
dobija se
p*=4pcos® —
ili
©) =2 (1 +cos D).

Dakle, krug (4) preslikava se u kardioidu (5), a
njegov luk koji pripada rubu oblasti—na deo kardioide
oznaCen na slici sa 1L

Prema tome, data oblast preslikava se funkcijom w=4/(z+1)% na oblast prikazanu na
trecoj slici. Nije teSko uvideti da je ovo preslikavanje biunivoko.

367. Ako bilinearna funkcija preslikava par koncentriénih krugova na

koncentri¢ne krugove, ispitati kako se menja odnos polupreénika krugova pri
ovom preslikavanju.

9 Zbornik matemati¢kih problema III



130 KOMPLEKSNI BROJEVI I KOMPLEKSNE FUNKCIJE [368

Resenje. Pretpostavimo da bilinearna funkcija

Az+ B
w=w(2)=———
Cz+D
preslikava krugove
) |z—al=r i |z—a|=R (r# R
redom na krugove
) |w—b|=r, i |w—b|=R,.

Kako su talke z=a i z=o0 inverzne u odnosu na oba kruga (1), a tatke w=»5b i w=00 u
odnosu na oba kruga (2), mora biti ili
w(a=b 1 w(e)=0
ili
w(@=oo i w(e)=b,
tj. ili

C=0 Aa+B=b
D
ili
D .8 A
——=a i —=b (C#0).
C C
Odatle izlazi da je, u dva moguca slucaja,
Az+Db—Aa
W e (A #0)
D
odnosno
W O Nk (0,
z—a
U prvom sluéaju
A
3 —b|=|— =al,
® v @=b1=| 5| 12-al
a u drugom
b+ab
4) |w(z)——b|=g.
|z—a]|

Prema (3) i (4), posmatrana funkcija u oba slucaja preslikava ne samo krugove (1)
nego i sve krugove sa centrom u @ na krugove sa centrom u b.

Iz (3) i (4) takode izvodimo =zakljutak da u prvom sluCaju odnos polupreénika bilo
koja dva kruga sa centrom u a pri preslikavanju ostaje nepromenjen, a u drugom slutaju
ovaj odnos za ma koja dva kruga sa centrom u a pri preslikavanju uzima reciprotnu
vrednost.

368. Dokazati da:
1° ako z,—-0 (n— o0), tada

(1+ﬁ)"~>1 (n=0);
n
2° ako z,—»1 (n— ), tada

(1 +£"—)n—>e (n—00).
n

Pri tome brojevi z, su kompleksni.

ReSenje. Prvo tvrdenje izlazi iz nejednakosti

Zn \" ! S (n\ Zn NN 3 | z2 [\
(14—7) —1 :1+Zl(v);§~1 <Zl(v)—v~—(1+—;—-> ]

n
Drugo sleduje iz prvoga kad se stavi z,=1+w, i napise

RN
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369. 1° Pretpostavljajuéi da je izraz e?(z=x+1iy) definisan jednako$éu
e?=e*e(y),
gde e (y) oznalava izraz cos y+i siny, na elementaran nadin dokazati da

n
(1+i) —e* (n— o0)
n
za svako kompleksno z.

2° Koristeéi redove, pokazati da u svakom krugu |z|< R<co niz (1+i)"
n

uniformno konvergira ka ez

Resenje. 1° Podimo od jednakosti

X X
(1) 1+i=1+—+il=(1+—) (1+i—-y—).
n n n n

Drugi faktor moZe se napisati u obliku

1
el e RICC T
= B e |arc tg s
n+x (n+x)? n+x
gde se zbog pozitivnosti realnog dela uzima glavna vrednost funkcije arc tg x. Prema (1)
i (2) je
ERY x\» 2
(1 +—> =(1 +) . {1 + = } e (n arc tg L) "
n n (n+x)? n+x

Prvi faktor konvergira ka e*, drugi ka jedinici kad n— oo .

(2) 14§

=

Kako je kompleksna funkcija realne promenljive e (y) neprekidna, biée
. i ¥y
lim e (n arc tg L) = e( lim n arctg —)-—e ).
n—w n»+x n—co n+Xx

Dakle,

n—ro

z n
lim (1 —'r—) =e¢*.1-e(y)=e*
n

2° Ako je polupreénik R posmatranog kruga po volji izabran i potom fiksiran, tada
za proizvoljno & (>>0) postoji takav prirodan broj m da je

R s

y 5
v=m+1 v 2

Kako (v<n)

(Z)%=n (n—1) (n—vz!)...(n~v+1) _ niv:(l__:?) (1_%) (l_v;l)\%’

g»
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3100 (-3 < )25 3, :“.-1

i D

Prvi ¢lan poslednjeg izraza teZi nuli kad n-—>o. Stoga postoji ny > m takvo da je za
n 2= ny vrednost ovog ¢lana manja od €/2. Za n > n, onda je

Z A
~(1+7) <o4o=s  (|z|<A.
370. Dokazati jednakosti:
+oo 2+ )" [ M x—=2g2 4 (Mya—dgt ... dx=0,
} b (3) }
T et (1) (g et (g e as=o,

gde je n prirodan broj >1 i a>0.

371. Neka je funkcija f(z) regularna u krugu |z—a|<R. Dokazati da je
tada za O0<r<R

f@=-L P e,
nro

gde P (B) oznalava realni deo od f(a-+re'®).

ReSenje. Uopste, ako

i
o [ o ®do-o,
o

gde je @ (0)=u (0)+iv (0) kompleksna funkcija realne promenljive 0, tada i

8
@) qu () 46 =0.
oL
Zaista, (1) povlaci
31

£ B

fu(O) dO:f v (8) d0=0,
o a

a odatle sleduje (2).

Pod uslovima zadatka,
2

0= f f@ dZ——lrf fla+re®)ye® qo.

| z—a|=r
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Odatle, prema prethodno ustanovljenom,

2x
1 ol
3) 0= [f(a+re'°)e“'°do.
24'[}‘6

S druge strane, prema Cauchy-evom integralnom obrascu za prvi izvod,

2

1 ; :

4 [ (@) =— ff(a+re'e) e 10 ap.

2ar

0
Sabiranjem jednakosti (3) i (4) dobija se
. 27
f@=— [ P® 0 do,

ar o

a oduzimanjem

[

b4

Q) e 0 do,

(@)=

—ll__
Lo

)

gde Q@ (0) oznafava imaginarni deo od f(a l-reie).

372. 1° Koristeéi funkciju —547; 1> pomoéu kompleksne integracije sumi-
e2miz _

w

rati red =3
nt
n=1

2° Istim postupkom doéi do relacija izmedu vrednosti C (2m) Riemann-ove

<o

i e | O ; 4
C-funkcije (C(z) = z ,2,) i Bernoulli-evih brojeva B,,,.
oy | n

3% Na osnovu prethodnog dokazati da su Bernoulli-evi brojevi B,,, (im=1,2,...)
naizmeniéno pozitivni i negativni i da im moduli teZe beskonacnosti kad m—w
1 to monotono za dovoljno velike vrednosti m. Koristeéi Stirling-ovu formulu,
dati asimptotsku procenu brzine raSéenja njihovih modula.

ReSenje. 1° — 2° Podimo od relacije

z 1 e gk
1) Z)=——"=1——2z+4 —— 72k z|<2m),
£ L inoam geb oy kzl @h)! i
gde su B,(n=0,1,2,...) Bernoulli-evi brojevi. Oni se redom izraunavaju pomocu reku-
rentne formule

nt1
@ By - b (""‘;1>BV=B,,+1 by Bi o
v=0
ili, simboli¢ki napisano,
By=1, (B 1)ni1=Brit o e AT

Jednostavno rasudivanje pokazuje da su svi Bernoulli-evi brojevi s neparnim indeksima, sem
prvog, jednaki nuli, a iz (2) dobija se

1 1
3) Bz=6" 54:_30,
Stavimo
V(@) =—5— s f(z)-—tlr ?) (m=1, 2,...).
e"ﬂ“_l zzm
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Prema (1),
@ f@= >

Z= ot (200 2)

1 2 By
=l zem=1(l_miz)+ 1)k 2%k gk % ak—2m—y .
m.{z (—xid+ 3 (=D e ] (lzl<D

U taCki z=0 funkcija f(z) ima pol reda 2 m+1. Odgovarajuéi reziduum, prema (4), iznosi

1 Eoh
%) Res f(z)—- — (=1)m22m g2m
Ti (2m)!
Od singulariteta funkcija f(z) ima jo§ polove prvog reda u tatkama +n(n=1,2, ...).
Odgovarajuéi reziduumi su
1 | 1

1 1
6 Res M T = 2 S el 2l o)
© z=+n /@ xi  e2WiZ2m| .., 2;xi nm 2 )

1
Oznadimo sa C, kvadrat sa temenima u tatkama (n +?) (£1+1). U njemu funkcija

od singulariteta ima tacke 0, +1, +2, ..., 4+ n, pa prema (5) i (6)

Bym

em!’

M %f(z) dz= 22 — +(—])m 2em gem

Cn

S druge strane, na horizontalnim delovima putanje C,

; 1 1 1
Z=xi'<"+5), —(n+7)<x<+(n+7),
pa je na njima
1 Aci eSS 1
|‘l’(z)|<‘T—+—-— = — s
e -“T’Z__l 2 9, eZJr!z_l 2
: ([eotgmz|+1 t + l) 1]
— (lcotgmz|+1)=—1 cotgn | x+i [n+ +
2 . ) 2 ¥ ( 2/

1 1 1 3n
<7[coth(iz+?) n+1}<7 (coth7+l).

Na vertikalnim delovima

1 1
z j;(n+ >+ty, —(n+7)<y<+(n+7>,
pa je
1 1 1
I‘]’(Z)|= 1 KT :l e 7= T F<l 8
2mi { £ n+—=|+iy — -1 e +1
| 2]
Dakle,
1 3n
|\]r(z)|<M=max{7(coth7+1),1} za z& Cp (=l 2e s )%
Odatle,
v @] ("+I>M
¥ (z
® /@ <c9§'2‘“" Idzl\—ﬁld B s (1)
n n

(jer m>=>1).
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Iz (7) i (8) sleduje

o0

0=2 Z V'Zlm !(_l)mzzmﬂzm%
= !
i odatle
22m—1g2m
) L@2m)y=(—1)m-1— Bym (m=1,2,...).

2 m)!_

Ovo su traZene relacije izmedu (2 m) i B,,,.
Za m=11m=2 iz (3) i (9) izlazi

= I . A =l T o
oA S o L s iy

n=

Prvi rezultat moze se dobiti na razli¢ite naline, a drugi je traZen tackom 1° zadatka.

3°Kako L (2m) >0 (m=1,2,...), iz (9) izlazi da su Bernoulli-evi brojevi By, (m=1,2,...)
naizmeniéno pozitivni i negativni.
1z nejednakosti

k © k @0
1 1 1 1
O<t@m-—1= -+ — <D+ > = (m=D
i X ot P n T bl P
dobija se, pudtajuéi da m— oo,
s | i 1
0< lim [LEm-11< > —
m—> oo vek41 v
2001
i odatle, kako 2 = moZe biti proizvoljno malo,
v=k+1 v
lim [{ (2m)—1]=0,
tj' m—
(10) lim ¢ @2m)=1.
n— oo
Odatle i iz relacije (9), napisane u obliku
11 Byp= (—pym-1 ™!
(11) am=(—1) i2m—71 i L@2m),
izlazi
|B2m|~)'°° (m—»oo),
a takode
‘Bzm,lz @m+1)2m+2) L 2m+2)
== R T e (m—»oo),

By 4 w2 L2m
pa :
| By m+2| > | Bym| za m dovoljno veliko,

tj. niz | By, | monotono raste za dovoljno velike vrednosti m.
Kombinovanjem rezultata (10) i (11) sa Srirling-ovom formulom

1

a5 —
nl~n 2e“"\/27r (n— ),
dobija se
‘ 2 myrm+1jeg—2m
‘Bzm"‘” srm—1 Tr_z'"_ 27,
tj.
2m-)—l
m ol
|B2m|~47r\/e_(—~) § (m— ),
Te

§to pretstavlja trazenu asimptotsku procenu.
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1 —

a—e¢ !

(a konstanta >1).

373. Data je funkcija f(z)=

—_

° Ispitati singularitete funkcije f(z) u zatvorenoj kompleksnoj ravni.
2° Integraleéi funkciju z f(z) duZ pravougaonika €ija su temena u tackama
+xi +n+iR i pustajuéi da R— o, izraunati

bid >
» X Sin x
1 — = dx
() J 1+a*—2acos x
3° Funkciju f(z) razviti u red po stepenima od e~72 Ispitati u kojim
oblastima z-ravni ovaj red konvergira u obi¢nom smislu, apsolutno i uniformno.
4° 1z reda dobijenog pod 3° izvesti trigonometriski (Fourier-ov) red za

funkciju
sin x

1 +a%2—~2acos x

i, koriste¢i ovaj poslednji, izraunati na drugi nacin integral (1).

374. 1° Kompleksnom integracijom izradunati integrale:

“+o0 o0

. S ax cos ax

f KA dx, f Lo ar (a realno).
ch x ch? x

2° Izradunati:

+ +oa
j- cos ax ch Bx f sin ox sh Bx

dx, dx (O<a<l1; B realno);
ch x ch x
+ o0 +oo
f G0 5% ol fees dx, f ol i dx  (0<a<?2; B realno).
ch? x ch? x

0

Uputstvo. 2° Posto se dobiju rezultati pod 1°, iskoristiti stav o analitiCkoj funkciji
definisanoj odredenim integralom i stav o jedinstvenosti analiti¢kih funkcija.

375. Tzracunati integrale:

B ax N S
» 1 X
B a el Y
' - cos ———dx; sin ——-— dx.
x+1 x2+ 1 Jooxtal P |
— 0 —00

a .oa
Rezultat. n cos —2—; T Sin 5



SPECIJALNE FUNKCIJE*

I. LEGENDRE-OVI POLINOMI

1. Izradunati P, (1) i P,(—1) ako je
B ” |
P, (x)=————(x2=1) (Legendre-ov polinom).
n!2" dx"
Uputstvo i rezultat. Na izraz (x®—1)"=(x+1)" (x—1)" primeniti Leibniz-ovu formulu,
pa se dobija P,(1)=1 i P,(—1)= (—I)"
2. Posmatrati Legendre-ove polinome u intervalu [a, b]

dll )

Frm———b —— {0’ (x=0)} (=0, 1,2, ...
(%) "1 (b—ay dv { Gr—pV"{ k- R )
i za njih dokazati formule:

0 ’ b0

- a+b n=2k+1),
P” (a) (_ l)n, ‘Pn (b)‘_' 1’ P'l (— 27> =

(7/1(/2) (n=2k);
, 0 (n#m),
L/ n (A) m (Y) X b- -a (II =Iﬂ) £

b 2n+1

x—ay(x-b P +2x—a—-bhP ~nm+1)P,=0 (1=0,1,2, ...).

3. IzraCunati vrednost izraza

Drrs (x2—1)", tj. D" {(x+1)"(x—1)"} (m,s prirodni brojevi; D=d/dx)
za x=112za x=—1.

Resenje. Primenom Leibniz-ove formule dobijamo

(1) Drts { (x+ 1)1 (x—1)" )

—(x+1)? Dnats (x—1y"+ .- ,;,(";S) DK (x4 1)7 Dats—k (x— 1)1 4 -+« + (x—1)" Dits (x + 1),
* Videti:
D.S. Mitrinovié: Legendre-ovi polinomi i Bessel-ove funkcije celog reda.
Ovaj informativni ¢lanak objavljen je u knjizi:

S. Fempl: Redovi sa prilozima D. S. Mitrinoviéa, Beograd, 1960 (sveska 14 Mate-
matiCke biblioteke).
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Za x=1 svi lanovi ovoga izraza jednaki su nuli, osim &lana za koji je
n+s—k=n, tj. k=s.
Taj ¢lan ima oblik
@ (” js) DS (x + 1) D? (x— 1)
i za x=1 njegova vrednost je
2n=5 p} (";Ls)n(rz—l)---(Il—s+l),
odnosno

o, [D7+5 (x2—1)1] x=1=2""5 1 5] (”;—x) (;’)

Clanovi koji dolaze ispred i iza &lana (2) su respektivno

(;’jf) D=1 (x 4+ 1)7 D1 (x—1)",

(3 ps+r ety D=1 =1

Za x =1 njihova vrednost je nula, a takode i svih ostalih &lanova na desnoj strani rela-
cije (1).
Istim postupkom nalazimo

@) [D"+s (2= 1)) xmm1= (=" nls! ("20) (1) >0

Formule (3) i (4) primenjuju se, na primer, prilikom izratunavanja integrala

f ' P () 4 Py ()

x  (m, n, r, s prirodni brojevi),
dxr dx*

-1
gde su P, (x) i P,(x) Legendre-ovi polinomi, tj.
1 d)l

n!2" dx”"

Py (x) = (x*=1)".

Videti o ovome ¢lanak:

D.S. Mitrinovié: Neke formule koje se odnose na Legendre-ove polinome (Publikacije
Elektrotehni¢kog fakulteta Univerziteta u Beogradu — serija: Matematika i fizika, Ne 1,
1956, 20 str.)

4, Izradunati integrale:

1 +1
1* f 22 P s TR P01 00) 0% 2° fx B0 P rda,
0 =)
gde je P, (x) Legendre-ov polinom.
n(n+1) )
2n—1)2n+1)2n+3)

Rezultat. 1°

5. Proveriti rezultate:

Ay d d
f(1—x2)—P,,,(x)—P,,(x)dx=0 (m+#n);
Lk dx dx
W 1 3 1

f x2{P,(x)}2dx =
21
+1

[ P2 (9 Py Py (x) dx =0,
—1

+ - + .
8(2n—1) 4Q2n+1) 8(2n+3)

gde P, (x) oznaava Legendre-ov polinom.
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6. Da li postoji Legendre-ov polinom P, (x) takav da je

+1

f -Pk (X) Pn (x) Pn—l (X) dx
—1

3n(n+1)
QRn—1)2n+1)(2n+3)°

7. Ako su brojevi m i n (>m) iste parnosti, tada je

AP, () dPp () y

3 - #1);
A dx dx e LI HA

gde su P, (x) i P,(x) Legendre-ovi polinomi.
Dokazati ovo.

8. Dokazati da za Legendre-ov polinom P, (x) vaZi rekurentna relacija
(*~1D) P, (x)=nxP, (x)—nP,_ (x).

9. IzraCunati integral
+1
L= [2 (135 B0 P, Gid,

gde P,(x) i P, (x) oznaBavaju Legendre-ove polinome.

Rezultar.

I 2m(m*—1) ( n
s i B n=m—1),

m 4m—1

2 __
B Lt (m=n—1),

4n2—1

e 0 n#Em—1; m#n—1).

10. Pokazati da je funkcija
dm P, ’
= _dx;(fz {P,(x) Legendre-ov polinom }
partikularno reSenje diferencijalne jednadine
(AI=x®z"=2(m+D)xzZ+{nn+1)—m(@m+1)} z=0.
Uputstvo. Poci od relacije
(A=x) P, (x)—2x Py (x)+n(n+1) P, (x)=0,

pa je diferencirati m-puta.
11. Pokazati da za Legzndre-ov polinom P, (x) vaZi formula

+1
: N s,
_flx'P,,(x)dx— G

12. Izradunati integral
+1

[ 2= Py ()P, (x)dx,

=1
gde je P, (x) Legendre-ov polinom.
Rezultat. 2n (n+1)[{2n+1) 2n+3)}.

139
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13. Ako je f(x) polinom stepena », tada vaZi relacija

. ]
709=3 3 [@v+ 0P [ SO P () &),
v=0 -y

gde je P, (t) Legendre-ov polinom.
Dokazati ovo.

14. Dokazati formulu

+1 3 iy
[ a—s [qP,, (x)} e LG 0Y
e dx 2n+1

gde je P,(x) Legendre-ov polinom.

15. Funkcija F, (x) definisana je na slede¢i nadin:
F, (x) je polinom stepena n; F,(1)=1;
+1
fF,,, () F,(x)dx=0  (mz£n).

=1

Metodom matematicke indukcije, ili na koji drugi naéin, dokazati da je
F, (x) Legendre-ov polinom.

16. Izradunati integrale:

+1 +1
f x"+2 P" (x) dX, .[ X Pn (X) Pn+l (X) dx'
-1

—1
(2t _ 2(@m+1)

Rezultat. s g
2n+3)!! 2n+1)2n+3)

17. Ako je x=—1/2, tada je
B BB = By P o B B g el R P R
gde je P; vrednost Legendre-ovog polinoma Py (x) za x=—1/2. Dokazati ovu
relaciju.
Uputstvo. Razviti u potencijalni red u okolini tatke 7=0 obe strane relacije
+e2+ =12 = +1+1H)" 12 (L~ 412010

i izjednaliti koeficijente uz 12",

18. Ako je Py (x) Legendre-ov polinom i ako je
1

I= [Py (Pl d,
0

tada je
1
LIRS I - m = n),
2n+1 ( ')
=0 (m—n parno),
5 sl B .(n:2v+ I; m=2y).

T2mEn T (i—my(n+m+1) ()2 ()P

Proveriti ovaj rezultat.
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19. Odrediti a; (k=0, 1, 2, ...,n) tako da je

n
X dy Pk (X) ¥
k=0
gde je P, (x) Legendre-ov polinom.
Rezultat, ap,=0 (n—k neparno ili negativno);
1 1
(2 k- i)2kn!(—n»% ~fk) !
2 %

aj = = s (n—k parno i pozitivno).

; 1a v.- e+ 1))
(z--n»—-z—k). (m+k+1)!

20. Proveriti relaciju
n P, (cos0)= Z cos (k0) P,_ (cos 6),
' k=1

gde je P, (x) Legendre-ov polinom.
21. Ako je

+1
U, = [ (1—=x%" Py (x) dx  (m<n),
—~1
pokazati da je
(n—m) Cn+2m+ 1) u,=2nu, 4.
P,,. (x) oznaava Legendre-ov polinom.

22. Izradunati integral
+1
[ x(1-x®P, %{)”- it 0

21 en doe

gde je P, Legendre-ov polinom po promenljivoj x.

23. Dokazati da za Legendre-ove polinome P, (x) vaZi relacija

X P, (X)=n P, (x)+(2n—3) Py )+ Q2n—=T) Py_y () + - - -

24. Dokazati da za Legendre-ove polinome Py (x) vaZi relacija

™

XP(x)=nm—1D) P, (x)+> [CQn—4r+ D {r@2n—2r+1)=2} Py,_,, (¥)],

=1

l

|

P

: 1 e A
gde je =0 ili 5 (n—1).

Izvesti formulu kojom ée izraz
X P (x) (v<n prirodan broj)
ili opstije
x’ P, (x) (v, r prirodni brojevi ili nule; r<n)

biti pretstavljen kao linearna kombinacija Legendre-ovih polinoma.
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25. Dokazati metodom matematicke indukcije formulu
1
@n+1) [P} (x) dx=1—x P} ()—2x {P}(x) + PE(X)+ - +Pi; ()}

+2{ Py (x) Py (x)+ Py (x) Py (X) + -+ - +Puy (%) Pa () },
gde P, (x) oznalava Legendre-ov polinom.

26. Ako je Py (x) Legendre-ov polinom, proveriti formulu

n—1

X1P L (X)=C2n+ 1) x""1P,(x)+ Z (=t S v PR e

va=1
27. Ako je m prirodan broj, tada je
m+1
d—P,,,+,,(x) __T'@m+n+2) ,
dom+t a=t 2" (m+1)!T (n)

gde je P, (x) Legendre-ov polinom i I' (x) gama-funkcija.
Proveriti ovaj rezultat.

28. Ako su m i n (<m) prirodni brojevi i P,(x) Legendre-ov polinom,
dokazati formulu

+1

) [ (1 +x)"P,(x)dx=

—1

1
27t m

(m=m)! (m+n+1)!

Refenje. Primenom postupka parcijalne integracije » puta uzastopno dobijamo:

+1 +1
1 %
f(l+x)"’P,,(x)dx=-~—— [ (t+xm D (x—1)" dx
J, T
+1
m!
e S (o m—ng¢2__1\h
= gl e —j;(l+x) (2—1)" dx
m! A

w f(l—x)n(1+x)mdx.
! L

Takode uzastopnom parcijalnom integracijom n puta nalazimo:

+i ' n! yii-

m! 9
[ a=n"a+xmdx = [ +xymendx -
—1 —1

1 1
LA m+n+1

(m+n)! (m+n+1)!

Zamenom u prethodnoj formuli dobijamo (1).

29. Proveriti Titchmarch-ovu formulu

+1

N 2m+n+1 {(m+n) [ }4
1 + Pm P" d = =l
_fl( 4 iy st (m' a2 2m+2n+1)!

gde je P, (x) Legendre-ov polinom.
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30. Ako R oznafava operator
d ( oy d
R=—1{({1—x%)—1,
dxl( )dx]

proveriti da li vaZi relacija

+1 +1

fl P, () R{/(®)}dx=—n(n+1) f P, (x) £ (¥) dx,
gde su f(x) i f' (x) konadni za x=+1. Ovde je P,(x) Legendre-ov polinom.
31. Ako je f(x)=ax®+bx+c (a b, ¢ parametri) i ako je
Fy ()= o { £}
pokazati da je :
Fas =f @) E/ 0+ (D1 () F @)+ (4 D (a4 2 1" (@) Fy (9,
FG) E ()4 f () B ()= mnt 1) 17 (3) Fy (1) =0.

Ove rezultate dovesti u vezu sa odgovarajuéim rezultatima o Legendre-ovim
polinomima.

32. Razviti u red Legendre-ovih polinoma funkciju

S()=0 (—1<x<0),
=1 (O<x<+1).

@n=2)! (4n—1)

1 f=-]
R AL St —1n Pyp_y (0).
ezultat Z ,Zl( 1) T gk 1 (%)
33. Proveriti razvoj
T @n—2)! dn+1) y
| = — — ——1" T = ‘P‘)"/ _1‘1,x< ‘1,
=] - ,ZI( ) 20 (n—1) (n+ 1) " ) g

gde je Py (x) Legendre-ov polinom.

34. Ako je y.(x) reSenje Legendre-ove diferencijalne jednadine
=1 y' () +2xy" (x)—n(@n+1) y(x)=0,
proveriti da li je funkcija y (x) =y, (1/x) reSenje diferencijalne jednaline

XDy " (0)+23y ' (X)+nnr+1) y(x)=0.

35. Ako je y,(x) reSenje Legendre-ove diferencijalne jednaline
(2—1)y" () +2xy () —n(n+1)y(x)=0,
ispitati da li je funkcija y (x)=x?y,(x) reSenje diferencijalne jednaine
XEEE-Dy" ()+2x[(1—a)x2+aly’ (x)
+{[a(@—D—n@n+1)]x*—a(a+1)} y(x)=0.
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36. Polazeéi od formule

% do T

M f a—ibcosO ~ @ 1B {a(>0), b realne konstante},
V]

pokazati da se Legendre-ov polinom P, (x) za —1<x<1 moZe izraziti u obliku

T

1 AT
(2) P, (x)=»_n;—0f (x+i+/1—x% cos 6)" d6.
Resenje. Ako se stavi
a=1—tx, b=t/1—x* (0<t<l; —1<x<L),

tada je a>0 i b realno, te formula (1) dobija oblik
b4

db 1
j 1—tx—it~/l—x?cosH \/(l—tx)2+t (1—x%) )
1

1
(&) |74

Vi—2
Z PG

Potencijalni red

1 & L P
4 —_— = x+i/ 1—x%cos O)" (#
@ 1—t(x+i~/1—x*cos 0) HZO( v -
konvergira, jer je
It(x+i\/i—x2cos())‘ = t/x2+(1—x?cos? 0 (jer je 0 <t < 1)
— 1/ cos? 0+ x2sin? 0
< 1 <l. (jer je —1<<x<<1)
1z (4) sleduje
7 7
1 do y Eihoc oot
5 ul S — i x+i+/ 1—x2cos 6)” d6.
® ™ l‘t(/wrz\/l—x‘cos(’)) 7-:"% of( v )
Uporedenjem relacija (3) i (5) dobija se
L4
1 Sz it |
(6) Py (x) =— [(.\'+i\/l—x2cose)"d(’) (—1<<x<).
P
0

To je integralna formula Legendre-ovog polinoma, koju ju izveo Laplace. Ova formula
vazi za svako x.

Polazeéi od (6), dobija se majorantna formula
X
1 1 . Y ¢ . .
[P, (x) | << — f | x+iy/1T—x%cos0|"dO (er je —1<<x< )
bid
0 :

7
/' V/ (cos? B+ x%sin? 0)# 0
0

J

[ do
0
=1.
Prema tome, dobili smo majorantnu formulu

[Py (x| (-1

4=

A
3=
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37. Polazeéi od Laplace-ove formule

T

: T 4
== f (x++/x2—1cos0)ndH,
0

™

(1) Py (x)=

pokazati da za Legendre-ove polinome vaZi nejednakost

) PR Pry () Paa (x)  (|x[Z1).
Dokaz. NapiSimo formulu (1) u obliku
T
3 P, )= [ f(0) g (0) a9,
0

gde je
n—1

1 ? A
f®) = ——(x+/x*—1cost) 2,
NE:

n+1

1 i b !
g(0)=——(x++/x*—lcosh) 2.
o=

Ako se Schwarz-ova nejednakost

b 2 b b
([roe0 at) <(ff2(0)d0)<f g2<0)de)

a

primeni na integral (3), dobija se nejednakost (2), koju je trebalo dokazati.

1I. BESSEL-OVE FUNKCIJE

38. Proveriti formule:

%) ch (xch0) =T, () +2 S I, (x) ch 296,
v=1
) sh(xch8)=2'S Dyyi () ch (2v+1)6,
v=0
3) ch(xsh8)=Jp () +2 S Jay (x) ch 298,
v=1
(4) sh(xsh0) =2 S Joypy (¥) sh @v+1)0,
v=0
(5) ch (xcos 0) = I, ()+2 5 I, (x) cos 290,
v=]
6) sh (xcos ) =2 3 Ty (¥) cos (2v+ 1) 6,
v=0
%) ch (xsin6) =7y () +2 3 (= 1)" I, (¥) cos 290,
v=1
(8) sh(xsin0)=2'S (— 1) Iay (¥) sin (2v -+ 1)0,
=0 )
9) cos (x ch 0) =Jy(x)+2 3 (—1)" Jp, (¥) ch 296,
v=1

10 Zhornik matemati¢kih problema III

145
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(10) Sin(vch0)=2 S (= 1) Joyp1 (¥ ch 2v+1)6,
v=0
(11) cos (xsh8)=Jy () +2 5 (= 1)* Iy (%) ch 298,
5=
(12) ~ sin (vsh6)=2 io(— 1) Bust (x) sh (2v+1) 6,
(13) cos (x cos 0)=J, (x) +2 i (— DY Jy, (x) cos 2v9,
v=1
(14) sin (¥ c0s6) =2 5 (—1)" Jay1 (x) cos (2v+1) 6,
v=0
(15) cos (x sin 0)=Jy (x)+ 2 5 Jp, (x) cos 296,
ve=]
(16) Sin (v sin8) =2 S Jauy1 (x) sin 29+ 1) .
v=0

U ovim formulama Jj (x) i / (x) su Bessel-ova funkcija prve vrste i modi-
fikovana Bessel-ova funkcija prve vrste.

Formule
=Ty () 420, () +2J, D+ -+,

cosx=J, (x) —2J, (X)+2J4(x)— - - -
dobijaju se iz (3) i (15) odnosno iz (9) i (13) stavljanjem 6=0.

39. Proveriti relacije:
Sy (X)=Jy () =277 (%),

1 ! s
Jo (x)—l—; Jo' () =" (%),
gde je Ji (x) Bessel-ova funkcija prve vrste.

40. Dokazati relaciju
16 J, 0 (%) = Ju—q (x) =4 Ty (x)+ 6 T, (x) =4 Ju 5 (X) + T g (%),
gde je Jy (x) Bessel-ova funkcija prve vrste.

41. Proverit1 relaciju
Js(0)+3J, (x)+4Jy" (x)=0,

gde je J, (x) Bessel-ova funkcija prve vrste.

42. Ako se pomnoZe razvoji izraza

1 1 1 1
Lof=t LI R
2 )
u Laurent-ov red u okolini tatke t=0 1 odredi ¢lan nezavisan od ¢, pokazati

da se dobija
s (x)+2{]f (x)—)—]% )+ =1,

gde je Ji (x) Bessel-ova funkcija prve vrste.
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43. Proveriti formulu
fe—b’ Jy (at) dt = (a2 + b®)~12  (b>0),
0
gde je J, (x) Bessel-ova funkcija prve vrste nultog reda.
44, Dokazati da vaZi razvoj
x2=a§ n®J,, (x}  {J,, (x) Bessel-ova funkcija},
n=1

gde je @ numerika konstanta koju treba odrediti.

Uputstvo. Poéi od definicione formule
1 1
— X (l——) +o
62 ! = Z Jn (x) i,
diferencirati po ¢, pomnoziti zatim sa ¢, ponovo diferencirati po ¢ i najzad staviti z7=1.

Da li se ovim postupkom mogu razviti potencije x3, x4, ... u red Bessel-ovih funkcija?

Rezultat.

E (r+n—1)!
w=2S T 2y s ).
n=0 il

45. Proveriti relacije:

l o0
P 2, Qnt1) Jhui (2);
n=1
,;zcos z=J1(2)—9 J;(2)+ 25 Js(z)_"'§
1

e sin z=4J,(2)—16 J;, (2) + 36 Jg(2)— - - -

{Ji () Bessel-ova funkcija prve vrste}.

46. Dokazati Neumann-ovu formulu

Sy (u+v)= _’_zw Jn @) Jyem (¥),

me -

gde je J, (¥) Bessel-ova funkcija prve vrste.

47. Ako su a i b dva razli¢ita reSenja jednadine
M Jo (%) =0,
pokazati da je

1

() [ xJqy (ax) Jy (bx) dx =0,
0
1

(3) [x 73 (ax) dx=l?J12 ()
0

{J, (x) Bessel-ova funkcija I vrste reda v}.

10*
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Primenom formula (2) i (3) odrediti A, u Fourier-Bessel-ovom razvoju

f(\)— z Ak.] (a,t .X)

gde je f(x)=x2(0<x<1) i gde su ar (@< a,< - - - <ap<---) pozitivne nule
funkcije J, (x).

Rezultat. Ax=2(a*—4) | {a®J, (@) }.

48. Rediti diferencijalnu jednadinu

¥ +xmy=0.
m+2
& - it s t eo o
Rezultat. y:\/; Zl/(m+2) (- 5 x 2 ), gde je Zl/(m,m) cilindri¢na funkcija naznace-
m r4 e

nog argumenta.
49. Dokazati da je funkcija

1
W= ’“_’C {Cl Jn (x) o C2 ]v" ('\‘)}’

cos

gde su C; i C, dve proizvoljne konstante, a J, (x) i N, (x) Bessel-ove funkcije
I i II vrste. reSenje jednacine

X2y +(x—2x*tgx) y —(xtgx+n%) y=0.

Odrediti ono reSenje y=y, (x) ove jednaéine koje ostaje konatno kada
x—>0 i zadovoljava uslov y, (a)=b.

Uputstvo. Izvriiti transformaciju y=z/cos x (z nova funkcija).

50. Ako je x>0 i ako je n prirodan broj ili nula, dokazati formulu

(1) T (x)=\/% [P,, (’;) ot (x_’%’f) g (%) ] (x_flzr;) } :

gde su P,(1/x) i Q,(l/x) polinomi po 1/x &ji stepeni ne premaluju n i koji
imaju osobinu:

2 P,(1/x)—~1, Q,(1/x)>0  (x-—o0).
Polazeéi od (1), izvesti asimptotsku formulu

v Jut1se (%) 5 \/; sin (x_'l;) :

X
Refenje. Kao polaznu tacku uzedemo formulu

(fP)"""“'
(__I_T) (v ma kakva konstanta),
V+ K+

0 Iy ()= 2 gl 35
K=o
kao i rekurentnu relaciju

o) vy ()= S A=t () + Jut1 (D).
Za v=1/2 iz (4) sleduje

x\ L2 o x2h41
© 7 9-(3) Mgt ot

k=
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Kako je

3\ Qk+D!!
(o)

formula (6) postaje .

2
M Syt ()= \/—» ~ sin x.
TX

Za v=—1/2 iz (4) sleduje

9
(8) J_q12 ()= \/— - COS Xx.
TX

Iz relacije (5) za v=1/2 dobija se

Jaj2 ()= 1; 1z () =T /5 ().

S obzirom na formule (7) i (8) nalazi se

[2 /1
) Tyrs @) :,\/ (— sin x—cos x) ’
TX \ X
% (sne-3) oo (-3))
= SIR| &—=—}+—008 [ X—— '
X 2 X < 2

Ako se u (5) stavi v=3/2, biée

iR 3\ 3 ‘
JIsta (x):\/_x [ (I—;) sin (x—) —:-—x— cos (x—m) } ‘

Dalje je:
/E 15 \
212 (X)= \ o ( ) sin x— (»xé— ) cos x}
\/2’ 15 kL 15 6 3n
— 1 = sin{x—-—|+{ ———]cos [x—— | } ;
x{ ( ot ) ( , ) ( o x) ( 2 )}
27 (/10 105 10\ °
Jol2 (X) = \/_{(_4 )smx~<fq——> cosx}
b 54 X X" X i
\/7 105 45 ; 105 10
ks { (——T——l) sin (x—2m)— (—~3————> cos (x—2 -rc)} 3
X X X
2 945 420 . 945 105
Jr1js )=+ [ — {( — ) sin x— (———- - —1) cosx]
\ X %2 e o

\/2 945 105 : Sw\ /945 420 15 5n
= -4{(~» +— —1>sm(x-~—)—( e el et il o )cos (x——-—)}
TX X oot 2 i, P 2

Na osnovu prethodnih formula naslu¢ujemo da je J,.y/, (x) oblika (1).

Pretpostavimo stoga da je formula (1) tatna za n=£k i n=k—1, pa iz (5) odredimo
Jvza v=k+1]2.

Na taj nacin dobijamo

1 1
Jitsly (X) = e (2k+1) Tt )= Jpe—y)s (%),
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odnosno

TX 1 sk P EXT. kT 1 P
3 Jitalz (x)=; Qk+1){ Py (?) sin (x—— —) + Ok ( )cos <x—2—)
[ 1\ . k—1 1 k—1
= Pr—1 (_)Sm(x_ﬁW>+Qk_1(~>COS(x—¥-n:)J_
X D X 2

Buduéi da su izrazi

X kT krw ; k—1 ) k—1
—— ===l & . s e ¥ 1L 1B P W
sin (x 2), Cco! (x 2 > in (x 3 T co (.x 5 ‘rr)

jednaki izrazima
k+1 4 ( k+1 ) i ( k+1 ) s( k+1 )
—_ —sin[x—=® ], —sin[fx———=n), —cos{x——mx],
cos (x ) rr), n 3 3 0! 5 ™

poslednja relacija postaje

Jitafe (¥) = \/»{ sin x—l%ln)+3(%)cos (x—k—;—l n)},
()o@ (5)
(a0 sall)

Kako je, prema induktivnoj hipotezi,

gde je

(10

Py, ([x)—>1, Pr(/x)—>1 (x—>o0);

. ) Qk—1(1/X)>0, Qr(1/x)—>0 (x—> ),
iz (10) sleduje

’ AQ[/x)—>1, Bl /x)—0 (x—o0),

gde su A (1/x) i B(1/x) polinomi po 1/x &iji stepeni ne premagaju k+1, §to se zakljuduje
na osnovu formula (10).
Stoga se polinomi A4 (1/x) i B(1/x) mogu oznaliti sa Pgi, (1/x), odnosno sa Q4 (1/x).
Definitivno dobijamo formulu

5 1Y k+1 1 k+1
(L) Jitals (X) = L {Pk+1 (;) sin («‘T—T 7‘) + Qk+1 (;) cos (X—T ”)]

Dakle, ako je formula (1) taéna za n=k—1 i za n—k, ona je tatna i za n=k+1.
Prema tome, metodom matemati¢ke indukcije dokazali smo formulu (1).
Kada x— oo, iz (1) sleduje aproksimativna asimptotska formula (3), tj.

Jn+a2 (0 ~\/— sin (x——)

Ako se umesto n sta vi n—— dobija se

Ih (x)~\/—sm(x——+4) (x—o0),

odnosno

Odavde sleduje o
2 nT T
(12) In (%) ~\/— COS( ————) (x—>0).
TX 2 4
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MozZe se dokazati da poslednja formula vaZi kada je » ma kakav realan broj v, tj. da
vaZi aproksimativna asimptotska formula

2 VR T
13) Jv () ~4/— cos | x———— (x—o0).
TX 2 4
Za Bessel-ovu funkciju druge vrste vaZi sledea asimptotska aproksimativna formula
2. vrow
(14) Ny (X) ~[— sin | x———— (x> o).
TX 2 4

Da bismo dokazali formulu (14), podimo od definicione formule

Jv () cos vrr—J_y (x)

sinvm

15) Ny (x) =

(v # ceo broj)

S obzirom pa (13), formula (15) postaje

(sin vw) Ny (x) ~ 4 / [cos v cos x——2——z) — cos (x +V—2n——§)]

Ako se primeni identitet

2 cos p cos g = ¢os (p—q) +cos (p +9q),

poslednja relacija postaje

2 si N \/7 Ive 7r VTt T 2 VT T

(2 sinvm) Ny (x) ~ x cos (x_T_T)+COS (x+—2—z)— cos(x+7——i) (x— o0).
) N 3ve yvmw ow
(2 sinvr) Ny (x) ~,l cos v————7>~— cos (x+7—z) (x— o).

. 2 . VT T i
S, (sinvm) Ny (x) ~4/— sin |x———— |sinvm (x> ).
TX 2 4

Na kraju se dobija

(16) Ny (x) ~ / sin (x———f) (x— ).
TX 4

Polazeéi od asimptotske formule (13), zakljuuje se da Bessel-ova funkcija Jv (x).za
velike vrednosti x ima nule koje se mogu pretstaviti aproksimativnom formulom

X; A %r — : FSsT (s prirodan broj dovoljno veliki).

51. Pokazati da je

(1—2)~12 (0<t< 1),

6/. (Sinx)Jo (xt) dX:[ 0 (’ = 1)’

gde je

n
7, (x)=% [ cos (x sin 6) de.
0
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52. Polazeéi od razvoja

pokazati da je

7‘
J. (2) :%fcos (n9—z sin 0) 0.
0

HI. LAGUERRE-OVI POLINOMI

53. Polazeéi od definicione formule

Loe(- )50

1—t¢ n=0

Laguerre-ovih polinoma L, (x), dokazati da je

Lo-(slime ().

dﬂ
=e"— (x" e~ ™).
'dx"( )

Resenje. S jedne strane imamo razvoj

1 xt) 1 X
1—t¢ p( 1—1t l—tep(x l~t)
5 1 ( ¥ )
=e¢¥ ——exp|———

e R iy

Mex__ Z (=D ,‘4( t)k

=eX (_ )k T
LZO kY (1—n)k+!
Buduéi da je
dll
— -hlgz(k—;- D&E+2)- - - (k+n);,
den (1—p)k+1 (1—t)k+n+1

dobija se

(it () e Bl T e}

S druge strane imamo razvoj
il xk % xk+n
X" g—X = xn (e — = (—hkF —.
kéo k1 /\Zo k!
Odavde izlazi
dn k +k—1 k+1
e (\-n e— x) - Z ( (”-'_ C) (” pE )*__(;) xk,

dxn
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Ovim smo dokazali da je zaista

dn
L, (x)=e> i (xn e—x),

Primenom Leibniz-ove formule nalazimo

Ln (A) e ZO (Z) dxn—k dxk

=3 {1k (Z) n(n—1). - (k+1) xk)

To je Luguerre-ov polinom.

54. Metodom indukcije dokazati relaciju

b S dr
1 — - e =¥ — (x"e™%) .
M {()t"(l—t >},Lo dx"( )

Dokaz. 1. Stavimo li

odnosno
! oF
2 (=12 —=(l—x—H) F,
ot
Diferenciramo li zatim relaciju (2) » puta po ¢, primenom Leibniz-ove formule dobijamo
ont1 F onF on-1F
2= £a el Z T |
1—-1) posve: 2n(l—1) 35 +n(n—1) pyr=s
onF on-lF
=(1—x—1) —_n—.
otn a1
Ako ovde stavimo ?=0, posle sredivanja, bice
) on+l F onF |’¢)"—1F
3) [——} +(x—2n—-1) [ ] + n? } =0.
otatl 0 otn ) 4=0 1 otm—1 J =0

Uvedimo sledecu oznaku

dn
Ly(x)=e*~—— (xn e~ X)=exDn (xne™%),
dxn

Dokazaéemo sada da funkeije L, (x) zadovoljavaju rekurentnu relaciju
@) Dunil(xf+te=X) 4 (x—2n—1) Dn (x" e=%) +n2 D"=1 (xn—=1t ¢=¥) = 0.

Da bismo pokazali da je relacija (4) zaista tatna, izvr$icemo nekoliko transformacija.
Kako je

(5) D+l (x"+1 g=%) =D D (x"+1e=%) = (n+ 1) D (xn e—*)—Dn (xn+1 e=%),
relacija (4) postaje

(6) (x—n) Dn (xn e=X)— D" (x"+1 g=x) 4 p2 D"~1 (x1—1 ¢~X) =0,
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Koriste¢i Leibniz-ovu formulu za n-ti izvod proizvoda, dobijamo
(@) Drn (xnt+le=X)=Dn{x (x" e=X)} = x D1 (x" e=*) +n D1—1(x" ¢—%),

Uno3enjem izraza (7), relacija (6) uzima oblik
(8) —nD7 (x1 e=X)—pDn=1 (x" ¢=*) + n2 D=1 (x"—1e—¥)=0.

Posle skradivanja sa —n bice

D" 1 {D (x#te=X)+ x"e=*¥—nx""le—x}=0,
jer je
D (ne—X)=nx""le—Xx—xne—x,

Bez teSkode se proverava da je relacija (1) taéna za n=1 i n=2. Pretpostavimo li da

je tatna za n=1,2, ..., k, dokazacemo da iz toga sleduje da je tatna i za n=k+1.

Zbilja, ako je
ok F

otk

ok—1F
[ 0 tk—1

tada se iz rekurentnih relacija (3) i (4) dobija

H+1F
[()"—,k+1 ]1=0 =Ly (0.

}’=0=Lk_1(x) i [ ]'=0=Lk(x).

Time je induktivni dokaz relacije (1) zavrien.
Redigovano prema refenju D. Pokoviéa.

11. Kako je
= i =)
P v SN ISk
x
;(—m)=_11t o 11
X
dobija se
xt X
ﬂ(L;n——% Nk (; *m)
om \1—¢ ot" \1—1¢
X > -
PN L T vy o T
1" ox ox Ot"
tj.
xt x
@) f’l(Le"lTx)=_exi_‘)"_e =l
o \1—t¢ ox Ot"
e
Ako se stavi wu=e !, bice
ou otu s 0
—=—x —=—xD?u D=—1,
ot ox? ox
gde x D2 treba shvatiti kao operator.
Zatim je
on —l—i-’ 0"11_ "1 ou on—1 N
5 Tom ammiar o $PYH
on—2 n—2 on~2
= Nt gl 2 uk P2 2 e N2
s (xD?) u o,"_z‘(xD) (xD* u S (x D%)2 4,
Indukcijom se dokazuje da je
TR B

e e (-1 DY
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Prema tome iz (2°) dobija se
xt

on (1 i

m (l——le )=(—l)”+1exD(xD2)”u,
odnosno
(3/) on ( 1 _lx—‘l) ( 1)n+l xD( D2y x
g _— — € ={— X o -

otn\ 1—¢ =0 ¢ - o

posto je u=e¢—x za t=0.
Na osnovu Leibniz-ove formule je

n

d Yooy fdE N g diE
o e 20 (50) (Gome )

k=0
" n!
=kZO(_1)n—k ( Z) s xn—k g—x
=,ZO(_1)r (;’) 2 xre—x,
odakle je
dn " !
@) exdj(x"e"x)zz:(—l)f(';)%x’.

r=0
Prema (3") i (4') relacija (1) postaje

(— 1)+ ¥ D (x D) g = Z (_1)r(ﬁ) :_'—'!xr,
r=0 g

odnosno
n

n\ n!
) D(xDyne—s=e=x > (—1yn=rir () Zxr
ry r!
r=0
Dovoljno je sada dokazati istinitost ove relacije. Relacija (5’) je istinita zan=0in=1.
Pretpostavimo da je istinita i za n=p, tj. da je

p!

P
©) . D (xDY)p e~x=¢~x 20(—1)p—r+1(1;) =

Bududi da je
D (xD)P+le—x=D (xD?) (xD?)p e—*=D (x D) D (x D) e—x,

na osnovu induktivne pretpostavke (6") dobija se

P P!
D(xDﬁ)”+‘e—x=D(xD)[e—” > (—=1ert ([:) r—'xf].

r=0
Ako stavimo

r!
a,=(—1)P—’+1(’;)ﬁ (r=0,1,2, ..., p),
tada je
P
) D (x D2)ptle—x=D (x D) (e—x a, xf>
r=0
14 & P
=e—x[z r2a, x' T — Z Qr+l)ax+ a,xffrl}
r=1 r=0 r=0

pt1
=e—X Z b, xr,
r=0
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gde je
boy=ay—ay=(—1D? (p+1) 1,
(p+D!
=+ 1Dy — @rl) ap kg = (= hpr (PH1) T
r!
(":1,2,3, CRCRCE ) p—l):
bp=ap_1—(2p+]) a,,=(p+l)‘1,
bpry=—1.
Prema tome, moZe se staviti
+1)! \
by~ (—=p=r (PH1) @0 Ll AN SR,
r rl!
te relacija (7") glasi
ptl 1
Ty o000 £ 1
D (xDY)P+ie=x=¢=% > (—1)o- r(” )—'T—x'

r=0

Ovo pokazuje da je relacija (5 istinita za n=p+1 kada je istinita za n=p. Kako ona
va¥i za n=0 i 1, izlazi da je istinita i za svaki ceo broj n (= 0). Odavde sleduje da je za
svaki ceo broj n >0 istinita i relacija (1) koja je ekvivalentna relaciji (57).

Primedba. Ovaj problem postavio je D. S. Mitrinovi¢ (Mathematics Magazine, vol. 33,
Ne 4, 1960, p. 233). Navedeni dokaz relacije (1) je nova i bolja reddkcua dokaza koji je u

istom Casopisu dao H. Demir. gt

55. Proveriti da 1i je funkcija

' 1 n
Yn (X) =— (Ig et (f_—:_‘-% de
2ni PN t

re§enje Laguerre-ove diferencijalne jednacine
xy"+(1—x)y' +ny=0.
Refenje. 1zvr§imo u integralu smenu promenljive ¢=(z—x)/x, pa dobijamo

n! e—zzn
1 = pX —
0)) Yn (%) P e dz M

4 bl
| z—x |=R
Na osnovu Cauchy-eve formule za izvode analiti¢ke funkeije, iz (1) sleduje

n

d
@ Y (X)) =e* i (x7 e=%).
xn

Funkcija (2) je upravo Laguerre-ov polinom n-tog stepena.

56. Ako je L,(x)= ex»d— (x e—™), dokazati razvoj

(D IS (—DFL (") L, ()
n! kZO k! ( k> S
ReSenje. Posmatrajmo funkciju
@ fx)= i(—l)’f(") L Pa i(_l)k(,,)ex bl (xk e—x
k=0 k k! k(' )7[(*_.0 k l;’ dxk e A
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Na osnovu Cauchy-evog stava o izvodima analiti¢kih funkcija je

dk dk k! zk e—7

— (x]\ e—X)= { zk e—z)} WIS T SR T

dxk Ldzk z=x 2miJ (z—x)k+!
(5

z,

gde za konturu integracije C moZemo uzeti krug koji obuhvata tatku z=x, na primer,
|z—x|=r >0.

Tada (2) postaje

B — 1k zk e—z
e f@=3 {(22 (¢ ) '(f_;;;z;l dz}
c

k=0

o X —z k
;2;225{26 lf (—k( )(;x) ]dz

ex e—2 = n
= P — A(l—— ) dz

2mi v z—x z—X
c

ex %e—z(_x)n
2mid (z—x)nil
2r 5 ( )
Primenjuju¢i ponovo Cauchy-ev stav, dobijamo

ex(—x)n dn xn
S (=9 ==

n! dxn n!
Time smo dokazali relaciju (1).
Redigovano prema reSenju D. Dokoviéa.

57. Ako se polinom S, (x) definiSe pomodu relacije
- 1 -] t"
e Jy(24/xt)="> S, (%) = {Jy (x) Bessel-ova funkcija},
A0 n!

ispitati da 1i je S, (x)=a(n) L, (x), gde je « (n) funkcija od n i L, (x) Laguerre-ov
polinom.

ReSenje. Podimo od reda za Bessel-ovu funkciju
& G ok z \2v
RO 3 D (3)-
Stavimo 1i ovde z=2+/xz, dobijamo

Jo @+/xt1) = _>~<41> ,)z

Definiciona relacija polinoma S, (x) postaje

(Z v,)(ZH)’ o ) ZS,,H) A

v=0

Uporedivanjem koeficijenata uz 7 dobijamo

v n v

€)) S”(x)-—-n'.i (= v R (—1y” (,,) x
v=0

w2 m—v)! 5 Vila ki

V=
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S druge strane, Laguerre-ovi polinomi su

dn n o

Uporedujuéi (1) i (2), vidimo da je

1
SII (x) v 1 Ln (X)!
n!
pa je zaista

¥ Ln s
gde je a (n)=1/n! Sy (X)=a (1) L, (x)

Ovo je reSenje D. Dokovica.

IV. RAZNI PROBLEMI

58. Izracunati integral

Psin x
[ =Gy (=0,
0

v

gde je J, (x) Bessel-ova funkcija prve vrste i nultog reda.

59, Proveriti Carlitz-ovu relaciju

_ay (S p mY_9dp 4 }
(1 X){(dx n(x)> dx n~1(x) d,\’ Pn+1 (x)

[58—62

= n‘ (/1 = 1) [Pn2 (x)_Pn-l (“\) Pn+1 ()L) ]’

gde je P, (x) Legendre-ov polinom.

60. Dokazati da za Hermite-ove polinome

H, ()= (~1y e2 & (o)
dx”"

vazi relacija

AU HE ()K= ey ()= Hy () Hyro (9.
k=0

61. Pokazati da je

I‘(%) I (2x)~221 T (x)T (x + ;)

gde je I' (x) gama-funkcija.

62. Ako je s ceo broj i a # ceo broj, proveriti da li vaZi relacija

,T@T(1-a)
R TR A

T (a—s)=(—1)
gde je I' (x) gama-funkcija.

(x>0),
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63. Odrediti funkciju f(x%2+ %) tako da (sinz)f(x2+)* bude Newton-ov

potencijal.

Resenje. 1zvodi funkcije F (x, y, z)=f(x2+ %) sin z su:
2F

—o TR 12 S @ Y] sinz,
X

02 F ;

ek (42 f7 (F+y) +2 f/ (x*+)")] sinz,
i d

02 F

e —f(x%+y2) sin z.

Funkcija F (x, y, z) biée potencijalna funkcija ako je
0*F 0*F O0*F
Ox? _dy“ i ozt
Ako stavimo x%+y?=u, bice
duf(+4f (W)—f(u)=0.
Stavimo li u=r2 1 f(+*) =R (r), dobijamo
d*R 1 dR

- —R=0.
dr? rodr

Ovo je diferencijalna jednadina za modifikovane Bessel-ove funkcije. Ako zahtevamo,
na primer, da re§enja za r=0 budu konacna, biée R (r)=A I, (r), gde je A proizvoljna

konstanta, a I (x) modifikovana Bessel-ova funkcija. Tako smo dobili

F(x, y, )=A I, (\/ x*+y% sinz

Primedba. Odrediti f(x2+y?) pod uslovom da zf(x%*+)y%) bude Newron-ov potencijal.

64. Ako je P, polinom po x, definisan relacijom

{1—x3 (x—z)"’}_m: ;:P,,z",
n=0

proveriti relacije:

(l—x")P,,':(l+n)(x2P,,~P,,+1),

(A=x)P, 1 —(1—x3xP,—n—1)xP, o+ 2n—1)x*P, ; +n(1—2x%P,=0,

2XP,—P, —Py +3x2P,—3xP, 4 +P,_,—0,
(1-3%) P,/ —(1—x%) x Pippy—nx2 Py—2 (n+ 1) (B —1) Ppyy —(n—1) P,

+2n—10)xP,,

65. Dokazati formulu

fl' Pynis (%) = (1) 1 (211)_”_

3 x (14 x)2nte 2 2rn+ 1Y

gde je P, (x) Legendre-ov polinom.
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[66—70
66. Dokazati relaciju

1 ] e 21—~m—n
<B(m,n)<<2 —
(m-+n—1)2m+n-2 m+n—1
m+n#1l; m>0; n>0),
gde B (m, n) oznadava beta-funkciju.

Uputstvo. Poéi od identiteta

1 1/2

1
jxm L(l—x)"—1dx= fx'"*‘(l—x)"—ldx—b fx'"—‘ (I—x)n—1dx
0 0 1/2
i nejednakosti
x<l—x O < x<1/2),
l—x<x (12<x<).
67. Ako je
1
B (m, n)= { xm=1(l—x)y'-tdx (m>0; n>0),
0
tada je
2 m—1 1
f i dx=-—— B (m, n).
5 ( x+b)m-,—ﬂ am bﬂ

Na osnovu ovog izraziti

T2 gin2m-1 cos?n-1
2@ (@40 [

J (o2 +20f cos 20 + g
pomocéu B-funkcije.

68. Dokazati nejednakost

' pysxrel™  (x=1);
gde je I' (x) gama-funkcija.

69. Proveriti razvoj

-] ')\. -
logx=—-2% - ‘)JO( "52—,
,:17%“ {‘]l ()‘k) }2

gde je ; reSenje jednacine J0 (x)=0 {Jy(x) i Jy(x) Bessel-ove funkcije prve
vrste}

70. Proveriti formule:

[=- Tt -—(1-1 -1 @),
0

X

f‘T I (1) dt = —{f; @—1F =1},

0

gde je Ji.(x) Bessel-ova funkcija prve vrste, I (x) modifikovana Bessel-ova
funkcija prve vrste.
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71. Polazeéi od relacija

B (,_J )
(1) e? Z J, () 1,
) J, (xi*2)=ber, x +i bei, x,
dokazati
3) ber, 4 x=— —\Q (ber, x—bei, x)—ber,_, x,
) bei,;; x=— "\/2 (ber, x + bei, x)—bei,_, x.

Refenje. 1z (1) izlazi identitet
2n
Iy () + 9 (X) =_V I ().

32 umesto x, dobija se

Stavljajuci ovde xi
2n
Ty G 4Ty (2P = = T (12,
xi

ili, na osnovu (2),

2n
) ber,_, x+ibei,_; x +bery4, x+ibeiyr; x=- —— (ber, x +i bei, x),
X
tj.
(6) (ber, _; x+ber,+, x) +i(bei,_, X +beiyt, X)
n+/2 i
5. (ber, x + bei, x) .

=— —— (ber, x — bei, \)-—l
x

Razdvajajuéi u (6) realne i imaginarne delove, dolazi se do relacija:

n \/
() ber, .+, x+ber,_, x= — ——— (ber, x—bei, x),
. § n \/5 i
®) bei, 4, x + bei, _; x = — —— (ber, x + bei, x).
X

Relacije (7) i (8) ekvivalentne su relacijama (3) i (4).

72. Dati su eliptiCni integrali:
Hy dx o dx
- — J(a, b)= — - 0 <a<h).
Hely J [t a®) (2 4+ b9 e rte 0/ [ +a?) (x*+b7) | /2 e

1° U integralu J (a, b) izvriti smenu x=abfu i zatim odrediti vezu izmedu
I{a,b) i J(a,b).
ab

Ly BT gLl 1 . 5
2° U integralu J (a, b) izvrsiti smenu v=— (—nx> i na osnovu dobijenog
X

a¢b)
54

rezultata ovde i u tadki 1° pokazati da je

1(a, b)=1(\/55,

11 Zbornik matematitkih problema III
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3° Izradunati /(a, b) 1 dokazati relaciju

Mg T 1 5, Pl
2b 2a
Rezultar.  1° I(a, b)=2J (a, b).
73. IzraCunati integrale:
+oo -+ oo
f %% dx i / x2 et~ dx.

ReSenje. Smena eX =1 pretvara date integrale redom u

+oo +
) A= j e~tlogtdr i Bf-fe*'logztdt.
0 0
Iz integralnog oblika I'-funkcije
+
I (x) j e~trx=1dr  (x>0),
0

diferenciranjem pod znakom integrala, koje nije teSko opravdati, dobija se

+co Btres
2 I’ (x) = [ e~t1x=llogtds, D’ (x)= f et tx—1log? t dt.
0 0

Iz (1) i (2) izlazi
A=T'(), B=T”().
Polaze¢i od formule

i S0 ﬁ (I x) b ( 4
=xe’ +—}e = x=>0),
) LU Ehel
gde je C=0,577 2157 ... Euler-ova konstanta, nalazi se
L(x) 1 i 1 1
) - = +C+Z(A ——),
'(x)y x o \n+x n
Tree). TR [
o W
I'(x) 2 (x) x2S (n+x)?
1z jednakosti (4) za x=1 dobija se
6) L ()=-cC.
Stavljajuéi u (5) x=1 i koristeéi rezultat
A A
Snt 6
dobija se
2
(N L' (1)= 6-{-C2.
1z (6) 1 (7), s obzirom na (3), izlazi
2

A=—C, R:E+C2 ;
Ovo je reSenje D. Adamoviéa.
Generalizacija. Intcgrale
y xex*“kxdx, } x%""“"kxdx (@>0, k>0)

— o -— 00

izraziti pomodu I'-funkcije. Za k=2 i k=1[n (n prirodan broj) izratunati ove integrale..

[73
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74. Neka je n prirodan broj i m ceo broj < ; (n—1). Dokazati formulu

D. Blanuse:
(21 (— 1)k 272k (e—m—k — 1) | (—1)m 2242 (=2 m—1) | T (m+)
K=o =2k tkt Jrnl T

gde T (x) oznadava gama-funkciju.

75. Dokazati formulu
1/a 0< b<a),

[ 7 (ax) Jy (bx) dx =[1/(2a> ©<b-a),
0 0 O<a<b),

gde su J, (x) 1 J; (x) Bessel-ove funkcije prve vrste.
76. Neka je funkcija A, (z) definisana sa
A @=T @+ (2) 76,

gde je J,(z) Bessel-ova funkcija prve vrste reda n, tako da je
) L@+ iz\ ¥

A@=S ——m— =] .

" (@) zor!l“ (n+r+1) (2)

Neka je dalje ¢ izvesna konstanta, a ¢ 1 z dve varijable.
Pokazati da vaZe formule:
(f,)“ @s+2r)12%

LA e VEFy=n1(5) 7 3 2

So@s)s+nl(arris!

An+r+s (Ct)’

oz 2
o \25+1
" 2 = 254+2r+2)!z25+1
T )
P A NI (D) 3 T
ozir+1 n (e ) 2 20(25+1)!(s+r—%l)l(n-l-r-s.tl)! wt st (€1)

Primedba. Videti Clanak:
D. Blanus$a: Jedna vrst integralnih tecrema Bessel-ovih funkcije (Rad Jugoslavenske
akademije znanosti i umjetnosti, knjiga 271 (1948), str. 5—65. Posebno videti: str. 31—35).

77. Neka je dato N parova kompleksnih brojeva ay, b, (k=1,2,..., N)
tako da ni u kojem od parova jednacina

g=ax, bj=bi (j#k; jk=1,2,...,N)
nisu zadovoljene obe jednadine i da najviSe za jednu vrednost k; indeksa vredi
bk1=0; neka su dalje Ry «, Rix, Rop> Ry (K=1,2 ..., N) i R, cele racionalne

funkcije varijable f, koje nisu sve identino jednake nuli. Tada ne postoji
identitet oblika

N : N o
2 Rouho (e V(= a)2—b®) + 2 Ruehi(c V(= @)t — b
k=1 k=1

N ! ak
+ 2 Rog [ Ay e Vi=—a) =y dy
~ 0
N l-ak o ke
+ 2 Rug f Ay (e\/(t—a?—y?) dy+ R,=0,
k=1 bk

gde je funkcija A, (z) definisana u prethodnom zadatku.

11*
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Dokazati navedeni stav D. Blanuse.

U vezi sa gornjim rezultatom D. BlanuSa je postavio sledeéi problem:

1° Da li prethodni stav jo§ vaZi ako se dopusti da R, ., Ry ks Rox, Ryt
R, budu algebarske funkcije od ¢?

2° Da li postoji algebarski identitet izmedu funkcija

Ag (e /(—a) = b2), Ay (cr/(t—a)®*—bid),
I—-ak t—a

k
[ Agert—a)=y) dy, [ Ae\T—a)*~p) dy
by by
TRl A BN e
Primedba. Videti Clanak:

D. Blanus8a: Jedna vrst integralnih teorema Bessel-ovih funkcija (Rad Jugoslavenske
akademije znanosti i vmjetnosti, knjiga 277 (1950), str. 5—128, a posebno str. 46—66).

78. Neka su a, b, ¢, p ma kakve konstante 1 neka je Z, (x) cilindri¢na funk-
cija oblika
Zp (x) = Cl Jp (x) + C2 Np (4\‘)

{C, i C, integracione konstante; J, (x) i N, (x) Bessel-ove funkcije I i II vrste}.
Proveriti da li sledece diferencijalne jednacine imaju navedena opsta reSenja:

o 1 4p2—1
1 P it 4 )

4 x?

y=0, y=\/; ZP(\/EX);

Ix;) y=0, y=+/x Z, (% \/Exa/z) .

(
2° y”+(bx+
(

45
3° ¥ bx2+41“0) y=0, y=a/x Z(,(% \/Ex“);
40 y”+(¥-+419)y7~:0, y=+/* Z,(2~/bx);
X2
50 ' +ae®y=0, y:ZO(\/Ee");
60 y// 4 az e‘_.’axy,___. 0, y:ZO (eax);
70 " +(a e¥ —p?) y=0, y=Z,,(\/;e");
2 o
8° y'+ - y’+<bx2—4l) y=0, y=2, (i \/b x‘-’);
x S 2
o 1 ] 7 1 e
9 y'——y +<b+—n>y=0, y=xZy (/b x);
x x?
o ”" i 2x a(a—2) 2 /B .
10° p"+=y +[e~ e —p“} y=0, ¥ =x—4%2 Z, (¢¥);
X 4 x?
o 1 2 ’ el p.?. . =iy .
N R N y' +sin x(l—— ))’—0, y=2Zp(cos x);
sin 2 x cos? x
12°%, Uy, ax®—c y,+_a'-x2 (l e )y=0, y=2, (\/aszrC).
x (ax®+0) ax®+c ax ey N
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79. Izraunati integrale:

co + oo
= [ e H,(x) Hy(x)dx, Jum= [ xe=*" H,(x) H,(x)dx,

gde je Hy (x) Hermite-ov polinom stepena k.

Refenje. Prema relaciji koja definife Hermite-ove polinome

5 = Hp(x)
— 12421 n t
1¢)) i ,2:0 n!
bice
2 2 2 < H, (x < Hs (x
@ X (h=2) Xt —(t—x)* :( z - :‘f )11’)( zo ;E )t:zs)'
3 §= 4

PomnoZimo obadve strane ove relacije sa e~ i integralimo ih po x u intervalu
(—o0, +), pa dobijamo

% 4 oo + o0

o 33/

Integral na desnoj strani relacije (3), s obzirom na obrazac

5

: 1t Sy : ;
—x Hr(x)H.v(x)dx}-1 2 = j ¥ (=X = (=" g
rls!

—00

4o

f o —ax +2bx g, \/_; eb'la (a>0),

—o0

ima vrednost \/7e2" " koja se moZe napisati u obliku Taylor-ovog reda

@ r1 DT Mo iy
\/ z '\ﬁf r;) AZ; ’r_' tlr t'.’.s 8r.s' s

gde je 8, Kronecker-ov simbol.
Izjedna¢avanjem koeficijenata pred istim stepenima od ¢, i ¢, u relaciji

808 o B
2. O lrs_" o '\/TC z g 'tlr 15 é’rsr
Pl i /A PO s r!

dobija se trazena vrednost integrala

Iym=2"m! \/7: 811m .
Integral
400

S = [ xe ™ H, (x) Hy (x)dx

—00

moze se izraCunati sli¢nim postupkom.
Relacija (3) za ovaj slucaj ima oblik

o0 o0 o $r 1S 5.0
Z z { f xe™* H, (x) H, (x) dx}I' 2= j weX — =XV (=2 gy (1, +1,) 2B
Sy | N r!s! s

Kad se desna strana razvije, dobija se

ol 2rtr-‘l[r P 2rtlry&r+)

(3T
o SRR S B e s © o o s
b1 ( z Z (r——tll;'l 8s,r—1 + Z Z —————r ’:: fa 8s.r+1) f

r=1 s=0
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Izjednalavanjem koeficijenata ispred #,7 ¢, nalazi se

+ o0
' f xe ™ Hy (x) Hy (0) dx = /7 {20101 8 oy + 27 (04 1)1 8y, wts)e
—
Ovaj postupak moZe se takode primeniti pri izratunavanju integrala oblika
-+
f xre™* H, (x) Hy, (x) dx (r prirodan broj).
— oo

Ovi integrali javljaju se pri proutavanju momenta inercije prostog harmoniskog oscila-
tora sa gledi§ta kvantne mehanike. Videti o ovome: H. Margenau — G. M. Murphy: The
Mathematics of Physics and Chemistry, New York, 1949, p. 121 -122.

Ovo reSenje redigovala je Kovina Milosevié.

80. Za Bernoulli-eve polinome B, (x), koji su definisani relacijom

e’,‘fiﬂi io B (BaCo-1),
vaZe jednakosti:
H B, (x+1)—B,(x)=nx""1,
(2) B, (x+D={1+B(x)}",
(3) B, (1—x) = (=1) B, ().

Dokazati.

Primedba 1. U jednakosti (2), posle primene Newton-ove formule, B¥ (x} zameniti sa By (x).

Primedba 11. Bernoulli-evi brojevi B,, definiSu se pomocu Bernoulli-evih polinoma :

. i Bn = Bn (0) ’
te vaZi simbolitna jednakost
B, (x)= (B+x)",

gde, posle razvijanja, umesto Bk treba staviti By.

81. FEuler-ovi polinomi E, (x) definisani su relacijom

xt i n
ezri Fe ,,:Zo - ;v J
a FEuler-ovi brojevi E, sa
E,—2"E, (%) :
Dokazati jednakosti: '
n E, (x+D+E,(x)=2Xx",
2 E,(1—x)=(—-1)"E, (x),
3 E,(x+D={1+E®)}",
* nE,_;(x)=2B,(x)—2"+1B, (%x>

gde B, (x) oznaava Bernoulli-ev polinom.
U relaciji (3), posle primene Newfon-ove formule, treba E* (x) zameniti sa E, (x).

Primedba. O Bernoulli-evim i Euler-ovim polinomima videti knjige:

N. E. Norlund: Differenzenrechnung, Berlin, 1924;
J. Karamata: Teorija i praksa Stieltjes-ova integrala, Beograd, 1949.
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82. Ako je

(B=31z+1)"12=5 R, t" (R, funkcija od z),
n=0

pokazati da vaZe Pincherle-ove relacije:
2(n+DH R, —3Rnu+1)zR,+2n—1)R, =0,
nR,+R,_s—2zR, =0,
443—1DR,"+9622 R, (1212 +24n—-91)z R, —n(2n+3)2n+9)R,=0.

83. Dokazati formulu

+1 +281 T (k4]
f X" P (x) dx 3 h 2./).' j (k 2)1 (o), 1 Q.0 S0,
2 2" ol r (n k4 ;—)

gde je I' (x) gama-funkcija i P, (x) Legendre-ov polinom.

84. Dokazati formulu
(1=x»P,) " (xy=—nm—DP,()+22n—3) P, (xX)+22n—T)P,_;(x)+---,

gde je P,(x) Legendre-ov polinom.

85. Za Hermite-ovu funkciju
H, ()= (=1 e & g

dxn
vaZze sledete relacije:

y' =2xy'+2np=0 {y=H,(x)},
2"+ Q2a+1—=x»)7=0 {z=e 2 H,(x)},
H,' (x)=2n H,_, (x),
H,(x)=2x H, ; (x)—H,_1(x),
Hily SHACTR @ar X

n! o k! (n—-2k)!

Pokazati takode da je
Hop (0)= (= 1)m &% H3 (0= (—1ym B2

m! (m+1)! j

Primenom Cauchy-evog stava o ostacima dokazati da vredi formula

2xz—z%
Hy®)=—— $. 5 dz,

2mi zn+1
C 4

gde je C prosta zatvorena kontura koja opkoljava tacku z=0 u kompleksnoj
ravni.
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[86—89
86. Gegenbauer-ovi polinomi Cj definifu se relacijom

k=0

(1-2xt+®)7v=3 Cr(x)* (v realno).

Polazeéi od ove definicije, izvesti jednakosti:

r (v_+k—s) (2\_),(_%
sU(k=25)10 () :

K, [k/2]
Ci(¥)=> (=1
520

dac 2t \
a5 E o ) pyedOuEl e s e Ga 08
dx? dx :

+1

) —

[enmer@a—»
utif

dx=0 (m;én; v>—%>.
87. Date su funkcije

F(ﬂ) _sin (a cos 0) :

s 6
' G(O):c&s(a cos )
sin 0.

- {a parametar).
sin 0
jednaéine

Ako se stavi t=cos0, pokazati da su F(0) i G (0) reSenja diferencijalne

(1 —z2)y"(r)—2zy'(t)+{a?(l = ! } y(1)=0.
— 2

Primedba. Funkcije F(0) i G (0) pojavljuju se u teoriji lincarnih oscilatora (videti:
J. A. Stratton: Electromagnetic theory, New York, 1941, str. 479).

88. Data je pridruZena Legendre-ova funkcija prve vrste

‘ M

Py ()=(l=xhmt = P () (—1<x< +1),
xm
gde je m prirodan broj i1 P, (x) Legendre-ov polinom.
Pokazati da je funkcija P (x) reSenje diferencijalne jednaline

(I—x®)y" —2xy + {" (n+1) —r_‘} ji=0.
Dokazati formulu:

+1 0
f P, (x) PU(x)dx=¢ 2 (n+m)!
—1

:’ )
2n+1 (n—m)! ir=4
ako su n, r, m prirodni brojevi, takvi da je n>m i r>m.

(r#n),

89. Izraziti proizvod Laguerre-ovih polinoma L,(x) i L,(x) kao linearnu
kombinaciju Laguerre-ovih polinoma.



APSTRAKTNA ALGEBRA
I. GRUPOIDI

Ako je u skupu G definirana binarna operacija ,,-¢, tako da je svakom
uredenom paru (ne nuZno razli¢itih) elemenata a, b od G jednoznaéno pridru-
Zen neki element a-b=c¢ tog skupa, kaZze se da je (G,-) grupoid.

Umjesto a-b oznaluje se paru a, b pridruzeni element Cesto krace s ab i
zove produkt elemenata a, b.

Grupoid (G, -) zove se konalan, ako je skup G konacan. Konaéni grupoid

(G,-), gdje je G={a, b, ..., k}, moZze se predoc€iti Cayleyevom tablicom

e gl

a b ‘ | &

a l aa ab I l ak
b ba bb | bk |
_I .___!,. Y | | |

Py A i et ;

\ k|| ka | kb | | kk

Element a grupoida (G,-) zove se idempotentan, ako je a®>=aa—a.

Ako za neki par a, b elemenata grupoida (G,-) vrijedi ab=ba, kaZe se,
da su elementi a, b permutabilni.

Ako je svaki par elemenata od G permutabilan, kazZe se, da je grupoid
(G, ) komutativan. Konafan grupoid (G,-) komutativan je, dakle, onda i samo
onda, ako mu je Cayleyeva tablica simetriéna prema glavnoj (padajucoj)
dijagonali.

Vrijedi li za svaku trojku (ne nuzno razliditih) elemenata a, b, ¢ & G
Jednakost (ab) c=a (bc), kaZe se,da je grupoid (G,-) asocijativan. Asocijativni
grupoid zove se monoid ili semi-grupa. U monoidu je produkt od konacnog
broja elemenata jednoznaéno odreden poredajem tih clemenata, bez obzira na
razdiobu zagrada, tj. oznaleni redoslijed izvrSavanja operacija.

U monoidu (G, -) definira se za prirodne brojeve n rekurzivno n-ta poten-
cija od a= G, pomocu a'=a, a""'=a"a.

Postoji 11 u grupoidu (G,-) element ¢’, takav da je za svaki element ac G
ispunjeno e’ a=a, zove se ¢’ lijevi jediniéni element od (G,-). Analogno, postoji
li element e’’, takav da je za svaki element a< G ispunjeno ae’’ =a, zove se¢
e'' desni jedinicni element od (G,-).
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Ako je neki element e ujedno i lijevi i desni jediniéni element od (G,.),
zove se on krale jediniéni element od (G,-). Prema zadatku 4. grupoid moZe
sadrZavati najviSe jedan jedini¢ni element.

Neka je a neki element grupoida (G,-) s jedini¢nim elementom e. Postoji
li u G element a’, takav da je @’ a=e, zove se a' lijevo-inverzni clement od a.
Analogno, postoji li element @', takav da je aa’’ =e, zove se &'’ desno-inverzni
element od a.

Ako za neki element ¢ grupoida (G,-) s jedinicnim elementom postoji i
lijevo-inverzni element ¢’ i desno-inverzni element ", te ako je a'=a", zove
se taj lijevo- i desno-inverzni element krace inverzni element od a i oznaduje se
gesto s a~1. Element a, za koji postoji inverzni element a—1, zove se invertibilan.

© Ako u grupoidu (G,-) za svaki par elemenata a. b postcje rjeSenja x i y
jednadZbi ax=b, ya=>b. te ako su ta rjeSenja uvijek jednozna¢no odredena.
zove se (G,-) kvazigrupa. Konalni grupoid je dakle onda i samo onda kvazi-
grupa, ako mu unutar njegove Cayleyeve tablice svaki element dolazi (to¢no
jedamput) u svakom retku i u svakom stupcu tablice.

Ako su (G,-) i (H,x) grupoidi i ako postoji uzajamno jednoznacno presli-
kavanje © od G na H, takvo da za svaki par a, b clemenata od G vrijedi
® (a-b)=rpaxpb, zovu se grupoidi (G,:) i (H, x) izomorfni.

II. GRUPE

Monoid s jedini¢énim elementom, u kojem svaki element ima inverzni, zove
se grupa. Drugim rije¢ima, ako je u skupu G definirana binarna operacija ,, -,
bit ée (G, ) grupa, ukoliko vrijedi:

1. Za svaku trojku elemenata a, b, c& G je (ab) c=a(bc); 2. postoji element
e, tako da je za svaki element a< G ispunjeno ea=ae=a; 3. za svaki element
ac=G postoji element a—! & G, tako da je ala=aa"l=e.

Potencija @" za prirodni broj n definira se kao kod monoida. Nadalje, za
n=0 stavija se a®=e, a za negativni cio n definira se a"=(a"1)~".

11I. PEANOVI AKSIOMI ZA PRIRODNE BROJEVE

Neka je N neki skup, u kojem je definirano jednoznacno preslikavanje, koje
svakom elementu n< N pridruZuje neki element n™ < N. Ako je nt =m, zove
se m sljedbenik od n, a n je prethodnik od m.

Skup N prirodnih brojeva karakteriziran je prema Peanu aksiomima (1889):

P 1. 1eN, tj. 1 je prirodan broj.

P 2. n"+1, tj. | nema prethodnika u N.

P 3. nt=mt=>n=m, tj. ako su sljedbenici dvaju prirodnih brojeva jednaki,
onda su i sami ti brojevi jednaki. (Drugim rije¢ima, preslikavanje od » na nt
Je ne samo jednoznacno, ve¢ i uzajamno jednoznaéno).

P4 [MCN &leM &(ncM=>nt e M)]l>M=N, tj. ako neki podskup
M od N sadrZi broj 1 i ako ima svojstvo, da sa svakim svojim elementom n
sadrzi i element n*, onda se M poklapa sa N (aksiom potpune indukcije).

U skupu N definiraju se operacije + i - sa
(1 n+l=n*, nimt=m+mt;
(2) n-l=n, n-m"=n-m+n.

(MoZe se dokazati, da su sa (1) i (2) operacije + i - jednoznaéno definirane.)
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Relacije > i < definiraju se u N ovako: Za dva prirodna broja a, b= N
kaze se, da je a veCi od b, a>b (i da je b manji od a, b<<a), ako postoji
ce N, tako da je a=b-+c.

IV. ZADACI
1. Neka je G skup svih realnih brojeva, a operacija ,,-¢ definirana sa

a-b 5 (a-+b). Pokazati, da je (G,-) komutativna neasocijativna kvazigrupa

bez jediniénog clementa.

2. Neka je G skup svih jednoznaénih preslikavanja f nekog skupa S u sama
sebe, a operacija ,,-** definirana sa (f;-f3) (5)=/5 (f, (s)) za sve s S. Pokazati,
da je (G,-) monoid s jediniénim elementom.

3. Ispitati sve moguée grupoide (G,-) koji sadrZze 3 elementa a. b, ¢. Koliko
ima ncizomorfnih oblika? Koliko medu ovima ima a) komutativnih grupoida,
b) monoida, ¢) kvazigrupa?

4. Dokazati: Ako grupoid (G,.) ima jedini¢ne elemente e, i e,, onda je
nuZno e, =e,. Drugim rije¢ima, grupoid ne moZe imati vise od jednog jedinic-
nog clementa.

RjeSenje. Po pretpostavei za svaki element a vrijedi e; @ ~a; posebno je dakle e

Analogno, za svaki a&G vrijedi po pretpostavei i ae,=a, dakle posecbno i ee,=
ce,=e,, ec,=c izlazi e =e,.

5. Dokazati: a) Ako u monoidu (G, ) clement ¢ ima lijevo-inverzni ele-
ment a’ 1 desno-inverzni element «’’, onda je a'=a’’, pa je elemant ¢ inverti-
bilan s inverznim clementom a 1. b) Ako za element a moncida (G, ) postoje
inverzni elementi (¢=Y); i (a~Y),, onda je (a "), =(a"1),, tj. u monoidu ne moZe
postojati viSe od jednog inverznog elementa nckog danog elementa. ¢) Ako je
a~! inverzni element od a, onda je ¢ inverzni element od a—*.

RjeSenje. a) Zbog asocijativnosti (G,:) bit ¢e (a’a)a” =a’(aa”), dakle ea”=a'e i
odatle a” -a’.

b) Ako su (¢~ Y, i (¢ 1), inverzni elementi od a, bit ¢e tim viSe (¢ '), lijevo-inverzni
element od @, a (a—'), desno-inverzni element od a, pa je prema a) (a V), =(a"!),.

¢) Po pretpostavci je a='a--aa—!=e. Elementu a ! inverzni element (¢ !)~! jednak
je dakle a, jer za (@~ V)~ ! -a vrijedi a (@ D) i=(a Y lal=e

6. Dokazati: Ako je u monoidu (G,-) element a permutabilan s elementima
b i ¢, onda je a permutabilan i s njihovim produktom bec.

Rjesenje. Zbog asocijativnosti (G,-) | pretpostavaka zadatka izlazi

a (be) = (ab) ¢ =(ba) c= b (ac) = b (ca)=(bc) a.

7. Dokazati: Ako u monoidu (G,-) s jedinicnim elementom e element a
ima lijevo-inverzni clement « [desno-inverzni element a''], onda se s a moZe
kratiti slijeva [zdesna], tj. vrijedi

ab=ac >b=c [ba=ca=b=c].
Rjesenje. Po pretpostavei je zbog asocijativnosti
a’ (ab) =a’ (ac) » (@’a) b=(a’a) ¢ = eb=ec > b=c;

(bay a’” =(ca)a’” = b(aa’’)=c(aa’’) = be =ce = b-c.
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8. Neka je (G, ) konacna komutativna kvazigrupa. Dokazati: Ako je broj
elemenata od G neparan, rjeSiva je za svaki a< G jednadzba x2=gq. Drugim rije-
¢ima, pomnoZimo li svaki od elemenata od G sam sa sobom, dobit ¢emo opet
sve elemente od . Obratno, ako je x*=a u (G, ) rjedivo za svaki a& G, tada
G ima neparan broj elemenata.

RjeSenje. Zbog simetri¢nosti Cayleyeve tablice za (G,-) obzirom na glavnu dijagonalu
dolazi svaki element a&G isto toliko puta iznad koliko i ispod glavne dijagonale. U drugu
ruku on u svakom retku tablice dolazi to¢no jedamput, pa u ¢itavoj tablici dolazi neparan
broj puta. Znafi, bududi da izvan dijagonale dolazi paran broj puta, mora na samoj dijago-
nali biti zastupan neparan broj puta (i to totno jedamput, jer isti zaklju€ak vrijedi za
svaki element od G, a na glavnoj dijagonali ima isti broj elemenata koliko ih ima
G). No elementi na dijagonali su upravo oni oblika x x=x2, pa je dakle x*=ga rjeSivo za
svaki a.

Obrnuto, uz rjeSivost od x?2=a za svaki a (dakle i jednoznaénu rjeSivost te jednakosti
sa svaki @, jer je G konadan) bit ¢ée svaki element od G u &itavo) Cayleyevoj tablici zastupan
peparan broj puta, pa je tolik i njen broj redaka, dakle i elemenata od G.

9. Dokazati: Ako u grupoidu (G,-) s jediniénim elementom za svaku trojku
elemenata a, b, ¢ vrijedi (ab) c=(ac)b, onda je (G,-) komutativni monoid.

Rjesenje. Stavimo li najprije a=e, dobit ¢emo (ebh) ¢c=(¢c)b => be=ch pa je grupoid (G,-)
komutativan. Odatle je (ab) ¢ = (ba) ¢. Po pretpostavci je dalje (ba) c=(bc)a i opet zbog ko-
mutativnosti (bc)a=a (bc). Povezemo li posljednje tri jednakosti, izlazi (ab) ¢~ a (bc), ti.
(G,-) je monoid.

10. Dokazati: U monoidu za svaki par prirodnih brojeva m, r vrijedi
am an PN am+u'

Rjefenje. Provedimo dokaz potpunom indukcijom po n. Za n=1 (i kojigod m) tvrdnja
je toéna po definiciji potencije. Pretpostavimo, da ona vaZi i za n=k. Tada je zbog pretpo-
stavke indukcije i asocijativnosti a” ak+!=a™ (gk a) = (a™ak) a = am+k g =amtk+1 tj. tvrdnja
vrijedi 1 za n=k+1, §to je jo§ trebalo dokazati.

11. Neka su (G,-) 1 (H, x) izomorfni grupoidi. Dokazati: a) Ako je (G,)
monoid, i (H,*) je monoid. b) Ako je (G,-) komutativan, i (H,x) je komu-
tativan. ¢) Ako (G,-) ima lijevi [desni] jediniéni element, 1 (H, x) ima lijevi
[desni] jedini¢ni element. d) Ako u (G,-) element a ima lijevo-[desno-] inverzni
element, onda u (H, x) element ga ima lijevo-[desno-] inverzni element.

12. Ako su (G,-) i (H,x) izomorfni grupoidi, a isto tako (H,x) i (K,o)
izomorfni grupoidi, onda su i grupoidi (G, ) 1 (K,°) izomorfni.

13. Provjeriti, da su navedeni grupoidi grupe:

a) G je skup svih realnih brojeva, a operacija ,.-* obiéno zbrajanje.
b) G je skup pozitivnih realnih brojeva, a operacija ,, - ** obi¢no mnoZenje. ¢) G je
skup svih gibanja prostora, koja zadanu kocku prevode u samu sebe, a ope-
racija ,,-¢ izmedu dvaju takvih gibanja zna¢i njihovo uzastopno izvrSavanje.
d) G je skup svih striktno uzlaznih neprekinutih realnih funkcija f, definiranih
za 0=x=1, za koje je f(0)=0, f(1)=1, a operacija ,,-* definirana je s
(fi- fo) (x)=f1 (f2 (x)). e) Grupoidi (G,-) i (H,x) dani su tablicama koje su
navedene na iduéoj strani.

14. Dokazati: a) Grupe iz a) i b) prethodnog zadatka su izomorfne.
b) Grupe (G,-) 1 (H,x) iz prethodnog zadatka e) nisu izomorfne.

RjeSenje. b) Ako bi (G,-) i (H,x) bile izomorfne grupe, moralo bi postojati preslikavanje
¢ od G na H, takvo da je ¢ (x-y)=9xXxoy. Kako u (G,-) postoji element a sa svojstvom
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da je x*=a za svaki element x&=G, moralo bi biti ¢ (x-x)=(px) % (¢px)=¢a za svaki pxEH.
No u H olito ne postoji element g@a s tim svojstvom.

: |I a Z _[_)M‘,,c,g d : I_/_i_ o !7‘8 ‘ v _‘ AB
a!l a _b ‘ ¢ d _ot;:i_ o B [ 3 8¥{
GI[o| 6 | a|d| c| @als |—B_‘ 5 | |y |
c : _—c—[;(;——{ a I b [ ﬁ\ _| ;_‘ 8_i773 [
¥ d—' R T IR S

15. Ispitati pomoéu Cayleyevih tablica sve moguée grupe od najvide 4
elementa. Postoje li za dani broj elemenata takve grupe koje nisu 1zomorfne?

16. Ispitati sve grupe od 5 i od 6 danih elemenata. Koliko ima nei-
zomorfnih oblika? Koji su komutativni, a koji nekomutativni?

17. Dokazati: Ako je (G,-) monoid, u kojem postoji lijevi jedini¢ni ele-
ment ¢ i za svaki element @ od G lijevo-inverzni a’ obzirom na e, (G,-)
je grupa.

RjesSenje. Treba dokazati: a) lijevi jedini¢ni element ¢ ujedno je 1 desni jediniéni
element, pa je to jediniéni element od (G,-); b) lijevo-inverzni element o’ od @ ujedno je
i desno-inverzni element od a. Dokazimo najprije b):

Ako je a’ lijevo-inverzni element od a, tj. @’ a=e, bit ée a’(aa’)=(a’a)a’ =ea’ ~a’, pa
mnozenje slijeva lijevo-inverznim elementom (a’) od a’ daje (@) [¢' (aa’)] =[(a’) @’] (aa’) -

e(aa’)y=aa’ =(a’y a’ =e, dakle zaista aa’ —e.

Da bismo dokazali i @) uoéimo, da iz aa’=e izlazi, da je ae=a(a’ a)=(aa’)a=ea=a

pa je zaista i ae—a.

18. Dokazati: Ako je (G,-) monoid, u kojem su za kakvegod elemente
a, be G rjeSive jednadZbe bx=a, yb=a, (G,-) je grupa.

Rjesenje. Neka je b neki odabrani element od G i y=¢ jedno rjeSenje od yb=b, tj.

eb=b. Za svaki a&=G neka je x=x, rjefenje od bx=a, tj. bx,=a. Tada je ea=c(bx,) =

(eb) x, = bx,~a. Nadalje, za svaki acG postoji rje§enje x=qa’ jednadibe xa=e¢, pa je
a’a=c. (G, ) dakle zadovoljava uvjete iz prethodnog zadatka, pa je to grupa.

19. Ako je (G,-) konaéni monoid, u kojem za kakve god elemente a, b= G
jednadzbe hx=a, yb=a imaju najviSe jedno rjeSenje, (G,-) je grupa.

RjeSenje. Ako bx=a ima najvise jedno rjeSenje, a G je konadan skup od g elemenata,
mora hx-=a imati i bar jedno rjeSenje, §to uvidamo ovako: Neka je b neki odabrani clement
od G, a x neka prolazi svim elementima od G. Buduéi da po pretpostavei bx =a ima najviSe
jedno rjeSenje, bit ¢e za x,7x, takoder i bx,75bx,, pa bx poprima g raziiitih vrijednosti,
kad x poprima toliko razliditih vrijednosti. Prema tome, medu elementima bx dolaze svi
elementi ac< G, Sto je trebalo dokazati. Time je zadatak sveden na prethodni.

20. Dokazati, da u grupi (G,-) vrijedi: a) G ima samo jedan jediniéni
element (koji je ujedno jedini lijevi i jedini desni jedinini element). b) Svaki
element ¢ od G ima u G samo jedan inverzni element «—! (koji je ujedno
jedini lijevo-inverzni i jedini desno-inverzni element od a). ¢) (a4 ~1=a, 1.
inverzni element elementu a inverznog elementa poklapa se sa a. d) Dopusteno
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je kracenje slijeva 1 zdesna, tj. ab=ac=b=c, ba=ca=>b=c. ¢) Jednadzbe
bx=a, ypb=a rtjeSive su, i to jednoznacno. (Drugim rijeima, svaka grupa.je
kvazigrupa.) f) (ab)='=b"1a"1. g) (a")"1=(¢"1)" za svaki cjelobrojni n.

RjeSenje. a) do d) izlaze kao posebpni slu¢ajevi odgovarajucih zadataka o grupoidima.

e) MnoZenjem bx=a slijeva s b~ izlazi x=b"'a, tj. ako rjeSenje jednadibe bx-a
postoji, ono je jednoznaino odredeno. Da takvo rjeSenje zaista postoji, izlazi odatle, Sto je
b (b~ a)=(bb~')a=ea=a. Analogno se dokazuje i drugi dio tvrdnje.

f) Vrijedi, jer je (b~ la= V) (ab)=b"1[a 1 (ab)]=b""[(a" tu) b] = b~ 1 (eb)~b"1h ~e.

g) Jednakost analogna f) vrijedi oéito i za veci broj faktora, tj.

(ayay - ap_yap) '=ay la,_"leeay ta T

pa posebno za a;=a,~---—=a,—a izlazi g) za n=0. Za n=0 g) je trivijalno, jer je
@) l=e¢ lue=(a 1. Za n<0 je —n=m>0, pa je po definiciji ic)

(an)——l - (a-l),"]— 1—[ (am)—-ll—l - = [ (a Y~ 1]m = (a1,

21. Dokazati: Ako su a, b permutabilni elementi grupe (G.,-), tj. ab- ba,
onda su 1 &”, b" permutabilni elementi, za sve cjelobrojne m, n.
RjeSenje. Ako su m, n prirodni brojevi, tvrdnja izlazi prema
abt=am—1(ab) b" ' =a" "t (ba) b1~ ... =am~2(bayab" ' =.. ~ham 1~ ... =p"gm
Nadalje, iz ab=ba mnozenjem slijeva i zdesna s a~! izlazi
al@)yar=albaya = @ ta)yba ) =(a 1b)(aa™") =ba r=a"1),
pa su i elementi ¢!, b permutabilni. Analogno su i @, b~! permutabilni. Prema dzfiniciji

potencije za cksponent O i negativne eksponente izlazi odatle tvrdnja i w ostalim slu¢ajecvima.

22. Dokazati: U grupi (G,-) vrijedi za svaki element a i za kakve god
cjelobrojne m, n jednakost a™a” =a™*".

23. Dokazati, da je e jedini idempotentni element grupe.

RjeSenje. MnoZenjem x*=x sa x—1 izlazi x=e¢; u drugu ruku e%=e¢ i tvrdnja je dokczana.

24. Za grupe (G,-) i (G, x) neka je
(@-b)yxc=a-(bxc), (axb)-c=ax(b-c¢)

za svaku trojku elemenata a, b, c od G. Neka se dokaZe, da su grupe (G,-) i
(G, x) izomorfne.

Rjesenje. Neka je e jediniéni element grupe (G, -), a ¢’ jedini¢ni element grupz (G, x).
Razmotrimo preslikavanje ¢ od G u G, dano sa pa=a-e¢’. Prema zadatku 20 ¢) ¢ je uza-
jamno jednoznaCno preslikavanje od G na G. Za to preslikavanje vrijedi

paxgb=(a-eYx(b-¢)=a-[e'x(b-e)]=a-[(e'xb)-e'l=a-(b-¢)=(a-b)-¢’ =0 (a-b),

pa su grupe (G,-) i (G,x) zaista izomorfne.

25. Za elemente grupe (G, -) definiran je grupoid (G, x) sa axb:f]a-f.,_b,.
gdje su f; 1 f, jednoznaéne funkcije u G (preslikavanja od G u G). Dokazati:
Ako (G, x) ima jediniéni element e, onda je (G, x) grupa izomorfna s (G,-).

RjeSenje. Po pretpostavci je axXe=a, exb=5b, pa je stoga a=fia fe, b=fe-fob i
odatle fia=a-(fye)™ ", fyb=(f1e)"}-b. Prema tome bit ée axb=a-(f,e)~'-(fie)""-b=a-k-b,
gdje je sa k oznacen element (f,e)™!'-(f;¢)~ L. Za preslikavanje ¢ danosa ga=a-k~1 bit ée
o(a-by=a-b-k=le=(a-k=Y)-k-(b-k—V)=ga-k-gb=gaxob, pa je (G,x) zaista grupa izo-
morfna s (G, - ).
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26. Dokazati, da je sustav P 1. do P4. Peanovih aksioma nezavisan.

Rjesenje. Treba pokazati, da nijedan od aksioma P 1. do P 4. nije posljedica preostalih.
To s¢ moze provesti tako, da se navedu skupovi N i u njima definiraju preslikavanja od n
na n* tako, da pritom budu ispunjeni svi aksiomi osim jednog.

a) Neka je N prazan skup: N=«@. Tada P 1. oCito nije zadovoljen, dok su ostali aksi-
omi P 2. do P 4. automatski trivijalno zadovoljeni: P 2. je ispunjeno, jer nijedan element
od N nema za sljedbenika broj 1; P 3. jer nt = m+* uopée ne moZe nastupiti buduéi da N
ne sadrZi nijedan clement; P 4., jer zbog M C N ne moZe biti 1& M.

b) Neka je N {1}, tj. N je jednollan skup, kojem je I jedini element i neka je
1+« 1. Tada vrijedi P 1, jer je 1 & {1}. P 2.ne vrijedi jer je po definiciji 1+ =1. P 3. vrijedi,
jer mt =npt moZe nastupiti samo uz nt =m+ =1, a tada je zaista i m=n (=1). P 4. vri-
jedi, jer hipoteza tog aksioma moZe biti ispunjena jedino uz M~ {1}, u kom je sluCaju 1=M
i ne=M=ntE=M, a zaista je M=N.

¢) Neka je N={l, 2}, ti. N je dvotlani skup s elementima 1 i 2, za koje neka je
1+=2, 2+ =2 Tada ofito vrijedi P 1. i P 2. No P 3. ne vrijedi, jer je 1+ =2+, iako je
12, P 4. opet vrijedi, budu¢i da hipoteza 1&=M & (ni=M - n+—M) trazi da bude
M={1, 2}, u kom je slucaju M= N,

d) Neka je N={1,2,3,...; a}, tj, N je skup svih prirodnih brojeva i jo§ nekog
elementa @, koji nije prirodni broj. Preslikavanje -+ ncka je za prirodni broj n=N defini-
rano s nt=n+1, a za element a sa at =a. Tada ocito vrijedi P 1. do P 3., ali P 4. ne
vrijedi, jer skup M, koji preostaje ako iz N uklonimo a, ima svojstva 1EM i n&M = nt &M,
a ipak je (zbog ad- M, a=N) M+ N.

27. Dokazati, da ni za jedan element n skupa N, koji zadovoljava Peanove
aksiome, ne moze biti nt =n.

Rjesenje. Dokaz ¢emo provesti indirektno. Pretpostavimo dakle. da za ncki ne& N vrijedi
nt =n. Tada je sigurno n 41, jer prema P 2. ne postoji element mc N, za koji je m+ = 1.
Odatle izlazi, da bi skup M, koji preostaje ako se¢ iz N ukloni n, bio nepriezan i sadrZavao
broj 1. No tako konstruirani skup M imao bi i svojstvo, da mc—M povlai m+c M, §to uvi-
damo ovako: za m +# n je zbog P 3. takoder 1 m+snt —=n, pa s¢ ne moZe dusiti, da zahtlev
m—M = mt<M ne bi bio ostvariv jer n nije clement od M. Vidimo, da M zadovoljava
uvjete aksioma P 4., pa bi moralo biti M =N, no to se protivi konstrukciji pdskupa M.
Dobiveno protivrjedje dokazuje tvrdnju.

28. Dokazati, da je broj 1 jedini, koji u skupu A, koji zadovoljava Peanove
aksiome, nema prethodnika.

RjeSenje. Da 1. nema prethodnika, osigurava aksiom P 2. Treba jo§ dokazati, da nijedan
drugi efement od N nema to svojstvo. Dokaz provodimo indircktno: pretpostavimo dakle, da
za neki m 1 za svaki n& N vrijedi nt s m. Razmotrimo skup M, koji dobivamo iz N izo-
stavljanjem elementa m. Posve analogno, kao u rje$enju prethodnog zadatka, uvidamo, da
dolazimo do protivrjeja. Pretpostavku m =41, m#n+ valja dakle odbaciti, ¢ime je tvrdnja
dokazana.

29. Dokazati, da za operacije + i -, definirane sa (1) i (2), vrijedi

a) (a+b)+c-a+(b+c) (asocijativnost zbroja);

b) a+b=0>b+a (komutativnost zbroja);

¢) a(b+c)=ab-+ac (distributivnost slijeva mnoZenja prema zbrajanju);
d) (ab) ¢ =a(bc) (asocijativnost produkta);

¢) ab=>ba (komutativnost produkta).

RjeSenje. a) Prema (1) vrijedi a+(b+1)=a+b+ =(a+b)y+r=(a+b)+1, pa je jednakost
a) zadovoljena za ¢~ 1. Ako ona vrijedi za neki ¢=n, tj. ako je (a+b)+n=a-+(b+n), bit
¢e zbog (1) (@a+b)y+nt=[(a+by+nt=[a+b+n)r=a+b+mt=a+(b+nt), pa a) vri-
jedi i za c=n+. Zbog P 4. odatle izlazi, da a) vrijedi za svaki prirodni broj ¢ (i kakve god
prirodne brojeve a, b).
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b) Dokazimo najprije, da je a+1=1+a. Ispravnost ove relacije oCita je za a=1. Ako
ona stoji za a=n, tj. ako je n+1=1+n, bit ¢e zbog (1) i a): nt+1l=@n+D)+1=1+n)+1
“1+(n+1)=1+n+, pa a+1=1+a vrijedi i za a=nt, dakle do P 4. za svaki a. Ovo pak
znaéi, da b) vrijedi za b=1. Pretpostavimo li, da b) vrijedi i za b=n, tj. da je a+n=n+a,
bit ¢e zbog (1), a) i upravo dokazane relacije a+1=1+a ispunjeno takoder i a+n+ =(a+
+myt=@m+a)t=n+(@+D=n+{+a)=(n+1)+a=nt+a. b) dakle vrijedi i za b=n+, pa
iz P 4. izlazi, da vrijedi opcenito.

Napomena. Uoéi, da u a) ulaze tri prirodna broja a, b, ¢ po volji, dok u b) ulaze
samo dva takva broja a, b; ipak je za dokaz od a) bio dovoljan jedan postupak potpune
indukcije, dok smo za dokaz od b) taj postupak morali provesti dva puta (jednom po a,
drugi put po b).

¢) Kako je po (1) i 2) a(b+1)=abt+=ab+a=ab+a-1, vrijedi ¢) za ¢=1. Vrijedi lic)
za ~=n, tj. vrijedi i a(b+n)=ab-+an, bit ée zbog (1), (2) i a):a(h+nt)=a(b+n)t+=
=a(b+n)+a=(ab+an)+a=ab+(an+a)=ab+ant, pa c) vrijedi i za c=n+, dakle i opéenito.

d) Kako je prema (2) (ab) - 1=ab=a(b - 1), vrijedi d) za ¢=1. Ako vrijedi za c=n,
tj. ako je (ab) - n=a(bn), bit ée zbog (2) i ¢): ab - nt+=ab - -n+ab=a - bn+ab=a (bn+b)=
=g . bnt, pa d) vrijedi i za ¢=n*, dakle opcenito.

Prije nego li predemo na dokaz od e¢), dokaZimo najprije lemu 1. a=~a, bta=ba+a.
Njen prvi dio otit je zbog (2) za a=1, a ako vrijedi za a=n, bit ée zbog (2) i ¢): I-n+ =

l(n+1)=1-n+1-1=n-+1=n+, Cime je prvi dio leme dokazan indukcijom po a.
Zbog (2) i (1) je nadalje bt-1=b+=b+1=b-1+1, pa i drugi dio leme vrijedi za a=1.
Vrijedi li on za a=n, tj. vrijedi li b+n=>bn+n, bit ¢e zbog (2), (1), a) i b): btnt =b+n+
+bht=(brntb)yt =[(bn+n)y+blt =[bn+n+b)]+<[bn+ (b+ml+=[(bn+b)+ult+ =(bnt +
+n)t+ =bn+ +n+, pa drugi dio leme vrijedi i za a=n+, dakle i opcenito.

Predimo sada na dokaz jednakosti e¢). Kako je prema (2) i prvom dijelu leme a-1=a=
=1l.a, vrijedi e) za b=1. vrijedi li €) i za b=n, tj. vrijedi li an=na, bit ée zbog 2) i dru-
gog dijela leme ant=an+a=na+a=n+ta, Lime je dokaz od e¢) proveden. (Ucti da je i
ovdje — za produkt — dokaz asocijativnosti bio jednostavniji i kraci, nego li dokaz ko-
mutativnosti.)

Iz ¢) ic) dobivamo takoder ¢’) (b+c¢)a=a (b+c)=ab+ac=ba+ ca (distributivnost zdesna
mnozenja prema zbrajanju).

30. Dokazati, da za bilo koja dva prirodna broja @, b= N vrijedi bar jedna
od relacija a<<b, a=b, a>b.

Rjefenje. Dokazimo najprije, da tvrdnja vrijedi za a=1.

Ako je i b=1, ona je trivijalna, jer je tada a=b. Ako je b+#1, bit e prema zadatku
28.129. b): bemt=m+1=1+m=a-+m, i tvrdnja je zadovoljena s b >a.

Pretpostavimo sada, da tvrdnja stoji za b=n, tj. da za svaki a=N vrijedi bar jedna od
relacija a<<n, a=n, a>n. Treba jo§ dokazati, da u tom slucaju vrijedi i bar jedna od rela-
cija a<nt, a=nt, a>nt. U tu svrhu mozemo zakljuéivati ovako:

a) Ako je a<n, znali to, da je a+c=n, paje a+ct=(a+c)yt=nt, 1 vrijedi ga-<nt.

b) Ako je a=n, bit ¢e nt+ =at =a-+1, pa je i ovdje a<n+t.

¢) Ako je a>n, bit ¢e a=n+c¢. Razlikovat éemo 2 sludaja: ¢,) ¢=1, ¢,) ¢#1. U slu-
Caju ¢y) izlazi a=n+1=n*, i vrijedi a=n+. U slutaju ¢,) bit ée prema zadatku 28. ¢=d+,
pa je zbog zadatka 29.b): a=n+dt =(n+d)* ~(d+n)+ =d+n+t=nt4d, i vrijedi a>n+t.

31. Dokazati, da za prirodne brojeve a, b, ¢ vrijedi
a) a+b=a+c povladi b=c;
b) ab=ac povladi b=c.

Rjesenje. a) Za a=1 a) je trivijalno, jer zbog 29.b) 1 +b=1+¢ znadi isto §to 1 b+ 1=
=c+1, dakle b+ =c¢+, Sto po P 3. povladi, da je b=c. Uzmimo dalje, da a) vrijedi za
a=n,1j. dan-+b=n+cpovlali b=c. Tada n+ +b=n+ 4, ili, $to je isto, (n+ N+ b=(n+1)+¢,
dakle zbog 29.a) n+(1+b)y=n+(l+c¢) po pretpostavci povladi 1 +b=1-+¢, a ovo, kao §to
smo upravo vidjeli, povla¢i dalje b=c. a) dakle vrijedi i za a = n+, Cime je tvrdnja dokazana.

b) Uzmimo, da uz ab=ac vrijedi b< ¢. Tada bi bilo b+d=c i odatle zbog 29.c) ab=
=ac=a(b+d)=ab--ad, dakle i ab+1=(ab)+ =(ab+ad)+ —ab+(ad)+. Prema a) odatle za-
kljuCujemo, da bi moralo biti (ad)+ =1, §to se protivi P 2. Pretpostavku b< ¢ treba dakle
odbaciti. Isto tako izlazi, da otpada i moguénost b >c. Prema zadatku 30. odatle izlazi, da
preostaje jedino moguénost b =c¢, &ime je dokaz proveden.
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32. Dokazati, da za bilo koja dva prirodna broja a,b& N vrijedi to¢no
jedna od relacija a<<b, a=b, a>b.

RjeSenje. U zadatku 30. vidjeli smo, da uvijek vrijedi bar jedna od relacija a<< b, a=>b,
a>b, pa jo§ preostaje da dokaZzemo, da uz dane a, b vrijedi najvife jedna od tih relacija,
tj. da se one medusobno iskljucuju.

a) Nemogudée je, da istodobno bude a< b i a=b, jer bi to znalilo da je a+c=b=ai
odatle a+ct+ =(a+c)t =at=a+1, dakle prema zadatku 31. a) ¢t =1, suprotno P 2.

b) Isto tako izlazi, da se medusobno iskljuéuju moguénosti a=5b i a>b.

¢) Da je u isti mah e<b i a>b, bilo bi a+c=b, a=b+d, dakle prema 29. a)
b+(d+c)=(b+dy+c=a+c=b 1 odatle b+{@d+c)t=[b+(d+c)]+=b+t=b+1, dakle po
31. a) (d+c)+ =1, opet suprotno P 2.

33. Dokazati, da za relaciju < vrijedi

a) a<b, b<c povladi a< c (tranzitivnost),

b) a<b povladi a+ c<b+ ¢ (monotonija zbroja),
¢) a<b povlaéi ac< bc (monotonija produkta).

RjeSenje. a) Po pretpostavei je a+d=>b, b+e=c, dakle zbog 29. a) a+({d+e)=(a+d)+
+e=b+e=c, §to znali a<ec.

b) Iz a+d=5 dobivamo zbog 29.a) i 29.b) (a+c)+d=a+(c+d)=a+{d+c)=(a+d)+
c=b+c, pa je zaista a+c<b+ec.

¢) Iz a+d=>b dobivamo zbog 29. ¢’) da je ac+dc=(a+d) c=bc, dakle zaista ac< be.

34. Neka je S neki neprazni podskup skupa N, koji zadovoljava Peanove
aksiome P 1. do P 4. Neka se dokaZe, da S sadrZi najmanji element n, tj. da
postoji n< S takav, da za svaki s€ S vrijedi n=s ili n<<s (dobro uredenje skupa
prirodnih brojeva).

Rjefenje. Definirajmo skup M (M C N) ovako: Element n&= N bit ¢e element od M onda
i samo onda, ako za svaki element s&S vrijedi bilo n=s, bilo rn<s. Ovako konstruirani
skup M sadrzi broj 1, jer za s+#1 prema 28. i 29. b) vrijedi s=at+=a+1=1+a, pa je
1<s. Kad bi M imao svojstvo, da n&M povlali n+& M, bilo bi M =N, §to je iskljuceno:
ako je naime s neki element od S, znalilo bi to, da je i s+ =s+1& M, dakle posebno s+ <s
ili s+ =3, §to je zbog 32. u suprotnosti s s+>s. Kako dakle M nema svojstvo n&EM=>ntEM,
postoji (bar jedan) n& M, takav da a+ nije element od M. Preostaje jo§ da dokaZemo, da
je nES: Zaista, da n nije element od S, bilo bi za svaki s&€S: n<s (jer bi moguénost
n=s time otpala), pa bismo imali zn+c¢=s. Uz ¢ = | dobili bismo odatle n+1=n+=s,a za ¢ #1
prema 28. ¢=d+ 1 odatle zbog 29. b) s=n+c=n+dt=n+d)+r =d+n+=d+n+=nt++d,
dakle nt<s. No time bi bilo n+& M, suprotno ranijem.

Napomena. Lako je uvidjeti, da u S postoji samo jedan najmanji element n=S. Ako su
naime n,, n, dva elementa sa svojstvom, da za svaki s&.S vrijedi bilo n=s, bilo n<s, bilo
bi posebno n;=n, ili n;<n, kao i ny=n, ili n,<n,. Prema 32. odatle izlazi, da je n, =n,.
(Ujedno smo time dokazali, da u gore konstruiranom skupu M postoji samoe jedan element
n& M, takav da nt nije element od M).

35. Neka je N neki skup, u kojem je definirano jednoznaéno preslikavanje
koje svakom elementu n& N pridruZuje neki element nt € N. Ovo preslikavanje
proSirujemo i na podskupove M od N, tako da se podskupu M od N pridru-
Zuje podskup M+, koji sadrZi sve one elemente n& N, za koje u M postoji
me M, tako da je mt =n. (Posebne na pr. za prazni skup @ vrijedi @+ =9,
a za jednoClani skup {n}*={n"}). M+ zovemo slikom od M.

Neka se dokaZe: Sustav Peanovih aksioma P 1. do P 4. ekvivalentan je s
ovim sustavom aksioma:

A 1. N nije prazan.
A 2. NajviSe jedan element od N nema u N prethodnika.

12 Zbornik matematitkih problema IIT
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A 3. Nijedan neprazan podskup od N ne poklapa se sa svojom slikom,
tj. M=MT=>M=0,

RjeSenje. Treba dokazati, da aksiomi P 1. do P 4. povlace ispravnost A 1. do A 3. i
obrnuto.

Da uz P 1. do P 4. vrijedi A 1. je trivijalno, jer je ve¢ po P 1. 1&EN. Zbog 28. vrijedi
tada i A 2.

Pretpostavimo, da A 3. ne vrijedi. Prema 34. sadrzao bi M najmanji element n. Zbog

M+ =M bilo bi n&M+, a po definiciji od M+ znacCilo bi to, da postoji m& M, takav da je
m+ =n. No iz m+ =n izlazi m + 1 =n, dakle n > m, suprotno izboru broja n kao najmanjeg u M.

Treba jo§ dokazati obrat, tj. da A 1. do A 3. povla¢i P 1. do P 4.

Dokazimo najprije ovu lemu:

Uz A 1. do A 3. vrijedi M C M+= M=, tj. nijedan neprazni podskup M od N nije
sadrzan u svojoj slici.

Dokaz leme. Pretpostavimo, da lema ne vrijedi. Tada N sadrZzi neprazni podskup M sa
M C M+. Prema tome unija Q=UM svih podskupova M, koji su sadrzani u svojoj slici,
nije prazna. Dalje je po definiciji slike podskupa od N:

0=UM CUMt)=(UM)*t -0,

dakle @ C Q+. Da je sada Q+#Q+, postojao bi element a&Q+, koji nije sadrzan u Q. Tada
bi medutim za podskup R=QU {a} bilo R+ =0+U{a*} D 0+ D QU {a} =R, dakle R C R+,
ali R ne bi bio sadrZan u @, §to se protivi konstrukciji od Q. Prema tome je O+ =Q0# D,
no to se protivi A 3. Time je postojanje nepraznog podskupa M od N, koji bi bio sadrzan
u svojoj slici M+ iskljudeno, i lema je dokazana. (Obrat, tj. tvrdnja da lema povlaci A 3.
je trivijalna, jer je A 3. posebni slucaj leme.)

Predimo sada na dokaz, da A 1. do A 3. zaista povlaCi P 1. do P 4.

a) Kako N po P I. nije prazan, ne moZe se po A 3. poklopiti sa N+, pa zbog N+ C N
sadrzi N bar jedan element bez prethodnika. Po A 2. ne postoji vise takvih elemenata, pa
taj jedini element bez prethodnika oznalimo sa 1. Vrijedi dakle P 1. i P 2.

b) Dokaz, da vrijedi P 4. (P 3. éemo dokazati kasnije, i to uz pomoé veé¢ dokazanog
P 4) Neka je M podskup od N. M neka sadrzi u a) nadeni element 1&N, i neka ima
svojstvo M D M+, (j. nEM=>nt& M. Da bismo dokazali P 4. treba odatle (uz A 1. do A 3))
izvesti, da je M =N. Pretpostavimo suprotno, tj. uzmimo da je neprazan skup Q=N—M,
koji sadrZi sve one elemente od N, koji nisu sadrzani u M. Tada prema lemi postoji element
b&Q, koji nije element od Q+; kako po pretpostavci o M vrijedi 1 &M (dakle 1 nije element
Q), sigurno je b 1. Odatle zbog a) izlazi, da je b sljedbenik a+ nekog elementa a&N. No
a&EQ imalo bi za posljedicu, da bi bilo e+ =5bc&Q+, suprotno pretpostavci, pa je nuzno
acN—Q =M. Odatle bismo medutim dobili da je e+ EM+C M, pa b=a+ ne bi bio element
od N—M=Q, suprotno pretpostavci. Time je opovrgnuta pretpostavka Qw®, i P 4. je
dokazano.

-¢) Izvod od P 3. uz A 1. do A 3. Neka je N’ skup svih prirodnih brojeva »’, a u N
neka vrijedi A 1. do A 3, Konstruirat ¢emo preslikavanje f od N’ u N pomoéu rekurzivnih
definicija (,,—~ ovdje znadi pridruzenje)

Vsfl'=1,(W>fn=n > (n+1Y>f(n+1) =n+.

Budu¢i da je P 4. uz A 1. do A 3. ve¢ dokazano, izlazi, da je f preslikavanje od N’ na N,
tj. za svaki element n&N postoji neki element & N’, takav da je fn'=n. Ako dakle P 3.
ne bi vrijedio u N, bio bi podskup M onih elemenata od N, za koje inverzno preslikavanje
f~1 nije jednozna¢no, neprazan. Podskup f~1M od N’ sadrzao bi tada zbog 34. najmanji
broj ny". Neka je sada G f-slika u N odsjeéka G’ brojeva n’' = n,. Tada bi bilo Q@+ D Q,
jer je fn,’ po pretpostavci takoder f-slika i nekog od n, vedeg broja, a iz m&Q (dakle
m=fn' in >ny, tj. ’—1=ny) izlazi i m=f[(w—1)+1]=[f("—1]+EQ+. @+ D Q je me-
dutim za Q#® zbog leme isklju¢eno. Time je sve dokazano.

36. Neka je S={(a, b)} (a, b racionalni brojevi, as£0). U skupu S je
definisana binarna operacija * pomocu formule: (a, b) * (¢, d)=(ac, be+ c+d).
Dokazati da je (S, *) grupa.

Refenje. Ako su a, b, ¢, d racionalni brojevi, onda su ac¢ i bc+c+dtakode racional-
ni. Operacija x je interna (ac# 0 ako a i ¢ # 0). Operacija * je asocijativna, jer vaZi

[(a, b)x(c, d)]*(e, [)=(ac, bc+c+d)x(e, f)=(ace, bcet+cet+de+e+f)
(a, BY*[(c, d)x(e, ] =(a, byx(ce, de+-e+f)=(ace, becedce+de+e+f).
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Potrazimo jedini¢ni element. Ako je on (x, y), onda jednakost (a, byx(x, y)=(a, b),
gde su a (#0) i b ma kakvi racionalni brojevi, daje jedinstveno reSenje x=1, y=—1.
Znadi (1, —DES je jedinitni element jer je i (1, —1)*(a, b)=(a, b).

Neka je (a, b)ES bilo koji element skupa S.

Potrazimo element (x, y)&S takav da (a, b)x(x, y)=(1, —1). Iz odgovarajuéeg sistema
linearnih jednalina ax=1, bx+x+y=—1 nalazimo x=1/a, y = —(1/a) (a+b+1). Element
(1/a, —(1/a)(a+b+1))E S je i levi inverzan element elementa (a, b). Znadi (S, #) je grupa.

37. Jedina relacija kongruencije u prstenu Z celih brojeva je =mod m
(m=0, 1, 2, 3, ...). Dokazati.

Dokaz. Proverimo prethodno da je =mod m (m prirodan broj ili nula) relacija kon-
gruencije.

Ovo je ekvivalentno tvrdenju: ako a=b (mod m) i c¢=d (modm) onda a+c=b+d
(mod m) i a-¢=b-d (mod m). Dokaz tvrdenja se sastoji u sledecem. Neka a=b (mod m) i
¢=d (mod m). Tada postoje celi brojevi k, i k, takvi da a=b+k,-m, c=d+k,-m. Odavde

a+c=b+d+(ky+ky)ym, ac=bd+(bky+dk,+k, kym)m,

pa
a+c=b+d (mod m), ac=bd (mod m).

Pretpostavimo sada da je ~ bilo kakva relacija ekvivalencije koja je kongruencija u
prstenu Z celih brojeva. Sada, znali, pretpostavljamo da iz a~b i ¢~d sledi a+c~b+d
i a-c~b-d. Oznatimo sa § skup svih celih brojeva koji su ekvivalentni sa 0, tj., iz aES
sledi a~0 i obrnuto. Razlikujemo dva slulaja:

I slu€aj. Skup § ima samo jedan element 0. Onda je ~ obi¢na jednakost (==mod 0},
jer iz a~b i (—b)y~(—b) sledi a—b~0, tj. a—b=0, a=b.

II sludaj. S ima viSe od jednog elementa. Ako /&S onda i —/ES, pa se u S nalazi
bar jedan prirodan broj. Oznalimo sa m najmanji prirodan broj koji se nalazi u S. Ako
sES bilo koji element iz S, onda se on moZe jedinstveno prikazati u obliku: s=m-g+r
(q, r celi brojevi, 0<lr<m). Iz s~0, m~0, —g~—q zakljuCujemo s—mg=r~0, tj. r=0.
Znadi, svaki element skupa S je oblika mgq, gde je g ceo broj.

Ako m=1, onda je relacija ~ takva da a ~ b za svako a i b. Ovu relaciju ~ zovemo
kongruencija po modulu 1. :

Ako m>1, onda iz a~b i (—b)~(—b) dobijamo a—b~0, tj. a—b=mgq, a=b (mod m),
pa je relacija ~ ustvari =mod m.

4 % - : 1 . 1

38. Pokazati da funkcije fi(x)=x, fo(X)=—, fy(xX)=-—-x, fi(x)=——

x x

dine grupu u odnosu na operaciju * datu formulom: f; (x) * f; (x)=/f;[f; (x) ].

ReSenje. Multiplikativna tablica operacije x glasi

I* fl'f f)‘f:'l

fl\f PR%
Al s
_fa}fa-ﬁ-flifg_
o R

gde je, na primer,

1 1 1
£ fa () =(~2) % (— ):-—(—«)aufz(x),
X X X
1 1
Lo () % f3 (%) x‘ * (—x)= ‘x‘_ =fi (%), S () * fa (xX)=x=f; (%)-

12*
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Iz ove tablice saznajemo da je operacija % interna, da je f; jediniéni element, da svaki
element ima inverzni (fi~1=f)).

Asocijativnost sledi iz Cinjenice da je operacija * mnoZenja funkcija asocijativna u skupu
svih funkcija. Naime:

@) oMV )=flo @] * ¥ ) =F{o [V 0]} =f(x) % [ (D] = (%) % [¢ (x) * ¥ (D]

Primetimo da se iz tablice saznaje da je u skupu {f}, f;, fs, fa} operacija * komutativna.
Znadi skup navedenih funkcija u odnosu na operaciju x &ini dbel-ovu grupu.

39. Neka je (G,-) data grupa. Defini§imo binarnu operaciju * pomocu

a*b=b-a (a, bEG).
Pokazati da je (G,*) grupa.
ReSenje. 1z a, b&G sleduje b-a=a x b&G, tj. * je interna operacija. Kako je
(a@xb)kc=(0b-a)xc=c - (b:a)y=(c-b)-a=(bxc)-a=a* (bxc),

operacija % je asocijativna. Element e je jedini€ni jer axe=e xa=a. Inverzan element ele-
menta a je a— ! jer g lka=a-a"l=e axa i=a"t.a=c.

Dakle, (G, %) je zaista grupa.

40. Neka je a bilo koji element grupe G, kona€nog reda g.

a) Pokazati da postoji najmanji prirodan broj o (a) takav da a @@ =¢
(e je jedini¢ni element grupe G). ’

b) Pokazati da je as=e.

c) Pokazati da je a"=a* ako i samo ako h=k (mod o (a)).

Resenje. a) Skup S={a, a® @ ..., as, as*+1} sastoji se iz elemenata grupe G. Svi
elementi skupa S ne mogu biti razli¢iti, jer bi inaCe grupa G imala g+ 1 element. Stoga je
a'=a%, gde sul i s dva razli¢ita prirodna broja iz skupa {1, 2,..., g, g+1 }. Neka je />s.

Tada iz jednakosti a’=a* dobijamo a/~S=e. Dakle, postoji bar jedan prirodan broj [—s
takav da a/—5=e. Oznadimo sa M skup svih prirodnih brojeva n sa osobinom a”=e. Ovaj
skup M nije prazan jer /—s&M. Stoga u M postoji najmanji prirodan broj. Oznadimo ga
sa o (a). Na ovaj nadin je tvrdenje a) dokazano.

b) Uolimo skup H={a, a? @, ..., aw(@) =¢}. Ovaj skup u odnosu na operaciju
grupe G Cini grupuy, tj. H je podgrupa grupe G. Prema Lagrange-ovoj teoremi sledi da je
g=hw (a) (gde je h prirodan broj).

Koriste¢i ovu jednakost dobijamo ag=ah® (@ =[aw @] = el=¢, pa je tvrdenje b)
dokazano.

c) Neka, prvo, A=k (mod w (a)). Tada A=k +sw(a) (s ceo broj), pa al=gk+tsw @) =
=ak-[a®w (@) =gk.e*=ak.e =qgk. Na taj nalin je prvi deo tvrdenja dokazan.

Neka a*=ak. Podelimo £ i k& sa w (a). Ozna&imo koliénike respektivno sa s; i s; a
ostatke sa r; i r,. Tada A=s,w (@) +ry, k=s,w (@) +r,,8de 0 < w(a), 0Kr<w(a). Iz
ah=ak dobijamo zbog a® () =¢ da je an =ar:, Odavde r;=r, tj. A=k (mod w (2)), jer inade
ako je ry # r,, dobijamo alrn—r:|=¢, §to je nemoguéno po§to |r;—r,|< w(a).

41. Neka je (S,-) konaéna semi-grupa. Pokazati da u S mora postojati bar
jedan idempotentan element.

Pokazati da ako (S,:) nije konacna semi-grupa, takav element ne mora da
postoji.
Resenje. Neka je S reda g i neka ac S bilo koji element. Formirajmo skup
T={a? a®*>a*> s -+, 2%, @281},
Skup T je podskup S. U T moraju bar dva clementa da budu jednaka, inade skup S bi
imao g+ 1 element.

Neka a2 =a2* (! >5). Ako je x bilo koji prirodan broj, onda mnozeéi ovu jednakost sa a*
dobijamo

(1) o +x—g¥+x  (ovo vaZi i za x=0).
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Potrazimo x iz uslova 2/+x=2.(25+x). Odavde x=2/—25+1, Za ovaj broj x jednakost

(1) postaje:
(azl— 2 a2l—2s,

Odavde sleduje da je element a?—%
tentan.

Da bismo dokazali drugi deo tvrdenja,
navedimo jedan primer. Skup prirodnih
brojeva u odnosu na sabiranje Cini semi- 4
grupu bez idempotentnog elementa. 3

idempo-

42. Naéi grupu simetrija za:

a) pravougaonik; b) kvadrat. (C b
Resenje. a) Po definiciji, simetrija geo-
metriske figure je biuniokvo preslikavanje 1 a )

tacaka te figure na tatke te figure koje
,,cuva* udaljenje tacaka.
Neka su 1, 2, 3, 4 temena pravougaoni-
ka, C centar i neka su a i b prave kroz C
koje su paralelne stranama 14 odnosno 12
pravougaonika. Pravougaonik ima sledede simetrije:

S :
( 4) =(1) (2) 3 (4) (identi¢no preslikavanje);

1253

<1 By 2 4) =(12) (34) (rotacija oko a za m);
21 4 3

(1 ge. 2 4)-(14) 23) (rotacija oko b za );
4 3 2 1

(1 Syt 4>=(13) (24) (rotacija oko C za ).
3 41 2

Dakle, grupa simetrija pravougaonika je:
G={(1) () B) ¥, (12) 34, (13) 24, (14 (23)}.
b) Na sli¢an nain zakljuCujemo da je grupa simetrija kvadrata:
G ={(1) @ B) ), (1234), (13) (24), (1432), (12) (34), (14) (23), (13), (24)}
(1, 2, 3, 4 su temena kvadrata).
43. Pokazati da skup M svih matrica tipa nxn, koje u svakoj vrsti i sva-

koj koloni imaju samo po jedan element jednak jedinici, dok su ostali nule,
pretstavija multiplikativhu grupu izomorfnu simetriénoj grupi supslitucija reda n.

ReSenje. Pokazacemo najpre da je skup M zatvoren u odnosu na operaciju mnozenja.

Neka je || a;l|, || by||EM. Tada je
a1 By 1l =1l e 11,
gde ]C it /8 LR | gl iH et ¢ ALY
n
(n cij= Z aji byg.
; k=1
Ako je
ap=1, ap=0 (2 S S g bt R e )
by=1, bg=0 Gl 21y D A sty i i oy

iz relacije (1) sleduje da je ¢;=1 za r=si ¢;=0 za r*s. PoSto je ¢; jedinica samo za
jednu vrednost indeksa i i samo sa jednu vrednost od j, izlazi da je || ¢ HEM
Kako za mnoZenje matrica vaZzi zakon asocijacije, on vazi i za elemente skupa M.
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Jediniéni (levi i desni) element od M je jediniéna matrica tipa nxn.
Za matricu AEM inverzni (levi i desni) element je transponovana matrica A4, tj.

A'A=AA'=E.

Doista, ako je 4=||a;||, A’=| by|, tada je

n
A4 =] ¢ || (Cij= X, aikbkj)-

k=1
Budu¢i da je bg;=ajy, dobija se

n
Cj= Z @k Ajke,
k=1

odnosno ¢;=1, ¢;=0 (i#)), pa je || ¢;||=E, $to je trebalo dokazati. Sliéno se pokazuje
da je A’A=E.

Prema tome M je doista multiplikativna grupa.

Neka su
(2) alil, a2i29 s il (l,"'"

oni elementi matrice || a; ||EM koji nisu jednaki nuli. Skup elemenata (2) odreduje jednu i
samo jednu matricu skupa M. Medutim, ovaj skup odreduje jednu i samo jednu supstituciju

I 2 .- n

R T es - 1
skupa S simetricnih supstitucija reda n. Odavde sleduje da izmedu skupova M i S postoji
obostrano jednoznacna korespondencija.

Neka su
(3) alil’ ﬂzizy Lo ani”; bljl’ b?'jz’ Sty bllj,,

elementi razli¢iti od nule matrica | a;;||, || 5;;|[|EM.
Tada je

| [ 2..-n | 1 2.--n
C)) H”ij|‘_’<,-l ,'2...,'”>’ |bin“"<j1 jz"'fn)’
gde simbol < oznafava obostrano jednoznaénu korespondenciju skupova M i S.
Elementi razli¢iti od nule koji odreduju matricu || ¢;;||=| a;;|| || b;;|| su oblika ay by,
pri ¢emu treba da bude jednovremeno a#0 i br, 0. Tada je, na osnovu (3), A = dyj. i
biy =’bisfi » te je
5

¢y, =dag b ;. #0
sj,s sig Islis 70,

tj. elementi koji odreduju matricu ¢;; su

cljil’ Czjiz, e C,,jl_".
Medutim, odavde je
; 1 2 -..n
5 c---‘<—~><. ; i >
F ) . H i 1l "il jiz "'],'”
i najzad
T 1 2.---n 1 2..--n

(6) Haij” |(bi1”(_)<i1 iz in> <]1 ]: s 'jn>’

jer desna strana u relaciji (5) pretstavlja proizvod supstitucija koje se javljaju u poslednjoj
relaciji.

Kako je relacija (6) posiedica relacija (4), zakljuCuje se da su grupe M i § doista
izomorfne.

Ovo je reSenje M. Popadica.
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44. Pokazati da su skup kompleksnih brojeva a+ib i skup matrica

a b
—b a

ranja tako 1 u odnosu na operaciju mnoZenja.

(a, b realni brojevi) izomorfni kako u odnosu na operaciju sabi-

45, Pod kojim ¢e uslovima podskupovi 4;, 4,, ..., A, konaéne grupe’
G obrazovati grupu kad proizvod A4; 4; pretstavija skup svih elemenata

z=Xxy (xEA4; yEA4)).
46. Da li skup permutacija

1234, 2143, 3412, 4321
obrazuje grupu?
47. Za parove (a, b) realnih brojeva «a, b uvedimo definicije:

(a, a)=a,
(@ b)+(c, dy=(a+c, b+d),
(a, b) (¢, d)y=(ac, bd).

Za ove parove vaze: zakoni komutacije i asocijacije za sabiranje; zakoni
komutacije i asocijacije za mnoZenje; zakon distribucije za mnoZenje u odnosu
na sabiranje. Proveriti ovo.

Da li jednadina (@, b)’= —1 ima reSenja u skupu realnih brojeva?
Da li vazZi faktor-teorema prema kojoj relacija
(a, b)-(c, d)=0

vazi tada i samo tada ako je bar jedan od faktora (a, b)1i (¢, d) jednak nuli?
Isto prouditi za parove realnih brojeva za koje vaze relacije:

(a, a)=a,
1° (@, b)+(c, dy=(a+ec, b+d),
(a, b) (¢, dy=(ad, bc);
ili
(a, 0)=a,
P (a, b)+(c, dy=(a+c, b+d),

(a, b) (¢, dy=(ac+bd, ad+bc+bd).

48. Ako se grupa G moZe proizvesti pomodéu elemenata a 1 b, koji zadovo-
ljavaju relaciju

48] a®=bt=(ab)*=e (e jediniCni element grupe G),
pokazati da se grupa G sastoji iz Sest elemenata
ambk (m=0,1,2; k=0,1).
Resenje. Prema (1) je
(b2 =abab) = (b = aba) = (a2b = a®ba) = (ba = a>b).

Relacija ba=a®b dopusta da se svaki element grupe G moZe prikazati u obliku a” bk,
Tako je, na primer,

atbab? = a® (ba) b® =a2a*bb? = aa®b*b = aeb = ab.
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Skup S={ambk} (m, k,=0,1,2, ...) sadrZi sve elemente grupe G. U njemu imamo
sledecih Sest razliCitih elemenata:

e, a, a*, b, ab, a®b.
Ovim je tvrdenje dokazano.
Grupi G odgovara multiplikativna tablica:

| e a a? ab a*b b
e e a a* ab a’b b
al a a® e atb b ab
a?| a® e a b ab ab
ab | ab b a*h e a® a
ath) a*b  ab b a e a*
b| b a*h  ab a® a e

49. Dat je skup {a, b, ¢, ... } pravih u Euklidovoj ravni. Ispitati da li su
relacije paralelnost i normalnost relacije ekvivalentnosti.

QOdgovor. Paralelnost je relacija ekvivalentnosti, dok normalnost to nije.
50. Na skupu N prirodnih brojeva data je relacija: a (€ N) je prosto prema

b (€ N), §to se piSe u obliku (a, b)=1.
Da li je ova relacija jedna ckvivalentnost?

Odgovor. Nije.

51. Na skupu E celih brojeva data je relacija

a=b (mod m),
gde a, b, mc E 1 m5#0.
Da li je ova relacija jedna ekvivalentnost?

Odgovor. Jeste.
U vezi sa zadacima: 49, 50, 51 videti:
D. S. Mitrinovi¢c — D. Mihailovié: Linearna algebra — Analiticka geometrija — Polinomi

(Beograd, 1959, str. 386-387).
52. Ispitati da li vaZi relacija
(AuB)N(CuD)C (AN C)y (BN D),
gde su A, B, C, D ma kakvi podskupovi jednog skupa E.

Rezultar., Ne vaizi.
53. Ako su 4, B, C delovi jednog skupa, dokazati relaciju
ANBUANCYUBNC)=(AUBINAUC)N(BU (),

koja izraZzava Dedekind-ov aksiom.

Ovaj aksiom je generalisao D. S. Mitrinovié. Videti njegov ¢lanak:
Sur certaines relations de I’Algébre des ensembles (Comptes rendus de I’ Académie des
sciences de Paris, t. 232, 1951, p. 917—918).



54—60] APSTRAKTNA ALGEBRA 185

54. Ako su A i B delovi skupa E, tada vaZe relacije:
EXN(ANB)=(ENA)U (E\B),
E~(AUB)=(ENA)N(E\B).

Ovo su De Morgan-ovi obrasci.

55. Ako su A4, B, C, D delovi jednog skupa, tada je:
ANB=AN(ANB)=(AUB)\ B,
(AUB)NC=(ANC)U(B.C),
(ANB)N(CD)=(ANC)N(4U D).

56. Ako je k ceo broj i

10100"
|1 0 0 0]
A=| ]
10001
oo 1 0f

da li je grupa {A*} konatna?

57. Pokazati da sve nesingularne matrice datog reda obrazuju grupu u
odnosu na matriéno mnoZenje.

58. Dat je skup brojeva oblika
a+b~/2 (a, b racionalni brojevi; a?+ b2>0).

Ispitati da li ovaj skup obrazuje grupu u odnosu na mnoZenje.

59. Pokazati da supstitucije

o o A 1 2 3 4
E= , A= A
§ el S o L
(AR Tl A A G

3 iy
341 2 4 Bl

obrazuju Abel-ovu grupu u odnosu na mnoZenje supstitucija.

Primedba I. Ova grupa zove se Klein-ova grupa po nemackom matematiaru F. Klein-u,
koji je naroCito poznat zbog svoje knjige: Elementarmathematik vom héheren Standpunkte
aus, Berlin, Bd. I (1933), vierte Auflage, Bd. 11, dritte Auflage (1925).

Primedba II. Svi elementi ove grupe involutivni su, tj. svaki je sam sebi inverzni element.

60. Proveriti da li skup supstitucija

| e A R h2L8 g o B e
E= ’ Bz* » BJT >
) . - i T S
1.2 3 4 | O G P [ g Bt
B.-:( J B~ ) o ,
C: O |G 25 1 wd LR e
| B e . i
B, = » By
I 4. 342 . AR

obrazuje grupu.
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61. Odrediti red supstitucije

Sl B ShaE
755 N T A TG

Odgovor. S =F (jedini¢na supstitucija).

62. Dokazati da je S®=E (jedini¢na supstitucija) ako je

Sofl TR S
(23456781'

63. Ako u polinomu
P,=ab+cd

izvr§imo sve moguéne supstitucije elemenata a, b, ¢, d Cetvrtog stepena, dobi-
jaju se pored polinoma P; jo§ i sledeéa dva:

P,=ac+bd, Py=ad+bc.

Tako, na primer, supstitucije

a b ¢ d (a b ¢ d
(b a d c ), a b d ¢ )
dovode do Py,

Proveriti navedenu &injenicu.

64. Pokazati da skup brojeva {0, 1,2, ... , p—1} obrazuje grupu u odnosu
na sabiranje modulo p.

65. Pokazati da skup brojeva {1, 2, ..., p—1} obrazuje grupu u odnosu
na mnoZenje modulo p, gde je p prost broj (prim-broj).

66. Dati su skupovi:
Byl = 1=t By w10 20 3
Pokazati da vaZi relacija
(S, )=(Se,+)

(- obi¢no mnoZenje; -+ sabiranje modulo 4; = znak izomorfizma).

b =

67. Data je grupa {0, 1, 2, 3} sa operacijom sabiranja po modulu 4.
Navesti njene automorfizme,

68. Na skupu E racionalnih brojeva prouditi zakone kompozicije:

1° @ob=a+2b; 28 aob=~a+b.
1 —ab

69. Na skupu delova jednog skupa E data je operacija unija U. Pokazati da
je ona unutrasnja (interna), asocijativna, komutativna i da ima neutralni element.
Koja osobina nedostaje ovoj operaciji da bi ona bila zakon grupe?

Isto pitanje za operaciju presek N.
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70. Neka je na skupu S={a,b,c,...} definisana jedna interna asocijativna
operacija . Neka za elemente ¢ i b vaZe jednakosti:

@))] ab=ba, aba=a, bab=b (axb=ab).
Ako je ¢ bilo koji element skupa S koji je komutativan sa elementom a
(ac = ca), dokazati da vaZe relacije
1° ach = bac; 2 bc = cbh.
Dokaz. Polazeéi od (1), dobijamo:
bac = bea = bcaba = bca? b = ba® cb =abach = ach;
¢b = cbab = cabb = acbb = bach = bbac = babc = be.

Ovim je tvrdenje dokazano.

71. Pokazati da se simetriCna grupa S, (skup svih permutacija elemenata
1,2, ... , n) moZe generisati pomocu permutacija

Pi=(L,2,3, ..., n=1),  Py=(n—1, n).

Dokaz. Svaka permutacija iz skupa S, moZe se razloZiti u proizvod dvoélanih cikiusa
(a b) (1 <a<{n, 1<Lb<n), pa je dovoljno dokazati da se (a, b)) moZe dobiti pomocu
N
Primetimo da je

P—tP,P =(l,n), P 2P,P2=(2,n), ..., PTkP,Pk=(k,n) (I1<k<n-1).
Stoga je
(a,b)y=(n,a)" 1 (n, b) (n,a)=(n, a) (n,b) (n,a)=P," P, P?-P~bP,Pb.P,—9P,P7"

Ovim je tvrdenje dokazano.

72. Pokazati da skup matrica

I
At 0)=||
%) || —sinB cosO‘i

tcosf ¢sin@ | : S
o ) (t, 0 realni brojevi)

ne obrazuje grupu u odnosu na operaciju mnoZenja matrica, ali da podskupovi
ovog skupa za koje je
1° t=1; 74 2=1

obrazuju grupe.

Dati jedno geometrisko tumadenje ovih podskupova, posmatrajué¢i ih kao
transformacije tadaka u Euklidovoj ravni.

Uputstyo. Da bismo zakljucili da skup A4 (s, 0) nije uvek grupa, dovoljno je uociti da
matrica A4 (0, ) nema inverzne matrice.

Da su navedeni podskupovi grupe, utvrduje se proveravanjem da za njih vaZe postulati

grupe.
Matrici A4 (1, 8) odgovara rotacija tafaka u ravni za ugao 6, dok matrici 4 (—1, 0)

odgovara predasnja transformacija kombinovana sa simetrijom prema pravoj y= x tg (; + 6)-

73. Pokazati da je preslikavanje
a b |

: 1‘ (a, b racionalni; \/m nije racionalan broj)
mb a |

aa’—b\/m >

a b

-

izomorfizam polja {a+b y/m} sa poljem matrica oblika

mb a
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74. Neka je - asocijativna operacija i neka a-b=b-a. Dokazati
am-b"=b"-am (m, n prirodni brojevi).

75. Odrediti grupu simetrija za: 1° ravnokraki trougao; 2° ravnokraki trapez;
3° ravnostrani trougao.

76. Na skupu N={0,1,2, ... } prouditi operaciju * koja je definisana
relacijom
mx n=|m—n| za svako m,nc N.

77. Dokazati da su sve grupe reda p (=prost broj) medu sobom izomorfne.

78. Dat je skup M kvadratnih nesingularnih matrica

| ay |} (a; kompleksni brojevi)
za koje je
(D Za,-,:l (2 S )
j=1

Pokazati da skup M obrazuje grupu u odnosu na operaciju mnoZenja
matrica.

ReSenje. Ako su
A=l ay |IY, B=|l by |IT

dve ma koje matrice iz skupa M, tada je

n
Coll ez |7 =48~ > anby |}
k=1
Zbir elemenata i-te vrste matrice C je

@) > =
j=1 j

Na osnovu (1) je

-
I

=
[

=
I

Prema tome, skup M je zatvoren u odnosu na operaciju mnoZenja matrica.
Za ma koje tri matrice 4, B, C tipa nXn vazi relacija
(AB) C=A (BC),

pa naravno i za slucaj kada one pripadaju skupu M.

U skupu M postoji jedinicni clement. To je matrica E=||8;||{ (3 Kronecker-ov
simbol) &iji elementi takode ispunjavaju uslov (1).

Pokazimo da AEM = A7!c M. Stavimo A= | a;|l], A7 '=| ;| {. Tada iz
jednakosti A—1-A4=E, prema (2), sleduje

n

n n
Sij;; Z & ik z Agj-
=1 Jj=1

j k=1

Kako je

n

n n
> 8= ag=1 (jer E, AC M), bite > ay=1, pd A"lEM.
Jj=1 Jj=1 k=1

Dakle, skup M zaista ¢ini multiplikativnu grupu.



79—82] APSTRAKTNA ALGEBRA 189

79. Operacija * definisana je relacijom

ab

a+b’

gde sub a, b proizvoljni elementi skupa kompleksnih brojeva C sa ograni¢enjem
A =£=—D,

Ako je a, b, cE€ C, proveriti da li vaZe relacije:

axb =

axb=bxa,
(axb)xc=ax(bxc),
a (b «c)=(ab) * (ac),
(a*b) (c+d)=(ac+ad)*(bc+bd),
=(acxbc)+ (ad* bd),

@+b)-1=Ly L,
b a

ax0=0.

Navesti uz kakva ogranienja vaZe navedene relacije.
Takode proveriti relacije:

2 1 dAd®) 1 dB(x)
bk B ={4 B(x)}* Cdx
o, (A @*B@) ={4 (B () [AZ(x) dx B dx }

B (x) —— + A2 (%) -

dA(x) dB(x)
dx dx }

1
{4 +B(x)}* {
gde su A (x) i B(x) neprekidne funkcije promenljive x.
Navesti uslove koje moraju ispunjavati funkcije 4 (x) i B(x) da bi dve
poslednje formule imale smisla.
Primedba. Navedena operacija % uvedena je prilikom iretiranja jednog problema iz
teorije elektriénih kola. Videti o ovome ¢lanak:

K. E. Erickson: A new operation for analyzing seriers-parallel networks (IRE Transac-
tions on circuit theory, vol. 6, 1959, p. 124—126).

Takode videti &lanak Sestakova u Casopisu: JKypuas mexuuueckoii ¢usuxu, tom 11, Ne 6,
1941, str. 532—539.

80. Na skupu realnih brojeva definisane su operacije @ i

© pomodu
Jjednakosti:

a®b=a+b+1, a0 b=a+b+ab.
Dokazati relacije:

1° ladb|<|a|®]|b],
2% laob|<|a|O|b],
3° aPebP o cP=a0b®accdboc (x®=x0x).

81. Ispitati da li skup S realnih matrica oblika Hg 8 l ¢ini polje u
odnosu na sabiranje i mnoZenje matrica.

82. Na skupu realnih brojeva uoimo binarnu operaciju % definisanu po-
modu jednakosti:

axb=f(b) {f(x) realna funkcija}.
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Dokazati da je operacija % levo-distributivna prema sebi samoj.

Odrediti u skupu C neprekidnih funkcija takvu funkciju f(x) za koju je
operacija x asocijativna.

Ispitati da li i van skupa C postoje takve funkcije.

83. Neka je f bilo kakva funkcija koja vr$i biunivoko preslikavanje skupa
realnih brojeva R na skup R. Defini§imo u R operacije @ i © pomoéu
jednakosti:

a®b=f"{f(a)+f (D)},
a0b=f"t{f(a - f(B)}.
Dokazati relaciju (R, +, ‘)=(R, @, 0).
84. Defini§imo za polinom p(x)=a,+ay x+ --- +a,x" na ma kakvom
polju F (a,, a1, ... , a,E F) ,jizvod“ p’ (x) na sledeéi nadin:
p=a,+2a,x+ - +na,x" .
Dokazati jednakosti:

kS {ep ()} =cp’ (%),

2° {P@)+g@}) =p )+4q (x),

o {P®)g@} =p () g@)+p ) q (),
i {P" X} =np 1 ()P (%).

85. Na skupu realnih brojeva defini§u se operacije max i min pomocu
jednakosti:

max (a, b)=[g §Z§(13’ min (a, b)={g égéz;

1° Operacije max i min su komutativne i asocijativne. Distributivni zakon
vaZl za sve parove ovih operacija (max, max), (max, min), (min, max) i
(min, min).

2° Za ma koja tri broja a, b, ¢ vaZi:
min {max (@, b), max(a, ¢), max (b, ¢)}
=max {min (g, b), min (e, ¢), min (b, ¢)}.

3° Bilo koji skup realnih brojeva &ini semi-grupu u odnosu na svaku od
operacija max i min. U kom sludaju svaka od tih semi-grupa ima jediniéni
element?

Dokazati navedene osobine.

Primedba. Videti o ovome ¢lanak:
D. S. Mitrinovié: O operacijama max i min (Godifen zbornik na Filozofskiot fakultet

na Univerzitot vo Skopje, Prirodno-matemati¢ki oddel, knjiga 3, 1950, Ne 4, str. 1—10).
86. Dokazati da skup matrica

[ 1 0 0

| —a a

obrazuje grupu u odnosu na operacijn mnoZenja matrica.

} (a kompleksan broj)
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87. DefiniSimo na skupu R realnih brojeva binarne operacije @, ©, * po-
mocu jednakosti

a®b=a+b+1, aOCb=a+t+b+a-b, axb=@DH®@0D).

1° Ispitati komutativnost i asocijativnost navedenih operacija.
2° Ispitati levu i desnu distributivnost operacije ¢ prema @&, operacije @
prema O 1 % prema x.
3° Da li je (R, +, -) izomorfno sa (R, @, 0)?
4° Ako je zW=20z0 -+ 0z, zIM =zxzx--- %z (u oba sludaja n = 1
faktora), z®=z[0—z izvesti ,,binomne formule* (a® b)), (ax*b)l.
5° Regiti jednadine x™ =0, x[=0.
6° lzraziti
@ X(") 2
IZI n! . nz—:l n!
pomoc¢u elementarnih funkcija.
7° Uvedimo ,,d:terminante* slicno obi¢nim determinantama smenjujuéi u
definiciji obi¢nih determinata 4 sa @, - sa ® i — inverznom operacijom ope-
racije @. Razviti

[0 a a® \
[ 0 b bHO ‘
| 0 ¢ ¢c® :

88. Na skupu S={a, b, ¢, d} definisana je binarna operacija * pomocu
tablice

*‘a

a|_ab ¢ d
b|b d a
clc d a b
did a b ¢

Neka je f bilo koja permutacija u ovom skupu. Pomocu f i * definiSimo
operaciju O na sledeéi nacin:
xOoy=f{f)+f(} (x yESI).
1° Pokazati da su (S, =) i (S, ©) izomorfne grupe.

a b ¢

2° Izabrati permutaciju f razliitu od <u vk

budu jednake.
3° Da li jednadina

Z) tako da operacije x 1 O

xkb=cO x {f’<z f : Z")}

ima reSenja?

1 0 0I 1 0 0 :
89. Neka je M=|1 0 1|, 51!010!
01 0] lo o 1]
1° Pokazati da je
@)) Mr=M""24+ M2—F (n prirodan broj > 2).
2° Pokazati da skup S svih matrica oblika
ayE+ayM+---+a,M" (n=1, 2, ...; a5, @, ..., a, realni brojevi)

gini vektorski prostor na polju R realnih brojeva.
Odrediti dimenziju tog prostora.
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Resenje. 1° Polazedi od potencija:

1 00 1 00 1 00 1 00
M‘~’=I110,M3=201‘,M4—210,M§~301,
|1 0 1] 1t ol .0 i 2.7 o
nasluéujemo da je
100 1 00
(2) Mik=|| k 1 0|, Mekti-llfi1 0 1 V= = 25318 F)
k 0 1 k10

Ove dve formule su tatne za k=1. Pretpostavimo sada da su one tatne za neko k.
Kako je

100 (1 00f |1 00
mrkre_preae—|l g 1 o 1 1 oll=lksr 1 o],

g a s (e e

1 0 0] 100 1 0k
Meks S bk M k1 0 1t 10 |= k42 0 L,

kovoll s oo ) [[xer1 0f

izlazi da su formule (2) taéne za k+1 ako su tane 2za k. Prema tome, formule (2) su tatne
za svaki prirodan broj n.
Iz jednakosti
M2k_Mk—2_M2:_F,  Mk+1_pM2k—1=M2—E (k=1, 2, ... ; M°=E)
sleduje da je tvrdenje (1) zaista tano kada je n (> 2) prirodan broj.
2° Oznalimo sa A4, B, C, ... elemente skupa S. Skup S ¢&ini vektorski prostor nad
poljem R, jer su ispunjeni uslovi:
I. (S, +) (+ sabiranje matrica) je Abel-ova grupa;
II. MnoZenje skalara A (& R) matricom A4 (&€ S) zadovoljava uslove
AAES, 2(pA)=(p)A, (+u)A=24+pAd, AA+B)=2A-2B, 1A=4
(2, p skalari).
Potrazimo dimenziju prostora. Karakteristi¢ni polinom matrice M je
P()=|M—1E|=~(Q—12Q+1)=—(Q3=22—2 +1).
Prema Cayley— Hamilton-ovoj teoremi je M3 =M?+M—E.

Odavde izlazi
MA=(M2+ M—E) M=M?3%+M2—M=2M?2—E,
M3=QM*—E)yM=2M3*—-M=2M*+M—2E,
i uopste
M"=ay, M? + by M+, E (@n, by, ¢4 € R),

$to se dokazuje indukcijom.

Dakle, ma koji element skupa S je oblika a, E+a, M+a, M2 (ay, ay, a, S R), pa je
dimenzija prostora 3, ukoliko E, M, M? nisu linearno zavisni. Da bismo ispitali linearnu
zavisnost vektora E, M, MZ, potrazimo minimalni polinom p (%) matrice M. Kako p (%)
mora biti faktor polinoma P (2), u obzir za ispitivanje dolaze polinomi:

prets et (Rl R e Sy
Kako je M—E#0, M+E+# 0, M2—E+# 0, (M—E)?# 0, biée

pP(R)=—P)=28—22—%+1,

pa jednakost oblika
eE+pM+yM2=0 (@2 +P%+y2>0)

ne postoji, tj. £, M, M2 su linearno nezavisni.

Primedba. Redigovano prema refenju studenta O. Sotiéa koje je dao na pismenom
ispitu iz predmeta Matemati¢ke metode u fizici (ElektrotehniCki fakultet u Beogradu, jun 1960).



PROJEKTIVNA GEOMETRIJA
PROSIRENE EUKLIDSKE RAVNI

Oznake i konvencije

. Tac¢ke su obelezene velikim kurzivnim slovima, na primer 4, B, ..., Y, Z.

. Prave su obeleZene malim kurzivnim slovima, na primer a, b, ..., g, r.

. AB znali pravu koja prolazi kroz tatke A4 i B, ili duZ &ije su krajnje tacke 4 i B.
. AB je merni broj orijentisane duzi A4B.

. a-b znali presek pravih a i b.

. (a-b)-C je oznaka za pravu koja spaja tatke a-b i C.

. (4, B; C, D) odnosno (a, b; ¢, d) znali dvojni odnos kolinearnih tataka A4, B, C, D
odnosno pravih aq, b, ¢, d jednog pramena.

8. (ABC) odnosno (abc) je oznaka za determinantu Cije su vrste homogene koordinate
tataka A4, B, C odnosno pravih a, b, c.

o R R R S

-~

9. Redenica ,,Prave a, b, ... seku prave a’, b’, ... u talkama 4, B, ... znali ,,Prave
a i a seku se u talki A4, prave b i b seku se u tacki B, ...

10. Reéenica ,,Prave a, b, ... spajaju tatke A4, B, ... sa tatkama A4°, B’, ... * znali
,,Prava a spaja tatke 4 i 4’, prava b spaja talke B i B/, ... «.

I. GEOMETRISKA METODA
1. Pokazati da za Cetiri kolinearne tadke A4, B, C, D vaZi identi¢no
(1) AB-CD+ AC-DB+ AD-BC=0.
Dokaz. Relaciju (1) moZemo pisati u obliku

ZE-CT)+Z—D-ITC

— ———+1=0,
AC-DB AC-DB
ili
BA CD BC iD_,
BD €A BD AC
odnosno
2) (B, C; A, D)+ (B, A; C, D)=1.

Posto relacija (2) vaZi identi¢no, identitet je i relacija (1).

2. Ako su a, b, ¢, d Cetiri prave jedne ravni koje prolaze kroz jednu tacku,
vaZi identi¢no

(D sin (ab) sin (¢d) + sin (ac) sin (db) + sin (ad) sin (be) = 0.
Sta daje ovaj identitet u specijalnom slu¢aju, kad je (cd)=mn/2?
Uputstvo. Relaciju (1) mozemo pisati u obliku

b, ¢; a,d)+ (b, a; ¢, d)=1.

13 Zbornik matematit¢kih problema III
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U datom specijalnom sluCaju imamo (ac)=a, (cb)=B, (ab)=o+B, (ad)=o+n/[2,
(bd) = —PB + /2. Zamenom ovih vrednosti u (1) dobija se

sin (¢ + ) =sin « cos B +cos a sin f.

3. Ako je AB dijametar kruga, a CD tetiva, normalna na AB, onda prave
koje spajaju bilo koju tacku kruga sa 4, B, C, D obrazuju harmonisku cetvorku.
Dokaz!

4. Ako su AP, BQ, CR visine trougla ABC, onda je detvorka pravih
PQ, PR, PA, PB harmoniska.

Uputstvo. Harmonija sleduje iz osobina potpunog Cetvorotemenika PCQS, gde je S
presek visina trougla.

5. Simetrala ugla kod A4 trougla ABC seCe njegovu suprotnu stranicu u P.
Q i R su ortogonalne projekcije taCaka B i C na AP. Pokazati da su tacke
A, P, Q, R harmoniske.

Dokaz. Neka je D presek normale, postavljene na AP u A4, sa BC. Onda je AP | AD,
X CAP=<X PAB, i zato (4B, AC; AP, AD)= —1, odakle sledi (B, C; P, D)=(A, P; R, Q)=—1,
$to je trebalo dokazati,

6. O je bilo koja tatka visine AD trougla ABC, E je presck BO i AC, a
F presek CO i AB. Pokazati da je DA simetrala ugla EDF.

Dokaz. Iz osobina potpunog dcetvorotemenika 4ABCO sledi (DA, DB; DE, DF)=—1.
Posto je DA | DB, sledi da je, zaista, DA simetrala ugla EDF.

7. Pokazati da visine A4A’, BB, CC’ nepravouglog trougla ABC polove
uglove trougla 4’ B’ C'.

Dokaz. Neka je H ortocentar trougla ABC. Za potpuni &etvorotemenik ABCH je A’'B’C’
dijagonalni trougao.Zato je, na primer, (4’ B’, A" C’; A’ A, A’B)=—1. A buduéi da je 4’ 4 |_
1 A’B, vaii <X B A’ A=< AA’ C’, tj. AA’ je simetrala ugla pri 4” u trouglu 4"B’C’. Po
analogiji sledi da su BB’, CC’ simetrale uglova pri B’ odnosno C’.

8. Ako su L, M, N sredine stranica BC, CA, AB trougla ABC, onda je
Cetvorka pravih LM, LN, LA, LB harmoniska.

Uputstvo. Prave LM, LN, LA, LB preseéi pravom MN.

9. Tangente nekog kruga sa dodirnim tatkama P i Q seku se u 4, a
preénik BC kruga prolazi kroz 4. Pokazati da tatke 4, Q razdvajaju harmoni-
ski par tacaka R, S u kojima pravu AQ seku prave PB i PC. Kakav se stav
dobija u specijalnom slucaju kada je jedna od tagaka R, .S beskrajna?

Dokaz. Zbog PS | PR i < QPS=< SPA (stav o periferiskim uglovima) imamo, zaista,
(PA, PQ; PR, PS)=(A, Q; R, S)=—1.

U specijalnom slucaju, kada je tacka R beskrajna, Cetvorougao BPAQ je paralelogram.
Zbog simetrije u odnosu na 4B, ovaj paralelogram je romb. Iz <t PBQ = < PQA sledi da je
taj romb sastavijen od dva podudarna jednakostraniéna trougla PBQ i QAP. Posto je
(4, Q; R, S)=—1, a R je beskrajna tacka, sledi da je S sredina duzi 4Q. A4S je zato visina
jednakostrani¢nog trougla ABQ, a ona prolazi kroz tatku C datog kruga. Prema tome:
Ako dve stranice jednog jednakostranicnog trougla dodiruju jedan krug u dva temena. onda se
njegove visine seku na tom krugu.
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10. U krugu I neka je HK dijametar, a AB tetiva, normalna na HK. Ako
je P proizvoljna tacka na I', onda prave HP i KP seku AB u dvema tatkama
P, i P, koje razdvajaju harmoniski par tacaka 4, B.

Dokaz. H i K su sredine dva luka AB na krugu I'; znali, prave PH i PK su simetrale

uglova izmedu normalnih pravih PA, PB. Zato je (PA, PB; PPy, PP,)=—1,ili (A4, B; P;, P,) =
= —1, §to je trebalo dokazati.

11. Pokazati da iz (4, B; X, Y)=(4’, B; X', Y"), (A, B; Y, Z)=(4", B; Y', Z')
sledi (A4, B; X, Z)= (A", B'; X', Z").

12. Dat je pravilni petougao ABCDE sa centrom O. Prava OA sece stranicu
CD u F, a dijagonalu BE u G. Pokazati da par tacaka F, G razdvaja harmo-
niski par tadaka O, 4.

Uputstvo. Proveriti relaciju 2/OA =1/0G +1/OF.

13. Ako se dva kruga seku ortogonalno, onda oni svaki njihov dijametar
seku u &etiri harmoniske tacke.

Uputstvo. Koristiti stepen sredine proizvoljnog dijametra jednog kruga u odnosu na
drugi krug.

14. Dat je jednakokraki trougao ABC. Na njegovoj osnovici BC je izabrana
tatka D tako da je CD=BC i C izmedu B i D; na AB su izabrane tatke E
i F tako da bude AE— AB[2, AF=AB/3. Prave DE i DF seku AC u P i Q;

EQ i FP seku se u L, a DL i AB u M. Pokazati da je EM:E - AB.

Uputstvo. Proveriti da tatke 4, M, E, F obrazuju harmonisku &etvorku, a zatim prime-
niti relaciju 2/AM=1/AE+1/AF.

15. Dat je krug k s dijametrom AB i prava p, normalna na AB. Prava
AM, gde je M proizvoljna tatka kruga k, seée pravu p u P, a PB sece k jo§
u M'. Pokazati da prave MM’ prolaze kroz jednu fiksnu tacku.

ReSenje. MB i AB neka seku p u Q i C. Visine BC, PM trougla BPQ seku se u A.
Zato i treca visina prolazi kroz A4; a poSto je ona normalna na PB, ta visina je OM’. Tacke
A, M’, Q leze, prema tome, na jednoj pravoj. Presek D pravih MM’, AB i tatka C razdva-
jaju harmoniski par talaka A, B (posmatrati potpuni etvorotemenik POQMM”). Po§to su tatke
A, B, C stalne, stalna je i tacka D, ¢ime je tvrdnja dokazana.

16. Na stranici BC trougla ABC uzeta je tatka P, a Q je njezina harmoni-
ska tatka u odnosu na B, C. Odrediti geometrisko mesto centra O kruga %,
opisanog oko trougla APQ, ako se P kreée po BC.

Resenje. Neka jo M sredina duZi BC; onda je MB*=MP-MQ. Ako Je D druga prcsecna
tacka kruga k sa AM, dobijamo za stepen tatke M u odnosu na k: MA-MD = MP- MQ—

= MB?. Odavde sleduje, bududi da je MA i MB nepromenljivo, da je tatka D fiksna. Krug &
prolazi kroz fiksne tatke 4 i D. TraZeno geometrisko mesto je simetrala duzi AD.

17. Kroz teme A4 paralelograma 4ABCD povulena je prava koja dijagonalu
BD sele u E, a stranice BC, CD u tackama F, G. Dokazati relaciju

1/AE=1/AF+1]AG.
Uputstvo. Paralela sa BD kroz C sete AG u H. Cetvorka tatki A, H, F, G je harmoniska.

13*
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18. Odrediti potreban i dovoljan uslov da: a) koreni jednadine ax?+ 2bx +
+c¢=0 razdvajaju harmoniski korene jednadine a'x*+2b'x+c¢'=0; b) prave
ax®+2bx;x,+ cx,2=0 razdvajaju harmoniski prave a’x;2+2b'x,x," + ¢’ x,2=0.

Rezultat. U oba sludaja: ac’ +a’c=2bb’.
Dualizovati slutaj b).

19. Takke A4,, A,, A; leZe na pravoj /, a tacke B;, B,, B; na pravoj m.
Prave A;B,, A,B, seku se u X;; A3B,, A:B; u X,; A,B;, A;B, u X;. Prave
A,B,, A,B, seku se u Y,; A,B;, AsB; u Y,; A3B,, A,B; u Y,;. Pokazati: Ako
su tacke X;, X,, X; kolinearne, onda su kolinearne i tacke Y, ¥,, ¥;.

Uputstvo. Posmatrati trougle A, X,B, i B,X;A,, i primeniti Desargues-ovu teoremu.

20. A, B, C, D su &etiri tatke, od kojih bilo koje tri ne leZe na istoj pravoj.
AB, CD seku se u E; AC,BD u F; AD,BCuG; AC,EG u K; AB,DK u L;
AD, EF u M. Pokazati da su tatke C, L, M kolinearne.

Uputstvo. Posmatrati uredene trojke tadaka K, G, E i B, F, D, te primeniti Pappus-ovu
teoremu.

21. B, C su tacke na pravoj LA, a S’ tatka na nekoj drugoj pravoj LS.
SB,S’A seku se u X; SA,8B u X'; SC,S8B u Y; SB,S'C u Y'. Pokazati da
se prave XY, X'Y’', LA seku u jednoj tacki.

Uputstvo. Posmatrati uredene trojke pravih SA4, SB, SC i S'C, S’B, S’A i primeniti stav
dualan Pappus-ovoj teoremi.

22. Tacke A, B, Q,V leze na pravoj. Jedna prava kroz V sede jednu pravu
kroz Q u O. X je promenljiva tacka na OV. AX i QO seku se u P; BP, QX
u Y. Pokazati da Y leZzi na jednoj fiksnoj pravoj kroz O.

Uputstvo. Posmatrati trougle X,Y,P, i X,Y,P,, gde X;, X, znaCe dva proizvoljna polo-
Zaja tatke X, a Y,,Y, i P,,P, odgovarajuée tatke taaka Y i P. Primeniti stav dualan
Desargues-ovoj teoremi.

23. Date su paralelne prave p, ¢ i tatka T njihove ravni. Samo pomocu
lenjira konstruisati paralelu sa p i ¢ kroz T.

Resenje. 1. metoda. Koristiti Desargues-ov stav: MNacrtati trougao TPQ, Cije teme P
leZi na p, a Q na g. Na p uzeti proizvoljnu tatku P, a na g tacku Q,. Treba odrediti tatku
T, tako da trougli TPQ i T, Py Q, budu perspektivni. Kroz tatku PQ- P, Q, povlatimo
proizvoljnu pravu r i uzimamo je za perspektivhu osu. Onda je 7, presek pravih (TP-r)-P;
i (TQ-r)-Q,. TraZena paralela je 77;.

II. metoda. Koristiti pojam polare para pravih: Jedna proizvoljna prava kroz T
see pu P, aqgu Q,, ajedna druga ih seCe u P; i Q,. Povlalimo proizvoljnu pravu kroz
presek P, Q, - P, 0, koja prave p, g sete u Py i Q,. Polara tatke P u odnosu na par p, ¢
je prava T-(Py Qy- Py O,) =r, koja zato prolazi kroz p-q. Prava r je traZena prava.

III. metoda. Konstrukciju kod II metode moZemc objasniti i primenom perspektiv-
nosti. Za perspektivnost tataka izmedu p i ¢, definisanu sa P,— Q,, P,— Q, (oznake kao
kod II metode), treba konstruisati kolineacisku osu.

24. U ravni su date dve paralelne prave p. g i tacke Al B A TP,
Linearnom konstrukcijom odrediti na p tacku B’ tako da bude 4B=A4'B’.

Resenje. Translacija prave p, definisana sa 4- 4’, j¢ parabolitna projektivnost 7 sa
dvojnom taCkom u beskona¢nosti. Treba konstruisati tatku B’ koja u a1 odgovara tacki B.
Na g izabiramo dve tatke S, S’; kroz tatku S4-.S5’ A" vuéemo paralelu r sa p i ¢; onda
je B’ =[(SB-r)-S’]-p. Paralelu r treba konstruisati samo pomodéu lenjira (videti prethodni
zadatak).
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25. U dati trougao ABC upisati trougao XYZ C¢ije stranice YZ, ZX, XY
prolaze kroz tri date kolinearne tatke P, Q, R.

Refenje. Kroz P povla¢imo proizvolinu pravu koja se¢e 4B u Z,, a AC u Y;. Neka je
X,=RY,-QZ,. TraZeni trougao i trougao X, ¥, Z, su perspektivni, jer im se odgovarajuce stra-
nice seku u kolinearnim tatkama P, Q, R. Prave XX,, YY, ZZ, seku se, prema tome, u
jednoj tacki, koja je oligledno tatka 4. Teme X traZenog trougla dobija se kao presek pra-
vih AX, i CB.

26. Konstruisati trougao X;X,X; Cije stranice prolaze kroz tri date talke
A, A, A; tako da njegova temena leZe na datim pravima p, p, ps; koje se
seku u jednoj tadki O.

Refenje. Kroz A, povlaéimo proizvoljnu pravu koja sete p,, p u Y,, Y;. Prava Y, 4,
neka seée p; u Y,. TraZeni trougao X, X,X, i trougao Y,7Y,Y, su perspektivni, jer se prave
X Yy, X,Y,, X,Y; seku u jednoj tatki (u O). Zato su preseci odgovarajucih stranica, tj.
Xo Xy, Y,Y, (taéka A)); X, X,, Y Y, (tatka A4,) i X,X,, Y;Y,; kolinearni. Zato je presek
pravih X,X,, Y,Y, ona tatka Z u kojoj se seku A4;4, 1 Y, Y;. Prava Zd, seée p,, p, u
trazenim temenima X, X, dok je X,=p-X | A4,.

27. Dva data perspektivna pramena pravih sa centrima O, O’ i perspektiv-
nom osom p, preseéi dvema pravima p, p° tako da dobiveni nizovi budu
perspektivni,

Rezultat. Prave p, p’ treba da se seku na p, ili na 0O".

28. Svaka od tri stranice promenljivog trougla ABC prolazi kroz jednu od tri
fiksne kolinearne tacke D, E, F. Ako se 4 i B kreéu po dvema fiksnim pravima
a 1 b, odrediti geometrisko mesto tatke C. Zatim postaviti dualni problem!

ReSenje. Preslikavanje n: A—B izmedu tafaka pravih a i b je projektivnost; zato je i
preslikavanje 1I: F4—EB izmedu pravih pramenova sa cenirima u F i E projektivnost.
Prava EF odgovara u 1l sama sebi; 1I je, znali, perspektivnost. Geometrisko mesto tataka
C je, prema tome, jedna prava p. Po§to u projektivnosti 11 pravoj FG odgovara EG,
gde je G=a-b, to p prolazi kroz G.

TraZzeno geometrisko mesto je prava koja prolazi kroz presek pravih a 1 b.

Dualno: Ako se temena nekog promenljivog trougla krecu svako po jednoj od tri
kopunktualne prave, a dve stranice trougla prolaze kroz po jednu stalnu tatku, onda i treéa
stranica prolazi kroz neku fiksnu tacku koja je kolinearna sa prve dve.

29. U ravni je data tacka S, dve orijentisane prave p, p’, a na njima tacka
A odnosno A’. Kroz S povuéi pravu koja ée prave p, p’ seéi u tatkama X, X',

za koje ¢e odnos AX:A'X’ imati datu vrednost r.

ReSenje. Na pravoj p izabiremo jednu proizvoljnu tacku B, a na pravoj p’ onu talku
B’ da bude AB: A’B’=r. Parovi tataka A4, A"; B, B odreduju slicnost 3 izmedu p i p’. Tra-
Zene prave su dvojne prave u projektivnosti pramena pravih sa centrom S, u kojoj jedna

drugoj odgovaraju prave koje projiciraju odgovarajuée tacke u .

30. A4, B, C su nekolinearne tacke. Jedna prava seée BC, CA, AB u A4,, By,
odnosno C;. A’ je harmoniski konjugovana sa 4; u odnosu na B i C; a sli¢no
su definisane talke B’, C’ na CA odnosno AB. Pokazati: a) prave AA’, BB,
CC’ seku se u jednoj tacki; b) obratna teorema je i dualna.

Dokaz. a) Cetvorke A4, B, C’, C, i A, C, B’, B, su, po pretpostavci, harmoniske, znadi
(4, B; C’, C))=(4, C; B, B)). Sleduje da postoji projektivnost kod koje A— A4, B—C,
C’'— B, C,— B, koja je zbog A— A perspektivnost. Znaci B" C’ prolazi kroz A4,. Sli¢no se
pokazuje da C’A’ prolazi kroz B,, a A'B’ kroz C,. Znati, prave BC, CA, AB seku prave
B'C’, C’'4’, A’B’ u kolinearnim tatkama A,, B,, C,. Prema dualnom stavu Desargues-ove
teoreme bi¢e onda prave A4A4’, BB, CC’ kopunktualne (seku se u jednoj tacki).
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31. Odrediti geometrisko mesto onih tacaka ravni iz kojih se dva projek-
tivna niza te ravni projektuju u dva pramena koja su u involuciji. Zatim
formulisati dualni rezultat.

Resenje. Ako je S trazena tatka, a A, A° jedan par korespondentnih taaka date pro-
jektivnosti 11 posmatranih nizova, onda su prave S4, S4° konjugovane u jednoj involuciji.
Zbog toga su preseci B, B’ pravih §4’, SA sa pravimz na kojima leZe posmatrani nizovi,
korespondentni kod IL. Dakle S leZi u preseku pravih AB’, A’B, asociranih u I, znadi na
kolineaciskoj osi. Trazeno geometrisko mesto je kolineaciska osa date projektivnosti 1I.

32. Kod dva zadata projektivna pramena odrediti onaj par korespondentnih
pravih koje su paralelne.

Refenje. Jedan pramen paralelno preneti tako da posle prenosa oba pramena imaju isti
centar, a onda kod projektivnosti tih pramenova odrediti dvojne prave.

33. Date su graniéne tacke I’, J jedne projektivnosti Il izmedu dve prave
koje se poklapaju, njihova sredina O, kao i njoj korespondentna tacka O'. Iz
medusobnog poloZaja datih tadaka zakljuciti kakav tip projektivnosti je II.

Resenje. Za proizvoljan par taaka X, X’, korespondentnih u I, vaZi XJ-X'T =const.
Ako je tatka M dvojna tatka u II, sleduje odavde MJ-MI’'=0J-O'T’, odakle (MO +
+0J) (MO + 01"y =0J-(0’ 0 +OI') ili, zbog OJ=—0I, (MO +OJ) (MO —0J)y~0J-(0" 0— OJ),
§to daje OM2=0J-0’ 0. Dvojna tatka M postoji samo onda kada je OM? pozitivno. Pro-
jektivnost 1I je, znmali, hiperboli¢na ili eliptitna prema tome da li je O u unutra¥njosti
konatne duzi JO’ ili van nje, a paraboli¢na je u sluéaju kada je O=0’. Slutaj O’=J nije
mogué.

34. Konstruisati nepokretne (dvojne) tacke jedne projektivnosti II prave p
u sebe, kod koje su zadate granicne (beZne) tacke I', J i slika O’ sredine O
konaéne duzi /'J.

Resenje. Za dvojnu tatku M va%i OM?=0J-0’ O (videti prethodni zadatak). Ako je
II hiperboliéna projektivnost, O je u unutradnjosti konaéne duZi JO’. Konstrukcija se svodi
na odredivanje duzi MO =ON, tj. geometriske sredine duzi OJ i O’ O.

35. Kroz datu tacku O povuéi pravu koja dva data projektivna niza p, p’ .
seCe u korespondentnim tatkama.

Resenje. Neka je M, M’ jedan korespondentan par tadaka. Problem d&e biti reSen
ako se prave OM, OM’ poklapaju. Treba, znadi, odrediti dvojne prave u projektivnosti pra-
mena sa zajedni¢kim centrom O, kod koje su parovi pravih OM, OM’ korespondentni.

36. Na jednoj pravoj p je data tatka M, a na drugoj nekoj pravoj p’ —
tacka M’. Kroz datu tacku O povuéi transverzalu, koja ¢e prave p, p’ seéi u
tatkama X, X' tako da bude: a) MX+ M'X'=k; b) MX-M'X =k;
c) MX/|M'X' =k, gde je k data konstanta. Prave p, p’ su orijentisane i na
svakoj je izabrana merna jedinica za duZinu.

Resenje. Ove Apollonios-ove probleme re§icemo primenom preslikavanja X — X’ tadaka
prave p u tatke prave p’, koje je u sva tri slu¢aja projektivna korespondencija. TraZene prave
su dvojne prave projektivnih pramenova sa zajednitkim centrom O kod kojih OX — 0X".
Svaka projektivnost je zadata sa tri para korespondentnih elemenata. Zato, u sva tri sluéaja,
treba izabrati tri proizvoljna korespondentna para tataka X, X,’; X,, Xy'; Xy X, kao
na primer:

a) Za X=X, izabiramo tatku M; onda je tacka X’=X,” odredena sa M'X, =k. Za
X’=X,’ izabiramo tatku M’; onda je tatka X =X, odredena sa MX,—k. Za X-JX, izabi-
ramo beskrajnu tatku X, prave p; onda je X’ beskrajna tatka X’,, prave p’. Projektivnost
X— X' je sliénost.
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b) Za talke X,, X, X, izabiramo tatke odredene sa: X; =M, X, =X, MX,=1; onda
jer Xy =X/, Xy'=M’', M'X,"=k.
Q) Xi=M, X/'=M"; Xy=Xgp, Xo'=Xg'; X,, X,/ izabiramo tako da bude MX,=k,
M’X,"=1. Preslikavanje X — X’ je slidnost.

37. Zadate su dve prave p,q i dve tacke P,, P, jedne ravni. Konstruisati
duZz sa jednom krajnjom tatkom na p, a drugom na ¢, koja ¢e se od Py i P,
videti pod datim uglovima «, «,.

Refenje. Na p izabiramo proizvoljnu tatku M i konstruiemo uglove o, =-x MP, M,,
oy =L MP,M,, gde su M, M, preseci drugih krakova uglova sa ¢g. Za svaki poloZaj tacke
M na p dobijamo po jedan par talaka M;, M, na q. Treba M izabrati tako da bude M, = M,.

Preslikavanje M, — M, tataka prave g u sebe je projektivnost. Za§to? Treba izabrati tri
proizvoljna polozaja tacke M, ¢ime dobijamo tri korespondentna para tataka projektivnosti,
koja je time odredena. Sieiner-ovom konstrukcijom odredujemo onda dvojne tatke te projek-
tivnosti. To su krajnje tacke trazenih duzi na pravoj q.

38. U dati trougao ABC upisati paralelogram date povrSine, kome dve
stranice leZe na AB, AC, a jedno teme na BC.

ResSenje. Konstruiemo jedan proizvoljan paralelogram date povrSine, kome dve stranice
leze na AB, AC. Njegova temena na AB, AC — razlitna od 4 — neka su B, odnosno C;.
One stranice ovog paralelograma koje su paralelne sa 4B, AC, a ne prolaze kroz A, neka
seku pravu BC u M odnosno M’. Za svaki ovako konstruisani paralelogram dobijamo po
jedan par tataka B,, C;. Posto su povriine ovih paralelograma jednake medu sobom, imamo

EFFC—I =const,

odakle sledi da je preslikavanje B, — C,; tataka prave AB u take prave AC projektivnost,
u kojoj je tatka 4 granitna za obe prave. Ako ove projektivne nizove na AB, AC projici-
ramo iz beskrajnih tacaka pravih AC, odnosno AB na pravu BC, sledi da je preslikavanje
M— M’ tataka prave BC u sebe neka projektivnost 7; a u toj projektivnosti su tatke B, C
grapniéne, tj. tatka koja se preslikava u beskonaénu i tatka koja je slika beskonacne tacke [
prave BC. Projektivnost 7 je, prema tome, odredena korespondentnim parovima tacaka:
M, M'; B,I,; I,, C. Za ovu projektivnost n treba odrediti dvojne tacke; to su ona temena
trazenih paralelograma koja leze na BC.

39. Data su dva projektivna pramena pravih. Konstruisati one prave jednog
od njih koje sa svojim korespondentnim pravama zahvataju dati ugao o.

Resenje. Ako prameni nemaju isti centar, prenosimo jedan od njih paralelno samom
sebi tako da mu se centar posle prenosa poklapa sa centrom S drugog. Zatim okrenemo
oko S jedan od pramenova za dati orijentisani ugao «. Izmedu okrenutog i neokrenutog
pramena postoji projektivna korespondencija, ¢iji dvojni zraci pretstavljaju resenje problema.

40. U ravni su data dva projektivna niza p, p’ i prava p, koja ne prolazi
kroz presek pravih p, p’. Nadéi centre S, S’ od kojih se p, p’ projiciraju pomoc¢u
dva perspektivna pramena &ija je perspektivna osa p,,.

Resenje. Neka su M, N’ preseci prave p, sa p odnosno sa p’, M’—slika od M pri
datoj projektivnosti, a N—tatka ¢ija slika je N’. Ako je A4, A’ bilo koji korespondentni
par, onda je S=NN’-AA’, §'’=MM’-AA’. Postoji bezbroj resenja.

41. Na datoj pravoj p konstruisati cikliénu projektivnost sa pericdom 3.

Resenje. Na p izabiramo tri proizvoljne tatke A4, B, C i posmatramo projektivnost =«
izmedu tacaka prave p, definisanu sa: A— B, B— C, C— A. Za projektivnost x* vaZi onda:
A—>A, B—~B, C—C; ona ima, dakle, tri dvojne tatke, pa je stoga identitet. Projektivnost x
je, prema tome, ciklicna i ima periodu 3.
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42. Pokazati da se svaka eliptina projektivnost Il neke prave p u sebe
moZe smatrati kao preslikavanje, kod koga su korespondentne tacke preseci
krakova jednog ugla konstantne veli€ine koji rotira u svojoj ravni oko svog temena.

Dokaz. Neka su J, I’ bezne tatke kod II, O—njihova sredina, a O’'—slika od O. Sa
korespondentnim parovima tafaka Iw, I; O, O’; J, J’» projektivnost IT je jednoznacno
odredena. Na krugu ¢iji je dijametar I O’ izabiramo tatku S tako da je SO | p. Projekto-
vanjem datih projektivnih nizova prave p iz tatke S dobijamo projektivnost ®; u pramenu
pravih sa centrom S. Parovi pravih Sle, SI’; SO, SO’; SJ, SJ'» su korespondentni kod
®,. Elementarno geometriski se pokazuje lako da su uglovi koje zatvaraju ovi parovi pra-
vih jednaki. Zna¢i ovi parovi su korespondentni i kod rotacije ®, za ugao o=<(SO, SO’
oko S. Rotacija je projektivnost, a projektivnost je jednoznacno odredena sa tri para
korespondentnih elemenata. Prema tome je @, =®,, §to dokazuje teoremu.

43. U jednodimenzionoj formi postoji projektivnost II sa dvojnim
elementima M, N, kod koje datim elementima A, B odgovaraju dati elementi
A’, B’, onda i samo onda kada su tri para elemenata M, N; A, B’; A, B
konjugovani u jednoj involuciji.

Dokaz. Za M+ N teorema sleduje iz (M, N; A, B)=(M, N; A’, B)=(N, M; B’, A).

Za M=N, tj. ako je projektivnost II paraboli¢na, sleduje da je u involuciji I, u kojoj
su 4, B’ i A’, B konjugovani parovi, element M dvojan. Jer, kad bi u / bilo M— N+# M,
onda bi 1I, prema gornjem, bila hiperbolitna projektivnost. Obratno, ako je M dvojni ele-
ment u I, projektivnost IT je parabolitna. Kad bi naime postojao jo§ jedan dvojni element
N(# M) u 11, par M, N bio bi konjugovan u I, protivno pretpostavci da je M dvojni
element u L

44. Jedna involucija je data sa dva para konjugovanih tadaka A4, A’; B, B'.
Konstruisati: a) centar involucije, b) konjugovanu tacku jedne date tacke C —
ako je osim upotrebe lenjira dozvoljeno vuéi jo§ i paralelne prave.

Resenje. a) Kroz A i kroz B’ povlat¢imo dve proizvoljne paralelne prave, a kroz B i A’
dve druge paralelne prave. Nacrtane prave kroz A4 i B neka se seku u P,a one kroz tatke
A’y B’—u Q. Presek O pravih PQ i AB je centar involucije. Zaista, iz sliénosti trouglova imamo

OP:0Q=0A4:0B'-0B:04", ili OA-0OA=0B-OB,
odakle sleduje da je O centar.

b) Kroz A’ povladimo paralelu sa CP do preseka R sa PQ. Paralela sa PA kroz R
seCe AB u trazenoj tacki C’.

45. Ako su dva para suprotnih stranica potpunog Getvorotemenika orto-
gonalni, onda je i njegov treéi par suprotnih stranica ortogonalan. Kome stavu
iz geometrije trougla je ekvivalentna ova teorema?

Dokaz. Parovi suprotnih stranica potpunog Cetvorotemenika seku beskrajnu pravu p,,
u parovima tacaka koji su konjugovani u istoj involuciji. Ako su dva para stranica orto-
gonalna, oni odreduju na p_, apsolutnu involuciju, &ije konjugovane parove tafaka odreduju
uzajamno ortogonalni pravci. Zato je 1 treéi par suprotnih stranica ortogonalan, §to je
trebalo dokazati.

Teorema je ekvivalentna stavu da se visine u trouglu seku u istoj taéki.

46. Pokazati da je relacija AB'-BC'-CA’+ A'B-B'C-C'A=0 potreban i
dovoljan uslov za to da parovi tadaka A4, A’; B, B’; C, C’ budu konjugovani u
istoj involuciji.

Uputstvo. Stav izlazi jz (A, B; A’, C")=(4’, B’; A, C).
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47. Parove suprotnih stranica potpunog cetvorotemenika see jedna prava
u parovima tafaka A, A’; B, B'; C, C’; pokazati da vazi

4B -BC'-CA'+A'B-B'C-C'd=0.
Uputstvo. Parovi A, A’; B, B’; C, C’ su konjugovani u istoj involuciji.

48. Ako je ABCD kvadrat, a PX, PY paralele sa 4B, BC, onda su parovi
pravih PA, PC; PB, PD; PX, PY konjugovani u istoj involuciji.

Uputstvo. Primeniti Desargues-ov stav za potpuni Cetvorostranik.

49. H, H’ su dve tatke u ravni trougla ABC. Prave BC, CA, AB seku prave
HA, HB, HC u takama P, O, R, a stranice H'A, H'B, H'C u P’, Q', R'. Prave
OR, Q'R seku BC u L, L'. Pokazati da su parovi L, L’; P, P'; B, C konjugovani
u jednoj involuciji.

Dokaz. Cetvorke tadaka B, C;L,P i B,C;L’,P’ su harmoniske (posmatrati potpune
Cetvorotemenike ARHQ 1 AR'H’Q’). Prema tome, B i C su dvojne tatke u involuciji, u
kojoj su parovi L, P i L’, P’ konjugovani. Odavde sleduje (zad. 43) da su parovi B, C; L,L’;
P, P’ konjugovani u jednoj involuciji, §to je trebalo dokazati.

50. Konstruisati dvojne eclemente M, N projektivnosti jednodimenzione
forme u sebe, kod koje datim elementima A, B, C odgovaraju respektivno ele-
menti A’, B, C'.

Resenje. Parovi M, N; A, B’; A’, B su konjugovani u jednoj involuciji /;, a parovi
M, N; A, C’; A, C u jednoj involuciji I, (vidi zadatak 43). Treba, znaci, konstruisati par
elemenata koji su konjugovani u obe involucije I, I,.

51. Na datoj pravoj p odrediti paraboliénu projektivnost, u kojoj su 4, 4;
B, B’ dva data para korespondentnih elemenata.

Refenje. Dvojni element traZene projektivnosti je jedan od dvojnih elemenata u involu-
ciji, u kojoj su parovi A4, B’; A’, B konjugovani (zad. 43). Problem ima dva refenja ili
nijedno — prema tome da li se parovi 4, A’ i B, B’ razdvajaju ili ne.

52. U datoj elipti€koj involuciji konstruisati onaj konjugovani par elemena-
ta koji dati konjugovani par razdvaja harmoniski.

Refenje. Neka je A, A° dati konjugovani par. Posmatrajmo jednu drugu, ta¢no odredenu
involuciju, u kojoj su 4, A’ dvojni elementi. Ako je X, X’ bilo koji par konjugovanih ele-
menata u ovoj involuciji, vazi (4, A’; X, X')=—1. Prema tome, traZeni par elemenata je
zajedniCki konjugovani par u datoj i u sada konstruisanoj involuciji. Pokazati da ovaj par
uvek postoji (tj. da je uvek realan).

53. Pokazati da su projekcije temena trougla iz date tacke njegove ravni na
pravu p, koja ne prolazi ni kroz jedno teme, konjugovane u jednoj involuciji 7
sa presecima te prave sa suprotnim stranicama trougla. Formulisati 1
dokazati obratnu teoremu. Kako glase dualne teoreme? Koji stav za trougao
sleduje iz obratne teoreme, ako je p beskrajna prava, a I apsolutna involucija?
A koji stav dobijamo iz teoreme dualne obratnoj teoremi, ako je involucija 7
u pramenu ortogonalna?

Dokaz. Stav izlazi direktno iz teoreme da prava sefe suprofne stranice potpunog Cetvore-
temenika u korespondentnim tatkama jedne involucije.
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54. U ravni su data dva trougla A,B,C; i 4,B,C, Kroz tatke 4, B, C,
povladimo paralele a, b, ¢, sa pravima B, C, C, 4, A, B,, a kroz talke
Ay By, C, paralele a; b, c, sa pravima B,C, C,;4, 4,B, Pokazati: ako se
a, by ¢y seku u jednoj tacki, onda to vaZi i za ay, by, ¢y,

Dokaz. Neka se a,, b,, ¢, seku u jednoj tacki S,. Smerovi pravih a,, by, ¢,, a5, b,, ¢,
su onda smerovi pravih B,C,;, C,4,, A,B,, A4,S,. B,S,, C,S,, dakle smerovi Sest stranica
potpunog Cetvorotemenika A, C;B,;S,. Beskrajna prava sefe parove suprotnih stranica Cetvo-
rotemenika B, Cy, 4,S,; 4,C,, B,S,; C,S,, B;A; u parovima, konjugovanim u jednoj invo-
luciji J. Smerovi pravih a,, a,; by, by; ¢, ¢, su dakle konjugovani u J. Iste smerove imaju
suprotne stranice potpunog &etvorotemenika A,B,C,S,, gde S,;=a,-b,; stranica C,S, ima
dakle smer prave ¢;, znaéi C,S,=¢,. To dokazuje teoremu,

55. Krugovi &iji su dijametri dijagonale jednog potpunog CEetvorostranika
pripadaju jednom pramenu.

Dokaz. Iz teoreme, dualne teoremi za potpuni Cetvorotemenik, sleduje: Ako iz jedne
tacke ravni projektujemo suprotna temena potpunog Cetvorostranika, i ako su dva ovako
dobivena para pravih ortogonalna, onda je to i treéi par. Prema tome, ako se dva od tri
data kruga seku u tackama S, S’, onda kroz te taCke prolazi i treéi krug. Stav je dokazan
za sluaj da se krugovi seku. Ako uvedemo imaginarne elemente, onda dokaz vaZi i za
slutaj kada krugovi nemaju realnih preseka, tj. vazi uopste.

56. Ako je u ravni dat svojim temenima kvadrat, moZe se linearnom
konstrukcijom odrediti normala iz proizvoljne tatke P ravni ma na koju pravu
p te ravni.

Dokaz. Dve susedne stranice kvadrata i njegove dijagonale odreduju na beskrajnoj pra-
voj dva para korespondentnih tacaka u apsolutngj involuciji I,. Treba kroz P povudi pravu
P’ &ija je beskrajna talka konjugovana sa beskrajnom tatkom prave p u I,. Pritom treba
potrebne paralelne prave konstruisati samo pomodu lenjira, §to je moguée (zad. 23).

57. Hiperbolicka involucija pravih data je dvojnom pravom i jednim konju-
govanim parom pravih. Odrediti pravu koju parovi pravih, konjugovanih u
datoj involuciji, seku u parovima taaka koje su korespondentne u simetriji.
Zatim odrediti centar simetrije.

Uputstvo. Koristiti stav da je simetrija hiperboli¢ka involucija sa jednom dvojnom tackom
u beskonaénosti.

58. Kroz sredinu M tetive AB neke krive II reda I' povuéene su dve druge
tetive CD 1 EF. DE i CF seku AB u G i H. Pokazati da je M sredina
duzi GH.

Dokaz. Posmatrajmo na pravoj AB preslikavanje 7:X — X’, definisano na sledeéi nadin.
Ako je X proizvoljna tatka na 4B, Y — drugi presek prave CX sa krivom ', a ¥; — drugi
presek YM sa krivom T, onda je X’=Y;D-AB. Preslikavanje « je algebarska korespondencija
tipa (1, 1), u kojoj je par A, B involutoran, dok je tatka M dvojna. Preslikavanje x je, znadi,
involucija, u kojoj je M dvojna tatka. Mora postojati jo§ jedna dvojna tatka N, jer para-
boli¢na involucija ne postoji. Vazi, prema tome (M, N; X, X')=(M, N; A, B)= — 1. No bududi
da je, po pretpostavci,_]L{ sredina duZi 4B, to je N beskrajna tatka prave 4B. Odavde sledi
da je M sredina duZi XX’. A po§to su i tatke G, 4 jedan specijalan korespondentan par u
posmatranoj involuciji, M je sredina duZi GA — §to je trebalo dokazati.

59. Konstruisati zajednic¢ki konjugovani par tafaka u dve date involucije
iste prave p.
ReSenje. 1. metoda. Neka su involucije zadate konjugovanim parovima tataka

" T SN 'l AT gt SRR A
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Van prave p izaberemo proizvoljnu tatku M. Krugovi koji prolaze kroz M, X;, X’ i kroz
M, X,, X," neka se seku pored M jo§ u X; a krugovi koji prolaze kroz M, Y,, Y," i kroz
M, Y, Y,,—jo§ u Y. Krug kroz M, X, Y seCe p u dve tatke koje su konjugovane u obe
involucije. Ako su tacke M, X, Y kolinearne, onda involucije imaju zajednic¢ki centar (zajed-
ni¢ki konjugovan par je centar i beskrajna tatka).

II. metoda. Nacrtajmo proizvoljan krug k& i na njemu izaberimo bilo koju tatku
S. Date involucije projiciramo iz S na k, ¢ime dobijamo na krugu k dve nove involucije;
njihovi polovi neka su P i Q. Prava PQ sefe k£ u jednom paru tataka koji je konjugovan
u obe involucije na krugu. Njihove projekcije iz S na p su traZeni par tadaka.

60. U datoj eliptickoj involuciji odrediti onaj konjugovani par tadaka Cije
je rastojanje minimalno.

Resenje. Neka budu M, N bazne tatke jednog pramena krugova koji datu pravu p seku
u parovima taCaka koji su konjugovani u datoj involuciji. Prava MN sefe p u centru O
date involucije. Ako je X, X’ bilo koji konjugovani par talaka, a A4, A’ traZzeni par, onda je

0A-OA’=0X-0X’ =const.

Rastojanje 44°=A0 +0A’ bice najmanje tada kad je |04 |=|0A’|, §to sledi jz teoreme
da pravougaonik konstantne povr§ine ima najmanji obim onda kada je kvadrat. Znadi, krug
koji pravu p sece u trazenim tatkama A, A4’ ima centar na normali, podignutoj u O na p;
time je taj krug odreden, jer on mora prolaziti i kroz tatke M i N.

61. Odrediti pramen krugova koji ¢e dve date prave seéi u parovima tacaka,
konjugovanim u datim involucijama na tim pravima.

Refenje. Neka su J,J, date involucije na pravoj p odnosno p,. Tacki O =p:p, neka
odgovaraju u tim involucijama tatke O’ i O,". Krug k koji prolazi kroz O, O’, O, pripada
trazenom pramenu (ako je O=0"=0,’, krug k degeneriSe u tatku). Osim toga, radikalna
osa r tog pramena prolazi kroz centre C, C,; involucija J odnosno J,. Ako se C i C, ne
poklapaju sa O, mozemo r konstruisati. Sa jednim krugom A i radikalnom osom r je onda
pramen odreden.

Gornja konstrukcija je izvodljiva ako ta¢ka O nije beskonalna i ako je O#C, O#C;.

Ako je tatka O beskrajna, moZemo postupiti na sledeéi nain. [zabiramo jedan proiz-
voljan konjugovan par X, X’ od Ji jedan par X;, X’ od J;. Svaki od dva promenljiva
kruga, &ije su bazne tatke X, X’ odnosno X, X/, seku pravu CC; — radikalnu osu trazenog
pramena — u jednoj involuciji. Neka je M, N zajedni¢ki konjugovani par u ove dve invo-
lucije. Kroz njih prolazi krug koji sadrzi tacke X, X’ i krug koji sadrzi tacke X, X;".
Prema tome, M i N su bazne talke traZenog pramena.

Ako je O=C=C,, pokazati da svaku pravu kroz O moZemo izabrati kao radikalnu osu
trazenog pramena i onda primeniti prethodnu metodu. Problem ima, znadi, bezbroj reienja.

Ako je O=C+C(C,, pokazati da problem nema resenja (radikalna osa bila bi prava p;).

62. Elipticka involucija tafaka je data svojim centrom O i jednim parom
konjugovanih tacaka A4, A'. Konstruisati druge konjugovane parove, posmatra-
juéi datu involuciju kao presek ortogonalne involucije pravih.

Rezultat. Centar traZenih pramenova pravih je bilo koji od dva preseka kruga, Ciji je
dijametar AA’, i normale, podignute u O na pravu na kojoj je data involucija tafaka.

63. Konstruisati krug koji prolazi kroz dve date tacke i koji dodiruje
jedan dati krug.

Resenje. Preselne tacke proizvoljnog kruga koji prolazi kroz date dve tactke sa datim
krugom su konjugovane u jednoj involuciji. Dvojne tatke ove involucije su dodirne tacke
trazenih krugova sa datim krugom. Problem ima dva reSenja ili nijedno. Kada nastupa jedan,
a kada drugi slucaj?
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64. Konstruisati krug koji prolazi kroz datu tac¢ku i dodiruje dva data kruga.

Uputstvo. Neka su K, K, dati krugovi, a P data tatka. Na K, izaberemo proizvoljnu
tatku X. Kroz tatke P, X prolaze dva ili nijedan krug koji se dodiruju do K,. Ako ovakvi
krugovi postoje, onda K, uvek jedan od njih dodiruje spolja, a jedan iznutra. Posmatraéemo
prvo samo kugove koje K, dodiruje spolja. Onda je sa izborom tatke X takav krug jedno-
znatno odreden. Njegov drugi presek sa K; neka je X’. Preslikavanje X— X’ izmedu tataka
na krugu K, je involucija. Dvojne tatke ove involucije su dodirne tatke traZenih krugova
sa K,. Analogni zakljulci vaze za krugove koji prolaze kroz P i koje krug K, dodiruje sa
unutradnje strane. Problem ima najviSe Cetiri reSenja.

65. Prave koje spajaju bilo koju tafku kruga sa temenima upisanog kva-
drata obrazuju harmonisku cetvorku.

Dokaz. 1. metoda. Cetiri tatke na krivoj II reda, znaéi i na krugu, se projiciraju iz svake
tatke P krive u Cetiri prave sa konstantnim dvojnim odnosom. Ako se, specijalno, P poklopi
sa jednim temenom upisanog kvadrata, projicirajuée prave obrazuju harmonisku &etvorku,
jer su dve normalne i ujedno simetrale uglova koje obrazuju druge dve prave. Zato te
prave obrazuju harmonisku Cetvorku i onda kada je P bilo koja tatka na krugu. Time je
stav dokazan.

II. metoda. Ako je ABCD upisani kvadrat, a M tatka na krugu, onda zbog
X AMB = <t BMC = < CMD =45° (periferiski uglovi nad jednakim tetivama) izlazi (MA,
MC; MB, MD)=(sin AMB :sin CMB)/(sin AMD :sin CMD)= —1, §to je trebalo dokazati.

66. Konstruisati dvojne tangente u projektivnosti tangenata krive II reda,
date sa tri para korespondentnih tangenata.

Uputstvo. ReSiti prvo dualni .zadatak, pa onda dualizovati.

67. AMB, BNC, CMD su tetive jedne fiksne krive drugog reda, a M, N
dve fiksne tacke. Kakvo je preslikavanje 4 — D tafaka krive u sebe?

Rezultat. Involucija.

68. Ako je kriva drugog reda nacrtana, kako naci dodirne tatke tangenata
krive, povucenih iz tacke P?

ReSenje. Kroz P povladimo tri proizvoljne prave, koje datu krivu seku u parovima

tataka 1, 17 2, 2’; 3, 3’. Ova tri para su konjugovani u involuciji tataka krive &iji je pol P.
TraZene dodirne tafke su preseci prave koja spaja tatke (1-27)-(17-2) i (2:3")-(2’-3), tj.
kolineaciske ose, sa krivom.

69. Na jednoj krivoj drugog reda date su tri tatke 4, B, C. Koja teorema
se dobija na osnovu konstrukcije kolineaciske ose projektivnosti izmedu tadaka
te krive, definisane sa 4—-B, B—~C, C~-A? Formulisati i dualnu teoremu.

Rezultar. Preseci stranica trougla, upisanog u krivu II reda, sa tangentama na krivu u
suprotnim temenima trougla su kolinearni. — Prave koje spajaju temena trougla, opisanog
oko krive II reda, sa dodirnim tackama suprotnih stranica trougla seku se u jednoj tacki.

70. Ako se parovi tadaka 4, B, C, D na jednoj Krivi drugog reda razdva-
jaju harmoniski, onda se tangente na krivu u 4 i B seku na CD. Teoremu
dualizovati.

Uputstvo. Projicirati tatke 4, B, C, D od A i od B na CD.

71. Dat je pravougaonik OABC; susedne stranice 4B, CD podeljene su tackama
A=Ay, Ay, 45, ... , A,=B odnosno C=B,, B,, B,, ..., B,=B u po n
jednakih delova. Prava OB; seCe paralelu sa OA kroz A4; u P;. Na kakvoj
krivi leZe tacke P;?
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Resenje. Neka je Do beskrajna talka prave OA4. Parovi OB;, D A; (i=1,2, ..., n)
korespondentni su u jednoj projektivnosti pramenova sa centrima u O i D,, definisanoj,
na primer, sa OB; - D_ A; (i=1, 2, 3). Korespondentni zraci seku se u tatkama
2;, koje stoga leXe na jednoj krivoj 1I reda. Posto se OC preslikava u D, O, prava OC je
tangenta sa dodirom u O. Prava O4=0D, se preslikava u beskrajnu pravu, koja je stoga
tangenta krive sa dodirom u D,. Kriva je dakle parabola, kojoj je OA4 osa, a O teme.

72. Promenljivi trougao ABC sa fiksnim temenom A4 i konstantnim uglom
kod A4 kreée se tako da B i C leZze na fiksnim pravima @, b ravni trougla.
Sta je obvojnica pravih BC? Ispitaj i specijalni metri¢ni slu¢aj kada je jedna
od pravih a, b beskrajna!

Rezultat. Konusni presek koji dodiruje prave a i b.

73. Odrediti geometrisko mesto centra kruga opisanog oko trougla koji
grade dve fiksne i jedna promenljiva tangenta date parabole.

ReSenje. Promenljiva tangenta ¢ neka sele fiksne tangente a,a’ u 4 odnosno 4°, a A, 4,”
neka su sredine duZi 04, 04’, gde O=a-a’. Normale n, n’ na a,a’ u 4,, odnosno A,’ seku
se u talki geometriskog mesta. Normale n, n” moZemo smatrati i kao prave koje beskrajne
tatke U, U’, §to odgovaraju smerovima normalnim na smerove pravih a, a’, spajaju sa A,
odnosno sa A,’. Preslikavanje A4,—A,” je projektivnost. ZaSto? Stoga je i preslikavanje
UA,— U’A,’ neka projektivnost m pramena pravih sa centrima u U, U’. No beskrajna prava
UU’ odgovara sama scbi. Zbog toga je projektivnost m perspektivnost, TraZzeno geometrisko
mesto je, dakle, prava — perspektivna osa perspektivnosti x.

74. Odrediti geometrisko mesto ortocentara trouglova koje grade dve fiksne
prave a,b i jedna promenljiva prava koja prolazi kroz jednu fiksnu talku.

Rezultat. Hiperbola &ije su asimptote normalne na pravima a, b.

75. Pokretna tangenta parabole sefe tri njene fiksne tangente u stalnom
odnosu.

Dokaz. Neka su a, b, ¢ date fiksne tangente, a ¢ promenljiva tangenta. Tangenta ¢ sele
tangente a, b, ¢ i beskrajnu pravu d_, koja je isto tako jedna fiksna tangenta parabole, u

tatkama 4, B, C, D, Ciji je dvojni odnos konstantan, dakle

G
:C : f_D—‘”=A—=const,
C

BC BD, BC

'

§to dokazuje teoremu.

76. Tetive krive Il reda koje se iz date tacke te krive vide pod pravim
uglom prolaze kroz jednu fiksnu tadku.

Dokaz. Neka je data kriva T', a na njoj tatka P. Na I' izabiramo proizvoljnu tatku M;
onda prava koja prolazi kroz P i normalna je na PM sete I' ponovo jo§ u jednoj tacki M.
Tetiva MM’ vidi se iz P pod pravim uglom. Preslikavanje M— M’ je jedna involucija J
tacaka na I'. Zasto? Prave MM’ prolaze, dakle, kroz jednu fiksnu talku F — kroz pol
involucije J. Tatka F zove se Frégier-ova talka za tatku P u odnosu na I'.

77. Promenljiva prava koja prolazi kroz fiksnu tacku P sele fiksnu krivu
Il reda I' uw M, N. Krug, &iji je dijametar duZz MN, sede I' ponovo joS§ u
X, Y. Pokazati da prave XY prolaze kroz jednu fiksnu tacku.

Dokaz. Dovoljno je pokazati da je preslikavanje X — Y involucija talaka krive I'.

Na krivoj ' izaberimo proizvoljnu tacku X, a onda traZimo na I one tatke M, N,
kolinearne sa P, za koje vazi NX | XM. Prava MN prolazi, dakle, kroz Frégier-ovu tacku
© Fy tatke X (zad. 76) i kroz P; a poSto je tatka Fx sa X jednoznaéno odredena, a P je
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data, to je i prava MN jednoznatno odredena. Time je jednoznatno odreden i krug kroz
tatke M, N, X, koji krivu ' se¢e jo§ tatno u jednoj tacki Y. Preslikavanje X— Y je, dakle,
jednoznaéno. Po analogiji sledi da je i preslikavanje Y — X jednoznacno. A oba preslikavanja
su, oligledno, algebarske korespondencije. Preslikavanje X-— Y je, prema tome, jedna alge-
barska korespondencija tipa (1, 1) kod koje je svaki par involutoran, znadi zaista involucija
tataka krive I,

78. Na jednoj tangenti ¢ konusnog preseka I' data je involucija J. Sta je
geometrisko mesto preseka tangenata na I', povucenih iz parova tacaka konju-
govanih u J?

Uputstvo i rezultat. Prvo dualizovati. Geometrisko mesto je prava.

79. Tangente konusnog preseka, povucene iz parova tafaka koje dve fiksne
tatke jedne njegove tangente razdvajaju harmoniski, seku se na jednoj pravoj.
Dokazati. Dualizovati.

80. Preselne tadke normalnih tangenata parabole leZe na jednoj fiksnoj
pravoj, a tetive koje spajaju dodirne tacke prolaze kroz jednu fiksnu tacku.

Uputstyo. Prvi deo stava je specijalan slucaj teoreme zad. 78; beskrajnu tangentu para-
bole seku parovi normalnih tangenata u parovima tafaka, konjugovanim u apsolutnoj
involuciji.

81. Kroz temena jednog neortocentricnog &etvorotemenika prolazi taéno
jedna jednakostrana hiperbola, koja moZe degenerisati i u par oriogonalnih
pravih.

Uputstvo. Koristiti stav da u svakoj involuciji taaka beskrajne prave, koja nije apso-
lutna, postoji tatno jedan konjugovani par kome odgovara jedan par ortogonalnih pravaca.

82. Ako parabola dodiruje stranice jednog trougla, onda su tangente, po-
vulene iz njegovog ortocentra na parabolu, normalne.

Dokaz. Dati trougao i beskrajna prava obrazuju jedan Cetvorostranik, u koji je upisana
parabola. Parovi pravih koje spajaju ortocentar O trougla sa parovima suprotnih temena
posmatranog Cetvorostranika, ortogonalni su. Parovi tangenata, povucenih iz O na krive
Il reda koje su upisane u dati etvorostranik su dakle konjugovani (Desargues-ova teorema)
u ortogonalnoj (cirkularnoj) involuciji. To dokazuje teoremu.

83. Pokazati da je geometrisko mesto ortocentara trouglova, &ije stranice
dodiruju jednu fiksnu parabolu, prava.

Uputstvo. Primeniti rezultate zad. 80, 82.

84. Pokazati da su ortocentri &etiri trougla, koji se mogu obrazovati stra-
nicama bilo kojeg potpunog detvorostranika, kolinearni.

Uputstvo. U Cetvorostranik se moZe upisati parabola; znaéi, sva Cetiri trougla su para-
boli opisana, itd. (videti zad. 83).

85. Pravougaoniku je upisana neka kriva IJ reda I', a opisan krug. Poka-
zati da su tangente, povuéene na I' iz bilo koje tacke kruga, ortogonalne.

Dokaz. Parovi tangenata, povudenih iz bilo koje fiksne talke M ravni na krive Il reda,.
upisane u dati pravougaonik ABCD, konjugovane su u jednoj involuciji /. Dve specijalne takve
krive — degenerisane — parovi su suprotnih temena A4, C i B, D pravougaonika. Ako je
M na krugu, onda je MA | MC, MB | MD. Znadi, u ovom slucaju involucija J je ortogo-
nalna; zbog toga su i tangente, povudene iz bilo koje tatke M kruga na krivu I, ortogonalne.



86—917 1. GEOMETRISKA METODA 207

86. Odrediti geometrisko mesto temena pravog ugla ¢&iji kraci dodiruju
jednu fiksnu centralnu krivu II reda.

Rezultat i uputstvo. Krug; jer pravi uglovi Ciji su kraci paralelni sa osama krive obra-
zuju pravougaonik, itd. (videti zad. 85).

87. Ako dve paralelne tangente centralne krive II reda seéemo jednom
promenljivom tangentom, onda je proizvod rastojanja od dodirnih taaka para-
lelnih tangenata do njihovih preseka sa pokretnom tangentom konstantan.

Dokaz. Neka su 1,1, date paralelne tangente, a T, T, — njihove dodirne tatke. Pro-
menljiva tangenta ¢ neka sece ¢,,¢, u P,, P,. Preslikavanje P, — P, je jedna projektivnost «
tataka prave ¢, u tatke prave ¢,. T, T, su beZne tacke u x (tj. tacke koje su slike beskrajnih
tataka pravih ¢, i ¢, pri preslikavanju x—! odnosno «1), odakle sledi da je, zaista, T\ P, - T,P, =
=const.

88. Temena A4, B trougla ABC su fiksna, a teme C se kreée po pravoj p.
Odrediti geometrisko mesto ortocentra tog trougla.

Uputstvo i rezultat. Preslikavanje 40 —BO, gde O znadi ortocentar trougla 4BC, je
projektivnost.

Ako stranica AB nije paralelna sa pravom p i nije normalna na njoj, traeno geometri-
sko mesto je hiperbola; ako je AB|| p, g. m. je parabola, a ako 4B | p — prava p.

89. Preseéne tacCke tangenata jedne fiksne krive II reda I', povudenih iz bilo
kojeg para tadaka neke prave p, koje su konjugovane u istoj involuciji J, leZe
na jednoj krivoj II reda I''.

Dokaz. Neka je 4, A’ bilo koji par tacaka konjugovanih u J, a M, N neka su dvojne
tatke te involucije; onda je (M, N; 4, A)=—1. Ako je X presek jedne tangente iz A i
jedne tangente iz 4’ na T, onda te tangente XA, XA’ razdvajaju harmoniski par pravih XM,
XN; prave XM, XN su dakle konjugovane u odnosu na [. Preslikavanje MX— NX je
algebarska korespondencija tipa (1, 1), dakle projektivnost. Zato, zaista, promenljiva tacka
X lezi na jednoj krivoj II reda I".

90. Petouglu ABCDE je upisana neka kriva II reda I', a opisana kriva II
reda I'. Pokazati da postoji bezbroj petougla sa istom osobinom.

Dokaz. Posmatramo preslikavanje M— M’ talaka krive I'” u sebe, koje je definisano na
sledeéi nacin: ako je M proizvoljna tacka na I'’, povuéemo jednu od dve tangente iz M na
I’ koja krivu I'” seCe ponovo u M,; onda iz M, povlalimo drugu tangentu na I’ koja krivu
I seCe ponovo u M,; druga tangenta iz M, na I see I'” ponovo u Mj; druga tangenta iz
M, na I" seCe ['" ponovo u Mj,; druga tangenta iz M, na I" see I'" ponovo u M’. Posto smo
iz M mogli povuéi dve tangente na I', to ovim postupkom dobijamo za M’ dve razliCite tacke
— neka su to M,’, M,’. Znali, kod naSeg preslikavanja odgovaraju svakoj tatki M krive I/
dve njene talke. Isto vaZzi i za inverzno preslikavanje. Preslikavanje je, dakle, algebarska
korespondencija tipa (2, 2). Zaito je preslikavanje algebarsko? Korespondencija ovog tipa,
ako nije identitet, ima 24+-2=4 dvojne tacke; a ako ih ima viSe, identitet je. No tacke A4,
B, C, D, E, znali njih pet, dvojne su tatke pri nasem preslikavanju, koje je stoga identitet,
Prema tome, kod svake tatke M na I dobijamo M =M, ~M,’, §to dokazuje teoremu,

Da li je taCan analogan stav za n-ugaonik (n>5)?

91. Za Cetvorougao dokazati stav analogan teoremi iz zad. 90.

Dokaz. Metoda prethodnog zadatka ne vodi do cilja.

Neka je Cetvorougao ABCD upisan krivoj ', a opisan krivoj I', i neka je M=AD-BC,
M’'=AB-CD. Na I izabiramo proizvoljnu ta¢ku A4,; tangente iz A; na I' neka seku I u
B, i D,, a 4,D;, A,B; neka seku prava MM’ u M,, M,". Na pravoj MM’ posmatramo in-
voluciju J, odredenu parovima M, M’; M,;, M, Prema zad. 89, preseci tangenata iz konju-
govanih parova u involuciji J, povudenih na @', leZe na jednoj krivoj II reda; na njoj zato
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leze tatke A, B, C, D, A,, B;, D,. No ve¢ sa pet tafaka je kriva II reda odredena; ova
kriva je, dakle, ba§ kriva IV. Na njoj leZi i presek C, tangenata M, D,, M, B,; znaj, pro-
izvoljni ¢etvorougao A,B,C,D,, opisan oko I', upisan je u I'.

92. Ako je jedan trougao opisan jednoj krivoj II reda i upisan drugoj
krivoj II reda, onda postoji bezbroj takvih trouglova.

Dokaz. Trougao ABC neka je upisan krivoj IV, a opisan krivoj I'. D neka je proizvoljna
tatka na I'V; jedna tangenta iz D na I see I'" ponovo u E; a druga tangenta iz £ na I
sete drugu tangentu iz D u F. Kriva I' je, dakle, upisana u trouglu ABC i u trouglu DEF.
No onda postoji (zad. 94) jedna kriva II reda koja je opisana oko ta dva trougla, koja
dakle prolazi kroz A4, B, C, D, E, F. Ali, po§to je kriva sa pet svojih tataka 4, B, C, D, E
jednoznaéno odredena, to je ta kriva ba§ kriva I'V; dakle i tacka F leZi na I'. Time
je stav dokazan.

93. Nacrtati dva nekoncentriéna kruga tako da postoji bezbroj a) trouglova,
b) &etvorouglova, koji e istovremeno biti upisani u jednom krugu, a opisani
oko drugog.

94. Ako su dva trougla upisana u istu krivu II reda, onda postoji jedna
kriva II reda koja je upisana u oba trougla.

Dokaz. Neka su A;A,A; i BB, B, dva data trougla koja su upisana u istoj krivoj II
reda. Iz Pascal-ove teoreme za Sestougao A, A, A3 B3 B, B, sledi da su tatke C,=4,4,-B;B,,
C,=A,As-B, B, Cy=A,B,-B, A, kolinearne. Sada posmatramo $estougao ¢ije su stranice stra-
nice trouglova A,A4, A4, i B, B,B;, tj. Sestougao A4, C; By B, C, A;. Iz kolinearnosti tafaka
C,, C,, C,y izlazi da prava C,C, prolazi kroz tatku C;=A3B;-B,A,, tj. da prave C,C,,
A, B;, A, B;, a to su prave koje spajaju parove suprotnih temena $estougla A, C,B;B, C, A;,
prolaze kroz jednu istu tatku. Iz obratnog stava Brianchon-ove teoreme sledi da je taj
$estougao opisan jednoj krivoj Il reda — §to je i trebalo dokazati.

95. Ako je parabola upisana u trouglu, onda njen fokus leZi na krugu
koji je opisan oko tog trougla.

Dokaz. Fokus F je presek tangenata parabole, povulenih iz apsolutno-kruZnih tadaka
I, I, ravni; parabola je upisana u dati trougao i jo§ u trougao [, I, F. Iz teoreme, dualne
teoremi iz prethodnog zadatka, sledi da postoji jedna kriva II reda koja je opisana oko ta
dva trougla; ta kriva prolazi kroz tatke I, /,, pa je zbog toga krug.

96. Koliko krivih II reda, koje prolaze kroz &etiri date tafke, dodiruje
jednu datu pravu? Dualizovati.

Resenje. Datu pravu p sefe svaka kriva koja prolazi kroz Cetiri date tatke u parovima
tacaka, konjugovanim u istoj involuciji J. Dvojne tatke u J su dodirne tacke posmatranih
krivih sa p. Postoje, znali, dve, jedna ili nijedna kriva Il reda koja dodiruje datu pravu i
prolazi kroz Cetiri date tacke.

Konstruisati dodirne tacke krivih sa pravom p.

Dualno: Kroz datu tacku prolaze dve, jedna ili nijedna kriva II reda, upisana u dati
Cetvorostranik. Konstruisati tangente krivih u datoj tadki.

97. Kakve krive sadrZi pramen krivih II reda kome pripadaju dve jednako-
strane hiperbole?

Refenje. Beskrajna prava sefe krive pramena u parovima tacaka koje su konjugovane
u istoj involuciji J. Dva para konjugovanih talaka te involucije su preseci ortogonalnih
asimptota dveju jednakostranih hiperbola. Ova dva para su konjugovana iu apsolutnoj invo-
luciji. A poSto je sa dva konjugovana para involucija jednoznatno odredena, sledi da je J
apsolutna involucija. Svaka kriva pramena sele, dakle, beskrajnu pravu u dve tatke koje su
odredene sa dva ortogonalna pravca; svaka kriva pramena je, prema tome, jednakostrana
hiperbola, ili, u degenerisanom sludaju, par normalnih pravih.
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98. Date su asimptote dveju hiperbola; naci smer osa onih parabola koje
prolaze kroz preseéne tacke tih hiperbola.

Resenje. Navedene hiperbole odreduju pramen krivih II reda, koje beskrajnu pravu seku
u involuciji, ¢ije dvojne tatke odreduju smerove trazenih parabola. Smerovi osa ovih parabola
su, dakle, harmonisko konjugovani sa smerovima asimptota jedne I druge hiperbole. Odrediti
ove smerove konstruktivno.

99. Parabole koje prolaze kroz &etiri tacke jednog kruga imaju normalne ose.

Dokaz. Sve krive II reda koje prolaze kroz date &etiri tacke obrazuju pramen. One seku
beskrajnu pravu p_, u parovima tacaka, konjugovanim u istoj involuciji J. Pramenu pripa-
da i jedan krug; on seCe beskrajnu pravu u apsolutno-kruznim tackama I, I,. Dvojne tacke
M,, M, involucije J su dodirne tacke parabola pramena sa p,. Dvojne tatke M, M, i svaki
korespondentni par, dakle i I, [,, razdvajaju se harmoniski; odavde sledi da tacke M,, M,
odreduju dva ortogonalna pravca. To su pravci dijametara, pa znali i osa, parabola. Time
je stav dokazan.

100. Ako pramen krivih II reda sadrZi krug, onda parovi osa svih krivih
pramena imaju iste pravce.

Dokaz. 1. metoda, U pramenu postoje i dve parabole (zad. 99) sa ortogonalnim
osama; njihove beskrajne tacke neka su M;, M,. Tacke M, M, pretstavljaju jedan konju-
govani par tacaka u odnosu na obe parabole, zbog Cega je to jedan konjugovan par i u
odnosu na svaku krivu pramena. Ako je C centar bilo koje krive pramena, onda je CM,,
CM, par konjugovanih dijametara te krive. A poSto je osim togai CM, | CM,, to su CM,,
CM, ose krive. Znaci, ose svake krive pramena seku beskrajnu pravu u fiksnim tackama
M, M,, tj., zaista, svaka osa bilo koje krive pramena ima ili pravac odreden sa M, ili
pravac odreden sa M, — a to su dva normalna fiksna pravca.

II. metoda. Pramen sefe beskrajnu pravu p, u parovima tacaka, konjugovanim u
jednoj involuciji J. M,, M, neka su dvojne tatke u J. Bilo koja kriva pramena neka
sete p, u A;, A,; A,, 4, je konjugovan par u J. Neka je O bilo koja tatka ravni. Pos-
matramo involuciju zrakova, definisanu sa OA,— OA,. Prave OM,, OM, su dvojne prave
ove involucije; poSto su normalne, bice bisektrise uglova odredenih sa OA4;, OA,. Prave
0A,, OA, imaju smerove asimptota; zato su OM, . OM, paralelne sa osama krive.

101. ABCD je Cetvorougao, upisan u jedan krug; DA, CB seku se u M,
a AB, DC u N. Pokazati da su simetrale ugla AMC normalne na simetralama
ugla ANC.

Uputstvo. AB, CD i AD, BC su dve degenerisane krive II reda u pramenu &ije su bazne
tatke 4, B, C, D. Primeniti stav iz prethodnog zadatka.

102. Prave a, b, ¢, d leZze u ravni; tatka A leZi na a, a D — na d. Jedna
promenljiva kriva Il reda I' dodiruje prave a, b, ¢, d. Pokazati da se druge
tangente krive I', povudene iz 4 i D, seku na jednoj fiksnoj pravoj.

Dokaz. Te druge tangente neka su a’ 1 d’. Za Sestougao aa’d’dbc primenicemo
Brianchon-ovu teoremu. Suprotna temena a-a’=4A i d-b ovog S$estougla su fiksna, a i su-
protna temena a-c¢ i d’-d=D su fiksna. Prave koje spajaju ova dva para temena neka se
seku u O. Zato, prema Brianchon-ovoj teoremi, talka a’'-d’ treba da leZi na pravoj koja
spaja fiksnu tacku O sa fiksnom talkom b-¢ — §to dokazuje teoremu.

103. Dualizovati stav iz prethodnog zadatka.

Rezultar. Tacke A4, B, C, D leZze u ravni; prava a prolazi kroz A, a prava d kroz D.
Promenljiva kriva Il reda I' prolazi kroz A, B, C, D. Prava o se¢e [" jo§ u 4, a prava d—
jo§ u D’. Prave A’ D’ prolaze tada kroz jednu fiksnu tacku.

14 Zbornik matematitkih problema III
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104. Tacke R, S leZe u ravni trougla ABC. Prave RS i BC seku se u T.
Promenljiva prava, koja prolazi kroz R, see AB, AC u U, V. Pokazati da
konusni presek I', na kome leZze tacke B, S, T, U, V, prolazi kroz jednu fiksnu
taCku na AC.

Dokaz. T neka seée AC jo$ u X. Primenjujuéi za Sestougao BSTXVU Pascal-ovu teore-
mu, dobijamo: suprotne stranice BS, XV su fiksne, a suprotne stranice ST, VU seku se u
fiksnoj tatki R; zato TX mora prolaziti kroz jednu fiksnu taCku prave AB. Prema tome, X
je stalna tacka na AC.

105. Ako su dva trougla perspektivna, onda talke u kojima svaka stranica
jednog trougla sele nehomologne stranice drugog ieZe na jednoj istoj krivoj
II reda. Dualizovati.

Uputstvo. Primeniti Pascal-ovu teoremu.
Dualno: Prave koje spajaju temena jednog trougla sa nehomolognim temenima
drugog tangente su jedne iste krive II reda.

106. Tangente u temenima trougla, upisanog u krivu II reda, seku suprot-
ne stranice u kolinearnim tackama. Dokazati stav, a zatim dualizovati.

Uputstvo. Specijalan sluéaj Pascal-ove teoreme. (Videti i zad. 217.)

107. Pokazati da je dodir tangente hiperbole sredina du’i koju na tan-
genti otsecaju asimptote.

Uputstvo. Primeniti Brianchon-ovu teoremu.

108. Kriva II reda dodiruje neparalelne stranice 4B, CD trapeza ABCD u
A i D, a dodiruje i stranicu BC. Pokazati da je dodir tangente BC sredina
duzi BC.

Uputstvo. Neka je a=AB, b=BC, ¢=CD. Primeniti Brianchon-ovu teoremu za Sestougao
aabbcc.

109. Trougao koji grade asimptote i promenljiva tangenta fiksne hiperbole
ima konstantnu povrSinu.

Uputstvo. 1. metoda. Primeniti Pascal-ovu teoremu za jedan S$estougao, upisan u
hiperbolu, kod koga su beskrajne taCke asimptota dva suprotna temena. Dobija se: Ako
bilo koje dve tangente seku asimptote u A4, B odnosno u C, D, onda je AD|| CB, odakle
sledi teorema.

II. metoda. Promenljiva tangenta sefe asimptote u tatkama A4, B, koje su korespon-
dentne 'u jednoj projektivnosti. Presek O asimptota je beZna tatka za obe asimptote. Zato je

OA-OB=const, §to dokazuje teoremu.

110. Prave VW, WU, UV dodiruju neki konusni presek I' u tatkama 4, B, C.
Prave AU, BV, CW seku I' ponovo u R, S, T, a tangente na I' sa dodirima u
R, S, T seku VW, WU, UV u L, M, odnosno N. Pokazati da su tadke L, M, N
kolinearne.

Dokaz. Tatke L, M, N su polare za AR, BS, odnosno CT u odnosu na I'. No, posto

prave AR, BS, CT prolaze kroz jednu tacku (videti zad. 106, dualno), to su tatke L, M, N
kolinearne.

111. Dato je pet tafaka 4, B, C, D, E neke krive drugog reda I'. Odrediti
druge tacke i tangente te krive.

Uputstvo 1. metoda. Koristimo projektivnost & pravih u pramenima sa centrima u
D i E, odredenu sa: DA-»EA, DB—EB, DC— EC. Prave koje odgovaraju sekanti DE u @



112—117) I. GEOMETRISKA METODA 211

odnosno u —1! su tangente na ' u E i D. Presek O ovih tangenti je centar projektivnosti
@. Svaki par korespondentnih zrakova u & sefe se u jednoj tacki krive I'. Tangente u tim
tatkama odredujemo na analogan nadin kao ome u D i E.

II. metoda. Primeniti Pascal-ovu teoremu: Kroz tatku AB- DE povlatimo jednu proiz-
voljnu pravu p, koju smatramo za Pascal-ovu pravu za Sestougao ABCDEF, u kome treba
teme F odrediti. Za svaki poloZaj prave p dobijamo po jednu tatku F krive I'. Tangentu
na krivu I" u A4, na primer, konstruifemo primenom iste teoreme na Sestougao A4ABCDE, u
kome se dva temena poklapaju u tacki A4; prava 44 je tangenta u A.

IIl. metoda (za odredivanje tangente). Na pravoj DE posmatrajmo involuciju J, u
kojoj tu pravu seku krive 1l reda, opisane oko Cetvorotemenika A4BC, u kome se dva
temena poklapaju (AA4 je oznaka za tangentu u A). U J su poznata dva para konjugovanih
taaka: par E, D i par preseCnih tataka pravih 4B, AC sa ED, ¢ime je involucija J odre-
dena, Kroz tatku koja je, u J, konjugovana sa BC-ED prolazi traZena tangenta.

112. Jedan konusni presek je odreden sa &etiri svoje tacke i tangentom u
jednoj od njih. Konstruisati druge tacke i druge tangente krive.

Uputstvo. Neka su A, B, C, D date taCke, i d tangenta u D.
I. metoda. Koristimo projektivnost izmedu dva pramena, definisanu sa:

CA->DA, CB—DB, CD-—d.

II. metoda. Upotrebiti Pascal-ovu teoremu, smatrajué¢i d kao pravu koja spaja dve
tatke koje se poklapaju sa D.

113. Odrediti nekoliko tacaka hiperbole koja prolazi kroz tri date tadke 1
kojoj je data jedna asimptota.

Uputstvo. Date tatke neka su A, B, C, a prava d neka je data asimptota. Beskrajna
tatka prave d neka je D.

I. metoda. Koristiti projektivnhost 7 izmedu pravih u pramenovima sa centrima u
A i D, definisanu sa AD, —d, AB—D_B, AC— D, C. Centar projektivnosti 7 je presek
O prave d i prave (AC-BD_)-(AB-CD,).

II. metoda. Primeniti Pascal-ovu teoremu.

114. Konstruisati druge tacke parabole, date sa tri svoje taCke i smerom
dijametara.

Uputstvo. Smer dijametara parabole odreduje njenu beskrajnu tacku A_. Data je, dakle
tangenta u A, (beskrajna prava) i jo¥ tri taCke (videti zad. 112).

115. Konstruisati tacke i tangente konusnog prescka, kome su date tri tacke
i tangente u dve od njih.

116. Konstruisati asimptote hiperbole kojoj su date tri tacke i smerovi
asimptota.

Uputstvo. Neka su A4, B, C date tacke; pravci asimptota odreduju dve naredne tacke
D, E,. Primeniti Pascal-ovu teoremu za degenerisane Sestougle 4BCD D, i ABCE_E,.

117. Dato je pet tangenata a, b, ¢, d, e jednog konusnog preseka. Konstru-
isati naredne tangente.

Refenje. 1. metoda. Tangenta d sefe tangente q, b, ¢ u taCkama A4,, B;, C,, a tangenta
e sete ih u tackama A,, B,, C,. Ako je X;, X, bilo koji korespondentan par tataka u
projektivnosti & taaka prave d u tatke prave e, definisanoj sa 4,— 4,, B,—~ B,, C;— C,,
onda je prava X; X, tangenta krive.

II. metoda. Posmatramo SZestougao abcdet, gde je ¢ jedna od narednih tangenata

krive. Bilo koju tangentu ¢ da izaberemo, Brianchon-ova tacka (tj. presetna talka pravih koje
spajaju suprotna temena Sestougla) biée na pravoj koja spaja suprotna temena a-b id-e;

>
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a i obratno, ako bilo koju tacku na ovoj pravoj izaberemo za Brianchon-ovu tatku, odgovara-
ée joj — na osnovu Brianchon-ove teoreme — jedna tangenta ¢ krive. Izaberimo, dakle, na
(a-b)-(d-e) proizvoljnu tatku B kao Brianchon-ovu tacku — ona odreduje jednu tangentu ¢.
Prema Brianchon-ovoj teoremi, prave (b-c)-(e-t) i (¢-d)-(¢-a) seku se u B; zato ih moZemo
nacrtati spajanjem tacaka b.c i ¢-d sa B. Prava koja spaja preseke ovih pravih sa e odnosno
sa a je nova tangenta ¢ krive.

118. Odrediti dodirne tacke tangenata konusnog preseka, datog sa pet tangenti.

Uputstvo. 1. meto da. Dodir D tangente d (oznake kao u prethodnom zadatku) nala-
zimo ako odredimo tatku koja se u projektivnosti « preslikava u tafku d-e.

II. metoda. Za odredivanje dodira D tangente d primeniti Brianchon-ovu teoremu
za Sestougao abedde, gde dd simboli¢no oznaluje dodir D.

III. metoda. Dualizovati metodu III. zad. 111.

119. Odrediti druge tangente parabole, odredene sa &etiri svoje tangente.

Uputstvo. Pored date Cetiri tangente data je jo§ jedna — beskrajna prava. Primeniti Brian-
chon-ovu teoremu.

120. Konstruisati tangente hiperbole, date svojim asimptotama i jednom
tangentom.

Uputstvo. Svaku asimptotu smatrati kao tangentu sa beskrajnom dodirnom tackom, a
zatim primeniti Brianchon-ovu teoremu.

121. Konstruisati druge tangente parabole, kojoj su date dve tangente sa
dodirnim ta¢kama.

122, Parabola je data tangentama a, b i njihovim dodirnim tatkama A, B.
Konstruisati tangentu, paralelnu tetivi AB.
Uputstvo. Primeniti Brianchon-ovu teoremu za §estougao aabbpt, gde je p, beskrajna

prava, a t traZena tangenta. Za ¢ se dobija prava koja spaja sredine duzi OA, OB, gde
O=a-b.

123. Konstruisati krive drugog reda koje prolaze kroz Cetiri date tacke i
koje dodiruju datu pravu p.

Resenje. Neka su 4, B, C, D date tatke, a p — data prava. Treba odrediti dvojne tatke
M, N u involuciji J, u kojoj pramen krivih drugog reda sa baznim tatkama u A4, B, C, D
sele pravu p. Parovi pravih AB, CD i AC, BD su dve degenerisane krive tog pramena. Zato
je involucija J odredena konjugovanim parovima tafaka u kojima prave 4B, CD i AC, BD
seku p. Ako je involucija J hiperbolicka, postoje dve traZene krive—tj. one odredene tatkama
A, B, C, D, M odnosno A4, B, C, D, N.

124. Pokazati da hiperbola i njene asimptote isecaju na svakoj sedici jednake
duZi. Primenjuju¢i ovu osobinu, konstruisati druge tafke hiperbole, ako su
date asimptote i jedna tacka.

ReSenje. Neka su date asimptote a, b 1 sefica s, koja asimptote sefe u 4, B, a hiperbolu
u A,,B,. Treba pokazati da je A4,=BB. Krive II reda, &ije su asimptote date prave a,b,
obrazuju pramen; one seku s u tackama, konjugovanim u involuciji J. Parovi 4, B; A, B,
su konjugovani u J. Pramenu pripada i dvojna beskrajna prava (tj. prava koja spaja dodirne
tacke krivih sa a, b); zbog toga je jedna dvojna talka involucije J beskrajna ta¢ka prave s,
odakle sledi da je preslikavanje J simetifja. Parovi konjugovanih tadaka su, dakle, simetri¢ni u
odnosu na jednu istu tacku O; specijalno, O je sredina duzi 4B i A;B;, odakle sledi 44, = B,B.
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125. Na¢i druge tacke hiperbole kojoj je data jedna asimptota i tri tadke.

Resenje. Neka su date tatke L, M, N i asimptota a. Prvo nalazimo preseke (zad. 124)
pravih LN, MN sa jo§ nepoznatom asimptotom; time je odredena i druga asimptota, itd.

Resiti zadatak i primenom: a) Pascal-ove teoreme; b) primenom projektivnih pramenova
pravih.

126. Primenom Desargues-ove teoreme izvrsiti sledece konstrukcije: a) dato:
Getiri tatke 1 smer jedne asimptote hiperbole; konstruisati tu asimptotu i smer
druge asimptote; b) dato: asimptote i jedna tacka A hiperbole; konstruisati
tangentu u A.

127. U krug je upisan potpun Cetvorotemenik ABCD. Pokazati da postoji
jedan dijametar kruga koji sve parove suprotnih stranica éetvorotemenika sece u
parovima tadaka, simetriénim u odnosu na centar O kruga.

Resenje. Neka je d, po pretpostavci, jedan dijametar koji stranice AD, BC sete u
tatkama M, M’ koje su simetricne u odnosu na Q. Dati krug £ neka seCe d u tatkama N,
N’, koje su isto tako simetri¢éne u odnosu na O. Parovi M, M’; N, N’ odreduju involuciju J;
to je simetrija tataka prave d u odnosu na Q. No, involucija J je i involucija u kojoj krive
II reda, opisane oko {etvorotemenika ABCD, seku pravu d. Specijalne takve krive pretstav-
ljaju parovi pravih AC, BD i AB, CD; znali, i njih sete d u parovima simetri¢nih tataka u
odnosu na O. Dakle, ako jedan dijametar sefe jedan par suprotnih stranica upisanog ¢etvoro-
temenika u simetri¢nim tatkama u odnosu na centar, onda to vaZi i za ostala dva para.

Treba jo§ dokazati egzistenciju takvog dijametra d koji jedan par suprotnih strana seée
u simetri¢nim tafkama. Neka je E=A4D-BC, a d’ — prava koja zajedno sa OF razdvaja
harmoniski par pravih AE, BE. Dijametar koji je paralelan sa 4’ je traZeni dijametar 4.

128. Cetvorotemeniku ABCD je opisana kriva II reda, a kroz presek E
pravih AB, CD povuena je prava p. Odrediti tatku P u kojoj jedna kriva
IT reda, koja prolazi kroz 4, B, C, D, dodiruje pravu p.

Resenje. Krive 11 reda koje prolaze kroz A, B, C, D seku p u parovima tacaka, konju-
govanim u jednoj involuciji J. Par pravih AB, CD je degenerisana kriva toga pramena Kkri-
vih; ona sele p u dvojnoj tacki E involucije J. TraZzena dodirna taCka je druga dvojna tacka
te involucije; odredi¢emo je, na primer, kao Cetvrtu harmonisku tatku za tatke AC.p,
BD.p, E.

129. Odrediti smer ose parabole koja je opisana datom trapezu.

Uputstvo. Specijalan sluéaj prethodnog zadatka.

130. Konstruisati ose parabola koje prolaze kroz Cetiri date tacke.

Uputstvo. Date tacke su temena potpunog Cetvorotemenika, ¢ije suprotne stranice seku
beskrajnu pravu p, u tatkama, konjugovanim u jednoj involuciji J. Treba nadi dvojne tatke
u J. — Ili: odrediti onaj konjugovani par u J koji je odreden sa dva ortogonalna pravca.
Time su dobijeni smerovi osa.

131. Kriva II reda je data sa: a) pet svojih tadaka A, B, C, D, E; b) &etiri
tacke 1 tangentom u jednoj od njih; c) tri tangente i dodirnim tac¢kama na
dvema od njih. Odrediti presek krive sa jednom datom pravom koja prolazi
kroz datu tacku krive.

Uputstvo. a) 1. metoda. Data prava p neka prolazi, po pretpostavci, kroz £. Krive
II reda, opisane oko Cetvorotemenika ABCD, seku p u parovima tacaka, konjugovanim u istoj
involuciji. Degenerisane krive toga pramena su parovi suprotnih stranica potpunog Cetvoro-
temenika ABCD. Trajena preseina tacka je, dakle, homologna tacki £ u involuciji, u kojoj
suprotne strane tog Cetvorotemenika seku pravu p.

II. metoda. Primeniti Pascal-ovu teoremu na Sestougao ABCDEF, gde je F traZena
preseéna taka. Nalazimo Pascal-ovu prava p,=(A4B-DE)-(BC-EF), gde EF=p. Presek
prave (DC-py)-A4 sa p je trazena tacka F.
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132. Konusni presek je dat sa pet svojih tangenata a, b, ¢, d, e. Konstruisati
drugu tangentu na krivu iz jedne date tatke A na tangenti a.

Resenje. 1. metoda (primena Desargues-ove teoreme). Posmatrana kriva je upisana u
Getvorosiranik bede. Tangente, povulene iz 4, na krive 1I reda koje su upisane u taj &etvoro-
stranik su konjugovane u istoj involuciji J; u toj involuciji su konjugovani i parovi pravih
koje tatku 4 spajaju sa suprotnim temenima (degenerisane krive II klase) &etvorostranika
bede, koji tu involuciju jednoznatno odreduju. TraZzena tangenta je, dakle, prava koja je konju-
govana pravoj a u involuciji J.

II. metoda. Primeniti Brianchon-ovu teoremu za Sestougao abcdet, gde je ¢ traZena
tangenta. Odredujemo Brianchon-ovu tatku B-=[(a-b)-(d-€)]:[(c-d)-(t-a)], gde t-a=A. Prava
koja spaja tatke b-c¢ i B se€e ¢ u E. Onda je t=AE.

Posmatrati i specijalne slutajeve kada se jedan ili dva para datih tangenata poklapa, tj.
ako je umesto jednog para tangenata data jedna tangenta sa svojom dodirnom tatkom.

133. Konusni presek je dat sa pet svojih tangenata. Konstruisati tangentu,
paralelnu jednoj datoj tangenti.

Uputstvo. Specijalan slu¢aj prethodnog zadatka.

134. Odrediti presek prave p sa krivom II reda od koje je dato pet tada-
ka 4, B, C, M, N.

ReSenje. Posmatrajmo projektivnost a1 izmedu pramenova pravih sa centrima u dve od
pet datih tacaka, na primer u M, N, definisanu sa MX— NX, gde je X promenljiva tatke
krive. Parovi pravih MA, NA; MB, NB; MC, NC su korespondentni u 7. One seku p u pa-
rovima tataka 4,, ‘4,; B,, B,; C;, C,, koji su korespondentni u jednoi projektivnosti I1
tataka prave p. Dvojne tacke u II, koje dobijamo Steiner-ovom konstrukcijom, traZene su
preseCne tacke.

135. Kriva II reda je data sa pet svojih tacaka. Ispitati da li je to elipsa,
hiperbola, parabola ili par pravih.

Resenje. Ako su tri od pet datih taCaka kolinearne, kriva degeneriSe u par pravih. A
ako to nije sluaj, onda je kriva nedegenerisana. Ona je hiperbola, parabola ili elipsa —
prema tome da li sa beskrajnom pravom ima dve, jednu ili nijednu zajedni¢ku tacku. Tre-
ba, dakle, se¢i krivu beskrajnom pravom (zad. 134).

136. Konstruisati asimptote jednakostrane hiperbole koja prolazi kroz Cetiri
date tacke.

Uputstvo. Smerovi (tj. beskrajne tacke) asimptota su smerovi koji su ortogonalni i konju-
govani u involuciji u kojoj krive II reda, koje prolaze kroz date Cetiri tatke, seku beskrajnu
pravu.

137. Pokazati da parabola nema dve paralelne tangente.

Dokaz. Paralelne tangente krive su tangente povucene iz jedne tatke beskrajne prave.
No, jedna od njih dve je kod parabole uvek sama beskrajna prava.

138. Krivoj 1I reda, kojoj je zadato pet tangenata, odrediti centar.

Uputstvo. Konstruisati, koristeéi Brianchon-ovu teoremu, dve tangente respektivno para-
lelne sa dve date tangente. Ako se one poklope sa beskrajnom pravom, onda je kriva para-
bola, koja nema centar u konalnosti. U protivnom slu¢aju oba para paralelnih tangenti
odreduju jedan paralelogram, opisan krivoj. Presek njegovih dijagonala je centar krive.

139. Parabola je data sa tri tacke i pravcem dijametara. Odrediti njeno
teme.

Uputstvo. Kroz datu tatku A krive povuéi normalu na smer dijametara i na¢i njen drugi
presek A, sa krivom. Kroz sredinu duZi 44, povuéi dijametar (osu) i odrediti njegov presek
sa krivom.
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140. Konusni presek je dat sa pet tacaka. Konstruisati one njegove tangente
— ako postoje — koje su paralelne sa datom pravom p.

Uputstvo. Odrediti dijametar krive, konjugovan sa smerom prave p, a zatim odrediti
njegove preseke sa krivom. To su dodirne tacke trazenih tangenata.

141. Konusni presek je dat tackama A, B, C i centrom O. Odrediti druge
tacke krive.

Uputstvo. Primeniti prvo osobinu centra krive: tatke A4,, B;, C;, centri¢no simetriéne
u odnosu na O, naredne su tri tacke krive. Za odredivanje narednih tataka primeniti
Pascal-ovu teoremu ili projektivne pramenove.

142. Kriva II reda je data sa pet tataka. Kroz zadatu tacku P povuéi
tetivu ¢ija ¢e sredina biti P.

Uputstvo. Odrediti centar O krive, a onda dijametar ¢ koji je konjugovan sa OP. Tra-
Zena tetiva je paralelna sa d.

143. Koriste¢i samo sredstva projektivne geometrije, konstruisati ose elipse
kojoj je dat jedan par konjugovanih precnika, po polozZaju i veli¢ini.

Uputstvo. Dati konjugovani dijametri necka su d~ 4B i1 d’=A’B’; njihov presek je cen-
tar O krive. Neka je M sredina duzi A4’, a N sredina duzi 4’B. N je dakle sredina tetive
A’B koja je paralelna dijametru OM; sledi da su OM, ON konjugovani dijametri (po polo-
Zaju). Time je, sa svoja dva konjugovana para d, d’i OM, ON, odredena involucija J konju-
govanih dijametara elipse. Treba konstruisati ortogonalni konjugovani par u J; to su ose.
Temena se dobijaju kao preseci dobijenih osa sa krivom.

144. Date su ose simetrije i dve tatke A, B neke krive drugog reda T.
Qdrediti konstruktivno njena temena.

Uputstvo. Na jednom datom dijametru d odrediti involuciju J konjugovanih tataka u
odnosu na krivu T'; dvojne tacke involucije J su temena na osi d krive . Involuciju J
odredicemo na slededi nacin: presek O datih osa je njen centar, jer je O pol beskrajne prave;
dalje, ako je tactka A’ simetri¢na tacki 4 u odnosu na d, onda je trougao AA’B upisan u
krivoj, a njegova stranica 44’ je konjugovana sa d u odnosu na I', odakle — po Straudi-ovoj
teoremi — izlazi da druge dve stranice trougla, prave AB, A'B, seku d u jednom paru konju-
govanih taaka u odnosu na I'.

Resiti zadatak i za sluCaj da se tacke A4, B poklope, tj. ako je umesto tataka A, B data
jedna tangenta sa svojom dodirnom takom.

145. Jedna kriva II reda prolazi kroz tatke 4, B, C, D, E, a neka druga
— kroz A, B, C, F, G. Konstrukcijom odrediti &etvrtu zajedni¢ku tacku krivih.

Resenje. Trazena tatka neka je M. Krive II reda koje prolaze kroz 4, B, C, M seku
pravu DF u parovima ta¢aka, konjugovanim u jednoj involuciji /. Dva konjugovana para u
J su parovi taaka D, D’'i F, F’, gde D’ i F’ znale druge preseke prave DF sa prvom odno-
sno sa drugom datom krivom; njima je involucija J odredena. Par pravih AB i CM sele DF
jo§ u jednom paru konjugovanih talaka. Tatki 4AB-DF ¢emo, dakle, konstruisati konjugovanu
tacku u J; neka je to C,, Tatka M leZi na CC,. Analogno vaZi za par pravih AC, BM; za
tatku AC.DF konstruifemo konjugovanu tacku u J — neka je to B;. Tatka M leZi i na
BB,. Time je traZena tatka M =BB,-CC; odredena.

146. Za dve date krive II reda poznate su dve zajednicke tacke. Odrediti
ostale zajedni¢ke tacke krivih.

ReSenje. Prva kriva neka je data tackama A4, B, C, D, E, a druga — tatkama A4, B, F,
G, H. TraZe se jo§ ostale dve zajedniCke tacke; neka su to M, N. Prvo nalazimo (linearnom
konstrukcijom) druge preseke F’, D’ prave FD sa prvom odnosno drugom krivom. Parovima
F, F' i D, D’ je odredena na FD jedna involucija J. Svaka kriva Il reda koja prolazi kroz
A, B, M, N seée DF u jednom konjugovanom paru. I par pravih AB, MN je takva kriva;
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za tatku AB-FD nalazimo konjugovanu tatku u J; ona leZi dakle na MN. Ako analogno
kao sa FD postupimo, na primer, sa pravom CG, dobijamo jo§ jednu tatku na MN. Time
je prava MN odredena. Preseci prave MN sa bilo kojom od datih krivih su traZene zajed-
ni¢ke tacke.

147. Jedna kriva II reda I" prolazi kroz tacke A4, B, C, D, E, a jedan krug
kroz D, E, F. Odrediti preseke krivih.

Resenje. Neka je X promenljiva tatka na krivoj T, a X, X” tatke u kojima prave DX,
EX seku ponovo dati krug. Preslikavanje m: X’— X’ je projektivnost taCaka kruga u sebe;
ona je jednoznaéno odredena korespondentnim parovima tacaka u kojima parovi pravih DA,
EA; DB, EB; DC, EC ponovo seku krug. Krug i kriva I" seku se osim u tatkama E, D
jos i u dvojnim tackama projektivnosti .

148. Dato je pet tangenata a, b, ¢, d, e neke krive II reda i krug koji
dodiruje d i e. Odrediti ostale zajednicke tangente te krive i kruga.

Uputstvo. Dualno zadatku 147,

149. Polare jedne iste talke u odnosu na parove suprotnih stranica potpunog
detvorotemenika seku se u jednoj tadki.

Dokaz. Neka je P data tatka, a P’ presek njenih polara u odnosu na parove HK, LM
i HL, KM potpunog Cetvorotemenika HKLM. Preseci ovih pravih sa PP’ neka su A4, A%
B, B’, a preseci prave PP’ sa treéim parom suprotnih stranica HM, KL ncka su C, C’. Tacke
A, A"; B, B’; C, C’ su konjugovane u involuciji J. A iz definicije pojma polare sledi da par
P, P’ razdvaja harmoniski parove A4, 4"; B, B’, §to znadi da su P, P’ dvojne tacke involucije I
A i tatke C, C’ su jedan konjugovani par involucije, §to dokazuje teoremu.

150. Polovi prave p u odnosu na parove suprotnih temena potpunog &etvoro-
temenika su kolinearni. Koji specijalni stav se dobija ako je p beskrajna prava?

Dokaz i rezultat. Stav je dualan teoremi prethodnog zadatka. Sludaj da je p beskrajna
prava daje: Sredine dijagonala potpunog &etvorotemenika su kolinearne.

151. Pokazati da su polare centra kruga u odnosu na parove suprotnih
stranica svakog, krugu upisanog, potpunog &etvorotemenika paralelne.

ReSenje. Parovi suprotnih strana Cetvorotemenika i krug pripadaju istom pramenu krivih
II reda. Polara centra O kruga u odnosu na krug je beskrajna prava p_, a sve polare tacke
O u odnosu na krive pramena seku se u jednoj tacki, koja leZi dakle na p,,.

152, U datu krivu II reda upisati trougao ABC ¢&ije stranice BC, CA, AB
prolaze kroz tacke P, Q, R.

ReSenje. Na krivoj izabiramo proizvoljnu tacku 4; 4R neka seée krivu ponovo u B, BP
neka je see ponovo u C, a CQ neka je see ponovo u A4’. Ako A4 varira na krivoj, onda
su preslikavanja A —B, B—~ C, C— A’ tri involucije tataka krive, a njihov proizvod, presli-
kavanje 4— A’, projektivnost x, Svaka dvojna tatka ove projektivnosti odreduje po jedno
teme A trazenih trouglova. Problem ima, dakle, u opstem sluaju, dva, jedno ili nijedno
resenje.

MoZe se desiti da projektivnost m bude identitet. To je taéno onda kada je trougao
PQR autopolarni trougao za datu krivu. Zaista, ako je PQR autopolaran, onda za tacke
L=QR-BC, M=QP-BA, A, B, C, P, R vaz

(-Bs C) L; P):—l’ (B) A; R’ M)=_1
Preslikavanje tataka prave BC u tatke prave BA, kod koga su parovi B, B; C, 4; L, R;

P, M korespondentni, je dakle projektivnost. Kod ove projektivnosti zajednitka tatka B
pravih BC, BA odgovara sama sebi; projektivnost je zbog toga perspektivnost. Odavde sledi
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da se prave LR, CA, MP seku u jednoj tacki, tj. taCtka Q lezi na Cd4, odakle sledi da se
tatka A, koja je bila izabrana proizvoljno na krivoj, poklapa sa 4. U ovom slutaju pro-
blem ima bezbroj resenja.

Obratno, ako je svaka tatka A4 na krivoj teme jednog traZenog trougla, onda se poka-
zuje, iduéi u gornjem dokazu u obratnom pravcu, da je trougao PQR autopolaran.

Izvr$iti konstrukcije za svaki mogudéi sludaj.

153. Stav ,,sredine dijagonala potpunog Cetvorostranika su kolinearne* trans-
formisati pomo¢u jedne polarnosti.

Refenje. Ako je P sredina dijagonale A4A’ potpunog &etvorostranika, a @ beskrajna
tacka te dijagonale, onda je (4, A’; P, @)=—1. Imajuéi u vidu da kod polarnog preslika-
vanja harmoniski elementi prelaze u harmoniske, dobijamo transformisanjem gornjeg stava
teoremu: ,,Polare ma koje tacke u odnosu na parove suprotnih strana svakog potpunog éetvoro-
temenika prolaze kroz jednu tackw*. (Videti i zad. 149.)

154. Stav da se visine u trouglu seku u jednoj tacki transformisati pomocu
jedne polarnosti kod koje je fundamentalna kriva krug.

Uputstvo i rezultat. Ako je O centar kruga, koji je izabran za fundamentalnu krivu, a
P1, p» — polare tacaka Py, P,, onda prave p,, p, zahvataju isti ugao kao OP,, OP,. Trans-
formisani stav glasi: Normale, povucene iz bilo koje tacke O ravni trougla ABC na prave
OA, OB, OC, seku stranice BC, CA, odnosno AB u tri kolinearne tacke.

155. Normala fiksne krive IT reda u njenoj fiksnoj tacki O sede krivu po-
novo u P. OQ, OR su dve promenljive normalne tetive krive. QP seée OR u
M, a RP se€e OQ u N. Pokazati da je prava MN fiksna.

Dokaz. MN je polara tatke S=OP-QR. Preslikavanje OQ - OR je ortogonalna involu-
cija u pramenu sa centrom u O; zbog toga je preslikavanje  — R neka involucija J tadaka na
krivoj. Odavde sledi da sve prave RQ prolaze kroz jednu istu tacku. Poito je O, P jedan
konjugovan par involucije J, izlazi da je ta tacka tatka S. PoSto je tatka § fiksna, fiksna
je i njena polara MN.

156. Odrediti geometrisko mesto polova jedne fiksne prave p u odnosu na
krive II reda koje pripadaju jednom pramenu.

Rezultat. Kriva II reda T koja prolazi kroz temena A4, B, C zajednitkog polarnog tro-
temenika i kroz dodirne tacke M, N prave p sa onim krivima pramena koje dodiruju p.

Specijalno, ako je p beskrajna prava, sleduje teorema: Geometrisko mesto centara krivih
II reda nekog pramena je konusni presek [' koji prolazi osim kroz 4, B, C, M, N jo§ i
kroz sredine sranica potpunog Cetvorotemenika, Cija su temena bazne tatke datog pramena.

157. Odrediti geometrisko mesto centara krivih Il reda koje prolaze kroz
temena P, Q, R i ortocentar O trougla POR.

Resenje. Degenerisane krive pramena su tri para normalnih pravih. Involucija u kojoj
krive pramena seku beskrajnu pravu je, dakle, ortogonalna involucija; njene dvojne tacke su
apsolutno-kruZne tacke I,, I,. Krive pramena su jednakostrane hiperbole, a geometrisko mesto
centara (videti zad. 156) prolazi kroz I,, I, (jer to su tacke kojima odgovaraju u zad. 156
tatke M, N), koja je stoga krug. To je krug devet tacaka ili Feuerbach-ov (medijalni) krug
trougla PQR; on prolazi kroz Sest sredina stranica potpunog &etvorotemenika PQRO i kroz
njegove ftri dijagonalne tacke, tj. kroz podnoZne tafke visina trougla PQR.

158. Odrediti geometrisko mesto polova jedne fiksne prave p u odnosu na
krive druge klase jednog liniskog pramena. Specijalno i za slucaj da je p bes-
krajna prava.

Rezultat. Jedna prava p’, ako p nije stranica jednog zajednickog polarnog trostranika. Prave
p 1 p’ zovu se konjugovane u odnosu na dati pramen.
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Za slufaj da je p beskrajna prava sledi teorema: Geomeirisko mesto centra konusnih pre-
seka, upisanih u jedan Cetvorostranik, je prava koja prolazi kroz sredine njegovih triju dijago-
nala; a odavde teorema da su sredine dijagonala potpunog cetvorostranika kolinearne.

159. Sta je geometrisko mesto polova jedne fiksne prave p u odnosu na
konusne preseke &ije su ZiZze date tadke F, F'?

Refenje. Posmatrani konusni preseci su krive II reda koji su upisani u potpuni ¢etvoro-
stranik, Cije su stranice Cetiri prave koje apsolutno-kruZzne tacke beskrajne prave spajaju sa
datim Zizama F, F’; one pripadaju jednom homofokalnom pramenu konusnih preseka. Traze-
no geometrisko mesto je (zad. 158) jedna prava p’. Ako je A=p-FF’, a A’ ¢etvrta harmoniska
tatka za tatke F, F’, A, onda p’ prolazi kroz A’. Par apsolutno-kruznih tacaka je jedna dege-
nerisana Kkriva pramena; zato ovaj par tafaka razdvaja harmoniski par beskrajnih tadaka
pravih p, p’, odakle sledi p | p’. Time je prava p’ odredena. 3

160. Pokazati da se krive Il reda jednog homofokalnog pramena, koje
prolaze kroz istu taku 7, seku u ovoj tadki ortogonalno.

Dokaz. Parovi tangenata, povucenih iz T na krive datog pramena su konjugovani u
jednoj involuciji J. Jedan konjugovan par u J pretstavljaju i prave koje 7" spajaju sa apso-
lutno-kruznim tatkama (jer par apsolutno-kruznih taaka je degenerisana kriva pramena), tj.
izotropne prave. Involucija J je, prema tome, inverzna kongruencija pravih. U njoj su dvojne
prave normalne, a to su tangente dveju krivih pramena koje prolaze kroz T.

161. Dualizovati zad. 156. Specijalno za homofokalni pramen.

Resenje. Anvelopa polara tatke P u odnosu na jedan (liniski) pramen krivih II klase
je konusni presek I’ koji dodiruje zajedni¢ki polarni trostranik abc i ¢vojne zrake m, n u
involuciji parova tangenata, povulenih iz P na krive pramena.

Specijalno, ako je pramen homofokalan, jedna stranica polarnog trostranika abc je bes-
krajna (na njoj leze naime apsolutno-kruzne tacke), na primer ¢; a druge dve — bududéi da
njihove beskrajne talke razdvaja par apsolutno-kruZnih tadaka harmoniski — uzajamno su
normalne, znaci a | b. Osim toga je m | n (zad. 160). Kriva I" je, dakle, parabola koja do-
diruje ose a i b krivih pramena i tangente m, n onih krivih pramena koje prolaze kroz P.

162. Pokazati da je geometrisko mesto centara krivih II reda, koje prolaze
kroz C&etiri tacke jednog kruga, jednakostrana hiperbola.

ReSenje. Krive obrazuju pramen koji beskrajnu pravu p, se€ec u involuciji. Jedan konju-
govan par su i apsolutno-kruzne tacke — preseci kruga i p,. Zato dvojne tatke involucije
odreduju dva normalna pravca. Odavde i iz zad. 156 sledi gornja teorema.

163. Sta je geometrisko mesto talaka, iz kojih se sve krive II klase jednog
tangentnog pramena vide pod pravim uglom?

Refenje. Parovi tangenata, povudeni iz jedne tatke P na krive pramena, obrazuju konjugo-
vane parove u jednoj involuciji J. Uslovu zadatka odgovaraju one tacke P za koje je involucija J
ortogonalna. A involucija je ortogonalna ako ima dva ortogonalna konjugovana para. Do-
voljno je, znaci, naéi one tacke P iz kojih se bilo koje dve krive iz posmatranog pramena
vide pod pravim uglom, na primer bilo koje dve od tri postojece degenerisane krive. TraZeno
geometrisko mesto pretstavljaju, dakle, dve tatke—preseéne tatke krugova, &iji su dijametri
dijagonale cCetvorostranika u koji su krive pramena upisane (vidi zad. 55; ovim je ponovo
dokazano da ovi krugovi pripadaju jednom pramenu krugova) — ako nijedna stranica &etvoro-
stranika nije beskrajna. A ako je jedna od tih stranica beskrajna, dobijamo teoremu: Sve
parabole, upisane u jedan trougao, vide se iz njegovog ortocentra, i samo iz njega, pod pravim
uglom.

164. Ortocentri svih trouglova koje grade bilo koje tri stranice jednog pot-
punog cetvorostranika leZe na zajedniCkoj radikalnoj osi r krugova ¢&iji su
dijametri dijagonale tog &etvorostranika.
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Dokaz. Sve talke iz kojih se parabola, upisana u dati Cetvorostranik, vidi pod pravim
uglom, leze na jednoj pravoj (zad. 80), a poSto su dve od njih na r (zad. 163),to je bas r ta
prava. A ta parabola je upisana i u svaki od pomenutih trouglova, pa se vidi pod pravim
uglom (zad. 163) iz njihovih ortocentara, koji prema tome leze na r.

165. Konstruisati direktrisu parabole, upisane u dati Cetvorostranik.

Rezultat. Prava r prethodnog zadatka.

166. Odrediti geometrisko mesto ortocentara svih trouglova opisanih oko
jedne fiksne parabole.

Rezultat. Direktrisa parabole.

167. DuZ koju dve fiksne tangente ¢; ¢, neke krive II reda I' isecaju na
jednoj promenljivoj tangenti ¢ vidi se iz svake ZiZe krive pod konstantnim uglom.

Dokaz. Posmatramo Cetiri fiksne tangente na T": ¢, t, i FI,, FI,, gde je F ZiZa, a I,
I, apsolutno-kruzne tacke ravni. Promenljiva tangenta ¢ neka sete ¢, u T, a ¢, u T,. Presh-
kavanje FT, » FT, je jedna projektivnost x. Preseci pravih FT,, FT, sa p,, su zato korespon-
dentni opet u jednoj projektivnosti, a u njoj su /;, I, dvojne tacke; u 7 su dvojni elementi,
dakle, izotropne prave FI,, FI,. Preslikavanje 7 je stoga direktna kongruencija pravih u
pramenu sa centrom u F, ¢ime je stav dokazan.

168. Neka je AB proizvoljna tetiva i C njen pol u odnosu na dati konusni
presek I' Ciji je jedan fokus F. Pokazati da FC polovi ugao AFB.

ReSenje. Neka je D presek direktrise ¢ u odnosuna F (polare od F)sa AB, a D’ presek
pravih FC 1 AB. Prave FC, FD su konjugovane u odnosu na [ i zato normalne, 4 i
B su dvojne tatke u involuciji na pravoj AB konjugovanih tadaka u odnosu na T'; zato j¢
(A, B; D, D")y=—1. Iz (FA, FB; FD, FD')=—1 1 FD | FD’ sledi da je FD'=FC simetrala
ugla AFB.

169. Date su ose simetrije @, b, tangenta f i njena dodirna tacka T konus-
nog preseka I'. Konstruktivno odrediti centar oskulatornog kruga krive I' u
tacki T.

Refenje. 1. metoda. Posmatrajmo homofokalni pramen kome pripada I'. Neka je I';
jedna kriva pramena koja ne prolazi kroz 7. Tangente iz 7 na ') neka su ¢, t,, a Ty, T,
njihove dodirne tacke. Prave ¢,’, t,’, koje su konjugovanc sa f, odnosno sa #, u odnosu na
posmatrani pramen, prolaze kroz 7; odnosno 7, i normalne su na ¢, odnosno ¢, (zad. 159).
Onda su i 7,, ¢, konjugovane sa ¢,’, odnosno f,” u odnosu na taj pramen; prava ¢, (f,) je
dakle geometrisko mesto polova prave ¢,” (r,") u odnosu na krive pramena. Sledi da su prave
1, t, polare tatke T=t,-f, u odnosu na dve krive pramena, odakle proizilazi (zad. 161)
da su one dve tangente parabole 1I, koja dodiruje prave a, b i tangentu ¢ i normalu n
krive I" u tacki 7. Ako se tatka T, krive neograniteno priblizava tacki T,, tj. T,=T,=T,
dobijamo za grani¢ni poloZaj preseka pravih ¢,’ i 7, dodirnu tatku C prave n sa parabolom
II. Tatka C je traZeni centar krivine krive I’ u tacki 7.

Centar krivine C moZemo konstruktivno odrediti pomoéu Brianchon-ove teoreme, nala-
zeéi za parabolu, upisanu u Cetvorostranik abtn, njenu dodirnu talku sa pravom n.

I[I. metoda. Iz zad. 100 sledi da zajednicke tetive bilo kojeg konusnog preseka I' i
kruga k, uzete dve po dve, obrazuju sa osama krive I' jednake uglove. Neka se M i & seku
u tackama A4, B, C, D, i neka A = B= C, tj. krug £ neka je oskulatorni krug krive I' za tacku
A. Onda tangenta t=A4B na I u A i tetiva CD obrazuju jednake uglove sa osama krive I
Simetrala duzi CD sete normalu na tangentu ¢ povucenu u A4, u tatki S koja je centar
oskulatornog kruga k.

Ako je, dakle, data tangenta ¢ krive I' i njen dodir 7, crtamo pravu koja sa osama q, b
zahvata iste uglove kao ¢ i koja prolazi kroz 7; onda odredujemo njen drugi presek D sa T.
Simetralu duzi 7D setemo normalom podignutom na ¢ u 7. Prese¢na tacka je traZeni
centar oskulatornog kruga.

Ove metode su upotrebljive samo onda kada T nije neko teme krive I'. Ako je T teme,
upotrebljavaju se poznate metri¢ke metode.
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170. Odrediti polupreénik krivine hiperbole u datoj tacki, ako su date i
njene asimptote.

171. U koliko oblasti deli projektivnhu ravan n pravih u opStem poloZaju?

ReSenje. n—1 pravih neka deli ravan u N, _, oblasti. Ako dodamo jo§ jednu pravu, tj.
n-tu, onda ona sete prvih n—1 pravih u n—1 tafaka; ona, znaci, prolazi kroz n—1 oblasti,
od kojih svaku deli na dva dela. Prema tome vaZzi

Np=Ny_;+n—1, ili Np—Ny_y=n—1,
odakle iz
N,,—’]\f1+(N2—N1)+(N3~N2) "f’""*‘(Nn_Nn—l)’ i le"l
sleduje

N,,=1+[1+2+3+---+(n—1)]=1+('2’).

172. U projektivnoj ravni je dato n tadaka u opStem poloZaju. a) Koliko
pravih prolazi kroz te take? b) U koliko tafaka, osim u datih n tataka, se
seku te prave? ¢) Dualizovati.

ResSenje. a) Svaki par tafaka odreduje po jednu pravu. Ima, znadi, toliko pravih na
koliko se nacdina mogu izabrati po dve tatke od n datih, tj. broj pravih jednak je broju
kombinacija klase 2 od n elemenata. Kroz » tafaka prolazi (g) pravih —— potpuni n-temenik
ima (g) stranica.

b) One tacke u kojima se seku posmatrane prave, a razli¢ite su od » datih tacaka, zovu
se dijagonalne tacke potpunog n-temenika, ¢ija su temena date n tatke. Svaku pravu p —
stranicu potpunog n-temenika — seku ostale ('2')—1 prave u (’2’) —1 talka. Dve od njih
su temena, kroz koje prolazi po n—1 stranica, ukljutujuéi tu i samu pravu p; znaci, kroz
svako teme prolaze osim stranice p jo§ n—2 stranice. Na pravoj p imamo, prema tome,
(’2' —1—2 (n—2) dijagonalnih tataka. Na svim stranicama ima ih

L2004 e n -5 ()

173. Konstruisati dvojne tacke projektivnosti talaka ravni u sebe, ako je
data jedna dvojna tatka 4=4' i dva korespondentna trougla BCD i B’ C'D’.

Resenje. U projektivnosti pravih sa zajedni¢kim centrom A= A4’, definisanoj sa AB— A’B’,
AC— A'C’, AD— A’D’, konstruiSemo dvojne prave m, n. Data projektivnost tataka ravni
u sebe inducira na m (i na n) jednu projektivnost, u kojoj je A=A’ dvojna tac¢ka; linearnom
konstrukcijom odredimo drugu dvojnu tatku M na m (i N na n). Dvojne tatke date projek-
tivnosti ravni su 4, M, N.

174. Pokazati kakvo je specijalno preslikavanje kolineacija 1zmedu dve ravni
o i o', ako se kod nje preslikava: a) dati paralelogram ravni ¢ u dati para-
lelogram ravni ¢'; b) dati kvadrat u dati kvadrat; c) pravi uglovi ravni ¢ u
prave uglove ravni ¢'; d) dati krug k& ravni ¢ u dati krug k' ravni ¢’ i centar
kruga k u centar kruga k’; €) krugovi ravni ¢ u krugove ravni o’.

Upuatstvo i rezultati. a) Beskrajna prava ravni o preslikava se u beskrajnu pravu ravni
o’. Kolineacija je afino preslikavanje.

b) Ortogonalna (apsolutna) involucija beskrajne prave u o transformife se¢ u ortogonalnu
involuciju beskrajne prave ravni o’ (smerovi stranica kvadrata i njegovih dijagonala su dva
para ortogonalnih smerova), znaCi apsolutno-kruZne tatke jedne ravni prelaze u apsolutno-
kruZne tatke druge. Kolineacija je slicnost.

¢) Sli¢nost.

d) Beskrajne tacke dijametara kruga k& prelaze u beskrajne tacke dijametara kruga k7,
znali beskrajna prava p. ravni ¢ u beskrajnu pravu ravni o’; sledi da i apsolutno-kruzne
tatke (presek kruga k i p,) ravni o prelaze u apsolutno-kruZne tatke ravni o’. Kolineacija
je dakle slicnost.

e) Sli¢nost.
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175. Jedna sli€nost ¥ ravni ¢ je data sa dva korespondentna para tadaka
A, A'; B, B’. Konstruktivno odrediti kona¢nu dvojnu tacku sli¢nosti .

Resenje. Sli¢nost je specijalno projektivno preslikavanje. U pramenima pravih sa centrima
u A, A’ ona inducira projektivnost, Ciji se korespondentni zraci seku na jednoj krivoj II reda,
koja prolazi kroz tatke 4, 4’, C=AB-A’'B’ i kroz apsolutno-kruZne tatke ravni o; kriva je
dakle krug opisan oko trougla 44’C. Analogno, korespondentni zraci u projektivnim prame-
novima pravih sa centrima B, B’ se seku na krugu, opisanom trouglu BB‘C. Ova dva kruga
seku se osim u C, jo§ u jednoj tacki M. Slika tacke M u sli¢nosti 3 leZi i na pravoj 4A'M
i na pravoj B'M; ona se preslikava, dakle, u sebe. M je traZzena dvojna tacka sli¢nosti 3

176. Afino preslikavanje je specijalno projektivno preslikavanje tacaka jedne
ravni = u tacke druge ravni =, u kome se beskrajna prava ravni = preslikava
u beskrajnu pravu ravni =’. Na osnovu toga pokazati da za afina preslikavanja
vaZi: a) korespondentni nizovi su sli¢ni; b) odnos povr§ina dva paralelograma
(dve pravoliniske, dve krivoliniske figure) ne menja se.

177. Jedna homologija je data svojim centrom, svojom osom 1 beZnom pra-
vom j. Nacrtati slike (tacke, tangente) kruga, koji: a) sefe pravu j; b) dodiruje
pravu j; c) sa pravom j nema zajednifkih talaka.

Rezultati. a) Hiperbola; b) parabola; c) elipsa.

178. Primenom centralne kolineacije (homologije) odrediti take i tangente
konusnog preseka I', kome su date tacke A4, B, C, D i tangenta a u A.

Resenje. KonstruiSemo krug k& koji dodiruje @ u 4 i prolazi kroz B. Odredujemo jednu
homologiju x u kojoj ¢e se krug k& preslikati u kriva I'. Za centar O homologije izabiramo
tatku A; tangenta @ kruga & u A preslikade se onda zaista u tangentu krive I’ u 4. Drugim
presecima C;, D; pravih AC, AD sa k odgovaraju u x tacke C, D; osa o homologije x pro-
lazi dakle kroz talku CD-C,D;. Tako moZemo nacrtati osu ¢=B-(CD-C; D,). Sa centrom
0O, osom o i jednim korespondentnim parom, na primer C,, C, homologija x je potpuno odre-
dena. Nalazeéi, u ovoj homologiji, slike raznih taaka i tangenata kruga &, dobijamo tacke
i tangente konusnog preseka I,

179. Pomoéu homologije konstruisati krivu II reda I'" koja dodiruje date
prave a,b u tatkama A4 odnosno B i prolazi jo§ kroz datu tacku C.

Resenje. 1. metoda. Specijalan slu¢aj prethodnog zadatka.

1I. metoda. KonstruiSemo jedan krug &, koji dodiruje prave a, b. Ako je bar jedna od
tataka A4, B u konacnosti, izaberimo je za dodir kruga k i prave @ odnosno b. Neka u datom
sluaju to bude tatka A. Tatku O=a-b izabiramo za centar jedne homologije x koja k
preslikava u I'. Onda tatka 4 odgovara sama sebi; osa homologije prolazi dakle kroz A.
Dodir B, kruga k sa b odgovara tatki B. Neka je C; jedan od preseka prave OC sa k; onda
u x tatki C; odgovara tatka C. Osa homologije prolazi, znali, kroz tatku BC-B, C;. Time
Jje homologija y odredena.

Posmatrati i metricke specijalne slucajeve, kada su jedan ili dva od datih elemenata
beskrajni.

180. Pomo¢u homologije odrediti naredne tafke i tangente konusnog pre-
seka I', kome su date tangente a, b, ¢ i dodirne tatke A, B na a, b.

Uputstvo. Ako je talka A u kona&nosti, konstruifemo krug k koji dodiruje prave a i c,
a njegov dodir sa a je u A. Odredi¢cemo jednu homologiju x koja ée krug k preslikati u
krivu I'. Neka je B, jedan od preseka kruga k sa pravom koja tatku O=g-c spaja sa B, a
b, tangenta kruga k u tatki B;. Onda homologija x sa centrom u O i osom o=4A-(b-b)),
kod koje je B,, B jedan korespondentan par, preslikava k u T.

181. Podesno izabranom homologijom odrediti naredne tacke i tangente
konusnog preseka I' kome su date tri tatke A, B, C i oskulatorni krug k za
tacku A.
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ReSenje. Odredicemo jednu homologiju x koja ¢e dati oskulatorni krug & preslikati u
krivu I'. Krug k i kriva I’ moraju imati u A bar trojni presek, tj. moraju imati tri ,,bes-
krajno bliske* zajednitke tatke. Centar homologije izabiramo u A; krug k i preslikana kri-
va imaju onda u A zajedniCku tangentu, dakle dvojni presek, dok su druge dve zajednicke
tatke — presetne tatke ose o homologije x i kruga k. Treba, dakle, homologiju x izabrati
tako da osa prolazi kroz O = 4. TraZena homologija, znac¢i, ima za osu pravu koja spaja
tatke A i BC-B, C,, gde B,, C; znale druge preseke kruga k sa AB odn. AC. Centrom O,
osom o i jednim korespondentnim parom, na primer B;, B, homotetija x je odredena.

Posmatrati i sledeée specijalne slucajeve: a) mesto tacaka B, C data je tangenta sa
dodirnom tatkom B; b) ako je u sluCaju a) tatka B beskrajna; c) ako je u sluaju b) jo§
1 tatka A4 beskrajna.

182. Konusnom preseku I' su date cetiri tacke A4, B, C, D i tangenta a u
A. Pomoéu homologije odrediti oskulatorni krug krive I' za tadku A.

Refenje. Uzimamo bilo koji krug 4’ koji dodiruje pravu a u 4 i jednu homologiju x’
koja krug k° preslikava u I'. Neka su B, C’, D’ drugi preseci kruga k" sa AB, AC, AD.
Centar O homologije x’izabiramo u A, a za osu pravu o' =(BC-B’C’)-(CD-C’D’). Ako prava
o’ prolazi kroz A4, onda je k' vec traZeni oskulatorni krug (vidi zad. 181). A ako to nije
slu€aj, povlatimo kroz tatku A=0 pravu o, paralelnu sa o’; njeni preseci sa BC, CD neka
su L, M. Kroz L povla¢imo pravu paralelnu sa B'C’, a kroz M pravu paralelnu sa C’D’;
njihov presek neka je C,. KonstruiSemo krug k& koji dodiruje @ u 4 i prolazi kroz C,. To
je -traZeni oskulatorni krug. Dokaz: Lako se uvida da C, leZi na AC. Trougao B, C,D,,
gde je B,—=AB-LC,, D,= AD-MC,, je homoteti¢an sa trouglom B’C’D’ sa centrom homotetije
u A; kod iste homotetije prelazi krug £” u krug k,, koji prolazi kroz tatke A, B,, C,, D,
i dodiruje @ u A4.Ovaj krug k, je dakle ba§ krug k; a njegove tatke 4, B,, C;. D; i tan-
genta a preslikavaju se kod homologije ¥, ¢iji je centar tatka A4, osa — prava o, a C;, C
jedan korespondentan par tacaka, u tacke A4, B, C, D i utangentu ¢ krive I'; komologija x
preslikava, prema tome, krug & u krivu I'. PoSto osa o homologije x prolazi kroz A4 (zad. 181),
imaju krug k£ i kriva ' u A tri zajednitke tacke, pa sledi da je %, zaista, oskulatorni
krug krive I' u tacki A.

II. ANALITICKA METODA

183. Tadke A, B, E neke prave ¢ije su homogene koordinate u jednom
projektivnom (ili afinom) koordinatnom sistemu (a,, @,), (b;, b,), (¢;, €,) uzimamo
za bazne tacke i za jedini¢nu tacku jednog novog projektivnog koordinatnog
sistema. Odrediti transformacione jednacine koordinata tadaka.

Refenje. Proizvoljna tatka X neka ima u starom sistemu koordinate x,, x,, a u novom
X", x,”. Onda je

X, 1x, =(A, B; E,X)=@ :@,
(BE) (BX)
gde simbol (MN) znadi determinantu &ije su vrste stare koordinate tataka M, N. Dakle
’ a, a, ) iy
I P 1% X
ho Bl \epEcER
" i (1 b
ili
ia, a,} 'b, b by bz lar a
(]) xl’:x2’: L 3 R el 2 1 2 " ]
€ €] X X € € Xp Xy

184. Na svakoj od dve prave p, p’ dat je po jedan koordinatni sistem. Naci
jednadine projektivnog preslikavanja tadaka prave p u tafke prave p’, u kojem
tackama (a, a,), (by b,), (e, e;) prave p odgovaraju respektivno tagke (1, 0),
(0, 1), (1, 1) prave p’.

Rezultar. Koordinate x,, x, originalne tatke X vezane su sa koordinatama x,’, x,” njene
slike X’ jednadinom (1) prethodnog zadatka.
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185. Date su tacke O, X, Y, U, V jedne ravni. Izraziti dvojni odnos
pravih OX, OY, OU, OV kao funkciju koordinata tih pet tacaka.

Resenje. U nekom projektivnom koordinatnom sistemu su date koordinate
(0y, 05, 03)5 ... , (v, vy, vg) tacaka O, ..., V.

SluZicemo se uobifajenom vektorskom simbolikom. Tako ¢e nam, na primer, 4 znaéiti
uredenu trojku koordinata (¢;, a,, @;); formalno izralunati vektorski proizvod [XY] — kao
da su projektivne koordinate tacaka X, Y pravougle koordinate dvaju vektora X, Y u pro-
storu — daje nam projektivne koordinate prave XY; anulirani formalno izratunaii skalarni
proizvod [UV]-X=0 daje nam analitiCki uslov za incidentnost tatke X sa pravom [UV] itd.

Posto su prave x=0X, y=0Y, u=0U, v =0V kopunktualne, postoje takvi skalarj 2;, u,;
Xy, po da vaii
) A [0X]+p, [0Y]=[0U], 2, [0X]+p, [0Y]=[OV].

Xy N
Trazeni dvojni odnos (x, y; 4, v) je jednak odnosu ‘—f : j Treba naéi u (1) izraze A;/[u,
o 1
i &,/1,. MnoZenjem prve jednacine (1) skalarno sa Y, a onda sa X, dobijamo — koristeci
vektorski identitet [0X]- Y =(0XY) — jednacine

A, (0XY)=(0UY),  p,-(0YX)=(OUX),

odakle

A ouUY
®) s SR

My (0OUX)
Na analogan nadin dobijamo

Ay ovy)
©) 2

B (OFX)

1z (2), (3) sleduje
2 by _(OVY) (OUY)

(X, Y 4, "); {\7 . o e T T
1y 1y (OVX) (0UX)

ili
(OXU)  (0OXV)

(0X, OY; OU, OV)= : :
(OYU) (OYV)

gde simbol (4BC) oznaluje determinantu Cije su vrste koordinate tataka A4, B, C.
Izvodenje je izvrSeno pri pretpostavci da tacke O, X, Y nisu kolinearne. A koliki je
dvojni odnos ako su one kolinearne?

186. Pokazati da transformacione jednadine koordinata tacaka jedne prave
pri prelazu na novi sistem, u kome su tacke A (a;, a,), B (b,, b,) fundamentalne.
a tacka E(e; e,) —- jedinitna tacka, moZemo napisati u obliku

xi=(EB)- aix;" +(AE)- b;x,’ (i=1, 2),

gde simbol (MN) znaCi determinantu ¢&ije su vrste stare koordinate tacaka
M, N. Zatim resiti ovaj sistem jednaéina po Xx;.
Rezultat.
B GB) . (AX)_ 4E)-(BX): (BE)-(4X),
(EB) (AE)

§to se slaZe sa jednacinom (1) zadatka 183.

187. Na¢i jednadine projektivnog preslikavanja tataka prave p u tacke prave
p's u kome datim tackama A (a,, a,), B(by, by), C(cy, ¢;) prave p odgovaraju
respektivno tadke A’ (e, a,’), B (b, b)), C'(¢i, ¢;’) prave p'.

Resenje. Koordinate a;, b;, ¢; tataka 4, B, C odnose se na jedan dati koordinatni sistem
na p, a koordinate a;’, b;/, ¢;;/ — na jedan dati koordinatni sistem na p’. 1 na jednoj i na
drugoj pravoj izabrademo nove koordinatne sisteme, i to takve da tatke 4, B budu funda-
mentalne, a C — jediniéna tatka novog koordinatnog sistema na p, a tatke A’, B’ funda-
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mentalne, a C’ — jedini¢na tatka novog koordinatnog sistema na p’. Stare i nove koordi-
nate iste talke na p obeleziéemo sa x; odnosno x;*, a stare i nove koordinate iste tacke
.na p’ sa x;/ odnosno x;"*. Imamo dakle (zad. 186)

(1) x;=(CB)-ayx;* + (AC)-bix,*, x{ =(C'B’)-af x,"* +(A'C")- by x,"* g1 RY

Jednagine datog preslikavanja u novim koordinatama glase x;,"* =x,*, x,”* = x,*. Da bismo
dobili jednacine preslikavanja u starim, prvobitno datim koordinatama, reSi¢emo drugi sistem
(1) po x;/*; dobijamo (zad. 186)

G (X' B) - A’ X"
(P e

e ISR

Ove vrednosti za x;'*, zbog x;*=x;*, unosimo u prvi sistem (1), pa izlazi

(CB) (AC) L
@ AL R A XY b (i=1,2).
® e . ’)a'+(A’C’)( RSB
Analogno dobija se

(C'B) L. GEY , L
3 oy i« {X B (A X)-b; =T
3 X; CB) (XB)-q A0 (AX)-b (@ )

Jednadine (2) odnosno (3) su traZene transformacione jednacine. Jednaéine (3), na primer,
potpuno ispisane glase

!cl’ ¢y | ‘al’ a,’
;o ; A
. 1b by l X1 X s, 16 Co a, a, by i~ 1.2
e A R e TR
(Tl b a, a,! !
by by Gy Cy

188. Pokazati da sva projektivna preslikavanja tafaka jedne prave u sebe,
koje ostavljaju dve tacke prave nepomicnim, obrazuju grupu.

Uputstvo. Date dve taCke izabrati za fundamentalne tatke koordinainog sistema.

189. Pokazati da se tacke apstraktne projektivne realne ravni mogu realizovati
kao krugovi i prave Euklidove ravni koje prolaze kroz jednu fiksnu tacku O.
Na koji paéin je realizovana projektivna prava u ovoj interpretaciji? Kako
glasi Pappus-ov stav u ovoj interpretaciji?

Resenje. 1° Neka je M mnoZina taéno odredenih elemenata, koji mogu biti ma kakve
prirode. Ako za elemente mnozZine M vaZi: 1) svaki element mnoZine M odreduje jednu
uredenu trojku realnih brojeva (%, X,, X), razlifitu od (0, 0, 0); 2) svakoj uredenoj trojki
realnih brojeva (X, k,, X3), razliitoj od (0, 0, 0), odgovara jedan element mnoZine M;
3) ako je jedan element iz M odreden trojkom (X% A,% 24%), onda i trojka (pX,°, o 2,° p 2,0),
za svaki realni p#0, odreduje isti element — onda mnozina M realizuje apstraktnu realnu
projektivnu ravan.

Ako je O zadata fiksna tatka Euklidove ravni, onda sve krugove i prave koje prolaze
kroz O odreduje jednadina

) Ry X+ 2g Y+ 23 (2+y%=0,

ako su x, y pravougle Dekartove koordinate ta¢aka Euklidove ravni sa koordinatnim po-
Cetkom u O. Ako 1,, X,, 3 uzimaju sve mogude realne vrednosti, krive (1) obrazuju
elemente neke mnoZine M, za koje je lako proveriti da za njih vaZe gore nabrojene osobine
1), 2), 3); pri tome u mnoZinu M spada i tatka O (krug radijusa 0), kao objekt koji u
posmatranoj realizaciji odgovara tatki (0, 0, 1) apstraktne ravni. Znadi, krive (1) zaista
pretstavijaju jednu realizaciju taaka realne projektivne ravni.

2° Ako su (a,, a., as), (by, by, by) dve tatke apstraktne projektivne realne ravni, onda
su taCke A - (a;, a;, ag)+1n - (by, by, b)) = a;+nb;, la,+pb,, raz+pby), gde kin
uzimaju sve mogudée realpe vrednosti — sa jedinim jzuzetkom da ne bude k=p =0 — taéno
sve tacke projektivne prave koja je odredena tim tackama. U naSoj realizaciji tackama pro-
jektivne prave odgovaraju krive

(eay +1by) x +(hay +1by) y +(hay +1by) (x* +y%) =0,
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ili
Mayx+ayy+ag(xX®+y>)]+n[byx+b, y+bs (x2+y?)]1=0,

dakle pramen krivih (1).

3° Pappus-ov stav glasi: Ako su tacke 1, 2, 3, kao i tacke 17, 2°, 3/, kolinearne, onda su
kolinearne i tacke (1-29)-(1”-2); (1-39)-(1°-3); (2-3)-(2’-3). U na8oj realizaciji kolinearnim
tackama apstraktne ravni odgovaraju krugovi (ili prave) koji prolaze kroz O i pripadaju jednom
pramenu. Za Pappus-ov stav dobijamo u posmatranoj realizaciji, dakle, ovu teoremu: Neka
su O, P, P’ tri tacke; k,, k,, kg neka su tri kruga koji prolaze kroz O, P, a k', k', ky'—tri
kruga koji prolaze kroz O i P’; parovikrugova &, ky's k', ko3 ky, ky's ky', kas ko, ky's ks, ks
seku se osim u O jo§ u tackama Py,, Psy, Pys, Psys Pog, P3a. Onda se krugovi, opisani oko
trouglova OPy, Py,, OPy3 P3;, OPy3 Py,, seku osim u O jo§ u jednoj zajedni¢koj tadki,

190. Date su koordinate talaka A,, 4,, A3, E, medu kojima nema tri koje
su kolinearne. Nadi transformacione jednacine koordinata tadaka za prelaz iz
datog sistema u novi koordinatni sistem, &iji koordinatni trougao je trougao
A Ay A;, a E — jedini¢na tacka.

Resenje. Za koordinate x;’, x,’, x;,” bilo koje tacke X u odnosu na novi koordinatni

sistem vaZe relacije, koje pomoéu vektorske simbolike (videti zad. 185) moZemo napisati u kon-
denzovanom obliku

1 X=x," 0y A;+X, -0y- Ay + X3'- 03+ A3}

konstante o; treba izabrati tako da ¢e tacka E u novom sistemu imati koordinate (1, 1, 1),
dakle da bude

2) E=1l-0pA;+1-05-Ay+1:05-A4;.
Jednadina (2) je krace napisan sistem linearnih jednadina po o,, 5, 5,. MnoZenjem jednaline
(2) sa [A4,4,], [4;4,], [4,A4,] — ili primenom Cramer-ovog pravila — sledi
_(Edydy)  _ (LEA)  __ (MA,E)
= ¥ 8% WL e e ]
(AIAZA&) (A1A2A3) (A1A2Aa)
Ove vrednosti za o; unosimo u (1) i odbacujemo zajednicki faktor 1/(4,4,4,), pa dobijamo
3) X=(EAyAy)-Ay-xy + (A EAy)-Ay-xy" + (A A E) - Ay - x4,

ili, ako ovu jednacinu napiSemo potpuno, zamenjujuéi X sa koordinatama x,, x,, x; A4; sa -
koordmatama (@, aj, a) (i=1,2,3), a vrednosti determinanata (EdyAs), (A,EA,), (A, A,E)
obelezimo sa ey, ey, e;,, Sistem

9

Xy =eyyayt Xy ey rad Xy tegyay® xy
Xo=€yy- Ayt Xy + g1 Ay2 Xy +€15-a,% X4
Xg=0y3-ay" X"+ ey -a2-X," +e,-a,3 x5,
To su traZene transformacione jednacine, koje vezuju stare koordinate x; i nove koor-
dinate x;” jedne iste tacke ravni.

191. Na¢i |transformacione Jednacme projektivnog preslikavanja taaka jedne
ravni = u take druge ravni =’, u kome talkama

A(ay, a5, a3), B(by, by, b3), Clcy, ¢y, ¢3), D(dy, dy, d3)
ravii © odgovaraju respektivno tacke
A’ (@), af, a3), B (b, by, by), C'(c), ¢y &), D' (dy dy', dy)
ravni ='. Pri tome medu tatkama A, B, C, D, kao i medu tackama A’, B, C’, D',
nema tri koje bi bile kolinearne.

Rezultat. qurdmate a;, b;, ¢;, d; tdLaka A, B, C, D odnose se na jedan dati koordi-
natni sistem rayni «, a koordinate g, &/, c,, dy tataka A4’, B, C’, D’ — na jedan dati
koordinatni sistem u ravni x’. Na dnalogdn nacin kao u zad. 187 se dobija

xi'&@'_ﬂ) (XBC) - q; +(L’_C_) (A XC)-b,-’+—(A BID)-(ABX)-C,-’ (i=1,2,3),
(DBC-) (4D C) ( )

gde su x;, x;” koordinate korespondentnih tacaka, a sa X je oznaCena uredena trojka (x;, X,, X3).

15 Zbornik matematidkih problema III
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192. Prave a;;x+a,,y+ai3=0 (i=1, 2, 3), koje ne prolaze kroz jednu
istu tacku, stranice su koordinatnog sistema, a tagka (x,, y,) — nova jedini¢na
tatka. Naéi transformacione jednadine za koordinate tadaka.

Resenje. Za nove koordinate x;” vazi
X/ =pi(@j x+a;, y+apy) (=1, 2, 3),

gde jo§ nepoznate konstante p; treba izabrati tako da za x=x,, y=y, dobijamo x,’=x, =
=x3" =1, dakle o;=1/(a;, xo +a;, yo+a;3). TraZene jednaline glase

o At Ch Ve
i

Dtz 5
Qjy Xo +aj3 Yo a3

Vazi li ovaj rezultat i onda kada su x, y nehomogene projektivne koordinate?

193. P je proizvoljna tacka; AP, BP, CP seku stranice BC, CA, AB trougla
ABC u D, E, F, a prave EF, FD, DE seku BC, CA, AB u X, Y, Z. Pokazati da
su tacke X, Y, Z kolinearne.

Dokaz. Trougao ABC uzimamo za koordinatni trougao, a tatku P kao jediniCnu tacku

jednog projektivnog koordinatnog sistema. Onda tacke X, Y, Z imaju respektivno koordinate
©,1, -1, (1,0, —1), (1, —1, 0). Koordinate ovih tataka zadovoljavaju jednadinu

X;+ X, +X3=0,

Sto znali da tacke X, Y, Z zaista leZze na jednoj pravoj.

194. Dokazati analiticki Desargues-ov stav o perspektivnim trouglima.

Uputstvo. Jedan od trouglova izabrati za koordinatni trougao, a tafku, u kojoj se seku
prave koje spajaju homologna temena oba trougla, za jediniénu tatku koordinatnog sistema.
Onda su temena drugog trougla tatke (x;, 1, 1), (1, X,, 1), (1, 1, 2,).

195. A4, A, A; i B; B, B; su dva takva trougla u jednoj ravni da se prave
AB, A,B; A3B, seku u jednoj tacki, a isto tako i prave A; B3 A,B, A3B;;
pokazati da se onda i prave A,B, A4,B; A3B; seku u jednoj tacki.

Uputstvo. Trougao 4, A, A, izabrati za koordinatni trougao, a za jedini¢nu talku presek
pravih 4,B,, A,B,, A;B,; onda koordinate temena B,, B,, B, trougla B, .B, B; moZemo pisati
u obliku (,, I, 1), (1, 1, 2y), (1, &,, 1), gde su parametri &,, X,, A, vezani uslovom da prave
A,B;, Ay,B,, A,B, imaju jednu zajedniCku tacku. Dobija se 2, Ay X, =1.

196. Sest stranica potpunog &etvorotemenika seku stranice svog dijagonalnog
trougla u njegovim temenima i u jo§ Sest tadaka. Pokazati da su ovih Sest
tataka temena jednog potpunog Cetvorostranika koji ima isti dijagonalni trougao
kao zadati &etvorotemenik.

Uputstvo. Tri temena datog potpunog Cetvorotemenika izabiramo za temena koordinat-
nog trougla, a Cetvrto teme za jedini¢nu tacku.

197. Analiticki reSiti zadatke 19, 20, 21, 22,

198. Kako glasi jednalina beskrajne prave u baricentriénim koordinatama?
ReSenje. Projektivne koordinate su baricentriéne ako je jedini¢na tatka teZiSte koordi-
natnog trougla. Beskrajna prava je u tom sluaju jediniéna prava, tj. prava Xx;+X,+x3=0.

199. Kakvo je: a) geometrisko; b) mehani¢ko znalenje baricentri¢nih koor-
dinata?
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ReSenje. a) Koordinatni trougao neka je trougao A; A, A, a njegovo teZite — jedini-
¢na tatka E. Prave A4, E, A, E, A3 E neka seku stranice 4, A5, A3 A,, A, A, respektivno u
E,, E,, E;, a prave A, X, A; X, A; X neka ih seku u X;, X,, X;. Proizvoljno izabrana
tatka X neka ima koordinate x,, x,, x3; onda imamo

A A, X,
T4y, Ay By, Xp=-T2DL Dafh

Xg Ag Ey Ay Xy

ili, zbog A, E; = ‘ZEL
xy XAy _AXdy 4,
Xy AN, MR
dakle

1) XpiXy i Xg=AXA, A3 1 AXA3 A, 1 A XA A,
gde A XA; A, oznafava povriinu orijentisanog trougla XA; 4.
b) Imamo N N
A X : XX, =AXAgA, 1 AXX, Ag=AXA, Ay : AXA, X,
ili
A X XX = (AXAy A, +A XA, A,) : (AXX Ay +A XA, X)) =
=(AXAg A, + A XA, A)) A XA, Ay,

odakle zbog (1) izlazi i i
? A X XX = (xy+X5) 1 x5 .

Ako su u tatkama A4,, 4,, A; stavljene materijalne tacke Cije mase imaju po x, x,,
odnosno x, jedinica, onda je, na osnovu (2) , tatka X teZi§te sistema tih triju materijalnih

talaka. Baricentriéne koordinate tacke X su, znali, proporcionalne mernim brojevima triju tak-
vih masa koje treba staviti u temena koordinatnog trougla da bi racka X bila teZiste tih masa.

200. Jediniéna tacka projektivnog koordinatnog sistema neka je centar E
kruga, upisanog u koordinatni trougao A, A4, A4,. a) Kakvo je geometrisko zna-
genje koordinata talaka u ovom sistemu? b) Kako glasi jednaCina beskrajne
prave?

ReSenje. a) Rastojanju svake taCke X do bilo koje od tri stranice trougla A4, A, A, pripi-
sujemo, po dogovoru, znak + ili — prema tome da li X i E leZe na istoj ili na suprotnim
poluravnima, na koje ta stranica deli ravan. Koordinate x,, x,, X, tacke X su proporcionaine
rastojanjima tacke X od stranica a, = A, A,, a,= A, A,, a;= A, A, koordinatnog trougla. Zaista, ako
je ajyx+a;,y+aiz=0 (i=1, 2, 3) normalna jednaina stranice a; koordinatnog trougla u
odnosu na neki Dekartov pravougli koordinatni sistem, i ako su ove jednaline normirane

tako da tatka E ima do svake od njih pozitivno rastojanje, onda za rastojanja x; tacke X
od pravih q; vaZi

X;=a;1X + QY + Gy, |a | #0 (i,k=1, 2, 3),

odakle, zaista, sleduje da su x; projektivhe koordinate tatke X. Ove specijalne projektivne
koordinate zovu se i trilinearne koordinate.

b) Neka su s, s,, s; merni brojevi duZina stranica a,, a,, a; koordinatnog trougla, a
X,, X5, x5 neka znale opet rastojanja proizvoljne tacke X do tih stranica, Onda za baricentri¢ne
koordinate x,’, x,’, x;” tatke X u odnosu na isti koordinatni trougao vazi

) Xy ixy ixg = AXAZ Ay A XAGA 1 A XA Ay =15,%1: 5, X, 1 S3X3.
Jednacina beskrajne prave u baricentri¢nim koordinatama (videti zad. 189) glasi
X Xy +xy =
Jednatina ove prave u trilinearnim koordinatama, koje su proporcionalne sa x;, zbog (1), glasi
$1X) + Sy Xy + 83X =0,

Ako su oy, w,, @, unutrasnji uglovi trougla 4, 4,4,, onda, imajuéi u vidu sinusnu teo-
remu sino, :sino,:sina,= 5, :5,:8;, jednacinu beskrajne prave moZemo pisati u i oblikn

X, Sin oy + X, Sin &, + x4 Sin ay =0,

15*
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201. Naéi potreban i dovoljan uslov za paralclnost dveju pravih u projek-
tivnim koordinatama. Specijalno naci uslove za baricentriCne, trilinearne i afine
koordinate.

Resenje. Dve prave su paralelne ako se seku na beskrajnoj pravoj. Neka su dve date
prave p i g date jedna¢inama

M Py X1+ Py Xo 4Dy X3 =0, Gy X +qy Xy +q3 X3=0;
jednadina beskrajne prave neka je 4
2) ay Xy +ay X +ag Xy =0.
Potreban i dovoljan uslov za to da prave (1), (2) prolaze kroz jednu tatku je
a, a, a
&) Py P2 Py | =0
9 492 43

To je uslov za paralelnost pravih (1).
U specijalnom slu€aju, kada su x; baricentricne koordinate, imamo a,=a,=a;=1; a
kada su x; trilinearne koordinate, onda a;, a,, a, znaCe duZine stranica koordinatnog trougla.
Ako su koordinate x; afine, onda jednacina (2) ima oblik x;=0, tj. a,=a,=0, a;=1,
pa uslov (3) za paralelnost glasi

202. Ispitati porodicu pravih, datih jednaginom
Xy sin (e; — @) + x5 sin (otg — P) + x5 sin (e — ) =0,

gde su x; trilinearne koordinate, «; — unutra$nji uglovi koordinatnog trougla,
i ¢ — proizvoljan parametar.

Resenje. Jednalinu datih pravih moZemo pisati u obliku
X, COS &ty + X, COS 0y + X3 COS oy — A+ (X, SiN oy + X, SIN o, + X3 SiN o) =0, A =ctg .
Prave pripadaju, dakle, jednom pramenu; njemu pripada i prava ¢ija je jednacina
X, sin a; + X, Sin oty + X, sin oz =0,

a to je beskrajna prava (videti zadatak 200). Sve prave su, prema tome, paralelne medu sobom.

203. Kakve koordinate imaju stranice potpunog &etvorostranika ako za koor-
dinatni trostranik izaberemo dijagonalni trostranik tog detvorostranika, a jednu
njegovu stranicu za jedini¢nu pravu? Dualizovati.

Refenje. Stranice potpunog &etvorostranika neka su a;, a,, a3, a4; njegove dijagonale su
onda dy=(a;-a,)-(ay-a3), dy=(ay-a)-(a,-as), dsy=(as ay)-(a,-a,). Dijagonale d,, d,, d;, su,
po pretpostavci, strane koordinatnog trougla; njihove jednaline su onda x; =0, x,=0 odnos-
no x;=0. Stranicu a, datog Cetvorostranika izabiramo za jedini¢nu pravu; njena jednalina je
zato x;+ X, +x3=0.

Prava a; prolazi kroz a,-d;; zato njena jednalina glasi x;+x,+ x3+A"x; =0, ili, stav-
ljajuéi 1+N =X,

Ay X+ X+ x3=0.
Na analogan nalin dobijamo 2a a;, a3 jednadine oblika

X+ Xy +x3=0
1)

Xy + X3+ A3 x3=0.
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Prave a,, a, se seku na d,; jednaline (1) su zato zadovoljene za x, =0, odakle sleduje
Ay Xo+x3=0, Xa+Xg x3=0,
Xofxg= —1[Xg=—12g,
2 Ay Ag=1.

Sli¢no se dobija
3) Ndg=1, A A =1.

MnoZenjem jednacina (2), (3) dobijamo
M2R22,0=1,

Ako bi bilo %, A, 2, =1, odakle na osnovu (2), (3) sledi X, =2,=2%,;=1, imali bismo a,=a,=
=q,, §to nije sluCaj; zato je A2, h3=—1, §to zajedno sa (2), (3) daje Aj=Dhy=%y=—1.
Jednatine pravih a; (i=1, 2, 3, 4), prema tome, glase

—X;+ X, +X3=0, X, — X, +X3=0, X +X,—x3=0, Xy + X +x3=0;

njihove koordinate su dakle (—1, 1, 1), (1, —1, 1), (1, 1,—-1), (1, 1, 1).

Dualno: Ako temena dijagonalnog trougla jednog potpunog &etvorotemenika izabere-
mo za temena koordinatnog trougla, a jedno teme Cetvorotemenika za jedini¢nu tatku, onda
temena Cetvorotemenika imaju koordinate (—1,1,1), (1, —1, 1), (1,1, —1), (1, 1, 1).

204. Izvesti jednadinu kruga, opisanog oko koordinatnog trougla, u triline-
arnim koordinatama.

Resenje. Koordinatni trougao neka je A, A, A,; sy, 5,, s; ncka su duZine njegovih stranica
A,A,, AjA,, A1A,; k — krug opisan oko trougla A4, 4, 4y, a X — bilo koja tacka na k.

Tatku X izaberimo za centar inverzije; kod nje prelazi krug & u neku pravu k’, na
kojoj se nalaze slike A,’, 4,’, A" temena A4,, 4,, A;. Iz osobina inverzije sledi da je E-XA;:
=XA;- XAy, ili XA,:XA,=XA, : XA,'; odavde i zbog < XA, Ay= < XAy A, sledi da su
trougli XA, 4, i XA;" A,” sli¢ni. Njihove visine u odnosu na A4, 4;, 4,” 4;" neka su x; odnosno
d; poito se visine odnose kao osnovice, imamo

(H Xy id=s;: A Ay, ili s ixy=Ay Ay 1 d.
Na analogan na¢in dobijamo
2) SoiXe=Ay Ay i d, SaiXg=A, Ay 1d.

Rastojanja x,, x,, X3 su trilinearne koordinate tatke X; one su za tatke unutar koordina-
tnog trougla pozitivne. Proizvoljna taCka X na & je van trougla, i njene koordinate x,, x,,
x; imaju iste znake kao merni brojevi orijentisanih duZi 4,” 4y, 43" 4,, A;" Ay’ (ako je na
k’ uzeta proizvoljna orijentacija). Prema tome, za koordinate x; proizvoljne tatke X na kru-
gu k dobijamo iz 4," Ay + Ay A"+ A Ay =0, iz (1) i (2) jednadinu

S S8l 8y

1 2 3 -1 ? A .
— 4+ = +==0, ili 8§+ Xg Xg + Spr Xg Xp +Sg-X; X =0.
Xy 5 X Xy

To je trazena jednadina kruga.

205. Kako glasi jednadina kruga, opisanog oko koordinatnog trougla, ako
je jediniéna tacka a) teZiSte; b) centar opisanog kruga; ¢) ortocentar koordi-
natnog trougla?

Refenje. Za transformacione jednaline za prelaz od trilinearnih koordinata x; u projek-
tivne koordinate x;” sa istim koordinatnim trouglom A4, 4, A3, no sa jedini¢nom tatkom u
o o o i

talki P &ije trilinearne koordinate su x;, x,, X3, dobijamo

Io /° lo
Xy=X{ Xy, Xp=X3 "Xy, Xg=X3'+X3.
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Krug opisan oko trougla A, 4, 4, ima dakle, na osnovu prethodnog zadatka, jednadinu

o o ’ ’ 2 # ’ ’ .y ¥ ’ ’
5y Xg Xg Xo' Xg" 55 X3 Xy X3" X, +5.%; X X" Xy =0,

gde s; imaju isto znaCenje kao u zad. 204.

[} [} o . ° o
a) Ako je P teZiSte, imamo s, X, 18 Xy :S3Xg=1:1:1; mozemo uzeti x,=1/s;, x,=1/s,,

o . e ae
x3=1/s; . Za jednainu kruga dobijamo
S12-xa" Xy 485520057 0y + 5422, %, =0,
| F o E ;. = . ] S;
b) Za rastojanja x; centra opisanog kruga od stranica trougla izraCunavamo x,-=7' ctg o,
gde a; oznauje ugao kod temena A; u trouglu A; 4, 4,; imamo

o S ED) COSs o, COS oy COS g

Xy 1 Xy Xg= 5;-Ctg®,; : Sy-Clga, @ 53-Ctg oy =

sina; sino, Ssina,

5 $y Sy
ili, zbog
sino, sinoa, Sinag
= - !
S5 Sp 3
(<] o o

Xy Xy 1X=COS 0, :COSq:COSay.
Jednalina kruga, opisanog oko trougla 4,4, A4,, glasi dakle
§1+COS 0Ly COS &y« Xy’ Xy" + 55+ COS 0ty COS &y - X3' X" +55-COS o) COS oy~ X, " X," =0,
ili, Zbog s, : s, s;=sina, : sina,: sin ay,
XXy tg oty +x5'x,  tgo, 4+ x, 70, tg oy =0.

c) Neka je P ortocentar trougla 4,4,A4;; A,’, A,’, Ay — preseci pravih 4, P, 4,P, A, P
sa A, Ay, A3A,, odnosno A;A,. Trougli 4,4,’4, i A, Ay P su sli¢ni ; zato

A=A A

AP A

=]
ObeleZavajuéi rastojanje tatke P od stranice A, 4, sa x5, ova proporcija daje

o

X355 COS 0, =S5,CO8a, 1S, SiNay,,
odakle sleduje
o 5, COS 0y COS Oy
e W
sin o,

o
Za trilinearne koordinate x; tatke P imamo dakle

© o o COS&,COSa, COS®,COSa; COS o COS &,

Xp i Xyl X = G : :
sin o, sin o, sin o,
Sy Sy Sy
ili, zbog
sin o, Sin o, Sin oty
B gL BN S AR
5y Sy Sy
o o =]
X) 1 Xyl Xg=COS &ty COS &g : COS &z COS Oy I COS &) COS &y =
P N 1

COS ®; COS &y COS oy
Za jednatinu kruga dobijamo
$1 COS ) Xo" X3' + 85 COS 0ty X3" X,  + 53 COS ag Xy Xy =0,

ili
Xy x4’ -sin 2, +x5" x, " 8in 2 a0, + X, X, sin 20, =0.
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206. Kako glasi opSta jednadina kruga u projektivanim koordinatama ako
je jedini¢na tacka u: a) teZiStu koordinatnog trougla; b) centru upisanog kruga;
¢) centru opisanog kruga; d) ortocentru koordinatnog trougla?

ReSenje. Svi krugovi ravni seku njenu beskrajnu pravu u dvema fiksnim talkama — u
apsolutno-kruznim tatkama; one su preseCne tatke ma kog kruga ravni i beskrajne prave.
A i svaka kriva II reda, koja prolazi kroz njih, je krug. Ako je, prema tome, K=0 jedna-
¢ina bilo kog kruga, p,, =0 — jednacina beskrajne prave, a p=0 jednalina bilo koje prave,
onda kriva

prolazi kroz tatke, odredene sa K=0, p. =0, tj. kroz apsolutno-kruzne tatke; kriva je zato

krug. Jednadina p=X, X, + ko Xo+ A3 X3 =0 sadrZi tri proizvoljne konstante };; zato jednatina
(1) odreduje sve krugove ravni.

a) Imamo (zadatak 198, 205a)
Dop =X1 + Xo + X3 =0; K=5,2 x, X3+ 5, X3 X; + 8532 X; X, =0,
gde su s5; duZine stranica koordinatnog trougla. Op§ta jednacina kruga glasi dakle
812 Xp Xg+ 8o® X3 Xq + 8% Xx; Xg + (X, + Xy + Xg) - (Ag X+ Ng Xg + Xg X3) =0.
b) (zad. 200b, 204) p =5, X+ 85X, +83X3=0; K=5,X, X3+ 5, X3 X; +53%; X, =0.
Opsta jednadina kruga:
S Xg Xg + 85 Xg Xy + 85 Xy Xy + (57 X + 855 X5 +853X3) (Mg Xy +2p Xy + 23 %5) =0,
©) (zad. 205b) p,,=x; sin 2 0;+x, Sin 2, + X3 8in 2 03 =0
K=x,x5-t8 0 + X3 X t8 %y + X Xp-tg 0y = 0.
Opsta jednadina kruga glasi
Xy Xg-tg oty + Xg X £8 0ty + Xy Xy -1 0y
+(x; sin 2 &y + X, Sin 2 oty + x5 Sin 2 atg) (A Xp + R Xy + 2g X5) =0.
d) (zad. 205¢) p =x tga;+X, tg oty +x5tg oty =0;
K=x,x;-5in 20 + Xy X;-SiN 20 + X, Xp-8iN 200, =0.
Opsta jednaéina kruga je
Xy X5-8in 20t; 4 Xyx5-8in 2 0ty ++ X X,-Sin 204
+(xy tg oy + X, tg 0ty + x5 tE ag) (g Xy + Ao Xy +hgx5) =0,

207. Napisati jednadinu pramena krivih II reda koje prolaze kroz temena
jednog potpunog ¢etvorotemenika, ako je njegov dijagonalni trougao uzet za
koordinatni trougao.

Rezultat. Ako za jedinitnu tafku izaberemo jedno od temena Cetvorotemenika, onda
temena imaju koordinate (zad. 203) (-1, 41, 4-1). Treba, dakle, naéi uslov da krive
3

Z a; x; xp =0 prolaze kroz te Zetiri tacke. Dobija se a; =0, i#k; a;; +a,, +a3;=0. Jedna-
isk=1 §
¢ina trazenog pramena glasi

Ay X%+ g Xo2 +a33 X2 =0, @y, +ay +a;3=0.

208. Sta je geometrisko mesto polova jedne prave u odnosu na krive II
reda koje pripadaju pramenu? Sta se dobija za slu¢aj kada je ta prava beskrajna?

Resenje. ZajedniCki polarni trougao pramena uzimamo za koordinatni trougao. Jednacina
pramena onda glasi (zad. 207)

9

Ayy X1+ Qgp X% + a3 X32 =0, Gy + Aoy +a33=0.
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Polara tatke (x,’, x,’, x3') je prava
Ay Xy Xy + Qg Xy Xo+ Agq X3" X3 =0.
Ako sa E, &,, E; obeleZimo koordinate ove prave, onda se zbog
Ey=an Xy, Ge=amn Xy, Ei=a3xy’; ay; +a;+a,=0

dobija a i r
N é+§i +§=0, ili B xy +E x " x) +E5x," x, =0,

S il e
Kod fiksnih §; ovo je jednacina krive II reda, opisane oko koordinatneg trougla, tj. oko
zajedni¢kog polarnog trougla za krive datog pramena (odnosno oko dijagonalnog trougla

Cetvorotemenika, kome su opisane krive pramena).

Polovi jedne prave u odnosu na krive Il reda, koje pripadaju pramenu, obrazuju krivu II
reda, opisanu oko zajednickog polarnog trougla.

Specijalno, ako je (E,, E,, E;) beskrajna prava, dobija se teorema: Geometrisko mesto
centara konusnih preseka jednog pramena je kriva Il reda, opisana oko zajedniékog polarnog
trougla.

209. Krive II reda prolaze kroz d&etiri tacke A,, 4,, A;. A,; pokazati da
geometrisko mesto centara ovih krivih prolazi kroz sredine duZi 4, A,, A4, 4,4,
Az Ay, Ay A3, A3 A4,, A1 A,. Koji stav se dobija za sluaj da je dati Cetvo-
rotemenik A, 4, 45 A, ortocentri¢an?

ReSenje. Temena D, =A, A, A, A;, D,=A, Ay Az A;, Dg=Az 4, A, 4, dijagonalnog trougla
Cetvorotemenika A4, A, A; A, izabiramo za temena koordinatnog trougla, a tatku A4, za jedi-
ni¢nu tacku. Dati pramen krivih ima onda jednacinu (zad. 207)

1) ayy X, * + gy Xp® + gy X, =0, ayy + Gy + g3 =0;
jednadina geometriskog mesta centara ovih krivih je
@ E:% xp x5+ 5,0 x5 x; + 530 x; x5, =0,

gde E0, E,9, E,0 znade koordinate beskrajne prave.
Kriva (2) prolazi kroz tacke D,, D,, D,. Prava D, A; seCe krivu (2) osim u D, jo§ u
jednoj tacki M, a beskrajnu pravu u tacki M;’. Treba pokazati da je (4,, 44; My, M,")=—1.
Za preseCne tacke prave D, Ay, tj. x,=2x3, i krive (2) dobijamo

x3=0, (62" +E5%) x; + 5% x3=0.

Za taku M, vaZi x [x;= —E,°[(E;®+E%). Za presek beskrajne prave E,0x, -+E.° x, +E0 x3=0
i prave D, A, izlazi x,[xg=—(E,°+E5%/§,®. Taclke A4,, A4, imaju koordinate (—1, 1, 1),
(1, 1, 1); zato za njih vazi x,/x; = —1, odnosno 1. Brojevi —1, 1, —£,9/(E,° + E;0), — (E,° + E;9) E,°
su projektivne koordinate tataka A4,, 4,, M;, M,’, i njihov dvojni odnos je, zaista, jednak— 1.
Prema tome tacka M, je sredina duZi A, A,. Po analogiji sledi da kriva (2) prolazi i kroz
sredine duzi A,A4,, AzA,, A, Ay, A3A,, A, A,. Kriva (2) prolazi, dakle, kroz ovih $est sredina
i kroz tacke D;, D,, Dy; zato se zove konusni presek devet tacaka.

U specijalnom slu¢aju, kada je Cetvorotemenik A, A, A3 A, ortocentri¢an, tj. ako je svaka
od taCaka A; ortocentar trougla ¢ija su temena ostale tri od Cetiri zadate tacke (ako to vaZi
za jednu od njih, vaZi za sve), onda su prave A4,4,, 4,A4,, A;4, simetrale unutragnjih uglova
u trouglu D,D,D; — ako su oznake za talke A; izabrane tako da je A, u unutra$njosti
trougla 4, A, A;; A, je, prema tome, centar upisanog kruga u koordinatni trougao D, D, D,
odakle sledi da su koordinate u ovom sluéaju trilinearne. A kriva (2) u trilinearnim koordi-
natama je krug (zad. 204) opisan oko trougla D,D,D;. Dobili smo, prema tome, teoremu:

Ako je dat bilo koji trougao A, A, Ay, onda postaji krug koji prolazi kroz podnoZja visina,
kroz sredine strana trougla A; Ay Ay i kroz sredine duZi izmedu svakog temena i ortocenira; to
je krug devet tacaka (medijalni krug) za dati trougao.

210. Odrediti geometrisko mesto centara krivih II reda, upisanih u dati
Cetvorostranik.
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Resenje. Dijagonalni trostranik datog potpunog Cetvorostranika uzimamo za koordinatni
trostranik, a jednu stranu Cetvorostranika za jediniénu pravu. Onda jednadina datih krivih II
reda (dualno zad. 207) u liniskim (tangentnim) koordinatama glasi

0y Bi® FUap Ba® + gy EyF =05 oty +oty + oty =0.
Centar krive II reda je pol beskrajne prave (E,° E,° E°), tj. tatka data jednalinom
oty § %81 + 2 52" s + 2338355 =0

njene koordinate su, dakle, x; =a;;E;% X, =0, 5% X3=033E". Odavde i iz oy, + 0y + 043 =0
sleduje
X X, X
LB Sl
8 B &

To je jednalina trazenog geometriskog mesta; geometrisko mesto centara je prava.

=0.

211. Pokazati da su sredine dijagonala svakog potpunog C&etvorostranika
kolinearne.

Dokaz. Parovi suprotnih temena A4,, A,; B, B,; C,, C, potpunog &etvorostranika pret-
stavljaju tri degenerisane krive Il klase, a svakoj pripadaju sve Cetiri stranice datog potpunog
&etvorostranika; one su, znali, ,upisane“ u taj etvorostranik. Sredine A4’, B’, C’ duzi (dija-
gonala) A, A4,, B;B,, C; C, su centri tih degenerisanih krivih; a oni leZe (zad. 210) na pravoj.
Time je stav dokazan.

212. Sta pretstavljaju jednadine: a)x;=1, x,=12, x3=¢; b)x; =22, x,=12—1,
Xg=t(t+1); ©) xy=a,(t—2)(t—3), Xp=a,(t—3)(t—1), x3=a3(0—1)(1—-2);
d) x;=q;2+b;t+c¢; (i=1,2,3), gde su g; b; c; date konstante, t — parametar,
a x;, X, x; homogene projektivne koordinate?

Rezultati. U svim slu€ajevima jednadine pretstavljaju po jednu krivu II reda, i to takvu

da u odnosu na koordinatni trougao A4, A, A; ima slede¢i poloZaj: a) dodiruje 4, A, u A4;;
b) dodiruje 4,4, u A4, i prolazi kroz A4,; c) prolazi kroz 4y, A4,, A,; d) bilo koja kriva II reda.

213. Na¢éi osam dodirnih tadaka zajednickih tangenata krivih ax®+bx,2—
—x2=0 1 cex 2 +dx,2—x;2=0 i pokazati da one leZe na jednoj krivoj II reda.

Rezultat. Za koordinate x,, x,, x; dodirnih tacaka tangenata sa krivom ax,®+ bx,2— x,2=0
dobijamo
x?ix,2 x2=bc(b—d):ad(c—a):ab(bc—ad),

a za dodirne tacke tih tangenata sa krivom cx®+dx,*—x,2=0:
x2ix2 i x2=ad (b—d) : be (c—a) : cd (be—ad).

Tacke leZze na krivoj ac (b +d) x,2+bd (¢ +a) x,2—(bc+ad) x,2 =0.

214. Naéi uslov da prava &; x, + &, x, + &; x3 =0 bude tangenta date krive:
a) ayx?+a, X +azx2=0; b)) x;x-—x2=0;
C) Qg X1 Xo+ Gyg Xy X3+ Ggg Xg Xg+ g3 X532 =0,
Rezultati. Uslov nam daju jednadine tih krivih u liniskim koordinatama. Dobijamo:

a) E?lay+E2lay +Es%faz=0; b) 4§ E—E2=0;
C) Ay E* +2(2a12 33— 35 053) §1 Bo + @5 Ea®—2 @15 A3 §; §3—2 G433 A3 B3 By + 435" E5° = 0.

215. Odrediti jedna¢ine krivih Il reda koje prolaze kroz talke date u ne-
homogenim koordinatama:

a) (0, 2), (0, 4), (1, 0), (3, 0), (2, 1)
b) (5- 2)~ (37 _4)v (2’ _7)5 (19 2)’ (3, 5)
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Resenje. Ako su 4, B, C, D, E pet datih tataka neke krive Il reda, onda za proizvoljnu
tacku X te krive vazi

(DA, DB; DC, DX)=(EA, EB; EC, EX),
odakle za jednacinu krive sledi (zad. 185)
(DAC) (DAX) (EAC) (EAX)
(DBC) (.DBX) (EBC) (EBX)

gde (ABC) znadi determinantu homogenih koordinata tafaka A, B, C; umesto X treba sta-
viti tekuée homogene koordinate x,;, x,, x3. Dobijamo:

a) 16x,2+23 x,x,+6 x,2—64 x; x3—36 x, x;+48 x;3*=0;
b) Bx;—x,—13x3)3x,—2x,+x3)=0.

216. Dualizovati metodu prethodnog zadatka.

217. Tangente u temenima trougla, upisanog u konusan presek, seku su-
protne stranice u kolinearnim tackama.

Dokaz. Trougao uzimamo za koordinatni trougao. Podesnim izborom jedini¢ne tatke
dobijamo za krivu, opisanu oko trougla, jednalinu x, x3 + x5 x, + x; x,=0. Njene tangente u
temenima trougla su x,+x3=0, x3+x,=0, x;+x,=0; one seku suprotne stranice x;=0,
Xxy=0, x3=0 u tatkama (0, 1, —1), (1, 0, —1), (1, —1, 0), koje su zaista kolinearne.

218. Izvesti uslov da jednalina a;,x,%+ dppXe® +a53x;2 =0 pretstavlja para-
bolu, ako su x; x, x3: a) baricentriéne koordinate; b) trilinearne koordinate;
) projektivne koordinate u specijalnom slucaju kad je jedini¢na tacka ortocentar
koordinatnog trougla.

’ 1 1 1 IR P : :

Rezultati. 3) —+—+—=0; b) —+—+-—=0 (sy, 53, 5, duZine stranica koor-

| an Gy 4y A Gy A4y
dinatnog trougla);

tgto, tgio, tglay . ; r
+ -+ =0 (a,, &, ®; unutradnji uglovi koordinatnog trougla).

an () Q33

219. Trougao ABC je upisan jednom konusnom preseku, a 4,B,C,; je tro-
ugao Cija su temena proizvoljno izabrane tacke na tangentama krive u 4, B,
odnosno C; stranice BC, B,C;; CA, C;A,; AB, A,B, seku se u tatkama P, Q, R.
Pokazati da se prave 4,P, B, Q, C;R seku u jednoj tadki.

Uputstvo. Trougao ABC izabrati za koordinatni trougao, a jedininu tatku odabrati tako
da jednaCina datog konusnog preseka bude x,x;+x;x;, +x;x,=0. Za tatke tangente sa do-
dirom u A4 vaZi x,+x;=0; koordinate bilo koje tatke na ovoj tangenti moZzemo dakle pisati
u obliku (2, 1, —1), gde X, znaCi promenljiv parametar. Temena trougla 4,B, C; imaju ko-
ordinate (A;, I, —1), (=1, 2,, 1), (1, —1, X,).

220. Tri temena kvadrata su bazne, a Cetvrto teme — jedini¢na tatka ko-
ordinatnog sistema. Naéi jednadinu kruga opisanog oko tog kvadrata.

Rezultat, 2x,x,—x;X3—Xx,x;=0.

221. Pokazati da projektivna preslikavanja tadaka ravni u sebe, koja jednu
datu pravu prevode u sebe, obrazuju grupu.

Uputstvo. Datu pravu izabrati za stranu x; =0 koordinatnog trougla.
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222. Tacke A, B, C, D jedne ravni, od kojih bilo koje tri nisu koline-
arne, prelaze u datoj projektivnosti ® redom u tacke B, A, D, C. Pokazati
da je preslikavanje @ involutori¢no.

Resenje. Uzimajuéi tatke A4, B, C za bazne, a tatku D za jedini¢nu tacku projektivnog
sistema, dobijamo za @ jednacine

’

’ ,
o1 2Xep¥e N TR MR TN

odakle se lako proverava da je {2 identitet, §to je trebalo dokazati.

223. Odrediti sva ona projektivna preslikavanja ravni u sebe koja: a) para-
bolu y=x2% &) krug x2+y?=1 prevode u sebe.

Resenje. a) Jednalina parabole u homogenim Dekartovim koordinatama glasi
(1) X2 —x, Xy =0.
Odavde izlazi da su jednacline
2) Xp=tty, Xy=1072 Xx3=1,2,
gde su ¢, ¢, homogeni realni parametri, parametarske jednaCine date krive. Proizvoljno

projektivno preslikavanje tataka krive (2) u tacke te iste krive je dato sa

1, =at,+ bt | a b
" A * gde je | | # 0.
ty =cty+dt, ¢ d
Ako homogene Dekartove koordinate tacke koju odreduju vrednosti ¢;" ¢, parametara
obelezimo sa x,’, x,’, x;’, imamo

X ="ty =act\®+(ad +-bc) t 1, + bdt,?

x, =t"2=a%2+2abt t,+b*1,?

Xy =t =212+ 2cdty t, +d% 1,2,
odakle se, s obzirom na (2), dobija
x" =(ad+bc) - x,+ac-x,+bd-x,
()} Xy, =2ab-x, +a®x, +b*x,
Xy =2cd -xy 4 2xy +d?x,.

Ako ovaj sistem jednalina, u kome posmatramo a, b, ¢, d kao proizvoljne homogene
realne parametre za koje vazi ab—dc+# 0, primenimo sada za sve talke (x, x, x;)
ravni, a ne samo za talke date parabole, onda nam on defimife sva ona projektivna pre-
slikavanja ravni u sebe, kod kojih se kriva (1) preslikava u sebe.

Sva preslikavanja (3) obrazuju grupu.

b) Prelazimo na novi projektivni koordinatni sistem u kome ¢e jednacina datog kruga
biti oblika (1), tj. na sistem u kome ¢e dve fundamentalne prave biti tangente kruga, a
tre¢a fundamentalna prava -— sekanta koja prolazi kroz dodirne tacke tih tangenata. Takve
prave su, na primer, prave x=0, y—1=0, y4+1=0, odnosno x=0, y—z=0, y+z=0, ako
predemo na homogene Dekartove koordinate. Transformacione jednaine za prelaz na novi
sistem glase onda

X1=X, Xy=y-+z, Xz=—)y+z

Za jednalinu datog kruga dobijamo, zaista, jednaéinu (1). Jednacine (3) su trazene jednacine
projektivnih preslikavanja, u projektivnim koordinatama y;, koje dati krug prevode u sebe.
Jednacdine ovih projektivnosti u polaznim koordinatama dobijaju se, ako u (3) veli¢ine
Xy, Xy X, zamenimo redom sa x, y+z, —y+z, a x;, x,, x3’ sa x’, y'+z, —y' 42z, a zatim
dobijeni sistem re§imo po x’, y’, z’.
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224. Date su koordinate nekolinearnih tafaka A,, A,., A; jedne ravni.
Odrediti jednacine grupe onih projektivnih preslikavanja tacaka ravni u sebe
koje imaju ove dvojne elemente: a) tacke 4., A,, 4;; b) tacku A; i sve tacke
prave A4,, Ay; c) tatke A4,, A, i pravu 4, A4,. Sta se dobija u sludaju b) ako
su tatke A4;, A, beskrajne?

Uputstvo i rezaltati. Prelazimo na novi koordinatni sistem u kome de tatke 4,, 4,, 4,
biti fundumentalne, dok jedini¢na tatka moZe biti uzeta proizvoljno. Ako su (x;, x,, x;)
koordinate proizvoljne tatke X u starom koordinatnom sistemu, onda jednafine pravih
Ay, A;, Ay A, i A, A, moZemo pisati redom u obliku (4, 4; X)=0, (4; 4, X)=0, (4, 4, X)=0.
Transformacione jednacine su onda

n »n=(4, 4; X), Yo=(A43 A; X), y3=(A4; A, X).

Za traZena projektivna preslikavanja, u novim koordinatama y,, y,, y,;, dobijaju se
jednadine

a)  y'=on b)) w=en ) y=pntea
¥ =05 V'=01 Y ¥y =010,
Y3’ =03 Vs ¥y =02 Y3 V3 =05 Y3

gde o,, py, P, znate proizvoljne parametre, a (¥, »,’ ¥;") — tatku u koju se preslikava
tatka (y;, ¥., y3). Odavde se, na osnovu (1), za ova preslikavanja u odnosu na prvobitne
koordinate dobijaju jednaCine E

a) (A, A3 X')=p, (4, 43 X) b) (A; A3 X)=p, (A, A3 X)
(A Ay X')=0, (A3 A, X) (Ay A; X)=p, (4; A; X)
(A4, Ay X)) =03 (4, 4, X) (4, 4, X) =0, (A4, 4, X)
2 <) (Ay A3 X) =0, (A, A3 X) +0; (43 4, X)

(4, A, X)=0, (4; 4, X)

(4, Ay X) =0, (A4, 4, X).
Tatka X’ (x,, x,’, x3") je korespondentna tacki X (x,, x,, x3). Eksplicitni oblik jednacina
datih preslikavanja dobijamo, ako sisteme linearnih jednalina (2) re§imo po x;’, x,/, x5

Ako su tacke A4,, A,, beskrajne, preslikavanja b) su homotetije sa zajedni¢kim
centrom u A,.
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PROBLEMI IZ RAZNIH OBLASTI

1. Ako su M i N prirodni brojevi, sumirati
M N

M N
Z z min (m, n) i Z Z max (m, n).
m=1 n=1 m=1 n=1

2. Proveriti da li se kriva
X (x=y)P+x (=) (p—D+y*(y—1)*=0

moZe napisati pomoc¢u jednacina
1 2
z & - (¢t pomo¢na promenljiva).

241 41 N A L e |
Nacrtati ovu krivu.

3. Ako je lim a,=«, proveriti da li je

n-—w
. 1
lim —(a;+a,+ -+ +a,)=«.
n—»w N
4. Dokazati relaciju
1 1 1

{

| 1
|
} 1 e &2 gn—1
— k1o
| 1 & gt g2 (1—1) | =/n" exp {?i(n—l)(3n—2)},
(=1 (=) |

1 gh—1 g2(n—1)

A 2w
gde je e=exp .
n

Primedba. Ovaj zadatak formulisao je D. Pokovié.

5. Ako [x] oznalava najveéi ceo broj koji ne premasuje x, dokazati

da je 3 ok
Bl e

-]

Refenje. Prema formuli ¥
r
re1
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Kako je
1 1 1
ph et ol g et e (r>1),
r(r+1) r* r(@-=1)
bice
o 1 s 1 .=
r=n+lr(r+l) r=nt+1 "’ r=n+l Lt

1 | 1
< SV mT O
B B e

Jedno za drugim dobija se:
1 1 T i
nel S —o———1n; — }=n; 1 — = ~— | l=ns

. 5 e

2
T r=n+1
Redigovala Kovina MiloSevié.

6. Odrediti polupre¢nik konvergencije reda ¥ a, x", ako je

.‘13_”+L__,[1¢(), ﬁil_’_t%_,12¢0’ ,4_‘13L_,13¢() (p~>+).

dzp A3p+1 Agp—1
Generalisati.
7. Ako je
12 3% N

glavna (polazna) permutacija elemenata
1 2, 3l ie o

ukupan broj inverzija u svima permutacijama od ovih elemenata iznosi

1
? (g) (n!).
Dokazati ovu formulu.

Resenje. Za n 2 formula je istinita. Pretpostavimo sada da ova je formula jstinita za neko
n (2= 2), pa posmatrajmo sve permutacije formirane od n+ 1 elemenata

I, 2, 3, .05 nals

Permutacije Ciji je prvi element 1 imace, prema pretpostavci, ukupno inverzija

1 /n
Rt 1
> (2) (nl).
Permutacije &iji je prvi element 2 imace ukupno inverzija ?('2') (n)-+n!, jer ukupan
broj inverzija u permutacijama formiranim od elemenata 1, 3, 4, ..., n, n+1, prema pret-

1
postavci, bice ?(g) (n!) 1 element 2 sa 1 obrazovade inverziju u svakoj od n! permutacija.

1
Permutacije ¢iji je prvi element 3 imade ukupno inverzija 7('21) (nhH+2(nh).

1
Permutacije &iji je prvi element n+1 imade ukupno inverzija 7(;)@ Dednn!).
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Ukupan broj svih inverzija je

1 n
7(n+1)(2)(n!)+(1+2+---+n)(nz),

odnosno

1 . 1

S+ (2) )+ o (s Dna,
odnosno {

5 @D () {(g)m} 1
odnosno

%(n—r—l)!(";l).

Ovim je induktivni dokaz zavrien.

Primedba. Drugo reSenje, razli¢ito od navedenog, dali su M. Delcourte i A. Sevrin u
Casopisu Mathesis, vol. 68, 1959, p. 95.

8. Od n elemenata
5 R .

obrazovane su sve permutacije {P}.

Dokazati da u skupu {P} postoji:

1° n—1 permutacija (skup {P,}) koje imaju jednu i samo jednu inverziju;

i %(n-% 1) (n—2) permutacija (skup {P,}) koje imaju talno dve inverzije
ako je n>=2;

3° —;—n(n2—7) permutacija (skup {P;}) koje imaju tacno tri inverzije
ako je n>3.

Resenje. Neka je
1,28 n e 508

glavna (polazna) permutacija. Najveéi broj inverzija ima permutacija
n,n—1, ..., 21

i taj najveéi broj inverzija iznosi

ezl n

(n—D+nr—2)+ -+ +1, . ?n(n—l) —(2).
1° Samo jednu inverziju imaju permutacije kod kojih postoji jedna i samo jedna inver-
zija izmedu susednih elemenata. To su permutacije :
2o 3l o AR, B e b DB e By T

Njih je ukupno n—1, kao $to je trebalo pokazati.
2° Ovaj rezultat dokazac¢emo potpunom indukcijom. Pretpostavimo da broj permutacija od

n—1 elemenata koje imaju ta¢no dve inverzije iznosi g n (n—3), pa odredimo broj permuta-

cija od n elemenata sa dve i samo sa dve inverzije.

Permutacije od n elemenata koje imaju tadno dve inverzije mogu podinjati samo sa
1, 2 i 3. One permutacije koje poinju sa 4,5, ..., n imaju bar tri inverzije, te ne dolaze
u obzir.

Posmatrajmo prvo permutacije koje pocinju sa 1. Iza 1 dolazi n—1 elemenata. Prema

g2 e ; ol
induktivnoj hipotezi, od elemenata 2,3,4, ..., n moZe se obrazovati 7n(n—3) permuta-

cija sa tatno dve inverzije.
Sve permutacije koje polinju sa 2 imaju bar jednu inverziju.
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Prema formuli dokazanoj pod 1° broj permutacija od elemenata
0B et
sa jednom inverzijom iznosi n—2.

I na kraju postoji samo jedna permutacija koja potinje sa 3 i koja ima taéno dve
inverzije. To je
8,415 S v ST

Dakle, ukupan broj permutacija od n elemenata koje imaju ta¢no dve inverzije iznosi
1 N 1
?n(n—3)+(n—2)+l, tj. —2—(n+1)(n—2).

Prema tome, ako je formula tafna za n—1 elemenata, ona je ta¢na i za n elemenata.
Formula 2° je tatna za n=3. Zaista, od tri elementa 1, 2, 3 imamo ove permutacije

1 2 3 (nijedna inverzija),
1 3 2 (jedna inverzija),
2 1 3 (jedna inverzija),
2 3 1 (dve inverzije),

3 12 (dve inverzije),

3 21 (tri inverzije),

od kojih dve imaju tatno dve inverzije. To se slaZe sa rezultatom koji se dobija kada se u
formuli 7(n+ 1) (n—2) stavi n=3.

Ovim je induktivni dokaz zavr§en.
Formula navedena pod 3° takode se dokazuje indukcijom.

Generalizacija. Neka je {P} skup svih permutacija od n elemenata. Odrediti iz skupa
{P} one permutacije koje imaju k(g(g)) i samo k inverzija.

9. Posmatrajmo Pascal-ov trougao
(o)
o) (1)

(1) G)
3 3
1 2

)
)
) () G G

(
(0
@

i numeri§imo vrste ovog trougla redom sa 0, 1, 2, 3, ... poev od vrste u
kojoj se nalazi (8)

Dokazati da u n-toj (n>>0) vrsti ima taéno 2°( neparnih binomnih koe-
ficijenata, gde je o(n) zbir cifara broja n napisanog u binarnom sistemu.

Dokaz. 1° Dokazimo prvo pomoéni stav: Brojevi

2k 4§
M
iste su parnosti.
Qdista, prirodni broj j (<) je oblika

(i) (v< i<2k)

j=2%.8; (o;<k; {; neparno),
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pa moZemo pisati

) n(y)- T i-2%-8

j=i—v+1
2k +i : .
2) vl( v'): I Qk+j)=2% vy,
Jj=i—v+1
gde je
i i i
a= > o; = T & = JI @ %+pp
Jj=i—v+l1 Jj=i—v+1 j=i—v+1

(B i v su neparni brojevi).
v!

Pretpostavimo da je (:) neparan broj. Tada iz (1) sleduje da je ceo neparan broj.

2%

Jednakost (2) moZemo napisati u obliku

vE 2k _
o o

k ..
Odavde izlazi da je(2 :'l) neparan broj.

\ ko j : T
Na sli¢an nadin pokazujemo da iz neparnosti broja (2 y“) sleduje neparnost brma(i).

[T

Time je pomoéni stav dokazan.
2° Oznadimo sada sa t (n) broj neparnih elemenata u r-toj vrsti Pascal-ovog trougla.
Dokazaéemo da su u (2¥—1)-oj vrsti svi brojevi neparni, tj. da je

3) T (2k—1) =2k,

k__
Zaista, za v=0 je (2 V1>=1, dok je za v#0

Z—1y_ iy %oi 28
(2 Ty S

=1 1 =1

v
kL
Odavde, posle mnoZenja sa H B, zakljuCujemo da je (2 x ]) neparno.
Jj=1

3° Na osnovu identiteta (kﬁl)+(2) = (" ;; 1) i rezultata (3) zakljuéujemo da su parni
slededi brojevi:

2k
(V ) G, 0 T gy
2k 41
( j) (=g, & ro RS
2k 4 2k_2
(F8 o) =D
Vidimo da vaZi i relacija
@ T (2k)=2.

4° Posmatrajmo n-tu vrstu Pascal-ovog trougla. Neka je:
n=2k4i (I<ig2k-2),

Elemente uolene vrste razdeliéemo u tri grupe:

1) (’v’) I oL MR 0
2) (’v') Er il A s e
3) (’v’) (v=2k 2k41,...,2k+i=n).

16 Zbornik matemati¢kih problema III
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Brojeve neparnih elemenata ovih grupa oznaCimo respektivno sa t,(n), t,(n) i r3(n).
Sad moZemo pisati

(5) () =T1.(n) +r,(n)+15(n).

Na osnovu 3° je t,(n)=0, a na osnovu identiteta (f) = (nf— V) dobija se 1, (n)=14(n).
Umesto (5) mozZemo pisati
©) t(n)=27,(n).

Na osnovu pomocénog stava dalje zakljuCujemo

() =271, (=21, 2k +i)=21(i).

Prema tome dosli smo do relacije
©) T (2k +i)=21(i).

5° U zadatku se traZi da se dokaZe relacija
® t(n)=2°M,

Bez teSkoce se proverava da je ona tatna za n=0,1, 2, 3, 4, 5. U tacki 2° pokazali smo
da je relacija (8) tatna za n=2k—1, a u tacki 3° za n=2k.

Pretpostavimo sada da je relacija (8) tatna za n=0,1,2,..., N—1, pa ¢emo pokazati
da odatle sleduje da je tana i za n=N.

Ako je N oblika 2% ili 2k—1, tvrdnja je direktno dokazana.

Ako je N=2k 4] (1<I<2%—2), bide
t(N)=1t(2k+D=27().
Na osnovu pretpostavke je (1) =2°?, pa dobijamo
'r(N)=2~2°(l)=2H'°(l)=2°(N),
jer je
o(N)=o 2k +I)=1+a(l).

Ovim je dokaz zavrien.
Ovaj dokaz dao je D. Dokovié.

10. Ako polinom P (x) stepena n ima samo realne nule
X g e i (x;<x, zai<k),

¢iji su redovi viSestrukosti respektivno
m
R ke (z k,=n),
2 |

tada izvod P’(x) ima samo realne nule

brbaet MEE N e
¢ij1 su redovi respektivno
e e TR o R e e (Z (k,—l)zn——m>

kao i proste realne nule i
YisVas - o0 Vm—1
razli¢ite od x, (r=1, 2, ... ,m).
Takode je P (y,)-P(y,)<0 (r=1s 20005, nie= k)
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11. Zi¢ana pravougaona refetka sa p %ica u jednom i g u drugom pravcu ortogo-
nalnom u odnosu na prvi, okacena je o konac jednim uglom tako da slobodno
visi. Kap te€nosti spusta se iz najviSe u najnizu tacku resetke iduéi poprecni-
cama reSetke. Koliko puteva ima kojima ona to moZe da udini, a koliko je
medu tim putevima onih u kojima kap ne ide dvaput uzastopce popreénicama
jednog istog utvrdenog smera?

ReSenje. Ma kojim putem sisla kap te¢nosti iz najviSe u najniZzu tacku reSetke, ona uvek ima
da prede ukupno p-+g—2 popreéne ivice okana reSetke. OpiSimo jednu putanju na sledeéi
nain: svaki deo putanje koji ide ivicom okna refetke u jednom smeru ozmakom 1, a ako
ide u drugom smeru, oznakom 2. Tada se putanja jednoznaé-

no moZe opisati nizom cifara 1, 2, kojih ukupno ima y)
p+g—2, a od Cega je samo cifara 1 ukupno p—1. Broj
kombinacija ove dve vrste cifara u ovakvom ukupnom iznosu je i S
by :
p=1 /?
¥

a to je istovremeno i broj svih moguéih putanja kapi te-
¢nosti iz najviSe u najniZzu tacku reSetke.

:
Pretpostavimo da broj oznmaka 1 u nizu koji opisuje e
putanju nema viSe nego oznaka 2 i da Zelimo da nigde dve
oznake 1 ne stoje u nizu jedna do druge. Postavimo sve § 4
oznake 2 jednu do druge. Njih ima ukupno g—1, a mesta
izmedu njih (raunajuéi i ona sa strane) ima ukupno g. Od ¢

tih ¢ mesta izaberimo p—1 mesto za postavljanje oznaka 1.
Koliko takvih izbora bude, toliko ima putanja u kojima

kap tenosti ne ide dvaput uzastopce pravcem koji smo é

oznadili sa 1. Kao $to je poznato, broj izbora p—1 eleme-

nata iz skupa od ukupno ¢ elemenata je 4
4

(pzl)'

To je odgovor na drugo pitanje u zadatku.
Ovo je problem i reSenje M. Stojakoviéa.

12. Odrediti rekurzivou formulu koja daje broj moguéih relacija ekvivalen-
cije u skupu od n elemenata.

Refenje. Zadati u skupu od n elemenata neku relaciju ekvivalencije isto je §to i podeliti
elemente toga skupa na klase koje dve po dve nemaju zajedniCke elemente, tako da svaki
element iz datog skupa bude u jednoj, i samo jednoj klasi.

Uocimo jedan element a. On moze biti u klasi sam, a moze biti ,,u drustvu‘ sa nekim
drugim elementima zadatog skupa. Neka je sa njim u istoj klasi jo§ k—1 elemenata. Za
one ostale zlemente kojih ima n—k bice broj mogudéih relacija ekvivalencije jednak N (n—k)
(gde smo sa N (v) obelezili ukupan broj relacija ekvivalencije u skupu od v elemenata).
Kako ima ( ,’j:}) moguéih izbora elemenata koji bi mogli biti u istoj klasi sa uolenim
elementom « i kako svaki od tih izbora moZe da se nadoveZe na N (n—k) relacija ekviva-
lencije za ostale elemente u skupu, to ukupno ima

n—1
( k_l)N(n—k)
relacija ekvivalencije kad je element ¢ u druStvu sa jo§ k—1 drugih elemenata. Kako k&

mozZe da varira od 1 do n, traZena formula je

n

Ny=> (Z:})N(n—k) (N ©)=1}.

Ovo je reSenje M. Stojakovica.

16*
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13. Odrediti rekurzivhu formulu za izradunavanje broja nadina na koje se
moZe dobiti rezultat primenom zakona asocijacije na proizvod a,a, - - - @, od n
razli¢itih brojeva.

Pokazati da je
%[1—(1 —4x)l2]

funkcija-generatrisa za ovaj problem.

ReSenje. Neka je traZeni broj nadina na koje se moZe izradunati proizvod n faktora
oznaten sa N (n). Izdvojimo li prvi faktor a,, ostatak se moZe izmnoZiti na N (n—1) nacina.
Izdvojimo li prva dva faktora a,, a@,, oni s¢ mogu izmnoZiti na N (2) nadina, a ostatak na
N (n—2) nadina. Kako svako mnoZenje prva dva faktora moZe da se madoveZe na svako
mnoZenje ostalih N (n—2) faktora, pri ovakvoj podeli faktora u dve grupe ima ukupno
N (2) N(n—2) nadina da se proizvod sratuna. Nastavljajuéi tako i dalje, dolazimo do zakljucka
da je

N@W=NON@=D+NQN@—-2D+NG)N@—=3)+--- +Na—2)NQ+N@u—-1)N().

Simetri¢nost izraza za N (n) daje nam indiciju da pri traZenju funkcije-generatrise za
brojeve N (n) pokusamo sa potencijalnim redom

f=3 Nexe  IND-1}.
Kako je =
P ={x+NQ)x2+---} {x+NQ@)xt+---}
=x2+{N()NQ@Q+NQN1)} x*
+{NA)NQB+NQNQ@+NGN)}xt +---
=x2+ N@B)xB+N@xt+ ... =f(xX)—x (uzeto je odmah da je N(2)=1),
fPx)—f(x)+x=0.

Regavanjem ove jednadine po f(x) nalazimo izraz za funkciju-generatrisu kako je u zadatku
navedeno. Prema tome je

bice

_@n-2!

N :
9 nl(n—1)!

Ovo je resenje M. Stojakoviéa.

14. Ako kvadratna matrica 4 zadovoljava uslov
(1) A"+ A"14 .. + A+ E=0,
pokazati da je A—1=A".

Resenje. Posle mnoZenja uslova (1) sa A4, dobija se
2) ArtlpAn 4 .. + A2+ A=0.

Ako se jednakosti (1) i (2) oduzmu, palazi se

An+1=E, t. A-An=E.

Prema tome, zaista je A~ '=An.

15. Determinanta

1 x sad
cosnf cos(n+1)0 cos(n+3)0 (n ceo broj)
sin n9 sin (n+1)6 sin (n+3) 0 i

deljiva je sa 1-—2 x cos 0+ x2
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Uputstvo. Proveriti da li se determinanta anulira za
x=e® i x=¢7%

Generalizacija. Ispitati da li je determinanta

= x! xk |
cosnf cos(n+1)0 cos (n+k) 6 (n, . k celi brojevi)
‘sinnO sin (n+1) 0 sin (n+k) 6

deljiva sa 1—2 x cos 0 +x2.

16. Odrediti
B-1=(Q2A*—12A43+19A4*—294 +37E)"1

u obliku
kA+mE

ako je

1 —1

ol PR
Resenje. Na osnovu
[fa—1 1
AE—A=
I 5

zakljuujemo da je karakteristiéni polinom matrice A4

A2—60+7.
Zbog toga je
A*=6A—-TE,
A®=29A—42E,
A4 =1324—-203 E,
te je
B=2A4*—12A4%4+194*—-29A+37E=A+2E.
1z
E=BB '=(A+2E)(kA+mE)
sleduje
E=-@Bk+mA+(2m—Tk)E,
a odatle
8k+m=0,
2m—Tk=1,
$to daje
k=—1/23, m=8/23,
pa je

B-1=—-A4/23+8E|23.

Primedba. 1z karakteristiCnog polinoma 22— 10X+ 23 matrice B izlazi B2—~10B+23 E=0,
odnosno E=(—B%+ 10B)/23, §to pomnoZeno sa B—1 daje neposredno

B1-(~B+10E)23 - (—A+8E) |23,

Ovo je reSenje M. Stojakoviéa.

17. Pokazati da je Cetvrti stepen matrice

-1 6 — 9|
A= —11 24 -33
— 6 12 —16

jednak 65A4—114E, gde je E jediniCna matrica.
Izraziti 4”7 u obliku ¢, 4+b6,E (n=2,3,...).



246

Resenje. 1z

PROBLEMI IZ RAZNIH OBLASTI

[18

svodeéi ovu matricu sa polinomskim elementima na Smith-ovu formu, nalazimo da je

minimalni polinom matrice A.

Stoga je

a odatle

A+1 —6 9
AE—A4= 11 a2-—-24 33
6 —12 A+16
A2—-S5A 46
A2=54—6F,

At =(AN2=(5A—6E)?=2542—60A4 +36 E=25(5A—6E)—60A+36E=654A—114E.

Ovim je tvrdenje dokazano. Indukcijom se moZe dokazati da se A" moZe prikazati u
obliku a, 4 +b, E (a,, b, funkcije od n).

Iz jednako

zakljuujemo

sti

A —a, A% + by A=y (5A—6E) + by A=(Say +by) A—6a, E

An+1y =58, +by,

A"=a, A+ b, E,
A" =ay4y A+ by E,

by =—6ay,.

Funkcije a, i b, su refenja ovog sistema diferencnih jednadina koja ispunjavaju uslove:
a, =5, by=—6 (jer je A*=5A4A—6EF).
Eliminacijom funkcije b iz ovog sistema dobijamo

Odavde je

a,=C;-3"+C,.2" (C,, C, konstante) .
Prema b,+,=—6a, i prema a2=5. b, = —6 nalazimo

a,=3"-2" p,=—63"1-2""1) (n=2,3...).
Stoga je ¥

A=(3"-2MA—6 (3" 12" 1Y) E (B=285 1)

Apt+3—S5aptq+6a,=0.

Primedba. Koristeéi dobijenu jednakost, nalazimo A4”, gde je n proizvoljan prirodan broj.
Dobijena jednakost vredi i kad je » ma kakav ceo broj. IzloZena metoda moZe se primeniti
za traZzenje A" kad je A bilo kakva kvadratna matrica.

Redigovano prema reSenju M. Stojakoviéa i S. PreSiéa.

18. Izradunati vrednost determinante

gde je

a,k=2

a,-k=3

D,=

2
-1
0
0

0

3
2
=
0

0

D, =|ai|

(i=k),

(i=k—-1), a,-k=0

0
3
2
—1

0

N w o o

0

L (e e

a,k=—l (l:k+1),

0

(== - ]

=2Dn—1_3

2

—1
0
0

0

3
2
=1

0

(ik, k+1, k—1).

Refenje. Ako determinantu D, (n>>3) razvijemo po elementima prve

0
3
2

0

vrste, dobijamo
0
0
0

2

Ako determinantu &iji je koeficijent 3 razvijemo po elementima prve xolone, poslednja

relacija postaje

O]

D,=2D,_,43D,_,.
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Ovo je diferencna jednadina. Njena partikularna re$enja dobijamo ako stavimo Dn=r?”.
Karakteristi¢na jednalina je

Pm_2rt=1_3p0=-2=0, tj. r2—2r—3=0.
Koreni ove jednaline su: r, =3 i ry=—1.
Opste reSenje jednaline (1) je

D,=A4-3"+B-(—1)" (A, B proizvoljine konstante).
Kako je D;=20 i D,=61, dobijamo jednaCine

20=27A—B, 61=3814d+B.

Odavde izlazi 4=3/4 i B=1/4.
Prema tome je D= —:'47{3’“1 +(=D"}.
Ova formula vaZi i za sluaj kada je n=1 i n=2.
Generalizacija. Odrediti D, =|ay || ako je
ap=o {i=k), ay=0 (=k+1), ap=v (G=k—=1), ax=0 (i#k, k+1, k—1).

Izradunati karakteristi¢ne vrednosti matrice || ;x| ako su 8 iy razliCiti od nule i ako
je sgn B=sgny.

19. Koja je od sledefih dveju transformacija vektorskog prostora linearna:
—
a) Vektor x projektuje se ortogonalno na stalni pravac p, a potom se ova
projekcija opet ortogonalno projektuje natrag na pravac vektora ;c;

b) Vektor ¥ projektuje se na stalni pravac p, a zatim ova projekcija dalje
na stalni pravac ¢?

Za onu od tih transformacija koja je linearna naéi matricu kojom se ta
transformacija moze racunski zadati.

— —
Resenje. a) Uzmemo li dva vektora x, y koji sa stalnim pravecem p zaklapaju po ugao
od 7 /4, imaju intenzitet jednak jedinici, uzajamno su ortogonalni i leZze u istoj ravni sa stalnim

— -
pravcem p, njihov zbir x+ y leZade na samom pravcu p, pa ¢e i posle oba projektovanja

— -
opisana u tekstu zadatka ostati x+y. Ako, medutim, najpre projektujemo pojedinaéno

— =

vektore x, ¥y kako je u zadatku opisano, pa posle izvr§imo sabiranje slika, dobi¢emo kao
e

rezultat vektor (x+y)/2. Ovde, dakle, slika zbira nije jednaka zbiru slika, pa transformacija

nije linearna.

b) Ako se zadrZimo samo na projektovanju na stalni pravac p, onda ¢e projekcija zbira
biti jednaka zbiru projekcija. Ako sad ove dve projekcije dalje projektujemo na stalni pravac
g, biée opet projekcija zbira jednaka zbiru projekcija, pa zakljuéujemo da je transformacija
linearna. Ako je 4 matrica, koja opisuje prvo projektovanje i B matrica koja opisuje drugo
projektovanje, matrica za oba projektovanja je B A.

Ovo je problem i reSenje M. Stojakovica.

20. Odrediti polinom minimalnog stepena po promenljivoj x sa racionalnim
koeficijentima koji za x=+/2++/5 ima vrednost 2+/2+ 5+/5.

Resenje. Neka je "
V2=u, V5=v.

x=u+v, x2=T+2uv, x*=17u+1lv

Zbog
bice

1 1
=— —(lx—x® )= — — (x*—17X).
u AR g ¢ )
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Sada je
1
2u+5v=2~/2+5+/5= —2—(21x—x3),
o 1
pa je polinom koji za x=+/2 ++/5 ima vrednost y=2+/2+5+/5 dat sa y= 7(21x—x3).

Ovo je zadatak i re$enje M. Stojakovica.

21. IzraCunati vrednost determinante

la;jl1 (ay=38y+i~1jY),

gde je 3;; Kronecker-ov simbol.

22. Funkcija f(x) je realna, ograni¢ena i zadovoljava funkcionalnu

jednacinu
Jx=n=f)f()-f(a-x)fla+)),
gde je a pozitivna konstanta i _f(0)= 1.
1° Dokazati da je f(a)=0.
2° Dokazati da za svako realno x vaZe relacije:
f@=f(=x,  fRa-x)=—f(x),
fx+da)=f(x), L+, (a-x)=1,
—-1<f(x)<1.

3° Navesti primer funkcije f(x) koja ima sve navedene osobine.

23. Ako je
C ( ) © x'lp+r S ( ) o0 ( l)p xﬂp+r
nriX) = pib ] T nr{X)= = |0
,,zo (np+r)! ,go (np+r)!
(r=0 152, ... , =1},

izvesti adicione teoreme za
Cor(x+y) 1 8, (x+).
Dokazati Knar-ove formule:
sh x sin x =Sy, (x 1/2),
ch x cos x =Sy (x+/2).
Funkcije C,, (x) i S, (x) uveo je Ricatrti.
Resenje. a) Uvedimo hiperkompleksnu jedinicu j koja je definisana na sledeéi nadin:
1° jn=1,

2° Potencije jo=1, jl=j, j% j% ..., j® 1 su linearno nezavisne.
Defini§imo eksponencijalnu funkciju jednakoséu

oo v

1 eix = jv —
0)) VZ;OJ =
Koristeéi uslov 1°, mozemo jednakosti (1) dati oblik

n—1

@ ex="" jp Cpp(x).
p=0



247 PROBLEMI IZ RAZNIH OBLASTI 249

Iz definicije (1) eksponencijalne funkcije f (x)=e/x izvodi se da ona zadovoljava funkci-
onalnu jednadinu

3) fFf)=fx+y).

Dokaz te relacije je analogan njenom dokazu u oblasti kompleksnih brojeva.
Na osnovu (2) i (3) dobijamo

n—1 n—1 n—1
* 2 ¥l (x+y)=( . P G <x)) (2 bid Cn,,(y)).
p=0 p=0 p=0
Iz (4), na osnovu 2° i 1° sleduje:
©) Cur x+9)= D Cmv (D) Cop )+ D Cnv () Cpp (1)
v+p=r v+p=n+r

b) Postupak u izvodenju je potpuno analogan prethodnom samo $to se jedinica j de-
fini§e na slededi nadin:

1° jnz_ ’
2° Potencije jo=1, j1=j, j2, j% ..., j®%! su linearno nezavisne.
Dolazi se do rezultata

(6) Sur(x+P)= Y Sw®) Sp(D— D> Sw(¥) Snp ).

v pe=F vtp=ntr
Za n=2 formule (5) i (6) lako se proveravaju, jer je:
Cyo (X)=ch x; Cyy (X)=sh x;
Spo (X)=cos x; 8, (x)=sin x.

Ovo je reSenje D. Pokovica.

24, Odrediti polinom P (x) stepena 2n+1 koji ima osobine:
=)™ [{PE)+1},  (x+ D" [(P(x)~1}.

Resenje. Navedenim uslovima mozZe se dati sledeci oblik

1) P@)+1=(x—-1)"+10Q, (x),

2 P)—1=x+1)+1 0, (x),

gde su Q, (x) i Q,(x) polinomi stepena .
Na osnovu (1) i (2) dobija se

3 PE(x)—1=(x*—1)"+1 Q (%),

gde je Q(x) polinom stepena 2n.
Iz (1) i (2), odnosno iz (3), vidi se da polinom P (x) nije deljiv sa x2—1.
Posle diferenciranja identitet (3) postaje

()] 2P P (X)=2n+Dx(x2—1D"Q @) +E2—-1D)"+1 Q' (x).
Odavde izlazi da je izvodni polinom P’ (x) deljiv sa (x2—1)".
Na osnovu ovog i kako je P (x) polinom stepena 2n+ 1, imamo

©) P'(x)=a(x“—l)"-——~a§": (-1)n—k(ﬁ) x2k,
k=0

gde je a jedna konstanta koju éemo kasnije odrediti.
Posle integracije dobijamo

(6) P(¥)=a i (—l)":_k (Z)x2k+l+b’
k=0

2k+1
gde je b konstanta.
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Prema (1) i (2), polinom P (x), definisan relacijom (6), zadovoljava uslove

o (_yn—k
az (Zkl):l—(Z)erz—l.

k=0
n
(=% 4y
—a i +b=1.
e AT AT (k)
1z poslednjih relacija dobija se
1
A e A (O
& {=nr=} "
Ao 2R (&
n
X ¥ il ("l)k n k -
Da bismo sumirali kzo Z—E;T (k)’ posmatrajmo razvoj

— < i ny
=8 gt

odakle, posle integracije, izlazi
l n
(=Dx /p
A-xnde=> ———(7).
[omer o3 L0
Stavimo li x=cos ¢, dobijamo
1 x/2
f(l—xzyldx=j sin?"+1 x dx =
0 0

@n!!
@n+1)1t’

Prema tome, traZeni polinom ima vid

_@n+n i (— 1)k (,,

P (x) = = i
) @mll Ly 2kt \K

) x2h+1,
Ostaje da se pokaZe da ovaj polinom ispunjava uslove (1) i (2).

25. Ako je f(x)=(1 ++/x)?"*2, pokazati da je
SO =4+ D@+ 1)!
Refenje. Uporedo sa datom funkcijom f(x) posmatrajmo funkciju
g ()= (1—/x+2.

Bez teskoce konstatuje se da je g (1)=0.
Na osnovu ovoga izratunavanje vrednosti f(® (1) je znatno olak§ano. Podimo od izraza

fFO =M A)+2M (1)

i,, {1 £+/PE (1 =/ 2048}

’x= *
Kako je
n+1

ARy Bpneta2 S (52)ak,
k=0

dobijamo

d%;[22;(23;2))(::]:2(%21%)@“); i 2(23’41-:2)”!
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Prema tome je
SOM=2n+D!'+Q2n+2)2n+1) n!
=4(n+ 1) (n+1)!
Ovaj zadatak postavio je R. E. Shafer (The American Mathematical Monthly, vol.
67, 1960, p. 85, problem E 1369). Navedeno interesantno refenje dao je Chih-yi Wang.

Generalizacija. Ako je h(a)=1 i ako je h(x) diferencijabilna funkcija (potreban broj

puta), izraunati
den+-2 <
{1+v/h(x)) o2,

ax2n+2

Navesti i druge generalizacije.

26. Izracunati odredeni integral
1
f x"(l—x)"dx (n, r prirodni brojevi).

0
Ako je

1
e =f x’~d— {x"Fr=s(1—x)"} dx,
0 dx"

gde su n, r, s prirodni brojevi, pokazati da je

I,= O (s<n),
(1

ReSenje. Ostavlja se Citaocu da dokaZe formulu

1

{(2) ./ Xl =t A= — l r!_-
" (n+r+ 1!

Primenom parcijalne integracije na integral I,; dobija se

d"—l
o] w1 S5 sty a,
0
jer je
d"—l
X —— (x5 (1 —x)"}
dxll'—l
jednako nuli za x=0 i x=1.
Posle s-te primene parcijalne integracije, dobija se

n—g

dxn—S

©) Lis=(=1ys! [
0

{x"+7=5 (1—x)"} dx,

jer je
(=1)s—15] xﬂ_i {x"+’_s(1—x)"}
dx"—S
jednako nuli za x=01 x=1.
Ako je s<n, iz (3) sleduje da je I,,=0. Ako je s=n, tada (3) postaje
t
I,,,,—(—l)”n!f xT(1—x)"dx.
0
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Primenom formule (2) dobija se
Inn re (" 1)"” ! & s (_ ])n M— )
(n+r+1)! (n+r+1)!

Ovim je dokazana formula (1).
Izvedene formule vaZe takode ako n, r, s imaju vrednost nule.

Primedba. lzralunati integral Ins kada je s>n.

27. Pokazati da je polinom
(1) Q..(x)=[1"(@—1)»dt  (n, p nenegativni celi brojevi)
1

deljiv sa (x—1)#+1, Odrediti koli¢nik Q,,(x)/(x—1)?*+1,
Refenje. Kako je Q,,(1)=0, polinom Q,,(x) je deljiv bar sa x—1.

Iz (1), posle diferenciranja, izlazi

424 =x"(x—1)P.
x

Buduéi da je ovaj izvod deljiv sa (x—1)7, polinom Q,,(x) je deljiv sa (x—1)P+1.,
Ako u integralu (1) izvr§imo smenu

t—1=u (4 nova nezavisno promenljiva),
tada je
x—1
6) Q@)= [ (u+1)urdu,
0

te ¢emo dobiti Q,,(x) u obliku polinoma po x—1.

Kako je
. n
(u+ 1)"=r§0(’r')ur,

integral (2) dobija oblik

x—1 B x—1

an(x)=o (';0 <:1)“’+P)du=réo 6[ ('r’) u'+ du
l u=x—1
=Zo ('r') YT urtp+1 =

-3, () e

oy r+p-+1

==ty (:’) H;; x=1r.

r=0
Zaista, ovaj polinom je deljiv sa (x—1)P+!, a nije deljiv sa (x—1)p+2, jer je traZeni
koliénik polinom
n 1
> ()
oV r+p+l

(x_l)',

1
&iji je nezavisan ¢lan broj el koji je razli¢it od nule, jer je p nula ili prirodan broj.
P+
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Generalizacija. Ispitati da li je polinom

Qpp(x; a, b)= f(x—a)" (x—b)? dx
A

(n. p nule ili prirodni brojevi; a, b, X realni brojevi)
deljiv sa
(x—a)"+! ako je i=a;

(x—b)p+! ako je i=b.
28. Izradunati
Ji— ff” (R2—x*—y? — 22— 4?12 dxdydzdu po oblasti x2+3y2+ 22+ u2<C R2

Resenje. 1. Integralimo najpre po w. Tada su granice integrala —(R2—x2—y2—2z*)l/2 |
(R:P—x2—y2—z2)U? te dobijamo

3 1
f(Rz—x2—y"—22~u2)1/2 duré 7w (R2—x%2—y?—2%).
Izraz na desnoj strani je polovina povriine kruga polupretnika
(RE—x2—y2— 212,

Posle prelaza na sferne koordinate dobija se

1 =Y 1 R + /2 %x
J=7nj\/f(R2—x‘3—y2—22) dxdydz=5-rrfr'3 (R2—r¥ dr f cos 6d6 J de.
0 —n/2 0

Kada se izratunaju integrali, koji se javljaju na desnoj strani poslednje jednakosti,
nalazi se

4
J=io s 8RS
15

II. Izvr§imo smenu:
x=rsin « sin 3 cos v,

y=rsin a sin f sin v,
z=r sin o cos {3,
U=r CoS o.

Element zapremine je dv=r?sin? « sin § drde dfdy.
Dati integral sada postaje
R n n 21

J:(f ra\/ksi?-*dr) (f sin? da) (Of sin B dg) (of d,.>.

0 0
Kako je
- 2 % 1
P /RE—r2dr=-— RS, sin? o dou=— T,
[ rVR=rar 15 J e
0 0
T 2x
fsin(id6=2, [ dy=2m,
0 0
dobija se

2 T 4
=— RS, .2 .2m=—n® RS,
15 2 15
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29. Izradunati
ffff dxdydzdu po oblasti x®+ y?+22+u2 < R2.
ResSenje. Ako integralimo najpre po u, granice su

—(RP—x?—p—z)V2 | +(RE—x2—y2_z%)1/2

J_jff[ dXdded“"'fof(Rz_xg—yz-—-z?)ll‘-’ dxdydz.

U dobijenom trostrukom integralu predemo li na sferne koordinate

Tada je

‘Xx=pcospcosh, y=pcosgsinf, z=psing,

dobijamo
R +m/2 2a R
J=2f o2 (R2— p?)V/2 dp f coScpd<pf d0=8:rf o (RE—g?) 12 dp.
0 —-n/2 0 (1}

Ako stavimo p= Rcos ¢, dobijamo na kraju

w2 T2 1
4] 4 ] 2 — 7 RS e ol eyl SRRERE
J 8:rR0f sin? f cos? 7 dr -erf (1—cosdn)di= —.a*R

30. Izracunati integral

2 2 2 2\ 1/2
[[[f(=5-2 22" gyeean
a2 bl C2 g2

X2 2 2 2

= o S e e [

a2 B2 & g

Resenje. Ako stavimo x=al, y=bw, z=ct, u=gnr, integral ¢e dcbiti oblik

J=abeg [ [ [ [(1-82—n2—Li—c)® d&dn d5.

Na desnoj strani imamo integral iz zadatka 28, u slucaju kada je R=1. Zato je

po oblasti

2
J= ﬁabcg.
15

31. Data je funkcija y;=x"e~* (n prirodan broj).
1° Pokazati da ova funkcija zadovoljava diferencijalnu jednadinu

(1 x(g+y>=ny.

o y 2 o e ; ! d” g
2° Polazeéi od ove jednaline, zakljuliti da je funkcija z, =d7(x” e~*) jedno
X
partikularno reSenje diferencijalne jednadine

) x ¥t D% (e 1)z =0.
dx2 dx

3° Pokazati da je funkcija w;=e* dd; (x"e=*) polinom stepena n i da ona
xll

zadovoljava jednadinu

d2w dw
3 +(l—x)—+nw=0.
(3) £ (1-—%) i
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4° Ako je k prirodan broj, za k=n i za k <n izralunati
) ks Tl o 5
kn—oj (K"; - Py

Refenje. 2° Polazeéi od (1), posle diferenciranja, dobija se
5) xD"t2y4 (x+ D)D" 1y +(n+1)D"y=0 (Dk =dk | dxk) .
Ako se stavi D" y=z, jednalina (5) postaje jednacina (2).

Na osnovu ovog zakljuCuje se da jednaCina (2) ima partikularno resenje D” (x"e %),
buduéi da je funkcija x"e—x* partikularno reSenje jednacine (5).

3° Primenom Leibniz-ove formule dobija se
n n xr
D (x"em*)=e"=% Z (= (:’) Dr=r(xM=nle > Z (- (f) ol
r=0 r=0 (il
Prema tome, funkcija exD” (x"e~*) zaista je polinom po x.

Jednadina (2), smenom z=e~*w (x), postaje jednadina (3), pa se iz ovog zakljuCuje da je
funkcija exD” (x"e—*) zaista partikularno reSenje jednacine (3).

4° Ji, izratunademo uzastopnom primenom metoda parcijalne integracije. Posle prve
integracije dobija se
-} <«
-]
Jin =xkD"1 (xM e— %) ’0 — f D (xk) D" (x"e~*)dx= — f D (xk) D"~ 1 (x" ¢~ ) dx.
0 0
Posle ponovne parcijalne integracije biée
[=-]

T f D2 (xk) D"—2 (x" e~ x) dx .
0

Posle k—1 parcijalnih integracija, integral J, postaje

-

(6) Jim=(—1yc=1 [ Di~1 (k) DP=k+1 (x" =) dx
0

oo

= (= 1)k~ Dk=1 (k) D™=k (x7e=%) [§ + (— Dk [ Dk (xk) D"~k (x"e=) dx .
0

Za k=n dobija se

| oo

Jan=(—1"n! [ xte=xdx=(—1)""1n! e—x[ z D’(x")}

0 r=0

10

Jan=(=1)"(n)2.
Za k<n iz (6) sleduje

Jin=(— 1)k k1 DA—k=1(x1¢=x) |7 =0.
Prema tome, imamo sledeéi rezultat
¢ { 0 (k<n);
Tle=ntenr (k=n).
32. Pokazati da je funkcija
(1) y=(ay+a, x+---+a,x")[(bg+byx+ -+ +b,x")

(ag, a1, ..., ay3 by, by, ... , b, konstante)
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opste reSenje diferencijalne jednadine

‘ Y1 Ya Jain Yn+i 1
Q) } .T’z Y3 Ynt+s £
i Yn+1 YVata Yan+y

gde je y,=Dry/r! (r=1,2, ..., 2n+1).

Refenje. Ovaj zadatak formulisao je Frank Morley, a reSio ga T. A. Bullard (videti: The
American Mathematical Monthly, vol. 31, 1924, p. 353).

Posmatrajmo (1) u obliku
3 By=4,
gde je

n
A=Z a x", B= b, x".

r=0

IM=

Ako se pomoéu Leibniz-ove formule proizvod By diferencira n--i puta, tada iz (3)
sleduje

n .

(n+i)! - '
2. V(i \;)'(DH_l ") D'B)=0 (i=1,2,...,n+l),
v=0 V* —)!

jer je Dk A=Dk B=0 za k> n.

Posle deobe sa (n+i)! i upotrebe notacije y,=D"y/r! i B.=D"'B[r! dobija se skup
linearnih jednadina

n
@ 2 B dy =0 B
v=0
Ako se iz (4) eliminiu By (v=0, 1, ..., n), dolazi se do jednaline (2), $to je i

trebalo pokazati.

Generalizacija. Morley-ev problem moZe se ovako uopititi:

m n
Ako polinomi Z ay xv i z by xv (av, bv makakve konstante) nemaju zajednilkih
v=0 v=0
nula, tada je funkcija

)’=(v§=:0avxv)/(zn bvxv\)

op$te reSenje diferencijalne jednaline reda m+n+1

Ym—n+1 Ym—n+z 7 Fm+a r
%’m-—n+2 Ym—n+s3 Ym+e ¥
Ym+1 Ym+2 Ym+n+1 \
gde je
V=0 (k<0),
=¥ (k=0),
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33. Ispitati da li je funkcija

b1

u=ff(xcost+y) sin"" !¢ dt (n prirodan broj >1)
0

reSenje parcijalne jednadine
0*u n ou J*u

4
0x* x ox 0)y*

gde je f(z) dva puta diferencijabilna funkcija.

34. Da li postoji reSenje V parcijalne jednadine
2. (r2 ?—V> +cosec 0 L (sin 0 9—V) =0
or 20 20 :
koje je oblika V= f(r)cos® i zadovoljava uslove:
V=0 za r=0;
oV

—= —kcosb (k=const)?
or

35. Date su diferencijalne jednacine

(D xy''—xy'—ny=0
(n prirodan broj).

(2 xy" —xy'4+ny=0

1° Pokazati da je funkcija
3 y1(x)=(e*xm) =D
jedno partikularno reSenje jednadine (1).

2° Pokazati da je funkcija

Ys (X) =€y, (—x),

257

gde je y,(x) definisano relacijom (3), jedno partikularno reSenje jednadine (2)

i da je ono oblika
a3 (D3 =kt b,
k=1 Z
gde je a jedna fiksna konstanta.

36. Ispitati da li je skup funkcija

cos nx—cos (n+1) x

&o (x)= 1, 82n (x)=» ‘—9 82n—1 (x)=

i e
smzix smzix

a2 356

. & 1 1
ortogonalan na intervalu (0, 2n) u odnosu na teZinu p (x)=sin? P e

37. Po x rediti jednadine
° (§)=b; 2° (%)er=b; S B

X

(a, b, ¢ realni parametri).

Od interesa su i refenja za partikularne vrednosti parametara a, b, c.

17 Zbornik matemati¢kih problema III

(n+1)sin nx—nsin (n+1) x
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38. Ako se pomocu duZi &ije su veli¢ine a, b, ¢, d, e, f moZe formirati jedan
tetraedar, pokazati da se pomocéu duZi ¢ije su veli€ine

\;_a-’ '\;—_’ \7;’ \;—‘—i’ \;;’ \77 (n=2’ 3’ 4')

takode moZe formirati tetraedar.

39. Dokazati gl(—l)k(Z)(ﬁ”)s(——l)”n".

40. Dato je:
«; kuglica boje 1,

ay kuglica boje 2,

<-x,, kuglica boje p.

P
Ukupan broj kuglica je paran, tj. Z a,=2H.

v 1
Na koliko se razli¢itih nacina mogu ovih 2» kuglica rasporediti u parove?
(Pod razliditim rasporedima u parove podrazumevaju se takvi rasporedi koji
daju razli¢it broj bar jednog tipa parova. Tip para odreduju boje dve kuglice
koje &ine par — one mogu biti i iste boje.)

Ovo je problem D. Dokovica.

41. Odrediti parametre m i1 n tako da vaZi relacija

ff x"y"dxdy=0.

X+ytrt
Generalisati ovo pitanje na integrale oblika:
1° fff xmy"zedxdydz;
XEbyid it
2° ff . f x1V1x2V2 SRS AL dxldxz. 0 .dx" (n> 3)

X +xtt e aptr?

42. Proveriti da li funkcionalne jednacine:

(n Sy +xg, x3) +f (x1, X9) =f (xa, X3) +S (%1, X3+ X3),
(2) S e+ xy, X5, X) +S (X1, X3, X3+ %)

=f (X2, X3, xg) +f (%1, Xp+ X3, X +f (X1, X3, e
3) S X+ x5, X3, Xq, X5) (X, X, Xg+ X4, X5) +F (X1, X3, X5, X,)

=f (X2, X3, X4, X5) +f (X1, Xo+ X5, X4, X5) +[ (X1, Xp, X3, X4+ X;)
imaju respektivno sledeca reSenja:
1) Fxp, %) =G (x; 4+ %)—G (%) — G (xy) +a,
2" [ ey, Xg, x5) ={G (x1+ Xy, X3) + G (X1, X3)— G (x;, X5+ X3)— G (X3, X3) }
+ {H (xy+ x3)— H (x3) } + ax,,
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(3) S (1, Xp, X5, Xg) ={G (X1 + X3, X3, X) + G (X1, Xp, X3+ X)—G (X, X3, Xy)
— G (xy, X3+ X3, X)) —G (X1, X3, X3)}
+ {H (xy 4 X5, X5)—H (%, Xy + x5) —H (x5, X3)}
+ {K (1 + x5)—K (x) — K (x1) } +a.
Ovde a oznadava proizvoljnu konstantu i G, H, K proizvoljne funkcije.
Ako je f diferencijabilna funkcija Koja zadovoljava jednacinu (e) (e=1, 2, 3),
tada ona ima oblik (E)(E=1’, 2’, 3’), gde su G, H, K proizvoljne diferencija-
bilne funkcije.

Primedba 1. Ovaj rezultat dobio je S. Kurepa. Videti njegov &lanak: On some functional
equations (Glasnik matematitko-fizi¢ki i astronomski, serija II, t. 11, 1956, 3—5).

Primedba 11. Da li Kurepine funkcionalne jednacine imaju i drugih reSenja osim navedenih?

Primedba 111. Videti takode funkcionalne jednaline D. S. Mitrinoviéa (zadaci: 43 i 44
ovog odeljka), koje su inspirisane Kurepinim jednalinama.

43. Ispitati da li funkcionalna jednadina
(1) {f(x1s X+ X5) + 1 (a3, X1) } +{f (2, X3+ 21) + (X3 + %y, Xp) }

p , : =2{f (X5, X1 + %) + (X1 + X3, X5) }
ima i drugih reSenja osim

() S ) =Fx+n+HX)—H(),
gde su F(x) i H(x) proizvoljne funkcije.
Resenje. Uvedimo pomoc¢nu funkciju g (x, y) pomocu relacije
@ Ex =N+ D, x).
Jednadina (1) tada glasi

8 (xy, Xy +x3) +8 (Xy, Xz +X1) =28 (X3, X1 +X;),
odnosno

) & (X, Xo+Xg) +8 (Xg, X3 +21) +8& (X3, X3+ %) =38 (X3, X1+ Xp) .

= . . X; Xo X . . )
Ako izvr§imo permutaciju (xl ] x-"), leva strana se ne menja, pa i desna mora da ima
1

tu istu osobinu. Dakle .

) . 8 (x3, X1+ Xxp) =g (Xy, Xp+X3).
Za x,=0 dobijamo

g (xq, xz) =g (0, Xy +x2):

odakle izlazi da je g (x, ») funkcija od x+y, tj. g (x, ) =h(x+»).
Prema jednakosti (2) dobijamo

&) SO, +f, X)=h(x+)y).
Uvedimo funkciju 6 (x, ) pomodéu uslova
©) £ =5 B9 +0(5, ).

Jednacina (5) tada postaje
0(x,»N+6(,x)=0.

Opste reSenje ove jednaline je 0 (x, y)=G (x, y)—G (», x), gde je G (x,y) proizvoljna
funkcija naznalenih argumenata. Na osnovu (6) zakljutuje se da f(x, y) mora biti oblika

fe D=3+ +G (6 N=G (2.

17*
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Bez teskoée se proverava da ovako dobijena funkcija f(x, ) zadovoljava jednainu (1).
Opste reSenje jednadine (1) je

@ fG6 D=5 hE+)+G (5 )~G O, ),

gde su A (x+y), G(x, y) ma kakve funkcije naznalenih argumenata.
Ako se u (7) stavi G(x, p)=H (x) i %h(x +y)=F (x+y), dobija se partikularno reienje

(S) jednagine (1).
Ovo relenje dao je S. PreSic.

44, Ispitati da li funkcionalna jednadina
A {f (%1, Xg+ X3) —f (X + X3, X1) } + B {f (X3, X3+ %) — f (33 + X1, %)}
+ C {f (s X3 +x2) ~ f (%1 + Xp, X3) } =0

(4, B, C proizvoljne konstante)
ima i drugih refenja osim

Sx,3)=F(x+y)+Hx)+H(p),
gde su F(x) i H(x) proizvoljne funkcije.

45. Neka je (E,t) topoloski prostor, gde je sa t oznadeno jednoznacno
preslikavanje partitivnog skupa P (E) skupa E u skup P (F) koje ispunjava
uslove:

v(A)=A (A=prazan deo skupa E);

tv(4)D A za svako ACE,
t(AUB)=1(4)U~(B) za svako 4,BCE,
7(t(4))=7(4) za svako 4 C E.

1° Ako je X ma koji podskup u prostoru (E, t), dokazati da je njegov rub
r (X) zatvoren skup u tom prostoru.

2° Neka je X=[a, B] (x<B) ma koji segment numeri¢ke prave R!. Dokazati
da je X zatvoren skup u prostoru R! i da se njegov rub r(X) sastoji-samo od
dve tacke.

Ako je Q skup svih racionalnih tadaka u R!, pokazati da je rub r(Q)
skupa Q jednak skupu svih realnih brojeva.

3° 1z tacke 2° sleduje da ne mora svaki zatvoren skup biti jednak svom rubu.
Dokazati zato sledeéi stav: Da zatvoren skup X topoloSkog prostora (FE, t)
bude jednak svome rubu r(X), potrebno je i dovoljno da njegova unutrasnjost
u(X) bude prazan skup.

4° Neka je R? numeri¢ka ravan, tj. topoloski proizvod R!x R, i neka je
sa X oznagen skup {(«,PB):(e, B) € R*x R, «®+p2=1}. Pokazati da je skup X
zatvoren u prostoru R? i, primenom stava iz tatke 3°, da je taj skup jednak
svome rubu r (X).

Primedba. Ovaj problem dao je Z. Mamuzié na pismenom ispitu iz Analize Il na
Filozofskom fakultetu u Novom Sadu, juna 1960.
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46. Ako su m i n prirodni brojevi ili nule, tada vaZe formule D. Blanuse:

0 (n>m),

n — 1Dk
S o A

Eo QR (m+ k) (n—k)! el iamt (n<<m);
0 (n>m),

n (=DECm+2k4+2)! r PR i1
o Qk+1)! (m+k+ 1) (n—k)! e G A (n<<m).

2n+1)! (m—n)!

47. Odrediti u obliku potencijalnog reda ono reSenje y(x) diferencijalne
jednad&ine

0)) (6x2—5x+1)y"+2(12x—5)y'+12y=0
koje ispunjava uslove: y(0)=1 i y'(0)=0.
ReSenje. Stavimo li

@) Y@= D axk,
k=0
jedna¢ina (1) dobija oblik

-] -] o0
6x2—5x+1) D> k(k—1)apxk=2+2(12x—5) D> kapxk=1+12 3 apxk=0,
A=2 k=1 k=0

odakle sleduje diferencna jednacina
3) Qptp—Sapy,+6ap=0 (k=0,1,2, ...).

Stavi li se a;=rk, dolazi se do njene karakteristi¢ne jednadine r2—5r+6=0, ¢&iji su koreni
ry=2 i ry=3. Opste resenje jednaline (3) je

@ i ap=C, 2k + C, 3k,
gde su C, i C, proizvoljne konstante.
Uslovima y (0)=1 i y’(0)=0, polazeéi od (2), odgovaraju jednakosti:

) ay=1 i a;=0.
1z (4), za vrednosti (5), dobija se

1=C,+C,, 0=2C;+3C,,
odakle izlazi Cy=—2, C;=3.

Prema tome, traZzeno partikularno redenje glasi

& 3 2
i} 3.2k 2. Yyxhe o _ _ =
o /Zo( R TR T

Polupreénik konvergencije ovog reda je 1/3.

Generalizacija. Odrediti jednadinu oblika
6) (oxPta;x+o)y”+@ox+BYy +vy=0 (0, @y, %g; Bo, By Y konstante)
kojoj ée navedenim postupkom korespondirati diferencna jednafina sa konstantnim koefici-
jentima.

Jednadina (1) je partikularan slucaj jednaline (6).



262 PROBLEMI IZ RAZNIH OBLASTI [48—50

48. Dokazati formulu:

1 1 S 1
COSX;  COSXy COS X4y n
2
D=]| cos2x;, cos2x, Cos2xp4y | =2 P(COSX —COS X7,
COS 71X;  COS nX, COS NXp4q

gde je i>j i P(cosx;— cosXx;) Vandermonde-ov polinom.

Primedba. Uporediti sa formulom:

D=2 sip SoE2 e 5
1<i<i<ntl 2
49. Data je matrica
' Pl Ql Rl
PP el ;
_ B P i
gde je
Pi=|lay @ - -+ apll, Qi=|lbi b - -+ byll, Ri=|lcicn - - all
(= e S )
Neka je
ailalz s aip (i=1,2,...,m)
jedna od permutacija elemenata a;; a5, + - ay,.
Neka je
bip by - -+ by (i=IL 02, o ns)

jedna od permutacija elemenata by by, - - by, .
Ako je m=p+gq+r, ispitati da li je rang M < m.

Primedba 1. Sta se moZe reéi o rangu matrice M ako je
Ciy Cia - Cip (=12,...,m
jedna od permutacija elemenata ¢, ¢jp - ¢y, ?
Primedba 11. Posmatrati op§tije matrice navedene strukture.

50. Ako funkcija z(f)=x()+iy(f), gde su x(f) i y(z) realne funkcije
realne promenljive ¢, ima izvod, tada je

d 4, dz (1) d i dz (1)
@i RetzORe{ ) Smizpeim (SR

Dokazati navedene formule i primeniti ih na odredivanje n-tih izvoda funkcija
e’ cos qt, eP sin gt (p, q realne konstante).

Odrediti takode n-ti izvod funkcije

e + A__ =2Re{ - }
(t—a)? (1—a)? (1—a)?
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51. Neka je z(H)=x(t)+iy(t) kompleksna funkcija realne promenljive t.
Ako su funkcije x (f) i y(¢) integrabilne, tada je

fRe{z(t)}dz:Re{fz(r)dt}, flm{z(t)}dt=lm[fz(t)dt}.
Dokazati ove formule i pomocu njih odrediti integrale

fe’” cos gt dt, feP‘ sin gt d¢ (p, q realne konstante).

Takode odrediti integral

f{_f‘_4 A ]d[ Br b2 A4 B
(t—a)” (t—a)”

gde su 4 i @ ma kakve konstante.

52. Proveriti rezultate:

7 log? 2 7 logh 8 7 log? i
ogix ‘4?7_:2; flogxdx'——rc“; og?x = 2

. a—x2 (1—x) 15 (02 3

Primedba. Videti primedbu slededeg zadatka.

53. Proveriti formule:

= k
f ligz__’f dx:(— l)k—l 22k7.c2szk;

& L—p

1
1 2k—1 1 -’ %
f OB X Q= (—1)k—2%-2p2%p
1—x k
0
(k prirodan broj; B, Bernoulli-ev broj).

Primedba. Ove i druge slicne formule dobio je Th. Anghelutza u svome ¢&lanku obja-

vljenom u Casopisu Lucrdri stiingifice — Institutul politehnic, Cluj, 1959.

54. Na §ta se preslikava oblast Re z>2a (a # 0) funkcijom w=a2/z ?

55. Pokazati da funkcija

- Tl xy? (x + iy) A
/@) e agy (z#£0),
= 0 (z=0)

nije diferencijabilna u tacki z=0, ma da su ispunjeni Cauchy— Riemann-ovi
uslovi.

Uputstvo. Posmatrati, na primer, graniéne vrednosti:
im  [O=1O R [
z—>0 z z—0 z
z& { y=kx} zE{x=y"}
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56. Pokazati da su
z=km (k=01 E)

jedine nule funkcije sin z i da su sve one prvog reda.

Uputstvo. Poéi od formule
| sin (x +iy) |2 =sin2x + sh2y.

57. Odrediti izvod funkcije z u ta&ki z=a du? glatke krive
x=g (), y=g/(®)
Rezultat. TrazZeni izvod u talki z=a je

{6 OP—{e, M} —2igy (g (O
{&7 )2+ (g () -

gde je t odredeno jednalinom a=g, (v) +ig, (7).

58. Krug C koji ortogonalno se¢e krug |z|=1 preslikati funkcijom 1/z.

59. Neka je
f(z)=c{ﬁ(z—zv)]/{vljl(z—l?v)}

(py=ps#p, zZa v=3,4,5, ... , n; c kompleksna konstanta == 0).

Dokazati formulu

m ] n I (pl_z")
Res f(z)=c ( - ) - .
z=p, ) \Zl P1—2v vz.—_:; P1—pv :

(p1—pv)
3

=i s

v

Primedba 1. Ova formula je korisna pri izralunavanju izvesnih tipova kompleksnih
integrala.

Primedba 11. Ovaj zadatak sastavio je D. Dokovié.

60. Pokazati da je funkcija u=f(z+ixcosa+iysina) reSenje Laplace-ove
jednadine
*u o*u u . N ik
e e ) x, y, z kompleksni brojevi
g T (x, » P jevi)

za svako a i za svaku analiticku funkciju f(¢).

61. Neka je f(z) uniformna analiti¢ka funkcija i neka su z, i z, dva pola
funkcije f(z") (n prirodan broj) koji su vezani uslovom

=% exp(zziv)=zle)', ~v=1,2,..., n—1).

Dokazati formulu
Res f(z)=e¢, Res f(z").

z=1z, z=1z,

Primedba. Ovaj zadatak sastavio je D. Dokovié.
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62. Ako su polovi z, racionalne funkcije
R@=A{T1(z-t)" I1 (z— 2"}

(A kompleksna konstanta; p,, g, nenegativni celi brojevi)

simetri¢ni u odnosu na y-osu, a isto tako i njene nule ¢,, dokazati formulu

Res R (z)= —%ResR(z).

z=—=z z=2,

“v

Primedba. Reéi éemo da su polovi (nule) funkcije f(z) simetri¢no rasporedeni ili samo
simetri¢ni u odnosu na neku pravu ako je pored geometriske simetrije ispunjen uslov da
su dva odgovarajuéa simetri¢na pola (nule) istog reda.

Generalizacija. Ako su polovi i nule (svaki za sebe) simetriéni u odnosu na neku pra-
vu koja zaklapa ugao a sa pozitivhim smerom x-ose, tada za ma koja dva simetri¢na pola
zy i z, vaZi relacija

A4 20+ i e
ResR(z)=~:e( +)0“Res R(2) (k-= ZPV—Z qv).
z=1z3 A 2=z v v

Ovaj zadatak sastavio je D. Dokovié.

4
] R 4
63. Dokazati: f x"e W sin\/x dx=0 (n=0,1,2,...).
0

oo
Uputstvo. Ako se stavi x=1t4, integral postaje 4f tn+8 e—tsintdr (n=0,1,2,...).
0
Posmatrati zatim krivoliniski integral yg 24n+38 o(i— 1z dz, gde zatvorenu konturu I' sadi-

r
njavaju: otsetak x-ose od 0 do r(>0), luk kruga |{z|=r, Rez>0, Imz=>0 i otsetak
y-ose od r do 0.

64. Na S§ta se na Riemann-ovoj sferi preslikavaju sledeée oblasti z-ravni:

1* Jzi<l; 22 |z|52; 3° 1x|z]<2; 4 O<argz<nf2?

65. Neka su f(z) i g(z) dve uniformne analiti¢cke funkcije. Ako je ¢ nula
reda & funkcije f(z) i takode pol reda v funkcije g(z), kakva je priroda tacke
z=aqa za funkcije

f@)+g@, f@)g@), f@2)|g@), g@)/f(@D)?
66. Data je funkcija
N —
Fi= L $ /0 g0)-¢ @ 4,
2nip g() t-z
gde je:
8@ =(z~2)%(2—2)%(z—2,)% (21, 25, z5 razliditi).
Sa I' je oznalena zatvorena putanja koja obuhvata tagke z,, z,, z;, a sa
f () analiticka uniformna funkcija koja nema singulariteta na konturi I' i
u oblasti obuhvaéenoj konturom T'.
Proveriti da li funkcija F(z) u unutranjosti putanje I' pretstavlja polinom
stepena <5 i da li vaZe jednakosti

F(zi)=f (2i)s F' () =1" () (k=1,2,3).
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67. Izradunati krivoliniski integral

Z : !
ke f Imir dz (n<r*<n+1; nprirodan broj).
lz]|=r
Resenje. Jedini singulariteti funkcije

z2
i >3
6271:12_1

f@=

na kona¢noj daljini su polovi, odredeni jedna¢inom
2=k k=0, +£1, £2,. .).
Od ovih polova u krugu |z |=r nalaze se:

3 3 3
z=0, + /% +ak, Lk *k=1,2, ..., n,

gde je a=—12~<——1 +i\/§>. Ukupno ima 6n+1 polova i svi su oni prosti.

Ako oznadimo sa z=a (5% 0) ma koji od ovih polova, bice

z* z2 1 1
Res f(2)=lim{(z—a) 57—} = lim =
g f@ —>a [( )ezmza—l] roq 6miz e?TT 6rie

2Tia®

6mi’
jer je e2™i4 = g2Tik _
Ostatak za pol z=0 je

1
Res ) =hmiseses =
220 f@ S0 e ST oy

Prema tome

3 3
$ f@dz=2nel  (Vn<r<yn+l).

lz]=r

Primedba. IzraCunati

v. p. vJEf(z) dz
r

ako je T' zatvorena kontura {|z|=r, Im z20}U{—r<<Rez<+r, Im 7=0}, gde je

3 3
Vn<r<s/n+l (n prirodan broj).

68. Izracunati krivoliniski integral
ff??g'_T dz (m, n celi brojevi)
duZ kruga |z|=r (N<r"<N+1; N prirodan broj).

69. IzraCunati krivoliniski integral
z
f Sy 4
¢t

gde je C polukrug |z|=r, Imz>0 (n<r*<n+1; n prirodan broj).
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70. Ispitati da li vaZe nejednakosti:

(n+1) T dx

T Ky

(1) a a1/2< f i - oind & 5 a —a]1/2
[1+@n+1)*=9] S I Efsmt x [l ntnd]
(n prirodan broj; a >0).
Refenje. Bududi da je
) I+(n+1)3x%sin2 x> 1+ x%sin? x > 1 4 n% n4sin? x {nr<x<(n+1)m=},

vazZe nejednakosti

(n+D T n+) w (n+)
. dx dx dx
3 A — < f Rt f e —
. 1+ (n+ 1) n%sin? x 1 +x%sin®x 1 +n%n4sin? x
nT nT nT

Ako uvedemo oznaku

(n+1) ™
J (k)=
) jT‘r 1 + k% 719 sin? x [ 1 + k% 74 sin? x
nTt
nejednakosti (3) postaju:
(n+hm

@ Jmsn< | it nlll o)

2 1+x%sin? x

n

Smenom tg x=z nalazi se

o0

® Jk)=2 j
0

dz _ T
1+(1 +kan9 22 (1 +kamayyz’

pa na osnovu (4) dobijamo nejednakosti (1).
Redigovano prema reSenju R. Ludiéa.

Primedba 1. Polaze¢i od jednakosti

+ =hm
[CES VR (" 2) m+1)
f dx f dx : f dx
1+ xasin? x 1+ xasin® x 1 +xasin®x
nt nT 1

(n + _) b
2
i ocenjujuéi kao u (2) svaki sabirak na desnoj strani, dolazimo do ne$to uZih nejednakosti

(n+1) T

© ]_]< 1) lj( 1< f dx <lj() lj 1)
n+—_— |+ ——J(n+ N P TR tH g
2 21" 3 | Texasintx 202 (" 2
n
Iz (5) i (6) izlazi
b 1 | n+D -
ST 1/2 + 1 = f e
2 [1+(n+l)aﬂa] (1 + (n+1)a ma]ti2 1+ xasin2x
2
b4 1 1

i =
2 (1 +ne Ta)l/2 [ ( 1 ) ]1/2
; 14(n+—)9n8
2

Primedba 11. Navedene nejedaakosti (1) mogu se korisno upotrebiti za ispitivanje egzi-

stencije integrala
-}
f dx
a gin?
X 1+x x
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71. Dokazati simboli¢nu formulu
(*) x"D¥={xD?+(1—n)D}" (n prirodan broj; D=d/dx).

Dokaz. Indukcijom éemo dokazati formulu

k

6)) (xD falijis Y DEPFESEge AR (a=const),
v=0

gde je

Ch=(%); Ph-kk—D (k=2 (k—v+1), PE-1.
Ako seu (1) stavi k=n i a=1—n, dobija se (*).
Kada je k=1, izraz
k
Z C\’:P3+k~—l xk—v D2k—v

v=0
postaje

C{PExD*+C| PiD=xD?*+aD.
Dakle, formula (1) je tatna za k=1.
Pretpostavimo li sada da je formula (1) tatna za k=m—1 (m>1), biée
) (xD2? +aD)n=(xD?+aD) (x D2+ aD)m—1

m~1
=(xD2+aD) Z CT—1P3+m —2xm—l—v D2m—2——v.
v=0

Kako je za A =const, p=const i g prirodan broj ili nula,
DAx’ DY) =2x?D? +2px?P~ ' DY,
D2(2xP DY) =axP DI 1 220p x? 1D L ap (p—1) xP 2 DY,
formula (2) postaje
m—1
(x*D%+aD)ym= Z [C:'""IPs"L"'_Z foelie=Y QR e | - A7 LR

v =0

m—2—v D2m—2—v m—1-—v D2m—l——v

+{m—1—v)(m—2—v)x +ax

+8 (=] =) g =V pimetey ]

m—1
= z [Cvm'—lps+m—2 {xm—v DZm—-—v +(a+2m_2_2v)xm-—l—yDzm_l_v
v=0

+(@+m—=2—v) (m—1—y)x"2-vp2n-2-v}]

m—1 m
4 Z C:’n—lpg+m—2xm-—v D2m—v+ Z ;n:ll P:j-lm—l (a+2'n_zv)xm—v D2m—v
v=10 v=1

m
+ z C:,":zl Pﬁi’g'_z (@+m—v) (m+1—v)xm~V D21~V
ve=2
m—1
= Z [{cr- Y perm—F +aadmty] L BT 3
ve=2

+(@+m—v) (m+1—v) CJ7) PATm=2} xm=v p2m=v]
+me2m +m(a+m— l)xm—l pim-1 +P?"+m—l Dm

m
5, Z Czlpc—f-m—l xm-v D2m—v.
v=0
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Primetimo da je
mD2m+m (a_'_m_l)xm—l D2m—1 +P;zn+m—-l D™

3 Cg—l P8+m-—2xm DZm + Clln—l Prlz+m—2xm—1 D2m—1

+C6n—lPS+m—2 (a+2m__2)xm—l DZm—l +Cm—lPa+m -2 DmJ—Cm—l Pa+m~7aDm,

m—2
jer je
crlpytm=2, cp PGt (@ +2m—2)
=(m—1)(@+m—2)+(@+2m-2)
S =m(a+m—1)
ao i

epudiy ol B o ¥ bl
=(a+m-2)(@a+m=3)---(a+)a®+(m—1D)(a+m—-2)(@a+m—3)---(@a+2)(a+1a
=(@a+m—1D(a+m—-2)---(@a+1)a

_ patm—1
=patm=1,

Ovim je induktivni dokaz zavrSen.

Primedba 1. Formfxla (*) ima korisnu primenu pri integraciji jedne klase linearnih dife-
rencijainih jednadina.

Primedba 11. Ovaj zadatak reSio je za Zbornik D. C. B. Marsh, matematiar iz Sjedinjenih
Ameri¢kih Dr#ava (Colorado School of Mines, Goldon, Colorado).

72. Izradunati integral

oo

— [ exxk+p-1LE(x) LY (x)dx  (n,m, k, p prirodni brojevi),
0
k
gde je Lk (x)=%L,, (x) (n>=k) pridruZeni Laguerre-ov polinom stepena n—k.
X!

Refenje. 1z razvoja

6)) — 1—"=Z Ly X) (zl < D,

1-z el !

koji defini§e Laguerre-ove polinome, diferenciranjem k puta po x, izlazi

(=k/ z l—z = dk AR G ZE
2 e W L =S L) =
@ F (l—z) 3 e hes
r=k
Smenjujuci ovde z jedno za drugim sa z, i z, i mnoZeéi dobijene jednakosti, nalazimo
<« (=]
©) Z z
e
PomnoZ%imo obe strane ove jednakosti sa e—xxk+p—! | integralimo dobijenu jednakost

po x u intervalu (0, ).
Na taj nacin dobijamo

Lk(x)Lk(,\) (zyz)k (1 —2)~k=1 (1 — )k~ L exp (—EL— W )
l—z;, 11—z

® IS .

@ z ~—s_z Jrs= (120 {(1—2zp) (1 —2z5) } k1 f xk+p—1te=tx dx,
r=ks=k 0

gde je

t=(l—z)"1+(—z) 1=l=(1=zz) (1—2z)"  (1—-z)~".
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Na osnovu jednakosti

==

f e—txx9dx=¢-9-14q! (¢ prirodan broj; f>0)
0
relacija (4) postaje
-~ Z\Z 2
® z, 2, Fi5i9= a2k (12— (1= 2)p=1 (=2, 2) k=7 (k + p— 1)
r e s=k

Kad funkciju (1—z,z,)~%—p razvijemo u binomni red, relacija (5) postaje

-] 0 S'
Z2, tk+p+r—1n!
@y 2 Z s =(1=2)P=1 (1—z,)p~ 120 PALZD. et
=k s=k r=

(n!)?
(n—k)!’

Neka je sada p>1. Razvijajuéi (1—z)?—! i (1—z,)»—1 pomoéu binomnog obrasca,
relaciji (6), posle mnoZenja izraza na njenoj desnoj strani, moZemo dati oblik

1
@) : Jrszz' Z AI’S z;'z;,
gde je

Za p~=1 dobijamo J;;,=0 (m#n) i J,,=

min (s—k, r—k)
A= D> = (

2 p—1 )(s_p—l )(k+P+V—1)!‘

r—k—v k—v v !

1z relacije (7) sleduje
min (m—k, n—k)

® Jam=(—1D)"+" nlm! (e )(kiwr_v—i'

m—k—v) \n—k—v
-1 v!
§to pretstavlja trazeni rezultat za p>1.

Primedba 1. Integrali tipa J,, javljaju se pri proutavanju kretanja elektrona u vodoni-
kovom atomu. Videti o ovome: H. Margenau — G. M. Murphy: The Mathematics
of Physics and Chemistry, New York, 1949, p. 125—127.

Primedba 11. U navedenoj knjizi izratunati su integrali Ju, samo za p=1, 2, 3. Formulu
(8) izveo je S. Presi¢. Ako se u (8) stavi p=2 i p=3, dobija se redom

(n1)?
=(——n—~k)! 2n—k+1) (r=2),
(n!)3
erz( ey (6m*—6nk+k2+6n—3k+2) (p=3).

Ove formule su u saglasnosti sa onima koje su navedene u knjizi citiranoj u primedbi I.

73. Resiti funkcionalnu jednaéinu

(1) Fx)+G(»=H(x)K(»).
Resenje. Stavimo x=c (=const) i uvedimo oznake:

F (¢)=A (=const), H (¢)=B(=const).
Iz (1) tada izlazi

2 G (»)=BK(y)—A.
Ako (2) smenimo u (1), dobijamo

3) Fx)—A={H (x)—B} K (»).
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Razlikovaéemo dva slucaja.

Prvi slucaj. Ako je H(x)=B, tada je F(x)=A, tako da, zbog (2), refenje jednaline (1)
glasi:

O] F(x)=A, G(»)=BK(y)—A4, HXx)=B {K (») proizvoljna funkcija},
$to se utvrduje direktnim proveravanjem.

Drugi slucaj. Neka je x, takva vrednost za koju je H (x,) # B. Tada iz (3) izlazi
F(xﬂ)_—_A

K=
H (xg)—B

=D (=const).

U ovom slucaju relacije (2) i (3) postaju redom
G(y)=BD—A-C,
F(x)=-D{H(x)—B}+A=DH (x)—C.
Prema tome, resenje jednaline (1) je
(5) F(x)=B,H(x)—A,, G(»=4,, K((»=B { H (x) proizvoljna funkcija },
§to se utvrduje direktnim proveravanjem.
Skupovi funkcija (4) i (5) su sva re$enja jednaline (1).
Primedba 1. Primenom navedenog rezultata odrediti sva reSenja funkcionalnih jednaéina:
{(f)+ag@}{S ) +bgMN}=fx)+g ),
Smx) fW(N=afP&x)+bf@D(¥)+c,
[ e N+ () 8 () +/(x) (1) =0,

gde su a, b, ¢ ma kakve konstante; m, n, p, ¢ nenegativni celi brojevi; f&) (1)=dk f(t)/drk.

Primedba 11. U vezi sa ovim videti:

D. S. Mitrinovié: Sur un procédé fournissant des équations fonctionnelles dont les
solutions continues et différentiables peuvent étre déterminées (Publikacije Elektrotehnitkog
fakulteta Univerziteta u Beogradu, serija: Matematika i fizika, Ne 5, 1956, str. 1—8);

J. Aczél: Miszellen iiber Funktionalgleichungen I (Mathematische Nachrichten, Bd. 19,
1958, S. 87—99);

D. S. Mitrinovié: Die Aufgabe 369 (Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung, Bd. 60);

J. Aczél: Lisung der Aufgabe 369 (isti Casopis, Bd. 62, 1960, S. 13—15).

74. Rastaviti funkcije

1 1
xk(1—x)  xk(1—x)  xk(1—x)?

(k prirodan broj)

na parcijalne razlomke.

Resenje. 1° Bududéi da je

1 (-]
- b e —l<x<+1),
g Zo ( +1)
dobija se ;
: (l : 1) I+x+x24..2) (—l<x<+])
— = i i I SN RDIE l‘- + X X > e —_— X e
xk (1—x) xk k=1 X

Prema tome, trazeno razlaganje ima oblik
1 1 N 1 :
fiti s ettt — (x#0 11).
xk(1—x) 1—x x x* xk
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2° Kako je
1
o =1+2x+3x2+ - +hkxk=11(k+1)xk+... (—l<x<+1),
(1—x)?
bice
- (1 2 + +k)+{(k+l)+(k+2)x+(k+3)x2+ }
——— _+— - . —_— DRI I8
xk(1—x)2 \xk xk-1 X

Za —l<x<+1 bice
Gk+D+k+2) x+k+3) x2+ -
=k(Q+x+x2+--)+(1+2x+3x2+-..)

k 1
= :
1—x (1—x)p
Stoga je traZeno razlaganje
k—1 I r
_1—=L+__l—_ £ o n (x:,\éoll).
xk(1—x)2 1—-x (1—-x)? x x* xk
3° Ako podemo od razvoja
=1.24+23x+34x%+ .- +k(k+ 1) xk=1+... (—l<x<+]1),
(1—x)?
za —1<x<0 i 0<x<+1 dobijamo
2 b 1-2_"2-3+ +k(k+1)]
xk(l—x)“—{x" xk—1 o

+{k+D)(k+2)+k+2) (k+Dx+k+3) k+DHx2+ ... }.
Za —1l<x<+1 je
(k+D)+2)+Kk+2) (k+3)x+k+3) (k+4) X2+ - --
=kl +x+x2+--)+kG+5x+Tx2+ - )+(1.2+2:3x+3.4x2+...)

k2 2k k 2
+ e,
1—x (1—x)2 1—x (1—x)°

Prema tome, dobili smo razvoj
Bl s

k+1 k
17 g e S
xk (1 — x)? x x? xk 1-x (-=x? (I1-x)®
koji vaZi za x#0 i x# 1.
Tako, na primer, za k=2 bice
1 i 3 2 1

—= —
xt(1—x) x x* 1l—x (I—x) (1—x)?

Navedenim postupkom takode se dobijaju razvoji za funkcije:

1
n=4,56, ...).

xk (1—x)"
Funkcija ——————— (n, k prirodni brojevi; a, b konstante) svodi se na posmatrani
(x—a)k (x—b)"
slu¢aj ———— ako se stavi x=a—(a—b)¢t (¢ nova promenljiva).

tk(1—=n"

U literaturi nismo nai§li na navedeni nacin razlaganja racionalnih funkcija na parci-
jalne razlomke.
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75. Neka je f(z) funkcija promenljive z, gde je z funkcija promenljive x.
Pokazati da vaZi Hoppe-ova formula

n n k . n(zv
& d f(Z) Z z f<k>(z) s ._l)k—v(ﬁ)z—v——d )

dx"

1]
= v=1

gde je f®(z2)=d*f(z)/dz*.
Pokazati takode da se formula (1) moZe napisati u obliku

d"(i_l)k
df(a) _ < KW@ " \a
dx" = k! dx”

gde @ treba smatrati kao konstantu prilikom diferenciranja po x, a posle
diferenciranja staviti a=z.

76. Ako je n€{0,1,2,...}, broj reSenja v;,vy,..., %< {0,1,2,...} neje-
dnacine
VitVet - - VK
. . [n+k . L
iznosi , a jednacine
("<")
VitVogt - - +Ve=n

. . (n+k—1
1ZNnos1 k—1 <

Dokazati navedene rezultate.

77. 1° Za preslikavanje
(1) w=2z3—-32243z+5
odrediti ugao obrtanja i razmer preslikavanja u tatkama z=0 i z=1.
2° DuZ kojih je krivih ugao obrtanja konstantan za preslikavanje (1)?
3° DuZ kojih je krivih razmer preslikavanja konstantan?
4° U kojim se tatkama naruSava konformnost preslikavanja (1)?
Odgovori. 2° y=a (x—1) (a realna konstanta).
3° (x—1)2 4 y2=k? (k realna konstanta).
4° z=1,
Generalizacija. Re$iti ovaj zadatak za preslikavanja:

1° w=az*+bz®+cz+d; 2° w=az*+bz*+c (a, b, ¢, d kompleksni brojevi).

78. 1. Pretpostavimo: 1° da je uniformna funkcija f(x) integrabilna u
Riemann-ovom smislu na segmentu [—r, +r], gde je r>0; 2° da je komplek-
sna funkcija f(z) analiti¢ka i 3° da funkcija f(z) nema singulariteta na krugu
lz|=r.

Tada vaZi formula
(1) [f(@)dz=27i 5 Res f(z)— j f(x) dx,

ct

gde je C luk kruga |z|=r koji leZi u poluravni Im z>0. Sumiranje se pro-
teZe na sve polove i esencijalne singularitete koji leZe u oblasti G definisanoj
sa {|z|<r}n{Imz>0}.

18 Zbornik matemati¢kih problema III
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II. Ako je funkcija f(z) neparna, ispitati da li vazi formula
) [ f(@)dz=xi Resf(2),
i

gde se sumiranje odnosi na sve singularitete koji leZe u krugu |z |=r.
Generalizacija. Posmatrati sluéaj kada analiticka funkcija f(z) ima samo

polove prvog reda na otse¢ku x-ose od —r do +r i kada |zf(z)| unifor-

mno teZi nuli za svako argze [0, ] ako |z|— . Ostale pretpostavke iz

talke 1 ostaju na snazi. Tada e se pojaviti glavna vrednost nesvojstvenog
+r +r

integrala f f(x)dx. Ako integral f f(x) dx kao nesvojstven postoji, tada pri
sumiranju_u formuli (1) treba uzeti i polovinu ostataka za sve polove koji leZe
na x-osi od —r do +r.

Ako na polukrugu C ima samo polova prvog reda, tada se moZe desiti da
postoji

V. D. ff(z) dz.

(ol &

Mogu se uzeti u obzir i druge generalizacije. Tako, na primer, umesto
polukruga C moZe se posmatrati luk jedne deo po deo glatke krive.

79. Dokazati ili opovrgnuti jednakost

Px) Py(x) o Py (x) ]
RS P @ | g-oeonen (2 1) (8) e ¢ 1y 4 (x— 1),
P, (xj Pyyy (%) Pyyq(® |

gde je P (x) Legendre-ov polinom.

Primedba. J. L. Burchnal u svome &lanku: An algebraic property of the classical polynomials
(Proceedings of the London Mathematical Society, third series, vol. 1, 1951, p. 237) naveo
je bez dokaza pomenutu jednakost.

Ispitati da li postoje analogne relacije za Laguerre-ove i Hermite-ove polinome.

80. Proveriti da i je

2n 5
f log (— + sin x) dx=0.
3 4
81. Ako je
(1) a,=|sin (anx) " (a proizvoljan iracionalan broj),
pokazati da je
(2 lim g, = 1.

n—>w

Ako je a(#0) racionalan broj, pokazati da takode vazi (2) pod uslovom
da su iz niza (1) izbadeni svi elementi jednaki nuli.

Primedba. Ovaj problem postavio je D. Pokovié.
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82. Dokazati relaciju
2vw
" 2v
lim [ z ezcos Pk cos(zsm n—zm)} =0
k—>o v=0 pk r

(p 1 k prirodni brojevi; z realan broj).
Primedba. Ovaj problem postavio je D. Dokovié.

83. Na Sta se na ravni Z (=X +iY), pomocu funkcije Z=e?(z=x-+1iy), pre-
slikava kvadrat, odreden relacijama

(1) [x+y|<1, [x—y[<1?
Koliki je obim i kolika veli¢ina povr§ine na koju se preslikava dati kvadrat?

Rezultat. Prave ¥
x+y=1 i y—x=1
preslikavaju se u Z-ravni na krive ¢&ije jednadine,
u polarnim koordinatama, imaju oblike:

/
@) sl pl® e g ¥ L !

Slika periferije kradrata sastoji se od lukova__\(_
(0<<0<1) spirala (2) i njima simetri¢nih lukova u
odnosu na X-osu.

Kvadrat (1) preslikava se na krivoliniski etvoro-
ugao ABCD sa pravim uglovima Cija su temena u
tatkama A4, B, C, D.

Duzina luka 4B iznosi (e—1)+/2, a luka BC

iznosi (1—e—%)+/2. Obim je 2 (e—e—1)+/2.

Veli¢ina povrSine krivoliniskog &etvogougla je —2—(e—e—1)2.

Proveriti ove rezultate kao i priloZeni grafik.

84. Neka je f(z) racionalna funkcija promenljive z% (z=x+1iy) i neka se
ona anulira u tadki z= oo. Pretpostavlja se takode da f(z) nema polova uz=0

i na pozitivnom delu x-ose. Primenom raduna ostataka izratunati integral [f(x)dx.
0

ReSenje. Stavimo f(z)=g (2%), gde je g (¢) racionalna funkcija po z. Funkcija f(z) nema
polova ni na polupravoj arg z=2r/3, jer je

fxe?Ti3y g ((xe 273} g () = f (). §

Posmatrajmo integral

J-§f@ dz b
Cc
gde je C kontura pretstavljena na slici. R je dovoljno Lo
vcliko, tako da se u konturi C nalaze svi polovi funkci- ’7/3
je f(2), &iji je argument veéi od nule, a manji od 2x/3. y
?osto je f()=0, stepen imenitelja funkcije f (z) bar 0 T :

Jje za 3 vedi od stepena brojitelja. Stoga iz relacije

R 273 0
J=[ 1@ ax+ [£(Re™)i R0+ [ () 2™ 13 ax
0 0 R

kad R— o izlazi

M J=(1—e2™il3y ‘/"f(x) dx.
0

18+
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Na osnovu Cauchy-eve teoreme je

@ J=2mi > Res{f (@},

k Z=Zk
gde su zbirom obuhvadeni svi polovi funkcije f(z) koji ispunjavaju uslov

27
O<arg z <T'

Iz (1) i (2) dobijamo
- 1
fEx)dx=n|i——— Res {f(2)}.
6[ ( \/3) % 2=z,

Ovo je reSenje D. Dokovida.

85. Dokazati formulu
X 0 O<b<a),
f Jo (@x) sin bx dx = 1
0 T/bz_az

gde je J, (x) Bessel-ova funkcija prve vrste.

0<a<b),

86. Izradunati krivoliniski integral

1
Y .
ng (2241

gde je C konusni presek x*+6xy+10y*—4x+8y—3=0.

87. Dokazati formulu

+1
1

[ % PL) Py () de= —2 D!

= 4nt—1 (n—r—1)!

(—l<x< +1; r<n—1; n prirodan broj),

gde je P, (x) pridruZena Legendre-ova funkcija prve vrste.

Primedba. Opstiji rezultat dobio je B. S. Popov. Videti njegov ¢&lanak: Sur les fonctions
de Legendre associées (Comptes rendus de I’Académie des sciences de Paris, t. 248, 1959,
p. 912—914).

88. Odrediti polinomna reSenja funkcionalne jednadine

(1 S (x 0, 2)=f(xf(2,2)).
n m
Refenje. Prethodno éemo utvrditi stepene polinoma f(x, y)= Z Z aijxiyj po x i po y.
i=0,/=0
n m i -
Zamislimo da je polinom f(x, y)= Z Z ajjxiyl reSenje jednaCine (1). Leva i desna strana
i=0,;=0

jednakosti (1) su tada polinomi po x, y, z. Stepen polinoma leve strane po x je #%, a stepen
desne strane po x je n. Zna¢i n?=n. Sliéno, stepen leve strane po z je m, dok je stepen
desne strane m®. Znadi m®=m. Iz jednakosti n®=n i m*=m zakljuSujemo da f(x, y) moze
biti najviSe prvog stepena po x i prvog stepena po y. Zbog ovog polinom f(x, y)
posmatra¢emo dalje u obliku

® S(x, Y)=a+bx+cy+dxy.
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Uvriéenjem (2) u (1) i izjednalenjem odgovarajuéih koeficijenata leve i desne strane
dolazimo do sistema jednadina:

3) a(b—c)=0, b*=b+ad, ct=c+ad, d(b—c)=0.

Refavanjem ovog sistema naci éemo sva polinomna reSenja jednadine (1).

PotraZimo prethodno ona refenja za koja je b=c. Za ovakva refenja sistem (3) svodi se
na b*=b+ad. U ovom slutaju dobijamo da je resenje polinom f(x,y)=a+b6(x+y)+dxy,
gde su aq, b, d proizvoljne konstante koje ispunjavaju uslov 5%=5 +ad.

Neka je sada b % ¢, Tada se sistem (3) svodi na
a=0, d=0, b%:=b, =g

Odavde dobijamo sledeca dva reSenja:

a=0, b=1, ¢=0, d=0;

a=0, b=0, c¢=1, d=0,

koja daju polinome f(x, »)=x i f(x, y)=y.
Dakle, polinomna refenja jednacine (1) su
SN=x, fa=y, [f)=a+bx+y)+dxy,

gde su a, b, d proizvoljni brojevi koji zadovoljavaju uslov b2=>b+ ad.
Kao $to smo i mogli ofekivati, u reSenja ulaze i polinomi f(x, y)=x-+y i f(x, y)=xy
koji odgovaraju operaciji sabiranja odnosno mnoZenja.

Primedba. Problem postavio i re§io S, Prefié.

89. Odrediti polinomna reSenja funkcionalne jednadine

(1 SO+, ) f(x+1)=0.

Resenje. ReSenja f(x)=const su f(x)=0 i f(x)=—1. U daljem rasmatranju uzimamo
f(x) # const.

Ako je x, bilo koja nula polinoma f(x), tada su x(z, i (xo—1)* takode njegove nule.
Ne moZe biti |xg| <1 (x,7%0) ili |xy|> 1, jer bi onda polinom f(x) imao po volji mnogo
nula xg, x%, xg, rd x% , ... Dakle, nule polinoma f(x) moraju pripadati skupu S= {0, ea'}
(a2 realan broj).

PokaZimo da nula polinoma f(x), koja je oblika e® mora biti 1. Neka, obrnuto, poli-
nom f(x) ima za nulu

) xp=e% (x# 2km; k ceo broj).
Tada je |xo—1|# 0, pa kako je i (xo—1)? takode nula polinoma f(x), bide |xo—1|=1.

Jednakosti |x,|=1, |xo—1]|=1 daju x, xo=1, X Xo—Xo—Xo+1=1, odakle izlazi Re Xo=—

1
Znadi, nule oblika (2) moraju imati Re xo;7. Stoga, one moraju pripadati skupu

{7*’# %‘\/7-3}

oy
\/ ), koji su takode oblika (2), mora biti nula polinoma

1
Jedan od brojeva [ —+i-—
g ( )

f(x). Medutim, ovo je nemoguéno, jer je

Re -‘/—3)2=-i¢i

SR S0

2

Dakle, zaista ne postoji ni jedna nula polinoma f(x) oblika (2).
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Prema tome, ako (1) ima polinomno reSenje f(x), onda jedine nule tog polinoma mogu
biti 0 i 1. Stoga f(x) mora biti oblika
3) fE)=Ax(x-D" (,m=0; A#0).
Smenom (3) u (1) dobijamo

Ax¥U (x—Dmx+1)m+ 422" (x=1)m (x + 1)/ =0,
odakle je
Axl—m:_Ag(x+1)l—rn_

Odavde izlazi A=—1, m=/.
Polinomna reSenja jednadine (1) su polinomi
f(x)=—xm(x—1)m (m proizvoljan prirodan broj).

Primedba. Ovaj problem dat je u casopisu The American Mathematical Monthly, vol.
1960, p. 593, ali njegovo resenje jo¥ nije objavljeno. Navedeno resenje dao je S. Presic.

Generalizacija. Odrediti polinomna re§enja funkcionalne jednaine

f(xM)+a H fx—og)=0,

k=1
gde su ai ap(k=1,2,..., n) konstante.

90. Neka su A/\:B\, (v=1, 2, 3) luci direktne orijentacije istog kruga kojima
odgovaraju centralni uglovi =/3. Neka su C;, C,,C; redom sredine tetiva: B, 4,
By, A, B; A,. Dokazati da je trougao C, C, C, ravnostran i direktne orijentacije.

Napomena. U ovom Zborniku na strani 124 (zad. 355) dato je veé jedno reSenje ovog
zadatka.

ReSenje. 1. Posmatrajmo u z-ravni krug |z|=r. Afiksi tacaka 4., su:

by =8,
Afiksi tataka B, su:
3 i0
! ocre‘ v v=1213),
gde je a—e™3.
Afiksi tadaka Cy (v=1, 2, 3) su:
r ! A ! . r . 1
) Lim 5 e’ +e™®), G @ iel®), o —@e!® +e™).

Trougao C; C, C,; je ravnostran, ako se strana C, C;, rotacijom za ugao x/3 u pozitivhom
smislu, poklopi sa stranom C,C,, tj. ako je ispunjen uslov

@ L1—be=a(53—52).

Za vrednosti (1) relacija (2) zaista je identi¢ki zadovoljena. Dakle, tiougao C,C,C;
je ravnostran.

Generalizacija. Neka su A/v?v (v=1, 2, 3, 4) luci direktne orijentacije istog kruga, kojima
odgovaraju centralni uglovi /2. Ako su tatke C,, C,, C;, C, redom sredine duZzi:

BIA2’ B2A3’ BBAID BdAl’

dokazuje se da &etvorougao C,C, C,C, ima jednake i normalne dijagonale.
II. Afiksi tacaka A4,, B, 4,, B,, 4;, B, mogu se redom izraziti u obliku:

wif3 nil3 if3
zZy, z,€ 3 Ze P Tl Cna =

Ove tatke leZade na istom krugu ako je |z,|=|z,|=|z;].
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Afiksi tataka C;, C,, Cy su:
1 < 4
+2;), Gy= ?(zze“'/3+z3), Gs= (Zseﬂ'/3+z1)-

—

Ugao izmedu vektora Cl_C: i C,C;je

i3 xif3
— +2z,(1— — ; T
argga §’1=arg Z3€ Z?( e )—éfarg(em/})———;
La— Ly z=,+z.l(e’”/3—l)—zle"“’3 3

jer je

Zaeni/3+zl(1—eﬂi/3)_zz —pmil3 Z3t+z, (e_:”/z—!)—zae_ﬂi”

zy+ 2, (€™ —1) —z, ™3 Zy+zy €T —1) —z, T3
kao i ! )

e:tl/3_._ e_'_'““:l.

Sliéno se pokazuje da su i ostali uglovi trougla C,C, C, jednaki =/3.

Generalizacija. Buduéi da pri izvodenju nije koridéeno da su moduli brojeva z,, z,, 2z,
. « . . . g8 . - . . T S AT Gy . .
jednaki, izlazi da iskaz zadatka vaZi i u slu¢aju kada luci 4, B,, 4,B,, A;B, pripadaju

razli¢itim koncentriénim krugovima.

Primedba 1. Re$enje 1 dao je D. Tosié, a reSenje I D. Dokovié.

P N A — ——

Primedba 11. Ako luci A4, B,, A, B,, A;B,, A, B, direktne orijentacije, kojima odgovaraju
centralni uglovi od n/2, JeZe na Cetiri koncentri¢na kruga, Cetvorougao C,;C,C,C, ima
jednake i normalne dijagonale.

Primedba 111. Dokovié, posto je prolitao gornji tekst, dao je jednu novu generalizaciju

ovog problema za direktno orijentisane lukove Ay By (v=1,2,..., n, (kojima odgovaraju
podesno izabrani centralni uglovi 0) koji leZe na krugovima |z|=rv (v=1,2, ... n). Videti

o ovome sledec¢i problem,

91. Posmatrajmo u z-ravani n koncentriénih krugova sa centrom u koordi-
natnom podetku. Na svakom od ovih krugova izaberimo po jedan direktno

orijentisani luk A:E‘, sa centralnim uglom 6. Neka je C, sredina duZi B, 4, .,
(Apy1=41).

1° Odrediti 6 tako da izmedu afiksa temena mnogougla C,C, ... C,
postoji ista linearna zavisnost za ma koje tacke A4;, 4y, ... , A,.

2° Za n=3 1 n=4 geometriski protumaciti dobijenu linearnu zavisnost.

ReSenje. 1° Neka su zy, zy e ¢v redom afiksi tataka A4,, By, Cy. Prema uslovima
zadatka je:

1 z
0] AL e ®rz,. ) o=1,2, ..., n.

Da bi vazio uslov 1°, mora biti
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Razvijajuéi ovu determinantu po prvoj vrsti, dobijamo

[92—93

postoji relacija

i 2k
@ BB DB T O e e R A0 S L 0a e
n
Kad smo tako izabrali 0, izmedu brojeva & (v=12, ..., n)
S
53 e 1
s " 0
f L T =0.
0 1
gn exe
odnosno
® Cp— by g+ 02 hpg— - -« + (= 1) 1a=1E, =0 (@=e').
Dakle, sa tako izabranim 0 vaZi uslov 1°
2° Za n=3 i 0=m/3 relacija (3) glasi
i (,—1
Ca—aly+a2l,; =0 (a=e'7‘/3), tj. Sa 51 =0t

na

Poslednja relacija kazuje da je

1GGl=1GG| i %(CiCay € C=3,
Prema tome, trougao C,C,C; je ravnostran.
Za n=4 i 0=m/2 relacija (3) postaje:
;4_ ’é‘Z

'93— gl

=ity —Lp+it; =0, .

Ova relacija kazuje da je:

— — A —— ——
GG =]CiG) 1 (GG, GCY=7/2.

Prema tome, Cetvorougao C; C,C,; C; ima jednake i normalne dijagonale.

Primedba. Interesantno bi bilo da se navede neka geometriska interpretacija relacije (3)

opstem slucaju.

Ovo je reSenje D. Dokoviéa. Videti prethodni problem.

92. Proveriti formulu

1
1 1
fx log xJ, (kx) dx = ;;Jo (k)y— 13 (k =const # 0).
0

93. Pokazati da transformacija z=chw preslikava pravougaonik u w-ravni,
&ija temena imaju afikse

LETs 10
0, a, a+;m, —z—m (a>0)

kvadrant jedne elipse u z-ravni.



PRILOZI

1. JEDAN PROBLEM O ANALITICKIM FUNKCIJAMA*

Data je relacija
(1) . F(-P¢ Qa X, }") e Os
gde je F(P, Q, x,y) realna funkcija realnih promenljivih P, Q, x, y.
Ispitajmo da li postoje konjugovano-harmoniske funkcije P, Q promenljivih
x, y za koje identi¢ki vaZi relacija (1).
Iz relacije (1) dobija se
0x oPox 0Q ox oy OP oy 0Q oy

Buduéi da se traZe funkcije P i Q koje zadovoljavaju Cauchy-Riemann-ove

uslove
o R T

@) dx ; oy ox’
relacije (2) postaju
4 il agy O o 0 SER0 SERB LI
() 00 0x 0P dy ox OPodx 0Qoy 0oy

Odavde sleduje

OF OF _OF OF OF OF OF OF
5 2 O G T L
( ) ox (E)2+ ()l‘).z t oy E‘ 2+ éf)z :
(01’ (()Q (0P> <0Q
Jednadine (5) su oblika
0 0
(6) d% :gl(P) Q,x‘.v), ()ngz(P; Qv -\';)’),

gde su funkcije g, (P, Q, x, ») i g (P, O, x, ¥) poznate ako je F(P, O, x, y) dato.

Da bi izraz P+iQ, gde su P i Q vezani relacijom (1), bio analiti¢ka fun-
kcija promenljive z (=x+iy), potrebno je i dovoljno da relacije (6) i (1) imaju
jedno zajedniCko reSenje P, Q, gde su P i Q realne funkcije.

* Redigovano prema ¢lanku:
D.S. Mitrinovié¢: Un probléme sur les fonctions analytiques (Revue mathématique
de I'Union interbalkanique, t. 1, 1936).
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Efektivno odredivanje funkcije Q iz relacija (6) izvrSiéemo na sledeéi nadin.
Kada se eliminiSe P iz (1) i (6), dobija se

@ 2 _f@xy, 22-f(@x.

Svako reSenje koje zadovoljava obadve relacije (7) zadovoljava tako isto
i nove relacije

® 0 of,; OK 90 O, of

1 ’

o0xdy oy 90 oyox ox 'oQ

i prema tome relaciju

©®) -

i, Ok s 0%
oy 0Q 0x 00

Mogu se desiti dva sludaja.

Sludaj 1. Relacija (9) je identicki zadovoljena. Skup jednadina (7) tada ima
beskonaéno mnogo reSenja izraZenih funkcijom koja sadrZi jednu proizvoljnu
realnu konstantu.

U ovom sludaju za skup (7) kaZe se da je potpuno integrabilan.

Slucéaj II. Relacija (9) nije identicki zadovoljena. Za Q se moZe uzeti samo
funkcija definisana relacijom (9). U ovom sludaju pomocu eliminacije moZe
se uvek ispitati da li skup relacija (7) ima zajedni€ko reSenje. Ako takvo
reSenje postoji, ono je partikularno, tj. u njemu se ne pojavljuje integraciona
konstanta.

Kada se navedenim postupkom odredi jedna realna funkcija Q i kada je
odgovarajuéa funkcija P, definisana relacijom (1), tako isto realna, dobija se
jedno resenje postavljenog problema.

Skup svih parova (P, Q) pretstavlja opsSte reSenje navedenog problema.
Primer 1. Neka je relacija (1) oblika

P—Qtgy=0.
Tada jednaline (6) glase
0 0
-—Q‘:_Q) "g'z_thy:
ox dy
odakle sleduje
Q=Ce—*cosy (C realna konstanta).
TraZena analitiCka funkcija je
f(@)=Cie—z (C realna konstanta).

Primer II. Polazeéi od relacije!
2xy P+ (y2—x%) Q+2xy (x2+y2)2=0,

07Q=_g+8x2y, ?~Q~=g—8xy2.

dx x oy y

nalazi se

Ovaj skup jednadina je potpuno intgrabilan i njegovo resenje je
Q=4xy(x*—y*>)+2Cxy (C realna konstanta).
Odgovarajuéa analiti¢ka funkcija je

Ji(z)=2ta G225

1 Videti problem 101 na str. 28 ovog Zbornika.
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Primer 11I. Ako je data relacija
P+Qi—x2+y—1=0,

00 1+4xQ 00 2x-29
ox 1+402 oy 1+40Q%°

tada je

Ovaj skup jednalina nije potpuno integrabilan. Njegovo refenje je Q=x.
TraZena analititka funkcija je f(z)=1+iz.
Primer 1V. Relacija

P+rQ—x2=0

ne definiSe nijednu analiticku funkciju f(2)=P+iQ.

Tretirajmo sada opstiji problem.
Neka je f (z,, z,) analititka funkcija promenljivih z; (=x; +iy;) 1 2, (=Xy +ip,).
Ako se razdvoje realni deo i imaginarni deo, dobija se

S (21, 22) =P (X1, Y1, X3, o) +iQ (X1, V1, Xa, V2)»

gde su P i Q realne funkcije realnih promenljivih x;, y;, X, ¥». Funkcije P i Q
zadovoljavaju uslove
o e A AR

b

0xy 2 0y , 2 0x;
oP 00 o°P_ 0Q

(10)

0x; 1 0y2 ’ 072 0, '
Neka je data relacija

(11) F(P’ Q,x1~y1’x29y2)=01
gde je F realna funkcija naznaenih argumenata.
Postavija se pitanje da li postoje konjugovano-harmoniske funkcije P i Q koje
zadovoljavaju relacije (10) i (11).
Iz (11), na osnovu (10), sleduje
0Q

i 4 (Pr Qy X1 V1> X2, y?.))
0x,

oQ
0— =& (P, O, X1, Y1, X2, Va)»
V1

(12) e
ox,

oQ
oy,

=85 (P, @, Xy, ¥y, X3, V2),

=g, (P, @, Xy, Y15 X3, ¥2) s

gde su funkcije g, poznate ako je funkcija F data.
Da bi relacija (11) definisala jednu analiticku funkciju

f(z1,2)=P+iQ,

potrebno je i dovoljno da relacije (12) i (11) imaju reSenje P, @, gdesu P i Q
realne funkcije.

Skup jednadina (12) moZe biti potpuno integrabilan ili ne ili da uopSte
nema reSenja. Diskusija o efektivnom odredivanju funkcije Q, a zatim P, ana-
logna je sluéaju sa jednom nezavisnom promenljivom koji je napred tretiran.



284 PRILOZI

Primer. Data je relacija
X, P4y Q—x, (x2+y,2)=0.

Da li ona definise jednu analiticku funkciju f(z,, z,)=P+iQ?

Skup relacija (12), u ovom slu€aju, ima oblik

0Q/0x,=(Q—yy x,) [ %1, 0Q[0p;=x,, 0Q[0Xy=y;, 0Q/[yz=xy,

i ekvivalentan je jednaéini

dQ ={(Q—y; xp) [ x;} dx; + x5 dyy +y, dxy +x, dpy,
odnosno

a9 @0 J’1x22 dxl+d(y1x2) +dy,,

o H e
2 1

X1 X X1 X1

odakle sleduje
Q=y X, +x,y,+Cx; (C realna konstanta).

TraZena analitiCka funkcija je f(z, z,) =z, z, + Ciz;.

Problem o kome je ovde bilo reéi moZe se generalisati na kompleksne
funkcije od » kompleksnih promenljivih.

1. STEREOGRAFSKA PROJEKCIJA

1. Tacka u beskonaénosti. Postavimo jednu sferu precnika 1 tako
da ona dodiruje kompleksnu ravan u pocetku O njenog koordinatnog sistema,
tj. u tatki z=0. Ovu tacku zvademo juZni pol sfere. Normala podignuta u
tatki O na kompleksnu ravan prodire sferu u tacki N (severni pol sfere).

Prava koja spaja proizvoljnu tacku P kompleksne ravni sa polom N preseca
sferu samo u jednoj tacki M (razliéitoj od tacke N). Dakle, svakoj tacki kom-
pleksne ravni odgovara jedna, i1 samo jedna tacka sfere.

Obrnuto, prava koja spaja proizvoljnu taCku sfere sa severnim polom ove
sfere prodire kompleksnu ravan samo u jednoj tacki. Jedino polu N ne odgovara
ni jedna tacka u kompleksnoj ravni.

Ovim smo ustanovili biunivoku korespondenciju izmedu tataka kompleksne
ravni i1 tadaka sfere sa izuzetkom pola N.

Ako pustimo da se jedna tacka u kompleksnoj ravni udaljuje u beskonad-
nost bilo u kome pravcu, odgovaraju¢a tacka na sferi sve se vi§e priblizava
polu N. I obrnuto, ma kako se jedna tafka sfere priblizavala severnom
polu N, tacka koja joj odgovara u kompleksnoj ravni udaljavaée se u
beskonacnost.

To je razlog $to uzimamo:

1° da kompleksna ravan ima jednu jedinu tatku u beskonaénosti, tadku
z=9c0, 1 da ovoj tacki korespondira na sferi pol N;

2° da polu N odgovara tatka u beskonacnosti, z=oc0, u ravni tatke z.

Navedeno preslikavanje kompleksne ravni tacke z na sferu zove se: stereo-
grafsko preslikavanje, jer se dobija stereografskom projekcijom.

Ravan kompleksne promenljive z zajedno sa beskonafno udaljenom tackom
z=o0 naziva se rafirena ravan kompleksne promenljive.

Sfera &ije tacke pretstavljaju skup svih taaka raSirene kompleksne ravni
zove se Riemann-ova sfera.
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Dakle, izmedu talaka raSirene ravni kompleksne promenljive i Riemann-ove
sfere postoji biunivoka korespondencija.

Smatramo li pod okolinom pola N na sferi kalotu (bez grani¢nog kruga) ove sfe-
re na kojoj leZi taéka N i koja je dobijena presekom sfere sa jednom ravni normalnom
na polarnoj osi ON, tada se pod okolinom tatke z=o0 u kompleksnoj ravni
smatra stereografska projekcija okoline pola N na kompleksnoj ravni, odnosno
skup tadaka koje se nalaze van jednog kruga opisanog oko podetka u kompleks-
noj ravni.

Argument tacke z=o0 je neodreden kao i tatke z=0.

2. Formule stereografske projekcije. Neka je z afiks tatke P,
a M’ ortogonalna projekcija tatke M u kompleksnoj ravni (sl 1).

OMN je glavni krug Riemann-ove sfere koji prolazi kroz tatku M i
polove (sl. 2).

Iz trougla OMP izlazi _ )
MM' =+/1z'| (|z]—|2"]),
gde je z' afiks projekcije tacke M u kompleksnoj ravni.
Kako su trouglovi PMM' i PON sliéni, imamo relaciju

MM _PM’
ON PO

odnosno

VIFTGED= 2.

Odavde sleduje

2| i

(1)

M= Z'=— (tacke z i z’ imaju isti argument),
EEY 2P+ 1
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a zatim
2
(1" g =2
2|+ 1

Sa O&n{ oznaimo ortogonalni trijedar osa (E-osa i x-osa poklapaju se,
n-osa i yp-osa poklapaju se, {-osa poklapa se sa vektorom 5—1{’). Neka su
(&, 1, ) koordinate tatke M na sferi u odnosu na sistem OZy(.
1z (1) i (1') dobijamo

x ' ¥ x2 4 y?

= s » ] 7 > = g
X2+ 241 X242+ 1 X221

2

Iz tre¢e od ovih relacija dobija se

ol 1
Pt Pe—— b Pl = {#1).
Yov=s ¥ T €#1)
Iz prve i druge od relacija (2) izlazi
: y= = €+ 1).

3 == >
3) i e

3. Glavna osobina stereografske projekcije. Stereografskim
projektovanjem svaki krug kompleksne ravni preslikava se na krug Riemann-ove
sfere, i obrnuto.

Dokaz. Jednatina kruga u z-ravni ima oblik
4 A2 +y)+Bx+Cy+D=0 (4, B, C, D realni).

Ako je A=0, krug degeneriSe u pravu.
Na osnovu formula (3) jednadina (4) postaje
(5 B+ Cn+(A—D){+ D=0,
jer je
2
1-¢

......

X242

ravni preslikava se na Riemann-ovu sferu

6) a2+n2+(c—%)2=%, . E+nP+E—L=0,

na krug definisan kao presek sfere (6) i ravni (5).

Da ravan (5) uvek seCe sferu (6), moZemo se uveriti na sledeéi nadin.
Otstojanje centra sfere (0,0, 1/2) od ravni (5) je

B |4+ D]

2 (B4 C24 (4—D)2 )2’
Ako je krug (4) realan, tada je
® B2+ C*—44D>0 (A#£0).

(7
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Ako se izraz (7) napiSe u obliku

1 |A+ D]
2 {B%*+ C*—4A4D + (A + D12

1 uzme u obzir uslov (8), zakljuduje se da je uvek

1 |A+D| 1

— %
2 (B2+ C2+(A—DRY2 2

]

tj. otstojanje centra sfere od ravni (5) uvek je manje od polupreénika sfere.
Primedba. Sta ¢e biti ako je B*+ C:—4A4D=0?

Obrnuto, svaki krug sfere preslikava se na krug u kompleksnoj ravni, §to
se bez teSkoée pokazuje.

Ako krug Riemann-ove sfere prolazi kroz severni pol (0, 0, 1), on se stereo-
grafski preslikava na pravu u kompleksnoj ravni. Ova Cinjenica geometriski je
ocevidna.

Na Riemann-ovoj sferi posmatrajmo dve krive S; i S, koje se seku u jednoj
tatki M i neka tangente # i t, ovih krivih u tacki M grade ugao 4. Stereo-
grafskim projektovanjem krivih §; i S, 1 tangenata ¢, i 7, dobijaju se respektivno
krive o, i o, 1 tangente 7; i T,.

MozZe se pokazati da su uglovi a i « (¢« ugao izmedu tangenata , i 7,) jednaki.

III. KONFORMNO PRESLIKAVANJE

Neka su v; i v, dve ma koje deo po deo glatke krive u z-ravni koje se
seku u tacki a. Neka je b (£ a) jedna tacka na krivoj v; 1 ¢ (# @) jedna tacka
na krivoj v,.

Preslikavanjem funkcijom w(z) krivih v; i v, na w-ravan dobijaju se krive
I'; i Ty koje se seku u tacki w(a). Tacka w(b) leZi na krivoj I';, dok tacka
w(c) lezi na krivoj I',. n
Ny

) wib)

w@),

Sl 1 SL 2
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Ugao izmedu pravih koje prolaze kroz tacke a i b, odnosno a i ¢, dat je
izrazom arg 2o
b—a
Ugao izmedu pravih koje prolaze kroz tatke w(a) i w(b), odnosno w(a) i
w(c), dat je izrazom
w () —w (@)

Y

Ugao pod kojim se seku krive v; i v,, odnosno krive I'; i T',, dat je
formulom

o= lim arg<=%, odnosno ®=lim arg 2" (B
b—a b—a b w (b)_w (a)
c—>a c—>a

Ako se dve ma koje krive v, i v, u z-ravni uvek preslikavaju na druge
dve krive I'; i I, u w-ravni, tako da su uglovi preseka ¢ i ® jednaki, kaZe se
da se z-ravan konformno preslikava na w-ravan.

Buduéi da je

w(e)—w (a)

w (c) —w (a) c—a c—a
wB)—w(@ wb)—w@ b—a
b—a
dobija se
lim arg 2 @©=w @ _ 1im LA i L) T arg b A +1lim arg $=2.
b>a wb)—w (@) c»a c—a b>a b—a b—>a b—a
cra c—>ra

Zbog neprekidnosti glavne vrednosti argumenta, poslednjoj relaciji moZe se
dati oblik

lim arg 5t A =arg lim L el —arg lim Bl w(a)-f-llm arg
b—>a w (b)—w (a) c—>a c—a b—>a b—a b—>a b_“
c—>a c—>a
Uglovi ¢ 1 ® biée jednaki ako je
[Tre w(c)—w (a) o Ty w (b)—w (a) 20;
c—>a c—a b—a b—a

tj. kad je funkcija w(z) diferencijabilna u tacki z=a 1 kada je uz to w' (a)+#0.

Kao §to vidimo, svaka uniformna analiti¢ka funkcija konformno preslikava
z-ravan na w-ravan u svim tackama a za koje je w’(a)#0.

Ako je S otvoren domen, ogranien zatvorenom Jordan-ovom krivom C,
tada postoji jedinstvena analiticka funkcija f(z), regularna u S, takva da funk-
cija w=f(z) preslikava S konformno na krug |w|<1, i takode preslikava jednu
tatku z=a (€ S) na koordinatni pocetak i jedan dati pravac kod z=a na
pozitivni pravac realne ose.

Ovaj stav prvi je formulisao B. Riemann u svojoj doktorskoj disertaciji
1851 godine.

Njegov dokaz, kao §to je pokazao Weierstrass, bio je nepotpun. On je
zavisio od jednog stava iz varijacionog raduna koji je Riemann pretpostavio
da je dokazan, §to nije bio sludaj. Medutim, nedokazani stav koji je Riemann upo-
trebio tacan je, kao Sto je kasnije Weierstrass utvrdio.
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TABLICA NEKIH VAZNIIH PRESLIKAVANJA

\ ; — <
il Oblast u zrz \ ® Oblast u w-rz
}t:;ir_"" Mas %llvm\;gl l Transformacija AT )jm‘i”;l
j z=x+iy=re : w=u+iv=ge
i ‘ ‘
i iq Z—da
1. ! 1z|<1 [ w1 ‘
az—1 |
J (o realno; |a| <1)
e
R Im(z)>0 W o= RAES!
i
| 1+ ieiz
3. O Re ()<< W= - fw]<1
| —iei? j
z2—r242rz
4 |z|<r, Re(2) >0 w=i = [w]<1
‘ Prirteadyz
S 00 w/n H e 7 Im (w) >0
1+z
6. ' |z]=1, Im(z)20| w=1 3 0<pm/2
| | &
‘ ‘ z+1\?2
7. | |z|<1l, Im(@)>=0 | w::( 1) Im(w)>0
AL
|
i 2 ]\2
8. 1|z<1, 0<0<T:/n‘ w—-(le_T> Im () >0
9. | o<m@<= el Im (#) >0
l
| 10 | O<Re(@)<w, S |
! i I<Im(z)< W= —e TFEGE [wl<l, Im(w)>0

IV. O GLAVNOJ VREDNOSTI NESYOJSTVENOG INTEGRALA

1. Prilikom definisanja Riemann-ova integrala

b
[ feodx (a<b)

pretpostavlja se da je funkcija f(x) ogranifena na segmentu [e, b] 1 da je
interval integracije b—a konadan.

Pojam integrala moZe se generalisati u slu€aju kada funkcija ima konalan
broj tacaka na segmentu [¢, b] u &ijim okolinama ona ne ostaje ogranifena ili
kada interval integracije b—a prestaje da bude ogranilen.

Taj generalisani pojam integrala zove se nesvojstveni integral.

Pretpostavimo: 1° da funkcija f(x) nije ogranitena na segmentu [a, b] samo
u okolini tacke c& (a, b); 2° da je funkcija f(x) R-integrabilna (tj. integrabilna
u Riemann-ovom smislu) na svakom podsegmentu [ag, by] C [a, b] koji ne sadrZi
tacku c.

Ako postoje graniéne vrednosti

c—8; b
(1. 1) im [ feodx i Gm [ f(x)dx,

e>+0 4 &>+0 cypg,

18 Zbornik matematitkih problema IIXI
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kada ¢, 1 e, nezavisno teZe ka +0, izraz

(1.2) lim f f(x)dx + lim f f(x)dx

&—+0 a ex—>+ c+8;
b ’
_ pretstavlja vrednost nesvojstvenog integrala f f(x)dx. Tada se kaZe da nesvoj-

a
stveni integral postoji ili da je konvergentan.
Pod svgjstvenim integralom podrazumeva se Riemann-ov integral.
Moze se desiti da (1.2) ne postoji, ali da postoji graniéna vrednost

Jim [ff(x)dx+ ff(x)dx]
&>+ T
b

U tom sludaju kaZe se da mesvojstveni integral f f(x)dx postoji u smislu

Q
glavne vrednosti. Ova graniéna vrednost zove se glavna vrednost nesvojstvenog
integrala i oznalava sa

b b
vV.p ff(x) dx (v.p.=valeur principale), ili sa P ff(x) dx.

b
V. p. f f(x)dx zove se ponekad Cauchy-eva glavna vrednost integrala,

buduéi da je Cauchy uveo ovaj pojam.
b
Ako integral ff(x) dx postoji kao nesvojstven, tada postoji i v. p. ff(x) dx,

dok obrnuto u opstem sludaju ne vaZi.

Ako funkcija f(x) na segmentu [a, b] nije ograniéena jedino u desnoj
okolini tatke a i ako je R-integrabilna na segmentu [a+¢, b] (c>01ia+e<b),
tada se graniCna vrednost

lim f f(x)dx,

e—> 40 i
b

ako postoji, definiSe kao vrednost nesvojstvenog integrala f f(x) dx.

Za takav nesvojstveni integral kaZe se ili da postoji ili da je konvergentan
ili da ima smisla.

Ako je funkcija f(x) na segmentu [a, ] neograniena samo u levoj okolini
tatke b i R-integrabilna na segmentu [a, b—¢] (¢ >0 i a<<b—¢), tada se
graniéna vrednost

b—e
im [ f(x)dx,
e>+0 4

b
u slucaju ako postoji, zove vrednost nesvojstvenog integrala f S(x) dx.

a
Za takav nesvojstveni integral kaZe se ili da postoji ili da je konvergentan
ii da ima smisla.



PRILOZI 291

Ako na segmentu [a, b] funkcija f(x) nije ogranitena samo u desnoj oko-
lini tacke a i u levoj okolini tatke b (>a) i ako je R-integrabilna na segmentu
[a+e, b—ey] (51,6>0 1 a+e,<b—¢,), tada se granina vrednost

b—e,

(1. 3) limo f £ (x)dx,
e,— +
8:_) 10 9t
ako postoji, definiSe kao vrednost nesvojstvenog integrala funkcije f(x) na seg-
mentu [e, b)] u odnosu na granice a 1 b.

MoZe se desiti da ne postoji grani¢na vrednost (l.3), ali da postoji

b—¢g
(1. 4) lim [ f(x)dx
e—=>+0 416

b
Tada se (1.4) zove glavna vrednost nesvojstvenog integrala f f(x)dx i ona

se oznadava sa o
b—eg
v. p. ff(A)dx: lim [ f(x)dx
g~ +0 ate

X
Neka funkcija f(x) bude ograni®ena za x>a i1 neka funkcija ff(t)dt

pOStO_]l za svako x>a. Ako postoji

lim f f@)de,

X—> + o

kaZe se da postoji nesvojstveni integral f f()dr ili da je konvergentan.

a

Tada je, po definiciji,
[ f@yde= tim [ f(@)de
pi X—> + oo o

Sliéno se definiSe vrednost nesvojstvenog integrala na intervalu (—eo, b)
pomocéu jednakosti

ff(t) dt= lim ff(t) dt,

ako postoji granina vrednost na desnoj strani poslednje jednakosti.
Ako je funkcija f(x) ograni¢ena na svakom kona¢nom segmentu [a, b]
b

1 ako f S (x)dx postoji u Riemann-ovom smislu, grani¢na vrednost

a

b 0 b
(1. 5) lim [ f(x)dx (odnosno lim [f@dx + lm [ f(x) dx),
g::;: a a—>—ow , b—+ o0 g
~+- 00

ukoliko postoji, definiSe vrednost nesvojstvenog integrala f f(x)dx.

—o0

19%
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Ako (1. 5) ne postoji, moZe se desiti da postoji

+R
(1. 6) lim [ f(x)dx.
R—>o _p

Tada se (1. 6) definiSe kao glavna vrednost nesvojstvenog integrala f(x) u
odnosu na beskonalne granice.
Ako postoji glavna vrednost nesvojstvenog integrala

+ o0
| F@dx,

ona je jednaka nesvojstvenom integralu

[ {f ) +f (=2} dx
0

koji konvergira.

Bez teSkoée se proSiruje pojam nesvojstvenog integrala i pojam glavne vred-
nosti nesvojstvenog integrala funkcije f(x) na segmentu [a, b], ako ona ima
konadan broj tafaka ¢, & (a, b) u ¢&ijim okolinama nije ograniena i ako je
funkcija f(x) integrabilna u Riemann-ovom smislu na svakom podsegmentu
segmenta [a, b] u kome nema tadaka c,.

Tako, na primer, ako postoje dve tadke ¢; 1 ¢, (@<<¢;<<c, <b) sa navedenom
osobinom, tada je

b d b
V. D. ff(x) dx=v. p.ffv(x) dx+v. p.ff(x) dx (ey=d= ey
a a d

Primeri. 1° Integral

j —1— dx (a<c<b)

ne postoji kao svojstven, jer | 1/ (x—c) |— o (x— ¢).
Ovaj integral ne postoji takode kao nesvojstven, jer izraz

c—8& b
1 1 b—c e
f —_— g e g et W
x—c x—c c—a €,

a ¢+ &y

nema grani¢nu vrednost kada &, i &, nezavisno teZe nuli s pozitivne strane. Medutim, ako
Je e;=g,=¢, grani¢na vrednost

(4
1 1
lim [f i -—dx}
g>+0 L3 X—¢ c+8x——c
postoji, te je

b
1 b—c
V. p. f— dx=log —— (a<<c<b).
L g c—

2° Integral

b
1
1.7 f—— dx (a<c<b; n prirodan broj > 2)
- (x—o)

kao svojstven ne postoji. On ne postoji ni kao nesvojstven.
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Posmatrajmo sada izraz

E=F8: b
1
i ey
a ct+e
1 1
_[. ——l____+ l +(_1)n 1 }
n—1{(@—e)"1 ' (b=c)"~1 g1 ikl

Ako je n neparno, ovaj izraz svodi se na

‘{ s BN TR }
n—1\ (a—c)"1  (b—c)"=1 )’
Prema tome je
1 1 1 1
V. p. f——-dx= [~———'-—‘—],
(x—o)" n—1{ (@—¢c)y"~* (b—¢)" !
a

gde je n(>>3) neparan broj i a<c<b.
Integral (1. 7) nema svoju glavnu vrednost ako je n parno.

3° Integral
/2

J=[ —
a— sin x

dx O<a<l)

kao nesvojstven ne postoji, ali se mozZe pokazati da je

1—+/1—a?
V. p. J=——— log o (0<a=<l)
1—a? a
+ » + o0
4° Integral f sin x dx kao nesvojstven ne postoji, ali je v. p. jsinxdx=0.
—00 —o0

5° Bez teskoée se pokazuje da je

T2 14
— dx =,
g f 1+x2 o

2. Neka je f(z) uniformna funkcija i neka je tatka z=0 njen pol prvog
reda'. Pretpostavimo da se u talki O sustiu dva dela zatvorene putanje I
koja ograni¢ava oblast G. Oko tatke O
kao centra opiSimo krug polupreénika r
tako da u oblasti |z|<r nema drugih
singulariteta funkcije f(z) osim z=0.
Neka ovaj krug sefe putanju I' u tad-
kama P i Q. Oznaimo sa « ugao Cije
je teme u tacki O i &iji su kraci tan-
gente (u tacki O) delova putanje L.

U okolini tadke z =0 vaZi Laurent-ov
Tazvoj

A_ -]
fl@)== 1—%2 A Z-.
k=0

z

Odavde izlazi

O R (G

gde je M jedna fiksna pozitivna konstanta.

! Rezonovanje je isto ako se pol nalazi u talki z=a (+£0).
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Posmatrajmo sada integral

] feerdz - f—dz+ f[f( )——] z.
%)) Po
Stavimo li z=re'®, dobijamo
e, g
[F@dz= [ id_ do+ f[f(Z)——“‘]dz,
72 6 £ #
gde je 0, argument tacke P i 8, argument tacke Q.
Na osnovu nejednakosti (2. 1) bice

9,
‘ f f(z }dz < M| [ |dz]|=Mr@©,—0,).
10y
Ako r—0, dobua se:
(2.2 8, —6,—~—a,
(2. 3) f {f(z)—b}dz» 0,
1’36 4
2. 4) lim [f(z)dz= —aid = —ai Res /(2).
r—>0 ~
PQ

Formula (2. 4) ima vaZnu ulogu pri izradunavanju glavne vrednosti integrala.

Primer. Primenom raduna ostataka izve$éemo formulu

cos x sin a
y
V. p. f % —a~- (a>0).

Posmatrajmo krivoliniski integral

iz

e
f m dz (a>0)

duZ zatvorene konture C, koja se sastoji iz
polukrugova I, y; y, (Giji su poluprecnici
redom r, r;, r,) i od otseCaka x-ose (videti
sliku).

Prema Cauchy-evoj teoremi o ostacima je

T eircose—rsine —a—r: a5
prgm, 940 + f £ dx+J,+ f ) dx+J, + ff(x) dx =0,
0 —a+r a+tr,
gde je f(x) =e™[(a>—x¥).
Ovde J, i J; oznacavaju integrale duz malih polukrugova v, i v,.
Ako primenimo Jordan-ovu nejednakost

2 1
Z0<sinb (ogeg—n),
n
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utvrdujemo da vaZi procena!

ircos ©—rsin 6

e ™
T T
S e lE ML e e T
I at—r2e?i® 2 (r2—a?)
Primenom formule (2. 4) dobijamo
i
Jl_"zieia (r;—0),
a
i
Jy— —Te_ia (r;—>0).
a
Prema tome, ako r— oo, r;—0 i r,— 0, dobija se
2.5 T it dx - (eia—eia) = nsma (a>0)
’ V. p. £ £ e .
e 5 f a%— x? 2a a

Integral je nesvojstven u odnosu na granice, a u odnosu na diskontinuitete x=+a
integranda on ima samo glavnu vrednost.

1z relacije (2. 5) izlazi

- cos x sina ;
V. p. f dx=m— (a>0),
a%—x? a
7 sinx dx=0 (a>0)
v [ SR g :

Zadaci. 1° Pokazati da je

cosnb sin na
v. pf df =n—— (n=0,1,2 ...; 0<a<n).
cos B—cos a sin a

Ovaj se integral pojavljuje u problemima aeronautike.

2° Pokazati da je

xa—1 < xa—1
V. pf dx=cosan | ——dx=acotgaxn O<a<l);
—x 1+x
0
27
fomt g0 @>1
v. p. S >1);
po l—acosx

NS,
v. p.([ s 33

! Procena se moZe dati i na sledeéi nacin:

ircos ®—rsin @ 7r —rsin® Tr

ire’®de| < { d0<
rZ_a‘Z -—a“

(r>a),

™
e
az—r2 %0

0

jer je 0<<e 1" @< | ako je 0 [0, ).
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3. Posmatrajmo integral
+

“ P
L% J ® g,

Q)

gde su P(x) i Q(x) polinomi koji nemaju zajedni¢kih nula i neka Q(x) nema
realnih nula. Pretpostavimo dalje da je

3.2) stepen Q (x)—stepen P (x) > 2.

Da bismo izraunali integral (3.1) pomodu rauna ostataka, posmatrajmo
krivoliniski integral
P £ dz
Q@
(!

duZ konture C sastavljene od polukruga |z|=r, Imz>0 i otse¢ka x-ose od —r
do +r. Polupreénik r je tako velik da kontura C obuhvata sve polove koji
se nalaze u poluravni Imz>0.

Na osnovu Cauchy-eve teoreme o ostacima biée

kg )1'0 ) +r
Gt e i0) ire®do+ i P(dex=2xiz ResP(z)-,
o Qlre™) 20 0 ()

gde se sumiranje odnosi na sve polove koji leZe u poluravni Im z > 0.
Ako r— o, relacija (3. 3) dobija oblik

e : P(z)
(3. 4) lim [ —~2dx=2=i 2 Res !
re>co _f Q(x) Q(2)
jer
| = o0
PUe ) a8

lim :
i0
2 eee |
s obzirom na uslov (3. 2)

Grani¢na vrednost (3.4), prema navedenim definicijama u tacki 1, pret-
stavlja glavnu vrednost nesvojstvenog integrala (3. 1) u odnosu na beskonadne
granice. Dakle,

poosf® 1%, : P(z)
3 ——dx=2= Resg =X
WE s AR

gde polinomi P(x) i Q(x) ispunjavaju napred navedene uslove.

Kako integral (3. 1) postoji kao nesvojstven uz date pretpostavke, vrednost
nesvojstvenog integrala (3. 1) jednaka je

e Ela) . P(2)
545k 2 x=2% Res ——= ,
V. D _{c Q(x)dr i > Res 00

Ovaj nadin dobijanja nesvojstvenih integrala pomodéu njihovih glavnih vred-
nosti Cest je slucaj pri primeni racuna ostataka. U vezi s ovim videti vise
zadataka u odeljku Kompleksni brojevi i kompleksne funkcije u ovom Zborniku.
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V. O GENERALIZACIJI JENSEN-OVE FORMULE *

1. Uvod. Neka je funkcija f(z) (z- ref) uniformna i regularna svuda u
oblasti D=|z!<<r i na njenom rubu C=|z|=r, osim u konaénom broju polova
beD (j=1,2, ..., p). Oznaimo sa q;(=D) (i=1, 2, ..., n) nule funkcije
Jf(z). Pretpostavlja se da je |a;|#40, b;!50 1 f(z)#0 na C.

Pod ovim uslovima vredi relacija

20 n P
1 ‘ : : 2 ;
(1) — [ log|f(re")| dt=log|f(0)|+ 2, log— — 2, log—,
27:0 i=1 laii =1 b

gde svaku nulu i pol treba uzcti onoliko puta koliki je njihov red. To je
Jensen-ova formula — jedna od fundamentalnih relacija u teoriji celih i mero-
morfnih funkcija.

Osnovni znadaj Jensen-ove formule sastoji se u tome 3to povezuje vrednosti
funkcije na periferiji kruga sa modulima njenih nula i polova koji se nalaze u
krugu, i zatim, Sto se pomocu nje izradunava vrednost vaZznog integrala

2n

0

Interesantno je spomenuti da je Jemsen pronafao formulu (1) prilikom
pokuSaja da odredi distribuciju nula Riemann-ove zeta-funkcije u kriti€noj pruzi.

U raznim generalizacijama Jensen-ove formule, koje su se kasnije pojavile,
figuriSu i dalje nule i polovi. Medutim, cilj ovog &lanka je uopStavanje Jensen-
ove formule sa jednog kvalitativno novog glediSta. Umesto nula i polova
zahteva¢emo da funkcija f(z) ima esencijalne singularitete, tj. reSiéemo ovaj
problem: Kako glasi relacija koja vezuje modul funkcije na periferiji kruga sa
modulima njenih esencijalnih singulariteta koji se nalaze u krugu? Preciznije,
treba izgraditi takvu formulu, analognu Jensen-ovoj, koja ¢e istovremeno biti
primenljiva ne samo na uniformne funkcije koje imaju samo nule i polove
ve¢ 1 na uniformne funkcije koje imaju samo esencijalne singularitete.

*QOvaj prilog redigovao j¢ Dragifa Mitrovi¢ prema svome &lanku: Sur les valeurs de
certaines intégrales définies (Glasnik matematitko-fizicki i astronomski, tom 10, 1955,
str. 259—263).
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2. Pomoéni stavovi. Pre nego §to predemo na reSavanje postavijenog
problema, izve§¢emo nekoliko relacija koje ¢e biti potrebne kasnije.

Oznadimo sa A unutradnjost zatvorene Jordan-ove krive e.

Neka je funkcija f(z) uniformna i regularna svuda u oblasti A +e, osim u
esencijalnoj singularnoj tacki a € A. Pretpostavlja se da A ne sadrzi koordinatni
poletak i da je f(z)# 0 u A+e. Tada je

1 f @ (-1)" By,
Z £11

2) Jy=— —— log z dz=B, log a—
( } 2ni ,  f(2) el na®

3

gde su B, koeficijenti glavnog dela u Laurent-ovom razvoju funkcije [’ (2)/f(z) u
tacki z=a.
Dokaz. Prema Laurent-ovoj teoremi je
(@ B, B,
3 m=bs+b1 (z—a)+ b, (z—a)*+ - -- +z_a+(z_a)2+

ili u kraéem obliku

£ @

@ =P(z—a)+ Q(z%a) :

Sada je

J ; P 1 d 1 I d

‘_zTif (z—a) logz z+27i fQ(z—a) ogzdz,

gde se pod logaritmom podrazumeva jedna od njegovih grana. Funkcija

P (z—a) logz regularna je u oblasti A+e. Zato je prvi integral prema funda-

mentalnoj Cauchy-evoj teoremi jednak nuli. Sto se tige glavnog dela Q {1/(z—a)},

on se moZe integraliti ¢lan po ¢lan. Primenjujuéi pri tome Cauchy-evu formulu

za derivacije regularne funkcije — u naSem slu€aju na funkciju logz — posle

jednostavnog raduna dobijamo
e ] B, log z

; R
=y 27i L, (z—a)

—1) Bn+1

J,= dz=B, loga— Z

Relacija (2) je dokazana.
Na analogan nagin kao u dokazu relacije (2) dolazi se do nove relacije

1 rf@
4 — =B
“ 2wiy f(@ o X

gde je B; ceo broj (pozitivan, negativan ili nula). Da se dokaZe ova jednostavna
ali vaZna Cinjenica, dovoljno je integraliti (3) i zatim prouditi varijaciju funk-
cije f(z) kad talka z opisuje zatvorenu putanju oko tatke z=ga u oblasti A.
Kako je, prema hipotezi, funkcija f(z) uniformna, B, mora biti ceo broj. Zbog
toga, tacka z=qa ili je pol reda >1 ili esencijalna singularna tacka funkcije
@ f@.

Sada ¢emo pomocu (4) odrediti varijaciju argumenta funkcije f(z) duZ
krive e. Oznacimo viti¢astom zagradom varijaciju funkcije logf(z) na e. Tada je

= 5o ] 4108/ @)= 2= {10/ (). = ;- {log | £(2)| + 1 arg £ ()}

- S f{arg /().
4
©) (arg / (2))o = 27B,.
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Na osnovu (5) dokazuje se i relacija
(6) lim {log z10gf(2)}|:-a|=¢=27iB; loga.
e—0

3. Teorema: Neka je funkcija f(z) uniformna i regularna svuda u oblasti
D=|z|<r i na njenom rubu C=|z|=r, osim u esencijalnim singularnim tackama
aw€D (v=1,2, ..., k), |a,|#0. Pretpostavlja se da je f(z) # 0 u oblasti
D+ C. Tada je

2 k k

[ log|f(reiy|dt=log|f(0)| + 5 By,ulog—— +Re S ¥ Py,
0 v=1 W

|a | v=1n=1 "ac

1
T
W =
gde su B, koeficijenti glavnog dela u Laurent-ovom razvoju funkcije%
z

tatkama a, .

Dokaz Pretpostavimo radi jednostavnosti da je funkcija f(z) regularna svuda
u D+ C, osim u jednoj esencijalnoj singularnoj tagki z=a. U opStem slucaju,
funkcija log f(z) je multiformna u D+ C. Ali, kad se rubu C, na kome smo za
poletnu tafku uzeli z=r, pridruzi zamka oko tatke z=a, kako se to obi€no
radi u teoriji funkcija, funkcija log f(z) postaje uniformna i regularna u oblasti
D;, koja preostaje kad se iz D izdvoji proizvoljno mali krug |z—a|<e i seg-
ment [a+eei®, r], gde je « fiksirano. Takode, funkcija {logf(z)L/z je uniformna
i regularna svuda u D; osim, u tatki z=0, gde ima pol sa ostatkom log f(0).
Pod log f(z) podrazumevamo jednu odredenu granu logaritma. Prema tome, kad
primenimo teoremu o ostacima na rub L oblasti D;, imamo jednakost

log f(2) dz=2xilog f0),

8
L

koja naravno vaZi i onda kad — 0.

S druge strane, u vezi sa (5) zbog promene logaritma funkcije f(z) duz
ruba |z—a|=¢, imamo jednakost

atgel®
I
B g R B i o e By
Z pre] 4 z
(5 r lz—a|=¢

o=

" log f(z)—2 i By
f & Lol KL

2
atgell

i posle jednostavnog raduna

) [8/ Dy, 198D ;1 5B [log (a-+™)—log ]
L 5 9 “
log /() dz.

g

[z—-a\"E

Pomoéu parcijalne integracije iz (9) dobijamo

(10) f@-(z—)dz: f%(i) dz+2miB, [log(a+ee'®)—logr]
e L
ERELE

f@

—{logzlogf (@)}, ..+ [ logz

|z—a]=¢8
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Vodeéi raduna o relacijama (2), (6) i (8) kad £—0, jednakost (9) prelazi u
jednakost

f logf(2) dz+2=i B, (loga—logr)—2niB; loga

P

C
+2m'[131 loga—S ﬂ%]=2nilogf(0),
n=1 na
odakle na kraju dobijamo
; s
(11) flogj:Qdz_2ﬂi10gf(0)+27ri|:Bl ]og__l_z ) n+1:|
. 4 a n=1{ na”

Dobijena formula vredi u sluéaju kada funkcija f(z) ima samo jedan esen-
cijalni singularitet. Medutim, pomocu teoreme o ostacima lako je modificirati
formulu (11) i u sluaju kada funkcija f(z) ima esencijalne singularne talke

a,(v=1,2,...,k). Formula (11) tada ocevidno prelazi u formulu
T tisid k fred )" (A e
(12) ng() z=logf(0)+ > B, Iog—+z S
wi c v=1 v v=1 n=1
gde su B, ., koeficijenti glavnog dela u Laurent-ovom razvoju funkcije fJT(z)l u
z
tatkama a, .

Kad levu i desnu stranu u (12) posle smene z = re* rastavimo na realne i
imaginarne delove i zatim realne delove izjednaimo, dobijamo formulu (7) u
kojoj je sada sve odredeno. Teorema je dokazana.

4, Jedna verifikacija formule (7). Neka je funkcija u harmoniéna
u krugu |z|<r. Tada je

27

u(e, )= —f u(r, e gy

;-~2rpcos(l—q;)+p

Ova rclacija poznata je kao Poisson-ova formula. Ona izraZava vrednosti har-
moniéne funkeije u krugu |z|<r pomoéu njenih rubnih vrednosti.
Specijalno, ako je u=const, tada je
25
e r2—p?

(13) di=1.

2my ri=2rpcos(i—g)+p*

Funkcija pod znakom integrala zove se Poisson-ovo Jc7gro Samo Jezgno je
takode harmoni¢na funkcija. Zelimo pokazati da se (13) moZe dobiti i iz for-
mule (7).

Posmatrajmo funkciju f(z)=e® (a~oe"?) U ovom sluéaju je
log f ) =242 1 zr:Re(ﬂ), A TR
gf(2) o= og|f(2)| i3 7@ o’
te je By =0, B2:—2a By=B,=-...=0. Zato je posle supstitucije u (7)
1) B,

fR < — )dt—loge‘1+Re—_——,
a
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- 2
tj. 1 r2—p?
. ﬁ-f - : ~di=—-1+2=1
2 f- F=2r s =5+t

5. Primedba 1. Posebno, ako je tatka av nula ili pol funkcije f(z), tada je
B,.v =B;,y =-.-=0, dok je B}, red te nule ili pola. U prvom slu€aju je B;,v >0, u dru-
gom < 0. Zaista, ako je tactka z=ay, na primer, nula reda m funkcije f(z), tada je
(14) f@)=(z—av)m [ (2),

gde je fi(z)# 0 u okolini tatke z=a,. Logaritmovanjem, a zatim deriviranjem jednakosti
(14) imamo

f’(z)j m _Irfl’(z)
P ray Al

odakle se vidi da je B;.v =m. Na slian na¢in moZe se¢ pokazati da je B,,v = —m ako je
tacka av pol reda m funkcije f(z).

Posle ovih napomena moZe se pokazati kako se iz formule (7) dobija formula (1).
Dovoljno je, na primer, pretpostaviti da talke av nisu esencijalne singularne tatke funk-
cije f(z), ve¢ da su njene nule. U ovom slutaju, kako je gore pokazano, brojevi B;,v ozna-
Cavaju redove ovih nula, dok dvostruka suma u (7) iS¢ezava. Dakle

1 2n k
;] log| f(reit)j dz = log | f(0)| + > log
0

v=1

r

2

fav]

gde svaku nulu treba uzeti u obzir onoliko puta koliki je njen red.

Primedba 2. Formula (1) vredi i kad se nule i polovi nalaze na periferiji kruga
|z|<r. Da li formula (7) vaZi i kad se neki esencijalni singularitet funkcije f(z) nalazi na
rubu kruga |z|<Cr? Kakva je razlika izmedu formula (1) i (7)?

VI. RACUNANJE SA MATRICAMA RAZBIJENIM NA BLOKOVE
Definicija. Ako se neka matrica A mreZzom pravih koje su paralelne njenim
vrstama 1 kolonama razloZi na viSe matrica, kaZe se da je razbijena na blokove.
Blokovi su takode matrice.

Ako matrica 4 ima m vrsta, moZe se razbiti na m matrica-vrsta. Ako
matrica A ima n kolona, ona se moze razbiti na » matrica-kolona.

Posmatrajmo matricu

w o o -0
S O N W

1
1
1
1
1

SRR T S B
g0 =11l T3 1 [la
w‘,z O e A B T
2 |03 celidde ol
Hs R AR
A
&1 1] 290
B AL b A
R 1‘
Rl

kao i na druge nacine.
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Ako je matrica A tipa m x n, ona se moZe razbiti na blokove na sledeéi nacdin

Au AIZ e I Alv |
A= Ay Ape A,,
. 3
| Sy Apv|
gde su blokovi 4; matrice tipa
m; X ny (my+my+ - +mp=m; m+ny,++--4+n, =n.

Indeksi i i k dobijaju vrednosti:

A L TR 1 BT

MnoZenje matrice skalarom. Ako je o skalar i 4 navedena matrica, tada je
ad = || OtAik ||.

Sabiranje matrica. Ako su matrice 4 i B istog tipa i ako su na isti nadin
razbijene na blokove

; AZHAik”» B=”Bik||;
tada je

A+B=||Aik+B,'k”.
Ova formula, kao i prethodna, dokazuje se bez teSkoce.
MpnoZenje matrica. Neka su matrice
A=|lai, B=|bull
respektivno tipa mxn i nxp.
Proizvod matrica 4 i B je matrica tipa mxp

AB =

n
z aj; bjk

j=1 |

Ako A; oznadava i-tu vrstu matrice 4 i ako B, oznadava k-tu kolonu
matrice B, tada je

|B, By - - B,].

A

Proizvod AB moZe se napisati na sledeée nadine:

A A4,B |
(1) AB=|| |l B= || 4B
= | 4 |

@) AB=A||By B, - - - B,||=|| 4B, AB, - -- AB,|.
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| 4 | | M,
i Az Z o £ , Mz
Matrici 4 = . moZe se dati oblik | . , gde su My, M,, ..., MpL
[| Am ’ M, ||
matrice tipa
myXRn, MyXn, ..., m,Xxn (m1+m2+---+mp=m).

Ustvari, blok M; sastavijen je od m; (<m) prvih vrsta matrice 4, blok M,
od m, (< m) narednih vrsta matrice 4, ..., blok My od my, (<m) poslednjih
vrsta matrice A.

Na osnovu formule (1) neposredno se dobija

) M, l ‘ M, B ||
M, M,B
(3) e ' =| MG E
) , '{ M, | MyB s
jer je, na primer,
| 4, A, B
| 4, A, B
{! A"'x AmnB
[ Ann+l m,+lB ‘
A\ G B
MZB= m.-q—2 B= m,—{—Z ,
} Amz' A’":B l

itd.
Matrica B=|| B, B, ... B,|| moZe se napisati u obliku ||N; N, ... N, ||, gde
su Ny, Np, ..., N, matrice tipa

RXPr, BXPy, «ooy BXP, (PPt -+ +D,=D).
Na osnovu formule (2) neposredno se dobija
4) A||N1 Nz"'Nv“=HAN1 AN, "'ANVH-
Dokazaéemo sada da vaZi formula
o
(%) AB=||M; M,---M,| )\:,2 ‘=M1N1+M2N2+"'+Man
il
gde su My, M,, ..., M, matrice tipa
mXny, mxny, ..., mxXHn, (n+ny+---+n,=n)
i Ny, Ny, ..., N, matrice tipa

Hy XD, MyXP, ..., R XPD.
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Pokazademo najpre da je formula (5) tana za r=2, tj. da je

N.
® PR 7Y] W DI AR A
2

gde su M; i M, matrice tipa mxn, i mxny, (m+n,=n), a matrice N; i N,
tipa ny X p 1 ny X p.

U matrici
yge 18 SEHE “1SE ay,s+1 ' @inm
A= M, My |- 1=
Am1 9m2 Ams : Am,s+1 Amn
i-ta vrsta je
a1 @ -+ @Gis G410 Qin | (n=9).
U matrici
bll blﬂ ’
N, bs bsp
B-= - e
Nz bs+1,1 bs+1,p
buy bnp
blk
bzk
k-ta kolona je matrica bsi
bs+1.~k
bnk

Na mestu (i, k) u proizvodu 4B nalazi se element

() (@iy byr+ @iz byr+ -+ - + Qs bsp) + (1, 541 bgpr k+ - -+ bui) -
Na mestu (i, k) u proizvodu M; N; nalazi se element

(t)] Qry byk+ @iy b+ -+ i by
Na mestu (i, k) u proizvodu M, N, nalazi se element

©) @y, 921 Dyty, k¥ - ARl B

Poredenjem izraza (7), (8), (9) zakljuCuje se da je formula (6) zaista taéna.

Pretpostavimo sada da je formula (5) taéna za r—1. NapiS§imo matrice
A it B u obliku

-
PR e
gde su M* i N* matrice
NZ
M*=|M, My - - M|, N*=| "
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Prema dokazanoj formuli (6) biée

e

®
kol | v ||

Prema induktivnoj hipotezi vaZi relacija

\' N,
M* N*=|| M, Ma"'Mr]]uNa =MyN,+M3Ny+ - - - + M_N,,
i
te je
M
| My My--- M, ‘N l = My My Rt = v MO
I |

Ovim je induktivni dokaz formule (5) zavrSen.

Ostaje jo§ da se dokaZe opsti sluCaj. Neka je matrica 4 razbijena na blo-
kove na sledeéi nacin

Mu Mx.z - o Mlv
M M,, M,, I
1 My Mo My, |

gde su blokovi respektivno tipa

Py XA My KRy - My Xn,

My X1y My X Ny my X n,

My X0y My Xny m xn,
(m+myg+ - +muy=m; n+ng+---n, =n).

Neka je matrica B razbijena na blokove na slede¢i nacin:

Ny Ny - N
B 1\.,21 Nops Ny
Nvy Ny, Nvy, l

gde su blokovi respektivno tipa

By Xpy o My Wpss - oA g KBy
Mpx Py Ny X Py 1y X P
nyXpy  H,X Py ny X py

(Py+pe+ - +py=D)

20 Zbornik matematiékih problema III
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Pokazaemo da je
(10)
gde je

AB=

v
My N
i=1

J
l=1)25 S O

Radi toga napiSimo matricu 4 u obliku

|

SR

My 1!
gde je

M1=HM11 M, ... M, H'
My = || My1 Mp2 ..
(matrice M,, M,, .

Na osnovu formule (3) je

»

(A A B

. My |

M2=!|M21 ’Mzz

.., My su tipa m; xn, myxn,

M, ‘ M, B
M, M, B
o 3 ! .
My ” MyB |
Posmatrajmo B u obliku
[Ny N o Ny,
gde su Ny, N,, ..., N, matrice
iL Ny | Ny
N N,
21 22
N1:1 ] ) N2: : | 3 ’ N}\ =1
| l N l Ny | "
tipa AR, BRDE e g A BXD -
Na osnovu formule (4) dobija se
M, B I M\N;, M,N, - M|N,
M,B MyN, MyN,  M,N,
| M,B in'N1 M,N,  M,N, 1

Prema formuli (S) biée

Nik

N2k
MNy=|| My My, - - - M| :
va ‘
Ovim je zavrSen dokaz formule (10).

M"l"”r"'s

., Mp X n).

=M Ny +Mip No + -

Al Sy e,
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VI. POJAM O LINEARNOM PROSTORU

Pod brojnim poljem naziva se skup brojeva u kome se jednoznaéno mogu
izvr§iti operacije: sabiranje, oduzimanje, mnoZenje i deljenje brojem razliditim
od nule.

Primeri brojnih polja su:

Skup svih racionalnih brojeva;

Skup svih realnih brojeva;

Skup svih kompleksnih brojeva;

Skup svih brojeva oblika a+ b \/if, gde su a 1 b racionalni brojevi;

Skup svih brojeva oblika aLb\/_Z, gde su g i b racionalni brojevi.

Skup L ma kakvih elemenata a, b, ¢, ... naziva se linearnim ili vektorskim
prostorom nad brojnim poljem K, ako su ispunjeni sledeéi uslovi:

I. Svakom paru elemenata a, b skupa L jednoznacno odgovara jedan element
istog skupa koji se dobija operacijom sabiranja. Rezultat operacije oznacava
se sa a+b;

2. Svakom elementu a skupa L i svakom elementu k& brojnog polja K
jednoznaéno odgovara jedan element skupa L koji se dobija operacijom mno-
Zenja. Rezultat operacije oznadava se sa k-a ili ka.

3. Operacije sabiranja 1 mnoZenja zadovoljavaju uslove:
I. Ako su a, b, ¢ tri ma koja elementa skupa L, vaZi
1" a+b=>b+a;
2 (a+b)y+c=a+(b+c).
II. U skupu L postoji nula-element 0 takav da je
a+0=a za svako a iz skupa L.
III. Svakom elementu @ skupa L odgovara element —a skupa L takav da je
at+(—a)=0.
IV. Za ma koje elemente a i b skupa L i za ma koja dva broja k; i k,
iz polja K vaZe uslovi:
1" kylkya)=(ky k) a;
2° (ky+k)a=ket+ka;
3° k(a+b)=kia+kb.
V. Za ma koji element @ skupa L vaZi
l-a=a.

Uobigajeno je da se svaki element skupa L naziva vektorom.

Znak jednakosti koji je upotreblijen pri formulisanju navedenih aksioma
linearnog prostora ima sledeée znacenje:

Jednakost a+b=>b-+a znali da clement a+ b 1 element b+ a pretstavijaju
jedan isti element.

Dakle, ovde je jednakost disto logicno sredstvo 1 ona ima osobine refleksiv-
nosti, simetrije 1 tranzitivnosti.

Primeri vektorskih prostora. 1° Skup svih vektora od n dimenzija u odnosu na sabiranje
vektora i mnoZenje vektora skalarom pretstavlja vektorski prostor.

pretstavija linearni prostor u odnosu na obi¢no sabiranje polinoma i obiéno mnoZenje poli-
noma brojem iz polja K.

20*
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Skup svih polinoma po X &iji je stepen taéno n ne pretstavlja linearni prostor u odnosu
na iste operacije.

3° Skup svih matrica ||ay|| tipa mxn nad poljem K (ay € K) pretstavlja linearni pro-
stor nad brojnim poljem K u odnosu na operaciju sabiranja matrica i mnoZenja matrica
brojem iz polja K.

OSOBINE OPERACIJA NAD VEKTORIMA

1° Ako je a=b, tada je a+c=b+ec.

2° Ako je a=b, tada je ka=kb (k€EK).

3° Zbir od proizvoljnog broja elemenata iz skupa L ne zavisi od reda po
kome se vrsi sabiranje ovih elemenata.

4° Postoji jedan i samo jedan vektor-nula koji ima osobinu
a+0=a za svako aclL.

Dokaz. Po aksiomi je
at+0=a.

Neka 0’ ima istu osobinu, tj. neka je

a+0 =a.
Kako je 0L i 0'€ L, vaii
0'+0=0
0 +0=0,
§to znadi da je
0'=0.

5° Za svaki element a (& L) postoji jedan i samo jedan suprotni element
—a(€L) za koji je
a+(—a)=0.
Dokaz. Pretpostavimo da postoji joS jedan takav element (—a) (€L) da je
a+(—a)’=0.
Na osnovu aksioma koje su napred formulisane vaZe relacije:
(—)=(—a)+0=(—a)+ @+ (-a)")
=({(-a)+a)+(—a)’
=(@+(—a))+(—a)

-0+(—a)’
=(—a)’ +0
=(—a)’.

Ovim je osobina 5° dokazana.

6° 0-a=0.

Dokaz.

a+0-a=1.a+0.-a=(1+0)a=1-a=a.

Takvu osobinu ima samo nula-element, dakle 0-a=0. Prema tome, nema
opasnosti da se broj nula i vektor nula pomesaju.



NUMERICKE TABLICE

LEGENDRE-OVI POLINOMI

x =P (x) Py(x) | Py (x)
0,00 —0,5000 | +0,0000
0,05 —0,4962 —0,0747
0,10 —04850 | —0,1475
0,15 —0,4662 | —0,2166
0,20 —0,4400 | —0,2800
0,25 —0,4062 | —0,3359
0.30 — 03650 | —0,3825
0.35 03162 | —04178
0,40 —0,2600 —0,4400
0,45 —0,1962 —0,4472
0,50 | —0,1250 | —0,4375
0,55 --0,0462 —0,4091
0,60 10,0400 —0,3600
0,63 10,1338 —0,2884

|
070 | +02350 | ~0,1925
0,75 | +03438 | -0,0703
0,80 | +0,4600 | +0,0800
0,85 | +0,5838 +0,2603
0,90 | +0,7150 10,4725
0,95 +0,8538 +0,7184
1,00 | +1,0000 +1,0000 |

Py (x)

-+ 0,3750
+0,3657
< 0,3379
+0,2928
+0,2320
+0,1577

0,0729
~-0,0187

~0,1130
—0,2050
—0,2891
—0,3590
—0,4080
—0,4284

—0,4121
—0,3501
—0,2330
—0,0506
+0,2079
+0,5541
+ 1,0000

Legendre-ov polinom definisan je izrazom

[n/2]

Py (%) :—;,2,;' Z ¥= l)k (Il\;) A

k=0

Py(x) = 1;

1
Pyix) = — (== 1)

(2)172/<)

n

I
Py = o (5= 305 4 3);

1
Po(x) = (231 A5—315x0 - 10552 —5);

P; (x) Pe(x)
+0,0000 | —0,3125
+0,0927 —0,2962
40,1788 —0,2488
+0,2523 —0,1746

| +0,3075 —0,0806
| 1+0,3397 10,0243
+0,3454 +0,1292
| +0,3225 10,2225
+0,2706 10,2926
+0,1917 +0,3290
+0,0898 10,3232
—0,0282 10,2708
—0,1526 | +0,1721
02705 | +0,0347
~0,3652 | +0,1253
—0,4164 —0,2508
—0,3995 —0,3918
—0,2857 —0,4030
—0,0411 —0,2412
' 403727 | +0,1875
| +1,0000 | +1,0000
1 n
n— 2k ! "
X pre iy (x 1.
Pi{x)= x;

i
Pyx) = 3 (5x%—3x);

P (x)

—0,0000
—0,1069
—0,1995
—0,2649
—0,2935
—0,2799
—0,2241
—0,1318

—0,0146
40,1106
40,2231
+0,3007
+0,3226
402737 |

+0,1502
—0,0342
—0,2397
—0,3913
—0,3678
+0,0112
+ 1,0000

|
P () = 3 (63x5—70x%+15x);

1
Po(x) = 0F (42937 — 693 x5 + 315x3--35x) .
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BESSEL-OVE FUNKCIJE INDEKSA 0 i |

X | Jo () I Ji(x) No(x) | Ni(x) X Sy (%) J; (x) No(x) | N (x)
Ry ST SR g B e N L SR S L) o] A
0 r1 [ o [ 3.2 '~0,32019:‘ 40,26134 | +0,30705 | +0,37071
F 0,1_- 4 6:95750 o 0,04994 | _1,53424 \-—645895 ' 5.7'%(07% ' +0,22-9()2 | 4-0,40102
0,2 :0__9:»702_ +0,09950 \ w2 ] 081_11 —3,32382 __16— _0.39177_ 10?);;47__ +0,14771 m
-0_3 10,97763 | +0,14832 _0_;)727 __2_29310 ”3_3 '_—(_).402567.» = 0_01232: +0_064;(;|__L6 41411
: 0,4_ +0,96040 \0-.1;)6(_)37 | —0,60602 w1,78.(;8“7 _4_(7_' —0.397]5.—0,06604;—0,0&)‘; -;(),3979;
-o,?_ -:-_c)_,ggs-w;ﬂ ‘;.0-22; _0.44452‘___:$E _7.2_-‘ —0.375 —0,13865.7—0_0‘)375: —0,3680“
RPN Srwros e s gy Qs {
0,7 |-i'6.é;5 -0,32899_—0.!9066|;l,10325 ‘ T —_0,2_961_5;.~0,25656 022346 -70.2737_5
0,8 I £0,34629 | _0_3688-: '-_n,osasu :(),97814' 48 :5,;4.0.4.3- ;0,29350 _0,27230‘ 10,21357
.0,9 : ::-_0;3(;5‘ +0,40595 _-:-_6;65; :08_73? 5.0 : ::77—60_ ‘__0_32753 jﬂoé.s_z.;_f_o_mms
10 | +0.76520 | 044005 | +0.08826 | 078121 55| 000684 | —0,34144 | —0,33948 | 0,02376
I 12_ ”;-;),67113- +0,49829 _;:6,5)3_‘ —0,62114 . 6.0 | +0,15064 ‘ _0 27668‘—0,;;1; —0,17501
1,4 +0,56686 _\:«;,54_195 io,mg; —0,47915 | . _f;,s— *0.26009 4):5384'_017374 .4);7;)9_-
- | — - N | LR . -
1,6 ‘ ;70?5‘5?0‘ 1-0,56990 | ..(,42043 | —0,34758 | 7.0 ; +0,30008 _000458|_00759i —0,30267
1-.8 1-0,33999 :»0_53155, +0,47743 :0,22366- I 7,5“_! +0,26634 | +0,13525 Lol +0,11731 _0_75;13|
2,07 i—;(_),zhss‘) +0,57672 |—o,-s-10_3s[_—_(; 10703 _so_’ --0171—65 1-0.2_1;6* +0,22352 : —0,15806 |
22 | yo,uoseli;o;s_s;é -—0,5207}, -Lo 00149 ,,8’5 1‘—0,0-4194 ‘ro 27312 :;76;1 } ;6;17|

2,4 +0,00251

+0,52019 | +0,51041 | 40,10049 i 9,0 -0,09033 | +-0,24531 | +0,24994 | --0,10431

2,6 40 09680 | +0,47082 | +0,48133 | +0,18836 018 —0,19393 | +0, 161“6 -0,17121 ‘ +0,20318
2,8 l—0 185041 +0,40971 | | + 0,43592 | +-0,26355 | 10 —0,24594 | !—0.04347 - 40,05567 | +0,24902
30 ' —0,26005 | -+0,33906 | -0,37685 ‘ +-0,32467

Bessel-ova funkcija [ vrste

in = 15 cA V2K
e B
o kKITv+k+1) \2
Bessel-ova funkcija 11 vrste

Jy(x)cosva—J_y(x) ]
Ny (=2 2 (v # ceo broj)
sin v

. Jy(x)cos v-r—J_\.(\) 1
N, (x)=lim —— (n=ceo broj).
v —rn sinvx
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BESSEL-OVE FUNKCIJE INDEKSA 2, 3, 4

=

X J, (x) Jy (x) Jy(x) N, (x) N, (x) N, (x)
0,1 | +0,00125| : 0,00002 1 0,00000 | --127,64478 |—5099,33238 | —305832,29 0.1
0,2 | +0,00498  +0,00017 0,00000 --32,15714 | —639,81907 — 1916241 02
0,3 | +0,01117| +0,00056 | +0,00002 —14,48009 | —190,77448 --3801,01 0.3
04 |4 0,01973 | +0,00132 | +0,00007 —8,29833 | —81,20248 —1209,73 0.4
0,5 | + 0,03060 | -+ 0,00256 | +0,00016 —5,44137 | —42,05949 —499,27 | 0,5
0,6 | +0,04367| - 0,00440 '+0,00033 || —3,89279| —24,69157 —243,02 0,6
| 07 | +0,05879 | 0,00693 | + 0,00061 —2,96148 | —1581948 —=T82634. = Il %
0.8 +0,07582 | = 0,01025 | +000103 | —2,35856| —10,81465 —78,751 | 0,8
0,9 +0,09459 | +0,01443 | +0,00164 —1,94591 —7,77536 | -—49,890 0,9
| +0,11490 | +0,01956 | +0,00248 —1,65068 —35,82152 ' —33,278 1
1,2] +0,15935| +0,03287 | -+ 0.00502 —1,26331 —3,58990 —16,68619 12
14| +020736, - 0,05050 I +0,00906 I —1,02239 —2,44197 | —9.44319 | 14
1,6 +0,25697 | +0,07252 | +0,01500 || —--0,85490 —1,78967 | —5.85636 1,6
1,8 +0,30614 | +0,09880 ' +0,02320 : =0;72595 —1,38955 | —3,90590 1.8
2 | +0,35283] 4 0,12894 | +0,03400 —0,61741 —1,12778 —-2,76594 | 2
'2,5] 4+0,44606 | + 0,21660 ‘ +0,07378 —0,38134 —0,75606 l —1,43320 | 25
3 1 +048609 +0,30906 | +0,13203 —0,16040 —0,53854 —0,91668 | 3
35 4 0,45863 ' +0,38677 % +0,20441 +0,04537 —0,35834 —0,65966 | 3,5
4 | +036413] +0,43017 | +0,28113 | ~0,21590 —0,18202 —0,48894 | 4
4,5] +0,21785 | +-0,42470 | +0,34842 +0,32848 —0,00901 —0,34050 | 4,5
5 | +0,04657| +0,36483 | +0,39123 : +0,36766 ¢ 0,14627 —0,19214 | 5
6 | —0,24287| +0,11477 | +0,35764 | +0,22986 +0,32825 | +0,09839 | 6
7 1—0,30142| —0,16756 | +0,15780 | 70,06053= 0,26808 | +0,29031 L%
8 | —0,11299 —0,29113 | +0,10536 | —0,26304 +0,02654 | :0,28294 | 8
9 | +0,14485 —0,18093 | —0,26547 | —0,22676| —0,20510 | +0,09003 | 9
0 | +0,25463 | +0,05838 | —0,21960 —0,00587I —0,25136 | —0,14495 | 10

Modifikovana Bessel-ova funkcija | vrste

= 1 x\v+2k
I (x)= = e i
v i gok!F(w—k»l)(Z)

Modifikovana Bessel-ova funkcija I vrste

{v # ceo broj)
2 sin vt

; [ ()1, (x)
Eoy=ltig =¥ ¥ (n=ceo broj).
2 v—n sin v
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MODIFIKOVANE BESSEL-OVE FUNKCIJE INDEKSA 0 @ |

x | L) ‘ L) | Ko(.\-)1 Kl(x)’ x ‘ ARACIRACR R ACIR AR IS
| 0,0 | 1,0000 | 0,0000 | I 0,0 | 2,0| 2,280 1,5901/0,1139] 0,1399 | 2,0
0,1 1,0025}0,0501 2,4271|9,8538 | 0,1 | 2,21 2,629| 1,914 10,0893 | 0,1079 | 2,2
0,2 | 1,0100 | 0,1005 || 1,7527 | 4,7760 | 0,2 2,41 3,049 2,2981/0,0702 | 0,0837 | 2,4
| 0,3 |1,0226 | 0,1517 | 1,3725 | 3,0560 | 0,3 | 2,6 3,553 | 2,7551/0,0554 | 0,0653 | 2,6
| 0,4 |1,0404 10,2040 || 1,1145 2,1844 04 [ 2,8] 4,157| 3,3011/0,0438| 0,0511 | 2,8
[ 0,5 | 1,0635]0,2579 || 0,9244 | 1,6564 | 0,5 !3,0 4,881 3,953(0,0347 | 0,0402 | 3,0
| 0,6 |1,0020]0,3137|0,7775 | 1,3028 | 0,6 i3,2 5,747 4,7341/0,0276 | 0,0316 | 3,2
;0,7 1,1263 | 0.3719 || 0,6605 | 1,0503 | 0,7 I3’4 6,785 | 5,670(10,0220| 0,0250 | 3,4
0,8 |1,1665:0,4329 || 0,5653 | 0,8618 | 0,8 | 3,6| 8,028| 6,793|/0,0175] 0,0198 | 3,6
0,9 |1,2130]0,4971 || 0,4867 [ 0,7165] 0,9 | (3,81 9,517| 8,1401/0,0140{ 0,0157 | 3,8
\ 1,0 | 1,2661]0,5652 || 0,4210|0,6019 | 1,0 | 4,0{11,302| 9,759 10,0112 | 0,0125 | 4,0 |
1,1 | 1,3262 ] 0,6375 || 0,3656 | 0,5098 | 1,1 | 4,2113,442 | 11,706 |/ 0,0089 | 0,0099 | 4,2
| 1,2 [1,393710,7147 || 03185 0,4346 | 1,2 | | 4,416,010 | 14,046 || 0,0071 | 0,0079 | 4,4
1,3 | 1,4693 10,7973 | 0,2782]0,3725 | 1,3 | 4,6119,09 116,86 ||0,0057 | 0,0063 | 4,6
| 1,4 |1,5534|0,8861 || 0,2437 | 0,3208 1,4\ | 4,8122,79 (20,25 (10,0046 | 0,0057 | 4,8
| 1,5 |1,6467) 09817/ 0,2138 | 0,2774 | 1,5 ' 1 5,0(27,24 | 24,34 |10,0037 | 0,0040 | 5,0
| 1,6 11,7500 1,0848 || 0,1880 | 0,2406 | 1,6
| 1,7 11,864 |1,1963 || 0,1655|0,2094 1,7'
1,8 {1,990 |1,31721]0,14590,1826( 1,8
1,9 (2,128 |1,4482 0,1288 |0,1597| 1,9
NULE FUNKCIJA J,(x) i J; (x)
S (xP)=0, 5 (xP)=0
s 0 O aeY) X Jo (<) 5
|
1 2,404825 | +0,519147 3,831706 I —0,402759 1
2 5,520078 —0,340265 7,015587 +0,300116 2
3 8,653728 | £0,271452 10,173468 —0,249704 3
4 11,791534 —0,232460 13,323692 +0,218359 4
5 14930918 | +0,206546 16,470630 —0,196465 5
6 18,071064 | —0,187729 19,615859 : +0,180063 6
7 21,211637 | +0,173266 22,760084 —0,167185 7
8 24,352471 ‘ —0,161701 25,903672 +0,156725 8
9 27,493479 | +0,152181 29,046829 —0,148011 9
10 30,634606 —0,144166 32,189680 +0,140606 10
11 33,775820 +0,137297 | 35,332308 —0,134211 11
12 36,917098 —0,131325 38,474766 +0,128617 12
13 40,058426 +0,126069 41,617094 —0,123668 13
14 43,199792 —0,121399 44,759319 +0,119250 14
15 46,341188 | +0,117211 47,901461 —0,115274 15
16 49,482610 —0,113429 51,043535 +0,111670 16
17 52,624052 +0,109991 54,185554 —0,108385 17
18 55,765511 —0,106848 57,327525 +0,105374 18
19 | 58906984 | +0,103960 60,469458 —0,102601 19
20 62,048469 —0,101293 | 63,611357 | +0,100035 20

Prema ¢&lanku; N. D. Davis — W. R. Kirkham (Bulletin of the American Mathe-
matical Society, vol. 33, p. 760—772, 1927).
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NULE FUNKCIJE J, (x)
Jn (.\' g")) =0

-
~
=

s‘\0‘1l2‘3‘41‘5678i9‘10
1| 2405| 3832 5,136| 6380| 7,588 8772 9,936!11,086;12,225"13,354 14,476\
‘—2 5,520 7,016| 8417 9761 11,065 12,339 | 13,589 | 14,821 | 16,038 | 17,241 | 18,433 |
3| 8654 10,173| 11,620| 13,015 | 14,373 | 15,700 | 17,004 | 18,288 19,554 | 20,807 | 22,047 |
|4 | 11,792 13,324| 14,796 | 16,223 | 17,616 | 18,980 | 20,321 | 21,642 | 22,945 | 24,234 | 25,509
5 | 14,931 16471 17,960 | 19,409 | 20,827 | 22,218 | 23,586 | 24,935 | 26,267 | 27,584 | 28,887
"6 | 18,071 | 19,616 21,117 | 22,583 24,019 | 25,430 | 26,820 | 28,191 | 29,546 | 30,885 | 32,212 |
| 721212 22,760| 24,270| 25,748 27,199 | 28,627 | 30,034 | 31,423 | 32,796 34,154 | 35,500
|8 174,352 25,904 | 27,420 | 28,908 30,371 | 31,812 | 33,233 | 34,637 | 36,026 | 37,400 | 38,762
il_9"[27,493 29,047 | 30,569 | 32,065 | 33,537 34,989 | 36,422 | 37,839 | 39,240 | 40,628 | 42,004

710 | 30,635 | 32,190 | 33,716 | 35,219 136,699 | 38,160 | 39,603 | 41,031 | 42,444 | 43,844 | 45,232

NULE FUNKCLE J,’ (x)

T () =0 (x P <25)

\”joll\z 3|4‘567'8|910
;3' ™ B | | | ' 1 i ‘
1| 0000] 1,841] 3,054| 4201| 5318[ 6416| 7,501 8,578| 9,647 10,711 11,771
2| 38%2| 5331 6706 8015| 9,282|10,520 11,735 | 12,932 14,116 15287 16,448
3| 7016] 8,536, 9.970| 11,346 12,682 | 13,987 15,262 16,529 | 17,774 19,005 | 20,223
4| 10,173 | 11,706| 13,170 14,586 | 15,964 | 17,313 | 18,637 | 19,942 21,229 22,501 | 23,761
5| 13,324 14,864 ] 16,348 | 17,789 | 19,196 | 20,576 21,932 | 23,268 | 24,587
"6 | 16471 18,016 19,513| 20,972 | 22,401 238031 | ) |
LT IRIAT6 21164 | IR PATeT] 1 g $57 P
8 | 22,760 | 24,311 | . \ ,
Py, o e £0 0 Lo 'ﬂ_“ | | | |

Prema ¢lanku: D. B. Smith—L. M. Rogers—E. H. Traub (Journal of Franklin
Institute, t. 237, 1944, p. 300—302).

NULE FUNKCLJE Ny (x)
Na(x®)-0

i PR TR Sk TN R I T 0 e %
% 1| 089358 | 219714 3384 | 457 | 5645 | 6747 | 1|
| 2‘ 3,95768 | 5,42968 “* 6794 | 8098 | 9362 | 10597 | 2 |
3| 708605 | 859601 | 10,023 | 11,396 | 12,730 | 14,034 | 3
T4 1022234 | 1174915 13,210 14,623 | 16000 | 17347 | 4
T 5| 1336110 | 14,89744 | 16,379 | 17,818 | 19,224 20,603 >5"
T 6| 1650092 | 18,04340 | 19,539 | 20,997 22,425 23,827 | 6|

7| 1964131 | 21,18807 | 22,694 | 24,166 25610 | 27,00 | 7
| 8| 2278203 | 2433194 | 2586 | 21329 | 28786 | 30,220 | 8 |
9| 2592296 | 2747529 | 28995 | 30487 | 31955 | 33401 | 9
110 | 29,06403 | 30,61829 32,143 | 33,642 35,119 36,575 )10 |




314 NUMERICKE TABLICE
KELVIN-OVE FUNKCILJE

| X l ber x bei x x ber x bei x
0,0 J +1,0000 +0,0000
0,1 | 1,0000 0,0025 2,6 +0,3001 +1,5569
0,2 : 1,0000 0,0100 2,7 0,1887 1,6557
0,3 } 0,9999 0,0225 2,8 +0,0651 1,7529
0,4 0,9996 0,0400 2,9 —0,0714 1,8472
0,5 0,9990 0,0625 3,0 0,2214 1,9376
0,6 0,9980 0,0900 3,1 0,3855 2,0228
0,7 0,9962 0,1224 3,2 0,5644 2,1016
0,8 0,9936 0,1599 3,3 0,7584 2,1723
0,9 0,9898 0,2023 34 0,968 2,2334
1,0 0,9844 0,2496 3,5 1,194 2,2832
1,1 0,9771 0,3017 3,6 1,435 2,3199
1,2 0,9671 0,3587 3,7 1,693 2,3413
1,3 0,9554 0,4204 3,8 1,967 2,3454
1,4 ‘ 0,9401 0,4867 39 2,258 2,3300
1,5 | 0,9211 0,5576 40 2,563 2,2927
1,6 | 0,8979 0,6327 4,1 2,884 2,2309
1,7 ‘ 0,8700 0,7120 4,2 3,219 2,142
1,8 ‘ 0,8367 0,7953 43 3,568 2,024
1,9 0,7975 0,8821 4.4 3,928 1,873
2,0 ‘ 0,7517 0,9723 4.5 4,299 1,686
gis Y 0,6987 1,0654 4,6 4,678 1,461
2,2 ’ 0,6377 1,1610 4,7 5,064 1,195
2,3 0,5680 1,2585 4.8 5,453 0,884
2,4 0,4890 1,3575 4.9 5,843 0,525
2,5 +0,4000 +1,4572 { 5,0 —6,230 +0,116

Kelvin-ove funkcije bery x, beiy x, kery x, keiv x definisane su relacijama:

3xi
4

bery x + i beiy x=1, (xe )

3w
o T)
kery x + i keiy x=K, (xe 4

Za v=0 funkcije ber, x i beiy x imaju oblike:

(%/2)* 3 (x/2)®
2hHE An*

2 8
beioxzbeixsﬂ_(,xl_z)« g Al
(1nz  @3nz

bero x=berx=1—
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L ber x bei x ker x kei x x
B 40,9844 +£0,2496 +0,2867 —0,4950 1
2 +0,7517 +0,9723 —0,04166 —0,2024 2

3 —0,2214 +1,938 —0,06703 —0,05112 3

4 —2,563 +2,293 —0,03618 +0,002198 4

5 | —6,230 +0,1160 —0,01151 +0,01119 5
6| — 8,858 —7.335 —10-%.6,531 +0,007216 6
{7 —3,633 —21,24 +10—3.1,922 +0,002700 7
[ 8| + 20,97 —35,02 +1073.1,486 +10—1.3,696 8
l 9 + 73,94 —24,71 +10—4.6,372 —10—4.3,192 9
| 10 +138,8 +56,37 +107%.1,295 —10—4.3,075 10
19 winap +257,2 —0—%4779 || —H-4.485 1
12 —128,5 +547,0 —10—5.6,308 —10—5.3,899 12
13 —882,7 +646,6 —10—5.3474 +106.5,387 13
14 —2131 —160,9 —10—5.1,088 +1075.1,268 14
15 —2967 —2953 —10—8.1,514 +107%.7,963 15
16 —659,5 —8191 +107%.2,466 +10—%.2,895 16
17 +9484 —10*.1,309 +10—5.1,797 +10—-7.2,861 17
18 +10%.3,096 —103.7,454 +10—7.7,438 —1077.4,555 18
19 10%.5,625 +104.2,804 +10—7.1,293 —10—7.3,982 19
20 +10%.4,749 +10%.1,848 —10—8.7,715 —10—7.1,859 20
21 —105.7,616 +105.2,337 —10—8 .8,636 —10—8 .4,388 21
22 —10%.4,155 +108.2,539 —10—8 .4,535 +10—8 .1,097 22
23 —10%.9,536 —105%.1,527 —10—% . 1,320 +10—8% .1,824 23
24 —106.1,242 —10°-1,460 +10—10.8,786 +10—8% .1,083 24
25 | +10%.9,798 —108.3,809 +10—°? .3,723 +10—% .3,703 25
26 | +108.4,936 —108.5,744 +10—° .2,532 +10—10.1,912 26
27 +107.1,489 —108.2,308 +10710.9915 —10—1.7,257 27
28 +107.2,553 +107-1,578 +10710.1,367 —10—10.5791 28
29 +107.1,825 +107.5,695 —10—10.1,320 —1071.2,563 29
30 —107.4,612 +10%.1,100 —10—10.1 294 —10—10.5290 30
) ) ; 77777 ! 0 ] 0 oo

NULE KELVIN-OVIH FUNKCIJA
(ber ‘x=d ber x/dx,..,)

’ ber x=0 l beix=0 ] ker x=0 ] keix=0 , ber’xzo‘ bei'x;O'ker’x——O kei ‘x=0

1 2,84891 5,02622 | 1,71854 3,91467 6,03871 3,77320 | 2,66584 | 4,93181

2 7,23883 9,45561 6,12728 8,34422 | 10,51364 8,28099 | 7,17212 | 9,40405

3| 11,67396 | 13,89349 | 10,56294 | 12,78256 | 14,96844 | 12,74215 | 11,63218 | 13,85827

4 | 16,11356 | 18,33398 | 15,00269 | 17,22314 | 19,41758 | 17,19343 | 16,08312 | 18,30717

5 | 20,55463 | 22,77544 | 19,44381 | 21,66464 | 23,86430 | 21,64114 |20,53068 |22,75379

6 | 24,99636 | 27,21737 | 23,88558 | 26,10660 | 28,30979 | 26,08716 | 24,97661 | 27,19922

7 | 29,43845 | 31,65958 | 28,32768 | 30,54882 | 32,75456 | 30,53225 |29,42165 | 31,64395

8 | 33,88075 | 36,10195 | 32,76999 | 34,99120 | 37,19887 | 34,97676 |33,86613 | 36,08823

9 | 38,32319 | 40,54444 | 37,21244 | 39,43370 | 41,64286 | 39,42090 |38,31025 |40,53221

| 10 | 42,76572 | 44,98701 | 41,65498 | 43,87627 | 46,08664 | 43,86478 |42,75412 | 44,97598




316 NUMERICKE TABLICE
GAMA-FUNKCIJA
e b otz e e | e S AinEa R i e
1,00 1,00000 99885 99771 99657 99545 | 1,50 0,88623 88629 88636 88644 88651
1 0,99433 99321 99211 99101 98993 1 0,88659 88667 88676 88685 88694
2 0,98884 98777 98670 98565 98459 2 0,88704 88714 88724 88735 88746
3 0,98355 98251 98148 98046 97945 3 0,88757 88768 88780 88792 88805 |
4 0,97844 97744 97644 97546 97448 4 0,88818 88831 88844 88858 88872 |
5 097350 97254 97158 97063 96968 5 0,88887 88902 88917 88932 88948
6 0,96874 96781 96689 96597 96506 6 0,88964 88981 88997 89014 89031
7 0,96415 96325 96236 96148 96060 7 0,89049 89067 89085 89104 89123
8 0,95973 95886 95800 95715 95630 8 0,89142 89161 89181 89202 89222
9 0,95546 95463 95380 95298 95216 9 0,89243 89264 89285 89307 89329
1,10 0,95135 95055 94975 94896 94817 | 1,60 0,89352 89374 89397 89421 89444
1 0,94740 94662 94586 94509 94434 1 0,89468 89492 89517 89542 89567
2 0,94359 94285 94211 94138 94065 2 0,89592 89618 89644 89671 89697
3 0,93993 93922 93851 93781 93711 3 0,89724 89752 89779 89807 89836 ;
4 0,93642 93573 93505 93437 93370 4 0,89864 89893 89922 89952 89982
5 0,93304 93238 93173 93108 93044 5 0,90012 90042 90073 90104 90135
6 0,92980 92917 92855 92793 92731 6 0,90167 90199 90231 90264 90296
7 0,92670 92609 92550 92490 92431 7 0,90330 90363 90397 90431 90465
8 0,92373 92315 92258 92201 92144 8 0,90500 90535 90570 90606 90642
9 0,92089 92033 91978 91924 91870 9 0,90678 90715 90752 90789 90826
1,20 0,91817 91764 91712 91660 91609 || 1,70 0,90864 90902 90940 90979 91018
I 091558 91507 91457 91408 91359 1 0,91057 91097 91137 91177 91217
2 0,91311 91263 91215 91168 91122 2 0,91258 91299 91341 91382 91424
3 0,91075 91030 90985 90940 90896 3 0,91467 91509 91552 91595 91639
4 0,90852 90809 90766 90724 90682 4 091683 91727 91771 91816 91861
5 0,90640 90599 90559 90519 90479 S 0,91906 91952 91998 92044 92091 |
6 0,90440 90401 90363 90325 90287 6 092137 92185 92232 92280 92328]
7 0,90250 90214 90178 90142 90107 7 0,92376 92425 92474 92523 92573|
8 0,90072 90037 90003 89970 89937 8 092623 92673 92723 92774 92825
9 0,89904 89872 89840 89809 89778 9 0,92877 92928 92980 93033 93085
1,30 0,89747 89717 89687 89658 89629 || 1,80 0,93138 93192 93245 93299 93353
1 0,89600 89572 89545 89517 89491 1 0,93408 93462 93517 93573 93629
2 0,89464 89438 89412 89387 89362 2 0,93685 93741 93797 93854 93912
3 0,89338 89314 89290 89267 89244 3 0,93969 94027 94085 94143 94202
4 0,89222 89199 89178 89157 89136 4 0,94261 94321 94380 94440 94501
5 0,89115 89095 89075 89056 89037 5 0,94561 94622 94683 94745 94807
6 0,89018 89000 88982 88965 88948 6 0,94869 94931 94994 95057 95120
7 0,88931 88915 88899 88884 88868 7 095184 95248 95312 95377 95442
8 0,88854 88839 88825 88812 88798 8 0,95507 95573 95638 95705 95771
9 0,88785 88773 88761 88749 88737 9 0,95838 95905 95972 96040 96108
1,40 0,88726 88716 88705 88695 88686 1,90 0,96177 96245 96314 96384 96453
1 0,88€76 88668 88659 88651 88643 1 0,96523 96593 96664 96735 96806
2 0,88636 88628 88622 88615 88609 2 0,96877 96949 97021 97094 97167
3 0,88604 88598 88593 88589 88584 3 097240 97313 97387 97461 97535
4 0,88581 88577 88574 88571 88568 4 097610 97685 97760 97836 97912
5 0,88566 88564 88563 88562 88561 5 0,97988 98065 98142 98219 98296
6 0,88560 88560 88561 88561 88562 6 0,98374 98452 98531 98610 98689
7 0,88563 88565 88567 88569 88572 7 0,98768 98848 98928 99009 99090
8 0,88575 88578 88582 88586 88590 8 0,99171 99252 99334 99416 99499
‘ 9 0,88595 88599 88605 88610 88616 9 0,99581 99664 99748 99832 99916
I
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FAKTORIJELI
1t 1] 6! 720 | 11! 399 16800 | 16! 2092 27898 88000
1L ) 5040 | 12! 4790 01600 | 17! 35568 74280 96000
cA UG i 40320 | 13! 62270 20800 | 18! 6 40237 37057 28000
411 24 | 91| 362880 | 14! 87178291200 | 19! 121 64510 04088 32000
51| 120 | 101 | 3628800 | 15! | 1307674368000 | 201 | 243290200 81766 40000
21! ] 51090 94217 17094 40000 |26 | 4032914 61126 60563 55840 00000
221 11 24000 72777 76076 80000 ‘ 27| 1088 88694 50418 35216 07680 00000
231 258 52016 73888 49766 40000 | 28! 30488 83446 11713 86050 15040 00000
241 6204 48401 73323 94393 60000 29! 8 84176 19937 39701 95454 36160 00000
25! 15511210043 33098 59840 00000 |30!| 2652528598121 91058 63630 84800 00000
31! 8222 83865 41779 22817 72556 28800 00000 | 31!
321 2 63130 83693 36935 30167 21801 21600 00000 ’ 321
331 86 83317 61881 18864 95518 19440 12800 00000 | 33!
341 2952 32799 03960 41408 47618 60964 35200 00000 | 34!
351 103331 47966 38614 49296 66651 33752 32000 00000 | 35!
36! 37 19933 26789 90121 74679 99448 15083 52000 00000 | 36!
371 1376 37530 91226 34504 63159 79581 58090 24000 00000 ’ 371
381 | 52302 26174 66601 11176 00072 24100 07429 12000 00000 | 38!
391 20 39788 20811 97443 35864 02817 39902 89735 68000 00000 | 391
40! 815 91528 32478 97734 34561 12695 96115 89427 20000 00000 | 40!
411 33452 52661 31638 07108 17006 20534 40751 66515 20000 00000 | 41 !
421 14 05006 11775 28798 98543 14260 62445 11569 93638 40000 00000 | 42!
431 604 15263 06337 38356 37355 13206 85139 97507 26451 20000 00000 ‘ 431
441 26582 71574 78844 87680 43625 §1101 46158 90319 63852 80000 00000 | 44!
451 11 96222 20865 48019 45619 63161 49565 77150 64383 73376 00000 00000 | 45!
46! 550 26221 59812 08894 98503 05428 80025 48929 61651 75296 00000 00000 | 46!
471 25862 32415 11168 18064 29643 55153 61197 99691 97632 38912 00000 00000 | 47!
48! 12 41391 55925 36072 67086 22890 47373 37503 85214 86354 67776 00000 00000 | 48!
491| 608 28186 40342 67560 87225 21633 21295 37688 75528 31379 21024 00000 00000 [ 49!
501 3041409320 17133 78043 61260 81660 64768 $4437 76415 68960 51200 00000 00000 |50
511 15511187532873822 | 51!
80224 24301 64693 03211 06325 97200 16986 11200 00000 00000 |
521 806 58175 17094 38785 521
71660 63685 64037 66975 28950 54408 83277 82400 00000 00000
531 42748 83284 06002 55642 531
98013 75338 93996 49690 34378 83668 13724 67200 00000 00000
541 23 08436 97339 24138 04720 541
92742 68302 75810 83278 56457 18079 41132 28800 00000 00000
551 1269 64033 53658 27592 59651 il (5sg
i 00847 56651 69595 80321 05144 94367 62275 84000 00000 00000
561 | 71099 85878 04863 45185 40456 561
' 47463 72494 97364 97978 88116 84586 87447 04000 00000 00000
5| 40 52691 95048 77216 75568 06019 571
05432 32213 49803 84796 22660 21451 84481 28000 00000 00000
581 2350 56133 12828 78571 82947 49105 581
15074 68382 88623 18181 14292 44206 99914 24000 00000 00000
591 1 38683 11854 56898 35737 93901 97203 591
89406 34590 28767 72687 43254 08212 94940 16000 00000 00000
60! 83 20987 11274 13901 44276 34118 32233 601
64380 75417 26063 61245 95244 92776 96409 60000 00000 00000




318 NUMERICKE TABLICE
FAKTORIJELI
1! 1 6! 2%8.32.5 11! 28.34.52.7.11 16! 215.36.58.72.11.13
2! 2 71| 24.32.5.7 |121| 210.35.52.7.11 |17!}]| 215.38.53.72.11.13.17
3! 2.3 8] 27.32.5.7 |131| 210.35.52.7.11-13 |18!| 216.38.53.72.11.13.17
41 23.3 91| 27.31.5.7 |141]| 211.35.52.72.11.13 | 191 216.38.53.72.11.13-17-19
51| 20348 ) B0 2030507 LISH1 N3N T 03 801 20888 SETERLIASHI TR
211! 218.39.54.73.11.13-17-19 [ 261 223.310.56.73.112.132.17-19.23
22! 219.39.54.73.112.13.17-19 ‘ 27! 223.313.56.73.112.132.17-19-23
23! 219.39.54.73.112.13.17-19-23 | 28! 226.318.56.74.112.132.17-19.23
24! 222.310.54.78.112.13.17-19-23 291 226.313.56.74.112.132.17-19-23.29
251 | 222.310.56.78.112.13.17.19-23 ‘ 30! l 226,314.57.74.112.132.17.19.23.29
311[ 228.314.57.74.112.132.17.19.23-29.31 |36!| 234.317.58.75.11%.132.172.19.23.29-31
321 281.314.57.74.112.132.17-19-23.29.31 |37!| 234.317.58.75.113.132.172.19-23.29.31.37
331| 231.315.57.74.118.132.17.19.23.29.31 |38!]| 2%5.317.58.75.1]13.]132.172.192.23.29.31-37
341| 292.315.57.74.113.132.172.19.23-29.31 [ 39! 236.318.58.75.113.133.172.192.23.29 .31 .37
351 2%2.315,58.75.118.132.172.19.23.29-31 | 40! | 288.318.509.75.113.138.172.192.23.29-31.37
41! 238.318,58.75. 118.138. 172.192.23.29.31-.37 .41 4]
42! 289.319.59.76.113.133.172.192.23.29.31.37 .41 42!
431 299.310.59.76.118.133.[72.192.23.29.31.37-41-43 43!
44 241.319.59.76.114.133.172.192.23.29.31-37-41-43 44!
451 211.321.510.76.114.133.172.192.23.29.31.37-41-43 451
46! 242,321, 510,76, 114.133.172.192.232.29.31.37-.41-43 46!
47! 242.321.510.76.114.133.172.192.232.29.31-37-41-43.47 47!
481 246.322. 510,76, 114.133.172.192.232.29.31-37.41-43.47 48!
49! 216.322, 510,78, 1 14.133.172.192.232.29.31-37-41-43.47 491
50! 247.322.512.78.114.13%.172.192.232.29.31-37-41.43.47 | 50!
51! 247.328.512.78.114.133.173.192.232.29.31.37.41-43.47 51!
521 210.323.512.78.114.134.173.192.232.29.31-37.41-43.47 52!
53! 249.323,512.78,114.134.173.192.232.29.31.37.41.43-47-53 53!
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Dr DRAGOSLAV S, MITRINOVIC
uz saradnju
JOZA ULCARA i Dr VLADIMIRA DEVIDEA

ZBORNIK MATEMATICKIH PROBLEMA
sa prilozima i numeri¢kim tablicama
111
u opétoj redakciji
Dr DRAGOSLAVA S. MITRINOVICA
Tiraz: 1.500 primeraka
Obim: 22 ftampana tabaka
Slagaci:
MIODRAG BUKIC, KOSTA PETROVIC,

NIKOLA POP-KONSTANTINOVIC,
BRANKO RAKIC

Stampanje zavrieno oktobra 1960 godine u Beogradskom
grafickom zavodu, Beograd, Bulevar vojvode Migica 7.
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