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Predgovor

Tema ovog rada Je utvrdjivenje egzistencik i utica=-
je naponskih spregova ked viskoznog telenja. |

Pretpostavka o egzistenciji neponskih spregova {(bez
obzira o kakvom se materijalu radi) ima za posledicu, i u
okvirima linearne teorije, pojJavu novih materijelnih konsg-
tanata., Egzlistencija 1 veliling ovih konstanato moZ%e se ob-
reditli Jedino eksperimentomn. |

S obzirom da Je klesidna linearna teorija mehanike
kontinuuma, u veéini slutsjeva, davala zadovolJevsjude re=
zultate za prektilne primene, postavilale se pitanje oprav-
danoesti uvodlenja nsponskih spregova. U poslednje vreme, me-
djutim, pojavlijuju se eksperimentainl radevi ZijJi rezultati
pokazuju izvesno odstupanje od enih koje daje kKlasilna teo-
rija. To je u izvesnom smislu dalo opravdanje uvodjenju na-
ponskih spregova, tako da se pojavljuju radovi koji tretira~
Ju utica neponsklh spregova u infinjerskoj praksi,

Imajuédi to u vidu,prof, dr R, Stojanovié mi Je pred-
loZio ovu temu za moju doktorsku disertaciju, Zto sam sa
zedovoljstvon prihvatio. |

Kako mi Je pomodé svih saradnika Grupe za reologiju
- ,Jugoslovenskog drulitva zs mehaniku, u kojo] su rezultati
ovog rada bili izlagani, a posebno prof, dr R, Stojanovida,
blla od velike koristi, to osedam velilko zadovoljstvo da im
se na ovaj nafin najtoplije zshvalim, |

Peograd, decembra 1956, Milan Plavsid
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Jali {kXeo, na srimer, plastidint, wishceplacstiinl 1id.2 4 u
ckvirima kKlasgilre Teorije catell su nedovollins tereileki
PraucaEni,

U noslednie yreme, madiuiin, mojaviinin se radovi
w koJime e prouleraiu 1 neslastilnd materi feli ss nosinets
ridnim tenszoerom napond. fako Jﬁﬁ ng primer, windon polundgd

do se nesimetriini tenzor nepona uvcds v teoriiu Dlastife
nosti {?} , A& isio teko proudavans Jje 1 viskozno telenje sa
neginetrifnin tenzorom napanaﬂiﬁé o

V vadind siulajeva pronesl hoje prodiava savremens
mehanika nenrekidmih sradina. su irevsrzibilal 1 koo takvi

may pm e 3 Y e R T T U I NP R SN = L g e
ne ungd se proufavati izvan ostonih zzkons tarmodinamike

da valiéine sa mojims operliidens v mehanice? rzprekidnih sree-
nace izvesna

t

dinza Zqéﬁ*L;;aWa@u 1 zakone feruwdinamike, na
CETEN] unj raincljans xoje uspoegtavijaju vesu lzmedju tih
vellidina, Su deuge strane, mediutin, tad sq0atev nanm omogu-
éuje d= igiééju tih velilins uspostavimo wove relacije, ko=

Eﬂ

Je nam daju nove podatke, kakoe 0 szuem - procos tako 1 o ma~.
terijalu ne kome se proces odvilia,
U oyvom rein prOﬂwayadﬁﬁu proces telande viﬁkoznog

Taide, definisanog koo spes 'alna ¥lasa visnkoelastiZnog

materijala, pre *ﬂOﬁtﬂVﬁ;dj ¢i da se njegove naponsko a?ff

At u-"i-;

rrrrr

Oplsuje nes‘lmetr ‘3 ..-.Ll tﬁ'ﬂ.ziﬁ nﬁp{}iﬁa l t'i".; i‘:grcrn napanam

tisani kontinuum), ovde dexo se zadriati na 31331éni",5iﬁﬂ -
nicijama tenzora brzine deformacije i tenzora vrtlolr atey

' S obzirom da je proces telenja vislkoznog fiﬁ;_;
verzibilen proces, to demo pri njegovem prousavenju:.k
titi xako osnovne zakone mehanike teko i osnovne Zg
modinamike ireverzibilnih procesa. Iz tih razloga Pris
djenju reolo¥kih jednalina iskoriBden je jedsn princil
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4a odredjivanje ireverziblilneg dels feneora napeona,
tj. tenzoro viskoznoati, iskoriiden je Ciglerav (H, Ziegler
princip nairenje ireverzibilne sile {45 . Ea osnovu tog pri-

. i oP - -1 g; '
(3.5 ){-‘?r:* ~ (‘gé?fi&t/}q)ggx 5

dz je (£ ﬁislpatlvn funkeida sicsteonzs, Tna, kao &io se vi-
1otz ine (3.,5), igra ulogu peisncijela za odredjivenjie

ireverzibline makrositopske eile,
giludaju viskoznog fluida iszraz ze disipativnu fun-
keiju inma oblik

Hadl mogmidnosti primene ﬂrinclpa najmanje ireverzibilne sile
izraz =za disipaiivnu funkeijuv Je - uvodedi materijalne i pro-
gtorne keordinste -~ transformisan na oblik
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gde Je
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Druga od gorngih jednaline predstavlje neﬁatpuﬂi
slistem Jednelins za odrsdlivenje Loordinsta tenzora napon-
akih spregova, Jjer imapo devel neponznatih xogrdinats tenzo--
2 naponskih spragova a ogden medjusahno nezavisnih Jjedoge
Sina, Tal sigtew Jednaldinge oroguduje nan da odredimo devi-
;:LGPJéi 20 te '

'
gﬂgpawln moZens 1zrazitl u oblikw

-

1 one predstavljaju najopdtiji oblikx reolozkih jednalina,

U tim jednadinanas Je(fxff devijatorski deo tenzora naponskin

apregova, tje.
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Jednadine (3.lol) 1 (353,11) su nezavisne od wmeterijalnlh sin i
riJa Ffluida, tj. nezavisne su od kelotalne strukture fluid..
te
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Qve Je uﬁaﬁiﬁ“ Jésu linesrne reoloske jednaline izolrepnog

=
viskoznog fluida sa nesimetriinim tenzorom nepona. One su

{b]
-0
o
G
LK
h-l'
;-Jt
™
Lt
{5
[
ﬁ
)
(o

u poipunoj analogiji sa linearnim Sinama ko-
Lo e

T
je je izveo Kojtsr (W, T, Koiier, [3}3 wa siastidne nateris

ja4€ s& napeonskim spregovina,
Jednadina (3,12) identidna je sa raolodkon Jednali
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4, Diferenciinline jednadine kret a

Kao 1 u ostalim sludajevima u mehanicl kontinuums,
tako se i pri izvedjenju reolodkih Jjednaina  viskoznog
fluida sa‘nesimetriénim tenzorom napona pokazuje da posto-
ji neodredjenost tenzora naponskih spregova, Naime, za od=
redjivanje devel koordinata tenzora mnaponsklh spregova na
raspolaganju su ssmo osam jednaZina, Poznata je Zinjenica,
medjutim, da se u euklidskom prostoru i pored te neosdre~-
dJjenosti mogu napisati diferencijalne jednadine kretanja
kontinuuma, | | |

Diferencijalne Jednadine kretanja kontinuumz sa ne=
simetrié¢nim tenzorom napona, u.sluééju_atsustva zapreminge
kih sila i zapreminskih spregova, imaju oblik .

.. Tyt
(4.1) ¢ -:313—; ,

.. [i
(4,2) mYL =t i

L *

U prvoj od ovih jednalina pojavljuje se ukupan tenzor nspo-
na, tj. njegov simetricdan i antisimetrifan deo.

/ Linearne reolodke Jednaline za izotropni viskozni
filuld imaju oblik

669 &
(4.3 £ =-pgYepd,g¥ s 29d?

| Iy y
(4.2) YI=-(27W ’+f2W")
Korlistedi relacije

{/ ‘544%5;ﬂ150:
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devijatorski deo tenzora nsponskih syragaiﬁﬁ
{ fj # £y
gu T =9 .ré?

- modemc mapisati u eobliku

o

4 P L. '
{4.5) s L. j{iéff an 'L
Koristedi Jo8& relacije
Wff::_j 5 o PE S
2 g SP?S ) 2
5’; F bo 5,
w :55 EéfaW ’ 2
jednadinu (4.4) moiémc napisati u obliku
ddtjﬁ': - (f’f? @g}} ? gacr‘ gjn f-'?,’”t
J mn per Y ’

311, zemenjujudi ﬂ‘f"“ iz (4.5), u obliku

tjn / :’ﬂC‘ f'ﬂr 7 r redfm
(4.6) 77 Sf’f" “2??“0 : ~% gmngﬂé;zr wf5™
pri femu prvi Slan na desnoj stranl ostaje neodredjen,
Na osnovu jednaXine (4,2), za antisimetri&ni deo
tenzora napona sada imamo |

2

[ J] K 9
z é’f*zr

(4.7) 3 ") JER g

pri Zemu se prilikom izraéunavazﬂa divergencije poslednji



4, Diferenciieline Jednadine kretania

Slan 4z (4.6) anulirao jer je
gn _ _pe.r
SPE#" w =0.

Ak%o jednadini (4,3) dodeamo jednadimu {4,7) dobide=~
mo izraz za ukupan tenzor napona

odakle sledi

{..

‘ff 4 FZ £2 lre i
+7 + L 2% g
3 7% i f‘f?a/f} 33 csf"f?'m i "4 Y aen

Medjutin, kako je

{_;'453 par o
(SF’?F xS = 0 »

to debijamo
= ‘ ot . ‘}i 2t 41
£: 99+ 9§92y ;=29 9 Wy

Zemenjujnéi ovo u Jjednslina (4,1) dobijamo

‘.
£Y.

‘P_z..,i-._ ¢ catf, g 'L ST
(/4"9) Spr = 1 d S j*Q'ZC/’J' YT Dty -

Izvrdimo 1i u jednaéini (4,9) sledede zamemne

dz, dfu =

ﬂJ P2 B P 7 oA B
Wi =7 3 Vs ¢004 _‘é’gr Z";c‘ﬁkj ’
ona dobljse oblik

Pt ‘. o p |
410) §37 =59 R E)g %0 109 09 S D



ednacdine kretanis

4, Difercnciiaine j RSN & 7Y

U vektorskom obliku (4.lo) izgleda

e

d : v e el .
(4,11)fﬁﬁ'z-gmdp+(fz+2)ﬁmd(dwv)+g4 Lthdd'z?-:-"}; ﬁ[ﬁmﬁ‘ﬁf‘i’ ?ﬂ .

Materijalne konstante ’Z i % ©povezene su sa tzv,
koeficijentom zapreminske viskoznosti A tle

7
%=nt3%
tako da Je

T %= Rt 3 g

4

pa jednadina (4.,11) moZe da se napide u obliku
| > ¥ s -~ Ko - ot
(4,12) f;—%f:-gmdfi* +{%, 3 g)grad{dwp) FREY-P ALY +7 aggwf(m#j i

gde je %, koeficijent zapreminske viskcznosti, % koefici-
jent smidude viskoznosti, a "@ kceficijent rotacione vis-
koznosti, Ovaj naziv za '?? paj;i.ée otuda 3i0 se on u regloé’;m
kim jednalinama pojavlijuje kao mnoZilac uz gradljent tenzoe
ra vritloZenjsa. | |

Koeficijent rotacione viskoznosti ’?3 karakteride
"rotaciono trenje™ izmedJu fluidnih delidza u strulnom polju,
Postojanje ovog trenja izmedju fluidnih delica dovodl do pro-
siene gradijenta tenzora vrtloZenja u strujnom polju, tj. do
poJjave nsponskih spregova u fluidu, |

Jednadina (4.12) predstavlija najopstiji oblik dife-
rencijalnih Jednadina kretanja viskoznog fluida sa nesimet-
riénim tenzorom nspona, Kao &to se 1z jednsdine vidi ona Je
ops8tija od Havie~8tdksove jednadine, tj. diferencijaine jed-
natine kretanja viskoznog fluida u sludaju simetri&nog ten-
zora napons, Razlika Jje u tome #to se u jednadini (4.12)
pojavijuju poslednja dva #lana kao posledica uticaje napon-
aekih spre gova. U slu é;ju_ odsustva naponskih spregovs (% =0)
jednadina (4.12) se svodi na Navie-Stoksovu.,



4, Diferencijsine ]

- U literaturi se prouéavé i tzv. fluid bez zapremin-
ske viskoznosti (%, =0). U ovom sludeju diferencijalne jedne=-
¢ine kretanja imaju oblik

= 3

(4.13) pi-g:_ gradp + 5 4 5md (d i)+ 74 V-7 247V +74 [}md[a"wﬂz'] A

Ako je fluid nestisljiv (u kom sludaju Jje, jasno,
bez zapreminske viskozmnosti), s obzirom da je

f: C"ﬂ??s?fu g dtjvz’tzo P

diferencijalne jednadine kretanje imaju oblik

oAy ol AD - adlr
(4;14_) fd“? = - 3*‘-”@' P+2 "'g ¢
Poslednji &lan u ovej Jednadini, za razliku od Navie-Stokso~
ve Jednadine za nestisljiv viskeznl fluid, predstavlja uti-

caj naponskih spregova,



5. Grenidni uslovi

Uvodjenje naponskih spregova, pri opisivanju napon-
skog stanja viskoznog fiulda, ima za posledicu potrebu da
se pri reSavanju konkretnih problema fermiraju sloZeniJi gra-
niédni uslovi, Rjihovo formiranje vr#l se ns osnovu uzajamnog
dejstva fluida 1 graninih povrdina, Imejudi u vidu da je u
vedinl slucajeva nemoguée talno ustencovitl kskav je utics]
granidnih povrdina ne fluidne delide, to sz pzri {formiranju
graniZnih uslova pristupa, manje ili vide, ideslizaciji. Pro«
vilno formiranje ovekvih grenidnih uslova rora se, na kraju,
potvrditi eksperimentom, |

Granicéni uslovli po svom karakteru mogu biti kinema=
ticki i dinamicki. Kinematilki granicni uslovi sastoje se u
tome Bto se brzinl {fluldnih delids v 1 njihovo] ungaoncj br-
zini 1if£ , na graniZnim povrdinema daju odredjens (fiksireae-
ne) vrednosti,

U mehanici viskoznog fluida najles8dés se pretpostav-
lja da se fluidni gdelidi ™lepe” uz graninu povrdinu, tako
da je brzina deliés jednaks brzini povrdine. U tom sludsju
imamo slededa tri granilna uslova

/ - - ; ¢
(5.1) v/ =V (”‘/5‘-“*‘/),
gde Je-@ brzina fluidnih deliés, aﬁ$'brzina granicne povr~
8ine S, |

U nekim siulajevima mogude Je da je uticaj granild-
ne povrd3ine na fluid tolikec jek, da moZe da se uzme da je
ugaona brzina delida na povrsini jednaka ugeonoJ brzinl sa-
ne povrdine, U tom.aluﬁaju Je

£

(5.2)  wéf =0,
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gde Je QJ*‘:%EU%&JW vgaona brzinsa delida, = o ngaona
brzina granidne povriine.

Nsponski spregovi u viskoznom fluidu povezani su,
kao 8to se iz reolodke Jjednaline vidi, sa gradijentom ten-
zora vrtlofenja, Znadi, naponskl spregovi dée postojati u
fluidu ako u strujnom polju pestoji promens gradijenta vrt-
loYaenja; a to znall da postoji "rotaciono trenje”™ izmedju
fluidnih delida. Ovo trenje okarakterisano je koeficijen-
tom rotacione viskoznostli. Ako u strujnom pclju nemz rote-
cionog trenja, nems ni neponskih spregova, na mofemo redi
da se fluidni delidél siobodno vriloZe. |

Na isti nadin kao izmedju fluidnih delidés, posto-
Ji rotaciono itrenje izZmedju delida i1 granidne povriSine. U
ovem sludaju, medjutim, te trenje ne zavisl samo od mate=-
rijalnih osobina fluida (koeficijenata viskcznosti), vedé,
na nekl nadin, 1 od karaktera graniéne povréine@-Pri-foru
miranju grenidnih uslova (5.2) pretpostavili smo da je ro-
taciono trenje toliko jeko da delide "kruto” vezuje uz
granidnu povriinu. -

U nekim siudajevima, u kojima je uticaj granilne
povriine na ugaonu brzinu deliéa neznatan, mogude je uzetl
da su naponski'spregovi na graniénoc povrdini jednaki nuli.
To znadi da na granicéncj povriini zanemarujemo rotaciono
trenje, tj. pretpostavijamo da se delidil na grenifnoj pov—-
r§inl slobodno vrtloZe. Teda imsmo slededa tri dinamilka
grani¥na uslova | |

{i/__ (1 -
(5.3) M 5""7?? %m/"o’
Ay
| 1d : | ijk .
gde su m™ v koordinate naponskog sprega, m v koordinate ten-
zora neponskih spregove i n, jedinidni vektor normale na gre-
ni&noj povrdini, '
Granidni uvuslovi (5.2) i (5.%) predstavljaju izvesnu
idealizaciju., KoJi <emo od tih uslove uzetl zavisi, Jasno,

od samog problema,



5. Cranidni usleovi 22

Postojanlie rotasiconog trenja na granilno] povrii-
nl dovodi dc'pajave naponskih spregova na povr8ini, pa u
tom slulaju trebae uzeti u obzir utica] povr3inskih napons
kih spregova na ugaonu brzinu delida., S obzirom da napons-
ki spregovi na povr3ini ne mogu biti zZadani, to moramo, na
neki nadin, ustanoviti mehanizam za njihovo odredjivenje.
To znafi da trebas da ustanovimo vezu izmedju povridinskih
naponskih spregova i ugaone brzine delida na greniéno] po-
vrdini, U tom eiljuynajjednostavnije Je prstpostavitii da
su povréinski nazonski spregovi proporcionalni relativnojd
ugaoncj brzini delida na granicéno pevriini [5] {pod rela=
tivnom ugaonom bDrzinom ovde podrazumevamo razliku izmedju
ugaone brzine delida na graniino] povrdini i ugaone brzine
sa me povrsine). Znadi, imamo

(5.4) M; /.ST“ O(fja; >

gde je M, naponski spreg (rafunat po jedinici povrsine),
co’ relativna ugaoné brzina data sa

(5.5) w "= Q)t"“'-(zt:

i gde su o{j; koeficijentl rotacionog povrsinskog trenje.
f S obzirom da je
| 4 | Py

—4f {4 1ﬁ25
CUJ"-':EE (a)aﬁ"—(?ag).?
to se izraz (5,4) mo%e napisati u obliku

(] _ s lif . |, ~SU_2p2 '
(5.6) m" [ =m 9?,:/5,..0(3,6 € a)ﬁ—ﬂﬂ)zy ,



Ovakve formirenje granilnih uslova (5.6}, koje je,
treba naglasiti, proisteklo iz fizidkih raznatranja, tre-
ba potvrditl eksperimentom, To znadli da se koefieljenti
rotacionog trenja mogu odrediti jedino ekspsrimentom, Imew-
Juéi to u vidu kao 1 Cinjenicu da se 1 koeficijenti vie=
koznostl (smidude i rotacione) moraju odredjivati eksperi-
mentalno, vidi se na kakve se tedkode nailazi prilikom pro-
ulavanja konkretnog strujanja,

Granidni uslovl (5,6) sadrie, kao spseijalni sludaj,
uslove (5.2) 1 (5.3). Naime, ako koeficijenii povriinskog
rotacionog trenja ofs¢ teZe beskonalnosti, onda se (5.6)
svodi na (5.2). Isto tako, &ko koeficijenti Ofsp tele nue
11 (Zto praktidno znali sko zanemarimo povriinsko rotacio=
no trenje), uslovi (5,6) ge svede na (5.3),

Na osnovu prethodnog vidimo da za rodavanje konk-
retnih problema, pored granilnih uslova koji se koriste u
klasiénoJ mehanicl wviskoznog flulda, imamc na faspelaganju
jo& tri grenidne uslova, To su uslovi (5.2}, (5.3) 11i (5.6]}.
Uslovi (5.1) koriste se i u klasidnoj mehenici fluida,

U na3dim daljim razmatranima, prilikom proudavanja
konkretnih strujenja, pretpostavidemo da je utiea§ granil-
nih povriina na ugesomi brzinu delida neznetan, tj. zZanemge
rivademo povrdinsko rotaciono trenje, To znadi da éemc se
koristitli granidnim uslovima (5,1} 1 (5.3). Jasno je da ova-
kpv izbor graninih uslova predstavlija izvesnu ideslizaciju,
Jer sigurno Jje ds uticaj granidnih povr8ins postoji bez ob~
zira na njegova velldimu, Ovakav izbor graniénih uslova pos-
ledica Je naSe %elje da ustanovimo da 1i ée se i u kojim slu~
éajevima u viskoznom.fluidu poJaviti naponski spregdvi neza-
visno od uticaja grani¥nih povrZina, Drugim redima, cilj nsm
je da prouimo strujanja viskoznog fluida sa naponskim spre-
govima Eija pojava nije poesledica utieaja graniénih povrii-
na,



8 Stacionarng viskometrijsko telenje nest 181 ivog fluids

Svi do seda dobijeni rezultall izveleni su bez po=
sebnih cgranidenja na pojedine vrate strujenje. U nadiu ¢
1jim raznairaniinz ogranidideno se na }ﬂﬁuéavanée strujaniz
nestifl jlveg izotvopnog Fiunidsa,; pri keme Je polje brazins oo~
redjeno 40hb?ﬁ?3113 ntnim Roordinatame

E
(6.1) o, v ,0f
w nekom ﬁﬂ“ﬁﬂti?dm criogonalnom koovdinatncn. sistemu E1332?53;
ag kovarijantnim metridkim {tenzorom

P 2

/Z/m’if‘}f O e

-
' C? s P
(6:—.;2) dir = 7 _ O [}}gfx "f_j/ ) )
3 . i 5]
| / Fiq |

Pretpostavimo jod &z su koordinste xl i 32 ravanske, itj. da

kooxrdinaine 1linijs xl i xz le¥e u ravni x3 F O,

Strujania sa Gvakvim@paljem brzire predstavljiaju po-
sebnu klasu strujanje; ona obuhvataju ravansia i osnosimet-
vidna strhjanjag Pri prouievaniu ovakvih strujanja dovolino
ﬂg'prouéitl atrajanje v rani x7 = o, Jer je one ldentidno
sa strujanjima u svim ostalim ravnima xs = gonst., bilo Ga
se radi 6 ravanskom 1li osnosimetrilnom strujanju, S cbzironm

da demo prouéévati strujenja u ravni gs'ﬂ o, to e promen-~

1jive koordinate bLiti x; i ng'%Jc strujanje Je dvodimenzio~
nalno.

U sludaju ovakvog dvodlmenzloﬁalnog trujanje nestis--
1jivog fluida, reolodke jednadine {4,3) 1 (4.4) reduluju se

'na oblik



¢f ;

(6'3) -t{ij)ﬁﬂpgtj‘f‘?gd 3 di-‘-’--'o »

6.8y mT<-2g0P”

pri %emu tenzor naponsklh spregova ima samo dve nezavisne
koordinate, i to |

y 12,4
- (6.5) m?'z-29w
i
127 12,2
(6.6) mo =20

Na osnovu jednalina (6.3), (6.4) 1 (2,24), s obzi~
rom da zanemarujemo zapreminske sile i zapreminske sprego-
ve, za ukupni tenzor napona imamo |

7 (f WL f;wf
6.0 ¢7=-pgYrogdi-z9g 0"

Kod nestisljivih (inkompresibilnih) meterijals hid-
rostatski pritisak je reclodkl neodredjen, pa se kso takav
odredjuje iz dinemiZkih grani¥nih uslova. To znaii da od
pélja deformacije ne mole zavisitl ukupni tenzor naponsa,
ved samp'tenzor viskoznosti’

. 1 : t}' nf .t}.
(6.8) ﬂ‘jﬂ Q’Zd 2% d W nt .

| Ako matricu fizidkih koordinsta tenzora p‘-‘ obele~
$imo sa fb} » 8 matrice fizickih ¥oordinata tenzora A7 1
tenzora 3‘%0'{,!.3 , 8a (D) 1 (g) respektivno, tada (6.8)
moZemo nepisati u obliku -
(6.9) B=2%P-27C ,

g



6. Stacionarno viskometrl jsko tedenie ,,.

gde Je | |
ﬁfmv pwﬁ [5-::3?\
(6.10) / 2> (Dcar> [5<m
o +0
K {:5(31‘; (:54@?? [b 33>
| 2
O’Q ﬁﬂd © p o 1 O
(6,11) (D)= [hahd"” o o l=hhd {1 0 0
o 5 o 0 o0 o/
| O Ai"’z’dwﬁ o \ o 4 0O\
(6.12) (g) = ’";)q!?gﬁww O O #“;bf}!;?ﬁwﬁ(w"f O O/
0 o 0/ ¢ o e/,

Iz (6.9) vidimo da Je tenzor viskoznosti B pote

puno odredjen ake znamo tenzore £ 1 € , Na osnovu fi-
i B ne

ziCkog rezonovan;a, Jasno Je da tenzor wviskoznostil
sme zavisiti od izbora koordinatnog sistems, Ovu finjeriisu
izra¥avamo na taj nadin 8to ka%emo da je zedovoljen princip

gaterijalne indifsrencijes To znadi da © mora biti izot-

ropna tenzorska funkcija tenzorskih promenljivih D 1 g .
111, drugim redima, relacija (6.9) mora biti invarijantna
u odnosu na ortogonalne transformacije, tj.

(6.13) QBQ'= @ERR-290)Q = 27008 "-27QCR

/
gde je @ ma koji ortogonalni tenzor, koji, prema tome, za-

dovoljava relaciju

(6,14) QT-: Q p

7

gde je QT transponovano 62, .
Ako z8 Q izaberemo tenzor sa slededim fiziZkim

koordinatema



6.15) (@) 0 1),

onda ortogonalna transfomacija koja odgovara ovako i zabra-
nom tenzoru Q. predstavlja ogledanje oko rawvni x3 = Qo
O¥igledno je, = obzirom na istovetnost strujanjes u svim rave
nima k¥oje su paralelne-ravni x3 = 0, da tenzor viskoznosti
mora biti isti u tadkama koJe su simetriZne u odnosu na ra-

van x° = o, Nije itesko proveriti da se u ovom slulaju, s ob-
zirom ds Jje

(6.16) QPQT=D ’

gy

(6.17) eca’'=C

relacija (6,9) svodi na

(6.18) Q_@QT::. @ ’

8to znadl da se tenzor viskoznosti ne menja pri ovakvom og-
ledanju., Iz (6,18) sledi da matricas tenzora P mora imati

oblik -
B p(:ﬂ' ﬁﬂz; O |
(6.19) (-g) = [5(2!7 /5;22) © -ﬂcﬂ) "'/b_qe?‘f' ._fas;;:O.

O <3/ ,

U analogiji sa definicijom koju je dao B, Kolmen
(B, Coleman) [6_] u sludaju strujanja fluide se simetridénim
tenzorom napona, strujanja ¢lje je polje brzine dato sa
- (6.1), polje deformacija sa (6,11) i (6,12) i 2iji tenzor
viskoznosti, prema tomé, ima oblik (6,19), spadaju u klasu



6, Stacionarnc viskometrijsko telenie . 2

-viakometrijskih gtruianis. U ovu Klasu strujanja spadaju
strujenje izmedju dveju paraslelnih ravni, strujanja kroz
prave krufne cevi keo i strujanja izmedju ava koakéijalw
na rotaciona cilindeka, Eto su uglavnom sirujanja koja =se
odvijaju v aparatima za eksperimentalno cdre"a.jivanj‘e ko e=
ficljenata viskoznosti, tzv, v&aknzimetrlmaa
Iz (6.9) za matricu fizi&kih koordinata tenzora
viskoznnati dobiaamo

O 2/;,;,2(72'4'52440”) o
(6. 20) (5) Zh#hz(?d'?}-?dwm) . . O = O+ |
0 | o O |
Zto je u saglasnoati sa (6.19). |
- Za vkupni tenzor ngpgna, prema (6.7), imamo -
_ -P3” - %d"’-z?gw’f o
(6,21} {f,‘f} 2@(1 Yoot -pg?”?
o o -Pg*)
-ili u fizidkim kcofdinatama |
' i 4
R éyhéhf? “3ﬁdayz)
(6 22) (T) Z}?;/?g ?d,?f-zﬂW) ‘...P ",
0 o -p /e

U naSim daljim izlegenjima bavidemo se poJedinad-
nim proutavanjima gore navedenih strujanja. |



7o Strudsnie ilzmediu dve ravne plols

Pasmatraimo ustaljeno sirujanie nestiéljivoz flul-
da izmedju dve beskonaine ravne, medjuscbrnc paralelne plo-
e na uzajJarnom rastojanju 2h, Preliposiavinmo da dbrzina ima
fizilke koordinate

(7.1} ¥ ={0, vz, of .

Ovo strujanje nmo%e-
mo proulavatli kao ravansko
strujanje rrikazano na sli-
ci (7.1}, Iz jJednaline meprekidnosti

<l g1, 7.1

(7.2). dy = V:i =0,
dobi jamo
X
(7.5) 35 =0 5 Y= Y(x),

g/ iz pretpostavke da Je strﬁjanje ustaljeno

-3

c{vf__ 5
dt g

Unosedi (7.%3) i (7.4) u diferencijalne jednadine
kretanjs

(7.4)

T :ﬂgradp-;-gazf“:gaav ,



7o Steudende izmedin dve ravne plofe 22

LT T N A e Ty mﬂm"ﬁbmﬂ‘mi %}Q’f

2P AV _ ,d Y
(7.5) O=-55+ % oz % Juob  *
2P
(7.6} O=>5m e

Iz (7.6) sledi

;?:;ﬂfgﬁ 2
take 8 {7.5) mofemo napisati v obliy
2
Ao A I aizr
(7.7 il At "‘"? T
dq g "'"’"""J? -"\‘n-f; E

g

S obzirom da leva strana ove Jjednedine furkeija samo od y,
a desna samo od X, to se ona razdvaja na siadede dve difererns
cljalne jednaline

(7.8) —m=-k, (K20),

a;;
(7.9} gi%Fm,jg‘i%&* A
o dx? Bdxz B =Y >

gde je k proizvoljna konstanta,
Integracijom Jjednadine (7.8) debijamo

(7.10) p:f*’f’ﬁ’ 5

odamkle zakljuZujemo de pritisak opeda u pravcu strujanja,
tJ. strujanje se ostvaruje pod dejstvom konstantnog gradi-
jenta pritiska. Integraciona konstanta Dg predstavlja pri-
tisak u talkama v = 0.

IntegraciJom.Jeanaﬂine {(7.9) dobijeumo

(7.11') ?’““'5’/”’? C'., [ ""Cfg 5" +C3:C +Cy



Ts Strujanie lznedju dve revna plode . Bo.

Za odredjivanje integracionih konstanats potrsbna
gu Setiri uslova za brzinu. Graniéni uslovi (5.7) 1 (5.3
daju neam slededés dva uslova

(7,12) v, =0

_ TR |
(7,13) MYy = I d j@/S =0.

Uslov {(7.1%), s cbzirem da Jedinilna normsle na granidnin
povrdinams ims koordinsate

(7.14) n=41,9,0}
svodil ze na

(7150 m) = m L=0 .

Na osnova (6.4}, imamo

| 727 7
1.1 om0 t% ’:_23 v,

tako da je (7.15) identi¥noc sa

- . )
(7.17) vth)=0,
/ B -

Iz ofigladne simetirije strujanja, = odnosu na srede-
nju ravan izmedjn ploda, sledi da brzina u tol ravni mora
imati ekstremnu vrednost, Préma tome, kao uvreéi uslov za
brzinu imamo | - |

~ ‘v
A { = o
(7.18) (ci'&? e

Medjutim, kako Jje u ovom sluaju

,

0)=0 .

(7.19) vix)=w(x)



1. Strajanje izmediu cve ravne ploce. e 21

to (7.18) mo%emo napisatl u obliku
(7.20) wio) =0 |

Na kraju, iz izraza za brzinu (7.11) vidimo da iz=-
vod brzine, tj. vrtlog, nije linearna funkcija od xz. Isto
take ni drugi izved brzine, tj. gradijent vritlogs, nije liw
nearna funkeija cod x, pa postoji promena gradijenta vrtlo-
ga od jedne do druge telke, Imajudéi to u vidu keo 1 simet-
riju strujanja siedl da vrilog ima prevojnu tadku na y~osi,
tako da imamo Setvrti uslov za brzinu

(7.21) CJ)H{’G) = U!“(‘{}j =

¥rema tome, 2za odredjivenje integrecicnih konsta-
nata na raspolaganju su nam sglededa Cetirl uslova ze brzi-

nu
1. V(h)=VU(-h) =
2. ()=o) =0,
(7,22) §7¢ | . - i
5. M .(th)-,.:'co(ih)mv* (th)=0,
4. w'lo)= zr o) O,
j

Ako 1z ovih uslova adredimo integraclone konstanie, posle
nogodnih sredjivanja dgbldamo;ﬂ‘

. 2
(71.23) Y= ;(&2 +J €os {?3 /)
| <t 5

Ovim izrazom q@g?éj@n je raspored brzina u struj-
nom polju, sl. {7.2). Prv{ gi&n*na desnoj strani pretstav-

.......




Te Strujanie lzmediju dve ravne plole %2

1ja re8enje zZa brzinu u sludaju odsustva nanonskih sprego-
va, tj. u slulgju simetridnog tenzora napona, dok drugli d&lan

IV predstavlija utica] napon~
/ skih spregova na velidinu
. .{ : . i raspored (profil) brzi-
| \::%Ei’J na, Klagldéno redenjs dobi-
ﬂiWﬂ#FWWW?W 'fi;wW@wTwﬁﬁ_ ¢emo 1z (7.2%3) ako stavimo
*-‘ TN | aaje’)% T Qe

Isto tako za razliku
od klasicnog redenja, gde Je vetlog & bio lineszrna funk-
eija od %, ovde to nije sluds), Naime, diferenciranjen iz~
raza (7.2%}) dobijamo izraz za vrtlog, |

. /B )
o KVBR sinh /}/5. L/
2. Z _ /!/f ﬁ)

E1ji Je raspored prikazan na sliei (7.3). Preme tome, vidie
mo da u sitrujnom peolju, kao posledica pretpostavke o egzige
T IYNy - tenciJi nansonskih sprego-

_éfz vae, postoji promena gradi-
7 a)...w{x) -;.f' Jenta vrtlcga od Jedna do

druge tacke, Vrtlog Je jed-
nek null na sredini izme-
dju plocda i u tim tadkama
/ x! 8le 7.3 gradijent vrtloga ima naj~
vedéu vrednost, tJ. napcnskl spregovi u tim talkams Iimaju
najvede vrednostli. Ng povr&inama-plaéa naporngki spregovi su
Jedneki null pa Je 1 gradijent vrtloge u tim tadkema Jednak
nuli, tj. vrtlog u tim talkama ima stacionarnu vrednost,
Na osnovu predhodnog moXemo zakljuliti da pretpos=-
tavka o egzistenciji naponskih spregova ima za posledicu
promenu gradijenta vrtlofenja od jedne do druge tadke u ste
rujnom polju., Iz tog razloga u reolodkim jednadineama, pe
prema tome 1 u diferencijainim jednadinems kretanja keo i

i e

u njihovim integralima, pojavljuje se koeficijent rotacio-




7. Strujanje izmedju. dve ravne plofe 3%,

ne viskoznosti /Z e X0Jji karakteriée unuirvaidnji otpbr DTG

meni gradijenta vriloZenja. Kao rezultat toga dobijaju se

nedto smanjene brzine u odnosu na one koje se dobijaju u

kKlasicnem sluéaju.

Izmenidemo sada problem utoliko Bto femo uzeti da

se Jedna od ploca krede konstantnom brzinom V’o, sl, (7.4).

- U ovom sludaju integracio-
'ne- konstante odredJujemo
iz slededih granidénih use

- lovs

1. v{(0o)<=o0 ,
(7.25) 2, v(h)=Ve ,
| 3@ U”(O} = O ).

46 U”(h):o 9

tako da posle izvesnih sredjivan.ja za brzinu dobijesmo

= —é—’%x +(---+-—-b)a: +

e ,{ ( V_ﬁ) -Smﬁ([,; x )-—-smﬁ (/ e )-hmziq { ﬁ(fl- /}/

Kao i ranije i ovde poslednji élan predstavlja ut:.ca,j N&=
ponskih spregova, Klasiéno redenje dobijamc stavljajuéi
da je % = o.

U zavisnosti od dejstva konstantnog gradijenta pri-
tiska, ovde mogu nastupiti tri karakteristidna sluaja:

a) Ako je k>o, tj. pritisak opada u smeru brzine
V., brzine u celom strujnom polju imaju isti smer, sl. (7.5).

Oi
Za vrtlog u ovom sluéaju dobijamo

(7.26)

(7.27)




Te Strujsnje izmedJu dve ravne plofe 34,

i njegov raspored u siryjnom polju prikazan Je slici (7.6).
130

S

sle Tad - 8l. 7.6

b) Za k¥ = o0 imamo linearan raspored brzins,

(7.28) ?}"::-—ZE- o y

'

prikazan na slici (7.7). U ovom slucaju vrtlog je konsten-
tan u strujnom polju, B

(7.29) W = Yo
tako da nema promene gradijenta vrt1oga, tj. u strujnom po-

1ju se ne pojavljuju naponskl spregovi, Raspored vritloga u
ovom sludaju prikazan Je na slieci (7.8).

s1. 7.7 el. 1.8

¢c) Ako je k<o, tde prltlaak opada u suprotnom sme-
ru od smera brzine V 0! onda u BtrUJnom polju mogu postoje=-
ti 1 negativne br31ne. Rasporud brzina prikaezan je slici
(7. 9), a raspored vrtlogainaﬁﬁiici (7.10).



jenje izmedju dve ravme plode 35,

sl, 7.2

#E
H e
Q= W) L] h
=
PSS s SO N 2N

Sla 7u10

Da 1i de se u ovom sludaju u strujnom polJu pejavitl nega-
tivne brzine ili ne, oligledno je cda zavigl ¢od intenzite-
ta konstantnog gradijenta pritiska i brzine VQ¢

Iz analize ova tri
govi mogu ali ne moraju da
11 de se cni javiitli i1l ne
tj. od uzroka koji izaziva

slulaja vidi se 4a naponskl spiew
se Jjave v wviskozrounm £fluidu, Da
zavisl od karskicrs strujanja,
strujanje fluida. Oval zakljue

Cak potvrdjuje Zinjenicu da naponski spregovi nisu privi-
legija odredjene Xklase materijelas, veé dz su to velidine
koje karakteridu njegovo napongko stanje,



8, Strujanie kroz nprave kruinu cey

ey T A L

Posmatraimo, sade, ustaljeno a2trv’anjse nestidlii-

=3 LR
vog Fluida oz prava Brulnn ey poruprednike ﬁu dvedaine
8

g ] .
E‘ g polarng=-cilindarsie Yooy
N fa P w2
f * r‘“‘"‘h—-‘bs — 5 {' ! ﬂlm& %..F{:? 1}_ ks - ’E‘-- - u ; ~ ;:‘.:ﬁ:‘i .:’_{@
‘_ffi;él ;ﬁ ::: T, Y H’w c’r ?“; &::% "
ainialaninl “'-‘!‘ m.m Tl - Eame o T vt T b e ] o "t A gt o e i - [ T e et 1’. - J:. = e —
'-.-'--w--’:._r;n_-r':! et ‘:} g c} E;; 'E:.,’: l.q‘_:" T 'f: l}-;__l_ ."'_,_; j’_“i;i;j l'E: ;;;{_ 5;..:. - rr-*b.-: f‘.'f i._—:‘:*,
'g »
‘i*“-c*"",.f-" L vy s - - .
g 2.’ MBLLCS Al CEWo 2B pIToue
T L AR, (e, B T T o py ..'E--qu::r_.::'Jr-‘- T o R N e T T 8 N o S A - -
% 43 @somn w rawal O o=
CEVaLL Buad U Iaval i =0,

333.5 %}E'gg :i.u ' I " TE R Tp— ‘i—: 'n-
8le (8B.7.:. U ovom sludae

Ju polle brzing ima oblik

ey
{0
o

il Mi
Lo

'{ Qﬂﬁaﬁﬁiksi}} 2

S cozirom da Je strujanje ustaljeno imamc

pa diferencijalne Jednaline kretanja daju

Br
(8,3) o p
/ cE)
%;éfzr?;ﬂﬁf"%gdhﬂb*_
Iz prve dve jednaéine'zakljuéujema da je p = p(z), & tre=-
¢u, s obzirom da JoJ Je leva strana funkeija samo od z &
desna sgmo od r, mofemo napisati u obliku

= O,

| a”p _
(8:.4) — ﬂ#’ dﬂrmm%, ¥

tj. ona se razdvaja na 4dve diferencijelne Jjadnedine

Ay



8. Strulanie kroz prava KeuZng cev 5T o

S LN T | DT - Ll i e ey T O e T e S e A S

dz =
(8B,5)
@é;ﬂﬁ LT~ = »
Integracijom prve od aV1b jednadina dobijamo
(836) fp: ﬁ“ {’i{,‘g 3

odeskle zakliulujemo, kao 1 u sludaju strujsnla izmedju dve
paralelne plode, da pritisek opada u pravea sirujanjs, tJ.
da se strujanje ostvaryje pod deJstvom koenstaninog gradie
Jjenta pritiska

Prva kvadratura druge Jednadine (&.5) daje

Av 4§ dy B / K,

ar®t " r dr fg -4,_%)* +C,Lﬂ?7ﬁ"-f-f£ .

Ove je nehomogena modifikovana Beselova diferencijalna jed-
nalina. Njeno opSte refenje Jje

R 2~ % fif PG
(8.8) V=2 1=Co bt - ‘i’z I( + Ko 5‘/—)”‘“

‘2
gde sn I i X, modifikovane Beselove funkelije prve i dru=

ge vrste.

/ S obzirom da brzina mora imatl konaXnu vrednost u
talkema © = o, to xonstante 0 i 04 noraju biti Jjednake nu~
1i jer se poJavljuju kao*mnﬁﬁioci uz Ing (1 K sadrzi lng),
pa se gnrnje redenje svodi na

| & 15
(8159) Zr"“‘“" F C CI V f)-—-:?? .
Preostale dve konszante dobiggmo stavljgjué¢i da su brzine

1 naponski spregovi na zz@&;;ma cevi jednaki nuli, Tads
dobljamo slededs dva granifna uslova |

LR

W



8, Strujenije kroz pravu krufnu cev | B8,

Iz ovih grenicénih uslova za konstante dobi jsmo

B K 2 %) %3
(8,11) -
AL
_3:152?9,1;:(%@

Unosenjem ovoge u (8.9}, posle {zvesnih sredjivanja za bre

zinu dobijemo

/ , - -
o % IJK%L e (%_Vj_
7° L(ERID(12R) | L% ﬁ

Posledn]i ¥%1an na dssno) sirani ove Jjednadine pred-
stavlja uticaj naponskih spregova nae raspored brzine u struj-
nom poiju., Taj Clan otpada 2ko zanemarimo naponske spregove

N L (7 =0), pa se relenje svo~
, } ; *E V= V) di ne klasiino, Haspored br~
é’R* N x zlne u strujnom polju pri-

.'; 7 kazan je na sliei (8,2).
Al | Zakljudsak o vrtlole~

' nju i postcjanju promenlji-
vog gradijente vrtloZenja
u potpunoj je snalogiji sa

sl. 8,2

strujanjem izmedju dve paral elne plofe., Prema tome, i u ovom
sludaju dobijamo neéto_smanjene brzine u odnosu na one koje
dobijamc u slucaju simetriZnog tenzora napona, |



L otrujanie izmedju gdva kosksijsine

eilindra

U ovom eodeljku prouldidemo staclonerno strujanje nes=-
ti81jiveg fluida izmedju dva saosna valjks pclupreénikaiﬁl 1
R, (R1<ZR2), slika {9,1), Strujanje se ostvaruje na tsj na- |
gin 3to se spoljadnji cilindar obrdée ugaoncm brzinom (3
dok unutreinji miruje pod dejstvom sprega ¥, U ovom slula~
ju, uvodedi polarno-cilindarske koordinate (r,@ ,Z ), po=
1je brzine odredjenc je fizidkim koordinatsamsa

(9,1) F: fﬁ, U(r), 0}) U’-ri’”é;",

_Iz pretposiavke da Je stru-
Janje ustal jeno imamo

oY
T

_ Zemenjujuéi (9.1) i (9,2)
u diferencljalne jednadine kretanja

= 0 .

(9.2)

—p

d Y- APy >
— = - APy ~DA44y
; 7= ‘?rmn170~+fgf -7 ,
dobijemo sledede dve diferencijalne jednalins
g U _ 2P
r “or 7

(9.3)
O f_'zav—fpaddb’ ’

-

Kako je brzina funkeija samo od r, to iz prve od ovih jed-
nadina sledi

9.4) . P=P7),



ls Strujsnje izmediju dva koaksijelna cllindre 4o,

& drugu.mozémo da napiBemo u obliku
2 .

(9.5) AAV - AV=0
3
Prva kvadratura ove jednaline daje
0.60 A, ( "No=o, r+ 2
o arz” "cir % F"") = roo-

Ovo je modifikovana nehomogena Beselova dlferencijalna Jed~-
naXina, Njen opati integral je oblika |

(9a7) %:-C,%— 2,72 I,(ﬁ )+C,, o Fr)

gde su I1 i K1 modifikovane Beselove funkeilje prve u dru-

ge vrste.
Za odredjivanje integracionih konstanata na raspo-

laganju su nam eltiri granidéna uslovs, 1z pretpostavke da
se fluidni delidi "lepe” uz zidove cilindara imamo dva gra-

nicas usliova

W(Rc)": &,
(9.8)
W(RQ)L'R,Q.Q o

Jos dva granidne uslova dobidemo stavljajuéi da su napon-
ski spregovi na zidovimea cilindars Jednaki nuli, Lako je
proveriti da su nadonski spregovi na granilnim povréinama

0.9)  m") =xm®

Iz reolodke jednadine po naponskim spregovima (6.,4), medju~
tim, sledi |

(9.10) (/ :"‘20@”@] 2

tako da, s obzirom de je (za fizilke koordinate brzine)
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2 ,
ffj,f___&____ d v 4 dy y

(9.11) W = T2 T F A T iE

Jednaina {9,9) doblje oblik |
2
;ﬂ/ ' % d&“+4d2/' )
=T z
dr? r(;{f’ r rz}?‘fJPE

Na osnovu ovoga imemo Jjo8 dva granidns uslova

2’"3(‘?4) (Rf) o ,

VY R)+ --w}ez)-ii’;%’ o

(9.12)

2%
(2.,13)

Iz graniZnih uslova (9.8) (9.1%) za integracione
konstante dobijamo

% ﬁé' Y R l?
Cf = 2 ’ c — -Hw-—-—-i—--—— ..Q 9
(9.14) BkA; )™ 3(%-R)

Unoseéi ovo u (9.7) za brzim dobi jamo

(9.15) ‘2} = 5 - {2 - -
, 2 2
/ Ry - %y ;2“'ﬁ#2 r

Iz gornjeg izraza za brzinu vidimo da je on iden-
tidan sa izrazom koji se dobija u sluéaju strujanja flui-
da sa simetridnim tenzorom napona, Nije tedko proveriti
da je u ovom sludaju |

21 ; : [/

m®'= B(v'+ 7~ 1) = O,
(9,16) | 422

| m =0

’
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o Strujanje izmedju dva kozksiijaina eilil

3to zn=fi da su naponski spregovi identilki jedﬁaki null
u celom sirujnom polju, pa Je prema tome, tenzser napons
simetrifan, Na osnovu toga mod¥emo reéi da, u oveom sluls:ju,
filuld struji kmo f1luid sa smiZudéom viskoznoidu 1li keg flue-
id bez toracionec viskoznosti,

Kontraverijantna koordinata tenzors vrtloinosti
(izrafena preko fiziZke koordinate brzine) izZnosi

.82 4 oro.e2
(9,156) @ fg—g(?f" -

J pd
e L B 2
(9.17J =75 .;__Rfﬁ F

Fizilka koordinata tenzora vrtlodncsti {vritlogl iz
(9.16) iznosi

dr U
{(3,18) w(fg} = {4 =~ E‘ G{r + = y /s

0dnosno

| 2

1 R
(5.19) CU-"-*-* J2
5= R

pa vidimo da je vrtlog ¥onstantan u strujnom polju.
j Iz {(9.1%) vidimo da ¢e wvrilog (tj. ugpona brzina
fluidnih delida) biti jednak ugaonoj brzini {po apsolutno]
vrednostl) spoljesnjeg cilindra gko Je odnos poluprednika
cilindara

(3.20) Ke S



_ eficl] viskoznosti

U ovom odeljku proudidemo mogudnosti eksperimental-
nog odredjivenja koeficijenata viskoznosti. Za njihovo o
redjivanje najfesde se upotrebljavaju dve siandardna instru-
menta, tzv, cevni 1 rotaclioni cilindriénl viskozimetar

Osnovni element cevnog instrumenta je cev kru¥%iog
ponTrecnog praeseka, Ualupreéniké R, kroz koju struji fiuaid,
Sustina eksperimenta sastoJl se u tome 3to se mo¥e meriti
protok fluida kroz cev instrumenta, Cime se dolezi do jed-
nog eksperimentalnog podatka koJi se, dalje, mo¥e iskorig-
titi za izradunavanje koeficijenata viskoznosti,

| Rotacioni eilindriéni viskozimetar sastoji se ¢d

dvae kosksijalna rotaciona cilindra od koJih se, recimo,
spoljaénji obrde konstantnom ugaonom brzinem () , a unut~
radnjl miruje ped dejstvom sprega M, Meredi ugeonu brzinu
spoljadnjeg cilindra i spreg M koji "koli™ unutradnji ci-
lindar, dolazimo do eksperimentalnih podatska koje, opet,
moZemo iskoristiti zs izracunavanje koeficijenata viskoze
nosti,
/ My demo se u daljim izlaganjime zadrfati semo na
gore navedenim viskometrijskim instrumentims,

a) Cevni instrument. Izraz za brzinu pri strujanju

¥roz ova] instrument ima oblik

(l0,1) Y= V’+R) I/}/—R
° 4@ ?"‘ r(r )+I([ R)L

Integracljon po povréinl noprelnog preseka dobilijamo slede-wg

.ﬁmh

éi lzraz za protok
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et TR AT VLILIEASRTET I.-F-:"'L’.G:"F FIEE R e T I b T Lol A

£ Vi ff;fr%gg ;
wrar "'f,?'s ' i 3 !f::'}}m :
;gﬁgﬁ F 5L g VG
(10,2} Q = T DT TR BTN -
&7 S | 20 Lot Y |
. Z Z oyfug P )T T Ty
_{-g P A

cdakle =zgkljulujemo da je, za poznatec ¥k, praisk Funkeil

oo >

koeficijenste viskoznosti i polupreinika cevi, ti,

(1{;3?}} C-} ff:g} .?:f_;f A "EZEE) v

Jﬂ“ K Pl .n'F L M & - - - 2 o i 3 L I 'i-:‘ bl Y - .- [P R
dered] protoks na dva rezliditas insirumenta, polupe

rednlks RI i.ﬁgg dobidemo

Q Q"f /?9 5)"”"5/"‘ 3
B2 (B %,R2).

Ove Jednaline, za poznato Ql, Qzﬁ Rz i H29 predatavliajn
gistem algebarskih nelinmesarnih Jednalina po nepsznatin koew

Ficijentima viskoznostl. Redenjem tog sistzma dobijams

=9 (@)s Qs Ry Re)

(lo.4)

(lo,5)
5<% {C‘?f.*@g; 7"4;}?.2),

S obzirom da Je sistem (lo.4), sistem nelinearnih
algeberskih jednedina po nepoznatim koeficijentima viskoz=
nosti, to se on moJe reditli jednom od poznatih metoda za
pribliZno refavanje sisiema nelinearnih algeberskih jedna-
kina, Ovde demo navesti, ne upudtajudi se u izvodjenje do=
kaza, tzv. Njutnov metod pribli%nog refavanrja sistema ne-
linearnih algebarskih jednacina [Q]

Sistem (10.4) napiBimo u obliku

er: (072 ﬁq%)“:o"

(16.6)
- (%7 Y= 0O
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C‘I’l‘tﬁl?ﬁﬁi QAred livenin o 4B

- Ovaj sistem moZamo predstaviti u vekitorskom eoblile

(ToaT) +(F)y=o0

-

gde su L 1 % vektori kolone, tJj.

=t L 47

Redenje sistema (10.7) predstavimo u oblilku

(16.9) ’?ﬂ"i?( + .

gde Js f?("'?) p=to pribliZno redenje, a £ i pdatupanje Lo-
ga redenja od tainog. Sada, mna csmovu {lo,.7) imemo

B s .Y
(lo.lo)  £(mPye®Pl=0 .
Razvijanjem ove funkelje u red i zadrisvanizm na linesrnom

¢lanu dodbijamo

P Z(r)
(191?11} ,F(f;?m} 5(’:’))___ r(r;?(’?ﬁ)) L Wk"?(?} j

gde je \g(’?{ﬁ} matrica c:bl“ka

(2h 2%
| (:’:”:’ ’a’f’g fb%
TP - |
9‘10&12.} W ( 1 ?—:52 ?}{2
'a'?z ' ﬁ

Jednaéina (lo.11) moZ%e da se napide u obliku

(1o.1%) ‘ﬁ (,-,2 (?’3) + \N'( (Pl)ﬂ(f’) ‘

Odesvide sleéi

- U, (N, e
o EP=-w () (2T)
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Jje
i e _ - — ‘}
o) 7= FO-w ) FA).

Polazedi od proizveljne poletne vrednosti
maZemo postupnim pribliZavanjem da dodjeme de resenls sa
%eljenocm talinoidu.

Rotacioni cilindridéni 1n3txum nt, Izraz za br-

A T O R e U -ﬂ'lﬂmm __l

zim: W ovom sumfa*u ima nbldilr

2. Z £
a~ o e ;?2- ﬂ ?‘? f{?nzw ...3-2
(10.16) U= oy g AN = =T T
2, Ry R R,

Sa druge strane, pedjutim, smifudl nszpon lanosl L"Lfs] ;

(10.18) [z = .

Izjednadujudéi desne strane jednsadine (lo.l7; i {1e.18) 1
vodedi raduna da jJe

2 2
| R,“R, O
(16319) d’{ﬁ?} — /:‘1’2' Ezh r‘z 3
27 T4

6dbijamo

(lo.20) 22 [ S = )
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Odavde za 7 dobijamo

P (R -
'1&21} ;}; ;{ 2 g }
* /ﬂfl R.j f?ﬁ L2

gde Je n éu%inm ﬁlllﬂd&fas

Merenien sprega M, koji deluje ne umutradnii ciline-

dar, i ugesne brzine (1 spoljaénjeg cil

Gin &to bl se prve pomodn yotacicnog inst:

inids mogat se korigtiti oba inst

T r,i*’?“
l i&ﬂd&m-tﬁ lﬂ :

= etk

indra, na osnova

(10.21) mo¥ems izrasunati kosficljent smiZude vwiskoznosti.

Priliken cdredjivanle koeficijennst
L

s
ficijent smifude viskoznostl, pa zstim pornodu cevneog inst-

rumenta koeficlient votacione viskoznostl.

beglio bl pe reéfavanie sistema nelinesrnih

Na ovad nadin
jednading {lo.4:

Thte Bl Lo T S mﬂ-@'::&.a;i 4..." -

& viskoznesil od-
ramenta n& taj e

wmenta odredio I

TG

e

Hiu irl'r e

._-p.-



11, Diskusiie i gzokl jud

U uvodnom éelu Jje bilo pomerulo de pretpostavks o
nesimetriji tenzora naspona povliadi za sobom egzistenciju
neponskih spregova u fluidu, U svim radovima u kojima se
naponsko stanje materijsla (bez cobzira o kakvom se materi-
jolu radi) opisuje nesimetrilnim tenzoron napona i tenzo~
rom neponskih spregova, pokazuje se da postoji neodredjenost
tenzora nsponskih spregova, Pojam deformacije u ovin radoe
vima potpuno je isti kao i u klesinoj teoriji, tj. tenzopr
deformacije (ili brzine deformacije) Je 1 dalje sime{riéana

U uvodnom delu je, takodje, bilo pomenutc da su 3./l
Aapo, A H. byablrui 4 E.B. Kol i HCKui [5] proucavall viskozno
tedenje sea nesimetriinim tenzorom napona. Ovde, medjutim,
treba n&pdmenuti da se oanovne koncepcije njihovog rada
razlikuju od koncepeija ovoga rada. Oni su; naime, prei-
postaﬁili da fluidni deliéi imaju nezavisnu dopunsku rotia-
cilju, #to navodi na pomisac deo viskozni fluid proudavaju
kao orijentisani kontinuum (kontimuum Cosssrat), iske to
eksplicitno ne kafu, Ova njihove pretnostavka ima za posg-
ledieu nesimetrléncst tenzora brzline deformacije, koji je
?od njih oblika

(11,1) 8 av,,

R 3 "Q-eeé’m ¢

Na;o?aj neiin reclodke Jednadine u potpunosti cdredjuju
tenzor naponskih spregova, 3to ima za posledicu da se u -
reoloskin jednalinama pojavlauje vedl hrag materijainih .
konstanata. | B

U ovom radu mi smo se zadriali na klasid noj defi-
niciji tenzorse brzine deformacije i tenzorz vrtlol nostl,
pri Semu je bllo pokazanc da naponski spregovi impliciradl
postojanae promenlglvog gradljenta tenzara vrtlo3nosti

o
e '.-.;{-‘E:g{'."i
S oE ALY
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Jasno je da pretposiavkea o zanemsrivanu povr3ine
skih naponskih spregova ima uticaja na izgled strujne sli-
ke, MedJutim, mi sme ovu preipostavkn ulinili iz dvae raze
loga, Prvo, 8tc nam se &ini da Jje sa fizidke talke gledis-
ta dopusiiva, i, drugo, Jer smo Zelisrlil ds proulimo pojavu
i utiea] naponskih spregova nezavisnce od utleosja granidnin
povréinaﬁ Ps 1i dva pretpostavka, i u ko ix slviajevina,
ima smisla, moZe se utvrditi Jedino =2ksperimentom,

Iz samog toke izlaganjzs vidi sz dan smo s2 u radu
koristill svim dopustivim enslogijoma sa klasilnom teori-
Jom, prli cCemu sme se trudili ds pokeZemoe da se svi rezul-
tatl. pod odredjenim uslovima svode na one koje daje Kla-
signa teorija. o

Vr¥edl linearizaciju reclofkih Jednafina i njiho=-
vim dsljim koriidenjem mi smo se, Jasno, zzdrZell na li-
nearncj teoriji. To znaZi de smo pretpagtdv111 da su brzie
ne deformacije dovoljno male da moZenmo nelinearne &lanove
zanemariti, Pisanje nelinearnih reoledkih jednalins i nji-
hovo dalje koriicenje Aovedl do velikih matematidkih tefie
koda, Medjutim, sigurno je da bl nelinearna teorija, po-
red toga &to bi blls egzaktnija, dovela &s nekih novih
efekata koji s2 ne pojavlijuju u linearno] teoriji, Pi-
tanje traZenjs egzaktnih re3enja, kao 1 u teoriji elas-
Snosti, Jo& uvek je otvoreno, Pogotovu u slulaju viskoz-
nog fluida, jer tu oraktidno i nema teorijskih niti eks—: 
fperimentalnih radovsa,

U vezi sa tim &ini nam se da je od posebnog inte~
resa 5t0 je u ovom radu ukazano na moguénosti eksperimens’:
talnog odredjivanja koeficijenata viskoznosti, Jer na ‘!:aj‘ww
nadin ne samc da moZemo utvrditi da 1i se naponski sprega-
vi javljaju pri strujanju viskoznog fluida, veé moZemo utga
rditli koliki Jje njihov uticaj na strujanje. A to nam sé“@%ﬁ
ovom trenutku &ini od velike vaZ¥nosti, jer se jo3 uvek’ f?ﬁ%
di polemika oko toga ima 1i ili nema smisla uvoditi nQ?fﬁiﬁ
ke spregove prilikom opisivanja naponskog stanja.
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