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Pored niza vrlo aktuelnih problemz mehanike new-
prekidnih sredina, ukljutenibh u okvir programs nsauénih
istraZivanja Grupe za weologlju Matematilkog instituta
S.ReSe nalazge se i probleml plasgticnlih deformecija re~
alnih materijals. |

Formiranje osnovnlh konstitutivnih veza i us-
lova tedenje pretstavlje, svskako, osnovni problem te~
orije plastilnosti. Dok su u klaesidno] teoriji plasti~
Enostl ta pitanja relena na zadovoljavajudi nalin dot-
le, bar koJiko je nazma poznabto, pitanje konstitutivpih
wveza 1 uslova tedenja 2za sludad nesimatrije tenszora
napona do sada njije proudaveano.

Uvidjajuéi znadaj koji ti problemi imaju za
daljli razvo] teorlije plastiénostl Dr. Rastko StoJenovié
rukovodilac Grupe za reologiju predloZio mi je tu temu
kao predmet moje Doktorske disertaclje. 04 neprocenjive
vrednosti bila mi Je pomoé Dre R. Btojanovida ksko u
izboru litersture tako i w »ssgowémims 1 konsultacijama
‘o pojedinim obtvorenim pitanjima i problemima  teorije
plastidnosti. Narodito mijje zadovoljstvo da se Dr. R.
Stojanoviéu na ovaj nafin najtoplije zahvalim.

~ Profesoru akademiku Dr. Waclavu Olszaku Sefu o=
deljenja za neprekidne sredine Instituta za bazidne teh-
‘nifke probleme, pri Poljsko] akademlji nauka 1 svima
saradnicima odeljenja srdadno zahvalfée na pomoél koju sam
dobio #a vreme petnajstomeselnih studija u Institubu u
WarSavi. |

. Beogrsad, ise*ptambra' | S. EKomljenovid
1954 &e
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naziv

indekst prostornih kordinsta
indeksi materijalnih kordinsta
Kosijev tenzor deformacije

Grinov tenzor deformacije
tenzor brzine deformaeilje

Qjlerov tensor deformacije
LagranZev tenzor deformacije

zapremingke sile
metridki tenzor prostornibh kordinata

metridkl tenzor materijalnih kordinata
zapremingki spregovi

naponskl spregovi

generallsesne prostorne kordinate

generalisane matarijalne kordinate

- gradijenti deformacije

Pekartove prostorme kordinate

Dekartove msaterijalne kordinate
prostomni EKristofelovi simboll {za gij)
mabterijalnl Kristofelovi simboli {(za g )
koafleljentl povezanosti u odnaosu na 84 3
koeficijenti povezanosti u odnosu na g
prostornl elemenat luka

materijalni elemenat luks

‘ukupna entropija
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specifidnz entropia

unubtrasnja energija
specifidna wnutrainja eunergija
kinetidka energija

gustina po Jjedinleci gspremine

temperatura

speaifiézia slobodna energlja

termodinanidko naprezanje

tenzor vrtloZenja

naterijalni isvod
parcijalni kovardijantni izvod
totalni kvoarijantni izved

tenzor napoba
parametrl podstanja
plasthiidl potencijal
Kronekerov simbol

invarijante tenzora napons

invarijante naponskog spregsa
momentna iﬂvéﬁ._;j_anta.



lL.Uvod

Pretpostavke Einjene o sastavu i uwnutreinjim
fizic¢kim ogobiname r e al n i h nmaterijala na ko
Jima je izgradjera klasidna mehanike neprekidnih sre
dina ograniéavale su primenljivost postojede teorije
elagstilnoati na usku klasu materijala (metels i dr.) s
jedne i na oblasti infinitigimalnih elastilnih deforma-
cija s druge strane, Takva ogranidenja dovodila su do
znatnog sufavanja mogudnosti teorijske smalize mehanide
kih osobina tehnidki vaZnih materijala. Ublasti konad-
nih deformacija i vanelasti¥nih zona-oblasti plastid-
nih deformacija u koims se meberijall ponaBaju na vr~
lointeresantan nefin ostajale Bu van domena primenlji-
vogtl postojede teorije infinitizimalnih deformacija .
PokuZaji Cinjeni poslednjih godins da se izgradi pogo-
dan 1 pouzdan teorijskl aparat koim di se hi sdehwatan
nalin dale predvideti i opisati pojave i ponalanje ma-
terijala van oblasti infinitizimalnih s Jjedne i ven ob-
lasti elastidnih deformecija s druge strane, dovell su
do vrle intenzivnih teorijskih 1 eksperimentainih  is-
traZfivanja u mehanici neprekidnih sredina. Rezultat tGo-
ga poveéanog interesa ga ponafanje koje pokazujn mate-
rijali u oblastima neobuhvadenim infinitizimeinom teo-
rijom elastidnosti jeste pro3irenje dobiveno izgrad-
njom teorije konadnih deformacija 4 teorije plastiénos-
ti. Izgradnjom ovih dveju teorija wudinjena .su znatna
pro3irenja fenomenololke teorije deformacija,

Novija istrafivenja u fizici dvrastog stanja
ukazuju da za potpunu teoriju naponskog stanja &Evrstog
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tela u oblastima elaati&nih &afomaeija dovoljan samo
simetri?ian deo tenzora napona. U nizu radova objavlje—
nih poslednjih godina a koji se odnose na proudavanje
ove koncepcije osnovse mehanike neprekignih sredina po-
kazano Je da nesimetrija tenzors ngpons povliadi za so-
bom pojavu novih velldina potrebnih 2za opisivanje na-
ponskog stanja tz. paponskih spregova. |

Urod ﬁnjem ﬁeaimatri&mag tenzora nsapona 1
naponskih spregovae w teoriju ngponskog stanja prosdi-
ren Jje domen teorije elastifnostl na materijale sa
csobiname koje se nisu dale podvréi pod raniju teori-
Ju. Ta proSirenja omoguéila su da se na prirodniji na-
cinobuhvate osobine reslnih maberijala o kojima teo~
rija elastidnosti zasnovana na koncepeiji slimetridnos-—
ti tenzora napona mije mogla dati raduna.

- Klasidna beorija plastiéneati opisuje sulie
t:l.nski razlifite procese 0d onih koje oplsuje teorija
elastiénostl. Ta razliks izmedju ostalog sastoji se u
tome Zto dok Jje elastisna oblast okarakiberisana povra-
tmoséu procesa tj. skidanjem optereéenja telo se vra-
é¢a u prvobiitnu konfiguraciju u kojoJ deformacije pot-
pino isfezavaju a energlja potrebna da izazove defor-
maclje potpuno Je povratna dotle u plastidéno]j zondi .
Javlijaju se zspstale deformacije a energije utrolSena
za izazlvanje tibh deformacija se potpuno ili delimi-
éno '"_rastura " po telu. ™ Rastursnje # ili gubitak
energije Cini proces plastiénih deformecija nepovrabt-
nim ili ireverzibilnim procesor -

¢ilj ovog rada je pakuéa;; profivenja klasil-
ne teorije plastilnostl na bazi koncepcije nesimetrid-
nostl tenzora ngpona potrebnog za oplsivanje nspons-—
kog stenjs vodedél pri tome raduna ¢ pomenutinm razliksa-

TOCess
ma pﬂmﬂg glastidénih i plastidénih deformacija.

| U teoriji plastidnosti kzao i u ostalinm ob-~
lastima mehenike neprekldnih sredina formiranje og-
novoih veza (konstitutivaibh Jednalina) moZe da se




zasniva na dva nadina. Jedan nadin jJeste postuliranje
konstutivnih jednadina (Ko3ijeva metoda), koristeéi
prl tome rezultate eksperimenats radl provere i1 korek-
cije postuliranih veza. Drugl nadin (CGrinov metod) za~
sniva se na energetskim razmastranjima pojedinih proce-
B8

U teoriji elastidnih deformscija pokazanoc je
da pri velikin deformacijama ove dva netoda ne dovode
do potpuno istovetnih rezultata. Kako u teoriji plasti-
Enoati u tom pogledu za sada noma eksperimentalnih po-
dataka nitl objavijenih teorijskih razmatranja to smom-
se orijentisali na Grinov metod iz razloga £to Jje ire-—
rerzibilnost nesumnjivo bitna karakteristika plastidnih
deformacija pa je prirodno olekivati da iz termodinamie
Ckih razmatranja i analize plasticénih deformaclja moZe~
mo doés do izvesnih zakljulaka o ubicaju nesinetrije
tenzora napona i prisustva naponskih spregova na proce-
se plastidnog tedenja pre nego Bto bi to bilo mogude
uciniti iz postuliranih konstitutivnih veza 1 doédi do
nekilh zakljulaka o energetici plastidnog tecenja. Dru-
gim refima ireverzibilnost plastiénih deformacija Je~
ste fizidka &injJenica koja sigurno daje podatke o plase
tic¢noj deformaciji tela dok unapred posbtulirane konstie
tutivne relacije a priori preciziraju kakav materijal
se posnatra, bazirajudl ta posmatranjs najcedde na ve-
oma grublm pretpogtavkama o prirodi nezavisno promer-
1jivih 1 od njibh zavisnih velidina,

Zeleli bismo JoS da napomenemo da Jje kabego-
rija pojava koje se prauﬁavajﬁ u ovem radu i pored iz-
vesne Sirine ogranilena. Ogranidenje Je izazvano prebt-
postavkom pod kojom razvijamo naSa proucavanja naime
pretpostavkom da Je proces plastidnog tedenja koji se
ovde proufava izotrmski i adijabatski, Drugim redima
za sistem se pretpostavlija da je i1zolovan pa se stoga

ne vodi raduns niockskvim spoljasdnjim  termomehanidkim
efektima. Ova ogranilenja su izvrdena pre svega radi
toga da bl pojednostavmili proudavanje, tim pre sSto ko~
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liko Jje nama poznabo, 2za sada ne postoje nikakvi re-
zultati u ovo] oblasti sa kojima bi ge nasi zakljulci
mogli da porede.

Hafa paredna razmatranja provodidemo Lkonsew
kventnon primenom tenzorske anallze dvostrukin tenzo-
rskih plja. Sem toga za kinematidko-dinamiSku stranu
problema upotrebljavaéeno veé lzgradjen asparat konad-
nih deformeacija i v vezi togse sluZilemo st nelito lzmew
njenim formama (prilagedjenim problemima mehanike ko
nadnih defornacija),osnovnih zakona mehonike.zbog 1e-~
dje upotrebe dvostrukih temzorskih poljia u problemima
klasiéne mehonike i zbog neBto promenjenog oblika ana-
liticékih 1zraza osnovnih zakona, kao 1 iz razloga kon-
tinuvuiteta u proudavanju postavljenog problema smetra-
no koo pomodno u okvirima ovog uvoda dzmo kratak pre-
cled svih ovih izrazs i definicija. Precizrije defini-
cije mogu dso me nadju uw 1/, 2/, /3/ 1 /4/« fito ce
oznaka tile nspomenimo samo toliko da smo ze pridris-
vall enih koJe su date u 1/ 1 /27



1. Uvod

U ovom radu sluZidemo se dvema vrstams kor-
dinata: materijalnim X* 1 prostornim X %sa indecksima
oznalenim malim grékim slovima « , 3, yy itd. za
materijalne i malim slovima labinice (, 4 » 4, itd.
za prostorne kordinate. Svi indeksi mogu da imaju vre-
dnostl 1, 2 1 3. Kad se radl o Dekartovom pravouglom
kordinatnom sistemu tada ¢emo upotrebljavati  oznake

7% 4 %% za materijalne odnosno prostorne kordinate .
¥aterijalne kordinate vezujemo za pojedine talke sre-
dine 1 one su konstantne za jednu odredjenu tadku,f an-.»
prostorpe vezujemo za tadku geonmetrijskog prostors.

Preslikavanje

(1.1) Xa{: Xe((xb;{)’

gde ¥ 1gra unlogu vre_man?kag parametra, nazivasmo de~
v R,

formacijom. Za funkecije A (x5¢) pretpostavlijamo da su

glatke sa izvodima do potrebnog reda 1 da su takve da

Je

ok -
(1.2) laxr | =%,

tako da Jje obezbedjena lnverzija u obliku
oo s
61.3) XR= (X E)

lIzraze

. &
B 4 gxd — X ' ‘b::. 3«-5 =, DC.JQ
(1#4) X,'Q == g"a:_& """)(;Q 5 :x,'d“ r;,xnf. s &

nazivano gradijentima deformacije. Znsk " , " pretstav-
1ja parcijaini a znsk " ; " totalni kovarijantni izvod
po odgovarajudoj kordinati 3iji 4indeks Jje 1iza znaksa,
Dvostruko tenzorsko pelje je temnzor tipsa

(1.5) e TE LT T N AN R
r'g.u‘x.., g " (/“ ~ T )



1. Uvod _ e 5

Zakon transformacije a’psalutnég tenzorskog polja dat je
88

_;. of, -+ olpy "q"bﬂ__ QX"'@&. 1‘)}2’%* ’JX-?' gx?tf
]1 "e ]'L ?1--?( - era". 19 x-ﬁh g::,].'l ’JXIII_ _.
2l gfRe X% DX 4l e
ST T UNET TIE T IR A R

(1.6)

T A
Tenzor 7. ok

T 4 Je ¥ puba kontravarijantan, L
puta kovarijantan u odnosu na mabterijslne kordinate i
m puba kontravarijantan s 1 puta kovarijanten v od-
nosu na prostorme kordinate,

Parcijalni kovarijentni izvod npr. apsolut-

nog tenzorsa 7S definise se kao

o R
b DT - T e A
(1.7) Toa® % lop T

u odnogsu na meterijalne i kao

(1.8} 75 =

| R T
u odnosu na prosterne kordinate. Velidine /,, p 1 /;(3

pretstavijaju Kristofelove simbole u odnosu na $e?¢ 1
‘34(3 kao materijalne odnosnce prostorne netridke tenzore.
Ako Je dato preslikavanje tipa

(1.9) xR= x?¢ X’q’);

tada se definisSe totalni kovarijantni lzvod u obliku
' y

. & e ~p & e
(111{3) 7-). = /\.:a’f‘ /u"ﬂ'h x;“f;

a 8ko Je preslikavanje homeomorfmo zbog Sega Je i

(1.11) | X Y= X ‘iI( x"’)f

tada se definiSe Jod 1 totalnl kovarijantnl izvod u ob-
1iku | | |



(1.12) T = 7k

(1.13) i R R ...
I‘&m == 7:;€ X

odnosno da Jje

(1.14) Tk = TR yB

Ae ™ ATy

Relacije (1.7), (1e8)y (1.10) 1 €1.12) ou od~
govarajuél izvodl tensora Tf jedanput kontravarijant-
nog u odnosu na prostorme 1 Jjedsnpul kovarijantnog u od-
nosu na maberijalne kordinate. Ova definiecijs kovarijan~
tnih izvoda medjutim wvaZii zs makoje dvostruko tenzorsko
polje. |

Gradijenti deformecije (l.4) su dvostruka
tenzorska polja tipa (1,6). |

‘Blement luke u m&terijalnim kordinatama

(1.15) A= G XX
moZe ds se, pc«m_éu transformacije,’ napisSe u obliku ¥ (14)
| &
(1.16) A §% = € pdac%olxf
ga Je
.__ L
(1.17) Cos= Jup Xe X: ¢

Ko8ijev tenzor deformscije. Sllﬁnim postupkom mofemo da
‘element luka |

(1.18) dH?= j“dcrkdfr(




napiie u obliku

€le1%:) o 52 = C"jﬂ dxda/xﬁ
gde Je

| & ¢
{1l.20) C.l(s:: 3};; :r;.,g :zf'/}

Grinov btenzor daformacije.
Ojlerov tenzor 111 materijalni tenzor relaw
tivne deformacije [ s @eflniBe ge kao izraz dat sa

" Eun= Can™ Tup

dok se LegranZfev temsor 111 prostorni tenzor relativne
deformacije (;; definide kao

Laterijaini iaved po vremenu je 12voed po vre-
menm pri kojem se materijaine kordinade po menjau. Ma-
terijalnl isvod prostornog benzora (udaljom telkstu mow
sto apsolutndy tenzor pisademo samo tenzor ), dofiniaar
Je na slededi nadin

o e k R k k€
(1.23) i (R (xRt)= ICANNE-B ASC) +§},£ a

. Bde su




1. Bvod | | I | O

usaterijalni izvod temcra (1.21) duetje sa

. " — L 1‘ d‘
(1.24) Z ‘E Cn” Fuin ™ 2 g X Lip
goe Je
- . 4 r n s '
(1227 Aiy= 9 (Xe; 4% ¢

tenzor brzine deformacije a XX = V¢ T, =4 brzina.
Gradijent brzine deformacije Jje

' '“':*“:.: - " < &
(1'26) :}(_';Jﬂ Ct;d':: 2/;4”': ;e .’l‘}-n(

Gradijent brzine deformsclje ,-‘;' moZe da se pretsbtavi
pomocéu tenzora brzine deformasije 1 tenzora u/,; naime

: ¢
(1*27) Z/"('f.a. == x{;a"—":: 3£g€ Zf;a' — dl'l} ‘f"a‘-j_t-a.
gde Je
TN
(1.28) wiy = g (U4

tenzor vritloZenjzRe
- Jednoparametarska :Eami}.i;ja transformacija ti-
ps

k o,
(1.29) X = X é( X J ZL/J
kojom se odrdjena materijslna tadka X ! prenosi 1 prog-

torne Yadlke nagiva se kretanje. Transformacije (1.29)
gu po preltpostavel takve da Je mguée pisabi

| o
Brzina tadke X" data Je =sa
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(1.30) PP 4a_ ax*
‘D
8 tbrzanje sa
e I < D R
Ako sa g oznadimoe gustinu pase tada Jjedne-
éina
d P b
(1.22) ge T (P& Ja=e

protstavlija zzlkon odriarja mese ill Jednacdinu kontinui-
teta.
Izres

K = ffiﬂfdv

~¥
pretstavlijs kolidinu kretanja a v/ Je brzins materijal-
nog deliéa. Zeckon kolidine kretanja meoZe da se  nopise
u obliku

(1.33) K == F

iy
gde je X |(koliZins kretanja a F resultujuéa sila koja
deistvuje nez telo.

¥oment kolidine kretanja definisSe se kao
(1.34) L= [prx¥o

Zakon momenta kolisine kretanja dat je sa
(1.35) f"' = M.

gde je % vekbor poloZaja meterijalnog deliéa.

Ako na neko telo ogranileno konadnom oblas—
ti capremine v 1 granilne povriine S dejstvuju ze-
precinske sile { , povriinske sile {, ,» zapreminski
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SOTEeSovi 7 i povriinski spresovi ,q'?n"w, tada imomo de
Jje

(1.35) Fxd fuda +_[pf ol
) 4 v

rezultujuéa sila koje dejstvuje na telo a

e ol e SN -~ e Mo M
(1.37) M -:éb; ’7’?’)(%--+ DX Zi,,, ) da +:/;"'€+f? X _;F;G‘{V
rezultujudi moment kojl dejstvuje nz telo. Zakon kolili-
ne kretsnjs 1 momenta kolldine kretanjzs moZe se napisati
v obliku

-

J

k2 iy 2 g | A |
B‘;Jffy oly = éfff‘v; dﬁ’ P f-fdv

-..D- N "y y = . 35 wy o -e’:‘ ! % .2 ) “*1 ‘ ,i
Dt ! Flay oty = fﬂm{m LA X Er%_,fdd r!}zjtf (4 &zﬂ’i’
v "4

J

Sto posle izvrienog diferenciranja prelazi u oblik

(1.38) j?v AV = ?Z/m da ,LI}IJW

V

| of oy d AV
(l' 59) 1 F E X Q C}{ vV - § {/?n IJ-:""I; -I:- fz’ ’? -5{" f.ﬂ'; {:-}f{f{ t[j?{(+/ ;(£ d ’
; J g

iogorliste 1i se izrazi

) R
e R : .L& o= Ada
Zﬁ N | = m’"‘" 7 (n” .
. Ryt 1é4p
]” ;_‘/)77 /)”Jg_ /mr’*‘l]-—,m fﬂﬂ; -

(n)
to se upotrebom zZakona (1. 32) zgkon kolidine kretanja i
zalkton momenta kolicine kretanja mogu ngpisati u obliku

ff4'4p)' ¢
‘ D . el W ”"‘ C:[f’f T‘h[' . V
m{;,fznﬁf;‘ff’“ﬁa F ‘55“'@/?)1 j”hjfuféd

o
.h. !arﬁﬂ‘\‘

"1-'?
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“2lia nem je ds ovim dorunakd uvodnog dels
demo minimalsn prikaz osmovnih termodinamidkih pojmova,
devinicija 1 analitidkdh relacije pobtrebnih ili u samoj
obrzdi nasSeg glavnog predmeta 111 ze pobtpunije objasnje
nie termodinamiZkih pojmova bez koJjih nemoZemo proéi u
proucavanju postavljenog zadatka. Napominjemo da se pob-
rini ja ob ;jaénéenj%n@gu nadi 1 knjigame /1/ %1 /2/ ko-
dima2 smo se slnZili kod pisanje ovog dela uvoda.

Sttun parametara Va 4 gde Jje A =1, 2,.. N,
oii u datom trenutku i na datom mestu u telu delimid-
no odredjuju wutrainju ensrpiju U nazivamo podstanie.
Ovi pearasmetri sv proizvoljni & dimenzije im se mogu iz~
razitl u mehsnickinm 1 elektromagnetskim jedinlicama. Pa~
ramatri podstanja mogu u opStem slucdaju da budu neke
funkeije tipa

(1.44) b= (1074
7s potpune odrdjivanje wnutradnje energije

uvodi se dopunski skalarni parametar H koji se naziva

entropija. Umesto paranetra H pogodno Jje sluZiti se sa
parametron ] kogi se naziva gpeeificna entropije a

definlise se izrazom . |

H-:;ff?dv

gde je ¢/ gustina specififne emtropllje. Unutreinjs e-
nerglija mo%e se napisati u obliku |

u=u 1, W, X%

(1.45)

Kad su kretanja odredjena tada su parametri?, 17 poz~
nate funkcije materijalne tacke i wvremena pa se mogu
napisati u obliku

o _ o
(1.46) gz X5 t) Uy =Up (K5 8)
posle &ega se unutradnja energija moZe napisati u  ob-
liku
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(1.47) U=u (X7 {)

Prema izrezu (1.4%) ﬁnut—raﬁnja energija U
cdredjena Je a ) vredrnoséu parametsra podstanja 2 A
b ) vrednoZéu specifine en'ﬁropi;}s ¢ ) oblikom JFfun-
keionalne zavisnosti U()V, XJenergije od njenih srgume-
natue

Skup paranetsrs Va i 7 odredjuju termodi-
nemidko gtanje = jednadina {(1.47) nezive se  kalorid-
na jednacéina givanja. Ako U ne zavisi od X" kademo da
Jje stanje termodinamidki homogeno.

Pokon daljeg razmatranja oblik funkcionalne
gevisnosti vnutraBnje energije od parsmrtara stanje Je
potpuno proizvoljan.

Teuperstura © i termodinamidko naprezganje

m“-h-—mm -3 mraleviy el

T derinisani su k8o
L DL
(1.43) L
Ty ST A

pa se promens bternodinamidkog stanja jedne odredjens
becke moZe napisati v obliku

(1.4) oA U= ©dy+Td Y,

Zbog (l.48) termodinamicéko naprezanje Zﬁi temperaturn
& moZzemo da pretstavimo w obliku

SRPUR - S R A
(1.50) | 5:@(7;2{1), [ =0 ’*7:1/&1,)
B8to znadi dau su termodinamickoc naprezsnje i btemperstura

:f\mlml ie stanis. Ny
B:r:f:ma promone energije U neke tacke )4/ A g

ta je sa
- i —— - ‘?L '
{1.51) L= 67? + z/“M

Materdijalni izvod energlje U dat je sa '



P T A 2 S & 2
(1.22) Do Y

gos Su

'Qéf D ?? e T ?‘} g mw/ "7)‘ ~

ot 2T ’Wr quargi
—~ f--.::r'*_. A ‘s =
o’ ‘7 i ~= X
& Ll o 1 e ’
X~ /€
se bormodinamicCkl homogene muterijale kod
Xojin je
| (s |
77— o
X

mnutrasnja energija U je funkeije tipa

(1.53) = U (D Uy |

S8 termodinsmidéke funkeije pretpostavijamo
do su glatke sa izvodima do pobtrevnos reda i Ga dopu-
Staju inverziju. Izraz (1.53) mnofe sa sad neplmati =n
obliku

(1.5 EY

Koristetéi JjJednadinme (1.46) mofemo (1.54) da
pifomo u obliku |

(1.55) - 1=01e, 1,
pa posle smene u (1.53) imamo
(1.56) | d,(:::'ZJ{Q, 24’:1,!'(

Izvrie 11 se odgovarajuée zZsmene (1.501) i (1.50 ) do-
bivamo

Ove Jjednadine nazivamo temodinamidkim Jednadinama stanja.



Kod realnih materdijala svseki] plasticéno] de-
formaciji i)rethodi stanje slastilne deformaclije. Iz tih
razloga se neéemo zZadr¥avati na proudavanju tzv savrie-
no ili idealno plastidnih materijala. S obziron na o-
granidenja koja su uvedena u predhodnom odeljku to Je

p@lazna :]adnaéina za dalje pmuéavanje Jjednadina (1.51)
| 1zvodn, i Ako se mesto U
uvedu f€ 1. p7 » @48 su € speeifi&na wutrasnja
energlija, gustina specifidne unutrasnje  energilje
& 07 gustina specifilne entropije pc Jedinici zapremi~
ne posmabrane neprekidne sredine, to mesto (1.51) po-
smatramo relaciju '

(2.1) pL = poOn rp T

Velidina pTU 2}, pretstavlja (u mehanici kon-
tinuuma) efekat rada unutreSnjih sila pod pretpostavkom
da je sistem izolovan 1 da nema nemehanidkih izvora enexr-
glje. Podto Je trmodinamido naprezanje potpuno povratno
( /1/ str. 639 ), to je veli¥ina P T i) efekst potpuno
povratnog dela rada nnutraﬁmlih sila.

Obeleiimo sa A ukupan (mehanidki) efekat ra-

ds, tJj. efekat rada napona 1 nsponskih spregova a sa

Dh efekat rada koJji odgovara diaipatimim sllama 1 sa

EA efekat preostalog-povratnog dela rada umvmg e«-—

lasti¥nih sila. Relaciju (2. 1) mofemo seda nap:l..sa‘bi u
obliku



2. Model

(2.2) &€ — POT= g A

Kako je € -&)=% slobodnas energijs to se
za doveljno spore procese deformacije moZe smatrati da
je promena temperature pri deformaciji dovoljno mala da
se moZe zanemaritl (tj. po pretpostavecl navedeno] rani-
je pretpostavlijamo da je proces izotermidki dok u stva-
rl pretpostavljamo da Je O )y P& Je

(2.3) Pl _::_E'.,q' = A A

Model na kome zasnivemo nasa dal;ja razmatra-
nja Jje ﬂlcdw:l.. Nedeformisani mabterijal pdvrgnut @ptere-
édenju trpi u prve]j fezi izvesnu elastidnu deform aciju 1
pri tome jje celokupna energi ja powatna tje materijal
se, pri ras‘bareém;ju, vraéa u podetnu konfiguraciju.Pri
takvoj deformaciji nema prirasStaja entropije zbog dJ&ega
Jje ? © a celokupna slobodunsa energija )i odnosno brzina
promene slobodne energije Jjednsksa 3¢ brzini promene umu~
Trasnje energije odnosno efektu rada povratnih ngpona i
naponskih spregova kao sila koje vrie povratan rad,

|

(2.4) pY = pE = g A,

Pri tome je A .-.:EA s A = O,

Kada nqm.ni 1 naponakl sprogov:i. dqhstignu 12w
vesne vrednosti & 3 Jk za koje :la%"”m }' o, proc¢es
deformaclje nije ﬁéo potptmo povratan. Tada se relsci-

ja (2.2) moZe napisati u obliku
(2.5) . 0€ .NA:-chr? o

Brzina promens slobodne energije sada je stal-
no jadnaka efektu povratnog rada (elastidnih napona 1 na-
ponskih spregova),

(26)



2. Model e _ | 18,

all Jje brzina promene unutrainje energije Jjednaks ce~

lokupnon mehanickom radu u Jedinici wvremena, t]j. radu

ukupnog napona i naponskog sprege u Jjediniei wvrenena,
Pe’ = _ A , teko da iz (2.5) proistide

{2.7) FE"? b A

Relacija (2.7) Jje esnovna za nada dalja raz-—
matrsnja. |

Ovde predloZeni model obuhvata veoma Zirok
spektar osobina elastiéno-plastilnih materijsala a poje-
dini sludajevi dije je proudavenje uobidajeno u mehsni-
ci kontinuume sadrisnl su ovde kao specijalni sludajevi.

Fre svega rasmotrimo pitanje tzv, uslova te-
Cenja. Pa bl se deformscijs vriila u oblasti  nepovra-
tne deformacije potrebho Jje da entroplja raste, tj.

(2.8) ;2' (-g.r:é m,)'i'éh) s &

gde su tj‘j i m iJk ukupni napon i napouski spreg. Sva
ona naponska stanja koja zadovoljavaju relaciju (2.8)
pripadaju plastiCpnoj oblastl i (2.8) Jjeste uslov tede-
nja. Materijal ce biti idealna Rlasbiéan gko je

pe se uslov teCenja izrazava u obliku 7 = =& Cauf

(2.9) Pt i )= H (N m R =

dok u opstem slucaju relacija (2.8) pretstevlja uslov
telenja sa olvridenjem. ,
Sem toga, za idealno plasticne materijale Jo

Etij-_- O E_mi'jk O i A = A pPa 15 (2+.3) proistide ds

3¢ slobodna mergi;ja konstantna

(2.10) | =

U linearno] teorijl plastidnosti se za idealno plastid-
ne materijale moZe pissati



kao ifraz za disipaciju energlije »ri plasticénoj deforme-
cijl, & velidina ) pretstavlia plastiénl potencijal ko~
Ji igra osnovau ulogu u nizu radove iz klasidéne teorije
plasiénosti ( /5/, /6/ 1 /?2/ ).

FPredloZeni model sadriZi teoriju elastilnosti
takodje kao specijalni sludaj. Za nspone & nsponske s=-
pregove za koje je u (2.9) 7 = 0 t3, 7= 7, , bide pre-
e (2.7) 1 pA=ol celokupni nehanicki &iﬁ'&kﬁb rads Je re-

verzibilan i jednak brzini promene slobodne energije od~
nosno unutrafnje snergije (Jjer je € = & ). Stoga se iz

relacije (2,4) mogu da izvedu konstutitivne Jednaline

za ideslno elastiéne materijale ( vidi /3/ )«

Shodno usvojenom modelu naponsko stanje u
plastidnoj oblasti se posmstra na osnovu relscije (2,7),
pod pretpostsvkom da nsponi i naponski spregovi gadovo-
1jevaju uslov plastilnosti (2.8).



jednacine za ireverzibilne

deformacije i telenje.

Opdte jednadine kretanja (l.42) i (l.43%3) i Jjedna-
¢ina kontinuiteta (l.32)izvedene su pod +wveome opsStin
pretpostavkama iz osnovnih zgkona mcehanike; zakona ko-
lifine kyretanja, zakona momenta  kolidine kretanja a
jednadina (1l.32) iz uslova neprekidnosti maberije. Jed-
nadine (l.42), (1+4%) i (1.32) vretsitavlijaju pareijal-
ne dife:r.‘*encijalne jednaline kretanja bilo koje  nepre-—
kidne sredine za ¢ije opisivanje ngponskog stanja nije
dovoljno poznavanje samo simetriénog dela tenzora napo-
na - ia‘ | |

- Razlike u ponaSanju raznih materijale gasova, flu-
ida, elasticnih tela itd. koje ovi pokazhju kada se na
njih dejstvuje istim spoljainjim uzrocima nisu sadrZand
u osnovnim jednafinama (1.42), (1.43) i (1l.32). Za opi=-
sivanje pojedinih klasa ma:bEri;lala" potrebna su dopune
ska razmatranja i dopunske jednaSine,

Sa energetskog stanovista razlikujemo materijale
&iji procesi deformacije spadaju u klasu reverzibilnih
procesa i1 takve materijale kod kojih procesi deformaci-
Je spadaju u klasu lreverzibilnik procesa.

U ovom parasgrafu uspostaviéemo osnovne jednadine
" koje opisuju ireverzibilne procese plastidénih deforma-
cija.

Neka Jje dato neko telo zapremine v i granidéne po-
vriine 8 . Pretpostavimoe da je to telo termodinamidki
izolovano. MnoZenjem Jedna8ine (1l.42) skalarno brzinom
vy dobiéemo



be OBNIOVIE edna&;in o 2% 4

{3.1) PU‘- f d +ff

integracijom leve i desne strane Jjednaline (3.1) po za-
premini tela v dobidemo

(3.2) /7 L}‘:wdv-.:.wf({?é?/; e pfivr) A

Integral na desnoj strani Jjednadine (3.2) moZe pomodu
Stoksove teoreme o pretvaranju zapreminskog u povrii-
nski integral, da se napide u obliku

{3 7] ; ¢
(3.3) [pUtvdv=tm 7/345--!# %a.a!wt/ff v
Y 5

gde Jje transformacija izvriena samno nad prvim desninm
Bapremnskm integralom. Rastavljanjem tenzora ngpo=-

na =+ 13 na ginebtrican t(ia) i antisinetrican 'btl'j'heo
nepona u obliku

(3.4) TR A

i uzimajuéi u obzir izraz (1.27) to drugi €lan desne
strane jednadine (3.3) moZemo nzpisati u obliku

Gy [t dv= R W ALY

Izvrdimo 11 dalje zamenu antisimetriénog dela tengora

negpona tﬁj]}mristeéi jednadinu (1l.43) to mesto (3.5)
moZsmo pisatbi

(3.6) f%fd'e/g_édv:f{(m AV ffm"h fjdvtﬁf“’u{jdv

i1i posle primene Stoksove teoreme na drugi Slan desne
sbrane jedmadine (3.6) a koJji se moZe nzpisati u obli-

-
(3.7 fmtd:&wf.ldv: ;.f(’m /.qdv f’m ca,édv

v



2+ Osnovene jednalix é;_._. e e Socommeranempion PR -
Meseto (3.6) dobivamo
| ; (id e oAV
(3.8) j?.“a ﬁ-ﬁ?jdvrjf d; dV—i—f{W ON f/}’h Mafh

y ’ v

Vratimo li ovaj izraz u (3.3) dobivamo
A3 1 b i
{8 AV

(3.9) f PU(Z; v = “"Jf 4,] R
v
' 4 ~ Ly Hk AT
-»i-jf?(/‘f{?f,;" c""awj ,}O"‘/—i§{f 1Y } :
; T

Ao sa E oznalimo kinetidku enerzgiju i uzmemo u

obzir da Jje 2
g= [ f?/ Lol
v

zakon promene energije mo¥emo pisati u obliku

-L(E-I-U)n.&

Dt
ili |
gde Je . "é - ‘ o
S ; , : - '
A= FE Y= Wiy JdSe + [ (F2 - € Wil
v ,

S

i pretstavlija sumu efekata radova spoljasSnjih i wutras-
njih sila. |
Jednadina (3.10)sads ge moZe napisati u ahliku
(¢
(3.11) I;W Yl v+ a..-g(f ¥ e w L /ﬁ(fz»—é’ u) )bV

Eoja posle zamene prvog ¢lana leve strane desunom stranom

jednadine (3.9) prelazi u oblik

| _ 3 JPPE (f'(‘j) o 4-3;‘?” dedy
(3!12) b( T Vj T[{ O{{J Y M‘%;fi



«_Osnovne jednaélne «» _ | - B e

Jednadine (3.12) pretstavlja zdkon urevnoteZenja ener-
gije izolovanog tela odnosno adijabatskih process.

Ako sa pc ozna&imo gustinu unutrainje energije
za vkupnu energiju moZemo pisati

U= JgEddV
v

Diferencijadina jedanafina (1.32) omoguésva da se materi-
Jalnl izvod leve i desne strane gornjeg izraza za ukup—
nu uvnutrainju energiju mofe napisati u obliku

' : _t_)_ o é dV
(3.13) £ u vf g
Zekon uravnoteZenja energije (3.12) prelazi sada u oblik
(43) 3
('5!1.4) jpf € dv = _f { 1‘, d.;é == gk} z‘):i,j;b} dv
113
' ProwL_" /miéhw‘-* }dV:: e
(3.15) [{¢€~ i ik

Zbog proizvoljnosti oblastl integracije .jednaéina (3.15)
prelazi u oblik

(3,16) pe =

Jednadina brzine promene gustine unutrainje ener-
gije (3.16) pretstavlja osnovnl energetski zakon na ko-
~ Jem se zasniva teorija adijsbatskih ireverzibilnih pro-
ces8,

Jednalink (3,16) moZemo datl nedto drugi oblik,
Noime iskoristimo 11 Jednadinu (2.1) u obliku
(3.17) pe = POy +P7 Uy
 to mesto leve strane jednadine ($.16) moZemo staviti
desnu stranu jednadine (3.17) pa dobivamo

(3.18) pé= 894 pTY,



8. Osnovne ‘e_;ina?:ine'_'., ._ _ ' e

ili uw oblikxu

(19)  pog= tYd-mPur - p T,

Jednadina (%.19) pretstavlja zakon brzine promene
specifilne entropije 1li zakon prolzvednje entrop

U dosadaSnjim razmatranjima ireverzibilnih proce-
sa plastiénih defornacija =mésu dinjene nikakve bitme
pretpostavke o strukturi napona i naponskih spregova ko=
je bl suZavale op3tost i domen vaZnosti izvedenih rela-
clja. Medjutim za daljas rasudjivanja koja imaju za eilj
razdvajanja procesa plastidénih deformacija na povratni
i nepovratni deo procesa moramo se ograniCiti na materi-
~ Jjale &ije naponsko stanje pretstavlja superpoziciju po-
vratnog 1 nepovratnog stanja nspona. Ta nret*pestavka 1 M

plicira moguénost rastavljanja tenzore napona ‘bid i na-
ponsklibh spregova atI¥ na ava dela, nzime u obliku

(3.20) e AT 10 ;

(3. 21) {n\{jk_:: mﬁk+ i m}{?-ﬁ

E

13 1k

nih oblasti a b o i

spregova nepovraitnih oblasti procesa deformacije.
7bog (3.207 1 (3.21) Jjednadina proizvodnje spe-
¢ifiéne entropije prelazi u oblik

ngponl i ngponski spregovi povrat-

1JK tenzori napona i naponskih

L gl
(2.22) i —-.pé G{fa — m a’{;;j

(i3} Gk A
’.E‘E : dtj /n? M{a’ P T % 'r
Za nafu analizu potrebno Je Jjednacini proizvodnje
specifiéne entropije (3.22) dati drugl oblik. U tu svr-
hu iskoristimo _identiénea*bi (1.25), (1.28) 1 '

_(3',25) | '::f".’: = ?fkg I‘f{



3, Dsnovae Jednadine

(3424) xlxt =8¢

Sﬁm toga iz (3.23) moZeno lzsralunetl da Je
| o -
(3025) me = X XJ’;L + "r; )Pq 3: ‘L

2 1z (3.25) dobvivame ds Jo

[Pl

- ~ A 2 o 0 Ak
(3!26') %9’ n -2- (Z;?;‘L Z/‘:i;f);'l g Z/f;; 2, A1

Zorenon odgovarajuélh isxeaza u Jednadini (3.22) i posle
sredjivanja doblvano

_ . f"te,f
3e2ny  poi (gt UK X)X,

| (QQ" p of .._u'.'.,.ﬁ
- ‘7'” ?’LX ry If-‘i _‘_ (ﬂfﬂz X E m}bq- ,.-Y; iq) T'q’ e

¢
i - W-p & /Y ‘¢ )( «'ﬁ T . ?j

U uvvodnon delu okarakterisall son ’u.loe,\l parameta
a podstanja L, «» Sve do seda nismo nista pobli¥e govow
rill o aaihma specifikaciji, isboru ili bilo Semu dru-
gon po Serm DL m:u mﬂa}.ﬁi o nihovin fizsifkin znadenjie-
ma. Ta apm:aa'a i nedefinisencst snefenja pavameters h
- &ine da 3@&:1»%1:1& '-_-_a enmpias (1e27) inma na;japu
5t1Ji keorakter u mm adijabatakih Process.

Do bi mozgll udinitl slededi korsk u nsBin razmstrae
- njima nuino se¢ namede pitanje blifeg odredjivenje 1 izbow
. ra paremetars podstania Yo, » Medjktim ksko izborom paraw
metera la odredjujemo Xlasu posmatranih materijala , Dnée
ime specifikujemo ih po tipovims osobinz, jasno Je da
taJ izbor Rlje potpune proizvoljan. Specifikeeija para-
metara se dakle mora obaviti sa unsapred odredjenim neme~
reama u pogledu osobins materijals koll Zelimo podvrydl
teorijsko] amnalizi. |

Unutrasnja energija U ill pak gustina specifidne

unutraiinje energije P"—" kao funkeije stanja karakterilu
wrlo divok spektar pageina pojedinih materijala.




Forakterizacija osobina pojedinib klasa materijala sa—~
drZata Je s Jedne strane u formalnim Tunkcionalnim
osobenostima zavisnostli energije od promenljivih sta-
nja i fizickih svojstava tih promenljivih 8 druge
strane. |

U teoriji elasticnosti za prvih devet paranetsara
uzinaju se deformacije xk koje su izmedju ostalog
nosioci izvesnih za ueori;u biznih lokalnih osobina de-~
formacija. Sem toga u teoriju se uvodd jo3s 18 parame~
tara xl:,,t,a (simetrilnih po « 1 p ).

Gustina specificne unutrednje energije (l.42) za
sluCa] termodinamicki homogenih materijsls moZe da se
napise u obliku |

b ..k
(3.28) e=€(7, ;11X up/

a brzina promene gustine specificne unuirasnje energije
moze da se napise u obliku

' : e . PE —p DE g
%.29 £ owe Lo —py Kb CC
(2.29) & s . 2o Tt kT

MnoZenjem Jjednadine (1l.29) gustinom ¢ i uzimajuéi u ob-
zir izraze (1l.48) gde Jje 0t =1,2,.¢027, Jednadinu (1.29)
sada moZemo da napiSemo kao

| . - b P
(3.30) pé€=pos+pT " Vy
gde su sada funkcije T2 date kao
oA RS
(3.31) T > Ty = b
* ST
Za x =l,24009, i kao
A3 R~
(5:32) T Ty = i
¢ Xup

Za a— -"—':lo’ ll, -;:2?;



3. Osnovne jednafine .o

Uvodeéi novu funkcijﬁifunkciju stanja P kao
.(3-33) | P = 9’2
poale Eéga :je&naéing (3&30‘} mo¥emo da napifemo u obliku
| (33) - fe = f’#’ + pT°

‘m jednadindlproizvodnje specififme entropiije (5;2?) woke -
no da napiSemo u obliku

(3.36) pP=<Gpr ol Xw‘ﬁ )(,2 /
- (R4} o 17y AT o
o, % 3 AP {0 - - )r
B fqu Xrq Ao L st (5?” et Xiq e TP 'f‘f" FE’-TP
. IR R B A S
- E,m?, k;clx;’?'} jog 1-’?;3% ’ ’a",fg .

U beoriji elastidnih deformaeija v kojoj se napon-
sko stanje opisuje pomodu simetridnog i nesimetriénog
dela napona (i naponskim spregovima), pokszuje se da je
za povratne procsse energija elastidénih defamaai;ia Ve~
zana za tenzor napcma 1 naponskih spregova pomedu ;]edna_
¢éina |

- P& (74, Q. ,
(3436) i1 /93:'?9'" Ipe Et{ X;f_‘?m,}?’ Xz'q’l
- 'ae- 94 3
= —
(3.37) RErF3: ap - E0F Xia X

| Zbog (3.36) i (;.37) sada se jednadina (3.35) mofe
napisati u ob liku na)

| N 7 \/ (“?’
(5.38) RAd ff'zszL .X,cz """ ),fze ’)3 K

- P
B/Tn??q_ X X f"ﬁ



Zevispost funkeije < u jednadini (3.39) eod samo
disipativnih delova btenzora napona 1 naponskih Bpresova
ukazuje na disipabtivan karskbter owe funkcije, U pmcesi-
ma kao Sto su plasti¥ne deformacije dija osnovna karak—
teristika Je disipacija, ova funkcija ¢ ~funkcije disi-
pacije igra veona vainu ulogus

Proudavanje karaktera, strukture i eaebina funkeije
disipacije ¢ i nadina na koji njene osobine utidu na
procese plastiinih deformacija dide predmet proudavsnja
sledeteg pédeljka. | |



Nadelna razmatranja opstih disipativnih procesa
koja smo izvr3ili u peethodnom odeljku imaju 1 pored
pretpostavki o tipu termodinamilkog procesa jod uvek
dosta op8ti karakter. Prilagodjavanje tih opdStih raz-
matranja na pjedine speclijaine problene noguftia su
zahval;judtﬁi proizvo lﬂnaati u’ i_.’bom nezavisno promen-—
1jivih od kojih zavisi funkeija disipacije ¢ «Naime
sem nadelno formalne strukture ove funkcije a koja
Je dana jedna&inom (5-3‘9) 1 koja funkciju ® ne neki
‘nadin delimilno odredjunje sa stanovidta povraime—ne-
povratnih procesa, nismo poblife niZta mogli da kaBe-
mo. Sloboda u izboru negavisno promenljivih ¥ini owvu
Tunkcelju pogodrom Za oplsivanje - ireverzibiinih pro-
cesa deformacije raznih materijala,

Za proufavenje plastidnih tedenja realunih Svr-
" stih telas mogude .je izvriiti iszbor nezavisno promen-
ljivih ne razne naéine, rukovodeél se pri tome kraj-
njimceiljem u pog_l_#du osobina koje Zelimo da analizi-
- ramo. Medjubtim rukovodeéi se rani:lim iskustvom u pos-
matrenju disipativnih procesa(uodeno Je da Je disipa~
cije na)izvestan naefim vezena za brzine proticanja
procesa, prirodno je prebtpostaviti da je disipetimns
funkecija tipa

(4.1) P =P ('Ié .Ct‘.,“‘ ‘?4/3)



4, K_anst:ituti‘me

Raai uprostenja pmuéwanja pretpostavimo da je
materiaal termodinamifki homogen tj. da funkcija <P

k . =k
zeavisi samo od xHi _pr

S A b= (X34 ; Xlyp)

Funkcija ¢ ima karskter i dimenzije efekta rada.
Kao tskva tz funkecija treba da ima strukburu analognu
strukturi desne strane relacije (3.38) pagemo s toga
da uvedemo hipoltezu o disipativnoj funkeciji ¢ da Je
oblika | |
prreng -

- : o =& d
(4.3) d = My TN T

U linearnoj teoriji plastidnosti sa simetridénim
tenzorom mnapona Tunkelja P pretstavlja plastiéni
potencijal (v. /5/ ). ‘

Opravdenje za ovakvu hipotezu nalazimo pre g-
vega u tome 5to kao spaaijalni sludaj na3ih razmatra-
nje treba da prolstekne linesrns taori;]a plastidénosti
za simebtricno naponako §'1;Ie 8 Jedne iu analogiji ka-
kva postoji izmedju teorije elastidénosti u okviru re-
verzibiln#® termodinamike, 0 demu Jje bilo redi u odelj-
ku 3, i teurije plasticdnostli u okviru ireverzibilne
termodinsmike s druge strane. Sem toga koristimo Jos
1 snelogiju iz mehanike diskretnih sistema po kojoJ
Je izvod disipacije po brzini sila zbog dJega diferen-
clranjem relacije(4.3) po velidinama diferencliraninm
po vremenu dobivamo odgovarajuée relacije za sile u o~
vom sluéaju za nepone i 'n'ayonske apmgo*tr?: - Funkeija
¢ prema (4.2) jeste zavisna 0d X gid x ?m

»

Kasnija analiza ée pokaza‘t:i da funkeija P nije proiz-
voljna funkcija tih promenlijivih veé da od njih zavisi
na jedan odredjen naéin preko tenzorf koji dublje ka-
rakterisu deformacione procese. Zbog pomenutih razloga
86 moir smatrati da su koeficijenti relacije (4.3)



4, Ronstitutivae jednafine

-definiaani neposredno izrazima

P - - , i3 . PP
(4:‘4) M d = N R = P
pri tome imamo na umu navedene &injenice koje éde kasni-

Je biti dokazsne naime da disipacijs zavisi eksplicit~
x K i " i to linearno kaoc u (4.3) dok ko-

no od X a1 X

eficijenti Eﬁi.k i H;‘?k zavige od tih p»romenljivih s-
ano posredno 5to pri pareijalnom diferenciranju ne do-
lagli do eksplicitnog izrafaja.

Koristedi se gornjim ragmatrsnjem moZemo sada
Jednadinu (3.39) ﬁ.apiaati u obliku

2% ih

— (Qq‘J .fd__,__ : a---.:..p . 4% o 3 Sl
=(Gapst X1 pMMp X;?'z,/j:,‘u’ ™M Ay X T

Iz jednadhjudl koeficijente uz mezavisno promenlji-
ve dobivamo da Je

-. 3% (2a) ., o a7
¢ HEL . i
- ( l'-'6) F ra :_I:__ T,_f._“ 3,}# é X;“L n’lf, X;‘l’l
| : | | o
(447) p 1T =X X7
‘9 I'Jﬁ / / 9]

gde smo kratkoée radi izost:mn indeks D uz dia:.pativh
ni napon i naponski sprege
ReBi 1i se jednadina (4,7) PO 'mpqr pa se to

- reSenje smeni u (4.6) a zatim ova resi PO t(m) ﬂa‘bi--
veno da Jje

4 $% 9 u , DB 08
(4.8) =g VUSE T g T )
1", DL (% am
(4.9) USRS r

Ovi izrazi pretstavijaju oasnowvne relacije ngponskog s~
tanja ireverzibilnih plastidénih deformacija.



b i{onstifbutima ;‘e&ha’éiﬁé o — — L D2
Denzor t+9 onakav kako je definisan u (3.4)

peetstavlja simetridan deo tenzora napona. Medjubtim za
desnu 8tranu jednacine. (4.@) Ba sada niodkuda ne PrO~
istide simetrija po indeksima ¢ i ¥ . %Zbog tenzoskog

karsktera izraza (4.8) mora biti ispunjen uslov sime~
| trije desne strane l1zraza -(4¢8) naine mora biti

4,10 P 9P

(419 [a ?Iﬁ-:r +’QIP -‘“‘ﬁ}-}[qa]
za bilo kogju vrednost _ngﬁm.sna promenljivib x 3: v T
2 Eg{s ) | _
S1i¥nim razmatrsnjem samo za btenzor mFYr koji
je prema Jednadini (1.43) antisimetridan po prva dva
indeksa p 1 q dolazimo do zakljuéka da mora ‘biﬂhi
isptmjen uslov

{ 'g_cg 9 n -
(4.11) [ aP ﬁr;d x,fs ]{c{fz] N

Medjutim s obzirom na simetriju btenzora mnP ar joele
druga dva indeksa gq i x» uslov (#.11) Je ispunjen
identidki. Sem btoga zbog osobine desne strane relaci~
Je (1.43) i gzbog antisim&trija po prva dva indeRsa p
i g mora biti ispunjen i uslov

t 94 q N , —©

(4.12) [(jf] ’DIf;f, ’I;J I.;ﬁ }(,};ﬂ?}

Uslovi (4.10) 1 (4.12), (identidnost (4.11) ne
-ubra;jama u uslovne Jsdnaline zbog identilnosti sa nu-
lom), pretstavlijaju sistem parcijalnih diferencijain-
ih jedns&ina po funkeiji @ . Uslov (4.10) daje tri
a uslov (4,12) deset nezavisnih jednadina . Zajedno us-—
Tovi (4.10) i (4.12) daju ukupno 13 medjusobno nezavis-
‘nih parcijalnih jedna&ina, po funkeiji ¢ 4 sa 2‘7 neZ 8~
vignih promenljivih ¥ P (nkupno 9}, i % ,.45

;nl
(ukupno 18 )t



4, Konstitutivne j

U teoriji parei;j Jednedina sa Jednom nepoznaw-
tom funkeijom pokazhje se da Je broj funkcionalno neza-
visnih relSenja jednsk broju nezavisno promenljivih umsa~
njen za broj jednadina. Za naf sluéaj te razlika Je
27-13=14. Jednadine (4.10) 1 (4.12) dopultaju dekle 14
funkcionalne nezavisnih redenja. |

Integrali sistema (4#.10) i (4.12) su

Ea——

(4.13) Nap= Ji; "I;ff-l oc?m

(4.34) QJ{W 95 ( ,(s ‘“;i ‘I i3 ‘f JT / [JdPT .

Integrali 4 p.i QJN su tenzori drugog odnosno tredeg reda
pa u najopstijem sludaju imaju 9 odnosno 27 nezsvisnih
kordinata. Medjutim iz strukture desnih strana jJednadi-
na (4.13) 4 (4.14) proizlazi da svih %6 kordinata ten~
zorad,, iQ - nisu medjusobno nezavisnl. Naprotiv, zbog
simetrije tenzora A-Lrs po indeksims « 1 /> DroJ neszavisanih
kordinata se svodi na € a gzbog aniriaimetriaa tenzora
.. Ay PO prva dva indeksa « i (3 broj nezavisnih kordi-
nata tenzora (I, Je 18. Medjutim kako je tenzor (Lupr
gimetridan po a.ruga dva indeksa (A i ¥ to izmedju ko~
rdinata toga tenzora postoji 10 relacija oblika

| . (4-15) . Q upa.,'-:-o

gbog Cega Je svega 18 -~ 10 = 8 kordinata tenzora QJ{“’
medjusobno nezavisno. 6 nezavisnih kordinsta tenzora Ay
i 8 negavisnih kordinata ‘Bmaraﬂ dine upravo
14 funkeionalne nezavisnih reéen;ja koje dapuéta sistam
Jednadina (4.10) 1 (4.12).

Iz goimje a:nalize broja nezavianih jednadina, bro-
Ja nezavisno promenljivih i broja funkcionalno nezavi-
snih reSenja sledi da disipativna funkcija ¢ nije pot-
pino proilzvoljna funkeije nezavisno promenljiviv veli-
dina veé¢ je zavisna od izvesnog broja kombinsclja neza~-
visno promenljivih. Tenzori A pi Qdmau uprave te kombina-
cije.



4. Konstitutivne e aéine |

Disipativna fvnkci ;ia sada se moZe pretstaviti u
cbliku -

(4.16) =P (Ap, L)

a tenzori napona i naponskih spregova koji su dati re-
lacijeama (4.8) i (4.9) mogu da se pomoéu tengora Ay i
_()Amizraza u obliku

(42) A% DAdp 9P "9._(:);-.{@3.3 2
(4.17) t Jog [(@A 4 grf—' ’DQJM' fg_,:r / I,.-')" '

QP DAdp | QD D2y o 2 3

-_.—-.-_—-. - P .',.,. b o gl j. 5 )

PAdp QT T, Qﬂdm d Pr'.ﬁ)" St T
/

73 s 2 3 n;

ra ply 28 B4 | 3%, Alby ) (g,
*?Aoqn, Q:r Qﬂuﬁq d Lomy” o ‘
ili posle izvr3enih radunsma i ar&&;jivan,ja koristedi se
pri tome izrazima (4.13) i (4.14), izraZavaju se u obliku

(4.28) ,TnP L

_ (an_ [ 2% g0 5 A .
19) ¢ T ol on T T~ ? gy e o)
(#4:20) e g il r( e B,

Oﬂdﬂ?

Smenon izraza (4.19) i (4.20) u (4.10) 1 (4.12) do-
biva se identicnost.

. Mada integrall Ay, i(J K2 Bto  se vidl iz (_4.13)
i (4.14) imaju Jasnu kKinematidku strukturu ipak od po-
sebnog Je interesa za nasSa dalja razmatranja izraziti ih
preko drugih velidina koje posredno ili neposredno pret~
stavljaju meru kinematidkog stanje deformacije. U tome
¢ilju iskoristimo veze (1.25) 1 (1l.28). Bofiniéima Jos
velicdinu W pomodu izraza

(4.21) | Wie= Wi Xin X5

Gradijent brzine deformacije (1.27) sada se moZe
napisati u obliku



4. Xonstitubtivuoe '_ jednadine

. of |
(4.22) UZ;QZ E‘ﬁ X;é X;G( “'w,.(‘g X;ﬁ Xﬁ;

gde je Em dato sa (1.24).
Lzraz (4*22) zbog (1:26) mﬁa .ﬁ@lﬂaﬁ u obliku

b o ; o
(4;25) :rh;i X}€’= (E-({b+ %ﬂ' }X"b )ﬁr:

pa reSenjem (4.23) po X o dobivamo

e

= af
(4.2‘4) Ig;ﬁ: ( fﬂl-i- dﬂ ) x;"?

u kovarijantnom ili

| e NI PR | d
(41.25) SJC::{B i g (Ed(_b,"'%(s})(;g

u kontravarijsntnom obliku po k.
Igkoristimo radi daljeg raduna vezu

(84.26) (a "«,;J (X% )

Posle kratega rauna mo¥emo iz (4.25) dobiti da Je
| %6 o/ Bf . - o

{402?) :qu[-ﬂ: 3 [( Eul G, 'a- dGJ'rJXj¢_+( Eu( s Jb‘)x;'gq :C,'?l']'

Zamenom izraza (4.24); (4,25) 1 (4.27) u (4.13) 1 (4.14)
dobivamo izraze zad,, i Q U obliku

(4.28) /| dﬁ:':ai 7 ( q" X;m E“IEG-* 7" X;Em éﬂ‘ xf'i‘ /.

a4 ¥ 4 1 |
o= 817 3% 9% [(Euay W) X ot (EyWoo)X 5 L]~

— Q.73
?(J‘I:dr ((Er&s Wﬂﬁ)}[dﬁ] v

Izraz (4.28) sredjivanjem moZemo dovesti na prostiji
oblik naime na oblik '

(4430) Aap= S



2.

s W
f

Eonm:iftmtime -'edﬁaéime-_

dok se (#.2‘7} mo%e pﬂméu relacije (4—.5(}) gvesti na
ﬂ'blik

B 5 6
( E(sc %sj :r,.w X e (L],

Iskoristimo dalje Jjednekost

_ a & & _ ¢ 6
(4.22) Xy XogKigg™" % qn X, 2
pe Zamenimo levu stranu lzreza (4.52) mesto prvog éla—
na u uglastoj zagradl jednafine {4.31) pa zabtim izvrsi-
no nagnadenu alternaciju dobidemo da se izraz u uglas-—
toj zagradi snulira. 'Tmnr_()%t-aada postaje

(4.33) D=7 Waa

H eilju pojednostavljenja daljeg raduna poged.tw ;}e
preéh na nove tenzore Ay, 1 B, mestod), 3.(2
Izvrsimo tu swmenu u obliku

(4e35) Bupy =200 joy= W_m’

Tenkori napona i n.a_pm&ih apmgava dani 3edna§i¥--

nagpa (4.19) i (4.20) mogu se sdda izraziti pomodu Ayp

y_ ¢ 3P 2Apr , 3P P8¢ ):r :ris
- ’QA‘nv AN PBmvp DAdB ‘
rp( RP  dAn L 9P 2By I(zxﬁ
QAw ’2.(14,33 FBwr ALL ny’ S
4 nj
m P f (Q'iqb zgvv _ ,’;d’ LT ket )I;;ﬁ 3:;?] :r:;i,
wv 9lny Beve (1 AT

(4.36) 4

(4.37)




(4.38) AL 82 85+ &y o,

PAdP
(%4.39) il
| ‘?iﬂ,};’ga-
(4.40) VB .o
SEEAPYS
i da je
3V By éa’( éd B 87 ()
g ¥ S 14 2 Om
i e 10 C

Smenom (4.38) 1 (#.41) u (4.36) 1 (4.37) dobivamno
posle sredjivenje izraze

4 WU
(47 B3P ot 2 ’2‘-?“ 2 A of )
= 2p ( o A it Xy 2y S e

(“43) = B2 ) a

(4.842)

z6 tenzor napona i neponskih spregova izrafene prako tenw

Zora Aa(_x. 4 Bdm i funkcije @



Razmat:wﬁja koja smo izvriilli u prethodnom odeljku
pokazuju da funkeiju disipselije @ moZemo izraziti preko
tenzora 4,,1 B,y o kodi su na direktaen nalin vezani za
materijalni tenzor brzine deformacije L-;m } materijalni
gradijent vrtloianjaW,,Jjednadinama (#.24) 1 (4.33) to-
ko d4a masto (4.16) mofemo da naplismo

(5.1) | P = (Apm ) Beovy

Pretpostavis 0 sunalitidnosti funkcije P & o kojo)
Je bilo reli u uvodu, daje moguénost razvoja u red po
ergussentima A,, 1 B,y .« lzraz (5..1) no%Ze se pretsta~
viti u obliku -

oA Y A/ - hf‘{}ﬁ‘z 4
(5¢2) D= C Au+CY Bupg*© P Pu C Awv Bipn

PRl s

3 B{““‘d E’ﬂ?\f L

gde " =~ " 4 " v " kapakteridu simetriju odnosno sntisi-
simetrlju odgovarajubeg tenzora po podvucenim indeksima.,
Tenzoxrdi C"* kod kojih srapske cifre 0, 1, 2 itd.
cznadavaju redni broj wu izrazu (5.2) a gornji indeksi 4 ,
» pees Lenzmorski karakir, pretstavljaju nosloce meha-
nifkih osobina i oscbina simetrije msterijala. Njihove
tenzorska struktura nije proizvoljna ved gsavieli od nes-
ta koje pojedini tenmor C** msusima u izrazu (5.2).




os Aproksimacije ..

HMYdp |
Tako je npr. tenzor g Y simetrilan pe prva dva indek-
sa & sntisimetrifsn po druga dva indeksa. Algebarske o—

sobine tenzora O°° odredjene su materijalnim simetri ;ja-—* |

ma materijala (izotropija kristalne klase i sl.).
Odsustvo disipativnih napona 1 naponskih spregova

u nedeformisanom stanju materijsla implicira odsustvo
linsernih ¢lanova u redu (5.2). Ako se zadrZimo na tenw-
zorski linearmim vezama napons‘kag g8 deformisenim sta= |
njem tazv. figicki linearnim vegzama tads mesto(5.2) mo-
Zano pz.sati

MY A , C"“:&Qj‘r

537 @=C Ayt (Bt € BB

Tenzori ’b(qr) i mP( qar) dehi relacijama (4.42) %
(4.4%) mogu se sada pomodéu (5.3) napisati u ﬁblik'u
(Y17 }Iuﬁa (1

(5__4} L"W j- M’ [2 C AN, -+ g Bdm 3{ :(
_ | ’
YT o 3TI0MY (4 .
HSF[QP‘ ’ PAMTQC Bﬁ*f PIT o SN
(4. 7
g M2 ETh v'm,\fa T;b S
C5'5) m o ;‘F {g ’ Af'b’ T2 C ﬁ}‘JJ ) i'..T ;33 N

gde sne iskoristili iszraze

(Mj) I }-T [31‘1?
(5.6) 2% -4¢ U f 428 V158550
y | oy
" }5 31 ms

’953—7?

Jednafine (5.4) i (5.5) izraiens pomoéu tenzora B, 1
Yo, :513“

13 5 SRR S (E P ) (¢ _ 1)
(5.8) t = 4)9{16 o E‘qp_j'z g -V -\’\7&/‘3 'I '.I' 3
WiTp . }'I’i;ﬁiflj? ) t‘L 7)
op (VMR 2§V W Ty oy,

{ ~ 3, A :
w0 g p 1S g €T W [T Xy T



&

Radi poredjenja sa klasidnom teori jdrm plastidnos-
ti u kojoJ Je naponsko stanje opisano samo sa simetri-
Snim delom tenzora napona, moraju se desns strane jed-
nadina ('5..8)' i (5.,9) izraziti preko prostornih velidi-
na dkl . wkl - kl;r o U t‘rmm cilju iskoristimo ree~

lacije (1.24) i (4#.20). Kovarijantnim diferenciranjem

izraza (4.20) dobivamo
g & O

£ A
:t'ﬂ T ':l'"a:»(‘. aff |
(5‘10) Wﬂ .a,."'—' %pm/:z‘ 'I. '.'I' o ﬁd.} ( ¥ ‘(3 , 473 ,

ili sredjeno |
¢ A ¢
pr Ly Loy T;ﬁ_j

™

(D) W Wagm T TLT
Smenom (1.24), (4.24) 1 (5.,11) u (5.8) i (5.9) dobivamo

(92 VYT é € 9. N
(5.12) ¢7=8pc" ¥ A, a8 1 2 CK:-)--

zi" x
kB ‘?f
+4f€ *(mmqm:z’*:rﬂmwwr A{me) IJ‘
{"”1‘77 ; ' ’2‘
8PC éeQ’; T r h f{] .
37103, m & "‘? L T :)
75?5 L F(W;fim Lo - T;\ Q‘Z"}kflﬂj’fﬁ ,}._})1’;7;5 /3]
- 625 Ip ! _,,,f’ ."-i ?) ‘
(g A
150, Y4 g ¢ x.. X,
“r‘??a. C 37 f(&’}#é’ml :I;ﬁx "LQZ‘}“{IPM /"_;?)I;U ]

Izrazi (5.12) 1 (5.13) pretstavljaju kvezilinearne kons-
titutivne jednadine. Potpuna linearizacija ovih izraza
omogudave da se izyrsi poredjenje nasih zakljudaka sa
analognim u linearne teoriji plastidnosti sa simetrid-
nim naponskim poljenm. | |

Za izvodjenje kompletne linearizacije podjimo od
izraza za gradijent deformacije

[ ~ (&
€5.14) = ik ul



" ‘ .-'..1i'.||-;#

gde Jje k proizvoljno mﬁla.kﬁnstaata.a. s vektor pome-
ranjas. Xako uk,; moZemo da napifemo u obliku

a & b
(5.15) %%=0.g afg.amgig (€ ga e

!

+to gradijent deformecije moZemo izraziti u obliku

(5.16) ' afif = 85 +87 9@t
gde Je
(5.17) £ a ?%'%‘(‘?{k;aﬁjﬂ“m}

tenzor deformacije &

(5.18) C‘Jm:""“g'{ Unia ™ Uase)
tenzor rotacije. Stavimo 1i dalje kratkoée razdi da je
(5.19) . f"* S nk(é?mﬁ-cd,,a)wé:(@fa coka)
to mesto (5.14) moZemo piseati
&

b
{5.20) X, = S L+ B it),f

4

Tinearizovani oblieci ostalih izraza koji se Javlijaju u
~ Jednadinama (5.12) 1 (5.13) su sledeéi

(5.21) &/ XgTy= =873+ C)
v/ Xl :rﬁ __éké"é”hk()
o/ XN, :ré--ébé'fé'”s'%f

VIR M e i ok béfdw’csmc& + &l
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E.'Amrokﬁggaci_ﬁ_.a_

o/ XrixlaToxiX, :r".-.wé éﬁéa,éa §§é“+bf}

I

£/ ’ITJ;&: 2(,"&:'3: (Z(;”" Q‘;J) N ZC‘,,"“INI +z‘ T -

C e e Ty
8/ Xy XE™ G Lanim Wi ) 1955 TR S,

' a' o g r*- .
h/ I?m I.'? ‘T;é I,‘é‘ = 3{*‘(’2 w/w Tl
oo, m é a @ A
Xéﬁ, é{} 5aédt§€h" h \ /o
I ' a, { g o) thy 3 )
Y HaTy TS G )

BTSN ki

d “n Yy %4 % %

gde smo sa k.(.) = komb.funkc. % viSeg reda‘k
oznadili kombinaciju funkeija 4 koje se javlijaju uz k
a8 koje nismo pisali razvijeno jer de su u daljem razma—
trenju zanemariti zbog male vrednosti koju ima k u odno-
st na druge velidine
Izvriimo 1li odgovarajuéu smenu izrsza (5.21) u
(5.20) 1 (5.21) dobivamo

. Rl 4% SEE”
(5.22) +1"=8p " dly [8,4,0/8 ¥R )/
+4 )oc}'“““w;m{émé S q’é?} rR() [+

-rBFCW}”M [(@anm*'wnnm}émégégj S795Y %Jm k(

-8pC" V4, [(Qunnit ».mm)é"cf dy ‘5{3' Hj”" A?()/

i sv]"’%*f T
’lé'fg &)&f;mﬂeh ’“") éﬂl‘;b féﬁé ;-;i(”h b(} jﬂ
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(5:23) f?n”f‘?’f%;::QPC*f‘°7d [858, 875, c&,+ﬁf Fhs

rap CUMS, rim 5‘5[_,5 3y #0)]7
+8PCYIT 1) [(Commt ) 48 TS 4 STEES 4 400]

Fosle sredjivenje 1 zanemardvanje svih proigzvoda
gn k kzo nulén vredoosti isrezi (5.22) 1 {5.23) postaju

- 3299 < ¢ ot Wie (Camm™* Wrmm)(Ceta® WetjaJg*e
He2hH) /m*fif?’b:___ 2}99 é_f[f,(?]fz} dke_-_ 4P.§: M‘{?]q)é'(m“b);f;flhd’

+8f ¢ o ""’f"f"" G “5alie (Crmmt @amian.

Pojava proizveda

¥1%nim 3 "klm®snzh 3 T _ _
1 relacijana (5.24) & (5*25) protivag Je pretpostavel o
tenzorskoj linecrnosti vezs napona i nmponskih spregova
a8 kiﬂ@"“ abilkin karskberigtikena deform: .\ﬂij@; Zhog togea
Be i proizvodi moreju zanemariti kso velidine viBeoga
Tedm. Tosle pomenutih sepemsvrivanis isrozi (S.24) i (5.25)
peptaju

£
(5260 ¢ =8p et dorr AT My
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Jadnadine (5.26) 1 (5.27) su linearizovans konsti-
tutivne relacije. N |

Za izotropne materijale kod kojih su tenzori ¢€°°
nula tenzoxi ako su neparnoga reda, konstitubtivne weze
(5426) i (5.27) glese

vy 24
(5.28) ¢ .. 8 C g ﬁd@{

(5.29) mr (VR ¢

Ako Je disipativna funkegija <& obliks
(5.30) ® =P (dee)

relacije (5.26) 1 £5a2?).ilajﬁ oblik
LY. . 8 C 9t e

..1

(5.31)
P9 A€ pqin)

(5.52) " 2 Clee

Za izotropne materijale sa funkaijom.disipaﬁiae<b',

u obliku (5.30) konstltutivne relacije svode se na

. (5.3%) (=8 oy

(5e34)



Zasnivajuéi model plastiine neprekidne sredine na
osnovu tvermodinamilke analize lreverzibilnih procesa po~
kazali smo u odeljku 2 da se uslov telenja moZe pretste-
viti u obliku (2.8)

(6. l) FQé -"‘:Pq) (étj 1.0??1.5‘&) S c).

Medjutim pri izvodjenju konstitutivaih jednadina prestpo-

stavili da Je disipacija oblika (4.1) odnosmo (4.3),

pa iz analize konstitutivnih relacija do¥li de &akljucka

da funkelja disipacije mora da zavisi od tenzora E, 1

W,y Deime da je obliksa

(6.2) P =P(Eyy | Winy).
Pretpostavke da Je dislpaeija oblika

b (¢ ;M)

odnosno oblika
P (édp / Wdﬂ;i ),

nisu medjusobno protivuredne. Saglasnost ovih pretpostav-
ki proistiZe iz kompatibilnosti fizidkih znadenja koje s~
vaka od njih poseduje za sebe. Tako Je u klasidnoj teori-
Ji plastidnosti npr. uobilajeno da se napon izradunava
preko plastidnog potencijala u zavisnosti od brzine def-
formaclije 1li pak brazina deformacije u zavisnosti od napona.



6., Uslovi tecenja

Gamﬁna energetska relacija (5.34) moZe se zbog znade-
nja koja imaju parametri napisati u obliku

] as B ."“I"? %
(6.3) P SN gwﬂdﬁ " Wiz

Ako se promenljive t(i‘ﬂ i ni_(dk) s Jjedne i ﬁj_;] i
Wi 4 sk 8 druge strane shvate kso medjusocbno nezavisne to
iz (6.3) proistile '

s ik QD @
6. 3 |k e T [ i o
(6.4) P sid = da

| QP
o QA R O 5
(6‘5) J N 1(3k; .Z(/:a‘;‘?

Prema tome ako se funkcije disipacije shvati kao
funkcija velicina koje karakbterisSu stanje napona u ob-
lastima plastidne dai‘amaiéa to prva od navedenih re-
lacija, relacija (6.4), Jeste ucbidajeni izraz za brai-
nu deformacije koji se Nhobiksbl u teoxriji plastiénosti
sa simetridnim tenzorom ngpona. Funkcija > za ideslno
plastiéne materijale pri tome igra ulogu plastidnog po-
tencijala (u ssglasnosti sa izrazom(2.1)), (v. /5/ ).

Struktura snalitildkog iszreza za funkciju < mora
3 Jedne strane obezbediti neprotivurednost relacija
(6.4) i (6.5) sa konstitutivnim jednadinama (4.42) i
(4.43) kao i da zemenom izraza (6.4) i (6.5) u (4.42)

i (4.43) obezbedi identicnost odnosno zamenom izraza za
napone (4.42) i (4.43) u relacijama (6.4) i (6.5) tako-
dje obezbedi identidnost, s druge strane.

U tenzorski linearnoj teoriji plastilnosti sa si-
metridnim tenzorom napona ovaj zahtev Je sutomatski Ze-
dovoljen. Naime komstitutivne relscije su

(6.6) i3 = 2A dis

2 plastidéni potencijal @ Ja dat sa



6s Hﬂo‘n_t&éeﬂ_a

) f zw,_

(6.?) 297 P= z“aai,,“ 25 J"&f 9%,

Iz strukture izraza (6.7) 'vé.:il se da je funkecija
disipacije c_'{; ’ shvéena kao funked Ja tedenju u tenzor-
aki linearnoj teoriji sa sz.matriénim napamkim pildam;
ograni&ens zahtevom da buﬁe izrefena nepaaredna kao ma-

teri;jama invari;jm’ea n;rpana _;}gr. | ;j_e

gde je tp Drva a %yy druga glavna invarijante temzo-—

ra napons, Ako se uvede i zshtev da jJe naterijal nestid-
liiv t3. tI Oy za idealno plastiém naterijale uslov

telenja se svodi nae oblik

(6.9) | ﬁII = conste

5t0 upravo pretsbavlija Henki-Mlizesov uslov tedenja.

U teoriji plestilnosti sa nesimebridnim tenzorom
napona uslov tefenja moramo shvatiti kao neku relaseiju
oblika (6.1) &ija struktura Je ogrenifena pre svege veé
navedeninm zahtevom a#. koﬁatituti‘bna relaci je dopustaju
inverziju (koja nije @bavezne Jednoznalna), a sem toga
da Je pc svojod formi :m.varijmm u odnosu na SVe one
lokslne kordinatne transformacije koje karskberhsu si-
. metriju posmatranog mﬂtc:eiaala (imtm‘pija Eristalne kla-
se 1 s8l.). |

Ova]j drugi ﬁahtw' & uslov #ac“.m & moZe da se fer-— |
mulife na sledeéi nadin 1 sko ¥ = F( x ) cbrazuje gru-
pr brensformacija koje karakberidu simetri Ju posmatranog
materi jala onda u odnosu na te transformacije mor biti O

Zuvena struktura funkeije tako da Je
(6.10) P ¢ e(iaﬁ. oK) ) = $ ( 54D, —-i(:ik) ),

pri Cemu su t(l'j) ' (‘ﬂ:) tenzoxi napana i naponskih
spregova u ednosu ns x:i -



O

Uslovi telenja | . 48«

Da bi na funkeiju @ mogli da primenimo danas POz~
nate rezultate invarijanata (v./Q/ ), za pojedine kate-
gorije mabterijalnib simetrija neophodno je tenzor na~
ponskog sprega 1zreziti kao tenzor drugoga reda 3to se
mo¥e postiél koristeéi & i3k tenzox

(6.11) ¥ = 1e,  mH

| s
(6.,12) 4L = &
tako .da funkciju > posmatramo u obliku
{(6.13) P = (_P ( #(ij) $ m3 ‘ )e |

FNaZalost teorija invart Jansta Lunkcija dvaju ten~
zo¥skih polja joS ne posgtoji ved je razradjena i to u
po¥punosti samo teorija imvarijanata funkcijs koje za-
vise 04 jednog tenzora i izvesnog broja vektora. U ne~
dostatku odgovarajués teorije invaerijensts mi demo se
ovde ograniditi samo na izotropne materijale tako da
po analogiji sa /7/ 1 /8/ moZemo da predloZimo samo
neka gruba resenja.

Skalarna funkeijs nekog tenzora dr’uboga reda inva-
rijsnitna u odnosu na grupu ortogonalnih tx-msfomacija
(karakteristika izotropije materijala), mora biti fun~
~ kcija invarljenata toga tenzora. U asnalogiji sa izrazom
| (6.7) & koJji proistide iz tensorski linearne teorije 1
prena postojeéim rezultatima teorije invarijasnakta fun-—
keija disipacije b treba de bude zavaisna od moment—
nih invabhijenata

— ij | | oo o X #1
(6 14) tII - & ti;] s 0= My I3 s
2. pored toga i od zdruZene invarijante

(6.15) T = t:ij my 3



Prema tome uslov telenja u opitem slulsju jeste neka
relaselija oblika

(6.16) | P ¢ tII ﬁII $ E ) B 0.

Haknadns ogranidenjia keao Sto Jeo npre mtpastam
- ma*&iﬁlﬁi‘waﬂ matorijals sema po sebi dovodi do da-
._;mﬁémdn v mglmu st ure :i‘zmkaiaa D

yhrebno pr i - rukturn te Widﬂnaﬁb—'
aim na m@mtﬂm 1o kakvih uka primentalnih podataka
o ubicaju naponskog epraga ne uslove telenja sve apITok-
simacide funkeije @ ostaju sa sada u granicams proig-
voljnostl pa se stoga u to pitanje owde nedemo upultati,




EKao Sto je u uvodnom delu veé redeno ovaj rad
predstavlija pokusaj da se u dubu savremenih koncepci-
Ja osnova mehanike neprekidnih sredina teorija plas—
tifnosti profirli tako da obuhvati naponsko stanje ko-
Jo ukljuduje i nesimetriini deo tenzora napons. Sa
metodoloske tudke gledifta ovaj rad predstavlija poku—~
5a) proudavanja procesa plastiénih telenja realnih
materijala posmstranih ga stanovifta ireverzibilne tex
nodinamike koJjima procesl plastiénih befenja nesumnji-
vo pripadaju.

Odsustvh teorijskibh yadova 8 Jedne i eksperimen-
talnih podatska s druge strane o utieaju nesimetrié-
noga dela tenzora napona na oblasti plastidnih defor-
macija realnih materijale, uticslo Je na strukturu o-
voga rada i na nséin prilafenja pojedinim problemima.
U tome c¢ilju rukovodili smo ge izvesnim dopuétivim a~
~nalogijama koje postoje izmedju teorije elastidnih i
| teorije plastiénih deformacija, bar 3to se tile prodb «
lema formiranja osnowvnih wveza. Remultati do kojih smo
do3li v naeSoJ analizi plastidénih deformecijs predste~
vljaju osnov ga dalja teorijska istrafivanja i ekspe -
rimentalnu proveru. | |

Upudtajuti se u proudavsnje postelastiénih  ob-
lLasti deformacije sa nesimetridnim tenzorom napona ko-
ja su sama po sebi opdtija od klasi¥ne beorije plasti~
¢nosti nismo Zelell da se egrmié:um na tenzosku linoe~
arnost odnosno na strukturnu kvazilinearnost veé smo



- nagstojali da sve rlaecije budu dovoljno opste tako da
se pod odredjenim fizidki plauzabilnim uslovima svedu
' na uobilajene tenzorski linearne veze. 3 te btalke gle-
dista predlofeng profiremja zadovoljavaju. |
Ogranidimo se u ovoj diskusiji na tenzorski 1i-
nearnim vezama (4.20) 1 (4.21) koje vaZfe ma izobtropme
materijale. U tim relscijsma simetrifan deo tenzora na-
pona zavisl neposredno oa tenzora bm:lne deformaclije &
naponskl spregovi od gradijenata thdoPangstloZenja. U
Dekaxrtovom pravouglon k@IMaMMiatem 1 za izodbop-
ne materijale ti izrazi sm dabi eksplicitnim vezams

tCid) -0, +(5¢3-"E5

RERY
(7.2 P b8t + b 0" W, '+(b;b¢)c5%f:+

+ b, w_” 5""‘+ bq.wf' 0"t b, w‘*"ed

| Aka je mabexrijal neatiﬁl;li‘v prva invarijanta tanzara br—-
zine deformacije dy = O pa relaaija {7.1) prelazi u
-uabiéajeni oblik | S

i zavisi samo 0od jednog koeficijenta (>  kojl se u te-
oriji plaaiénesti alimhaiée pomoéu uslova tefenja.

Relacija (7.2) ka;ja Je za nas od naroditiga :Lntera—-
sa, ne sadrii aks’pliaitna raﬁan;}a po kordinstama n gpons-
kih spragcva ved Je edred;jma kombinaci ja trih kordinata
pretatavljena kao funlmi:ja gradl jemata tenzora vriloZenja.
Prema strukturi relacije (7..2) mo¥e se izvesti zakl judak
da se u okviru linearne teorije za izotropne matexrijale
_n@@nm gpregovi Jjavlijaju kao posledica promene brzine
rotagije plastidnih deformacija. Eksperimenat bi trebao
da potvrdl ovaj zakljulak.



Iz rezmatrenja u ranijim odeljcima proistide da
i za sluésj nesimetridnog temzora napona postoji jJedan
uslov tefenja. Taj uslov tedenja jeste neka funkeija in-
varl janata (6.16) 1 (6.14). MoZe se pmtpoétaﬂti da je
za dovoljno spore procese plastidnih deformssija uslov
telenja (6.15) moguée aproksimirati sa dovoljnem talnos-
tli, nekim linearnim izraﬂﬁm koji bi p;*etstavl;iaa prof&i-
renje postojeéih uslova u teoriji plastifnostl sa sime-
triénim tenzorom napona. Medjutim pitanje tadnosti ta-
kve aproksimacije vezato Jje za plitanje rm velidina fak-
tora koji karskterisu nesponsko stanje a2 kake o redu vell-
¢ina kordinata tenzora naponskih spregova sa sada nemofe-
mo re¢i niita to pitanje linearizecije uslova telenja os-
taje otvoreno.
- Koristedi se snalognim rszmetrsnjims u teoriji ela-
stidnogti mogudée Jo odekivati da 3e Be iz bermodinamidke
analize moéi ddfediti struktura dlsipativne funkcije <
81lidno termodinamidko] disipatime] strukturi unutrainje
energije (v. /8/ ).
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