
B~eyo Komljenovi6 

PLASTICNO ТЕСЕНЈЕВА 

N Е S 1 М ЕТ R 1 СПI М 
, 

TENZOROM NАРОПА 
, 

Beograd 

1964 



• 

. 
Pored n1za YE~o aktue]njb р:roЬ~еша mehan:Lke nе-

prekidnih sredjna, 11k1 jucen1 h u okvlr ПШСn1Ь 

1sП-а!1vаnја Grupe аа Ma1;ema1;1ckog :Lns1i1tu1:ia· 
S.~.S. na]aze ве 1 рroЬ~ешi p~as1;icn1h de~orm8C1;)a re­
в1пјЬ ma1ier1jala. 

FО:И!l;iranје os.novJI:lb kons1:ii1;u1;iv:nih Veza 1 ш­
~ova 1;есепја pre1;s1;av~jat эу.эkо, OEJlovni probJ.em 1;8-
orije plas1;iCnos1;i. Dok ец u kJ.asicnoj teor1j1 plas1;1-
Cnos"t1 1;а р11;апја resena па zadovo~javajuC1 пас:Ln до1;­
~e, Ьэr kojiko је пата роznзtо, р11;anје kons1;1tuti1vtjih 
veza :1. us~ova tiecenja za з~цса3 nes1 wo1irije 1;enzora 
паропа do вада пј1је р:t'O\ЮSVВЈ10. 

. Uv1djaju61 znасај koj1 1;1 рroЫеш' 1macju za 
da.lj1 rszvoj tieor1je p~ast;i.cnos1ii Dr. Ras1;ko Stiojвnov:L6 
rl1kovodilac Grupe za reo~og1ju predloz10 mi је tu tiemu 
kao predme1; шоје Doktorske diser1;sQlje. Od neprocenj1ve 
vreдnos1;1 bi1a шi је рошо6 Dr. Н. Stojsnovi6a kako u 
izboru. litiers1;ure tieko 1 11" ",1 ~опsu.1.1;ас1јаП18 

! о ројед1,п~ш otvoren1m pi1ianj:lma i рrobl"шi,mа 1ieor1je 
p1asti1Cnos1;1. Naro6i1;o Dlij;Je sadovo1js1;vo da ве Dr. В. 
S1;ojвnov:L6u па оуа;) nae:Ln naj1;opUje zE3bva};i1R. 

PrO:fesoru akadem:lku Dr. Wac1a'l1 OlszakU se:fU 0-

de1ёJenja za neprek:tC!ne sred:lne Instii1;u1;a za baz1Cne 1;еЬ-
'ni~е problellle. pr:L Ро~јэkој akademij1 ПЭl11tа 1 svima 
saradDi cima odeljen ја зrdаепо ZahVal~( па pomo61 koju sam 

dob10 аа vreme pe"tnajs1;01R8sea1b studija u Ins1;1"tu1;u u 

Wвrsavl. 

Beogre.d. sep1;embra 
~964 g. 

в. КoJRljenovi6 
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naz1v 

:indeks" pros1:iornih kordina.'ta 
lndeks1 ma1:ierija]nih kordina'ta 
КОз1јет tenzor de:formacije 

Grlnov tenzor е 

tanZQr brzine de:formac1je 

O;jlerov 'tensor de:forJQ8oije 
Lagranze' 1:ienzor de:formao1je 

zapreminвke 8118 
ше1:ir1сk1 1ienzor pros1iorn;h kordinata 

me1:ir1ak1 tenzor ша1iеriјаЈn1h kord i n a1:ia 
. 

zарrешinsk1 spregov1 

naponsk1 spregov1 

general1sane pros'torne kordina1ie 

generalisane mater1js]ne kordina1:ie 

Dekв.r1;ove pros'torne kordina1:ie 

Dekartove ша1ier1јвЈпе kordina1ie 

Кr1sto:felov1 simboli (ва g1j) 

ma1:ier13a]nj Кristo:felov:L simbol1 (ва g) 
koe:f1c1jen1:i1 povezanos1:ii u odnaosu па g1j 

koe:f1c1jen1:i1 povezanos1:ii u odnosu па g 
prosto:rni elemena'tlHka 
ma1:ier1j a lnj elem~na1:i luka 
uЗtupnа entropija 
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speci~icnaen~ropia 

1щu1:;rвSnја eDergija 
spec:i~jJSna 1Jnu~a~nja energ:i;ja 
k:ine1:;1dka energ1ja 
gus1:;:ine. ро ;jedin:1.ci zapremine 
1:;empera1>ura 
spec:1.~iCna slObodnaenerg1ja 
1iеrD10сИпвm1iSk:о naprezвnje 

vrtlozencia 

D1a.1:;eri;j81.n i 1*vod 
parcijaln i k:ovar.1jan1:;ni izvod 
'cota1n~ kvоar:i;јап1:;ш izvod 

1;enzor napona 
parametr1 роdэ1:;anјв 
plas~ntj potencijal 
Кronekerov s:iШЬоl 

invвr1јал1iе 1ienzora uЩ?опв 

:invarijan1:;a naponskog sprega 

ШОD1еп 1:;na invari.j ап1:;а. 

, 
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Prе1:;роз1lavkе c1njcme osastavu i unu:trаSnјiщ 

~izickim osobiname r е а 1 п i h ma'terijala па ko-
ј' та је klas1Cna mehen'lka neprek1dni,h 
dina ogranicavale su vost РОЭЬОје6е 1Ieorije 
el88"ticnosti па uэlш klasu Jla1;erijala (m.e1;ala i dr.) s 
jedne 1 па оЫав1;ј" 1~1ni1;iz:tD)8]n:lb elas1;lCni.h de.~orill8-
с1.ја 8 druge 8trane. Тэkvа оgrаю:l сenја dovodila зu ао 
zna1m.og suzavanja mogu6nOS1l1. 1;eori;jske аюзlзzе пteћ8'О"' с­

k:lb oso'b1na 1;еЬп::l ck1. п!пј Ь Oblas1li kOn8c­
n:l Ь 4ef'orв'8ci;ja i vаюеlastiCn1 Ь zona-oblas"t1. plas"tic­
n'b de:fo&lhscija u ko:lma 8е mater1.jali ропаБајu па ']О, 

lоin1:;еrеsan1;эп nac1n os1lajale su van аошепа p.r1menl;ji­
vos"ti pos"toje6e 1;eor1.je j,nf'1ni "tizi.ma)ni Ь de~orll!aclja • 
PokuSaji ё1n;:}en:l poslednjib god:lna аа ве pogo­
аan i pouzdan t;eorijsk1 aparat kOЦl Ь1. зе ђ.t. a4e11aatan. 
nacin dale predvi.de1:;l 1. ор1.за1;ј" ројате i ропаЗanје ша­

ter1jala уan оЬ1.ast1.З nf'in111izlт81п1Ъ в jedne 1.van 01>-

1881;1 elas1;i~i h d~ormacija S druge strane, dovel1. su. 
ао v.rlo i.n1:;enz!v,}:!h teorijs1db 1. еksреrшentв1п:lh 18-
1:;raZ1vanja u теЬ8'О'Јсl sred:ina. Rezu1.tat ""О­
ga pove6enog i.ntere$a аа рonаЈеnје koje pOkazuju mate 
rt;Sal i u oblas"tlma ;Ј nf':iђi tieo-
r1jom elae1;1<Snosil1 . jeste аоЬ1тево 1zgra4":,, 
п;Јоа teor1.je konacDi 11. . d~oJ.'ldac1ja i te.or1je plastiicnos-
111.. Izgradnjom ovi.hd.ve<1u "teor1jauci.n;jenasu smatma 
prosi.renja f'enomenolo!ke tieor1.je dеf'ОЈ:щаСi;ја. 

NoVija 1.s-tral1ven;Ја u f'lz1ci cvrs'tog s~anja 
ukazu;Ju аа za ро1;рщщ ~eori"u nap01"lRog s"tan;Ja cvrstiog 
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tela u oblast:ima еlast1бп1Ь de:formac1ja dovoljeD aвmo 

simеt1.'1беп аео tenzora napona~ U n:1zu Рэdоуа objavlje­
n1ђ pos1ednj1h Водјnа а koј1 зе оdnоее па рrouбаvanје 
оуе k:oncepc1je оsnоуа mebMikesred:ina ро-. 
1I:azan o је аа nes:1met1.'1ja tenzora Ј,н!роnа povla~1 za во-. 
Ъош pojavu novih ve11(Sina potrebnjb ае. op1l!Jivan;je nа­
pons1l:og s1ian;1a 1iZ.!i!'Џ!S3D. 

пvoајеnјеш nеsimе"triбnоg tenzora nщ;>ona 1 
nа.роnзk1Ь spregova u 'teo1.'1ju nа.роnзkов s1ianja Р1''Ов1-
1.'en је domen "teor1.je elas"t1c:nosti па materi.ja1.e ва 
OBobinama 1I:o;1e ве nisu dale podvx-6i роа rэn:l.јu "teo1.'i­
ји. Та pros1rezlja omogu6:11a su аа. ае па ргј родn:!.;11 na­
cinobuhva"te оsoыne reaJn:1b materijala о 1I:oj;\ma teo-
1.':1;1a elast1c:nostl zaanovsne na1l:0ncepciji 
"Ь!. tenzo1.'a п ЩЈОn а ni;Je mogla dat1 raCS1.m а.. 

Klas1cna 11&o1.'1;1a plas"tlcnos"t1 oplsu<ie sЩi­

"t:Insk:i raz11c1"te procese od оn:l.Ь 1I:oje opisuje 11eorija 
elaat1cnosti. Та 1.'аZi1'1kа 1zmedju os"talog sasto;J1 ве u 
"tomo s"to d01l: је elas"tl(Sna oыstt okarвk'te1.'lsana poVX'a-
tn.osou рросева "Ьј. op1ier06enja 1ie10 ве 
ба u p1.'vobltn.u kon:f1gurac1ju u kojoj de:formao1je pot­
рјnо 1всеаауаји а вnerg1ja роЬеЪnа da 1ааzoуе de:fo;r.. 
таС1је potpuno је povratn.a 4ot1e u p1as"tlan oj zon:1 
javljaju ве zгos"tale dе:fоrщвсi;Је aenergija utroAena 
за 1zaz:l..vMje 't1h de:tormao::i.;ja ве ро'Ьр11ПО :1..11 de1;\m1-
Cno " rastura <. ро te1u. .. RasturM je'~ 111 guЪi"tsk 

• 

eners:l..je Сln! prooes plasi:;1cnih dl':l!О1.'щасl;ја nepo;y:ra1:i-

111 ,п ,!!!~ 

011j ovog 1.'ada је роkuЗа;ј pros:l..renja 1I:las;l б­
ne teo1.'1je plas"t1(Snos1;j. па baz1 koncepci;je nes1mebr1a.­
nos"t:l.. "tenzo1.'a napona pot1.'ebnGg $!Ia op1si.v8n je nti>Qns­
kog s"tenja vode6:1.. pri 1;оше ract1ua о pomenui:;:1m :rszl:1ka-

procesa, v 

Пtа prirode e1ast1Cnih ;i. p1as"t1on:1h de:formaoija. 
U "teor1j1 p1astianosi;i kao i u озtе1јт 00-

las"t1ma mehanike neprek:l..dn1h зre<1эnа :fo1.'mirвnje OS­

nOVK11h veza (kons1;i"tut1vn1h ;:Je<lnaC!ina) moze da ве 

, 
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zasn'1va па ата nacina. Јеаan 'nасin ;jeste postuliranje 
konstuti увlћ јМnаёinа (Koiiijeva metOda), koriate61 
prl tome rеzultэtе eksper1menata rad1 provere i korek. 
cije postul1.ran:lh veza. Drugt nacin (Grinov metod) эа­
sn'1та ае па energetskim razmatranjima pojedln jb prooee­
за. 

U teoriji elasttcnih de~ormactja pokazano је 
аа pr1 velik1m d~~0:r:xllac1jama ОУа ата metoda nе аотоае 
40 роtрџnо 1stove"tn1h rezultata. Кмо u teoriji plasti­
cnosti u tompo{51edu za задд Пета f'.lts:perimenta1 n ih ро­

dataka nitt objavljenih teorijskih raz.matranja to вто­
зе orijentisa1i па Grinov metod 1z razloga 6to је iree­
',erzibilnost nesumljivo b1"tna karakteristika plasticnih 
derormacija ре је prirodno ocekivati аа 1z tеrшоd'nаmi­
ckih razmatranja 1. anal1ze plast1cnih derormac;Lja moze­
то а06' ао izvesnj.h zak:ljuCaka о uticaju nes:i.metr1je 
tenzora napona i prisustva naponskih spregova па proce­
зе plasticnog tecenja pre nego iito Ы to bilo mogu6e 
ucinit1 1z postuliran.1h konst1tutivo1,h veza i а061 ао 

nekih zakljucaka о energet1ci plasticnog tecenja. Dru­
gim rec1ma ireverzibllnost p1asticnih de~ormacija је. 

ste riz1cka c~jen1ca koja slgur.no ааје podatke о p1as­
tlcnoj derormacij1 te1a dok unаргеа pos~til1pane konst1-
tut1vne relacije а priori preclz1raju kakav materijal 
ае poamatra, baziraju61 ta posmai;ran;ja najcesce па те· 
ота grub:tm pretpostaWama о prirod1 nezavisno рготеn-

1jivih i оа njih zav:tanih ve11cina. 
Zele1i Ь1вто jos аа nароmenето аа је katego­

rija ројауа koje эе proucavaju u отот radu i pored 1z­
Teвne sirj по щ:;ran.lСenn. Ograni.cen;je је izazvano pret­
розtavkоm род. kojom razv:t;jamo n~a proucavanja nајте 

pretpostavkom аа је proees plasticnog tecenja koji ве 

отае proucava i !;!9 ~ Drug1m recjma 
za s1stem ве pretpostavl;ja аа је ра ве stoga 

по тош rаСШl8 n10kakvim spoljaSnjim termomehsnjok1m 
erektima. OVa ogranlcenja зu 1z~~sena pre svega radi 
toga аа ы pojednostavl1:il:L p:roucavan;je, tim рхое s-Qo ko-

· '. 



1. Uvod 4. 
• • 

liko је namэ. роmэ.tо, ·zэ. sэ.dа ne розtОје nL"'=akrt re­
zultati u ovoj оЫэ.stl ва kој~э. ы1 ве nnэ! zakljuccl 

m.ogli аа porede. 
Паэа narednarazmatiranja prov()d1cemo konse­

kven"tnom prim.E'"nom tenzorske :ms.llze dvostrukjb tenzo­
:rsklh plja. Эет toga za kj.ne1l'18tl&to-dinam1ёku stranu 
problema upotrebljavacem.ovec izgradjen sparat konac­
nјЬ dе~оrmасiјэ. i u vez1 toga sluz:1.6emo эе nesto izme­
njenim :formame, (prilagodjenim proЫemima mcl:uщ:ikе ko­
naCn:l.h de:formacija),osnoVn:1.h zakona meh:,,nike.zbog re­
аје upotrebe d.vostruk:i.h tenzorsk1h ро1;ј,:\ 1.1. pJ.~()blemim.H 

klasiCne ~ehnnike :1. zbog nesto promenjenog oblika епа­
liticki.h 1zraza. os.novnih zakona, kao i iz razloga kon­
tinuuiteta u proucav8nju postavljenog problem.a smatra­
то kao роьодnо 1.1. okV1rima ovog uvoda a&~o kratak рге­

gled епЬ опћ izrэzа i d.efinicija. Precizr:.ije de:fini­

cije тоБU ан 86 nad.j1.1 u /1/, 12/, 131 1. /4/. ~to Э6 

о;;nэkа tice nS.})omen:i оо зато tolikoda шno Z'e рr.idrZэ.­

vs.1.i оniЬ koje эи аа'Ье и/11 i /2/. 



1. UVod 
Ii :2. 

• • 

u ovom. radu slu.~:1cem.o ве дтеШ8,х'в1ајЦlв. kor­
<1 ina'ta: )(.1.:1 pros'tornim х4 ва indеkвјП/II 

oznacen1m шаlјш grСk:1.щ вlОуј та .t t (3' <r' :1'td. za 
ma:ter:1jaJne :1 mal:1.щ slov;i,mв la't1,n:l,ce .i. t i t ~, :1td. 
za pros'tor.ne kordina'te. Вт:1 :1nde1ts:1 mogu да :1ms;ju 'Z'E!­

an.os't:1 1, 2 i 3. каа. ве re(i:i о Dеkartоvо.щ pravoug1om. 
kordina'tnom sistemu tada сеmo upotrebljava't:1oznake 

. 

'z. 01:1 x~ za materijeJne оdnоsnо pros'tor.ne kоrсИnа'tе • 
Мaterijalne kord:ina'te vеzu;Јеаю za ро;јед:1nе 'taCke 
дјnе :1 one su kons'tantne za jeдnu odred;jenu 
pros'tor.ne vezujem.o Еа 'ta~ gео.щеtriјskоg pros'tora. 

(1.1) 

gde ., 

(1.2) 

Pres1ikavAt'lje 

:1gra ulogu vз:еmenskog рщrашепа, nazi vааю 
'/ 0I(а:" t ' za f't1nko:1je л ;) pretpos'tav1jamo да su. 

ва izvodima до potrebnog reda :1 да su 'takve да 

'tako да је оЬеЕЬедјenа :1nverzija u. obliku 

k Ii(Xo('l' :х :::::t I [.). 

!zraze 

(1.4) 

nazivamo gradijen't1ma de:t'ormвc:1je. Znak .t , tt pre'tsts:"', .. 
1ја parcijaJn:i а znak .. , " 'to'ta)n1 1Е'од 

ро odgovarajueoj kord:in ati (Siji :indeks је 1Еа znaka. 
Dvos tз:mkо 1ienzorsko. pclje је 1ienzor tipa 



Zakon trаns:fо:иnасiје apsolutD.og tlenzorslcog роlја dat ;Је 

ва 

(1.6) 

-r oJ ... J,..,k •. · h ..... 
Tenzor Т •. '}' '1"''(.( је М puta kontrayarijantan, L 
puta kovar:i.jan'tan u odno9U па fЉ<Iter:i.;ja1ne kordinate i 

111 puta kontravari;jantan а 1 puta kоvar:i.јаntЯD u od­

nosu па prostorne kordiDate. 
Parcija1n:i kovar1jantD.i :i.zvod npr. apso~ut­

nog "tenzora т1 de:f:lnise ве kao 

u odnosu па mater:i.ja1ne ј, kao 

(1.8) 

R 
u odnosu па prostorne 1tord:inate. Vel:i.o:1ne r;;..,. 
pre"ts"tavljaju Кr:i.вtо:t'tйоvе si"bole u odnosu па 
~ J~ kao mаteriјзЈ.nе odno:mo prostorne ro.etr:i.oke 

Ako је dato presl:Lkavвn је tipa 

<r 
i fd(З 

~ki :i. 
"tenzore. 

tada ве de:f1n1se tote1n i kovarijantn:i izvod u obliku 

~ 
т = 
J'~ -
Ј 

а alto је рresИkavan;Је homeomorf:'mozbog oega је :1 

(1.11) , 

tada ве de:t'lnise јоз i "tot·8]n1 kovarijantD.i izvod u оЬ­

liku 



1. 1Jvod 
" ; • z· 

Х!: 1zraza (1.10) 1 (1.11) sledi da ~e 

Оdnоsnо da ;је 

(1 • .1.4) k - т ~ vt'3 TJ.'t.= .1.'1"01\,( , I{-- , 

Re1aci;je (1.7), (1.8). (1.10) 1 (1.12) su od­
govara;ju6i izvodi 1;;en!5ora тЈ ;jedanpu1;; kon t;raver1jan1i­
nog u odnosu па pros1;;or.ne 1 ;j8dsnpu1;; kover1;jan1;;nog u od­
nosu па ща1;;еriја1nе ko~jna1;;e. Ovа de~inic13a kover1jan­
i:;nih 1zvoda medјu1;1щ та!;1 za шв'kо;ј8 dvos'truko 1;enzorsko 
ро138. 

Gradi jen:t1 
1;enzorska ро1ја 1;1ра (1.6). 

је (1.4) su dvозtrџkа 

Е1етеп1;; 1uka u ша1iеri;јаlni lll kordi,natem8 

(1.1.5) 

пюzе da ве. pom.o6u transfoz:mSioije.T napise u oыku 

(1.16) 

(1.17) 

Ков1јвУ tenzor dеfоrшвс1;је. Sl!Cn:lm post-upkОJD. JD.ozeDlO da 

elemen.1i luka 

(1.18) 



,. п • I _ _ ' УI , 1 .; 

gQ.e је 

Gr1nov 'tenzor de:formac1\1e. 

4 
Х.'" 

I 

," 1 
, , п ; В" 

OjJ.erov tenzor 1U mn'bezf.ja1.n1 t:e.tU!or "~a- . 

t1vne de:foX1l'..acije ~(I defin1§e 8$ kao 115r83 dat за 

(1..21) 

d.ok 8е I.agrsnMv ·tenzol' 1\1 prostoJ:H:1 tenэоЖ' жеlаt1'tnв 
defoml.iC::Lje е ijdef:f.ni З.е k;.80 

О ... г2) Q .::::. Ч .-.Ј: .. 
,;; - di'd 'Ј 

. 

Ш;st;еriјs)ni, 12I"VOd 1>0 У:сешепи ;је 1zVt)d ро 

aerol pr1 ko;jem 1$0 1Jater1ja}ne korQSnete ~e mеп-,ф. 
118%.'1.18).01 io0vod PI.'O.uo~'U06 1ienzora (щiа1.ј;QВ.1 tеU1щ 

мао-

,ОО "tenzor 1I1sa6eniO t1enzor >, 
~e па slede6.1 naC!in 

! gde 8u 

1'1 .. • k h Jt е 

~f = (~(x. ~.-t) == .?Ј + а ! -=. 'ЈЈ_ +J!~ х 
t> т - Ј I 'd f с т 'di 7 Ј i. 

D _. 
Dt ( ) = ( ) 
H~ 
-.:. = -'Jt 

,H~ 

bi::5:( 



-' .. .,-, .. • .. .... • ц , • 

(, 
.'. <..'! .. 

i,la(;ijr;i.ja'j nј izvod tеn'Цоrа. (Ј .• 21) d.xt је ва 

, • • 

(1.24) 2. ~(" == ("01(.1- c;JJ(i = Q. d,'j 'Ј:';".:. 'X/~ 

e;d.e је 

(1.25) 

. ( . . 
te:rtzor ЬГ,,;inо сlсi'огщасiје. а 'х ~ 1Ј' ,х; ~11 brzina. 

Gradijent brzine de~ormacije је 

(1.26) 

, 

G:t'adi;jent brz:ine de:formгc1je zJ;'J' moйе da. ве pre'bs'bav1 

РО:щQсu tenzora brzjne de:form.ac1je i 'benzora w'j na.ime 
i 

(1.27) z)<'j = Хј;ј= 'Је; v,.i == d.,·i +~c3' 

(Ј..28) w... =.: .i (lJ.., -1 --1Ј.; , ,) 
(СЈ Q ,,, (ЈЈ 

tenzor vrt1ozcnja. 
Јеdnорэ.:rеmеte.rskа fam:J.11;ja trans:forma.c1ja 'Ь1-

рв. 

ko;jQm ве oc3rd;jena ma'ber1;jalnav,aoka Х о( u рх 
tGrne tac1te naziva 8е !~ е, !e~ Тгans:fОХ'!пао1;ј8 (1.29) 
su ро pretpostavc1 takve da .,е mG.gu.6e pi8a:1;1 

х ""= х 01.( ;rk; f) 

Вrz:ina 'Ь8.01l:е >(.Ј. data ;је ва 



, 

1. Uvod 10 • ...... '-,....-.. -,_._ .. _---' -'._-------------------=::::.: 

(1.31) 
• -

• -" Х = 

'd7JN v- k -'-е. 
;;;г -t .. ( 'х 

Лkо 8& f оznасшо gusti.nUIr:аsеtеДа једпа-

protstav,lja zclcon oclr~ar:ja JD.c.s~ 111. јcd..тщС:iпu kontinlu­

'teta. 
Izraz 

-д= J{iJdv 
" " .) 

p:z.'etstavljc. 

ncc; с1еl1.Са. 

uobliku 

kolicinu kretanja а v је brzine materijal-
Zekon koli<Sine l.Tetanja mэzе аа Эе napise 

gd,e је Jl 

• ... - -~, 

// .','. F 
к;. -- -

-. 
kоliсirш, kret<mja а F re~-;ult;lljuca э1113. koja 

dejstvuje пг tel0. 

gcle је ? 

Мomentkol1.~1ne kretanJa de:rini~e ве k ео 

L = Ј (1')( iJ о/у 
, 

Zakon momenta kolio1ne kretanja dat је эа 

• -- ;й L = 1"1 • 
• 

vеklюг polozaja materijalnog deli~a. 

.Ako па nekotelo ograni сеno konacnoJD. obla.s-
t1 zарrе:ш1пе У1. gran i Cnе povr~1ne S dejstvuju za- , ... 
previnske э11е} • povrsinske з11е ~~. zapremjnвki 

• 
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• 
sр:ге(;оvз. 1:1. '~Ov.t' Иnskl - t a d(.t. 

је 

rezul'tuju6a sila koja d~js~vuje па te10 а 

(1.37) 

:rе :;щltuј'U6i mоmэnt koj1 d.ejstv-o.je ta telo. Zakon k()ll~1.­

nе k:retsnja. i momentakoliCSine krеtЭDја moze ее na.tJ188:b1 
• 

i.' оЪl:!lщ 

sto poв~e l.zv.....senog d' 1'ere
ncЦoanja pzelaz1 u о 

• 
1;0 ве 
zakon 

upotrebom . (1.,32) zakon koll(!1ne kre1;en ja 1. 

( 1.40) 

mошentа ko!icine kretanja mogu n~1sai;1 u obl1ku 

,_ . 0 

\ .''' ~. '..., ,.~ "~- " ,., .~ - \ 

• • . . . f't 
• О' . )ОО ' • 

. ; ,r2f"'4" 
~. ;-

: .. , . ~ 
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/Ј! f'lu)·n olll = Lbl'= I'1 Q I'-== 

=- !('fnkP't гl [1 .. 71' lt је(а'/. -+/ff eгp'T!1~ Љ)dv 

'О!:11;) рз:'ik!1ene ~,~~~ teQ;rэ::» 1:)4 Z" 

::Йi :U:I,tsc;ra11 щ~im~1 U obz!r йе; ~G 1n~egt"Q 

ci.J<-' ).x.'Oi:J;volj!'lrJ. to щn<ез1ro g10b:J]uih. i;;-,:,а:'щ (1,./1.(» i 

Hk 
Р

".. _о • 
.л.. ,,'-

w 

( kfJ . 'k"*"; '! .. -IL Г_ '1" .~ ... -

rQlИ.;јfјV 1''''''! 
joo.YlМUO 
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~,еlјQ 1'.г111 је da опт БО1!Щlата uvocn.of;: dela 

д.е.ЈnO min.imаlэ1'. prikaz о snovn:th "tе:Х:'!!lоiU.1'.аюi ckih :pojmova, 
de1~i1'.ici ја i аnы1 ti.31dh relac1.ja :po"trebni Ь 11.1. u ваmoј 
оЬ!'эД:i nэsеg glэ.vnоg predm"iia 1.11 za :po"tpun1.;Je оЬјаSn;је 
nје 'termodina.'I1ickib pl>jmova bez kojib nemozemo pro61. u 
prouc"V&"lju postav1.jenog zг.dэ:tkа. Napominjemo da ве ро1;-

~ .' 

r"хйi.ј:l оЬјаsnјеnјal[П10gu nас! u. knjige.m!? 111 i 121 ko .. 

~ijТ!l"', sтo ве sћlzi1i kod p1.san.ja ovog dcla uvoda. 
Sku:') рaramе"tаrэ. V<\. Ј gde је а. =1, 2, •• N, 

1.,,:() ј:1. 11 daiiom t:rеЩl"tJm 1 па ttэ:tоm mesml u "te11.1 dеЈiщј с ... 

по odredju.ju l..<."щt;rаSn;јU .;1nerp;iju lJ nazivamo PO.~t:~~e. 

OViperat!le"tr1 $'), proizvoljni а d1ш.enziје j,.m ве mogu 1.z­
razi"l;1. u me...'Il8D:j,ck1m i elek1i.x'omagne1;skim jedin1eama. Ра­
rа.'IIl<зtri podstanja mogu 1.1 opi§1;e1II. slucaju da budu neke 
funkoije 1;ipa 

(1.44) 

Za :po'tpHno. Оdrdјivэ.nје tшu:traSnје energi3e 
1.1vodi ве dOP1Ulski ska1ar.n1 parame'tar П ltoj1 ве nas1va 
e,n~op:i,aa. Umesto param.etra Н pogodno је sluz11;1. ве ва 
рэ.rа..mе"trо.m '7. ko~i ве naz1va mmei:f'1.cna entiJ,:opija а 

det':iu:l.ee ве izrazom 

gde је Н 
nergija тойе эе nap1sa1Ji u obl:1.ku 

и= u (7 и х"'-) 
I Ц., I 

Kad . su kre"tanja odredjena 1;а4а э. parame t;ri ZI'&I!. i,/ РО" 
nate :f'unkci.je шatеr1јвlnе tacke i vx'emena ра ве mogu 
nэрiва"l;i 1.1 obliku 

(1.46) 

ров1е сева ве unutraSnja energ1.ja moze nap1.sa't1 u 
11ku 

оЬ > • 
, 



(1.47) и=и (x"'-I) 
I 

Ргеша izrazu(1.45) unutraвnja energija U 

odredjena је а) v:redlloscu рt!rэmеt~rа podstanja 2/"L 
Ъ )vTednoscu s'pec:1:fi~ne en:trop:1je с) ob1.1.kom. :Тun.­

kc~.o:n.alne zav-lsr.osti U(7Y~,X~energije од njenih аrgшnе 
De:ta. 

SktlJ? pe.ra~1iв.ra 11"':1 '7. odred.juju 'termodi.-
n&micko st8;l'.o.J.t! ~ jednacina (1.4'7) nezivl3 эе ~a1qr~-, 

Ако U nе ~апэ1 од. х'" kazemo да 

Tokom d.aljeg ra2'iша:urвn;Ја obl:L~ :fl1nkciona1ne 
zRvisnosti unutra!nje energije од paramrtara stanje је 

potyиno pro1zvolja:n. 

!.с:ш.рt:Jr~а. е i termog'i'!t!I~1,*O nа.щ:.'еza:nј,? 
"["L dеIi1.lis;,щi зи kao 

(1.43) , 

ре ве promene. 1iеrmоd:inщnlсkоg stanja јеdпе одтедјenе 
'tlli'.ёk{., ДЮZ€ nt'pisati u obliku 

ZbQg 

с9 

(1.48) termodinam1.cko naprezanje 

mozemo dapretstav1mo u оЫ1Ки 

(1 .• 50) 

[ .\". ... ..... _. ... "ещреrs.u ...... -... 

sto zюас! да ви tex'll1odintii1l!iiSko naprezanje i tempera1iura 

t;a је эа 

(1.51) 

MaterijaJn1 . izvod energj.3e U dat· је ва 



(1.52) ~Ц I 'k, ---+ џ( IJ :r 
r,Ji ' 

gde ;31:" 

1i!.: о ';J~ ... 'l"~ 'd~ 'i- ':J!.i 9Х_'" 
<Јi /Ј i 'd f . '-Ј Х,,;. 'Ј ~ 

_. _. ~ - {""'! 
1 - ,О ...... 

~)(o/ 

WЩ7;.!.'аSnја ene:r.'gij;a U је :fttnkci;ju. 'tipa 

;ја tеrщod:lщ;!!цi.сkе ZtinJc:cije p.!.'etpostaY~jam.o 

d", н .. g1atke еа izyodima do pot.r-ebnog Ј.'вОа i da dopu­

i!itaju inverziju. Izraz (1..53) molе ва sad nep:1aa-t:1 u 
obliku 

KO:l:iste6i јеdпаб:lnе (1.46) шо~emo (1.54) da 

pisomo u ob1iku 

(1.56) и= 2А(Э,~) 

Izv.!.'se 1ј. а8 ОQБоvarаju6е zamene u (1.501) i (1.502) do­
bivamo 

(1.57) 

OVе ;:JednaCS:lne naz:1vamo -temod:i,nem:f 0k1m jednaiS:lnama B"tanja. 



. . 

• 

• 

Kod rea1n1h . .,v8k:tlj plast1onOj а .... 
:fo:r1Q8ciji pzethod1 в1;~;)e e].as'ti6ne је. :rz tih 

. raz].oga ве JleCemo zadriava1ii па proucavan;)u 1;zv savri\;ee-
по i].i 1dea]no p].as1i1~n'b S оЬzirош па 0-

gran:1cenja koja su uvedena \1 рrеdhОdnош odeljku. 100 је 

pQ].una ;)еdnас1 па . аа da1.je ј.dnаа:!п. (1.5].) 

zvana . ! II :!; е Ako ве .е81;0 U 

1 "l uvedu f Е- :1 f7 , gde 8u f, spec1:f':1ёna 

energ:1;)a. gus't1na sрес1:filШ.е l.Џlu1lr8sn ;)e ~erg:t.;)e 

а f7 guв1iina speci:t1&3e entx:opije ро јед:!п1с:!. 

пе posma:Crsne noprek1dne вr.d~n.t 1io .ев1;о (]..51) ро-

sma1;r8mo relaci;Ju 

(2.],) 

",. 

Velicina рг ~ pre1;s1;av].ja (u kon-
1iinuuша) e:feka1J rada 1mu:trab31h 811а pod pz.tpoo1ia'V'ko. 

. . 

аа ;Је 0181;е. izolovani. аа..... '. 1z.ora 
I g1;Je. Ров1;о ;Је trlllod1,DamHSo nap:resanje potp1Jno povra1mo 

( /1/ s1;r. б~9 ), :to ;је veUc!na f r>' ih o:feka1i ро1'IЩQО 
pov:ratnog de].a rad. unu1;:rаЬјјЛ в1Ј.а • 

• 
ОЬеlеЫ.шо ва А ukuP8n (.еЬвп1ё1d) e:teka1i ra-

"а. 1;;). e:fekat :rada napona 1 nspzegova а аа 

'. D'Л e:f'ekat rada koj1 oc1govara d1Siраt:1VI. 1 ш :1 еа . .~ 

~ . e:fekat рreоs1;а].оg-роvrа:lшоg ао].а :rada 1zazvanog ' е · 

].аs1iiбп'Ь в11а. Re1ac1ju (2.1) aol8mђ вааа Jlap1sat1 u 
оЫ,i1щ 

• 

• 



• о 

2. 110401 
'1 • 

(2.2) [J~ - p€Ji= ЕА 
Жцо ~e Е - Э?-- ср 1;0 88 

Z~ 40.o1~o 8pore procese 4.tОђАао~јо moie sшаttrа1i~ da 

;Ј8 рroшепа 1;emper~1iur. Рr.l.. detox1lLae~j~ doyo1~0 Ш81~ da 

ве ао!. zanem8r~'V~ (1;;Ј. ро pro1;pos1ia"Vc! n.avede~o~ r a n1-
је pretpos1i8ovlj8\11o da је pro08B ~zo1;er!ll1CJr1 dok u SПа-

о 

r~ pre1ipos1i.v1;;1amo da је Э ~ и ). ра ;Ј8 

IIode1 nakome z8sn1,vamo l1ава da1j8o rаzша:trа-
, . 

nja је 81.d.6:1. Nedeto;rm1s 
сепја 1irp~ uprvoj tazi 

о " .' r:1;Ja1 pdvrgnu1i pp1iere-e 
e1as1i:1Cnu . :1 

pr1 t08. је ce10kцpna povra1ina 1;ј. 
. . . 

ве. Pr:1 ras~ere60"jufvra6a u po~e1inu kont:1gurac1ju.~i 
1iakvoj ј1 . pr:1rai1iajaen1;ropije zbog ceg~ . . • 
ОЈ е 7 -::: <:> а celokupna в1оЬоdnа on'!rgija .1Ч ' · o&losno 

slobodne energ~j. <1e4n8ka J 'l Ьпј <)1, promene Шlu-
energ1je odnoemo ~ek1iu rada povra.t1l1 b 

ЩI:ропsk:ЈЬ вpr.gova k80 1d,1a koje и§е 
п 

rad • 

• 
(2.4) := Е А. 

• о • 

P.r1 1;оше је А '" ~ • Ј)А . = о. 
Kada napon1 :1 naponsk1. spregov1 doS"t1gnu 1z-

".. .... . ( .• ~IJ"L 
уеsnе vx'edno81i1 1i'a , .. 'Ј zakojeje7(f ОЈ, т l' o,p:roces 

; је . щје ПОо · po"tptJDo рО' ..... 1;О. T.da ве 
ја (2.2) lВ.o!e nap~sat1 цоЪН)с u 

•• rE -А::::·rОQ-оА 
Вrz~a promene slobodne energ1je sada је 6t&1-

по јеdnца o1'ektu povratJ:log rada (.las1;1CSnlbn8pon~ ~ n8o­
ponsk1 h вpregova.). 

(2.6) 

, 



2.l4Od81 
• Ј * • ф' 'Ј 

18. 

&11 је brzj.na proJl1en e unv.tr8 An;)e energije ;)ednaka се, 

10kttpnOJRradu '\1L jed:tn'c:1. 'I:сетеХ!а, 1;;). rad'\1L 

uk:upnog паропа 1. naponflkog spreg8 u jea1n1ci 
• • 

рб" = D А .~ 1;ко аа 1.z (2.5) pro1st1ce 

• • 
ро'? :-:: D А 

Relaci.ja (2.7)ј8 oanoVII" za пава dalja raz-
а. 

Ovd8 pred1.o~ .... 1 lI10del obuhvB:ta veOIl1& iJirok 

spektar оsoЫпа elasti.cno-рlRst1сп,8. lI1a~erijala а рој8-
• 

дјпј s~ucajevi 01;1. је proucavanje uobi.cajeno u .. . 

01 sadrf .. ni зuоvdе kao зресi;)&1 п1 sluСЧеv1. 
P.t-e svegaraza.otr1111() р1t;r,щје tlllV. 

ю& Ь1зе d8:form8.c1oja "X'B11a u оЪЈ .... е1:>1 nepovra-
tne de:formac1je pourebao је da .,.brop1ja ra$"te, tj .. 

(2.8) 

:1.' 1 -nr gde su t Ј 1 IJ1"'~ ukupni nароп :1. naponski spreg. ЗV8. 
ona паРQDзkа в" .. ој8. koja zadovo1.;javaju relac1ju (2.8) 

pri.pad.a;ju plas1;icnoj oblast:l. i (2.8) ;јеэ1;е' usloy t.oe. 
пја. Materijal се bl.t1 а ао је 

РIII ;ве uslov "tecenja :l.uaZava. u obliku '1 -::k 2
::..-~ 

• 

ср ( t ii trr/ill) ="1 ((i t7r;,"j ~ -k '2.= D 
; I 

dok u ops"tell1 sluca.1u relac1.ja (2.8) pre1;st.litvlj& uslov 

, 'v : 

ВеJl1 1;oga, 

t 1j= о , .1jЗt = о i 
Е 1: 

$а :1.а.-}по plas1>iёn8 JI1aber1jale ј. 
•• 
.А. ... D А. ра:1" (2.3) pro1st:l.~e da 

::Је slobodna energ:1.ja konst:mtr1a 

(2.1.0) 

u ~јпеааlој teor1j:l. plast1anost:1. 88 са 1.ае .. ]по plasv.1c­

пе JI1ater1jale 1I10ze р18&1:>1 

,--



, . 
. . 

(2.Џ) 

kllO in-~ za <lisi.paciju energ1;jtll :рр! рlэ.s1:iiёnој de:ro:t'l4a-
01;11, а ve11ё:ina I:p pretst"avliiaplastiicn 1 po1ienc1j!1 ХО­
;ј! 19ra oanqvnu ulogu u D~ZU radova 121 klasiCn~ "teor:101. 
plas:i.cnost":i. ( /5/. /6/ 1 I? / ). 

I'redloz8ll1 model saдr~i "teori;ju slast1Cnos1i1 
t"akodje klilP зрес1ја1 п:\ slu~.j. Za n.pone • nароnЙе s-s 

• 
pr.gove za xo~e је u (2.9) ? = о t;;)t 7:: 7. t Ы6. pre-
та, (2.7) i DA"oi celokupni meh8ni,cki e~ekat rщlа је Ре-

verzibil;;n i јеdn" brz~ni promene elobodne energ1je od-
. .' . 

nоsnо unu"trasnje energ:1je (jer ;Је € = 4-' ). 8toga .ве iz 

relaoi;je (2,4) mogu da izve4u konetuti1:iivne ;jednaclne 

za 1deaJno elast"iCne Jl.а1:еп3це ( rtdi /31 ). 
Shodno usvojenom .od01u Jtlфоnвkо st"an;je u 

рlas-tф!nој oblas'tie. posa.-n-a па osnovu relaC1.t. (2.7), 
pod pretpostavkom 4а a~ 1 naponeki spregoVi zadovo­
ljavaCju uelov plastiёnost1 (2.8) • 

• 

• 



Ops'te јеdnаСinе kre'tэпја (1.42) i (1.43) 1. јеdnа- . 
сiпэ kont1nuiteta (1.32)izvedene ви род yeomг. opst:Lm 
prei;postavkama iz osnovni.h ze...1tona шehanikе; zakona ko­

licine krеtЭl1ја. zakona пюшentа · ko11.cine kre'tanja а 
jednaoina (1.32) iz иslОУа neprekidnosti materije. Јеа­
nасјnе (1.42), (1.43) i (1.32) pretstavljaju parcijal­
nе di1'e:r:epcijaJne jednacine kretanja bilo koje nepre­
kidne вreд;ne zacije opisivanje nщ>оnskоg s1ianja niје 
аоуо1јnО роznауапје aвmo s1 metricnog dela 'tenzora nаро-

. i' 
па 1; Ј. 

Raz1ike u pQnaSanju razn1h ща'tеriјalа ga.sova. rlu· 
ida. elas'ticnjb 1;81а l'td. koj8. оп pokaz-A;lu Јсааа в8 па 

njih dejs'tvuje isсiщ 8po1jaвnj~ џzrocima niви 
u оanоvn1ш (1.42), (1.43) i (1.32). Za opi­
sivanje роједј nib k1asa materijalapo-erebna ви aOPl~n­

зkа razme;tranja i dop1Jnske јedщЮiпе. 
Sa energetskog s1;anovis'ta raz1i kuјenю ma1;erijale 

. 
ciji proces1 de~ormacije зраааји u ~aRu reverz1b11njb 

procesa i 1iakve materijal8 kod koj1h proces1 
је spada;ju u klasu 1reveJ$ibiJnt 11 prOC8sa. 

U отот paragz-a;tu uspoetav1~e18(> osnovlle ;једпаёinе 
. koje .op1su;ju procese р1аз1;1сn1Ь 

С1;ја. 

Neka је da'to neko 1;е1о 
vrsi.ne s • 
lzo1ovsD o. ~ойеn;јет 

Т1 doЫ6ешо 

аа ;ј е 1:;0 1;810 

јеdn.аё$Ше (1.42) 

v i gran1 спе ]?о­

tеrшоd;t,n aиd &d 
brz1noJa 



; 

• 

(3.1) 
• 

f iJ~ 1{ = (ј < t ,'ј 7{ + f f Vi. 

Integracijom 1ете i аеsnе strane јеолэсinе (3.1) ро za­
prem;n1 tela v dobi6emo 

Integral па desIloj stralU jednacine (з.2) moze pom06u 
~1;oksove 1;еогете о pretvaranju zapremjnskog u povrsi­
nsk.i. integral, da ве napise u op]jku 

Ј f l.i IJ; Ју;:: ft ij Ihј v.. dS -- f tia~(IV -t Jr /t{ dv, 
v s V v 

gde је 1iransformacija izvrsen.a эато nаа. prvim аезnјт 

l5аргэminskј m ој ''ltegralom. Ras1;avljanjem te.nzora nаро­

па i;ij па sшеt;гiС8n 1;(ij) i an1;is:tmela'ican 1;[i%eo 

napona u о blЗ.ku 

t i;j = f иЈ) + t Щ] 
• 

i uzimaju6i. u obzir i.zraz (1.2'7) 1;0· d,rugi clan аеsnе 
З1;гanе jeCinac:i nеО.З·) mozemo mpisati 1.1. obliku 

Izvrsimo li .dalje zamenu antis::ime-triCnоg dela 'te-Dzora 

nвpona &-јЈ koriste6i jednac!nu (1.43) to mesto (3.5) 
I!IOZ$1.'10 pisati 

. . f ЩЈ I ј i~1t I f ь j~ ,. , 

jtLdгJ: .. dV= t О(,;јс1У + ')1) 'ћ. U1~GZv+ fC Џo/iiOlv 
v ',.) V' . 1/ I " 

1lip061e pr1mene stok6ove 'tec,zem.e па drug1 clвn аеsnе 

atrane jed1!lВc:ine (з.6) а koj1 ае JDoze napisati u obli­

ku 
. 

O'k /./t ,j~ 
Ј rm Id. k w: dv= J(rm Ј ~.). dV -!rт v1Ji kcJV 
" ' IЈ ". Ј I k./ . 

о 



, 

v 

ао ва Е оzюасlmo k! n e1;1cku energi;ju 1 uzmemo u 
obz1r da 4е ' еЈ • -t 

Е -;:: Ј f V и'clУ 
;/ 

zakon promene energi;je mozemo pisat1 u ob~1ku 

111 

(~.10) 

gde је 

D 
1>t 

i pretstavlj8. еwnu etekata radova $po1ja snjih i l1nutrae­
n;јш $118.. 

Jednaclna 0.10)в8(1а ве Jao~e naplsat1 u obliku 

,{ '.L(ik) :!.ih r r. ,,' ..(i 
(3.11) Ј f v 2f d v-t U ::: :f(c ZIj_./f11 Ч~) cJ.'k+JP{ f vг f ?.Ј)pI V 

v .Ј' V" 

Која posle эатenе prvog с1 anа 1 ••• strane deвnom strano. 

;jeanac~e (3.9) prelaz1 u oblik 



ЈеdnаСinв. (:;.12) рrе1;s1щv1~а zekon -цravno1;e~enja enex:ro·­
gi;je izo1ovanog te1a odnosno ad1~aba1;skih procesa. 

AЗtо ва f(:oznaci!!!() gus1i1.nu unutral;inje energiJe 
za ukupnn energiju mo~eI!IO p1sat:1 

ц = Ј f ~ d'v 
v 

Di~erenci ;јеаAnаСinа (1.32) ошоgu6аvа аа 158 ma1ieri-
јаЈ n1 izvod leve 1 desne strf!\ne gornjeg izraza za ukup­

nu llпu-trаSnјu energiju JIIo~e napisa1i:1 u oыku 

Zakon uravno1;ezencja energije (3.12) prelazi еааа u oыkk 

(iЭ) .;~;, v 
Ј f € сЈу -;;: Ј {i сЈ'Ј --~ W-'<J;b} с1 
v v 

111 

Ј ' . /{,;Ј;о ,/VV\ .. Э~_~ .. }~v :.~,-, 1 f Е·- r {Ј г' " , ·W .. Ј: k 
v 

Zbog proizvoljnos1;i oыstii Ш1;еgrас1је ;јedпв.61па (3.15) 

prelazi u obl1k 

(,3.16) 

Јеdnа6inа brzine proraen.e gus1i1ne П1эu-trаSnје епех" 

gije (3.16) pre1is1;avlja оsn.оу*,1 energetsld,. zakon па ko-
, ' 

јеш ве zasn1va teorija ,ад' j8ba1;lJk1 h 1reverziblln1h рro-
сеза,. 

ЈedпаiИпi (3,.16) moZenlO. dat1 neA1;o d:rug1 ob]1k. 

НЮ.е idtQrtstimo 11jedn ai!inu (2, • .1) u oыku 

fE:=: f <9'1 -Ј"Р 7'" Z)<>" 

1;0 mesto 1еуе strene jedna(Sine (Ј.16) шо!еmo stav:i1;1 
desn:u s-tranu jednac1 ne (,3 • .1?) ра dobivamo 



11.1 u obHl..'"U 

Јэd.nаСinа (3.1.9) pretstav1.ja zakon brzine promene 
spec1;t:ic:ne entrQP1jeiU .zako:n 

U dosadaSnj1m raz~tranjima 1reverzibi)njb proce-
ва рlastiCrзSЬ defor:nacl~a. Сlnјenе nikakve bit:ne 
рrеi;pОSiщvkе о strџktur:i ntWona i naponskj Ь spregova ko­

је Ъ1 suzava1.e орзtоs1i 1 domen V8ZnOS't1 1zveden j b 
cija. Medjut1m za dal.ja rasudjivanja koja 1meju za ci1.;J 
rаzdvајЭD ја procesa plastHinih deformвcija па povrat;;n1 
inepovratni deo procesa шоrашо З8 ograniciti па mater1-
jale сlје naponsko st8D;Je pretstav1.;ja superpo2l1ciju ро.,. 

vratllog1 nepovrat:nogs1;anja nаропа. Та pretpostavka . 
pl1c1ra шоgu4nоst rastavljan;)a tвnzora nаропв 1;1;Ј i na­
ponsk1b epregova m.1.jk:na Ьа de1.a, nа:Јше u ob]1Jcu 

gde su Et1;J 

п'Ь оызtii 

t iJ --
• t • • 

i (" t -11J 
- Е 

1. Е m
ijk 

nl:i'O!U. 

а t ij i ijk 
D . rP 

D ; 

i nв,ponski spregovi povrat­

tenzori na;pons i napon$k1h 

spregova nepovrat;x!j hoыstii procesa dе:fОЖ'1llsciје. 
Zbog (3.207 i (3.21) jednac:!na prolzvodnje аре ... 

cifiCne entropije prelazi u oblik 

. _l(iJ) d 'Јј; 
f е" - [ .. - l'irJ ц/,. -t 
'о ~ Q ~;k 

, 

Za naAu anа] ј zu potrebno је jednsiHn; pro1zvodn;je 
specific:ne entropije ~'.22) da1;1 drugi obJ1k. U tu ~ 

hu lskorist:i.mo ldent1CD.Ost1 0..25), (1..28) i 
-

• 



~~!osnovnei ~eЉ~~_ ~~· ~~J=n~~_· _' _' ___ I_, __ .-_,~. 1_'_'_'_'~.I_· _.·_·_iР4_'_I-- ____ ~2~·2=~ 

::.ет 1iogau (3 .. 23) .о!ешо 1zX"Q~taaв.tJ. da .,. 

-~- ol. f.> ..[ -~-
. v.'I. ,:_- 'X''i., Х . ., Х, '1. + T, ... ~ Х.:. 

Jf'~ ,"{1> ,.- ,1 ЈГ , 

а. iz (3.25) dоИ. VЩI1Q da ~e 

zv,,9i ~ = -; (<1-,''1- -- Vq;,~, t,,=: i v;. ;'11- i· V 2; '" 

ZЩlI,ЩО7Ј1 odgovaraju61h 1zreza u ~еCinџ..б1n -i <:~.aг) i РОэlе 

srеdјlvanја· dоЬiV1ШlO 

• / L (rt 'l) '0( 't rz. ",' - : -
0.21) Је,; ,: ( 9'11' /)Т )(,'2- {'У11' :X;'9'l}'Xf.l --

. ",' (2 '1 ' .( <1. _.: .• ." 
l'1V1 'l1!. Х Х 1> r;:,. . ( ~ .1: 'х . . ffYI 'L '! V ) :r . -

- D "'1' i't. '; 't ..<.. /оф.... d 1''1 Е " '1. Е . " '1> л а1'! ;..: 
'" њ ":" _р '[ йu 

- 1:. rrn1' 'i
q X;f )(;'1 Х;.{(.) . . f 01.. 

U uWdDo:t 4elu . u1.ogu. Pц:N88"ta:. 
»а pod8"tan;Ja. . vot • 40 us"ta pobl!le gOVO-
пЦ о n31ђ.ovo3 1,јЬor" 111 b110 <!cцnu ~ 

р. .... 41i!i1iW Ы. JIIo08U e.O!Ъo<d.a ~U11)d. .. 
... bopltoet 1 _м.-ја pв:t'alll8"tara ~ 
41Ж1.е da. jcdnai$;tna (1.27) ~QP-

~t1ji kwвkter uklea1 зdj;ј8Ьа'tsk1hрrосеsа. 
ђо bi 1IJOgU uo:tn!.ti 81ede6i u nазim raвmэ.tr'а." 

nj1m:в m~Zrl() 

.ra . 
ео nЭD&е6е p' .. tan3e bllleg o{1..red~lven~a 1.1zbo­

poaet_3a z.fo... • 140djМWa kвkopara­
*"-tea, lfQ. /) . 
s.м.peoi:r1kUjemo :th ро 
-tщј 1.zbor *130 

•• _Х'-а o'bc'п1l1 е. 

~a1a, ~a 

osob~nl2, јШll1() 1. 4а 
SpecU1kaЦI· 

\1 ,W3ledu <>зоЬiu& koј:!. 

'tieor:l.;jsko;1 ensliZ1.. 
u.nut:t'ilMja U 1Н pMspeџ$.1'1&цt 

ЦnU'tixoeb3e en.rg1~e РЕ ЈЕао 4- a1iвnja 

~ll) tи Nke.p.ktN" ...... 



26. 

Кt:r:;й{tеrizэсiја oSQb:ina ]?ојед1п1 Ь k~asa ma:terija1a ва­
(Lrza"ta је s јеdnе s"trane u :fОХ'щаlю:im f'tщkсiоnаЈп:Јm 

osobenostima zaviвnosti energije od :рrоmеnЗ.ј1.vih 6ta­
nја i :f;i.zickih sVojs'tava t;ih prome:nl~ivih в druge 

s"trane. 
U teor1.ji elasticnosti za :pz'vih deve't :para:metara 

uzjmaju эе d.e:forJtlacije ~~ koje su iZТl1эdјu os"tblog 

nosiaci izvesnih Z8, teori,ju biznih 10kг]niЬ osobina dee­

:fоrщасiја. Sещ toga u "teoriju se uvod! јаз 18 

'tara x~.J~ (simetricnib ро <i. i i> ). 
GustJ.na specifi&J.e unutz'asnjo ene1'g ije (1.45) za 

, 

вlисај tеrmоdinшг,НSki hOIDogenih ms'tеriјп]а moze da ве 
na:pise u ob]jkџ 

(3.28) Е=Е(,?, 

а b;t'z;J па promel1t;) gustine speci:ficne 1Шui;rаsпје energije 

moze da ве napise u oЫ1kџ 

Мnozenjem jednacine (1.29) gus'tinom f' 
z:ir izreze (1.48) gde је о/, =1.2 •••• 21' 
sada mozemo da napisemo kao 

gde ви sada 1'l1nkcije l Ц. date kao 

za =1,2, •• 9, i kao 

<.3.32) 

ZS ~ =10, 11, ••• 27. 

1. uzimajuM. u 01>­

jednacinu (1.29) 



Uvodee1. novu :'fщUtс1.;јu, :f'unkc1.ju stanja ср kao 

posle cega jedna.c1.nu C:s.~o) mozemo йа napisemo u ob1:1ku 

. . r->-q . 
fG -:-:: ГСР -r f { Z,~l 

~ jedna.EIi.nJl1pro:izvodnjespeci:f1.Cne en1irop:ije (3.27) lDФiе­
moda. napisemo uobljkU 

, 

u teor:iji elast:icnih de:formac:ija u kojoj ве пароп­
вko stanje ор1.эuје pomo6u в:iшеtr:iспоg i nes1.me~rianog 

dela парМа (1 na,ponsk:l m врrеgоv3ша). pokazuje ве da је 
Z8 povratne procese ene~ja elast1Cn1h de:formac1.ja уе­
zяпа za 1ienzor паропа i naponskih spregova pomocu ;jedna­
сјпа 

(3.37) 

f3 _.- р 
х 0::. '1>. 
. • I,! 1"'" I . 



о 

• 
• 

Zav1.mlOst :fl1nJcCije Ф 1;1 јеаП8~1п1 (3.39) od sаnю 

di.,sipa1;iv:n1h de1.ova 1oenzo:t'a tl8рсща ј. . spregova 
о о о 

ukt,\Zt!3e па d:1.sipativ8D kвrakber о ;ђmkсiје. U proc e,s1-
1118 kao 81;0 8U p1.aв'ti6ne

o 

cija osnovna karak-

"ter1s'tika;le Ша1раеlја. оуа ~",kc:i;Ja Ф ... :ћmkс:iја di.s:i­
pac:ije i.gt'a 'Уеоша vашu Шор. 

ProUQavan;Je karak'tara, SЦ1Jk'"ture 1 овоЬјДа ;ђmkс1;Је 

d1s1pac1je qp 1 nвcina па koj1 o8obiae u1010u па 
о • 

pLvceseplast1cn1h ;ја Ь16е predme10 proue8van;Ja 
sled.ceg p4el;Jka • 

• 

ОО 

• 



, 

, 

, 

, 

( ) 

Па~еlП8 razm81Jran~a. opli't1h 41.s:i.pa1i1vlliJ1 procesa. 
koaa. 81QO 1zt;a:s111 u odel;Jku 1111801џ i роХ'еа. 

pretpos'taVki о U1pu 
d08"ta. орв1;1 kar~er. 

proce8A jo~ uvek 
P.d.lвgоd;ја.vЩе "t;1h . opi"tih 

па р speci;Jeln e рroЬ1.е:пse 'IOgu6a. вu 
. . . 

zahTa1.;juf*6I.~1z'tqljnos1;;1 u ' izboru · neza.v1 ео . 
1.j;1v;t.h сю. ko;J1h Ф .Ж.:I_ 

88111 naa.,lno s tшl/-" "ше ОТе ;tunkaije . а ko~a. 
.iJе . (~.'9);1 kO;Ja.~m1rc:i.i:1u Ф па 

"'еН "~ ощ>е4Ј~' аа · . . 
., 

procesa., D1.S'l'O pO'bl;1le !Us1;a raogU dakale 
I!М) • . $loboda 11 :l.zЪoru n8ca,1.вno ~Jп1 O,U 

~i;Ju pof30dnoa .а . pro-
Сеаа "'il15n"h .а'tеЩ;Ј81.а.. ' 

аа. P"'Ou!a.v8n~' plaa1i1l:nth 1;е6eniJа ,,"еа1 п:l,ђ 

s1iih 1;еl8. . ,01' . 1;;1 ".ЪОЖ' proшen-

1.;J;1V:1h 118 Ј."$zие n.a~:I.:n •• ruko,o4e6i 88 prJ.. 110.. kN.~ 
. .. . 

\1 pog1.edu . ko;Је iel,1Wj "'а 8n811z1-
.. . Мedju1ii m ruk:ovode61 •• 1ekuзПОIIi U 

d1s:1pa.1ii.. Vtlt ђ prooesa ;Је "'а ;је d:18:1p8.-
ci;Ja 1z'.81;an D~ia аа br.'n8 pro"t:l.oan;Ja 

. . 

procesa. prirodD.Q ;је p"tpo8ta'1"t1 ц;Је 
~mkc1;Ja 1i1.pa 

(4.1) ф=ф 
, 



Radi uрrоS1;en;јарrou~атe.nјаpзl'еtpоs1;аviщ() da ;је 

materija1 tеr.шоdјпаmј~k1 bomogen tj. da :fцпkсi;ја Ф 
. • k . "k . 

zavi.s;J. вато Od i 1.1. 1. i f.l() 

(4.2) Ф 
~Ц ~R 

Ф = ( 'х i Ј. ; 'х ,'.1(> ) 

ћщkс:i.;ја Ф 1та karakter ;1 dimenz;f.je e:fekta rsda. . 

Као 1iskYa ta :fчnkQi;ЈаtrеЬа da i та strukturu sna1og:nu 
strllk1:u:C:i. desne strane re1aci.;je (3.38) p..;penlo s toga , 

da uvedemo hi.potezu о disipat:i.vnoj :f.шЈtсiј:i. Ф da је 

oblika 
, . 

rI.. q .;,~ - - q 
ф::: М . h.. 'Х; '" + N , ,Ь. 'х јЈ;; 

u J..inearnoj teori;l1 ва simetri(Sn1m 

teJ1zorom пароnаfппkсi;ја Ф pre1is1ia.Tlja p1as1ii.eni 
potenei.jal (Т. 151 ). 

OpraTdenje za ova'kvu !Цро1;еzu na]az:1mo pre е­

vega u tome sto kao speci;jatn~ sз.uСај naeih razшаtrа-
. . 

n;ja иеЪа da pro1stekne 11 nевжn8 teorija plasticnosti 
аа simetricno napon8ko ~;je s ;jedne i u вna1og:i.ji ka­

Жvа posto;j:i. izшеd;јu teor1;je elast;iCnosti u okviru re 
verzibi.:J,ni ter:modinam1ke, о сешu је Ь:Lз.о re4i u оdeз.;ј":' 

ku 3~ i teurije рз.astiСпоs111 u okv1.ru :Lreverz:i.bi3.ne 
tеrшоdinam1 kе s d.ruge stre.ne. Зеш 1;oga koristiJll.o ",оа 

i enelogi;ju iz mehen1ke diskret1n
'

b siS1;8Ш8 poko;jo;J 
је :Lzvod di.sipaci;je ро ~18 zbOg cega 
eiran;j~ reз.г.Сi;је(4 .• :Н рс 
PQ VOfemenu dob;i. · odgol'e:re.ju.ce rез.ао1;је аа 8i1.e u 0-
тот. fйuсајu аа i naponeke ћmkс1tjа 

Ф preша (4.2) jes1ie za'V1sn8 04 ~.I/> • 

Keent,~a еп",Н za 6е pokazat1 da :f.''L1nkc1;ja Ф ni3е рro1а­

vоз.jna ~unkcija tih p~13i~ •• 6 da od nj1h zavisi 
па ;jedsD odredjen пе~in. preko tenzo:rA koj1 dublje ka­
;r.>ak tieriau de1'ormac:1.one рросе.е. Zbog pomeJ1u1;ih1fe zloga 
88 m.o!Р sme 1;ra1ii. 4а su 1tO.~1.c1jen1i1 relaci;Se (4.3) 



" , 

de1"ini еапј юероsз;>еdnо ;i.zra.zШа 

1'1 
d = 'dф .• ,.).(3 = .n. - -'--1>.Ј IV •• h. 

';) :х .'" , 

· 
7Х.l ,'. '" .. 

pri tO:me imemo па 1ПDU naved.ene б1nјеn1 ее ~o;je 6е k8Sn~­

;је bi'ti ' dokazane na:l.IЦ da МЩрос1ја. zav:ts1 ekspUc1t-
• k ·tt 

по оа. i ; Ј. iX; Ј(> 1 "tQ Ц nefUi'DO kao u , (4.3) dok ko-

ei'ic:i.jen'1;i M~k i П~~к: zэ.visе од, -tih p:romen1ji vih 
amoposredno 6tO pri рarci~а]Пощ di:terenciran;)u nе do­
laz:1 d() ' ekspUc:l.tnog lzrа~зја. 

KoriQt;e6i эе e;ornjim rеZШI;I'trl;lnјеm ПI01 ,еааа 

јеdnаб1nU СЈ.39) nepiea.ti1 u оЬИп < 

r'J Ф .. ~ р 'Ј Ф --:- -р 

С, 4. С ' f' ,'.-., ~.Ј.. + f r> ~ 1> -:r . .1. ... = 
./7 'd х/,,-' ." .... j~(3 I l' 

( t (~~) х 01 _. tYn '1 '1 Х '" ,.":" /Ј /YVI ,/Л Х 01. ,ј (ј .::;:" 
-::0'. c;t1'D . ;'! I> 1> ;~~}X ,.", ' -L>"'1' ;'1 ";f/, "';.1(1 

Izjednaaju61 koefl.c:i.je»'te uz nezav1sno рroЩeJIЈјi­
те dob1vamo da је 

D ";Јф l{'I<1.) Х " ~'Zx'" 
Ј • l' = Ј'11> 'С i'L- trУЈ1' i~'\ 

'd Х '.i 
I 

';) СР _ 't 'Ј rI. /3 
f -.... 1> ~-I"(Y11' X''l Х''1 

'() 'X".lf3 ' I 

(4.?) 

gde вшо kratkoce radi lzos'ta,J.Ji :indeks D uz disipativ ' 
Di nароnј. naponski spreg. 

Re151 li ве јеdnаС1nа < 4. '7) 1'0 'JIIP qr 

xei!ien;je SШA7'l1 u (4.6) а zа.'Ьјщ ота resi 1'0 

vaIDO da ;је 

i~ r;)ф "1- 'z rm1 :~~ f ~p Т·Ј т'(3 
"Ј X;.l13 I / 

ра зе -Со 

t(rq) doЫ-

0Vi 1zrazi pre-ts-tа91<Ја;јu ()SnOVl1e r~lacije l1~onskog 

-tan;1a цеverziЪiЈпi h plasti(!ni.h dе:fО;1'111ЭСiја. 



4. Konsti tut~vne jedhao~t1e . , , = ОО" •• .. 
"")2. , ' .. ' _.- <- • 

ТеnвоХ' ·t~;j onakav kako је de:fj n:l.san u 0.4) 

Рlfе1иstаv1ја sim.e-triОаn аве "tеDlщrа napona. Меdјu'tiщ еа . 
CJ.esnu. »tranu jednac1ne. (4.l'3.) иа sada :ni odkuda па pro­

ist~oe s~me1;r~;ja ро 1ndeks1 та q i ~. Zbog 1ieuzoSaog 
kar$ktera izraza (4.8) m.o:t'8 bitj. ~s'pHnjen uзl0У sim.e­
-tri;}e desne straDfi' izraza (4.8) naim.e mora biti 

• 
za bi10 ko;ju vredn.ostl nez8vJ.sno promen1 j:1v1.h x~" 

• 
:Ор 
Х ;.;.(> • 

S1ic:njm razmatlran~em В8ЈРО еа 1ieuzor ~qr koj:1 
је рхоета jedn.ac i U1 (1.43) an 1i:1siaetr:1oan ро prva d:va 
1nаеква .Р :1 q do1azim.o ао zak1juaka аа mora bit:1 
1spUnjen uslov 

(4.11) [ Qf>t 'J~T: x'l] =0 

d 'd ::r ; ~f3 I " i ~ [Ч '1 ] 

Med;jut1m. s obz:i.rom. па s!m.ebriju i3enzora mPqr ро 
druga аУа indeksa q i r uзl0Т (4 .. 11) је ispunjen 
identiCki. Вет toga еЬов oBobine аеsnе straue re1aci­
је (1.43) i zbog an~ej met:clje рс prva dva inde1tsa р 
i .q mora bi.ti i.sрцпјen i. 'UЭl0У 

(4.12) [ ~ pt 'd l' . ...... <t.. ::r. ? ] . -::::::. О 
-t .л." .~ (Ао'! '1) 'd Х . Jf'J I I I • 

I . 

Us10vi (4.10) :1 (4.12), (ideut:1cnost (4.11) ne 

uЬrajamo u us10vne jednacine аЪов identicnosti ва nu­
lom), pretstavljaju si.stem. pa;oci.jal,n1h dit'erenCi.jaJn­
ih jednacin.a ро :ftmJrci;ji. Ф • Uslov (.4.10) аа;је tir;1 
а usJ.ov (4.12) deset nezav1.sn:lh једnаојпа .. Zajedno us-
10п (I.J..Щ) i (4.12) da;ju ulЩpnо 13 шедjuзоЪпо neza.vis­
nih рщосiјаlnјh јэdnаа:inа. ГО :e11nkciji ср t за2'1 neza-• • 
v.l.sn:i.h рrощеnJ.јivih Х;aI. (uk'ц.pno 9), i х ;ЈЈ) 
(uku:p.no 18). 



u 'Џе(џ::1.ј:1. pare:1.;)a1m 1':1 "еdnас~ na. за ;jed:noDl. nероеоа-

'ЏОJl'!. :flmke:1.jom pok~;J. Ве d8. ;јеЬЈО'О;:I nеаа-

пвп1 ћ resen.ja jednek broju nezav:i.sno PrQmenlj1.rth 
nјею _а 'broj једпе({;inа. Za nеА slu~aj 'Џ~ rezlika је 
27'-13=1.4. 'еdn.аСШе (4.10) :1. (4. '12) дорШ-џа;јџ. дЦ1. 14-

nezav1.sn~b resen.;:Ja.' 
Integra1i з1nеот8 (4.10) 1. (4д2) п 

'. . 
1\ J~ -.:; ~ ia х,.;.1 ох tM 

, Ј • , 

п --- ( -1 .. '.- 3 .- -.. r d ) 
,1 L Ј!, r':= 'jij ii: 'X;r> 'х i Ј)' -ј' 'х i{) Х";Ј1 } [.1(31 . 

Integral1 "olf\:1. ПЈ(\r вџ. tenzQri drugog od.nosno 'tre6eg reda 
ра u najopst:1.jem slucaju 1тајџ. 9 odn06DO 27' nesa'1Snih 
kО::f<'(ЏП ata. MedjutUI. :1.а • t;rIU tare а.ем ь S't:r:'8П• јесЩас1-

па (4Д3) 1 (4.14) prQU1az:1da аНЬ 'б korcHп a'ta 't81:l-
ZQra Аci('l :1.QJt'3' :oisu . . . nezaVisn:t. Naprot:J.v. UQg 
s:Jme"trije "tenzora 4 ре 'Ид08:1т8 01 1 ~ 'broj neza,1.sn:!b 
kord1uata ве svodi па · 6а еЪев tiэi те tri;Je , . 

.a.~"6 . ро px'Va дуа 1ndeksa ..t :1. ~ broj nezsv1.sn1h kOrd:1.­
nata tenzo:l?a Л.l{}~:lе 18. Мedјџ.t1m ka1to је 'tеnsоrл..ј~1" 
вј meVr:1.бsn ро druga дта 1 'Одйеа (\ 1. СУ 1;0 Јсо­

.rd1na"bs 'Џова 1;еюzоrа postoji 10 re1a.cija Qb]1ka 

Q (olr.~J=O 

_Ьов сева је еуева 18 - 10 "" 8 kordinata tenzora Ј2 Ј{н, 
nezav:i.sno. б nezavis:oih kordinda .tensora Л<Ј() 

i 8 nezartsnib kordinata 'tensora{2 ~ine uprato оа'Ь 
14 f'Щlkо1Оn81nо nezaY1.snib ~еieD4I:--ko;је dQpuAta 8:1.atein 

~.""ao1na (4.10) i ("".12). 
Iz Bo~e вП81 1 118 broja nezartsn:1h 4IедпасВ'РВ, Ъro ... 

ја lJeza,isno promenl~1Y1h 1 Ьro3а :aezaV1-
sn:ih resen;Ja s~есИ da d:i.sipa1tl.f1A8 f'1Jt11rt;ija Ф n:1.~е pot­
plno РЖ91z,о~јпа f1шkс1ја nеllау1snо proDl.en1 j1v1.v veli­
(§1na VtЮ ;је zav1sna од 1zvf:'lsnog broja ko"b;inac1ja neеа--
'V'ieno rth. Tenzeri Л.l()1 l1a1~SU . uprayo 'Џе koJllbina-
С:1.је. 



• 

I>ie1.pa1ii.vna :f'tmkcija емаее moze p~"tstevi:t1.u 
obHku 

(4.16) 

е tenzori napone i neponskih spregova koj.i 
~aoijama (4.8) i (4.,) mogu da $$ рош06u 

IЩ da"ti re­
Л~ i 

-+ ( 9. р. 1 ~ ~ -т- ~,c:t>. _ о'? Q;~йх. ) 'х : -1 
fdЛЈ.f\ 'd"1: 1; .. >. 9n.l!H' rJ -y;t;,' ( ('1~ Ј , 

(4.Ј.8) 1' ( 't.~ ' 1'е Qф IdЛЈ(> 'd ~ ~f2 ... ~"Э" , ( <t x l1 ) 
i}1j - ~ ~- f ~ (rj;:~ ~"ltл+ r5J"r4~;~5i,-t;.)r;r;(-1 ;'\ 

• 
1.11 posle :1.ZVr~en:i h racllnana. i sredji. vаю ја kori.steei. ве 

pri. "tome i.zrezjms (4.1~) 1. (4.~4), 1zraiavaju ве u оbliЮЈ 

( 'l'l ) "dф I'/. 12 ) r'J.;;p ('/.. 11 ) ) 
( 4.19) t ==- f ( ---- 'х. ::r. --'2 - - - -:r. I X'fll 

. 'ЈАЈ(> I~ 1(3 Qл."(lО" /'" I • 

( ) 1'f~'1)__ Jf g<Ф ('1 I/) :Р 
4.20 -1'h - -- 2 f i)Ii~~D" Z i d' 'х; [-l :l. i'(~ ] ' 

Smen.OIl1 1.zraza (4.19) i. (.4.20) u (4.10) i. (4.3.2) do­
Ыта ве iden"t1.cnos"t. 

1\ .. (\ 10 kao l"to sev1.d1 1.z (4.Џ) 
1. {4.14) i.Щu 3a.n u . ст st;rIJkturu ipak od ро-
sebnog је :1n"teresa za nda du\Ja razma"tran;ja "t1. 1h 
preko drugih ve11ci.na ko~e p.o~edno Цi nepos;red.no pre"t­

sta'1;ja3u meru kinema:ti.Ck:og аtап3а dеfоrшасi.је. t1 tome. 
оН;ј1.1 isko;ri.sti.oo veze 0 .• 25) 1. (1.28). De:f1nj,s;mo ;Јоз 

veli.ci.nu V pomo6u 1.zraza 

(4.2~) 

GrасИ jen:t brz:i,ne d~оз:m.асi3е (1.27) sada вв moze 
napi.sa~~u obl;ku 



• • - . -- . . . . . . . , . ,. , . 

, • 
gde Је E"{I> dato аа (~.24). 

Izraz (4.22) zЪog (1.26) 
,> 

moze :n'f4>isa1;1 u ОЫ1.lщ 

u 1tотФаsпtООI!l 1.11. 

(4 • .2.5 ) 
• -
Х" = 

;tЗ 

u kontra.vari.jsntD.QI!l obJ,:tku ро Јс. 
IЩtо~s1i:l ПlО radi dal~.grщ!,mе.теzu 

(4.26) 

ЈЈо81е kra6ega racuna JDO!еаю :1.z (4.25) dob:11ii da ;је 

ZamemoI!l :1.zraza (4.24); (4 .. 25) :1. (4 .. '27) u (4.Џ) :1. (4.14) 
dobl .. Vamo i.zraze 38 А .,.:!. Q u ob1:lku 

, ' -,. .~t 

• " . - I 

( 1\ - -4 Q (а <", Х ~ ё: :t а СЈ (", х (Е' х д) , 
4.28) .J.~ -7[ d<j (Ј ; '" ~,jtr ,'13 + ti ,'''" ~6 ,'Ј , 

(4.29) Л. = ј, {.1 Q,.:c-i а зf[( F -W, ) ' 6' (. 1] 11.] 
, ~д '2. 2 <I(Ј ;13 d . J.ffi'r "<r;f Х; f-t EJ.r-~(Ј)Х;t~::r,,~-

" , 

• 

- ~I/r.~ ... -:r~ (i n.~-W"'II)} 
• • ,< ,.~ ,. [0113]' 

Izraz (4.28) sredj:1.T~.mmozemo dovest1 па prost1j:1. 
оЬ lik naiI!l$ па оЫ ik 

• 

/\ 01(3 = Е "(1 



JF) : 

dok ве (/} .. 29) moze роmo6и :rel!'lcj.j$ (4 .. 30) sves"tj. па 

o'Plik 

( 1) - А d. [( Е' - W ) е 11 ~-4.3 Л J,~, - -"2 WJ,{I;r -t 'l Ј,,, Ј,6 'Х,'(3 'Х.ј'К Х iflt 

.- ( E.:~ .. -~e) -X"~)' Х ,~, 1[.,(~1 , 

Iskorj.s"t:imo да);)е jednakost 

ра Z levu s1iran u j.zraza (4.32)ьв1:;о p;t;',og ец­

Па u uglэs1;о;ј zc.grad:i јеdnас:ИJlе (4.31) ра zat;;i ш j.zv ..... sj.­
ШО naznacenu altexnaciju dobj.6emo da ве izraz u 
1:;ој zщ;rзд:i. anu]ira. Tenzor~1 B~a postaje 

f:l cilju pojednos1:;avljenja da1.jeg rао'tJ'DЗ pogod'DO iJe 

pr~6. 'Оа ДОУе "tenzore A~ 1 Bd~" meato AJ,~ iQ.ц3'I'8 
Iя:t"S:] 1110 tu sшеnu u 001' ku 

А = 
Ј(Ј 

'l'eni:or:i. napona i naponsk1h 

ПOOlа (4.19) i (4.20) mog11 ае 

• 

sp:regova dS'Di једnal\­

j.zrszi~ pomo6u A~~ 



4. l\ons·ti tt1:t'i \'".r·lЗ ;Ј с .... ~nг.сinе . 
• * -

(;de зшо kod S."Геdј:Lvаnја :iskor1.st:il:i rеlэ.сi;је 

(4.38) 

(4 • .39) tvAt-У ,. 
'~' _'-.,- -- с? 

''dS2 .Ii1?! 

r;; 8("у! . . . _ _ "' __ ........ ,_.... . ... и 
'3 /\J(I 

i аа ;је 

';) 13('1'" _ ( ~ ( (ci \. (з . • :/ ((1 ) 
(4.41)--- О! 0r- о., ;Ј 0to 

'dЛЈ{\4' . 

Smenom (4.38) 1. ( ......... 1) 'џ (4.'.36) 1 (4.37) dob1V2!QO 

~osle sredjivanjz. iZraze 

(1' '1) ( /,3 q, (q,. 't) ~~Ф t'V (q xfZ
)) 

(4.1f.2) t =.: : Q f , __ -о, 'Х' 1'. -.'2 (, Ј.... ff V '('1) 
'Ј А t' \1 Ј ('1 I )1 d В" '1/ I / 

1'(I/./).) 'dQ, Р ('!. 11) 
(4.4.3) rm .:::: f -_ ... -- х. [јЈ 'х. ('1 ј Т, 

9 бf'\lf l' I I ( 

za ~enzor nвpona 1 п 

zora Аol (> i Bdr.> 'r 1 
• 

f'tmkci је ~ • 

, 

• 



, 

• 

Razшэ:tiJ:Зnја 1toja еIПQ 1:&'х·!ЦЈ. ~ prethQdnolll odel3kU 
pQks.zuju da ;funke13u d1щраеi.,е Ф тo~mo 1.zrazi t;i pre1to 
tenzora A&~1. .EJ(lf ,1tO",.1 au. па ' . . n~1n " ... 1 са 

• 
mator.i.jaln i "tcm.zor bnin.e ЕО/г. i ФQtеriјаlП1 

srаd:i;Јою·1; vrt10Z.щја "Wjp;t3eClnaa1.n8N8 (4.}4) :s. (4.~$) "ta-
1to cta ицаа1;о (4.16) 4а nар1веmo 

ср == ср (А {"'; 8 f1 Vf 

:J?reVpo81iaп .. o 1;iaaost1. ;f\ЦJkoije еРа о EojO~ 
је 1>110 "41 u uvodu, 4а.1- lIIOgu4aos"t r;i3zvo~a u ро 

A~,.. i ВЈ/Н' .. IСН (5 .. 1) moze ве pret;sta­
yi. ti U Qoliku 

gde .1 _ "1 .. v .1 kUakt;.riiv.ЦЈМtж-Ј.,3u 

e1111e1inju odgovaraju6eg teQzo:va ро . ' 
, 

Tenzor1.C·" kod koiJj.h uoара8 e.1tre (), 1, 2 1.tcl. 
oana4avaju ;Јsф)i ~j u1.arazu (5.2) а gor.Qj1.~DdeksJ..J. • 
~ ,...... 1:Ienaorak11tar_v, _0:100. 

С)80'Ь;\.а& i 0800ua .. t;e::L>i.ja1a • .lfjihon 

аtrаktщ>а n1je pruiaтol4цa !lav1s1 od 
ta koје О"· u :l..zrazu (5.2). 



~Y,j~A 

ТЩtо ~e n:pr."tenzor 0- v simеЬri~1jф :ро JЦ'V8. dva 1ndek-. 
2 

ва а an"tisiraeiiricQXI :роdз:!'ugа dva. indeltsa. Algebarske о-
sobine iienzora. о" od.red;jene su ja1n i m 1i11me1Jrija-
та ma.terija.1a (izotropi3a. kr:i.8iialne k1ase 1 81.). 

Odsusbvo d:is1pativ"ih napona i naponskih spregova 
u nede~ormJBanom Btan;!u m8terijala odsusbvo 
]jnearnih clanova u redu (5.2) • .A.ko ве zadrzimo па ten-
zorsk:i. И.nеarniш тезата na.ponskog За dе:f'оrшј Вljфј m 81;а- . 

tada те81;0(5.2) mo-njem tzv. 
zemo р18а1;1 

Tenzori 1;(qr) i mP(qr) debi relacijгma (4,42) i 

(4.4,3) mogu эе sada pomo6u (5.,3) napisati u obliku 
~ . ~ ('.ЈЈ и 1.1 ~j>A -, ('1. ") __ ·t «1 Ј _ /. С L '2. С А -f. С В «Д Ј. : 'х . ~ Х. Ј 

-~ -ТЈ .., ('tY '2. Ј Ј;)' Ј 

(5.6) 



Q t 
40. 

Radi poredjenja ва k1asii'!nom 1;еОriјј)ш р1ав1;1споа-
1;1 u kojoj 3е паропв~о opisano ваша ва simetr1-
сп; т ае1от 1;enzo:ra паропа. moraju ве des:A'US s1;rsDe ;Јед­

паО;l.па (5.8) i (5.9) iZ2:QZ11;1 preko рrоs1;ОL'дih ve11c1-
na <1t1. wkl 1 wk1;r 8 U 1;оше 011;)u 1skar1s1;imo 

1acije (1.24) i (4.20). Kovar,i.jantnim di:terenciranjem 
1zraza (4.20) dobivamo 

_ ""frI k .,..... t ". (x k 'Х.! __ 'Ј:'!, :X~rJ) 
(5.10) ~(I;cr='::" ~~'m '-'-;'1 ~'oi, oA;~+ W'k( ;а ,(3 ,'" I ; 

11:1. 

(5.11) 

.' cJJn(3~\y(?, т k .е 2" 2"4 2:~ j .... ,.1':r(f. xq
,; 

-/""1 Р"- V ( lVke .... Х'Ј Х'N Х,)., + ц/ 1< t :1' Г" :>.7 / ... ·[Ј ,оЈ] i'l -:; , .", I 11 ~ /. ,_\ .. 'Ј / ~ I 

Izraz1 (5.12) i (5.13) pre1;s-bav1;jaju kvaziИпеах;nе ЖOn8-

'ti "tu'ti Vnе ;jednac:i пе. Po'tpuna ]ј п earizac1;ja ovih izraza 
ошоguбатада ве 1Z\1rsi poredjenje naS1.h zak1ju.caka ва 

anеl0gnј 111 u ]1 nearnoj 1;eori.j1 рl"s't1ёПОSi;1 ва simеtr:tё­
пјт Dsponsk1m р01јет. 

Za izvodjenje komp1etne 1:I.nearizacije podjimo од 
1zrazlii. _а grad i jen-t de:for.ll1ac1je 



! 

; ; 

gde је k PJ'.';}:i.zvo~jD.O malakonstau"t4t а uk ve.!ct;o;t' роше­
;t'вnja. Kako u~~ mozemo da napisemo u ob)jku 

• 
(5.15) 

"to g1:'adi jen"tde:l."IJrItl8.ci је J!tozemo izra.zi 1:;i u obliku 

ten7.or de~ormacije а 

-- -1;7/ ·-и '1 ?- I == _._, и и. ~ '/г 
'-Џ,(оо. '2 "1" , , 

"tenzor ;t'o1;uije. Stav1J11O 11 da1.je kratko6e rad:i da оЈе 

1>0 mes"to (5.14) ЩОZ6ЩО piseti 

Q (/;> L " Х.", = 001. + R {ј.-> ... 
Ј 

r,1 neцoizovan:i oblioi 08ta1ih izraaa ko;j1 ве javlila~u u 
је4Ј)аоinаЩ8 (5.12) i (5·.13) su 81.d.6i 

(5.21) ~': 'X;~ = Ј: J~ 1-Ј. (. Ј 

Ъј X/~ X;~ х;;-= cS~ &~JJ; +Н) 

ој 

dj 



/ 

4-2. 5 • . А~бrоkэi:cr:.а,сi j~c •• , _ . " __ _ ,,;.,.:..=....=. ==-===;::.ц._.:::..-"-".. __ -,--,--,-,_, ________ -Оо ., __ . __ ._ ... _____ ........ _.~_ 

~/ 

81 

ћ/ 

~.; -а "" 1 С-:- ~~I;) I n . " .1 ) :Х . . У. Т .• 'Х. r Х'Ј ."' \ I.: .... ~·m!" '-V!>II 'Iћ, >i 
'~~ I ~ ~ t1 " ~ ; , 

1/ 

д 1'11 Ј i1 д~ i/":/ ;/ _ 1< ( . ) 
x"()~,j.€r'" 

gde ешо за k· (.) ; k()uib.~1.mkc. ч1 viseg reda~'k 
oznacil:l. kощЬinасi.јu t'IJnlrcija ~ ~ koje эе jav~ja;ju ' uz k 

а koje ni s:шо :pisa1.i razvijeno јеЈ.' 68 SU U da.ljem razm.-

1ire.nju zen emari1;i zbog .и. Пеdnоst;i. koju 1т" k u оdnО-
cu па druge ve~i41n. 

IZYr'silllo li.odgovaraju6u SJn8nu 1zrasa (5.21) u 
(5.20) i (5.2~) dob1 

(5.22) /q1)=8fr;~Odk([J:~J;'Ia~+f«'J J +. 

, 4 f с !Щ\А М { Ј rг,~/I bf ~(q. Ј ~)'Г k и) ·t 
7 '2 kl,'11I >. ... а '1 .s 

... 8 r ~ toЧЈ~ lJkel (l!>II;I1I+с.Ј"I1;tn}д~Ј~Ј:] Ј? Ј;; ~ k"t k (.) Ј-

- 8 f' ~1".Y1J ~ dkJ( e~fI;'"+(Џ/,;>"im)6; Ј; OylJ[}cSI~'I.~ 1).';)+ i<u } 
1 С Н '1I)"Лf гf. . R 

- 6r ~ у Wl!t;", L ~e,. ..... " +сЏ .... ,,;Ј,) JiJ~~:J~ JI~J ~~ {~'...,-/" k и ) .. 



5! f;Д.;Т"о1~sirН'3Сi';ј~'_.~'_II"'Ь· ._ ... _. _ј_Ш_' '_, ._. _' '-_'1'-_"_: : ____ . _. _'. __ ,_,_, _,n..c:~4~'3~o. 

-Э2fс"SЈ''1Q,Лfы Г(е: 'ц) )(е: \ r'lllCQ ,-,k(?l 12. ("Ь (~ q)C И1 
. З k€ 11 /;>11/11-1" Ioh;т CbjQ+иJC6;t2)OpO,? сј cJ[~д>.j(J ISDIJ~ -+ ", 

( 1; • .,"') rrr/J/Ci'l~ __ npct4i 5I~d [r k ~ R r l' {и-: {ЧЈ + ~ (. ) 7 + 
........ .;.- --'Ео 2. v Ai 0(" а .. о rrOjj 0,,/ .Ј 

'1" 4 f С tтr&.ч~.,. Г!1n (k (tr't' {(Ч 11;.;_ h(') 7-t 
(pkf;mlOy O~ О>. О[] дnО 1 ј 

~8ff?.ЈlJrt;.. 5' ~~[Сеh7/"'1n+w,.~,m}fjkf>t/;Ј;д,~Ј!rд;~ Ј;Ј + k(' 1], 
l"Osle вХ'Сд.ј1.vanје.1 ev:1tl pro.:i.~voda 

81i1. k k6tO mэЗ6m vrednost1. .:i.zrQZ! (5 .. 22) 1. (5.а,,) P08tJ~U. 

• 

~ВР r [1>(']11)'1/"'" ~ ~""гJi,f (eA'I)im-~ Q)h7lim ) , 

Pojava 1,iWiZVQde. 

W-,klОsu'18 ; "'U .. - •• h; ~"nт :1 М. 

'ц rel.ac:i.jlilll1Q (5 .. 24)1 ('.25) profi1."fЦQ j~ p:t'$~o8fi.,ci о 
tenzorsko;j l..i.nЭ(\XnО8t:i vеzэ na;pona 1. nroonskih . 
за ltШеr.:аt:iСki:n kвrзkt$ris't1kаща dе:f'о:rnшо:Цје. Zbog 

ее 't:1 pI:'o1zVOdi l1Юrа~u Za. .. ·l&maritd kao vеUёј,nе v.!§1.Iga 

redn. Розlе Iюmоо.u"t;1Ь l.s~1 (S.24) i <'.25) 
ро$1;$ 



. , 

Јеdnа.СШе (5.26) i (5.27) $U J1Deari.zoVlilnAt kons't1-

1;u'tivne re~ac1ae. 
Za. :izo1;rop.ne IIl2:l:;er:ijale kod ko;j:1.h зu 'tenzor:i а·· 

D.~a. t'enzor:i ako su ne:pa:rmoga reda, konstitutivne veZe 
(5.26) i (5.27) glese 

t (ч 1}_,= 8 с k!f."dilf 
. ~ ./ 

(5.29) 

relacioje (5.26) i (5.21) Цa~u obl:Jk 

I (D'l! ~!q'l..-./ t ~ -'-:: 8 С ". Цf.( .. 
f711N1?;~:;- __ '2 С 1J'[1>('l]fl) . 

" ОЈге 

Za izotropne mater:i3a1.e ва f'Hnkci;jolJi d1.sipaei;Je Ф • 
U obliku (5.:;0) kOf!s1;j:tu't1tne relacije sVQde .se па 

t ('l?) -:-;' 8 С kt~_'( d
R 

f 
! (5.") .. 

~ 1>('1 'I);:э, а, 

, 
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ZMsn1vaju6i mo4e~ pl&8~15~ neprekidne ~еа1пе па 

osnovu ~ermod1nMm1!b irevorz1bi1n i h procesa· ро­
k8Za ]j вто u ode1j~ 2 48 ве us10v vебеnја шо!е pre~a~a­

v1.V1 uoыl.ku (2.8) 

(б.1) jJ~? =рФ (tii ,'-тi;ik) ~ О. 

lIed3u~1a pri 1.zvod;l_au }rone~1.t;u"ti,ra1b kr8~pl)­

sta'Yil1 SiiI,z) da је dis1pacij8 obl.ika (4.1) o4nosno (4.') • 
• ра iz е.И ве 'konsV1 'tU1ii vn1 h r818c1;J8 dosl1 .. :йа:l;ЈUCkа 

da tunkci.;Ja disipao1je 1IIOra da zavis1 od ~.nzora EcIp 1. 
WJf\iJ n.1.e da ;је оЬ] 1ka 

P.Eetpostavke d8 је . ја oO~1.ka 

obl1ka 

oVih pratpos~av-
k1 prois1ii~a 1z kощраtiЬi~оs1ii tizi.~1h znacenja lI:oj_ S~ 
vaka od njih poseduje са ааЬ.'о Тио ;Ј. u klaвicno;) .aor1-
31 plaS't1Cnos1;1. npr. u.obi<Sa3no da ве napon1zrac1w8"8 
preko plas~i6nog potencijala u Za.v:!.SnQsV:i od bra1ne dat..;. . 

tOrJll.acije 1li pak brz1na · . u оо napena. 



• 

Osn.ovn-. en.ergetska . . . ја (~,.34) Dl.O~. эе zbog znасе-е 

n;1a ko;1a ;iШQјu цоЪ1јт 

sjedne ~ ~j . ~ 

-1;Јаж s druge straneSllTa1le k80 medjusobno nе,,;апsnе :to 

. ~Z (6.3) prois1;~t:e 

(6.4) 

(6.5) 

Prema1loDl.eakosef.tm1roij-.dJ..siрас1јеshvа1;1 kю . . 
f'tJnkcij .. velicj па ko;1o karakt.riвu stanje nароnа u оЪ-,. 

pla81;icne 30 1;0 рр.а 04 navedeDib re-
laoij8.,relacija (6.·4),38ste uob1<Sajen1 izraz za brzi-
nч. . ј. koj1 е. . • . , 11 1JiI!IOriji plas't1cnos"ti 
ва t.nso~ j'UDkc1j-. ср "$а 1do_ll\o 
plaS1;1ane .~.rijal. pri 110.. 19ra ulogu plastiXoog ро-

;1а1.а (u .а · . 2.1» f (Т. /5/). 
Strukiiura. anatit1a.kog 1srua 208. otu'ikc1j\1 Ф R'Ora 

s jeёlne obezbed11r.Lrelaoija 
(6.4) :1. (6.5) ва konst1 jeCa~1n8тa (4.42) 1 

~4.4~) k80 1 da Z8D1..PODl. (6.4)1 (6.5) u (4.42) 
i (4.43) obezbedi iden1;1cnoet одповпо zamenoDl. 1zraza za 
паропе (4.42) 1 (4.43) u~.lac1j8ma (6.4) i (6.5) 1;ako. 

д;ј. obezbed1 id8n-tidnon. s Cb'Ug. 8tr ..... 
. . 

u tenzor$k1 1iD.~ojteori3i plas"t1Cnost:1..a s1~ 

aetr1cnjm tenzoroDl. n~ona ov.J zaht •• је autODJatsk1 
d.Ovolj8l).. NUDJe tu1;iyn e relao1 је еч. 

(6.6) 

/ 



, 

ХЕ Stru1ttur8 1z.raza (6.7) vidi ве d.a ~e :f'UDkc1~a 

disi.pacije Ф • shv6ena kao :f"JOkC13atecenj8. u 1;.0110'''''''-.. -, -

ski ]in.arno<1 teor1j1 88. si.met:r1.c%lim nароопш pi138JDJ 
ogr80i certli!. zi\htеvощ da bu4e :1zrdena nepo~dno kao шао­
"јјеај.tЗ0а invsriјап1;а napona . j.r ј • 

(6.8) 
. :1ј ..2 . . 
у "Ь:1ј = "I - 2 Vз:r 

. 

gde је 1;1 prva aVr1 druga g1 .. :vrнa inv;wiјап1;е teozo-

ra оароnч Ako ве uvede :1 zah1iev аа је ша1iеr1јal 
1;ј1 .... 113. 1;1 '" О. za mat.r:13ale uslov 

1;eoenja •• e.odi па ob1ik 

'ь1:! = cons1; •. 

61;0 upravo pre1;s"tav1.ja uslov t.o enja. 
U "Ьеоај! plasticnos1;i в.а nев" mebricn1m 1;enzo:t'Olll. 

napona и61.0У tecenja mоr .. nю shva1;1:t1 kao ne1tu x-оlаеЈ.јu 
obl:ika (6.1) cija s1iruk'tuX"a 3. ogrапiсеnа р"е sVega 'У.с 

, 

navedenim zahtevom da koos1ii:tu'titFn. ;r;>e1.liio1j. dopui1;aju 
, 

inverziju (koja ој38 obaVezno једооznаСоа). 8. веш toga 
da ;је 1'0 зvoјој tOX·j!tj :iоvariјапwа u оdпоsu оа .,. оое 
1ожа]пе kor(i::i1Hi.'tne 1irапs1"оrшаоi.ј. koj. karak'ter&iu 8:1-

toet:dju 1'0 .ater1iJal8. (:1zo t~'.Ppi.;Ja )11"181;.10. kl8.-
ве 1. 81.). 

оуај drug:i zah1i.v И8. uslov 1;.cetl~a 'ROze а8. В8 ' 

мо]:I ве па slea.e61 пае1n. цо' ј1 == rc х ) ob:.ruuje 
pv. .еоstо;rщасiја koj. karakterisu simetr1;Ju posma1;raoog 
1118ter1;Jail.a onda u odnosu %18 10. 1ir-ОS:f'о;rщю1.је mor b1t1 0-
ситanа struktura f'lШkсiје 1;Qko аа је 

(6.10) ф( 1;(1ј) •• :1.(;jk»,. ф (1i(ij), .1(;jk». 

:pri ёеши su t;(i;j) i jiiCjk) 1;OnZQri napona i naponsIc:ih 

spregovlii. u odnosu 1)& ;:i. 



! 

6. Us1o'V"1 tecenja , 

Da ь! па ;f;'tmkciju Ф m.ogl1 da pruenimo dsnas poz­
nate rezu1"tate 'invar1janata (v./fl ), za ројед1nе ka11e­
gOr:ije ma11er:ijsJn:ib s1metrija nеорЬоdnо је t.nzor nа­
ponskog sprega izrazi 11! kao tenzor drugoga ::r;'eda sto ве 
moze posti6:1 koriste6i (; ijk tenzor 

(6.11) m.
.k __ 1 с t'\-,_ .; (;) Ь) 
(" ;;!Сfiэ IrI 

(6.12) 

tako да :f1Jnkciju ср роsшs"tramо u oыku 

Nazalos"t teorija invs:rtjana1;a ;t1mkcija dvaju "ten­
zorsJdh ро!ја јоз ne рое"Ьој! уli6 је razradjena i tђ u 
potpunosti вашо teo~lja r1janata :fttnk c:1ja koje za-
vise од jednog tenzora :1 izvesnog broja v8ktora. U nе­

dostatku odgov~~aju6e teorije 1nvarijan~ta шi сешо ве 
оУде ogranici ti. зеmo па :1zotropne materijale tsko да 
ро analogiji ва 17/ i /8/ moiешо да pred1ozimo вашо 
neka gruba rеЗеnја. 

Skala.rna :f1mkci.ja ne.kog tenzora drиgoga reda 1nva­
r:ijantna u оdnови па grupu ortogonaJnih trans:foL~acija 
(klOlrakter:istika :1zof;ropije Jll.atenj&l.a) t mora bl.ti :fun­

kcija invar:1jana"ta toga 11enzora. U ana]ogij:1 џаizrаzоm. 
(б.7) а koji prois"tice :1а 11ensorSk? Jinear.ne 11eor1je :1 

postoje6im rezul teorije 1nvar:1jana11a :fun-
keija disipacije 
ni.h hVlidJijanata 

-(б.14) 

Ф tr.ba да Ьиде zаvaifФ8 од 

• 
а pored toga :i од. zdruzene ј ".ari.jante 

(6.15) 

• 
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~a ШIlоУ $.f .. ~a u.pi1J •• 81tЮьju ј •• $. neka 
·;Ја oblika 

-"- .. 
ф ( 1iz:r: , -Хх ' 
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L),/ (Э, 

ор_Ј аеа3а &ао 11;9 а. apr. 
ре •• bi 40Уо4:1. do 

ф. 

aoatd .$~ 11. .. 11 'О .... 

па ne40a1a.1;*. kakv.th ek8per1aen1;a1nJb 
'о u1JiCaju n,;ponsk<>s .Р"8& :па wвl0Y8 'hСеЖl.~а ••• 

:tankc:i;1e Ф o.1I~u.a .84а u 
901$1 •• 111 ра •• $t;oga u to р11Ј"'. up\IJffa1Ji. 



Као з1iо је u uvodnom de~u те6 re(jeno отај rad 
preds1iav~ja роlшвај да ве u duhu saYx ...... enih kopoepc1.­
ја оsnота mehan1.ke neprekidnib sredjpa 1ieor1ja p~as-

1i1.cnos1i1. prosir1. 'Ьако да obubva1i1 naponsko s1ianje kQ-
је uk~juCuje i m део tenzora napona. за 

me1iodo~oВke 1iacke glеd1З1iа оуај rad predstavlja роlш­
ва;} proucavanja prooesa plas1i1(jg1h 'Ьеёоо;ја же 

ma1ierijala ро ва ireverz1b1lne 'Ьех> 
koj1ma prooee1 p~as1:1cP1h 'Ьеёenја 

УО pripadaju. 
ОdзUвЬџ. 1ieor1jsk~ ra40va в jedne 1 eksper1men­

'Ьа1пј Ь poda1i8ka.s druge s1irane о u1i1ca.ju 
noga дe~a 1ienzora па;рonа па· oыs1i11 p~asti(jn:l Ь de:t:or­
шас1ја reaJpib ma1ier1jala. u1i:l.oalo је па о­

voga rada :1. па nac1n pr11aieoja роједјђ:l. problemjma. 
U 'Ьоше eilju rukovodili еmo ве dopus1i1vim а-

nelogijama koje poS1ioje 1ааедјџ 1ieor1je e~as1i1cn:lb 1. 
1ieor1je plas1iicn1h de:t:ox-atвc:l.ja. bar s1io ве 1ii<Se prob -
lema :t:orlD1ranja оsпо,,,јђ Veza. :au~1iat1 до koj1h зао 
dosli u пазој !Шal1z1 p~a.1il!n.jh de:f:orlllв.o1ja preds1ia­
vljaju osnov Za дalја 1ieor1jska 1s1irai1vanja :1. ekepe -
rimen1ialn u proveru. 

Upus1iaju6i ве u prou(javanje poete~asticn1h 00-
last:l. de:t:ormaeija ва nesime1ir1cnjm 1ienzorom паропа ko­
ја susama ро.веЬ1 opst:l.ja од klaslcpe teor1je pla.s1i:l.­
!n.os1ii n1вшо zeleli да ве ogrAIllc1Jl10 па 1ienzosku .A..;L 

ar.nost odnoвno ра s1iruk1iur.nu kvaz11inearnos1i те6 еmo 



nas1l0;ja):i da Ј3те r1ac1.je budu dovol;jno ope1l& 1Iako da 
ве pod Оdrеdjen1щ :f1.z1cki plauzaЪ11nj,m J3vedu 

. 

па uobillajene 1>enzorski 1:inearne теае. s 1>е 1IaCk:e 
d1.s'ta predlozeno. p:rosireaja zadovo1;javaju. 

Ograni c1.Jno ве u отој dis1tus1j1 па 'tenzorsk~ 11-
пев.rж:Wn ТФZате. (4.20) 1. (4.21) koje vdEl za 1.zo-tropne 
ma-ter1jale. U 1>1т relac1.jama siae1ir:i.cen deo -tenzora па-
ропа zavisi neposredno оа 1ie:ozora b:rz1ne а 

nвponsk:i. spregov1. od grad;i jena'ta 1] 

Dekвrtovom pravouglom kord1I'1ab t 'oJRslstem.u 1. za 
пе ma:ber1jale 111. izrazi S1!L daid 

tyy) 1>{ 'll/j -::::: ЬЈ) 1''1 zџ 97'ft) + br;. д f'1I W '1;: +(h.-Ь.)о'll.Ј ~ + 

1... ",р ... ~/II Ь . 1'f ..!Jl'l L ~.I 'l" 6 (;' + из ш 1(0 + ,,2U ,R U + и ~ u/ ,~ , 

.Ako је mater1.jaJ. nest1s1jiv prva 1nvвrijan'ta 'tenZora Ъ~ж­
ИВе defQX1oac1.;je dX '= О ра :re1ac:Lja (7.1) pre1az:1 u 

. uobicajen;l, ob]:ik 

1 еаУ1е1 od ј. k:Oj1. Ве u "'е-

or:Lj1. p1&810n08t1 elimini§e pomo6u us10va 1ieCenja. 
Re1ac1;ja (7.2) koja ;Је za nав оо. naro~'t1ga 1n'teree­

ва, ne sadrz1 ek:sp11c1.tna resenja ро korд:ina'tama nepons­
k:i.h spregova уе6 ;Је odredjenako1!ib:inac1ja 'trJb kord1na'ta 
pre1is1iavljena kao f'unkc1ja g.rad i j .... a'ta tenzQra IIx'tlQzenja. 
P.rE'1II8 strl1k t;ur1. re1ao1;Je (7.2) шой е sl!l 1zvesti zak1jucak 
da ве u okv1ru linearne teorije "а 1zo1iropne ma:ter:Ljale 
naponsk1 spregov1. ј sv1j8Ju kao posledica рroшenе brz1ne 
roiiagi;je plas1i1cn1b det'ormaoija. Eksper1menaii. Ь! 1;rebao 
da pot;vrdi ОУај zвkl.;Jucвk. 
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• 

. . . . . 

.. :rz rвzmэ1iran;Ја uran:! ЗlJn odel;Jc1ma РХ'О"-__ 1Iе da 
i za . 81U,aEloj nesueb1(:nog tenzora nа:ропа РО81о0;)1 ~ed8n 
uз1оу te~enja. Тај uslov tec8D;Ja;Jeste nelta, t"n_.41iSa :Ln­

varijanata (6.16) 1 (6.14). Moze ве pre1;p081<av1:t1 da ;Је 

za dovo1jnO spo:re. рroсеsерз..as1<1~п1 Ь \1810т 

"te(1enja (6.15) пюgu6е aprokSim1rat1. ва doVO~~OJl1 talSnos-
1<1. nek:Jm 11nеЫ1IЈт 1zraz0Jl1 ko;:!i Ы pre1i8tav1;Jao proU- . 
:t'en;Je pos1ioje6ih uз1.0уа u1<eoM;:j1. p\8B1<ilSn.osU 8а 
lir1cn1m tenzOX'Or.7. napon.a. p11iвnje 1ialin.ost1. "Са-

• • • 

пе ap.roksimacije vezato ј.аа p1.1ianje r .. "Ye11a1aatвk,-
"tora koji karakte.rHlu nщроnskо steuje а k о redu у.е11-

Сin.а kC",";1 nata tanzora naponRk1h .... .а.а n'eJIIOze-е 
ИlО re6i 1U.sta "to p1"1ianje 1"neer1.z801~e ue].ov. 1;.len3а ое-
1ia;jeo1iVoreno • 

.. Kor1s1ie6i ве anаl0рт . . '\:1. 1;eoп~ е1а.-

stianoet1 mogu6e ;Је oce]d."'Ia1J1. da С!$ В8 i2: t 

tЩаlizе Jll.061 (I(}*tacU.t"1. st..,"\J1ctiura cЦs1pat1vae ~ФkсЦе Ф 

е].1апо • d1s1pa"t1Vno;J st:L'ukbud. unutц:aВn;Je 

energi;Je (v. /8/ ); 
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14-. Мodеl (2) 
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