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PREDGOVOR

Predmet ove doktorske disertacije jesu diferencijalna polja. Posebno se razma-
traju transcendentalna raširenja diferencijalnih polja, tj. raširenja diferencijalnih
polja sa diferencijalno-transcendentnim elementima. Dobijeni rezultati su iz teorije
diferencijalnih polja i na osnovu dobijenih rezultata posebno za diferencijalno polje
meromorfnih funkcija, formiran je jedan metod za dokazivanje diferencijalne-tra-
nscendentnost nekih meromorfnih funkcija koje ispunjavaju neku diferencno-difere-
ncijalnu jednačinu. Tim metodom dobijeni su dokazi diferencijalne transcendentnosti
nekih meromorfnih funkcija, koje se javljaju pre svega u analitičkoj teoriji brojeva.

Ovaj rad se sastoji od tri glave. U prvoj glavi rada, koja je uvodnog karak-
tera, razmatra se algebarska teorija polja i zasnivanje transcendentnih raširenja al-
gebarskih polja. U prvih šest sekcija prve glave izložen je pregled dela teorije alge-
barskih polja (koji je neophodan za zasnivanje teorije diferencijalnih polja). Dalje,
u sedmoj sekciji dokazana su osnovna tvrd-enja za pojmove transcendentne baze i
stepena transcendentnosti raširenja, koji se efektivno koriste u dokazivanju novih
tvrd-enja vezanih za raširenja diferencijalnih polja. U osmoj sekciji dat je jedan
algoritamski dokaz eliminacije kvantora za teoriju algebarskih polja date karakter-
istike 0 ili p. Noviji rezultati iz teorije diferencijalnih polja pokazuju da se analogni
rezultat može dati i za teoriju diferencijalnih polja. Na kraju, u devetoj sekciji data
su neka pobolǰsanja u dokazu Lürothove teoreme, u odnosu na postojeće dokaze,
kojom su odred-ena prosta transcendentna raširenja algebarskih polja.

U drugoj glavi rada razmatra se teorija diferencijalnih polja. U prve tri sek-
cije izložen je pregled teorije modela koji je neophodan za zasnivanje teorije dife-
rencijalnih polja. U naredne tri sekcije izlažu se osnovni pojmovi teorije diferenci-
jalnih polja, uključujući diferencijalne redukcije i teoriju diferencijalno zatvorenih
polja. U sedmoj sekciji prikazan je jedan noviji algoritamski dokaz eliminacije kvan-
tora za teoriju diferencijalnih polja karakteristike 0. Takod-e, dat je model-teoretski
dokaz navedene činjenice. U osmoj sekciji date su osobine diferencijalnih ideala
vezane za diferencijalni rang prostog diferencijalnog ideala. Na osnovu tih rezultata,
u devetoj sekciji dati su novi rezultati prema radovima [126] i [127]. Preciznije,
na osnovu rezultata prve glave, vezanih za stepen transcendentnosti raširenja, sa
Lemama 2.9.1., 2.9.2., 2.9.3. i 2.9.4. data je karakterizacija diferencijalno-algebarskih
elemenata i diferencijalno-algebarskih raširenja nekog polja. Korǐsćenjem pojma
podmodelske kompletnosti dokazana je Teorema 2.9.5., gde je data diferencijalna
karakterizacija raširenja nekog diferencijalnog polja koje se sastoji samo od difere-
ncijalno-algebarskih elemenata. Na kraju devete sekcije navode se dva proširenja
Lürothove teoreme u teoriji diferencijalnih polja.
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ii O transcendentalnim raširenjima diferencijalnih polja

U trećoj glavi rada razmatra se jedan metod dokazivanja diferencijalne trans-
cendentnosti. U prvoj sekciji prikazane su neke metode dokazivanja diferencijalne-
transcendentnosti. Dalje, u drugoj sekciji dat je kompletan dokaz Hölderove
teoreme da gama funkcija jeste diferencijalno transcendentna koristeći dokaze Os-
trowskog. U trećoj sekciji razmatrane su analitičke osobine gama funkcije i srod-
nih funkcija koje su vezane za pojam glavne vrednosti u tački. Pored toga, nave-
dene su neke nove reprezentacije Kurepine funkcije K(z) i alternirajuće Kure-
pine funkcije A(z) prema radovima [99] i [107], koje su s jedne strane vezane
za pojam glavne vrednosti u tački, a s druge strane nam omogućavaju izdvajanje
nekih novih primera diferencijalno-transcendentnih funkcija. U četvrtoj sekciji dat
je, prema radovima [126] i [127], jedan metod dokazivanja diferencijalne trans-
cendentnosti na osnovu Teorema 3.4.3. i 3.4.6. Na kraju, u završnoj petoj sekciji,
primenom prethodnog metoda dati su neki primeri diferencijalno-transcendentnih
funkcija izdvojeni u jedanaest podsekcija. Izmed-u ostalog, dati su dokazi diferenci-
jalne transcendentnosti Hadamardove, Barnesove faktorijalne funkcije, Raman-
ujan-Dirichletovog L reda, svih Dirichletovih L redova (time i Riemannove
zeta funkcije), kao i raznih specijalnih funkcija definisanih odgovarajućim integral-
ima.

Zahvaljujem se profesoru dr Žarku Mijajloviću na upućivanju u problematiku di-
ferencijalne transcendentnosti, kao i na svesrdnoj pomoći oko izrade ovog doktorata.
Takod-e, želim da mu se zahvalim i na savetima i diskusiji pri proučavanju raznih
oblasti matematike. Zahvaljujem se profesorima akademiku dr Aleksandru Iviću,
dr Miodragu Mateljeviću i dr Slobodanu Simiću na stručnim savetima i korisnim
sugestijama pri izradi ovog rada. Na kraju, želim da se zahvalim svojoj porodici na
razumevanju i bezrezervnoj podršci.
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1 ALGEBARSKA TEORIJA POLJA

1.1 Teorija polja

Ured-eno polje je svaka struktura F = (F,+, ·,≤, 0, 1), gde je F = (F,+, ·, 0, 1)
polje i (F,≤) linearno ured-enje saglasno sa operacijama + i ·. Na osnovu prethodne
definicije, ured-eno polje odred-eno je spiskom aksioma:

1. x+ (y + z) = (x+ y) + z
2. x+ 0 = x, 0 + x = x
3. ∃y (x+ y = 0 ∧ y + x = 0)
4. x+ y = y + x
5. x · (y · z) = (x · y) · z
6. 1 · x = x, x · 1 = x
7. x · y = y · x
8. x · (y + z) = (x · y) + (x · z)
9. x 6= 0 =⇒ ∃y (x · y = 1)

10. 0 6= 1
11. x ≤ x
12. (x ≤ y ∧ y ≤ x) =⇒ x = y
13. (x ≤ y ∧ y ≤ z) =⇒ x ≤ z
14. x ≤ y ∨ y ≤ x
15. x ≤ y =⇒ x+ z ≤ y + z
16. (x ≤ y ∧ 0 ≤ z) =⇒ x · z ≤ y · z
Teorija linearno ured-enih polja FO sadrži neke bitne podteorije. Na primer,

formulama 1−3. date su aksiome teorije grupa, dok su sa formulama 1−4. date
aksiome Abelovih (komutativnih) grupa. Formulama 1−5., 8. date su aksiome teorije
prstena. Dalje, formulama 1−8. date su aksiome teorije komutativnih prstena sa
jedinicom i konačno, formulama 1−10. date su aksiome teorije polja F. Napomenimo
da je unarni operacijski znak − moguće uvesti u teoriji polja zamenom aksiome 3.
novom aksiomom 3.′ x + y = 0 ⇐⇒ y = −x. Takod-e, unarni operacijski znak −1

moguće je uvesti u teoriji polja zamenom aksiome 9. novom aksiomom 9.′ x 6=0 =⇒
(xy=1 ⇐⇒ y=x−1). U tom slučaju, formule x+ (−x)=0 i x 6=0 =⇒ xx−1 =1 jesu
teorema u teoriji F. U vezi sa prethodno rečenim, možemo smatrati da je teorija polja
nad jezikom L = {+,−, ·, −1, 0, 1} odred-ena samo univerzalnim aksiomama (takvim
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2 O transcendentalnim raširenjima diferencijalnih polja

da se u prefiksu svake aksiome nalaze samo univerzalni kvantori). Dalje, u ovom
radu teoriju polja F označavaćemo i sa AF. Za teoriju AF koristićemo ekvivalentan
naziv teorija algebarskih polja u cilju razlikovanja od teorije diferencijalnih polja DF,
koja će se razmatrati u drugoj glavi ovog rada.

Aksiomama 11−13. odred-ena je teorija parcijalnog ured-enja, dok je formu-
lama 11−14. odred-ena teorija linearnog ured-enja. Neka je F = (F,+, ·,≤, 0, 1).
Posmatrajmo prirodan broj n∈N = {1, 2, 3, . . .} i element x∈F . Tada definǐsimo
n · x = x+ . . .+ x (n-puta) i uvedimo n = n · 1. Za ceo broj n∈Z i n < 0 uzećemo
n = −m , za m = −n∈N . Umesto n · x pisaćemo i nx. Na osnovu distributivnosti
važi n · x = n · x. U daljem tekstu pretpostavljamo poznatim osnovna tvrd-enja
elementarne teorije ured-enih polja. Navedimo dva osnovna tvrd-enja.

Teorema 1.1.1. Svako ured-eno polje je karakteristike 0, tj. u F = (F,+, ·,≤, 0, 1)
važi ako x∈F\{0} i n∈N tada n · x 6= 0.

Posledica 1.1.2. Za svako ured-eno polje F = (F,+, ·,≤, 0, 1) skup nosač F sadrži
kopiju prirodnih brojeva {n |n∈N} i kopiju celih brojeva {m |m∈Z}.

Teorema 1.1.3. Za svako ured-eno polje F = (F,+, ·,≤, 0, 1) sledeće preslikavanje
f : Q −→ F definisano sa f(m/n) = m · n−1 (m ∈ Z, n ∈ N) predstavlja jedino
utapanje ured-enog polja racionalnih brojeva Q u F.

Posledica 1.1.4. Za svako ured-eno polje F = (F,+, ·,≤, 0, 1) skup nosač F sadrži
kopiju racionalnih brojeva {m · n−1 |m∈Z, n∈N}.

Na kraju ove sekcije izložićemo osnovne činjenice o idealima prstena. Naime,
neka je P = (P,+, ·) prsten, tada podskup I ⊆ P odred-uje ideal prstena ukoliko je
ispunjeno:

1. (∀x∈I)(∀y∈I) x−y∈I,
2. (∀x∈I)(∀r∈P ) r · x, x · r∈I.

Navedimo neka osnovna tvrd-enja za ideale prstena [78]:

Teorema 1.1.5. Neka je P = (P,+, ·) prsten i neka su I, J ⊆P ideali prstena P.
Tada sledeći skupovi:

1. I + J = {r | r = x+y ∧ x∈I ∧ y∈J},

2. I · J = {r | (∃n∈N) r =
∑n

i=1 xiyi ∧ (xi)
n
i=1⊆I, (yi)

n
i=1⊆J},

3. I ∩ J = {r | r∈I ∧ r∈J},

4. I : J = {r | (∀y∈J) r · y, y · r∈I},

predstavljaju ideale u prstenu P.
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Napomena 1.1.6. Neka je a element prstena P i I ⊂ P ideal tog prstena. Tada
skup I : a = {r |r ·a, a·r∈I} ⊆ P odred-uje jedan ideal prstena P. Tako odred-en ideal
označavamo sa I : a i nazivamo količničkim idealom od I po elementu a. Posebno
je od interesa1 skup

⋃
k∈N I : ak ⊆ P koji odred-uje jedan ideal prstena P. Tako

odred-en ideal označavamo sa I : a∞ i nazivamo zasićenje ideala I po elementu a.

Teorema 1.1.7. Neka su u prstenu P = (P,+, ·) dati ideali I i J generisani pod-
skupovima A ⊆ P i B ⊆ P respektivno. Tada važi:

I + J = 〈A ∪B〉 i I · J = 〈{a · b | a∈A ∧ b∈B}〉.

Napomena 1.1.8. Ideal I ∩ J je najveći ideal sadržan u idealima I i J . Unija dva
ideala I ∪ J ne mora biti ideal; med-utim, ideal I + J jeste najmanji ideal koji sadrži
ideale I i J .

U vezi sa prethodnom napomenom, može se pokazati da za ma koji rastući lanac
ideala I1 ⊆ I2 ⊆ . . . unija

J =
⋃
k∈N

Ik

odred-uje jedan ideal. Dalje, važi tvrd-enje:

Teorema 1.1.9. Neka je P = (P,+, ·) prsten, tada su sledeći iskazi med-usobno
ekvivalentni:

1. Svaki ideal I prstena P je generisan konačnim skupom.

2. Svaki striktno rastući lanac ideala I1 ⊂ I2 ⊂ . . . prstena P je konačan.

3. Svaki rastući lanac ideala I1 ⊆ I2 ⊆ . . . prstena P postaje stacionaran, tj.
važi Im = Im+1 = . . . počev od nekog m.

Prsten P = (P,+, ·) koji ispunjava bilo koji uslov prethodne teoreme naziva se
Noetherin prsten.

1.2 Prsten polinoma

Neka je dato polje F = (F,+, ·, 0, 1), formirajmo jezik nad kojim definǐsemo
polinome LF = {+, ·, −1, 0, 1} ∪ {a | a∈F }. Polinom p(x) sa promenljivom x nad
poljem F je svaki term a 0 + a 1 x + . . . + a n x

n za neko n ∈ N0 = {0, 1, 2, . . .}.
Prirodan broj n∈N0 označavamo sa deg p(x) i nazivamo stepen polinoma. U zapisu
polinoma je uobičajeno da se umesto koeficijenta odred-enog sa oznakom elementa
a i koristi sam element ai iz datog polja F. Polinom p(x) je 0−polinom ukoliko su
svi njegovi koeficijenti jednaki 0. Dalje, preslikavanje y = p(x) : F −→ F nazivamo
polinomskom funkcijom. Za nenulti polinom p(x) element α ∈ F naziva se koren
(nula) polinoma p(x) ako je p(α) = 0.

1za diferencijalnu algebru
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Neka je dato polje F = (F,+, ·, 0, 1) i promenljiva x. Formirajmo skup F [x]
svih polinoma sa koeficijentima iz datog polja F. Ako su + i · uobičajene operacije
sabiranja i množenja polinoma, tada algebarsku strukturu F[x] = (F [x],+, ·) nazi-
vamo prsten polinoma jedne promenljive nad poljem. Tako odred-ena algebarska
struktura jeste komutativan prsten sa jedinicom bez delitelja nule; pri tom, skup
inverzibilnih elemenata je dat skupom F\{0}. Sasvim slično prethodnom može
se definisati P[x] prsten polinoma jedne promenljive nad prstenom ukoliko koefi-
cijenti i promenljiva uzimaju vrednosti iz nekog prstena P. Odatle se može in-
duktivno uvesti i prsten polinoma vǐse promenljivih nad prstenom odnosno poljem.
Ako su x1, . . . , xn promenljive, tada je P[x1, . . . , xn−1, xn] =

(
P[x1, . . . , xn−1]

)
[xn].

Prethodno odred-ena algebarska struktura P[x1, . . . , xn], sa skupom nosačem P [x1,
. . . , xn], u odnosu na + i · uobičajene operacije sabiranja i množenja polinoma
vǐse promenljivih takod-e jeste prsten ako je P prsten; odnosno jeste komutativan
prsten sa jedinicom bez delitelja nule ako je P polje. Svaki element p(x1, . . . , xn)∈
P [x1, . . . , xn] može se predstaviti u obliku sume:

p(x1, . . . , xn) =
∑
α∈A0

cαx
α1
1 . . . xαn

n

gde je A0⊂Nn
0 konačan skup n-torki α=(α1, . . . , αn) prirodnih brojeva i cα∈P\{0}.

Izrazi Mα = xα1
1 . . . xαn

n u prethodnoj sumi nazivaju se monomima. Samim tim, poli-
nom p(x1, . . . , xn) predstavlja linearnu kombinaciju monoma nad P. Pojedinačne
sabirke cαx

α1
1 . . . xαn

n , za α∈A0, koji učestvuju u polinomu p(x1, . . . , xn) nazivamo
još i termima polinoma. Dalje, n-torku α = (α1, . . . , αn) nazivamo multistepen
monoma, a suma eksponenata

∑n
k=1 αk odred-uje stepen monoma, koji označavamo

degMα. Primetimo da se jedinica polja 1∈K može predstaviti na jedinstven način
kao monom 1 = x0

1 . . . x
0
n (dakle, kao monom nultog multistepena 0 = (0, . . . , 0)).

Za polje F, dva polinoma p(x), q(x) ∈ F [x] su jednaka akko su istog stepena i
imaju jednake odgovarajuće koeficijente. Neka je F = GF(pk) konačno polje Ga-
loisa sa k = pn elemenata gde je p-prost broj i n∈N [93]. Neka su p(x), q(x)∈F [x]
polinomi redom stepena r = deg p(x) i s = deg q(x). Ukoliko važi k > max{r, s},
tada su polinom p(x) i q(x) jednaki akko su im jednake odgovarajuće polinomske
funkcije p, q : F −→ F [58, str. 248]. Istaknimo da su za beskonačno polje F dva
polinoma jednaka akko su im jednake polinomske funkcije. U daljem razmatranju
nas će zanimati samo (sintaksna) jednakost polinoma, a ne i jednakost polinomskih
funkcija. Iz navedenog razloga, dalje razmatranje će se odnositi na proizvoljna polja.
Za polinome važi sledeća Teorema o ostatku:

Teorema 1.2.1. Neka su p(x), q(x) polinomi iz F [x] takvi da je q(x) nenula poli-
nom. Tada postoje jedinstveno odred-eni polinomi s(x), r(x) iz F [x] takvi da je:

p(x) = s(x)q(x) + r(x)

i pri tom r(x) = 0 ili 0 ≤ deg r(x) < deg q(x).
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Napomenimo da na osnovu Teoreme o ostatku važi da polinom p(x) n−tog ste-
pena ima najvǐse n različitih korena u F. Takod-e, kao posledica Teoreme o ostatku
važi naredno tvrd-enje.

Teorema 1.2.2. Neka je I ideal u prstenu polinoma F[x], tada je ideal I generisan
jednim elementom, tj. postoji polinom g∈F [x] takav da važi I=〈g〉.

Posledica 1.2.3. Za proizvoljno polje F prsten polinoma F[x] jeste Noetherin.

Za dato polje F = (F,+, ·, 0, 1) polinom p ∈ F [x] nenultog stepena n kažemo
da je nesvodljiv (ireducibilan) polinom nad poljem, ako se p(x) ne može napisati u
obliku proizvoda dva polinoma čiji su stepeni pozitivni i manji od n. Napomenimo
da za polinome drugog i trećeg stepena nad poljem F važi tvrd-enje da su nesvodljivi
akko nemaju korene u tom polju [58, str. 249]. Navedeno ne važi za polinome
stepena n ≥ 4. Navodimo jedan dovoljan uslov za nesvodljivost polinoma, koji je
dat sledećim Eisensteinovim kriterijumom [54, str. 365].

Teorema 1.2.4. Neka je p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0∈Z[x] moničan
polinom sa celobrojnim koeficijentima, takav da za neki prost broj p važi:

p2 6 | a0 ∧ p | a0, a1, . . . , an−1 ∧ p 6 | an.

Tada je p(x) nesvodljiv nad poljem racionalnih brojeva Q.

Napomena 1.2.5. Neka je p(x) polinom sa celobrojnim koeficijentima. Tada, važi
Gaussova lema: polinom p(x) je nesvodljiv nad prstenom celih brojeva Z akko je
nesvodljiv nad poljem racionalnih brojeva Q.

Napomena 1.2.6. Za svaki prirodan broj n∈N postoji polinom sa celobrojnim ko-
eficijentima p(x) stepena n = deg p(x), takav da je nesvodljiv nad poljem racionalnih
brojeva Q. Takvi su, na primer, polinomi p(x) = xn−2

(
za n∈N

)
. Nesvodljivi poli-

nomi nad poljem realnih brojeva R jesu polinomi najvǐse drugog stepena. Nesvodljivi
polinomi nad poljem kompleksnih brojeva C jesu polinomi prvog stepena.

Neka je F = (F,+, ·, 0, 1) polje, tada nad istim jezikom nad kojim su definisani
polinomi definǐsemo i racionalne izraze. Naime, racionalni izraz sa promenljivom
x nad poljem F je svaki term p(x)/q(x), gde su p(x), q(x) ∈ F [x] i q(x) nije nula
polinom. Dalje, neka je za dato polje F i promenljivu x formiran skup Fx svih
racionalnih izraza sa koeficijentima iz polja F. Ako su + i · uobičajene operacije sabi-
ranja i množenja racionalnih izraza, tada algebarska struktura F(x) = (Fx,+, ·, 0, 1)
odred-uje polje racionalnih izraza jedne promenljive (0(x) = 0, 1(x) = 1).
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Pseudodeljivost. Neka je K polje; tada, u prstenu K[x1, . . . , xn], razmotrićemo
algoritam pseudodeljenja dva polinoma vǐse promenljivih. Na početku ove sekcije,
algoritam pseudodeljenja dva polinoma ilustrovaćemo sledeći primerom [85, str. 8]:

Primer 1.2.7. Razmotrimo polinome p(y) = 2y3 − y2 + x2y i g(y) = xy2 + 1 kao
polinome po promenljivoj y. Tada je m = degy(p) = 3 i n = degy(g) = 2. Izdvojimo
vodeće koeficijente a = a(x) = x i b = b(x) = 2 polinoma g(y) i p(y):

(1) g(y) = (x)︸︷︷︸
a

y2 + 1︸︷︷︸
g(y)

i

(2) p(y) = (2)︸︷︷︸
b

y3 + (−y2 + xy2)︸ ︷︷ ︸
p(y)

,

za polinome g = g(y) = 1 i p = p(y) = −y2 + xy takve da je degy(g) < degy(g) i
degy(p) < degy(p). Iz jednakosti:

(3) ap(y) = bym−ng(y) + p1(y) = (2y)(xy2 + 1︸ ︷︷ ︸
g(y)

) + (−xy2 + x3y − 2y︸ ︷︷ ︸
p1(y)

),

odred-ujemo polinom p1(y) = −xy2+x3y−2y redukovanog stepena m1 = degy(p1) = 2
< 3 = degy(p) = m. Izdvojimo vodeći koeficijent b1 = b1(x) = −x polinoma p1(y):

(4) p1(y) = (−x)︸ ︷︷ ︸
b1

y2 + (−2y + x3)︸ ︷︷ ︸
p1(y)

za polinom p1 = p1(y) = −2y + x3 takav da je degy(p1) < degy(p1). Iz jednakosti:

(5) ap1(y) = b1y
m1−ng(y) + r(y) = (−x)(xy2 + 1︸ ︷︷ ︸

g(y)

) + (−2xy + x4 + x︸ ︷︷ ︸
r(y)

),

odred-ujemo polinom r = r(y) = −2xy+x4 +x, redukovanog stepena m2 = degy(r) =
1 < 2 = degy(p1) = m1. Konačno iz (3) i (5) dobijamo jednakost:

(6)

c · p(y) = a2 · y = q(y) · g(y) + r(y) ⇐⇒(
x2︸︷︷︸
c

)
·
(
2xy3−xy2+x2y2︸ ︷︷ ︸

p(y)

)
=

(
2xy−x︸ ︷︷ ︸

q(y)

)
·
(
xy2+1︸ ︷︷ ︸

g(y)

)
+

(
(x4−2x)y+x︸ ︷︷ ︸

r(y)

)
,

gde je c = c(x) = a(x)2 = x2 term koji ne sadrži y i gde je r(y) = (x4 − 2x)y + x
polinom čiji je stepen po y strogo manji od stepena polinoma g(y) = xy2 + 1.
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Za razliku od prethodnog rešenja datog na osnovu [85], napomenimo da se algori-
tam pseudodeljenja polinoma može shvatiti kao modifikacija klasičnog polinomijalnog
deljenja, kao što se vidi iz sledećeg postupka:

(7)

(
2y3 − y2 + x2y

)
:
(
xy2 + 1

)
= 2

1
x
y − 1

x

∓2y3 ± 2
x

y

−y2 +
(
x2− 2

x

)
y

±y2 ∓ 1
x

x3 − 2
x

y +
1
x
,

za x 6= 0. Odatle dobijamo rezultat:

(8) 2y3 − y2 + xy2︸ ︷︷ ︸
p(y)

=
(
2

1
x
y − 1

x

)
·
(
xy2 + 1︸ ︷︷ ︸

g(y)

)
+

(
x3 − 2

x
y +

1
x

)
,

koji možemo zapisati u prstenu polinoma na sledeći način:

(9)

c
′ · p(y) = q

′
(y) · g(y) + r(y) ⇐⇒(

x︸︷︷︸
c
′

)
·
(
2y3 − y2 + xy2︸ ︷︷ ︸

p(y)

)
=

(
2y − 1︸ ︷︷ ︸

q
′ (y)

)
·
(
xy2 + 1︸ ︷︷ ︸

g(y)

)
+

(
(x3 − 2)y + 1︸ ︷︷ ︸

r(y)

)
,

gde je c
′
= c

′
(x) = x nǐzeg stepena od c = c(x) = x2.

Izložimo postupak pseudodeljenja u opštem slučaju prema [109, str. 399]. Naime,
neka je dat polinom p∈C[x1, . . . , xn] stepena mk po k-toj promenljivoj i polinom
g∈C[x1, . . . , xn] stepena nk, isto po k-toj promenljivoj. U razmatranju koje sleduje
pokazujemo da postoji polinom c∈C[x1, . . . , xn], koji ne sadrži k-tu promenljivu i
polinom r∈C[x1, . . . , xn] stepena lk < nk po k-toj promenljivoj, tako da važi:

(10) c · p = q · g + r,

za neki polinom q∈C[x1, . . . , xn]. Polinom r nazivamo pseudo-ostatkom, a polinom
q nazivamo pseudokoličnikom pri pseudodeljenju polinoma p sa polinomom g.

Odredimo oblik polinoma c. Neumanjujući opštost razmatranje koje sleduje,
odnosiće se na prvu promenljivu x = x1. U tom smislu (10) zapisujemo po prome-
nljivoj x:

(11) c · p(x) = q(x) · g(x) + r(x),
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gde je degx(r)<degx(g). Ako posmatramo polinome po jednoj promenljivoj, tada je
c = 1 konstanta, inače je c polinom po ostalim promenljivima. Dalje, pretpostavimo
da su za polinome g i p izdvojeni redom vodeći koeficijenti a i b sa:

(12) g(x) = a xn + g(x) i p(x) = bxm + p(x),

za neke polinome g i p, takve da je degx(g) < degx(g) i degx(p) < degx(p). Tada,
ako je m < n uzimamo q(x) = 0, r(x) = p(x) i c = 1

(
pri tom je ispunjeno

degx(r) = degx(p) = m < n = degx(g)
)
. Nadalje, razmatramo netrivijalan slučaj

m ≥ n. Iz jednakosti:

(13) a p(x) =
(
bxm−n︸ ︷︷ ︸

q1(x)

)
g(x) + p1(x),

odred-ujemo polinom p1(x)=a p(x)−bxm−ng(x) redukovanog stepena m1 =degx(p1)
< degx(p)=m. Zatim, pretpostavimo da je za polinom p1 izdvojen vodeći koeficijent
b1:

(14) p1(x) = b1 x
m1 + p1(x),

za neki polinom p1, takav da je degx(p1) < degx(p1). Razmotrimo samo netrivijalan
slučaj m1 ≥ n. Iz jednakosti:

(15) a p1(x) = b1 x
m1−ng(x) + p2(x),

odred-ujemo polinom p2(x) = a p1(x) − b1 x
m1−ng(x) redukovanog stepena m2 =

degx(p2) < degx(p1) = m1. Sad iz (13) i (15) proizilazi:

(16) a2 p(x) =
(
abxm−n + b1x

m1−n︸ ︷︷ ︸
q2(x)

)
g(x) + p2(x).

Nastavljajući prethodni postupak zaključujemo da postoji prirodan broj k takav da
važi:

(17) ak︸︷︷︸
c

p(x) = qk(x) g(x) + pk(x)︸ ︷︷ ︸
r(x)

,

tako da pseudo-ostatak r(x) = pk(x) jeste manjeg stepena od polinoma g(x). Pri
tom, pseudokoličnik q(x) = qk(x) se može eksplicitno zapisati u obliku:

(18) q(x) = ak−1b1x
m1−n + . . .+ abk−1x

mk−1−n + bkx
mk−n,

za opadajući niz prirodnih brojeve m1 > m2 > . . . > mk ≥ n (k ≥ 1). Konačan
zaključak jeste da je polinom c oblika:

(19) c = ak.
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Navodimo dve bitne napomene vezane za pseudodeljivost. Prva napomena se odnosi
na jedinstvenost pseudokoličnika i pseudo-ostatka [49]. Naime, ako za polinome p, g
i prirodan broj k važe polinomske jednakosti:

(20) akp(x) = q(x)g(x) + r(x) i akp(x) = q̂(x)g(x) + r̂(x)

tada važi:

(21) q̂(x) = q(x) i r̂(x) = r(x),

Istaknimo da se prirodan broj k, iz prethodnog razmatranja, može eksplicitno odre-
diti sa:

(22) k = max{m− n+ 1, 0},

u zavisnosti od stepena m = degx(p) i n = degx(g). Druga napomena se odnosi up-
ravo na prirodan broj k. Iz Primera 1.2.7. se vidi da je moguće vrednost prirodnog
broja k odrediti i sa manjim vrednostima od onih koje su date sa (22). Neki au-
tori, kao što je navedeno u [85], odred-uju upravo k kao najmanji prirodan broj,
takav da za c = ak jednakost (11) nije data nad nepolinomskim racionalnim funkci-
jama. Drugim rečima, u tom slučaju se k odred-uje kao najmanji prirodan broj
gde jednakost (11) jeste polinomskog tipa. Istaknimo da sva razmatranja u vezi sa
prethodnom modifikacijom pseudodeljenja važe uz odgovarajuće izmene.

1.3 Raširenja polja

Neka je F potpolje polja K, tada polje K takod-e nazivamo raširenjem (ekste-
nzijom) polja F. Činjenicu da je K raširenje polja F označavamo K/F i tada K
možemo da razmatramo kao jedan F -vektorski prostor. Dimenziju prethodnog vek-
torskog prostora označavamo |K : F|. Ako je |K : F| < ∞ tada je K konačno
raširenje polja F; u suprotnom, radi se o beskonačnom raširenju polja F. Ako je L
raširenje polja K i K raširenje polja F, tada važi:

|L : F| = |L : K| · |K : F|.

Odatle, kao neposredna posledica, proizilazi naredno tvrd-enje [91]:

Teorema 1.3.1. Konačno raširenje konačnog raširenja je konačno raširenje.

Neka je K raširenje polja F. Element a∈K naziva se algebarski element nad poljem
F ako je p(a) = 0, za neki nenula polinom p ∈ F [x]. U suprotnom, element a ∈K
se naziva transcendentni element nad poljem F. Raširenje K je algebarsko raširenje
polja F akko je svaki element a∈K algebarski element nad F; u suprotnom, raširenje
se naziva transcendentno raširenje polja F.
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Primer 1.3.2. Polje kompleksnih brojeva C je algebarsko raširenje polja realnih
brojeva R, jer svaki kompleksni broj z = a+ b i (a, b∈R) ispunjava polinom drugog
stepena p(z) = z2 − 2az + a2 + b2 iz R[z]. Odatle je C dvodimenzionalni R-ve-
ktorski prostor, tj. |C : R| = 2. Polje realnih brojeva R je transcendentno ra-
širenje polja racionalnih brojeva Q jer, na primer, realan broj π nije algebarski
broj i time skup {πk | k ∈ N0} nije linearno zavisan nad poljem Q. Odatle je R
beskonačnodimenzionalni Q-vektorski prostor, tj. |R : Q| = ∞.

Dalje, važi tvrd-enje [91]:

Teorema 1.3.3. Algebarsko raširenje algebarskog raširenja je algebarsko raširenje.

Napomena 1.3.4. Neka je K raširenje polja F i M raširenje polja K. Ako je
α ∈M algebarski element nad K i ako je K algebarsko proširenje polja F, tada je
element α ∈M algebarski nad F [48, str. 59].

Primer 1.3.5. Polje algebarskih brojeva A, razmatrano u Teoremi 1.5.5., jeste al-
gebarsko raširenje polja Q koje nije i konačno raširenje polja Q.

Neka je K raširenje polja F i α∈K. Preslikavanje k : F[x] −→ K, definisano sa
k(p(x)) = p(α) jeste jedan homomorfizam prstena F[x] u polje F. Slika homomor-
fizma k je skup F [α] = {p(α) | p ∈ F [x]} koji odred-uje potprsten polja K. Jezgro
homomorfizma k je skup Iα = {p(x) | p(α) = 0} koji predstavlja ideal prstena F[x].
Budući da je F[α] potprsten polja K bez delitelja nule, tada je Iα prost ideal. Pri
tom važi:

F[α] ∼= F[x]/Iα.

Prsten F[α] je najmanji potprsten polja K, koji sadrži skup F ∪ {α}.
Neka je F potpolje polja K i neka je α ∈K algebarski element nad poljem F.

Tada postoji polinom p ∈ F [x], tako da je p(α) = 0. Prema principu najmanjeg
elementa, postoji moničan polinom m(x) ∈ F [x] najmanjeg stepena takav da je
m(α) = 0. Tako odred-en polinom nazivamo minimalan polinom. Ako je α∈F , tada
je m(x) = x− α minimalan polinom prvog stepena. Ako je α∈K\F , tada je m(x)
minimalan polinom stepena degm(x) ≥ 2. Osnovne osobine minimalnog polinoma
date su sledećim tvrd-enjem [91, str. 22]:

Teorema 1.3.6. Neka je K raširenje polja F i neka je α ∈K algebarski element
nad poljem F i neka je m(x) minimalan polinom za α. Tada važi:

1. Polinom m(x) je nesvodljiv polinom nad F.

2. Ako je p∈F [x] i p(α) = 0, onda m(x) | p(x).

3. Skup F [α] = {a0+. . .+an−1α
n−1 | a0, . . . , an−1∈F}, za n = degm(x), odred-uje

polje F[α] koje je potpolje polja K.

4. Važi |F[α] : F| = degm(x).
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Napomena 1.3.7. Neka je K raširenje polja F. Za element α∈K skup

F (α) =
{p(α)

q(α)

∣∣∣ p, q∈F [x] ∧ q(α) 6= 0
}

odred-uje polje F(α) koje je potpolje polja K. Polje F(α) je najmanje potpolje polja
K koje sadrži skup F ∪ {α}.

Neka je K raširenje polja F i neka je α ∈ K algebarski element nad F. Veza
izmed-u polja F[α] koje je razmatrano u prethodnoj teoremi i polja F(α) koje je
razmatrano u prethodnoj napomeni data je sledećim tvrd-enjem [91, str. 23]:

Teorema 1.3.8. Neka je F potpolje polja K i neka je α∈K algebarski element nad
poljem F. Tada važi:

F[α] = F(α).

Polje E = F(α) nazivamo prostim raširenjem polja, a sam elemenat α ∈ E
nazivamo primitivnim elementom raširenja E. Ako je element α ∈ K algebarski
nad poljem F, tada se prethodno raširenje naziva prosto algebarsko raširenje polja;
u suprotnom, naziva se prosto transcendentno raširenje polja.

Primer 1.3.9. Za polje racionalnih brojeva Q, raširenje Q(
√

2) je prosto algebarsko
raširenje. Raširenje Q(π) je prosto transcendentno raširenje (i time nije algebarsko).
Napomenimo da je polje kompleksnih brojeva C prosto algebarsko raširenje polja
realnih brojeva R, dobijeno adjunkcijom imaginarne jedinice i, tj. važi C = R(i).
Odatle sleduje |C : R| = 2. Primetimo, s druge strane, da je polje kompleksnih
brojeva C transcendentno raširenje polja racionalnih brojeva Q, jer je potpolje R
polja C transcendentno raširenje polja racionalnih brojeva Q. Pri tom važi |C : Q|=
|C : R| · |R : Q|=∞.

U vezi sa jedinstvenošću prostih algebarskih raširenja važi tvrd-enje [91, str. 27]:

Teorema 1.3.10. Neka je F polje i neka je p ∈ F [x] nesvodljiv polinom stepena

n=deg p(x). Dalje, neka su K
′
=F(α) i K

′′
=F(β) prosta raširenja polja F za neke

elemente α∈K ′
i β ∈K ′′

takve da p(α) = 0 (u polju K
′
) i p(β) = 0 (u polju K

′′
).

Tada postoji izomorfizam σ : K
′∼=K

′′
tako da je σ|

F
= i

F
.

Napomena 1.3.11. Istaknimo da je dokaz prethodnog tvrd-enja, koji je dat u [91],
baziran na postojanju Kroneckerovog polja (videti sekciju 1.4.).

Neka je F potpolje polja K. Razmotrimo raširenja polja F, koja su nastala
dodavanjem (adjunkcijom) elemenata polja K. U najopštijem slučaju, razmotrimo
raširenja nastala dodavanjem podskupa S ⊆ K. Označimo sa F[S] najmanji pot-
prsten polja K koji sadrži F ∪ S. Takav prsten postoji i on je jednak preseku
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svih prstena polja K koji sadrže F i S (jedan od ovih prstena je samo polje K).
Prsten F[S] je vektorski prostor nad poljem F i generisan je svim proizvodima od
konačno mnogo elemenata iz S. Prsten F[S] naziva se prsten polinoma nad skupom
S. Sa druge strane, označimo sa F(S) najmanje potpolje polja K koje sadrži F ∪S.
Takvo polje postoji i ono je jednako preseku svih potpolja polja K koja sadrže F
i S (jedno od ovih polja je samo polje K). Polje F(S) predstavlja najmanje pot-
polje polja K koje sadrži prsten F[S]. Na osnovu prethodnog, polje F(S) se naziva
polje razlomaka nad skupom S. Ukoliko je S konačan skup nad kojim je uveden re-
dosled elemenata a1, . . . , an, tada umesto F[S], odnosno F(S), možemo razmatrati i
raširenje F[a1, . . . , an], odnosno raširenje F(a1, . . . , an) koja definǐsemo rekurzivno:
F[a1, . . . , ai] =

(
F[a1, . . . , ai−1]

)
[ai] i F(a1, . . . , ai) =

(
F(a1, . . . , ai−1)

)
(ai), za vre-

dnosti 1 < i ≤ n. Napomenimo da krajnje strukture prstena F[a1, . . . , an] i polja
F(a1, . . . , an) ne zavise od redosleda dodavanja elemenata a1, . . . , an. Važi sledeće
opšte tvrd-enje ([48, str. 59]):

Teorema 1.3.12. Neka je K raširenje polja F i S ⊆ K. Ukoliko se S sastoji samo
od algebarskih elemenata nad F , tada je:

F[S] = F(S)

i to je jedno algebarsko raširenje polja F.

1.4 Korenska raširenja polja

U konstrukciji raširenja polja, osnovno tvrd-enje je Kroneckerova Teorema
[91, str. 20, 24] koju navodimo:

Teorema 1.4.1. Neka je F polje i p ∈ F [x] nesvodljiv polinom. Tada postoji ra-
širenje K polja F, u kome polinom p(x) ima bar jedan koren.

Izvorni Kroneckerov dokaz se bazira na konkretnoj konstrukciji traženog ra-
širenja K polja F, u kome nesvodljiv polinom p(x) ima bar jedan koren. Naime,
ako je deg p(x) = 1, tada je p(x) = x − α za neko α ∈ F i tada je K = F. Ako je
k=deg p(x)≥2, Kronecker uvodi novi simbol konstante ξ. Zatim se formira skup
formalnih polinoma:

K[ξ] = {a0 + a1ξ + . . .+ ak−1ξ
k−1 | a0, a1, . . . , ak−1∈F}

nad novim simbolom konstante ξ. Potom se u skupu K[ξ] formiraju operacija sabi-
ranja sabiranja +p koja odgovara operaciji sabiranja polinoma i operacija množenja
·p koja odgovara operaciji množenja polinoma po modulu nesvodljivog polinoma
p = p(x). Tada se može dokazati da je K = (K[ξ],+p, ·p, 0, 1) polje koje pred-
stavlja jedno raširenje polja F u kome polazni polinom p(x) ima ξ za koren. Tako
konstruisano polje nazivamo Kroneckerovim poljem.
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Napomena 1.4.2. Za konačno polje F = Zp (p-prost broj) i prirodan broj k ≥ 2
postoji nesvodljiv polinom p(x) stepena k=deg p(x) ≥ 2.

Primer 1.4.3. Za nesvodljiv polinom p(x) = x2 + x+ 1 nad F = Z2 Kronecker-
ovo polje je K = GF(22). Domen polja K je skup K = {0, 1, α, β}, gde je α koren
polinoma p(x) i β = α + 1 (drugi koren posmatranog polinoma). Tada u polju K
važi faktorizacija p(x) = x2 + x + 1 = (x − α)(x − β). Primetimo da je skup K
raširen korenima polinoma p(x) [91, str. 26].

Za polje F i polinom p∈F [x], deg p(x) ≥ 1, polje E, koje je raširenje polja F,
naziva se korensko polje akko:

1. Polinom p(x) ima faktorizaciju na linearne faktore, tj. za neke a1, . . . , an∈E
i neko c∈F važi: p(x) = c(x− a1) . . . (x− an).

2. Ni u jednom med-upolju za polja F i E, polinom p(x) se ne može rastaviti na
linearne faktore.

Primer 1.4.4. Za polje realnih brojeva F = R i nesvodljiv polinom p(x) = x2 + 1,
Kroneckerovo polje K predstavlja polje kompleksnih brojeva C.

Na osnovu Kroneckerove teoreme, dokazuje se da važi tvrd-enje [91, str. 28]:

Teorema 1.4.5. Za polje F i svaki polinom p∈F [x], deg p(x) ≥ 1 postoji korensko
polje E.

Ako je E korensko polje polinoma p(x) nad poljem F, tada je E = F(a1, . . . , an)
i svaki ai+1 je algebarski nad poljem F(a1, . . . , ai) za 0 ≤ i < n. Samim tim, iz

|E : F| = |F(a1, . . . , an) : F(a1, . . . , an−1)| · . . . · |F(a1) : F| <∞

i Teoreme 1.3.1. sleduje sledeće osnovno tvrd-enje:

Teorema 1.4.6. Ako je E korensko polje polinoma p(x) nad poljem F, tada je E
algebarsko raširenje polja F.

Primer 1.4.7. U sekciji 1.5. razmatrano je polje algebarskih brojeva A, što pre-
dstavlja jedan primer algebarskog raširenja polja racionalnih brojeva Q, koje nije i
korensko raširenje.

Na kraju ove sekcije napomenimo da, na osnovu Teoreme 1.3.10., proizilazi
sledeće tvrd-enje [91, str. 30]:

Teorema 1.4.8. Neka je dato polje F i polinom p ∈ F [x]. Ako su K
′

i K
′′

dva

korenska polja polinoma p(x), tada postoji izomorfizam σ : K
′ ∼= K

′′
, tako da je

σ|
F

= i
F
.
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1.5 Polje algebarskih brojeva

Svako potpolje polja kompleksnih brojeva C naziva se brojevnim poljem.
U vezi sa prostim algebarskim raširenjima brojevnih polja važi sledeće tvrd-enje [36,
str. 67]:

Teorema 1.5.1. Svako konačno vǐsestruko algebarsko raširenje E brojevnog polja
F ekvivalentno je jednostrukom algebarskom raširenju.

Primer 1.5.2. Važi Q(
√

2,
√

3) = Q(
√

2 +
√

3).

Dalje razmatramo neka tvrd-enja za brojevna polja. Važe tvrd-enja [104, str. 225]:

Teorema 1.5.3. Neka je F brojevno polje koje je raširenje polja racionalnih brojeva
Q. Ako je K raširenje polja F drugog stepena |K : F| = 2, tada je K = F(

√
γ), za

neki element γ∈F .

Teorema 1.5.4. Neka je polje F konačno raširenje polja realnih brojeva R; tada je
F izomorfno ili polju realnih brojeva R ili polju kompleksnih brojeva C.

Dalje, u vezi sa brojevnim poljima posebno izdvajamo polje algebarskih brojeva.
Broj a iz C je algebarski broj ako je koren nekog nenula polinoma p ∈Q[x]. Važi
tvrd-enje [91, str. 32]:

Teorema 1.5.5. Skup A = {a ∈C | a je algebarski element nad Q} odred-uje polje
A = (A,+, ·, 0, 1) koje je jedno potpolje polja kompleksnih brojeva C.

Dokaz. Neka a, b ∈ A. Tada su a ∈ C i b ∈ C algebarski elementi nad Q. Primetimo
da je Q(a, b) raširenje polja Q i C raširenje polja Q(a, b). Kako su a+ b, a · b ∈ C i
a−1 ∈ C (a 6=0) algebarski elementi nad Q(a, b) i kako je Q(a, b) algebarsko raširenje
polja Q, tada prema Napomeni 1.3.4.

(
M = C, K = Q(a, b) i F = Q

)
elementi

a + b, a · b i a−1 (a 6= 0) jesu algebarski nad poljem Q. Prema tome, dokazano je
a+ b, a · b ∈ A i a−1 ∈ A (a 6=0).

Napomena 1.5.6. Koristeći se monomijalnim idealima moguće je direktno doka-
zati da je zbir dva algebarska broja algebarski broj, proizvod dva algebarska broja
algebarski broj i inverz nenula algebarskog broja algebarski broj [115].

Polje A nazivamo poljem algebarskih brojeva. U daljem razmatranju koristićemo
očiglednu činjenicu da je broj algebarski akko ispunjava neku polinomsku jednačinu
sa celobrojnim koeficijentima. Važi sledeće tvrd-enje [117]:

Teorema 1.5.7. Polje algebarskih brojeva A=(A,+, ·, 0, 1) je prebrojivo algebarsko
raširenje polja racionalnih brojeva Q.
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Dokaz. Po prethodnoj teoremi, polje algebarskih brojeva A je algebarsko raširenje
polja racionalnih brojeva Q. Svakom polinomu:

(p) p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0,

sa celobrojnim koeficijentima a0, a1, . . . , an−1, an∈Z, pridružimo prirodan broj koji
nazivamo visina polinoma:

h(p) = n− 1 + |an|+ |an−1|+ . . .+ |a1|+ |a0|.

Za svaki prirodan broj m ∈ N formirajmo skup Tm svih korena xi ∈ C onih poli-
noma p(x) za koje je h(p) ≤ m. Primetimo da je stepen tih polinoma najvǐse m;
samim tim, svaki odgovarajući polinom p(x) ima najvǐse m korena. Dalje, zbog
celobrojnosti koeficijenata, odgovarajućih polinoma p(x) sa korenima u skupu Tm

ima konačno mnogo. Sveukupno, za svako m∈N skup Tm je konačan. Na osnovu
jednakosti:

A =
⋃

m∈N

Tm

i činjenice da je prebrojiva unija konačnih skupova prebrojiv skup sleduje tvrd-enje.

Za polje algebarskih brojeva A, skup AR = A∩R odred-uje jedno brojevno polje
[91, str. 37]. Naime, analogno Teoremi 1.5.5. važi tvrd-enje:

Teorema 1.5.8. Skup AR = {a∈R | a je algebarski element nad Q} odred-uje polje
AR = (AR,+, ·, 0, 1), koje je jedno potpolje polja kompleksnih brojeva C. Polje real-
nih algebarskih brojeva AR = (AR,+, ·, 0, 1) je prebrojivo algebarsko raširenje polja
racionalnih brojeva Q.

1.6 Algebarsko zatvorenje polja

Važi sledeće tvrd-enje koje nazivamo osnovna teorema algebre [67, str. 122]:

Teorema 1.6.1. Svaki polinom p∈C[z], stepena deg p(z) ≥ 1, ima bar jedan koren
u polju kompleksnih brojeva C.

Dalje, može se pokazati da važi tvrd-enje [79, str. 226]:

Teorema 1.6.2. Neka je F polje. Tada su sledeći uslovi ekvivalentni:

1. Svaki polinom p∈F [x] stepena deg p(x)>1 ima bar jedan koren u F .

2. Svaki polinom p∈F [x] stepena deg p(x)>1 jeste proizvod linearnih faktora.

3. Svaki nesvodljiv polinom p(x) iz F [x] je linearan.

4. Polje F nema pravih algebarskih raširenja.
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Polje F je algebarski zatvoreno ako ispunjava ma koji od prethodnih iskaza
1−4. Prema osnovnoj teoremi algebre, polje kompleksnih brojeva C je algebarski
zatvoreno. Polje racionalnih brojeva Q i polje realnih brojeva R nisu algebarski
zatvorena. Za polje algebarskih brojeva važi tvrd-enje [91, str. 37]:

Teorema 1.6.3. Polje algebarskigh brojeva A je algebarski zatvoreno.

Dokaz. Neka je p ∈ A[x] polinom stepena n = deg p(x) > 1. Dokazujemo da po-
smatrani polinom ima bar jedan koren u A. Prema osnovnoj teoremi algebre polinom
p(x) ima bar jedan koren α∈C. Dovoljno je dokazati da α∈A. Primetimo da je
polinom

p(x) = anx
n + . . .+ a1x+ a0

sa koeficijentima a0, a1, . . . , an ∈A. Otud su elementi a0, a1, . . . , an ∈ C algebarski
elementi nad poljem Q. Posmatrajmo M = Q(a0, a1, . . . , an) kao jedno algebarsko
raširenje polja Q. Za to raširenje a0, a1, . . . , an∈M , i element α∈C je algebarski nad
M. Dalje, polje M(α) je jedno algebarsko raširenje polja M. Na osnovu Teoreme
1.3.3. polje M(α) je algebarsko raširenje polja Q. Odatle, element α∈C je algebarski
nad poljem Q. Po definiciji skupa A, dokazano je α∈A. Time je dokazano da je A
algebarski zatvoreno polje.

Dalje, dokazujemo da je svako polje jedno potpolje nekog algebarski zatvorenog
polja. U tu svrhu razmotrimo konstrukciju novih polja pomoću unije lanca polja.
Naime, za (I,≤) linearno ured-en skup posmatrajmo lanac polja L = {Fi | i∈I}, tj.
za i, j∈I ako je i ≤ j neka je Fi ≤ Fj. Formirajmo skup:

E =
⋃

i∈N0

Fi.

Operacije +E i ·E definǐsemo na način koji sledi. Za svaka dva elementa a, b ∈ E
postoje i, j∈I, takvi da a∈Fi i b∈Fj. Neka je k = max{i, j}; definǐsemo:

a+E b = a+Fk
b i a ·E b = a ·Fk

b.

Tada je algebarska struktura E = (E,+E, ·E, 0, 1) polje koje nazivamo unijom polja.

Primer 1.6.4. Za polja Galoisa važi: GF(pn) < GF(pm) akko n|m [91]. Samim
tim, za fiksirani prost broj p posmatrajmo niz polja Galoisa Eki

= GF(pki) za
ki−indekse takve da ki|ki+1 (i = 1, 2, . . . ). Tada unija:

K =
⋃
i∈N

Eki

jeste algebarski zatvoreno polje koje sadrži posmatrani niz polja.
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Važi sledeće tvrd-enje [91, str. 37]:

Teorema 1.6.5. Svako polje F je potpolje nekog algebarski zatvorenog polja K.

Dokaz. Označimo E0 = F. Za polje F posmatrajmo skup polinoma F [x]. Za
kardinal2 k = max{ℵ0, |F |} sve polinome iz F [x] možemo pored-ati u niz:

p0, p1, . . . , pα, . . .

po ordinalima α<k. Dalje se konstruǐse polje Fα po ordinalu α na način koji sleduje.
Ako je ordinal α sukcesor, tj. α = β+1, tada odred-ujemo Fα kao korensko polje
polinoma pβ nad Fβ. Ako je ordinal α granični ordinal, tada formiramo polje unije
E1 =

⋃
β<αFα, gde odred-ujemo Fα kao korensko polje polinoma pα nad E1 (polje E1

je definisano kao unija po β < α). Zatim, uočavamo proizvoljni polinom p = p(x)
nad F [x] i dokazujemo da on ima koren u polju E1. Zaista, važi p = pi sa nekim
indeksom i u ordinalnom nizu. Prema načinu definisanja, polinom polja p ima koren
u Fi+1, a samim tim i u E1 (polje Fi+1 je potpolje polja E1). Kao što je odred-eno
polje E1, kao raširenje polja E0, tako odred-ujemo polje E2 kao raširenje polja E1.
Nastavljajući prethodnu konstrukciju po ordinalima odred-ujemo polje unije

K =
⋃
i

Ei.

Dokazujemo da je prethodno odred-eno polje traženo raširenje. Posmatrajmo poli-
nom q ∈K[x] stepena n = deg q(x) ≥ 1. Tada je q = q(x) = q0 + q1x + . . . qnx

n,
za neke elemente qi∈Eki

(0 ≤ i ≤ n). Uzimajući m = max{k0, k1, . . . , kn}, tada je
q∈Em[x]. Po prethodnoj konstrukciji, polinom q(x) ima koren u polju Em+1, pa i
polju K. Na taj način je dokazano da je K algebarski zatvoreno polje.

Polje E je algebarsko zatvorenje polja F ako je E algebarsko raširenje polja F i
ako je E algebarski zatvoreno polje. Tada važi tvrd-enje [91, str. 39]:

Teorema 1.6.6. Svako polje F ima algebarsko zatvorenje.

Dokaz. Prema Teoremi 1.6.5. postoji algebarsko zatvoreno polje K koje sadrži polje
F. Formirajmo skup

E = {α∈K |α je algebarski element nad F}.

Dokažimo da E odred-uje potpolje polja K. Neka α, β ∈E. Tada su α∈K i β ∈K
algebarski elementi nad F. Primetimo da je F(α, β) raširenje polja F i K raširenje
polja F(α, β). Kako su α + β, α · β ∈ K i α−1 ∈ K (α 6= 0) algebarski elementi

2za beskonačno polje uzimamo k = |F |, a za konačno polje uzimamo k = ℵ0
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nad F(α, β) i kako je F(α, β) algebarsko raširenje polja F, tada prema Napomeni
1.3.4.

(
M = K, K = F(a, b) i F = F

)
elementi α + β, α · β i α−1 (α 6= 0) su

algebarski nad poljem F. Prema tome, dokazano je α + β, α · β ∈ E i α−1 ∈ E
(α 6= 0). Sveukupno E jeste potpolje algebarski zatvorenog polja K. Očigledno je
da je E raširenje polja F, jer se F može poistovetiti sa skupom algebarskih elemenata
koji imaju minimalni polinom prvog reda. Dokazujemo da je E algebarski zatvoreno
polje. Neka je p∈E[x] polinom stepena n=deg p(x)>1. Dokazujemo da posmatrani
polinom ima bar jedan koren u E. Prema Teoremi 1.6.5. polinom p(x) ima bar jedan
koren α∈K. Dovoljno je dokazati da α∈E. Primetimo da je polinom:

p(x) = anx
n + . . .+ a1x+ a0

sa koeficijentima a0, a1, . . . , an∈E. Odatle, elementi a0, a1, . . . , an∈K su algebarski
elementi nad poljem F. Posmatrajmo M = F(a0, a1, . . . , an) kao jedno algebarsko
raširenje polja F. Za to raširenje a0, a1, . . . , an∈M i element α∈K je algebarski nad
M. Dalje, polje M(α) je jedno algebarsko raširenje polja M. Na osnovu Teoreme
1.3.3. polje M(α) je algebarsko raširenje polja F. Odatle, element α∈K je algebarski
nad poljem F. Po definiciji skupa E dokazano je α∈E. Time je dokazano da je E
algebarski zatvoreno polje.

U vezi sa prethodnom teoremom, navodimo tvrd-enje [91, str. 40] kojim je alge-
barsko zatvorenje polja do na izomorfizam jedinstveno odred-eno.

Teorema 1.6.7. Neka su data polja F i F
′
za koja postoji izomorfizam σ : F ∼= F

′
.

Ako su K i K
′
algebarska zatvorenja redom polja F i F

′
, tada postoji izomorfizam

θ : K ∼= K
′
takav da je θ|

F
= σ.

Posebno, u drugoj glavi, u dokazu Teoreme 2.3.4., koristićemo sledeće tvrd-enje
[81, str. 49]:

Teorema 1.6.8. Neka su B1 i B2 dva algebarski zatvorena polja koja su raširenja
polja A, takva da je |B1| = |B2| = κ > max{ℵ0, |A|}. Tada su B1 i B2 izomorfna
polja.

Na osnovu prethodnog razmatranja, algebarsko zatvorenje polja F je korektno
odred-eno kao najmanje algebarski zatvoreno polje F̄ koje sadrži polazno polje. Dalje
navodimo oblike nekih konkretnih algebarskih zatvorenja [40], [91, str. 41]:

Teorema 1.6.9. Z̄p =
⋃

n∈N

GF(pn!), Q̄ = A i R̄ = C.

Na kraju sekcije navedimo tvrd-enje o kardinalnosti algebarskih zatvorenja [96,
str. 235.]:

Teorema 1.6.10. 1. Ako je polje F konačno, tada za algebarsko zatvorenje F̄ važi
|F̄|=ℵ0. 2. Ako je polje F beskonačno, tada za algebarsko zatvorenje F̄ važi |F̄|= |F|.
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1.7 Transcendentna raširenja polja

U prvom delu ove sekcije razmotrimo prosta transcendentna raširenja. Važi sle-
deće tvrd-enje [79, str. 225]:

Teorema 1.7.1. Neka je polje K raširenje polja F i neka je element b∈K transce-
ndentan nad poljem L. Tada važi:

1. Prsten F[b] je izomorfan prstenu polinoma F[x].

2. Polje F(b) je najmanje potpolje polja K, koje sadrži F ∪ {b}.

Napomena 1.7.2. Domen polja F(b) je skup:

F (b) =
{p(b)

q(b)

∣∣∣ p, q ∈ F [x] ∧ q(b) 6= 0
}
.

Osnovno tvrd-enje za prosta transcendentna raširenja dato je sledećim tvrd-enjem
koje se naziva Lürothova teorema [48, str. 70]:

Teorema 1.7.3. Neka je polje K raširenje polja L i neka je element x∈K transce-
ndentan nad poljem L. Svako med-upolje L1, takvo da je L ⊂ L1 ⊆ L(x), ima oblik
L1 = L(y) za neki element y koji predstavlja vrednost neke racionalne funkcije po x
nad L, tj. y∈L(x).

Napomena 1.7.4. U narednoj sekciji razmotrićemo dalja proširenja Lürothove
teoreme.

Razmotrimo složena raširenja polja. Neka je polje K raširenje polja F. Elementi
a1, . . . , an∈K jesu algebarski zavisni elementi nad poljem F ako je p(a1, . . . , an) = 0,
za neki nenula polinom p ∈ F [x1, . . . , xn]. U suprotnom, elementi a1, . . . , an ∈ K
nazivaju se algebarski nezavisni elementi nad poljem F. Za neprazan podskup S ⊆ K
smatramo da je algebarski nezavisan skup ako je takav svaki konačan podskup skupa
S. U suprotnom, S je algebarski zavisan skup. Dodatno smatramo da je ∅−prazan
skup algebarski nezavisan.

Primer 1.7.5. Posmatrajmo polje realnih brojeva R kao raširenje polja racionalnih
brojeva Q. Tada su npr. elementi a1 =

√
2 i a2 =

√
3 algebarski zavisni elementi

jer npr. p(a1, a2) = a2
1 + a2

2 − 5 = 0. S druge strane npr. elementi a1 = 1 i a2 = π
jesu algebarski nezavisni (u suprotnom π nije transcendentan).

Važe sledeća tvrd-enja [105, str. 1]:

Teorema 1.7.6. Neka je polje K raširenje polja F i neka su elementi a1, . . . , an∈K
algebarski nezavisni elementi nad poljem F. Tada važi F (x1, . . . , xn)∼=F (a1, . . . , an).
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Dokaz. Funkcija

(1) f = f
(
p(x1, . . . , xn)

)
= p(a1, . . . , an),

za p∈F [x1, . . . , xn], predstavlja homomorfizam f : F [x1, . . . , xn] −→ F [a1, . . . , an].
Po definiciji, funkcija f je surjektivna. Na osnovu algebarske nezavisnosti elemenata
a1, . . . , an∈K sleduje da je posmatrana funkcija f i injektivna. Dalje, funkcija

(2) f = f
(p(x1, . . . , xn)
q(x1, . . . , xn)

)
=

p(a1, . . . , an)
q(a1, . . . , an)

,

za p, q ∈ F [x1, . . . , xn] tako da q(a1, . . . , an) 6= 0, predstavlja homomorfizam f :
F [x1, . . . , xn] −→ F [a1, . . . , an] koji je raširenje od (1). Tako odred-en homomorfizam
je takod-e bijektivan, dakle radi se o izomorfizmu.

Lema 1.7.7. Neka je polje K raširenje polja F i neka je podskup S ⊂ K algebarski
nezavisan skup nad F. Za element c∈K\F (S), skup S∪{c} je algebarski nezavisan
nad F ako i samo ako je c transcendentan element nad F(S).

Dokaz. Neka je skup S ∪ {c} algebarski nezavisan nad F, i pretpostavimo da je c
algebarski element nad F(S). Tada važi

pn(s)
qn(s)

cn + . . .+
p0(s)
q0(s)

= 0,

za neko s = (s1, . . . , sm) ∈ S
(
pi, qi ∈ F [S] i qi(s) 6= 0 za i = 0, . . . , n

)
. Prethodna

jednakost je u kontradikciji sa algebarskom nezavisnošću skupa S ∪ {c}. Obrnuto,
neka je element c transcendentan nad poljem F(S) i pretpostavimo da je skup S∪{c}
algebarski zavisan nad F. Tada važi

rn(s)cn + . . .+ r0(s) = 0,

za neko s= (s1, . . . , sm)∈ S
(
ri ∈ F [S] za i = 0, . . . , n

)
. Prethodna jednakost je u

kontradikciji sa transcendentnošću elementa c nad poljem F(S).

Neka je polje K raširenje polja F. Podskup B ⊆ K nazivamo transcendentna ba-
za raširenja K/F ako je B maksimalni algebarski nezavisan skup nad F. Tada, za
svako c ∈ K\B skup B ∪ {c} jeste algebarski zavisan skup. Važe tvrd-enja [105,
str. 2]:

Teorema 1.7.8. Neka je polje K raširenje polja F i neka je B ⊆ K algebarski
nezavisan skup. Skup B je transcendentna baza raširenja K/F ako i samo ako je
raširenje K/F(B) algebarsko.
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Dokaz. Neka je B transcendentna baza raširenja K/F. Posmatrajmo proizvoljni
element c ∈ K\F (B). Tada je c ∈ K\B. Odatle, prema definiciji transcendentne
baze, sleduje da je B∪{c} algebarski zavisan skup. Koristeći kontrapoziciju pretho-
dne Leme, proizilazi da je element c algebarski nad F(B). Obrnuto, neka je raširenje
K/F(B) algebarsko, za neki algebarsko nezavisan skup B ⊆ K. Svaki element c∈K
je algebarski nad F(B). Specijalno, svaki c ∈K\B je algebarski nad F(B). Tada
važi

pn(b)
qn(b)

cn + . . .+
p0(b)
q0(b)

= 0,

za neko b= (b1, . . . , bm) ∈B
(
pi, qi ∈ F [B] i qi(b) 6= 0 za i = 0, . . . , n

)
. Prethodna

jednakost pokazuje da je B ∪ {c} algebarski zavisan skup. Odatle proizilazi da je B
transcendentna baza raširenja K/F.

Teorema 1.7.9. Neka je polje K raširenje polja F i neka je S ⊆ K takav skup da je
raširenje K/F(S) algebarsko. Tada skup S sadrži transcendentnu bazu B raširenja
K/F.

Dokaz. Za S ⊆ K posmatrajmo skup T svih algebarski nezavisnih skupova T ⊆ S
nad poljem F. Tada je T neprazan jer ∅ ∈ T . Prema Zornovoj lemi postoji, u
odnosu na inkluziju, maksimalni algebarsko nezavisan skup B ⊆ S. Dokazujemo da
je F(S) algebarsko raširenje od F(B). Pretpostavimo suprotno, da postoji element
c ∈

(
K\F (B)

)
∩ F (S) koji je transcendentan nad F(B); tada, prema prethodnoj

Lemi, skup Sc = B ∪ {c} jeste algebarski nezavisan skup nad F. Samim tim, skup
Sc je maksimalniji algebarski nezavisan skup od B, što je nemoguće. Konačno, po
pretpostavci, K je algebarsko raširenje od F(S) i prethodno je dokazano da je F(S)
algebarsko raširenje od F(B). Odatle sleduje da je K je algebarsko raširenje od
F(B). Prema prethodnoj teoremi skup B je transcendentna baza raširenja K/F.

Posledica 1.7.10. Neka je polje K raširenje polja F; tada postoji transcendentna
baza B raširenja K/F.

Ako je B transcendentna baza raširenja K/F, tada raširenje K = F(B) nazivamo
čisto transcendentno raširenje.

Primer 1.7.11. Za ma koje polje K, polje racionalnih funkcija K(x1, . . . , xn) je
čisto transcendentno raširenje nad K (gde su x1, . . . , xn su med-usobno nezavisne
promenljive). Za polje realnih brojeva R, raširenje R(x, sin x, ex) je čisto transce-
ndentno raširenje nad R [64].

Kardinalni broj |B| označavamo tr.deg(K/F) i nazivamo stepenom transcende-
ntnosti raširenja K/F. Korektnost prethodnog definisanja proizilazi na osnovu
naredna dva tvrd-enja [105, str. 2]:
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Teorema 1.7.12. Neka je polje K raširenje polja F. Ako su B i C konačne trans-
cendentne baze raširenja K/F, tada važi |B| = |C|.

Dokaz. Neka su B = {b1, b2, . . . , bn} i C = {c1, b2, . . . , bm} dve transcendentne baze
raširenja K/F, takve da je m ≥ n. Pokazaćemo da je za bazu B = {b1, b2, . . . , bn} i
element c1∈C moguće formirati novu transcendentnu bazu B1 = {c1, bπ2 , . . . , bπn},
za neku permutaciju (bπ1 , bπ2 , . . . , bπn) od (b1, b2, . . . , bn). Element c1 ∈C ispunjava
jednačinu:

(1)
pt(b)
qt(b)

ct1 + . . .+
p0(b)
q0(b)

= 0,

za neki izbor elemenata b = (b̄1, . . . , b̄s) koji formiraju skup B̄s = {b̄1, . . . , b̄s} ⊆B(
pi, qi∈F [Bs] i qi(b) 6= 0 za i = 0, . . . , t

)
. Pri tom, dodatno, odredimo podskup B̄s

skupa B tako da je sa minimalnim brojem b−elemenata koji figurǐsu u (1). Dalje,
iz (1) proizilazi polinomska jednačina po elementu b̄1:

(2) rk(c1, b̄2, . . . , b̄s)b̄
k
1 + . . .+ r0(c1, b̄2, . . . , b̄s) = 0,

za neke polinome r0, . . . , rk tako da rk(c1, b̄2, . . . , b̄s) 6= 0. Odatle je b̄1 algebarski ele-
ment nad F(c1, b̄2, . . . , b̄s). Iz minimalnosti skupa B̄s sleduje da skup {c1, b̄2, . . . , b̄s}
jeste algebarski nezavisan; inače, u suprotnom bi postojala nova jednačina po c1 sa
manjim brojem elemenata iz skupa B. Tražena permutacija π, prema prethodnom,
konkretno je odred-ena sa bπ1 = b̄1, bπ2 = b̄2, . . . , bπs = b̄s. Dokazaćemo da je skup
{c1, bπ2 , . . . , bπj

} algebarski nezavisan skup za svako j = s+1, . . . , n. Posebno za
j = s+1, ako bi elementi c1, bπ2 , . . . , bπs , bπs+1 bili algebarski zavisni, tada bi element
c1 bio algebarski element nad poljem F(bπ2 , . . . , bπs , bπs+1). Raširenja F(bπ1 , bπ2 , . . . ,
bπs , bπs+1)/F(c1, bπ2 , . . . , bπs) i F(c1, bπ2 , . . . , bπs)/F(bπ2 , . . . , bπs) jesu algebarska. Na
osnovu (2), element bπ1 = b̄1 je algebarski nad F(c1, bπ2 , . . . , bπs , bπs+1). Odatle, prema
Napomeni 1.3.4., proizilazi da je bπ1 algebarski element nad poljem F(bπ2 , . . . , bπs),
što je nemoguće jer je {bπ1 , bπ2 , . . . , bπs} algebarski nezavisan skup. Odatle, induk-
cijom, svaki skup {c1, bπ2 , . . . , bπj

} jeste algebarski nezavisan za j = s+1, . . . , n, a
time i posebno skup B1 = {c1, bπ2 , . . . , bπn}. Konačno, iz činjenice da su elementi
bπ2 , . . . , bπn∈K algebarski nad F(c1, bπ2 , . . . , bπn) i iz činjenice da je na osnovu (2) el-
ement bπ1 = b̄1∈K algebarski nad F(c1, bπ2 , . . . , bπn), sleduje zaključak da je K jedno
algebarsko raširenje polja F(c1, bπ2 , . . . , bπn). Sveukupno, prema teremi 1.7.8., skup
B1 = {c1, bπ2 , . . . , bπn} je nova transcendentna baza. Nastavljajući prethodni pos-
tupak dodavanja novih c−elemenata iz transcendentne baze C, proizilazi zaključak
m=n.

Napomena 1.7.13. Dokaz Teoreme 1.7.12. nastao je dopunom dokaza koji su na-
vedeni u [105], [103] i [86].
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Teorema 1.7.14. Neka je polje K raširenje polja F i neka su B i C transcendentne
baze raširenja K/F. Ako je B beskonačna transcendentna baza, tada je i C besko-
načna transcendentna baza i važi |B| = |C|.

Dokaz. Ako je B beskonačna transcendentna baza, na osnovu prethodne teoreme,
tada je i C beskonačna transcendentna baza. Dalje, posmatrajmo b ∈B. Tada je
b∈K algebarski element nad F(C). Neka se Cb ⊆ C sastoji od koeficijenata mini-
malnog polinoma elementa b nad F(C). Budući da b nije algebarski nad F, tada je
Cb 6= ∅. Pri tom, skupovi Cb su konačni. Formirajmo C

′
=

⋃
b∈B Cb. Uočimo zatim

da svaki element u ∈K koji je algebarski nad F(B) jeste i algebarski nad F(C
′
).

Odatle, raširenje K/F(C
′
) jeste algebarsko i važi C

′ ⊆ C. Navedeno je dovoljno da
zaključimo da je C

′
transcendentna baza i odatle C

′
= C. Na osnovu prethodnog

razmatranja važi |C| = |C ′| = |
⋃

b∈B Cb| ≤ |B|. Zamenom mesta B i C takod-e važi
|B| ≤ |C|. Sveukupno, |B| = |C|.

Primer 1.7.15. Za čista transcendentna raširenja koja su razmatrana u Primeru
1.7.11. važi: tr.deg(K(x1, . . . , xn)/K)=n i tr.deg(R(x, sin x, ex)/R)=3 [64].

Kao posledica prethodnog razmatranja, važi tvrd-enje [84, str. 106]:

Teorema 1.7.16. Neka je S transcendentna baza raširenja K/F. Tada je polje
raširenja K = F(S) izomorfno polju racionalnih funkcija F(xλ : λ ∈ Λ), sa tačno
|Λ| = tr.deg(K/F) med-usobno nezavisnih promenljivih.

Na kraju, navodimo tvrd-enje za računanje stepena transcendentnosti uzastopnih
raširenja. Važi pomoćno tvrd-enje.

Lema 1.7.17. Neka su xα1 , . . . ,xαr monomi u K[x1, . . . , xn] sa med-usobno različi-
tim multistepenima. Tada je skup monoma {xα1 , . . . ,xαr} linearno nezavisan skup.

Dokaz. Tvrd-enje se dokazuje matematičkom indukcijom po n.

Na osnovu prethodnog sleduje tvrd-enje [105, str. 3]:

Teorema 1.7.18. Za raširenja E/K i K/F važi:

tr.deg(E/F) = tr.deg(E/K) + tr.deg(K/F).

Dokaz. Neka je T transcendentna baza za raširenje E/K i neka je S transcendentna
baza za raširenje K/F. Dokazujemo da je S ∪ T transcendentna baza za raširenje
E/F. Primetimo da je T ∩F = ∅, odatle S∩T = ∅. Samim tim, |S∪T | = |S|+ |T |.
Raširenja E/K(T ) i K/F(S) su algebarska. Odatle je i K(T )/F(S)(T ) algebarsko
raširenje. Sad iz F(S)(T ) = F(S ∪ T ) i prethodnog proizilazi da je E/F(S ∪ T )
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algebarsko raširenje. Za dokaz teoreme dovoljno je dokazati da je S ∪ T algebarski
nezavisan skup. Pretpostavimo suprotno: da za x1, . . . , xn∈S i y1, . . . , ym∈T važi:

(1) p(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0,

za neki nenula polinom p∈F [x1, . . . , xn, y1, . . . , ym]. Tada je:

(2) p(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) =
∑
i∈I

qi(y1, . . . , ym)xi1
1 . . . x

in
n ,

za neke qi∈F [y1, . . . , ym], gde je I⊂Nn
0 konačan skup multistepena. Prema pretho-

dnoj lemi iz (1) i (2), na osnovu algebarske nezavisnosti elemenata x1, . . . , xn, sleduje
da za svako i∈I važi qi(y1, . . . , ym) = 0. Odatle, na osnovu algebarske nezavisnosti
elemenata y1, . . . , ym dolazimo do zaključka da su za svako i ∈ I polinomi qi nula
polinomi. Odatle je i p nula polinom, tj. skup S ∪ T je algebarski nezavisan.
Konačno, tvrd-enje je dokazano.

1.8 Eliminacija kvantoraualgebarski zatvorenimpoljima

Teorija T jezika L dopušta eliminaciju kvantora ukoliko za svaku formulu ϕ
jezika L postoji formula ψ jezika L, koja ne sadrži kvantore i za koju važi:

T ` ϕ⇐⇒ ψ.

Primer 1.8.1. Egzistencijalna formula:

(ϕ) (∃x∈R)(ax2 + bx+ c = 0)

u zavisnosti od realnih parametara a, b, c odred-uje da li jednačina ax2 + bx+ c = 0
ima realna rešenja. Kao što je pokazano u [77, str. 55−56], rešen oblik jednačine (ϕ)
je dat disjunkcijom:(

a 6= 0 ∧ b2 − 4a < 0
)

∨
(
a 6= 0 ∧ b2 − 4ac ≥ 0 ∧ x =

−b +
√

b2 − 4ac

2a

)
∨

(
a 6= 0 ∧ b2 − 4ac ≥ 0 ∧ x =

−b−
√

b2 − 4ac

2a

)
∨

(
a = 0 ∧ b 6= 0 ∧ x = − c

a

)
∨

(
a = 0 ∧ b = 0 ∧ c = 0 ∧ x = x

)
∨

(
a = 0 ∧ b = 0 ∧ c 6= 0

)
.

Samim tim, polazna formula je ekvivalentna sa sledećom bezkvantorskom formulom:

(ψ)
(
a 6= 0 ∧ b2 − 4ac ≥ 0

)
∨

(
a = 0 ∧ b 6= 0

)
∨

(
a = 0 ∧ b = 0 ∧ c = 0

)
.
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Teorija algebarski zatvorenih polja ACF se definǐse kao teorija polja u kojoj, pored
aksioma 1−10. teorije polja, važi i beskonačan niz aksioma:

(∀a0)(∀a1) . . . (∀an)
(
an 6= 0 =⇒ (∃x)(anx

n + . . .+ a1x+ a0 = 0)
)
,

za prirodan broj n ≥ 1 [109, str. 399]. Polje kompleksnih brojeva C i polje alge-
barskih brojeva A jesu primeri algebarski zatvorenih polja. Neka je K ma koje alge-
barski zatvoreno polje. Neka su α0, α1, . . . , αn literali3 nad poljem K. Dokazujemo
da za svaku formulu ϕ oblika:

(1) (∃x)
(
α0 ∧ α1 ∧ . . . ∧ αn

)
postoji bezkvantorska formula ψ, takva da je φ⇐⇒ ψ.

Postupak eliminacije kvantora u algebarski zatvorenim poljima, koji dalje izla-
žemo, dat je prema [110] i [111], a potiče od [34]. Termi su polinomi, koje razma-
tramo po promenljivoj x. Budući da je u algebarski zatvorenim poljima svaki literal
ili jednakost ili različitost, tada (1) možemo razmatrati u obliku:

(2) (∃x)
(
p1(x)=0 ∧ . . . ∧ pn(x)=0 ∧ q1(x) 6=0 ∧ . . . ∧ qm(x) 6=0

)
,

za neke polinome p1, . . . , pn, q1, . . . , qn ∈ K[x]. Korǐsćenjem sledeće ekvivalencije
qi(x) 6=0 ∧ qi+1(x) 6=0 ⇐⇒ qi(x)qi+1(x) 6=0, prethodna formula se može razmatrati
u obliku sa najvǐse jednom različitošću:

(3) (∃x)
(
p1(x)=0 ∧ . . . ∧ pn(x)=0 ∧ q(x) 6=0

)
,

za q = q1 · . . . · qm. Sledeći korak je redukcija n jednakosti u prethodnoj formuli
na najvǐse jednu jednakost, primenom algoritma pseudodeljenja polinoma koji je
razmatran u sekciji 1.2.

Neka su dati polinomi p1, . . . , pn ∈ C[x] i neka polinom p(x) = pn(x) ispunjava
degxp(x)<degxpi(x) za i∈{1, 2, . . . , n−1}. Posmatrajmo nad poljem C konjunkciju:

(4) p(x)=0 ∧
n−1∧
i=1

pi(x)=0.

Neka je polinom p(x) sa vodećim koeficijentom a. Na osnovu niza polinoma:

(5) p1(x), p2(x), . . . , pn−1(x),

pseudodeljenjem redom sa polinomom p(x) dobijamo niz pseudo-ostataka:

(6) r1(x), r2(x), . . . , rn−1(x).

3literali su atomične formule ili negacije atomičnih formula
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Naime, tada važe jednakosti:

(7) akipi(x) = qi(x) p(x) + ri(x),

za neke pseudokoličnike qi(x), pseudo-ostatke ri(x) i prirodne brojeve ki za indekse
i∈{1, 2, . . . , n−1}. Predstavimo polinom p(x) na sledeći način:

(8) p(x) = axm + p(x),

tj. kao sumu vodećeg terma axm i polinoma p(x)
(
degxp(x) < m = degxp(x)

)
.

Vodeći koeficijent a polinoma p(x) je polinom po drugim promenljivima ili konsta-
nta. Ako je a = 0, tada je p(x) = p konstanta koja je ili jednaka nuli ili različita od
nule. Ukoliko je a 6= 0, tada imamo redukcionu ekvivalenciju:

(9) p(x) = 0 ∧
n−1∧
i=1

pi(x) = 0 ⇐⇒ p(x) = 0 ∧
n−1∧
i=1

ri(x) = 0.

Na osnovu prethodnog razmatranja konjukciju (4) zamenjujemo sa disjunkcijom:

(10)
(

a = 0 ∧ p(x) = 0 ∧
n−1∧
i=1

pi(x) = 0︸ ︷︷ ︸
(10/1)

)
∨

(
a 6= 0 ∧ p(x) = 0 ∧

n−1∧
i=1

ri(x) = 0︸ ︷︷ ︸
(10/2)

)
.

Ukoliko u prethodnoj konjukciji (10) važi a = 0 i p(x) = p = 0, tada se prvi član
konjukcije (10/1) svodi na konjukciju oblika: p1(x) = 0 ∧ . . . ∧ pn−1(x) = 0. Tako
dobijena konjukcija je oblika (4) i ima n−1 član. Inače, ako je a=0 i p(x)=p 6=0,
konjukcija (10) je netačna. Za a 6=0 se razmatra drugi član konjukcije (10/2) koji se
svodi na konjukciju oblika p(x)=0 ∧ r1(x)=0 ∧ . . . ∧ rn−1(x)=0. Tako dobijena
konjukcija je oblika (4) i ima n članova, pri tom n−1 polinoma r1(x), . . . , rn−1(x)
jeste strogo manjeg stepena od m stepena polinoma p(x). Prethodni postupak pse-
udodeljenja se ponavlja konačan broj koraka, sve dok se konjukcija (4) ne svede na
jednu polinomsku jednakost:

(11) p(x) = 0,

po promenljivoj x. Na taj način, umesto (3) možemo razmatrati slučaj najvǐse jedne
jednakosti i jedne različitosti:

(12) (∃x)(p(x) = 0 ∧ q(x) 6= 0).

Dalje, vezano za formulu (12), mogući su sledeći slučajevi:
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1. Neka je formula (12) ekvivalentna formuli:

(13) (∃x)(p(x) = 0),

za neki polinom p(x) = amx
m + . . . + a1x + a0 = 0. Budući da se formula odnosi

na modele teorije algebarski zatvorenih polja, tada je (13) ekvivalentna sa bezkvan-
torskom formulom ψ:

(14)
m∨

i=1

ai 6= 0 ∨ a0 = 0.

2. Neka je formula (12) ekvivalentna formuli:

(15) (∃x)(q(x) 6= 0),

za neki polinom q(x) = bkx
k + . . . + b1x + b0 = 0. S obzirom da se formula odnosi

na modele teorije algebarski zatvorenih polja, prethodna formula je ekvivalentna sa
postojanjem x tako da q(x) = 1(6= 0). Samim tim, formula (15) je ekvivalentna sa
činjenicom da q(x) nije nula polinom, a to zapisujemo bezkvantorskom formulom ψ:

(16)
k∨

i=1

bi 6= 0 ∨ b0 6= 0.

3. Posmatrajmo formulu (12) koja je ekvivalentna tvrd-enju da za polinome:

(17) p(x) =
m∑

i=0

aix
i i q(x) =

k∑
i=0

bix
i

postoji koren c polinoma p(x) koji nije koren polinoma q(x). Koeficijenti prethodnih
polinoma ai i bj su takvi da am 6= 0 i bk 6= 0. Budući da se formula odnosi na modele
teorije algebarski zatvorenih polja, polinomi p(x) i q(x) imaju linearnu faktorizaciju:

(18) p(x) = am(x− c1) · . . . · (x− cm)

i

(19) q(x) = bk(x− d1) · . . . · (x− dk),

za korene ci i dj koji se mogu i ponavljati
(
i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , k}

)
. Pret-

postavimo da ne važi formula (12), tj. da je tačno:

(20) ¬(∃x)(p(x) = 0 ∧ q(x) 6= 0).
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Zatim, na osnovu:

(21) ¬(∃)(p(x) = 0 ∧ q(x) 6= 0) ⇐⇒ (∀x)(p(x) = 0 =⇒ q(x) = 0),

ako je tačna formula (20), tada se svaki koren ci podudara sa nekim korenom dj.
Specijalno, za koren ci polinoma p(x), vǐsestrukosti ν ≤ m, važi (x − ci)

ν | q(x)ν .
Znači da na osnovu (20) sleduje:

(22) p(x) | bkq(x)
m,

bez obzira na stepen k = degxq(x). Primetimo da je uslov (22), na osnovu ekviva-
lencije (21), ekvivalentan sa uslovom (20). Odatle dobijamo zaključak:

(23) (∃x)(p(x) = 0 ∧ q(x) 6= 0) ⇐⇒ p(x) - bkq(x)
m.

Dalje, možemo pseudopodeliti bkq(x)
m sa p(x):

(24) bk+1
k q(x)m = q̂(x) · p(x) + r̂(x),

sa nekim pseudo-ostatakom r̂(x) koji ispunjava degxr̂ < degxp. Budući da bk 6= 0
nije polinom po promenljivoj x, tada:

(25)

p(x) - bkq(x)
m ⇐⇒ p(x) - bk+1

k q(x)m

⇐⇒
(24)

p(x) - r̂(x).

Konačno, iz prethodnog proizilazi:

(26)
(
(∃x)p(x) = 0 ∧ q(x) 6= 0)

)
⇐⇒ (∃x)r̂(x) 6= 0,

što je razmatrano u slučaju 2.

Dajemo kratko objašnjenje zašto je dovoljno izvršiti eliminaciju kvantora samo u
formuli oblika (1). Naime, svaku predikatsku formulu možemo razmatrati u preneks
normalnom obliku (Q1)(Q2)...(Qn)M

(
Qi−kvantori i M−matrica formule

)
. Tada

za i := n, . . . , 1 svaki univerzalni kvantor Qi prevodimo u egzistencijalni Qi. Potom,
matricu formule prevodimo u disjunktivnu normalnu formu. To nam omogućuje da
prod-emo egzistencijalnim kvantorom Qi disjunkcije. Prethodno opisanim algorit-
mom eliminǐsemo svaki egzistencijalni kvantor koji deluje na konjukcije literala.

Na kraju, napomenućemo nekoliko činjenica u vezi sa eliminacijom kvantora u
teoriji algebarski zatvorenih polja. Neka je algebarsko zatvoreno polje K karak-
teristike p, gde je p odred-eno ili kao nula ili kao prost broj. Tada, po prethodno
opisanoj eliminaciji kvantora, kada su svi kvantori eliminisani, dobijamo bulovsku
kombinaciju oblika z = 0, odnosno z 6= 0, za neki ceo broj z (posmatranu u prstenu
celih brojeva datog polja). Za takvu bulovsku kombinaciju, u datoj karakteristici p,
moguće je odrediti istinitosnu vrednost. Dakle, važi tvrd-enje:
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Teorema 1.8.2. Teorija algebarski zatvorenih polja ACF0 odnosno ACFp, date kara-
kteristike 0 odnosno p−prost broj, dopušta eliminaciju kvantora i predstavlja ko-
mpletnu teoriju.

U opštem slučaju, ako nije odred-ena karakteristika algebarski zatvorenog polja,
nije moguće odrediti istinitosnu vrednost bulovske kombinacije posle eliminacija
kvantora. Saglasno definiciji kompletne teorije iz sekcije 2.3. zaključujemo:

Teorema 1.8.3. Teorija algebarski zatvorenih polja ACF nije kompletna teorija.

Na kraju, napomenimo da se razna tvrd-enja mogu dokazati u teoriji zatvorenih
polja, poput Vieteovih formula:

(27)
(
ax2+bx+c = 0 ∧ ay2+by+c = 0 ∧ x 6= y

)
=⇒

(
axy = c ∧ a(x+y) = −b

)
.

Širi spisak sličnih tvrd-enja, od kojih su neka dokazana u teoriji algebarski zatvorenih
polja, dat je u [122]. Napomenimo da postoji vǐse postupaka eliminacije kvantora
u algebarski zatvorenim poljima. Jedan drugačiji postupak eliminacije je dat uz
upotrebu rezolventi u [57].

1.9 Lürothova teorema

U ovom delu dokazaćemo sledeću opštiju formu Lürothove teoreme u odnosu
na formulaciju koja data Teoremom 1.7.3.. Naime, važi tvrd-enje [89, str. 35]:

Teorema 1.9.1. Neka je polje K raširenje polja L i neka je element x∈K transce-
ndentan nad poljem L. Svako med-upolje L1, takvo da je L ⊂ L1 ⊆ L(x), ima oblik
L1 = L(y) za neki element y koji predstavlja vrednost nekog nekonstantnog polinoma
po x nad L, tj. y∈L[x].

Dokaz. Na početku dokaza pretpostavimo da je y proizvoljni element iz L(x)\L.
Tada prema Napomeni 1.7.2. važi

(1) y =
p(x)

q(x)
,

za neke polinome p(x), q(x)∈L[x]. Označimo sa m=max{deg p(x), deg q(x)}; tada
je m ≥ 1. U jednakosti (1) pretpostavljamo da su p(x) i q(x) uzajamno prosti
polinomi. Dalje, iz (1) zaključujemo da važi

(2) p(x)− g(x) · y = 0,

što je, na osnovu činjenice da y 6∈L, dovoljno da zaključimo da za polinom

(3) k = k(X) = p(X)− q(X) · y∈L(y)[X]
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važi

(4) deg
(
k(X)

)
= m.

Primetimo da iz (2) zaključujemo da je x algebarski nad poljem L(y), jer je nula
polinoma k(X). Dalje, u dokazu koristimo činjenicu da je y transcendentan element
nad L. Zaista, ako bi element y bio algebarski nad L, tada bi na osnovu (1) element
x bio algebarski element nad L, što je nemoguće. Pri tom, iz transcendentnosti
elementa y nad L, na osnovu Teoreme 1.7.1., L[y] možemo shvatiti kao prsten poli-
noma. Stoga, polinom k(X) iz L[y,X] može imati samo jedan linearan faktor po y.
Iz nesvodljivosti razlomka (1) proizilazi nesvodljivost polinoma k(X). Odatle

(5) |L(x) : L(y)| = m.

Dalje, prema prethodnom razmatranju element x je algebarski nad poljem L(y), a
samim tim i nad posmatranim potpoljem L1

(
L≤L1≤L(x)

)
. Označimo sa n stepen

minimalnog polinoma

(6) h = h(X) = Xn + y1(x)X
n−1 + . . .+ yn−1(x)X + y0(x)∈L[X]

elementa x nad poljem L1, sa nekim racionalnim koeficijentima

(7) yi = yi(x) =
pi(x)

qi(x)
∈L(x),

za i = 0, 1, . . . , n−1. Na osnovu minimalnosti polinoma h(X) važi

(8) |L(x) : L1| = n.

Sad iz

(9) |L(x) : L(y)|︸ ︷︷ ︸
=m

= |L(x) : L1|︸ ︷︷ ︸
=n

·|L1 : L(y)|

zaključujemo

(10) |L1 : L(y)| = m

n
.

Dokazaćemo da postoji y∈L(x) tako da tada u prethodnoj jednakosti važi m = n,
tj. L1 = L(y). Prvo, primetimo da koeficijenti yi =yi(x)∈L1⊆L(x) polinoma h(X)
nisu svi u skupu L, jer je x transcendentan element nad F. Samim tim, postoji
indeks k takav da

(11) y = yk(x) =
pk(x)

qk(x)
∈L(x)\L.
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Za tako odred-en element y zadržavamo oznake iz prethodnog dela dokaza. Dalje,
primetimo da je element x koren minimalnog polinoma h(X) kao i polinoma k(X).
Samim tim, postoji polinom s(x,X) tako da

(12) k(X) = s(x,X) · h(X).

Budući da je element y oblika (11), tada važi dvojna jednakost

(13) k(X) = pk(X)− qk(X) ·
pk(x)

qk(x)︸ ︷︷ ︸
=y

= s(x,X) · h(X),

što dovodi do

(14) qk(x)k(X) = pk(X)qk(x)− qk(X)pk(x) = qk(x)s(x,X) · h(X).

Formirajmo polinom

(15) r(x) = q0(x)q1(x) . . . qn−1(x),

kojim ćemo izvršiti množenje dvojne jednakosti (14). Na taj način dobijamo

(16) r(x)qk(x)k(X) = qk(x)s(x,X) · r(x)h(X),

gde je

(17)

r(x)h(X) = q0(x) . . . qn−1(x)X
n

+
n∑

i=1

(
q0(x) . . . qi−1(x)qi+1(x) . . . qn−1(x)

)
Xn−i.

Dalje, iz (16) i (17) dobijamo

(18)

r(x)k(X) = s(x,X) ·
(
q0(x) . . . qn−1(x)︸ ︷︷ ︸

(=r(x))

Xn

+
n∑

i=1

(
q0(x) . . . qi−1(x)qi+1(x) . . . qn−1(x)

)
Xn−i

)
.

Na osnovu nesvodljivosti polinoma k(X) proizilazi da je s(x,X) = s(x) konstanta
po promenljivoj X, tj. n=m. Primetimo na kraju da je u prethodnoj jednakosti
sa leve strane faktor r(x). Sa desne strane, jedini faktor je s(x) ∈ L[x], jer desna
strana nema drugih faktora po x. Na osnovu stepena polinoma po x na levoj i
desnoj strani prethodne jednakosti, zaključujemo da je s(x) takod-e konstanta i po
x. Znači da na levoj strani prethodne jednakosti r(x) jeste polinomski faktor po x
a na desnoj strani nema faktora po x. Navedeno je jedino moguće ako je r(x)= 1.
Odatle sleduje konačan zaključak da je posmatrano med-upolje F1 generisano sa
jednim nekonstantnim polinomom po x nad L.
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Napomena 1.9.2. Navedeni dokaz je dobijen dopunom dokaza Lürothove teo-
reme, koji su navedeni u [48] i [68].

U ovom delu, na osnovu članka [66], izložićemo geometrijsku tumačenje Lü-
rothove teoreme. Neka su t1, . . . tn realne promenljive, za koje pretpostavljamo da
su linearno nezavisne nad Q. Dalje, za data dva niza polinoma p1, . . . , pn, q1, . . . , qn∈
Q[t1, . . . , tm], (qi 6= 0), formirajmo niz racionalnih funkcija:

〈p/q〉 x1 =
p1

q1

, . . . , xn =
pn

qn

∈ Q(t1, . . . , tm)

koji nazivamo nizom parametarskih jednačina racionalne krive. Pri tom, pretposta-
vljamo da nisu svi polinomi pi, qi konstante i da svaka dva polinoma pi, qi nemaju
zajedničkih faktora. Posmatranom nizu parametarskih jednačina pridružimo sliku
niza parametarskih jednačina racionalne krive u Rn kao sledeći skup:

IM(〈p/q〉) =
{

(x1, . . . , xn) | (∃t∈Rm)
(
x1 =

p1(t)
q1(t)

∧ . . . ∧ xn =
pn(t)
qn(t)

)}
.

Niz parametarskih jednačina 〈p/q〉 je odgovarajući (proper) niz parametarskih jedna-
čina ako je ispunjeno da za svako α=(α1, . . . , αn)∈ IM(〈p/q〉) postoji tačno jedno
τ = (τ1, . . . , τm) ∈ Rm, tako da je αi = pi(τ)/qi(τ) (i = 1, . . . , n). Pri tom, doda-
tno, dopuštamo za podskupove skupa IM(〈p/q〉), čija je dimenzija manja od n, da
prethodni uslov jednoznačnosti nije ispunjen. Xiao-Shan Gao i Shang-Ching
Chou u radu [66] dokazali su, na osnovu Lürothove teoreme, da važi sledeće
tvrd-enje:

Teorema 1.9.3. Ako niz parametarskih jednačina 〈p/q〉 sa jednim parametrom t1
(m= 1) nije odgovarajući, tada je moguće naći novi parametar u1 = r(t1)/s(t1), za
r, s ∈ Q[t1], (s 6= 0), sa kojim se dobija odgovarajući niz parametarskih jednačina
racionalne krive:

x1 =
r1

s1

, . . . , xn =
rn

sn

∈ Q(u1).

Napomena 1.9.4. Napomenimo da rad [66] predstavlja dopunu geometrijskog tu-
mačenja koje je dato u knjizi [42, str. 253−254]. Takod-e, rad [66] predstavlja i
prirodni nastavak samog Lürothovog rada [2] iz 1876. godine, koji se odnosio na
racionalne krive.

Prvo algebarsko uopštenje rezultata J. Lürotha [2] potiče od P. Gordana [4]
iz 1887. godine. Naime, iz Gordanovog rada proizilazi da za polja nulte karakter-
istike važi sledeće tvrd-enje:

Teorema 1.9.5. Neka je L polje i L(x1, . . . , xn) polje racionalnih funkcija. Za
svako med-upolje L1, takvo da L ⊂ L1 ⊆ L(x1, . . . , xn), stepena transcendentnosti
tr.deg(L1/L)=1 postoji y∈L(x1, . . . , xn), tako da L1 =L(y).
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Prethodno tvrd-enje, za polja proizvoljne karakteristiku, dokazao je J. Igusa,
1951. godine [20]. Teorema 1.9.1. može da se uopšti u sledećem obliku:

Teorema 1.9.6. Neka je L polje i L(x1, . . . , xn) polje racionalnih funkcija i neka
med-upolje L1, takvo da L⊂L1⊆L(x1, . . . , xn), sadrži nekonstantne polinome. Ako
je stepen transcendentnosti tr.deg(L1/L) = 1, tada postoji y ∈L[x1, . . . , xn] tako da
L1 =L(y).

Navedeno tvrd-enje sleduje za polja nulte karakteristike na osnovu rada E. No-
ether iz 1915. godine [7], a za polja proizvoljne karakteristike tvrd-enje je dokazao
A. Schinzel 1963. godine [26]. Na kraju ove sekcije istaknimo da je na osnovu
Lürothove teoreme I. Gusić 2000. godine u [87] dokazao sledeće tvrd-enje koje se
odnosi na algebarsku zavisnost polinoma nad algebarski zatvorenim poljem. Naime,
važi tvrd-enje:

Teorema 1.9.7. Neka je K algebarski zatvoreno polje i H jedno njegovo raširenje.
Ako su p, q∈H[x] dva nekonstantna polinoma, tada su p i g algebarski zavisni nad
K ako i samo ako postoji polinom h∈K[x] takav da p∈K[h] i g∈K[h].



2 TEORIJA DIFERENCIJALNIH POLJA

2.1 Modeli, elementarna ekvivalencija modela

Jezik L predikatskog računa odred-uje se unijom L = R∪F ∪ C, gde je R skup
simbola relacija jezika, F skup simbola funkcija jezika i C skup simbola konstanti
jezika. Za jezik L posebno se formira skup promenljivih V . Nad skupom C∪V pomo-
ću funkcija jezika formira se skup termova. Potom, formiraju se atomične formule
kao algebarski zakoni jednakosti dva terma ili kao elementarne formule odred-ene kao
relacije nad konačnim skupom termova. Nad skupom atomičnih formula pomoću
logičkih veznika ∨, ∧, =⇒, ⇐⇒, ¬ i kvantora ∀ i ∃ formiraju se predikatske formule.
Za jezik L, označimo sa SentL skup predikatskih formula bez slobodnih promenljivih.
Takve formule nazivamo rečenice. Podskup T ⊆ SentL odred-uje teoriju. Same re-
čenice iz T nazivaju se specijalne aksiome teorije T .

Neka je zadana teorija T na jeziku L predikatskog računa. Algebarska struktura

(1) A = (A,RA,FA, CA)

jeste model, ako postoji interpretacija J : L −→ LA = RA∪FA∪CA tako da se svaka
relacija iz L interpretira relacijom iste ar-nosti iz LA, svaka funkcija iz L interpretira
funkcijom iste ar-nosti iz LA i svaka konstanta iz L interpretira konstantom iz LA.
Samim tim

(2) A = (A,J (s))s∈L.

Ako imamo dva predikatska jezika L1 i L2 takva da L1 ⊆ L2, i algebarsku struk-
turu A datu sa (1), tada možemo formirati dva modela A1 = (A,J (s))s∈L1 i A2 =
(A,J (s))s∈L2 . U tom slučaju A1 je suženje modela A2; odnosno A2 je raširenje
modela A1. Sa druge strane, neka su nad istim predikatskim jezikom L data dva
modela A = (A,J (s))s∈L i B = (B,J (s))s∈L tako da je A ⊆ B, svaka funkcija iz
LA se dobija kao restrikcija odgovarajuće funkcije iz LB i svaka relacija iz LB se
dobija kao restrikcija odgovarajuće relacije iz LA. Tada A je podmodel od B, što
označavamo A ≤ B; odnosno B je nadmodel od A, što označavamo B ≥ A. Dalje,
za dva modela A = (A,J (s))s∈L i B = (B,J (s))s∈L, istog jezika L preslikavanje
Φ : A −→ B predstavlja homomorfizam modela ako za svaku operaciju f , dužine
k, važi Φ

(
fA(a1, . . . , ak)

)
= fB(

Φ(a1), . . . ,Φ(ak)
)

i ako za svaku relaciju R, dužine

34
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n, važi RA(
a1, . . . , an

)
=⇒ RB(

Φ(a1), . . . ,Φ(an)
)
. Ako je Φ : A −→ B injekcija,

tada se radi o utapanju modela A u model B, što označavamo A −→ B. Ako je
Φ : A −→ B bijekcija, tada se radi o izomorfizmu modela A i B, što označavamo
A ∼= B. Specijalno za model A, izomorfizme Φ : A −→ A nazivamo automorfizmima
modela.

Relacija zadovoljena u teoriji modela uvodi se u vǐse koraka. Za model A, prvo
se uvodi vrednost terma t pri valuaciji µ : VarL −→ A induktivno po složenosti
terma. Vrednost terma pri valuaciji označavamo sa tA[µ]. Dalje, za model A uvodi
se relacija zadovoljnja predikatske formule ϕ pri valuaciji µ : VarL −→ A indu-
ktivno po složenosti predikatske formule. Relaciju zadovoljenja formule pri valuaciji
označavamo A |=ϕ[µ] [60]. Specijalno, ako je ϕ rečenica iz SentL, tada >,⊥−vre-
dnost A |= ϕ[µ] ne zavisi od valuacije µ : VarL −→ A. Tako dobijenu vrednost
označavamo A |= ϕ. Dalje, za model A jezika L definǐsemo teoriju modela A kao
sledeći skup

Th(A) = {ϕ∈SentL | A |= ϕ}.

Modeli A, B jezika L jesu elemantarno ekvivalentni, u oznaci A ≡ B, ukoliko važi
Th(A) = Th(B). Tada kažemo da modeli A i B imaju ista svojstva prvog reda. Važe
sledeća osnovna tvrd-enja [60]:

Teorema 2.1.1. Neka su dva modela A i B jezika L med-usobno izomorfna, tada
su oni elementarno ekvivalentni.

Teorema 2.1.2. Neka su data dva modela A i B jezika L, pri čemi je model A
konačan; ako su modeli A i B elementarno ekvivalentni tada su oni med-usobno
izomorfni.

Za dva modela A i B jezika L, kažemo da je model A elementarno umetnut u model
B ako postoji utapanje g : A −→ B, tako da za svaku formulu ϕ∈FormL i svaku
valuaciju domena A važi A |= ϕ[a0, . . . , an] akko B |= ϕ[g(a0), . . . , g(an)]. Tada za

preslikavanje g kažemo da ostvaruje elementarno utapanje g : A
≺−→ B. Specijalno,

ako je A ≤ B i ako inkluziono preslikavanje iA : A−→B
(
iA(x) = x, x∈A

)
ostva-

ruje elementarno utapanje, tada kažemo da je model A elementaran podmodel od
modela B, što označavamo A ≺ B. Važe tvrd-enja [60]:

Teorema 2.1.3. [Tarski−Vaught] Neka za dva modela A i B jezika L važi A ≤ B
i za svaku formulu ϕ = ϕ(x, y1, . . . , yn) i sve a1, . . . , an∈A važi:

B |=(∃x∈B)ϕ(x, y1, . . . , yn)[a1, . . . , an] =⇒ (∃a∈A) B |=ϕ[a, a1, . . . , an],

tada je A ≺ B.
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Za primenu Teoreme Tarski−Vaughta dovoljno je da za modele A i B važi A ≤ B
i da važi uslov da za sve a1, . . . , an ∈ A i za svako b ∈ B postoji automorfizam
f : B −→ B modela B, tako da je: f(a1) = a1, . . . , f(an) = an i f(b) = a. Na
osnovu toga proizilazi sledeći primer.

Primer 2.1.4. Važi (Q,<) ≺ (R,<) [60, str. 36] i samim tim (Q,<) ≡ (R,<)
(videti Teoremu 2.1.5.). Pri tom (Q,<) 6∼= (R,<) jer ne postoji bijekcija izmed-u
skupa realnih i racionalnih brojeva.

Na kraju istaknimo da je veza izmed-u pojma elementarnih podmodela i pojma
elementarne ekvivalencije data tvrd-enjem:

Teorema 2.1.5. Neka za dva modela A i B jezika L važi A ≺ B, tada su oni
elementarno ekvivalentni, tj. A ≡ B.

2.2 Metod novih konstanti, dijagrami modela

Dualno interpretaciji J : L −→ LA jezika L sa modelom A = (A,J (s))s∈L

uvodi se metod novih konstanti (imenovanje). Za elemente domena a∈A, tada sa
a∈CA odred-uje se ime elementa a. Za funkciju f : Ak −→ A, tada sa f ∈CA odre-
d-ujemo ime funkcije f dužine k. Za reaciju R ⊆ Ak, tada sa R ∈ RA odred-ujemo
ime relacije R dužine k. Za formiran jezik LA = RA ∪ FA ∪ CA uvodimo prirodnu
interpretaciju elementa s∈LA u domenu A sa J (s) = s. Primetimo da važi CA = A.
Za neke elemente domena a0, . . . , an ∈A dobijamo jezik L

′
= L ∪ {a0, . . . , a0} kao

jedno prosto raširenje jezika L. Tada model A′ = (A, a0, . . . , an) nazivamo prostim
raširenjem modela A (nastalo uvod-enjem konačno mnogo novih konstanti). Dalje
važe tvrd-enja [60, str. 29]:

Lema 2.2.1. Neka je A model i za neke izabrane elemente domena a0, . . . , an ∈
A neka je A′ = (A, a0, . . . , an) prosto raširenje modela. Tada za proizvoljni term
t = t(x0, . . . , xn) važi

tA[a0, . . . , an] = tA
′
[a0, . . . , an].

Teorema 2.2.2. Neka je A model i za neke izabrane elemente a0, . . . , an∈A neka
je A′ = (A, a0, . . . , an) prosto raširenje modela. Tada za proizvoljnu predikatsku
formulu ϕ = ϕ(x0, . . . , xn) važi

A |= ϕ[a0, . . . , an] akko A′ |= ϕ[a0, . . . , an].

Neka je A model jezika L i X ⊆ A. Dalje, razmotrimo skup izabranih eleme-
nata domena X ∈ A sa kojima dobijamo jezik L

′
= L ∪ {a |a ∈ X } kao jedno

prosto raširenje jezika L (nastalo uvod-enjem familije novih konstanti). Tada je A′ =
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(A, a)a∈X prosto raširenje modela A. Pod dijagramom modela A podrazumevaćemo
skup

∆A = {ϕ∈SentLA
| A |=ϕ i ϕ je literal}

gde je literal formula odred-ena kao ili atomična formula ili negacija atomične for-
mule. Dalje, pod elementarnim dijagramom modela A podrazumevaćemo skup

Th(A, a)a∈A = {ϕ∈SentLA
| (A, a)a∈A |=ϕ}.

Primetimo da dopunom dijagrama sa tačnim rečenicama dobijamo elementarni di-
jagram. Navodimo jedan takav primer prema [55, str. 309-310]:

Primer 2.2.3. Razmotrimo realno ured-eno polje R = (R,+, ·,≤, 0, 1) kao model
jezika L = {+, ·,≤, 0, 1}. Tada dijagram modela R odred-ujemo kao skup (popis)
rečenica ∆R koje su zadovoljene u modelu R tako da predstavljaju atomične formule
npr. 1+2=3, 1<π,

√
2 ·
√

3=
√

6, . . . ili negacije atomičnih formula npr. ¬(1=2),
¬(π≤ 1), ¬(2 = e), . . . . Dijagram ∆R, kao skup (popis), proširujemo do elementa-
rnog dijagrama Th(R, r)r∈R rečenicama koje odred-uju teoriju modela (R, r)r∈R, npr.
(∃x∈R)(x2−2=0), (∀x∈R)(∀y∈R)(∃z∈R)(x<y =⇒ (x<z ∧ z<y)), . . . . Prime-
timo da rečenica (∀x∈R)(x · 0=0) pripada elementarnom dijagramu od R, a nije u
dijagramu od R jer nije literal (atomična formula ili negacija atomične formule). Ko-
risteći se prethodnim elementarnim dijagramom od R može se pokazati, uz upotrebu
stava potpunosti, da postoji model za nestandardan model realnog ured-enog polja.

Preko dijagrama modela, odnosno elementarnog dijagrama modela, imamo kara-
kterizaciju utapanja modela, odnosno elementarnog utapanja modela. Naime, važe
tvrd-enja [60, str. 90]:

Teorema 2.2.4. Neka su A i B modeli jezika L. Tada se model A utapa u model
B, u oznaci A −→ B, ako model B ima prostu ekspanziju (B, ba)a∈A takvu da je
(B, ba)a∈A |= ∆A.

Teorema 2.2.5. Neka su A i B modeli jezika L. Tada se model A elementarno

utapa u model B, u oznaci A ≺−→ B, ako model B ima prostu ekspanziju (B, ba)a∈A

takvu da je (B, ba)a∈A |= Th(A, a)a∈A.

2.3 Razni tipovi kompletnosti teorija

Teorija T jezika L je kompletna teorija ako za svaku rečenicu ϕ nad jezikom L
te teorije važi ili da je ϕ∈T ili da je ¬ϕ∈T . Teorija algebarskih polja AF je primer
teorije koja nije kompletna. Naime, rečenica ∃x (x · x = 2) je tačna za polje realnih
brojeva R i netačna za polje racionalnih brojeva Q. Teorija algebarski zatvorenih
polja ACF karakteristike 0 jeste primer kompletne teorije (videti Teoremu 1.8.2.).
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Teorija T jezika L je modelski kompletna teorija akko za svaka dva modela A i
B teorije T iz A ≤ B sledi A ≺ B. Navedena definicija potiče od A. Robinsona
[81, str. 37]. Važi tvrd-enje [94]:

Teorema 2.3.1. Neka je T teorija jezika L. Sledeći uslovi su ekvivalentni:

10. Teorija T je modelski kompletna.

20. Za svaki model A teorije T , teorija T ∪∆A je kompletna teorija.

Neka su T i T ∗ dve teorije iste signature. A. Robinson, prema [81, str. 71],
uveo je pojam T ∗ jeste modelsko kompletiranje teorije T ako:

10. Teorija T je podteorija teorije T ∗ (T ≤T ∗).
20. Svaki model A teorije T može se raširiti do modela B teorije T ∗.

30. Za svaki model A teorije T , teorija T ∪∆A je kompletna teorija.

Uslov 30., prema [81, str. 71], može se zameniti sa sledećim ekvivalentnim uslovom:

30.′ Neka je A model teorije T i neka postoje modeli B1,B2 teorije T ∗, takvi da
je A≤Bi (i= 1, 2); tada su modeli B1 i B2 elementarno ekvivalentni nad
podmodelom A:

B1 ≡ B2

↖ ↗
A

Za razmatranje modelske kompletnosti neophodan je pojam zasićenih modela.
Naime, pod zasićenim modelima podrazumevamo one modele koji realizuju sve
moguće neprotivrečne skupove formula. Neprotivrečne skupove formula nazivamo
tipovima.

Primer 2.3.2. Polje F realizuje tip Σ(x) = {p(x) 6= 0 | p∈Q[x]∧dg((x)) ≥ 1} akko
polje F sadrži transcendentan element nad Q [60, str. 100].

Neka je A model jezika L i X⊆A. Formirajmo AX =(A, a)a∈X kao prosto pro-
širenje modela A elementima skupa X. Pod tipom modela AX podrazumevamo svaki
skup formula p(x) jezika LX koji je konačno neprotivurečan sa teorijom Th AX [60].
Dalje navodimo vǐse varijanti definicije zasićenosti: 10. Model A je zasićen model nad
skupom X⊆A akko je svaki tip p(x) nad AX realizovan u modelu AX . 20. Model A
je zasićen model akko je model A zasićen nad svakim X⊆A, za |X|< |A|. 30. Model
A je κ−zasićen, gde je κ neki kardinalni broj, akko je model A zasićen nad svakim
X ⊆ A, gde je |X| < κ. Iz prethodnih definicija proizilazi da je A zasićen akko
je |A|−zasićen. Važi sledeće osnovno tvrd-enje o postojanju κ+−zasićenih modela
(κ+ je najmanji kardinal koji je veći od kardinala κ), koje dato u [60, str. 104]:
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Teorema 2.3.3. Neka je A jedan beskonačan model jezika L, tako da |L| < κ za
beskonačan kardinal κ. Tada postoji κ+−zasićen model B, tako da A≺B i da je pri
tom |B|≤|A|κ .

Važi tvrd-enje o modelskom kompletiranju teorije algebarskih polja [81, str. 72]:

Teorema 2.3.4. Teorija algebarski zatvorenih polja je modelsko kompletiranje te-
orije polja.

Dokaz. Proveravamo osobine 10., 20. i 30. modelskog kompletiranja. Osobine
10. i 20. sleduju na osnovu postojanja algebarskog zatvorenja (Teorema 1.6.6.).
Dokazujemo 30. Neka su B1 i B2 dva algebarski zatvorena polja koja su raširenja
polja A. Dokazujemo B1 ≡ B2 nad podmodelom A. Koristimo sledeći ekvivalent
aksiome izbora [60, str. 95]:

Gornja Löwenheim-Skolem teorema: Neka je B beskonačan model jezika L
i neka je κ beskonačan kardinalni broj takav da κ > |B| + |L|; tada postoji
elementarno raširenje C modela B takvo da je |C| > κ.

Prema gornjoj Löwenheim-Skolem teoremi postoje elementarna raširenja B∗
i od

Bi (i = 1, 2) tako da |B∗
1 | = |B∗

2 | = κ, pri čemu κ > max{|A|,ℵ0}. Prema Teoremi
1.6.8. važi B∗

1
∼= B∗

2. Samim tim B1 ≡ B2.

Koristeći se tzv. metodom sendviča modela [94, str. 51], za modelsko kompleti-
ranje neke teorije važi sledeća Teorema o jedinstvenosti:

Teorema 2.3.5. Teorija T jezika L može imati najvǐse jedno modelsko kompletiranje.

Teorija T jezika L je podmodelski kompletna akko za svaki podmodel A nekog
modela teorije T , teorija T ∪∆A jedna kompletna teorija. Važi tvrd-enje:

Teorema 2.3.6. Svaka podmodelski kompletna teorija je i modelski kompletna.

Napomena 2.3.7. A. Marcja i C. Toffalori u [102, str. 87] navode primer
teorije T , dobijene kao podteorija realno zatvorenih polja RCF izostavljanjem simbola
≤ iz jezika teorije RCF, kao primer modelsko kompletne teorije koja nije i podmod-
elski kompletna (samim tim ne dopušta eliminaciju kvantora).

Zatim, navodimo sledeću Robinsonovu karakterizaciju podmodelske kompletnosti
[81, str. 73]:

Teorema 2.3.8. Neka je T teorija jezika L. Sledeći uslovi su ekvivalentni:

10. Teorija T je podmodelski kompletna.

20. Teorija T dopušta eliminaciju kvantora.

30. Teorija T je modelsko kompletiranje univerzalne teorije.



40 O transcendentalnim raširenjima diferencijalnih polja

Napomena 2.3.9. Ekvivalent 30. potiče od A. Robinsona [35, str. 68]. Preci-
znije, A. Robinson je dokazao implikaciju 30. =⇒ 20. Prethodnu teoremu nazi-
vamo Robinsonov kriterijum za podmodelsku kompletnost.

Neka je T univerzalna teorija i neka su A i B dva modela teorije T , tako da
je A podmodel teorije B. Za element b ∈B sa A(a) označavamo podmodel od B
koji ima A ∪ {b} za skup nosač. Takav model A(b) nazivamo prostim raširenjem
modela A [35]. L. Blum je dokazala sledeću Teoremu [35, str. 89]:

Teorema 2.3.10. Neka su T i T ∗ teorije najvǐse prebrojivog jezika L takve da je:

10. teorija T je podteorija teorije T ∗;

20. teorija T je jedna univerzalna teorija;

30. svaki model teorije T je sadržan u nekom modelu teorije T ∗.

Tada je T ∗ modelsko kompletiranje teorije T akko svaki dijagram:

(1)
B∗

↑
B −→ B(c)

dopunjuje do komutativnog dijagrama:

(2)
B∗

↑ ↖
B −→ B(c),

pri čemu su B i B(c) modeli teorije T i B∗ je |B|+−zasićen model teorije T ∗.

Napomena 2.3.11. Na osnovu prethodnog Bluminog kriterijuma za modelsko ko-
mpletiranje teorije proizilazi da teorija algebarski zatvorenih polja jeste jedna mo-
delski kompletna teorija. U slučaju algebarski zatvorenih polja, B(c) je polje nastalo
andjunkcijom polja B sa elementom c. Tada, transcendentna dimenzija polja B∗

jednaka je kardinalu |B|+. Na osnovu Bluminog kriterijuma takod-e sleduje da je
teorija diferencijalno zatvorenih polja jeste jedna modelski kompletna teorija.

Dalje, modelske kompletne teorije pod nekim dodatnim uslovima jesu i ko-
mpletne teorije. Jedan dovoljan uslov je odred-en pojmom prostih modela. Naime,
za teoriju T , model A je prost model ako je utopljiv u svaki model B te teorije.
A. Marcja i C. Toffalori u [102] navode primer polja (kompleksnih) alge-
barskih brojeva, kao primer prostog modela za teoriju algebarski zatvorenih polja
ACF karakteristike 0. Važi tvrd-enje [102, str. 87]:
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Teorema 2.3.12. Neka je T modelski kompletna teorija. Ako teorija T ima prost
model, tada je teorija T kompletna.

Napomena 2.3.13. Teorija algebarski zatvorenih polja ACF, bez odred-ene kara-
kteristike, jeste primer modelski kompletne teorije koja nije i kompletna teorija. Tek
fiksiranjem karakteristike 0 ili p-prost broj dobijamo kompletnu teoriju algebarski
zatvorenih polja ACF0 ili ACFp respektivno.

Na kraju ove sekcije dokazujemo tvrd-enje o zasićenosti teorije algebarski zatvo-
renih polja kao jednu posledicu eliminacije kvantora. Važe tvrd-enja [94, str. 41-42]:

Lema 2.3.14. Neka je F algebarski zatvoreno polje i neka je X⊆F . Tada, za svaku
formulu ϕ(x) nad jezikom LX skup elemenata:

(3) ϕ(F ) = {a∈F |F |= ϕ[a]}

jeste ili konačan ili kofinitan.

Dokaz. Posmatramo F kao model ACF. Skup F nije konačan. Zaista, u suprotnom,
ako je F = {a1, . . . , an}, tada postoji polinom p(x) = (x− a1) · . . . · (x− an)+1
iz F [x] koji nema nule u polju F. Budući da teorija algebarski zatvorenih polja
dopušta eliminaciju kvantora, to bez umanjenja opštosti možemo pretpostaviti da
je ϕ(x) formula bez kvantora. Atomične formule u ACF koje imaju x kao jedinu
promenljivu jesu oblika

(4)
p(x)

q(x)
= 0 ili

r(x)

s(x)
6= 0,

za neke polinome p(x), q(x), r(x), s(x) nad poljem F takve da q(x) 6= 0 i s(x) 6= 0.
Budući da je u ACF svaki polinom nenultog stepena sa nepraznim i konačnim brojem
nula, tada je skup vrednosti x za koje je p(x) = 0 konačan, odnosno skup vrednosti x
za koje je r(x) 6= 0 kofinitan (dakle, skup vrednosti x za koje je r(x) = 0 je konačan,
tj. finitan). Primetimo da se sve bezkvantorske formule dobijaju negacijama i
konjukcijama atomičnih formula. Samim tim, skup vrednosti a za koji je F |= ϕ[a]
dobija se pomoću preseka i komplemenata skupova ili konačnih ili kofinitnih skupova.
Dakle, ϕ(F ) je ili konačan ili kofinitan skup.

Teorema 2.3.15. Svaki model F teorije ACF je zasićen.

Dokaz. Neka je F algebarsko zatvoreno polje i neka je κ = |F | kardinalni broj polja
(κ ≥ ℵ0). Uočimo podskup X ⊆ F , tako da |X| < κ i neprotivurečan skup formula,
tj. tip t(x) nad FX . Kako teorija algebarski zatvorenih polja dopušta eliminaciju
kvantora, to bez umanjenja opštosti možemo pretpostaviti da je svaka formula ϕ(x)
iz tipa t(x) (x∈X) bezkvantorska formula predstavljena u disjuktivnoj normalnoj
formi. Na osnovu prethodne Leme, razlikujemo dva slučaja:
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10. Postoji ϕ(x) iz tipa t(x) tako da je skup svedoka konačan: ϕ(F ) = {a1, . . . , an}.
Tada bar jedno ai∈ϕ(F ) realizuje tip, inače dolazimo do kontradikcije.

20. Neka je za svako ϕ(x) iz tipa t(x) skup svedoka ϕ(F ) kofinitan. Na osnovu
činjenice da je |t(x)| ≤ |X| < κ, dobijamo:⋂

ϕ(x)∈t(x)

ϕ(F ) 6= ∅,

pa samim tim postoji a∈F koji realizuje t(x).

Napomena 2.3.16. Može se pokazati da važi sledeće preciznije tvrd-enje: Algebarski
zatvoreno polje F je zasićeno ako i samo ako je beskonačnog ranga transcendentnosti
nad njegovim prostim potpoljem. Pri tom, potpolje je prosto ako je izomorfno polju
Galoisa ili ako je izomorfno polju racionalnih brojeva. Iz navedenog tvrd-enja pro-
izilazi da je svako neprebrojivo algebarski zatvoreno polje zasićeno [60, str. 101].

2.4 Diferencijalni prsten i diferencijalno polje

Neka je K komutativan prsten sa jedinicom. Preslikavanje D : K −→ K na-
zivamo izvodom, ako za svako x, y∈K važe Leibnizove aksiome:

(1) D(x+ y) = D(x) +D(y)

i

(2) D(x · y) = x ·D(y) + y ·D(x).

Prsten sa izvodom D nazivamo diferencijalni prsten. Neka su data dva diferenci-
jalna prstena K1 i K2. Homomorfizam f : K1 −→ K2 prstena K1 i K2 takav
da f

(
D(a)

)
= D

(
f(a)

)
naziva se homomorfizam diferencijalnih prstena K1 i K2.

Ako je K polje, onda odgovarajuću strukturu sa izvodom nazivamo diferencijalnim
poljem. Izvod se često označava i sa ′ oznakom, u smislu da je y′= D(y) (y∈K).

Primer 2.4.1. 10. Neka je F ma koje polje. Ako za skup polinoma F [x] i polinom
p=p(x)=anx

n + . . .+a1x+a0∈F [x] definǐsemo formalan izvod na uobičajen način
p
′
=p

′
(x)=nanx

n−1 + . . .+ a1, tada F[x] odred-uje jedan diferencijalni prsten.

20. Neka je F ma koje polje. Prethodno uveden formalni izvod nad prstenom poli-
noma F[x] možemo proširiti na polje racionalnih funkcija F(x) na sledeći način:(p

q

)′

=
p
′ · q− p · q′

q2
.

Tada F(x) odred-uje jedno diferencijalno polje.
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30. Neka je F ma koje polje. Ukoliko odredimo izvod kao trivijalni izvod a ′ =0, za
a∈F , tada od polja F dobijamo trivijalno diferencijalno polje.

40. Polje racionalnih kompleksnih funkcija C(z) jeste diferencijalno polje ako se de-
finǐse diferenciranje na uobičajeni način f

′
=df/dz (kao izvod kompleksne funkcije),

za f∈C(z).

50. Neka je S ⊆ C neprazan otvoren povezan skup polja kompleksnih brojeva C.
Neka je MS skup meromorfnih funkcija na skupu S. Ako definǐsemo diferenciranje
za f∈MS na uobičajen način f

′
=df/dz (kao izvod kompleksne funkcije). Tada sk-

up MS odred-uje jedno diferencijalno polje. Dokažimo, na primer, da diferencijalni
prsten MS jeste i integralni domen (prsten bez delilaca nule). Zaista, neka f1 ·f2 = 0

za f1, f2∈MS. Dokazujemo da je tada f1 = 0 ili f2 = 0. Prvo pretpostavimo da je za
svako z∈S tačno f1(z) 6= 0, tada mora biti f2(z) = 0 za sve z∈S, tj. f2 = 0. Dalje,
neka postoji z0 tako da je f1(z0) = 0. Pretpostavimo da z0 jeste tačka nagomilavanja
skupa gde se f1 anulira, tada prema stavu jedinstvenosti za analitičke funkcije f1 = 0.
Inače, ako je z0 tačka nagomilavanja gde se f1 ne anulira, tada se na njoj anulira f2.
Ponovo prema stavu jedinstvenosti za analitičke funkcije f2 = 0.

60. Prsten realnih beskonačno diferencijabilnih funkcija C∞(R) jeste diferencijalni
prsten ako se definǐse diferenciranje na uobičajeni način f

′
= df/dx (kao izvod realne

funkcije) za f ∈ C∞(R). Tako odred-en diferencijalni prsten nije i diferencijalno
polje jer posmatrana algebarska struktura nije integralni domen. Naime, za realne
beskonačno diferencijabilne funkcije:

f1 =

{
e−1/x2

: x > 0

0 : x ≤ 0
i f2 =

{
0 : x ≥ 0

e−1/x2
: x < 0

važi f1 · f2 = 0 i pri tom f1, f2 6= 0.

70. Prethodni primeri diferencijalnih polja jesu primeri diferencijalnih polja sa fu-
nkcijskom reprezentacijom, gde svi elementi razmatranih polja jesu funkcije. Napo-
menimo da postoje primeri diferencijalnih polja bez funkcijske reprezentacije ele-
menata. Jedan takav primer su Hardyjeva polja klica (germs) neprekidnih realnih
funkcija koje su definisane u okolini +∞. Pod klicama podrazumevamo odgovarajuće
klase ekvivalencija nad funkcijama i od tih klasa formiramo diferencijalno polje,
definǐsući izvod na odgovarajući način nad tim klasama funkcija.

Primer 2.4.2. Označimo sa M skup meromorfnih funkcija nad skupom C, sa
uobičajenim diferenciranjem f

′
= df/dz kompleksne funkcije f ∈ M. Naime, ako

je S = C, tada koristimo oznaku M umesto MC. Neka je e cela funcija i u mero-
morfna funkcija. Tada važi pravilo kompozicije:

(3) D
(
u(e)

)
=

(
Du

)
(e) ·D(e).
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Dalje razmatramo neka osnovna tvrd-enja vezana za diferencijalna polja [19], [72]:

Lema 2.4.3. Neka je K diferencijalni prsten. Tada važi:

10. Za svaki element a∈K važi: D(an) = nan−1D(a) (n∈N).

20. Za svaki element a∈K i inverzibilni element b∈K važi: D
(a
b

)
=
bD(a)−aD(b)

b2
.

Dokaz. 10. Tvrd-enje sleduje indukcijom. Zaista, primetimo da je D(0) = 0 i
D(1) = 0 iz D(0 + 0) = D(0) + D(0) i D(1 + 0) = D(1) + D(0). Odatle za n = 1
sleduje D(a1) = 1a0D(a), odnosno za n = 2 sleduje D(a2) = D(a · a) = aD(a) +
aD(a) = 2aD(a). Neka je za prirodan broj n tačno D(an) = nan−1D(a). Tada
D(an+1) = D(an·a) = an·D(a)+a·D(an) = an·D(a)+a·nan−1D(a) = (n+1)anD(a).

20. Tvrd-enje sleduje na osnovu implikacije:

D(a) = D
(
b · a

b

)
= b ·D

(a
b

)
+
a

b
·D(b) =⇒ D

(a
b

)
=
bD(a)− aD(b)

b2
.

Teorema 2.4.4. Ako je K diferencijalni prsten koji je i integralni domen, onda se
izvod može na jedinstven način produžiti na odgovarajuće polje razlomaka.

Dokaz. Na osnovu drugog dela prethodne Leme, za element a ∈K i inverzibilni

element b∈K važi: D
(a
b

)
=
bD(a)− aD(b)

b2
. Dokazujemo da rezultat diferenciranja

ne zavisi od predstavnika klase razlomka
a

b
. Zaista, neka za razlomak

c

d
važi da

a

b
=
c

d
, tj. ad = bc. Tada dobijamo zaključak o jedinstvenosti:

ad = bc =⇒ aD(d) + dD(a) = bD(c) + cD(b) /·(bd)

=⇒ (ad)bD(d) + bd2D(a) = b2dD(c) + (bc)dD(b)

=⇒ (bc)bD(d) + bd2D(a) = b2dD(c) + (ad)dD(b)

=⇒
(
bD(a)− aD(b)

)
d2 =

(
dD(c)− cD(d)

)
b2 / : (b2d2)

=⇒ D
(a
b

)
=
bD(a)− aD(b)

b2
=
dD(c)− cD(d)

d2
=D

( c
d

)
.

Dalje u ovoj sekciji razmatramo samo diferencijalne prstene, odnosno diferenci-
jalna polja nulte karakteristike. Od posebnog interesa za strukturu raširenja difere-
ncijalnih polja jeste sledeće tvrd-enje [81, str. 111]:

Teorema 2.4.5. Neka je F diferencijalno polje i neka postoji polje Hn =F(b0, . . . ,bn)
kao jedno konačno raširenje polja F sa elementima b0, . . . , bn, tako da važi:
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10. za svako k < n element bk je transcendentan nad poljem Hk−1 = F(b0, . . . , bk−1),

20. element bn je algebarski nad poljem Hn−1 = F(b0, . . . , bn−1).

Tada postoji tačno jedno utapanje polja Hn u diferencijalno raširenje polja F, tako
da je za sve k < n tačno: bk+1 = b

′

k.

Dokaz. Posmatrajmo polinomski prsten F[y0, . . . , yn−1, yn]. Posmatrajmo polinom:

(4) g(y0, . . . , yn−1, yn) =
∑
j∈J

aj0...jn−1jny
j0
0 . . . y

jn−1

n−1 y
jn
n ,

gde je aj0...jn−1jn∈F i J je konačan skup indeksa. Definǐsimo pomoćni polinom:

(5) ĝ(y0, . . . , yn−1, yn) =
∑
j∈J

a
′

j0...jn−1jn
yj0

0 . . . y
jn−1

n−1 y
jn
n .

Elementi b0, . . ., bn−1, bn po pretpostavci su u nekom diferencijalnom raširenju od F.
Neka je g(b0, . . ., bn−1, yn) nesvodljiv polinom izHn−1[yn], takav da Hn

∼=Hn−1[yn]/〈g〉
i neka je ∂g/∂yi formalno diferenciranje polinoma g = g(y0, . . . , yn−1, yn) po pro-
menljivoj yi. Tada je g(b0, . . . , bn−1, bn)=0 (na osnovu definicije Hn). Dokazujemo
da za polinom g(b0, . . . , bn−1, bn) iz F [b0, . . . , bn−1, bn] možemo uvesti izvod polinoma
na sledeći način:

(6) g(b0, . . . , bn−1, bn)
′
= ĝ(b0, . . . , bn−1, bn) +

n∑
i=0

∂g

∂yi

(b0, . . . , bn−1, bn) · bi+1,

gde je element bn+1 odred-en pomoću sledeće formule:

(7) bn+1 = −
ĝ(b0, . . . , bn−1, bn) +

n−1∑
k=0

∂g

∂yk
(b0, . . . , bn−1, bn) · bi+1

∂g

∂yn
(b0, . . . , bn−1, bn)

.

Pri tom:

(8)
∂g

∂yn

(b0, . . . , bn−1, bn) 6= 0.

U suprotnom bi imali polinom ∂g/∂yn(b0, . . . , bn−1, yn) koji bi bio nižeg stepena od
stepena polinoma g(b0, . . . , bn−1, yn) po yn i koji se anulira za yn = bn. Navedeno
je nemoguće jer je g nesvodljiv polinom. Primetimo da je g(b0, . . . , bn−1, bn) = 0 i
g(b0, . . . , bn−1, bn)

′
= 0 (po načinu formiranja elementa bn+1). Iz (6) i (7) proizilazi:

(9) 0 = g(b0, . . . , bn−1, bn)
′
= ĝ(b0, . . . , bn−1, bn) +

n∑
k=0

∂g

∂yk

(b0, . . . , bn−1, bn) · bk+1.
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Dalje, dokazujemo da za svaka dva polinoma g1, g2∈F [y0, . . . , yn−1, yn], takva da:

(10) g1(b0, . . . , bn−1, bn) = g2(b0, . . . , bn−1, bn)

važi jednakost izvoda g1(b0, . . . , bn−1, bn)
′
= g2(b0, . . . , bn−1, bn)

′
. Primetimo da iz

(10) proizilazi:

(11) g1(b0, . . . , bn−1, yn) ≡ g2(b0, . . . , bn−1, yn) mod g(b0, . . . , bn−1, yn).

Samim tim:

(12) g1 − g2 = g · q,

gde q ∈Hn−1[yn]. Neka je q = r/s, za r ∈ F [y0, . . . , yn−1, yn], s ∈ F [y0, . . . , yn−1] i
s 6= 0. Odatle:

(13) r ·
(
g1 − g2

)
= g · r.

U prethodnoj jednakosti, zamenom vektor argumenata (y0, . . . , yn−1, yn) sa vektorom
~b = (b0, . . . , bn−1, bn) i formalnim diferenciranjem obe strane jednakosti dobijamo:

(14) q(~b) ·
(
g1(
~b)

′ − g2(
~b)

′)
= g(~b) · r(~b)′+ g(~b)

′ · r(~b) = 0,

jer je g(~b) = 0 i g(~b)
′
= 0. Na osnovu q(~b) 6= 0 sleduje traženi zaključak:

(15) g1(
~b)

′
= g2(

~b)
′
.

Na osnovu prethodnog, izvod je korektno definisan na prstenu Hn = F[b0, . . . , bn]
i za Hn važe Leibnizova aksiome diferenciranja. Prema Teoremi 2.4.4. postoji
tačno jedno produženje diferencijalnog integralnog domena Hn do najmanjeg di-
ferencijalnog raširenja, tj. odgovarajućeg polja razlomaka. Na osnovu prethodne
konstrukcije, za sve k < n važi: bk+1 = b

′

k.

Neka su F i K diferencijalna polja i neka je F ≤ K. Razmotrimo vrste prostih
proširenja diferencijalnog polja F sa elementom b∈K\F . Naime, u diferencijalnoj
algebri razmatramo sledeće strukture:

10. F[b] odred-ujemo kao prsten generisan sa F ∪ {b},
20. F(b) odred-ujemo kao polje generisano sa F ∪ {b},
30. F{b} odred-ujemo kao diferencijalni prsten generisan sa F ∪ {b},
40. F〈b〉 odred-ujemo kao diferencijalno polje generisano sa F ∪ {b}.

Diferencijalni polinomi jedne promenljive. Neka je F diferencijalno polje.
Diferencijalni polinom jedne promenljive p(y)=p(y, y

′
, . . . , y(n)) jeste element dife-

rencijalnog prstena F{y}= F[y, y
′
, . . . , y(n), . . .]. Ako je p∈F{y}\F , tada red dife-

rencijalnog polinoma p(y) jeste najveći prirodan broj n = ord(p) takav da se y(n)
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javlja u diferencijalnom polinomu p(y). Ako je p ∈ F tada definǐsemo ord(p) = −1 i
pǐsemo p(a)=p za svako a ∈ F . Neka su F i K diferencijalna polja i neka je F ≤ K.
Razmotrimo vrste prostih proširenja diferencijalnog polja F sa b∈K\F .

1. Element b je diferencijalno-algebarski nad F. Neka za element b postoji
nenula diferencijalni polinom p∈F{y} takav da p(b) = 0, tada element b jeste dife-
rencijalno-algebarski nad F. Ne umanjujući opštost, neka je diferencijalni polinom
p sa najmanjim redom n i najmanjim algebarskim stepenom po y(n). U tom slučaju:

(16)
∂p

∂y(n)
(b) 6= 0,

jer bi tada postojao diferencijalni polinom nižeg reda po y(n). Neka je:

(17) p(y0, . . . , yn−1, yn) =
∑
j∈J

aj0...jn−1jny
j0
0 . . . y

jn−1

n−1 y
jn
n ,

gde je aj0...jn−1jn ∈F i J je konačan skup indeksa. Analogno dokazu Teoreme 2.4.5.
možemo odrediti:

(18) b(n+1) = −
p̂(b, . . . , b(n−1), b(n)) +

n−1∑
k=0

∂p

∂yk
(b, . . . , b(n−1), b(n)) · b(i+1)

∂p

∂y(n)
(b, . . . , b(n−1), b(n))

,

za p̂(y0, . . . , yn−1, yn) =
∑

j∈J a
′
j0...jn−1jn

yj0
0 . . . y

jn−1

n−1 y
jn
n

(
gde je a

′
j0...jn−1jn

izvod el-

ementa aj0...jn−1jn

)
. Odatle je b(n+1) ∈ F (b, . . . , b(n−1), b(n)). Samim tim, proizilazi:

b(j)∈F (b, . . . , b(n−1), b(n)) za svako j. Ovim je dokazano da polje F(b, . . . , b(n−1), b(n))
jeste zatvoreno za diferenciranje

′
. Saglasno uvedenim oznakama:

(19) F〈b〉 = F(b, . . . , b(n−1), b(n)).

2. Element b je diferencijalno-transcendentan nad F. Tada element b ne anu-
lira nijedan nenula diferencijalni polinom i naziva se diferencijalno-transcendentan
nad F. Kao u algebarskom slučaju:

(20) F〈b〉 ∼= F〈y〉.

2.5 Diferencijalne redukcije u prstenu diferencijalnih poli-
noma

Neka je K diferencijalno polje. U prstenu diferencijalnih polinoma K{y1, . . . , yn}
razmotrićemo razne diferencijalne redukcije prema članku [119]. Polazimo od difere-
ncijalnog polinomskog prstena K{y1, . . . , yn} nad diferencijalnim poljem K po dife-
rencijalnim promenljivima y1, . . . , yn, koji možemo shvatiti i kao polinomijalni prsten
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nad K odred-en familijom algebarskih promenljivih y = {yi,j}1≤i≤n,j, takvih da:

(1) D(yi,j) = yi,j+1.

Napomenimo da vršimo identifikaciju yi,0 sa yi; takod-e, napomenimo da za yi,j ko-

ristimo ravnopravno oznake y
(j)
i , Dj(yi). Diferencijalne promenljive yi,j nazivamo

izvodima. Smatramo da je svaka familija izvoda algebarski nezavisna nad K.

Diferencijalni polinom p predstavlja element iz diferencijalnog polinomskog pr-
stena K{y1, . . . , yn}. Svaki diferencijalni polinom p sadrži konačno mnogo izvoda i
oni se mogu interpretirati kao promenljive u odgovarajućem polinomijalnom prstenu.
Prvo za diferencijalne promenljive definǐsemo rangiranje diferencijalnih promenljivih
kao što sleduje. Naime, rangiranje odred-ujemo kao ma koje totalno ured-enje< skupa
izvoda y = {yi,j | 1 ≤ i ≤ n, j∈N} tako da:

(2) v < D(v) za svaki izvod v

i

(3) v1 < v2 =⇒ D(v1) < D(v2) za sve izvode v1, v2.

Uobičajeno je da se u diferencijalnoj algebri koriste dve vrste rangiranja: meša-
no rangiranje i nemešano rangiranje. Bez potrebe za formalnim uvod-enjem, nave-
dena rangiranja ilustovaćemo samo sa sledeća dva primera za dve diferencijalne
promenljive.

Primer 2.5.1. Neka je za n = 2 utvrd-en poredak dve diferencijalne promenljive
y1 < y2. Tada pri mešanom rangiranju važi:

y1 < y2 < y
′

1 < y
′

2 < y
′′

1 < y
′′

2 < . . . .

Primer 2.5.2. Neka je za n = 2 utvrd-en poredak dve diferencijalne promenljive
y1 < y2. Tada pri nemešanom rangiranju važi:

y1 < y
′

1 < y
′′

1 < . . . < y2 < y
′

2 < y
′′

2 < . . . .

Neka je prvo zadan poredak med-u diferencijalnim promenljivima i neka je po-
tom izvršeno rangiranje izvoda. Izdvojimo, u odnosu na zadano rangiranje, izvod
najvǐseg ranga up kao lider diferencijalnog polinoma. Za diferencijalni polinom p,
red diferencijalnog polinoma u odnosu na lider up odred-ujemo kao najveći prirodan

broj r tako da se izvod up = y
(r)
j javlja u p za neku diferencijalnu promenljivu yj.

Tada možemo predstaviti diferencijalni polinom p kao običan polinom po jednoj
promenljivoj up:

(4) p = Iku
k
p + Ik−1u

k−1
p + . . .+ I1up + I0,
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gde je k = degup
(p) stepen diferencijalnog polinoma u odnosu na lider up. Primetimo

da u prethodnoj reprezentaciji koeficijenti Ik, Ik−1, . . . , I0 sadrže samo izvode nižeg
ranga od ranga lidera up. Koeficijent Ik nazivamo inicijalnim koeficijentom difere-
ncijalnog polinoma−inicijalom. Važi:

(5)

D(p) = D
( k∑

j=0

Iju
j
p

)
=

k∑
j=0

D
(
Iju

j
p

)
=

k∑
j=0

(
D(Ij)u

j
p + IjD(uj

p)
)

=
k∑

j=1

(
jIju

j−1
p D(up)

)
+

k∑
j=0

(
D(Ij)u

j
p

)
=

(
k Ik u

k−1
p + (k − 1) Ik−1 u

k−2
p + . . .+ I1

)︸ ︷︷ ︸
Sp

D(up)

+ D(Ik)u
k
p +D(Ik−1)u

k−1
p + . . .+D(I1)up +D(I0).

Tada izraz:

(6) Sp = k Ik u
k−1
p + (k − 1) Ik−1 u

k−2
p + . . .+ I1

nazivamo separant diferencijalnog polinoma. Osnovne osobine separanta su date
tvrd-enjem:

Teorema 2.5.3. Za diferencijalni polinom p = Iku
k
p + Ik−1u

k−1
p + . . . + I1up + I0

važi:

(7) ID(p) =
∂p

∂up

= Sp.

i

(8) D(p) = Sp ·D(up) + Σ,

gde je Σ konačna suma termova u kojima se javljaju izvodi nǐzeg ranga od D(up).

Dokaz. Prva osobina direktno sleduje na osnovu (5). Druga osobina sleduje na
osnovu činjenice da važi v < up =⇒ D(v) < D(up). Odatle lider za D(p) je D(up),
a inicijalni koeficijent je upravo separant Sp.

Primer 2.5.4. Diferencijalni polinom g = (y
′
1)

3y
′′
2 + 2y

′
1(y

′′
2 )2 + (y

′′
2 )2 sredimo po

stepenima: g = (2y
′
1 + 1)(y

′′
2 )2 + (y

′
1)

3y
′′
2 u odnosu na lider ug = y

′′
2 . Važi:

(9)

D(g) = D
(
2y

′
1+ 1

)
(y

′′
2 )2 + (2y

′
1+1)D

(
(y

′′
2 )2

)
+D

(
(y

′
1)

3
)
y
′′
2 +

(
y
′
1

)3
D

(
y
′′
2

)
= (2y

′
1+1) 2 y

′′′
2 + 2y

′′
1 (y

′′
2 )2 +

(
y
′
1

)3
y
′′′
2 + 3(y

′
1)

2(y
′′
2 )2

=
(
(y

′

1)
3 + 4y

′

1y
′′

2 + 2y
′′

2

)︸ ︷︷ ︸
Sg

· y′′′2︸︷︷︸
D(ug)

+ 3(y
′

1)
2y

′′

1y
′′

2 + 2y
′′

1 (y
′′

2 )2︸ ︷︷ ︸
T=Σ

.
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Samim tim, separant posmatranog diferencijalnog polinoma g je:

(10) Sg = (y
′

1)
3 + 4y

′

1y
′′

2 + 2y
′′

2 .

Kao što je istaknuto u prethodnoj teoremi, u sumi T = Σ javljaju se izvodi nǐzeg
ranga od y

′′′
2 = D(ug).

Dalje uvodimo pojam diferencijalne redukcije diferencijalnog polinoma p po di-
ferencijalnom polinomu g kao što sleduje. Neka se lider ug diferencijalnog polinoma
g javlja u diferencijalnom polinomu sa najvǐse k-tim stepenom uk

g (k ≥ 1). Pret-
postavimo da smo uzastopnim diferenciranjem diferencijalnog polinoma g dobili niz:

(11)

D(g) = Sg ·D(ug) + T1

D2(g) = Sg ·D2(ug) + T2

...

Dk(g) = Sg ·Dk(ug) + Tk,

tako da su izrazi Tj sume termova koji sadrže izvode manjeg ranga od izraza Dj(ug)
(1≤j≤k). Neka su svi izvodi Dj(ug) zamenjeni u diferencijalni polinom p pomoću
razlomaka:

(12) Dj(ug) =
Dj(g)− Tj

Sg

(1≤j≤k). Tada dobijamo racionalni izraz p = s, koji se množenjem sa Sk
g može

dovesti do oblika:

(13) Sk
g p = q̂kD

k(g) + q̂k−1D
k−1(g) + . . .+ q̂1D(g) + r̂p,g,

gde r̂p,g ne sadrži izavode od ug, za neke diferencijalne polinome q̂j (1≤j≤k). Tada

se r̂p,g naziva parcijalni ostatak p u odnosu g [119].

Primer 2.5.5. Odredimo parcijalni ostatak pri parcijalnoj redukciji diferencijalnog
polinoma p = 5(y

′
1)

2(y
′′′
2 )3 − 10(y

′
1)

3y
′′
2 sa diferencijalnim polinomom g = (y

′
1)

3y
′′
2 +

2y
′
1(y

′′
2 )2 + (y

′′
2 )2. Na osnovu prethodnog primera, za lider ug = y

′′
2 , važi:

(14) D(g) =
(
(y

′

1)
3 + 4y

′

1y
′′

2 + 2y
′′

2

)︸ ︷︷ ︸
Sg

· y′′′2︸︷︷︸
D(ug)

+ 3(y
′

1)
2y

′′

1y
′′

2 + 2y
′′

1 (y
′′

2 )2︸ ︷︷ ︸
T=Σ

,
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za izvod D(g), separant Sg = (y
′
1)

3 + 4y
′
1y

′′
2 + 2y

′′
2 i sumu T = 3(y

′
1)

2y
′′
1y

′′
2 + 2y

′′
1 (y

′′
2 )2.

Samim tim, iz prethodne jednakosti D(g) = SgD(ug) + T , nalazimo:

(15) y
′′′

2 = D(ug) =
D(g)− T

Sg

=
D(g)−

(
3(y

′
1)

2y
′′
1y

′′
2 + 2y

′′
1 (y

′′
2 )2

)
(y

′
1)

3 + 4y
′
1y

′′
2 + 2y

′′
2

.

Zamenom prethodnog izraza za y
′′′
2 u diferencijalni polinom p=5(y

′
1)

2(y
′′′
2 )3−10(y

′
1)

3y
′′
2

dobijamo jednakost:

(16) p = 5(y
′

1)
2(y

′′′

2 )3 − 10(y
′

1)
3y

′′

2 = 5(y
′

1)
2
(D(g)− T

Sg

)3

− 10(y
′

1)
3y

′′

2 .

Odatle, množenjem sa
(
Sg

)3
, dolazimo do tražene jednakosti:

(17)

(
Sg

)3
p = 5(y

′
1)

2
(
D(g)− T

)3 − 10(y
′
1)

3y
′′
2

(
Sg

)3

= q̂1D(g) + 5(y
′

1)
2
(
−T

)3 − 10(y
′

1)
3y

′′

2

(
Sg

)3︸ ︷︷ ︸
r̂p,g

,

gde je količnik q̂1 eksplicitno dat sa:

(18)

q̂1 = 5(y
′
1)

2
((
D(g)

)2 − 3D(g)T + T 2
)

= 5(y
′
1)

2
((

(y
′
1)

3+4y
′
1y

′′
2 +2y

′′
2

)
· y′′′2 +3(y

′
1)

2y
′′
1y

′′
2 +2y

′′
1 (y

′′
2 )2

)2

−3
(
(y

′
1)

3+4y
′
1y

′′
2 +2y

′′
2

)
· y′′′2 +3(y

′
1)

2y
′′
1y

′′
2 +2y

′′
1 (y

′′
2 )2

)
T + T 2

)
,

za T = (y
′
1)

2y
′′
1y

′′
2 +2y

′′
1 (y

′′
2 )2. Parcijalni ostatak r̂p,g je eksplicitno dat sa:

(19)
r̂p,g = 5(y

′
1)

2
(
−T

)3 − 10(y
′
1)

3y
′′
2

(
Sg

)3

= 5(y
′
1)

2
(
−T

)3 − 10(y
′
1)

3y
′′
2

(
(y

′
1)

3+4y
′
1y

′′
2 +2y

′′
2

)3
,

za T = (y
′
1)

2y
′′
1y

′′
2+2y

′′
1 (y

′′
2 )2. Napomenimo da se sva pojavljivanja y

′′′
2 u desnoj strani

jednakosti (17) nalaze u količniku q̂1

(
u levoj strani jednakosti (17) su u diferenci-

jalnom polinomu p
)

i nema ih u parcijalnom ostatku r̂p,g.

Dalje, za dva diferencijalna polinoma p i g primetimo da u parcijalnom ostatku
r̂p,g može da se javi lider ug. Stoga se parcijalni ostatak može dalje redukovati
algebarskim pseudodeljenjem sa polinomom g. Neka je Ig vodeći term diferenci-
jalnog polinoma g. Tada postoji prirodan broj n, takav da se iz (13) dobija sledeća
jednačina:

(20) In
g S

k
g p = qkD

k(g) + qk−1D
k−1(g) + . . . q1D(g) + rp,g,

gde rp,g ne sadrži izvode od ug, za neke diferencijalne polinome qj (1 ≤ j ≤ k) i nižeg
je stepena od stepena ug diferencijalnog polinoma g. Tada se rp,g naziva totalni ili
Ritt-Kolchinov ostatak p u odnosu g. Prethodna kompozicija parcijalne redukcije i
pseudodeljenja naziva se totalna redukcija [119].
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Primer 2.5.6. Odredimo Ritt-Kolchinov ostatak pri totalnoj redukciji diferenci-
jalnog polinoma p = 5y

′
1y

′′
1y

′′′
2 −10(y

′
1)

3y
′′
2 sa diferencijalnim polinomom g = (y

′
1)

3y
′′
2 +

2y
′
1(y

′′
2 )2 + (y

′′
2 )2. Analogno Primerima 2.5.4. i 2.5.5., za lider ug = y

′′
2 dobijamo

jednakost:

(21) Sg p = 5y
′

1y
′′

1

(
D(g)− TSg

)
− 10(y

′

1)
3y

′′

2Sg,

za izvod D(g), separant Sg = (y
′
1)

3 + 4y
′
1y

′′
2 + 2y

′′
2 i sumu T = 3(y

′
1)

2y
′′
1y

′′
2 + 2y

′′
1 (y

′′
2 )2.

Tako dolazimo do tražene jednakosti:

(22)

Sg p = 5y
′
1y

′′
1

(
D(g)− T

)
− 10(y

′
1)

3y
′′
2Sg

= q̂1D(g) +−5y
′

1y
′′

1T − 10(y
′

1)
3y

′′

2Sg︸ ︷︷ ︸
r̂p,g

,

gde je količnik q̂1 eksplicitno dat sa:

(23) q̂1 = 5y
′

1y
′′

1

i gde je parcijalni ostatak r̂p,g eksplicitno dat sa:

(24)
r̂p,g = −5y

′
1y

′′
1T − 10(y

′
1)

3y
′′
2Sg

= −5y
′
1y

′′
1

(
3(y

′
1)

2y
′′
1y

′′
2 +2y

′′
1 (y

′′
2 )2

)
− 10(y

′
1)

3y
′′
2

(
(y

′
1)

3+4y
′
1y

′′
2 +2y

′′
2

)
.

Uvedimo nove promenljive:

(25) x = y1,1 = y
′

1, y = y1,2 = y
′′

1 , z = y2,2 = y
′′

2 .

Da bi odredili Ritt-Kolchinov ostatak izvršimo pseudodeljenje polinoma:

(26)
r̂p,g = −5xy

(
3x2yz + 2yz2

)
− 10x3z

(
x3 + 4xz+2z

)
=

(
− 10xy2 − 40x3 − 20x2y

)
z2 +

(
− 15x3y2 − 10x5

)
z

polinomom:

(27) g = (2x+ 1)z2 + x3z.

Prema algoritmu pseudodeljenja dobijamo jednakost:

(28)

(2x+ 1)1 · r̂ =
(
−10xy2 − 20x2y − 40x3︸ ︷︷ ︸

q

)
· g+(

(−20x4 − 15x3) y2 + 20x5y + (20x6 − 10x5)︸ ︷︷ ︸
r

)
,

na osnovu koje je odred-en pseudo-ostatak:

(29) r = (−20x4 − 15x3) y2 + 20x5y + (20x6 − 10x5).

Dakle, Ritt-Kolchinov ostatak je diferencijalni polinom:

(30) r =
(
− 20(y

′

1)
4 − 15(y

′

1)
3
)
(y

′′

1 )2 + 20(y
′

1)
5(y

′′

1 ) +
(
20(y

′

1)
6 − 10(y

′

1)
5
)
.
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Za dva diferencijalna polinoma p i g jednakost (20) zapisujemo na sledeći način:

(31) In
g S

k
g p ≡ rp,g

(
mod〈g〉

)
,

gde je 〈g〉 diferencijalni ideal generisan diferencijalnim polinomom g (za definiciju
diferencijalnog ideala videti sekciju 2.8). Napomenimo da u slučaju prstena difere-
ncijalnih polinoma diferencijalni ideal ne mora biti konačno generisan. Ukoliko je
diferencijalni ideal I konačno generisan sa diferencijalnim polinomima g1, . . . , gr,
tj. I = 〈g1, . . . , gr〉 tada za svaki diferencijalni polinom p iz prstena diferencijalnih
polinoma postoji Ritt-Kolchinov ostatak r = rp,I koji ispunjava sledeću relaciju:

(32) In1
g1
. . . Inr

gr
Sk1

g1
. . . Skr

gr
p ≡ rp,I

(
mod I

)
.

Napomenimo da ako je rp,I = 0, tada prema [119] važi:

(33) In1
g1
. . . Inr

gr
Sk1

g1
. . . Skr

gr
p∈I

ili

(34) p∈I : w∞,

za diferencijalni polinom w = Ig1 . . . Igr
Sg1

. . . Sgr
koji je odred-en kao proizvod inici-

jala i separanata od diferencijalnih polinoma g1, . . . , gr respektivno. Na osnovu to-
talne diferencijalne redukcije, u diferencijalnoj algebri se dalje razmatraju pojmovi
autoredukovanog skupa (diferencijalnih) polinoma G = {g1, . . . , gr} i karakterističnog
skupa za pravi diferencijalni ideal I = 〈g1, . . . , gr〉 (v. npr. [39], [119]). U sekciji 2.8.
izložićemo neke osobine diferencijalnih ideala koji se koriste u trećoj glavi ovog rada.

2.6 Diferencijalno zatvorena polja

Izložićemo kratak razvoj teorije diferencijalno zatvorenih polja prema [112].
Polazni rezultat je Teorema eliminacije A. Seidenberga [21]:

Teorema 2.6.1. Neka je K diferencijalno polje i neka su p1, . . . , pm, g diferencijalni
polinomi nad K sa promenljivima y1, . . . , yn, u1, . . . , uk. Neka je data formula:

(1) ϕ = ∃y1 . . . ∃ynψ,

za

(2) ψ =
m∧

i=1

pi(y1, . . . , yn, u1, . . . , uk) = 0 ∧ g(y1, . . . , yn, u1, . . . , uk) 6= 0.

Tada postoji diferencijalno raširenje K
′
diferencijalnog polja K i formula ϕ̂, tako da

važi: K
′ |= ϕ⇐⇒ ϕ̂. Pri tom, ϕ̂ se može odrediti kao bezkvantorska formula oblika:

(3) ϕ̂ =
r∨

j=1

ψ̂j
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za

(4) ψ̂j =

mj∧
i=1

pij(u1, . . . , uk) = 0 ∧ gj(u1, . . . , uk) 6= 0

i neke diferencijalne polinome p1j, . . . , psjj, gj ∈ K{u1, . . . , uk} (1 ≤ j ≤ r).

Napomena 2.6.2. A. Seidenberg je pokazao da se formula ϕ̂ može efektivno
konstruisati iz ϕ. F. Boulier 1996. godine, u radu [74], dao je izmene Seiden-
bergovog algoritma koje doprinose njegovoj efikasnosti.

Na osnovu prethodne Seidenbergove teoreme iz 1956. godine, A. Robinson
je 1959. dao aksiomatiku diferencijalno zatvorenih polja sa sledeće tri aksiome:

A.1. Važe aksiome algebarske teorije polja.

A.2. Važe Leibnizove aksiome za izvode teorije diferencijalnih polja.

A.3. Svaka egzistencijalna formula je ekvivalentna odgovarajućoj bezkvantorskoj
formuli koja se dobija po Seidenbergovoj proceduri (Teorema 2.6.1.).

A. Robinson je dokazao modelsku kompletnost teorije diferencijalno zatvorenih
polja. Takod-e, A. Robinson dokazao je da teorija diferencijalno zatvorenih polja
karakteristike 0 dopušta eliminaciju kvantora (a time je, u današnjim terminima,
dokazao i podmodelsku kompletnost). Napomenimo da za teoriju diferencijalno za-
tvorenih polja važi princip prenosa za diferencijalno zatvorena polja: Za F ≤ K i
polinome p1, . . . , pk ∈ F{x1, . . . , xn}, ako sistem jednačina p1 = 0, . . . , pk = 0 ima
rešenje u K, onda ima rešenje i u F.

Analizirajući Robinsonovu aksiomatiku, E. Blum je 1968. godine je dokazala
da umesto šeme aksioma A.3. možemo koristiti šemu aksiomoma:

A.3
′
. Za svaki par diferencijalnih polinoma p, g∈K{x}, g 6= 0, takvih da je:

ord(p) > ord(g),

postoji c∈K tako da je:

p(c) = 0 i g(c) 6= 0.

Primetimo da je Blumina aksiomatika jednostavnija i prirodnija od Robinsonove.
Dalje, u vezi sa sekcijom 2.3., napomenimo da je pojam podmodelske kompletnosti
uveo G. Sacks 1972. godine [35]. Prema [112], G. Sacks je formulisao tvrd-enje da
diferencijalno zatvorena polja dopuštaju eliminaciju kvantora preko Seidenbergove
procedure. Napomenimo da je, prema radu [112], prvi dokaz da teorija diferenci-
jalno zatvorenih polja u smislu Blumine aksiomatike dopušta eliminaciju kvantora
dao V. Weispfenning 1973. godine. Dalje, u ovom radu razmatramo teoriju di-
ferencijalno zatvorenih polja DCF na jeziku L = {+, ·, D, 0, 1} sa aksiomama A.1.,
A.2., A.3

′
. Pri tom, ovde izlažemo neke osnovne osobine diferencijalno zatvorenih

polja nulte karakteristike DCF0.
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Lema 2.6.3. Svako diferencijalno zatvoreno polje K jeste i algebarski zatvoreno
polje.

Dokaz. Neka je p ∈ K[x] diferencijalni polinom nultog reda (ord(p) = 0), tj.
neka je p običan algebarski polinom stepena većeg ili jednakog jedan (deg(p) ≥ 1).
Posmatrajmo ma koji nenula element g ∈ K\{0}, tada je −1 = ord(g) < ord(p).
Prema Bluminoj aksiomi, postoji c∈K tako da je p(c)=0 i g(c)=g 6=0. Navedeno
dokazuje algebarsku zatvorenost polja K.

Istaknimo jednu od osnovnih razlika izmed-u algebarski zatvorenih i diferencijalno
zatvorenih polja. Za algebarski zatvorena polja nema pravih algebarskih raširenja,
dok za diferencijalno zatvoreno polje postoje prava diferencijalna raširenja. Naime,
za svako difrencijalno zatvoreno polje K i element a 6∈ K, tada na K〈a〉 možemo
proširiti diferenciranje sa D(a) = 0. Dalje, važi tvrd-enje:

Teorema 2.6.4. Za svako diferencijalno polje K postoji diferencijalno zatvoreno
raširenje H.

Napomena 2.6.5. Prethodno tvrd-enje je dokazano sa Posledicom 2.8.5. Leme 2.8.3.
(sekcija 2.8.).

Napomena 2.6.6. Napomenimo da diferencijalno zatvoreno raširenje nije jedinstve-
no odred-eno. Može se pokazati, kao što je navedeno u [81, str. 115], da za diferenci-
jalno polje K postoji diferencijalno zatvoreno raširenje H takvo da je sastavljeno od
diferencijalno-algebarskih elemenata nad polaznim poljem.

Na kraju ove sekcije razmotrimo pojam diferencijalnog zatvorenja. Neka je K di-
ferencijalno polje, tada diferencijalno zatvorenje od K jeste minimalno diferencijalno
zatvoreno raširenje polaznog polja. Tako odred-eno polje označavaćemo K. Može se
pokazati [81, str. 117] da diferencijalno zatvorenje K predstavlja jedan prost model
kompletne teorije generisane sa DCF0 ∪∆K i da važi sledeće tvrd-enje (L.Blum):

Teorema 2.6.7. Neka je K diferencijalno polje; tada postoji jedinstveno do na izo-
morfizam odred-eno diferencijalno zatvorenje K.

Napomena 2.6.8. Napomenimo da su A.Marcja i C.Tofalori u [102, str. 112],
istakli da za sada nemamo eksplicitno odred-ene primere diferencijalno zatvorenih
polja nulte karakteristike (sa netrivijalnim diferenciranjem), kao što za algebarsko
zatvorena polja nulte karakteristike imamo eksplicitne primere polja poput polja al-
gebarskih brojeva A i polja kompleksnih brojeva C.
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2.7 Eliminacija kvantora u teoriji diferencijalno zatvorenih
polja

Kao što je napomenuto u prethodnoj sekciji, G. Sacks je formulisao tvrd-enje
da diferencijalno zatvorena polja dopuštaju eliminaciju kvantora preko Seiden-
bergove procedure. U ovoj sekciji dajemo prikaz Weispfenningovog eliminacionog
algoritma koji su A. Dolzmann i T. Sturm izložili 2004. u radu [112]. Navedeni
algoritam je od strane A. Dolzmanna i T. Sturma realizovan programskim pa-
ketom redlog (skraćeno od reduce i logic), koji su navedeni autori razvili kao
nadogradnju programskog paketa reduce sa primenama u logici.

Neka je K diferencijalno zatvoreno polje i neka je Z kopija skupa celih brojeva
u tom polju. Posmatrajmo diferencijalni polinom p∈K{y}. Tada se diferencijalni
polinom p može zapisati kao suma koja se sastoji od sabiraka tipa koeficijent puta
diferencijalni monom:

(1) p =
∑

t∈dm(p)

coef(p, t) · t.

U prethodnom zapisu dm(p) je skup diferencijalnih monoma, a za fiksirani difere-
ncijalni monom t iz dm(p) izraz coef(p, t) jeste suma koeficijenata koji se javljaju
uz diferencijalne monome.

Primer 2.7.1. Diferencijalni polinom p = y
′
y
′′3

+ y
′
y
′′

+ u1y
′′

+ y
′′

+ u2 može se
zapisati kao u formuli (1) na sledeći način:

(2) p = y
′
y
′′3

+ y
′
y
′′

+ (u1 + 1)y
′′

+ u2.

Tada je dm(p)={y′y′′3, y′y′′, y′′, 1} i odatle očitavamo vrednosti odgovarajućih koe-

ficijenata: coef(p, y
′
y
′′3

) = 1, coef(p, y
′
y
′′
) = 1, coef(p, y

′′
) = u1 + 1, coef(p, 1) = u2.

U algoritmu koji izlažemo zadržavamo standardne oznake diferencijalne algebre.
Neka je p∈K{y} diferencijalni polinom. Tada koristimo oznake koje su već defini-
sane u sekcijama 2.4−2.5: ord(p) je red diferencijalnog polinoma p, deg(p) je stepen
diferencijalnog polinoma p, vodeći koeficijent od p u oznaci I(p) naziva se inicijal
diferencijalnog polinoma p i konačno, S(p) = ∂p/∂y(s) jeste separant diferenci-
jalnog polinoma p. U ovoj sekciji, dodatno, definǐsemo redukt, u oznaci red(p), di-
ferencijalnog polinoma p koji predstavlja diferencijalni polinom bez vodećeg terma.
Algoritam razmatramo za formulu oblika:

(3) ∃ y
( m∧

i=1

pi = 0 ∧ g 6= 0
)
,

gde su dati diferencijalni polinomi p1, . . . , pm, g∈Z{y, u1, . . . , uk} i gde je y vodeća
promenljiva. Razlikujemo slučajeve:
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1. Osnovni slučajevi.

1.1 Ako je g = 0, rezultat eliminacije je zaključak da je (3) netačna formula.

1.2 Ako je u (3) odred-eno m = 0, tada je posmatrana formula ekvivalentna sa
bezkavantorskom formulom da g nije nula polinom:∨

t∈dm(g)

coef(g, t) 6= 0.

1.3 Neka je u (3) odred-enom = 1 (javlja se samo jedan diferencijalni polinom p1)
i g = c ∈ Z\{0}. U ovom slučaju, posmatrana formula je ekvivalentna sa
bezkavantorskom formulom disjunkcije p1 nije konstanta ili p1 nije konstan-
tan nula polinom, što formalno zapisujemo:

coef(p1, 1) = 0 ∨
∨

t∈dm(p1)\{1}

coef(p1, t) 6= 0.

1.4 Neka je u (3) odred-enom = 1 (javlja se samo jedan diferencijalni polinom p1)
i g = I(p1)·ĝ tako da je ispunjeno: ord(ĝ)<ord(p1). Samim tim, ord(p1) 6= 0
i g 6= 0 ⇐⇒ ĝ 6= 0. U ovom slučaju, posmatrana formula je ekvivalentna
sa bezkvantorskom formulom konjukcije nije p nula polinom i nije ĝ nula
polinom, što formalno zapisujemo:∨

t∈dm(p1)

coef(p1, t) 6= 0 ∧
∨

t∈dm(ĝ)

coef(ĝ, t) 6= 0.

1.5 Neka je u (3) odred-enom = 1 (javlja se samo jedan diferencijalni polinom p1)
i g = I(p1) · ĝ tako da je ispunjeno: ord(ĝ) = ord(p1). Neka je u = y(k) lider
diferencijalnog polinoma p1 i neka je d = deg(p1) stepen tog diferencijalnog
polinoma u odnosu na lider. Izdvojimo inicijalni koeficijent Id diferencijalnog
polinoma p1. Tada je p1 =Idu

d + . . .+ I0. Po pretpostavci g=I(p1) · ĝ=Id · ĝ
i takod-e: g=Id(Jeu

e + . . .+J0), gde je e = deg(g) stepen tog diferencijalnog
polinoma u odnosu na isti lider. Samim tim, postoji pseudo-ostatak r tako
da akIde

d ĝ
d

= q · p1 + r, za a vodeći term od p1 i neko k ∈ N0. Sad (3)
je ekvivalentno sa činjenicom da postoji y tako da važi p1 = 0 ∧ r 6= 0,
što postaje prethodni slučaj. Samim tim, formula (3) je ekvivalentna sa
uslovom: ∨

t∈dm(p1)

coef(p1, t) 6= 0 ∧
∨

t∈dm(r)

coef(r, t) 6= 0.

Napomenimo da se naredni slučaj zam = 1 kad je ord(g) > ord(p1) razmatra
u slučaju rekurzije 2.2.2.
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2. Slučajevi rekurzije. Neka je si = ord(p1) i di = deg(pi) za i ∈ {1, . . . ,m}.
Ne umanjujući opštost neka su ured-eni parovi leksikografski ured-eni (s1, d1)≥ . . .≥
(sm, dm) u skupu N2. Slučajeve rekurzije samo nabrajamo bez detaljnije analize:

2.1 Ako je deg(pm) = 0, tada se diferencijalna promenljiva y ne javlja u pm

i ova procedura se rekurzivno primenjuje na slučaj formule:

∃ y
( m−1∧

i=1

pi = 0 ∧ g 6= 0
)
.

2.2 Neka je deg(pm) > 0, tada se diferencijalna promenljiva y javlja u pm.
Tada su A. Dolzamann i T. Sturm umesto formule ϕ:

∃ y
( m∧

i=1

pi = 0 ∧ g 6= 0
)

razmatrali ekvivalentnu formulu datu kao disjunkciju ϕ1 ∨ ϕ2 sa članovima:

ϕ1 = ∃ y
( m−1∧

i=1

pi = 0 ∧ I(pm) = 0 ∧ red(pm) = 0 ∧ g 6= 0
)
,

ϕ2 = ∃ y
( m∧

i=1

pi = 0 ∧ I(pm) · g 6= 0
)
.

Naime, oni pokazuju da za formulu ϕ1 postoji ekvivalentna bezkvantorska
formula ϕ̂1 i za formulu ϕ2 postoji ekvivalentna bezkvantorska formula ϕ̂2.
Tada je ϕ ekvivalentna bezkvantorskoj formuli ϕ̂1 ∨ ϕ̂2. Do tog zaključka
A. Dolzmann i T. Sturm dolaze razmatrajući sledeće rekurzivne pod-
slučajeve:

2.2.1 Neka je m = 1 i ord(g) ≤ ord(p1). Tada se procedura svodi na
razmatrane slučajeve 1.3−1.5.

2.2.2 Neka je m = 1 i ord(g) > ord(p1). Tada se procedura rešava pseudo-

deljenjem polinoma S(p1)
d1g sa polinomom ps

′−s1
1 za s

′
= ord(g) ili

pseudodeljenjem polinoma S(S(p1))
d1p1 sa polinomom S(p1)

s1−s
′′

za
s
′′
= ord(S(p1)).

2.2.3 Neka je m > 1. Tada se procedura rešava nalaženjem ostatka r

pri pseudodeljenju polinoma I(p(sm−1−sm)
m )dm−1pm−1 sa polinomom

p(sm−1−sm)
m . Rezultat parcijalne eliminacije za ϕ2 dobija se rekurzivnim

pozivanjem procedure na formulu:

∃ y
( m−2∧

i=1

pi = 0 ∧ pm = 0 ∧ r = 0 ∧ I(pm) · g 6= 0
)
.
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U drugom delu ove sekcije, navodimo dokaz eliminacije kvantora za teoriju diferenci-
jalno zatvorenih polja kao direktnu posledicu Bluminog kriterijuma. Naime, važe
tvrd-enja [81, str. 116, 117]:

Teorema 2.7.2. Teorija DCF0 diferencijalno zatvorenih polja nulte karakteristike
jeste modelsko kompletiranje teorije DF0 diferencijalnih polja nulte karakteristike.

Dokaz. Prema Bluminom kriterijumu, za modelsku kompletnost (Teorema 2.3.10.),
dovoljno je dokazati sledeće tvrd-enje:

Neka je K diferencijalno polje koje ima diferencijalno zatvoreno raširenje H/K,
tako da je κ+−zasićeno za κ= max{ℵ0, |K|}. Tada za svako prosto diferenci-
jalno raširenje K〈c〉 od K postoji b∈H, tako da važi izomorfizam K〈b〉∼=K〈c〉.

Navedeno tvrd-enje dokazujemo razlikovanjem slučajeva:

1. Element c je diferencijalno-algebarski nad K. Tada postoji nenula diferencijalni
polinom p∈K{y}, takav da p(c) = 0. Pretpostavimo da je p najmanjeg reda i za
dati red najmanjeg stepena. Tada razmotrimo skup neprotivrečnih formula π (tip),
koji se sastoji od diferencijalne jednakosti p(y) = 0 i diferencijalnih nejednakosti
g(y) 6= 0, g ∈ K{y}, tako da 0 ≤ ord(g) < ord(p). Budući da je H diferencijalno
zatvoreno polje, svaki konačan podskup skupa formula π se realizuje u H. Zbog
zasićenosti modela H postoji element b∈H, takav da se za y = b realizuje ceo tip
π. Na osnovu razmatranja o diferencijalno-algebarskim elementima u sekciji 2.4
(str. 47) sleduje da je K〈b〉 ∼= K〈c〉.
2. Element c je diferencijalno-transcendentan nad K. Tada razmotrimo skup ne-
protivrečnih formula π (tip), koji se sastoji od diferencijalnih nejednakosti g(y) 6= 0,
g∈K{y}, tako da 0 ≤ ord(g). Budući da je H diferencijalno zatvoreno polje, svaki
konačan podskup skupa formula π se realizuje u H. Zbog zasićenosti modela H
postoji element b ∈ H, takav da se za y = b realizuje ceo tip π. Na osnovu raz-
matranja o diferencijalno-transcendentnim elementima u sekciji 2.4 (str. 47) sleduje
da je K〈b〉 ∼= K〈c〉.

Teorema 2.7.3. Teorija DCF0 diferencijalno zatvorenih polja nulte karakteristike
jeste kompletna i dopušta eliminaciju kvantora.

Dokaz. Prema prethodnoj teoremi, teorija diferencijalno zatvorenih polja karakter-
istike 0 jeste modelski kompletna, što po Teoremi 2.3.1. znači da je DCF0 ∪∆(Q)
kompletna teorija. Budući da Q jedinstveno odred-uje diferencijalno potpolje koje se
utapa u ma koji model teorije DCF0, na osnovu postojanja prostog modela, prema
Teoremi 2.3.12. sleduje da je teorija diferencijalno zatvorenih polja karakteristike 0
jedna kompletna teorija. Dalje, za dokaz da teorija diferencijalno zatvorenih polja
karakteristike 0 dopušta eliminaciju kvantora dovoljno je dokazati, prema Robin-
sonovom kriterijumu (Teoremi 2.3.8.), da je ta teorija modelsko kompletiranje neke
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univerzalne teorije. Tražena univerzalna teorija je teorija diferencijalnih domena ka-
rakteristike 0 (prema Teoremi 2.4.4. svako polje razlomaka diferencijalnog domena
se na jedinstven način utapa u diferencijalno polje, ovde u diferencijalno zatvoreno
polje karakteristike 0).

Posledica 2.7.4. (Seidenberg) Neka je S sistem od konačno mnogo diferenci-
jalno-algebarskih jednačina po n nepoznatih y1, . . . , yn i njihovih izvoda, tako da su
te jednačine sa racionalnim koeficijentima. Tada je rekurzivno odlučivo da li sistem
S ima rešenja u nekom diferencijalnom polju karakteristike 0.

Napomena 2.7.5. A. Seidenberg [22], [30] je dokazao da se svako diferenci-
jalno polje koje je konačno generisano nad poljem Q utapa u diferencijalno polje
holomorfnih funkcija koje su meromorfne u nekom otvorenom skupu kompleksne
ravni koji sadrži 0. Skup takvih funkcija obrazuje diferencijalno polje N u odnosu
na standardno diferenciranje Df = df/dz [81, str. 110]. U tom smislu, rezultat iz
prethodne posledice može se preneti i sa diferencijalnog polja karakteristike 0 na
diferencijalno polje N .

2.8 Diferencjalni ideali

Neka je P diferencijalni prsten, tada skup CP jezgro operatora diferenciranja ′

nazivamo konstantama diferencijalnog prstena. Skup CP ⊆P odred-uje diferencijalni
potprsten diferencijalnog prstena P. Važi tvrd-enje:

Primer 2.8.1. Neka je K diferencijalno polje karakteristike k 6=2 i CK 6=K sa ne-
trivijalnim izvodom D. Tada postoji a∈K\CK tako da D2(a) 6=0. Ako je D2(a) 6=0
tvrd-enje je dokazano. Neka je D2(a)=0, dokazujemo da tada D2(a2) 6=0. Ukoliko bi
bilo D2(a)=0 i D2(a2)=0, tada bi imali jednakost:

(1) 0=D2(a2)=D
(
D(a2)

)
=D

(
2aD(a)

)
=2

((
D(a)

)2
+ aD2(a)

)
=2

(
D(a)

)2
.

Odatle proizilazi D(a)=0, što nije jer a∈K\CK. Za diferencijalno polje K karakte-
ristike k 6=2 i CK 6=K važi da za svaki n∈N postoji a∈K\CK, tako da Dn(a) 6=0.
Ovim je pokazano da vǐsestruki izvod Dn, za svako n∈N , nije trivijalan.

Neka je P diferencijalni prsten, ideal I ⊆ F naziva se diferencijalni ideal ako važi:

(2) a∈I =⇒ a′∈I.
Za diferencijalni polinom p∈P{X} posmatrajmo skup:

(3) I(p) =
{
g∈P{X} |Sk

p · g∈〈p〉 za neki k∈N
}
,

gde je 〈p〉 diferencijalni ideal generisan sa diferencijalnim polinomom p i Sp separant
diferencijalnog polinoma p (videti sekciju 2.5). Tada važe tvrd-enja [72, str. 40, 41]:

Lema 2.8.2. Skup I(p) odred-uje diferencijalni ideal u diferencijalnom prstenu P.
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Dokaz. Važi P{X} I(p) ⊆ I(p). Dalje, neka g1, g2 ∈ I(p). Tada za neke prirodne
brojeve k1, k2∈N, k1≤k2, važi: Sk1

p ·g1∈〈p〉 i Sk2
p ·g2∈〈p〉. Odatle: Sk2

p ·(g1+ g2)∈〈p〉,
tj. g1+ g2 ∈ I(p). Znači da je I(p) ideal. Dokazujemo da je I(p) jedan diferenci-
jalni ideal. Zaista, neka je Sn

p g ∈ 〈p〉 (za neko n), tada postoji q ∈ P{X} tako da

Sn
p g = q p, odnosno Sn+1

p g = Spq p. Dalje, važi implikacija:

(4) Sn
p g∈〈p〉 =⇒ D

(
Sn+1

p g
)
∈〈p〉,

jer p, D(p)∈〈p〉. Tada, iz D
(
Sn+1

p g
)
=(n+1)Sn

pD(Sp) g+Sn+1
p g′, imamo zaključak:

(5)

g∈I(p) =⇒ Sn
p g∈〈p〉 (za neko n)

=⇒
(4)

D
(
Sn+1

p g
)
∈〈p〉

=⇒ Sn+1
p g′ = D

(
Sn+1

p g
)
− (n+ 1)D(Sp)·

(
Sn

p g
)
∈ 〈p〉

=⇒ g′∈I(p).

Lema 2.8.3. Neka je u diferencijalnom prstenu P karakteristike nula diferencijalni
polinom p∈P{X} nesvodljiv reda n. Ako je g∈〈p〉\{0}, tada g je reda najmanje n.
Posebno, ako je g tačno reda n tada važi: p

∣∣ g.
Dokaz. Neka se lider X = up diferencijalnog polinoma p javlja u diferencijalnom
polinomu sa najvǐse `-tim stepenom u`

p (` ≥ 1). Uzastopnim diferenciranjem difere-
ncijalnog polinoma p dobijamo:

(6) p(`) = D`(p) = Sp ·D`(up) + T` = Sp ·Xn+` + T`

tako da izrazi T` jesu sume termova koji sadrže izvode po X reda najvǐse n+ `− 1
za 1 ≤ ` ≤ k. Neka je g = a0p + a1p

(1) + . . . + akp
(k) ∈ 〈p〉\{0}. Sredimo polinom

g po stepenima X. Tada zamenom izraza za Xn+k iz (6) u prethodni izraz za g,
nakon sred-ivanja, zaključujemo da postoji prirodan broj m tako da važi:

(7) Sm
p g = bk−1p

(k−1) + . . .+ b0p.

Nastavljajući redukcije iz (6), redom za sve niže stepene diferencijalne promenljive
X, zaključujemo da postoji c∈P{X} tako da:

(8) Sm
p g = c p.

Stepen separanta Sp je manji od stepena polinoma p, stoga p ne deli Sp. Na osnovu
nesvodljivosti polinoma p, zaključujemo da g je reda najmanje n. Specijalno ako je
g reda n, tada važi: p

∣∣ g.
Napomena 2.8.4. U [72] je pokazano da tvrd-enje Leme važi kada se diferencijalni
ideal 〈p〉 zameni sa diferencijalnim idealom I(p).
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Posledica 2.8.5. Na osnovu ove Leme moguće je dokazati Teoremu 2.6.4. da svako
diferencijalno polje K ima diferencijalno zatvoreno raširenje H. Zaista, posmatra-
jmo dva diferencijalna polinoma p, g ∈ K{X}\{0} i neka je n = ord(p) > ord(g).
Neka je h nerastavljiv faktor od p koji sadrži lider X(n). Na osnovu prethodne Leme,
polinom g ne može pripadati idealu I = I(p). Dalje, ideal I je prost diferencijalni
ideal i K{X}/I je integralni domen. Primetimo da se diferencijalno polje utapa
kao diferencijalni prsten u integralni domen K/I, pri čemu se diferenciranje na
količničkoj strukturi K/I uvodi sa D(p + I)=D(p) + I. Neka je F polje razlomaka
integralnog domena K/I. Prema konstrukciji ideala I, diferencijalni polinom p ima
X + I za nulu i pri tom g(X + I)=g(X) + I 6=I, jer g 6∈I. Samim tim, X + I nije
nula za g. Dakle, u ekstenziji F/K polinom p ima sve nule. Nastavljajući taj pro-
ces, uniranjem odgovarajućih polja, zaključujemo da postoji diferencijalno zatvoreno
raširenje H diferencijalnog polja K. Ovim je ujedno dokazana i Teorema 2.6.4.

Lema 2.8.6. Neka je P diferencijalni prsten karakteristike nula. Za nesvodljiv dife-
rencijalni polinom p∈P{X}, p 6= 0, diferencijalni ideal I(p) je prost. Obrnuto, svaki
nenula prost diferencijalni ideal u P{X} jeste oblika I(p) za neki nenula nesvodljiv
diferencijalni polinom p∈P{X}.

Dokaz. Dokazujemo da je diferencijalni ideal I(p) prost. Neka za dva nenula dife-
rencijalna polinoma g1, g1∈P{X} važi g1 · g2∈ I(p). Tada postoje parcijalni ostaci
rg1,p, rg1,p∈P{X} takvi da za separant Sp i neke prirodne brojeve m1,m2 važi:

(9) Sm1
p g1 ≡ rg1,p

(
mod 〈p〉

)
i Sm2

p g2 ≡ rg2,p

(
mod 〈p〉

)
.

Samim tim:

(10) Sm1+m2
p g1g2 ≡ rg1,prg2,p

(
mod 〈p〉

)
.

Iz pretpostavke g1g2 ∈ I(p) sleduje da r1rr ∈ I(p). Prema prethodnoj Lemi r1r2 je
reda najmanje n = ord(p) i važi p|r1r2. Na osnovu nesvodljivosti polinoma p sleduje
da p|r1 ili p|r2. Neka je za indeks i ∈ {1, 2} ispunjen uslov p|ri, tada Smi

p gi ∈ 〈p〉 i
time gi ∈ I(p). Dakle g1∈I(p) ili g2∈I(p). Znači da je posmatrani ideal I(p) prost.

Neka je I prost diferencijalni ideal u P{X} i izdvojimo iz tog ideala nenula nesvodljiv
diferencijalni polinom p koji je najmanjeg reda i za taj red najmanjeg stepena.
Dokazujemo da je I = I(p). Za proizvoljni diferencijalni polinom g∈ I(p) postoji
prirodan broj m, takav da Sm

p g∈〈p〉. Kako je diferencijalni polinom p iz diferenci-
jalnog ideala I, tada je 〈p〉 ⊆ I. Samim tim, Sm

p g∈I. Pošto je separant Sp nižeg
reda od polinoma p i ideal I je prost, mora biti g∈I. Znači da je I(p) ⊆ I. Obr-
nuto, posmatrajmo proizvoljan polinom g ∈ I. Odredimo Ritt-Kolchinov ostatak
rg,p pri Ritt-Kolchinovoj redukciji polinoma g sa polinomom p:

(11) Ik
pS

m
p g = qmD

m(p) + qm−1D
m−1(p) + . . .+ q1D(p) + rg,p,
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gde je Ip inicijal diferencijalnog polinoma p (k,m∈N) i qj diferencijalni polinomi
(1≤j≤m). Primetimo, Ritt-Kolchinov ostatak rg,p ne sadrži izvode od up i nižeg je
stepena od stepena up diferencijalnog polinoma p. Kako su g i p u diferencijalnom
idealu I, tada je rg,p takod-e u diferencijalnom idealu I. Pošto je rg,p nižeg reda od p,
saglasno polaznom odred-enju diferencijalnog polinoma p, sleduje rg,p =0. Dalje, bu-
dući da je Ritt-Kolchinov ostatak rg,p ujedno i pseudo-ostatak iz (11) proizilazi da
p|Sm

p g (jer je Ip inicijal za diferencijalni polinom p). Odatle sleduje Sm
p g∈〈p〉, čime

je dokazano g∈I(p). Samim tim I ⊆ I(p). Sveukupno I = I(p).

Neka je P diferencijalni prsten karakteristike nula. Neka je I ⊆ P prost nenula
diferencijalni ideal. Tada, prema prethodnom tvrd-enju, postoji nesvodljiv polinom p,
takav da je I = I(p). Takav polinom nazivamo minimalan polinom prostog difere-
ncijalnog ideala I. Red n minimalnog polinoma p odred-uje diferencijalni rang pro-
stog diferencijalnog ideala I, što zapisujemo RD(I) = n. Specijalno za nula ideal
I=〈0〉 definǐsemo RD(I)=ω.

Neka je K raširenje polja F i α∈K\F . Uvedimo oznaku I(α/F ) za ideal difere-
ncijalnih polinoma iz F{X} koji se anuliraju u elementu α. Elementi tog ideala su
diferencijalni polinomi g∈F{X}, takvi da g(α) = 0. U tom idealu postoji nenula
nesvodljiv diferencijalni polinom p koji je najmanjeg reda i za taj red najmanjeg
stepena važi:

(12) I(α/K) = I(p)
(
=

{
g∈P{X} |Sk

p · g∈〈p〉 za neki k∈N
})
.

Odatle, na osnovu prethodne leme, ideal I(α/K) je prost diferencijalni ideal u F[X].
Ako je I(α/F ) 6= 〈0〉, tada element α∈K\F jeste diferencialno-algebarski nad F .
U suprotnom ako je I(α/F ) = 〈0〉, tada element α∈K\F jeste diferencijalno-trans-
cendentan nad F .

Važi tvrd-enje [72, str. 42]:

Teorema 2.8.7. Neka je K raširenje polja F i α ∈ K\F . Tada je RD
(
I(α/F )

)
diferencijalni rang prostog diferencijalnog ideala I(α/F ) jednak stepenu transcende-
ntnosti algebarskog polja F〈α〉, tj.

(13) RD
(
I(α/F )

)
= tr.deg

(
F〈α〉

)
.

Dokaz. Neka je RD
(
I(α/F )

)
= ω, tada α nije nula nijednog polinoma iz F{X}.

Samim tim, obično polje F〈α〉 je izomorfno sa poljem F(X0, X1, . . .) nastalo rašire-
njem polja F sa prebrojivo mnogo algebaski nezavisnih promenljivih. Dalje, neka je
RD

(
I(α/F )

)
=n konačan prirodan broj. Samim tim, postoji minimalni polinom p,

reda n, takav da važi jednakost I(α/F ) = I(p), za α ∈ K\F . Tada je p(α) = 0 i
elementi α, α

′
, . . . , α(n−1) su algebarski nezavisni i važi F〈α〉 = F(α, α

′
, . . . , α(n−1))

(sekcija 2.4., str. 47). Stoga je α(n+j) algebarski element nad F〈α〉, za svako j∈N0.
Samim tim, skup {α, α′

, . . . , α(n−1)} jeste baza transcendentnosti za polje F〈α〉.
Sveukupno važi navedena jednakost.
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2.9 Diferencijalno-algebarska raširenja

U ovom delu izlažemo, prema radovima [126] i [127], neke osobine proširenja
diferencijalnih polja, koje su analogne osobinama proširenja algebarskih polja (bez
diferencijalnih operatora). Neka je K raširenje polja F i β∈K\F , tada L〈β〉 odre-
d-uje najmanje diferencijalno potpolje od diferencijalnog polja K koje sadrži L∪{β}.
Za diferencijalni polinom p∈F [y, y1, y2, . . . , yn] jednačina p(y,Dy,D2y, . . . , Dny)=0
naziva se diferencijalno-algebarska jednačina po y. Važe tvrd-enja [127]:

Lema 2.9.1. Neka je K raširenje polja F i β ∈K. Tada je element β diferenci-
jalno-algebarski nad poljem F ako i samo ako je tr.deg

(
F〈β〉 |F

)
<∞.

Dokaz. Neka je β diferencijalno-algebarski nad poljem F. Element β zadovoljava
jednu netrivijalnu diferencijalno-algebarsku jednačinu p(y,Dy,D2y, . . ., Dny)=0 za
neki minimalni diferencijalni polinom p ∈ F [y, y1, y2, . . . , yn], p 6= 0, koji je upravo
reda n=ord(p). Tada elementi β,Dβ,D2β, . . . , Dnβ jesu algebarski zavisni nad po-
ljem F, tr.deg

(
F(β)|F

)
=n i pri tom:

(1) I(β/F) =
{
g∈F{X} | g(β) = 0

}
= I(p).

Prema Teoremi 2.8.7. je ispunjeno tr.deg
(
F〈β〉|F

)
=n<∞, što je i trebalo dokazati.

Obrnuto, neka tr.deg
(
F〈β〉|F

)
=n<∞, tada su β,Dβ,D2β, . . . , Dnβ algebarski za-

visni nad F, čime je I(β/F) 6= 〈0〉
(
saglasno definiciji diferencijalnog ideala I(β/F)

)
.

Drugim rečima, postoji netrivijalna diferencijalno-algebarska jednačina koju ispun-
java element β, čime je element β diferencijalno-algebarski nad poljem F.

Neka je K raširenje polja F i neka su elementi β1, . . . , βn ∈ K diferencijalno-
algebarski elementi nad F. Tada je:

(2) F〈β1, . . . , βk〉 = F〈β1, . . . , βk−1〉〈βk〉,

i svaki element βk je diferencijalno-algebarski nad F〈β1, . . . , βk−1〉 za k = 1, 2, . . . , n.
Tada, prema Teoremi 1.7.18. i Lemi 2.9.1. važi:

(3)

tr.deg
(
F〈β1, . . . , βn〉 |F

)
= tr.deg

(
F〈 β1, . . . , βn 〉 |F〈 β1, . . . , βn−1 〉

)
+

tr.deg
(
F〈β1, . . . , βn−1〉|F〈β1, . . . , βn−2〉

)
+

...

+ tr.deg
(
F〈β1〉 |F

)
<∞.

Odatle, svaki element γ ∈F〈β1, . . . , βn〉 je diferencijalno-algebarski nad F. Samim
tim, imamo zaključak da je diferencijalno polje F〈β1, . . . , βn〉 jedno diferencijalno-
algebarsko raširenje diferencijalnog polja F. Dalje važi tvrd-enje:
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Lema 2.9.2. Neka je K raširenje polja F i γ, β1, . . . , βn ∈ K. Ako su elementi
β1, β2, . . . , βn ∈ K diferencijalno-algebarski nad F i ako je element γ ∈ K difere-
ncijalno-algebarski nad F〈β1, β2, . . . , βn〉, tada je element γ diferencijalno-algebarski
nad F.

Dokaz. Posmatrajmo diferencijalno raširenje F〈γ, β1, . . . , βn〉 = F〈β1, . . . , βn〉〈γ〉.
Prema algebarskim osobinama diferencijalne-transcendentnosti (Teorema 1.7.18.)
sleduje:

(4)
tr.deg

(
F〈γ, β1, . . . , βn〉 |F

)
= tr.deg

(
F〈 γ, β1, . . . , βn 〉 |F〈 β1, . . . , βn−1 〉

)
+

tr.deg
(
F〈β1, . . . , βn〉 |F

)
= k + ` < ∞,

za neke brojeve k, ` ∈N . Samim tim je F〈 γ, β1, . . . , βn 〉 diferencijalno-algebarsko
raširenje diferencijalnog polja F. Odatle je γ∈K diferencijalno-algebarski nad F.

Lema 2.9.3. Neka je K diferencijalno-algebarsko raširenje polja L i neka je L dife-
rencijalno-algebarsko raširenje polja F, tada je K diferencijalno-algebarsko raširenje
polja F.

Dokaz. Dokazujemo da je svaki element γ diferencijalnog polja K diferencijalno-
algebarski nad poljem F. Za element γ∈K imamo pretpostavku da je diferencijalno-
algebarski nad poljem L. Tada postoji diferencijalni polinom p∈L{X}, takav da je
p∈I(γ/L). Neka su β1, . . . , βk sve konstante iz L koje se javljaju kao koeficijenti u
diferencijalnom polinomu p. Tada je element γ diferencijalno-algebarski nad difere-
ncijalnim poljem F〈β1, . . . , βn〉. Prema Lemi 2.9.2. proizilazi da je element γ difere-
ncijalno-algebarski nad diferencijalnim poljem F.

Lema 2.9.4. Neka je K raširenje polja F i γ ∈ K. Element γ je diferencijalno-
algebarski nad poljem F ako i samo ako je izvod tog elementa D(γ) diferencijalno-
algebarski nad istim poljem F.

Dokaz. Neka je γ∈K diferencijalno-algebarski nad F. Tada postoji nenula difere-
ncijalni polinom p = p

(
X,X1, . . . , Xn

)
sa koeficijentima iz F , tako da se anulira za

X = γ,X1 =D(γ), . . . , Xn =Dn(γ) , tj. p
(
γ,D(γ), . . . , Dn(γ)

)
=0 za neki prirodan

broj n∈N . Formirajmo novi diferencijalni polinom:

(5) g
(
X1, X2, . . . , Xn

)
= p

(
γ,X1, X2, . . . , Xn

)
sa koeficijentima iz diferencijalnog polja F〈γ〉. Po odred-enju diferencijalnog poli-
noma g=g

(
X1, X2, . . . , Xn

)
važi:

(6) g
(
D(γ), D(D(γ)), . . . , Dn−1(D(γ))

)
= 0.

Navedeno dokazuje da jeD(γ) diferencijalno-algebarski element diferencijalnog polja
F〈γ〉. Sad iskoristimo pretpostavku da je element γ diferencijalno-algebarski nad F,
što je prema Lemi 2.9.2. dovoljno da zaključimo da je element D(γ) diferencijalno-
algebarski nad poljem F. Obrnuto tvrd-enje je očigledno.
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Teorema 2.9.5. Neka je K raširenje polja F. Formirajmo skup:

(7) L =
{
γ∈K | γ je diferencijalno-algebarski element nad F

}
.

Tada važi:

1. Skup L odred-uje diferencijalno polje L koje je diferencijalno potpolje za K i jeste
diferencijalno-algebarsko raširenje za F, tj. F ≤ L ≤ K.

2. Ako je diferencijalno polje K diferencijalno-algebarski zatvoreno, tada je i dife-
rencijalno polje L diferencijalno-algebarski zatvoreno.

Dokaz. 1. Neka α, β ∈ L, tada su α i β diferencijalno-algebarski elementi nad F
(saglasno definiciji skupa L). Diferencijalno polje F〈α, β〉 je diferencijalno-algeba-
rsko raširenje polja F. Samim tim α + β, α · β ∈F 〈α, β〉 i β−1 ∈F 〈α, β〉 za β 6= 0.
Prema prethodnoj Lemi 2.9.4., skup L je zatvoren za diferenciranje. Znači da skup
L odred-uje diferencijalno potpolje L diferencijalnog polja K. Pri tom, L jeste dife-
rencijalno-algebarsko raširenje za F.

2. Neka su dati polinomi p, g∈L{X}, takvi da važi ord(p)> ord(g), g 6=0. Tada,
saglasno Napomeni 2.9.6., postoji diferencijalno zatvoreno raširenje H/L u kome
sistem dve jednačine p(X) = 0 i Y g(X) − 1 = 0 ima rešenje X = c i Y = 1/g(c),
tako da g(c) 6=0. Drugim rečima, postoji c∈H tako da p(c)= 0 i g(c) 6=0. Budući
da su raširenja H i K elementarno ekvivalentna nad L i teorija DCF0 podmodelski
kompletna, tada iz L ≤ H,K sleduje HL ≡ KL. Odatle zaključujemo da postoje
elementi β1, . . . , βn∈L i γ∈K tako da za p, g∈F 〈β1, . . ., βn〉 važi p(γ)=0 i g(γ) 6=0.
Znači da je element γ diferencijalno-algebarski nad F 〈β1, . . . , βn〉 i pri tom su ele-
menti β1, . . . , βn diferencijalno-algebarski nad F. Prema Lemi 2.9.2. element γ je
diferencijalno-algebarski nad F. Odatle γ∈L. Znači da sistem p(X) = 0 i g(X) 6= 0
ima rešenje u L; čime je L diferencijalno zatvoreno polje.

Napomena 2.9.6. Razne aksiomatike teorije diferencijalno zatvorenih polja raz-
matrane su u [124]. Izmed-u ostalog, dokazano je da je princip prenosa za diferen-
cijalno zatvorena polja jedan ekvivalent Blumine aksiome (sekcija 2.6.). Jedan deo
dokaza te ekvivalencije, za diferencijalno polje L, iskorǐsćen je u prethodnom dokazu.
Naime, u prethodnom dokazu se koristi činjenica da ako za polinome p, g ∈ L{X},
g 6= 0, važi uslov ord(p) > ord(g), g 6= 0, tada sistem dve jednačine p(X) = 0 i
Y g(X) − 1=0 ima rešenje po X i Y u raširenju L1/L koje predstavlja polje razlo-
maka za L{X}/I, gde je I minimalan prost ideal koji sadrži p [124, str. 54].

Lürothova teorema teoriji diferencijalnih polja. E. Kolchin je u radovima
[14] i [15] razmatrao raširenja diferencijalnih polja. U radu [15] E. Kolchin je
razmatrao proširenje Lürothove teoreme iz teorije algebarskih polja u teoriju dife-
rencijalnih polja. Napomenimo da prvi takav rezultat potiče od J.F. Ritta koji je
1932. godine dokazao u radu [13] sledeće tvrd-enje:
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Teorema 2.9.7. Ako je K diferencijalno polje i ako je H = K〈a1, a2〉 diferenci-
jalno potpolje od K〈y〉, gde su a1,2 elementi i y diferencijalna promenljiva, tada je
H prosto diferencijalno raširenje diferencijalnog polja K.

E.R Kolchin je 1944. godine dokazao sledeće tvrd-enje [15]:

Teorema 2.9.8. Neka je K diferencijalno polje karakteristike 0, y diferencijalna
promenljiva i neka je H diferencijalno polje takvo da je K ≤ H ≤ K〈y〉. Tada
postoji element a∈H, tako da je H = K〈a〉. Ako su a1, a2∈H dva elementa takva da
je H = K〈a1〉 = K〈a2〉, tada postoje α, β, γ, δ∈K tako da a2 = (α a1 +β)/(γ a1 +δ).

Navodimo noviji rezultat za Lürothovu teoremu u teoriji diferencijalnih polja. G.
Xiao-Shan i X. Tao, u radu [98] iz 2002. godine, dali su konstruktivan dokaz za
Lürothovu teoremu u teoriji diferencijalnih polja. Naime, važi tvrd-enje:

Teorema 2.9.9. Neka je K diferencijalno polje, y diferencijalna promenljiva i neka
postoje racionalne funkcije g1(y), . . . , gr(y) koje su elementi diferencijalnog polja
K〈y〉. Tada postoji algoritam za nalaženje racionalne funkcije g(y) u K〈y〉, tako da je
K〈g1, . . . , gn〉 = K〈g〉.

U navedenom radu [98], izložen algoritam se koristi za nalaženje jednostavnijih ra-
cionalnih parametarskih reprezentacija krivih koje imaju parametarizaciju zadatu
raznim racionalnim funkcijama nad diferencijalnim poljem.



3 JEDAN METOD DOKAZIVANJA

DIFERENCIJALNE TRANSCENDENTNOSTI

3.1 Metode dokazivanja diferencijalne transcendentnosti

U ovoj glavi, glavni predmet proučavanja je diferencijalno polje meromorfnih
funkcija M za koje razmatramo kad neka funkcija iz M jeste diferencijalno-transce-
ndentna, tj. nije rešenje nijedne diferencijalno-algebarske jednačine sa koeficijentima
nad poljem racionalnih funkcija. Prvi dokaz diferencijalne transcendentnosti potiče
od Höldera [3] iz 1887. godine i odnosi se na diferencijalnu transcendentnost
gama funkcije. U ovoj sekciji navešćemo neke metode dokazivanja diferencijalne
transcendentnosti funkcija prema člancima Y. Sibuya, S. Sperbera [50] i L.A.
Rubela [63].

10. Maillet-Mahlerov kriterijum. Ako stepeni red f(z) =
∞∑

n=0

anz
n jeste rešenje

diferencijalno-algebarske jednačine, tada postoje konstante α,K > 0 takve da:

(1) |an| ≤ K
(
n!

)α
.

Negacijom prethodnog uslova možemo dobiti diferencijalno-transcendentne funkcije
koje su predstavljene formalnim stepenim redovima (pri tome, dopušta se i nulti
poluprečnik konvergencije). Jedan takav stepeni red je naveden u [63]:

(2) f(z) =
∞∑

n=0

(
n!

)n
zn.

20. Popkenovi kriterijumi. J. Popken u svojoj disertaciji pokazuje da za niz

algebarskih brojeva 〈an〉 ako stepeni red f(z) =
∞∑

n=0

anz
n jeste rešenje diferencijalno-

algebarske jednačine, tada za nenulte koeficijente an važi:

(3) |an| ≥ exp
(
−cfn(log n)2

)
,

68
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za neku konstantu cf (koja zavisi od funkcije f) [50], [63]. Jedan takav stepeni red
naveden je u [63]:

(4) f(z) =
∞∑

n=0

zn

(nn)!
.

Pod istim pretpostavkama za polazni stepeni red, J. Popken dokazuje da takod-e
važi:

(5) |an| ≤ exp
(
−c′fn log n

)
,

za neku konstantu c
′

f (koja zavisi od funkcije f) [50].

30. Sibuya-Sperberov kriterijum. U radu [50] Y. Sibuya i S. Sperber su

pokazali da za niz algebarskih brojeva 〈an〉 ako je stepeni red f(z) =
∞∑

n=0

anz
n

rešenje diferencijalno-algebarske jednačine, tada za svaku p−adsku normu važi:

(6) |an|p ≤ exp
(
−c′′fn

)
,

za neku konstantu c
′′

f (koja zavisi od funkcije f i izabrane p−adske norme) [50].
G. Kartiel, koristeći prethodni kriterijum, u radu [100] je dokazao da je sledeća
funkcija diferencijalno-transcendentna:

(7) f(z) =
∞∑

k=1

(k − 1)!

kk
zk,

koja je definisana za z 6∈ [e,∞). Naime, G. Kartiel je izborom 2-norme, koristeći
Sibuya-Sperberov kriterijum, pokazao da je prethodna funkcija diferencijalno-
transcendentna.

Razni drugi postupci dokazivanja diferencijalne transcendentnosti, koji su bazi-
rani uglavnom na specijalizovanim rezultatima niza matematičara

(
A. Hurwitz,

G. Polya, E. Maillet, K. Mahler, A. Ostrowski, J. Popken, N. Stein-
metz, Y. Sibuya, S. Sperber, L. Lipshitz, L.A. Rubel, . . .

)
, prikazani su u

radu L.A. Rubela [63].

3.2 Diferencijalna transcendentnost gama funkcije

U ovoj sekciji dajemo dokaz Hölderove teoreme da je gama funkcija difere-
ncijalno-transcendentna nad poljem racionalnih funkcija [3]. Izlažemo dokaz Os-
trowskog, prema radovima [9] i [12]. Prvi dokaz [9], na predlog Hausdorffa,
A. Ostrowski je dopunio do drugog dokaza koji je dat u [12]. Napomenimo da je
u knjizi [29] reprodukovan dokaz iz [9], a u radu [63] dokaz iz [12].
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Pre izlaganja dokaza navodimo neke definicije prema radovima Ostrowskog [9]
i [12]. Pretpostavimo da je y = y(z) proizvoljan broj puta diferencijabilna funkcija.
Koristimo uobičajeno označavanje k-tog izvoda y(k) sa yk, za k∈{1, 2, . . .}. Saglasno
definiciji diferencijalno-algebarske jednačine iz sekcije 2.9., diferencijalno-algebarska
jednačina sa polinomskim koeficijentima iz C(z) jeste jednačina oblika:

(1) p(z, y, y1, . . . , yk) = 0,

gde je p(z, y, y1, . . . , yk) konačna suma sledećeg oblika:

(2) p(z, y, y1, . . . , yk) =
∑

i

Ai0,i1,...,ik(z)(y)
i0(y1)

i1 . . . (yk)
ik ,

za neke polinome A = A(z) = Ai0,i1,...,ik(z)∈C[z]. Dalje, neka je iz sume (2) izdvojen
term:

(3) t = A(z)(y)i0(y1)
i1 . . . (yk)

ik ,

tada zbir:

(4) r = i0 + i1 + . . .+ ik

nazivamo dimenzijom terma t, a zbir:

(5) s = i1 + 2i2 + . . .+ kik

nazivamo težinom terma t.

Sumu (2) zapisujemo po opadajućoj dimenziji r termova, a ako ima termova
iste dimenzije r tada ih zapisujemo po opadajućoj težini s. Ako ima termova (3)
istih dimenzija r i iste težine s, tada ih zapisujemo po opadajućem poretku stepena
ik. Ako ima termova (3) istih dimenzija r i iste težine s i istog stepena ik, tada ih
zapisujemo po opadajućem poretku stepena ik−1. Nastavljajući prethodni postupak,
termove zapisujemo po opadajućoj dimenziji r, težini s i stepenima ik, ik−1, . . . , i1.
Svi polinomski koeficijenti istih dimenzija r, težina s i stepena ik, ik−1, . . . , i1 odre-
d-uju u zbiru novi polinomski koeficijent A(z) stepena i0. U konačnom broju koraka
moguće je sumu (2) zapisati kao sumu opadajućh termovima formiranih na prethodni
način i izdvojiti vodeći term [9].

U dokazu se koristi samo činjenica da je gama funkcija4 Γ(z) proizvoljan broj
puta diferencijabilna funkcija za koju važi funkcionalna jednačina:

(6) Γ(z + 1) = zΓ(z),

za z∈C\{0,−1,−2, . . .}. Važi tvrd-enje:

Teorema 3.2.1. (Hölder) Gama funkcija y=Γ(z) nije rešenje nijedne diferenci-
jalno-algebarske jednačine nad poljem kompleksnih racionalnih funkcija C(z).

4definisana u sekciji 3.3.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno da gama funkcija ispunjava neku diferencijalno-
algebarsku jednačinu tipa (1). Od svih tih diferencijalno-algebarskih jednačina iza-
berimo onu čiji je vodeći term minimalan (u odnosu na prethodno opisan poredak
u skupu termova). Neka je izabrana diferencijalna jednačina:

(7) p(z, y, y1, . . . , yk) = 0,

sa vodećim termom A(z)(y)i0(y1)
i1 . . . (yk)

ik dimenzije:

(8) r = i0 + i1 + . . .+ ik

i težine:

(9) s = i1 + 2i2 + . . .+ kik.

Ne umanjujući opštost možemo pretpostaviti, s jedne strane da je A(z) moničan
polinom najmanjeg stepena i, s druge strane, da p(z, y, y1, . . . , yk) nije deljivo ni
sa y, ni sa ma kojim linearnim faktorom (z − α) za α ∈C. U daljem delu dokaza
razlikujemo četiri celine.

1. Za svaku drugu diferencijalno-algebarsku jednačinu:

(10) p̂(z, y, y1, . . . , yk) = 0,

sa vodećim termom Â(z)(y)i0(y1)
i1 . . . (yk)

ik važi:

(11) A(z)|Â(z).

Zaista, po pretpostavci o minimalnosti vodećeg terma, za p sleduje da je polinom

A(z) manjeg stepena od polinoma Â(z). Samim tim, postoje polinomi P i Q takvi
da:

(12) Â(z) = Q(z) · A(z) +R(z),

za neki polinom R(z) nižeg stepena od polinoma A(z). Tada posmatrajmo difere-
ncijalno-algebarsku jednačinu:

(13)

p̂(z, y, y1, . . . , yk)−Q(z)p(z, y, y1, . . . , yk)

=
(
Â(z)(y)i0(y1)i1 . . . (yk)ik

)
−

(
Q(z)A(z)(y)i0(y1)i1 . . . (yk)ik

)
+ . . .

=
(
R(z)(y)i0(y1)i1 . . . (yk)ik

)
+ . . . = 0.

Tako odred-ena diferencijalno-algebarska jednačina je minimalnijeg vodećeg terma,
što je nemoguće. Samim tim, R(z) = 0. Znači, važi (11) i dodatno:

(14) p̂(z, y, y1, . . . , yk) =
Â(z)

A(z)
p(z, y, y1, . . . , yk).
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2. Dokazujemo da su svi termovi koji se javljaju u (7) iste dimenzije r. Zaista, neka
je (7) zapisano u obliku:

(15)

p(z, y, y1, . . . , yk)

= Ai0,i1,...,ik(z)(y)
i0(y1)

i1 . . . (yk)
ik

+
s∑

t=0

fr,s−t(z, y, y1, . . . , yk) + ϕ(z, y, y1, . . . , yk) = 0,

gde su fr,s−t sume termova dimenzije r i težine s − t, a ϕ suma termova dimenzije
manje od r. Po pretpostavci, gama funkcija ispunjava funkcionalnu jednačinu (6).
Za ẑ = z + 1 i ŷ = zy uočimo da smenom y 7→ ŷ dobijamo sledeće transformacije:

(16)

y1 7→ ŷ1 = ŷ
′
= (zy)

′
= zy

′
+ y = zy1 + y,

y2 7→ ŷ2 = ŷ
′′

= (zy)
′′

= zy
′′

+ 2y
′
= zy2 + 2y1,

...

yk 7→ ŷk = ŷ(k) = (zy)(k) = zy(k) + ky(k−1) = zyk + kyk−1.

Samim tim, smenom y 7→ ŷ polazna jednačina (7) prelazi u jednačinu p(z + 1,
zy, (zy)

′
, . . . , (zy)(k)) = 0, koju zapisujemo u sledećem obliku:

(17) p(ẑ, ŷ, ŷ1, . . . , ŷk) = 0.

Dalje, smenom y 7→ ŷ ostvaruje se zamena:

(18)
(
yν

)iν 7→
(
ŷν

)iν
=

(
zyν + νyν−1

)iν
=

∑
pν+qν=iν

(
iν
pν

)
νqνzpν (yν−1)

qν (yν)
pν ,

za ν = 1, 2, . . . , k. Posmatrajmo pri smeni y 7→ ŷ sliku vodećeg terma:

(19)

A(z)yi0(y1)
i1 . . . (yk)

ik

7→ A(ẑ)ŷi0(ŷ1)
i1 . . . (ŷk)

ik

(
=A(z + 1)·(zy)i0(zy1+y)

i1. . . (zyk+yk−1)
ik

)
= A(z + 1) · (zy)i0

∑
p1+q1=i1

. . .
∑

pk+qk=ik

(
i1
p1

)
. . .

(
ik
pk

)
1q1. . . kqk︸ ︷︷ ︸

cp1,...,pk

zp1+...+pkyq1(y1)
p1. . . (yk−1)

qk(yk)
pk

= A(z + 1)·∑
p1,...,pk

cp1,...,pk
zi0+p1+...+pkyi0+q1(y1)

p1+q2 . . .(yk−1)
(pk−1+qk)(yk)

pk ,
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pri čemu cp1,...,pk
=

(
i1
p1

)
. . .

(
ik
pk

)
1q1. . . kqk i p1 + q1 = i1, . . . , pk + qk = ik. Dimenzija

termova u sumi (19) iznosi:

(20)
i0 + q1 + (p1 + q2) + . . .+ (pk−1 + qk) + pk

= i0 + i1 + i2 + . . .+ ik−1 + ik = r.

Dakle, dimenzija termova ostaje nepromenljiva. Težina termova u sumi (19) iznosi:

(21)

(p1 + q2) + 2(p2 + q3) + 3(p3 + q4) . . .+ (k − 1)(pk−1 + qk) + kpk

= (p1 + q1) + 2(p2 + q2) + . . .+ k(pk + qk)− q1 − q2 − . . .− qk

= i1 + 2i2 + . . .+ kik − q1 − q2 − . . .− qk = s− (q1 + . . .+ qk).

Težina termova ostaje nepromenljiva samo u slučaju q1 = . . . = qk = 0, inače je
manja od težine polaznog terma. U slučaju q1 = . . . = qk = 0 važi:

(22) ci1,...,ik = 1.

Samim tim vodeći term jednačine (17) je oblika:

(23) zrA(z + 1)(y)i0(y1)
i1 . . . (yk)

ik ,

gde A(z + 1) nema faktor oblika z. Dalje, prema delu 1., zaključujemo:

(24) A(z) | zrA(z + 1).

Samim tim, postoji polinom stepena r:

(25) B(z) =
zrA(z + 1)

A(z)
= zr + . . .

takav da na osnovu (14) važi:

(26) p(ẑ, ŷ, ŷ1, . . . , ŷk) = B(z)p(z, y, y1, . . . , yk).

Na osnovu linearne nezavisnosti monoma, po promenljivima y, y1, . . . , yk iz (26) pro-
izilazi i dodatni zaključak:

(27) ϕ(ẑ, ŷ, ŷ1, . . . , ŷk) = B(z)ϕ(z, y, y1, . . . , yk).

Pretpostavimo da se transformacijama (16) iz ϕ(z, y, y1, . . . , yk) promenljiva z javlja
sa najvǐsim stepenom m u polinomskom članu α(z) nekog terma. Smenom y 7→ ŷ iz
ϕ(z, y, y1, . . . , yk) dobijamo ϕ(ẑ, ŷ, ŷ1, . . . , ŷk) sa najvǐsim stepenom po z odred-enim

u sledećem proizvodu z î0+p̂1+...+p̂kα(z+1) na osnovu analogne smene sa smenom (19).
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Tako odred-en stepen je dat kao sledeća suma:

(28) m+ î0 + p̂1 + . . .+ p̂k,

gde p̂1 + q̂1 = î1, . . . , p̂k + q̂k = îk, pri čemu za stepene î0, î1, . . . , îk važi sledeća ne-
jednakost za dimenzije termova: r̂ = î0+ î1+ . . .+ îk ≤ r − 1. Na osnovu toga, za
sumu datu sa (28) važi nejednakost:

(29) m+ î0 + p̂1 + . . .+ p̂k = m+ r̂ − (q̂1 + . . .+ q̂k) ≤ m+ r − 1.

S druge strane, B(z)ϕ(z, y, y1, . . . , yk) je sa najvǐsim stepenom koji je jednak r +m.
Tako dolazimo do zaključka da ϕ(z, y, y1, . . . , yk) = 0. Na taj način, (15) je oblika:

(30)

p(z, y, y1, . . . , yk) = Ai0,i1,...,ik(z)(y)
i0(y1)

i1 . . . (yk)
ik

+
s∑

t=0

fr,s−t(z, y, y1, . . . , yk) = 0.

3. Dokazujemo da je B(z) = zr. Posmatrajmo inverzne veze od (16) date eksplicitno
na sledeći način:

(31)

z = ẑ−1,

y =
ŷ

z
=

ŷ

ẑ−1
,

y1 =
ŷ1−y
z

=
ŷ1−

ŷ

ẑ−1
ẑ−1

=
ŷ1

ẑ−1
− ŷ

(ẑ−1)2
,

y2 =
ŷ2−2y1

z
=

ŷ2−2
( ŷ1

ẑ−1
− ŷ

(ẑ−1)2

)
ẑ−1

=
ŷ2

ẑ−1
− 2ŷ1

(ẑ−1)2
+

2ŷ

(ẑ−1)3
,

...

yk =
ŷk−kyk−1

z
=

ŷk

ẑ−1
− kŷk−1

(ẑ−1)2
+
k(k−1)ŷk−2

(ẑ−1)3
+. . .+(−1)k k!ŷ

(ẑ−1)k+1
.

Tada za ν = 0, 1, 2, . . . , k važi:

(32) yν =
ν∑

i=0

(−1)i

ν!
(ν−i)!

ŷν−i

(ẑ−1)i+1
,
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pri čemu uzimamo ŷ0 = ŷ. Uvedimo polinome gν odred-ene na sledeći način:

(33) gν(ẑ, ŷ, ŷ1, ŷ2, . . . , ŷν) =
ν∑

i=0

(−1)i ν!
(ν−i)!

(ẑ − 1)ν−iŷν−i,

za ν = 0, 1, 2, . . . , k. Tada veze (31) dobijaju sledeći oblik:

(34)

z = ẑ−1,

y =
ŷ

z
=
g0(ẑ, ŷ)

(ẑ−1)
=

ŷ

ẑ−1
,

y1 =
ŷ1−y
z

=
g1(ẑ, ŷ, ŷ1)

(ẑ−1)2
=
ŷ1(ẑ−1)−ŷ

(ẑ−1)2
,

y2 =
ŷ2−2y1

z
=
g2(ẑ, ŷ, ŷ1, ŷ2)

(ẑ−1)3
=
ŷ2(ẑ−1)2−2ŷ1(ẑ−1)+2ŷ

(ẑ−1)3
,

...

yk =
ŷk−kyk−1

z
=
gk(ẑ, ŷ, ŷ, ŷ1, ŷ2, . . . , ŷk)

(ẑ−1)k+1

=
ŷk(ẑ−1)k−kŷk−1(ẑ−1)k−1+. . .+(−1)k−1 k!

1!
ŷk−1(ẑ−1) + (−1)kk!ŷ

(ẑ−1)k+1
.

Primetimo da svaki polinom gν pri deljenju sa (ẑ − 1) ima ostatak:

(35) gν(1, ŷ, ŷ1, ŷ2, . . . , ŷν) = (−1)νν!ŷ,

za ν = 0, 1, 2, . . . , k. Potom, izvršimo zamenu (34) u sliku vodećeg terma (19):

(36) A(z + 1)
∑

p1,...,pk

cp1,...,pk
zi0+p1+...+pkyi0+q1yp1+q1

1 . . . y
pk−1+qk

k−1 ypk

k ,

pri čemu p1 + q1 = i1, . . . , pk + qk = ik. Na taj način dobijamo izraz:

(37) A(ẑ)
∑

p1,...,pk

cp1,...,pk
(ẑ − 1)i0+p1+...+pk

(
g0

(ẑ−1)

)i0+q1
(

g1

(ẑ−1)2

)p1+q2

. . .

(
gk

(ẑ−1)k+1

)pk

.

Stepen uz (ẑ− 1) dat je sumom: i0 + p1 + p2 + . . .+ pk−
(
i0 + q1 +2(p1 + q2)+ . . .+

k(pk−1 + qk) + (k + 1)pk

)
= −

(
i1 + 2i2 + . . . kik

)
= −s. Samim tim, izraz (37) se

zapisuje u sledećem obliku:

(38)

∑
p1,...,pk

cp1,...,pk
A(ẑ)gi0+q1

0 gp1+q1

1 . . . g
pk−1+qk

k−1 gpk

k

(ẑ − 1)s
=
Q1(ẑ, ŷ, ŷ1, . . . , ŷk)

(ẑ − 1)s
,
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za neki polinom Q1(ẑ, ŷ, ŷ1, . . . , ŷk), koji na osnovu (35) (38) nema faktor oblika
(ẑ− 1). Pri tom je A(1) 6= 0, jer A(z+ 1) nema faktora oblika z. Za termove težine
s− t važi sličan zaključak da se svaki takav term može zapisati u obliku racionalne
funkcije sa imeniocem oblika (ẑ − 1)s−t. Sveukupno, postoji polinom G takav da
jednakost (26) posle zamene (34) dobija oblik:

(39) (ẑ − 1)sp(ẑ, ŷ, ŷ1, . . . , ŷk) = B(ẑ − 1)G(ẑ, ŷ, ŷ1, . . . , ŷk).

Primetimo da iz poslednje jednakosti možemo zaključiti: ako bi polinom B(ẑ − 1)
imao koren ẑ = β 6= 1, tada bi polinom p(ẑ, ŷ, ŷ1, . . . , ŷk) bio deljiv sa (ẑ − β), što
je nemoguće. Odatle ostaje jedina mogućnost:

(40) B(ẑ − 1) = (ẑ − 1)r,

odnosno:

(41) B(z) = zr.

Napomenimo da važi i dodatni zaključak: s≥ r. Zatim, na osnovu (25) i (41) za-
ključujemo da važi:

(42) A(z + 1) = A(z).

Odatle, na osnovu ∆A(z) = 0, dobijamo zaključak:

(43) A(z) = A,

gde je A neka konstanta različita od nule.

4. Dokazujemo da na osnovu B(z) = zr polazna pretpostavka dovodi do kontra-
dikcije. Razmotrimo jednačinu (26) eksplicitno zapisanu u obliku:

(44) p(z+1, zy, zy1+y, zy2+2y1, . . . , zyk+kyk−1) = zrp(z, y, y1, y2, . . . , yk).

Primetimo da za y = 0 iz (44) dobijamo jednakost oblika:

(45) p(z+1, 0, zy1, zy2+2y1, . . . , zyk+kyk−1) = zrp(z, 0, y1, y2, . . . , yk).

Neka je vodeći term za p(z, 0, y1, y2, . . . , yk) oblika C(z)yj1
1 . . . yjk

k . Tada iz (45) važi:

(46) zj1+j2+...+jkC(z + 1)yj1
1 . . . yjk

k = zrC(z)yj1
1 . . . yjk

k .

Iz prethodne jednakosti s jedne strane zaključujemo da r = j1 + j2 + . . . + jk, a s
druge strane da važi:

(47) C(z + 1) = C(z).
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Odatle, na osnovu ∆C(z) = 0, dobijamo zaključak:

(48) C(z) = C,

gde je C neka konstanta različita od nule. Primetimo da je polinom p(z, 0, y1, y2, . . . ,
yk) sa vodećim termom Cyj1

1 . . . yjk

k u kojem ne učestvuje z. Tada prethodni poli-
nom p(z, 0, y1, . . . , yk) nije deljiv ni sa linearnim faktorom (z − 1), jer vodeći term
Cyj1

1 . . . yjk

k učestvuje u ostatku pri deljenju sa (z − 1). Odatle zaključak:

(49) p(1, 0, y1, y2, . . . , yk) 6≡ 0.

Primetimo da za z = 0 iz (44) dobijamo :

(50) p(1, 0, y, 2y1, 3y2, . . . , kyk−1) ≡ 0.

Zamenjujući y, 2y1, 3y2, . . . , kyk−1 redom sa y1, y2, y3, . . . , yk iz (50) dobijamo:

(51) p(1, 0, y1, y2, y3, . . . , yk) ≡ 0.

Tada (49) i (51) predstavljaju kontradikciju. Svod-enjem na kontradikciju sleduje
tvrd-enje teoreme.

Napomena 3.2.2. S.B. Bank i R.P. Kaufman su u radu [43] proučili Haus-
dorffov dokaz [11] Hölderove teoreme i odredili dovoljne uslove da diferencijalno
polje funkcija (koje je ekstenzija polja racionalnih funkcija) ima osobinu da je gama
funkcija diferencijalno-transcendentna nad tim poljem funkcija.

3.3 Analitičke osobine gama funkcije

U ovoj sekciji razmatramo analitičke osobine gama funkcije i srodnih funkcija
(Kurepine funkcije, alternirajuće Kurepine funkcije i Riemannove zeta funkcije)
vezanih za pojam glavne vrednosti u tački. Pored toga navodimo neke poznate i neke
nove reprezentacije za Kurepinu i alternirajuću Kurepinu funkciju, koje su s jedne
strane vezane za pojam glavne vrednosti u tački, a s druge strane nam omogućavaju
izdvajanje nekih novih primera diferencijalno-transcendentnih funkcija.

Glavna vrednost gama funkcije. Gama funkcija se definǐse kao odred-eni integral:

(1) Γ(z) =

∞∫
0

e−ttz−1 dt,

koji konvergira za Re(z)>0. Prethodno definisana funkcija može se analitički pro-
dužiti na ceo skup kompleksnih brojeva C sem u tačkama z = −k za vrednosti
k∈N0 ={0, 1, 2, . . .}. Jedan način analitičkog produženja dat je jednakošću:

(2) Γ(z) =
∞∑

n=0

(−1)n

n!(n+ z)
+

∞∫
1

e−ttz−1 dt,
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videti npr. [28], [41], [75, str. 121]. Rezidijum u tački z=−k iznosi:

(3) Res
z=−k

Γ(z) =
(−1)k

k!
.

Domen funkcije Γ(z) može se proširiti, u smislu glavne vrednosti u tački, na ceo skup
kompleksnih brojeva C na način koji izlažemo. Naime, za meromorfnu funkciju f(z),
na osnovu Cauchyjeve integralne formule, definǐsemo glavnu vrednost u tački a kao
što sleduje [31], [99]:

(4) v.p.
z=a

f(z) = lim
ρ→0+

1

2πi

∮
|z−a|=ρ

f(z)

z − a
dz.

Ako je za funkciju f(z) tačka a regularna, tada v.p.
z=a

f(z) = f(a); inače, glavna

vrednost u polu z=a postoji kao konačan kompleksan broj:

(5) v.p.
z=a

f(z) = res
z=a

( f(z)

z − a

)
,

kao što je navedeno u [107]. Navodimo osnovne osobine glavne vrednosti u tački.
Za dve meromorfne funkcije f1(z) i f2(z) važi aditivnost [31]:

(6) v.p.
z=a

(
f1(z) + f2(z)

)
= v.p.

z=a
f1(z) + v.p.

z=a
f2(z).

Pri tom, u radu [31] pokazano je da za glavnu vrednost ne važi multiplikativnost.
Naime, za glavnu vrednost važi sledeće tvrd-enje:

Teorema 3.3.1. Neka je f1(z) holomorfna funkcija u tački a i f2(z) meromorfna
funkcija takva da je a pol reda m. Tada važi:

(7) v.p.
z=a

(
f1(z) · f2(z)

)
=

m∑
k=0

f
(k)
1 (a)

k!
v.p.
z=a

(
(z − a)k · f2(z)

)
.

Dokaz. Neka su funkcije f1(z) i f2(z) date redovima:

(8) f1(z) =
∞∑
i=0

f
(i)
1 (a)

i!
(z − a)i i f2(z) =

∞∑
j=−m

cj(z − a)j,

za cj∈C ( j=−m, . . . ,−1, 0, 1, 2, . . . ). Primetimo da je v.p.
z=a

f2(z) = c0. Množenjem

redova:

(9)
f1(z)− f1(a)

z − a
· f2(z) =

∞∑
i=1

f
(i)
1 (a)

i!
(z − a)i−1 ·

∞∑
j=−m

cj(z − a)j
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dobijamo formulu:

(10) res
z=a

(f1(z)− f1(a)

z − a
· f2(z)

)
=

m∑
k=1

f
(k)
1 (a)

k!
· c−k .

Odatle:

(11)

v.p.
z=a

(
f1(z) · f2(z)

)
= res

z=a

(f1(z) · f2(z)

z − a

)
= res

z=a

( f2(z)

z − a

)
· f1(a) + res

z=a

(f1(z)− f1(a)

z − a
· f2(z)

)
= f1(a) · c0 +

m∑
k=1

f
(k)
1 (a)

k!
· c−k

=
m∑

k=0

f
(k)
1 (a)

k!
v.p.
z=a

(
(z − a)k · f2(z)

)
.

Napomena 3.3.2. Za funkciju f(z) smatramo da je holomorfna u tački ako postoji
okolina tačke, tako da funkcija f(z) ima izvod u svim tačkama te okoline [123, str.
34].

Posledica 3.3.3. Za holomorfnu funkciju f1(z) u tački a i meromorfnu funkciju
f2(z) koja ima prost pol a važi sledeća jednakost:

(12) v.p.
z=a

(
f1(z) · f2(z)

)
= f1(a) · v.p.

z=a
f2(z) + f1

′
(a) · res

z=a
f2(z).

Prethodna formula, u slučaju Riemannove zeta funkcije f2(z) = ζ(z), izvedena je u
radu [62].

Za meromorfnu funkciju f(z) sa prostim polom a postoji prosta formula za računanje
glavne vrednosti u tački a, kao što je navedeno u [99]:

(13) v.p.
z=a

f(z) = lim
ε→0

f(a− ε) + f(a+ ε)

2
.

Specijalno za gama funkciju važi [31], [99]:

(14) v.p.
z=−n

Γ(z) = (−1)n Γ
′
(n+ 1)

Γ(n+ 1)2
=

−γ +
n∑

k=1

1
k

n!
,

gde je γ Eulerova konstanta i n∈N0.
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Glavna vrednost Kurepinih funkcija. D- . Kurepa uveo je u radu [32] funkciju
K(z) integralom:

(15) K(z) =

∞∫
0

e−t t
z − 1

t− 1
dt,

koja konvergira za Rez > 0 i predstavlja jedno analitičko proširenje sume faktorijela:

(16) K(n) =
n−1∑
i=0

i!.

Za funkciju K(z) koristimo naziv Kurepina funkcija i ona jeste jedno rešenje
funkcionalne jednačine:

(17) K(z)−K(z−1) = Γ(z).

Primetimo da je na osnovu prethodne funkcionalne jednačine moguće odrediti ana-
litičko produženje Kurepine funkcije K(z) za Re z ≤ 0. Tako odred-ena Kurepina
funkcija K(z) jeste meromorfna funkcija sa prostim polovima u tačkama z =−1 i
z = −n (n ≥ 3). U tački z = −2 Kurepina funkcija ima otklonjiv singularitet,

pri tom K(−2)
def
= limz→−2K(z) = 1. Vrednosti rezidijuma Kurepine funkcije

odred-ene su sa:

(18) res
z=−1

K(z) = −1 i res
z=−n

K(z) =
n−1∑
k=2

(−1)k−1

k!
(n≥3).

Prethodni rezultati za Kurepinu funkciju navedeni su prema [37] i [38]. Funkci-
onalna jednačina (17), pored Kurepine funkcije K(z), ima još jedno rešenje:

(19) K1(z) =
∞∑

n=0

Γ(z−n),

pri tom prethodni red apsolutno konvergira na skupu C\Z [99].

Proširenje domena funkcija K(z) i K1(z), u smislu glavne vrednosti u tački, dato
je sledećim tvrd-enjima [38], [99].

Lema 3.3.4. Definǐsimo L1 = −
∞∑

n=0

v.p.
z=−n

Γ(z), tada važi:

(20) L1 =
1

e

(
γ +

∞∑
n=1

1

n!n

)
=

Ei(1)

e
≈ 0.697 174 883 ,

gde je Ei(t) = et

∞∫
0

e−x dx

t− x
funkcija eksponencijalnog integrala za t>0 [33, 3.352/6.].
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Teorema 3.3.5. Za funkcije K(z) i K1(z) važi:

(21) v.p.
z=−n

K(z) = −
n−1∑
i=0

v.p.
z=−i

Γ(z) =
n−1∑
i=0

(−1)i+1 Γ
′
(i+ 1)

Γ(i+ 1)2
(n∈N)

i

(22) v.p.
z=n

K1(z) = v.p.
z=n

K(z)− L1 (n∈Z).

Veza izmed-u funkcija K(z) i K1(z) data je Slavićevom formulom [38], [53], [99]:

Teorema 3.3.6. Važi:

(23) K(z) =
1

e

(
γ +

∞∑
n=1

1

n!n

)
− π

e
ctgπz +

∞∑
n=0

Γ(z−n),

pri čemu se vrednosti u prethodnoj formuli, u celobrojnim tačkama z, uzimaju u
smislu glavne vrednosti u tački.

Napomena 3.3.7. U radu [99] B. Malešević je dokazao sledeću formulu:

(24) K(z) =
Ei(1) + i π

e
+

(−1)zΓ(1+z)Γ(−z,−1)

e
,

za vrednosti z∈C\{−1,−2,−3,−4, . . .}. U prethodnoj formuli Ei(z) i Γ(z, a) su ek-
sponencijalni integral i nekompletna gama funkcija respektivno. Napomenimo da
je u radu [125] koristeći se formulom (24) dato, numeričkim postupkom, jedno
pobolǰsanje odgovarajuće nejednakosti iz rada [108, Lema 4.3] koja se odnosi na
Kurepinu funkciju K(x) za realne vrednosti x>0.

Analogno Kurepinoj funkciji K(z), razmatra se funkcija A(z) definisana integralom:

(25) A(z) =

∞∫
0

e−t t
z+1 − (−1)zt

t+ 1
dt,

koja konvergira za Rez>0 [97] i predstavlja jedno analitičko proširenje alternirajuće
sume faktorijela:

(26) A(n) =
n∑

i=1

(−1)n−ii!.

Napomenimo da za kompleksne vrednosti z izraz (−1)z računamo kao ez(iπ). Za
funkciju A(z) koristimo naziv alternirajuća Kurepina funkcija i ona jeste jedno
rešenje funkcionalne jednačine:
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(27) A(z) + A(z−1) = Γ(z+1).

Primetimo da je na osnovu prethodne funkcionalne jednačine moguće odrediti ana-
litičko produženje alternirajuće Kurepine funkcije A(z) za Re z≤0. Tako odre-
d-ena alternirajuća Kurepina funkcija A(z) jeste meromorfna funkcija sa prostim
polovima u tačkama z=−n (n≥2). Vrednosti rezidijuma alternirajuće Kurepine
funkcije odred-ene su sa:

(28) res
z=−n

A(z) = (−1)n

n−2∑
k=0

1

k!
(n≥2).

Prethodni rezultati za alternirajuću Kurepinu funkciju navedeni su prema [97].
Funkcionalna jednačina (27), pored alternirajuće Kurepine funkcije A(z), ima još
jedno rešenje:

(29) A1(z) =
∞∑

n=0

(−1)nΓ(z+1−n);

pri tom, prethodni red apsolutno konvergira na skupu C\Z [107].

Proširenje domena funkcija A(z) i A1(z), u smislu glavne vrednosti u tački, dato je
sledećim tvrd-enjima [107]:

Lema 3.3.8. Definǐsimo L2 =
∞∑

n=0

(−1)n v.p.
z=−(n−1)

Γ(z), tada važi:

(30) L2 = 1 + eγ − e
( ∞∑

n=1

(−1)n−1

n!n

)
= 1 + eEi(−1) ≈ 0.403 652 337 ,

gde je Ei(t)=−et

∞∫
0

etx dx

1 + x
funkcija eksponencijalnog integrala za t<0 [33, 3.352/4.].

Dokaz. Na osnovu (14) važi:

(31) L2 = 1−
∞∑

n=0

Γ
′
(n+1)

Γ(n+1)2
= 1−

( ∞∑
n=1

1 + 1
2

+ . . .+ 1
n

n!
− γe

)
,

pri tom prethodni redovi konvergiraju. Važi Ramanujanova formula [56, str. 46]:

(32)
∞∑

n=1

1 + 1
2

+ . . .+ 1
n

n!
xn = ex

∞∑
n=1

(−1)n−1

n!n
xn,
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za x∈C . Dalje, koristimo formulu [51, 5.2.8./3.]:

(33)
∞∑

n=1

tn

n!n
= −γ − ln |t|+ Ei(t),

za t∈R\{0}. Na osnovu (31), (32) za x=1 i (33) za t=−1 dobijamo (30).

Napomena 3.3.9. Razmatrajući (32) za x=−1 i (33) za t= 1, analogno pretho-
dnom dokazu, sleduje dokaz Leme 3.3.4.

Teorema 3.3.10. Za funkcije A(z) i A1(z) važi:

(34) v.p.
z=−n

A(z) =
n−1∑
i=0

(−1)n+1−i v.p.
z=−(i−1)

Γ(z) = (−1)n+1

(
1−

n−1∑
i=1

Γ
′
(i)

Γ(i)2

)
(n∈N)

i

(35) v.p.
z=n

A1(z) = (−1)nL2 + v.p.
z=n

A(z) (n∈Z).

Dokaz. 1. Na osnovu funkcionalne jednačine (27), nizom redukcija: A(z+n) =
Γ(z+n+1) − A(z+n− 1) = Γ(z+n+1) −

(
Γ(z+n) − A(z+n− 2)

)
= . . . =

Γ(z+n+1)− Γ(z+n) + . . .+ (−1)n−1Γ(z+2) + (−1)nA(z), dobija se jednakost:

(36) A(z) = (−1)nA(z+n) +
(
Γ(z+2)− . . .+ (−1)n+1Γ(z+n+1)

)
.

Razmatrajući prethodnu jednakost za tačku z = −n, u smislu glavne vrednosti u
tački, na osnovu formule (14), proizilazi da je navedena formula tačna.

2. Za n ≥ 0 važi:

(37)

p.v.
z=n

A1(z) =
∞∑
i=0

(−1)i p.v.
z=n+1−i

Γ(z) = (−1)n
∞∑
i=0

(−1)i p.v.
z=−(i−1)

Γ(z)

+
n∑

i=1

(−1)n−iΓ(i + 1) = (−1)nL2 + A(n)

i za n < 0 važi:

(38)

p.v.
z=n

A1(z)=
∞∑
i=0

(−1)i p.v.
z=n+1−i

Γ(z) = (−1)(−n)

( ∞∑
i=(−n)

(−1)i p.v.
z=−i+1

Γ(z)
)

=(−1)(−n)

( ∞∑
i=0

(−1)i p.v.
z=−(i−1)

Γ(z)
)
− (−1)(−n)

((−n)−1∑
i=0

(−1)−i p.v.
z=−(i−1)

Γ(z)
)

=(−1)nL2 +
((−n)−1∑

i=0

(−1)(−n)+1−i p.v.
z=−(i−1)

Γ(z)
)

= (−1)nL2 + p.v.
z=n

A(z).

Veza izmed-u funkcija A(z) i A1(z) data je formulom Slavićevog tipa, koja je doka-
zana u [107]:
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Teorema 3.3.11. Važi:

(39) A(z) =
(
e

∞∑
n=1

(−1)n−1

n!n
− 1− eγ

)
(−1)z +

πe

sin πz
+

∞∑
n=0

(−1)nΓ(z+1−n),

pri čemu se vrednosti u prethodnoj formuli, u celobrojnim tačkama z, uzimaju u
smislu glavne vrednosti u tački.

Napomena 3.3.12. Teorema 3.3.10. predstavlja specijalni slučaj Teoreme 3.3.11.
za celobrojne tačke (u smislu glavne vrednosti u tački). Napomenimo da u opštem
slučaju Teorema 3.3.11. je dokazana u [107] postupkom koji je potpuno analogan
postupku kojim je dokazana Teorema 3.3.6. u radovima [38] i [99].

Napomena 3.3.13. U radu [107] B. Malešević je dobio sledeću formulu:

(40) A(z) = −
(
1+eEi(−1)

)
(−1)z + eΓ(z+2) Γ(−z−1, 1),

za vrednosti z∈C\{−2,−3,−4, . . .} kao direktnu posledicu odgovarajuće formule iz
[51, str. 325, formula 13]. U prethodnoj formuli Ei(z) i Γ(z, a) su eksponencijalni
integral i nekompletna gama funkcija respektivno. Napomenimo da je moguće ko-
risteći formulu (40), numeričkim postupkom iz rada [125], dati razna pobolǰsanja
odgovarajućih nejednakosti iz rada [114], koja se odnose na realni deo alternirajuće
Kurepine funkcije A(x) za realne vrednosti x>−2.

Glavna vrednost zeta funkcije i Casimirova energija. Riemannova zeta
funkcija ζ(s) ima samo jedan (prost) pol s = 1 u kome je glavna vrednost data sa:

(41) v.p.
s=1

ζ(s) = γ,

kao što je navedeno u [31]. Navedena jednakost sleduje iz Laurentovog razvoja
Riemannove zeta funkcije u okolini pola s = 1 [75, str. 155]. Za nas je od interesa
glavna vrednost globalne spektralne zeta ζL(s) funkcije koja je jedno uopštenje Rie-
mannove zeta funkcije ζ(s). Navodimo definiciju globalne spektralne zeta funkcije
prema [118]. Naime, neka je L eliptički diferencijalni operator drugog reda koji
deluje samo po promenljivoj x i neka su ϕ(t, x) = e±iωtϕn(x) rešenja jednačine:

(42)

(
L+

∂2

c2∂t2

)
ϕ(t, x) = 0,

gde su ω i c konstante. Dalje, neka skalari λn ispunjavaju Lϕn(x) = λnϕn(x). Tada
globalnu spektralnu zeta funkciju definǐsemo sa [44], [118]:

(43) ζL(s) =
∑

n

λ−s
n .
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Casimirova energija polja ϕ(t, x) uvodi se glavnom vrednošću [62], [118]:

(44) E0 =
1

2
lim
ε→0

ζL(−1
2

+ ε) + ζL(−1
2
− ε)

2
=

1

2
v.p.
s=− 1

2

ζL(s).

Napomenimo da su u radu [118] dati pregledi raznih vrednosti Casimirove energije,
zavisno od polja nad kojim se razmatra. Svi proračuni koji su navedeni u [118]
bazirani su na radu [62] i odnose se na razne globalne spektralne zeta funkcije koje
imaju po pravilu proste polove.

3.4 Jedanmetoddokazivanjadiferencijalne transcendentnosti

U ovoj sekciji, prema radovima [126] i [127], izlažemo jedan metod dokazivanja
diferencijalne transcendentnosti, koji se odnosi na skup meromorfnih funkcija MS

nad nepraznim otvorenim povezanim skupom S ⊆ C polja kompleksnih brojeva
C, sa uobičajenim diferenciranjem f

′
= df/dz kompleksne funkcije f ∈ MS. Kao

što je napomenuto u Primeru 2.4.1. / 50: ako je S = C, tada koristimo oznaku M
umesto MC . Neka je C = C(z) polje kompleksnih racionalnih funkcija. Metod
će se zasnivati na sekciji 2.9. prethodne glave. Vršimo ,,funkcijsku” interpretaciju
Teoreme 2.9.5. uzimajući da je diferencijalno polje K = M, diferencijalno potpolje
F = C ≤ K = M i diferencijalno med-upolje L = L formirano sa skupom nosačem:

(1) L = {g∈M|g je diferencijalno-algebarska funkcija nad C}.

Posmatrajmo celu funkciju e i meromorfnu funkciju g. Tada kompozicija e ◦ g nije
uvek meromorfna funkcija kao što pokazuje sledeći primer.

Primer 3.4.1. Neka su date cela funkcija e(z)=ez i meromorfna funkcija g(z)=
1
z
.

Tada je g ◦ e(z) =
1
ez

meromorfna funkcija kao količnik dve cele funkcije. S druge

strane, primetimo da funkcija e ◦ g(z)=e1/z nije meromorfna funkcija, jer je z=0

esencijalni singularitet.

U sledećem primeru razmotrimo neka računanja izvoda elemenata iz diferencija-
lnog polja M, uz upotrebu pravila proizvoda (videti Primer 2.4.2).

Primer 3.4.2. U ovom primeru razmatramo skup meromorfnih funkcija M, sa
uobičajenim diferenciranjem f

′
=df/dz funkcije f∈M. Neka je e cela funkcija i u

meromorfna funkcija. Tada važi pravilo kompozicije : D
(
u(e)

)
=

(
Du

)
(e) · D(e).

Razmotrimo slučaj kada je e
′ 6= 0, tj. kada je e nekonstantna funkcija. Odredimo

redom sledeće kompozicije:
(
D1u

)
◦ e,

(
D2u

)
◦ e i

(
D3u

)
◦ e. Na osnovu pravila
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kompozicije, iz jednakosti D
(
u ◦ e

)
= D

(
u(e)

)
=

(
Du

)
(e) · D(e) =

(
Du

)
◦ e · e′

dobijamo:

(2)
(
Du

)
◦ e =

1

e
′ ·D

(
u ◦ e

)
.

Dalje iz:

(3)

D2
(
u ◦ e

)
= D2

(
u(e)

)
= D

(
(Du)(e) · e′)

= D
(
(Du)(e)

)
· e′

+ (Du)(e) ·D(e
′
)

= (D2u)(e) · (e′
)2 + (Du)(e) · e′′

= (D2u) ◦ e · (e′
)2 +

(
(Du) ◦ e

)
· e′′

=
(2)

(D2u) ◦ e · (e′
)2 +

( 1

e
′ ·D

(
u ◦ e

))
· e′′

nalazimo:

(4)

(
D2u

)
◦ e =

1

(e′)2
·
(
D2

(
u ◦ e

)
− e

′′

e
′ ·D1

(
u ◦ e

))
=

1

(e′)2
·D2

(
u ◦ e

)
− e

′′

(e′)3
·D1

(
u ◦ e

)
=

e
′ ·D2

(
u ◦ e

)
− e

′′ ·D1
(
u ◦ e

)
(e′)3

.

Analogno prethodnom, može se pokazati da važi:

(5)

(
D3u

)
◦e =

1

(e′)3
·D3

(
u◦e

)
− 3e

′′

(e′)4
·D2

(
u◦e

)
−

(
3(e

′′
)2

(e′)5
− e

′′′

(e′)4

)
·D1

(
u◦e

)
=

(e
′
)2 ·D3

(
u◦e

)
− 3e

′′
e
′ ·D2

(
u◦e

)
+

(
3(e

′′
)2−e

′′′
e
′) ·D1

(
u◦e

)
(e′)5

.

Važi tvrd-enje:

Teorema 3.4.3. Neka je e cela diferencijalno-algebarska funkcija i neka je g mero-
morfna diferencijalno-algebarska funkcija. Tada je kompozicija g ◦ e jedna mero-
morfna diferencijalno-algebarska funkcija.

Dokaz. Neka je g meromorfna diferencijalno-algebarska funkcija nad C. Tada po-
stoji diferencijalni polinom p∈C[z, u0, u1, . . . , un], takav da je tačno:

(6) p
(
z,g(z), D(g(z)), . . . , Dn(g(z))

)
= 0.
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Za celu diferencijalno-algebarsku funkciju e razlikujemo dva slučaja. Prvi slučaj je
e
′
= 0, tada je e konstanta i kompozicija g◦e je trivijalno meromorfna diferencijalno-

algebarska funkcija nad C. Drugi slučaj je e
′ 6= 0, tj. kada je e nekonstanta funkcija.

Tada postoje racionalni izrazi `k,j, takvi da je za svaku meromorfnu funkciju u:

(7)
(
Dku

)
◦ e =

k∑
j=1

`k,jD
j(u ◦ e).

Tvrd-enje važi za k = 1, k = 2 i k = 3 kao što je razmatrano u Primeru 3.4.2.(
videti formule (2), (4) i (5)

)
. Dalje, neka za k važi jednakost (7) za odred-ene

racionalne izraze `k,j (1 ≤ j ≤ k). Tada za k + 1 iz D
(
(Dku) ◦ e

)
= D

(
Dku(e)

)
=(

Dk+1u
)
(e) ·De =

(
Dk+1u

)
◦ e · e′

i induktivne pretpostavke dobijamo:

(8)

(
Dk+1u

)
◦ e =

1

e
′ ·D

(
(Dku) ◦ e

)
=

1

e
′ ·D

( k∑
j=1

`k,jD
j(u ◦ e)

)
=

1

e
′ ·

k∑
j=1

D
(
`k,jD

j(u ◦ e)
)

=
1

e
′ ·

k∑
j=1

(
D

(
`k,j

)
·Dj(u ◦ e) + `k,j ·D

(
Dj(u ◦ e)

))
=

1

e
′ ·

k∑
j=1

(
`
′

k,j ·Dj(u ◦ e) + `k,j ·Dj+1(u ◦ e)
)

=
k+1∑
j=1

`
′

k,j + `k,j−1

e
′ ·Dj(u ◦ e)=

k+1∑
j=1

`k+1,j ·Dj(u ◦ e),

pri čemu važi rekurentna relacija:

(9) `k+1,j =
`
′

k,j + `k,j−1

e
′ , `1,1 = 1/e

′
, `k,0 = 0, `k,j = 0 (j>k).

Odatle je npr. `j,j = 1/(e
′
)j (1≤ j≤ k). Dalje, kompozicija f = g ◦ e je jedna mero-

morfna funkcija. Sad uvedimo u razmatranje novi diferencijalni polinom:

(10) p1 = p
(
e, y, `1,1Dy, `2,2D

2y + `2,1Dy, . . . , `n,nD
ny + . . .+ `n,1Dy

)
.

Dokazujemo da je meromorfna funkcija f = g ◦ e rešenje diferencijalno-algebarske
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jednačine p1 = 0. Zaista, na osnovu (7) za z = e važi:

(11)

p1

(
z, f, Df, . . . , Dnf

)
= p

(
e,g ◦ e, `1,1D(g ◦ e), `2,2D

2(g ◦ e) + `2,1D(g ◦ e),

. . . , `n,nD
n(g ◦ e) + . . .+ `n,1D(g ◦ e)

)
= p

(
e,g ◦ e, (Dg) ◦ e, . . . , (Dng) ◦ e

)
=

(
p
(
z,g(z), D(g(z)), . . . , Dn(g(z))

) ∣∣
z=e

= 0.

Samim tim, meromorfna funkcija f = g ◦ e jeste diferencijalno-algebarska nad C.

Napomena 3.4.4. Prethodno dokazana teorema daje tvrd-enje koje je obrnuto u
odnosu na tvrd-enje N. Steinmetza [47]:

Neka su date kompleksne funkcije f = f(z) i g = g(z) takve da je kompozicija
f ◦ g(z) meromorfna diferencijalno-algebarska funkcija, i ako je g(z) jedna
cela diferencijalno-algebarska kompleksna funkcija, tada je funkcija f(z) jedna
meromorfna diferencijalno-algebarska funkcija [47, Tvrd-enje 2.].

Napomena 3.4.5. Primetimo da iz dokaza prethodne teoreme dobijamo sledeći niz
formula:

(12)

(
Du

)
(e) =

D
(
u(e)

)
e
′

(
D2u

)
(e) =

e
′·D2

(
u(e)

)
− e

′′·D
(
u(e)

)
(e′′′)3(

D3u
)
(e) =

(e
′
)2 ·D3

(
u(e)

)
−3e

′′
e
′·D2

(
u(e)

)
+

(
3(e

′′
)2−e

′′′
e
′)·D(

u(e)
)

(e′′′)5

...

Neka je data beskonačno diferencijabilna kompleksna funkcija y = y(x) i neka su
uvedene redom smene x=x(t)=e(t) i u=u(t)=y(e(t)) za kompleksni parametar t.
Tada važi: y

′
x = (Du)(e), y

′
t =D(u(e)) i x

′
t =D(e). Saglasno uvedenim oznakama,

formule (12) dobijaju zapis dobro poznatih formula za implicitno diferenciranje:

(13)

y
′
x =

y
′
t

x
′
t

y
′′

x2 =
x
′
t ·y

′′

t2 − x
′′

t2 ·y
′
t

(x
′
t)

3

y
′′′

x3 =
(x

′
t)

2 ·y′′′

t3 − 3x
′′

t2x
′
t ·y

′′

t2 +
(
3(x

′′

t2)
2 − x

′′′

t3x
′
t

)
·y′

t

(x
′
t)

5

...
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koje su navedene za n = 1, 2, 3 u [17, str. 280]. Primenu navedenih formula za
n = 1, 2, 3, 4, 5 razmatrao je J. B. Reynolds u [16]. T. M. Apostol u članku
[88] navodi vezu eksponencijalnih Bellovih polinomima i formula za parametarske
izvode. Takod-e, u istom članku je dobijena rekurentna formula za izvode vǐseg reda,
koja se razlikuje od formule (9).

Na osnovu Teoreme 2.9.5. i prethodne Teoreme 3.4.3. proizilazi sledeće tvrd-enje
[127] na kojem zasnivamo jedan metod dokazivanja diferencijalne transcendentnosti:

Teorema 3.4.6. Neka je c=c(z) meromorfna funkcija koja je i diferencijalno-tra-
nscendentna nad C i neka je r= r

(
z, u0, u1, . . . , um, y1, . . . , yn

)
racionalni izraz nad

L. Ako su e1, . . . , em cele funkcije koje su diferencijalno-algebarske nad C koje nisu
konstante i ako za b=b(z) meromorfnu funkciju važi:

(14) r
(
z,b(z),b ◦ e1(z), . . . ,b ◦ em(z), Db(z), . . . , Dnb(z)

)
= c(z),

tada je b = b(z) diferencijalno-transcendentna funkcija nad C.
Dokaz. Pretpostavimo da je meromorfna funkcija b = b(z) i diferencijalno-alge-
barska funkcija nad C, tj. b ∈ L. Tada prema prethodnoj Teoremi 3.4.3. važi:

(15) b ◦ e1, . . . ,b ◦ em∈L.
Sa druge strane, prema Lemi 2.9.4. važi:

(16) Db, . . . , Dnb∈L.
Konačno, za racionalni izraz r = r

(
z, u0, u1, . . . , um, y1, . . . , yn

)
nad L važi:

(17) r
(
z,b(z),b ◦ e1(z), . . . ,b ◦ em(z), Db(z), . . . , Dnb(z)

)
∈ L.

Na osnovu jednakosti (14) dolazimo do kontradikcije. Svod-enjem na kontradikciju
sleduje da je b = b(z) diferencijalno-transcendentna funkcija nad C.

3.5 Neki primeri diferencijalno transcendentnih funkcija

U ovom delu izlažemo konkretne primere dokaza diferencijalne transcendentno-
sti nekih klasa kompleksnih funkcija uz upotrebu Teoreme 3.4.6. prethodne sekcije.
Napomenimo da je u većini konkretnih slučajeva dovoljno razmatrati cele funkcije
ei = ei(z) kao linearne funkcije αiz+βi, za αi 6= 0 (1 ≤ i ≤ m) i racionalnu funkciju
r odred-enu kao polinomsku funkciju p nad C

(
primetimo da je C≤L

)
.

Pre svega, na osnovu Hölderove teoreme, primetimo da gama funkcija Γ(z)
nije diferencijalno-algebarska nad C=C(z) poljem kompleksnih racionalnih funkcija.
Budući da je Γ(z) meromorfna funkcija, tada možemo zaključiti da važi:

(1) Γ(z)∈M\L.
U ovom delu suštinski koristimo prethodnu činjenicu i Teoremu 2.9.5. po kojoj je L
jedno diferencijalno polje.
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10. Riemannova zeta funkcija. Polazimo od definicije:

(2) ζ(s) =
∞∑

n=1

n−s =
∏

p - prost

(
1− p−s

)−1
,

za Re(s) > 1. Tako odred-ena kompleksna funkcija može se meromorfno produžiti
na celu kompleksnu ravan i tako odred-ena Riemannova funkcija ima samo prost
pol s = 1 [101]. Za Riemannovu funkciju važi sledeća funkcionalna jednačina [1]:

(3) π−s/2 Γ(s/2) ζ(s) = π−(1−s)/2 Γ((1− s)/2) ζ(1− s).

Na osnovu poznatih jednakosti za gama funkciju [101, str. 492]:

(4) Γ(s) Γ(1− s) = π/ sin πs i Γ(s) Γ(s+ 1/2) = 2
√
π2−2s Γ(2s)

sleduje funkcionalna jednačina:

(5)

ζ(s) =
π−(1−s)/2

π−s/2

Γ((1− s)/2)

Γ(s/2)
ζ(1− s)

= π−1/2+s Γ((1− s)/2)

Γ(s/2)

Γ(s/2 + 1/2)

Γ(s/2 + 1/2)
ζ(1− s)

= π−1/2+s Γ(1/2− s/2) Γ(1/2 + s/2)

2
√
π2−sΓ(s)

ζ(1− s)

= π−1(2π)s
π/ sin

(
π(1/2− s/2)

)
2Γ(s)

ζ(1− s) =
(2π)s

2Γ(s) cos
(πs

2

) ζ(1− s).

Uobičajeno je da prethodnu funkcionalnu jednačinu zapisujemo u obliku [101, str. 9]:

(6) ζ(s) = χ(s)ζ(1− s), gde je χ(s) =
(2π)s

2 Γ(s) cos
(πs

2

) .
Dokazujemo da je ζ(s) diferencijalno-transcendentna funkcija nad C. Zaista, pretpo-
stavimo da je ζ(s) jedna diferencijalna-algebarska funkcija nad C, tj. ζ(s) ∈ L. Tada

ζ(1−s) i ζ(s)/ζ(1−s) pripadaju L; samim tim χ(s)∈L. Takod-e, (2π)s, cos
(πs

2

)
∈L.

Budući da je L polje, to iz (6) sleduje kontradikcija Γ = Γ(s) ∈ L. Odatle sleduje
da je Riemannova zeta funkcija diferencijalno-transcendentna funkcija nad C.

20. Dirichletovi L-redovi. Polazimo od definicije Dirichletovog L-reda:

(7) Lk(s) =
∞∑

n=1

κk(n)
1

ns
(k∈Z),
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gde je κk(n) Dirichletov karakter po modulu k koji odred-uje Dirichletov L-red
[75, str. 244]. Napomenimo da Dirichletovi L-redovi konvergiraju za Re(s)>1
jer je |κk(n)| ≤ 1. Specijalno, izborom trivijalnog karaktera κ0(n) = 1 dobijamo
ζ(s)=L0(s). Dalje, razmatramo Dirichletove L-redove za netrivijalni karakter.
Svaki takav red odred-uje kompleksnu funkciju koja se može meromorfno produžiti
na celu kompleksnu ravan. Važe funkcionalne jednačine [6], [92]:

(8) L−k(s) = 2sπs−1k−s+ 1
2 Γ(1− s) cos(

πs

2
)L−k(1− s)

i

(9) L+k(s) = 2sπs−1k−s+ 1
2 Γ(1− s) sin(

πs

2
)L+k(1− s),

za k∈N . Analogno postupku koji je primenjen za Riemannovu zeta funkciju, pro-
izilazi da su svi Dirichletovi redovi L+k(s), L−k(s) (k ∈N) diferencijalno-trans-
cendentne funkcije nad C. Posebno, navedeno se odnosi na Dirichletovu eta fun-
kciju:

(10) η(s) =
∞∑

n=1

(−1)n+1 1

ns
= (1− 21−s)L+1(s)

i Dirichletovu beta funkciju:

(11) β(s) =
∞∑

n=0

(−1)n 1

(2n+ 1)s
= L−4(s).

Selbergova klasa Dirichletovih redova. U ovom delu razmatramo Selbergovu
klasu Dirichletovih redova:

(12) F (s) =
∞∑

n=1

an

ns
,

za koje važe sledeće četiri aksiome [83]:

(i) Funkcija (s− 1)mF (s) je cela funkcija po s za neki nenegativan ceo broj m.

(ii) Za koeficijente an važi: an = O(nε) za svako ε > 0.

(iii) Postoji funkcija - gama faktor γF (s) oblika:

γF (s) = eiϕqs

k∏
i=1

Γ(ωis+ µi)

za neke k∈N , ϕ∈R, q>0, ωi>0 i Im(µi)≥0 (µi∈C); tako da za funkciju:

Φ(s) = γF (s)F (s),

važi funkcionalna jednačina:
Φ(s) = Φ(1− s).
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(iv) Važi:

a1 = 1 i logF (s) =
∞∑

n=1

bn
ns

gde je bn =0, osim ako je n pozitivan stepen prostog broja tako da važi: bn =O(nθ)
za neko θ < 1/2.

Napomenimo da je B. Conrey u [80] posebno razmatrao L-funkcije, kao potklasu
Dirichletovih redova iz Selbergove klase, za koje je ωi = 1/2 i za koje važi
funkcionalna jednačina:

(13) eiϕqs

k∏
i=1

Γ
(s

2
+ µi

)
F (s) = e−iϕq1−s

k∏
i=1

Γ
(1− s

2
+ µi

)
F (1− s).

B.Conrey i saradnici u radu [120] dali su jednu novu aksiomatiku familije L-fu-
nkcija (nezavisno od Selbergove klase). Napomenimo da, u smislu te aksiomatike,
D.Farmer u radu [121] je razmatrao varijantu5 L-funkcija za koje važi funkciona-
lna jednačina poput funkcionalne jednačine (13). Posebno, za L-funkcije koje je raz-
matrao B. Conrey [80] u slučaju µi =0, na osnovu (4) i (13), sleduje zaključak da su
takve funkcije diferencijalno-transcendentne nad C. Napomenimo da je za pojedine
funkcije iz Selbergove klase, moguće dobiti dokaz diferencijalne-transcendentnosti,
koristeći rezultat S. Banka o diferencijalnoj transcendentnosti odgovarajućih pro-
izvoda gama funkcija [46].

30. Ramanujan-Dirichlet L red. S. Ramanujan [8] je razmatrao τ -funkciju
kao funkciju koja implicitno ispunjava:

(14)
∞∑

n=1

τ(n)qn = q

∞∏
n=1

(1− qn)24

za q=e2πiz, |q|<1. Ramanujan-Dirichletov L-red je definisan sumom:

(15) f(s) =
∞∑

n=1

τ(n)

ns
,

za Im(s)> 0. Funkcija f(s) može se meromorfno produžiti u C na osnovu funkci-
onalne jednačine [24, str. 173]:

(16) f(s) =
(2π)s

(2π)12−s

Γ(12− s)

Γ(s)
f(12− s).

5odred-enu sa gama faktorom γL(s) = P (s)qs

k∏
i=1

Γ
(s

2
+ µi

)
, za odgovarajući polinom P (s)
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Odatle sleduje veza:

(17) f(s) = −π
2s−12

46−s

( 11∏
i=1

(s− i)/ sin
(
πs

)) 1

Γ(s)2
f(12− s),

na osnovu koje, analogno postupku koji je primenjen za Riemannovu zeta funkciju,
sleduje da je f(s) diferencijalno-transcendentna funkcija nad C.

40. Kurepina funkcija. Posmatrajmo Kurepinu funkciju:

(18) K(z) =

∞∫
0

e−t t
z − 1

t− 1
dt,

za Re(z)>0. Kao što je istaknuto u sekciji 3.3 tako odred-ena kompleksna funkcija
može se meromorfno produžiti na celu kompleksnu ravan na osnovu funkcionalne
jednačine:

(19) K(z)−K(z−1) = Γ(z).

Pri tom, funkcija K(z) ima proste polove u tačkama z = −1 i z = −n (n ≥ 3).
Dokazujemo da svako meromorfno rešenje y = K(z) funkcionalne jednačine (19)
jeste diferencijalno-transcendentna funkcija. Pretpostavimo suprotno: K∈L. Tada
y=K(z) ispunjava neku diferencijalno-algebarsku jednačinu:

(20) p
(
z, y,Dy,D2y, . . . , Dny

)
= 0.

gde je p(z, y, y1, . . . , yn)∈C[z, y, y1, . . . , yn]. Saglasno Teoremi 3.4.3., y=K(z+1)∈L,
jer je e = z+1 cela diferencijalno-algebarska funkcija. Na osnovu (19) sleduje
Γ ∈ L. Svod-enjem na kontradikciju dokazano je da je svako meromorfno rešenje
funkcionalne jednačine (19) diferencijalno-transcendentna funkcija. Napomenimo
da je u radu [99] navedeno još jedno meromorfno rešenje posmatrane funkcionalne
jednačine:

(21) K1(z) =
∞∑

n=0

Γ(z−n).

Tako definisana funkcija jeste meromorfna i ima proste polove u svim celobrojnim
tačkama. Prema prethodnom razmatranju ona je jedna diferencijalno-transcende-
ntna funkcija nad C. Navodimo prema radovima D. Slavića i B. Maleševića
vezu izmed-u funkcija K(z) i K1(z):

(22) K(z) =
1

e

(
γ +

∞∑
n=1

1

n!n

)
− π

e
ctgπz +K1(z),
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gde su vrednosti u celobrojnim tačkama date u smislu glavne vrednosti u tački
(sekcija 3.3.). Napomenimo da je u radu [82] Ž. Mijajlović dokazao diferencijalnu
transcendentnost Kurepine funkcije K(z). B. Malešević je u [99] dokazao da su
sva meromorfna rešenja funkcionalne jednačine (19) diferencijalno-transcendentne
funkcije.

50. Alternirajuća Kurepina funkcija. Posmatrajmo alternirajuću Kurepinu
funkciju:

(23) A(z) =

∞∫
0

e−t t
z+1 − (−1)zt

t+ 1
dt,

za Re(z) > 0. Kao što je istaknuto u sekciji 3.3. tako odred-ena kompleksna funkcija
može se meromorfno produžiti na celu kompleksnu ravan na osnovu funkcionalne
jednačine:

(24) A(z) + A(z−1) = Γ(z+1).

Pri tom, funkcija A(z) ima proste polove u tačkama z=−n (n≥2). Dokazujemo da
svako meromorfno rešenje y = A(z) funkcionalne jednačine (24) jeste diferencijalno-
transcendentna funkcija. Pretpostavimo suprotno: A∈L. Tada y=A(z) ispunjava
neku diferencijalno-algebarsku jednačinu:

(25) p
(
z, y,Dy,D2y, . . . , Dny

)
= 0.

gde je p(z, y, y1, . . . , yn)∈C[z, y, y1, . . . , yn]. Saglasno Teoremi 3.4.3. y = A(z−1)∈L,
jer je e = z−1 cela diferencijalno-algebarska funkcija. Na osnovu (24) sleduje6

Γ∈L. Svod-enjem na kontradikciju dokazano je da je svako meromorfno rešenje fu-
nkcionalne jednačine (24) diferencijalno-transcendentna funkcija. Navedenu osobinu
meromorfnih rešenja dao je B. Malešević u [107]. Takod-e, u radu [107] navedeno
je još jedno meromorfno rešenje posmatrane funkcionalne jednačine:

(26) A1(z) =
∞∑

n=0

(−1)nΓ(z+1−n).

Tako definisana funkcija jeste meromorfna i ima proste polove u svim celobrojnim
tačkama. Prema prethodnom razmatranju, ona je jedna diferencijalno-transcende-
ntna funkcija nad C. Navodimo prema radu B. Maleševića vezu izmed-u funkcija
A(z) i A1(z):

(27) A(z) =
(
e

∞∑
n=1

(−1)n−1

n!n
− 1− eγ

)
(−1)z +

πe

sin πz
+ A1(z),

6jer je Γ(z+1) = A(z) + A(z−1) u L, a time je i Γ(z) u L
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gde su vrednosti u celobrojnim tačkama date u smislu glavne vrednosti u tački
(sekcija 3.3.). Napomenimo da je u radu [107] dokazano da su sva meromorfna
rešenja funkcionalne jednačine (24) diferencijalno-transcendentne funkcije.

60. Milovanovićevi nizovi funkcija. G. Milovanović je u radu [73] razmatrao
nizove meromorfnih funkcija uvedene rekurentnom vezom:

(28) Km(z)−Km(z−1) = Km−1(z), K−1(z) = Γ(z), K0(z) = K(z).

Korǐsćenjem ovde razmatranog metoda, proizilazi da su svi članovi tog niza di-
ferencijalno-transcendentne funkcije nad C. Potpuno dualno prethodnom, možemo
definisati alternirajuće Milovanovićeve nizove meromorfnih funkcija koje uvodimo
rekuretnom vezom:

(29) Am(z) + Am(z−1) = Am−1(z), A−1(z) = Γ(z+1), A0(z) = A(z).

Korǐsćenjem ovde razmatranog metoda, proizilazi da su svi članovi tog niza difere-
ncijalno-transcendentne funkcije nad C.

70. Gautschi-Waldvogel familije funkcija. W. Gautschi i J. Waldvogel
su u članku [90] razmatrali familiju integrala:

(30) I(α, x) =

∞∫
0

e−t tα

t− x
dt,

za α > −1, x > 0, pri čemu se prethodni integral računa u smislu Cauchyeve
vrednosti nesvojstvenog integrala (zbog singulariteta u tački t=x>0). Tako odre-
d-ena familija integrala za fiksirano x>0 ispunjava funkcionalnu jednačinu:

(31) I(α, x) = xI(α−1, x) + Γ(α).

Samim tim, za fiksirano x>0 funkcija f(α) = I(α, x) može se meromorfno produžiti
na celu kompleksnu ravan i tako odred-ena funkcija, shodno razmatranom metodu,
jeste diferencijalno-transcendentna funkcija nad C. Potpuno dualno prethodnom,
možemo definisati alternirajuću Gautschi-Waldvogel familiju integrala:

(32) J(α, x) =

∞∫
0

e−t tα

t+ x
dt

za α > −1, x > 0. Tako odred-ena familija integrala za fiksirano x > 0 ispunjava
funkcionalnu jednačinu:

(33) J(α, x) = −xJ(α−1, x) + Γ(α).

Samim tim, za fiksirano x>0 funkcija g(α) = J(α, x) može se meromorfno produžiti
na celu kompleksnu ravan i tako odred-ena funkcija, shodno razmatranom metodu,
jeste diferencijalno-transcendentna funkcija nad C. Takod-e, svi rezultati iz rada [90]
vezani za I-familiju integrala mogu se preneti i na J-familiju integrala.
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80. Hadamardova faktorijalna funkcija. Hadamardova faktorijelna funkcija
je definisana na sledeći način [23]:

(34) H(z) =
1

Γ(z − 1)

d

dz
log

(
Γ
(1− z

2

)
/Γ

(
1− z

2

))
.

Može se pokazati da Hadamardova faktorijelna funkcija ima samo otklonjive singu-
laritete, pa je možemo u tim tačkama dodefinisati do cele kompleksne funkcije. Pri
tom, Hadamardova faktorijelna funkcija ispunjava sledeću funkcionalnu jednačinu:

(35) H(z + 1) = zH(z) +
1

Γ(1− z)
.

Korǐsćenjem ovde razmatranog metoda, proizilazi da je Hadamardova faktori-
jelna funkcija diferencijalno-transcendentna funkcija nad C. Napomenimo da se
Hadamardova faktorijelna funkcija H(z) i Eulerova faktorijelna funkcija Γ(z)
podudaraju na skupu prirodnih brojeva. Takod-e, moguće je naći još primera mero-
morfnih (celih) funkcija koje se podudaraju na skupu prirodnih brojeva sa Eu-
lerovom faktorijelnom funkcijom Γ(z). Jedan primer takve diferencijalno-trans-
cendentne funkcije navodi P. Luschny [128].

90. Barnesova G funkcija. E. Barnes definisao je G-funkciju u obliku proizvoda
[5]:

(36) G(z + 1) = (2π)z/2e−(z(z+1)+γz2)/2

∞∏
n=1

((
1 +

z

n

)n

e−z+z2/(2n)

)
,

gde je γ Eulerova funkcija. Barnesova G-funkcija je jedna cela funkcija i ona
ispunjava funkcinalnu jednačinu:

(37) G(z + 1) = Γ(z)G(z).

Korǐsćenjem ovde razmatranog metoda, proizilazi da je Barnesova G-funkcija di-
ferencijalno-transcendentna funkcija nad C.

100. Primeri tabličnih integrala. Izdvojimo neke integrale iz tablica inte-
grala [25] i [33], koji su diferencijalno-transcendentne funkcije po kompleksnoj
promenljivoj p. Prvo dokažimo da sledeća meromorfna funkcija:

(38)

∞∫
0

xp−1

ex − 1
dx = Γ(p)ζ(p)

jeste jedna diferencijalno-transcendentna funkcija nad C. Navedeno sleduje prema
razmatranom metodu uz korǐsćenje funkcionalne jednačine:

(39) ζ(1− p) = 2(2π)−p cos(
pπ

2
)
(
Γ(p)ζ(p)

)
.
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Koristeći ovde razmatrani metod izdvajamo deset primera tabličnih integrala po
parametru7 p, koji su diferencijalno-transcendentne funkcije nad C.

f(p) parametri
∞∫

0

xp−1

eax − 1
dx =

Γ(p)

ap
ζ(p) (Re p > 0,Re a > 1)

[25]860.39

[33]3.411/1
∞∫

0

xp−1

eax + 1
dx =

Γ(p)

ap

(
1− 2

2p

)
ζ(p) (Re p > 0 , Re a > 0)

[25]860.49

[33]3.411/3
∞∫

0

xp−1

sh(ax)
dx =

2Γ(p)

ap

(
1− 1

2p

)
ζ(p) (Re p > 1 , a > 0)

[25]860.509

[33]3.523/1
∞∫

0

xp−1

ch(ax)
dx =

2Γ(p)

ap
β(p) (Re p > 0 , a > 0)

[25]860.539

[33]3.523/3

∞∫
0

xp−1e−ax sin(mx) dx =
Γ(p) sin(p θ)

(a2 +m2)p/2

sin θ = m/r, cos θ = a/r,

r = (a2 + m2)1/2,

(Re p > −1 , Re a > |Im m|)

[25]860.89

[33]3.944/5

∞∫
0

xp−1e−ax cos(mx) dx =
Γ(p) cos(p θ)

(a2 +m2)p/2

sin θ = m/r, cos θ = a/r,

r = (a2 + m2)1/2,

(Re p > 0 , Re a > |Im m|)

[25]860.99

[33]3.944/6
∞∫

0

xp−1e−axsh(mx) dx

=
1

2
Γ(p)

(
(a−m)−p − (a+m)−p

) (Re p > −1 , Re a > |Re m|) [33]3.551/1

∞∫
0

xp−1e−axch(mx) dx

=
1

2
Γ(p)

(
(a−m)−p + (a+m)−p

) (Re p > 0 , Re a > |Re m|) [33]3.551/2

∞∫
0

(
(a+ ix)−p − (a+ ix)−p

)
sin(mx) dx

=
πimp−1e−ma

Γ(p)

(Re p > 0 , Re a > 0 , m > 0) [33]3.769/1

∞∫
0

(
(a+ ix)−p + (a+ ix)−p

)
cos(mx) dx

=
πmp−1e−ma

Γ(p)

(Re p > 0 , Re a > 0 , m > 0) [33]3.769/2

7vrednosti ostalih parametara smatramo fiksiranim
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110. Niz funkcija Hk(z). Posmatrajmo niz meromorfnih funkcija:

(40) Hk(z) =
∞∑

n=0

1

(n+ z)k
,

za k = 2, 3, . . . . Prethodni niz funkcija, za realne vrednosti z=x∈ (0, 1], podudara
se sa nizom vrednosti Hurwitzove zeta funkcije ζ(k, x) za k = 2, 3, . . . [101, str. 41].
Dalje važi:

(41) Hk(z) =
(−1)k

(k − 1)!
Dk ln Γ(z) =

(−1)k

(k − 1)!
Dk−1

((
D Γ(z)

)
· Γ(z)−1

)
,

saglasno [33] (8.363/8). Dokazujemo da niz funkcija Hk(z) jeste niz diferencijalno-
transcendentnih funkcija. Posmatrajmo niz izvoda:

(42)

H2(z) =

(
D2Γ(z)

)
Γ(z)−

(
D Γ(z)

)2

Γ(z)2

H3(z) = − 1

2!

(
D3Γ(z)

)(
Γ(z)

)2 − 3
(
D2Γ(z)

)(
D Γ(z)

)
Γ(z) + 2

(
D Γ(z)

)3

Γ(z)3

...

Na osnovu (41) moguće je odrediti k-ti član prethodnog niza Hk(z) u obliku:

(43) Hk(z) =
(−1)k

(k − 1)!

pk

(
z,Γ(z), D Γ(z), . . . , DkΓ(z)

)
Γ(z)k

,

za neki polinom pk = pk

(
z, u0, u1, . . . , uk

)
. Odatle k-ti član niza Hk(z) ispunjava

netrivijalnu diferencijalno-algebarsku jednačinu:

(44) pk

(
z,Γ(z), D Γ(z), . . . , DkΓ(z)

)
+ (−1)k−1(k − 1)!

(
Γ(z)

)k
Hk(z) = 0.

Na osnovu prethodne diferencijalne jednačine, Γ(z) jeste diferencijalno-algebarska
nad C〈Hk〉. Navedeno dovodi do zaključka da je Γ(z) diferencijalno-algebarska
jednačina nad C, što je kontradikcija. Samim tim, dokazana je diferencijalna-trans-
cendentnost niza funkcija Hk(z).
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286-288.
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Eliminacija kvantora, 24
za teoriju ACF, 25
za teoriju DCF, 56

Glavna vrednost u tački, 77
gama funkcije, 79
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Kurepine funkcije, 81
alternirajuće Kurepine funkcije, 83
Riemannove zeta funkcije, 84
Casimirova energija, 85

Kompletna teorija, 37
modelski kompletna, 38
podmodelski kompletna, 39
Robinsonov kriterijum, 39
Blumin kriterijum, 40

Modeli, 34
elementaran podmodel A ≺ B, 35
elementarna ekvivalencija A ≡ B, 35
izomorfizam modela A ∼= B, 35
prosto raširenje, 36
teorija modela Th(A), 35
utapanje modela A −→ B, 35
zasićeni modeli, 38

Polinom, 3
stepen polinoma deg, 3
visina polinoma, 15
pseudodeljivost polinoma, 6
minimalni polinom elementa polja, 10

Polje
aksiome teorije polja, 1
algebarski element, 9
algebarski nezavisni elementi, 19
algebarski zatvoreno, 16
algebarski zavisni elementi, 19
algebarsko zatvorenje polja, 17
diferencijalno-algebarskih elemenata L,

66
korensko polje, 13
polje algebarskih brojeva, 14
polje racionalnih izraza F(x), 5
polje razlomaka nad skupom, 12
transcendentni element, 9
unija lanaca polja, 16
ured-eno polje, 1

Prsten

ideal prstena, 2
količnički ideal I : a, 3
prsten polinoma F[x], 4
prsten polinoma nad skupom, 12
zasićenje ideala I : a∞, 3

Raširenje polja, 9
algebarsko raširenje, 9
prosto algebarsko raširenje, 11
prosto transcendentno raširenje, 11
transcendentno raširenje, 9

Skup
prirodnih brojeva N , 2
celih brojeva Z, 2
racionalnih brojeva Q, 2
algebarskih brojeva A, 14
realnih brojeva R, 14
kompleksnih brojeva C, 5

Teorema Lürotha
u teoriji algebarskih polja, 19, 29
u teoriji diferencijalnih polja, 66

Teorija, 34
ACF, 25
DCF, 54

Transcendentna baza raširenja, 20
stepen transcendentnosti tr.deg, 21


