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Redrvanje sistemnn linearnih 2algebarsirih Jjednadina predstave
1ja problen: koji zzuzina znacajno uiesto u prakticno] natens-
tici. On se Jjavlja kod analige izvesnih fizifkih sistema ¢i-
ja se ponesanjz matematickl definisu sistemom linearnih al-
gebarskih jednadina. Ovo se naroc¢ito odnosi na probleme iz
raznih tehnid¢kih nauka kao sto su: ispitivanje elelttricénihn
mreza U elektrotehnici, proradun resetkastih nosacda u madin-
skoj tehnici i gradjevinarstvu itd. Sistemi linearnih alge-
barskih jednadina takodje se javljaju u sloZenim numerickim
postupcima koji sluze za redavanje nekih matematiékih proble-
ma. Ovo Je slula] kod problema eksponencijzalne aproksimacije
1 interpolacije, odredjivanja integracionih konstanti kod re-
sevanja diferencij-inih jedns3in-s 4 njihovih sistenia 1 dr.

Fosenan zn.taj imsju sistemi linearnih algebarskih jednadina
kod redavenj. izvesnih sloZenih matematickih problemz, kada
se resavonje ovih poslednjih zamenjuje redsavanjem odgovare ™
¢eg aproksimativinog sistema linearnih algebarskih jednadina.
Kajpoznatlje primene ove vrste su u oblasti numeridkog resa-
venja parcijeinih 1 obicdnih diferencijalnih jednalina sa gra.--
ni¢nim uslovima, regavanje integralnih jednadina, problemi
koji se resavaju metodom najmanjih kvadrata itd.

58 Teoriskog stznoviita, problem refevaniz sistema linearr-’
algebrrskih jedneafina je relativno prost. Poznato Jje, da je-
den sistem od nnehomogenih linearnih algeb rskih jednadina
sa n newnoznztilh je odredjen zko je njegovs determinanta raz-
1icita od nule. Redenjz su tads tzadno definisana Xramerovim
pravilom. |
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7a praktilno resavanje silistema linesrnih algebarskih jedna-
¢ina postoji veliki broj ragnovrsnin metodajig?. One su na-
stale u teZnji da se savliadaju mnogobrojni »roblemi i ted-
kZode na koje se nrilazi kod praktidnog resavanja sistena,
fed ju svim tedkodama Jednu od najvesih predstavljaju tzv.
loge redljivi sistemi, poznati u rusko] literaturi pod nazi-
vom,AI0X0 O8ycAOBAcHHRE cucTeMH”, v engleskoj kao "ill-con-
ditioned systems® & u francusko]j "les systéms malcondition-

nést,

U ovom radu bide izloZeni izvesni probiemi xojli se odnose

na lode regliive sisteme linearnih algebarskih jednadina,
Bicde obuhvaltene nelre glevnije karakteristilke ovih gsistema i
metode koje sluZe za njihovo resavanje. Ova]j rad je proiste-
kao kao rezultat desetogodidnjeg iskustva koje sam stekaso u
odeljenju zz nunericku analizu Instituta za nuklearne nauke
"RBorig Hidrid", baveéi se problemom reSavanjs sistema line-
arnih algebarskin jednadina, i radovs /2/, /3/, /4/, /5/,
/6/ i /7/ iz ove oblasti, koje sam u tom vremenu objavio.



2. OS50RITE IO0SE RESLJIVIH SISTEIA
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Praktifno refavanje sistema linearnih algebarskih jednacdina,
koje se moZ2e izvriiti nekom oc mmogobrojnilh metoda koje po--
stoje zr ovw svrhu, daje obizno pribliznea redenjia sistema.
Taznost refenjs proverav se n»jjednostavnlje zanenom dobije--
ninh rezultats v redavani sistem. Xvalitet resavanja najdesde
se ocenjuje na osnovu togs kako refenjs zadovoljavaju jedna-

Sine sistema.

Ovilev postupek provere t:inosti resenja moze u izvesnim slu-
Sajevinme da dovede do rezlnih zakljudaks PFostoje, medjutim,

1 takvi sistemi kod kojin ovakvo ispitivanje daje sasvim po—

gresne zz2kljudke., Kod ovih sistema moze se dogoditli da, iako

su jednacine relativno daobro zadovoljene, greske u dobijenim

rezultatima mogu plivi ogroume tako da su ova redenja potpuno

neupotrebljiva. Jledeci primer to najbolje ilustruje.

Pogmatraimo sistemn:

121734 X+ 169217 Xy + 176624 X3+ 166662 Xy = 634237
1692170+ 235222 X3 + 245505 X3 + 231653 Ly = 881597
(1) 176624 X4+ 245505 X, + 256423 X3 + 242029Xy = 920581

166662 X+ 231653 X7+ 242029 Xy + 228474 Xy = 868818

il

Tacnz Tresenja ovog sistema suXy=X,=*Xa2= X4 1. Medjutinm,

ako se u jedna?ine uvrste sledede vrednosti:
X + 130214370
Y, = - 78645876
(2) Xa= =~ 32701403
X4y= -+ 193S5331

I

sistem ¢e biti relztivno dobro zadovoljen jer razlike izmedw.
levilr 1 desnih strana jednasCina iznose + 1. To drugim reclima

znadi da, ako se u sistemu (1) za kolonu apsolutnih &lanova

uznu vrednostil:



1

e 634238
A 3831596
(3) 7, g2 0580
he= 868819

}

Il

tadna refenja ovog sistema bide vrednosti (2).

Ovaj primer ilustruje vrlo jasno i drastiino jJednu od osnov-
nih 1 u isto vreme najnenprijatnaijinh osobinse lose regljivih
sistema. To Je, ponovo dz istaknemo, ogobinea koja Je karakte-
rigana time 3to se »priblifma reSenja razlikuju vrlo mnuogo od
tadnih redenja sistema 1 pored Ttoga sto Jje sigstem relativno

dobro zadovolijen pribliZnim redSenjima.

Gornji primer tazkodje ilustruje jos Jjednu osobinu, ne manje
neprijatnu cd gore pomenute, Xoja se sastolli u tome sto ma--
le promene u zpsoluinim Zlanovima izazivaju ogromne promene

u refenjima.

Wermgode koje iz ovakvih ogobina 1o3e resfljivih sistema pro-
isticu, odigledne su. Zbog toga se loge resljivim sigstemima

i nosveéuje posebns pazZznja u przktiZnoj matematici.

Frovleml, XoJji se javljsaju u vezl lose resljivih sistema,

mogu se razvrstati u sledeée grupe-

-~ ocenjivanje kvaliteta resljivosgti gistema;
- transformacije lode rwesljivih sigsteme u cobro regljives

- resavznje lofe regdljivih sgsistema,.

Ocenjivanje kvalitetza redljivosti sistema linearnih &z lgebar-
skih jednadinz vrgi se pomodéu izvesnih niihovih karaXteristi-
ka koje pruzaju praktiZne mogudénosti za to. Pored ovih, po-
stoje takodje 1 ogobine koje imaju Zisto teorigki zZnafaj. U
ovom poglavlju bice razmztrana i jedna i druga vrsta kerakteri.

stika loZe rezljivih sistema.
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2.1. Sopstvene vrednosti matrice lofe resljivih sistema

Hogudénost ogrommih grefaka u refenjima, 1 pored toga Sto Je
gigtem relativno dobro zadovoljeir. nanred Je prikczana kao
jedna od osnovnih i najneprijatnijih osobina loSe resljivih.
sistema. Ova pojavza wmedjutim, ne bi se mogla strogo defini--
sati koo osobina jer se ona ne javlja obavezno ved samo po-
stoji moguénost njienog ispoljevinja. Ona je u stvari posle-
dica dizvesnih sustinskih osobina koje karakterisu lofe re-

&1 jive sisteme.

Za analizu mogucnosti gredala u refSenjima sistema linearnih

algebarskih jedn:acina sluzi definisanje domena u kome se mo-
gu kKretatli greske u refdenjima . odredjerne vyednostli gregaka
u jednadinama. Veliline kojims se definise domen gregakz, ka-

rakteridu ns izvestan nalin kvalitet resljivosti sigtema.

Pre nego $3v0 se preije na problem domena grefike, potrebno je
izvrsiti izvesnu klasifikaciju gresaka u sistemina linesrnih

algeb-rskih Jjednz2ina,

Froblen grupisanj: gregaka zanimaso je vrlo ugledne autore.
Jedonn od najpoznatijih radova na ovom polju je ¢lanak od von
Veumann—a i Goldstine-a /8/. U njeizu se izmedju ostalog ras—
pravlja o Tipovima greszla kada se nelkdi naudni problem reda-
va nuumerickim rocunom. U nesewm slucaju, posto polazimo od to-
ga da je problem ved sveden ni linearni oblik, broj tipova

grefizka moZe da se svede na dva /9/:

a) GreZke koje su posledica grefska u koeficijentima i
jS g

apsolutnim c¢lanovinajg

b) Gredke koje su ;osledica pribliZnih izradunavanja u

procesu reiavanja (radunslke greike).

U svome radu /7/, analizirao szm domen gredke u redenjima si-
stenz linearnih &lgebirskih jednalina uzimajuéi u obzir radun--
ske gresgke Radi konciznijeg izlaganja korisien je matridni

oblik predstaovljania.
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Neka je dzt sistem linezranih algebsrskih jednadine:
gde su:

ﬂa_ realna Irvadratng matrica

xf I—dimenzionalni olona vektor, Zije komponente
predstav jaju nepoznate;

.n.u‘... .

LH -7 ~dimenzionalni kolona velttor, 3ije komponente

predstavijaiu apsolutne ¢lanove.

Predpostavimo da smo dobili pribliZho redenje sistema (4),

predstrvljeno ve“'cmwm1ﬁQL 7, ATmen on veﬂtor;ﬁlkﬁu sistem (4)

dovija se I vektor gresalka u jednalinams:

—f

(5) E=6-4A-Xp

Foguatralino zbiy kvadrots gresalz u jednadinama, koji je
oridctenjen matridne simbolike predstavlijen slededinm izra-
7 O ¢

(6) o ,5;..5

oéigledno je da je C u (6) uvekx pogitivan bro].
Zamena (4) u (5) = zatim (5) u (6) daje

(7) QQI:.):pi A /4 fﬁ *;rﬁif C.

Izrazs (7) predstavlja sa geometriskog stanovigta jedan /1-
~dimenzionalni e%}pggid jer jegﬁfué uvek pozitivno definit-
na matricqs. Kakm.ifﬂjiﬁmreugumvlja vektor gresaka u refenji-~
mz, to je iz (7) ofigledno dz je zz odredienu vrednost zbi-
ra kvadrots: gredalm u jednadinena (velidina ), geometrisko
mesto gredaka u redenjima predstavljenof -~dimenzionalnim
elipsoidon. ‘a osnovu toga, maksimalna vryednost koju moZe

imati vehﬁole}ifﬁjednaka je najvedoj poluosi elinsoida, a
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minimeina najmenjoj, pa Jje domen u kome moZe varirati vel-

- = ~3

tor .- ¥y definisan sledeéim igrazoms

, !
L VR I I I R -V =
(&) o P s A pl= i)
|y IEX) R
gde su:

,., Lt
Amax~ neiveda sopstvena vrednost matrice A A
1& : : : . : . 4

M - najmanja ! i 3
} X~ Xz~ norma vektora X -~ Xp. .
4

Poznato je dz sopstvene vrednosti matrice A - A moraju uvek
- - - = - - » - wr - 2! ' L] [T »
biti pozitivni realni brojevi zazto %to je A Asimetridna i

pozitivno definitns matrica.

Prema (8) dobija se slededi izraz zz odnos koji moZe posto-
e

i
jati dzmedju zbirs lvadrata gresSaka u redfenjima i jednadli-

nama.:
! 2
] = (K -Lgtr) 1
(9) _-f < A=71 ' < - .
Amax e A e
T . “-—-‘:
L=

1z izraza (8) i (8) moZ%e se zakljuditi da nzaijveda i najma-
njz sopstvena vrednost matriceﬁiﬁﬁl(/\je matrica sistema)
predstavijaju na izvestan nadin meruv lkvaliteta resgljivosti
sistema linearnih z2lgebrrskin jednadina, Ofigledno Jje da Cde
loSe regljivi sisteni biti ker lterisani time Zto Je kod njih
odnog izmedju najvede i najmanje sopstvene vrednosti matrice
fﬁf*ﬁl vrlio veliki. MWasuprot ovome, ako Jje xi.ortogonalna
matrica, onda je, leo sto Je poznatogﬁtéil(l—-;Mﬁjmiéna ma-
trica), pa sSu sve sopstvene vrednosti bdxﬁfﬁﬁ%u ovom sludaju
1 a2 1 njihov medjusobni odnos je takodje 1. Eako je ovo naj-
manji moguci med jusobni odnos izmedju sopstvenih vrednosti
matrice;&.{-/ﬁH o¢irledno je da gisten Cije e matrica orto-

gonalia precstavljs najbolle odnosizo 1dealno redljiv sigten,.

OdﬂOS-AJHG{/ﬁ‘ﬁﬁﬁf moze imati vrednosti




edriceti bliZe levo] granici odgovarsju dobro vesliivim si-
O e

T
stemine a bliZe desnold gronicl loge resljivim sistemime.

medjutim, odmah nanonienutl da sopsivene vrednosti na--

=3

reba.

trice pruZaju vrlo male mogudénosti za pralrtifno igpitiveanie

valiteta refliivosgti jer, keao “to Jje poznrto, oGredjivanje

f.'_'._

sopstveniih vrednosti matrice predstavlija daleko gloZeniii i

tezi problem nego Jto Je refavanie sistemn linearnih algebar-
siih Jjecdnalina.
Frema tome, 1ako sopstvene vrednosti matrice karakterisu na

odredjen nalin lonse redljive sisteme, one imaju &isto teori-

ski gnaztaj u ispitivanju loSe rezljiivih sistena.
2.2. Determinanta Jlose regsljiivih sistema

W »
e

jedna>ina %ija
nioblenm kod praktiinog resavania.

Davno je ved uodeno /lo/ da sistemi linearnih algebarskih
je determinsnta mala predstavijaju poseban

Vredinost determinante (kods Je razlidita od nule) sane za

(W'
sebe, medjutim, ne daje uvek podatke o xvalitetu wredliivosti
igtema. Ona sge mozZze proizvoljno menjati mnoZeci jednadline

sigtema proizvolinim falttorima i njene vrewtnost moZe se na-

1

Siniti velikom koliko se Zeli a da se pri tome reSenja ne
promene.

Dz bi determinanta sistema bila pouzdan kriterijum redljivo-
sti sistewa, treba izvrZiti svodjenje (scaling) sistema i to

na slededi nadin:

“ko je datl sistem:



il*:h---.-‘:'u.‘}:”,f’;_ _,..-}':! *-...j_f:{*—::?? + - ‘:2 f}? If? - ‘,{1.*
2 2 e
(11) Rop- X ot Ao ‘(é FlLdg Ay =22

posle svodjenja dobijs se:

cde sus
(?3) & - LTk i ;‘:”?!_ ” L
B Yl T 2N )
; ,,;L ":‘.‘{"r*:: j*r"'-? E2 iy 7,4{—, ; }?
\-;:-i':_:; _j{/
s
£ - .
(14) Sy = T T 12 ., 7T
. - F
; T "CZ'Z .-’:-'—/4
i\. f'I’J J -

Posto gvedeni koeficijemtiafgé imaju slededéu osobilinu

o

. ) | | r

RS S
J=7 |

to determinente sistema (12) mo¥e imeati vrednosti 1zmed ju

+ 1 i - 1 ukljucujuéi i granice, £to dokazuje Hadamard-ova

glasi /11/:

(v

teorema koj

n Fdi3 ~ 7
5 - - : Ll oz 2
(16) Edtffféﬁ}i‘: 12, za 'Ci=[77, Qe
i [ ] ‘. — "."
; f:_j

Premz tome, determinonta svedenog sistena (12) moZe se koris-
e

=t

titdi %20 jedna vrstz mere regliivogti sigtemz. sliivost si--
stema direlttno Jje sraznerns apsolutno] vrecnosti determinante
svedenog sistens. To znaldl da najovoljiu regljilvost d1maju onil
sistemi kod kojin apesolutna vrednost determinante svedenog
sistema iznosi 1. Xao Z2to je poznato, ortogonalne matrice
odilikuju se time d- njihova determinante ima vrednogt 1.

Tsto ta2ko iz prethodne tadke poznzato Jje dz =u sistemi, ¢ija



[
O

sz ortogonalns, idealno resljivi. Yakle, kod ideal-
tema apsolutna vrednost determinante svede--

55
ima vyednost 1.

Yoo zrkljiudsll mofe se izvesti da spsolutna vredinost deter-
minante svedenog sistems precstavlja direlrtnu meru regljivo-
2 e ove vrednost je bli-

Med jutim, ovz osobina ceterminznte sistema ima vise teorij-
ski nego prm?blonl zrnct2d Jjer je v praksi vrlo tesko sa do-
volinon ta3nogéu odrediti malu vreunost determinante. Ipaly,
izvesnl numeridiki postupci omogudavaju odredjivanje priblid-
ne vrednostl determinante nesvedenog gsigtema i to 720 spore-
dan rezultat procesa reSsvanja sistema Jjednaline . Tako, na
primer Bznshijevitiev postupak, pruZ:s: mogucnost pribliZnog
izradunzvanizs determinante. Ova vrednost dobija se mnoZenjem

“lanov: n. ~lavnod dijagonall matrice koja ce doblija na kra-

ju nrocesa. T neke druge direkine metode pruZ-ju na irvestan
nadin moguénost izrazdunavaniz »ribiifne vrednosti determinan-

U svim ovim slucujevinz radi se o determinantl nesvedenog
sistema. FPofto za odreliivanlie kvaliteta redliivogsti siuzi

3
determinanta svetenogs sistena, oni se 1z determinante nesve-
den

og sistema dobiiz na sledec¢i nadin:

et

(17) - ,Tﬂﬂiif_¢“"

0o
of
D
0
-

i
Y

Ly r - determinants svedenogz sistena
/A = deterninants nesvedenog sistema

Ay - ¢lanovi nesvedene matrice sistema
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2.3, Uporedlenje gopstvenih vrednosti nintrice 1
det rrinonte ki~ nere redljivosti sistenn

Dy 842 su izloZfenc dve velliZine koje riogu sluziti kno tiere
re§731'“st1 sigter linearnih ~lgebirskih Jednzéinn i koje

2ju vide teorijeki nego proktidénl zn~¢aj Treb-l: bi ole-

(¢

T u pogledu kva..

et

y
by

B

b
kivatl du obe veliline pruZoju isti z<klju
i s edjutin,

j!
9
t

+3

)]

litetn resljivosTtl sistens 2z jedon i e

L1,
uporedjujuci ove veliline opaz se da zzkljudek o kvalitetu

[

redljivosti nije istl zz cobhe mere red3ljivosti. Slecedi pri-
rer ¢e to pokagati.
Posuatrajus nojpre jednu dijaghrnnlnu watricu drugog reda

b
? . r j"‘}".

T e ! . . I H
- : : “ . ;
. | .k
B , . ‘ ’ H 1 T .! _..,.,-5' ! k -.
B ., B L] ) '
. L .

- -

Sprovaodedl postupnk zo cdredjivonje nere reiljivosti siste-
na porodu goepstvenih vrednogti wztricz, dobija se

" :-"'{ .l
AR o

g

o AR
H L iz
’ Z

S opstvene vrednosti ziotrice -ﬂfﬂﬁ% su
S e = ";}.i ._;":L il = f <
p& je unern: resljiv.asti
"" vy gt g
}? IYif e} !‘“‘2

“

Medjutin, korigtecl determinantu kzo meru redljivosti dobije

ge drugi rezultat.

Kao prvi korak kod 2drecdjivonje nmere resSljivosti ponodu
determinoante, vrsi ze, ko &tn je napred napcmenuto svode-
nje sistema. Foidt~ je posmatroanc matrica 4 dijagonalna, to

se njenin svodjenjern: dobija jedinilna matricz drugega redas

=l 7l
pa je njena deterrcinanta

‘\

i

T‘-{f.ﬂ"'%"\
T
O Y
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Vvrednosti:. = 1 upotrebljiena kao mera r
da gsistem Cije je matrica Jjednaks matri

gl 8
)

z.
predstavl idezlne dovbro redljiv sisT
UL

el
S olr
- »c

logilan zakl]

o ovor isvtog zakliulka dolazi se 1 koriscerjem sopstvenih
vrecnostli matrice koo mere resljivosti sistens ako se ovo

primeni ns svedenl sistem. T ovom primeru matrica svedenog

sigtena je Jediniinz pa su sopstvene vrednosti matrice
:“?145”’;12i 'j

pa je i merzs redljivosti powmocét. sopstvenih vrednosti

odnosno ista kao ona koja se doblja pomodt determinante

nelizirajuéi rezultote iz prikazanog primera stide se uvuti-
sak da se resljivost sigtema nenja 2ko se sistem pomozi di-

.
}ﬂ - - ——

jagonalnon mna 1A A s oo o dati prine
ag Inom matricom / 7 jer datl prinerx
: 1 T ;ig1 =3 o o 't =1 D % 0 o, - ! 1-t
pogle miorenisa ateris watricomnm posiavranl sigtem
nostac Je idealno req131v9 QG O8No ngeﬂowc matrica se preo-
brzzila u Jjediniinu matricu. Mecdjutim, ova] wtisak kao i raz-
1iko u zalliundcima o redljivosti Foje daju ove dve mere re.-

Siiivostl v sustini su posgledica Xarokxters ovih dveju mera.

Yeo “to je naored pnolozanno gonstvene viedrnosti strice nor-

('D

malivovanog sisterz su u nrvom refu XorisSdene za odredjiv&nje
domens greslke U redenjimy sistenszs Jjednaiina. Pored eksiremnih

sopstvernin vrednosti., u definisznju

ik

/

omena greske. Ikno £to
1

G
se vidi iz dzraz (o): ulestvuje i velidins © kojs precstav-

-~

1je zblr kvadratn grefals 1w jednadinama. Falko 1 velicina

I:I\

nodlefe promen:ua “hda se jednedine mmoZe faktorimz evident-
no je d= ¢e se moratl promeniti 1 domen greile u refenjime.
Prens tome, sopgitvene vredinostli norualizovans matrice siste-
m2 kao mera resljivosti arokteridu samo Tzl sistenr 1 svako

mnozenje jednacina Ifaktorima moZe u opStem sludzaju da promeni
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vrednost ove mere.

Determinanta svedenog sistema, medjutim, kao mera resljivo-
sti ima mnogo objeirtivniji karakter. Heka je = matrica datog
sigstema. &iji su Zlanovi {,, é:'-—- 12,..,7 = j,_:_f"*_"f?} . Deter-
minanta svedene matrice, kbja predstavija meru fé%ljivosti
za dati sistem, izradunava se pomodu izrcza (17). Ako je

(18) AL =LA

gde je L' dijagonalna matrica, ¢iji su élanov1’fw(ﬁ i”wﬁy
bilo kojl realni brojevi razlifiti od nule, i determinanta
svedene matrice od.&@ imaece istu vrednogt koo i determinan-
ta svedene maztrice od A jer je prema (17):

- {7) .
a9y Oeg ol L frida
(S o VYD
I £ . 2 i fl' ’ .z
(=4 k;l—:-r ‘:// <1 { - Qi;
J._
gde su: '

;Ef”uudetermln nte matrice A1,

(jg ~ &lanovi metrice A4,
Ap - determinsnta matrice.D

Podto je A, = ld“
f:.t{
determinanta dijagonzIne matrice I , to se zamenom (20) u

Aa
(20) A‘{ H(ZC?)}

kao u izrazu (17). DPremz tome, vellclnazﬁﬂfge invarijantne

(1S) i skradivanjem dobija

na transformacije matrice prikazane izrazon (18). Zbog toga,
determinanta kao mera redljivosti ima objektivniji kasrakter

LV

u ocenjivanju resljivosti sisvema,
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o 4., Inverzna matrica sisteme kao mera redljivosti

Toznato je da se inverzna matrica u linearno]j lgebri kori-
sti za ilzratunavanje uticaja gresak: apsolutnih lsnova na
tadnost refenje Oval nroblen 0péirﬂo je obradio Dwyer 9/,
/12/. ovde de biti ukratko prilkazan.

Yeka Je dat sgsisvem
.—5..
(2 3') Lt L *-_é
gde su
A - matrica sistema:
=T
Y - kolona velktor resenja;
A - kolona veltor apsolutnih &lanova,

iko su gredke u zpscolutnim 3lanovina date kolona vektorom &g
tad: demo, umesto jednadine (21) imati

r

(22) A X+

f

= b d,

Oduzimenien (21) od (22) dobija se

(23) > 7
J‘Z'E'-.'XEFér'
tako da se za dizracunavanje kolona vektvora gresaka u regenji-
ma ima
(24) L =ALL
24 ] = A
(= Ak
Tz (24) ofigliedno je da ova] izraz nije namenjen za ispitiva-

nje gresska koje nzstaju u procesu resavan]js sistema ved za
izradunavanie gredki koje su posledice pogreino zadatih po-
datake - aypgolutnih 2Jznova 0O Tome nam svedaoll inverzna ma-
trica ~ koje predstavliiz nojvredniji deo toza izrazza. Xako

inverzns matrice po svojol sustini predstavljza opqte resenje
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7o dati sistem linearmih algebarskih jednzdina, to se pro-
blem reSavanjaz sistema u ovom slucaju nopsSte ne postavlja pa
sleame racunanja.

M
X

je sanim tim i otklonjena mogulnost za gr

Med jutim, dispitivanje osetljivosti sistema, odnosno njegovih
redenin nao promene U apsolutnim ¢lanovima predstavlja takode
jednu od najvaiznijih osobina loSe refljivih sistema Izraz
(24) bad za takve svrhe i sluzi. Njegova varfnosgst narodito se
ispoljava u problemime lzod kojih su zpsolutindi ¢lanovi dati
pribliZnim vrecnostima, fHetalnost u apsolutnim ¢lanovima mo-
7e da dude neminovna posledica nunmerilkog postupka kojim su
radunate njihove vrednosti 111 palr kao rezultat merenja koje,
mnalkoliko bilo precizno, daje vrednosti sa ogranilenom tadnod-
Su. Xao Zto Jje nanred ved pokazzno, i vrlo male varijacije u
apsolutninm ¢lanovima mogu da izazovu takve gredke u redenji-
ma da ovez izgube svakl smiszo ako su rezultat resdavanjz lose
redljivog sistema. U tom sludaju, ne nogstavlja se problem
kako refiti loge redljiv sistem, jer je on reden apsolutno
tadno sanim tim 5to je odredjena njegova inverzna matrica.
Fostavlja se pitanje da 1i ima uvopdte smisla koristiti rede-
nja jednog takvog gistema kol je vrlo osetijiv na promene u

gpvolutnin élanovina.

Izrzz (24) pokazuje da se inverzna matrica mo¥e koristiti
a0 mera redliivosti sistemr ali ne u tom sgmiglu da 1i je
sistem tedko resiti, jer on je vel re3en ako je dobijena in-
verznza matrica, ved kKao mera kvaliteta resenjs u odnosu na

varijacije u apsolutnim dlanovinma,

Do sada inverzna natrica Je prilkazanas Ikao mera redljivosti
sistema za sludz] kada postoje greske u apsolutnim Slanovi-
ma & predpostavljzs se da su Slanovi matrice zadati apsolutno
tacno. Kako su, medjutim, i njihove vrednosti Cesto podloZne
greskama, za opsti slua ], kada postoje greske i u &lanovima
motrice 1 u apsoluitnim élanovina., izraz (24) imade nesto pro-
Siren obliik. Lko greske u flanovime matrice obelezimo matri-~

bl

com . , onda cemo, umesto jednadine (22), imati

]

o Y - = - \ ' —=r —
.‘ L - v g ~ »
@5)  (ArA(N Y ) bb
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oduzimanjem (21) od (25) 1 zanewarivanjem izraza /%;'

i

posle uredjenja dovlja se

— P / e —a=
d ' j
( 26 3 oy = A {\.\LJ:‘? =~ /‘c‘ £ I/;; ‘

Izraz (26) pruZa moguénost isvitivanjs osetljivosti sistena
omene U ~lznovima nntrice 1 na promene u apsolutnim

i nz pr
Rlanovins . U ovom sludaju, greske u resenjine zavise takod -
i od viednosgsti regenja.

T izrez (24) i (26) odnose _se na odredjene sistene jer zah-
te"aju poznavanje niirica ,r i )f

2.5, I'ere velidine nmatrice kao kriterijum

kvalitets re?zliivosti sistema

U prethodnon &lanuv inverznao matrica posmatrana je kao mera
resdljivostl za odredjene vriednogti gredaka u ¢lanovims matr
ce, apsolutnin Clonovima 1 resenjime sistema. Medjutim, zna-
caj dnverzne natrice kao kriterijuma kvazliteta regljivosti

mnogo je siri. Pogodxnim koris cengem nekih njenin mera veli--
¢ine dolszi se do dzvesiiili objelrtivnih merile o red3ljivosti
sistema jer onz vaze 2 sve sisteme Iojdi imaju zajednicku

matrict na koju se ova merila odnose /11/. Ove kriterijume

definiszo je A.IY. Turing u svom radu /13/.

U metricnom radunu 2o mere velidine matrice poznate su i

gledede mere:

\ko je matrice A sz dlanovime Ly ({=142--"7, J=12-,7),

sk

g, o i — -

onda Jjednu vrstu nere veliline netrice predstzvlja maksimal

— i L kel g S ol * e ———

ni koeficijent, A7 j%)
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TR = 8 1
(27) /V?IKA/ = Ty [~
g

| - ; , 7
a druge vrsta mere definisana je kao norma m&ﬁrlce,/V?%{;

i data Je sa
g i
(28) WA= 2y )‘

Mo osnovu ovih merz velicine Turing Je dao sledeée kriteri -

jume kvzliteta resljivostic

Uslovni brojzﬁ/matricefﬁkdefiniaan je kao

> = L ):"Lﬂ
(29  N=LNA)NEA)
gde je It red kvedratne matrice A

Uslovni broj /M matrice A definisan je kao
- -1
(30) M=nMA)MEA)

I jedan 1 drugi kXriterijum zahtevaju poznavenje inverzne

J
aatrice ali nisu vez~ani ni za gredke v élanovime matrice i
apsolutnim &lanovinma, niti zz veliéinu resenja, kao Ito je

& ve
to bio sluca] u prethodnom &lanu.

VeliZina uslovnih brojevsz N1 M matricexﬁksluii z& ocenji-
vanje lveolitete regljivosti sistema. Turing izlazZze da ideal-
no resljive matrice, dto znaci ortogonalne mrtrice, imaju

uvek za uslovni broj A vrednost 1. Ukoliko je sistem lo¥i-

je redljiv u toliko je ovaj broj vedi.

peajurvlinm., za uslovni broj/V,_Turing ne daje nekxl pouzdani-
Ji kriterijum za procenjivanje kvaliteta resdljivosti. I za
ovaj uslovni bro] vafi da, ukoliko Jje sigtem losije resljiv

i ova] broj je vedi.
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Osnovni nedostatak Turing-ovih kriterijJuma za resljivost
sasto]l se u tome Sto se vredanosti uslovnih.brojevayK/ifﬁf
men jaju kada se jednaline u sistemu pomnoZe razlicitim fal
torime. Uslovni brojevi ostaju nepromenjeni samo u sluca ju
lcada se sve jednadine pomnoze Jjednim istim faltorom. Med ju-
tim, keko u »nraksi talkvi slucajevi dolaze vrlec retko, ovak-

va invarijantnost uslovnih brojeva nema veliki znacaj.

¥a tri primerz ortogonalnih metrica drugogs reda bide prika-
zan nedostataek Turing--ovii: kriterijuma 1 nepreciznost uslov-
no

o broja.ﬂ7.

Tosmatrajmo ortogonalne matrice

Hii 0,6
=
AZ %EU: "'{jp’s

e g
[{:

Podto su matrice orbogonalne, svaka matrica s& svojom inverz—
nom matricom im~ iste maksimalne koeficijentefWQA) i norme

A (A) koje imzju sledede vrednosti
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prema (29) 1 (30) za uslovne brojeve matricey, dobija se
My=2; Ay=7

. _,-"l_
zo matricu Az

i
T,
A
>
NN
\
-

i ze matricu A-

,/A{:?:’f; /(/5=/
Ove vrednosti pokizuju da i u ovom sluéaju kada imamo tri
idezlno redljive mztrice, uslovai brojMdaje razlidite me-
re njihovogs kvaliteta regljivosti %to Je oligledno nelogi-
dno. Uslovni broj~Nu sva tri sluds jz dovodi do istog zaklju-

dka da su matrice idealno dobro resdljive.

Zajedni?kil nedostotil, o kome je bilo reci napred, bide pri-
kazan na matrici/ﬁgkoju je i sam Turing uzeo za ilustraciju.

PnoZenjem prvog reda sa 0,01 dobija se

Ea 503008 0,006 |
10,6 . 0,8 |

W

vsloviil brojevi ove matrice su

; Fap N B £ _-"f' J'r-j
/lr- -~ = ‘fé' 'y
Z

R
= il

B4
R‘;

Uporedjujuéi ove vrednosti sa prethodnim (/“3 53@2 )
lako se uocava koliko su uslovni brojevi osetljivi na modi--
filtacije matrice koje v suitini ne menjaju njihovu reslji-

vost.

T uslovni brojevi i inverzna matrica, koristeni kao mera
resljivosti, pruZzzju podatke o resSljivosti sistema tek posto
je sistem przktidno reden (izradunata inverzna matrica).
Premz tome, oni se ne mogu upotrebiti za sagledavanje teZine
samog postupka reZovanja ved, kao 3to je napred redeno, za
igpitivanje ogetljivosti regenis na varijscije u koeficijen-
tima 1 apsolutnim Zlanovima, odnosxno zaz ispitivanje c¢celishod--

nogti redavanj sistena.
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a kraiu treba distaci de i dinverzna matrice 1 uvuglovni bro-
jevi nemaju samo teorijski ve¢ i praktilni znalzj za ispi-

tivanje regljivosti sistena.

<

=
i l -
~
——

f
~

ivosti sistema kod
iterativnih postupaksa

M

2 a 6 ° .:-__r O-ID lem re >

L

lere reidljivosti; ¢ kojima Je napred bilo reci, nisu veziva--
ne ni zz kaksv posevan numericdki postupak za resavinje. One
ne izvestsan natin predstavljaju opste osobine, koje karakte--
ri3iu lode resgljive sisteme linearnih algebarskih jednadina.,
Ove mere refliivosgti, medjutim, ne mogu se primeniti na sve
numerislre postupke sa podjednakonm sigurnod3diu. Drugim redima,
za l1lzvesne postupke ove mere ne predstavlj:.ju dovoljan uslov
za valitet resljivosti sistemsz. (Ova »primedba odnosi se na-—
roZito na iterativne postupke z2 resdavanje linearnih algebar-
skili Jecnzdinz. Kakeo diterativni postupci daneg dgraju veliku
ulogu u prakticénom re<av:inju sgistema linearnih zlgebarskih
cednacéinas, Jer vedina program: ze dipglitaelne racunske nasine,
pomoc¢u kojih se resavaju ovi sistemi, koristi uglavnom ite-
rativnie postupke, posebna paznjs morz se posvetiti problemu
rezljlvosti sisten. kadz se ovi redavaju iterativaim pos tup-

Cima .

2.6.1. Klagicéni iterativni postupak

Jedan od najpoznatijih i najdedce korigfenih iterativnih
pbstupakﬁ z73 resavanje sistema linearnih algebarskih jedna-
¢ina Jje tzv. klagicni iterativni postupal, nazvan takodje u
jednom delu liftferature i kao Gaus -~ Sajdelov iterativni po--
stupak. /14/, /15/, /16/. Iako je ovaj postupak dobro poz-
nat, ovde e biti ukratko prikazan radi celovitijeg prika-
zivanja problema resdljivosti

Heka je dat gistem u matridnom obliku

?-¢

i

(31) A=



Raogtovimo matricu na slededi nadin

(32) Aom A oF TSI

talko da Je
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/. . . . s
odnoano, ~ jJje trouglesta matrica ispod glavne dijagonale,
/7 je dij-gonalans mztrics a g’je trouglaste matrica lznad

glavne dijagonale.

Fostoje dve varijante klasidnog iterativnogs postupka pozna--
te kao iteratival postupak s.. pojedinadnim koracims (Sajde-—
lova varij.nta) i iterztivni postupak sa zajednidékim korakom,
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I jedzn 1 drugi postupal polzze od nekos proizvoljnof vel-
tor: ..Ykoji se, procesom iteracije, »nriblifuva itraZenom vel-

——

-

Toru A. .

Tterativnil postupsk sa pojedinalnim koracima 1zvodl se pre
me. sledecdod Formuli:
= ——
- , —_ rr« r_f:':‘ "'_; .“} L
( 5 3 ) _{___ ?L'..J! J / A = LT ﬁ i /(‘

dok za iterativni postupak sa zajeanidkim korakom vazl sle-
e

deda formula:
. -- — ) ——a 3 r ;;r N :_ _':: - | ]
( o4 ) - i o ST A=

U izrazima (33) i (54)5;1;,preéstavlja vektor koji se dobi-
or

=G dlteracije.

——trle
(35) cs -
- }1..,._ P - ..J'r.__ﬂ Irr'-f L .-"J A .}—-

—

e Jje & po zelji mali vektor.

Ognovini problei: kod iterativnih procesa Je problem konver-
gentnosti. On je ovde od posebnog zni%aja jer u isto vreme

obuhvata 1 zroblen resljivosti sistema.

Tao pralkticnl Mriterijum za procenjivanje koavergentnosti
ob.: 1terativins postupka uzima se velidinz 2lanov: na glavno]
dijzgonali matrice A, Ako su ovi &lanovi znatno vedi od os--
talih #lanov: matrice # ., pretpostavljc se da je proces kon-
vergeitan

Frovi Yriterijumil o konvergentnostl dobljaju se 1z tzv. ka-

rakteristidnih Jjednaiins iter:tivnikh vprocesz /11/.

Tterativnom postupku sa pojedinacdninm koracima odgovara sle-

deca kazrolteristidna jednafina:
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a iterativnon postupku sa zajednickinm Ioral-on:

’|
a _p:;'l_ g -t q a ::...- 5& 1'-* | e % & 5 a:ﬁ}‘
E;;.; : Y a;-_.- = t 9 a -

¥ F Za !

F— & el ¥ W

. & o ® § 8.2;-*.

e LA ok ekl . A el L S s wlal

: =3t & .. a’;;_""!- o B s ".t-ai---p'-‘. e o » e
(37) dEZZD-'t"(Z--’L’Q]:li;ﬂ s, < T il i o e R s B Ly

s el I e T T T S A RN A tE G T poa Wl LB W s 8 L el

il':rhﬂd 58"“2 s & B @ a";i'.-‘;-—*’; o al',“,'"-t

Kao %to konvergentnost iterativnog proceszs zavisi od redo-~
gsleda redova 1 kolona u mztricli, evidento tome i oblik ka-

rakteristiine Jjedna®ine iterztivinog procesa zavisi od ponme.-
nutog redosled:.

Poprcovka vektorz resenja

» -: a :' o
( 36 ) . \'. J_f -

definisana je pomodéu kﬁr;kteristiénih'vrednostifhia-ﬂfin
sledec¢im izrazom

N & T L . g /4. —
O R . %) i b o A . )
(39) b il b ASSS fz L7 " Ten {n “n

e : .'.a:;’-"" [ - @
gde su 7 . /75,..., “ 5 vektori koji zavise od proizvoljnog

ektorae I, kojim se podinje proces iteracije.

Sl
. - N o . g . -
Izraz (39) jasno pokazuje da de ﬁl1+t621t1 nuli za g —» o«

samo u slu?zaju kadz karalteristidne vrednosti 7; ispunjava-
ju us lov

(40)

S N
=,

N
s
i
Pl
.7

S
.,
f
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redjutim, ze ispitivanje kvaliteta resljivosti Interesant--
na je brzin: konvergencije. Ona takodje zavisi od kar:lzteri -
sti*nih vrednosti (; . Iz izraza (39) odisledno ije dz de
konvergencijs biti briz ukoliko szu spsolutiie vrednosti la-
ralrteristidnih vrednosti f{ blize null. U obrnutom slulzaju,
tj. ada su ove vrednosti bliZe jJedinici, proces e sporije
Fonvergirati Zto znaldi da je takav sistem loSe redljiv za

iterativni postupak.

——

snalizirzjudi izraz (39) meZe se zakljuliti da su jedino

f
-

vrernostl {/ merodavne za odredjivanje kvaliteta resliivos-
ti 1 sludaju kadz se sistem resav: jednim od pomenuta dva
procesa iteracije., Drugin redima, primenom bilo kog drugosg
Yriterijums o kvalitetu redljiivosti moze se 1uvesti pogre-
San zaklijudzk alio se Zell de ispita re=ljiivost nekog siste-
ma 1 odnosu n= jed 'n od ov: dva procesa iterxacije.

Ovza okolnost naovodi nz jedan opstiji zakljulek, koji bi mo-

gao biti formuldisan n=z glededi nadin:

Resljivost sistems linearnih algebarskih jednadina zavisi
od

- matrice sistema 1

~ numerickog pogtupka Xojim se sistem resava.,

To znati da igpitivanje kvalivet:z: redliivosti primenom bilo
kog od napred pomenutih nslina a koji, Xzo £to je poznato,
posmetraju samo matricu sistema ne uzimajuci u obzir numeri-
cki postupek kojim se sistem refavz, nece uvelr dati pravu
sliku o kvalitetu resljivosti sigtema jer postoje numeridki
postupcl Z2 koje ove dspitivanla nisu dovoline, Naime, igzves-
ni numericki postupci zahtevaju posebna ispitivanja koja se
odnose samo na njih i ne vaze ni za Jjedan drugi numericdki po--
stupak. Fao 5to je napred veé redeno, jedan od numerilkih po--
stupak: z2 koji postoji poseban nadin ispitivanjs redljivosti
sistema je klcgilon iterativini postupak. Wa slededim prime-

rima bice pok:izana ova njegova osobina,
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Posnatrzjmo ortogonalne matrice

[
Q

D
-

== et

f
. i

h V2 V2

N >

AN = |

- E e —
V2 Ve
h 2 -2

koje su veé bile jednom kori&lene u 2.5.

Lzbor ortogonalnih matrica namerno je udinjen d& bi se po-
kazsls neupotrebljivest ostalih kriterijuma za ispitivanije

resljivosti sistenz.

Primenom kriterijums iz tacCke 2.1. koji za meru kvaliteta re-

$1jivosti korigsti odnos izmedju najvede i nz jmanje sopstvene
5 . ,ﬁfﬂk _ . - . 5 -
vrednosti A A, za matrice A,, A, i A, dobija se

1
max.

bl

A
WANIPEVL,

jer de za sve tri matrice

AN
T EO 1!
nodto su one ortogonalne. Po3to odrios }LﬂﬁLﬂfﬂhﬁﬁn ima

s/
vredriost 1, sistemi 2ije su matrioeJﬁ\“/AE i%%g su idealdno
cdobro resljivi Ovo je 1 logicdno jer su ove matrice ortogo-

nalne.

I primena Y¥riterijuma iz tadle 2.2. koja koristi determinan--
tu sistema koo meru resljivosti, pokazuje dz matrice A, A,

iA,obrazuju sisteme koji su idezalno dobro resljivi.
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Posto su mnotrice A, A Baved gvedene na obliik koji zeh-

teva ova] nodin igspitivanja redljivosti, direkino se izralu-

navaju njlhove determinznte.

|
) 1 O |
FIE" ~ s = I ==
R 1.' 4
I 0,8 0,6 |
GelA = Ii 0,6 ~0,8 |~ 1
2 2
det A= |
T v Ly
2 2 |

Kalto zpsodluitna vrediiost determinante svake matrice iznosgi
1, prethoden zzkljulalt da ove matrice pripadaju idealno do-

bro refljivim sistemima je 1 ovde vazedi.

ITnverzna matrica kao mers redljivosti (tas. 2.4.) ne mozZe

se primeniti za ns3d sluca]; Jjer ona sluzi za direktno odre-
djivanje gredck: u resenjima w zgavisnosti od gresalka u apso--
lutnim 2lanovima.

Mere velifine matrice ¥2o kriterijumi =valiteta redljivogti
ved su u tad 2.5, primeniene nz sve tri matrice., Uslovni
bro] N pokazuje u sva tri sludajs da se radi o idealno do--
bro re&ljivim sistemima, dok uslovni broj / inade ne preds-
tavljs neki pouzdan kriterijum.

_ e L : : v o : : A
Dogadadnja ispitivanja kvaliteta redljivosti matrloax%quﬁﬁ
i,ﬁthokazuju da one vpripadaju didealno dobro resljivim gi-

-

stemnima 8to je i logicdno, jer su one ortogonalne. I dok za
pretnodne kriterijume sve tri matrice imeju podjednake kva-
litete, dispitivanje resljivosti sistema zz primenu klasgid-
nog iterativrnog postupka pokazuje da ove Tri matrice u OV Om
slulaju imaju sasvim razlid¢ite kvalitete resliivosti.
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rrimenjujuéi karavrteristidnu jednadinu (36) koja se odnosi
ne iterstivii nostupak sz pojedinadnim korocima, z. uatrice

ﬁ%1,/%2 qugdobijaju se sledede vrednosti:

7 metricu -iy

Za natricu Az

W i

Yoreni ove karakteristicne jecnadine su

-
t1 =03 % = -3¢

72 matricu -ﬂg

i.! 1I"“;_2- . -t \.’;E '

2 2 i

1 2 1
= - R A t = O

Vo ' F 2 2
L L/—?-atj

2 2

¢iji su koreni
'tl = O; 't2 = - 1.

Xvalitet resljivosti sistema, koJi se resava kilasidénim ite--
rotivnim postupkom sa pojedinadénim koracima‘odredjuje Se pPo-
modu korens kar kteristidne jednaldine (36) na tzaj nadin 3to
se ispituje brzina konvergencije izraza (39) za K = o (ve-

1idine £ i U su konstante).

Zamena korena karakteristicne jednacine za matricu /§15 u
jednac¢inu (39) pokazuje da je ﬁil;f=0 nezavisno od broja ko-
raka kK , jer svi koreni imaju vrednost nula. To znadi da
sistem, Cija je matricaz4¢5 za klagicéni iterativni postupak

predstavlja ideslino redljiv gistem,

ila s1. la graficdki je dat prikaz redavanja sistema
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-~ 1 tabeli I pokazane su numericlke vreanostl dobijene pri-

ce
menom iterztivnog postupka sa pojedinadnim koracima u reda--

vaniju ovog gistema. Iterativni postupals se odvija preko sle—

dedih izraza:

._-ﬂx_f;'

‘\\r""' f"
i =
L

T o e el e i . Ll . e T
| .
!
< 0 1 2
RN i
| .
!- oy ri—— . ——————— - — . ——— = o iyt " i e [ ity
LT Q 1 1
A
- %._..—-—— ] i e i e S -, - - }--.—nr - — ————— —
.-
o 0 1 1
} -"{- l"_.:‘ll
e e A "-.—--h;-\--- - il T iy g g il —— - i s——,

Kao 3%to ge vidi 1 na slici i1 iz tabele I, resenje se dobija
odmeh u prvom koreku (poletne vrednosti su uzetes X =0 ;
Y. ,=0 ) Bto takodje potvrdjuje dz ovaj sistem predstavlja
idealno dobro resljiv sistem za kKlasicéni iterativni postu-

pak.

Zomena kKorena kar Iteristidéne jednadine zc matricu_/hgu 1 Z--
_ﬂ

raz (3G) pokazuje da A E%Eza K — > ] ovaj proces relativ-
no brzo konvergira jer je 5}-:{3 a Zgz-—.Eyﬂﬁs . Prema
tome, moZze se izvesti zakljucak da matricafAEEpripada sistemi.-
ma kojli su dobro redljivi za klasican iterativni postupak

(iako po opdtim kriterijumima zz resljivost sistema, matri-

ca./%g spada u lkavegoriju idealno dobro reéljivih}

Ha sl. 1b greficki Jje prikazaeno resSavanje sis tema

] h : - - s
1058 0,6 | 531} f 1,4
l | : . - - = "< |

=~ “‘ [ b
0,6 -0,8 | | %) [-0,2
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a u tobeli II numeridko resSavanje pomodéu klasicnog itera--
tivnog postupka. Za numeridko reSavanje koriste se slededi

izrazi :

|

_1:‘:’:4 1,75 = 0,7512
Y 0.25 + 0,75 X

Tabela 11
R Bt S
K 0 1 b2 3 4
XLy |0 1,75 | 0,5811,24{0,87
—-—-1--—-—~ - e ----a---—---.l- - m—— 1-—--—-—-—-----
Y. |0 1,56 | 0,681,183 I(:’,.gao‘i
Podetne vrednosti su: ;{?:{?;,jfszF . 1 na slici 1 1z

tabele ITI vidi se da proces konvergira relativiio brzo. kMoZe
se zapaziti da se proces gpvirsaino nribliZave refenju. Ovakav
kar-kter procesa doluzi zbog toga #to je ., negativno, pa
zﬁj[% iz izraza (39) menja svo] znak u svakom koraku itera-

clje.

zamena korena kar-kteristine jednadine zz matriaw A: u iz--
raz (39) pokazuje da velidina ﬂ,lﬂrima uvelk konstaintnu apso—
lutnu vrednost 1 da samo menja znzlt u toku iterativnog pos-
tupka. Prema tome 1terativni postupzk u ovom sludaju nije
nici konvergentan niti divergentan veé¢ oscilatoran. Ovakav

karokter procesa dolazi zbog toga Zto je zfz = -1,

Sistemi koji se ovako ponzdaju pri reSavanjiu klasicnim ite-
retivinim postuplkom, ne mogu se uopSte resavati na ova] nadin,

Onil su nepovoljniji za regavanje ovim pogtupkom i od onih
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sistema ¥od kojih je proces iterescije divergentan. Poznato
ie, naime, da je kod sistema kod kKojih je proces iteracije
divergentan, moguée promenom redosleda jJednacinz uciniti da
proces postane konvergentan,

Na sl., 1 ¢ grafidki je prik-zaoano resavanje sistana

e - —

o \

f"“.-‘

W
1A ‘:-f
e

f-2

: I[I B -~ * d %
Do —5— |i iy j f’ \

I R S L B N
b Yral : o=y :
Y DO ¥ / I 1 ! I

| ,,4-._ l - i e ; [

1 £ > B !--.. 2..;; o O .,--"‘lr

a u tabeli TIITI numerilko reSavanje pomodéu klagicdnog iterativ-

nog postupke sa pojedinadnim Koracima. Focdetne vrednosti su:

D2,=0 ; =0 . Za numerifko regavanje koriste se
sledec¢dl dizrazi:
X,- X,
Tabela 11T
O 1L | 2 3
. B U
O 2 0
R | _ NS S B!
0 2 O 2

.
T S—— A e - e sl

Jagno se vidi da proces postaje oscilatoran odmah posle prvog
koraka. Potsetimo se da matricaqu.pripada sistemima ¥koji su
po opdtim kriterijumime idealno dobro redljivi.

Upcredjujuéi podatke o kvalitetu resljivosti sistema &ije su
matrice /%Pfxzi./q3, kada se ovi redavaju klagiCénim iterativ-
nim postupkom sa pojedinadnim koracima, dolazi se do zakljud-
ka da samo matriea,A¢ zadr¥sva svo] kvalitet idealno dobro re-
X1jive matrice koga inade ona poseduje prema opdtim kriteriju-~
mime o resSljivosti. matrice.ﬁngi/Rg gube kvalitet idealno do-
bro regdljivih ako ge njihovi sistemi redsvaju kKlasilnim ite-
rativnim postupkom sa pojedinadnim koracima. Stz vide, matri-
Ca /%3prelazi u drugu krajnost jer se njeni sistemi uopste ::
ne mogu resaveti ovim numeridkim postupkom posto koreni njene
karakteristidne jednadine ne ispunjavaju uslov (40),
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Ispitivanje kvaliteta reéljivosti matrica quijg j_/qﬁ ka-—
da sé njihovi sgistemi reSavaju klagicnim iterativnim postup-
kom.sa zajednickim korakom dovod do sli¢nih zakljudaks kao
i u prethodnom slulaju. Za ovo ispitivanje korigti se karak-

teristicna Jjednacina (37).

7Za matricu Asona ima slededi oblik

N FY
= —_—-0
0 fl L
a korenl su JoJ
{y= 40

odnogsno isti 1ao 1 za Jjednadinu L36)

. . . W . v . A .
Primena karakterigticne jJjednacine (37) na matricu Ag daje

LJJ::-E?- i Q}ﬁ

oo

, z
~80.64.-036=0

n

1“6 -08¢
a koreni su joj
;3
gfz" ﬂ
48 matrlcu.}\ dobija se
vz, V2
| Z 2 __ 42 1~
N I e
EJFE- ”v:f.._i‘
e A

¢iji su koreni
7(

L=

Kvalitet res lglvo sti sistema kojili se resava klasidnim itera-
tivnim postupkom sz zajednidkim korakom ispituje se pomodu
brzine konvergencije izraza (39) za k— oo (kao 3to je bilo

i u prethodnom sluoagu).

7a matricuAyi u ovom sluc¢aju se dolazi do istog zakljulka
jer koreni njenih karakteristi®nih jednadina (36) i (37) ima-
ju iste vrednosti. PoSto se i za postupak sa pojedinadénim ko-
racima i za postupak sa zajednidkim korakom ispitivanje kva-
1iteta resWleostl vrii pomodu izraza (39), Jasno je da jJe
kvaelitet redljivosti isti. Keko je prethodno ispitivanje po-



i 7

kazalo da i za iterctivai postupzlk sa pojedinadénim korakom
matrica A; pripsda idealno dobro refljivim sistemima, ona
ovaj svo]j Mkvelitet zadrzzva 1 zZa postupak sa zazjednidkim ko-

racina.

Ma sl. 22 dat jJje grafiéki prikaz reSav:amja sistena

li;: i:; Ll’

& u tabeli IV numerilko redzvanje pomocu klasidnog iterativ.-
nog postupka sa zajednidkim korzkom. Za numeridko resavanje
koricste se disti izrezi ¥z0 i1 u prethodnom slucda ju.

Tabela 1V

-—--.-a.—q...—.-i-- ...... i i i e P s i..
< |0 I j 2
5 e i
.QIfi o 1 | 1
r —-r it et e e 2 = = G
N |

I iz grafidkog prilaza i iz tabele IV vidi se da matrica Ay
pripada idealno dobro res$ljivim sistemima.

Zamena Xorena karakteristidne jednaldine (37) za matricu.ﬂ\g
u izraz (39) pokzzuje da.iLQrOza.k—+ginﬁ Proces ne lonvergi--

fzgﬂlﬁi,@@ . Prema tome, moZe se

ra tako brzo Jer su
izvesti zz2kljudak da matricaxﬁg za ova] numericki postupak
pripsda sistemu ¥oji nije narodito dobro re¥ljiv, jer nijeni
koreni karakteristidne jednadine (37) imaju apsolutnu vred-
nost blizu 1 (3/4), ali jo3 uvek ova vrednost nije takva da
biAjyspadalo u kategoriju lode re3$ljivih. N¥o, u svakom slu-
gaju; matrica A;ni za ovej nuneridki postupzk nije zadrZala

svoju osobinu idealno dobro resljive matrice, kakvu inade
poseduje prems opsStim kriterijumimsa,
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Uzgred se mogu koreni karakteristidnih jednadina (36) i

(37) za matricu ﬁﬂziskoristiti za uporedjenje brzine kon-
vergencije iterativnih postupaks sa pojedinacnim koraeima i
sa zajednidkim korakom. lioZe se izvesti sledeci zakljudak:
klasidni iterativni postupak sa pojedinadnim koracima brize
konvergira od iterativnog postupka sa zajednickim korakom.
Ovakav zakljulak izvodi se na osnovu toga =to je apsolutna
vrednost najveleg korena karakteristiénih jednadlina zs itera-
tivni postupalr sa pojedinaldnim koracima (u ovom sludaju ta
vrednost iznosi 9/16) manjz2 od odgovarajuée vrednosti za po-
stupak sa zajednildkim korakom (koja u ovom sludaju iznosi
3/4). Ovakav zakljudak je i logidan jer postupak sa pojedi-
nacdnim koracima za svaki korak; fj. za racdunanje popravke za
svaku pojedinaé¢nu nepoznatu koristi najnovije popravljene
vrednosti za ostale nepoznate, koje su izracunate iz n-1
prethodnih koraka. Ovo medjutim nije sluda]j kod postupka sa
zajednickim korakom, jer se kod njega za radunanje popravke
pojedinac¢nih nepoznatih korigte popravljene vrednosti osta-
1lih nepoznatih koje su dobijene iz poslednjeg zajednidkog ko-
raka, odnosno ciklusa, Sto naravno usporave proces iteracije.
Posto iterativni postupak sa pojedinacénim koracima brZe kon—-
vergira, jedan isti sistem bicde bolje redljiv ako se reSava
ovim postupkom nego iterativnim postupkom sa zajednidkim ko-
- rakomn.

Na sl. 2D graflckl Je prlkazano resavanje sistema

LS L5
05 *‘951; L):E i jt

a’u tabeli V numeridko resavanje pomodu klasicénog iterativ-
nog postupka sa zajednickim korakom. Za numericko reSavanjje

koriste se iste jednaline kao i u prethodnom sludaju.

Tabela V
[ﬁk o] 1 |2 {3 - |4 |5

it

1,7511,56 | 0,58 | 0,70 | 1,24

- il S : T‘a—a

X, |0 |0,25(1,56 | 1,42 |0,69 | 0,77

efierane = e —=i —— ST S —
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Kao §to se vidi iz siike i 1z te¢ bele V, proces ne konver—
ira tako brzo, 2 u svakom sludaju je sporiji nego onaij ko-—
£ 5 &£

ji je prikazan ne sl. 1o,

._..,..-

Koreni karakteristicne jednadine za maurlculﬂ laze se na
jedinidnom krugu ( r¢£=v+'¢) ;  te zamenjeni u izraz (39)
Sine da funkecijaA X, postaje disto oscilatorna. To znadi da
ce 1 klagidni iferativni postupak sa zajednidkim korakom,

primenjen na sistem &ija Jje matrica A a biti oscilatoren.

Prema tome, takav sistem nele moci da se redi ovim numerid-
kim postupkom. Posto je proces ¢isto oscilatoran, on se ne
moze uciniti konvergentan ni promenom redosleda jednadina.

Na sl. 2¢ dat Jje grafilki prikaz re%avanja sistema

tvz vz 5 ;EF 3 51
2N I N
VZ vz - |

2z Lz | Kﬁﬁ

| / Z

a u tabeli VI numeridko refavanje pomodu klasidnog iterativ-
nog postupka sa zajednickim korakom. Za numerilko relavanje

koriste se Jednaéine

Xqy=3-Xo | Xp=X,-1

Tabela VI

— . e

K 9 1J2}3 4 1 5
—t S G S P
}(ffOLB 4 +1 10 3
X,i0 (=112 |3 o -1

M -
TadkeY u sl. 2¢  (-(=0,4,8,12,...) predstavljaju rezultate

%ajedniékih koraka u procesu resavanja dok tacke Ay pri-
kazuju proces kada se on primeni na obrnuti red jednadina,

odnosno kadas se redava sistenm

_—

vE val
il 2-;_ —— If iﬂg l
. == z

(V)

2
V2 VZ w
2 2 | | Xy
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()
2 ..12 “Ozo
(Taho se mo¥e videti da koreni karakteristidne jednadine

matrice 1 ovog sistema imzju vrednost Z% -+ 7 , 04Nnosno
kzo i matrice ﬁggg te 1 to dokazuje da u sludaju oscilator-

nog karaktera procesa, promena redosleda jednacdina ne moze

a za pocetne vrednostli se uzmu :l

izmeniti njegov karakter).

Uporedjujuéi podatke o kvalitetu resljivosti sistema linear-
nih algebarskih jednacdina Cije su matrice ;Ahh/%g i‘AHEF ka -
da se ovi redavoju klasicnim iterativnim postupkom sa zZajed-
nidkim korakom dol:izi se do istih zakljucaka kao i u sludaju

redavanja postupkom sa pojedinadlnim koracima:

A i . L L b - L]
- matrica 4 ,, zadrzava 1 za iterativni postupalr sa zajednidé-
kim korakom svoju osobinu idealino dobro resljive matriceg

. s . . . " . s .
-~ matrica A;gubi kvalitet idealno dobro resljive matrice,
all se njeni sistemi ipak mogu resavati ovim iterativnim

postupkoms;

-~ matricaAzpripada sistemima koji su apsolutno neresljivi
postupkom sa zajednid¢kim korakom, Jjer je proces Cisto os-

cilatoran.

2.0.2. ITterativni postupak metode najmanjih kvadrata

Klagiéni iterativni postupak se vrio Cesto primenjuje za
praktidno redavanje gistema linearnih algebarskih Jjednadina.
Njegova primena naroc¢ito je velika kada se sigstemi resavaju
p%moéu digitalnih radunskih mafina /16/. Takodje postoje 1
analogne racdunske ma8ine koje koriste ova] numerilki postu-
rak za redavanje sistema linearnih algebarskih jednadina
/17/, /18/9 /19/. Medjutim, ovaj postupak ima jedan veliki
nedostatak koji mu smeta da njegova primena bude mnogo Sira.
Nedostatak se sastoji u tome 3to je ovaj proces vrlo &esto
divergentan a ponekad i 3isto oscilatoran (kao 3to je bio
sludaj sa matricom Azu tad. 2.6.1.). Postoje nekoliko nadina
pomodu kojih se disgpituje da 1i je ova]j proces konvergentan
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za neki sisgtem. ﬂajobjekﬁivnijifod svih je on2j kojdi za
iepitivenie konvergentnosti koristi korene karakteristid-
ne jednaline (36) odnosno (%7). .“¥o ovi koreni zadovolja-
ve.ju izroz (40) onda je iter :tivni postupak konvergentan.
Tzraz (40) predstavlja potreban i dovoljan uslov za kon-
vergentnost kklasicnog iterativnog postupka Hedjutim, nedo--
statak ovog naéina ispitivanj. sastol]i se u tome, Sto zu
njegovu primenu treba poznavatli korene kKaralrteristilne jed-
no3ine. 4 dsracun-v.nje ovih korena predstavlja daleko vedi

posz20 nego $to Jje samo resavanje sistema.

Tzvesni autori /15/, k:2o uslov z~ konvergentiiost klasidnog
iterativnog postupkz vostavljaju sledece: da Je matrica si-
stema simetri®na i pozitivno definitna. Treba odmah napome-
nuti dz je ovad uslov dovoljan alili ne i poitreban Bvo, na
primer sistemnm

: ; £ [ =
{V Py L / Aj 5.\
F R }
- ;
b

i \‘.!
sl X |z f

im.. matricu Moja nije simetriﬁnah ra ipak jJje klagican ite-

rativni postupalt konvergentan jer kar kteristilZni Jjednalina

njegove matrice

NN S I
et lsm-c‘rj-z“#O

ina kKorene |
Ly20,; {,=-03

koji zedovoljav :iu usliov (40)

Jedan od najpratiZnijin nadina zo ispitivanje konvergent-
nosti klagi* nog iterativnog postupks sastoji se u tome &to
se 1gpituje odnos dijagonalnih clanova matrice sistema pre.-
ma ogtalim &lanovim: matrice. AkXo su apsolutne vrednosti di--
Jagonasdnin *lanova vede od ostalih élénova, iterativni po-~
stupak Je lonvergentan Do ovog uslova do¥lr se iskustvon.
Feajutinm nil ovaj uslov nije potreban veé samo dovoljan da
bi iterativnl postup:k bio konvergenta .
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Da je ovo tafno pokzzuje sistem

Vam {7 - B T ™
L R
P, p T 5 ?"5. = 5 4 =
z L LTt

¢iji je jedan ZE1lsn ns glavnoj dijagonnli menjl od ostalih
Slanove matrice., pa ipzk je klzsifni ilterativni postupak

konvergentan jer karakteristiZna Jednadina njegove matrice
10-4 3
2.2t

— 1 f‘ié‘.z‘#g

l

ima korene

Zlf’;j , Z‘g“@fs

koji zadovoljavaju uslov (40)

finjenica dz za izvesne sisteme linearnih slgebarskih jed-
na*ines klasgicdni iterativni postupek nije konvergentan stva-
ra znatne tedkode u pralkrtidnom resavanju ovih sistema. Iz-
vesni autori /18/ pokudali su da promenon redosleda jedna-
Eine dobiju takvu konfiguraciju ¢lanova matrice sistema da
iterativni postupak postane konvergentan HMedjutim predlo-
Zeni postupak ima &isto empiriclki karakter i ne postoji ni-
Yakav sigtematizovani nadin za promenu redosleda jednadina
koji bi iterativai postupak ulinio konvergentnim. Ako se to-
me doda da postoje 1 talkvi sistemi (kao &to je primer iz
glana 2.6.1 &ija je matrica Az ) kod kojih je iterativni
postupak C¢isto oscilatoran i nikzkva promena redogleda jed-
naCcina ne moZe ga uciniti konvergentnim, moze se sagledati
¥oliko pitanje konvergentnosti predstavlja ozbiljan problem
v praktidnoj primeni klasicnog iterativnogs postupka za re-
Bavanje sigtema linearnih algebarslkih jednadina.

Problilem konvergentnosti ne postavlja se, medjutim, kod svih
ilterativnin postupaka Jedan od takvih je 1 iterativni po-
stupak metode ne jmznjih kvadrata On Jje uvek konvergentan.,
primenjen bilo na koji odred jeni gistem linearnih algebars-

kilh jednadina.
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Metoda najmanjih kvadrata poznata je u prakticnoj matemati-
ci ved dovno i ona je prvobiitno bila korigéena z: redavanie
preodredjenih gistema. iledJutim, pojavom anzlognih raduns—
kih masSina, njena primena se progirila. Konstruisane su spe-
cijzlne analogne wmaline /15/, /17/ za redavanje sistema line-
arnih algebarskih jednadine ¥oje koriste iterativni proces
metode najmanjih kvadrata. 041likz ovih masina sastoji se u
tome da se kod regavanja sistema ne mora voditi raduna o
problenu konvergenitnosti iterativnog postupka jer je on

uvek konvergentan.

Radi potpunijeg izlaganja bide ukratko prikazan iterativni

postupal metode najmanjih kvadrata.

Posmatra jmo gistem jednadina

f:z-_
(41) > i Xi= by (=127
o & K
r:;(-:: ,

1 njegov zbir kvadrata gresaka

N Z

e i——

' PN L - .
(42) e 2 [ 2 Xm0y

g l L

{':.‘ '_,’ AN f': f “ ’?(

Iterativni postupak metode najmanjih kvadrata sastoji se u
minimiziranju velidine (it izraza (42). Minimiziranje se
vrii na taj nadin 5to se vrednosti nepoznatih ﬂafsukcesivno
menjaju tako dam-3(iz izraza (42) odigledno je da.je (i
uvek pozitivno). Sistem je redfen kada su vrednosti podeSene
tako da je ML & 0 (& je po Zelji izabran mali pozitivan

Qroj)¢

Jedan korzsk ovog iterativnog postupka sastoji se u tome &to
se tra¥i vrednost nepoznatehi;;za koju se dobija minimum

velicine (M odnosno kojs z:dovoljava jednadinu

}

L e
(43 ) .;j-}:h o
o Ymm f"/

Sprovodeli parcijzlno diferenciranje funkcije(w iz izraza
(42) po X dobija se
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Jako izraz (44) izgleda vrlo glomazan, za analogno raduna-
nje on ne predstzavlja nikalvu tedkodu Jjer se njegovo elek-

trifno modeliranje izvodi relativno jJjednostavno.

Poito izraz (44) predstavlja osnovni korak u
iterativnom postupku metode najmanjih kvadrata, njegova a-
naliza moZe da posluZzi za iznalaZenje kriterijuma o kvalite-
tu redivosti sistema kada se on reSava ovim iterativnim po-
stupkom. Ovu analizu ja sam izvr¥io u jednom svom radu /2/

i ona je dala sledece rezultate,

Predpostavimo da zbirovi u izrazu (44) ispunjavaju uslov

4

(45) > Cip- Qi fm 12,000 e
{=1 |

Zamenom (45) u (44) dobija se
72

* >
(46) i L ¢~ 7

(= '
Izraz (46) pokazuje da. ako je ispunjen uslov (45), nepozna-

ta veligina Xpzavisi samo od &lanova matrice Czag(Zatf;“”?)
odnosno kolona vektora p i apsolutnih %lanova O/ a uopsSte ne
zavisi od ostalih velidina JC}' (f-j:: 72 ..., ; ;‘sé ,CJ) i &la~
nova matrice koji ne prpadaju koloni £ . Ovo drugim redima.
zgaéi da ¢ée se za odredjivanje vrednosti nepoznate ;Kfapro—
ces iteracije zavriiti veéd u prvom koraku jer u izrazu (46)
ne ucestvuju vrednosti_z:ﬁktﬁﬁq) {ﬁb—korak iteracije) koje

se dobijaju kao rezultati k4 koraka iteracije.

Sa geometrijske tadke gledidta, izraz (45) znadi da je ko-
lona vektor I p (njegove komponente su ({;, gde je :;=ﬁ2;-wn9

ortogonalan na ostale kolone vektore CZ;(;% /D) ma,--
trice sistema (41).
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Prodirujudi uslov (45) i na ostale nepoznate J:i dobija se
opSti uslov

1

“— , - L. o N SRR
(47) - f"?i';ﬁ'ﬂﬁa'?:i.s" , /C=7ff; ,«/?,, ?’" /,2, ,)’2! v ‘,“?”2“' ;
4 ,

r
—
——

™

na osnovu Kog=a se za izralunavanje svake nepoznate dobija

slededl izraz:

{

2 Ll by 42 .. N,
(48) ;=& ="
T > ac
; g

Izraz (48) pdﬁézuje da, ako je ispunjen uslov (47), svaka
nepoznate L4 sistema (41) dobija se u prvom koraku itera.-
tivnog postuﬁka netode najmanjih kvadrata, tj. dobija se
direktno, jer zavisi samo od &lanova matrice 4,7 i od
apsolutnih C¢lanovsas ég 2 ne zavisi od vrednosti J;;w ko~
je se dobijaju kao rezultati korake u iterativnom procesu.

Drugim redime ovo znadi da ako 3lanovi (I;; matrice sistema
zadovoljavaju uslov (47) onda Jje taksv sistem idealno dobro
redljiv za iterativni postupak metode najmanjih kvadratsas.

Sa geometriske t@ﬁke gledista, izraz (47) zna%i da su svi
kolona vektori “f; matrice sistema medjusobno ortogonalni.
Prems, tome., kriterijum o idealno dobro]j resljivosti sistema
linearnih algebarskih jednadina za iterativani postupak meto-
de nejmanjih kvadrata izraZen geometrijskim jezikom glasio
bi: sistem je 1ldealno dobro resljiv ako su kolona vektori

;C{f njegove matrice medjusobno ortogonalini.

Ovaj zakljuCak je u saglasnosti sa opstim kriterijumima o
regljivogti sistema. Naime., po ovim kriterijumima idealno
dobro redljiv sistem Jje ona]j &ijaz je matrica ortogonalna.
Kako ortogonalnz matrica imz basd tu osobinu da su joj kolona
vektori ortogonalni (zato se i zove ortogonalna), odigledno
je da se XkXriterijJum o idealno dobro regljivim sistemima za

iterativnl postupak metode najmanjih kvadrzta uklapa u opste
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kriterijume o resljivogti sistema, ¥oji su izlozZeni u tad-
kama 2.1, 2.2 1 2.5.

Za praktiinu matematiku,; med jutim, idealno dobro redljivi
sistemi nisu uopste interesantni Jjer se oni u praksi skoro
nikad i ne juvlijaju. Njihov znagaj u proulavanju resljivo-
sti sistema sastoji se u tome da se pomoéu njih odredi gra-
nica kojo teze dobro resljivi sistemi. Takodje, udalja-
vanje od ove granice pokazuje vrednost kojoj teZe lose re-
$1jivi gistemi.

Za slucaj iterativnog postupka metode najmanjih kvadrata
granidna vrednost dobro re$ljivih sistema je uslov (47).
Udaljavanje od ovog uslova pokazuje smer kretanja lose re-
$§1jivih sistema. I dok je granica dobro resljivih sistema
precizno odredjena i im2 vrednost Q granica lose reslji-
vih sistema je sasvim neodredjensa. Za tacnije odredjivanje
granice loSe resljivih sistema moZe posluziti geometrijska
interpretacija problema regljivosti.

Sa geonetrijskos stanovigta, kaoq?to je veé izloZeno, uslov
(47) znaZi d2 su kolona vektori {4 matrice sistema medusob-
no ortogonalni. 0Ovo pokazuje da sustinu problema resljivos-
ti sistema za iterativni postupak metode najmanjih kvadrata
predstavljaju uglovi iz%gdju kolona vektora Cf} . Kada ovi
uglovi imaju vrecnost %% sistem je idealno dobro resljiv.

U suprotnom sludaju, kada ovi uglovi teZe nuli, sistem posta-
je lose redljiv. Ako je ugao izmedju bilo koja dva kolona
vektora nula. sistem postaje apsolutno neregljiv odnosno ne-
édredjen jer njegova determinanta u tom sludaju ima vrednost
nula., Premz tome, kao objelktivan kriterijum za ispitivanja
resljivosti sistema za iterativni postupak metode najmanjih
kvadratza mogu se smatrati uglovi izmedju kolona vektora @af
matrice gistemsa.

Za prakticno ispitivanje reéljivesti ne mogu se, medjutim,
direktno koristiti uglovi izmedju kolona vektora jer se ne
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mogu direktno meriti. Praktilnu meru redljivosti ustvari
predstavljzju kosinusi uglova izmed ju kolona vektora jer

se oni mogu na relativno Jjednostavan nacéin izradunavati
kada je poznata matrica sistema. Ako sazﬂng obelezimo kosi-
nus ugla izmed ju kolona vekiora CLDI CL; onda se on igradu-
nava iz slededeg izraza

7
(49) g/::g:;;o(-c'p'dfg pei2,; Q=121 PFG ;]
gde je

(50) oLyr= ARGtz T J 12T

~ /Zaf,f)‘?
Izraz {(50) ustvari pokazuje na koji nadin treba svesti &la--
nove matrice sistema da bi se pomodéu njih lako mogli jzra-
sunavati kosinusi uglova izmedju kolona vektora matrice si-
stema., Izraz (50) slidan je izrazu (13%) kojim se vrdi svode-
nje sistema kada se za igpitivanje red8ljivosti Zeli da kori-
sti determinanta sistema. Razlika izmedju ova dva izraza sa-
stoji se u tome $to se u izrazu (50) svodjenje izvodi po ko-
~onama a u izrazu (13) po redovima matrice sistema.

Veliéine’Ezgpredstavljaju vrlo prakticdéne nere resljivosti.
Posto su to kosinusi uglova izmed ju vektora, njihove vredno-
sti mogu se kretati u domenu - 1% 37x7<~ff . Ako su apso-
lutne vrednosti}ﬂ?bllzu nule sistem je dobro regljiv, ako su
blizu Jjedinice sistem Jje loSe resljiv.

j .
Docadainje izlaganje o iterativnom postupku metode najmanjih
kvadratz 1 njegovim kriterijumima o refljivostl sistema od-
nogsilo se na primenu ovog postupka u analognom radunanju. 7
racunanju Xoje koriste obifne ili digitalne ralunske madine
nikada se direktno ne primenjuje ovaj numeridki postupak,
jer je iuzraz (44) suviBe glomazan da bi'ovaj postupak bio
praktian za ovakav nadin koriddéenja. Medjutim, na jedan
posredan nacin ova] iterativni postupak se Cesto i efikasno
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koristi i u digitalnom ralunanju. Poznato je, naimes da se
sistemi linearnih algebarskih jednadina za koje klasidéni i-
terativni postupak nije konvergentan preobrazuju u sisteme
za. koje je ovaj postupak konvergentan na taj nacdin Sto se u-
mesto sistema za koji proces nije konvergentan

(51) A-X =0
regava sistem

(52) Az‘*A-f: A‘l- ;

Sistem (52) uvek je konvergentan za klasidni iterativni

¥
postupak Jjer Jje njegova metrica A -Auvek simetridna i pPoOZi-
tivno definitna sSto predstevlja dovoljan uslov za konvergent-

nost procesa.

Primenz klasidnog iterativnog postupka na sistem (52) u su-
$tinil predstavlja posrednu primenu iterativnog postupka me-
tode najmanjih kvadrata na sisten (51). Drugim redima, ite-
rativni postupak metode najmanjih kvadrata ne mora se direkt-
no odvijati preko izraza {(44) ved se moZe rastaviti na dva
dela.

U prvom delu vr3i se normaligaclja sistema kao sto pokazuje
izraz (52). Hormalizacijom se u stvari izradunavaju jednom
za svagda vrednosti zbirova u izrazu (44). Ovo je mogude zbog
toga $to se pod zZnacime » nalaze samo dlanovi matrice i ap-
sojutni &lanovi, dok se medjurezultati iterativnog postupka
nalaze izvan ovih lzraza.

U drugom delu vrdi se izradunavanje izraza (44) koji je sa-
da uproSdéen na taj nacin §to su u njemu zbirovi zamenjeni
svojim vrednostima. Ovako upro$déen izraz (44) ne predstavlja
nista drugo wved izraz (33) klasidnog iterativnog postupka,
primenjenog na sistem (52).
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ITmajuéi u vidu vezu koja postoji izmedju ova dva iterativ-
na postupka, moZe se kriterijum o reSljivosti sistema koji
vazi za iterativni postupak metode najmanjih kvadrata posre~
dno primeniti 1 na klasilni iterativni postupak keda se ovaj
koristi za refavanje sistema (52). Njegova primena je vrlo
jednostavna. Ispituju se kosinusi uglova izmed ju kolona vek-
tora matrice gigtema. 0d niihove velidine zavisi brzina kon-—-
vergencije klagicnog iterativnog postupka primenjenog na

normalizovanli sistem.

Kriterijum koji za ispitivanje kvaliteta resljivosti koris-
ti kosinuse uglova izmed ju kolona vektora matrice u saglag-
nosti je ga opdtim merama o redljivosti sistema. . To znaci da
su 1 po ovom kriterijumu ortogonalne matrice idealno dobro
resljive Ovo je evidentno. jasno, jer za ortogonalnu matri-
cu vazi ng'EZL = T (KQN— ortogonalna matrica; I - jedi-

nadtna matrica.

Efikasnost kriterijuma koji koristi kosinuse uglova iz medu
kolona vektora matrice kao meru resljivosti pokazuje i nje-
gova primena na sistem (1) koji predstavlja vrlo drastidan
primer lo3e redljivog sistema. Primenom izraza (49) i (50)
na matricu njegovog sistema dobijaju se sledecde vrednosti
kosinusa uglova izmedju kolona vektora:

W12 = 0,999 999 999 5
V.= 0,999 999 92
Yis = 0,999 999 8
}23:. 0,999 999 91
Ysu= 0,999 999 8

Y= 0,999 999 98

Obzlirom da svi kosinusi imaju vrednost vrio blizu 1, kolons
velktori su medjusobno skoro par:-lelni pa je oligledno da ta-

kav sistem mora biti vrlo lode resiijiv.
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2.7. Uglovi kao mera resljivosti

U prethodnom &lanu prikazano Jje da za iterativni postupak
metode najmanjih kvadrata kao mera kvaliteta reSljivosti
sluZe vrlo prakticéno i efikasno kosinusi uglova izmedju vek-.
tora kolona matrice sistema. Prema tome, uglovi su veé koris-
deni kao mera resliivosti za jedan specijalan numerilki po-
stupak. Medjutim, njihov znaca] kao mere redljivosti mnogo

je vedi, jer nni, tretirani na izvestan drugi nadin, dobi-
jaju op8tiji karakter mere refljivosti.

Uglovi izmed ju kolona vektora matrice ne predstavljaju sigu-
ran kriterijum resgljivosti za opsti sludaj jer su oni podlo-
#ni promenanma prilikom mnozenja jednacdina sistema proizvolj-
nim faktorima. Posmatrajmo, na primer, slededu matricu

. L& 7al
P 41
=3 4y
Ugao izmedju njenih vektora kolona je gﬁz:ﬂ? Sto zZnadi

da je za iterativni postupak metode najmanjih kvadrata ova
matrica idealno redljiva. Medjutim, ako se prva Jjednadina
gsistema kome pripada matrica A pomnoZi sa 0,5, modifikovana

2 1
—3 4' . iﬂ

i kosinus ugla izmedju'njegoﬁih.kolona vektora je:?;zﬂﬁvﬂj%?

matrica imade slededi oblik:

Uticaj mnoZenja redova matrice proizvoljnim faktorima, sto
se za opSti sludaj prikazuje matriénom jednaclinom

— —h

(53) DAY = b

gade je D dijagonalna matrica, vrlo jasno je prikazan na
prethodnom primeru.

Matricéna jednaéiﬁa (53) predstavlija jednu vrstu modifikaci -
je sistema linearnih algebarskih jednadina koja se vrlo Ze-
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sto koristi u praktidnoj matenatici. U ovom radu veé je ko-
ridéena u dlanu 2.2. Mnogi numeridki postupci za redavanje
sistema linearnih algebarskih jednacina zahtevaju ovu vrstu
modifikacije sigtema. Jedan od najpoznatijih takvih postupa-
ka ide 1 Gausov algoritam eliminacije,.

Pogto uglovi izmedju vektora kolona matrice nisu invarijant-
ni na modifikacije prikazane matridnom jednadinom (53) ne mo--
gu ni imati neki ops$tiji znada] kao mera redljivosti, velé se
koriste iskljudivo za iterativni postupak metode najmanjih
kvadrata, Medjutim, lako se moZe dokazati da su uglovi izme-
dju vektora redova matrice A invarijantni na modifikacije is
jednadine (5%). 0 ovome je ved izlagano u &lanu 2.3. izrazi-
ma (18), (319) i (20). Zbog ovakve svoje osobine, uglovi iz-
med ju vektora redova matrice predstavljaju vrlo efikasnu me-~
ru resgljivosti jer se relativno lako izradunevaju.

We Treba narodito isticati, Jer Je samo po sebi evidentno da
uglovi lzmedu vektora redova imaju razlicite vrednogti od u-
glova izmedju vektora kolona samo kod nesimetrilénih matrica.
Medjutim, Xako se u praksi vrlo Cesto javljaju sistemi koji
imaju simetridnu matricu (na primer normalizovani sistemi,
sistemi koji predstavljaju matematic¢ki tretman ponasanja ne-
kih fizidkih sistema 1 dr.) u takvim sludajevima sasvim je
sve jJjedno da 1li se za ispitivanje redljivosti sistema koriste
uglovi izmed ju vektora redova ili vektora kolona.
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3. POBOLJEANJE RESIJIVOSTI SISTEMA

U prethodnom poglavliu moglo se zapaziti na nekim primeri.-
ms da izvesne modifikscije sistema menjaju njegovu redlji-
vost, Tako primer iz c¢lana 2.7 pokazuje da jJje matrica

6 24
A= |
| -3 4l
idealno dobro resljiva za iterativni postupak metode najma-
njih kvadrata. MHed jutim, posle mnoZenja prve jednadine fak-

torom 0,5, dobija se matrica

5 1}
As-

- 2 4
koja vise nema isgti kvalitet regljivosti kao matrica /\ 5
nego ima lodiji. S druge strane, ako se izvrdi normaligzaci-
ja sistema &ija Je matrica A , matrica novog sistema bhide

)

AfAE 45 0 {

Posto je nova matrica dijagonalna, ona Jje idealna dobro re-—
Sljiva po bilo kome kriterijumu o resljivosti gistems 1 za
bilo koji postupak redavanja, jer su u njoj nepoznate razdvo-
jene po jednadinama. Premg tome, na jednom istom primeru po-
kazano Jje da se razlicditim vrstama modifikacije sistema moZe
njegova re3ljivost pogorsati ili popraviti. Da se ne bi, me-
djutfm, izveo pogresan zakljucak da poboljsanje odnosno po-
gordanje res8ljivosti zavigi od vrste modifikacije, treba is-—
tac¢i da se istom vrstom modifikacije moZe postidi i jedan i
drugl efekat. Tako, na primer, u strudnoj literaturi se na-
vodi da je normalizacija sistema postupak koji uvek kvari
resljivost sistema. Ovo zaista vazi u najvecem broju sludaje-
va, ali prikazani primer pokazuje da se moZe postidi i obrnu-
ti efekat.



43 .
Cinjenica da izvesne modifikacije sistema menjaju kvalitet
njegove resijivosti dovodl na pomisao da se pogodnim izborom
vrste modifikacije i nadina njenog sprovodjenja moze vrsiti
poboljdanje redljiivosti sistema. Nekada Jje postupak za po-
boljdevanje redljivosti obimmiji za izvodjenje nego samo re-
Savanje sistema alili se on neminovno namedée kod vrlo lose re-

$ljivih sistema.

Kakav efekat se ofekuje od poboljsania resgljivosti sistemar”

Or. se noZe okarzlkterisati slededim:

- smanjenje uticaja gresaks zaokrugljivanjjse u direktnim
procesima resavanja sigstema linearnih algebarskih jedna-—
Cina na tacnost redenjiag

~ ubrzanje iterstivnih postupala za redavanje sistema;

- poboljidanje vrednosti koje predstavlijaju meru resljivosti;

~ smanjenje osetljivosti nepoznastih na promene u apsolut-

nim 2lanovimsa.

Pre nego 5to budu izloZeni neki postupci za poboljsanje re-
Sljivosti, potrebno Je rozmotriti Sta u sustini predstavlja
ovo poboljsanje 1 da 1li Jje nk govo sprovodjenje uvek celig-
hodno?

Kao §to Jje napred veé istaknuto, poboljSanje regljivosti ima
za cilj da olaksSa redavanje loSe redljivih sistema i smanji
gfeéke u resSenjime. Poboljsavanje regljivosti sistema u stva-
ri predstavlija transformaciju lose redljivog sistema u dobro
resljiv. Sa stanovidta numerilke matematike ovakav postupak
je opravdan i koristan. Medjutim, sa stanovisdta fizidke su-
stine problema, poboljsanje redljivosti moze predstavliiati
beckoristan 1 necelishodan posao. Ovo narolito va%i ako lo-
Se resljivi sistem direktno odrazava ponadanje nekog fizid-
Yog sistema. Cinjenica da je matematidki model posmatranog
fizickog sis tems Jjedan lode resSljivi sistem znadi da je 4

sam fizicki sistem vrlo osetljiv na mele promene njegovih
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parametara. Primens matematidékog aparata za ispitivanje fi-
zidkih sistema ponekad se zaustavlje na kongstataciji da je
ponafanje sistema vrlo osetljivo i nesigurno podto je njegov
matematidki sistem lode resljiv, Pomoé matematidkog tretma-
na je u ovom slucdaju vrlo korisna i dovoljna. Problem se
vrada njegovim postavljadima da istrazuju novi fizidki si-
stem koji nede biti tako osetljiv i nepouzdan kao &to je bio
ispitivani. Ispitivanju osetljivogti fizidkih sistema u t eh-
nici pridaje se u poslednje vreme veliki znadaj, tako da je
teorija osetljivosti postala posebna disciplina. Ispitivanje
redljivosti sistema linearnih algebarskih jednadina i oset-
1jivost resenja na promene u koeficijentime i apsolutnim
Clanovima predstavlja samo jedan deo teorije osetljivosti.

3.1. PoboljSanje resljivosti pomodu kvaziinverzne matrice

Za ocenjivanje kvaliteta resljivosti odnosno brzine konver-
cencije Gaus-Sajdelovog iterativnog postupka koristi se, kao
jedan prektican kriterijum, odnos izmedju Zlanova na glavno]
dijagonali i ostalih dlanova matrice sistema. Poznato je,

naine, da, ako je ispunjen uslov
Y e o Ly
(54) x...«.i} >> (_;’_E/ (,,']

gde suiﬂi{élanovi matrice na glavnoj dijagonali iﬂzg’csta—
11 ¢lanovi matrice sistema, Gaus -Sajdelov proces iteracije
konvergira brzo.

Kofisteéi ovu Sinjenicu S.Ackerman je u svom radu /20/ pred-
loZio jedan postupak kojim se povedava talnost redenja odno-
sno, Zoji u sustini poboljsava redljivest. PoboljSanje se iz-
vodi pomoéu ¥vagziinverzne matrice koju Jje Ackerman nazvao

"dijagonalizirajucés operator matrica'.

ToSe redljivi sistemi ne stvaraju tefkode samo kod refava-
nja sistema ved isto tako i kod izralunavanja inverzne ma-
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trice. Ako je A matrica loSe redljivog sistema, onda se iz

poznate relacije za inverzne matrice

(55) Al A= T

gde je I jedinilna matrica, dobija umesto inverzne matri-
ce %aneka matrica & . Ako je izradunavanje relacije (55)
sprovedeno sa dovoljnom tadnoddu, matrica X se moZe odredi-
ti tako da relativno dobro zadovoljava uslov (55) cdnosno

da se umesto jedinidne matrice I dobije matrica &iji ce
¢lanovi na glavno] dijagonall imati vrednosti priblizno 1

a ostali de biti pribliZno nula. Kako je, medjutim, pred-
postavljeno da matrica A pripada loSe resdljivom sistemu, mo-
Ye se odekivati da, iako matrica & veoma dobro zadovoljava
jednadinu (55), njeni &lanovi se znatno razlikuju od &lano-
va inverzne matrice A . Ova mogudnost proizlazi iz jedne

od osnovnih osobina lofe re$ljivih sistema da Jjednadine si-
gtema mogu biti vrlo dobro zadovoljene 1 vrednostima koje se

znatno razlikuju od tadénih redenja kao Sto je pokazano na

primeru sistema (1).

Bex obzira Sto se Clanovi matricefﬁlmogu znatno ragzlikovati
od ¢lanova inverzne matrice /Ydﬁ matrica @ mo¥e se korisno
upotrebiti za poboljidanje resljivosti sistema, zahvaljujudi
dinjenici da proizvod Q-Adaje matricu koja Jje vrio pribliz-
na jedinidnoj matrici I . Clanovi matrice Q- A, naime, vrlo
dobro zadovoljavaju uslov (54), koji obezbediuje brzu kon-

vergenclju Gaus--Sajdelovog procesa lteracije.

!
{

Postupek za poboljsSanje redljivosti sistema, predlofen u ra-

du Ackerman-a, sastojao bi se u slededem:

/s

1. Odrediti kvaziinverznu matricu & ("dijagonalizirajuéu ma-
tricu' kako je naziva Ackerman) iz jednadine

¢t ¢
(56) A A [
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2, Tzvrditi transformaciju lofe redljivog sistema pomodu

J
kvaziinverzne matrice premz Jjednadini

(57) G-Ax =80

gde sus
—
X - kolonsa vektor redenja:
-
4 - kolona vektor apsolutnih délanove.

.

Transformacija loSe red3ljivog sistema v»nralktilno se svodi na
i

izradunavanje mavricnih proizvoda &A1 =D od k¥0jih se za-

tim formira dobro res8ljiv sistem, kako je pokazano u jedna-

dini (57).

Analizirajuéi obimmost kalkulacija koje zahteva ovaj postu-
pak za povoljdarje resljivosti, moZe se staviti zamerka da
je pored normalnog resavanja zadatog sistemza, potrebno redi-
ti oS 71 sistema, iz kojih se dobije kvaziinverzna matrica
9, 1 dzgvriiti matriéna mnoéenjaiﬁf%i GE&;. Ovo predstavlja
ogromno povecdanie obima kelkulacija te se postavlija pitanje
celishodnogti celog postupka. Opravdanje zz ovo moze se do-
delrde traZziti v 8injenici da je za losSe reslijive sisteme ne-
kada nemogiide doé¢li i do pribliznih reSenjo ako se koriste samo
normalni postupci za redgavanje. U takvim slucajevima neophod-
no je potrebno pribegavati posebnim postupcimz za transfor-
maciju lose regljivih gistema u dobre, £to, razumljivo, po-
vlaci za sobom 1 obirniji kalkulatorski rad. No, i pored ovog
obrazloZenja, ¢ini se da je ipak postupak loga Jje predloZio
ackerman suvide glomazan prema koristi koja se od njegahdobim
Ja. Nesto vide opravdanja ima ako se on ne upotrebljava samo
za reSavanje jednog lode redljivog sistema ved ako su v pita-
nju vife sistema koji im:ju istu zajednidku matricu A.

U radu Ackermpan-a propudteno je da se ukaZe na jednu céinje-
nicu koja Jje neobicno vaZna za obezbedjenje tadnosti redenja.
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Poznato je da se gregke u reSenjima Javljaju kao posledica
zaokrugljivanja medjurezultata i rezultata u toku reSavanja
sistema. Greike su u toliko vede u koliko je sistem lodije
refljiv. Ako se, pored direkinog resavanja sistema, sprovodi
i transformacija u cilju poboljdanja redljivosti onda ée i
zaokrugljivanja, koja se vrde u procesu transformacije uneti
sz svoje strane greske u reSenjima. Drugim recima, efekat
poboljdanja reSljivosti moZe biti obrnut. Naime, posle trans-
formacije moZe se kao posledica zaokrugljivanja dobiti sistem
3ija se redenja znatno razlikuju od resenja zadatog sistema.
Da. bi se ovo igbeglo, odnosno, da bi 1 zadati i transformi-
sani sistem imali apsolutno ista redenja, potrebno Jje obez-
bediti da se u toku procesa transformacije ne vréirnikakva
zaokrugljivanja. To znadi da se proizvodi (i-Al XA -H moraju iz-—
radunati apsolutno tadno. Ovo se moZe postic¢i ako se ¢lanovi
kvaziinverzne matrice izaberu tako da mnoZenje matrica A

i E: sa njime ne zahteva nikakvo zaokrugljivanje. 0cigledno
je da se na ovaj] nacin smanjuje efeket poboljsanja redljivosg--
ti ali se zato ne unose nikakve deformacije u redenja sistema.

2.7, Poboljsanje resdljivosti sistema pomodlu

kvaziortogonalizacionog postupka

U odeljku 2.7. prikazani su uglovi izmedju vektora redova
matrice gistema kao mera refljivosti. Kao 3to je ved izloZe-
no kosinusi uglovi izmedju vektora redova matrice lo3e redlji-
vih sigtema imaju vrednost blizu 1 a kod dobro redljivih si-
stema imaju vrednost blizu 0. Za loSe reSljiv sistem (1), na
primer, kosinusi uglova imaju sledeée vrednosti:

4o = 0,999 999 999 5

-
Wi
-
]

an '&-
.:\
\

coslzz = 0,999 999 92
C'f'?ﬁ'tl‘(jrj;.{i = 0,999 999 8
coselzs = 0,999 999 91
@574 = 0,999 999 8

0,999 959 98

0
G
o
.
.

N
{
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Ima juéi u vidu ovu osobinu lode re3ljivih sistema, izloZio
sam u svom radu /6/ jedan postupak za poboljdanje redljivo-
sti koji se 1 sudtini saustoji u povedanju uglova izmediju
velktora redova matrice sistema. Ova]j postupsk slidan je po-
znatom Smitovom postupku za ortogonaliszaciju /21//22/. Tran-
sformacija, koja poboljsava resljivost sistema, zasnovana je
na ¢injenici da, ako se uglovi izmedju vektora redova matri-
ce sistema povecdaju, resSljivost sistema bide popravlijena.
Transformacija se izvodi na osnovu sledeceg postupka za orto-

gonalizacdju.

.
Weka je dat skup linearno nezavisnih vektora C?[(fé =

1,2, ...,71 ). Iz njega se mo¥e dobiti drugi skup linearno
) s

nezavisnih vektora &7, (¢ = 1,2, ..., 7 ), kod koga Su'vekﬁpu
. Taprs T2 Ll . =)
ri u;’i Q5 -, CZ;f’ ortogonalni u odnosu na vektor (]7 )
Postupak za dobijanje ovog drugog skupa Jje slededi:
-1(1!’} —_
ng = ([ {
=) > =
(58) LZE :}Lf'_;{..-éj'-’hkw{z
~ (1) - =
~de je
g
P TOTRN®
(59) /’L’,FI}.'J::: d }__; f__p’f _fOs'ijr .f;?
i
i ) 1) - . L. .
Skup vektora(jétcza,”_ q}ﬁ’ moze biti transformisan u no-
. N (2 . (z) 2
vi s{lﬁup vektora CZ;*” CZ;" ...,CZ,?) kod kog=a s?}ve}ctorl {;‘Zf} JZ“""
':-.IE _... F "t _-_‘_,--. wt ! F) F
%Z@ ortogonalni u odnosu na vektor il; . Postupak za
dobijanje ovog skupa slidan je prethodnom:
z) > (1)
- Qs

(1) =21

(60) Q{f:;=' .?ng‘@g T"-’:.Zg
{—,z; = M- n- ng}+ :-:(‘g;

<,

gde Je

g =01) Ty -
e (1] |2 -
| L2
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Hastavljajudi dzlje na slidan r:éin ova]j postupal, dobija

‘-P{:’l -#rlu )

se skup vektora (/:', d4 . CL;kod Zoga su velttori g]

- b2 4(
Cfgﬁ-- L&L)OrtOgoralﬁl u odnosu na velitor jJ .

la kraju procesa trfnsformacije dobije se skup ortogonalnih
- ":f, 2{r2-

vektora.éff Q? e, (s '

= .
Ako vektori (7, pripadaju losSe resljivom sistemu, rigorozno
sprovodjenje postupksa ortogonalizacije prakticno je neizvod-
1jivo iz distog razloga zbog kojeg je Rﬁéko re3iti i sam si-
stem. I ovde su, naime, grefke zaokru¥ivanjza glavni izvor
tedltoda za2 dobijanje zzdovoljavajucih rezulizata., Kako Jje,
med jutim, svrha ovog postupka da izvrsi poboljsanje resSlji-
vosti sistema. a ne da gz transformise u idealno dobro resd-
1jiv sisten, to nije ni potrebno ingistirati da uglovi izme-
dju velztora ;Zibuau tacno.;xk, ved je dovolino da se ova
transformacija izvede gz pribli¥nim vrednostima A . Za pra-
vilno izvodjenje postupka za poboljsanje redljivosti sistema
ocnovna stvar na koju trebaz obratiti paZnju Jjeste d2 se izbe-—
gne sva1oﬁfﬂokruﬂ jivanje prilikom izradunavanja komponenatsa
velrtora Liffyikoge s prikazane izrszima (58) i (60). To zZna--
i da se vrednosti za,ﬂ¢p,iz izraza (59) i (61) moraju tako
bir.ti da njihova zamena u (53) odnosno (60) ne izazgiva ni-
kakvo prekoralenje kepaciteta masine pomoéu Xoje se sprovodi
postupal transformacije. Ja ova]j nadin postize se da ée i
transformigani sistem imeti apsolutno ista resenja kao 1 ne-
trangfiormisan. Treba, medjutim, napomenuti da se za,h{pmoram
ju/birati najvede mogude vrednosti jer sc¢ time postiZe najvede
moguée potboljfanje redljivosti sistema.
Efik2snost primene ovog postupka za poboljdanje resgljivosti
jzsno se vidi na lode red3ljivom sistemu (1). Transformacija
¢e Hiti izvedens zo sistem koji ima z& kolonu apsolutnih &la-—
nova vrednosti iz izraza (3).

Prvi korak transformacije bicde izveden sledeéim vrednostima

za A

to dobijenih na osnovu izraza (59):
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Agz= ~ 1,390 009 4
Asz= - 1,451 511 54
Age = - 1,%369 909 68

Primenom izreza (58) dobijaju se sledede vrednosti za kom-
—% "’d"} f) —.i,ff}
nonente ve?torasz CZ! QJ4

L]
o

G+ 5,595 700 43 + 8,779 360 2; - 4,020 265 6;

- 8,746 622 8)
--:-(,.:( - 74.%05 810 36: - 115,428 264 18;: + 515225 759 04 ;
+117,183 720 52)

an(WIOZ 584 985 123 159,006 %20 56; + 70,072 679 68;
+162.112 911 84)

Posle prvor korsixa transformanije apsolutni ¢lanovi dimaju

gsledede vrednogti-

;{-‘)

0z = - 0,78183%72
4§%=.m23,77610652
&Y = -29,77562384

U slededen koraku transformacije dobija se:

,h23==T 13,23
i

'(f03ﬁ74694068, +0,7226712663 —-1,962354848; +1,465900876)

"h,....

cg (-0,4522614192; +1,23456181045 ~3,3052080512;
+2,4695524944 )
(%)
Gz = -34,119812676
4, = —44,0457164144

Rezultati poslednjeg koraks liensformacije su:
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ﬁj (+0,01197155572; +0,01%24737086; +0,01117164192;
~-0, 00781998604 )

5y = + 1%3,61676700304.

Posle zavrSenog postupka transformaci je dobijen Jje slededi

sistem:

+121734 Y+ 169217 X ;+176624 -X3+166662 -y = +634238

+5,5957004 X4 48, TT93602 - Xy 4 , 0202656 - X5 -8 , T466228 X 4 =
= -0,78183%72

- 0,274694068 -X4+0, 7226712663 ;-1, 962354848 = +
+ 1,465900376°X,= —~34,119812576

+ 0,01197155572-X1+0, 01324737086 X, +0, 01117164192 -X 3~
- 0,00781998604 X s= + 13,61676700804.

Ovaj sistem Jje dobro reSljiv dto se moZe ustanoviti ispiti-
‘ _ _ _ (.
vanjem kosinusa uslova izmedju vektora G, (¢(= 1,2,3,4),

koji u ovom sludaju imaju sledece vrednosti:

;2= 0,0002
2= 0,0002
€Sty = 0,6076
coszg= 0,00%4
coselsy= 0,649C
COSM%A: 0,4656

Resavanje transfoimisznog sistema na stono] radunskoj masi-
ni "Frieden” (koja ima registar sz 20 decimalnih mest=) po-
modu Banahijevidevog postupka dalo je keo rezultat:

Xy = + 130260855
o= - 18673952

5= 32713077
Xy =+ 19402805
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3to je vrlo pribliino ta®nim vrednostima. Kadza se, medjutim,
koristi isti postupak i masSina zz redavanje netransformisa-

nog sistema, kao rezultat se dobiju:

Ls = - 62141,60761
2Ty =+ 37533,42275
+ 15604,98051
X,= - 9253,748983

3
|

-
'
l

O8igledno je koliko su ovi rezultati mnogo pogresni u odno-

su na todne reSenja.

Koo 3to je noapred veé nrpomenuto, ova]j postupak je Cak i
obimniji ou nekih postupaks za re8avanje sistema linearnih
algebarskih jednadina (nz pr. Gausovog algoritma eliminaci..
je), a predstvavljc samo »ripremu sistema zz kasnije reSavo..
nije. To znali da se transformacijom zZnatno povedava obim
kalkuliac’ a kZoje su povurebne a2 bl se sistem uspesno resio.
Kako, medjutim, resavenje bexz prethodnog poboljsanja reslji--
vosti ne dovodi ni do pribliZnih resenja, kao &to Jje jasno
c'iazano 1 na primerv, povedanje obima kalkulacija u sludaju

e
loge redljivinh sisteme ne moZe se izbedi,

Postoji jedrne osoocinz ovog postupka za poboljdanje resljivo

(

sti koja ge Cini naroc¢ito pogodnim. U izvesnim sludajevima,
naime, nije potrebno sprovesti celolupan postupak transfor .

F

macije, ved szmo delimican & da se ipak postigne zadovolja--

"’.

vdjude ponoljfanje redljivosti. Ovo se odnosi na one sluda--
jeve gde g2 dspitivanjem vglova izmedju vektora ﬁE;matrice
sistema ustenovi da nizu svi uglovi mali veé samo neki od
njih. U tekvim sludajevima postupak ortogonalizacije sprovo-
di se samo nad tim uglovima 3to svakako predstavlija znatno
skra¢ivenje poslz oko povoljsanja red3ljivosti. Poéto se u
praksi 3esto sredu sistemi kod koiih su samo neki 04 uglove
izmed ju vektors redova matrice mali, ovaj postupak za pobo. -
Sanje resljivosti postzje vrlo praktican za primenu.
Ortogonzlisac’/n s~ korilgti 1 za direkitna resavanj: sisten.

/23/ /24/.
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Tako postoji velikd broj metoda za resavaenje sistema line-
arnih algebarskih Jjednacina, mali Jje bro] onin koje mogu
uspedno da se koriste us resavanje lose resljivih sistema,
Osnovnl nedostataok vedine od njih sastoji se u tome 3to za--
htevaju zaokrugljivanje radunskih velicdina u toku procesa
reSavanja. Ova zz2okrugljivanja ilzagzivaju greske kod resava-
nja loge refljivih sistema koje su tako velike da potpuno

izoblidavaiju resgenja i dine ih neupotrebljivimn,

Koristedi jednu sistematsku podelu metods za redavanje si-

stema linezarnih algevarskih jednadina koju je dao E.Bodewig
w svojoj lmiizi Matrix Calculus /11/, moZe se lako dodi do

zakljuCka koje su metode pogodne za reSavanje loSe reslji-

vih sigtena. Bodewlig Jje sve metode podelio na direktne i i-
terativne. Dalje Je direktne mertode klagifilovao na one ko-
je daju talna reSenja 1 na druge kojim= se dobijaju privliz-
na resenjs. Ze resavanje lose regljivih sistema ocigledno je
da su najefikssni‘e direkitne metode koje daju tadna resenja,
ier gu u njime diskljulene sve radunske operzcije koje zahte-

vaju zaokrugljivanie rezultata.

U svojim radovima /4/ i /5/ i ja sam izlo%ioc jednu metodu za
redzvanje sistema linearnih algebarskih jednadlinae., Xoje bi
po svojim osobineanz spadale u grupu direktnih metoda koje
daju talne redgen]s. Primenjena za resavenje 1loSe resljivih
gistema ov- netoda se pokazala vrlo efikasnom, kao Sto ée sc

videti iz daljes izlaganja.

4,1, ifetoda postupnog izradunavanja determinanata
sisteme linearnih algebarskih jednacina

IFetoda ¥oju sam preldloZio v svojim radovima /4/ i /5/ kao
pozodnu zz redavarje lofe rvefliivih sistems u susdtini pred-—-
stavlija jedan sistemztizovani posgtupak za izradunsvanje sub-
determinanetz sistema linearnih algebarskih jednadina. Kao
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i druge direkine metode koje daju tacdna resenja tako isto

i ovas metoda ne sadrzi ni jednu operaciju deljenja koja se
ne moze izvesti tacdno do kraja. Ovde se podrazumevaju samo
one operacije koje se zahtevaju za izrzadunavanje determina-
nata. Inade deljenjs kKoja treba izvrsiti prema Kramerovom
pravilu za izraluncvanje redenjzs sistema; koristedi pri tom
tadne vrednosti determinanata, mogu se uvek izvrditi sa Ze-
ljenom tadnoddéu, te ne predstavijaju kritidne operaciije za
tadnost refenia. |

4.1.1., Princip metode

Princip metode prikazan je geometrijskom interpreftacijom
postupka. Samo izvodjenje postupka zahteva uvodjenje izves--
nih dodatnin sistema. Prems svojo] ulozli ovli gsistemi pode-
ljeni su na posredne 1 pomoéne. Lijihove osobine i uloga bi-
¢e jasnije prikazane u daljem izlaganju, a sada demo najpre

definisati simbole za ozZnadavanje pojedine vrste sistema.
Ako je zadat sist~m za redavanje 71 —tog reda, onda ée se u
t2'u postupks refavania pojaviti /7 pomodénih sistema reda od
1l do 7 1 é}{n +¢ -1 pogrednih sistema reda cod L do 7{ -1,

Op3ti oblik svih ovih sistema bide

(61)

M
's
d
[ e ™
:
I}
N
a_] “
L
)
o\
3y
L
~
R

A=
7

it

gd% izraz (1) predstavlja:

za "¢ 5 posredni sistem 7 —-tog reda:
za =5 pomo”sni sistem / —tog reda;

za =7 i S=7r+7 zadati sistem.

Prema tome; na osnovu usvojenog oznacavanja, dati sistem
bide prikaszzn izrazom slededeg oblikas
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Predpostavlijamo da su determinanta 1 glavni minori matri-

B+

ce sistemzs (62) razliditi od nule. y

. ‘ 7)o
U 7% —dimenzionalnon Buklidovom prostoru £ 7, resengejfjth

(f:: 1,2,...,71) sistema (62) predstavlja koordinate tadke
/%ﬁn) . Ako izostavimo jednu jednadinu u sistemu (62),

preostalih 71-1 jednadins definisu pravu liniju u istom pro-
) . : L “
storu“ﬁf”, Meka bude idizostavliljena poslednja jednacina,.

Ostsle jecdnadcine

7 (re) ' ’.
(63) > Gy Xgner =bines (=42, 19)
ao ud -

i we—m

s

. .. n, . . o
predstavliaju pravu liniju u prostoru £ , koju demo oznadi-
/7)

ti sa 41n+, ., dok izost:avljena jednadina

£ ()
(64) > G’f’fj"xj;/'%f :én,n+/

1=1
- f)-?' - i t » bl
definiéf}hiperravaﬁ u prostoru £ ;(%Dga ce biti oznadena
— (7 _ (y: _ i (72}
¥=o [/, . Bvidentno je da prava [ ;s 1 hiperravan £
. - . -v-l - X (J"Z)
imaju zajednidku taliku M, 7 .
n-1)
ﬁko(pe‘za nepoznatu _Xhmfhgf usvoll neka proizvolna vrednost,
(Y . ..
Chn nss , zamenom u izraz (63) dobija se
(65) 1 (re-1) (r-1) /. i,
P CL{ ;"_r'rf?:*‘f o \é{ )’2-:-'-1”@(';} ey N+ 4 Qiﬂ faQ,"'f '}{_?’)
/=1 A ’ ' S
L. . . . (n-7)
ReSenjia sistema (65) 1 usvogen%nyrednost Chorirt predstav-
l3jzJju koordinate neke tacke fVL; na prvoj [fgh, . vistem

(65), saglasno simbolima koji su napred usvojeni, a i prema
svojoj posrednickoj ulozi u odredjivanju koordinata talke
(/7 _
ﬁﬁf s spada u ¥lesu posrednih sistema.

_ (/1)
Zamenom kKoordinatzs tadke ,”f, u izostavlijenu jednadinu (64)
izracunava gse velidina
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N,  per) I (re-1)
(66) Crirof :éa’: 7i+t O»’!DL’H 7+ Z C“{n/ I; rn+7
f=7
~ (77}
Pomocu'vrednostlc:a+flz (66) moze se 1zracunyt%kodstoaange,
7y
neka bude oznaceno sa Cjn+, , l1zmed ju tacke /W} i hiperrav-
NGy
ni ,?f, , prema poznatom izrazu:
(71)
(77 )
(67) ,\_*1” - _En+t
T TR

Vza”

Uporedo sa datim sistemom (62), posmatrajmo i jedan drugi
sistem koji ¢ée biti oznalen kao pomoéni sistem i dija demo

regsenja proizvoljno izabrati:

A () .
(68 ) Z f-zz}/;“):j.n =Oin (f-'-' 12,-.., 7?)-
{1

Kzo 8to se vidi, sistem (62) i (68) imaju identidne matri-
ce. Primenjujudé¢i ista razmatranja na sistem (68) kao 3to je
udinjeno za sistem (62) dolazi se do slidnih zakljudsk a:

(72}
- ReZenj=z 51stem (68) odredjuju koordinate tadke ,
prostoru f
— Sistem
(69) ﬁ- "..2' _'X(n) b- (}.3 f? re . }—2'—’)
=, T AT LN S
J=1
(7?) ) , _ _
d%flnlse pravu Z,?u prostoru £ s 8 lzostavlijena jedna-
dinas

4 ) )
(70) Z Qﬁ:/ -_1;,:;3 - n n
=17

- |
£ é istom prostoru.
72

predstavija hiperravan
(n—1)

~f
7-1) za nepoznatu ):Hi? .

- Usvaje gse prolizvoljna vrednost C;?n
(~7)

n 7 u sistem (69) dobijz se posredni sistem:

- Ziamenom
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g—- ("?*—f) {71~ ,) P
(71) .._’f_.:_r.ag,f'I bjn a{ by, C,rz,rg (\f:"' 7;2,"%]?*79
Coget
(72-7%
- Redenje sistena (711ﬁ} vrednost (,, Dpredstavljaju
-?? LT
koordinate tadke A, " na pravej [/

. “:"ﬁi’) L] N .
- Zamena koordinata talke A, u izraz (70) daje:

(7). R I /r; 1)
(72) é CLJ;?;? 3;-3}? Cr-n}'z Z CZ,Q _7 Ve,
| () (7?) _ (72) o
- QOdstojanje ff,- od tadke /\/ do hiperravni /?'z dobija
se 1z ilzraza:
. Uy,
@, :
+./ & 2
VdéiCznq'
Uporedjujuéi razmatranja koja su vriena n:a sistemima (62)
i (68), evidentni su slededi zakljuldci:
(n) (1)
Preave Z,n“i Z.-,’? su paralelne.
. {ri)
11perrav?1,ﬁ7 5 _}% su paralelne
7
M ,(?_,{ /m) su takodje paralelne, .
Duz Mrﬁr /Vf ., njena projekecljz ne hiperravan /j/’?ﬂ 1
f g -~ LI "
duz \_,2/;” obrszuju Trougzo. Odgovarajuce vellicline siste-

ma (68) obrazuju drugi trougso. Ova dva trouglas su slidna

podto su im strane parzlelne Ta oznovu ove gslicnosti, izme-
72 7 7 ﬁU )

d ju duzi M( 7‘(),4/{ )/\/f?'_ Q;;’:} postoji sledeéi odnos:

; Nz @
(74) MM A

VY e 14
Treba napomenuti da kvadratni koreni u imeniteljima 1lzraza
(67) 1 (73) iz kojih se dobijaju vrednostlxjﬁﬁb ' Cfﬂv , MO—
raju uvek biti uvzeti s;mlstlm znakon. U izrazu (74) tuda S?
)

. o . 7
mogu umesto velidina dnw i d;) uzeti vrednosti & L.,n-.n-f t E

n) M
Na osnovu izrzza (74), projektujudi dui Mm)/"’(n} /(/’{’)/k./(’l

na koordinantne osovine, dobijaju se sledede relscije:
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ne f:};r.fl ™ ”(}?— ‘f} '\x"" f;! g (?"‘_ f."' -~ .‘I"":JI,!‘:‘|I ~ \

S AL - (. oo . _
(75) Adeir TG A Lt Svied | 1= 72 ... ;"'_.‘r-f/.
) K - = ; $ Sy A
Ty B ACIRE B -
{, f- }:_'.,r e ‘:i- . ;_.ar -‘}* "-'{ 'Ir;.} 'r__h‘!’}-"" f"} o _{{1.’} \‘-U
Rl & < - N 1'- r}l-' — EYE. - .Y ‘.

- i 4 e -7?,_![ a,‘_'j':!:p?. 7i

Iz izraze (75) sledi da se refenja datog sistema dobijaju
prenma 1zrazima: |

R | ) N .Y

"""-'. o __r-'\l {. _-‘"' A | ;’__,’:__:’. ‘i

(76) PR N & ; T ere f _7.'{ 7 o N f
e get= wann T oy (ANag T enr

- —~{"2) (7e-2) S +1 F Y S ;
(77) A -7 "K_’/ "y 4 - NS k_,—{\_, 4,77 _.«LJ;';Q ./! L

Tzrazi (76) i (77) mogu biti znatno uproideni ako se izabe-
ru pogodne vrednosti za one velicine éije se vrednosti mogu

proizvoljno bireti. Hajvecde uprosd ‘enje se postiZe ako se
usvoje slededée vrednosti:

7m0 ‘ ey T f) oy - - g
(78) .\,-i _ . Lok ; { i s 70, e f

; —— =
'__,.‘_ )L ."'.r ’f; ,L___J;_...';_,_--.a-f ~— ; 73 J . N

Zemenom ovih vrednosti u izraze (76) i (77) i uzimajuéi u

. ] . = (2] . J"' \)?}
obzir izraze (66) i (72) za velidine &, 1 &, , dobi-
jaju se uproidleni izragzi za redSenja datog sistema:

Fi-f |
e ; e .-"ﬁ__ 1
) S —- {7 ~ X
l\79) -}’ﬁ;”:‘ fFevi = -:E;_i*i’ P O‘J‘L}'E*-:f C“:';: ‘L?"j *k”.?"?zjbf
7, T ) 777 = N
'\.‘:- S / - . f"(q_}')
R ) (A f.;k;,,rz
4 =;P ‘ ”
(80)

Kao 3to se vidi iz izraza (79) i (80), reéenja datog siste-
me, (62) mogu se dobiti direktno iz (79) i (80) ako su pozna
ta refenja posrednih sistema. (65) i (71). Tako je problem
redzvanja Jjednog sistema /U -tog redo sveden na reSavanje dva
sistema reda 7i-1. Ako se i na ove dva sistema 71 -1 reda
primeni isto razmatranje kao Zto Jje to ulinjeno za sistem
(62), onde ée se problem dalje svesti na redzvanie tri po-
sredna sistema 7i-2-0g reda. Tastavljajuéli dalje isto rasz--
matranje, c¢olazi sgse najzad do L posrednih sistema prvog re-
da i jednog pomolénog sistema takod je prvog reda. Pogto su
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njihova refenja evidentna, to ce se lako obratnim postup-
kom dobiti redenijse gsvih ostalih posrednih sistema pa na
kraju i datog sistema (62). Ovako dobijena reSenja, medju-
tim, opterebena su gredkama koje su posledica zaokruglii-
vanja rezultata pribliZnih deljenja iz izraza (79). Prema
tome, ako bl se posftupak resavanja sistema 1zvodio na os-
novu izraza (79) 1 (80), ne bi bio pogodan za redavanje le
e resljivih sistema iz slicnih razloga zbog kojih i drugi
postupci, koji u toku rada koriste zaokrugljene med jurezul-
tate, nisu podesni zs lose re3dljive sisteme. U daljem razma-
tranju bide pokazano da se ceo postupak moZe izvoditi sa
determinantama posrednih i pomoénih sigstema Jime se izbega--
vaju sva deljenje koja se ne mogu do kraja izvrditi.

Predpostavimo da su poznate determinante koje su potrebne
z2 dobijanje refenja posrednih sistema (65) i (71). ¥jih
demo obeleZliti indeksima koji su u saglasnosti sa napred
usvojenim nadinom oveleZavanjas

ks

74— determinaenta posrednih i pomodnog sistema reda XK.
- Y, ) ) . )
i i = determinanta istih sistema kao u prethodnom slu-

\.-'- - r

caju u kojima je kolona { zamenjena kolonom i/ g
’ /
‘{: 1525111'!,}()!

'a osnovu usvojenih indeksa za obeleZavanje, resenja posre-
dnih sistema (65) i (71) izraZena pomodu determinanti Kra-

merovim pravilom bice:

‘ -7/ (2-1)
7 L n+t {n-1) .-i?:;'f,n f=12 Ji-7)
;I': * = —t e iy - —_— o .o . : L s 2 ——
(B1) T - (Tem1) PN (02-1) (J S /
iy L1, 01

Zamenom (81) u (79) dobija se

7l-f

- 2 - (:;2' ?‘)
: f,.-.. T }i}? f) — E:,—Z i ., .
(82) ~~ Onney Engner Z.,ff ] "'?J'-’*”
IRt T - ) ‘-1 o (11 1)
A - n{ﬂ‘f)’ — T ) T-E'“.
T Ldpgnet L LA iy

o o
A
J! j
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Tz izraza (82) odigledno je da njegov imenitelj predstav-
lja determinantu zadatog sistema (62) kao i pomodnog sis-—
temna (68)5 rozvijenu po Clanovima poslednjeg reda:

7L~ f
b {2 } (Fi=7 ) ﬁ 1)
(83) .ri.,";r:;‘;‘- = ‘:._Z}'g'}? * "'Ff?-}: it x.;.-_ ,,Z)"/( Lf
j-— 7
Br01t813 izraza (82), medgutlm, predstavl]ja determinantu
7 (%)
“n n u kojoj Jje poslednja kolona zamenjena kolonom

/ /e
Df peg =12,
dnjeg reda:

rv} s 1 takodje razvijenu po Clanovima posle-

o
T .-"__6‘, )2 f?!: .-’PJ
.\lf') J'{'\ L’E — K—-—— .‘-Ir'-'-\ . ' !. i
(84) L7 it = ALY Ao/ ;r;,q..f £ _ -é;;; -Df:n"'f
]mf ot

Zamenon izraza (81), (83%) i (84) u (80) dobija se:

._}‘:'-#_: nq f') (}j / ﬁ'i""f‘}
(85) ~ 0 — Qe,r&'-’— Rt -~/ /?f?rf _f-),«,rz Ry

]“‘1"”” (72
L 13 7 "{H':'?—f})?‘f

S . druge strane, prems Kramerovom pravilu je:

[ g-

»
F";{U

. J "."- ;1 _*f -
(86 ) (.5?) v iad £
AL s T TS =Ll T
i _,f__"!-afn

Uporedjujudi izraze (85) 1 (86), dobija se

) ﬁtff:!!i ]rr 1) ;.. (?? 3') {'
(87) ;;,‘E; L:’Eaﬂ . Lj fq"‘ff .-fxn .Z..-p ,)?*;f ? 7’2- )
50 o b ¢
re-f -1

Tzraz (87) Jje jedina vrsta deljenja koju zahteva ova postu-
pak. Po3to se njime izracunava vrednost determinante, odi-

gledno je da de se ovo deljenje uvek modi da obavi bez os-
tatka.

Tzrazi (84) 1 (87) pokazuju da je mogude izradunati determi-
nante koje su potrebne za dobijanje reSenja sistema (62)
ako su poznate determinante za redenja sistema (65) i (71).
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Primenjujuéi isto razmatranje dalje na posredne sisteme
nifega reda, problem se opet svodi na sisteme prvoga reda.

Todto su njihove determinante stvarno poznate:

{7} |
- f‘f} J'}T'f.S J:Z 4.5
(88) ,C—Mf‘- — A : er /q:r-_-:fz - 1 = ﬁ+f)
1S T T T, o

pomodéu njih se, koristedi izraze (83), (84) 1 (87), odredu-
ju determinante ostalih posrednih sistema a na kraju i da-

tog sistema (62).

4.1.2. Tabelarni postupak za prsktilnu primenu metode

Ceo postupak refavaenja pomodu ove nmetode moze se izvesti
lako 1 sistematski preko Jedne tabele koja je napravlijena

na ognovu izraza (83%). (84) i (87).

Dok je polazna tacka za razvijanje metode bio dati sistem,
pa je u toku razvijanjz provblem sveden na Tt +1 sistem prvo-

ga reda, proces praktidne primene metad e je obrnut. Proces

regsavania prikazan je u tabell VII. Ova tabela ima dva dela.,

U gornjem delu nalzzi se matrica sistema i kolone nezavis-
nih dlanova (kolone S = n + m) gde je m broj sistema koji

se redavaju. U donjem delu tabele su determinante posrednih
sistema 1 datog sistema dobijene u procesu redavanja. U
prvom redu su determinante Zﬁﬁ koje su jednake ;s .
Tzrzz za izraCunavanje determinanata ;552 nalazi se u dru-—
gom redu i dobija se pomoéu faktora gf (determinanta po-
moénog i posrednih sistema prvog reda koja se nalazi u prvom
redu donjeg dela tabele) 1 (y¢ (&lane matrice sistema). U
trecen redu je izraz za lzralunavanje determinanata Jﬁfg s
kojli koristi faktore ij, D,(i:’ { Dgi s lzracunate u prethod-
nim redovima, Daljli postupak za dobijanje izraza za izradu-
navanje determinanata ostalih posrednih sistema i datog si-

atema Je Jasan.
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Po%to se ceo postupzlr refrvanja izvodi sa determinantama,
evidentno je d= moZe da se koristi i za lzrz*unavanje de-
terninente metrice. Proces isrunavanjs determinante za-.

Lo *r*:f -

vrien je kada je debijena vrednost 2/, 4 - U toku pro-

L.J._u

cesa dobijaju se takodje kazo medjurezultati, 1 vrednosti

| i K ;
glavnih minora i, (k= 1,2,,..,71~1). Ova osobina metode
pro3iruje njenu primenu i na ispitivanje definitnosti ma-

trice.

Koridlenjen vrednosti determinanata posrednilh sistema, koje
se dobijaju rao med jurezultati u toku procesa, ova metoda

se more koristiti i za izradunavanje koeficljenata karakte-
risti?ne jednadine koja sluzi za dobijanje sopstvenih vred-

nosti matrice.

4.1.%3, Prikaz metode ne numerickinm primerima

Praktidna primenz metode nrikszsma je no slededa dva prime-

ra.

1. Meka je dot slededi sistem trecega reda sa nesimetridnom
,*: "?"f l.__::—- f/

¢+ 205570 (3= 19

V,K}*q_lgfﬁ-lf—~f

matricoms: &5, *

Za Clanocve matrice izabrani su Jednocifreni brojevi kako bi
se uprostilo prikazivanje metode. FPrimena postupka pokazana
je 1 tabell VIII.

!

Iz tabele VIIT vidi se da je deteminantas matrice sistema:

,
.?

- : A : ,
1s33 = “9 do{ su determinante koje odgovaraju nepoznatim:
'3 } 7 3} G.} " >, -

2@ = =5; Loy = +12; -Zéé = —-25. Prema tome, resenja

sistema su Xy =

;_122:-—%;13:

WO
R

2. U drugom primeru prikazano Jje resavanje dva sistema de-
tvrtoga reda koji imaju identilnu matricu,ﬁ&. Tzabran je ved
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u poletku ovog rada pominjan vrlo karzkteristidan lole re_
$1jiv sistem (1). Data su i reSenja za kolonu apsolutnlh
dlanova iz izraza (3).

“i
pg

Postupak reszvanja pokazan je u tabeli IX. Determinante
koje se odnose ns resenja prvog i drugog sistema nalaze se
u kolonama 5 1 6.

Kao sto se iz tabele I¥X widi, determinanta matrice sistema

_ 7y
jer L4444 = lg ok su determinante koje se odnose na resSenja

= ¥ Py
prvog sistema: l%c — Z%;fiz 3: = bq;}z 1, a deter-
mlr}_f.'ﬂte drugog 51stema° .,D,é- = +130214 3703 D,o. = -78645876;
7 {9

Lize = — 32T701403; .Z%ﬁ = + 19395881. Prema tome, redenje
prvog sistema su: '

a drugog:

Xis= + 1302143705 Ype= —~ 186458763 zo= —32701403;
Xye= + 19395881

4.2. Kar-kteristike metode postupnog izralunavanja determi-
nanata preme neliim metodama za izradunavanje determinanata
i reSzvaija sistena

Uobicz jeno je da se efikssnost nelze numerifke metode ocenju-
je prema broju rafunskih operacija koje treba izvrsiti za
njeno sprovodjenje Kada se, medjutin, razmatraju metode
koje dzju taCtne rezultate, odnosno, koje ne dozvoljavaju ni-
kakvo zasokrugljivanje vrednosti, zZa pravilnu procenu efikas-
nosti mora se uzeti u obzir, pored broja radunskih operaci-
ja, takodje i wvelidina med jurezultata. Ovo je vaZno zbog to-
ga, Jjer svaka redunska ma¥ina ina ogranifen kepacitet regig-
tara 1 ako neki od med jurezultat: u toku raldunanja prekora-
¢i kapacitet registra, tak:zv med jurezultat se mora uzeti sa
zzokrugljenom vredno3du. O8igledno je da se posle ovoga ne
mogu oCekivati tadni rezultati a ako se izradunava determi-



G""f-' s i ;' 2 3 | 4 | 5 6
{ N ! j |
B S i "R T i —
i 120734 4169 27 | HIT6624 1 4N66662| 4634237 | 4634238
: i | | | '
2 ] | 235222 | 4245505 | 1231653 +881597 ! +881 596
r, |
3 + 256 423 1 242 ozgi +920581 | +920580
4 | 428474 | 4868818 |  +868819
SIS PR S T— 2 |
DYs | Qus F120 734 | +169 217 | +176624 | 4166662| +634237| 4634238
DZ | 121 734.Qas- 169 217 - Df'} #1201 850 | —1477738 | —1997352| -335323% | —3 64k 182
, 1
DP | (121 859 D£§,-169 217 - D) 124 734 0 12230043 | +2943263] +5296065 | +5 700504
. | |
D5 121 859 O.gs 116 624 D"’ 245 505 . Dy 1A 615 | 12430559 | +3872 174 +41 634
Dys | (144 615 DS3+1 447 738 - Die): 121 859 |0 | esauskin | 47287033 | - 42608482
Df"’; (1 44t 615 - D ~2 230 943 - Df‘s) 124 859 0 | -9678288 | - 8236673 ] +66 675822
e TR RS =R S e e b i s R, ...__..._.-._..-_.--i._._.._._..._..h-___.u__...d-__.__._.____.. J_
W (3) (3 - N |
Dis | 1 44t 615 Q5166 eez DS _231 653- Dk 242 029 - 158 : ¢l 1L H19 305881
| ! |
D3 i (1.DS%—2 430 559- DY) 1 444 615 o { +1 | - 32701 40
Dot | (1 DS% -5 845 418 D"‘“ {44t 615 ! 0 | +1 | 7864587
D% | (1-Di%+9 678 288. D””: 1 4t 615 0 +1 | +1302¢4 370
TABELA /X

DE9
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nanta loSe refljiive matrice, moZe se dogoditi dz se ne do-

biju ni priblizno tadni rezultati.

4.2.1. IzraCunavanje determinanti

lletoda postupnog izradunavanja determinanata zahteva slede-
matrice M-tog

Lis g

¢1i broj radunsiih operacija za determinantu

reqa:

; irarniac e 2 4 3
Sabiranja: L2, . 3.7 'f*.f{j

S
MnoZenja: (AN

7 N /
. . » o ‘?'-" { - _ /"‘\"-
Deljenja: élﬁﬂj,n_,izj

Da bismo ocenili efilkasnost ove metode, uporedidemo Jje sa
dve poznatije metode za izralunavanje tadne vrednogti deter-

minanata /25/, /26/. Jedn:z je Gaus-Kiova metoda za izraduna

vanje determinanavta. Ova varijanta Kiove metode izabranz je
zbog toga Sto ona omogucava dobijanje tadne vrednogti deter-

minante. Drugs varijanta XKiove netode /27/, /28/ ne spada
. .ietode koje daju taina resenja posto zahteva deljenja veli-

Cina koje u opdtem sluZaju nisu deljive, pz2 s2 njom nije ni
vrseno poredjenie.

Za. izraZunavanje determinante f—~tog reda pomolu Gaus-Kiove
metode treba izvr%iti slededi broj radunskih operacija:

Sabiranje: —;.—;\2 -3

Inozenjacs
Deljenjas

Uporedjenjem se dolazi do glecedéih zakljulaka:

- Obe metode zahtevaju isti broj sabiranija.



10.

~ Gaus~-Kiova metoda zahteva veli bro] mnozenja nego metoda
postupnog izradunavanja determinanata. Razlika iznosi:

—

270 -H 10

Ovaj izraz vedi je od nule za i) 2.

- Gaus-Kiova metoda zahteva za determinentu bilo kog reda
(sem zz2 determinantu drugog reda) uvek samo jedno deljenje,
dok metoda postupnog izralunavanjs determinansta zahteva

vide, kao Sto pokazuje napred pomenutli obrazsc,

- Ako se posmatra ukupzn broj mnoZenja i deljenja onda je
razlika dzmed ju metode postupnog izradunavanja determinana--

ta 1 Gaus-Kiove metode izraZena slededim dizrazom:

y ."-": _ -~ - At

(=75 7+ 55 -N-66)

iy
Oved izraz je manji od nule za 2 7 £ lo a vedi od nule
za T >» 1o §to znadi da metodz postupnog izracdunevanja deter-
minanata zahteva manji bro] operacija od Gaus—Kiove metode
kada se one primenjuju za izrzlunavanje determinanti zakljul-
no sa desetim redon, a za determinante vecde od desetog reda

je obrnut slucaj.

Tz dosadadnjeg uporedjenjs moze se stedi utisak da je metoda
postupnog izralunavanja determinanatz pogodnija za determinan-
te reda 71>1lo. Pogodnost koju pruza Gaus-Kiova metoda za de-
terminznte reda T lo je, medjutim, samo prividne prirodé.

4iko ge analizirz ova metoda moZe se uvideti da se do samo je-
dne operacije deljenija doflo nz taj nedin Zto je deljenje od-
lageno iz koraka uw korak i ostavlijeno da se izvrsdi kao zadnja
operacljs ovog postupka. Ovo odlaganje ima za rezultat slede-

Ge negativne posledice.

Zbog toga 5to se deljenja ne vrde u toku postupka, medjurezul-
tatl su opltereteni parazitnim ¢iniocima C¢ime se nepotrebno
povecava broj cifar=z medjurezultata ili se povelava greska
koja se javlijz zbog zazokrugljivanja rezultzta., 72 lose reslji--
ve matrice ovo je od presudnog znacajia. ;
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Faktor kojim se vrel deljenje na kraju Gaus-Kiove metode
%% ("1 -3) mnoZenja. Za Yi = 11, kada

podinje pogodnost ove metode prema metodi postupnog izradu-

dobija se kao rezultat

navanja determinanata, treba izvredgiti 44 moZenja. To znadldi
da, ako su ¢inioci koji ucCestvuju u ovom mnozenju dvocifre-
ni cell bfojevis rezultat ovih mnoZenja bicde vedi od 1046,
Odigledno je kolika je za prektitno ralunsnje ovakva vred-

nost nepodesnsa.

Imajuéi u vidu ove &Cinjenice moZe se shvatiti koliko je sa
stanovi®ta pralxtifne primene pogresan zakljulak o prednosti
Gaus-Kiove metode, izlo¥en u /25/ i /26/. Do ovoga je doflo
zbog toga #to Je ispuiteno i1z vida da se, kao §to je napred
veé pomenuto, efikasnost numerilkog postupka ne ceni samo

po broju radtunskih operacija koje on zahteve ved se isto to-
liko morz uzeti u obzir koliko on uspeva da smanji uticaj
gredke koja se javljas zbos zaokrugljivania mec jurezultata i
rezultata., Smanjenje broja operacija u Gaus-Kiovom postupku
icvrseno je bas na potpuni ustrb ovog drugog uslova.

Nasuprot ovome, metoda postupnog izralunavanja determinana--
ta obezbedjuje pravovremeno deljenje deljivih med jurezulta.--
tz &ime se do najvede mogule mere smanjuje broj cifara me-
d jurezuvltata, odnosno spredava njihovo opteredivanje parazi-
thim &indiocima. Ova osobina i ¢ini ova]j postupak efikasnim
zo, reSavanie lode redljivih matrica jer jednza od osobina o-—

vakvih matrica je dz su im determinante male.

‘Druga metods ze tadno izradunavanje vrednosti determinante,
koji ¢e biti poredjen sa postupkom postupnog izradunavanja
determinanats, je Maclillan-ove metods /25/ i /26/.

Za lzradunavanje determinante N-tog reda pomodu LacMillan. -
ove metode treba izvrsditi sledeci broj operacija:

. - ?A ;";' - - 2 =
pablranjacs "§ﬂ§f7{*mr??+f)
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7 s 3 7S
Deljenja: - (2-77-Y #1257 *6).

Upored jujuéi ove izraze sa odgovar judim izragzima metode
postupnog izradunavenja determinanata dolazi se do slededih

zakljucaks:

-~ Obe metode zalitevaju isti broj sabiranja.
— MaclMillenova metodz zahteve
-3 :2 - - N\
2tz n+2)
vi$e mnoZenja. Ovaj dizraz vedi Jje od nule za 7i>2 (zaTi= 2

jeGnak je nuli).

- MackKillan—ova metoda zahteva

£, - = -
L.t g et n-6)

vide deljenja. Ovaj izraz veli je od nule za 71>3.

Macl'illan—ova metoda obezbec juje pravovremeno deljenje de-
1jivih medjurezultcots Cine se ova]j postupak oslobadja optere-
crmija parazitnih faktora. Ova osobina &ini njegovu primenu
narotito efikasnom kod lode redljivih matrica. Izvestan ne-
dostatk ove njegove osobine sasto)l se u tome &£to se delje--
nja vrie vedim brojem r-zliditih faktora nego sto je to slu-
¢a] kod postupka postupnog izradunavsnja determinanata. Ne-
dogtat:k je vide potencijzline prirode jer med ju vedlim brojem
razzliditih faktora moZfe ge desiti dz Jje nekd od njih jednek

nuli &to bi onemoguéilo deljenje.

Sa gledistzs primene ovih netoda uvw digitalnoj radunsko]j tehni-
ci, Maclkillan--ova metoda ima prednosti jer je jednostavnija
za programiranje ot metode postupnog izracdunsvanja determina--

nata.
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4.2.2, Resavanje sistema

Da bi se ocenila efikasnost metode postupnog izracdunavanja
determinanatz, ¥ada se ova koristi za dobijanje tainih vred-
nosti resSenja, uporedidemo je sa metodama I eliminacije i

II eliminacdci je iz /11/, podto i ove dve metode pru¥siju mo-
guénost talnog izradunavanja reSenja sistems linearnih al-

gebarskinh jednadins.

Iietoda postupnog izradunavenja determinanata zahteva slededi
broj operacija za redavanje jednog sistema linearnih algebar-

skin jednadinan-tog reda:

. - ?#‘ ,"ﬂ g o Tt 2 - _,.."':-
Sabiranje: ﬂé(E'KZ-ij??*n4)

- . { .3 2 .
ImoZenja: - (/1271 -2)
- {ﬂﬁ
Deljenja: :5 (35*‘:_,. f;]

l'etoda I eliminacije zchteva slededi broj operacijas

ot : L LI < o
Sebirsnja: -;-,;:-(2 -7+ S 7?—_5)
- o " f : - arhy "-,p'*-,d? i T
Imozenjas *iu/#*nj+j'f£ -'7Z-f'))
-y~
3 s 7 1"-: - = 2
Deljenja: (T3, +§'7?“3‘)

Upored jujuéi ove dve metode, moZe se zakljuditl :
- Obe metode zahtevaju isti broj sabiranja.
- lietode I eliminacije zahteva:

7 4 -

“5{'{7? “"...3'7?11"4)

mnozZenja vise (izraz je vedi od nule za 7T1>2),

—~ Metoda I eliminzacije zahteva

L (e s 11-6)

L
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deljenja vide (izrez Je vedl od nule za71>% a jednak nuli
za T1=2 1 Til= 3%).

1

Sa stanovista programiranjza obe metode su priblizno jednako

pogodne.

Iietodz II eliminacije zahteva sledec¢i bro] operacijacs

Sabiranja: =+
oy . a2 )
MnoZenja: 7 (JU-1;

Deljenja: 7L Z}'}f;:_} }?+¢)

L]
4

™)

Uporedjenjern ove umetode sz metodom postupncg izradunavanja

determinanats dobijs sec:

- Hetoda I1 eliminzcije zahteva
- E -y ;MM
L (n*-3-n-+2)
©

sacbiranje vise (izraz je vedi od nule za N>2).

- Tsta metoda zZahteva
j /- 3 'S’ Z .
'_2 (f?‘"d'??—/?'f‘zj‘)

mno¥enja vide (izroz je vedi od nule za T1>2).

- Takodje je potrebno izvrsiti
71 Sz o)

deljenja vise (izraz je vedi od nule za T >2).

rrema tome s& gledifta broja operacijs, netoda postupnog
izradunavanjs determinanatsa je povoljnijzs jer zahteva manji
broJ operacija.

Sa gledista programiranja, metoda IT eliminacije ima izves-
ne prednositl jer je negto jednostavnija.
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Iz dosadadnjih upored jivanja moZe se videti da metoda pos-
tupnog izradunavanja deterninanata zahteva manji broj ra-
Cuniskih opéracija nego ostale metode njenoga ranga. 0vo po-
kazuje da je ralunski postupalr izveden vrlo sistematizovano.
Nedogtatak joj Je 5to je u odnosu nz neke metode sloZenija
zg programiranje. Ako se, medjutim, uzme v obzir usdteda vre-
mena koriidenje rzlunske masine (koje je, uzgred budi redeno,
vrlo skupo), jer se zahteva manji broj operacija, onda ovaj
nedostatak nije od nekog velikog znadaja. Sta vide, u slu-
Sajevima kadz je sloZeniji prograem Zesto u upotrebi, on moZe
imati »rednost nad jednostavnijim programima (koji zahtevaju
vedi broj operacija) jer se postiZu znatne udtede u '"masin-

skim sztima’.

Uporedjenje sa drugim direXbtnim metodams koje deju pribliZno
tatna resdenja nije vrseno Jer izmedju ovih i metoda koje da--
ju talna refenja postoji kvalitetna razlika. iko bi se ipak
napravilo pored jenje sa “eskalatornom metodom® /29/, /30/
kojoj Je metod: postupnog izraCcunavanje determinanata slilna,
moze se pokezatl da eskalatorna metoda zahteva vedi broj ra-

cunskih operzcija.
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5. ZAKTJUSAK

Loge resljivi sigstemi linearnih algebarskih jednadina pred-
stavljaju poseban problem u numeridko] matematici.

Najvainije karakteristike lose resljivih sistema su:

-~ Jednadine sistema mogu biti zadovoljene sa velikom taénos-
¢u i vrednostima koje se sasvim razlikuju od tadénih reSe-

N8 .

~ Male promene u apsolutnim ¢lanovima izazivaju ogrommne pro-

e

mene U resenjima.

Po svojim osobinamz loSe resSljivi sistemi pripadaju nesta-
bilnim zadacima.

Sa gledista teorije osetljivosti oni spadaju u klasu vrilo
osetljivih sistems. To znadi da, ako loSe regljiv sistem
predstavlja matemet 1¢ki model nekog fizidkog sistema, takav
fizicki sistem je onda osetljiv na promene nekih svojih pa-

rametara.

Ref§ljivost sistema uslovljena je strukturom njegove matrice.
Kao mera kvaliteta resljivosti sistema koriste se:

~ Vvrednost determinante sisgtemaj

- sopstvene vrednosti matrice;

- Anverzna matrica;

-~ neke norme matrica;

- uglovi izmed ju vektora redova matrice.

Za prakticénu primenu najpogodnije je ispitivenje kvaliteta
re3ljivosti pomodu uglovsa izmed ju vektora redova matrice si-
stema.

Pored strukture matrice; na kvalitet resljivosti sistema u
izvesnim slucajevima utice u numericki postupak koji se
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koristi za resavanje sigtema, Kod iterativnih postupaka
resljivost sistema zavisi od korena karakteristidne Jedna-

¢ine iterativnog postupka.

Najefikasnije resavanje loSe resljivih sistema postizZe se
pomocéu direktnih metoda koje daju tadna refenja. Ovo zbog
toga Sto ove metode omogudavaju da se ceo postupak resava-
nja izvodi sa tactnim vrednostima. Time se otklanjaju greske
koje su posledica zaokrugljivanja vrednosti sto je od pre-
sudnog znacaja kod losSe regljivih sistema.
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