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CR podmnogostrukosti xestodimenzione sfere
Apstrakt

Neka je M Rimanova podmnogostrukost mnogostrukosti M̃ sa skoro komplek-
snom strukturom J. Prirodno je ispitivati podmnogostrukost M u skladu sa
ǌenim odnosom prema J. Ukoliko je tangentno raslojeǌe podmnogostrukosti
M invarijantno u odnosu na J, tada je M skoro kompleksna podmnogostrukost.
Ako J preslikava tangentno raslojeǌe u normalno raslojeǌe tada je M to-
talno realna podmnogostrukost. Prirodna generalizacija skoro kompleksnih
i totalno realnih podmnogostrukosti su CR podmnogostrukosti. Podmnogo-
strukost M je CR podmnogostrukost ako na M postoji diferencijabilna skoro
kompleksna distribucija H takva da je ǌen ortogonalni komplement H⊥ ⊂ TM
totalno realna distribucija. CR podmnogostrukost je prava ako nije ni to-
talno realna ni skoro kompleksna. Poznato je da na sferi S6 postoji skoro
kompleksna blizu Kelerova struktura J konstruisana pomo�u Kejlijeve al-
gebre. Ispitiva�emo CR podmnogostrukosti sfere S6. A. Grej je pokazao
da ne postoje qetvorodimenzione skoro kompleksne podmnogostrukosti sfere
S6, pa dimenzija skoro kompleksne distribucije mora da bude 2, a zato je i
dimenzija odgovaraju�e totalno realne distribucije maǌa ili jednaka 2.

B. J. Qen je uveo invarijantu δM n-dimenzione podmnogostrukosti realne
prostorne forme konstantne sekcione krivine c na slede�i naqin

δM =
1

2
τ − inf K,

gde je
inf K(p) = inf{K(π), sekcione krivine ravni π ⊆ Tp(M)}

i τ je skalarna krivina, i dokazao

δM ≤ n2(n− 2)

2(n− 1)
‖H‖2 +

1

2
(n + 1)(n− 2)c,

gde je ‖H‖ norma vektora sredǌe krivine. Interesantno je ispitivati koje
podmnogostrukosti M zadovoǉavaju jednakost u navedenoj nejednakosti. Za
takve podmnogostrukosti M ka�emo da zadovoǉavaju Qenovu jednakost.

Ispitiva�emo trodimenzione i qetvorodimenzione minimalne podmnogo-
strukosti xestodimenzione sfere. U qetvorodimenzionom sluqaju klasifiku-
jemo takve podmnogostrukosti koje zadovoǉavaju Qenovu jednakost, a u obe di-
menzije izuqavamo podmnogostrukosti koje pripadaju i totalno geodezijskoj
sferi S5.

Kǉuqne reqi i izrazi: sfera S6, blizu Kelerova struktura, Qenova jedna-
kost, CR podmnogostrukost, minimalna podmnogostrukost, totalno geodezijska
podmnogostrukost.
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CR submanifolds of the six-sphere

Abstract

Let M be a Riemannian submanifold of a manifold M̃ with an almost complex structure
J . It is natural to investigate submanifold M according to its relations to J . If the tangent
bundle of M is invariant for J , then M is an almost complex submanifold, and if J maps
tangent bundle into the corresponding normal bundle M is a totally real submanifold. A
natural generalization of almost complex and totally real submanifolds are CR submani-
folds. A submanifold M is called a CR submanifold if there exists on M a differentiable
almost complex distribution H such that its orthogonal complement H⊥ ⊂ TM is a totally
real distribution. A CR submanifold is called proper if its neither totally real nor almost
complex. It is well known that the sphere S6 admits an almost complex, nearly Kaehler
structure J , constructed using the Cayley algebra. We will investigate CR submanifolds of
sphere S6. A. Gray showed that there are no 4-dimensional almost complex submanifolds
of sphere S6, so the dimension of the almost complex distribution has to be 2, and therefore
the dimension of the corresponding totally real distribution is less or equal 2.

B. Y. Chen introduced an invariant δM of the n-dimensional submanifold of the real
space form of constant sectional curvature c in the following way

δM =
1

2
τ − inf K,

where
inf K(p) = inf{K(π), sectional plane curvature π ⊆ Tp(M)}

and τ is the scalar curvature, and proved

δM ≤ n2(n− 2)

2(n− 1)
‖H‖2 +

1

2
(n + 1)(n− 2)c,

where ‖H‖ is norm of the mean curvature vector. It is interesting to investigate when the
submanifold M satisfies an equality in the above inequality. Then we say that M satisfies
Chen’s basic equality.

We investigate 3 and 4-dimensional minimal submanifolds of the six-sphere. For 4-
dimensional case we classify such submanifolds that satisfy Chen’s basic equality, and in
both dimensions we investigate submanifolds that are contained in a totally geodesic S5.

Key words and phrases: sphere S6, nearly Kaehler structure, Chen’s basic equality, CR
submanifold, minimal submanifold, totally geodesic submanifold.
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Les sous-variétés de type CR de la sphère

de dimension 6

Résumé

Soit M une sous-variété Riemannienne d’une variété presque complexe M̃ , où nous notons
la structure presque complexe par J . Alors il est naturel de regarder les propriétés des
sous-variétés par rapport à cette structure J . Si l’espace tangent reste invariant par J ,
nous dirons que la sous-variété est presque complexe. Par contre si J envoie l’espace
tangent dans l’espace normal, nous dirons qu’elle est totalement réelle. Une généralisation
naturelle des sous-variétés presque complexes et des sous-variétés Lagrangiennes sont les
sous-variétés de type CR. Nous disons qu’une sous-variété M est de type CR si elle admet
une distribution presque complexe et que le complément orthogonal est totalement réel.

Une sous-variété de type CR est dite propre si la sous-variété n’est pas presque complexe
ni totalement réelle.

Un exemple simple d’une variété Riemannienne avec une structure presque complexe
est la sphère de dimension S6. Dans ce cas, la structure presque complexe est construite
en utilisant les nombres de Cayley. Dans ce travail, nous allons étudier les sous-variétés
de type CR de la sphère S6 de dimension 3 et 4. A. Gray a montré qu’il n’existe pas
de sous-variété presque complexe de S6 de dimension 4. Cela implique que, dans notre
cas, la sous-variété est toujours propre et donc que la dimension de la distribution presque
complexe est 2. La dimension de la distribution totalement réelle est aussi 2.

Nous rappelons que B. Y. Chen a introduit un invariant δM pour une variété M de
dimension n:

δM =
1

2
τ − inf K,

où
inf K(p) = inf{K(π), courbure sectionelle π ⊆ Tp(M)}

et τ est la courbure scalaire. Il a montré que, pour une sous-variété M d’une espace de
courbure sectionelle constante c, nous avons toujours

δM ≤ n2(n− 2)

2(n− 1)
‖H‖2 +

1

2
(n + 1)(n− 2)c,

où ‖H‖ est la norme de la courbure moyenne. Une sous-variété est appelée idéale (dans le
sens de Chen) si elle réalise l’égalité dans cette inégalité.

Dans ma thèse, nous regardons les sous-variétés minimales de type CR de la sphère de
dimension 3 et 4. Dans les deux cas, nous obtenons une classification des sous-variétés qui
sont contenues dans une sphère de dimension S5 (avec S5 totalement géodésique dans S6).
Dans le deuxième cas, nous obtenons aussi une classification des sous-variétés idéales.

Mots clés et phrases: sphère S6, structure presque complexe, sous-variété idéale, sous-
variété de type CR, sous-variété minimale, sous-variété totalement géodésique.
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Predgovor
Na prostoru imaginarnih oktoniona ImO definisan je vektorski proizvod
koji je indukovan proizvodom Kejlijevih brojeva. Pomo�u ǌega na sferi
S6 ⊂ ImO definixemo skoro kompleksnu strukturu J tj. endomorfizam tan-
gentnog raslojeǌa sfere koji zadovoǉava jednakost J2 = −I, gde je I iden-
tiqko preslikavaǌe. Pitaǌe da li je sfera i kompleksna podmnogostrukost
je i daǉe otvoreno. Grupa izometrija sfere S6 koje quvaju Kejlijev proizvod,
a samim tim i skoro kompleksnu strukturu je G2, podgrupa SO(7). Struk-
tura J je blizu Kelerova, u smislu da je (2, 1) tenzorsko poǉe G na S6 de-
finisano sa G(X,Y ) = (∇̃XJ)Y kososimetriqno, gde je ∇̃ Rimanova koneksija
sfere S6. Ovaj uslov za mnogostrukost je slabiji od uslova da neka mno-
gostrukost bude Kelerova, tj. G(X,Y ) = 0. A. Grej je dokazao da sfera S6 nije
Kelerova, tako da je u izvesnom smislu, ova skoro kompleksna struktura, naj-
boǉa. Za skoro kompleksnu mnogostrukost je prirodno posmatrati nekoliko
zanimǉivih klasa podmnogostrukosti:

• totalno realne, kod kojih J preslikava tangentno raslojeǌe u normalno,

• skoro kompleksne, kod kojih je tangentno raslojeǌe invarijantano za J,

• CR podmnogostrukosti, qiji je tangentno raslojeǌe direktna suma dva
ortogonalna raslojeǌa, jednog invarijantnog za J i jednog koji se sa J
preslikava u normalno.

Ka�emo da je M prava CR podmnogostrukost ukoliko dimenzije ove dve dis-
tribucije nisu nula. Skoro kompleksne podmnogostrukosti sfere moraju biti
parne dimenzije, dakle dimenzija 2 i 4. Me�utim A. Grej [22] je pokazao da ne
postoje qetvorodimenzione skoro kompleksne podmnogostrukosti sfere S6 i da
je svaka kompleksna podmnogostrukost i minimalna. Klasu skoro kompleksnih
krivih prouqavao je R. Brajant [8], dok su �. Bolton, L. Vranken i L. M.
Vudvard [7] pokazali da postoje qetiri osnovna tipa ovakvih krivih.
Totalno realne podmnogostrukosti sfere mogu biti dimenzije maǌe ili jed-
nake 3. Svaka jednodimenziona podmnogostrukost sfere je trivijalno i to-
talno realna. Totalno realne, minimalne podmnogostrukosti sfere dimenzije
2 su u potpunosti klasifikovane. Tangentno raslojeǌe prave CR podmnogo-
strukosti je direktna suma skoro kompleksne distribucije koja je dimenzije
2 i totalno realne, koja stoga ne mo�e biti dimenzije ve�e od 2, pa ovakve
podmnogostrukosti mogu biti dimenzija 3 i 4.

B. J. Qen je uveo invarijantu podmnogostrukosti realne prostorne forme
koja je ograniqena sa gorǌe strane veliqinom koja zavisi od kvadrata norme
vektora glavne krivine. Na taj naqin je povezao unutraxǌu invarijantu
podmnogostrukosti sa spoǉaxǌom. Ukoliko podmnogostrukost dosti�e to
ograniqeǌe ka�emo da za ǌega va�i Qenova jednakost. Za ǌih tako�e va�e
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i izvesna ograniqeǌa vezana za dimenziju pridru�ene im kanonske distribu-
cije.

Glavni predmet prouqavaǌa ovog rada su prave, CR podmnogostrukosti
sfere S6. H. Haximoto, K. Maximo i K. Sekigava su u [24] pokazali da je
Ojlerov broj kompaktne qetvorodimenzione CR podmnogostrukosti sfere S6

nula, kao i neke druge topoloxke osobine, te da se ona razlikuje od S4, S2 ×
S2, CP 2. K. Sekigava je u [28] pokazao da u S6 ne postoje podmnogostrukosti koje
su CR proizvodi, a T. Sasahara u [26] je pokazao da ukoliko trodimenziona CR
podmnogostrukost sfere S6 zadovoǉava Qenovu jednakost tada odgovaraju�a
distribucija ne mo�e biti totalno realna. M. �ori� i L. Vranken su u [19]
klasifikovali minimalne trodimenzione CR podmnogostrukosti sfere S6 koje
zadovoǉavaju Qenovu jednakost, a u [20] pokazali da ukoliko trodimenziona
CR podmnogostrukost sfere zadovoǉava Qenovu jednakost tada mora biti i
minimalna.

U ovom radu prouqavamo minimalne qetvorodimenzione CR podmnogostru-
kosti xestodimenzione sfere koje zadovoǉavaju Qenovu jednakost i predsta-
vǉamo rezultate iz [4], [1], kao i minimalne trodimenzione i qetvorodimen-
zione CR podmnogostrukosti koje pripadaju i totalno geodezijskoj sferi S5

koje su klasifikovane u [3] i [2]. Rad je organizovan na slede�i naqin. U pr-
vom poglavǉu izlo�ene su osnovne definicije i teoreme vezane za Rimanovu
geometriju i kompleksne mnogostrukosti. U drugom poglavǉu je predstavǉena
sfera S6 kao podmnogostrukost R7 kao i ǌene podmnogostrukosti, a zatim i
konstrukcija blizu Kelerove strukture na S6. U tre�em poglavǉu izlo�ena je
Qenova nejednakost. Qetvrto i peto poglavǉe sadr�e originalne rezultate.
Qetvrto poglavǉe se odnosi na trodimenzione, minimalne CR podmnogostru-
kosti S6. Teoremom 10 data je veza skoro kontaktne i CR strukture podmnogo-
strukosti sfere i tvr�eǌa o jedinstvenosti CR imersija u sferu S6 koja su
izlo�ena u Teoremama 11 i 12. Teorema 15 daje eksplicitne parametrizacije
3 tipa trodimenzionih, minimalnih, CR podmnogostrukosti sfere S6 koje pri-
padaju i totalno geodezijskoj sferi S5 i pokazano je da su jedinstvene do na
G2 izometriju. Peto poglavǉe je posve�eno minimalnim qetvorodimenzionim
CR podmnogostrukostima xestodimenzione sfere. Teoremom 16 je pokazano da
su qetvorodimenzione podmnogostrukosti koje zadovoǉavaju Qenovu jednakost
G2 kongruentne imersiji (88) i da pripadaju totalno geodezijskoj sferi S5,
dok su u Teoremi 17 date jox dve eksplicitne parametrizacije qetvorodimen-
zionih minimalnih, CR podmnogosrukosti xestodimenzione sfere koje pri-
padaju i totalno geodezijskoj sferi S5 i pokazano je da su jedine do na G2

izometriju.
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1 Rimanova i kompleksna geometrija

1.1 Rimanove mnogostrukosti
Neka je M realna n-dimenziona povezana diferencijabilna mnogostrukost.
Oznaqimo sa {U , xh} sistem koordinatnih okolina na M , pri qemu je U okolina
a xh su lokalne koordinate na U . Neka je p taqka mnogostrukosti M . Oznaqimo
sa Dp skup funkcija definisanih na mnogostrukosti M koje su diferencija-
bilne u p. Diferencijabilna funkcija α : (−ε, ε) → M je kriva na mnogostru-
kosti M . Ukoliko je α(0) = p, preslikavaǌe α′(0) : Dp → R definisano sa
α′(0)f = d(f◦α)

dt
|t=0, f ∈ Dp je tangentni vektor na krivu α u taqki p. Skup svih tan-

gentnih vektora u taqki p je vektorski prostor koji �emo oznaqavati sa TpM .
Neka je TM raslojeǌe na mnogostrukosti M qija je fibra u taqki p prostor
TpM . TM je tangentno rasloje�e mnogostrukosti M . Oznaqimo sa F(M) algebru
diferencijabilnih funkcija na M , a X (M) skup svih vektorskih poǉa na M .
Pretpostavǉamo da su sve mnogostrukosti i morfizmi klase C∞.

Linearna koneksija je preslikavaǌe ∇ : X (M)×X (M) → X (M) za koje va�i:

(i) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

(ii) ∇X+Y Z = ∇XZ +∇Y Z, ∇fXY = f∇XY,

(iii) ∇XfY = (Xf)Y + f∇XY,

gde X,Y, Z ∈ X (M), f ∈ F(M).
Kovarijantni izvod funkcije f u odnosu na X se definixe sa

∇Xf = X f.

Za proizvoǉno tenzorsko poǉe S tipa (0, s) ili (1, s), kovarijantni izvod ∇XS
od S u odnosu na X se definixe sa

(∇XS)(X1, . . . , Xs) = ∇X(S(X1, . . . , Xs))−
s∑

i=1

S(X1, . . . ,∇XXi, . . . , Xs), (1)

za bilo koja vektorska poǉa Xi, i = 1, . . . , s. Sliqno se mo�e definisati i
kovarijantni izvod tenzorskog poǉa tipa (r, s).

Za tenzorsko poǉe S ka�emo da je paralelno u odnosu na linearnu koneksiju
∇ ukoliko je

∇XS = 0

za svako vektorsko poǉe X.
Tenzor torzije linearne koneksije ∇ je tenzorsko poǉe T tipa (1, 2) definisano

sa
T (X, Y ) = ∇XY −∇Y X − [X,Y ],
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za proizvoǉna vektorska poǉa X i Y , pri qemu je [X, Y ] Lijeva zagrada vek-
torskih poǉa X i Y definisana sa

[X, Y ](f) = X(Y f)− Y (Xf),

za proizvoǉno f ∈ F(M). Za linearnu koneksiju ka�emo da je bez torzije
ukoliko je T (X,Y ) = 0, za sve X, Y . Va�i i slede�a teorema.

Teorema 1 Neka su X1, X2, . . . , Xn vektorska poǉa mnogostrukosti M definisana
u nekoj okolini taqke p ∈ M , takva da X1(p), X2(p), . . . , Xn(p) qine bazu vektorskog
prostora TpM i da va�i [Xi, Xj] = 0, i, j ∈ {1, . . . , n}. Tada postoji koordinatna
okolina (U , uh) taqke p takva da je Xi |U= ∂

∂ui , i ∈ {1, . . . , n}.
Tenzor krivine R linearne koneksije ∇ je tenzorsko poǉe tipa (1, 3) defi-

nisano sa
R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z, (2)

gde su X,Y i Z vektorska poǉa na M .
Tenzorsko poǉe g tipa (0, 2) se naziva Rimanova metrika na M ukoliko je g

simetriqno (tj. g(X, Y ) = g(Y, X), za sva vektorska poǉa na M) i pozitivno
definitno (tj. g(X,X) ≥ 0 za sve X i g(X, X) = 0 ako i samo ako je X =
0). Mnogostrukost M snabdevena Rimanovom metrikom g se naziva Rimanova
mnogostrukost.

Linearna koneksija ∇ na M je Rimanova koneksija ukoliko je Rimanova
metrika g paralelna u odnosu na ∇, tj, koriste�i (1), ukoliko je

X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ),

za sva vektorska poǉa X, Y , Z na M . Slede�a teorema je dobro poznata:

Teorema 2 Na Rimanovoj mnogostrukosti postoji jedna i samo jedna Rimanova
koneksija bez torzije.

Rimanova koneksija qija egzistencija i jedinstvenost su utvr�eni Teore-
mom 2 se naziva Levi-Qivita koneksija i u ovom radu �e sve koneksije biti
Levi-Qivita.

Daǉe, koriste�i tenzor krivine koneksije ∇ definisan relacijom (2),
definisa�emo jox neka tenzorska poǉa koja su interesantna u geometriji Ri-
manovih mnogostrukosti.

Prvo, definiximo Rimanov tenzor krivine tipa (0, 4) sa

R(X,Y, U, V ) = g(R(X, Y )U, V ), (3)

za proizvoǉna vektorska poǉa X,Y, U, V na M . Koriste�i relacije (2) i (3)
lako se proverava da va�e slede�e relacije:

R(X,Y, U, V ) + R(Y, X, U, V ) = 0,

R(X,Y, U, V ) + R(X, Y, V, U) = 0,

R(X,Y, U, V ) = R(U, V, X, Y ), (4)
R(X,Y, U, V ) + R(Y, U,X, V ) + R(U,X, Y, V ) = 0.
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Daǉe, neka je {E1, . . . , En} lokalno poǉe ortonormiranih baza na M . Tada

S(X,Y ) =
n∑

i=1

g(R(Ei, X)Y, Ei), (5)

definixe simetriqno tenzorsko poǉe S tipa (0, 2) koje se naziva Riqijevo ten-
zorsko po	e. Koriste�i S definixemo skalarno poǉe τ , koje se naziva skalarna
krivina od M , sa

τ =
n∑

i=1

S(Ei, Ei). (6)

Definicije Riqijevog tenzora i skalarne krivine ne zavise od izbora poǉa
ortonormiranih baza.

Za svaku ravan γ odre�enu ortonormiranim vektorima X i Y u tangentnom
prostoru TpM , p ∈ M , definixemo sekcionu krivinu K(γ) sa

K(γ) = g(R(X, Y )Y, X). (7)

Lako se proverava da K(γ) ne zavisi od izbora ortonormirane baze {X, Y }
ravni γ. Ukoliko je K(γ) konstantno za sve ravni γ u TpM i za sve taqke
p iz M , tada se M naziva prostor konstantne sekcione krivine ili realna
prostorna forma. Navedimo i slede�u (Xurovu) teoremu:

Teorema 3 Neka je M povezana Rimanova mnogostrukost dimenzije n > 2. Uko-
liko sekciona krivina K(γ) zavisi samo od taqke p, tada je M realna prostorna
forma.

Realnu prostornu formu konstantne sekcione krivine c �emo oznaqavati
sa R(c). Tada je tenzor krivine mnogostrukosti R(c) dat sa

R(X, Y )Z = c{g(Y, Z)X − g(X, Z)Y }, (8)

za proizvoǉna vektorska poǉa X, Y, Z na M .
Ukoliko je tenzor krivine R = 0, tj. M je prostor krivine 0, ka�emo da je

M lokalno euklidski prostor.

1.2 Rimanove podmnogostrukosti
Neka je dato diferencijabilno preslikavaǌe f mnogostrukosti M u drugu
mnogostrukost M̃ . Diferencijal preslikavaǌa f u taqki p ∈ M je linearno
preslikavaǌe (f∗)p : TpM → Tf(p)M̃ definisano na slede�i naqin: za svako
X ∈ TpM izaberimo krivu τ(t) u M tako da je X tangentni vektor za τ(t) u
p = τ(t0). Tada je (f∗)p(X) tangentni vektor za krivu f(τ(t)) u f(p) = f(τ(t0)).
Mo�e se pokazati da (f∗)p ne zavisi od izabrane krive. Ako je g funkcija
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u okolini f(p), tada direktno sledi da va�i ((f∗)pX)(g) = X(g ◦ f). Na ovaj
naqin preslikavaǌe f : M → M̃ indukuje preslikavaǌe (f∗)p : TpM → Tf(p)M̃ .
Preslikavaǌe f : M → M̃ ima rang r u taqki p ∈ M ako je dimenzija (f∗)p(TpM)

jednaka r. Preslikavaǌe f : M → M̃ se zove potapaǌe ili imersija1 ako je
preslikavaǌe (f∗)p injektivno za svaku taqku p ∈ M , tj. dim((f∗)p(TpM)) =

dim M . Tada ka�emo i da je M potop	ena podmnogostrukost mnogostrukosti M̃ ,
pri qemu se M̃ naziva i ambijentni prostor mnogostrukosti M . Kada je potapaǌe
f injektivno, onda f zovemo smextaǌe2M u M̃ i ka�emo da je podmnogostrukost
M (tj. f(M)) smextena podmnogostrukost mnogostrukosti M̃ .

Neka su M i M̃ Rimanove mnogostrukosti redom sa Rimanovim metrikama
g i g̃. Preslikavaǌe f : M → M̃ je izometrija u taqki p ∈ M ukoliko je

g(X,Y ) = g̃((f∗)pX, (f∗)pY ) (9)

za sve X,Y ∈ TpM. U ovom sluqaju, (f∗)p je injektivno (jer (f∗)pX = 0 povlaqi
X = 0). Odavde sledi da je preslikavaǌe f koje je izometrija u svakoj taqki
iz M potapaǌe, koje zovemo izometrijska imersija. Ukoliko za imersiju f va�i
relacija (9) ka�emo da metrika g̃ indukuje metriku g.

Neka je f : (M, g) → (M̃, g̃) izometrijska imersija. Zbog jednostavnijeg
oznaqavaǌa �emo identifikovati X sa ǌegovom slikom f∗(X), tj. izostavǉa-
�emo f∗ i obe metrike �emo oznaqavati sa g. Oznaqimo sa TM i TM̃ tangentna
raslojeǌa mnogostrukosti M i M̃ , redom. Ako za tangentni vektor ξp mnogo-
strukosti M̃ u taqki p ∈ M va�i

g(Xp, ξp) = 0

za proizvoǉni tangentni vektor Xp podmnogostrukosti M , onda ka�emo da je ξp

normalni vektor podmnogostrukosti M u M̃ , a sa T⊥M oznaqavamo vektorsko
raslojeǌe svih normalnih vektora od M u M̃ . Tada je

TM̃ |M= TM ⊕ T⊥M.

Ukoliko su X i Y vektorska poǉa tangentna na M i ∇̃ Levi-Qivita konek-
sija na M̃ , tada je

∇̃XY = ∇XY + h(X, Y ), (10)

pri qemu su ∇XY i h(X,Y ) redom tangentna i normalna komponenta od ∇̃XY .
Formula (10) se naziva Gausova formula.

Teorema 4 Tenzorsko poǉe ∇ je Levi-Qivita koneksija u odnosu na indukovanu
metriku g na M , a h(X,Y ) je simetriqno (0, 2) tenzorsko poǉe na M sa vrednos-
tima u normalnom raslojeǌu, koje se naziva druga fundamentalna forma podmno-
gostrukosti M .

1”immersion”
2”imbedding”
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Neka je ξ normalno, a X tangentno vektorsko poǉe na M . Tada mo�emo
razlo�iti ∇̃Xξ na tangentnu i normalnu komponentu na slede�i naqin

∇̃Xξ = −AξX +∇⊥
Xξ, (11)

gde je −AξX tangentna, a ∇⊥
Xξ normalna komponenta. Mo�e se dokazati da je

Aξ simetriqna linearna transformacija tangentnog prostora u svakoj taqki
podmnogostrukosti M koja se naziva operator oblika, a ∇⊥ metriqka koneksija
normalnog raslojeǌa T⊥M u odnosu na indukovanu metriku na T⊥M , koja se
naziva normalna koneksija. Razlagaǌe (11) naziva se Vajngartenova formula.

Koriste�i linearnu koneksiju ∇⊥ i Levi-Qivita koneksiju na M , mo�emo
definisati kovarijantni izvod od h sa

(∇h)(X, Y, Z) = (∇Xh)(Y, Z) = ∇⊥
X(h(Y, Z))− h(∇XY, Z)− h(Y,∇XZ), (12)

za proizvoǉna vektorska poǉa tangentna na M .

Lema 1 Neka su X i Y tangentna, a ξ normalno vektorsko poǉe na M . Tada

g(AξX,Y ) = g(h(X,Y ), ξ). (13)

Dokaz: Iz g(Y, ξ) = 0 diferenciraǌem i pomo�u (10) i (11) sledi

0 = g(∇̃XY, ξ) + g(Y, ∇̃Xξ)

= g(∇XY, ξ) + g(h(X, Y ), ξ)− g(Y, AξX) + g(Y,∇⊥
Xξ)

= g(h(X,Y ), ξ)− g(AξX, Y )

odakle sledi tvr�eǌe.

Podmnogostrukost M Rimanove mnogostrukosti M̃ je totalno geodezijska uko-
liko su geodezijske linije mnogostrukosti M ujedno i geodezijske linije am-
bijentne mnogostrukosti M̃ . Tada va�i i teorema:

Teorema 5 Neka je f : M → M̃ izometrijsko potapaǌe Rimanove mnogostruko-
sti M u Rimanovu mnogostrukost M̃ . Tada je M totalno geodezijska u M̃ ako
i samo ako je h = 0, tj. Aξ = 0 za svako ξ ∈ T⊥M .

Pri tome, za taqku p podmnogostrukosti M ka�emo da je totalno geode-
zijska ukoliko je h(Xp, Yp) = 0 gde su X i Y tangentna poǉa na M . Totalno
geodezijske podmnogostrukosti euklidskog prostora su ǌegovi afini potpros-
tori, a totalno geodezijske podmnogostrukosti sfere su velike sfere.
Ako je za normalno vektorsko poǉe ξ na M , Aξ proporcionalno identiqkom
preslikavaǌu, tj.

Aξ = ρI
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za neku funkciju ρ, onda je ξ umbiliqko seqe�e, a M umbiliqka podmnogostrukost u
odnosu na ξ. Ako je M umbiliqka u odnosu na svako normalno vektorsko poǉe,
onda ka�emo da je M totalno umbiliqka.

Neka je ξ1, ξ2, ..., ξm−n ortonormirana baza normalnog prostora T⊥
p M u taqki

p ∈ M , pri qemu su m i n, redom dimenzije mnogostrukosti M̃ i M i neka je

H =
1

n

m−n∑

k=1

trAξk
ξk. (14)

Vektor H je normalan vektor u taqki p koji ne zavisi od izbora ortonormirane
baze normalnog prostora i naziva se vektorom sred�e krivine.

Podmnogostrukost M je minimalna ukoliko je vektor sredǌe krivine jednak
nuli u svakoj taqki, odnosno ako je trag transformacije Aξ jednak nuli za
proizvoǉni normalni vektor ξ.

Primetimo da je svaka podmnogostrukost M koja je minimalna i totalno
umbiliqka, ujedno i totalno geodezijska.

Oznaqimo sa R̃ i R tenzore krivine mnogostrukosti M̃ i M . Koriste�i
definiciju (2) tenzora krivine, Gausovu (10) i Vajngartenovu formulu (11),
kao i (12), dobijamo

R̃(X, Y )Z = R(X,Y )Z + Ah(X,Z)Y − Ah(Y,Z)X (15)
+ (∇Xh)(Y, Z)− (∇Y h)(X, Z)

za proizvoǉna vektorska poǉa X, Y i Z tangentna na M .
Daǉe, korix�eǌem (13), (15) i (3), za proizvoǉno vektorsko poǉe W tan-

gentno na M , dobijamo Gausovu jednaqinu

R̃(X, Y, Z, W ) = R(X, Y, Z, W )− g(h(X, W ), h(Y, Z)) + g(h(X, Z), h(Y, W )). (16)

Tako�e, koriste�i jednaqinu (15), vidimo da je normalna komponenta od
R̃(X, Y )Z data sa

(R̃(X,Y )Z)⊥ = (∇Xh)(Y, Z)− (∇Y h)(X,Z). (17)

Jednaqina (17) se zove Kodacijeva jednaqina. Daǉe, oznaqimo sa R⊥ tenzor kriv-
ine normalne koneksije ∇⊥. Sliqno, koriste�i Gausovu (10) i Vajngartenovu
formulu (11), za normalna vektorska poǉa ξ i η i tangentna vektorska poǉa
X i Y , va�i slede�a jednaqina koja se zove jednaqina Riqija

R̃(X,Y, ξ, η) = R⊥(X, Y, ξ, η)− g([Aξ, Aη]X, Y ). (18)

Ukoliko je M podmnogostrukost Rimanove mnogostrukosti Rm(c) konstantne
sekcione krivine c tada pomo�u (8) sledi da jednaqine Gausa, Kodacija i
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Riqija imaju slede�i oblik:

R(X, Y, Z,W ) = c(g(X, W )g(Y, Z)− g(X,Z)g(Y,W ))

+ g(h(X, W ), h(Y, Z))− g(h(X,Z), h(Y, W )), (19)

(∇̃Xh)(Y, Z) = (∇̃Y h)(X,Z), (20)

R⊥(X,Y, ξ, η) = g([Aξ, Aη](X), Y ). (21)

1.3 Kompleksne i skoro kompleksne
mnogostrukosti
Neka je M povezan, Hausdorfov topoloxki prostor sa prebrojivom bazom. M
je kompleksna mnogostrukost dimenzije n ako postoji otvoreno pokrivaǌe {Ua, a ∈
A} od M , i za svako a ∈ A postoji homeomorfizam fa iz Ua na otvoreni podskup
Da ⊂ Cn, takvi da je za sve a, b ∈ A, za koje je Ua ∩ Ub 6= ∅, preslikavaǌe
fa ◦ f−1

b : fb(Ua ∩ Ub) → fa(Ua ∩ Ub) biholomorfno3.
Kako je Cn ∼= R2n, M je ujedno i 2n-dimenziona diferencijabilna mno-

gostrukost, koja se oznaqava sa MR. Kompleksna mnogostrukost M se tada
naziva kompleksnom strukturom na MR. Neka su (z1, ..., zn) lokalne holomorfne
koordinate u okolini taqke p ∈ M , gde je zi = xi + iyi. Tada je { ∂

∂x1
, ..., ∂

∂yn
}

lokalna pokretna baza tangentnog raslojeǌa realne mnogostrukosti MR. Tan-
gentno raslojeǌe kompleksne mnogostrukosti M je razapeto sa { ∂

∂z1
, ..., ∂

∂zn
}, gde

je
∂

∂zi

=
1

2
(

∂

∂xi

− i
∂

∂yi

).

Definiximo endomorfizam J tangentnog raslojeǌa realne mnogostrukosti
MR sa

J : T (MR) → T (MR)

J
∂

∂xi

=
∂

∂yi

, J
∂

∂yi

= − ∂

∂xi

.

Endomorfizam J zadovoǉava jednakost

J2 = −I,

gde je I identiqko preslikavaǌe tangentnog raslojeǌa realne mnogostrukosti
MR, xto ga ujedno qini i izomorfizmom.

Endomorfizam J tangentnog raslojeǌa realne diferencijabilne mnogo-
strukosti N koji zadovoǉava jednakost J2 = −I zove se skoro kompleksna struk-
tura na mnogostrukosti N . Tada za N ka�emo da je skoro kompleksna mno-
gostrukost. Ako na N postoji skoro kompleksna struktura, dimenzija mnogo-
strukosti N je paran broj i N je orijentabilna.

3Preslikavaǌe f : U → V je biholomorfno ako je homeomorfizam i ako su preslikavaǌa f
i f−1 holomorfna.
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Iz prethodnog direktno sledi da za n-dimenzionu kompleksnu mnogostru-
kost M postoji prirodno indukovana skoro kompleksna struktura J mnogo-
strukosti MR, odnosno MR je 2n-dimenziona skoro kompleksna mnogostrukost.

Neka je N diferencijabilna mnogostrukost sa skoro kompleksnom struk-
turom J. Ako na N postoji kompleksna struktura koja indukuje J tada ka�emo
da je struktura J integrabilna.

Neka je J skoro kompleksna struktura diferencijabilne mnogostrukosti
N . Tenzorsko poǉe tipa (1, 2) dato sa

N(X,Y ) = 2{[JX, JY ]− [X,Y ]− J [X, JY ]− J [JX, Y ]},
gde su X i Y tangentna vektorska poǉa mnogostrukosti N , naziva se tenzor
torzije skoro kompleksne strukture J. Va�i slede�a teorema.

Teorema 6 Skoro kompleksna struktura J diferencijabilne mnogostrukosti N
je integrabilna ako i samo ako je tenzorsko poǉe torzije strukture J jednako
nuli.

Rimanova mnogostrukost (N, g) sa skoro kompleksnom strukturom J je her-
mitska ako za proizvoǉna tangentna vektorska poǉa X i Y va�i

g(JX, JY ) = g(X,Y ),

odnosno, ako je J izometrija.
Neka je N hermitska mnogostrukost, ∇̃ Levi-Qivita koneksija na N i Φ

2-forma, koja se definixe na slede�i naqin

Φ(X,Y ) = g(X, JY )

koju zovemo fundamentalom formom. Diferenciraǌem dobijamo

(∇̃ZΦ)(X, Y ) + Φ(∇̃ZX, Y ) + Φ(X, ∇̃ZY )

= g(∇̃ZX, JY ) + g(X, (∇̃ZJ)Y ) + g(X, J(∇̃ZY )),

tj.
(∇̃ZΦ)(X, Y ) = g(X, (∇̃ZJ)Y ),

odakle lako sledi da je forma Φ zatvorena ako i samo ako je

(∇̃XJ)Y = 0

za proizvoǉna tangentna vektorska poǉa X i Y .
Ako je fundamentalna forma Φ hermitske mnogostrukosti N zatvorena tada

ka�emo da je N Kelerova mnogostrukost. Ako va�i slabiji uslov

(∇̃XJ)X = 0, X ∈ TN,

ka�emo da je N blizu Kelerova mnogostrukost.
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2 Sfera S6

2.1 Sfera kao podmnogostrukost prostora R7

Posmatrajmo euklidski prostor R7 sa standardnom metrikom 〈 , 〉. Sfera S6

je jediniqna sfera tog prostora :

S6(1) = {x ∈ R7|〈x, x〉 = 1},
koju �emo kra�e oznaqavati sa S6. Ona je xestodimenziona podmnogostrukost
prostora R7. Neka su, redom D, ∇̃, koneksije u R7 i S6. Daǉe, oznaqimo sa
R̃ i h̃ tenzor krivine i drugu fundamentalnu formu S6, a sa 〈 , 〉 metriku na
S6 indukovanu metrikom prostora R7 i koju �emo isto oznaqavati. Uoqimo,
prvo, da ako sa N oznaqimo jediniqno normalno vektorsko poǉe S6 u R7 i
identifikujemo taqku na sferi sa odgovaraju�im pozicionim vektorom, va�i:

N(X) = −X, X ∈ S6.

Za proizvoǉnu hiperpovrx Mn ⊂ Rn+1 mo�emo definisati Gausovo preslika-
vaǌe G : Mn → Sn(1) gde je G(q), q ∈ Mn, krajǌa taqka jediniqnog vektora N(q)
normalnog na Mn u taqki q, kome je poqetak u koordinatnom poqetku. Kako su
prostori TqM i TG(q)S

n(1) paralelni, mo�emo smatrati da va�i (G∗)q : TqM →
TqM . Uoqimo da za M = S6 i odgovaraju�e Gausovo preslikavaǌe G : S6 → S6

va�i G = −id, gde je id identiqno preslikavaǌe sfere.
Formule Gausa (10) i Vajngartena (11) glase

DXY = ∇̃XY + h̃(X, Y ), (22)

DXN = −ÃNX + ∇̃⊥
XN, (23)

za X i Y tangentne na S6, N ∈ T⊥S6, gde je ∇̃⊥ normalna koneksija, a ÃN

odgovaraju�i operator oblika.
Tada na osnovu (13) za operator oblika ÃN va�i

〈ÃNX, Y 〉 = 〈h̃(X, Y ), N〉. (24)

Tada
〈ÃNX, Y 〉 = 〈DXY, N〉 = −〈Y, DXN〉 = −〈DXN, Y 〉 (25)

tj. va�i ÃNX = −DXN , pa je ∇̃⊥
XN = 0, odnosno formula (23) postaje

DXN = −ÃNX.

Oznaqimo sa c : (−ε, ε) → S6 krivu qiji je tangentni vektor u odgovaraju�oj
taqki c(0) jednak c′(0) = X. Tada

G∗(X) =
d

dt
(N ◦ c(t))|t=0 = DXN = −ÃNX,
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pa je tada oqigledno ÃNX = X, xto znaqi da je sfera totalno umbiliqka i
da va�i

DXN = −X,

odnosno
DXp = X, (26)

gde je p poziciono vektorsko poǉe, tj. p = −N , a tada iz (24) dobijamo i

h̃(X,Y ) = 〈X, Y 〉N. (27)

Oznaqimo li sa K tenzor krivine prostora R7 iz Gausove jednaqine (16) i
(27) sledi

〈R̃(X, Y )Y,X〉 − 〈K(X, Y )Y, X〉 = 〈h̃(X,X), h̃(Y, Y )〉 − ‖h̃(X, Y )‖2

a daǉe sledi i da je sekciona krivina sfere konstantna i jednaka 1. Iz (8)
sledi i

R̃(X, Y )Z = 〈Y, Z〉X − 〈X, Z〉Y, (28)

za proizvoǉna vektorska poǉa X, Y, Z ∈ TS6.

2.2 Podmnogostrukosti sfere S6

Neka je M podmnogostrukost sfere S6, ∇ koneksija, ∇⊥ normalna koneksija, R
tenzor krivine i 〈 , 〉 metrika na M indukovana metrikom sfere S6, koju �emo
isto oznaqavati. Tada formule Gausa i Vajngartena glase

∇̃XY = ∇XY + h(X, Y ), (29)

∇̃Xξ = −AξX +∇⊥
Xξ, (30)

gde su X i Y tangentna vektorska poǉa na M , a ξ je normalno vektorsko poǉe
na M , a tangentno na sferu i Aξ odgovaraju�i operator oblika.

Ako su tenzori krivine koneksija ∇ i ∇⊥, R i R⊥ i uzimaju�i u obzir
konstantnu sekcionu krivinu (28) dobijamo da jednaqine Gausa (16), Kodacija
(17) i Riqija (18) glase

R(X,Y, Z,W ) = 〈X, W 〉〈Y, Z〉 − 〈X,Z〉〈Y, W 〉
+ 〈h(X,W ), h(Y, Z)〉 − 〈h(X, Z), h(Y, W )〉, (31)

(∇h)(X, Y, Z) = (∇h)(Y, X, Z), (32)

〈R⊥(X, Y )ξ, µ〉 = 〈[Aξ, Aµ]X, Y 〉, (33)

gde su X, Y, Z i W tangentna vektorska poǉa na M , a ξ i µ normalna vektorska
poǉa na M , a tangentna na S6.
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Uzimaju�i u obzir (29), (30), (27) i (22) dobijamo za X, Y ∈ TM i ξ ∈
T⊥M, ξ ∈ TS6

DXY = ∇̃XY + h̃(X, Y ) = ∇XY + h(X, Y )− 〈X, Y 〉p, (34)

DXξ = ∇̃Xξ + h̃(X, ξ) = ∇̃Xξ − 〈X, ξ〉p = −AξX +∇⊥
Xξ. (35)

2.3 Blizu Kelerova struktura sfere S6

Pokaza�emo da na sferi S6 postoji skoro kompleksna struktura J. Pitaǌe
da li na sferi postoji i kompleksna struktura jox je uvek otvoreno. Struk-
tura koju �emo definisati je i blizu Kelerova, a kako na sferi ne postoji
Kelerova struktura, ova struktura je u izvesnom smislu najboǉa.

Neka je e0, e1, . . . , e7 standardna baza euklidskog prostora R8 qija je metrika
〈 , 〉. Mo�emo smatrati da je svaka taqka ovog prostora oktonion, odnosno
Kejlijev broj qiji je realni deo kolinearan sa e0, a imaginarni linearna
kombinacija vektora e1, e2, . . . , e7. Oznaqimo sa O prostor Kejlijevih brojeva,
a sa · standardni proizvod Kejlijevih brojeva. Mo�emo definisati proizvod
× na ovom prostoru na slede�i naqin:

x× y =
1

2
(x · y − y · x).

Ovaj proizvod je qisto imaginaran za qisto imaginarne x i y, pa mo�emo
posmatrati restrikciju ovog proizvoda na prostor qisto imaginarnih Kejli-
jevih brojeva, tj. R7. Tada je tabela mno�eǌa ei× ej u ovom prostoru data sa:

× e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 0 e3 −e2 e5 −e4 e7 −e6

e2 −e3 0 e1 e6 −e7 −e4 e5

e3 e2 −e1 0 −e7 −e6 e5 e4

e4 −e5 −e6 e7 0 e1 e2 −e3

e5 e4 e7 e6 −e1 0 −e3 −e2

e6 −e7 e4 −e5 −e2 e3 0 e1

e7 e6 −e5 −e4 e3 e2 −e1 0

Svaka ortonormirana baza prostora R7 koja zadovoǉava relacije iz prethodne
tabele naziva se G2 baza.

Lema 2 Neka su x, y i z qisto imaginarni. Tada:
a)

x · y = −〈x, y〉e0 + x× y. (36)

b) Ako su x i y ortogonalni, pri qemu je x jediniqni, onda x× (x× y) = −y.
v) x× y = −y × x.
g) x× (y × z) + (x× y)× z = 2〈x, z〉y − 〈x, y〉z − 〈z, y〉x.
d) 〈x× y, z〉 = 〈y × z, x〉 = −〈y × x, z〉.
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Dokaz: a) Pretpostavimo, prvo, da su x i y jediniqni, ortogonalni vektori.
Tada, postoji G2 baza imaginarnog prostora f1, f2, . . . , f7 takva da f1 = x i
f2 = y. Tada

(x× y)− x · y = −1

2
(x · y + y · x) = −1

2
(f1 · f2 + f2 · f1)− 1

2
(f3 − f3)

= 0 = 〈x, y〉e0.

Sliqno, ako je x = y jediniqni, tada 〈x, x〉e0 = e0 = −x ·x. Dakle, tvr�eǌe va�i
za vektore iz ortonormiranih baza, a kako su izrazi u jednakostima linearni
i po x i po y, tvr�eǌe va�i za sve imaginarne vektore.
b) Mo�emo ponovo posmatrati G2 bazu f1, . . . , f7 takvu da je x = f1, y = f2. Tada
je lako izraqunati da je f1 × (f1 × f2) = −f2. Tvr�eǌe sledi iz qiǌenice da
je izraz linearan po y. Sliqno se pokazuje i da je vektor x ortogonalan na
(x× y).
v) Tvr�eǌe oqigledno va�i za vektore x, y ∈ {e1, e2, ..., e7} a kako je x × y lin-
earno i po x i y va�i�e za sve vektore.
Sliqno se dokazuju i tvr�eǌa pod g) i d).

Lema 3
DX(Y × Z) = DXY × Z + Y ×DXZ.

Dokaz: Neka su ei, i = 1, ..., 7 vektorska poǉa takva da je za svaku taqku prostora
x, {e1(x), e2(x), ..., e7(x)} jedna G2 baza prostora R7. Uoqimo prvo da je tada
Dei

ej = 0, pa je, trivijalno

Dei
(ej × ek) = Dei

ej × ek + ej ×Dei
ek,

a samim tim i
DX(ej × ek) = DXej × ek + ej ×DXek.

Daǉe, mo�emo napisati Y (x) =
∑7

i=1 Yi(x)ei(x) i Z(x) =
∑7

j=1 Zj(x)ej(x). Tada je

DX(Y × Z) =
7∑

i,j=1

DX(Yi(x) · Zj(x))(ei × ej) +
7∑

i,j=1

Yi(x) · Zj(x)DX(ei × ej)

=
7∑

i,j=1

DX(Yi(x))Zj(x)(ei × ej) +
7∑

i,j=1

Yi(x)(DXZj(x))(ei × ej)

+
7∑

i,j=1

Yi(x)Zj(x)(DXei)× ej +
7∑

i,j=1

Yi(x)Zj(x)ei ×DXej

= DXY × Z + Y ×DXZ.
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Na sferi S6 mo�emo definisati (1, 1)-tenzorsko poǉe J na slede�i naqin:

JxU = x× U,

gde x ∈ S6 i U ∈ TxS
6. Tada je vektor JxU ortogonalan na x pa pripada

odgovaraju�em tangentnom prostoru. Na osnovu prethodnog

J2
xU = x× (x× U) = −U

i tako�e se lako pokazuje da je 〈JX, JY 〉 = 〈X, Y 〉. Zato je J dobro definisano
i predstavǉa skoro kompleksnu strukturu na S6.

Neka je G (2, 1)-tenzorsko poǉe na S6 definisano sa

G(X,Y ) = (∇̃XJ)Y.

Neka je p poziciono vektorsko poǉe taqaka na sferi, tj. p = −N . Tada

G(X, Y ) = ∇̃X(JY )− J∇̃XY = ∇̃X(p× Y )− J∇̃XY

= DX(p× Y )− h̃(X, p× Y )− J∇̃XY

= DXp× Y + p×DXY + 〈X, p× Y 〉p− p× ∇̃XY

= X × Y + 〈X, p× Y 〉p + p× (DXY − J∇̃XY )

= X × Y + 〈X, p× Y 〉p

jer je vektor u zagradi normalan na sferu, tj. kolinearan sa p.

Teorema 7 Poǉe G ima slede�e osobine:

a) G(X,X) = 0, (37)
b) G(X,Y ) + G(Y, X) = 0, (38)
v) G(X, JY ) + JG(X, Y ) = 0, (39)
g) 〈G(X, Y ), Z〉+ 〈G(X, Z), Y 〉 = 0, (40)

d) (∇̃XG)(Y, Z) = 〈Y, JZ〉X + 〈X, Z〉JY − 〈X, Y 〉JZ, (41)

�) (∇̃XG)(Y, Z) + (∇̃XG)(JY, JZ) =

JG(G(X, Y ), Z) + JG(Y,G(X,Z)), (42)
e) G(X,G(Y, Z)) = 〈X,Z〉Y − 〈X, Y 〉Z +

〈JX,Z〉JY − 〈Y, JX〉JZ, (43)
�) 〈G(X,Y ), G(Z, W )〉 = 〈X, Z〉〈Y, W 〉 − 〈X, W 〉〈Z, Y 〉

+ 〈JX, Z〉〈Y, JW 〉 − 〈JX, W 〉〈Y, JZ〉 (44)

gde su X,Y, Z, W vektorska poǉa na S6.
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Dokaz:
a)

G(X, X) = X ×X + 〈X, p×X〉p = 0.

Prvi sabirak je 0 zbog osobina vektorskog proizvoda, a drugi jer su X i p×X
ortogonalna vektorska poǉa.

b) Koriste�i izraz za G(X,Y ) dobijamo:

G(X,Y ) + G(Y, X) = X × Y −X × Y + 〈X, p× Y 〉+ 〈Y, p×X〉 = 0.

v) Uoqimo da je

X × (p× Y ) = (X × Y )× p− 2〈X, p〉Y + 〈X, Y 〉p + 〈p, Y 〉X
= −p× (X × Y ) + 〈X, Y 〉p,

pa je

G(X, JY ) + JG(X, Y ) =

= X × (JY ) + 〈X, p× (JY )〉p + p× (X × Y ) + p× (〈X, p× Y 〉p)

= −p× (X × Y ) + 〈X,Y 〉p− 〈X, Y 〉p + p× (X × Y ) = 0.

g) Lako se dobija:

〈G(X, Y ), Z〉+ 〈G(X, Z), Y 〉 =

= 〈X × Y + 〈X, p× Y 〉p, Z〉+ 〈X × Z + 〈X, p× Z〉p, Y 〉
= 〈X × Y, Z〉+ 〈X × Z, Y 〉 = 0.

d) Uoqimo prvo da je

(∇̃XG)(Y, Z) = ∇̃X(G(Y, Z))−G(∇̃XY, Z)−G(Y, ∇̃XZ)− (∇̃XG)(Z, Y ).

Izraqunajmo

(∇̃XG)(Y, Z)− (∇̃Y G)(X,Z) =

= ∇̃XG(Y, Z)−G(∇̃XY, Z)−G(Y, ∇̃XZ)

− ∇̃Y G(X,Z) + G(∇̃Y X, Z) + G(X, ∇̃Y Z) =

= ∇̃X(∇̃Y (JZ)− J(∇̃Y Z))− ∇̃e∇XY (JZ)

+ J(∇̃e∇XY Z)− ∇̃Y (J∇̃XZ) + J(∇̃Y (∇̃XZ))

− ∇̃Y (∇̃X(JZ)− J(∇̃XZ)) + ∇̃e∇Y X(JZ)

− J(∇̃e∇Y XZ) + ∇̃X(J∇̃Y Z)− J(∇̃X(∇̃Y Z)) =

= R̃(X, Y )JZ − JR̃(X,Y )Z =

= 〈Y, JZ〉X − 〈X, JZ〉Y − 〈Y, Z〉JX + 〈X, Z〉JZ.
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Sada, specijalno za Z = X i uz qiǌenicu da je (∇̃Y G)(X,X), koja sledi iz
antisimetriqnosti ∇̃XG, dobijamo:

(∇̃XG)(Y,X) = 〈Y, JX〉X − 〈Y, X〉JX + 〈X, X〉JY,

odakle sledi linearizacijom:

(∇̃X+ZG)(Y,X + Z) =

= 〈Y, J(X + Z)〉(X + Z)− 〈Y, X + Z〉J(X + Z) + 〈X + Z,X + Z〉JY,

odnosno

(∇̃XG)(Y, X) + (∇̃XG)(Y, Z) + (∇̃ZG)(Y,X) + (∇̃ZG)(Y, Z) =

= (〈Y, JX〉X − 〈Y, X〉JX + 〈X, X〉JY ) + (∇̃XG)(Y, Z) + (∇̃ZG)(Y, X)

+ (〈Y, JZ〉Z − 〈Y, Z〉JZ + 〈Z, Z〉JY ).

Znaqi

(∇̃XG)(Y, Z) + (∇̃ZG)(Y,X) =

= 〈Y, JX〉Z + 〈Y, JZ〉X − 〈Y, X〉JZ − 〈Y, Z〉JX + 〈X, Z〉JY + 〈Z, X〉JY.

Kako jox va�i i

(∇̃XG)(Y, Z)− (∇̃ZG)(Y,X) =

= −〈Z, JY 〉X + 〈X, JY 〉Z + 〈Z, Y 〉JX − 〈X, Y 〉JZ,

sabiraǌem ove dve jednaqine dobijamo:

(∇̃XG)(Y, Z) = 〈Y, JZ〉X + 〈X, Z〉JY − 〈X,Y 〉JZ.

�)

(∇̃XG)(Y, Z) + (∇̃XG)(JY, JZ) =

= (∇̃XG)(Y, Z) + ∇̃X(G(JY, JZ))−G(∇̃X(JY ), JZ)−G(JY, ∇̃X(JZ))

= (∇̃XG)(Y, Z)− ∇̃X(G(Y, Z))−G(∇̃X(JY ), JZ)−G(JY, ∇̃X(JZ))

= −G(∇̃XY, Z)−G(Y, ∇̃XZ)−G(∇̃X(JY ), JZ)−G(JY, ∇̃X(JZ))

= JG(G(X, Y ), Z) + JG(Y, G(X,Z)).

e) Na osnovu (41) i taqke (�) va�i

−G(G(X, Y ), Z) + G(G(X,Z), Y ) =

= −[G(G(X, Y ), Z) + G(Y, G(X, Z))]

= 〈Y, JZ〉JX − 〈X,Z〉Y + 〈X, Y 〉Z − 〈JY, Z〉JX

− 〈X, JZ〉JY + 〈X, JY 〉JZ.
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Specijalno, za X = Z dobijamo

−G(G(X,Y ), X) = 〈Y, JX〉JX − 〈X, X〉Y + 〈X,Y 〉X,

a ako umesto vektorskog poǉa X posmatramo X + Z dobijamo

G(G(X, Y ), X) + G(G(X, Y ), Z) + G(G(Z, Y ), X) + G(G(Z, Y ), Z) =

= G(G(X, Y ), X) + G(G(Z, Y ), Z) + 2〈X, Z〉Y − 〈X,Y 〉Z
− 〈Z, Y 〉X − 〈Y, JX〉JZ − 〈Y, JZ〉JX.

Iz prethodna dva izraza oduzimaǌem dobijamo

2G(G(Y, Z), X) =

= [G(G(Y, Z), X)−G(G(Y,X), Z)]− [−G(G(Y, Z), X)−G(G(Y, X), Z)]

= −2〈JX, Z〉JY + 2〈Y, JX〉JZ + 2〈X, Y 〉Z − 2〈X, Z〉Y

odakle sledi tvr�eǌe.
�) Na osnovu (40) i tvr�eǌa (�) sledi

〈G(X, Y ), G(Z, W )〉 = −〈G(X, G(Z, W )), Y 〉 =

= −〈〈JX, W 〉JZ − 〈Z, JX〉JW − 〈X,Z〉W + 〈X, W 〉Z, Y 〉
〈X,Z〉〈Y, W 〉 − 〈X,W 〉〈Z, Y 〉+ 〈JX, Z〉〈Y, JW 〉 − 〈JX, W 〉〈Y, JZ〉.

Uoqimo da (37) pokazuje da je J blizu Kelerova struktura.

2.4 Skoro kompleksne, totalno realne i CR podmnogostruko-
sti
Obzirom da je na sferi S6 definisana skoro kompleksna struktura J, pri-
rodno je prouqavati podmnogostrukosti u skladu sa ǌihovim odnosom prema
skoro kompleksnoj strukturi. Podmnogostrukost M mnogostrukosti sa skoro
kompleksnom strukturom se naziva totalno realnom ako J(TM) ⊆ T⊥M gde su
TM i T⊥M tangentno i normalno raslojeǌe M u mnogostrukosti, i skoro kom-
pleksnom ako va�i J(TM) ⊆ TM .

A podmnogostrukost M je CR podmnogostrukost ako postoji C∞-diferencija-
bilna J invarijantna distribucija 4 : x → 4x ⊂ TxM na M (odnosno, J4 =
4), takva da je ǌen ortogonalni komplement 4⊥ u TM totalno realna dis-
tribucija (J4⊥ ⊆ T⊥M), gde je T⊥M normalno raslojeǌe M u mnogostrukosti.
CR podmnogostrukost je prava ukoliko nije ni totalno realna ni skoro kom-
pleksna.
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A. Grej [22] je dokazao da je svaka skoro kompleksna podmnogostrukost sfere
S6 minimalna i da ne postoje qetvorodimenzione skoro kompleksne podmnogo-
strukosti od S6. Oqigledno je da totalno realne podmnogostrukosti sfere
S6 mogu biti najvixe trodimenzione. Kako skoro kompleksna distribucija
podmnogostrukosti M mora biti parne dimenzije sledi da je ona dimenzije 2.
Tada odgovaraju�a totalno realna distribucija mora biti dimenzije 1 ili
2, odnosno prave CR podmnogostrukost sfere S6 mo�e biti dimenzije 3 ili 4.

Naglasimo i da specijalna Lijeva grupa G2 ima va�nu ulogu u prouqa-
vaǌu sfere S6 i ǌene skoro kompleksne strukture. G2 se definixe kao grupa
automorfizama algebre oktoniona O. Mo�e se pokazati da je ona povezana
podgrupa grupe SO(7). Uoqimo da G2 mo�emo videti i kao grupu koja ”quva”
vektorski proizvod. Obzirom da je vektorski proizvod definisan pomo�u Kej-
lijevog proizvoda oqigledno je da svaki element G2 ujedno ”quva” vektorski
proizvod. Da bismo pokazali da va�i i obrnuto bi�e nam neophodno i slede�e
tvr�eǌe.

Lema 4 Neka je fa,b : Im(O) → Im(O) linearni operator definisan sa fa,b(c) =
a× (b× c). Tada je 〈a, b〉 = −1

7
trfa,b.

Dokaz: Kako je skalarni proizvod bilinearan dovoǉno je dokazati tvr�eǌe
za bazne vektore a = ei, b = ej. Tada je

−1

7
trfei,ej

= −1

7

7∑

k=1

〈ei × (ej × ek), ek〉 = −1

7

7∑

k=1

〈ek × (ek × ej), ei〉

=
1

7

7∑

k=1

〈ei, ej〉 = 〈ei, ej〉.

Sada, direktno sledi da preslikavaǌe koje ”quva” vektorski proizvod quva
i metriku 〈, 〉 pa na osnovu Leme 2a mora se slagati i sa Kejlijevim proizvodom
i pripada grupi G2.

Kako se skoro kompleksna struktura na sferi S6 definixe pomo�u vek-
torskog proizvoda sledi da G2 ”quva” i skoro kompleksnu strukturu pa i oso-
bine kao xto su totalno realno i skoro kompleksno. Zato podmnogostrukosti
sfere prouqavamo do na G2 kongruenciju. Mo�emo uoqiti i da je svaka G2 baza
jednoznaqno odre�ena sa 3 vektora e1, e2, e4. Oni su me�usobno ortonormirani
i svaki od ǌih je ortogonalan na algebru definisanu sa preostala dva vek-
tora, dok ǌihovi vektorski proizvodi odre�uju i ostale vektore baze. Zato
je svaki element G2 odre�en sa dve ovakve trojke vektora e1, e2, e4 i f1, f2, f4.
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3 Qenova nejednakost
Neka je Mn podmnogostrukost realne prostorne forme konstantne krivine c.
Oznaqimo sa K sekcionu krivinu, a sa

τ =
n∑

i,j=1

K(ei ∧ ej),

skalarnu krivinu (6) podmnogostrukosti Mn, gde je {e1, . . . , en} jedna pokretna
ortonormirana baza tangentnog raslojeǌa podmnogostrukosti. B. J. Qen je u
[12] uveo Rimanovu invarijantu

δM =
1

2
τ − inf K,

gde je
inf K(p) = inf{K(π), sekcione krivine ravni π ⊆ TpM}

i dokazao da va�i

δM ≤ n2(n− 2)

2(n− 1)
‖H‖2 +

1

2
(n + 1)(n− 2)c, (45)

gde je ‖H‖2 kvadrat norme vektora sredǌe krivine (14).

Uoqimo da nejednakost (45) povezuje unutraxǌu invarijantu mnogostrukosti
δM sa spoǉaxǌom H.
Za minimalne podmnogostrukosti sfere S6 nejednakost (45) svodi se na

δM ≤ 1

2
(n + 1)(n− 2),

zbog c = 1 i H = 0.
Da bismo dokazali nejednakost (45), bi�e neophodno dokazati slede�u

lemu.

Lema 5 Ako su a1, a2, . . . , an, c gde je n ≥ 2, realni brojevi takvi da va�i

(
n∑

i=1

ai)
2 = (n− 1)(

n∑
i=1

a2
i + c), (46)

tada va�i 2a1a2 ≥ c, a jednakost va�i pri n > 2 ako i samo ako je a1 + a2 = a3 =
· · · = an.

Dokaz: Za n = 2 tvr�eǌe oqigledno va�i. Ako je n > 2 tada iz (46) sledi

(
n−1∑
i=1

ai)
2 + 2an

n−1∑
i=1

ai = (n− 2)a2
n + (n− 1)(

n−1∑
i=1

a2
i + c)
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odnosno

(
n−1∑
i=1

ai)
2 = (n− 1)(

n∑
i=1

a2
i + c)− a2

n − 2an

n−1∑
i=1

ai = (n− 2)(
n−1∑
i=1

a2
i + c)

+ (n− 2)a2
n +

n−1∑
i=1

a2
i + c− 2an

n−1∑
i=1

ai.

Uoqimo da iz (46) sledi

(n− 2)a2
n +

n−1∑
i=1

a2
i + c− 2an

n−1∑
i=1

ai = (n− 2)a2
n +

n−1∑
i=1

a2
i +

1

n− 1
(

n∑
i=1

ai)
2 −

n∑
i=1

a2
i

− 2an

n−1∑
i=1

ai = (n− 1)a2
n +

1

n− 1
(

n∑
i=1

ai)
2 − 2an

n∑
i=1

ai =
1

n− 1
((n− 1)2a2

n

+ (
n∑

i=1

ai)
2 − 2(n− 1)an

n∑
i=1

ai) ≥ 0, (47)

pa je zato

(
n−1∑
i=1

ai)
2 = (n− 2)(

n−1∑
i=1

a2
i + c + en−1),

gde je en−1 ≥ 0.
Ako je n = 3 ova jednakost se svodi na

2a1a2 = c + e2,

pa je 2a1a2 ≥ 0 i jednakost va�i ako i samo ako je e2 = 0, odnosno

(2a3 − (a1 + a2 + a3))
2 = 0,

xto je ekvivalentno sa
a3 = a1 + a2.

Ukoliko je n > 3 ponavǉaju�i isti postupak (n− 2) puta dobijamo da va�i

(
k∑

i=1

ai)
2 = (k − 1)(

k∑
i=1

a2
i + c + en−1 + · · ·+ ek), k = 2, . . . , n− 1, (48)

gde je e2, . . . , en−1 ≥ 0, pa je

2a1a2 = c + e2 + · · ·+ en−1 ≥ c.
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Jednakost va�i ako i samo ako je e2 = · · · = en−1 = 0 odnosno ako formule (48)
glase

(
k∑

i=1

ai)
2 = (k − 1)(

k∑
i=1

a2
i + c), k = 2, . . . , n− 1.

Koriste�i sada rezultat (47) dobijamo da za sve k va�i (k − 1)ak =
∑k

i=1 ai,
odnosno (k − 2)ak = a1 + · · ·+ ak−1 xto daǉe implicira

a3 = · · · = an = a1 + a2.

Lema 6 (Qenova nejednakost) Neka je M n-dimenziona (n ≥ 2) podmnogostru-
kost Rimanove mnogostrukosti Rm(c) konstantne sekcione krivine c. Tada
va�i

inf K ≥ 1

2
{τ − n2(n− 2)

n− 1
‖H‖2 − (n + 1)(n− 2)c}.

Jednakost va�i ako i samo ako postoji ortonormirana pokretna baza e1, . . . , en,
en+1, . . . , em gde su e1, . . . , en tangentna vektorska poǉa, a en+1, . . . , em normalna
vektorska poǉa podmnogostrukosti M takva da u ǌoj operatori oblika Ar =
Aer , r = n + 1, . . . , m imaju slede�i oblik

An+1 =




a 0 0 · · · 0
0 b 0 · · · 0
0 0 µ · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · µ




, a + b = µ, (49)

Ar =




hr
11 hr

12 0 · · · 0
hr

12 −hr
11 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · 0




, r = n + 2, . . . , m. (50)
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Dokaz: Iz Gausove jednaqine (19) sledi

τ =
n∑

i,j=1

K(ei ∧ ej) =
n∑

i,j=1

R(ei, ej, ej, ei) =
∑

i6=j

c +
n∑

i,j=1

g(h(ei, ei), h(ej, ej))

−
n∑

i,j=1

g(h(ei, ej), h(ej, ei)) = (n2 − n)c + g(
n∑

i=1

h(ei, ei),
n∑

j=1

h(ej, ej))− ‖h‖2

= n(n− 1)c + ‖
n∑

i=1

h(ei, ei)‖2 − ‖h‖2 = n(n− 1)c +
m∑

l=n+1

g(
n∑

i=1

h(ei, ei), el)
2 − ‖h‖2

= n(n− 1)c +
m∑

l=n+1

(trAl)
2 − ‖h‖2 = n(n− 1)c + ‖nH‖2 − ‖h‖2.

Ako oznaqimo

δ =
1

2
(τ − n2(n− 2)

n− 1
‖H‖2 − (n + 1)(n− 2)c)

tada ova jednakost postaje

n2‖H‖2 = (n− 1)‖h‖2 + (n− 1)(2δ − 2c). (51)

Neka je π ravansko seqeǌe tangentnog raslojeǌa TM . Neka je e1, . . . , em pokre-
tna ortonormirana baza takva da je π razapeto vektorskim poǉima e1 i e2, dok
je vektorsko poǉe en+1 kolinearno sa poǉem sredǌe krivine H, xto izme�u
ostalog znaqi da je za r 6= n + 1, trAr = 0 i ‖nH‖ = |trAn+1|. Sliqno,

|h|2 =
n∑

i,j=1

‖h(ei, ej)‖2 =
m∑

l=n+1

n∑
i,j=1

g(h(ei, ej), el)
2 =

m∑

l=n+1

n∑
i,j=1

(hl
ij)

2.

Tada jednakost (51) implicira

(
n∑

i=1

hn+1
ii )2 = (n− 1)[

n∑
i=1

(hn+1
ii )2 +

∑

i6=j

(hn+1
ij )2 +

m∑
r=n+2

n∑
i,j=1

(hr
ij)

2 + 2δ − 2c].

Sada mo�emo primeniti Lemu 5 iz koje sledi

2hn+1
11 hn+1

22 ≥
∑

i6=j

(hn+1
ij )2 +

m∑
r=n+2

n∑
i,j=1

(hr
ij)

2 + 2δ − 2c. (52)

Kako je

K(e1 ∧ e2) = R(e1, e2, e2, e1) = c + g(h(e1, e1), h(e2, e2))− g(h(e1, e2), h(e1, e2))

= c +
m∑

r=n+1

hr
11h

r
22 −

m∑
r=n+1

(hr
12)

2
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formula (52) postaje

2hn+1
11 hn+1

22 ≥
∑

i 6=j

(hn+1
ij )2 +

m∑
r=n+2

n∑
i,j=1

(hr
ij)

2 + 2δ − 2[K(e1 ∧ e2)−
m∑

r=n+1

hr
11h

r
22 +

m∑
12

(hr
12)

2]

2K(π) ≥ 2
∑
j>2

(hn+1
1j )2 + 2

∑
j>2

(hn+1
2j )2 + 2

∑
j>i>2

(hn+1
ij )2 +

m∑
r=n+2

∑
i>2

(hr
ii)

2

+
m∑

r=n+2

(hr
11 + hr

22 + 2hr
11h

r
22) + 2δ + 2

m∑
r=n+2

∑
j>i

(hr
ij)

2 − 2
m∑

r=n+2

(hr
12)

2

= 2
∑
j>2

(hn+1
1j )2 + 2

∑
j>2

(hn+1
2j )2 + 2

∑
j>i>2

(hn+1
ij )2 +

m∑
r=n+2

∑
i>2

(hr
ii)

2

+
m∑

r=n+2

(hr
11 + hr

22)
2 + 2δ + 2

m∑
r=n+2

∑

j>max{i,2}
(hr

ij)
2 ≥ 2δ, (53)

xto dokazuje nejednakost. Jednakost �e va�iti ukoliko va�i jednakost u (52)
i (53) odakle sledi

hr
1j = hr

2j = hr
ij, r = n + 1, . . . , m, i, j = 3, . . . , n,

hn+2
11 + hn+2

22 = · · · = hn+2
11 + hn+2

22 = 0.

Sliqno, na osnovu Leme 5 i nejednakosti (52) sledi

hn+1
11 + hn+1

22 = hn+1
33 = · · · = hn+1

nn .

Ukoliko je hn+1
12 razliqito od nule tada mo�emo odabrati drugu ortonormi-

ranu bazu ravni π za koju �e ova komponenta biti nula. Naime za ta vektorska
poǉa f1 i f2 �e postojati diferencijabilna funkcija φ takva da va�i:

f1 = cos φe1 + sin φe2,

f2 = − sin φe1 + cos φe2,

pa je

g(h(f1, f2), en+1) = g(
1

2
sin 2φ(h(e2, e2)− h(e1, e1)) + cos 2φh(e1, e2), en+1)

= (hn+1
22 − hn+1

11 )
1

2
sin 2φ + hn+1

12 cos 2φ,

pa ukoliko je hn+1
22 = hn+1

11 mo�emo definisati φ = π
4
, a ukoliko to nije sluqaj

mo�emo definisati φ = 1
2
arctan

−2hn+1
12

hn+1
22 −hn+1

11

. Sada tvr�eǌe direktno sledi.
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Ukoliko u svakoj taqki podmnogostrukosti M va�i jednakost u nejednakosti
(45) ka�emo da M zadovoǉava Qenovu jednakost i takve podmnogostrukosti su
posebno interesantne za izuqavaǌe. Za takve podmnogostrukosti po Lemi 6
postoji pokretna baza u kojoj su operatori oblika (49) i (50).

Posmatrajmo distribuciju koja je u proizvoǉnoj taqki p definisana sa

D(p) = {X ∈ TpM | (n− 1)h(X, Y ) = ng(X,Y )H, za svako Y ∈ TpM}. (54)

Lema 7 Neka je M n-dimenziona (n > 2) podmnogostrukost Rimanove mnogo-
strukosti Rm(c) konstantne sekcione krivine c koja zadovoǉva Qenovu jedna-
kost. Ako dimD(p) ne zavisi od taqke p ∈ M , tada je taqno jedan od slede�ih
iskaza taqan:

1. D je (n− 2)- dimenziona distribucija;

2. D = TM i M je totalno geodezijski smextena u Rm(c);

3. raslojeǌe Imh je jednodimenziono i ukoliko en+1 ∈ Imh, tada operator An+1

ima taqno dve razliqite sopstvene vrednosti 0, µ qije su vixestrukosti
redom, 1, n− 1.

Dokaz: Posmatrajmo pokretnu ortonormiranu bazu e1, . . . , en, en+1, . . . , em iz Le-
me 7. Obzirom da M zadovoǉava Qenovu jednakost sledi da su odgovaraju�i
operatori oblika dati sa (49) i (50). Tada je H = 1

n
trAn+1 = n−1

n
µen+1, pa za

k ≥ 3 va�i
h(ek, ej) = δkjµen+1 =

n

n− 1
Hδkj =

n

n− 1
Hg(ek, ej),

pa va�i i
h(ek, Y ) =

n

n− 1
Hg(ek, Y )

za proizvoǉno tangentno vektorsko poǉe Y . Zato e3, . . . , en pripadaju distribu-
ciji D i ǌena dimenzija je najmaǌe n−2. Ako distribucija ima dimenziju ve�u
ili jednaku n− 1, to znaqi da postoji vektorsko poǉe koje pripada distribu-
ciji koje je i iz raslojeǌa razapetog sa e1 i e2. Neka je to f = cos ϕe1 + sin ϕe2

gde je ϕ neka diferencijabilna funkcija. Podsetimo se da je

h(e1, e1) = aen+1 +
∑

r>n+1

hr
11er,

h(e2, e2) = ben+1 −
∑

r>n+1

hr
11er, (55)

h(e1, e2) =
∑

r>n+1

hr
12er.

Tada je
n− 1

n
h(f, e1) = g(f, e1)H = g(f, e1)

n− 1

n
µen+1,

n− 1

n
h(f, e2) = g(f, e2)H = g(f, e2)

n− 1

n
µen+1,



30

pa se ove jednakosti svode na

cos ϕ(a− µ) = 0, cos ϕhr
11 + sin ϕhr

12 = 0, r > n + 1,

sin ϕ(b− µ) = 0, cos ϕhr
12 − sin ϕhr

11 = 0, r > n + 1.

Odavde direktno sledi hr
12 = hr

11 = 0, r > n + 1. Ako je a = µ = b odakle je i
a = b = µ = 0, tada ove jednakosti va�e za proizvoǉnu funkciju ϕ odnosno sva
vektorska poǉa iz seqeǌa π pripadaju distribuciji, pa je ǌena dimenzija n.
Tada je i h = 0 pa je ovakva podmnogostrukost i totalno geodezijska. Ako to
nije sluqaj sledi da je ili a = µ ili b = µ odnosno ab = 0 i µ = a + b 6= 0.
Bez umaǌeǌa opxtosti, neka je a = 0 odnosno b = µ. Sada direktno sledi iz
(49) da An+1 ima dve sopstvene vrednosti 0 i µ odgovaraju�ih vixestrukosti.
Tako�e iz (55) sledi i da je dimenzija prvog normalnog prostora Imh jednaka
1 i da je razapet vektorskim poǉem en+1.

Lema 8 Neka je M n-dimenziona (n > 2) podmnogostrukost Rimanove mnogo-
strukosti Rm(c) konstantne sekcione krivine c i dimenzija distribucije D
ve�a ili jednaka (n− 2). Tada M zadovoǉava Qenovu jednakost.

Dokaz: Obzirom da je dimD ≥ n−2 postoje ortonormirana tangentna vektorska
poǉa e3, . . . , en koja pripadaju distribuciji D. Neka su en+1, . . . , em ortonormi-
rana vektorska poǉa koja razapiǌu normalno raslojeǌe, takva da je en+1 ko-
linearan sa vektorom glavne krivine. Tada postoji diferencijabilna funk-
cija µ takva da je

H =
n− 1

n
µen+1.

Tako�e tada je i

trAk = 0, k > n + 1 trAn+1 = (n− 1)µ.

Va�i

g(Akei, ej) = g(h(ei, ej), ek) = g(0, ek) = 0, i ≥ 3, i 6= j, k ≥ n + 1,

g(Akei, ei) = (h(ei, ei), ek) = g(µen+1, ek), i ≥ 3, k ≥ n + 1.

Neka je e1, e2 dopuna pokretne baze tangentnog raslojeǌa. Obzirom da je
trAk, k > n + 1 sledi da va�i (50). Ukoliko je g(h(e1, e2), en+1) razliqito od
nule tada postupkom sliqnim onom u Lemi 6 mo�emo prona�i vektorska poǉa
f1 i f2 takva da je g(h(f1, f2), en+1) = 0. Uzimaju�i u obzir da je trAn+1 = (n−1)µ
sada sledi i (49), a tada iz Leme 6 sledi tvr�eǌe.

Lema 9 Neka je M n-dimenziona (n > 2) podmnogostrukost Rimanove mnogo-
strukosti Rm(c) konstantne sekcione krivine c, koja zadovoǉava Qenovu jed-
nakost. Ako dimD(p) ne zavisi od izbora taqke p ∈ M , tada je distribucija
integrabilna.
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Dokaz: Neka je k dimenzija distribucije D. Ukoliko je k = n tada je D
trivijalno integrabilna.

Ako je k = n − 1 tada D qine sopstveni potprostori koji odgovaraju sop-
stvenoj vrednosti µ, a sliqno u sluqaju k = n− 2 distribucija D je razapeta
vektorskim poǉima e3, . . . , en iz Leme 8.

Oznaqimo sa D⊥ ortogonalnu komplementarnu distribuciju distribucije
D u tangentnom raslojeǌu. Tada za proizvoǉna vektorska poǉa X,Y ∈ D i
Z ∈ D⊥ va�i

(∇Xh)(Y, Z) = −h(∇XY, Z)− h(Y,∇XZ),

gde je ∇ koneksija na mnogostrukosti, a zatim pomo�u Kodacijeve jednaqine
sledi i

h(∇XY −∇Y X, Z) = h([X, Y ], Z) = h(X,∇Y Z)− h(Y,∇XZ),

a daǉe koriste�i veze iz (49) i (50) dobijamo i

h([X, Y ], Z) = µ[g(X,∇Y Z)− g(Y,∇XZ)]en+1 = µg([X, Y ], Z)en+1

odakle mo�emo zakǉuqiti da je D integrabilna distribucija.
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4 Podmnogostrukosti dimenzije 3

4.1 Trodimenzione CR podmnogostrukosti sfere S6

U ovom poglavǉu smatra�emo da je M trodimenziona CR podmnogostrukost
sfere S6. Tada je tangentno raslojeǌe podmnogostrukosti M oblika

TM = D1 ⊕D2,

gde su D1 i D2, redom, skoro kompleksna i totalno realna distribucija. Neka
su tada, respektivno, p poziciono vektorsko poǉe, E1 i E2 = JE1 vektorska
poǉa koja razapiǌu distribuciju D1 i E3 vektorsko poǉe koje razapiǌe dis-
tribuciju D2. Daǉe, neka je E4 = JE3, E5 = E1 × E3 i E6 = E2 × E3. Tada su
prema izboru p, E1 i E3 me�usobno ortogonalni i jediniqni vektori koji na
osnovu konstrukcije definixu ortonormiranu G2 bazu {p, E1, E2, E3, E4, E5, E6}.
Pri tom vektorska poǉa E4, E5 i E6 razapiǌu normalnu distribuciju podmno-
gostrukosti.

Uoqimo da izbor ovakve baze nije jedinstven. Naime, proizvoǉna baza
skoro kompleksne distribucije se od zadate {E1, E2} mo�e dobiti rotacijom, a
izbor vektorskog poǉa koji razapiǌe totalne realnu distribuciju jedinstven
je do na znak. Shodno tome proizvoǉna baza oblika

Ẽ1 = cos θE1 + sin θE2,

Ẽ2 = JẼ1 = − sin θE2 + cos θE1,

Ẽ3 = ±E3,

Ẽ4 = ±E4,

Ẽ5 = ±(cos θE5 + sin θE6),

Ẽ6 = ±(− sin θE5 + cos θE6),

ispuǌava prethodne uslove gde je θ funkcija ugla rotacije.
Uoqimo, tako�e, da vektorsko mno�eǌe vektorom E3 na prirodan naqin in-

dukuje izomorfizam izme�u normalnog raslojeǌa NM i D1 ⊕M .

Lema 10 Postoje lokalno definisane diferencijabilne funkcije g1, g2, g3, h1, h2,
h3, k1, k2 i k3 takve da va�i

∇⊥
E1

E4 = g1E5 + g2E6, ∇⊥
E1

E5 = −g1E4 + g3E6, ∇⊥
E1

E6 = −g2E4 − g3E5,
∇⊥

E2
E4 = h1E5 + h2E6, ∇⊥

E2
E5 = −h1E4 + h3E6, ∇⊥

E2
E6 = −h2E4 − h3E5,

∇⊥
E3

E4 = k1E5 + k2E6, ∇⊥
E3

E5 = −k1E4 + k3E6, ∇⊥
E3

E6 = −k2E4 − k3E5.

Dokaz: Uoqimo da va�i 〈Ei, Ej〉 = const za i, j ∈ {4, 5, 6} odakle sledi

DX〈Ei, Ej〉 = 0
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za proizvoǉno vektorsko poǉe X, odnosno

〈DXEi, Ej〉+ 〈Ei, DXEj〉 = 0, i, j ∈ {4, 5, 6}.
Sada tvr�eǌe direktno sledi.

Kako su operatori oblika simetriqni zakǉuqujemo da postoje lokalno de-
finisane diferencijabilne funkcije αi, βi, γi, µi, νi, i ∈ {1, 2, 3}, takve da opera-
tori AE4, AE5 i AE6 imaju slede�i oblik

AE4 =




α1 β1 γ1

β1 δ1 µ1

γ1 µ1 ν1


 AE5 =




α2 β2 γ2

β2 δ2 µ2

γ2 µ2 ν2


 AE6 =




α3 β3 γ3

β3 δ3 µ3

γ3 µ3 ν3


.

Koriste�i (13) dobijamo i

h(E1, E1) = α1E4 + α2E5 + α3E6, h(E1, E2) = β1E4 + β2E5 + β3E6,
h(E1, E3) = γ1E4 + γ2E5 + γ3E6, h(E2, E2) = δ1E4 + δ2E5 + δ3E6,
h(E2, E3) = µ1E4 + µ2E5 + µ3E6, h(E3, E3) = ν1E4 + ν2E5 + ν3E6.

Sliqno, kako va�i 〈Ei, Ej〉 = const diferenciraǌem dobijamo 〈∇Ek
Ei, Ej〉 +

〈Ei,∇Ek
Ej〉 = 0 odnosno va�i slede�a lema.

Lema 11 Postoje lokalno definisane funkcije ai, bi, ci, i ∈ {1, 2, 3}takve da va�i

∇E1E1 = a1E2 + a2E3, ∇E1E2 = −a1E1 + a3E3, ∇E1E3 = −a2E1 − a3E2,
∇E2E1 = b1E2 + b2E3, ∇E2E2 = −b1E1 + b3E3 ∇E2E3 = −b2E1 − b3E2,
∇E3E1 = c1E2 + c2E3, ∇E3E2 = −c1E1 + c3E3, ∇E3E3 = −c2E1 − c3E2.

Dakle, za koeficijente koneksije va�i

DE1E1 =−p+a1E2+a2E3+α1E4+α2E5+α3E6, DE1E2 =−a1E1+a3E3+β1E4+β2E5+β3E6,

DE1E3 =−a2E1−a3E2+γ1E4+γ2E5+γ3E6, DE1E4 =−α1E1−β1E2−γ1E3+g1E5+g2E6,

DE1E5 =−α2E1−β2E2−γ2E3−g1E4+g3E6, DE1E6 = −α3E1−β3E2−γ3E3−g2E4−g3E5,

DE2E1 = b1E2+b2E3+β1E4+β2E5+β3E6, DE2E2 = −p−b1E1+b3E3+δ1E4+δ2E5+ δ3E6,

DE2E3 =−b2E1−b3E2+µ1E4+µ2E5+µ3E6, DE2E4 =−β1E1−δ1E2−µ1E3+h1E5+h2E6,

DE2E5 =−β2E1−δ2E2−µ2E3−h1E4+h3E6, DE2E6 =−β3E1−δ3E2−µ3E3−h2E4−h3E5,

DE3E1 = c1E2+c2E3+γ1E4+γ2E5+γ3E6, DE3E2 =−c1E1+c3E3+µ1E4+µ2E5+µ3E6,

DE3E3 =−p−c2E1−c3E2+ν1E4+ν2E5+ν3E6, DE3E4 =−γ1E1−µ1E2−ν1E3+k1E5+k2E6,

DE3E5 =−γ2E1−µ2E2−ν2E3−k1E4+k3E6, DE3E6 =−γ3E1−µ3E2−ν3E3−k2E4−k3E5.

(56)

Lema 12 Za gore navedene funkcije va�e slede�e relacije

g2 = −γ2, g1 = 1 + γ3, α1 = −a3, β1 = a2, h2 = 1− µ2, h1 = µ3,

δ1 = b2, b3 = −a2, k1 = ν3, k2 = −ν2, µ1 = c2, γ1 = −c3,

α3 = β2, α2 = −β3, δ2 = β3, δ3 = −β2, µ2 = γ3 − 1, µ3 = −γ2,

g3 = a1 − c3, h3 = b1 + c2, k3 = c1 + ν1.
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Dokaz: Koriste�i Lemu 3 i E2 = JE1 = p× E1 dobijamo

DXE2 = DX(p× E1) = DXp× E1 + p×DXE1.

Tada za X = E1 sledi

DE1E2 = p×DE1E1 = −a1E1 + a2E4 − α1E3 − α2E6 + α3E5

= −a1E1 + a3E3 + β1E4 + β2E5 + β3E6,

odakle zakǉuqujemo

a2 = β1, α1 = −a3, α2 = −β3, α3 = β2.

Sliqno, za X = E2 sledi

DE2E2 = E2 ×E1 + p×DE2E1 = −p− b1E1 + b2E4 − β1E3 − β2E6 + β3E5

= −p− b1E1 + b3E3 + δ1E4 + δ2E5 + δ3E6,

xto implicira

−β1 = b3, odnosno b3 = −a2, b2 = δ1, β3 = δ2, −β2 = δ3.

Za X = E3 dobijamo

DE3E2 = E3 × E1 + p×DE3E1 = −E5 − c1E1 + c2E4 − γ1E3 − γ2E6 + γ3E5

= −c1E1 + c3E3 + µ1E4 + µ2E5 + µ3E6,

odnosno

−γ1 = c3, c2 = µ1, −1 + γ3 = µ2, −γ2 = µ3.

Kako je E4 = JE3 = p× E3 sledi

DXE4 = DX(p×E3) = DXp× E3 + p×DXE3 = X ×E3 + p×DXE3.

Sada za X = E1 dobijamo

DE1E4 = E1 × E3 + p×DE1E3 = E5 − a2E2 + a3E1 − γ1E3 − γ2E6 + γ3E5

= −α1E1 − β1E2 − γ1E3 + g1E5 + g2E6,

xto implicira

1 + γ3 = g1, −γ2 = g2.

Za X = E2 sledi

DE2E4 = E2 ×E3 + p×DE2E3 = E6 − b2E2 + b3E1 − µ1E3 − µ2E6 + µ3E5

= −β1E1 − δ1E2 − µ1E3 + h1E5 + h2E6,
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odakle dobijamo

µ3 = h1, 1− µ2 = h2.

Sliqno, za X = E3 dobija se

DE3E4 = p×DE3E3 = −c2E2 + c3E1 − ν1E3 − ν2E6 + ν3E5

= −γ1E1 − µ1E2 − ν1E3 + k1E5 + k2E6,

odakle sledi

ν3 = k1, −ν2 = k2.

Sliqno,

DXE5 = DX(E1 × E3) = DXE1 × E3 + E1 ×DXE3.

Sada, za X = E1 ova jednakost postaje

DE1E5 = DE1E1 × E3 + E1 ×DE1E3 = −E4 + a1E6 − α1p− α2E1 − α3E2

− a3p + γ1E6 − γ2E3 − γ3E4 = −α2E1 − β2E2 − γ2E3 − g1E4 + g3E6,

odakle dobijamo i
a1 + γ1 = g3 odnosno g3 = a1 − c3.

Za X = E2 sledi

DE2E5 = DE2E1 ×E3 + E1 ×DE2E3 = b1E6 − β1p− β2E1 − β3E2

− b3p + µ1E6 − µ2E3 − µ3E4 = −β2E1 − δ2E2 − µ2E3 − h1E4 + h3E6,

odnosno
h3 = b1 + µ1 tj. h3 = b1 + c2.

Uzimaju�i X = E3 dobijamo

DE3E5 = DE3E1 × E3 + E1 ×DE3E3 = c1E6 − γ1p− γ2E1 − γ3E2 + E2

− c3p + ν1E6 − ν2E3 − ν3E4 = −γ2E1 − µ2E2 − ν2E3 − k1E4 + k3E6,

odakle sledi
c1 + ν1 = k3.

Direktna provera pokazuje da se iz jednakosti

DXE6 = DX(E2 ×E3) = DXE2 ×E3 + E2 ×DXE3

ne dobijaju nove relacije.
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4.2 Teoreme o postojaǌu i jedinstvenosti
U ovom poglavǉu navex�emo definicije i tvr�eǌa neophodna za daǉa izraquna-
vaǌa. Navedimo prvo teoreme o postojaǌu i jedinstvenosti za podmnogostrukosti
Rimanovih mnogostrukosti konstantne sekcione krivine c, videti [13].

Teorema 8 (Teorema o postojaǌu) Neka je (M, g) prosto povezana Rimanova n-dimenzi-
ona mnogostrukost za koju postoji m-dimenziono Rimanovo vektorsko raslojeǌe ν(M) sa
tenzorom krivine RD i (0, 2) tenzorom h sa vrednostima u ν(M). Za proizvoǉno seqeǌe
ξ raslojeǌa ν(M) definixemo Aξ sa g(AξX, Y ) = 〈h(X,Y ), ξ〉 gde je 〈 , 〉 metrika na ν(M).
Ukoliko su zadovoǉene jednaqine Gausa, Kodacija i Riqija, tada postoji izometriqka
imersija M u (n+m)-dimenzionu kompletnu prosto povezanu Rimanovu mnogostrukost
Rn+m(c) konstantne krivine c, takva da je ν(M) odgovaraju�e normalno raslojeǌe a h
druga fundamentalna forma.

Teorema 9 (Teorema o jedinstvenosti) Neka su f, f ′ : M → Rm(c) dve izometriqke imer-
sije Rimanove n-dimenzione mnogostrukosti M u kompletnu, prosto povezanu Rimanovu
m-dimenzionu mnogostrukost konstantne krivine c sa normalnim raslojeǌima ν i ν ′

koje imaju odgovaraju�u kanonsku metriku raslojeǌa, koneksije i druge fundamentalne
forme. Ako postoji izometrija φ : M → M za koje postoji natkrivaǌe φ : ν → ν ′ koje
”quva” metriku, koneksiju i drugu fundamentalnu formu, tada postoji i izometrija Θ
mnogostrukosti Rm takva da je Θ ◦ f = f ′ ◦ φ.

Tako�e, u daǉem razmatraǌu bi�e nam potreban i pojam skoro kontaktne mnogo-
strukosti.

Neka je N (2n+1)-dimenziona mnogostrukost. Ako postoje (1, 1) tenzor Φ, tangentno
vektorsko poǉe ξ i 1-forma η definisani na N takvi da va�i

Φ2 = −I + η ⊗ ξ, odnosno Φ2(X) = −X + η(X)ξ,
Φξ = 0, η(ΦX) = 0, η(ξ) = 1, (57)

gde je X proizvoǉno vektorsko poǉe, tada je N skoro kontaktna mnogostrukost. Ako
je pritom na mnogostrukosti definisana metrika g( , ) i va�i

g(ΦX, ΦY ) = g(X,Y )− η(X)η(Y ), η(X) = g(X, ξ) (58)

tada je N skoro kontaktna metriqka mnogostrukost.
Neka je M trodimenziona CR podmnogostrukost sfere S6 i E1, E2, E3 pokretna

ortonormirana baza konstruisana u poglavǉu 4.1.
Neka je (1, 1) tenzor ϕ na M definisan na slede�i naqin: za proizvoǉno vektorsko

poǉe X ∈ TM vektorsko poǉe ϕ(X) je projekcija JX na tangentno raslojeǌe. Tada
direktno sledi

ϕ(E1) = E2, ϕ(E2) = −E1, ϕ(E3) = 0.

Neka je
ξ = E3, η(X) = 〈X, E3〉 = 〈X, ξ〉.



37

Direktna provera pokazuje da su uslovi (57) i (58) ispuǌeni, odnosno restrikcija J
na tangentno raslojeǌe indukuje skoro kontaktnu strukturu (ϕ, ξ, η) na trodimenzionoj
CR podmnogostrukosti. Direktno sledi i da za ovu strukturu va�i

< ϕX, ϕY >=< X, Y > −η(X)η(Y ),

odakle sledi da je indukovana metrika kompatibilna sa skoro kontaktnom struk-
turom. Ovim M postaje skoro kontaktna metriqka podmnogostrukost.

Oznaqimo sa h projekciju druge fundamentalne forme na raslojeǌe razapeto sa
E5 i E6. Vektorsko mno�eǌe sa E3 indukuje na prirodan naqin izometriju izme�u
raslojeǌa M ⊕D1 i NM , a ǌegov inverz je mno�eǌe poǉem −E3. Tada je sa

S(X) = h(X, E3)× (−E3)

definisano (1, 1) tenzorsko poǉe na D1. Pritom, iz

DE3(JX) = DE3(p×X) = −X × E3 + JDE3X

sledi
S(JX) = −X + JS(X), odnosno SϕX − ϕSX + X = 0.

Sliqno iz
DY (JX) = Y ×X + JDY X

sledi i da je sa
σ(X, Y ) = h(X,Y )× (−E3)

definisano simetriqno bilinearno poǉe σ : D1 ×D1 → D1 za koje va�i

σ(ϕX, Y ) = ϕσ(X,Y ).

Dokaza�emo sada teoreme o postojaǌu i jedinstvenosti za CR podmnogostrukosti,
koriste�i skoro kontaktnu strukturu.

Teorema 10 Neka je M trodimenziona prosto povezana orijentisana Rimanova mno-
gostrukost sa skoro kontaktnom metriqkom strukturom (ϕ, ξ, η). Neka je TM = D1 ⊕
D2, gde je D2 jednodimenziona distribucija razapeta strukturnim vektorskim poǉem ξ
i D1 ǌen dvodimenzioni ortogonalni komplement. Neka su σ : D1×D1 → D1, S : D1 → D1,
Z : M → D1 i ν1 : M → R redom, simetriqna bilinearna forma, 1-1 tenzorsko poǉe,
vektorsko poǉe i funkcija definisana na M koji zadovoǉavaju slede�e relacije

σ(ϕX, Y ) = ϕσ(X, Y ),
SϕX − ϕSX + X = 0,

gde su X,Y ∈ D1. Definiximo raslojeǌe NM nad M tako da fibra nad taqkom p zado-
voǉava NMp = R ⊕ D1. Definiximo i raslojeǌe E nad M tako da fibra nad taqkom p
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zadovoǉava Ep = R⊕TMp⊕NMp. Za lokalno definisano jediniqno tangentno vektorsko
poǉe V iz raslojeǌa D1 i definixemo pokretnu bazu nad M sa

E0 = (1, (0, 0), (0, 0)),
E1 = (0, (V, 0), (0, 0)),
E2 = (0, (ϕ(V ), 0), (0, 0)),
E3 = (0, ξ = (0, 1), (0, 0)),
E4 = (0, (0, 0), (1, 0)),
E5 = (0, (0, 0), (0, V )),
E6 = (0, (0, 0), (0, ϕV )).

Neka je

σ(V, V ) = α2V + α3ϕV,

SV = γ2V + γ3ϕV,

Z = ν2V + ν3ϕV.

Neka je E3 izomorfizam raslojeǌa M ⊕D1 i NM odre�en sa

E3(E0) = E4, E3(E1) = E5, E3(E2) = E6.

Ako je ∇ koneksija na M definiximo drugu fundamentalnu formu na NM sa:

h(X,Y ) = E3(〈∇Xξ, ϕY 〉, σ(X, Y )), X, Y ∈ D1,

h(X, ξ) = E3(S(X)), X ∈ D1,

h(ξ, ξ) = ν1E4 + E3(Z).

Sliqno, koriste�i relacije iz Leme 12 pomo�u formula za DEiEj iz (56) defini-
xemo normalnu koneksiju ∇⊥ na NM . Tada postoji CR imersija podmnogostrukosti M
u sferu S6 tako da je D1 skoro kompleksna distribucija i D2 totalno realna distribu-
cija.

Dokaz: Uoqimo da su druga fundamentalna forma i normalna koneksija definisane
tako da zadovoǉavaju jednaqine Gausa, Kodacija i Riqija. Koriste�i Teoremu 8 o
postojaǌu i Teoremu 9 o jedinstvenosti za podmnogostrukosti u prostornim formama
dobijamo da postoji imersija F : M → S6 ⊂ R7. Neka je E1 i E2 lokalno definisana
ortonormirana baza distribucije D1 i E3 jediniqno vektorsko poǉe koje razapiǌe
distribuciju D2. Oznaqimo sa E4, E5, E6 odgovaraju�a vektorska poǉa koja pripadaju
NM i oznaqimo E0 = F imersiju. Definiximo vektorski proizvod na podmnogo-
strukosti M koriste�i G2 tablicu mno�eǌa. Tada direktna provera pokazuje da za
X ∈ {E1, E2, E3} i Y, Z ∈ {E0, E1, E2, E3, E4, E5, E6} va�i

DX(Y × Z) = (DXY )× Z + Y × (DXZ).

Dakle, vektorski proizvod × je paralelan na podmnogostrukosti, xto implicira
da ukoliko je neophodno, mo�emo odabrati element SO(7) koji F preslikava u CR
podmnogostrukost.
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Teorema 11 Neka je M metriqka, skoro kontaktna podmnogostrukost i neka su f1 :
M → S6 i f2 : M → S6 dve izometriqne CR imersije iz M u S6 koje indukuju datu
metriqku skoro kontaktnu strukturu. Pretpostavimo da se za obe imersije prethodno
definisane invarijante σ, S, Z i ν1 poklapaju. Tada su ove imersije G2 kongruentne.

Dokaz: Na osnovu Leme 12 sledi da postoji izomorfizam normalnih raslojeǌa takav
da obe imersije imaju iste druge fundamentalne forme kao i koeficijente nor-
malne koneksije. Zato su obe imersije kongruentne putem nekog elementa A ∈ SO(7).
Obzirom da A preslikava G2 pokretnu bazu prve imersije u G2 pokretnu bazu druge
imersije, sledi da A ”quva” vektorski proizvod, pa samim tim je A ∈ G2.

Ukoliko pretpostavimo da je imersija minimalna tada iz Leme 12 sledi da su
vektorsko poǉe Z i funkcija ν1 odre�eni indukovanom koneksijom, simetriqnom bi-
linearnom formom σ i (1, 1) tenzorskim poǉem S. Zato, tako�e va�i i slede�a teo-
rema.

Teorema 12 Neka je M metriqka skoro kontaktna mnogostrukost i neka su f1 : M → S6

i f2 : M → S6 dve izometriqne minimalne CR imersije M u S6 koje indukuju datu skoro
kontaktnu metriqku strukturu. Pretpostavimo i da se za obe imersije prethodno
definisane invarijante σ i S poklapaju. Tada su obe imersije G2 kongruentne.

4.3 Trodimenzione minimalne CR podmnogostrukosti koje
zadovoǉavaju Qenovu jednakost
Neka je M minimalna trodimenziona CR podmnogostrukost sfere S6 koja zadovoǉava
Qenovu jednakost. Ovakve podmnogostrukosti su ispitali i klasifikovali M. �ori�
i L. Vranken u [19] i u ovom poglavǉu �emo prikazati ǌihov rezultat. Obzirom da
M zadovoǉava Qenovu jednakost (videti Lemu 6) sledi da je dimenzija distribucije
definisane formulom (54) ve�a ili jednaka od 1.

Napomenu�emo slede�e tvr�eǌe dokazano u [26].

Teorema 13 Ne postoji trodimenziona prava CR podmnogostrukost sfere S6 koja zado-
voǉava Qenovu jednakost ako je D totalno realna distribucija.

Posledica ovog tvr�eǌa je da distribucija D nije totalno realna. Za daǉa izraqu-
navaǌa bi�e dovoǉno dokazati i slede�e tvr�eǌe.

Lema 13 Neka je M minimalna trodimenziona CR podmnogostrukost sfere S6, koja
zadovoǉava Qenovu jednakost. Tada distribucija D nije totalno realna.

Dokaz: Koristimo oznake iz prethodnog poglavǉa. Pretpostavimo suprotno, neka
je D totalno realna distribucija. To znaqi da je razapeta vektorskim poǉem E3.
Obzirom da je M minimalna sledi da za E3 va�i h(Ei, E3) = 0, i = 1, 2, 3. Tada je

γ1 = γ2 = γ3 = µ1 = µ2 = µ3 = ν1 = ν2 = ν3 = 0

me�utim to je u kontradikciji sa qiǌenicom µ2 = γ3 − 1.

Odavde sledi i da M ne mo�e biti ni totalno geodezijska podmnogostrukost.
Va�i slede�a lema.



40

Lema 14 Neka je M1 minimalna trodimenziona podmnogostrukost sfere S6 koja zado-
voǉava Qenovu jednakost. Tada za proizvoǉnu taqku p podmnogostrukosti M1 va�i da
su slede�a tvr�eǌa ekvivalentna:

1. dimenzija dimD(p) > 1,

2. p je totalno geodezijska taqka.

Pritom ukoliko p nije totalno geodezijska taqka postoji ǌena okolina u kojoj je dis-
tribucija D diferencijabilna.

Dokaz: Neka u taqki p va�i dimD(p) > 1. Tada postoje jediniqni i ortogonalni
vektori U2, U3 koji pripadaju prostoru D(p). Neka je U1 dopuna ovog skupa vektora do
baze tangentnog prostora podmnogostrukosti M1 u taqki p. Obzirom da je U2, U3 ∈ D
a M1 minimalna podmnogostrukost sledi da je h(U2, V ) = h(U3, V ) = 0 za proizvoǉni
vektor V . Tada zbog minimalnosti va�i i h(U1, U1) = 0, pa je i h = 0 odnosno p
totalno geodezijska taqka.

Obrnuto, ako je p totalno geodezijska taqka, obzirom da je podmnogostrukost min-
imalna, odnosno H = 0, direktno sledi dimD(p) = 3.

Ako je dimD = 1 neka je U3 jediniqni vektor koji razapiǌe prostor D(p), a
U1, U2 ǌegova dopuna do ortonormirane baze tangentnog prostora podmnogostrukosti
u taqki p. Tada direktna provera pokazuje da va�i

S(U1, U1) = S(U2, U2) = 1− ‖h(U1, U1)‖2 − ‖h(U1, U2)‖2 < 1,

S(U1, U2) = S(U1, U3) = S(U2, U3) = 0,
S(U3, U3) = 1,

gde je S Riqijev tenzor. Odavde direktno sledi da U3 razapiǌe sopstveni potpros-
tor Riqijevog tenzora za sopstvenu vrednost 1, a kako je Riqijev tenzor diferenci-
jabilni operator, ǌegovi potprostori za konstantne sopstvene vrednosti su tako�e
diferencijabilni.

Kako M ne mo�e biti totalno geodezijska CR podmnogostrukost sfere S6, skup
taqaka koje nisu totalno geodezijske qini otvoren i svuda gust podskup od M , na
koji se u daǉem razmatraǌu ograniqavamo. Na ovom skupu dimenzija distribucije
(54) je 1 pa mo�emo oznaqiti sa U3 vektorsko poǉe koje razapiǌe ovu distribuciju.

Poxto D nije totalno realna, projekcija U ′
3 vektorskog poǉa U3 na skoro komplek-

snu distribuciju je netrivijalna. Zato za pokretnu bazu podmnogostrukosti mo�emo
odabrati bazu iz poglavǉa 4.1 i to takvu da je vektorsko poǉe E1 kolinearno sa U ′

3.
Tada postoji diferencijabilna funkcija o takva da va�i

U3 = cos oE1 + sin oE3.

Tada i slede�i skup vektorskih poǉa qini ortonormiranu bazu prostora:

p, U1 = − sin oE1 + cos oE3, U2 = E2, U3,

U4 = JE3, U4 = JE3 = E4, U5 = E5, U6 = E6.



41

Tada je
E1 = − sin oU1 + cos oU3, E3 = cos oU1 + sin oU3.

Vektorska poǉa U1, U2 i U3 razapiǌu tangentno raslojeǌe. Obzirom da je U3 ∈ D i da
je M minimalna podmnogostrukost koriste�i Lemu 6 sledi da u ovoj bazi operatori
oblika imaju slede�i oblik

AU4 =




λ1 µ1 0
µ1 −λ1 0
0 0 0


 , AU5 =




λ2 µ2 0
µ2 −λ2 0
0 0 0


 , AU6 =




λ3 µ3 0
µ3 −λ3 0
0 0 0


.

Odavde sledi

h(E1, E1) = sin2 o h(U1, U1) = sin2 o (λ1U4 + λ2U5 + λ3U6).

Sliqno sledi i

h(E1, E2) = − sin o (µ1E4 + µ2E5 + µ3E6),
h(E1, E3) = − sin o cos o (λ1E4 + λ2E5 + λ3E6),
h(E2, E2) = −(λ1E4 + λ2E5 + λ3E6),
h(E2, E3) = − cos o (µ1E4 + µ2E5 + µ3E6),
h(E3, E3) = cos2 o (λ1E4 + λ2E5 + λ3E6).

Sada, koriste�i uslove

DX(E2) = DX(JE1) = DX(p× E1) = X × E1 + p×DXE1,

DX(E4) = DX(JE3) = DX(p× E3) = X × E3 + p×DXE3,

DX(E1 ×E3) = DXE1 × E3 + E1 ×DXE3

direktno sledi da va�e slede�e relacije

a2 = −µ1 sin o, a3 = −λ1 sin2 o, b2 = −λ1, b3 = µ1 sin o, c2 = µ1 cos o,

c3 = λ1 sin o cos o, λ2 = −µ3 sin o, λ3 = µ2 sin o, λ2 sin2 o = −µ3 sin o,

λ3 sin2 o = µ2 sin o, µ2 cos o = −1 + λ3 sin o cos o, µ3 cos o = −λ2 sin o cos o.

Uoqimo da pod pretpostavkom da je cos o = 0 sledi da je U3 = ±E3 xto je nemogu�e.
Iz prethodnih relacija direktno sledi i

λ2(sin2 o− 1) = λ3(sin2 o− 1) = 0,

pa va�i
λ2 = λ3 = 0.

Tada va�i i µ2 cos o = −1 pa je µ2 6= 0. Zato iz µ2 sin o = λ3 = 0 sledi

sin o = 0,

a odavde i
a2 = a3 = b3 = c3 = µ3 = 0,

kao i da se vektorska poǉa U ′
3 i E1 poklapaju odnosno cos o = 1. Sada je

b2 = −λ1, c2 = µ1, µ2 = −1.
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Lema 15 Va�i λ1 = 0 i E1(µ1) = −1− µ2
1, E2(µ1) = E3(µ1) = 0.

Dokaz: Iz Kodacijeve jednaqine (∇h)(E1, E2, E2) = (∇h)(E2, E1, E2) sledi

E1(λ1) = −λ1(b1 + µ1),

a iz (∇h)(E1, E3, E3) = (∇h)(E3, E1, E3) dobijamo

E1(λ1) = −2λ1µ1, λ1 = c1.

Sliqno iz

(∇h)(E2, E1, E1) = (∇h)(E1, E2, E1),
(∇h)(E2, E3, E3) = (∇h)(E3, E2, E3),

redom, sledi i
a1 = 0 ili λ1 = 0,

odnosno
E2(λ1) = E3(µ1) i c1 = −3λ1

odakle dobijamo
λ1 = 0 i E3(µ1) = 0.

Sada (∇h)(E3, E2, E2) = (∇h)(E2, E3, E2) implicira

E2(µ1) = −E3(λ1) = 0.

Sliqno iz (∇h)(E2, E3, E3) = (∇h)(E3, E2, E3) dobijamo

E1(µ1) = −1 + λ2
1 − b1µ1, µ1 = b1, a1 = 0,

xto dokazuje tvr�eǌe.

Direktna provera potvr�uje da uslovi integrabilnosti ne name�u dodatne relacije
me�u koeficijentima koneksije. Dakle, za koneksiju va�i:

∇E1E1 = 0, ∇E1E2 = 0, ∇E1E3 = 0,

∇E2E1 = µ1E2, ∇E2E2 = −µ1E1, ∇E2E3 = 0,

∇E3E1 = µ1E3, ∇E3E2 = 0, ∇E3E3 = −µ1E1,

dok druga fundamentalna forma zadovoǉava slede�e relacije:

h(E1, E1) = h(E1, E2) = h(E1, E3) = h(E2, E2) = h(E3, E3) = 0, h(E2, E3) = µ1E4 −E5.

Tada su Lijeve zagrade redom, jednake

[E1, E2] = −µ1E2, [E1, E3] = −µ1E3, [E2, E3] = 0.

Direktna provera pokazuje da postoji diferencijabilna funkcija ρ za koju va�i

E1(ρ) = ρµ1, E2(ρ) = 0, E3(ρ) = 0, (59)
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a tada vektorska poǉa
G1 = E1, G2 = ρE2, G3 = ρE3

zadovoǉavaju relacije [Gi, Gj ] = 0, i, j ∈ {1, 2, 3}. Na osnovu Teoreme 1 postoji lokalno
definisan koordinatni sistem (t, u, v) na podmnogostrukosti M , takav da va�i

∂

∂t
= G1,

∂

∂u
= G2,

∂

∂v
= G3.

Iz Leme 15 i relacija (59) sledi da bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo re�i

µ1 = − tan t, ρ = cos t.

Ako je F odgovaraju�a imersija tada za X = ∂
∂i i Y = ∂

∂j iz formule (34) sledi

∂2F

∂i∂j
= ∇ ∂

∂i

∂

∂j
+ h(

∂

∂i
,

∂

∂j
)− 〈 ∂

∂i
,

∂

∂j
〉F. (60)

Odavde se redom dobija

∂2

∂t2
F = −F, (61)

∂2

∂t∂u
F = µ1

∂

∂u
F, (62)

∂2

∂t∂v
F = µ1

∂

∂v
F, (63)

∂2

∂u2
F = −µ1ρ

2 ∂

∂t
F − ρ2F, (64)

∂2

∂u∂v
F = ρ(µ1F × ∂

∂v
F − ∂

∂t
F × ∂

∂v
F ), (65)

∂2

∂v2
F = −ρ2(µ1

∂

∂t
F + F ). (66)

Relacija (64) implicira

A(u, v) = cosuC(v) + sinuD(v).

Iz (61) sledi
F (t, u, v) = A(u, v) cos t + B(u, v) sin t

a zatim iz (62) i (63) sledi da je B konstantno vektorsko poǉe. Iz formula (65) i
(66) sledi

B ×D′(v) = C ′(v),
B × C ′(v) = −D′(v),

odnosno
C ′′(v) = −C(v), D′′(v) = −D(v),
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pa sledi

C(v) = cos vI + sin vK,

D(v) = cos vL + sin vM,

gde su I, K, L, M konstantna vektorska poǉa, za koja va�i B×L = I, B×M = K, B×I =
−L,B ×K = −M . Uz poqetne uslove

F (0, 0, 0) = U1 = I, E1(0, 0, 0) = U2 = B, E2(0, 0, 0) = U3 = L,

E3(0, 0, 0) = U4 = K, M = −U6

odakle dobijamo da M mora biti lokalno kongruentna imersiji

F (t, u, v) = (cos t cosu cos v, sin t, cos t sinu cos v, cos t cosu sin v, 0,− cos t sinu sin v, 0).
(67)

Primedba U [20] je dokazano da trodimenziona CR podmnogostrukost sfere S6 koja
zadovoǉava Qenovu jednakost mora ujedno biti i minimalna.

4.4 Trodimenzione minimalne CR podmnogostrukosti koje
pripadaju totalno geodezijskoj sferi S5

U ovom poglavǉu posmatramo podmnogostrukost M sadr�anu u sferi S5 koja je to-
talno geodezijski smextena u sferi S6. Kako je totalno geodezijska ova hipersfera je
presek S6 sa hiperravni koja sadr�i koordinatni poqetak, a tada postoji jediniqno
konstantno vektorsko poǉe V , ortogonalno na tu hiperravan, koje je ujedno ortogo-
nalno i na podmnogostrukost M i pritom tangentno na sferu S6.

Zato je
V = ρE4 + τE5 + σE6, (68)

gde su ρ, τ i σ lokalno definisane diferencijabilne funkcije na podmnogostrukosti
M . Uoqimo da odgovaraju�u pokretnu bazu mo�emo odabrati tako da va�i i τ = 0.
Obzirom da je V jediniqno vektorsko poǉe, tako�e va�i i

ρ2 + σ2 = 1.

Tako�e, kako je podmnogostrukost M ujedno i minimalna, va�i da je

h(E1, E1) + h(E2, E2) + h(E3, E3) = (−a3 + b2 + ν1)E4 + ν2E5 + ν3E6 = 0

odnosno
−a3 + b2 + ν1 = ν2 = ν3 = 0.

Obzirom da je V konstantno vektorsko poǉe, u slede�oj lemi dobijamo dodatne relacije
me�u lokalnim funkcijama.
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Lema 16 Neka su ρ i σ koeficijenti definisani relacijom (68). Tada va�i

ν1 = 0, b2 = a3, c1 = 0, β2 = a3
ρ

σ
, β3 = −a2

ρ

σ
, c3 =

σ(−ρ + a1σ)
ρ2 + σ2

, γ2 = − b1ρσ

ρ2 + σ2
,

c2 = − b1σ
2

ρ2 + σ2
, γ3 =

ρ(−ρ + a1σ)
ρ2 + σ2

, E1(ρ) =
b1ρσ2

ρ2 + σ2
, E1(σ) = − b1ρ

2σ

ρ2 + σ2
,

E2(ρ) = σ(2− ρ(−ρ + a1σ)
ρ2 + σ2

), E2(σ) = ρ(−2 +
ρ(−ρ + a1σ)

ρ2 + σ2
), E3(ρ) = 0, E3(σ) = 0.

Dokaz: Kako je V konstantno sledi da je DXV = 0 za proizvoǉno vektorsko poǉe X.
Tada je

DE1V = (a3ρ− β2σ)E1 + (−a2ρ− β3σ)E2 + (c3ρ− γ3σ)E3

+ (γ2σ + E1(ρ))E4 + ((1 + γ3)ρ + (−a1 + c3)σ)E5 + (−γ2ρ + E1(σ))E6,

DE2V = (−a2ρ− β3σ)E1 + (−b2ρ + β2σ)E2 + (−c2ρ + γ2σ)E3

+ ((−2 + γ3)σ + E2(ρ))E4 + (−γ2ρ + (−b1 − c2)σ)E5 + ((2− γ3)ρ + E2(σ))E6,

DE3V = (c3ρ− γ3σ)E1 + (−c2ρ + γ2σ)E2 + (−a3 + b2)ρE3

+ E3(ρ)E4 + (−a3 + b2 − c1)σE5 + E3(σ)E6.

Pretpostavimo da je ρ = 0. Tada je σ 6= 0 jer je V razliqito od nule. Tada iz

〈DE1V, E3〉 = 0 sledi γ3 = 0,

a sliqno iz
〈DE2V, E4〉 = 0 sledi γ3 = 2,

xto je kontradikcija. Zato va�i ρ 6= 0 i uzimaju�i u obzir 〈DE3V, E3〉 = 0 dobijamo

a3 = b2 sledi ν1 = 0.

Sliqno va�i σ 6= 0, jer bi u suprotnom relacije

〈DE1V, E5〉 = (1 + γ3)ρ + (−a1 + c3)σ = 0,

〈DE2V, E6〉 = (2− γ3)ρ + E2(σ) = 0

ponovo dovele do kontradikcije. Sada iz

〈DE3V, E5〉 = (−a3 + b2 − c1)σ = 0

dobijamo
c1 = 0.

Posmatrajmo jednakosti

〈DE2V, E3〉 = −c2ρ + γ2σ = 0,

〈DE2V, E5〉 = −γ2ρ + (−b1 − c2)σ = 0.

Direktno sledi da je γ2 = c2
ρ
σ , a daǉe

c2 = − b1σ
2

ρ2 + σ2
, γ2 = − b1σρ

ρ2 + σ2
.
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Sliqno, iz

〈DE1V, E3〉 = c3ρ− γ3σ = 0,

〈DE1V, E5〉 = (1 + γ3)ρ + (−a1 + c3)σ = 0

sledi γ3 = c3
ρ
σ a daǉe

c3 =
σ(−ρ + a1σ)

ρ2 + σ2
, γ3 =

ρ(−ρ + a1σ)
ρ2 + σ2

.

Sada iz
〈DE1V, E1〉 = 〈DE1V, E2〉 = 〈DE3V, E4〉 = 〈DE3V, E6〉 = 0

redom sledi
β2 = a3

ρ

σ
, β3 = −a2

ρ

σ
, E3(ρ) = 0, E3(σ) = 0.

Tako�e, iz
〈DE1V, E4〉 = 〈DE1V, E6〉 = 〈DE2V, E4〉 = 〈DE2V, E6〉 = 0

redom sledi

E1(ρ) = −γ2σ, E1(σ) = γ2ρ, E2(ρ) = (2− γ3)σ, E2(σ) = (γ3 − 2)ρ

odakle sledi i tvr�eǌe.

Na osnovu dokaza Leme 16 sledi da su funkcije σ i ρ razliqite od nule. Zato
postoji lokalno definisana, razliqita od nule diferencijabilna funkcija t takva
da je σ = ρt. Kako je V jediniqno vektorsko poǉe, sledi da va�i

ρ2(t2 + 1) = 1.

Sada direktno iz prethodnog dokaza sledi

E1(t) = −tb1, E2(t) = −3 + a1t− 2t2, E3(t) = 0. (69)

Jednaqine Kodacija i Gausa impliciraju nove relacije me�u koeficijentima.

Lema 17

a2 = 0, a3 = 0, E1(a1) = 3a1b1, E1(b1) = 3a1
1
t

+ 1− 2a2
1 + b2

1,

E2(a1) = 2− a2
1 + 2b2

1 + 3a2
1

1
t
, E2(b1) = 6b1

1
t
− 3a1b1, E3(a1) = 0, E3(b1) = 0.

Dokaz: Gausove jednaqine za R(E1, E3, E1, E2) i R(E2, E3, E1, E2), Riqijeva jednaqina
za R(E1, E3, E6, E4) i Kodacijeva jednaqina za R(E2, E3)E3 impliciraju da su slede�i
izrazi, redom, jednaki nuli:

y1 = 3a1a2 + 3a3b1 − 3a2

t
− E3(a1),

z1 = 3a1a3 − 3a2b1 − 3a3

t
− E3(b1),

y4 = −a2b1ρ
2t + a3(−3ρ2 + a1ρ

2t− 2ρ2t2) + ρ2tE3(b1),
z2 = 3a2ρ

2 − a1a2ρ
2t− a3b1ρ

2t + 2a2ρ
2t2 − ρ2tE3(a1).
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Oznaqimo x = −4b1ρ
2t i y = 3ρ2 − 2a1ρ

2t + ρ2t2. Tada se jednakosti

z2 − ρ2ty1 = 0,

y4 + ρ2tz1 = 0

pojednostavǉuju do

a3x + a2y = 0, a2x− a3y = 0.

Pretpostavimo da je a2
2 + a2

3 6= 0. Tada je x = 0, y = 0, odnosno b1 = 0 i a1 = 3+t2

2t .
Tako�e, iz a3y + y4 = 0 sledi −a1a3 = a3t, a iz z1 = 0 sledi a1a3t = a3, xto se svodi na
a3 = 0. Kako je y1 = 0 direktno sledi a2 = 0, xto je kontradikcija. Dakle, va�i

a2 = a3 = 0.

Tako�e, tada je iz y1 = z1 = 0 sledi i

E3(a1) = E3(b1) = 0.

Sliqno iz R(E2, E3, E1, E3) = R(E2, E3, E1, E4) = 0 sledi da redom va�i

E2(b1) = 6b1
1
t
− 3a1b1, E2(a1) = 2− a2

1 + 2b2
1 + 3a1

1
t
.

Sada iz R(E1, E2, E3, E6) = 0 sledi 1 + a1 + b2
1 −E2(a1) + E1(b1) = 0 odnosno

E1(b1) = 3a1
1
t

+ 1− 2a2
1 + b2

1.

Sliqno, R(E1, E2, E4, E7) = 0 implicira 6b1ρ− σE1(a1)− σE2(b1), odakle je i

E1(a1) = 3a1b1,

qime je tvr�eǌe dokazano.

Sumiraju�i rezultate prethodnih lema, dobijamo da va�i slede�a teorema

Teorema 14 Neka je M minimalna trodimenziona CR podmnogostrukost sfere S6 koja
je sadr�ana u totalno geodezijskoj sferi S5 u S6. Tada postoje tangentna vektorska
poǉa E1, E2, E3 na M , normalna vektorska poǉa E4, E5, E6 i lokalno definisane difer-
encijabilne funkcije a1, b1 i t takve da va�i

∇E1E1 = a1E2, ∇E1E2 = −a1E1, ∇E1E3 = 0,

∇E2E1 = b1E2, ∇E2E2 = −b1E1, ∇E2E3 = 0, (70)

∇E3E1 = − b1t
2

1 + t2
E3, ∇E3E2 =

t(a1t− 1)
1 + t2

, ∇E3E3 =
b1t

2

1 + t2
E1 +

t− a1t
2

1 + t2
E2,

dok je druga fundamentalna forma zadata sa

h(E1, E1) = 0, h(E1, E2) = 0, h(E2, E2) = 0, h(E3, E3) = 0,

h(E1, E3) =
t− a1t

2

1 + t2
E4 − b1t

1 + t2
E5 +

−1 + a1t

1 + t2
E6, (71)

h(E2, E3) = − b1t
2

1 + t2
E4 − −2 + a1t− t2

1 + t2
E5 +

b1t

1 + t2
E6.
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Pritom, funkcije a1, b1, t zadovoǉavaju slede�i sistem diferencijalnih jedna-
qina:

E1(a1) = 3a1b1, E2(a1) = 2− a2
1 + 2b2

1 + 3a1
1
t , E3(a1) = 0,

E1(b1) = 3a1
t + 1− 2a2

1 + b2
1, E2(b1) = 6 b1

t − 3a1b1, E3(b1) = 0,

E1(t) = −tb1, E2(t) = −3 + a1t− 2t2, E3(t) = 0.

Koriste�i izraze za koeficijente koneksije dobijamo da va�i

[E1, E2] = −a1E1 − b1E2, [E1, E3] =
b1t

2

1 + t2
E3, [E2, E3] = − t(−1 + a1t)

1 + t2
E3.

Uoqimo da ova vektorska poǉa ne definixu koordinatni sistem na podmnogostru-
kosti. Pre nego xto ispitamo oblik ovakvih podmnogostrukosti u opxtem sluqaju,
obrati�emo pa�ǌu na dva specijalna sluqaja.

Primer 1 Pretpostavimo da va�i b1 = 0. Tada iz 0 = E1(b1) = 3a1
t + 1− 2a2

1 sledi

t =
3a1

2a2
1 − 1

,

a Lijeve zagrade imaju slede�i oblik:

[E1, E2] = −a1E1, [E1, E3] = 0, [E2, E3] = − 3a1

1 + 4a2
1

E3

dok za a1 va�i
E1(a1) = 0, E2(a1) = 1 + a2

1, E3(a1) = 0. (72)

Potra�imo vektorska poǉa koja odgovaraju nekom koordinatnom sistemu. Potra�imo
vektorsko poǉe u obliku F1 = µE1 tako da je [F1, E2] = 0 odnosno µ[E1, E2]−E2(µ)E1 = 0
odakle i E2(µ) = −µa1. Ako pretpostavimo da je µ funkcija po a1 sledi da je µ = 1√

1+a2
1

.

Ako sliqno potra�imo tre�e vektorsko poǉe u obliku F3 = ρE3 koje ispuǌava uslov
[E2, F3] = 0 odnosno ρ[E2, E3] + E2(ρ)E3 = 0 a tada uz pretpostavku da je i ρ funkcija

po a1 sledi da je ρ =
√

1+4a2
1

1+a2
1

.

Direktnom proverom, sada dobijamo da za vektorska poǉa

F1 =
1√

1 + a2
1

E1, F2 = E2, F3 =

√
1 + 4a2

1

1 + a2
1

E3

va�i [Fi, Fj ] = 0, te prema Teoremi 1 postoji lokalno definisan koordinatni sistem
(x1, x2, x3) na podmnogostrukosti M takav da va�i

F1 =
∂

∂x1
, F2 =

∂

∂x2
, F3 =

∂

∂x3
.

Koeficijenti koneksije ∇ tada imaju slede�i oblik:

∇F1F1 =
a1

1 + a2
1

F2, ∇F1F2 = −a1F1, ∇F1F3 = 0,

∇F2F2 = 0, ∇F2F3 =
3a1

1 + 4a2
1

F3, ∇F3F3 = − 3a1

1 + a2
1

F2.
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Iz formula (72) sledi

∂a1

∂x1
= 0,

∂a1

∂x2
= 1 + a2

1,
∂a1

∂x3
= 0,

pa bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo re�i da je a1(x2) = tanx2, a druga fundamentalna
forma ima slede�i oblik:

h(F1, F1) = 0, h(F1, F2) = 0, h(F1, F3) = − 3a2
1√

1+a2
1(1+4a2

1)
JF3 + −1+2a2

1√
1+a2

1(1+4a2
1)

F2 × F3,

h(F2, F2) = 0, h(F2, F3) = −2(1+a2
1)

3
2

1+4a2
1

F1 × F3, h(F3, F3) = 0.

Tako�e va�i

〈F1, F1〉 =
1

1 + a2
1

, 〈F2, F2〉 = 1, 〈F3, F3〉 =
1 + 4a2

1

1 + a2
1

, 〈Fi, Fj〉 = 0, i 6= j.

Ako oznaqimo imersiju sa F tada formula (34) postaje

∂2

∂xi∂xj
F = ∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
+ h(

∂

∂xi
,

∂

∂xj
)− 〈 ∂

∂xi
,

∂

∂xj
〉F. (73)

Za i = j = 2 ova jednakost se pojednostavǉuje do

∂2

∂x2
2

F + F = 0

odakle sledi
F (x1, x2, x3) = A(x1, x3) cos x2 + B(x1, x3) sinx2,

gde su A i B vektorska poǉa koja ne zavise od promenǉive x2. Za i = 1, j = 2 formula
(73) postaje

∂2

∂x1∂x2
F = − tanx2

∂

∂x1
F,

odnosno
− ∂

∂x1
A sinx2 +

∂

∂x1
B cosx2 = − tanx2

∂

∂x1
F.

Ova jednakost va�i za sve vrednosti x1, x2 i x3 iz domena te �e va�iti i za x2 = 0,
a tada sledi ∂

∂x1
B(x1, x3) = 0, odnosno B je vektorsko poǉe koje zavisi iskǉuqivo od

promenǉive x3. Sada, za i = j = 1 dobijamo

∂2

∂x2
1

F = sin x2 cosx2
∂

∂x2
F − F

odnosno

∂2

∂x2
1

A cosx2 = sin x2 cosx2(−A cosx2 + B cosx2)− (A cosx2 + B sinx2)
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a specijalno za vrednost x2 = 0 sledi

∂2

∂x2
1

A(x1, x3) + A(x1, x3) = 0

odnosno
A(x1, x3) = A1(x3) cos x1 + A2(x3) sinx1,

gde su A1 i A2 vektorska poǉa koja zavise iskǉuqivo od promenǉive x3. Sa-
da za i = j = 3 jednakost (73) postaje

∂2

∂x2
3

A(x1, x3) cos x2+
∂2

∂x2
3

B(x1, x3) sin x2=−3 sin x2 cosx2(B(x1, x3) cos x2−A(x1, x3) sin x2)

−(1 + 3 sin2 x2)(A(x1, x3) cosx2 + B(x1, x3) sin x2) (74)

i ponovo za x2 = 0 dobijamo

∂2

∂x2
3

A(x1, x3) + A(x1, x3) = 0

odnosno

(A1 +
∂2

∂x2
3

A1) cos x1 + (A2 +
∂2

∂x2
3

A2) sin x1 = 0

a kako su cosx1 i sinx1 linearno nezavisne funkcije daǉe dobijamo

A1 +
∂2

∂x2
3

A1 = 0, A2 +
∂2

∂x2
3

A2 = 0

odakle sledi i
A1(x3) = C1 cosx3 + C2 sinx3,

A2(x3) = D1 cosx3 + D2 sinx3,

gde su C1, C2, D1, D2 konstantna vektorska poǉa.
Sada se jednakost (74) pojednostavǉuje do

∂2

∂x2
3

B(x3) + 4B(x3) = 0

odakle dobijamo
B(x3) = B1 cos 2x3 + B2 sin 2x3

gde su B1, B2 konstantna vektorska poǉa.
Kako je {p,E1, E2, E3, E4, E5, E6} jedna G2 pokretna baza mo�emo je u taqki (0, 0, 0)

identifikovati sa {e1, ..., e7}. Tada sledi

C1 = F (0, 0, 0) = e1,

D1 =
∂

∂x1
F (0, 0, 0) = e2,

B1 =
∂

∂x2
F (0, 0, 0) = e3,

C2 =
∂

∂x3
F (0, 0, 0) = e4.
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Tako�e iz (73) dobijamo

B2 =
1
2

∂2

∂x2∂x3
F (0, 0, 0) = −e6

D2 =
∂2

∂x1∂x3
F (0, 0, 0) = −e7

odakle sledi da imersija ima slede�i oblik

F (x1, x2, x3) = (cosx1 cosx2 cosx3, sinx1 cosx2 cosx3, sinx2 cos 2x3, cosx1 cosx2 sinx3, 0,

− sinx2 sin 2x3,− sinx1 cosx2 sinx3).

Primer 2 Na osnovu Leme 6 sledi da za trodimenzionu podmnogostrukost M̃ sfere
S6 va�i

δfM ≤ 9
4
H2 + 2,

a u taqki p va�i jednakost ako i samo ako je dimenzija distribucije

D = {X ∈ TpM̃ | 2h(X, Y ) = 3〈X,Y 〉H, za svako Y ∈ TpM̃}

ve�a ili jednaka jedan.
Uoqimo da je prostor odre�en drugom fundamentalnom formom podmnogostruko-

sti M jednodimenzion ukoliko su vektorska poǉa h(E1, E3) i h(E2, E3) kolinearna,
odnosno, ako i samo ako je slede�i izraz

x = 2 + a2
1t

2 + (1 + b2
1)t

2 − a1t(3 + t2) (75)

identiqki jednak nuli. Ukoliko je ovaj uslov ispuǌen, za nenula vektorsko poǉe V
odre�eno sa

V = b1tE1 − (−1 + a1t)E2

va�i h(V, Ei) = 0, i ∈ {1, 2, 3}. Kako je M minimalna podmnogostrukost, odnosno H = 0
sledi da je odgovaraju�a distribucija D dimenzije najmaǌe jedan, pa M zadovoǉava
Qenovu jednakost i zato je lokalno kongruentna imersiji (67).

Vratimo se sada opxtem sluqaju. Uoqimo da diferencijabilna funkcija x zadata
formulom (75) zadovoǉava slede�i sistem diferencijalnih jednaqina:

E1(x) = 0, E2(x) = −6tx, E3(x) = 0. (76)

Sada pretpostavǉamo da je x 6= 0 i b1 6= 0, odnosno da se podmnogostrukost M razlikuje
od prethodna dva primera i potra�imo vektorska poǉa na podmnogostrukosti M koja
odgovaraju nekom koordinatnom sistemu. Potra�imo vektorsko poǉe G3 = f3E3 takvo
da va�i [E1, G3] = [E2, G3] = 0, gde je f3 diferencijabilna funkcija. Tada sledi

E1(f3) = −f3
b1t

2

1 + t2
, E2(f3) = f3

t(−1 + a1t)
1 + t2

.
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Posmatrajmo, zato, slede�i sistem diferencijalnih jednaqina:

E1(λ) = − b1t
2

1 + t2
,

E2(λ) =
t(−1 + a1t)

1 + t2
,

E3(λ) = 0.

Direktna provera pokazuje da ovaj sistem zadovoǉava uslov integrabilnosti, pa zato
postoji diferencijabilna funkcija λ koja je rexeǌe prethodnog sistema i mo�emo
smatrati da je f3 = eλ. Sada potra�imo i diferencijabilne funkcije f1 i f2 takve
da za G1 = f1E1 i G2 = f2E2 va�i [G1, G2] = [G1, G3] = [G2, G3] = 0 odakle sledi i da je
E3(f1) = E3(f2) = 0. Uslov [G1, G2] = 0 imlicira da va�i E1(f2) = f2b1 i E2(f1) = −f1a1.
Direktna provera pokazuje da funkcije f1 = x−

2
3 b1t

2 i f2 = 1
t zadovoǉavaju ove uslove.

Znaqi, va�i slede�e tvr�eǌe.

Lema 18 Ako je x 6= 0 i b1 6= 0, tada za vektorska poǉa

G1 = x−
2
3 b1t

2E1, G2 =
1
t
E2, G3 = eλE3,

va�i [Gi, Gj ] = 0, za i, j ∈ {1, 2, 3}. Dakle, postoji lokalno definisan koordinatni
sistem (x1, x2, x3) na M takav da va�i

G1 =
∂

∂x1
, G2 =

∂

∂x2
, G3 =

∂

∂x3
.

Sada �emo konstruisati minimalnu CR imersiju u sferu S6 na slede�i naqin. Uoqi-
mo slede�i sistem diferencijalnih jednaqina i ǌegovo rexeǌe definisano na otvo-
renom podskupu R3:

∂a1

∂x1
= 3a1b

2
1t

2x−
2
3 ,

∂a1

∂x2
=

(2− a2
1 + 2b2

1)
t

+ 3
a1

t2
,

∂a1

∂x3
= 0,

∂b1
∂x1

= (3a1b1t + b1t2 − 2a2
1b1t2 + b3

1t
2)x−

2
3 ,

∂b1

∂x2
= 6b1

1
t2
− 3a1b1

1
t
,

∂b1

∂x3
= 0,

∂t

∂x1
= −t3b2

1x
− 2

3 ,
∂t

∂x2
= −3

t
+ a1 − 2t,

∂t

∂x3
= 0,

∂λ

∂x1
= − b2

1t
4

1 + t2
x−

2
3 ,

∂λ

∂x2
=

(−1 + a1t)
1 + t2

,
∂λ

∂x3
= 0,

gde je x funkcija definisana formulom (75). Kako direktni raqun pokazuje da su
ispuǌeni uslovi integrabilnosti prethodnog sistema sledi da za slede�i izbor
inicijalnih uslova u koordinatnom poqetku,

b1(O) = α, a1(O) = β, t(O) = γ, λ(O) = 1,

(gde je b1(O) 6= 0 6= x(O)) postoji lokalno definisano rexeǌe na domenu Uαβγ. Defin-
iximo sada metriku na skupu Uαβγ koriste�i uslov da vektorska poǉa

E1 =
x

2
3

b1t2
∂

∂x1
, E2 = t

∂

∂x2
, E3 = e−λ ∂

∂x3
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definixu ortonormiranu bazu vektorskih poǉa na Uαβγ. Tada sledi da je M izo-
metriqna nekoj od imersija Uαβγ za odgovaraju�i izbor parametara α, β, γ. Sada
definiximo koeficijente koneksije kao u (70). Tada, na osnovu Teoreme 10 sledi da
postoji CR imersija

Fαβγ : Uαβγ → S6, (77)

a na osnovu Teoreme 12 da je M kongruentna ovoj imersiji. Dakle, va�i slede�a
teorema:

Teorema 15 Neka je M trodimenziona, minimalna, CR podmnogostrukost sfere S6 koja
pripada i sferi S5 totalno geodezijski smextenoj u S6. Tada je M lokalno izometriqna
preko jedne G2 izometrije sa jednom od slede�ih imersija

1. sa imersijom

F (x1, x2, x3) = (cos x1 cosx2 cosx3, sinx1 cosx2 cosx3, sinx2 cos 2x3,

cosx1 cosx2 sinx3, 0,− sinx2 sin 2x3,− sinx1 cosx2 sinx3);

2. sa imersijom

F1(t, u, v) = (cos t cosu cos v, sin t, cos t sinu cos v, cos t cosu sin v, 0,

− cos t sinu sin v, 0);

3. sa jednom od imersija Fαβγ : Uαβγ → S6 datih u (77).
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5 Podmnogostrukosti dimenzije 4

5.1 Qetvorodimenzione CR podmnogostrukosti sfere S6

Neka je M qetvorodimenziona CR podmnogostrukost sfere S6. Dimenzija skoro kom-
pleksne distribucije je parna, a kako je u [22], A. Grej pokazao da ne postoje qetvoro-
dimenzione skoro kompleksne podmnogostrukosti sfere S6 zakǉuqujemo da je dimenz-
ija skoro kompleksne distribucije 2, xto daǉe implicira da je i dimenzija totalno
realne distribucije 2. Neka je {ξ, η} jedna ortonormirana baza T⊥(M). Tada vek-
torska poǉa Jξ = p × ξ i Jη = p × η razapiǌu totalno realnu distribuciju. Daǉe
je

〈p, ξ × η〉 = −〈ξ, p× η〉 = −〈ξ, Jη〉 = 0,

dok iz osobina vektorskog proizvoda direktno sledi da je vektorsko poǉe ξ × η or-
togonalno na ξ i η i stoga pripada tangentnom raslojeǌu T (M).

Sliqno

〈p× (ξ × η), ξ〉 = 〈(p× η)× ξ + 2〈p, ξ〉η − 〈p, η〉ξ − 〈ξ, η〉p, ξ〉
= 〈(p× η)× ξ, ξ〉 = 0,

odakle sledi da je J(ξ×η) vektorsko poǉe ortogonalno na ξ. Zamenom ξ i η u prethodnoj
jednakosti direktno sledi da je J(ξ × η) normalno i na vektorsko poǉe η. Kako va�i
〈p, J(ξ×η)〉 = 〈p, p×(ξ×η)〉 = 0 i vektorsko poǉe J(ξ×η) pripada tangentnom raslojeǌu
T (M). Tako�e, va�e slede�e relacije

〈J(ξ × η), ξ × η〉 = 0,

〈J(ξ × η), Jξ〉 = 〈ξ × η, ξ〉 = 0,

〈J(ξ × η), Jη〉 = 〈ξ × η, η〉 = 0,

〈ξ × η, Jξ〉 = −〈J(ξ × η), ξ〉 = 0,

〈ξ × η, Jη〉 = −〈J(ξ × η), η〉 = 0.

Odavde zakǉuqujemo da je skoro kompleksna distribucija razapeta vektorskim poǉi-
ma ξ × η i J(ξ × η). Oznaqimo ovu distribuciju sa U i u skladu sa tim oznaqimo
totalno realnu distribuciju sa U⊥. Tako�e, direktnom proverom zakǉuqujemo da je
{p, ξ, Jξ, η, Jη, ξ × η,−J(ξ × η)} jedna G2 baza.

Uoqimo neku drugu bazu normalnog raslojeǌa {ξ̃, η̃}. Tada postoji lokalno defin-
isana funkcija α takva da je

ξ̃ = cosα ξ + sin α η,

η̃ = ±(− sinα ξ + cosα η).

Tada sledi

ξ̃ × η̃ = ±(cosα ξ + sin α η)× (− sinα ξ + cosα η) = ±ξ × η,

J(ξ̃ × η̃) = ±J(ξ × η), (78)

Jξ̃ = cosα Jξ + sin α Jη,

Jη̃ = ±(− sinα Jξ + cosα Jη).
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Lema 19 Postoje lokalno definisane funkcije α1, α2, α3, α4 takve da va�i

∇⊥ξ×ηξ = α1η, ∇⊥ξ×ηη = −α1ξ, ∇⊥J(ξ×η)ξ = α2η, ∇⊥J(ξ×η)η = −α2ξ,

∇⊥Jξξ = α3η, ∇⊥Jξη = −α3ξ, ∇⊥Jηξ = α4η, ∇⊥Jηη = −α4ξ.

Dokaz: Uoqimo da iz 〈ξ, η〉 = 0 sledi DX〈ξ, η〉 = 0 za proizvoǉno vektorsko poǉe X,
xto daǉe implicira 〈DXξ, η〉+ 〈ξ,DXη〉 = 0. Sada tvr�eǌe direktno sledi.

Oznaqimo
F1 = ξ × η, F2 = J(ξ × η), F3 = Jξ, F4 = Jη.

Vektorska poǉa F1, F2, F3, F4 formiraju lokalnu bazu tangentnog raslojeǌa podmnogo-
strukosti M . Uzimaju�i u obzir da su operatori oblika simetriqni zakǉuqujemo da
postoje lokalne funkcije βi, γi, i ∈ {1, 10}, takve da operatori Aξ i Aη imaju slede�i
oblik u ovoj bazi

Aξ =




β1 β2 β3 β4

β2 β5 β6 β7

β3 β6 β8 β9

β4 β7 β9 β10


 , Aη =




γ1 γ2 γ3 γ4

γ2 γ5 γ6 γ7

γ3 γ6 γ8 γ9

γ4 γ7 γ9 γ10


.

Koriste�i (13) dobijamo i

h(F1, F1) = β1ξ + γ1η, h(F1, F2) = β2ξ + γ2η, h(F1, F3) = β3ξ + γ3η,

h(F1, F4) = β4ξ + γ4η, h(F2, F2) = β5ξ + γ5η, h(F2, F3) = β6ξ + γ6η,

h(F2, F4) = β7ξ + γ7η, h(F3, F3) = β8ξ + γ8η, h(F3, F4) = β9ξ + γ9η,

h(F4, F4) = β10ξ + γ10η. (79)

Lema 20 Koeficijenti koneksije αi, i ∈ {1, . . . , 4} i βj , γj , j ∈ {1, . . . , 10} zadovoǉavaju
slede�e relacije:

∇F1F1=(β3 + γ4)F2 − β2F3 − γ2F4, ∇F1F2=−(β3 + γ4)F1 + β1F3 + γ1F4,
∇F1F3=β2F1 − β1F2 + α1F4, ∇F1F4=γ2F1 − γ1F2 − α1F3,
∇F2F1=(β6 + γ7)F2 − β5F3 − γ5F4, ∇F2F2=−(β6 + γ7)F1 + β2F3 + γ2F4,
∇F2F3=β5F1 − β2F2 + (−1 + α2)F4, ∇F2F4=γ5F1 − γ2F2 − (−1 + α2)F3,
∇F3F1=(β8 + γ9)F2 − β6F3 − γ6F4, ∇F3F2=−(β8 + γ9)F1 + β3F3 + (1 + γ3)F4,
∇F3F3=β6F1 − β3F2 + α3F4, ∇F3F4=γ6F1 − (1 + γ3)F2 − α3F3,
∇F4F1=(β9 + γ10)F2 − β7F3 − γ7F4, ∇F4F2=−(β9 + γ10)F1+(−1 + β4)F3 + γ4F4,
∇F4F3=β7F1 − (−1 + β4)F2 + α4F4, ∇F4F4=γ7F1 − γ4F2 − α4F3,

i

β4 + 1 = γ3, β7 = γ6, β9 = γ8, β10 = γ9.

Dokaz: Kako je 〈Fj , Fk〉 konstantna funkcija za proizvoǉne j, k ∈ {1, 2, 3, 4}, sledi da
va�i ∇Fi〈Fj , Fk〉 = 0 za proizvoǉno i. Kako je data koneksija Rimanova sledi da je
〈∇FiFj , Fk〉+ 〈Fj ,∇FiFk〉 = 0. Ako je ∇FiFj =

∑
k∈{1,...,4}

Γk
ijFk, i, j ∈ {1, . . . , 4} tada sledi da

je Γk
ij + Γj

ik = 0. Specijalno je i Γj
ij = 0.
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Primenom (34) i (79) dobijamo

DFiF2 = ∇FiF2 + h(F2, Fi)− 〈F2, Fi〉p,

a kako je F2 = JF1 = p× F1, iz Leme 3 i jednakosti (26) dobijamo

DFiF2 = DFip× F1 + p×DFiF1 = Fi × F1 + p× [∇FiF1 + h(Fi, F1)− 〈Fi, F1〉p]

= Fi × F1 +
∑

k∈{1,...,4}
Γk

i1p× Fk + p× h(F1, Fi). (80)

Za i = 1 sledi
DF1F2 = ∇F1F2 + β2ξ + γ2η,

a korix�eǌem tablice vektorskog mno�eǌa jednakost (80) postaje

DF1F2 = F1 × F1 + p× [∇F1F1 + h(F1, F1)− 〈F1, F1〉p]

= −Γ2
11F1 − Γ3

11ξ − Γ4
11η + β1F3 + γ1F4

odakle se direktno dobija

β2 = −Γ3
11, γ2 = −Γ4

11, β1 = Γ3
12, γ1 = Γ4

12.

Sliqno, za i = 2 dobijamo

DF2F2 = F2 × F1 +
∑

k∈{1,...,4}
Γk

21p× Fk + p× (β2ξ + γ2η)

= −p− Γ2
21F1 − Γ3

21ξ − Γ4
21η + β2F3 + γ2F4,

odnosno
β5 = −Γ3

21, γ5 = −Γ4
21, β2 = Γ3

22, γ2 = Γ4
22.

Za i = 3 dobijamo

DF3F2 = (1 + γ3)F4 − Γ2
31F1 − Γ3

31ξ − Γ4
31η + β3F3,

xto implicira

1 + γ3 = Γ4
32, β3 = −Γ3

32, β6 = −Γ3
31, γ6 = −Γ4

31.

Ako je i = 4 jednakost (80) postaje

DF4F2 = (−1 + β4)F3 − Γ2
41F1 − Γ3

41ξ − Γ4
41η + β4F3,

odnosno
−1 + β4 = Γ3

42, γ4 = Γ4
42, β7 = −Γ3

41, γ7 = −Γ4
41.

Kako je F3 = p× ξ sledi da je

DFiF3 = DFi(p× ξ) = DFip× ξ + p×DFiξ = Fi × ξ + p× (−AξFi +∇⊥Fi
ξ)

= Fi × ξ + p× (−AξFi + αiη). (81)
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Jednakost (81) za i = 1 postaje

DF1F3 = F1 × ξ + p× (−β1F1 − β2F2 − β3F3 − β4F4 + α1p× η)
= (1 + β4)η − β1F2 + β2F1 + β3ξ + α1F4,

odakle dobijamo
Γ4

13 = α1, γ3 = 1 + β4.

Sliqno za i = 2 dobijamo

DF2F3 = (−1 + α2)F4 − β2F2 + β5F1 + β6ξ,

i zakǉuqujemo
−1 + α2 = Γ4

23, β7 = γ6.

Ako je i = 3 tada se (81) pojednostavǉuje do

DF3F3 = −p− β3F2 + β6F1 + β8ξ + β9η + α3F4,

xto implicira
Γ4

33 = α3, γ8 = β9.

Za i = 4 (81) postaje

DF4F3 = (1− β4)F2 + β7F1 + β9ξ + β10η + α4F4,

odakle zakǉuqujemo
Γ4

43 = α4, γ9 = β10.

Uoqimo, tako�e, kako je F1 = ξ × η xto daǉe implicira da je

DFi(ξ × η) = DFiξ × η + ξDFiη = (−AξFi +∇⊥Fi
ξ)× η + ξ × (−AηFi +∇⊥Fi

η)
= (−AξFi + αiη)× η + ξ × (−AηFi − αiξ) = −AξFi × η − ξ ×AηFi.

Sada, za i = 1 dobijamo

DF1F1 = −(β1F1 + β2F2 + β3F3 + β4F4)× η − ξ × (γ1F1 + γ2F2 + γ3F3 + γ4F4)
= β1ξ − β2F3 + β3F2 + β4p + γ1η − γ2F4 − γ3p + γ4F2,

odakle sledi
Γ2

11 = β3 + γ4.

Za i = 2 analogno sledi

DF2F1 = β2ξ − β5F3 + β6F2 + β7p + γ2η − γ5F4 − γ6p + γ7F2

i daǉe
Γ2

21 = β6 + γ7.

Za i = 3 se dobija

DF3F1 = β3ξ − β6F3 + β8F2 + β9p + γ3η − γ6F4 − γ8p + γ9F2
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i
Γ2

31 = β8 + γ9.

Ako je i = 4 tada sledi

DF4F1 = β4ξ − β7F3 + β9F2 + β10p + γ4η − γ7F4 − γ9p + γ10F2

odakle zakǉuqujemo da je
Γ2

41 = β9 + γ10.

Napomena Kako je F4 = Jη = p × η, sliqan uslov se mo�e nametnuti i za DFiF4, ali
se direktnim raqunom mo�e proveriti da se ne dobijaju neki novi uslovi.

Uoqimo, daǉe da diferenciraǌem iz 〈ξ, Jη〉 = 0 dobijamo

〈DXξ, Jη〉+ 〈ξ, X × η〉+ 〈ξ, p×DXη〉 = 0

xto daǉe implicira

−〈AξX, Jη〉+ 〈AηX, Jξ〉 − 〈X, ξ × η〉 = 0

odnosno
Aη(Jξ)−Aξ(Jη) = ξ × η. (82)

5.2 Qetvorodimenzione minimalne CR podmnogostrukosti
koje zadovoǉavaju Qenovu jednakost
Posmatrajmo CR podmnogostrukost M sfere S6 koja je minimalna i zadovoǉava Qen-
ovu jednakost. Dokaza�emo slede�u teoremu.

Teorema 16 Podmnogostrukost M je lokalno kongruentna sa imersijom

f(x1, x2, x3, x4) = (cos x4 cosx1 cosx2 cosx3, sinx4 sinx1 cosx2 cosx3,

sin 2x4 sinx3 cosx2 + cos 2x4 sinx2, 0, sinx4 cosx1 cosx2 cosx3, (83)

cosx4 sinx1 cosx2 cosx3, cos 2x4 sinx3 cosx2 − sin 2x4 sinx2).

U ovom poglavǉu koristimo pokretnu bazu {p, F1, F2, F3, F4, ξ, η} iz poglavǉa 5.1. Kako
M zadovoǉava Qenovu jednakost iz Leme 7 sledi da je distribucija

D = {Z ∈ T (M)|h(X, Z) = 0, ∀X ∈ T (M)} (84)

dimenzije 2. Neka je V ∈ D proizvoǉno vektorsko poǉe. Koriste�i (82) dobijamo

〈ξ × η, V 〉 = 〈Aη(Jξ), V 〉 − 〈Aξ(Jη), V 〉
= 〈η, h(Jξ, V )〉 − 〈ξ, h(V, Jη)〉 = 0,

xto daǉe implicira da takvo vektorsko poǉe V mora pripadati raslojeǌu razapetom
vektorskim poǉima F2, F3 i F4.
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Kako je D dimenzije 2, u datom raslojeǌu postoji vektorsko poǉe V1 ∈ D ortog-
onalno na F2, odnosno V1 ∈ L(F3, F4). Obzirom da odgovaraju�a pokretna baza nije
odre�ena na jedinstven naqin, pogledati (78), mo�emo sada odabrati bazu raslojeǌa
T⊥(M), {ξ, η} tako da va�i

V1 = F3.

Neka je daǉe V2 ∈ D jediniqno vektorsko poǉe ortogonalno na V1, odnosno razapeto
sa F2 i F4. Tada na podmnogostrukosti postoji diferencijabilna funkcija φ takva
da

V2 = cosφF2 + sin φF4.

U slede�ih nekoliko lema, koristimo prethodno definisanu bazu, i rezultat
Leme 20 i istra�ujemo uslov da M zadovoǉava Qenovu jednakost u ciǉu dobijaǌa
dodatnih relacija me�u koeficijentima operatora oblika.

Lema 21 Na podmnogostrukosti M postoji lokalno definisana diferencijabilna funk-
cija t takva da va�i

β3 = γ3 = β6 = γ6 = β7 = β8 = γ8 = β9 = γ9 = β10 = 0, β4 = −1,

β2 = t, β1 = β5 = 0, γ2 = −tγ4, γ7 = −tγ10, γ5 = t2γ10, (85)

γ1 = −γ5 − γ10 = −(1 + t2)γ10.

Dokaz: Uoqimo da je

h(V1, F1) = h(F3, F1) = β3ξ + γ3η,

h(V1, F2) = h(F3, F2) = β6ξ + γ6η,

h(V1, F3) = h(F3, F3) = β8ξ + γ8η,

h(V1, F4) = h(F3, F4) = β9ξ + γ9η,

a kako su vektorska poǉa ξ i η linearno nezavisna direktno sledi

β3 = γ3 = β6 = γ6 = β8 = γ8 = β9 = γ9 = 0.

Sada, iz Leme 20 sledi i
β4 = −1, β7 = β10 = 0.

Daǉe va�i

h(V2, F1) = (cosφ β2 + sin φ β4)ξ + (cosφ γ2 + sin φ γ4)η,

h(V2, F2) = (cosφ β5 + sin φ β7)ξ + (cosφ γ5 + sin φ γ7)η,

h(V2, F3) = (cosφ β6 + sin φ β9)ξ + (cosφ γ6 + sin φ γ9)η,

h(V2, F4) = (cosφ β7 + sin φ β10)ξ + (cosφ γ7 + sin φ γ10)η,

odnosno

cosφβ2 − sinφ = 0, cosφ γ2 + sin φ γ4 = 0,

cosφ β5 = 0, cosφ γ5 + sinφ γ7 = 0, (86)

cosφ γ7 + sinφ γ10 = 0.
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Podmnogostrukost M je minimalna pa je stoga

β1 + β5 + β8 + β10 = β1 + β5 = 0, γ1 + γ5 + γ8 + γ10 = γ1 + γ5 + γ10 = 0.

Kako je cosφ β2 − sinφ = 0 direktno zakǉuqujemo da je cosφ 6= 0 pa iz (86) sledi

β1 = β5 = 0.

Oznaqimo t = tanφ. Sada direktno iz (86) sledi

β2 = t, γ2 = −tγ4, γ7 = −tγ10,

γ5 = t2γ10, γ1 = −γ5 − γ10 = −(1 + t2)γ10.

Lema 22 Koeficijenti α1, α2, α3, α4, γ4, γ10 i t zadovoǉavaju slede�e jednaqine

α3 = 0, α1 = 0, F3(t) + 1 + t2 = 0, F3(γ4) = 0, α2 = 1− 2t2, α4 = 3t, γ10 = 0,

F1(γ4) = 0, F2(t) = 2tγ4(1 + t2), F2(tγ4) = 3tγ2
4 + t(1− 2t2), F1(t) = 0,

F4(γ4) = 3tγ2
4 + 3t, F4(t) = −2γ4(t2 + 1), F2(γ4) = (1− 2t2)(γ2

4 + 1).

Dokaz: Iz Kodacijeve jednaqine (17) za X = Z = F3, Y = F1 i koriste-
�i Lemu 21, odnosno F3 = V1 dobija se

∇⊥F3
h(F1, F3)−h(∇F3F1, F3)−h(F1,∇F3F3)−(∇⊥F1

h(F3, F3)−h(∇F1F3,F3)−h(F3,∇F1F3))
=−h(F1,∇F3F3) =−h(F1,α3F4) = −α3(−ξ+γ4η) = 0,

pa je
α3 = 0.

Sliqno, za X = F3, Y = Z = F1 dobijamo

(∇h)(F3, F1, F1)− (∇h)(F1, F3, F1) = ∇⊥F3
h(F1, F1) + h(F1,∇F1F3)

= −α1ξ − (F3((1 + t2)γ10) + t(1 + t2)γ10 + α1γ4)η

odakle sledi
α1 = 0, F3((1 + t2)γ10) + t(1 + t2)γ10 = 0.

Sliqno

(∇h)(F1, F2, F3)− (∇h)(F2, F1, F3) = h(F1,∇F2F3)− h(F2,∇F1)F3

= (1− α2 − 2t2)(ξ − γ4η),
(∇h)(F1, F4, F3)− (∇h)(F4, F1, F3) = h(F1,∇F4F3)− h(F4,∇F1F3)

= (3t− α4)(ξ − γ4η),

odakle sledi
α2 = 1− 2t2, α4 = 3t.
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Sada iz

(∇h)(F2, F1, F1)− (∇h)(F1, F2, F1) = ∇⊥F2
(−(1 + t2)γ10η)− 2h(−tγ10F2 − t2γ10F4, F1)

− (∇⊥F1
(tξ − tγ4η)− h(−γ4F1 − (1 + t2)γ10F4, F1)− h(F2, γ4F2 + tγ4F4))

= ((1 + t2)γ10(1 + α2)− F1(t))ξ + (−F2((1 + t2)γ10) + F1(tγ4))η,

sledi
F1(t) = 2(1− t4)γ10, −F2((1 + t2)γ10) + F1(tγ4) = 0. (87)

Sliqno

(∇h)(F2, F4, F1)− (∇h)(F4, F2, F1) = ∇⊥F2
(−ξ + γ4η)− h(t2γ10F1 + tγ4F4, F1)

− h(F4,−tγ10F2− t2γ10F4)−(∇⊥F4
(tξ − tγ4η)−h(−γ10F1+γ4F4, F1)−h(F2, γ10F2+tγ10F4))

= (−γ4α2−t2γ4−F4(t)−tγ4α4−αγ4)ξ + (tα4 − F4(tγ4)− (1 + t2)γ2
10 − γ2

4 + α2 − F2(γ4)

− t2(1 + t2)γ2
10 − t2γ2

4)η,

odakle sledi

F4(t) = γ4(−2− 2t2), t2 − F4(tγ4)− (1 + t2)2γ2
10 − γ2

4 + 1− F2(γ4)− t2γ2
4 = 0. (88)

Daǉe je

(∇h)(F1, F2, F4)− (∇h)(F2, F1, F4) = ∇F1(−tγ10η)− h(−γ4F1 − (1 + t2)γ10F4, F4)

− h(F2,−tγ4F1 + (1 + t2)γ10F2)− (∇⊥F2
(−ξ + γ4η)− h(−tγ10F2 − t2γ10F4, F4)

− h(F1, t
2γ10F1 + tγ4F2)) = γ4(−1 + 2t2 + α2)ξ + (−F1(tγ10) + γ2

4 + γ2
10 − t2γ2

4

− t4γ2
10 + α2 − F2(γ4)− t2γ2

10(1 + t2)− t2γ2
4)η = (−F1(tγ10) + γ2

4 + γ2
10 − t2γ2

4 − t4γ2
10

+ 1− 2t2 − F2(γ4)− t2γ2
10(1 + t2)− t2γ2

4)η = 0. (89)

Sliqno

(∇h)(F4, F1, F1)− (∇h)(F1, F4, F1) = ∇⊥F4
(−(1 + t2)γ10η)− 2h(γ10F2 + tγ10F4, F1)

− (∇⊥F1
(−ξ + γ4η)− h(−tγ4F1 + (1 + t2)γ10F2, F1)− h(F4, γ4F2 + tγ4F4))

= (1 + t2)γ10(α4 + t)ξ + (−F4((1 + t2)γ10)− F1(γ4))η) = 4t(1 + t2)γ10ξ

+ (−F4((1 + t2)γ10)− F1(γ4))η, (90)

xto implicira
4t(1 + t2)γ10 = 0, −F4((1 + t2)γ10)− F1(γ4) = 0. (91)

Pretpostavimo da je t = 0. Tada iz (88) sledi γ4 = 0, a iz (87) i γ10 = 0. Me�utim,
tada iz jednaqine (89) sledi kontradikcija 1 = 0. Dakle, iz (91) sledi

γ10 = 0.

Sada iz (87) sledi
F1(t) = 0, F1(tγ4) = 0, F1(γ4) = 0.
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Analogno

(∇h)(F1, F4, F4)− (∇h)(F4, F1, F4) = −2h(−tγ4F1, F4)− (∇⊥F4
(−ξ + γ4η)− h(F1,−γ4F2))

= (3tγ2
4 + 3t− F4(γ4))η,

odakle dobijamo
F4(γ4) = 3t(1 + γ2

4). (92)

Tako�e, (89) se svodi na
F2(γ4) = (γ2

4 − 1)(1− 2t2). (93)

Iz

(∇h)(F1, F2, F2)− (∇h)(F2, F1, F2) = −2h(−γ4F1, F2)− (∇⊥F2
(tξ − tγ4η)− h(F1,−tγ4F4))

= (−2tγ2
4 − t(1− 2t2) + F2(tγ4)− tγ2

4)η,

odnosno
F2(tγ4) = 3tγ2

4 + t(1− 2t2).

Kako iz (92) sledi da je γ4 6= 0 pomo�u (93) dobijamo i

F2(t) = 2tγ4(1 + t2).

Primenom Kodacijeve jednaqine na F3, F1 i F2 dobijamo

(∇h)(F3, F1, F2)− (∇h)(F1, F3, F2) = ∇⊥F3
(tξ − tγ4η)− h(F1, F4) + h(tF1, F2)

= (F3(t) + 1 + t2)ξ + (−F3(tγ4)− γ4 − t2γ4)η = 0, (94)

odakle dobijamo i
F3(γ4) = 0.

Direktna provera pokazuje da su i ostale jednaqine zadovoǉene.

Sada, direktnim raqunom dobijamo

[F1, F2] = −γ4F1, [F1, F3] = tF1,
[F1, F4] = −tγ4F1, [F2, F3] = −tF2 − (2t2 + 1)F4,
[F2, F4] = tγ4F2 + 2(t2 + 1)F3 − γ4F4, [F3, F4] = −3F2 − 3tF4.

Specijalno, ova vektorska poǉa ne definixu lokalne koordinate. Potra�imo jednu
takvu pokretnu bazu. Oznaqimo sa G1, G2, G3 i G4 vektorska poǉa na podmnogostruko-
sti M koja odgovaraju nekom koordinatnom sistemu. Pretpostavimo da G1 mo�e biti
oblika G1 = ρF1, gde je ρ lokalno definisana funkcija. Ako potra�imo funkciju ρ
takvu da va�i [G1, Fi] = ρ[F1, Fi]− Fi(ρ)F1 = 0, i ∈ {2, 3, 4}, dobijamo

F2(log ρ) = −γ4, F3(log ρ) = t, F4(log ρ) = −tγ4.

Kako je Fi(log ρ) = ∂ log ρ
∂t Fi(t)+ ∂ log ρ

∂γ4
Fi(γ4), za i = 3 dobijamo ∂ log ρ

∂t = − t
1+t2

, odakle sledi
da je

log ρ = −1
2

log(1 + t2) + ρ1
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gde je ρ1 funkcija po promenǉivoj γ4, a zatim za i = 4 sledi da je ρ′1(γ4) = − γ4

1+γ2
4
te

mo�emo uzeti

ρ =
1√

1 + t2
√

1 + γ2
4

.

Direktnom proverom dobija se da je i jednaqina za i = 2 zadovoǉena. Poxto je
F1(t) = F1(γ4) = 0, potra�i�emo G2, G3 i G4 u raslojeǌu L(F2, F3, F4).

Uoqimo, da za V = F2 + tF4 sledi [F3, V ] = −2tV .
Zato, neka je G2 = F3, G3 = λV , gde je λ neka lokalno definisana funkcija. Iz

uslova [G2, G3] = 0 dobijamo F3(log λ) = 2t. Analogno prethodnom razmatraǌu za-
kǉuqujemo ∂ log λ

∂t = − 2t
1+t2

pa mo�emo uzeti

λ =
1

1 + t2
.

�elimo da posledǌe vektorsko poǉe ispuǌava uslov G4(t) = G4(γ4) = 0. Tada za
vektorsko poǉe G4 = aF2+bF3+cF4 proporcionalno G4, gde su a, b, c lokalno definisane
diferencijabilne funkcije

a(1− 2t2) + 3ct = 0, 2atγ4 − b− 2cγ4 = 0,

pa ako je, naprimer, a = 3t dobijamo i

b = 2(1 + t2)γ4, c = −(1− 2t2).

Kako je G4(t) = G4(γ4) = 0 direktnim raqunom

[G4, G2] = 2tG4, [G4, G3] = −γ4G4.

Potra�imo, dakle, G4 u obliku G4 = µG4, gde je µ lokalno definisana funkcija.
Sliqno zakǉuqujemo

G2(log µ) = 2t, G3(log µ) = −γ4,

pa mo�emo definisati µ = 1

(1+t2)
√

1+γ2
4

. Dakle, dokazana je slede�a lema.

Lema 23 Vektorska poǉa

G1 =
1√

1 + t2
√

1 + γ2
4

F1, G2 = F3, G3 =
1

1 + t2
F2 +

t

1 + t2
F4,

G4 =
1

(1 + t2)
√

1 + γ2
4

(3tF2 + 2(1 + t2)γ4F3 − (1− 2t2)F4)

ispuǌavaju uslov [Gi, Gj ] = 0, za i, j ∈ {1, . . . , 4}, te na podmnogostrukosti M postoji
lokalno definisan koordinatni sistem (x1, x2, x3, x4) takav da va�i

G1 =
∂

∂x1
, G2 =

∂

∂x2
, G3 =

∂

∂x3
, G4 =

∂

∂x4
.
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Direktno se dobija i da vektorska poǉa Fi izra�ena u pokretnoj bazi {Gi, 1 ≤ i ≤ 4}
imaju slede�i oblik:

F1 =
√

1 + t2
√

1 + γ2
4G1, F2 = −2tγ4G2 + (1− 2t2)G3 + t

√
1 + γ2

4G4

F3 = G2, F4 = 2γ4G2 + 3tG3 −
√

1 + γ2
4G4. (95)

Tako�e, iz Leme 22 sledi:

G1(t) = 0, G1(γ4) = 0, G2(t) = −(1 + t2), G2(γ4) = 0,
G3(t) = 0, G3(γ4) = 1 + γ2

4 , G4(t) = 0, G4(γ4) = 0.

Odavde sledi i da je t funkcija iskǉuqivo po promenǉivoj x2, i do na translaciju
koordinatnog sistema mo�emo re�i

t = − tanx2,

Sliqno, γ4 zavisi iskǉuqivo od promenǉive x3 i bez umaǌeǌa opxtosti mo�e-
mo re�i da je

γ4 = tanx3.

Zavrximo sada dokaz Teoreme 16.
Iz jednakosti (34) zakǉuqujemo da je

∂2

∂xi∂xj
p = ∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
+ h(

∂

∂xi
,

∂

∂xj
)− 〈 ∂

∂xi
,

∂

∂xj
〉p. (96)

Specijalno, za i = j = 2 (96) postaje

∂2

∂x2
i

p = −p,

odakle direktno sledi

p = A(x1, x3, x4) cosx2 + B(x1, x3, x4) sinx2,

gde su A i B neka vektorska poǉa. Daǉe za i = 1, j = 2 iz (96) dobijamo

∂

∂x1
B = 0,

odnosno vektorsko poǉe B zavisi od promenǉivih x3, x4. Sliqno za i = 2, j = 3 dobija
se

∂

∂x3
B = 0 (97)

odnosno B je funkcija iskǉuqivo po x4. Za i = 2, j = 4 jednakost (96) postaje

∂

∂x4
B = −2 sin x3A− 2 cos x3

∂

∂x3
A. (98)
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Diferenciraǌem jednakosti (98) po x3 i koriste�i (97) dobijamo

A +
∂2

∂x3∂x3
A = 0,

xto daǉe implicira da je

A = C(x1, x4) cos x3 + D(x1, x4) sinx3 (99)

za neka vektorska poǉa C i D. Sada, (98) se redukuje na

D = −1
2

∂

∂x4
B.

Sliqno za i = 1, j = 1 iz (96) dobijamo

∂2

∂x1∂x1
A = cosx3 sinx3

∂

∂x3
A− cos2 x3A. (100)

Sada iz (99) i (100) dobijamo
∂2

∂x1∂x1
C = −C,

odakle sledi
C = V (x4) cos x1 + W (x4) sinx1, (101)

za neka vektorska poǉa V i W .
Za i = 4, j = 4, direktnim raqunom, (96) postaje

cosx2[cosx3(
∂2

∂x4∂x4
V cosx1 +

∂2

∂x4∂x4
W sinx1)− 1

2
∂3

∂x4∂x4∂x4
B sinx3]

+ sinx2
∂2

∂x4∂x4
B = 3 cosx2 cosx3(V cosx1 + W sinx1)

−4[(V cosx1 + W sinx1) cos x3 − 1
2

∂

∂x4
B sinx3] cosx2 − 4B sinx2. (102)

Posebno, jednakost (102) va�i i za x2 = π
2 odnosno cosx2 = 0 i proizvoǉne x1, x3 i x4.

Tada dobijamo
∂2

∂x4∂x4
B + 4B = 0 (103)

a tada se (102) redukuje na

∂2

∂x4∂x4
V cosx1 +

∂2

∂x4∂x4
W sinx1 = −(V cosx1 + W sinx1). (104)

Tako�e, (103) implicira
B = B1 sin 2x4 + B2 cos 2x4,

gde su B1 i B2 konstantna vektorska poǉa.
Analogno, za proizvoǉne x2, x3 i x4 i za cosx1 = 0 i sinx1 = 0, respektivno, iz

(104) sledi
V = V1 sinx4 + V2 cosx4,
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W = W1 sinx4 + W2 cosx4,

gde su V1, V2,W1, W2 konstantna vektorska poǉa. Kako je {p, ξ, F3, η, F4, F1,−F2} jedna G2

pokretna baza mo�emo je identifikovati u taqki (0, 0, 0, 0) sa bazom {e1, ..., e7}. Sada
sledi

p(0, 0, 0, 0) = V2 = e1 = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0).

Obzirom da va�i (95) zakǉuqujemo

F1(0, 0, 0, 0) = G1(0, 0, 0, 0) = W2 = e6 = (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0),
F2(0, 0, 0, 0) = G3(0, 0, 0, 0) = B1 = −e7 = (0, 0, 0, 0, 0, 0,−1),
F3(0, 0, 0, 0) = G2(0, 0, 0, 0) = B2 = e3 = (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0),
F4(0, 0, 0, 0) = −G4(0, 0, 0, 0) = −V1 = −e5 = (0, 0, 0, 0,−1, 0, 0). (105)

Da bismo izraqunali W1 uoqimo da je

∂2

∂x1∂x4
p(0, 0, 0, 0) = W1.

Korix�eǌem (96) dobijamo
∂2

∂x1∂x4
p(0, 0, 0, 0) = ξ

odakle sledi
W1 = ξ = e2 = (0, 1, 0, 0, 0, 0, 0).

Sada direktno dobijamo formulu (83).

Obrnuto, direktnim raqunom dobijamo da imersija (83) ispuǌava uslo-
ve teoreme.

5.3 Qetvorodimenzione minimalne CR podmnogostrukosti
koje pripadaju totalno geodezijskoj sferi S5

U ovom poglavǉu �emo ispitivati qetvorodimenzione podmnogostrukosti koje is-
tovremeno pripadaju i nekoj hiperravni prostora R7 koja sadr�i koordinatni poqe-
tak. Drugim reqima, podmnogostrukost M pripada i sferi S5 koja je totalno geode-
zijska podmnogostrukost sfere S6.

Teorema 17 Neka je M qetvorodimenziona, minimalna CR podmnogostrukost sfere S6

sadr�ana u totalno geodezijskoj sferi S5. Tada je M lokalno kongruentna jednoj od
slede�ih imersija:

1. imersiji (83) i zadovoǉava Qenovu jednakost,
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2. imersiji

f2(x1, x2, x3,x4) =
√

6
8

(
1√
3
(3(cosx1 cosx2 + cos x3 sinx1) +

√
2 cos(

√
3x4)),

(
√

2 cos(
√

3x4)− cosx1 cosx2 − cosx3 sinx1), 2(sinx1 sinx3 − cosx1 sinx2),

0,
1√
3
(−3(cosx1 sinx2 + sinx1 sinx3) +

√
2 sin(

√
3x4)), (106)

(cosx1 sinx2 + sinx1 sinx3 +
√

2 sin(
√

3x4)), 2(cosx3 sinx1 − cosx1 cosx2)),

3. imersiji

f3(y1,y2, y3, y4) =
1
4
((((1 +

√
2) cos y2 + cos y3) cos(y1 − y4)

+ (cos y2 + (1−
√

2) cos y3) cos(y1 + y4)

+ sin y2 sin y3((
√

2− 1) sin(y1 + y4)− sin(y1 − y4))),

(((1 +
√

2) cos y3 − cos y2) cos(y1 − y4)− ((
√

2− 1) cos y2 + cos y3) cos(y1 + y4)

+ sin y2 sin y3(sin(y1 + y4)− (1 +
√

2) sin(y1 − y4))),√
8
√

2− 8((1 +
√

2)(cos y1 cos y3 sin y2 − sin y1 sin y3) sin y4 (107)

− cos y4(cos y3 sin y1 sin y2 + cos y1 sin y3)), 0, ((cos y2 + (1−
√

2) cos y3) sin(y1 + y4))

− (cos(y1 − y4) + (
√

2− 1) cos(y1 + y4)) sin y2 sin y3

− ((1 +
√

2) cos y2 + cos y3) sin(y1 − y4),

(−((1 +
√

2) cos(y1 − y4) + cos(y1 + y4) sin y2 sin y3

+ (cos y2 − (1 +
√

2) cos y3) sin(y1 − y4)− ((
√

2− 1) cos y2 + cos y3) sin(y1 + y4)),

− 4
√

2
√√

2 + 1(cos y4(cos y1 cos y3 sin y2 − sin y1 sin y3)

+ (
√

2− 1)(cos y3 sin y1 sin y2 + cos y1 sin y3) sin y4)).

I u ovom poglavǉu koristimo pokretnu bazu {p, F1, F2, F3, F4, ξ, η} kao i rezultate iz
Leme 20. Tako�e, od sada podrazumevamo da je M minimalna i sadr�ana u hiperravni
kroz koordinatni poqetak. Iz minimalnosti direktno sledi da je

β1 + β10 + β5 + β8 = β9 + γ1 + γ10 + γ5 = 0.

Kako je M sadr�ana u hiperravni, jediniqni normalni vektor te hiperravni je ujedno
ortogonalan na M i tangentan na sferu S6. Mo�emo, stoga odabrati bazu normalnog
raslojeǌa podmnogostrukosti M tako da taj vektor bude η.

Lema 24 Koeficijenti koneksije zadovoǉavaju slede�e relacije
γ1 = γ2 = γ4 = α1 = γ5 = β7 = γ7 = α2 = β9 = β10 = γ10 = α3 = α4 = 0 i β4 = −1.
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Dokaz: Kako je η konstantno vektorsko poǉe dobijamo

DF1η = −γ1F1 − γ2F2 − (1 + β4)F3 − γ4F4 − α1ξ = 0,

DF2η = −γ2F1 − γ5F2 − β7F3 − γ7F4 − α2ξ = 0,

DF3η = −(1 + β4)F1 − β7F2 − β9F3 + (β1 + β5 + β8)F4 − α3ξ = 0,

DF4η = −γ4F1 − γ7F2 + (β1 + β5 + β8)F3 + (β9 + γ1 + γ5)F4 − α4ξ = 0,

a kako su F1, F2, F3, F4 i ξ linearno nezavisna vektorska poǉa tvr�eǌe sledi direktno.

Proverimo sada uslove koje name�u jednaqine Gausa, Kodacija i Riqija.

Lema 25 Za koeficijente koneksije va�i

F4(β3) = 3β2, F4(β6) = 3(β1 + 2β5), F4(β2) = −3β3, F4(β5) = −6β6, F4(β1) = 0,
F1(β1) = −3β2β3 + 3β1β6 − F3(β3)− F1(β5), F2(β1) = −3β3β5 + 3β2β6 + F1(β2),
F2(β5) = 3(β2β6 − β3β5)− F2(β1)− F3(β6), F3(β1) = −3(β1β2 + β2β5 + β3β6) + F1(β3),
F2(β6) = −3(β1β2 + β2β5 + β3β6) + F3(β5), F1(β5) = −3β2β3 + 3β1β6 + F2(β2),
F2(β3) = F1(β6) + 1 + β2

1 − 2β2
2 + β2

3 + 4β1β5 + β2
5 + β2

6 ,

F1(β6) = F3(β2) + 1− 2β2
1 + β2

2 − 2β2
3 − 2β1β5 + β2

5 + β2
6 .

Dokaz: Direktnim raqunom dobijamo da su slede�i izrazi

R(F3, F4, F3, F2) = −3β2 + F4(β3),
R(F3, F4, F2, F1) = 6β6 + F4(β1) + F4(β5),
R(F3, F4, F1, F2) = −3(β1 + 2β5) + F4(β6),
R(F1, F2, F1, F2) = 1 + β2

1 − 2β2
2 + β2

3 + 4β1β5 + β2
5 + β2

6 − F2(β3) + F1(β6),
R(F1, F3, F3, F1) = −1 + 2β2

1 − β2
2 + 2β2

3 + 2β1β5 − β2
5 − β2

6 − F3(β2) + F1(β6),
R(F2, F3, F2, F1) = 3β3β5 − 3β2β6 + F2(β1) + F2(β5) + F3(β6),
R(F2, F3, F3, F1) = 3(β1β2 + β2β5 + β3β6)− F3(β5) + F2(β6),
R(F1, F3, F1, F2) = −3β2β3 + 3β1β6 − F1(β1)− F3(β3)− F1(β5),
R(F1, F2, F2, F3) = −3β3β5 + 3β2β6 − F2(β1) + F1(β2),
R(F1, F2, F3, F1) = 3β2β3 − 3β1β6 − F2(β2) + F1(β5),
R(F1, F4, ξ, F1) = F4(β1),
R(F2, F4, F1, ξ) = −3β3 − F4(β2),
R(F1, F3, F1, ξ) = 3β2β3 − 3β1β6 − F2(β2) + F1(β5)

su jednaki nuli xto direktno dokazuje tvr�eǌe.
Direktna provera pokazuje da su ovi uslovi dovoǉni da sve Gausove, Kodacijeve i
Riqijeve jednaqine budu zadovoǉene.
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Tako�e, qiǌenica da je koneksija bez torzije name�e dodatne uslove za koefici-
jente β1, β2, β3, β5, β6. Naime slede�i izrazi moraju biti jednaki nuli:

x1 = −3β2 + 3β2
1β2 − 3β3

2 − 3β2β
2
3 − 6β2β

2
5 + 6β1β3β6 − 6β2 β2

6 − 4β6F1(β2) + 4β3F2(β2)
− 3β2F3(β2)− F1(F1(β2))− F2(F2(β2)) + β1F1(β3) + 4β5F1(β3) + β3F3(β3)− F3(F2(β3)),

x2 = 3β3 − 6β2
1β3 − 6β2

2β3 − 6β3
3 − 6β1β3β5 + 6β1β2β6 + (3β1 + 4β5)F1(β2)− β2F2(β2)

+ 3β3F3(β2) + 4β6F1(β3)− 4β2F3(β3)− F1(F1(β3))− F3(F3(β3))− F3(F2(β2)),
x3 = −F4(F2(β2))− F4(F3(β3)),

x4 = −6β1β2β3 − 12β2β3β5 + β6(6− 3β2
1 + 3β2

2 − 9β2
3 + 6β1β5 + 6β2

5 + 6β2
6)− β2F1(β2)

+ (4β1 + 3β5)F2(β2) + 6β6F3(β2)− β3F1(β3) + (β1 − 3β5)F3(β3) + F3(F1(β2))
− F2(F1(β3)),

x5 = 3F1(β3) + F4(F1(β2)),
x6 = −3F1(β2) + F4(F1(β3)),
x7 = −β3F1(β2)− β6F2(β2) + (β1 + β5)F3(β2), (108)

x8 = β2F1(β2) + β5F2(β2) + β6F3(β2),
x9 = −β1F1(β2)− β2F2(β2)− β3(−6 + F3(β2)),

x10 = −3(−2 + β2
1 + β2

2 + β2
3 − 2β1β5 − 2β2

5 − 2β2
6) + 6F3(β2) + F4(F2(β2)),

x11 = −3F2(β2) + 3F3(β3) + F4(F3(β2)),

x12 = β5(2− β2
1 − β2

2 − β2
3 + 2β1β5 + 2β2

5 + 2β2
6 + F3(β2)) + β2F1(β3) + β6F3(β3),

x13 = β2(7β2
1 + β2

2 + β2
3 − 2β1β5 − 8β2

5 − 2β2
6 − 8) + 6β3β6(β1 − β5)− 3β2F3(β2) + F3(F3(β2))

− 3β1F1(β3) + 2β5F1(β3)− 3β3F3(β3) + 2β1F3(β5) + 4β5F3(β5) + 4β6F3(β6)− F3(F2(β3)),

x14 = 3(−2 + β2
1 + β2

2 + β2
3 − 2β1β5 − 2β2

5 − 2β2
6)− 6F3(β2) + F4(F3(β3)),

x15 = 3β2(β2
2 − 2− 2β2

1 + 2β2
3 − 5β1β5 − 2β2

5 + β2
6 − F3(β2))− 3β3(4β1β6 + 3β5β6) + 4β6F1(β2)

− 4β3F2(β2) + F1(F1(β2)) + F2(F2(β2)) + 4β1F3(β5) + β5F3(β5) + β6F3(β6) + F3(F1(β6)),
x16 = β2(−3β2β3 + 3β1β6 + F2(β2))− 3β3F3(β2) + 3β6(−3(β1β2 + β2β5 + β3β6) + F1(β3))

− 3β2F3(β3) + β6F3(β5) + 3β1F3(β6)− β5(F1(β2) + F3(β6)) + F3(F2(β2))− F3(F1(β5)),

x17 = 3β1β2β3 + 12β6 − 3β2
1β6 + β2F1(β2)− β1F2(β2)− β3F3(β5) + β2F3(β6)− F3(F3(β6))

− F3(F1(β2))− F3(F2(β5)),
x18 = −18β1β2 − 18β2β5 − 18β3β6 + 9F3(β5)− F4(F1(β2))− F4(F3(β6)),
x19 = 3F1(β2) + 9F3(β6) + F4(F3(β5)),

x20 = −3β3(3β2
6 + β2

2 + 2)− 6β1β2β6 − 9β2β5β6 + (β1 − β5)F1(β2) + 2β2F2(β2)− 2β3F3(β2)
+ 3β6F1(β3)− 3β2F3(β3) + β6F3(β5) + 3β1F3(β6)− β5F3(β6) + F3(F2(β2))− F3(F1(β5)),

x21 = β2(1 + 10β2
1 + β2

2 − 2β2
3 + 13β1β5 + 4β2

5 + β2
6 + 3F3(β2)) + β3(12β1β6 + 3β5β6 − 4F3(β3))

+ F3(F3(β2))− 4β1F1(β3)− 2β5F1(β3)− 2β1F3(β5) + 3β5F3(β) + 3β6F3(β6)− F3(F1(β6)),

x22 = β1(2β2
1 + 11β2

2 − 7 + 2β2
3 − 12β5 + 2β1β5 + 12β2

2β5 − β2
5 − β2

6) + 12β2β3β6 − 3β2F1(β3)
− (4β1 + 3β5)F3(β2)− 3β6F3(β3)− 4β2F3(β5) + F3(F3(β5))− 4β3F3(β6)− F3(F2(β6)),

x23 = 18β1β2 + 18β2β5 + 18β3β6 − 3F1(β3)− 9F3(β5) + F4(F3(β6)).
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Ispitajmo prvo da li je mogu� sluqaj da neka od funkcija koeficijenata koneksije
bude identiqki jednaka nuli.
Sluqaj 1. Pretpostavimo da je β5 = 0. Tada iz F4(β5) = −6β6 sledi i da je β6 = 0,
a zatim iz F4(β6) = 3(β1 + 2β5) dobijamo i da je β1 = 0. Sada, uslovi iz Leme 25
postaju

F1(β2) = F1(β3) = 0,
F3(β3) = −3β2β3 = −F2(β2),
F3(β2) = −1− β2

2 + 2β2
3 ,

F2(β3) = 1− 2β2
2 + β2

3 .

Ako je V vektorsko poǉe za koje va�i h(V, X) = 0 za proizvoǉno tangentno vektorsko
poǉe X i ako oznaqimo V = k1F1 + k2F2 + k3F3 + k4F4 dobijamo

h(V, F1) = (−k4 + k2β2 + k3β3)ξ,
h(V, F2) = k1β2ξ,

h(V, F3) = k1β3ξ,

h(V, F4) = k1ξ

a kako su vektorska poǉa F1, F2, F3 i F4 linearno nezavisna sledi da je k1 = 0 i
k4 = k2β2 +k3β3. Poxto iz Leme 25 sledi da je F4(β3) = 3β2, F4(β2) = −3β3 va�i da je
β2 = 0 ako i samo ako je β3 = 0 i u tom sluqaju je F2(β3) = 1 xto je nemogu�e. Tako�e,

tada je i F4(β2

β3
) = −3β2

2+β2
3

β2
3

6= 0 pa su β2 i β3 i linearno nezavisne funkcije. Prema

tome distribucija (84) je dimenzije 2 i koriste�i Lemu 7 zakǉuqujemo da podmno-
gostrukost M zadovoǉava Qenovu jednakost, pa je lokalno kongruentna imersiji (83).

Sluqaj 2. Pretpostavimo sada da je β5 6= 0 i β6 = 0. Tada iz F4(β6) = 3(β1 + 2β5)
sledi β1 + 2β5 = 0. Sliqno, pomo�u rezultata iz Leme 25 dobijamo i

F1(β1 + 2β5) = −6β2β3 + F2(β2)− F3(β3), F2(β1 + 2β5) = −3β3β5 − F1(β2),
F3(β1 + 2β5) = 3β2(β1 + β5) + F1(β3), F4(β1 + 2β5) = 0

odakle je

F1(β2) = −3β3β5, F1(β3) = −3β2(β1 + β5), F3(β3) = −2β2β3 + F2(β2).

Tada je
x7 = β5(1 + β2

2 + β2
3 − 3β2

5),

a kako je β5 6= 0 sledi i
1 + β2

2 + β2
3 − 3β2

5 = 0.

Sada iz
x8 = 8β5(3β2β3 − F2(β2))

dobijamo da je
F2(β2) = 3β2β3.
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Kako va�i
F3(1 + β2

2 + β2
3 − 3β2

5) = −2β2(1 + β2
2 + β2

3 − 12β2
5)

sledi da je
β2 = 0

a daǉe iz F4(β2) = 0 dobijamo
β3 = 0.

Sada, R(F1, F2, F1, F2) = 0 implicira β2
5 = 1

3 . Kako je β5 = 〈h(F2, F2), ξ〉 mo�emo
odabrati bazno vektorsko poǉe ξ (tj, promeniti mu znak) tako da va�i β5 > 0, a onda
je

β5 =
1√
3
.

Sada, komponente koneksije imaju slede�i oblik

DF1F1=−p− 2√
3
ξ, DF1F2=− 2√

3
F3, DF1F3= 2√

3
F2, DF1F4=−ξ,

DF1ξ= 2√
3
F1 + F4, DF1η=0, DF2F1=− 1√

3
F3, DF2F2=−p + 1√

3
ξ,

DF2F3= 1√
3
F1 − F4, DF2F4=F3, DF2ξ=− 1√

3
F2, DF2η=0,

DF3F1= 1√
3
F2, DF3F2=− 1√

3
F1 + F4, DF3F3=−p + 1√

3
ξ, DF3F4=−F2,

DF3ξ=− 1√
3
F3, DF3η=0, DF4F1=−ξ, DF4F2=−2F3,

DF4F3=2F2, DF4F4=−p, DF4ξ=F1, DF4η=0,

a vrednosti Lijevih zagrada

[F1, F2] = − 1√
3
F3, [F1, F3] =

1√
3
F2, [F1, F4] = 0,

[F2, F3] =
2√
3
F1 − 2F4, [F2, F4] = 3F3, [F3, F4] = −3F2

odakle sledi da ova vektorska poǉa ne odgovaraju nekom sistemu koordina-
ta. Oznaqimo

Z1 = −1
2
F1 +

√
3

2
F4 i Z4 =

√
3

2
F1 +

1
2
F4.

Direktna provera uslova da je koneksija bez torzije pokazuje da postoji di-
ferencijabila funkcija φ takva da va�i

F1(φ) =
√

3, F2(φ) = F3(φ) = 0 i F4(φ) = 1.

Tada za vektorska poǉa

Z2 = cosφ F2 + sin φ F3 i Z3 = sin φ F2 − cosφ F3

dobijamo

[Z1, Z2] =
4√
3
Z3, [Z2, Z3] =

4√
3
Z1, [Z3, Z1] =

4√
3
Z2,

[Z1, Z4] = [Z2, Z4] = [Z3, Z4] = 0.



72

Potra�imo sad vektorska poǉa J1 i J2 koja su razapeta vektorskim poǉima Z2 i Z3

takva da va�i [Z1, J1] = [Z4, J1] = [Z1, J2] = [Z4, J2] = 0. Potra�imo diferencijabilnu
funkciju ς takvu da za vektorska poǉa

J1 = − cos ς Z2 − sin ς Z3 i J2 = sin ς Z2 − cos ς Z3,

va�i [J1, Z1] = 0 i [J1, Z4] = 0. Iz ova dva uslova redom sledi da je Z1(ς) = − 4√
3
i

Z4(ς) = 0 odnosno F1(ς) = 2√
3
i F4(ς) = −2. Tada je i

[J1, J2] =
4√
3
Z1 − Z2(ς)Z2 − Z3(ς)Z3.

Izvode Z2(ς) i Z3(ς) �emo potra�iti u obliku Z2(ς) = sin ςg1(ϑ) i Z3(ς) = − cos ςg1(ϑ)
gde je ϑ neka diferencijabilna funkcija. Tada va�i

[J1, J2] =
4√
3
Z1 + g1(ϑ)J2.

Potra�imo sada linearno nezavisna vektorska poǉa

X2 = k1Z1 + k2J2 i X3 = k1Z1 + k2J2

takva da je [X2, J1] = [X2, Z4] = [X3, J1] = [X3, Z4] = [X2, X3] = 0 gde su k1, k2, k1 i k2

diferencijabilne funkcije promenǉive ϑ. Tada sledi

[J1, X2] = J1(k1)Z1 + J1(k2)J2 + k2[J1, J2] = (J1(k1) +
4√
3
k2)Z1 + (J1(k2)− k2g1)J2 = 0,

pa va�i

J1(k1) +
4√
3
k2 = J1(ϑ)k′1 +

4√
3
k2 = 0,

J1(k2)− g1k2 = J1(ϑ)k′2 − g1k2 = 0, (109)

a sliqno iz [J1, X3] = 0 sledi i

J1(k1) +
4√
3
k2 = J1(ϑ)k1

′ +
4√
3
k2 = 0,

J1(k2)− g1k2 = J1(ϑ)k2
′ − g1k2 = 0. (110)

Jednakosti (109) i (110) nas motivixu da rexeǌe potra�imo u obliku −k2 = k2 uz
uslov k′1 = −k1

′
, a tada dobijamo

− cos ς k′1Z2(ϑ)− sin ς k′1Z3(ϑ) +
4√
3
k2 = 0. (111)

Tada sliqno dobijamo i

[X2, X3] = [k1Z1 + k2J2, k1Z1 + k2J2] = (k1 + k1)k′2Z1(ϑ) = 0.
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Ako pretpostavimo da je k1 = −k1 tada vektorska poǉa X2 i X3 ne bi bila linearno
nezavisna. Uzmimo, zato, da je Z1(ϑ) = 0. Ako definixemo Z2(ϑ) = − 2√

3
cos ς i Z3(ϑ) =

− 2√
3
sin ς tada se (111) svodi na

k′1 + 2k2 = 0.

Tako�e je i
2√
3
k′2 − g1k2 = 0 kao i k1 + k1 = const.

Stoga, mo�emo definisati

k1(ϑ) = −
√

3
2

cos2 ϑ, k2(ϑ) = −
√

3
4

sin(2ϑ),

k1(ϑ) = −
√

3
2

sin2 ϑ, k2(ϑ) =
√

3
4

sin(2ϑ),

g1(ϑ) =
4√
3

cot(2ϑ) =
2√
3
(cotϑ− tanϑ),

odnosno

Z1(ϑ) = 0, Z2(ϑ) = − 2√
3
cos ς, Z3(ϑ) = − 2√

3
sin ς,

Z1(ς) = − 4√
3
, Z2(ς) = 4√

3
cot(2ϑ) sin ς, Z3(ς) = − 4√

3
cot(2ϑ) cos ς,

Z4(ς) = 0, Z4(ϑ) = 0.

Doista, proverom uslova da je koneksija bez torzije dobija se da postoje diferenci-
jabilne funkcije ς i ϑ za koje va�i

F1(ϑ) = 0, F4(ϑ) = 0,
F2(ϑ) = − 2√

3
cos(ς − φ), F3(ϑ) = 2√

3
sin(ς − φ),

F1(ς) = 2√
3
, F2(ς) = 4√

3
sin(ς − φ) cot(2ϑ),

F3(ς) = 4√
3
cos(ς − φ) cot(2ϑ), F4(ς) = −2.

Oznaqimo

X1 = −
√

3
2

cos ςZ2 −
√

3
2

sin ςZ3,

X2 = −
√

3
2

cos2 ϑZ1 −
√

3
4

sin 2ϑ sin ςZ2 +
√

3
4

cos ς sin 2ϑZ3,

X3 = −
√

3
2

sin2 ϑZ1 +
√

3
4

sin 2ϑ sin ςZ2 −
√

3
4

cos ς sin 2ϑZ3, (112)

X4 =
√

3
2

Z4.

Dokazali smo da va�i slede�a lema.

Lema 26 Za vektorska poǉa X1, X2, X3, X4 data relacijama (112) va�i [Xi, Xj ] = 0, i, j ∈
{1, 4} odnosno postoji lokalni koordinatni sistem (x1, x2, x3, x4) na podmnogostrukosti
M takav da va�i ∂

∂xi
= Xi.
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Tako�e, vektorska poǉa X1, X2, X3, X4 qine ortogonalnu pokretnu bazu za koju va�i

〈X1, X1〉 =
3
4
, 〈X2, X2〉 =

3
4

cos2 ϑ, 〈X3, X3〉 =
3
4

sin2 ϑ, 〈X4, X4〉 =
3
4
,

kao i

h(X1, X1) =
√

3
4

ξ, h(X2, X2) =
√

3
4

cos2 ϑξ, h(X3, X3) =
√

3
4

sin2 ϑξ,

h(X4, X4) = −3
√

3
4

ξ, h(Xi, Xj) = 0, i 6= j.

Direktno dobijamo da su nenula kovarijantni izvodi jednaki

∇X1X2 = − tanϑ X2, ∇X1X3 = cotϑ X3,

∇X2X2 = cosϑ sinϑ X1, ∇X3X3 = − cosϑ sinϑ X1,

i

X1(ϑ) = 1, X2(ϑ) = X3(ϑ) = X4(ϑ) = 0, X2(ς) = 1, X1(ς) = 0, X2(ς) = X3(ς) = 1,
X4(ς) = 0, X4(φ) =

√
3, X1(φ) = X2(φ) = X3(φ) = 0,

odakle sledi da je (uz eventualnu translaciju koordinatnog sistema)
x1 = ϑ, x2 + x3 = ς, x4 = φ√

3
. Tada iz jednakosti (34) dobijamo

∂

∂xi∂xj
p = ∇ ∂

∂xj

∂

∂xi
+ h(

∂

∂xi
,

∂

∂xj
)− 〈 ∂

∂xi
,

∂

∂xj
〉p. (113)

Tada za i = 4, j 6= i sledi da je
∂

∂xj
(

∂p

∂x4
) = 0,

odnosno da ∂p
∂x4

zavisi samo od promenǉive x4, pa integraleǌem po x4 zakǉuqujemo da
je

p(x1, x2, x3, x4) = A(x4) + C(x1, x2, x3)

gde su A i C neka vektorska poǉa.
Daǉe, za i = 2, j = 3 sledi

∂2

∂x2∂x3
C = 0. (114)

Sliqno za i = 1, j = 3 sledi

∂

∂x1
(
∂C

∂x3
) = cotx1

∂C

∂x3
.

Tada, integraleǌem po x1 dobijamo

∂C

∂x3
= sin x1C1 (115)
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gde je C1 vektorsko poǉe koje ne zavisi od x1. Diferenciraǌem po promenǉivoj x2 i
koriste�i jednakost (114) dobijamo

∂C1

∂x2
sinx1 = 0

odakle sledi da je C1 vektorska funkcija koja zavisi samo od promenǉive x1. Sliqno,
za i = 1, j = 2 dobijamo

∂

∂x1
(
∂C

∂x2
) = − tanx1

∂C

∂x2
,

odnosno
∂C

∂x2
= C2 cosx1 (116)

gde je C2 vektorska funkcija koja zavisi samo od promenǉive x2. Oznaqimo sa γ1(x3)
i γ2(x2) neke vektorske funkcije takve da je C1(x3) = ∂

∂x3
γ1(x3) i C2(x2) = ∂

∂x2
γ2(x2).

Tada iz (116) direktno sledi da je

C = cosx1γ2 + C3(x1, x3),

a zatim iz jednakosti (115) dobijamo

C3 = sin x1γ1 + C4

gde je C4 vektorsko poǉe koje zavisi iskǉuqivo od promenǉive x1.
Ako je i = j = 4 dobijamo

ξ = − 1√
3
p− 4

3
√

3
∂2

∂x2
4

A. (117)

Sliqno za i = j = 1 i koriste�i (117) dobijamo da jednakost (113) postaje

−A− 1
3

∂2

∂x2
4

A = C4 +
∂2

∂x2
1

C4. (118)

Obzirom da je leva strana jednakosti funkcija po promenǉivoj x4, a desna po promen-
ǉivoj x1 sledi da su obe jednake nekom konstantnom vektorskom poǉu M , i direktno
dobijamo da je

C4(x1) = R1 cosx1 + R2 sinx1 + M,

A(x4) = T1 cos(
√

3x4) + T2 sin(
√

3x4)−M.

Tako�e su i R1, R2, T1 i T2 konstantna vektorska poǉa.
Sada za i = j = 2 sledi

R1 + γ2 +
∂2

∂x2
2

γ2 = 0,

pa postoje konstantna vektorska poǉa H1 i H2 takve da va�i

γ2(x2) = H1 cosx2 + H2 sinx2 −R1.
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Sliqno, za i = j = 3 dobijamo

R2 + γ1 +
∂2

∂x2
3

γ1 = 0,

odnosno
γ1(x3) = H3 cosx3 + H4 sinx3 −R2,

gde su i H3 i H4 konstantna vektorska poǉa. Kako je {p, ξ, F3, η, F4, F1,−F2} jedna G2 po-
kretna baza, mo�emo je u taqki (π

4 , 0, 0, 0) identifikovati sa bazom {e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7}.
Tada sledi

p(
π

4
, 0, 0, 0) = e1 =

√
2

2
(H1 + H3) + T1,

∂

∂x1
p(

π

4
, 0, 0, 0) = K1(

π

4
, 0, 0, 0) =

√
2

2
(−H1 + H3),

∂

∂x2
p(

π

4
, 0, 0, 0) = K2(

π

4
, 0, 0, 0) =

√
2

2
H2,

∂

∂x3
p(

π

4
, 0, 0, 0) = K3(

π

4
, 0, 0, 0) =

√
2

2
H4,

∂

∂x4
p(

π

4
, 0, 0, 0) = K4(

π

4
, 0, 0, 0) =

√
3T2,

ξ(
π

4
, 0, 0, 0) = −

√
6

6
(H1 + H3) +

√
3T1,

odakle sledi

H1 =
√

6
8
{
√

3,−1, 0, 0, 0, 0,−2}, H2 =
√

6
8
{0, 0,−2, 0,−

√
3, 1, 0},

H3 =
√

6
8
{
√

3,−1, 0, 0, 0, 0, 2}, H4 =
√

6
8
{0, 0, 2, 0,−

√
3, 1, 0},

T1 =
1
4
{1,

√
3, 0, 0, 0, 0, 0}, T2 =

1
4
{0, 0, 0, 0, 1,

√
3, 0},

odakle direktno dobijamo imersiju f2 datu formulom (106).
Primedba Uoqimo da je imersija f2 izometriqna S3(

√
3

2 )× S1(1
2).

Sluqaj 3. Ve� smo primetili da iz relacija F4(β2) = −β3 i F4(β3) = β2 sledi da
je β2 = 0 ekvivalentno sa β3 = 0. Pretpostavimo, stoga da je β2 = β3 = 0 i da je
pritom β5 6= 0 i β6 6= 0. Tada sledi da je

x16 = β6F3(β5)− β5F3(β6) = 0,
x21 = β5F3(β5) + β6F3(β6) = 0.

Kako je determinanta ovog sistema β2
5 + β2

6 6= 0 sledi da je

F3(β5) = 0 i F3(β6) = 0.

Tada je x17 = 3β6(β2
1 − 4) = 0 odnosno β2

1 = 4. Kao i ranije, koriste�i β1 =
〈h(F1, F1), ξ〉 zakǉuqujemo da mo�emo odabrati bazno vektorsko poǉe ξ (odnosno ǌe-
gov znak) tako da je β1 > 0 odnosno β1 = 2.
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Tada iz x10 = −3β2
1 + 6β1β5 + 6(1 + β2

5 + β2
6) = 0 sledi −1 + 2β5 + β2

5 + β2
6 = 0. Tada

postoji diferencijabilna funkcija ϕ takva da je

β5 = −1 +
√

2 cos ϕ, β6 =
√

2 sin ϕ,

i koriste�i ctgϕ = 1+β5

β6
dobijamo da funkcija ϕ zadovoǉava slede�e relacije

F1(ϕ) = −3(1 + 2β5 + β2
5 + β2

6) = −6, F2(ϕ) = 0,

F3(ϕ) = 0, F4(ϕ) = 3(1 + 2β5 + β2
5 + β2

6) = 6. (119)

Direktnom proverom se dobija da su i svi ostali uslovi (108) zadovoǉeni. Tako�e,
koeficijenti koneksije su dati slede�im relacijama

DF1F1 = −p + 2ξ, DF1F2 = 2F3,

DF1F3 = −2F2, DF1F4 = −ξ,

DF1ξ = −2F1 + F4, DF1η = 0,

DF2F1 =
√

2 sin ϕF2 + (1−
√

2 cos ϕ)F3, DF2F2 = −p−
√

2 sin ϕF1 − (1−
√

2 cos ϕ)

DF2F3 = (1−
√

2 cos ϕ)F1 − F4 +
√

2 sin ϕξ, DF2F4 = F3,

DF2ξ = (1−
√

2 cos ϕ)F2 −
√

2 sin ϕF3, DF2η = 0,

DF3F1 = (−1−
√

2 cosϕ)F2 −
√

2 sin ϕF3, DF3F2 = (1 +
√

2 cos ϕ)F1 + F4 +
√

2 sin ϕξ,

DF3F3 = −p +
√

2 sin ϕF1 − (1 +
√

2 cos ϕ)ξ, DF3F4 = −F2,

DF3ξ = −
√

2 sin ϕF2 + (1 +
√

2 cos ϕ)F3, DF3η = 0,

DF4F1 = −ξ, DF4F2 = −2F3,

DF4F3 = 2F2, DF4F4 = −p,

DF4ξ = F1, DF4η = 0,

dok su odgovaraju�e Lijeve zagrade

[F1, F2] = −
√

2 sinϕF2 + (1 +
√

2 cos ϕ)F3, [F1, F3] = (
√

2 cos ϕ− 1)F2 +
√

2 sin ϕF3,

[F1, F4] = 0, [F2, F3] = −2F1 − 2F4, [F2, F4] = 3F3, [F3, F4] = −3F2.

Potra�imo vektorska poǉa koja odgovaraju nekom koordinatnom sistemu podmno-
gostrukosti M .

Oznaqimo, prvo,

K1 = − 1√
2
F1 − 1√

2
F4 i K4 = − 1√

2
F1 +

1√
2
F4 .

Potra�imo vektorska poǉa G2 i G3 razapeta sa F2 i F3 takva da va�i [G2,K4] =
[G3,K4] = 0. Pretpostavimo da su odgovaraju�i koeficijenti funkcije promenǉive
ϕ, odnosno G2 = f(ϕ)F2 + g(ϕ)F3 i analogno za G3. Tada iz uslova integrabilnosti
dobijamo

6
√

2f ′ = − sinϕf + (cosϕ− 2
√

2)g,

6
√

2g′ = (cosϕ + 2
√

2)f + sin ϕg.
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Kako i koeficijenti koji odgovaraju vektorskom poǉu G3 zadovoǉavaju iste uslove,
iz prostora rexeǌa ovog sistema diferencijalnih jednaqina biramo neka dva koja
odre�uju linearno nezavisna vektorska poǉa

G2 = (−(1 +
√

2) sin(
1
12

(−6 +
√

2)ϕ)− sin(
1
12

(6 +
√

2)ϕ))F2

+ (−(1 +
√

2) cos(
1
12

(−6 +
√

2)ϕ) + cos(
1
12

(6 +
√

2)ϕ))F3,

G3 = (cos(
1
12

(−6 +
√

2)ϕ) + (−1 +
√

2) cos(
1
12

(6 +
√

2)ϕ))F2

+ (− sin(
1
12

(−6 +
√

2)ϕ) + (−1 +
√

2) sin(
1
12

(6 +
√

2)ϕ))F3.

Za vektorska poǉa G2 i G3 va�i

[K1, G2] = (1 +
√

2)G3, [K1, G3] = (1−
√

2)G2, [G2, G3] = 4
√

2K1.

Potra�imo vektorska poǉa K2 i W3 tako�e razapeta sa F2 i F3, odnosno G2 i G3 takva
da

[K1,K2] = [K4,K2] = [K1, W3] = [K4,W3] = 0.

Zato je K2 = k1G2 +k2G3 gde je K4(k1) = K4(k2) = 0. Kao i ranije, pretpostavimo da
su k1 i k2 funkcije neke nove promenǉive γ. Tada iz uslova za Lijeve zagrade sledi

K1(k1) = −k2(1−
√

2), K1(k2) = −(1 +
√

2)k1,

te mo�emo definisati

k1 =
1

1 +
√

2
sin γ, k2 = cos γ

gde je γ promenǉiva koja zadovoǉava uslove

K1(γ) = 1, G2(γ) = cos γf1(θ), G3(γ) = − sin γ

1 +
√

2
, K4(γ) = 0,

a θ promenǉiva za koju va�i

K1(θ) = 0, G2(θ) = −(1 +
√

2) sin γ, G3(θ) = − cos γ, K4(θ) = 0

i funkcija f1 definisana na slede�i naqin

f1(θ) =
√

4
√

2(1 +
√

2) tan(

√
4
√

2
1 +

√
2
θ).

Direktna provera pokazuje da je uslov da je koneksija bez torzije ispuǌen za ovako
definisane γ i θ, te da takve funkcije postoje. Tada je

K2 =
sin γ

1 +
√

2
G2 + cos γG3,

a sliqno dobijamo i
W3 =

cos γ

1 +
√

2
G2 − sin γG3.
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Tako�e va�i i [K2,W3] = − cos γf1

(1+
√

2)2
G2 + sin γf1

1+
√

2
G3 − 4

√
2

1+
√

2
K1.

Konaqno, potra�imo vektorsko poǉe K3 u slede�em obliku K3 = f2(θ)K1+f3(θ)W3

tako da
[K1,K3] = [K2, K3] = [K3,K4] = 0.

Ovaj uslov se daǉe pojednostavǉuje do uslova

f ′2 = −f3
4
√

2
1 +

√
2

i f ′3 = − 1
1 +

√
2
f1f3.

Zato mo�emo definisati

f3 = cos(

√
4
√

2
1 +

√
2
θ),

a tada je

f2 = −
√

4
√

2
1 +

√
2

sin(

√
4
√

2
1 +

√
2
θ)

te va�i i slede�a lema.

Lema 27 Na podmnogostrukosti M u okolini svake taqke postoji koordina-
tni sistem (x1, x2, x3, x4) takav da za vektorska poǉa

K1 = − 1√
2
F1 − 1√

2
F4,

K2 =
1

1 +
√

2
(((1 +

√
2) cos(γ +

1
12

(−6 +
√

2)ϕ) + cos(γ +
1
12

(6 +
√

2)ϕ))F2

+ (−(1 +
√

2) sin(γ
1
12

(−6 +
√

2)ϕ) + sin(γ +
1
12

(6 +
√

2)ϕ))F3),

K3 = (
√

4−2
√

2 sin(2
√

2−
√

2θ))(F1 + F4)

− 1
1 +

√
2
(cos(2

√
2−

√
2θ)((1 +

√
2) sin(γ +

1
12

(
√

2− 6)ϕ)) + sin(γ +
1
12

(6 +
√

2)ϕ)))F2

− 1
1 +

√
2
(cos(2

√
2−

√
2θ)((1 +

√
2) cos(γ +

1
12

(
√

2− 6)ϕ))−cos(γ +
1
12

(6 +
√

2)ϕ)))F2,

K4 = − 1√
2
F1 +

1√
2
F4

va�i K1 = ∂
∂x1

, K2 = ∂
∂x2

, K3 = ∂
∂x3

i K4 = ∂
∂x4

.

Tako�e, va�i i

K1(ϕ) = K2(ϕ) = K3(ϕ) = 0, K4(ϕ) = 6
√

2,

K1(γ) = 1, K2(γ) = K3(γ) = K4(γ) = 0,

K1(θ) = K3(θ) = K4(θ) = 0, K2(θ) = −1

i bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo re�i da je

x1 = γ, x2 = −θ, x4 =
ϕ

6
√

2
.
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Tako�e, direktni raqun pokazuje da su slede�i kovarijantni izvodi razliciti od
nule

∇K1K2 = −2
√

2−
√

2 tan(2
√

2−
√

2x2)K1 + sec(2
√

2−
√

2x2)K3,

∇K1K3 = − cos(2
√

2−
√

2x2)K2,

∇K2K2 = 2(
√

2− 1) sin(2x1 + 2x4)(K1 + K4),

∇K2K3 = 2(
√

2− 1) cos(2
√

2−
√

2x2)((
√

2 + cos(2x1 + 2x4))F1 + cos(2x1 + 2x4)F4),

∇K2K4 = 2
5
4

√√
2− 1(1 +

√
2 cos(2x1 + 2x4)) tan(2

√
2−

√
2x2)F1 −

√
2 sin(2x1 + 2x4)F2

− (1 +
√

2 cos(2x1 + 2x4)) sec(2
√

2−
√

2x2)F4,

∇K3K3 = −2(
√

2− 1) cos2(2
√

2−
√

2x2) sin(2x1 + 2x4)(F1 + F4)

−
√

2−
√

2 sin(4
√

2−
√

2x2)F2,

∇K3K4 = −2
7
4

√
−1 +

√
2 sin(2

√
2−

√
2x2) sin(2x1 + 2x4)F1

+ cos(2
√

2−
√

2x2)(1−
√

2 cos(2x1 + 2x4))F2 +
√

2 sin(2x1 + 2x4)F3.

Direktno se dobija i da vektorska poǉa K1,K2,K3 i K4 zadovoǉavaju i slede�e
relacije

h(K1,K1) = h(K1,K2) = h(K1,K3) = h(K2, K4) = 0,
h(K2,K2) = 2(

√
2− 1) cos(2x1 + 2x4)ξ, h(K1, K4) = ξ,

h(K2,K3) = −2(
√

2− 1) cos(2
√

2−
√

2x2) sin(2x1 + 2x4)ξ,

h(K3,K3) = −2(
√

2− 1) cos2(2
√

2−
√

2x2) cos(2x1 + 2x4)ξ,

h(K3,K4) = 2
√

2−
√

2 sin(
√

2−
√

2x2)ξ, h(K4,K4) = 2ξ,

kao i

〈K1,K1〉 = 1, 〈K1,K2〉 = 0, 〈K1,K3〉 = 2
√

2−
√

2 sin(2
√

2−
√

2x2), 〈K1,K4〉 = 1,

〈K2,K2〉 = 2(
√

2− 1)(
√

2− cos(2x1 + 2x4)), 〈K2, K4〉 = 0, 〈K3,K4〉 = 0,

〈K2,K3〉 = −2(
√

2− 1) cos(2
√

2−
√

2x2) sin(2x1 + 2x4), 〈K4,K4〉 = 1,

〈K3,K3〉 =
√

2(−1 +
√

2)(3− cos(4
√

2−
√

2x2)
√

2 cos2(2
√

2−
√

2x2) cos(2x1 + 2x4)).

Na�imo parametrizaciju podmnogostrukosti M koriste�i jednakost (113). Za
i = j = 1 dobijamo

∂2

∂x2
1

p + p = 0

odakle sledi da je

p(x1, x2, x3, x4) = A(x2, x3, x4) cos x1 + B(x2, x3, x4) sinx1,
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gde su A i B vektorske funkcije koje zavise iskǉuqivo od promenǉivih x2, x3, x4.
Daǉe, za i = 1, j = 4 sledi

ξ = − ∂

∂x4
A sinx1 +

∂

∂x4
B cosx1. (120)

Koriste�i (120) za i = j = 4 dobijamo

∂2

∂x2
4

A cosx1 +
∂2

∂x2
4

B sinx1 = (−2
∂

∂x4
A−B) sin x1 + (2

∂

∂x4
B −A) cosx1.

Kako su sinx1 i cosx1 linearno nezavisne funkcije, ovaj uslov se pojedno-
stavǉuje do

∂2

∂x2
4

A = 2
∂

∂x4
B −A,

∂2

∂x2
4

B = −2
∂

∂x4
A−B,

i rexavaju�i ovaj sistem diferencijalnih jednaqina dobijamo

A = C2 cos((
√

2− 1)x4)− C4 cos((1 +
√

2)x4) + C3 sin((1 +
√

2)x4) + C1 sin((
√

2− 1)x4),
B = C1 cos((

√
2− 1)x4) + C2 sin((

√
2− 1)x4) + C3 cos((

√
2 + 1)x4) + C4 sin((

√
2− 1)x4),

gde su C1, C2, C3 i C4 funkcije po promenǉivim x2 i x3.
Tako�e, za i = 1, j = 2 dobijamo

∂2

∂x1∂x2
p =− ∂

∂x2
A sinx1+

∂

∂x2
B cosx1 =−2

√
2−
√

2 tan(2
√

2−
√

2x2)(B cosx1−A sinx1)

+ sec(2
√

2−
√

2x2)(
∂

∂x3
A cosx1 +

∂

∂x3
B sinx1). (121)

Sliqno kao ranije, zbog linearne nezavisnosti funkcija sinx1 i cosx1 jednakost (121)
postaje

− ∂

∂x2
A = 2

√
2−

√
2 tan(2

√
2−

√
2x2)A + sec(2

√
2−

√
2x2)

∂

∂x3
B,

∂

∂x2
B = −2

√
2−

√
2 tan(2

√
2−

√
2x2)B + sec(2

√
2−

√
2x2)

∂

∂x3
A

i daǉe, zbog linearne nezavisnosti funkcija sin((
√

2− 1)x4), cos((
√

2− 1)x4),
sin((

√
2 + 1)x4) i cos((

√
2 + 1)x4) zakǉuqujemo

∂

∂x2
C1 = (1 +

√
2)

∂

∂x3
C4 sec(2

√
2−

√
2x2) + 2

√
2−

√
2C3 tan(2

√
2−

√
2x2),

∂

∂x2
C2 = −(1 +

√
2)

∂

∂x3
C3 sec(2

√
2−

√
2x2) + 2

√
2−

√
2C4 tan(2

√
2−

√
2x2),

∂

∂x2
C3 = − ∂

∂x3
C4 sec(2

√
2−

√
2x2)− 2

√
2−

√
2C3 tan(2

√
2−

√
2x2),

∂

∂x2
C4 =

∂

∂x3
C3 sec(2

√
2−

√
2x2)− 2

√
2−

√
2C4 tan(2

√
2−

√
2x2). (122)
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Tako�e, za i = 2, j = 4 sledi
∂2

∂x2∂x4
p = ∇ ∂

∂x2

∂

∂x4
.

Ova jednakost va�i za sve vrednosti promenǉivih x1, x2, x3 i x4 iz domena pa onda
specijalno va�i i za vrednosti x4 = 0 i x1 = 0 odnosno x1 = π

2 i proizvoǉne x2

i x3 i uzimaju�i u obzir (122) dobijamo

∂

∂x3
C2 =

√√
2− 1((1 +

√
2)

3
2

∂

∂x3
C4 + 2

5
4 (C1 + (1 +

√
2)C3)) sin(2

√
2−

√
2x2),

∂

∂x3
C1 = (1 +

√
2)

∂

∂x3
C3 − 2

5
4

√√
2− 1(C2 + (1 +

√
2)C4) sin(2

√
2−

√
2x2). (123)

Sliqno, za vrednosti i = j = 2 pomo�u (122) i (123) i vrednosti promenǉivih x4 = 0
i x1 = 0, odnosno x1 = π

2 , redom dobijamo

∂2

∂x2
3

C3 = −2(3− 2
√

2)(
√

2(C1 + (1 +
√

2)C3) cos2(2
√

2−
√

2x2)

− 2
1
4 (1 +

√
2)

3
2 )

∂

∂x3
C4 sin(2

√
2−

√
2x2),

∂2

∂x2
3

C4 = −2(3− 2
√

2)(
√

2(C2 + (1 +
√

2)C4) cos2(2
√

2−
√

2x2)

+ 2
1
4 (1 +

√
2)

3
2 )

∂

∂x3
C3 sin(2

√
2−

√
2x2). (124)

Iz (122) sledi ∂
∂x2

(C1 + (1 +
√

2)C3) = ∂
∂x2

(C2 + (1 +
√

2)C4) = 0. Tako�e, va�i

∂2

∂x2
3

(C1 + (1 +
√

2)C3) = 2(1 +
√

2)
∂2

∂x2
3

C3 + 4 sin(2
√

2−
√

2x2)(−
√

2 +
√

2
∂

∂x3
C4

+ ((−2 +
√

2)C1 −
√

2C3) sin(2
√

2−
√

2x2)),

a jednakost (124) daǉe ovaj izraz pojednostavǉuje do

∂2

∂x2
3

(C1 + (1 +
√

2)C3) +
4
√

2
1 +

√
2
(C1 + (1 +

√
2)C3) = 0,

odakle dobijamo

C1 + (1 +
√

2)C3 = P1 cos(
4
√

2
1 +

√
2
x3) + P2 sin(

4
√

2
1 +

√
2
x3)

gde su P1 i P2 konstantna vektorska poǉa. Na sliqan naqin dobijamo i

C2 + (1 +
√

2)C4 = Q1 cos(
4
√

2
1 +

√
2
x3) + Q2 sin(

4
√

2
1 +

√
2
x3)
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gde su i Q1 i Q2 konstantna vektorska poǉa.
Sada,

∂

∂x3
C3 =

1

(1 +
√

2)
3
2

(2
1
4 (cos(2

√
2−

√
2x3)(P2 + Q1 sin(2

√
2−

√
2x2))

+ (−P1 + Q2 sin(2
√

2−
√

2x2)) sin(2
√

2−
√

2x3))),

∂

∂x3
C4 =

1

(1 +
√

2)
3
2

(2
1
4 (cos(2

√
2−

√
2x3)(Q2 − P1 sin(2

√
2−

√
2x2))

+ (Q1 + P2 sin(2
√

2−
√

2x2)) sin(2
√

2−
√

2x3))).

Integral po promenǉivoj x3 daje

C3 =
1
2
(−1 +

√
2)(cos(2

√
2−

√
2x3)(P1 −Q2 sin(2

√
2−

√
2x2))

+ (P2 + Q1 sin(2
√

2−
√

2x2)) sin(2
√

2−
√

2x3)) + M1,

C4 =
1
2
(−1 +

√
2)(cos(2

√
2−

√
2x3)(Q1 + P2 sin(2

√
2−

√
2x2))

+ (Q2 − P1 sin(2
√

2−
√

2x2)) sin(2
√

2−
√

2x3)) + M2,

gde su M1 i M2 vektorska poǉa koja zavise iskǉuqivo od promenǉive x2. Diferen-
ciraǌem po x2 i pomo�u (122) daǉe sledi

d

dx2
Mi + 2

√
2−

√
2Mi tan(2

√
2−

√
2x2) = 0, i = 1, 2,

odnosno, Mi = cos(2
√

2−√2x2)Si gde su S1 i S2 tako�e konstantna vektorska poǉa.
Ponovo, kako je {p, ξ, F3, η, F4, F1,−F2} jedna pokretna G2 baza, to je u taqki (0, 0, 0, 0)

mo�emo identifikovati sa bazom {e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7}. Tada direktno dobijamo

p(0, 0, 0, 0) = e1 = Q1 − Q1√
2
− (2 +

√
2)S2,

∂

∂x1
p(0, 0, 0, 0) = K1(0, 0, 0, 0) =

√
2

2
(P1 − 2S1),

∂

∂x2
p(0, 0, 0, 0) = K2(0, 0, 0, 0) = −

√
4− 2

√
2P2,

∂

∂x3
p(0, 0, 0, 0) = K3(0, 0, 0, 0) =

√
20− 14

√
2Q2,

∂

∂x4
p(0, 0, 0, 0) = K4(0, 0, 0, 0) = P1 − P1√

2
+ (2 +

√
2)S1,

ξ =
√

2
2

(Q1 + 2S2), (125)
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i konaqno

P1 = −1
2
{0, 0, 0, 0, 1, 1,

√
2}, P2 = {0, 0, 0, 0, 0, 0,

√
1 +

1√
2
},

Q1 =
1
2
{1, 1 +

√
2, 0, 0, 0, 0, 0}, Q2 = {0, 0,−

√
1 +

1√
2
, 0, 0, 0, 0},

S1 =
1
4
{0, 0, 0, 0, 1, 1−

√
2, 0}, S2 =

1
4
{−1,−1 +

√
2, 0, 0, 0, 0, 0}. (126)

Da bi pojednostavili parametrizaciju podmnogostrukosti M mo�emo promeniti ko-
ordinatni sistem na slede�i naqin

y1 = x1 + x4, y2 = 2
√

2−
√

2x2, y3 = 2
√

2−
√

2x3, y4 =
√

2x4.

Sada direktno dobijamo imersiju f3 datu formulom (107).
Sluqaj 4. Pretpostavimo da va�i β2, β3, β5, β6 6= 0 i β1 = 0. Iz Leme 5 sledi

F1(β2) = 3(β3β5 − β2β6).

Tada je
x7 = 3β3(−β3β5 + β2β6)− β6F2(β2) + β5F3(β2) = 0

i
x8 = 3β2(β3β5 − β2β6) + β5F2(β2) + β6F3(β2) = 0

odakle daǉe sledi

F2(β2) = 3(−β3β5 + β2β6)(β2β5 + β3β6)/(β2
5 + β2

6)

i
F3(β2) = 3(β3β5 − β2β6)2/(β2

5 + β2
6).

Me�utim, tada sledi da je

x10 = 6(1 + β2
2 + β2

3 + β2
5 + β2

6)

izraz razliqit od nule pa je u ovom sluqaju sistem (108) nemogu�.
Sluqaj 5. Istra�imo sada sistem (108) pod pretpostavkom da skup taqaka gde je
bilo koji koeficijent nula nije nigde gust.

Prvo, oznaqimo

y = β2
1β5 − β2

2β5 + β2
3β5 − 2β2β3β6 + β1(−β2

2 + β2
5 + β2

6). (127)

Pretpostavimo da je y = 0. Iz jednakosti x7 = 0 tada dobijamo

F1(β2) =
1
β3

(−β6F2(β2) + (β1 + β5)F3(β2))

i daǉe
x8 =

1
β3

((β3β5 − β2β6)F2(β2) + (β1β2 + β2β5 + β3β6)F3(β2)).
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Uoqimo tako�e da va�i

F4(β3β5 − β2β6) = −3(β1β2 + β2β5 + β3β6)

i
F4(β1β2 + β2β5 + β3β6) = 3(β3β5 − β2β6),

pa va�i da su jednakosti β3β5− β2β6 = 0 i β1β2 + β2β5 + β3β6 = 0 ekvivalentne. Ako
je β3β5 − β2β6 6= 0, odnosno β1β2 + β2β5 + β3β6 6= 0 tada sledi

F2(β2) = −(β1β2 + β2β5 + β3β6)F3(β2)/(β3β5 − β2β6).

Odavde daǉe sledi
x9 = 6β3 − yF3(β2)/(β3β5 − β2β6)

te dolazimo do kontradikcije β3 = 0. Dakle, va�i

β3β5 − β2β6 = β1β2 + β2β5 + β3β6 = 0. (128)

Kako je y = β3(β3β5 − β2β6)− β2(β1β2 + β2β5 + β3β6) + β1(β1β5 + β2
5 + β2

6) sledi da je

β1β5 + β2
5 + β2

6 = 0. (129)

Ovi uslovi pojednostavǉaju izraze za izvode na slede�i naqin

F1(β1) = −F3(β3)− F2(β2), F2(β1) = F1(β2), F3(β1) = F1(β3), F4(β1) = 0, F4(β2) = −3β3,

F2(β3) = 2−β2
1−β2

2−β2
3 +F3(β2), F4(β3) = 3β2, F1(β5) = −β2β3+3β1β6+F2(β2),

F2(β5) = −F2(β1)− F3(β6), F4(β5) = −6β6, F1(β6) = F3(β2)+1−2β2
1 +β2

2−2β2
3−3β1β5,

F2(β6) = F3(β5), F4(β6) = 3(β1 + 2β5).

Tako�e se pojednostavǉaju i jednakosti (108). Za daǉa izraqunavaǌa bi�e nam ko-
risni izrazi za x12, x13, x16 i x17.

Kako va�i (129) sledi da je

x12 = β5(2− β2
1 − β2

2 − β2
3 + F3(β2)) + β2F1(β3) + β6F3(β3).

Daǉe, F3(F3(β2)− F2(β3)) = F3(−2 + β2
1 + β2

2 + β2
3) implicira

x13 = β2(−8 + β2
1 + β2

2 + β2
3)− β2F3(β2)− β1F1(β3)− β3F3(β3).

Na sliqan naqin iz F3(F2(β2)− F1(β5)) = F3(3β2β3 − 3β1β6) sledi

x16 = β2(−3β2β3 + 3β1β6 + F2(β2)) + β6F3(β5)− β5(F1(β2) + F3(β6)).

Konaqno, F3(F3(β6) + F1(β2) + F2(β5)) = 0 implicira

x17 = 3β1β2β3 + 12β6 − 3β2
1β6 + β2F1(β2)− β1F2(β2)− β3F3(β5) + β2F3(β6).

Uoqimo da va�i

β2x8 + β5x9 = 6β3β5 + (β2
2 − β1β5)F1(β2),
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a iz (128) direktno sledi β1 = −(1 + β2
3

β2
2
)β5, pa je β2

2 − β1β5 = β2
2 + β2

5 + β2
3β2

5

β2
2

> 0, te
dobijamo

F1(β2) = −6β3β5/(β2
2 − β1β5).

Sliqno, iz

β2x16 + β5x17 = 3(−β3
2β3 + β1β2β3β5 + β1β

2
2β6 − (−4 + β2

1)β5β6) + (β2
2 − β1β5)F2(β2) = 0

sledi

F2(β2) = −(3(−β3
2β3 + β1β2β3β5 + β1β

2
2β6 − (−4 + β2

1)β5β6))/(β2
2 − β1β5).

Sada iz izraza za x8 direktno dobijamo

F3(β2) = (3β5(−β3
2β3 + 2β2β3 + 2β1β

2
2β − 6 + (4− β2

1)β5β6))/((β2
2 − β1β5)β6).

Tako�e iz izraza za x5 sledi

6β2(−β2
2β5 + β5(−2β2

3 + β1β5) + 2β2β3β6) + (β2
2 − β1β5)2F1(β3)

= 6β2(−β2
2β5 + β5(−2β2

3 + β1β5) + 2β2
3β5) + (β2

2 − β1β5)2F1(β3)
= −6β2β5(β2

2 − β1β5) + (β2
2 − β1β5)2F1(β3) = 0

xto daǉe implicira
F1(β3) = 6β2β5/(β2

2 − β1β5).

Izraz za x13 daje

F3(β3) = (β2(3β3
2β3β5 − 3β2β3β5(2 + β1β5) + β4

2β6 + β2
2(−8 + β2

1 + β2
3 − 4β1β5)β6

+ β5(−β3
1 − β1(−2 + β2

3)− 12β5 + 3β2
1β5)β6))/(β3(β2

2 − β1β5)β6).

Uoqimo da β6 = β3β5/β2 i β1 = −(1 + β2
3

β2
2
)β5 impliciraju

x11 = −6(2β6
2 + 4β2

2β2
3β2

5 + 2β4
3β2

5 + β4
2(−7 + 2β2

3 + 2β2
5))/β4

2 .

Kao ranije, mo�emo pretpostaviti da je β5 > 0 a tada je

β5 =
√

β4
2(7− 2β2

2 − 2β2
3)/(

√
2(β2

2 + β2
3)). (130)

Tako�e, iz (128) sledi

β6F2(β2β6 − β3β5) + β5F2(β1β2 + β2β5 + β3β6) = 0,

β6F3(β2β6 − β3β5) + β5F3(β1β2 + β2β5 + β3β6) = 0,

odnosno

β3β6F1(β2) + (β3β5 + β2β6)F3(β5) + (−β2β5 + β3β6)F3(β6) = 0,
β2β5F1(β3) + (β2β5 − β3β6)F3(β5) + (β2β5 + β3β6)F3(β6) = 0
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i direktno sledi

F3(β5) = 6β5(−β3
2β2

5 + β2
2β3β5β6 + β3

3β5β6 + β2β
2
3β2

6)/((β2
2 + β2

3)(β2
2 − β1β5)(β2

5 + β2
6)),

F3(β6) = −6β5(β2
2β3β

2
5 + β3

2β5β6 + β2β
2
3β5β6 − β3

3β2
6)/((β2

2 + β2
3)(β2

2 − β1β5)(β2
5 + β2

6)).

Sada, iz F1(β1β5 + β2
5 + β2

6) = 0 sledi

(−9β5
2β3β5β6 + 6β3

2β3β5(2 + 3ββ1β5)β6 − 3β1β2β3β
2
5(4 + 3β1β5)β6 + 2β6

2β2
6

+β4
2(−(−2 + 4β2

1 + β1β5)β2
6 + β2

3(3β2
5 − 4β2

6)) + 2β2
1β2

5((7− 2β2
1)β2

6 + β2
3(6β2

5 − 2β2
6))

+β2
2β5(24β5β

2
6 + β3

1(3β2
5 + 8β2

6) + β2
1(3β3

5 − 4β5β
2
6) + β1(−16β2

6 + β2
3(−9β2

5 + 8β2
6))))

= 3β2
5(β4

2β2
3 + 4β2

1β2
3β2

5 + β1β
2
2β5(−3β2

3 + β1(β1 + β5)))− 3β2β3β5(−4 + 3β2
2 − 3β1β5)

·(β2
2 − β1β5)β6 + (2β6

2 − 2β2
1(−7 + 2β2

1 + 2β3
3)β2

5 + 4β2
2β5(2β1(−2 + β2

1 + β2
3)

−(−6 + β2
1)β5)− β4

2(−2 + 4β2
3 + β1(4β1 + β5)))β2

6 = 0. (131)

Jednakosti (128), (129) i (130) pojednostavǉaju (131) do

6β8
2β2

3(−7 + 2β2
2 + 2β2

3)2/(β2
2 + β2

3)4 = 0

odakle sledi −7 + 2β2
2 + 2β2

3 = 0 a tada iz (130) dobijamo kontradikciju β5 = 0.
Zato va�i y 6= 0. Tada je determinanta sistema jednaqina x7 = x8 = x9 = 0 jednaka

y i direktno dobijamo

F1(β2) = 6β3(β1β5 + β2
5 + β2

6)/y, F2(β2) = −6β3(β1β2 + β2β5 + β3β6)/y,

F3(β2) = 6β3(β3β5 − β2β6)/y.

Koriste�i izraz za F1(β2) iz izraza za x5 dobijamo

F1(β3) = −6β2(β1β5 + β2
5 + β2

6)/y

a na sliqan naqin iz jednakosti x11 = 0 dobijamo

F3(β3) = −6β2(β3β5 − β2β6)/y.

Iz ovih relacija tada sledi

Fi(β2
2 + β2

3) = 0 za i ∈ {1, 3, 4}.
Tada direktno sledi i da je

F2(β2
2 + β2

3) =
2
3
β3x10 = 0.

Sada zakǉuqujemo da je funkcija β2
2 + β2

3 konstantna i da tako�e va�i

F2(β3) = 6β2(β1β2 + β2β5 + β3β6)/y.

Koriste�i

F2(β5) = 3(−β3β5 + β2β6)− F1(β2)− F3(β6),
F2(β1) = 3(−β3β5 + β2β6) + F1(β2)
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u izrazu za x17 dobijamo da va�i

x17 = 3β1β2β3 + 12β6 − 3β2
1β6 + β2F1(β2)− β1F2(β2)− β3F3(β5) + β2F3(β6).

Sliqno, jednakost

F2(β6) = −3(β1β2 + β2β5 + β3β6) + F3(β5)

transformixe izraz za x22 u

x22 = −7β1 + 2β3
1 + 2β1β

2
2 + 2β1β

2
3 − 12β5 + 2β2

1β5 + 3β2
2β5 − β1β

2
5 + 3β2β3β6 − β1β

2
6

− β1F3(β2)− β2F3(β5)− β3F3(β6).

Iz prethodne dve jednakosti daǉe sledi

F3(β5) = (2β3
1β2−7β1β2+2β1β

3
2 +5β1β2β

2
3−12β2β5+2β2

1β2β5+3β3
2β5−β1β2β

2
5 +12β3β6

− 3β2
1β3β6 + 3β2

2β3β6 − β1β2β
2
6 + β2β3F1(β2)− β1β3F2(β2)− β1β2F3(β2))/(β2

2 + β2
3)

i

F3(β6) = (7β1β3 − 2β3
1β3 + β1β

2
2β3 − 2β1β

3
3 + 12β3β5 − 2β2

1β3β5 − 3β2
2β3β5 + β1β3β

2
5 + 12β2β6

− 3β2
1β2β6 − 3β2β

2
3β6 + β1β3β

2
6 + β2

2F1(β2)−β1β2F2(β2)+β1β3F3(β2))/(β2
2 + β2

3).

Sada se pomo�u F1(β2), F2(β2), F3(β2) i koriste�i F4(y) = 0 izraz za x19 pojednos-
tavǉuje do

y1 =−2yβ1β3 + yβ3
1β3 + 4yβ1β

2
2β3 + yβ1β

3
3 − 2yβ2

1β3β5 + 6yβ2
2β3β5 − 6β1β

2
2β3β5 − 6β1β

3
3β5

− 2yβ1β3β
2
5 − 3yβ3

2β6 + 6β1β
3
2β6 + 3yβ2β

2
3β6 + 6β1β2β

2
3β6 − 2yβ1β3β

2
6 = 0.

Sliqno, zamenom F2(β2) u izraz x10 dobijamo

y2 = 6(β1β
2
2 + β2

2β5 − β2
3β5 + 2β2β3β6) + y(−2 + β2

1 + β2
2 + β2

3 − 2β1β5 − 2β2
5 − 2β2

6) = 0.

Daǉe je
y1 − β1β3y2 = 3β2(y − 2β1)(β1β2β3 + 2β2β3β5 − β2

2β6 + β2
3β6) = 0.

Pretpostavimo da je y = 2β1. Tada

y2 = 2(−2β1 + β3
1 + 4β1β

2
2 + β1β

2
3 − 2β2

1β5 + 3β2
2β5 − 3β2

3β5 − 2β1β
2
5 + 6β2β3β6 − 2β1β

2
6).

Ako sada uvrstimo u x18 izraze za F3(β6) i F1(β2), F2(β2), F3(β2) i F3(β5) redom dobijamo

y3 = 6β1(β1(β3
2 + 4β2β

2
3) + β3

2β5 + 7β2β
2
3β5 − 2β2

2β3β6 + 4β3
3β6) + y(β3

1β2 − 2β2
1β2β5

− 3β3(2β2β3β5 − β2
2β6 + β2

3β6) + β1β2(β2
2 − 2(1 + β2

3 + β2
5 + β2

6))) = 0.

Koriste�i y = 2β1 sledi

y3

6β1
− β2

y2

2
= 9β3(β1β2β3 + 2β2β3β5 − β2

2β6 + β2
3β6) = 0.
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Dakle,
β1β2β3 + 2β2β3β5 − β2

2β6 + β2
3β6 = 0.

Pretpostavka je da va�i β2 6= 0 i β3 6= 0 odakle tako�e sledi da funkcije β2 i β3

nisu konstantne, a kako β2
2 + β2

3 jeste konstantna funkcija sledi β2
2 − β2

3 6= 0. Zato je

β6 = (β1β2β3 + 2β2β3β5)/(β2
2 − β2

3),

a tada

y = (β1β
2
2 + (β2

2 + β2
3)β5)(−β4

2 + β2
1β2

3 + β4
3 + β1β

2
2β5 + β1β

2
3β5)/(β2

2 − β2
3) 6= 0. (132)

Tako�e y2 = 0 implicira

y = − 6(β2
2 + β2

3)(β1β
2
2 + (β2

2 + β2
3)β5)

(β2
2 − β2

3)(−2 + β2
1 + β2

2 + β2
3 − 2β1β5 − 2β2

5 − 2β2
6)

pa (132) postaje

−6(β2
2 +β2

3)=(β2
1β2

3 +β4
3 +β1β

2
2β5+β1β

2
3β5−β4

2)(β2
1 +β2

2 +β2
3−2β1β5−2β2

5−2β2
6−2).

Kako je leva strana jednakosti konstantna sledi

F4((−β4
2 + β2

1β2
3 + β4

3 + β1β
2
2β5 + β1β

2
3β5)(−2 + β2

1 + β2
2 + β2

3 − 2β1β5 − 2β2
5 − 2β2

6))

= −2β2β3(−6)(β2
2 + β2

3)/(β2
2 − β2

3) = 0.

Dakle ni ovaj sluqaj nije mogu�, qime je tvr�rǌe dokazano.
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