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0. Une fonction reelle L (x) est dite a croissance lente si elle est définie
et positive pour x>0 et si

: L (nx)
(1) i )
st L(x)
pour tout A>0.
Les fonctions suivantes sont par exemple a croissance lente:

L(x)-log(x+2)  (x=>0);

L(x)= (log log . log x)* (x suffisamment grand; o réel);
Tk fois

L(x)=log (x+2)+sinx+1 (x=0);

L(x) pour x>0 fonction positive qui tend vers une limite positive finie
lorsque x — + o0

L()f):fl fldlf (x=>0);
x 1+|logt|
o

L(x)-'(2+ilrz) log(x+2)+cos[x]  (x>0).

Ces exemples montrent qu'une fonction & croissance lente peut étre mais
n'est pas peur x suffi grand et qu'elle peut
tendre vers I'infini positif, vers zéro ou vers une limite positive et finie, lors-
que x —+oo. Dans se qui sui,, nous allons montrer, encre autre. qu'elle peut
aussi osciller pour x — + 00, méme avec un intervalle d’oscillation infini.

La notion de fonction a croissance lente a été introduite par J. Karamata
en 1930 [7] & la suite des travaux de E. Landau [9], G. Polya [11, 12] et
R. Schmidt [13]. Les fonctions a croissance lente ont été appliquées depuis
dans les généralisations des théorémes atéliens et taubériens, de méme que
dans la théorie des séries trigonomé.riques et dans quelques autres questions
particuliéres. On a obtenu aussi beaucoup de résultats concernant les fonctions
a croissance lente elles-méme.
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Citons tout d’abord les résultats fondamentaux suivants:
0.1. Soit L(x) une fonction positive pour x>0 et mesurable sur [0, + ).
Si I'égalité (1) est valable pour tout \E E, Iensemble £ C (0, + o) étant a

LOD_ (o)
x)

mesure positive, alors (1) est valable pour tout 2>0 et I on a
uniformément pour A< [a, b], oit 0<a<b<+oo.

Ce théoréme-la, fondamental pour la théorie et les applications des fonc-
tions & croissance lente. a été démontré par J. Karamata |7, 8], mais seule-
men® pour le cas spécial ol la fonction L (x) est continue et I'ensemble E est
un intervalle. J. Karamata a déduit ce résultat de la représentation de fonction
a croissance lente (0.2, cas particulier o la fonction L (x) est continue). Le
théoréme a été démontré directement et pour le cas général de fonction me-
surable par T. van Aarden — Ehrenfest, N. G. de Bruijn et J. Korevar [1],
qui ont cependant conservé I'hypothése restrictive sur E. H. Delange [6] et
W. Matuscewska [10] ont donné des démonstrations directes de 0.1 sans aucune
restriction.

0.1.1. Corollaire. Une fonction a croissance lente qui est mesurable sur
[0, +o0) est bornée, pour un a=>0 suffisamment grand, sur tout intervalle Sfini
[a, b] (b>>a) et par suite elle est intégrable dans le sens de Lebesgue sur chacun
de tels intervalles.

0.2. (Théoréme de représentation). Une foncion L(x) mesurable sur
[0, +0) est a croissance lente si et seulement si I'on a

!‘J’L’m

[®)) L(x)=c(x)e (x=0),

oit ¢(x) est une fonction positive et mesurable sur [0, +oco) qui tend vers une
limite finie et positive lorsque x — -+ o et la fonction €(x) est continue pour
x=0 et tend vers zéro lorsque x — + oo .

0.3. Si la fonction L(x) es1 @ croissance lente et la fonction L* (x) est
positive pour x>0 et telle que L+ (x)~L (x) (x —-+o0), alors la fonctions L (x)
est a croissance lente.

0.4. Si la fonction L(x) est a croissance lente et mesurable sur [0, + o)
et si >0, alors

BLE)—>+o,  Xx2LE)->0  (x—+ o).

0.5. 1°Soit la fonction L(x) @ croissance lente et mesurable sur [0, + o)
et soit, pour a>0,
L (x)=x= sup {FL@®) L,(x)=x* sup {r=L()
o<i<x x<t<do
3) (x=>0),
Ly(x)=x* inf {*L()} L,(x)=x"* inf {=L()}
- O<t<x - X<t<+tow

ou I'on attribue @ chacune de ces fonctions la valeur 1 pour x=0. Alors toutes
les fonctions L, (x) (v=1,2) sont a croissance lente et mesurables sur [0, +o0)
et I'on a

L,(x)~L(x) (x—>00; v=1,2).
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2° Soit la fonction L (x) positive et mesurable sur [0, o). Alors les re
lations
L ()~L (), Ly (x)~L(x) (x> +o0),
ou bien les relations
L~ ()~L (), Ly ()~L () (x> +00),
les fonctions L,(x) (v=1,2) étant définies par (3), entrainent que la fonction
L (x) est a croissance lente.

0.5.1. Soit la fonction L (x) mesurable et positive sur [0, +o0). Pour qu'-
elle soit a croissance lente il faut et il suffit que pour tout x>0 existent deux
Jonctions @, (x), 9,(x) telles que I'on ait

(N P ()N (x=0),
L ()~g (), XL ()~ (%) (x—>+00).

Dans les applications on emploie toujours les fontions a croissance lente
mesurables (et par conséquent, d’aprés 0.1, intégrables sur des intervalles finis
et suffisamment éloignés de zéro). Outre cela, dans toutes les applications con-
nues ne sont essentielles que les propriétés des fonctions a croissance lente
pour les valeurs de x suffisamment grandes. C'est pourquoi nous acceptons la
convention suivante.

Convention. Dans ce qui suit on va sous-entendre (sans I'énoncer explici-
tement) que toute fonction a croissance lente est mesurabla sur [0, + o) et bornée
sur tout intervalle [0, a] (a>0).

On pourra facilement voir lesquels des résultats a suivre sont valables
sans ces hypothéses restrictives, Clest-d-dire pour le cas général de fonction a
croissance lente.

Notons ici le fait suivant. Au sujet de 0.4 on pourrait ére tenté de
poser la question si les conditions
4) X2 f(x)>+o0, x*f(x)—>0 (x—>+00; a>0)
sont suffisantes pour que la fonction L (), positive (et, par exemple, continue)
pour x>0, soit a croissance lente. La réponse est négative, comme le montre
I'exemple de la fonction

f(x)=2+sinx (x=0),
qui est positive et continue (infiniment différenciable) pour x>0 et statisfait
4 (4) et qui n'est pas cependant & croissance lente, puisque

ne tend pas vers 1 lorsque x — +oo.

Outre les propositions 0.1-—0.5.1, on a obtenu beaucoup dautres résul-
tats relatifs aux fonctions  croissance lente. Dans les paragraphes suivants
nous allons démontrer quelque résultats qui, & notre conuaissance, étaient
jusqu'a présent il ou it ou étaient connues
sous des hypothéses plus restrictives. Les résultats sur les fonctions A croissance
lente seront groupés en théorémes I—VII et les énoncés auxiliares en lemmes

1. Dans quelques démonstrations nous aurons besoin des variantes sui-
vantes des thé de L’Hospital—Stolz, 1 a quelques propositi
dans le paragraphe 8 du chapitre I de [14].
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LEMME 1. Soient les fonctions f(x) et g(x) définies et intégrables dans le
sens de Lebesque sur tout intervalle fini [a, x] (x>a). et soit g(x)>0 (x=a).
On a alors

[r@wa
lim %

xortoo Fewa

+o0
et [gydi—+oo
.

pourvu que la limite au second membre existe, comme nombre fini on comme
doo, et que [g(t)di—>+o0 (x—>io0).
a

s i ) s " .
DEMONSTRATION. Soit lim -L(l:L fini et soit e>0. Il existe alors
Xt

=g (x)
un X, (=a) tel que I'on a
'

fg(u)du>0, L—e<f7(l)<L+a (t=x,).
4 g
L'inégalité double peut étre écrite sous la forme
(L—e)g(<f)<(L+2)g() (t=x,),
dod
(L—¢) [g@d<[f@ydi<(L+e) [g@ds (x=xp)-
On en déduit * "

(L—¢) fog(r) dl-fx ® m] + juf(l) dtsafxf(r) <
(L+e) [ f g0 dt *;?g [0) dl} + ff(x) dt, (X=X,
c'est—a—dire, puisque jg(l) dt >0 (x=Xo),
Xf.g(:) dt 7/(:) dt f f@de
Lo

-9 l_nx x x
fewar| [swa [g@a

<% <

Jewa| [roya
L+9 | 1-— |[+5— (x=Xp).

Jewar| [gwat
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Si x—>+o0, on en obtient

[ r@d [rwa

<lim “——<L+e,

= xoetw X
[ea [ewa

L—e< lim

et puis, faisant tendre € vers zéro,

[roa
lim “ —=L.
et
f g(r)dr

La démonstration est semblable pour L= —oo et pour L= +o0.

LEMME II. Supposons que les fonctions f(x) et g(x) soient définies et in-
tégrables dans le sens de Lebesque sur mul intervalle fini [a, x] (x>a), que I'on
Je

ait £(1)>0 (t=a) et que les intégrales f f@yde et [ g(t)dt soient finis. Alors
' .

[ roa
lim X = tim 19
xtw @ x—tm g (x)
[g@a

sous la condition que la limite au second membre existe, comme valeur finie ou
comme oo .

DEMONSTRATION. Supposons que lim UG ) =L soit fini et soit e>0.
et g (X)
1l existe alors un x,>a tel que I'on a
- fﬁ’) <Lie,  (@>x)

d’olt I'on obtient successivement:
(L-9)g(<fO<(L+e)g®), (1=xo),

+o +o +o
L9 [gd< [ fyd<(L+e) [ g@)dt (x>Xo)s

o
[ rde
L—¢

(x=>x,).

[ewa
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Donc,

[ rwyde

(x=xg).

La démonstration est analogue pour L= —oo et pour L= +oo.

LEMME 1L Soit b,>0 (n=1,2 ...) et soient les series Za, et b, con-
vergents. On a alors

Ms
&

lim 2%~ lim %%,
e S nom by
&2

sous la condition que la limite au second membre existe, comme valeur finie ou
comme £ .

La démonstration est analogue a celle du lemme IL

2.

2.1. Quelques assertions du théoréme suivant sont connues, mais elles
ont été démontrées sous des hypothéses restrictives ou par des méthodes dif-
férentes de la notre. Plus présisément, les premiéres relations des assertions
1° et 2° sont citées sans démonstration et sous une forme différente dans [5].
Les assertions 3°—6° sont démontrées dans [14], mais seulement pour la cla-
sse de Zygmund des fonctions & croissance lente (voir 2.5) et par une méthode
qui dépend i e la ie. Nous allons dé ici toutes
les assertions par une méthode basée sur les lemmes I—IIL

THEOREME 1. Soit L(x) une fonction a croissance lente.
1° Si a<l, on a

e p@efrr LOd~ S L) (e,
1—a 1 vax

et par conséquent
L(x)=o(fr“L(l)d1) (x> +0).
i
2 Sia>1, ona

e
e~ [ F L@ di~S v L) (x> -+ )
a—1 H =

et par conséquent

4o
j t== L(tydt=o0 (L(x)) (x—>+).
. +e

3° La série S n=' L(n) et Dintégrale [tV L@dt sont équiconvergentes.
& i
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4° On a
L(x)=0 (f:-' L@ dz) (x—>+o0).
d

5° Soit
SES L=, SO [ L@ ST v LE):
n=1 1 vex
Alors
S()~S*(x)  (x>+eo).
6 Soit
. e
S SatLe< e, RS [ L@yd, R*@ES v LE).
E=h H S
Alors
LM=0 (RGN, RE~R* @,  (x—>+w).

+e
DEMCNSTRATION. 1° Daprés 0.3, pour <1 lintégrale f = L(r)dt et
P

la série 2 n== L (n) divergent. Cest pourquoi on obtient tout d’abord, met-

=)
tant & profit 0.2 et le lemme I,
x
[0}
L) [Pa
” = ¢ . alwe!
lim — i lin
Xt — o xte
[tr=L@ade [t L@at
1 1
x x
T a [ ar
e (ot pe(re
l—ax—rto .
. Ij'T a@
x"%c(x)e

lim [1—x+e@]=1,
xtn

et puis, a l'aide du théoréme de Stolz pour les suites,

Jo=L@d [teL@a
(5) lim L = lim >
S veLE) T L)
vl

I'existence de la limite au second membre étant supposée. Si 'on pose
Am= inf L), B(n)= sup L(1),
n-l<t<n n-l<isn

9 Matematitki vesnik
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on a
ft <L (t)dt
® Al nt o1 Bn) nt*—(n— 1=
L(n) -« - L(n) L(n) 1-a
Puisque, d'aprés 0.1,
tim 4O _ gy B _
n—e L(n) .ﬂ.L(n)
on déduit de (6) (n— o)
f > L(t)dt
7 lim =
™ i) n-* L (n)
Draprés (5) et (7),
ft “L(1)dt
lim L —— 1.
TS VL)
V1
11 reste a la relation
il
ft lL(r)d1~f1-“L(1)dt (x—>+00).
Cette relation résulte de
]
fz % L (1) de = f1 ’L(/)dHfr“L(r)dt
et du fait que I'on a, d'aprés 0.1 et le lemme I,
Jr=L@d [ =L@dt
lim 1 < lim *!
Xt Xt X
JreL@a [t=L@ya
1 1
x=1 x=1
[raL@a [ reL@ya
= lim [1-- =1- lim -
P x S is;
[r=L@yd [raL@ad
i i
=1 lim &=DL@=D
Xt X% L(x)
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o -
2° Daprés 0.3, pour a>1 [lintégrale f[‘“L(l) dt et la série 2 v L(v)
V=i

convergent. C'est pourquoi I'on a, d'aprés 0.2 et le lemme II,

‘o b
[ =L@y [r=Lwa
lim 22— —(@—1)— lim =
L ST Pt f“" .
xt-zg'
—(u—l)— lim —xLE
¢ xotm
(=) x—=tx=c(x)]e! '
L c(x)_7
a o:) ka«- l—a+e(x) fe

Draprés le leme III,

o o VI
+f =L (1) bt Zf =L (f)dt

lim " = lim =2
SvELE) TS vl
it
f = L(t)dt

= lim *X—— =
nsw  n7® L(n)

ol la derniére égalité peut étre démontrée de la méme maniére que 1’égalité (7).
Enfin,
fl“L(I)dl— f 1~ L (1) dt— [r*‘L(r)dt
=] e}

et, d’aprés 0.1 el le lemme II,

fl‘“L(t) dt

x~1

oL@t

b < lim
o oo t®
f = L(r)dt [reL@at

lim
Xt

/mr’L(r)dt
= lim | = 1]|= tim E=D2LED g
ote  x=L()

x| +®
f t=L@f)dt
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done,

f = L(f) dz~f > L(1)dt (x—>+ o).
8]
3° Posons
1
c= sup { ZLM)
x<tatm
- i g
On a C(x) (x>0) et, par suite, la série Zn C(n) et I'intégrale [ ‘ C(r)dt
et
sont équiconvergentes. Puisque, d'aprés 0.5,
'
C)~x *L(x) (x—> ),
on peut dire le méme des séries
w 1 =
Sn2Cm) et > ntL(n)
=1 =t
et aussi des intégrales
+@ ~7 o
[t Cwd e | L@
i i

d’oll notre assertion.

4 Si3 =Y n'L(n)=+w, on a, daprés le lemme I,
n=1

g

LWy
0
fim L@ _cym £
e reLgda T [L@yd

{ i

£
;

—

-1
cetim T ime (-0,
xotw XTVL(X) xrtm
SiY< +20, Tassertion résulte immédiatement de 6°.
de 5° est a celle de 1° et celle de 6° &
celle de 2°.
2.2. Voici quelques résultats ires sur les

lente, non contenus dans la litterature qui nous est connue et que nous groupons
dans le théoréme suivant.

THEOREME II. 1° Si les fonctions L,(x)(v=1, 2, , n) sont & crois-
sance lente et R(x,, X,, ..., X,) est une fancrmn: rationnelle d coefficients positifs,
alors la fonction

Lx)=R(L (), Ly (x), -5 La(¥)
est a croissance lente.
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2° Si L(x) est une fonction a croissance lente et r(x) une fonction ration-
nelle qui tend vers + oo lorsque X— + oo, alors la fonction L, (x), définie pour x
suffisamment grand par

Ly (x)=L(r(x)),

devient a croissance lente si I'on la définie pour les autres valeurs de x>0 d'une
maniére convenable.

3° Soient L, (x) et L,(x) deux fonctions a croissance lente et soit L, (x) con-
tinue et lim L, (x)= + . Alors la fonction L(x)=L,(L.(.) est @ croissance

xtm

lente. Donc, I'ensemble de toutes les fonctions a croissance lente et continues qui
tendent vers + oo avec x est fermé par rapport aux opérations d'addition, de
multiplication et de substitution de fonctions.

4° Une fonction a croissance lente peut lorsque x— + oo osciller et cela
avec un intervalle d’oscillation fini ou infini.

5° Si la fonction L (x) est @ croissance lente, alors les fonctions L, (x)
et L,(x), positives et mesurables sur [0, + oo) et définies pour x suffisamment
grand par

x x
Lix)=x1[L@d, Lyx)=[t L@)adr,
1 1
sont @ croisance lente, de méme que_la fonction Ly(x) positive et mesurable
sur [0, %) et définie, sous I"hypothése [ = L (t)dt < + oo, pour X suffisamment
1
grand par

S
Lyw=[t"L@yadt

6° Si la fonction L(x) est a croissance lente, alors les fonctions K, (x)
et K,(x) définies pour x suffisamment grand par

K=[L@d, KM-L'E
1

ne peuvent pas étre a croissance lente.

DEMONSTRATION. 1° 1l est évident que le produit et le quotient de deux
fonctions & croissarce lente sont fonctions & croissance lente. Or, on peut dire
le méme de la somme. Soient, en effet, L, (x) et L,(x) deux fonctions  crois-
sance lente et soit L (x)=L, (x) +L,(x). On a alors, pour un A>0 fixé,

L, x)=L,(x) +5(x) Ly (x) (x>0), lim &,(x)=0 (v=1, 2).

En posant &, (x)=max{|& (x)|, |z (x)|}, on obtient
LON |, aWL@ra@hLe)

S T+e(x),
L Lix)+L, ()
avec
A OIL@HE@ILE o o
) [e@[< L)L) &()>0(x>+o);
onc,

lim 20y
xte L (X)



134 Dugan D. Adamovié

2° Sous les hypothéses, on a r(x)~ax"(x—>+o; a>0, n nombre na-
turel), ce qui veut dire

r)=c(x)ax", lim c()=1.
et

Nous avons donc, d’aprés 0.1, pour un A>0 fixé et pour x suffisamment
grand,
Ly _LE(x)_LEAx)arx)
L) Lr®) L (e (x)ax")
)\
L (s((?l"-at(x)x‘)
c(x
o 712'(5()7)?-’1’ (x—>+o),
puisque, pour X suffisamment grand,

LN’<M)\'<2 A
2 c(x)
3° Sous les conditions formulées, la fonction L (x) est définie, positive
et mesurable sur [0, +o0). Soit A>0 fixé. 1l existe alors un x,=0 tel que ’'on
a pour X=X,
L L0
2 L(x)

On a alors, d’aprés 0.1 et d’aprés L (x) >+o0 (x—>+o0),

o ®)

lim lim ——27  _———=1.
SLLE et L)
4° Leassertion qu’une fonction & croissance lente peut osciller (ne pas

tendre vers une limite finie on infinite) peut étre prouvée par I'exemple de la
fonction L (x) définie pour x>1 par

L=e'
avec
_1®
£ 1+logx !

ot la fonction 7 (x) est définie comme il suit. Soit
=3, Xpp=el(x,+ e+1(n=1,2,...);
on a x,=x,=3 et par suite

Xty —l)>3-(z'"~l)>3(n=1,2, ).
X

® xﬂ.fx,:x"(
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Posons

X—Xpuo (e — 1<X<Xpy 1),
1

-+ 1<x<xg,—1), =1;12,3, ...
"= (¥2v-y + 1S3 <0y — 1), (4 )
—X—X;y (py—1<x<x,,+ 1),
l =1 (vt 1<x<00py—1 €t 1<x<2)
Cette définition est, d’aprés (8), non contradictoire. La partie de la courbe
z=1(x) corre pondante & l'intervale [x,,_,—1, X;,4,+ 1] est présentée par la
figure 1. Evidemment, la fonction 7 (x) est continue. La suite

Tkt Tk

+1
& [0 < v 2]
= dt= —1k-t |
gl t i kgl( ) f t(1+log?) &
K &
*peq1=1 el Nkt
& ” dat ; EA0N
=3 (=1t . S— + L
g,( [xil t(1+log1) [‘{ Xk[[»,]l(l#logl)

"

3 (=D () (40, k—o0)

=
oscille: elle a deux points d’accumulation, a savoir o« et |+o, avec a=
=i (—1)¥te; (>0). 11 sensuit que la fonction L (x) oscille aussi, avec un

intervalle fini d’oscillation. C’est par quelques modifications de cet exemple-la
que I'on peut former une fonction & croissanae lente qui oscille avec un
intervalle d’oscillation infini.

Xop-i’! Sow_ Xppt! Xoper
i Xt Xl | :

Xovn Fwn*l
Fig. |
5° Les fonctions L,(x) (v=1, 2) sont positives sur [0, + o). On a,
d’aprés le lemme I et le théoréme I,
Ax x
fL(l):It fL(M)dr
lim L@ Loy L ym

o Ly (X) )\‘»“qu(l)dt x—r{--jL(’)dt
1 1

- tim £09 _,
x>+m L(X)

4o
et pareillement, sous I’hypothése ﬁ"L ) dt=+ oo,
1
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=V L (r)dt fr‘L(M)dz
fim e, i i i Len .,

xoto Ly (x) HMJ{HLUM xr'wfxr-'L(r)d: stk L(x)
i i

Dans le cas contraire, lim L, (x) est nombre positif et fini, de sorte que L, (x)
1t

est de nouveau & croisance lente.

On démontre de maniére analogue, & I'aide du lemme II, que la fonc-
tion Ly(x) est & croisance lente.

6° On a, selon 5°

- L
x 2K (=X L(x)>+ o (x> + o)

et par conséquent la fonction K (x), d’aprés 0.4, ne peut pas étre a croissance
lente.

Si la fonction K,(x) était A croissance lente, elle serait pour tout x>0
finic et intégrable sur tout intetvalle fini contenu dans [0, + o). On aurait alors
avec un a>0 suffisamment grand,

L()c)=fxl(Z (f)ydt+ L(a) (x>a).

ot, d’aprés le résultat précédent, la fonction jK, (t) dt, positive pour x>a, ne

serait pas & croissance lente et I’on aurait par conséquent lim / K, () dt= + .
Xk
2
1l en résulterait alors que la fonction L(x) ne soit pas a croissance lente.
Centre contradiction prouve I'assertion sur K.

2.2.1. On peut remarquer que Iassertion 4° du théoréme entraine le
corollaire suivant: une fonction @ croissance lente n’a_pas nécessairement le
comportement asymplotique d’une fonction monotone. Ce fait a é1é démontré
dans [7] par un exemple patriculier.

(A suivre.)
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2.3. Le théoréme suivant trouve des applications dans les démonstrations
uelques théorémes sur les séries trigonométriques (voir [2] et [3]). Pour
L(x)=1 il se réduit au lemme de B. Sz.-Nagy dans [4]. Son assertion 1° (sous
titre de lemme) a été publiée. avec une démonstration un peu plus longue,
dans I'article [2] de 'auteur.

THEOREME 111 Soit la fonction f(x) non croissante et inférieurement bor-
née dans Uintervalle (0, 8) (3=>0), et soit L(x) une fonction a croissance lente et
2>0. Alors:

1" La convergence (vers une limite finie) de I'une des intégrales

s s
o) "vL(' )zlf(.\') o l‘\,, 'L(I——)j'(.\‘):l.\'
oo fo 3
entraine la convegence de I'autre et que
.
10) I f‘“ 1_(:7) dt—>0 (x=0).
b3

2° Sous I'hypothése

fo
[r‘ L(t) di< +o0,
ki
la convergence de I'une des intégrales
5

an fR('{_)df(.\-) o J’x”L(%)f(x)d.v

+0

* La premiére partie de cet article, sous le méme titre, a été publiée dans ce Bulletin,
t. 3 (18) 1966, pp. 123—136.
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entraine la convergence de I'autre et que
1
R(——)f(x)»o (x—+00).
X

Nous rappelons que R (x) est défini dans 2.1.

DEMONSTRATION. 17 On peut supposer que f(x)=0 (0<x<3). les
deux i (9) étant finies et la condition (10) satisfaite
pour f(x) constant. On a, d’aprés I'assertion 2° du théoréme I,

4

frou{iyoe fromiat (015

0 1

l v ({) (x> 10).

1l en résulte 1'équiconvergence des intégrales

8

fer(yres [l froetrn

45 S0 o

D'autre part, pour 0<z<3 on obtient, en intégrant par parties,

f[ f‘l’"‘L(%) m] d [~/ ()= 7/(5)‘/;\4*'1_('1:).1.\-
o

e 40

+f(a)f\’ ' )dmj v"L( )f(x)d\:
gwfaw'l‘(-)';)/(x) dx— /(5);‘['.««41_(3 dx

On en déduit I'equiconvergence des intégrales

5 x 5

]‘U“ u_( ).11] d-f() et J',\“"‘L(%)f(x)dr

40 o
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et puis, d'aprés le résultat précédent, I'équiconvergence des intégrales (9). Il en
résulte enfin que la convergence de I'une de ces deux intégrales entraine

« .

0</() { x"‘L(—l')r{x&: [.v"‘L (J Jf@drso i)
Es X K X
2° On peut supposer, par la méme raison que sous 1°, que I'on a dans

ce cas [ (x)=0 (0<x<3d). Alors, pour 0<le<8,

[r() 4 s a(pro-a()o

5 5
12 | /.r*:.(l )f(.v):l.r) / XL ( ]—)j(,\')dx—R (;—)f(ﬁ).

4 x . x

. .
On en déduit que la convergence de la premiére des intégrales (11) entraine
la convergence de la seconde. La convergence de la seconde intégrale (11)
entraine, cependant,

i :
1 s P ) 1
0 ‘R(s)f(e) fml/: Lrydt f(:)ft L(l)(h
i i

- /'r ’L(l)f(l)lh—»O (= +0).
N t
0
et par suite, d'aprés (12), la convergence de la premiére des intégrales (11).

2.4. Le théoréme suivant, entre autre, implique que dans toutes les
considérations concernant les propositions dans la théorie des séries trigo-
nometriques ol interviennent les fonctions & croissance lente on peut supposer,
sans restreindre la généralité, que toute fonction & croissance lente L (x) en
question a pour x>0 autant de dérivées que I'on veut et de méme que, dés
que l'on introduit une condition de monotonie ou de convexité relative a
L(x), il n'importe si I'on y soumet L (x) ou seulement la suite correspon-
dante L(n) (n=0, 1, 2,...).

THEOREME 1v. Pour toute fonction a croissance lente L (x) il existe une
fonction a croissance lente et infiniment différenciable L, (x) telle que l'on ait:

1° Ly (x)~L (x) (x> +00).

2° Loy(n)= L (n) (n=0, 1, 2,...).

3° Si la fonction L (x) est monotone, pour x>0 ou pour x suffisamment
grand, alors Ly (x) @ la méme propriété.

4° La proposition correspondante concernant la convexité est aussi vraie,



164 D. D. Adamovié

Pour la démonstration nous avons besoin de deux lemmes:
LEMME 1Iv. Soit a<b, A<B. Il existe alors une fonction F (x) qui est:
1° partout infiniment différenciable;
2° strictement monotone dans [a, b];
2° aves la propriété
Fx)=4 (x<a), F(x)=B (x=b).
(Voir la figure 2.)

(b,B)

3
o b5

Fig. 2

DEMONSTRATION. Les propriétés énumérées appartiennent a la fonction

A (x<a)
F(x):{G(X) (a<x<b)
B

(x=>b),
avec
x 1
fe’u—-mfﬁ dt
G(x)=(B—A)"b ——— + A
fe’(:‘-)(aiﬁ dt
LEMME V. °
Soit
(13) a<b, u<1;'A<B.

1l existe une fonction H (x) qui est:
1° partout infiniment différenciable;
2° convexe dans I'intervalle [a, b);
3° avec la propriété
H(x)=A+a(x—a) (x<a), H(x)=B+p(x—b) (x=b).
(Voir la figure 3.)
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Fig. 3

DEMONSTRATION. Posons

= (a<x<b)
g(x)—{o‘ (x=a, x=b),
(9 sw-rf & g Cardx-are  @<x<b,

ot la fonction p (u) est infiniment différenciable. Cette fonction-la et les con-
stantes v, 0 et ¢ peuvent étre déterminées de maniére que T'on ait

b ' "
a5 f@-c=A jO-1[ & [260)¢ “dursb-ae=B

8 P
f@=8=2, f'®)=v [gWe dutd=p.

Ces équations-la se réduisent 3
e=A, 8=a,

s : p@ ’
'yf dt fg(u)e du=B—A—a(b—a)(=M),
10 ’ N b
Y (b-a) [g@e du=@—o)(b-a) (=N).

D’aprés (13), on a
M>0, M—-N=B—A-B (b—a)<0;
donc,
0<M<N,
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D’aprés (16), on a alors

b £ xC}
fd1 fg(u)e du
def o M
an o (p) :»7:7,“, —=—€(0, 1).
[d [g@e du

La fonctionnelle w: P—(0, 1) (P espace de toutes les fonctions réelles infiniment
differenciables dans [a, b]) prend toutes les valeurs de Iintervalle (0, 1). En
effet, soit tout d’abord p (u) une fonction infiniment différenciable dans [a, 6]
et avec la propriété (O<p<b—a, 0<n<b—a—p, m>0)

1 (@<u<a+p),
p(u)={

monotone pour a+pu<u<a+p+n
=m (a+p+n<u<b).

L’existence d'une telle fonction est assurée par le lemme IV. On a alors

PP atuin . o b '
f dtefg(u)du rf dtfg(u)e Alu+c*”'f dt [g(u)llu
alpmt—o w3 aduin 4

b b e b
uefg(u)du+nfg(u)c du+c""(b—-a-p.—q)fg(u)llu

En faisant tendre d’abord n vers zéro et puis m vers+ oo, on établit que w (p)
peut étre aussi proche que I'on veut de

atu
[ d[g@du
T (0<p<b—a),
w [gu)du
a
c’est-a-dire, puisque
atu o atn
f d(fg(u)du f g (u)du
lim = —2 =lim * —=0,

0 b nst0 b
w [ g(du [&du

que @ (p) peut étre aussi proche que I’on veut de 0. On démontre pareillement
le méme fait pour la valeur 1. Donc, ’espace P étant connexe et la fonction-
nelle  continue, on conclut que w (p) prend toute valeur entre O et 1.

Il résulte du fait qu'on vient de démontrer que (17) est satisfait pour une
fonction p (u). On obtient alors de la premiére équation (16) la valeur positive
pour y. La fonction f (x) donnée par (14), avec les constantes vy, d, ¢ et la
fonction p (u) ainsi déterminées, remplit alors toutes les conditions (15) et

@)=y g@e >0 (a<x<b).
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On en conclut immédiatement que la fonction
a(x—a)+4 (x<a)
H(x)=4 f(x) (a<x<b)
B(x—b)+B (x>b)
posséde toutes les propriétés demandées.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1v. Désignons par G, (x) 1a fonction G(x)
de la démonstration du lemme 1V, avec a=n, b=n+1, A=min {L(n),L (n+ 1},
B=Max{L(n), L(n+1D)}, sous la condition L (n)# L(n+1), et posons

G, (x) s si L(ny<L(n+1)
La(x)z{L(ﬂ) 5 si Lm)=L@m+1) @<x<n+1; n=1,2,...).
G,2n+1—x), si Lm>L(m+1)

La fonction L,(x) remplit évi la ition 2° et croit stri reste
constante ou décroit strictement dans l'intervalle [n, n+1] suivant que T'on a
L(m<L(n+1), L(n)=L(n+1) ou L(m)>L(n+ 1). Il en résulte que L, (x) rem-
plit la condition 3° et que I'on a, pour x>0,

A(x) & g L()<Ly(x)<Sup L(1) = B(x),
=+ <=+

Cest-a-dire
A L) B&)
L) L L@

1l s'ensuit, d’aprés 0.1, que Lo (x)~L(x) (x—>+o0). Enfin, d’aprés le lemme IV,
la fonction L,(x) est infiniment différenciable.

Si la fonction L(x) est convexe et (la ité pour x suffi
grand entraine la monotonie pour x suffisamment grand) pour x=>m (m nombre
naturel ou zéro), alors la fonction Ly(x) sera convexe pour x=>m et possédera
toutes les autres propriétés demandées si on la construit, pour x=>m, come il suit
(voir la figure 4). Supposons qu'il s'agit de la convexité stricte de L (x) pour
x>=m. Posons M,=(v, L(v)) (v=1, 2,...) et tragons la droite p,, située a
droite de x=m au dessous de la droite M, M, et montant ou descendant
avec cette droite-la. Si I'on fixe un point P, sur p, entre les droites x=m
et x=m+ 1 et suffisamment proche du point P,, alors les segments M, M,
et M4, M,, sont situés du méme coté de la droite P,, M, et montent ou
descendent avec elle. En choisissant sur la derniére droite, entre les droites x=m + 1
et x=m+2, un point P,., suffisamment proche de M, on obtient la droite
Ppiy M,yy; telle que les segments My My, €8 M 47 My sont situés du méme
cdté de cette droite et montent ou descendent avec elle. Continuant ainsi, on obtient
une ligne polygonale C: M,, Py Ppy- - -qui a pour x=>m 1équation y=1 (x)
avec la fonction 1 (x) possédant les propriétés 1°—4°. En ,arrondissant” la
ligne C aux voisinages des points Pp, Ppiy,..., Par les parties curvilignes
suffisamment petites, dans le sens du lemme V, on obtiendra la ligne courbe
y=Ly(x) (x=m), ol la fonction L,(x) est infiniment différenciable et posséde
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toutes les propriétés 1°—4°. On peut procéder pareillement dans le cas ol la
convexité n’est pas stricte.

y!

mo mtl m+2 m+3  m+d x
Fig. 4

2.5. Désignons par X la classe de toutes les fonctions a croissance lente.
C’est A la classe suivante de fonctions réelles, définie et appliquée par A. Zygmund
dans [14] (page 299 et plus loin), que nous donnons, de méme que R. Bojanic
et J. Karamata dans [S], le nom de classe de Zygmund de fonctions a
croissance lente.

DEFINITION. On dit qu'une fonction K (x), positive et mesurable sur [0+ ]
et bornée sur tout intervalle fini d droite de x=0, appartient @ la classe de
Zygmund de fonctions a croissance lente si, pour tout 8>0,

X3 K(x) A, xBK(x)NX  (x suffisamment grand).
Nous désignons cette classe par K.

2.5.1. On peut démontrer sans difficulté I'inclusion K, C X, ce qui justifie
le nom de la classe K, On a démontré aussi dans [5], par un exemple, que
K, est un vrai sous-ensemble de K. Nous allons démontrer cependant les
assertions suivantes plus précises:

THEOREME V. 1° Il existe une fonction @ croissance lente L(x) telle
que pour aucun 8>0 on n'a ni

(18) X8 L(x) # (x suffisamment grand),
ni
(19) x-8 L(X)\ (x suffisamment grand).

2° Il existe une fonction & croissance lente et  croissante telle que (19)
n'est valable pour aucun 8>0.

3° 1l y a des fonctions & croissance lente telles que (18) ou (19) est
valable pour quelques valeurs de 8 et pour quelque’unes ne Iest pas.
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DEMONSTRATION. 1° Toutes les fonctions de la forme

[0 4
‘

L(x):(l+ ii'i’f)e‘ (x>0),

ol ¢ (x) est une fonction continue et tendant vers zéro quand x-—>+oo,
possédent la propriété en question. En effet, pour aucun a#0 la dérivée
. .
[Lar
‘
e L@T=|Getxt sinxde!
f O gy
[
—xe1 [a+2xcosx2+o (]e'

n’a un signe constant pour x suffisamment grand.

2° Posons
!
{n? m<x<n*+1)
e hrt<xsityy Ol e
jL(le
¢
c=e' (x=1), L(x)=c(x) logx (x=>1).
La fonction L (x) est évi positive et stri t i pour x>1
et comme I'on a
Vgl o
s Swmled)
c=e st v <e'™! < 4o (x=1),

ce qui entraine que la limite lim c(x) est positive et finie, on conclut que la
xate

fonction L (x) est & croissance lente. D’autre part, avec tout 3>0 fixé,

-8 L(9] =—8 x5! L +x3 19 L+ x-01 e (x)
x
1
=x31L(x) [n(x)—8+———]
log x
prend les deux signes pour les valeurs de x arbitrairement grandes.

3° L'assertion peut étre prouvée par la fonction A croissance lente

x
I <O ge
'
L(x)=(a+x! sinx)e’ (x suffisamment grand; @>0).
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Si 8>a-1!, on a pour x suffisamment grand
x 3 L(x)N et x* L(x) .
Si8<a-!, aucune des deux relations précédentes n’est valable pour x suffisamment
grand.
2.5.2. Citons la caractérisation suivante de la classe K, démontrée dans [5]:
2.5.2.1. Une fonction L (x), définie, positive et mesurable sur [0,+ o] et
finie sur tout intervalle fini, appartient 3 K, si et seulement si

—o0 <D L(x)<D*L(x)<+0o (x suffisamment grand)

XDy L(x)=0 (L(x)), xD* L(x)=0 (L(x)) (x—>+ ).
Ici D, L(x) et DL (x)désignent respectivement la dérivée droite intérieure et
la dérivée droite supérieure de L (x).

En s’appuyant sur ce résultat-1a, on va démontrer le théoréme suivant.

2.5.2.2. THEOREME VI. Toute fonction a croissance lente et convexe ou
concave (non nécessairement dans le sens strict) pour x suffisamment grand app-
artient @ la classe K, de Zygmund.

DEMONSTRATION. Soit L (x) une fonction a croisance lente qui est convexe
pour x>X,. On a alors (L';(x) désigne la dérivée droite de L (x))

— <Ly (X)<oo (X>X,),

L(x+h)—L(x)
h

(20) L' (0)< <L'y(x+h) (x>x,, h>0),

ce qui entraine en particulier que L',(x) est & signe constant pour x suffi-
samment grand.

D’autre part, si A>1 est fixé, il existe, pour un ¢>0 arbitraire, un
X=X, tel que I'on ait
(21 |L(x)—L(x)|<eL(x) (x>xy).

L'4(x)=>0 pour x suffisamment grand, alors (21), d’aprés (20), entraine

L'y (x)|< Lox-L(x) LA L) (x>x, et suffisamment grand),
Ax—x —1 ‘3
c’est-d-dire
x—‘L—L(x)—|<L (x>x, et suffisamment grand).
L(x)
Si L'y(x)<O0 pour x suffisamment grand, on obtient, d’aprés (20) et (21),
L+ )< b)) L (x>x, et suffisamment grand),
AxX—x A— x

Cest--dire
L(x)
L ()

(x>x, et suffisamment grand).
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On obtient dans le premier cas

x|Li@)| __©
L(x) a1
et dans le second cas
fim XL fim ML) b

smtm L) amte LX) A=l
En faisant tendre = vers zéro, on aboutit, dans les deux cas, au résultat
lim XL+ @)
smte L(x)
Done, d'aprés 2.5.2.1, on a
Lx) € Ko-
La démonstration est semblable si la fonction L (x) est concave.

2.6. Dans les énoncés de quelques théorémes de notre travail [2] figurait
la condition suivante concernant une fonction & croissance lente

0.

(22) AL(x)logx< [t-1L()di< BL(x)logx
i

(x>1; A, B constantes positives et finies),
de méme que les conditions qui ne comprenaient que I'une ou l'autre des
inégalités (22), c’est-d-dire les conditions

x
L(x)logx=0( [t L(t)adr) (x—>+o)
i
et
x
[ 11 Ly dt=0(L (x)log x) (x> + o)
i
C’est A propos des conditions précédentes et des conditions
,
(23) L(x)logx=o( [ L(t)dr) (x> + )
i
et
N
(24 [ L@y dt=o(L(x)logx) (x> + o0)
1

que l'on peut énoncer le théoréme suivant:

THEOREME VIL Soient K, (v=1,...,5) respectivement les classes des fonc-
tions a croissance lente qui: remplissent la condition (22); ne satisfont que la
premiére inégalité (22); ne satisfont que la seconde inégalité (22); remptissent
la condition (23); remplissent la condition (24). Aucune des classes K.
(v=1,2,...,5) nest vide. En particulier: toutes les fonctions & croissance lente
définies pour x suffisamment grand par

@5 L (x)=(loglog. ... log x)* (k=2 o réel)
T
ou par

@6) Lu(x)=(log 2)* (@>—1)



172 D. D. Adamovié

appartiennent @ K,; toutes les fonctions a croissance lente définies pour x suffi-
samment grand par =
§ P L(x)= _ (logx?
log x...logx—¢x
(logx x & loglog...logx; k>2; o rél)
T T

appartiennent & F, (CH,) et toutes celles définies pour x suffisamment grand par

L(x)=e®r" (O<a<l)
a la classe F.s(CHKs).

Les assertions générales résultent e celles
Les derniéres peuvent étre démontrées sans difficulté A l'aide du lemme I.

On peut ajouter que l'on a pour les fonctions (25), plus précisément,

[ L@ dt~L(x)logx (x> + )
i

et pour les fonctions (26)

x

f,-l L. () J,NLL,(x) log x (x—>+o0).
at+1

i
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0. Tous les résultats de cet article sont liés & la notion de fonction d
croissance lente dans le sens de Karamata (J. Karamata, 1930 [12, 13]), c'est-
a-dire d'une fonction réelle L (x) définie et positive pour x>0 et possédant
la- propriété

*>0).

On démontre qu’une fonction 4 croissance lente et mesurable sur [0, + oo
est bornée, pour un a suffisammant grand, sur tout intervalle fini [a, 5] (b>a)
et par suite intégrable dans le sens de Lebesque sur chacun de tels intervalles.
Clest pourquoi, dans les applications connues n'étant essenticlles que les
propriétés des fonctions 4 croissance lente pour les valeurs de x suffisamment
grandes, nous allons supposer (sans I'énoncer explicitement) que foute fonction
& croissance lente qu'on mentionne st mesurable sur [0, + ) et bornée sur tout
intervalle |0, a] (a>0).

ans le présent article nous donnons, au moyen de fonctions & croissance
lente, les généralisations et les compléments d'un groupe de théorémes de
A. Zygmund, B. Sz.-Nagy et R. P. Boas [1-9, 14] concernant le comportement
asymplotique et la_connexion entre intégrabilité et convergence des scries
trigonométriques. Quelques unes de ces généralisations, ne se limitant pas &
Pintroduction des fonctions & croissance lente, sont faites dans d’autres directions
aussi. Nos résultats sont contenus dans les théorémes I-XIIL, avec un lemme
auxiliaire. Notons que les théorémes I11-V et VIII ont été démontrés dans

notre article [1] (ot ils sont nommés théorémes 1—3 et 6, respectivement).

er ou simplifier
quelques détails de leurs démonstrations.

0.1. Dans les démonstrations de nos théorémes nous allons profiter des
résultats suivants qui se rapportent tous sauf (VI) aux propriétés des fonctions
4 croisrance lente. Les propositions (-(V) et (X) sont bien connues, les
propasiions, (VI)-(1X) sont démontrées dans notre travail [2] et 1a proposiion
(X1) dans Tarticle [4] de Aljancic, Bojanic et Tom:

Si L(x) est une fonction a croissance Ieme on a
L)
L
uniformément pour & [, bl ok 0<a<b< + oe.

1 (xeioe)
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() Si la fonction L(x) est a croissance lente et si pour la fonction L+ (x),
positive et mesurable sur [0,+0) et bornée sur tout intervalle fini, on ¢
L¥ ()~L(¥) (x~+ ), alors la fonction L*(x) est a croissance lente.

(111) (Théoréme de représentation.) Une fonction L (x) mesurable sur [0, + o)
est d croissance lente si et seulement si I'on'a

T59u
1 (x>0),

ot ¢(x) est une fonction positive el mesurable sur [0, +co) qui tend vers une

limite finie et positive lorsque x— -+ et la fonction < (x) est continue pour
x>0 et tend vers zéro lorsque x>+ so.

L(v=c(x)e

(IV) Si la fonction L(x) est d croissance lente et si a0, alors
XL(X)~> 400, x"*L(x)~0 (x—=+00).
(V) Soit la fonction L(x) d croissance lente et soit, pour x>0,
Li(=x= sup (LM}, Ly (x)=x*sup (==L (1)},
(A o >0,
Li()=x* inf {(t=2L()}, Ly(x)=x—%inf {=L(1)}
Bl o = o
oit I'on attribue a chacune de ces fonctions la valeur 1 pour x—0. Alors toutes

les fonctions L, (x)(v=1,2) sont_d croissance lente (les deux dernidres pour x
suffisamment grand) et Ion a L,(x)~L(x)(x—>+o0; v=1,2).

(VI) 1° Supposons que les fonctions /(1) et g (1) soient définies et intégrables
dans le sens de Lebesgue sur tout intervaile fini [a, x] (x>a), que Pon ait g (1)>0
fes i

(t>a) et que les intégrales [ f(t)dt et [ g(t)dt soient finies. Alors

-
[ e

T s

sous la condition que la limite au second membre existe, comme valeur finie
ou comme oo,

2° Supposons que les fonctions f(1) et g(t) soient intégrables dans le sens

de Lebesgue sur tout intervalle fini [a, x| (x>a) et que I'on ait g(t)>0
(t>a) et

JeWdi=s  (x-io).
Alors :

[ r@ya
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sous I'hypothése que la limite au second membre existe, comme valeur fini ou
comme oo

(V1) Soit L(x) une fonction d croissance lente. Alors:
I° La série S n~'L(n) et Pintégrale [ ' L(0)dt sont équicomvergentes.
=) i
2°0na
L(A):a(/. r"‘L(A)dt) (x4 o0).
b
3° Soit
(D) Sy L), S(x) e L@ dn S* (e PREIAON
=1 Ex
i
SIS = o0, 0maS (x)~S* (x) (x—+ ) ef ces deux fonctions sont d croissance lente.
4 Soit

(Dy) R(x)‘*;fj_l"L(l)tlx, R (x) % 3 v=1 L(v).
E-A

Si 3 < +o, ona L(x)=0(R(x), R*(X)~R(x)(x—+c)et ces deux fonctions
sont @ croissance lente.

Dans ce qui suit on va employer les symboles 3, S(x), S*(x), R() et
R* (x) avec les significations définies par (D)) et (D,).

(VIU) Soit la fonction f(x) non croissante et inférieurement bornée dans
Pintervalle (0, 8) (3>0) et soit” L(x) une fonction & croissance lente. Alors:

* La convergence (vers une limite finic) de Pune des intégrales

:f.\"L(l)d/(x) o A[x’ '[( )f(*)n (x>0)

entraine la convergence de Iautre et que

/(x)f:«-'L( !-)m 0 (x-t0)
1

‘o
2° Sous Phypothése

[ L@ydi< 400,
i

la convergence de Pune des intégrales

fk(,i—)d/(x) o fr"L( )f(x)d\
o 3
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entraine a convergence de Pautre et que
R(»l )f(x)AU (x> 40).

IX) Pour toute fonction a croissance lente L(x) il existe une fonction d
croissance lente et infiniment différentiable Ly(x) telle que I'on ait:

1 Ly ()~L(x) (x—c).

2 Lm=Lm)  (1=0,1,2,..).

3° Si la fonction L(x) est monotone, pour x>0 ou pour x suffisamment
grand, alors Ly(x) a la méme propriété.

4° Lénoncé correspondant au précédent qui concerne la convexité est aussi vrai.

Le théoréme précédent implique que dans les énoncés de nos théorémes
LXIIL, de méme que dans ceux des autres théorémes abeliens et tauberiens ou
de la théorie trigonométrique oi interviennent les fonctions 4 eroissance.lenre
(exemples: les résul-ats dans (3], [4], [S] et [6]) on peut supposer, sans restreindre
la généralité, que foute Jonction d croissance lene L (x) en question a pour x>0
autant de_ dérivées que Ton veut et de méme que, dos que Ion introduit une
condition de monotonie ou_de comexité relatie L (), il wimporte si Pon y
soumet L (x) ou seulement la suite correspondante L (n)(n

(X) Soit K la_classe de toutes les fonctions a croissance lente et K, la
classe de Zygmund ([15), tome 1, p. 299) de toutes les fonctions K(x) positives
et mesurables sur [0, + o) et bornées sur tout intervalie fini [0, a](a>0) pour
lesquelles

WKE) A, xPK@ND (x suffisamment grand; $0).
Alors K, est un veai sous-ensemble de K.

(XD) Si L(x) est le produit de deux fonctions & croissance lente monotones
LO@) et LD(x) (ou bien de deux fonctions d croissance lente telles que
LO @) 7, LD ()N) et a0, alors

S L= DL 1) <M @n L) (~1,2,. pA

M (a) étant indépendant de n.

0.2. Dans la_démonstration du théoréme 1 on va profiter du lemme
suivant.
Lemme. Soit la fonction heo mlégmble dans le sens de Lebesgue sur tout

intervalle [¢, 7] (0<<<m) et soit L(x) une fonction d croissance lenge. ef y=~0.
Alors la relation asympiotique
) h(mxr-1 L( ! ) (x—~+0)
x
entraine

fh(l)dz~ ! .wL(—ir) (v=+0).

Le symbole /)1 désigne que 'on a /(x)>£(y) pour x>y. On admet la signification.
coxmsnandnmc de f(x) et des méme symboles pour les suites,
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En particulier, pour >0

JIV‘L( >m~7va( ) (x=+0).

Démonstration. (1) entraine

hx) x(X)YV’L(i).

ob lim a(x)=1 et la fonction a(x) est intégrable sur [e, =] (0<c<=). On
o

obtient alors, d'aprés (III) et (VI) (assertion 19),

f.m wor(Da

1. Le des séries tri étriques de sinus et
de cosinus pour x— +0.

A partir dici, on va sous-entendre que toute fonction désignée par L (x)
est @ croissance lente sans I'énoncer explicitement, Comme nous 'avons déj
dit, on peut supposer partout que L(x) a autant de dérivées que 'on veut.
L'intégrabilité de la fonction /(x) sur Iintervale (0, %) sera partout désignée

par f(x) € Z (0, m).

Les considérations dans ce se rapportent au
asymptotique des séries

@ 2= 3 bysinnx
i
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et

1 a
[6) S0~ a5 ancosnx,

pour x>0, sous Ihypothése que a,0, b, 0 (1), ou sous quelque autre
hypothése qui assure Ta convergence de ces séries pour x & (0, 7).

Comme résultat initial dans ce domaine, on peut considérer les formules

S nv cos mxmext=1 T (1— ) i :
) =t (x> +0; 0<y<1).

3 nsinnx~xt=1T (1 —y) cos sz
£

Pour la démonstration voir, par exemple, [15](I, pp. 298—299).

Quant aux séries de sinus (2), Hardy [10] a démontré en 1928 que,
sous Phypothése 5,0 (1), la relati

ion
) by~n=t (ns0; 0<y<1)
entraine

© L

En 1931 Hardy a établi que, inversement, sous la méme condition, (6)
entraine (5). Plus tard ce résultatld a été étendu a lintervalle 0<y<2 tout
entier [11). On a obtenu des résultats analogues pour la série de cosinus.

Dans [4] et (6] Aljancic, Bojani¢ et Tomi¢ ont généralisé le résultat cité
relatif & la série de sinus, par la proposition suivante:

Soit 0<y<2, b,\0. Alors

[©] by~n=Y L (n) (n—o0)

entraine

®) g(\%xHL(i) F-y)cos™  (x=10)
* 2

et inversement, (8) entraine (7). Pour 1<y<2 (8) est valable dés que
©) by=n~L(n),

sans la condition by, et pour 0<y<1 (8) est aussi valable si I'on a (9) ok
L(x) est produit de deux fonctions monotones a croissance lente.

Ici nous ne nous intéressons qu'ad la partie directe de ce théoréme-la,
cest-a-dire & I'énoncé des conditions suffisantes pour (8).

On a des propositions analogues sur la série de cosinus (3) avec

a=n=TL) O0<y<I).
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Dans [4] et [6] Aljancic, Bojanié et Tomic ont aussi étendu, au moyen de
fonctions 2 croissance lente, I'énoncé direct et Iénoncé inverse do leur
théordme cité au cas de la séri de sinus avec y~0. La partie directe de ce
résultat est formulée comme il suit:

Soit L(x) une fonction & croissance lente et convexe qui tend vers zéro
lorsque x—+ . Alors

S L@nsinnx~ I»L(l) (x> +0).
At X X

ans sa monographie [15], A. Zygmund, employant Ia notion plus étroite
de fonction ' croissance lente, & savoir I notion de fonction appartenant &
Iaclasse K, de Zygmund ((X) dans 0.1), étend les propostions do type
considéré pour les scries de sinus ot pour celles de cosinus aux cas y0 o
Y-1 et puis, par ,lintégration, qu'il omet d'expliquer de plus prés, &
quelques autres intervalles et valeurs entiers de y ([15], tome I, pp. 298305
et page 366, problémes 11 et 12). Nous remarquons copendant’ que l'on peut,
en modifiant et étant les dé ions cors contenues dans
les travaux des auteurs cités, formuler tous les résultats de Zygmund avec la
notion_générale de fonction & croissance lente et aussi avec 16r variantes de
conditions dans les résultats de Aljancic, Bojanic et Tomic. En outre, on peut
donner, & Taide de Pinduction mathématique, une forme fermée & Lextonsion
des énoncés & toutes les valeurs entiéres non négatives de y et a fous. les

intervalles entre ces valeurs—Ia.

1.1 Tous les résultats et toutes les remarques qui précédent (concernant
les énoncés directs) sont contenus dans le
Théoréme . Avec les désignations
(10) fr) =S v Lmcosnx, g, (x) - 3w Lnsinnx,
& &

les assertions suivantes sont valables:
1° Si la fonction L(x) est convexe et tend vers zéro lorsque x- o , alors

1
8 (9~x ‘L(—) (x+0);
P
si-en outre la fonction x[L(x)—L (x+1)] est a croissance lente, alors

oo o] e

{~— Z:rz r (i} (x=+0), si la fonction —xL'(x) est @ croissance leme].
x

2 Pour Y&k, 2k+)UQRk+1, 2k+2) k=0,1,2,..) on a

2 ety
B T )
Z@v—D!
(11 ~XY"L(%) I'(1—v)cos ’2‘ Y (=+0),

9 Publications de lnstitut Mathématique
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oit Pon wécrit pas la somme si k=0; pour v € (0,1)
a2 /,(x)~x'*'L( )I‘(I—Y)slnf\r (6 40);

pour yE (2k—1, 2k)UQ2k 2k+1) (k=1,2,3,..))

e
a3 19— z (Zv‘)’,xz Foan©
2,

~w—'1.( )F{l—y)sm Y x-+0)

les relations (1) avec y& (2k+1, 2k+2)(k=0,1,2,...) et les relations (13)
avec Y€ (2k, 2k+1)(k=1,2,3,...) ont lieu dés que L(x) est une fonction @
croissance lente et les relations (11) avec y & (2k, 2k+1)(k=0,1,2,...), les
relations (12) et les relations (13) avec y € (2k—1, 26)(k=1,2,3,...) si une
des conditions suivantes st encore remplie

(©) XYL ()N

(C) L(x) est produit de deux fonctions a croissance lente monotones.
3° En supposant une des conditions (C,) ou
(&) XTLX)N

remplie, on a

(-1 PR A
19 -3 EV et @m0 T ST (1)

Ly L ey
49 =3 S e O~ D (“_WL(X),

e
L @v—

SR s
1) S =5, GI e @t s ()

(o4 0; k=1,2,3,...).

<1s)g,k<x)—kz

- e
P @~ D[ )] 7

Si z<—ec,

=1 2 1
18) x’V’ ~(— 1
18 &)— 2 avi fakriean (0~( 1)*(” b R()(),

M X2 1
19, — \ ~(— 1)* e
09 oy 0= 3 O i O~ D T 2},k(x)
(0 k=1,2,3,...)
Pour k=1 on nécrit pas les sommes (14), (16) et (17).

4° Sous la condition (C,) les séries (2) et (3) avec O<y<1 convergent
wniformément pour x & [8, 27—8] (0<3<m)
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otons que la condition particuliére de la scconde assertion sous 1° est
remplie si la fonction —xL’(x) est & croissance lente.

Dans les résultats é cités de Aljancic-Bojanic-Tomié sont
‘contenus la premiére assertion 1°, la r:lallon (11) pour Y£(0, ) U(1, 2) et
la relation (14) pour k=1, tout cela sous les conditions correspondantes citées
dans I'énoncé de notre théoréme. La seconde assertion 1° et les relations: (12);
(13) avee v (1, 2); (15—(19) pour k1 sont démontrécs dans le livre de
Zygmund, mais sous des hypothéses plus restrictives que dans notre théoreme,
11 faut remarquer que les hypothéses de la seconde assertion 1° chez Zygmund
ne sont pas plus restrictives en raison de la plus large notion de fonction a
croissance lente dans notre énoncé, laconvexité de la fonction L (x)a croissance
lente entrainant L(x)& K, (théoréme VI dans notre travail [2]), mais parce
que la fonction —xL’'(x) est remplacée dans le théoréme I par la fonction
X[L(x)—L(x+1)], supposée i croissance lente (dans le sens plus large) et
que, d'autre part, si la fonction —xL'(x) est & croissance lente dans e sens
de Zygmund, la fonction L(x) est convexe: effet, alors —L'(x)=
=X [=xL (9N

Démonstration. Ce que nous avons & prouver encore, nous allons le
faire dans orde suivant:
a) lassertion 4%
b) la seconde assertion 1%
©) la relation (12);
d) la relation (11) avec k=1,2,3,
€) les relations (17) et (19) avec
f) les autres cas des relations (14)— (19) =

cl les relations (13);

) En supposant la condition (C,) remplie et avec un y < (0,1) fixé, on
obtient, d'aprés (XI), pour x & [3,27—3) (0<d<),
[ |
S vrL()sinve

W& |

1 )
cos (m + ) \‘-»cos(v‘—)x
5 . 20

} L)~ DI L+ D)-
|

+p~7L(p)

gee! [ ’g [V LG)—( + )L+ 1) \p"‘L(p)]
e

o
sin

< ‘s [M () (m+ 1)=rL(m+ 1)+ p~ L(p)).
sin 5
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On obtient la méme majorante, d’une maniére tout-a-fait semblable, dans le

cas de la série des cosinus. Cette majorante-ld ne dépend pas de v et tend
vers zéro lorsque i, p—oo .

b) Il résulte des hypothéses sur L(x) que cette fonction est non croissante
pour x suffisamment grand et tend vers zéro quand x-+ o . Par conséquent,
pour un nombre naturel 1, on a

0) S Lm-Le+)= $ L@—Lot D<o
On obtient alors, en appliquant la sommation partielle (0<x<r),
f L(mycosnx= lim > L (n)cosnx
Zi v a1

sin (n + l)
et )

=lim{ 3 [L@m—Ln+ 1]
moe | Sy

2sin ¥
2

sinnx cos - 4 cos nx sin
= 2 2 1
SSue—rosy——2 21
S 2sin &
2

(Zlg %)4 S (LO)—L(n+ D]sinnx+ ;4 3 L) —~L(n+ D] cosnx—1)
< &

@1 = (zxg-;)“' zxn“n[L(n]f—L(nv 1)]sinnx+0(1),
puisque, d'aprés (20),

:; ii[L(n)—L(n—Ll)](cosnx——l)J( i"L(n)-—L(nv i< 0.
D'aprés I'hypothise, x[L(x)—L(x+1)] est une fonction & croissance lente et
A AL @) L@ D] -Le)~L @+ )N,
de sorte que, d'aprés (14) avec k-1, la dernitre somme dans (21) a le

comportement asymptotique de la fonction r"[L(L)—L(—l " 1)}’25 @
G

entraine alors I'assertion en question.



Généralisations de quelques théorémes de A. Zygmund,

133
¢) La premiére des formules (4) peut étre écrite sous la forme

S nrcosnx x"’[‘(l—y)sin%*(Jra(xV*‘) (x~>+0; 0<y<l),
=
d’on, pour 0<y<1,

X

S Len cosnx—T (1—y)sin -y
1

e 3 [0

T l]n"’cnsnx-o(l)frT(x) ~oil) (x+0).

11 suffit, donc, d’établir que T(x)~0 (x—+ 0).
On a, avec 0<3<1<A< +o

(3,3, )

-

+x17| Y mteosnx

st

S L()nvcosnx

o}

]n"cosnxi + L;;'T)l S L()nrcosny
s
22)

4l z n’ngnx‘*T,*Tzi»T, F T+ T,
On a ensuite, avec y<B<l et en désignant par M,, My, My, My, My
M}, M, des constantes positives, d’aprés (V),

T <

L(Xﬂ) 2 L (n)n=r -8 cos nx]

<=

ot
e, S, (6TLO) 3,

=

o
<M{11(§—)B_'L(—s—)f1-m
Lx\x x
b
<M, 5-r LExY
L(x

@23)
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et, comme cas particulier,

(24) T,< M, 81
On obtient
ex 5 | L® —1 n~t{cosnx|
2oealiey
2
<xi=r Sup i(')‘4| S mv<xer sup ‘5(%71‘1“ vt
St | LG [y taitlle) )

vyt ;
SV i L Y !,L(’l‘,”_
ALeYy |

@5 <
- sl

D'aprés la_majoration que nous avons déja fait dans a) (le cas des cosinus,
comme nous I'avons dit, est tout-a-fait analogue & celui des sinus) et d'aprés
(1), nous avons

| Ms  xt—
S L@nreosnx|< Ly PN D (s
>t ! sin -
H 2
.
@) <M L@ @y - LA
sin LG sin X LG
2 2
et, comme cas particulier,
@n Ty<M—X_A.
sin

2

D'aprés les inégalités (23)—(27) et les propriétés correspondantes des
fonctions & croissance lente, on obtient, faisant dans (22)x— 1 0,

THm | T(x)| < (M, + My)Si-r (M + Mg) A,
x40

ol (340, As 4 20)
lim 7T(x)~0.
xo

d) D'aprés le résultat de Aljancié, Bojanic et Tomié, la relation (11)
est valable pour k=0 et cela sous une des conditions (C)) (i~ 1,2) si y & (0,1)
et sans condition particuliére si y € (1, 2). On en déduit, pour v & (0, 1) U (1, 2)
et sous les mémes conditions pour chacun des deux intervalles, par Pintegration
de 0 & x(0,27), ce procédé étant justifié par le lemme de 0.2,

Fen (x)—ﬂ+,<0>~—i‘L(i) P—peos Ty (xs+0),
Y x 2



Généralisations de quelques théorémes de A. Zygmund, ... 135

Cest-d-dire, pour € (1,2) U (2.3),

xr-1

S )—f O~
¥

L3 1
a+ l—y)cosfz-(y—l)»L(:)

art LT 1
- a—pra—ysnZyL()

:x"‘I‘(l**{)L(L)sini'(.
*)"
cette égalité étant valable sous chacune des conditions (C)(i=1,2) si Y€ (1,2)
et sans elles si 7€ (2, 3). Les assertions (1) et (13) sont done valables pour
k=0 ct pour k=2 respectivement. Si on les suppose valables pour un nombre
naturel &, on établit, de la méme maniére que la-dessus, en intégrant de 0
A x et en profitant du lemme, leur validité pour le nombre naturel k+1 et
cela sous les conditions correspondantes. C'est donc par induction mathématique
que Pon vient dachever la démonstration de toutes les assertions 2°

¢) Supposons une des conditions (C) (i~ 1,2) remplie. Si 3 =+, on
a, daprés (IV) et VI,

£i@~ 3 Licosnx
2

=3 wLe)— 3 nt L) (1—cosnx)
f i

net n<t

+ zlrr|L(n)oosrlxﬁs-(%) 3D,

1 1
28) :s(—)+o(s(7))+2‘—:§z.

x x
Comme (P,, P, constantes positives), d’aprés (V) et (VII),

AEDS n“Lln)(l—cosnx):<%xZ S L@
) ot

PLECRLIF (tL/t)}<P,L(L);a(S(—J»))
2wt E x
et, d’aprés la majoration dans a),

A
|Zal<— 1(}') Ll
2

sin

on déduit de (28) I'assertion (17) pour k=1.
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Si Pona 3 <+ (sans autre condition) la série £, (x) est convergente et

SO0 5 1 L) (1 —cosnx) = z‘ n"L(n)(l‘cc;"X)+Rt(jl‘_)
&
et

29) ~§ L (n) cos nx = R( )+a( (%))‘Z:*Z.

On obtient de. nouveau, de fa méme maniére que plus haut,

i-0( (). 1d-0(2(3))

et par suite, d’aprés (VID),

@0 \Z,\:o(R(%)], \z‘yrn(k(%))_

Les égalités (29) et (30) entrainent Passertion (19) avec k= 1.

) Daprés ce qui préckds, ls reltions (14, (17 et (i9) sont valables
pour K1 sous les conditions correspondan intégrant, dans le sens du
Temme, Ta reation (14) de 0 . on abouti

G ACRES ,«L(i) (x-+0),

o

Clest-i-dire a la relation (15) pour k= 1. En intégrant les relations (17) et
(19), sous les conditions
relations

s

B@- A O~—R(L)  (i0 S,

re aux_relations  (16) et (18) pour k1. On a sinsi prowé _toutes
ns (14)—(19) pour k ~1. Pareillement, en intégrant de 0 & x selon
Ie lemme, de Phypothise que toutes 1o assertions (14)—(19) sont vraies pour
le nombre naturel k on déduit leur validité pour k+1. Clest donc par
induction mathématique que I'on prouve toutes les assertions (14)—(19).
. Aux résultats précédents sur le comportement asymptotique des
séries (2) et (3) nous ajoutons l'estimation suivante de la série des modules
des termes de la série g, (x).
Théoréme IL Sous une des conditions (Cy) et (C]) (Pénoncé du théo-
reme I on a

S wiL@sinns~ S it L@sinne (40
£ &

Si 3 <+, cette relation est valable sans conditions supplémentaires.
Démonstration. Soit d'abord 3 = +0. On a alors

S L@lsinnx - 3 + 3
=
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<x 3 L+ S

cor(t)ofet)

_xs'(l)(uo(l)) xS( )(no(m

et, d’autre part, d’aprés le théoréme I,

= e 1 .
"zln 2L [sinnx|> 5w l»L(n)smanrs(;) (x=+0);
donc,

ot

> n’ZL(anmnx\MrS( ) z 2 L (m)sin nx (x> +0).

Si S<4w,ona
S wrLefsinne<x S w1 L@
"X =

dautre part, daprés le théoréme I,

S nr L sinnx|> 3 w2 Ln)sinnx~x (e 0);
done, o

S wL(isinnx|~x S~ 5 nL(w)sinnx (x=+0).

1 &

1.2.1. De la méme fagon que les inégalités dans la démonstration pré-
cédente, on peut déduire les deux estimations suivantes:

e} S L@ [sinnx|<
2

(0<e<y; x>o et suffisamment petit; | <y<2);

i Y L(n) |sinnx|<x i n=r L(n) >2),
It 5

valables sans aucune restriction pour L (x).
(@ suivre)
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2. Généralisations des théorémes de Zygmund et B. Sz.-Nagy
On suppose dans ce paragraphe que les fonctions g(x) et f(x) soient
non croissantes et inférieurement bornées pour x & (0, w) et que I'on ait
EELO,m). f()ELO ).

On désigne par b, (11,23, ...) les coefficients de la séric de sinus de la
fonction g (x) et par a,(n 0,12, ...) les coefficients de la séric de cosinus
de la fonction f(x), c’est-i-dire

.-
= | g(x)sinnx =123 ..),
/

2 [/(x)cosnxd.\» (=012, ..).
=

Ici les nombres a, sont les coefficients de Fourier de la fonction f(x) et les
nombres b, ne le sont pas nécessairement pour la fonction g (x).
Les deux théorémes suivants sont dis & A. Zygmund [14] et a
B. Sz.-Nagy (7):
(A) Soit 0<y<l. La série
Snth,
=1
converge absolument si et seulement si

x-lg(x) € Z (0, 7).
(B) La série

(32) Snva,
S
* La premiére partic de cet article, sous le méme titre, a éé publiée dans ces
.,Publications*, t. 7 (21), 1967.

37
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converge absolument si et seulement si

¢33 XU E Z0. ®)
ou bien si et seulement si
(34 S(¥)logx e _#(0, ),

suivant que I'on a 0<y<1 ou y=1.

Zygmund a obtenu ces résultats pour le cas y=1 et B. Sz.-Nagy dans
le cas général.

De plus, B. Sz-Nagy a démontré que déja la sommabilité
la série (32) entraine (33) ou (34), selon le cas.

Les résultats précédents peuvent étre généralisés par les théorémes suivants,
ol intervient la fonction & croissance lente L (x):

©€ 1) de

Théoréme TIL. Soit 0<y<1. La série
S nvLeb,
comerge;absolunient St56t‘seulorentsi
et L(:{—)g(x)‘;—' 0,7,

Théoréme IV. Soit 0<y<1. La série
35) S nrLwa,
L
comverge absolument si et seulement si
36) xr-t LG) fME L O, 7).
Théoréme V. Soit 0<y<1.

Si x~1=Y L(x) x pour x suffisamment grand, de la convergence de la série
(35) résulte (36).

Si X~YL(X)\ pour x suffisamment grand, de la sommabilité (C, 1) de
la série (35) résulte (36).
Théoréme VL. La série
G7) S Lewya,
=
converge absolument si et seulement si

0] s(1)rwezom

Théoréme VIL La relation (37) résulte de la convergence ou de la
sommabilité (C, 1) de la série (37) suivant que l'on a, pour x suffisamment grand,
seulement x~2L(x) \ ou déja X~ L (x) .
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Pour L(x)=1 le théoréme III se réduit & (), les théorémes IV et VI
se réduisent @ (B) et les théoremes V et VII i la remarque supplémentaire
de B. Sz.-Nagy.

On peut ajouter aux théorémes précédents le théoréme suivant, relatif
au cas de la série de sinus et de y=0, non compris dans les résultats de
Zygmund — B. Sz.-Nagy.

Théoréme VIIL Soit L(x) convexe et tel que T< + oo. Alors la série

S b, L (1)
converge absolument si et seulement si

1

r‘L( —)g(x);’:[(o.ﬁ.
x
En 1958 nous avons donné dans [1] une généralisation des théorémes

(4) et (B) différente de la précédente. A savoir, cette généralisation-la_con-
tenaient les mémes énoncés des théorémes 1V, V et VIII et Iénoncé du

théoréme 11T avec 'intervalle plus large (0.2) pour y; les énoncés suivants y
figuraient au lieu des théorémes VI et VI, respectivement:

(VI') Soit
(38) 0<AL(@logx< |1 LOd<BL(x)logx (x>1)
d
(4 et B constantes). Alors la série
39) S w1 LGya,
P
converge absolument si et seulement si
1 1
“0) FL(S Yo € 0.7
(VIT') Soit
(41) JrL@d=aL@logs  (x>1).

Alors (40) résulte de la convergence ou de la sommabilité (C, 1) de la
série (39) suivant que, pour X suffisamment grand, la. fonction x=2L(x) seulement
ou déja la fonction x~' L (x) est non croissante.

Ici, dans le théoréme III nous nous limitons & Vintervalle (0.1] pour v,
en vertu du résultat concernant L'intervalle (1,2) obtenu en 1962 par R. P. Boas
(théorémes (C) et (D) dans 3), qui est, pour L(x)=1,1<y<2, plus générale
que Iancienne variante de notre théoréme III et que nous avons, dailleurs,
réussi & généraliser au moyen de fonctions 4 croissance lente (théorémes 1X
et X). — Les théorémes VI et VII sont plus généraux que les théorémes (VI')
et (VIL'), puisque les premicrs ne contiennent pas les conditions restrictives
(38) et (41) et puisquion a (37) < (40) sous la condition (38) et (37) = (40)
sous la condition (41).
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our  compléter I‘exposé sur notre sujet, nous avons cités tous les
lhéorémes I — VIIL Les démonstrations des théorémes Il — V étant
contenues dans [1], nous nous limitons ici & exposer les démonstrations des

théorémes VI — VIII, celle du dernier puisque sa démonstration dans [1]
n'était pas correcte.

2.1 Démonstrations des théorémes VI—VIII

2.1.1 Démonstration des théorémes V1 et VII. D'aprés Passertion 1° de
VI, avec L()=1, [(x)E€ F (0, n) entraine Ilexistence de Iintégralc
[xdse et que xf(9>0 (x>+0) et, par conséquent, existence de
d

{sinnx-df(x) et que £(x) sinnx—0 (x> +0). de sorte quune intégration

F
wn

par parties donne

S () cosnxdx =

tim, f(3)sin nx— / sinnx- d/(x)]

o

- —ifsin nx-df(x);
n
3
done,

2

5 [sinnx~d/(x) (=12
=,
s

Nous allons démontrer d’abord que (37) entraine la convergence absolue
de la série (39). Nous démontrerons ensuitc la seconde, puis la premitre
assertion du théoréme VII et, enfin, que la convergence absolue de la séric
(39) entraine (37). Toutes les assertions des théorémes VI et VII étant triviales
si Z< + o0, nous allons supposer jusqu’a la fin de la démonstration que I'on
ait = ¢ co.

Daprés (42) et la ion effectuée dans la ion du théoréme
11, on a, avec une constante positive M,

SrLmia <2 ] S L sinnx | d[—f ()]
i =&
<M[xs -1

On en conclut, d'aprés (VIII), que (37) entraine la convergence absolue
de la série (39).
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Supposons que la séric (39) soit sommable (C, 1), cest-d-dire que
la suite

Loa-—2 vﬁl(lf:)rZL(v)sinvx-df(x)
i

--2 [rewe
P

tende vers une limite finie lorsque n —oo et que P'on ait x~' L(x) ™ pour
x>m (m nombre naturel). Soit

x
w1700 @D S
s ————=  6=123, ..
2sin =

2

Alors
P, (x) §,(‘* : )V-IL(v)sinvx

vil

| [ O (e IR ) (RO

,ig:[(l-:)rlL(v)~(|—V:l)(v- 1)-2L(w1)]sv(x)
| et st
@3 4(177) Ls =S +[z —L(l]sn(x)]
o
La suite

P (x) + PO ().

m,,,,dg'(l—%)v’zL(v)—(lﬂy;‘)(v— DL+ 1)

B L = DL D B L= DT LE D] (vEnl)
n

est positive pour v>m et, pour un vm fixé, non décroissante par rapport
a m; en outre,
@p >V L) —(+ DL+ D=0, (n—>o0).
En profitant du fait que s,(x)>0 (0<x<m), on en conclut que les

fonctions de la suite P{"” (x) sont non négatives et que cette suite tend vers
st -
P)=lim 3 s, ()= 3 @5 X).

(La derniére égalité, d’aprés ce qui précéde, se justifie par le fait suivant,
aisé a démontrer: si 0<a,,, 7%, (n1->20; v—m, m+1, .

I ez
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On obtient de (43)
@4 [ PP @at—f 1<l [Py dro | +| [ PO dree)!

Comme, d'aprés Ihypothése, lim [ P, (x)df (x) est fini et que la fonction P (x)
—
est, selon (VIID), intégrable par rapport & £(x) dans (0, 7), on déduit de (44),

tenant compte de la non negativité des fonctions P{”(x), que la fonction P(x)
est intégrable par rapport & f(x) dans (0, ).

Or, comme nous allons le montrer tout de suite,
(45) p(x)>M,xs(—') (M, constante positive),
x
H J -
dol résulte que Pintégrale | xs(';) df(x) est finie; donc, d'aprés (VIII),
H

s(Hjwes o

Pour achever cette partic de la démonstration, il suffit, donc, de démontrer (45).

. E
:V(u)>3(2Y'f—‘x) :lx(vf >
w2 ) TR
et, pour x suffissamment petit, d’aprés (I) et (V),

P(X)= 3 s, () 2LG)—(+D2LE+1)

=

P> (v+%>2[\r1L(v)—(v+l)’zL(w‘l)]

1o
mipvigal

I
= 2~xf (,7,;7)‘”7,.,”1)]

\[(1 ;)zr”L(/)

st
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2 1y = 3y -2

> x| (m ) m’zl.(m)—(-( ) Kﬁl) L 1771)
= 2 2 \x B

Ia

+ szr' L@ (d:)]>%

pesti-saliifpusts)

avec les constantes positives My, M,, M,, M. Ici on a mis & profit la rela-
tion 2° de (VII).
Si P'on suppose que la séric (39) converge, Clest-a-dire que la suite

.il VL ()a,~ 7:2_f>;‘ V2 L (v) sinvxdf (x)
§

tende vers une limite finie lorsque n— o0, et que v=2 L(v)x pour v/ (I nombre
naturel), on obtient, d’une maniére analogue que ci-dessus,

0.0 S L@sinyx
-

E E‘ 2L )=+ D)2 L+ D] s, (X)—L (1) S (x)+n72 L (1) 5, (x)
S

55 [2 —L(l)sa(x>]sg‘~"<x) o0 (),
ot 0% (x) est une suite de fonctions non négatives, et 'on en déduit Pinté-
grabilité de la fonction P(x) par rapport a f(x) dans (0, 7). On en obtient

de nouveau (37).
Soit enfin

S L) a,| - K<+ 0.
P

Alors, daprés (V),
>$ v =S - la.|
K>§‘v L()|a, \>V§ oi',‘; L} a)
L) av\:vilv"h(v) Ji!“"”"'[‘ﬂx”,
f{z V—ZP‘(~;)sinvx:|d[—/(x)]i
=

o

I
== [ Re®) A=/
-
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On a x7' L, (x)N(x>0) et par su'te

R,(x)= 3 v2L, () sinvx
&

L 00 DL D)5, 09— Ly (1 sy
&

R (x) = Ly (1) (x),
ol R’(x) est une suite de fonctions non négatives et la fonction 50 (x) est

intégrable par rapport & f(x) dans (0, =). Par un procédé semblable a celui
employé plus haut, on obtient

Ry (x)=MqxS, (l) Ry (x)= lim R (x) (M, constante positive), avec
=\ v

der ¥
S, (x)= [ L, (1) d.
Jru
Etant donné que, d'aprés I'assertion 3° de (V1), s,( ‘—)NS(—‘—)(X—-»{ 0),0n
~\x/ x
en déduit
Rn(x)>M,xS(—> (M constante positive).
x
On en obtient (37) en sappuyant sur (VIII).

2.1.2. Démonstration du théoréme VIII.

1l résulte des propriétés supposées de la fonction L (x) que L (x)~»0
(x> +70) et aussi que. d'aprés (VII),

J:-'L(;)m‘ ;[r*’L(l)d1<*w,

1L (%) A

Cest-d-dire que

On en conclut que les deux conditions dont le théoréme VIII établit I'équiva-
lence sont pour g(x)=const automatiquement satisfaites, et I'on peut supposer,
sans restreindre la généralité, que g(=—0)=0. Les coeffcients b, sont alors
donnés par

by~ »lj,(l—cosnx)dg(x)>0.
5
En effet, daprés assertion 1° de (VIII) (avee L(x)= 1), xg(x)E(0, )

entraine I'existence de l'in!égrale_/ x2dg(x) et que x2g(x)—>0(x—>+0), et
0
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par conséquent I'existence de [ (1—cosnx)dg (x) et que (1—cosmx)-g(x)—>0
H

(x—>+0). Donc, cn tenant compte de g(=—O0). une intégration par parties

donne

by=2 fg(x)ﬂn nxdx=-2[— lim g(x)(l—cosnx)]—f(l cos nx) dg (x)
= T b0
o 8

w? 1 (1 —cos nx) dg (x).
Iy
§

Par conséquent, b, >0(n~ 1, 2, 3, ...) et, d'aprés le théoréme de Beppo-
~Levi, la série

S Layb,- 2 I [Z w1 L () (1 —cos 71x]](lg(.\')
=i .
ik

converge (absolument) si et sculement si Iintégrale au second membre est
Fni. Or, daprés le théoréme 1,

= 1
=1 - 5
3 L (1—cosn) R( () (x—>+0),

de maniére que Iapplication de (VIII) conduit & Passertion du théoréme VIII.
3. Généralisation des théorémes de Boas
Dans ses travaux [8] et [9], R. P. Boas a démontré les théorémes (C)—(G),
qui étendent le théoréme (4) & lintervalle [1, 2], en affaiblissant les conditions
pour 1<y<2 et pour lassertion dans une di le cas et
donnent un analogue du théoréme (B) pour la série de cosinus gencral!scc
définie par Boas, sous 'hypothése

X f(x)e (O, n).

comme la série de cosinus aux coefficients

(46)

—271 [ (1—cos nx) f(x) dx n=1,23..)
0

(pour P'explication voir (8, 9]). On n'y suppose pas la monotonie des fonctions
2(x) et f(x)-
(C) Soit 1<y<2 et

%) B /'g(x)sinnxdx n=1,2,3, ..
™ J
J

Alors
“8) xlge s (0, )
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entraine la convergence absolue de la série

(49) S nvh,.
=1

) Soit 1<y<2, g(x)>0 pour x& (0, 7) et (47). Alors la convergence
de (49) enlmme (8).
(E) Soit g(x)>0 pour x& (0, %) et (47). Alors la convergence de la série

5 11, entraine g (x) & (0, 7).
-

(F) dvec la formule (47):
-
0 wWlog Le 7 0n
x
entraine la convergence absolue de la série
(51) S n2b,.
&
2 Si g()=0 (0<x<x), la comvergence de (51) entraine (50).
(G) Soit 1<Y<3, 2 f() € L0, m), £(x)>0 (0< x<r) et les coefficients
a, soient donnés par (46). Alors la série > n7ta, converge absolument si et
-
seulement si x71 f(x) € F (0, =)
Nous généralisons ici les lhecr:mc_s (C)—(G) par les théorémes suivants,

dont le dernier est pour (G :
de fonction & croissance lente et élarg'ssement de Pintervalle pour y:

Théoréme IX. Soit 1<y<2 et (47). Alors

2 L Hswe s o.n
%

entraine la convergence absolue de la série

(53) S v L()b,.

Théortme X. Soif 1<7<2, (x>0 (0<x<). xg ()=, 7 (O, ), @7)
et X\ L(x)N. Alors la convergence de la série (53) entraine (32).
Théoréme XI. Soit g(x)>0 (0<x<r), (47) et L(x). Alors la conver-
gence de la séric S n~' L (n) entraine L (J )g(x)c— 70, 7).
& *

Théoréme XIL Avec la formule (47):
o

(s4) xs(%) gWES (0,7)
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entraine la convergence absolue de la série
(35) i n2L(n)b,.
=
2° Si g(x)>0 (0<x<m), x LX)\ ef 2=+, la convergence de (55)
entraine (54).
P Théoréeme XIIL Soit x* f()E. L (0,7), f(x)=0 (0<x<w) et (46).
- 1° Pour 1<y<3 la série
SnrLa,
=
converge absolument si et seulement si

WL (l—)f(x)e & (0,

2° Sous une des L‘nmimon.r (Cy) et (C') (Pénoncé du théoreme 1) et sous
Phypothése =

L@a,

g
iMs

converge absolument si et seulement si
1 i
s(yywes 0.9
x
3° Sous I'hypothése < w: la série (56) converge absolument, et la série
(57) > n' L(na,

converge absolument si et seulement si
1 _
Ry weg 0.

3.1. Démonstration des théorémes TX—XIIT
3.1.1. Démonstration du théoréme 1X. D'aprés le théoréme de Beppo-Levi
et Pestimation (31),

7; =S L) b, <3 LG [\g(x)\ sinnx|dx
2 2 )
)

f\;(m 5 L sinm st / xHL( )\g(x)ldx,
§ 3
avec M constant, d’ol le théoréme.
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3.1.2. Démonstration du théoréme X. Mettant a profit le fait que toutes

les sommes particlles de la série n~'sinnx sont positives pour 0<x<w
P P

=
(pour la démonstration voir, par exemple, [15], I, p. 106) et hypothése
Xx'=YL(x)x, on obtient, au moyen d’une sommation par parties,

(58) rL(wsinax>0  (0<x<m p=1,23, ...).

Comme

fg(x) S wrLmsinnxde= 3 n"’l,(n)fg(x)smn.\'dx
& -
3 v

.

EPAaLIOLS

on obtient, d'aprés le lemme de Farou et (58),

fg(x)[f n’VL(n)dnnx]dxs’ lim %«i nL(n)by< + 0.
& =
¥

s
Cette inégalité-a et la relation (théoréme I)
- |
S v L(n)sinnx~Cxr 11_( —) (x—+0; C constante positive)
=3 B

entrainent le théoréme,

3.1.3. Démonstration du théoréme XI. Daprés I'hypothése L (x), on
a (58) avec v n en déduit, de la méme maniére que dans la démonstra-
ton précédente,

[g(x)[i ,rlL(n)sinm]dx < lim L (n) b, <
. & E
§

Cette inégalité-1a et la relation (théoréme 1)
S nL(wysinnx~T L( ! ) (x—>+0)
& 27k

entrainent le théoréme.

3.1.4. Démonstration du_théoréme XII. 1° D'aprés le théoréme de Beppo-
-Levi et les théorémes 1 et 11,

—;—x’g‘n’zL(n) b,l< '2 nf ) ["z:n’zL(n) sinnx ],/,\-
3

ngxs(l)\g(x)jdx (M constante),
*
H

ce qui entraine Passertion 1°.
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2° On a, d'aprés Ihypothése sur L (x),
»
S aLEsinnx>0  (0<x<m p-1,2,3, ...
et

Par conséquent, de

n2L(n)b,

/g(x)[ﬁ nﬂ(n)sinnx]dx,-;-n
JEPL2
H

on déduit, d'aprés le lemme de Fatou,

(59) fg(x)[i w2 Ln) smnx]dxg lim L x 3 a2 Lo,
J =il e 2 A

Puisque > — + o, on a (théoréme I)

(60) S 2 L@nsinnx~xS (-i) (x> +0).
2

De (59) et (60) résulte Iassertion 2°.
3.1.5. Démonstration du théoreme XIIL. 1° On a, en vertu de 1 — cos nx=>0
et d’aprés le théoréme de Beppo-Levi,

f [i nv L () (1 —cos nx)] £ (x) dx.
=
I

%nél nr L) |ay]

Lassertion 1° résulte de cette égalité et de I'inégalité double
AxiL (l>< S nrLn) (1 —cosm)<Bx1 L (i)
PI x
(1<v<3; 4, B constantes positives),
démontrée dans notre article [1] (p. 88, double inégalité (11)).
2° De méme que dans le cas précédent,
6 Lx3 n—sL(nmn\,j[j n”L(n)(l—cosnx)]f(x)dx.
2 o JLa
Sous les hypothéses correspondantes, on a, d'aprés le théoréme I,
5 a0 L@ (1—cosm)~--x2S (l) (x—>+0),
& 270
d'ou Tassertion.
3° La partie de I'assertion relative a la séric (56) résulte de (61) et de
la relation (théoréme I), valable si Z< + o,

s n'SL(n)(l—--cosnx)rw% 2T (@0,
2

4 Publications de lnstitut Maihématique
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et celle concernant la série (57) de I'égalité

%n s n*‘L(n);a,'—f{i’ n"L(n)(l—cosnx)]f(x)dx
= J L
et de la relation (théoréme 1)

= 1
S n"L(n)(l—cosnx)~R<— ) (x—>+0).
=1 x
3.2. On peut daprés les dé i expo-
sées, que In convergence des sérics dans les énoncés des théorimes X et XI
et de Tassertion 2° du théoréme XII peut étre remplacée par la condition
que les limites inféricures de leurs suites de sommes partielles sont < + oo.
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