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Problem da se ispita da 1i data jednagina ¢ (x)=0
u prostoru X ima rjesSenje jJe jedan od najstarijih i bitnih
problema matematike., Za rjesavanje ovog problema ima vise
nacina, a jedan od njih je varijacioni metod i koristi se
y ovom radu,

U ovom radu je ®=A+F i1i $=J+AF, gdje je J jedi-
ni¢ni, A Jinearni i F nelinearni operator. Jednaline oblika
x+AF(x)=0 poznate su pod Tmenom jednacine HamerStejnovog
tipa.

0d mnoStva matematidara koji se bave varijacionim
metodom 1 njegovim primjenwma, pomenimo samo neke: M. M,
Vajnberg, I. M. Lavrentjev, I. R. Kadurovski, 5. G. Mihiin,
F. E. Brauder, ... Poseunv Zelim da istaknem radove M. M.
Vajnberga [4.6], [4.97, [4.13 i I.M. Lavrentjeva (4.7, [14.3]
koji su najbliZi rezultatima ovoga rada. Do sada poznati rezu-
Jtati pretpostavljaju,uglavnom, monotonost preslikavanjadgsamo-
konjugovanost i kompaktnost operatora A. Dobijeni rezultati
u ovom radu su oslobodjeni navedenih pretpostavki., Sto se
tiCe cperatora F koji je do sada bio potencijalan i monoton,
u nas$im rezultatima uslov monotonosti Jje naruden. Zapravo,
pretpostavlijajuéi nmonotonost od F {(tj. funkcional f(x},
grad f{x)=F(x), Jje konveksan) stvari se pomalo idealizuju.
Praksa pokazuJe da funkcional f(x) nije konveksan, pa je 1
ideja ovoga rada da se sSto Je moguce viie narus$i njegova kon-
veksnost. Evo ukratko ideje koja se ovdje realizuje.

Oznactino sa H realan separabilan Hilbertov prostor,

S a {Hn} niz konatnodimenzionalnih podprostora, takvih da je

HnC.H 'fgﬂn=H. Unjesto H moZe se, kag 5to se vidi u »2.4,

n+ i
uzeti i realanh separabilan refleksivan normiran prostor X,
Funkcional f(y), uopSte uzeto,nije konveksan, pa njemu dodajeno

funkcional wW(x,y), takav da za svako fiksirano xeH

| m::,g)-r%{;) |

bude konveksan funkcional po y na H. Na podprostoru Hn raz-
motrimo funkcional



I

% Cx, ;') = Em Z(:}) + Y=, ),

gdje je Y (x.y)s(Ax,y)+w(x,y)+f(y);: 0<ey—0, prim—c; 1(y)
ogranic¢eni strogo konveksni. funkcional na H. UcCavamo da za
svako fiksirango ern funkcional ‘fn(x,y) ima jedinstvenu
talku y=Vn(x) apsolutnog minimuma po y na Hn. 0d funkcionala
i(y) traZimo da ima takav stepen rasta da

LVME MY(Jer,mo)(Va: Dy —» D:),

gdje je DE:iern:hxusrn}. Dalje se pokazuje da je Vn nepre-
kidno presiikavanje iz D:, u D?, te po Brauerovom principu
0 nepokretnoj tacki, imamo

\-er:'- /V') (axﬂe D;}) ( V, () = :x.,.,,)
i .
o1) Yo (X1 2n) & ¥, Cxu, y), Yye Hn.

Pokazujemo da je niz 4xn} ogranid¢en u H, 3to daje
(3 aee H) (Xa, ~—= Xo, pri k= =),
gdje Jje {xng podniz niza {x* i —=o0znaka za slabu konver-

k
genciju u H. Ha wW(x,y), A i f(y) se zadaju takvi uslovi da

funkcional ?L(x,x) bude odozdo slabo poluneprekidan a funkcio-
nal %%(x,y) bude odozgo slabo poluneprekidan po x,za fiksirano
yebh: Iz granicénog prelaza u (0.1) {zamjenjujuci n sa n, 1 pu-

Stajuci da k—o9) slijedi
(0.2) P e, ;) & Pixe y), Fye B
Ako je “w{x,y) takav funkcional da je ‘iﬁ(x,y)=0,

pri y=x i ako je Y¥(x_,y) diferencijabilan funkcional po
Gatou za fiksirano x,,iz {(0.2) siijedi

A‘.‘.lf.'.,-f- F.(x-) = O,

Na slican postupak u meni dostupnoj literaturi
nijesam naifac, te nijesam u moguénosti citirati ni jedan
rad koji u svojim dokazima koristi navedenu metodologiju.
Ono 3to ovdje predstavlja jos jednu novinu je da se razma-
traju funkcionali koji zavise od dvije promjenljive, pa se
jedna fiksira a sa drugom operise, |

Rad se sastoji iz tri glave. U prvoj se daju ele-
menti funkcionalne analize i osnovni pojmovi varijacionog meto-
da. U drugoj glavi su izloZeni svi glavni rezultati ovoga rada.
Sve tegreme i 1eme se prvi put formulisu izuzev leme 2.5.]
koja uopstava vel poznati rezultat. U tre¢oj glavi se navodi
nekoliko primjera linearnih operatora i neke primjene rezultata
iz druge glave.



1. ELEMENTI FUNKCIONALNE ANALIZE

0d bitnog interesa za ovaj rad su razne osobine fun-
“kcionala. Uvijek ¢e biti rijeci isklju€ivo o realnim funkcio-
nalima u realnim normiranim prostorima. Ova glava sadrzi dva
dijela. U prvon dijelu se daje pojam slabe poluneprekidnosti
funkcionala i navodi nekoliko primjera. 0 varijacionom metodu
i njegovoj primjeni na rjeSavanje nelinearnih jednaclina Jje u
sadrzaju drugog dijela, U ovoj glavi kao i u ¢itavom radu
jaku konvergenciju oznatavamo sa —> a slabu sa —

1.1. Slaba poluneprekidnost funkcionala

Neka je ¢ zadato mnosStvo realnog normiranog prostora X .
Definicija 1.1.1. Realni funkcional f(x) zadat na mnostvu o

nrostora X, naziva se odozdo (odozgo) slabo poluneprekidan u
taCki xgﬂf. ako za proizvoljni niz {Kﬁﬁlfr koji slabo konver-
gira ka x_ (tj. x — xo) vaZi nejednacina

n
:lfﬁsta) & &,ﬁw_ﬂ-f(x") (;fcm)anb;;r-ﬁixﬂ)-

m_-g‘

Funkcional f(x) Jje odozdo slabo poluneprekidan na O
ako je odozdo slabo poluneprekidan u svako] tacki mnoitva o
Iz definicije 1.1.1 se jednostavno izvodi: suma odozdo siabo
poluneprekidni funkcionala je odozdo siabo poluneprekidan

funkcional.,
Sledeca teorema daje potrebne i dovoljne uslove da

funkcional f(x) bude odozdo siabo poluneprekidan.

Teorema 1.1.1 (sm. (4.10], [4.113). Da bi funkcional f(x)
sadat u normiranom prostoru X bio odozdo slabo poluneprekidan,

potrebno je i dovoljno da mnostvo

M, = [ x; :f(.x)f.n:-}

Sude slabo zatvoreno {¢ - proizvoljni realan broj).
Pojam odozdo slabe poluneprekidnosti funkcionaia je

tijesno vezan sa pojmom konveksnosti funkcionala.

Definicija 1.1.2. Realni funkcional f(x) zadat na konveksnom

mno¥tvu O prostora X, naziva se konveksnim, ako jJe
(1.4.4) (’q‘x,,,*xle o) (¥ae (o 1)) (§ Qg+ 0-DA) o Afexy) 1 N AERYE
strogo konveksnim, ako je jednakost u {1.1.1) moguée samo onda

kada jE X=y.



teorema_1:1.2 (sm.[4.13, teorema 8.10)}. Svaki konacni konvek-

'sn1 funkcional zadat na konveksnom otvorenom mnodStvu O iz X

je gdozdﬂ sjabo poluneprekidan.

I1.M. Lavrentjev je primijetio da teorema 1.71.2 slijedi
iz teoreme 1.71.1.
_ Pored pojma slabe poluneprekidnosti funkcionala od inte-
resa je 1 poJjam diferencijabilnosti funkcionala. U linearnim
topolodkim prostorima poznato je viSe od 20 razlicCitin vidova
diferencijabilnosti preslikavanja (sw.{1.1],(1.2]). U normira-
ﬁim rrostorima dva osnovna vida diferencijabiinosti su Fre3eova
i gatova diferencijabilnost. Navedimo samo pojam diferencija-
bilnosti funkcionala po Gatou.

Neka je f{x) realan funkcional na X. Ako u svakoj tacki

xeX postoji

& foaret)] = b TR Vs,

+-~»0

‘7a svako heX, tada se Vf(x,h) naziva G-diferencijalom (ili
"Gatovim diferencijalom) funkcionala f{x) u tacki x.

Pretpostavime da je Vf(x,h) linearan operator po h i
“6znaéimo ga sa DFf(x,h}. Diferencijal Df(x,h) kao linearni ope-
'rator po h moZe biti zapisan u obliku

D, 4) = Pt A,

P(x) se naziva izvodom funkcionala f(x) u talki x i oznalava

se sa f(Xx), tj.
D#L‘I, ‘\) = ](ju"-ng.

Pretpostavimo da je funkcional Df(x,h) linearan i ne-
prekidan po h. Oznadimo sa grad f{x) element iz X*, takav da

-:JE D{gxrﬂ)._._(j,rmpf-{cx), &), Vkexi

gdje je sa {y.x> oznalena vrijednost Tinearnog funkcionala yeX*

u tacéki xeX. Dakle
{(If":lt E
14 fa.rml -’f"‘); h - i ‘TO("'“*H‘) tag /E__;:D

1 grad f(x):mweX —> X*, gdje je <2 ogoblast na kojoj postoji
grad f{x). Napomenimo da se operator F(x) naziva potencijainim
ako postoji funkcional f(x) zadat u X, takav da je

(Vaew) (gred$0 = Fen).



U ovom slucaju funkeional f(x) se naziva potencijaiom

gperatora F(X)
varijacioni metod 1 metod monotonih operatora se Cesto

medgu sobom dopunjuju. Oznalimo sa D(F) oblast definisanosti

presiikavanja F u Ly

Definicija 1.1.3. Preslikavanje F:D(F)c X —> X* nazivamo

‘monotonim, ako Je
(Vo g DR (KF= Fl3) X-y) 3 0);

NTEES I
:strngo monotonim, ako u (1.1.2) jednakost vaZzi samo pri y=x;

jako monotonim, ako
(¥, ye DEFI) (CFoo-Figh XY > Hﬂ-g#*g(im—yrr));

gdje je V(t) realna nenegativna funkcija, zadata- pri tzo,
Y(t)—> =, pri t—=e=1 iz y(t)=0 slijedi t=o.

Ako je u definiciji 1.1.3 operator F=A,A Tinearni ope-
‘rator, tada se uobifajeno kaZe A je: pozitivan (umjesto monoton),
strogo pozitivan (umjesto strogo menoton), jako pozitivan (umje-
sto jako monoton).
| Neka je O konveksno otvereno mno3tvo prostora X,F po-
jtencija1ni operator na © 1 f(x) potencijal operatora F, tj.
gradf(x)=F(x). Vezu izmedju monotonih preslikavanja i konvek-
snosti funkcionala daje sljedeca

Teorema 1.1.3 (sm.[4.111). Za monotonost (strogu monotonost)
potencijainog operatora F(x) zadanog na & . poetrebno je i1 do-
veljno da njegov potencijal f({x) bude konveksan (strogo konvek-

san) funkcional na o .
1z teoreme 1.1.2 i teoreme 1.1.3, slijedi

Teorema 1.1.4 (sm.[10.T]). Za odozdo slabu poluneprekidnost
diferencijabilnog funkcionala f(x) dovoljno je da gradf(x)

bude monoton operator.
Pored ovih uslova,koji obezbjedjuju odozdo slabu poiu-

neprekidnost funkcionala,postoje i mnogi drugi (sm. (4.6,
4.71,[4.9), (4.12], [10.13, D10.2], [20.1]).

Ako je funkcional f(x) odozdo i odozgo slabo poiune-
prekidan, kaZe se da Je on slabo neprekidan. Postoje razliciti
uslovi pod kojima je neki funkcional slabo neprek1dan, kao na
primjer uslovi u sljedecoj teoremi.




Teorema 1.1.5 (sm,.[4.8, teorema 1)). Neka je na otvorenom
Eﬁnveksnnm mnostvue < prostora X zadat diferencijabilan
funkcional f(x) €iji Jje gradf(x)=F(x) kompaktan operator.
Tada je f(x) slabo neprekidan funkcional na & |,

Navedimo nekoliko primjera odozdo slabo polunepre-
kidnih funkcion&la.”
Primjer 1.1.1. U:prostoru X funkcional f(x)=4xll je odozdo
s1abo poluneprekidan (sm, teorema 1.1.2).
Primjer 1.1.,2. Ako je u X norma diferencijabilna po Gatou,

tada je funkcional
IHEY ety ®tL avo

vueedo slabo poluneprekidan,
Dovoljno je razmotriti operator

L=y = ?r‘mof ﬂ1q°L+L (Mi)ffx#d?«ra-o{ g X — x*

Pokazuje se da je (sm.[5.10) Us monoton operator
iz X u X*, Saglasno teoremi 1.1.3 slijedi odozdo slaba polu-

neprekidnost funkcionala f(x).
Primjer 1.,1.3. Neka Je A linearni ogranileni operator 1z
realnog refleksivnog prostora X u X*, Kvadratni funkcional

vfu)-: < Ax x)

je odozdo slabo poluneprekidan. Kao i u predhodnom primjeru

pokazuje se da jJe
(Vxye XY Foo-Fry), x-4> = 2 {A(x-g),x-4> 3 o),

gdje Je F{x)=gradf({x)=Ax+A*x. Kako je F{x) monoton operator,
to je f(x) odozdo stabo poluneprekidan funkcional.

Primjer 1T.1.4, Neka je H realan Hilbertov prostor i A ogra-
niceni 1inearni operator u H, Ako je funkcional f(x) odozdo
slabo poluneprekidan, takav je 1 funkcional f{Ax). Ovo se
jednostavno dokazujie, jer iz X == Xy s1ijedi Axnﬁghﬁxg.
Primjer 1.,1.5 (sm,[19.1]). Neka je X realan Banahov prostor,
Ako je

a) F:X-—>X* monotono i slabo neprekidno, ili

b) F:X—=X* jako neprekidno preslikavanje,
tada je f(x)={F(x),x)> odozdo slabo poluneprekidan funkcional,
Primjer 1.1.6 (sm,{4.13, primjer 8.7]). Neka je F:X—=X* i
CF(x}:x) 20,xeX. Ako je F homogeni operator stepena homogenosti
ko 1 potencijalan, tada je funkcional




conveksan 1 odozdo slabo poluneprekidan na X. Ako je F kom-
baktaﬂ operator, tada je f(x) slabo neprekidan funkcional na X.

1.2, 0 varijacionom metodu

| Za rje3enje jednaline Cb(x)=o varijacionim metodom
lmoguﬁa sy dva prilaza. Prvi prilaz se sastoji u tome 3to se
52 oblasti vrijednosti preslikavanja # (ako ona pripada nekom
‘normiranom prostoru) izdvajaju ninimizirajucéi nizovi za funkci-
onal {(x)=IP#(x)ﬂ . Drugi prilaz se sastoji u tome da se za
;prESIikavanje ¢, ako je ono potencijalno, gradi takav funkcio-
‘nal Y ({x) &ije Ce kritifne tacCke biti korijeni od < (x) 111
transformacijama tih korijena. U ovom radu se razmatraju funkcio-
nali koji zavise od dvije promjenljive, pa se Jjedna fiksira a '
;sa drugom operiSe, Inace se primjenjuje ovaj drugi prilaz vari-
;jaciunog metoda.
- Neka je X realan reflektivan normiran prostnr. Talka xJaX
se naziva ekstremalnom talkom funkcionala f(x), ako u nekoj oko-
;]1n1 U(xn) tacke Xq vaZzi jedna od nejednacdina,
| :F{:r.'} -5._.]’;(1,) CLL :f;tz.) > :ﬁ(xh), \ xe Ox).

Ako druga nejednadina vaZi za svako xeX, X je tadka
‘apsolutnog minimuma funkcionala f{x) na X.

‘Teorema 1.2.1 (sm.[2.6, teorema 9.11,{4.9]). Neka je funkcional
f({x) zadat u oblasti <X i X, unutrainja talka mnostva o u
kojoj postoji Df(xo.h).\fhex.

1. Da bi tafka X bita ekstremalna, potrebno je da bude

kritiéna, tj.

L421) 3*'-‘“9!. 'F(-'xn) _':'-O+

2, Ako je u nekoj okolini O(xD)C<3 funkcional f(x) kon-
veksan (i1t gradf(x) - monoton operator), tada je jednakost
(1.2.1) potreban i doveljan uslov da X, bude taCka minimuma
funkcionala f(x).

U ovom radu se razmatraju funkcionali koji zavise od
dvije promjenljive, pa €emo uslov potencijalnosti operatora
donekle uopdtiti.



g

Definicija 1.2.1. Operator f?(x) je potencijalan u X, ako po-
funkcional “{x,y) na X, takav da je

jrno{;\'{{x,‘g)= Py, pri y= .

Sada moZemo fornulisati teoremu slicénu teorewmi 1.2.1,

stﬂji

Teorema 1.2.2. Da bi funkcional L{(xo’y)tjﬁiﬂpi,taCk1 y=x,

g[;E}emnu vrijednost po y, potrebno Je daVbude kriticna, tj.

(2) | grudjke(xa;g) =0, pri Y= X

Ako je u nekoj okolini tatke y=x  funkcional L{(xo,y)
conveksan (konkavan) po y, tada je (1.2.2) potrebanidovoljan
Jslov da tatka y=x_ bude taZka minimuma (maksimuma) funkcio-
cata Cx s¥) poy. |

0 tome pod kakvim uslovima neki funkcional ima tacku
nininuma govori sljedeca
Teorema 1.2.3. {Uop5tena teorema Vajeritrasa, sm. 4,6, teo-
;;&a g.2] ). Ako je f(x) odozdo (odozgo) slabo poluneprekiaan
funkcional zadat na ogranicenom slabo zatvorenoi nnoStvu 9<X,
rada f(x) dostiZena e svoju najmanju {najvecu} vrijednost.

U sTucaju kada je X konacéno dimenzionalan prostor teo-

cema 1.2.3 znafi da svaka neprekidna funkcija na zatvorenon

cgranicenom mnodStvu dostize bar jedan put svoju najmanju vrijed-
nDSt.

primjedba 1.2.1. U uslovima teoreme 1.2,3 moZe se izostaviti

ggraniéenost mnostva O , ako funkcional f(x) zadoveljava uslov

(1.2.%) .i‘ﬁ”i i“} =TT

Neka je «w konveksno ogranicenco otvoreno mnoStvo Banahovog
prostora X, @' granica od W i @ =wWVYW Muostve < je slabo
satvoreno. Ako medju razlicitim slabo zatvorenim i siabo kom-
paktnim mnostvima ¢« na kojima je funkcional f{x) odozdo slabo
poluneprekidan, postoji bar jedno wW. takvo da je na “Ws ispunjena
nejednakost f(x)> f(X), gdje je x e«w., kaZemo da funkcional f(x)
ima m-svojstvo (svojstvo minimuma),

Saglasno teoremi 1.2.3, ako funkcional f{x) iwma m-svojstv
to on ima na W, tatku minimuma koja pripada <P a ne pripada <O-
nko je f(x) diferencijabilan funkcional tada vaii
Teorema_ 1.2.4 (sm.,l4.14], 4.6, teorema 9.1 i 9.2]). Akco je funkci
onal f{x) diferencijabilan 1 ima m-svojstvo u realnon refleksiv-
nom prostoru X, tada postoji x &X u kojoj funkcional f(x) ina
winimum i u kojoj Je Qrﬂdf(10)=0.




Postedica 1.2.1, Ako u uslovima teoreme 1.2.4 umjesto odozdo
;}abe poluneprekidnosti funkcion:la f{x) predpostavimo strogu
konveksnost f(x}, tada jJe X, jedinstvena tacka apsolutnog mi-
nimuma funkcionala f{x).

Hapomenimo da iz (1.2.3) slijedi da za proizvoljnu tacku
X, postoji sfera Sr={x&X:qu=F>Hx0ﬂ}, takva da je na njoj
f(x)gf(xo). Odavde, ako je f(x) odozdo slabo poluneprekidan
funkcional, slijedi da f{x) ima m-svojstvo i tacku minimuma

u b = Ixex: UXHrs r>Nx 1Y,

Iz 1zloZenog se moZe zapaziti da se uvijek radi o odozdo
slabo poluneprekidnim funkcionalima i tacdkama minimuma takvih
funkcionala. Analogno stvari stoje sa odozgo slabo polunepre-
kidnin funkcionalima i talkama maksimuma takvih funkcionala,

Na primjer ako je f(x) konveksan i odozdo stabo poluneprekidan,
tada je =-f{x) konkavan i odozgo slabo poluneprekidan funkcional.



, YARIJACIONI METOD I NELINEARNE FUNKCIONALNE JEDHACINE

U ovoJ glavi se varijacinnim metodom razmatra pitanje
Jistencide rjesenja jednafina oblika Ax+F{x)=o i x+AF(x)=o,
die Je 4 linearni i F nelinearni operatori. Problem razma-
§§” y realnom separabilnom Hilbertovom prostoru H a rjedje
%ﬁ  alnon ~efleksivnom separabilnom prostoru X,
iﬂ gva glava sadr?i 8 djelova. Posebnu paznju Zelim da skre-
ﬁﬁﬁ"na Jio 2.1, gdje je izloZen dobar dio rezultata ovoga rada.
53 > 1 do 2. 3, pod razlic¢itim uslovima na funkcional wW(x,y),
gﬁa.}e ce niz priloga. Operator A moZe biti i nelinearan, pa Je
akau slucald nafao mjesta u dijelu 2.4, U 2.5 se,u terminina
Tﬁ]uskalarnog proizvoda,razmatra primjena varijacionog metoda
ﬁ% Egzistenc1ju riedenja jednacina oblika Ax+F{x)=0 i F(x}=0.
?Ha se predlozena shema varijacionog metoda moze iskoristiti
Q%za jspitivanje fiksnih tacaka vidi se iz 2.6. Jedan slucaj
ﬁednac1ﬂe Hamerdtejnovog tipa se navodi u 2.7 a prostor u kojem
. je ulozeni prostor. U 2.8 se razmatra nad problen

Ee ~ 10 l"ad1
égzistenc139 rjedenja pomenutih jednalina ali se ne pominje

iﬁnkcwnna1 W (xsY)-

ek

> 1. £gzistencija rjeSenja Jednalina x+AF(x)=0 i Ax+F(x)=0,]

Neka je H realan separabilan Hilbertov prostor i {H | niz
konadno dim%ﬂfiona]nih podprostora prostora H, takvih da ge
H C'_Hrl+1 i L#H =H. Oznalimo sa W{x,y) realan funkcional na H
sa sljedecim svojStvima'

(a) W {X; 0)=0, XeH,

(b) y(x,y) =0, pri y=x.

(c) (¥ neN) (cw(x,y) neprekidan funkcional na rh)

(d) Za svako fiksirano yeH, funkcional wW({x,y) odozgo

slabo po?uneprekidan po x U H,

(e) {‘ai-“‘--ie'QJ CSP}P&: Pze R'{xeR: x-:}n})(_*vac,;e HJ
( ¢ (g, }) zZ D’uﬂg};‘ﬁ'f ol q ”j'fﬁr' J’fﬂ‘:--'l' {}1)

o veka je F(x) realan ogranicen (kako u ovom dijelu tako
{-u svim ostalim djelovima ove glave) odozdo slabo poluneprekidan



funkciona1 i gradf(x)=F(x),xeH, Neka su A i B ogranilen;

11nearn1 operatori sa H u H,

Tegrema 2.1.1. Neka su ispunjeni uslovi:
T 1) (VxeH) (w({x,y)+f(B*y) ograniteni konveksni funkcio-

al na H):
2) Funkcional w(x,x)+{Ax,x) odozdo slabo poluneprekidan

X, o
°e 3) a) 1“CJ(x,x)+(Ax,x)3fg(an)} gdje je Y({t)zo, pri
y(t)=e=, pri t—- o=,

2° (Fr>0)(fly)>flo), ako je nyszr), ili

b) Tw(x,x)+{AXx,x}»0,xeH,
2° Postoji ograniéeni operator B'1 iz HuH,
(4 rro)(f(y)>Ff(0), ako je nyuzr), ili

c) 17 Yim F{B*y)=+00,

Yl —> ==

tyo0 1

2° W{x,x)+{AxXx,x)20,xeH,
};lada (3 xO&H) (AXG+BF(B*KU)=G).

Pokaz teoreme 2.1.1. Prije nego predjemo na dokaz teorene,
%hjasnimo neke njene uslove. Iz uslova 1)}, saglasno teoremama

? 1.2 4 1.1.4, funkcional wW{x,y)+f(B*y) Jje,za svako fiksirano xeH,
fodozdo slabo poluneprekidan po y. Medjutim, to jo$ ne znaci da

Ee funkcional
W tx, o) + £ (&)

i “"-F'{#ﬁdﬂ"m

dozdo sl]abo poluneprekidan na H. Evo jednostavnog primjera.
ieka je, za fiksirano xeH, funkcional

myt= 2m (3¢, Yy 7 { (3%) m>o,
Ogran1éen i konveksan po y. Dalje, funkcional
%'“ — et + :} (%)
-
§

'b mora biti odozdo slabo poluneprekidan, jer je funkcional

;muxnz odozgo slabo poluneprekidan, Ako se bolje pogledaju
%Edrugi uslovi teoreme, moZe se zakljuditi da su oni medju
;ﬁhom nezavisni (u smislu da jedan od njih nije posledica
i;eosta1ih)

e Kako je funkcional f(x) odozdo s1abo poluneprekidan i

”dDU01Java uslovu

H f"::-o) ( 4(33?#(0)) n.Lu je ugu-;_,}r-)!



=

5 m-svojstvo. Saglasno teoremi 1.2,4, imamo
(Faue H) (F <$(8), Vye H)

=% . Kako B*yeH, pri yeH, to je
-g c JE(E;‘}).I b’ge H.

o je pak ispunjen uslov

73(6_3) = + oo,

ugﬂ*’“ﬂ

o saglasno teoremi 1 2, 4. imamo

pyristupimo dokazu teoreme. Na podprostoru Hn razmotrimo

AI/

iﬁhkdiona1 A
' g x4y = DT (A y) g fCB%)r Eatign”,

ngE JE )\:mﬂX‘{Zg Pl{}1+P1}+J:5}01 U{Eﬂ._a.. 0‘ pr-i ' T

yznactimo sS4
\J/(-:x;f}) = CL)C':"C;;) + (Aﬂ:,g_) -+ ﬁ-CE)ig)

_ Neka xeH i llxiep,9>0. Slijedi

(Ve Hn ) (Tt 2 & bt e gy Is 04 A f&'— A0 ayn-p + -f(&t?))

palje, neka yeH 1 lyt= ¢ . Dobijamo

£ 1) VRSO ETIE LU ST SR TR S T X3}
0c¢igledno |
Liam M(frI= + o0
f—".'rﬂ-ﬂ
Cvmg—ﬁ,f) (3?: .ﬂ'}U)( 72{_?) }-ﬁf{?))
~Dakle,
( Yme )(Fa>0) (¥ Dndsce by Lxi= ) (Yye 87 = {yc o 1y1=103)
1t 2) (Votxig) > @)

ggJa. Zbog (2.1.2) a u sm. teoreme 1.2.4 1 pos]edlce 1.2.1, za
E;ako xep ,pgstoJ1 jedinstvena tacka apsolutnog mininuma funkcio-
N3] a }’( ,y)_ Oznalimo tu talku sa y= ?n(x). V (x) pripada



D:. Dakle,
(Vme v) (31.50) ( V2 O — D} ),

FokaZzimo da je Vn neprekidno preslikavanje 1z Di u D?.

neka Je {ukBCLﬂﬂ 1 U > U pri k— o=, Neka je
ﬂ“lﬁ.:‘ Vn(.uu)} k‘-"GJ'TII}"'r |

td

a2 o (0 ) & G ) Ve Hiy koot
gznafimo sa yk yproizvoljni podniz n1za {ykg Kako

je 1YY ogranifeni niz u R jer pripada D an je fiksirano,

- (fﬂinE{Dr) %“ﬂhé?%°)?ft v'**;”)-

Funkcional ﬂ;(x.y) je neprekidan po x i poluneprekidan

' , pa Je

V— oo

Iz poslednje nhejednacine sl1ijedi
Lﬂllun, T.) & o (Uo, ), [7‘-’3& Ha

Odavde je
(2.4 4) L‘Fn(Ua'?a}r_ﬂ;éﬂ&:ﬁlf%Ig)}
a 1z (2.7.3)
(2 b5 k{/ (4o . \ = mim \%(%3)

ge
kako funkcional %;(uo.y) ima jedinstvenu taéku apso-
lutnog minimuma po y, to iz {(2.1.4) i (2.1.5) slijedi

= Yo |
Kako je {yk Yy proizvoljni podniz niza 4yk}, to znadi

v
_d.ﬂ de > Gey BYL K > 70,

étn dokazuje neprekidnost preslikavanja Vn:Dn—*D:. Po poznatom
Brauerovom principu ¢ nepokretnoj tacki, imamo

(Hme ) (J xme D)V, 00) = x0),

Odavde slijedi |
( b‘me Jﬁ)) (a "J‘C,.,..E D:)( L—(/ﬂlxﬂl‘xﬂ)ﬂq \_']{n (x'ﬂ.;g,)' "PZIJE H"ru>

(2.4.6)



DokaZimo da je niz {x Yy ograniZen u H, §to obezbje-

*$je'u510“ 3) teoreme.
JL

*gg neka Je ispunjen uslov 3) a). Stavlijajucéi y=o u neje-
b fciny (2.1.6) d0b13am0

( 2 Em HXn h‘ + (Axtm, Xm) + cor.x,,, Xay ) -t—ﬁ(b ot & -If-fa}_

i - '

B 1z (2. 1.7) slijedi -

o sy« 20 Gy € fi-,

a)] jz (2.1.8) imamo da je
y(“xﬂn) <. _F(o) \ ¥me M}

11‘3’)
tD dJaje ogranifenost niza {«x o - Stvarno. ako dopustimo da
_m. iz {x } neogranien, tada saglasno uslovima funkcije Y(t)

PQCEV od nekog broja n EN dobili bi da je y(nx W>f(o)-~- g
o

3
je suprotno (2.1.9).

j@# Neka Jje ispunjen uslov 3)b), Iz (2.1.7) slijedi

ﬂ :!‘P(.B*xﬂ‘) & F(ﬂl

-

'Eﬁ?”’ Kako f zadovoljava usloy 3)b)3°, to 1z poslednje neje-
ac‘iﬂ{—} dgb'iJﬂmU
(Tr>o) (U xmh <)

p

r Po uslovu 3)b)2" postoji ograniceni operator & ',

e ; -1 : * - -

i y postodi T (B ")*, pri Zemu je B 1H=H(B 1)*“. Saglasno
OI‘EITH 2 iz [9.1, strana 209]

., (Je>0) (1B xuH 2 O lixa)).

Dakle,

(XA ) & %w

] N
MR S ) L
I PR Mk 3 gl
PR A i L e
T i ..,{ -~ Sl LI 7Y
o b ‘%.' E‘ o) S8

£, niz &xny Je ogranifen u H.

?Eﬁi Na kraju, neka je ispunjen uslov 3)c). Iz (2.1.7)
1,]ed1 | |
A £ (8%%) « feo).

=ﬁﬁ?*' Ako dopustimo da niz Jx 5 bude neograni&en, to saglasno
;r nvu 3)¢)1” imali bi poclev nd nekog broja n &N
E { (87an) > £(0), nym,,

n. prgt1uur3961 (2.1.10). Dakle, niz {xnﬁ jJe i u ovom sluéaju
-X anicen



Hilbertov prostor je refleksivan, pa se iz niza {xn}
moZe izdvojiti podniz {xn Y koji slabo konvergira ka Xy td.
y

({3 xoe H) ( Xy, = & pra y — mwj.

Funkcional ﬁ%(x,x} je odozdo slabo poluneprekidan,
jer se javlja sumom odozdo slabo poluneprekidnih funkcionata,
7a fiksirano yeH funkcional Tﬂ(x,y) je odozgo slabo polune-
prekidan po x na H, jer je takav funkcional w(x,y}.

1z graniénog prelaza u (2.1.6), zamjenjujuéi n sa n,
i puitajuci da v->oo, dobijamo |
CRED Urixoxs) & YWixe 4), tye H.

kako je funkcional 3’(x,y) za svako fiksirano xeH
diferencijabilan po y, to iz (2.1.11) slijedi

g,rmo{}?(xo, 4) = 0 pri a,-*-iaJ
tJ.
Acet BDF (D %) =0

Teorema Jje dokazana.
Primjedba 2.1.1. Ako je na primjer u {2.1.1) A= (tj.8<v)
i &< o, tada ¢e pofev od nekog prirednog broja n_, bit]

0!

g — o=

Kada bi funkcional %h(x,y) bio ogranifen 1 strogo kon-
kavan po y za fiksirano xeH (tj. on bi bio odozgo slabo polu-
neprekidan po y) dobili bi da ne- Hn’ nn,,on ima Jjedinstvenu
tacku apsolutnog maksimuma po ;. Kako je u teoremi 2.1.%! funkci-
onal %}(x,y) odozdo slabo poluneprekidan po y za fiksirano xeH,
to on na H s nyn ,ne mora imati ni tadaka minimuma ni tacaka
maksimuma, Uvodjenjem &>0 ovakvi sludajevi se izbjegavaju.
Ukoliko je funkcional f({B*y) takvog rasta da

( ¥me M) (3m>0) ( Vai OF ~> DY,

tada funkcional &«Hjnknije potrebno uvoditi - ako je funkcional
U uslovu 1) teoreme 2.1.7 strogo konveksan po‘y (za fiksirano xeH).
Primjedba 2.1.2. Tvrdjenje teoreme 2.1.1 €e'biti sacuvano, ako

uslove 2) 1 3) zamijenimo slabijim uslovima:

!

2°) ¥ (x.x) odozdo slabo pn]uneprEKidap'funkciona1,
3!) (arbc)(#fg)}f{a);aﬂéa 2 ""5’1’1’3?.-#‘);. .

o



4"y 1z Ef(x,x)sc],s11jed1 uxuscz, c1ek;c2>-u.

To £to smo nazvali uslove 2'), 3') 1 47) slabijim od
uslova 2) i 3) teoreme 2.1.1 ogleda se, recimo, u ovone:
funkcional “W({xXx,x)+{Ax,x} ne mora biti odozdo slabo polune-
prekidan ve¢ ga moZe "pomoCi" funkcional f(B*y), tako da u
S U k:rf”(x,:-:) bude odozdo slabo bﬁ]uheprekidan funkcional.
Privjedba 2,1.3. U dokazu teoreme 2.1.1 funkcional 1yu”> mozemo
samijeniti sa strogo konveksnim ogranic¢enim funkcionalom 1(y},

koji udovoljava svojstvima: 1{(o}=o0; 1{(y)z0, pri yeH i stepcn

rasta A, tj. N
Lim ii:ﬂr iyt ™ = ¢ >0

Uy~ oo
Pitanje koje se ovdje prirodno namecCe je: kakav je skup
rjefenja Jednaline

A .
(L.1.12) Axe+ BFB XY =0

Cznagdimo krace sa <(x)=Ax+BF(B*x). Ako je D :ll—=H
jako monoton operator, tada jednadina (2.1.12) ima jedinstveno
rjefcnje. Stvarno, neka su X i Xy dva rjesenja jednacCine (2.1.12).
S1ijedi

) o= blx)- $x); X=X )3 Xy -9 |- YA~ ),
(2 113

gdje je funkcija {(t) iz definicije 1.1,3. Dalkle, 1z (2.1.13)

imanio
O 2 ¥X4- 3l Yy (h2y—2 ),

iko je & strogo monoton operator u H, tada jednacina

(2.1.12) ima Jedinstveno rjesdenje. iz
() —Px), X, -20) >0
i t#(ijz ¢4x2)=n slijedi x,=x,.

Ukoliko Je 43 monoton operator tada broj rjeSenja Jjedna-
Cine {(2,1.12) moZ2e biti i vide nego Jjedno.

Ono §to nas posebno interesuje je: 3ta se moZe reci o
skupu rjedenja kada ®dnije monoton operator. NaZalost, o skupu
rjeSenja se moZe malo znati. Ve na prostim primjerima stvar
fzgleda dosta zamrSeno.

Privijer 2.1.1. Neka je |
g)fx,y)z —-Sxy J:.; 3"1,1_31.1. S



realan funkcional na RZ. Za svako fiksirano xeR, Y(x,y) je
strogo konveksan funkcional po y. Neka Je

L(II;) e j‘}' (x, Bt)

Zbog jednostavnosti primjera, lako se pokazuju nejedna-

gine
Y(o,0)¢-¥lo,y), VyeR,
Y(1,1)4 Y(1,y), ¢yeR, '
Y(-1,-1)e F(-1,y), ¥yeRr,

ti.

\-—Lxﬂ‘x):éj Fr‘.- X e M={_""‘1|U|4S.

Skup M nije konveksan kaoc ni zatvoren u R. Uolino da Je
(Vﬂf-,éteﬁ)(( L(x,x}-L(g,fj),nc-g) = (.1—!3)1(1.1-# Aay gl—’l)).

Iz poslednje jednakosti se uofava da na mnosStvu

2., 2 2

{{Xs¥y)eRTix"+y " +xy=-1<0}

preslikavanje [ (x,x) nije monotono.

Dakle, narufavajuéi monotonost operatora dpitanje skupa
rjesenja Jjednacine {(2.1.12) se Jjako usloZnjava.

Drugo pitanje koje se namele poslije dokaza egzistencije
rjesenja jednaéine (2.1.12) je: kako naéi to rjesenje. Kako se
ovdje radi o varijacionom metodu, oCekivati je da se rjesenje
traZzi minimizacijom pripadnog funkcionala. Mi razmatramo fun-
kcionale koji zavise od dvije promjenljive pa je pitanje izdva-
janja minimizirajué¢ih nizova nejasno i ostaje kao otvoren pro-
bleni. RjeSenje jednacine (2.1.12) se nalazi na bisekrisi fun-
kcionala Y(x,y), tj. na "pravoj" y=x, ali ono ne mora biti
tacka minimuma funkcionala %Tx,x). Ovo se jasno vidi iz pri-
mjera 2.1.1, jer je samo Mu(o,o) tacka apsolutnog minimuma
funkcionala Y(x,x), dok druge dvije tacke M](1,1) i Mz(-1,~1)

te nijesu. F.E.Brauder [2.2] razmatra funkcional Y(x,y)} koji
zavisi od dvije promjenljive, ali se on bavi talkama minimuma
funkcionala “{x,x}), pd$iod njega problem minimizacije %2 ne

postavlja. Ostaje da se rjedenje trazi nekom od pribliZznih

metoda rjesSavanja, kao na primjer Njutnovom metodom. Od koristi
n

meZe biti to da se pribliZno rjesenje xneHn nalazi u lopti Dr

i zadovoljava jednalinu
P DX Em bxy ™ + A 4 8F (B°x)} =0,



gdje Jje Pn projéktor sa H na Hn' Ono 3to stvara teSkoce Je
da se u op3tem slucaju ne zna da 11 je rjeSenje xn jedinstvenao.
ovo poslednje je vezano za monotonost preslikavanja

P, x= By [Xemtm 03 e + Ao+ RFCE )] L Hm = bHim,

Trede pitanje koje se prirodno postavlja za svako tvrdje-
nje je: da 11 vazZi i obrnuto. U funkcionalnoJ analizi Je malo
tyrdjenja formulisano terminom "potreban i dovoljan usiov".
Povratimo se teoremi 2.1.1. Oznalimo sa d&(x)=Ax+BF(E*x) poten-
cijalni operator u smislu definicije 1.2.1, tj. postoli funkcio-
nal Y{x,y) takav da je %j(x,y)=<$(x), pri y=x. Sagiasno teo-
remi 1.2.2 vaZi sijededa
Teorema 2.1.2. Sljedeca dva uslova su medju sobom exvivaientna:

(1) ¢>(x0)=o, |

(2) funkcional %F(xn,y) ima ekstremnu vrijednost u
tacki y=Xg

Potencijal Y(x,y) operatora $(x) (tj. grady%f(x,y)zfp(xj,
pri y=x) nije jednoznaino odredjen. Naime, postoji vise funkcio-
nala Y (x,y), takvih da je grady‘f(x,y)= P(x), pri y=x.

Sada navodimo niz teorema koje se u svojim dokazima
cslanjaju na teoremu 2.1.1. Svuda €e niz {€my i broj & biti
kao u teoremi 2.1.1. Sa A i B oznaiimo linearne ogranicene
operatore u H, ukoliko drugdéije ne bude redeno. Sa f{x) ozna-
cimo, kao i ranije, ograniéeni.- odozdo slabo poluneprekidni
funkcicnal na H, gdje je H kao u teoremi 2.1.1. Naravno, svuda
¢e biti funkcional f{x) diferencijabilan {po Gatou) po x na H,
Jegrema 2.1.3. Neka su ispunjeni uslovi: |

1) (AX,K)-}OL“X”Z;GL}G,

2) dﬂyﬁ2+f(y) konveksan funkcional na H,

3) (d r>o){f{y)>f(0), ako je Wyuwmr).
Tada ({ferH)(5£d+F(xo)=o).

Dokaz teoreme 2.1.3. Na podprostoru Hn razmotrimo funkcional

&
k:kn. (1,:}) = ém“g“?‘ + ﬁUL:{;g}j

9die je  F(x,y)= & yil-2 (x,y)+(Ax,y)+f(y). Ovdje je



GO Cxyy) = syl = 2 (o y).
0Zigledno ovaj funkcional zadovoljava uslove {(a) - (e)
u teoremi 2.1.1. Recimo?usTov {e) ima oblik
(¥xye H)Y( @ 0xy) 2 allyh ™= ek i1l ugﬂ)
Saglasno dokazu teoreme 2.1.1, imaﬁn
( Vme ) (3rm>0) (Ve OF ) (WyeSn) ( Ynlx ) > $od).
Iz neprekidnosti preslikavanja Vn:D:~JvDﬂ, slijedi

Gy (Wmen) (3xae Dp) (F 0t %) 2 ), Gtny y), Hge b)),

Iz (2.1.14) i uslova 3) teoreme je
F(x,) ¢ 4 o) ¢ Ixqlay, rso0,
S11jedd

(3 e € H‘) ( x-’nh'—h o, 1"":‘ K —> o0},

Kako je A-<J>0, to je saglasno primjeru 1.1.3 funkcio~

nal
(Ax, =) =« oy >

odozdo slabo peluneprekidan na H. Funkcional %}(x,x) je
odozdo slabo poluneprekidan, jer Jje suma odozdo slabo polu-
neprekidnih funkcionala. Lako se zakljuluje da je funkcional
3;(x,y) stabo neprekidan po x, za fiksirano yeH.

Iz granicnog preltaza v (2.1.14) zamjenjujuéi n sa ny

)
1 pustajuci da k—==, dobijamo

ime, ) & Wixe y), ¥ye H.
Odavde slijedi

?rqala Yo, y) =0, Pre y= o,

tJ.
A:;r_u+ {:b‘lnjzﬂ.

Teorema je dokazana.
Posledica 2.1.1. Iz uslova teoreme 2.1.3, slijedi

(4 xoe W) (2o r AyF i) =),




20

gdie Je A1=A'1. Operator A'1 postoji {sm. [9.7, str.209]) Jer

iz uslova 1) teoreme operator A zadovoljava nejednacinu
A 2 L, & > 0.

pPrimjedba 2.1.4. 1z uslova teoreme 2.1.3 ne slijedi mono-~
tonost nreslikavanja @ =A+F:H—>H. Stvarno,
(lv':x_.,je H) ((#(1)-@(3).1*3); __;{-l-.'%;'jlﬁ h3>0 ).
Ako dopustimo da u teoremi 2.%1.3 bude «z0, zapaia
se sljedece. Ako je «<o0, funkcional f(x) je strogo konveksan
a operator F strogo monoton iz H u H, pa JjednacCina

(2 1-15) Ax+ Flx) =0
ima Jjedinstveno rjesenje u H. Ako je A& =0, funkcional f{x)
je konveksan i operator F monoton. Ukoliko je, za « =0,is5pu-
njen jedan od sljededa dva uslova:
1} Ao i F monotono preslikavanje,
2) A0 1 F strogo monotono preslikavanje,
tada jednafina (2.1.15) ima jedinstveno rjedenje, jer je b= A+F
strogo monoton operator u H.
Prinjedba 2,1.5. Uslov 3) teorenme 2.1.3 se moZe zamijeniti

A —rr—— T e A

us lovon
(2.4 163 (HPPD)((F(K),:L)}D)?TL h'i?f-ll:;‘—f\).

Uslov (2.1.16) obezbjedjuje postojanje apsolutnog mini-
muma funkcionala f(x) na H {sm., teoreme 1.2.1 1 1.2.3). Dalje,
uslov (2.1.16) obezbjedjuje i ograniéenost niza {xn}u H. Kako
je {sm. (4.13,%6.3 )

4
Joxy = froy + § (e(Ex), 20 ot |
to Je ,
'_‘f(:x:,,,)= JF(.::J + S (p(txn), xﬂ)c!,{-.
(e

i1

” At
fﬁ(.xﬂ)"‘]{{c’.} = {S} C-¢)['Exﬂ‘)‘ 'EI-H) = -

Kako se v toku dokaza teoreme 2.1.3 dobije

4(:1:“) ~-fo) 2 0,
to Je A
( (P ldza), £24) "—Lf-‘-’:@-
o

saglasno usliovu (2.1.16) poslednja nejednadina je moguca

samo onda kada je Hxnn £ Fyy T2T 0.
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Ako se umjesto potencijalnosti operatora F u teoremi 2.1,3
zahtijeva njegova hemineprekidnost i uslov 3) teoreme 2.%1.3 zami-
jeni uslovom {2.1.16), tada se tvrdjenje teoreme za 4< 0 moZe do-
biti metodom monotonih operatora (sm. [2.1]i11 [15.11 i1i[4.13,

teorema 18.1]).
Teorena 2.1.4. Neka su ispunjeni uslovi:

1)(Ax,x);dﬂx”2,d70,

2 ) ci“yﬁ2+f(ﬂ*y) konveksan funkcional na H,
3) a) (I r>0)(F(y)>f(o), ako Jje iiylzr), ili
b) Tim f{A*¥y)=+oo,

HYR —» o

Tada (EIZDEH)(20+AF(ZU)=0).

Dokaz teoreme 2.1.4. Za x,y H, neka je

Lo Co )= L iyt - 2 (1Y),

Vix,9) = e Cxyy) + (7"r+x,j)+ ﬁ("&'%ﬂ)

2+¢
‘]L'ﬂ(x,y) = MYl i —+ ‘;P(x,y)‘

Ponavljajuéi dokaz teoremé 2.1.1, dobijamo
(24 17) Cormen) (Focye Hy) (n (adn) € Y, toen, ) o By )

Iz (2.1.17) slijedi
581 CL,-” Kﬂ) o~ {fﬂ).
Odavde Je zbog uslova 1) teoreme

3E (A%xn) ¢ -;fﬂ) .

Iz uslova 3)a} 111 3)b) teoreme i poslednje nejednaline,

slijedi ogranicenost niza {xn}u H. Neka X~ %o pri k— ==,
k
Isto kao u teoremi 2.1.3 se dokazuje odozdo slaba poluneprekid~

nost funkcionala %;(x,x). 5to se tife funkcionala %k(x,y)}on je
slabo neprekidan po x,za fiksirano yeH. Zamjenjujuéi u (2.1.17)
1 pustajuci da k-0, dobijamo

%(’(a,xu) £ Y (xg y), Vye H}.

td. H*xD+AF(A*xU)=0. Stavljajuéi A*XU=ZOEH u poslednju jednacinu,

n sa n
K

slijedi tvrdjenje teoreme.
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Posledica 2.1.2. Iz uslova teoreme 2.1.4 slijedi

T (HLEH)(A-,,’E‘.T F(lu3=ﬂ);

gdje Je A1=A' , Egzistenciju operatora A~
1) teoreme 2.1.4 (tj. UHAxUxdllxi, o> 0).
prinjedba 2.1.6. Uslovi teoreme 2.1.4 ne obezbjedjuju mono-
Eghost operatora ¢=J+AF:H—~>H, Naime, imamo

Cbxye HY((B - B (v, x-¥) 3 ~2elix=-y [ A 30),

1 1

obezbjedjuje usiov

gdje je P =A¥+AFA*. Kako A*xeH, to ni operator ¢ nije monoton
u . | |

Dopustimo da u teoremi 2.1.4 d.bude-negativno ili jednako
nuli. Slijedi, ako je o =o,funkcional f{x) je konveksan i F mono-
ton operator., Ako je ispunjen jedan od sl1jedeca dva uslova:

) A»o i F monotono preslikavanje,

2) Azo 1 F strogo monotono presiikavanje,

tada Jjednadina
2418 x+ AF =0

ima jedinstveno rjesenje u H. Stvarno, neka su X1 i xz dva rje-
enja JednaCine (2.1.18). Slijedi
x]-x2+AF(x1)-AF(x2)=u.

(xa=xa, FOuy- R} + (AF () = AF ), Fix)-Flay) =0,

Iz poslednje jednacfine slijedi da je jedan od dva sabirka
negativan, §to je protivno uslovima 1} i 2). Dakle, X=X, Ak G
je «<g, tada jednacina (2.1.18) ima jedinstveno rjeSenje, jer
je operator P,=A*+AFA* jako monoton u H.

Ako se u teoremi 2.1.4 stavi « =0, uslov 3) zamijeni uslo-
vom (2.1.16) i mnjesto potencijalnosti operatora F preépostavino
cgranicenost i hemineprekidnost od F, tada se tvrdjenje teoreme
2.1.4 moze dobiti metodom monotonih operatora (sm. [8.1] i1i [4.13,
‘teorema 19.81).

Primjedbe kao 3to su poslednje dvije imaju mjesta 1 u svim
prilozima ove glave, 8to uvijek necemo posebno nagladavati.

Linearni operatori {ogranifeni) kao 3ito su u teoremama 2.1.3
1 2.1.4 se teiko nalaze medju integralnim operatorima. Daleko su
CeS€i pozitivni ogranieni operatori. Na$a dalja razmatranja bide
Usmjerena na pozitivne operatore i njihova razlaganja u proizvod
dva gperatora.
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Izvedimo jednu osobinu linearnih pozitivnih operatora.
tema 2.1.1. Ako je Azo, tada

(V:Iye H») ((ijx) {A‘y,}i‘) = *E‘f [(4“13)1' (A*?‘:b')ll )

(2.4.49)

bokaz leme 2.1.1, Kako Je Azo,to je
(Mr,ye HY( W Ae RY (( A (»+Ay), X+ AY) 2 n).

Odavde slijedi
(_Aﬁ. n:) +>\[(\A'“|'J')f (A!ﬁ r'b‘)] + >\ (A'ﬂ'l‘.‘:’)

Da bi ovaj Kvadratni trinom po XN bio nenegativan, po-
trebno je da njegova diskriminanta bude negativna ili Jjednaka
nuli, §to daje (2.1.19).

hapomenimo da iz pozitivnostii linearnog operatora A u
realtnon Hilbertovom prostoru H,ne slijedi Jjednakost AsA*, U
kompleksnom Hilbertovom prostoru imamo da iz Azo,slijedi AsA*,

Specijalno ako je u lemi 2.1.1 A=A*, nejednacina (2.1.19)

postaje

(Vrye H) CCAx)- (Awy) 2 [ CAx|T),

Poslednja nejednacdina ima izvedena u 1 9.1, strana 227].
Iz leme 2.1.1 se mogu izvuéi korisne posledice.
Primjedba 2.1.7. U realnom Hilbertovom prostoru iz Azo ne slijedi

AE;U, dok u kompleksnom Hilbertovom prostoru to stijedi. Stavimo

u (2.1.19) y=Ax, dobijamo
- - 2
(Ax!ﬁ\. (AEKJ Ax) = -}Fﬂ[ L (Ax, pnc) + (A Km’)] ;

N

(Ax,x)- (A, Ax) > % [|lAKH£’.+ 2 H-Ax 1 (A%, % )-} (Pxx x\

Kako je (A X Ax)cHAHHAxH , to poslednja ne3ednaﬁ1na postaje

2”Ax|l e (A x,x)'f‘ (Ax:a |
{2.1.20) (Amx)2>zmaftﬂﬁxﬂ+ e : J

Ako je ZIAxH (X A® xY+(X, A’ x) 2 0,XeH iz (2.1.20) slijedi
(¥xe H) A 2w HARIE 0 = Al & 7).

Specijalno, ako Jje A=A* iz (2.1,19) slijedi
ij’aqe H) ((Ax, x) 2 Axl\ c&mll&\\&.i),
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Da operatori sa ovakvim svojstvima postoje, vidi se
iz primjera 3.1.1.
Teorema 2,1.5, Neka su ispunjeni uslovi:

1) (Ax,x) > <lAxIZ, 450,

2) LIAYN°+f(y) konveksan funkcional na H,

3) (dr>0)(f(y)>Ff(o0), ako je iylizr). -
Tada (4 xgaH)(Axﬂ+F(xﬂ)=o).
Dokaz teoreme 2.1.5. Na podprostoru H , neka Je

by
k-j)rl"l (%9} = Em "?I:H + ‘j"(x,y)j

\:‘J"..pr) = _CJU‘-}H.) + (A“*‘-"’) t ?lﬂ)

D 5 Y) = o NAY ~ 2o (A% A}f) i

0¢igledno Je
CbmyeH)(uﬂxm)a*ﬁﬂ&fﬁwﬁ-lﬂ“ﬁﬁ““wwwy

Kako je A- %A*A;o,_to Je funkcional
(Ax,x) — o IAXK

odozdo slabo poluneprekidan na H. Funkcional kjl’n(x,x) je odozdo
slabo poluneprekidan, jer je suma takvih funkcionala. Takodje,
lako se zapaZa da je,za fiksirano yeH,funkcional ?h(xay) slabo

neprekidan po x u H. U toku dokaza dobijamo
2.4 24) ( ¥me V) (Fxne D?‘) Q\JJn Xn,Xn) & "ﬁl (Xm, g‘}: \Vt‘;]e H'n)

Iz ustova 3) teoreme i nejednaline (2.1.21),s1ijed? ogra-

nicenost niza {xﬁr U H, Neka xn—n-xo, pri k-=oo, Iz grani€nog
K
preiaza U (2.1.21), slijedi

W ixo, o) = mint fixa, y),
. ye I

ti. Ax0+F(x0J=o. Teorema je dokazana.

Primjedba 2.1.8, Ako je u teoremi 2.1.5 d<o, tada se neito
moze rec¢i o jedinstvenosti rje3enja jednaline Ax+F(x)=o0. S$1igno
kao u teoremi 2.1.4, ako je ispunjen jedan od sljedeéa dva uslova

1) A>0 1 F monotono,

2) Ao 1 F strogo monotono,
tada Jjednacdina Ax+F{x)=0 ima jedinstveno rjedenje u H. Ako je
A>0, tada preslikavanje $=pA+F ne mora biti monotono, jer Jje



(¥xve H) ((Pwd-dy), x-y)n - [ A =931 o o)}

pa 5e 0 jedinstvenosti rjedenja jednaine ‘#(x)=u ne moZe niita

odredjeno refi.
Teorema 2.1,6. Neka su ispunjeni uslovi:

1Y (Ax,x)z«d HA*x!‘.z,d-; 0,
2) dmyu2+f(y) konveksan funkcional na H,
3Ya) 1im f(A*y)=40, i1]

yN—= oo

b}1° (D r>0)}{(f{y)>f{0), ako Jje wyuzr),

?° Postoji ograniceni uperétor A_1
Tada (- z;=H)(zD+AF(zU)=0).

Dokaz teoreme 2.1.6. Na Hn razmotrimo funkcional

PG = e N Y Oxyy)

gdje Jje -
Y (x ) = o BAY (5 2 (A%, A% ) + (A%, y) + £ (A%).

Qvdje je LO(x,y)=tXHﬁ*yH2—2 o {A*x,A*y). Funkcional

W ix)+ (Axx) = - o AR+ (Axx)

Je,po uslovu 1) teoreme,odozde slabo poluneprekidan na H, Kako
je po uslovu 2) teoreme

Lyt £09)

kanveksan funkcional, to je i funkcional

mily): = & BAYy I+ £ (A%)

konveksan na H. Stvarno, neka je M(y)=gradm{y). Stijedi

r;_%f;yﬂ Y. € H') (( M£51)‘ M(ﬂl)) 3:"31)3’0);

na je,saglasno teoremi 1.1.3,funkcional m{y) konveksan,
falje se dokaz provodi kao i u ranijim sluCajevima.

Postoje razlilite moguénosti razlaganja linearnih operatora.

Jedna od njih je 1 kanoni&no razlaganje {sm. L7.1, strana 4161),
po kojoj se linearni operator razlaZe u proizvod oblika PB, gdje
Je P parcijalna izoﬁetrija (tj. WPxii=\UxIil,P*P=PP*=J) a B samo-
-konjugovan pozitivan operator. Svaki pozitivan operator B ima
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jednoznacno odredjen kvadratni korijen B%:H—aH (sm.[23.1,
teorema 12,33]). U teoremama koje slijede, pod razlicitim
uslovima na cperatore P 1 B, dokazujemo egzistenciju rje-
genja jednadina Ax+F(Xx}=0 i x+AF{x)=o0. Skoro u svim slucCa-
jevima se zahtijeva da operatori P i B% budu komutativni,

gto ne znali da Jje operator A=PB samo-konjugovan ili kompak-
tan, FPostoje i stulajevi gdje se ne predpostavlaa nt pozi-
tivnost operatora A. Napomenimo. dawkada su u pitanju jedna-
g¢ine Hamerstejnovog tipa, kanoniéno razlaganje linearnih ope~
ratora .. rijetko koristilo., Kosickij ([12.1],[12,273) koristi
kanoniéno razlaganje linearnih zatvorenih (neogranicenih)
operatora, Radi se u realnom Hilbertovom prostoru a koristi
metod monotonih operatora,

Teorema 2.1,7, Neka su ispunjeni uslovi:

1) (Px,x)}dltxuz. A0,

2) ptapip,
3) iﬂﬂiyﬂ2+f(y) konveksan funkcional na H,
8y (A ryo){f(y)>f(o), ako je nynyr).

Tada (- x & H) (Ax +F(x )=0).

Dokaz teoreme 2.1.7. Razmotrimo na Hn funkcional

J
P (xy) = Em Nyt P y),

gdje Jje .
T L
U (xy) = (PBxyy) + 62 0ay) + Hyy ¢ cowxy)=xIBY) -2 (B y ),

0Zigledno Je
(Wx,ye H) (Lo ) 2 = I W[ - 2x Il hxy- "‘Jll) .

Postupajuéi kao i u ranijim sluéajevima, dobijamo

(2122 (Vme w) (Fxae D2 Y (Y i) < o Cn, ¥)) ¥ ye “n}-

I'z uslova 4) teoreme i iz (2,1.,22) slijedi ogranifenost

niza 4x3y u H., Neka x ~—=x_, pri k—=+, Funkcional
n n, o

£ Ox,x) + (A‘x_,x} = - ” éx H-L-r CPEjzx_, E) x)

Je odozdo slabo poluneprekidan, jer je Pz=J, Zamjenjujuéi
U (2.1.22) n san i puStajuéi da k— ==, dobijamo



P lxg xo) = mtm Y ixe, y),
‘ Ye H |

tJ. AxD+F(x0)=o. Teorema je dokazana,
Primjedba 2,1.9, U teoremi 2.1.7 o ne moZe biti veCe od 1, jer je

ixit= WPx I fixi = (P 2 anxp’

Primjedba 2.1.10. Operator A=PB u teoremi 2.1,7 je pozitivan,

jer Je

1 { 12
(\V:&E H) ((ﬂkx,x)= (P%lx, E)x)aﬂt"&x” .‘:3,.;3).

Primjer operatora A,kao Sto je u teoremi 2.1.7, dat je
u glavi 3, primjer 3.1.2,
Teorema 2.1.8. Neka su ispunjeni uslovi:

o 2

1) (Px,%x)2 oUxn ™, &> o,

) |

2) fxny#2+f(81y) konveksan funkcional na H,
A,

3} a) lim f(B*y)=+®, i1li

Y} —o» oo

by 1° (g r>o0)(f(y)>f(o), ako je yizr),
2" (Px,x)zxﬂuxu2+-£nxn2, £> 0, 117

c) 17 (d r>0)(f(y)>Ff(0), ako je yir),
2* Postoji ograniZeni operator B"%,

1 1
4) PB*=B*P,
Tada ({]zﬂ&H)(zD+AF(zo)=n).

Dokaz teoreme 2.1.8. Neka je za x,yeH
LD Cxy) = o WY IIE— 2 %9,

: 4 '.
U xy) = wtgy) + (P%,9) + !} (B*y) .

Razmatrajuéi na Hn funkcional
Y i) = Ea g P 09

1 postupajuc¢i kao u predhodnim 51uéajevima, dobijamo

(L4.23) CV’HE N Lax‘“ﬁ D:) L\J)n n1 %) & \7Un (Xn) 4) Ve H"’J
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Niz {xﬁg je ogranicen u H, PokaZimo ovo samo u slucaju
kada Jje ispunjen uslov 3)b). Iz (2.1.23) slijedi

(P-’Cm-&ﬂ) - {‘.‘.{ "x““‘L = :F(ﬂ') "f )
4 o
gdje Je ‘jsf(Bly),%*yeH. Saglasno uslovu 3}b)2°, imamo
anxﬂfg.ﬁmj—ﬁj

ti. niz {xn} je ograniéen u H. Iz graniénog prelaza u (2.1.23),

dobijamo

\},(J’(n,ﬁp)‘_‘_ \P(‘!nf‘_j)' ‘g!'/:je- H.

Dakle,
1
P, + BF(B3) =0,

Dielujudi na pﬂS]EdnJu jednaéinu operatura PBZ ,dobijamo

{znajuc¢i da jJe PBL BLP PP*=d i A=PB) z +AF(Z ) =0, gdje je

L
20=L xDEH. Teorema je dokazana.

U predhodnim primjerima operator A je bio pozitivan
i1li jako pozitivan na &itavom prostoru H. Sada ¢femo se poza-
baviti sludajem kada Jje operator A pozitivan (jako pozitivan)
na nekow podprostoru H' prostora H a na He H' on ne mora biti
takay. Oznaéimo sa P1 projektor sa H na H'i sa P2=J-P] projektor

sa H na HeH' . 0&igledno, "+ za svako xeH,
X = EIT B_X __‘: ( Brﬂi; P:.t)r-(?

lebrema 2.1.9. Neka su ispunjeni usiovi:
1) (Axax)y <P XU = PP, xIP, &> 0, B> o,

2) dHP]yuz-IBHsz”2+f{y) konveksan funkcional na H,

3) (dr>0)(f(y)>f(o), ako je nyhzr).
Tada (fogeH)(Ax0+F(xu)=o).

Dokaz teoreme 2.1.9. Neka je,za x,yeH,

) =L M 1= p IR -2 (B, y) 2 (Bayy)
P = Wy + CAx, ) ettty e £1y)



Na Hn razmotrimo funkcional
J
ljfn (9} = &n uuyu + Pny).

Ograniceni operator A-cﬂP]+{5P2 Je pozitivan,pa je funkcio-

naj

C xx )+ (Axf’f\) = (A“ix) - o |l Riﬁ“l"’f[b “ B.f"‘-“l

odozdo slabo poluneprekidan na H, S1ijedi, funkcional ‘fn(x.x)
je odozdo slabo poluneprekidan, Jjer se javlja sumom takvih fun-
kcionala, Za fiksirano yeH, funkcional %}(x,y) Je slabo nepre-
kidan po x na H. Pokazuje se da postoji ograniéeni niz %xﬁﬁ u

H, takav da je
%(xm’(n) = k.‘);n [Kn,‘:l)J Y ye th

Kako je 4x ) ogranicen niz u H, to

(3 Xo € H) ( xnh__"‘ Xo, pr K.*——“:»‘b:::\.
STijediy

W (xo,x0) & “Fxo,y), ¥ yé H

CB,rﬂuG',j Y (o, ) =) pri Y= Xe.

Teorema Jje dokazana,

Primjedba 2.1.11. 12z uslova 2) teoreme 2.1.9, slijedi: funkcional
f{x) je strogo konveksan na H®H', a na H' njegova konveksnost
2. 5to se ti€e operatora A on

je narudena funkcionalom le]yH
zadovoljava uslove

)
(ﬂrx;x) > o(llxllz, X & H‘J

(Axﬁ}a—thi x € HE}H{

Primjer ovakvog linearnog operatora je da u glavi 3,
primjer 3.1.3,
Primjedba 2.1.12. Operator P=A+F:H->H u teoremi 2.1.9 zado-

voljava nejednadinu
(Vxye H) (P60 — i, x=9) 2~ IR, -w) 13 PIR (x)ff )



tj., on ne mora biti monoton. Ako je [*< o, dobijamo slucaj teo-
reme 2.1.3. Za <0, funkcional f(x) je strogo konveksan a ope-
rator F strogo monoton,

Teorema 2.1.10. Neka su ispunjeni uslovi:

1) (Ax,x)}d\HP]tz,c{‘? 0s

2+f(A*y) konveksan funkcional na H,

2) dﬂPij?'faﬂszu
3) (D rxo)(f{y)>T(o), ako je uynar),
Tada (5]2;&H)(zﬂ+AF(zﬂ)=o).

Dokaz teoreme 2.1.10. Neka je «(x,y) isto kao u predhodno]
teoremi. Na podprostoru Hn razmotrimo funkcional

\}{}{K;y) = €, .'w.';l'*'j—t- ‘f’tx;y)J

gdje je
Yixy)= & Oxpy) + (A'*I;)') ¥ -g-(}q*yj

Pokazuje se da

C yme ) (D xn¢ DY) (Y, (xnyxnY & Y (xq, y)y Pye Hn\

(2.1-24)

Iz (2.1.24) 1 iz uslova 1) teoreme, slijedi

R s (A0 < feo),

(Fer>e) (Rxaliecy),

(3T>¢> ( NA* %, I ET").

Kako je HA*anaqﬂP]xnu (slijedi iz uslova 1) teoreme), to je

le1xﬂugrd:t Dalje, kako je

b 1= R xn 12+ NBn

to je
% 2 1
Mall € Co t 75 d” =G> 0.
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Dakle, niz {x } Je ogranifen u H. Neka X —X , pri k—=>v=.
n nko
Pokazuje se da Je

(%o = ] {xe,
\-{jx'lx") ’“;‘:"HLJU ")J

ti. |
A*ngﬁrf"—[ﬂ*x,\ = 0,

Stavljaju€i u poslednju jednalinu zu=A*xdeH, s1ijedi
tvrdjenje teoreme. |
Teorema 2,1.11. Neka su ispunjeni uslovi:

—— - . —— .

1Y (Ax,%x)z A UP xllz- {blletz,d) 0, >0,

1 |
2} dMP]yHZ-/BHszH2+f(A*y) konveksan funkcional na H,

3} a) lim f{A*y)=+eo, il1
g —> o<

b}1" (J r>o0)(f(y)>f(o), ako je nymsr),

2° Postoji ograni&eni operator AT
Tada (E)-zneH)(zomF(zo)w) .

Dokaz teoreme 2.1.11. Neka su wW(x,y), Y(x,y) i Eﬁ(x,y}
funkcionali kao u predhodnoj teoremi. U toku dokaza dobijamo

{2.4 15) ( the-/u) (BKHED‘:\)( l:HI (X,—,,Hn\ = {Pﬂ (x'"'l ‘J)l Vﬁe !'Ln\

Pokazuje se da Je oizk 1, ogranifen u H, Neka X — X ,
n N 0
pri k—eo, S$11ijedi,

Y (%o, %0) & Y ixs, YY), YV ye H-

Iz poslednje nejednacdine,slijedi tvrdjenje teorene.
Primjedba 2.1.13. Ako je u teoremi 2.1.11. pc¢o, dobijamo
siuca] tecoreme 2.1.4. Ako je o £ 0, preslikavanje F Jje nono-

tono u H.
MoZe se desiti,da operator parcijalne izometrije bude

jako pozitivan na nekom podprostoru H' prostora H a na HeH'
i ne biti takay. Razmotrimo jedan ovakav slucaj.

Teorema 2.1.12. Neka su ispunjeni uslovi:
1y (Px,x)2 q,IIP1xH2-.}5|'.P2xH2,oE> o, > o0,
2) dHP]yuz— FszyU2+f(B%y) konveksan funkcional na H,

3) pei=gip,
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4) a) %Lmﬂii? y)i=s+eo, 111,

b) 1° (F r>0)(f(y)>f(0), ako je rynzr),

)
2° Postoji ograniZeni operator B2Zu H,
Tada (f{z&aH)(zO+AF(zD)=0).

Dokaz teoreme 2.1;12}"Neka je

J gy) = Myﬂl-p I sz‘-zar.( F xrb‘) t 2-/’* (Fax, ':»*)

- i
Wigy) = @ 0uy)+ (P, y) ot ]E (BY).

Razmatrajuéi na Hn funkcional
\—.Pq'] fka:‘))z En ff"jﬂ -Lfé‘-'r \#{.Kﬂ-j),

dotazimoc do toga da

(3xee 1) (Y o) = m;f:ﬂﬁ’m, ).

Ddavde slijiedi
> f 1
Xo T % P(E)zkuj‘:-c).

A
Djelujuéi na poslednju jednacinu operatorom PB® 1 znajud]
a 4 .
da je PG*=B?P,PP*=J i A=PB, dobijamo

4
2ot A—F(-E._h)':LGJ 25 :'5")::.& H- .

Teorema Jje dokazana,
Primjedba 2.1.14. Ako u teoremi 2.1.12 dopustimo da je [°< o,
~dobijamo sluéaj teoreme 2,1,8. Primijetimo da iz uslova teoreme
2.1.12 ne slijedi monotonost preslikavanja P=J+AF:H—>H,

Sada navodimo dva sludaja kada je operator A pozitivan,
a4 ne mora biti jako pozitivan.
Eleorgma 2.1.13. Neka su ispunjeni uslovi:

1)} Ao,
2) oA(Ay.,y)+f({A*y) konveksan funkcional na H, oe&(0,1),
3) a) lim f{(A*y)=+2, 11

gl =—» oo
b) 1° (Jr>o0)(f{y)>f(o),ako je nyn>r),
2° Postoji operator {ogranigen) A”).
Tada (E}z&iH)(zo+AF(zo)=o).
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Dokaz teoreme 2.1.13. Dovoljno je na Hn razmotriti funkcional

&
Yo xig) = e ity ™ Wing),

gdje Je
Wixiy)= C/‘#J’Lx,y}f w{ziy)—r{—(ﬂl}y) < M)Hrb)-'—d(ﬂr‘m&'})'bl(km f‘l‘ft;y)_

Funkcionatl
(2 k%) (A’“!x\) = CJ"'D‘-)(A"";K)

je odozdo slabo poluneprekidan jer je de{o,1). Pokazuje se da

(Fxee HY( Yixoxs) = m;-;mH\F“w)))

: _ P :
ti. zD+AF(zD) 042 A xJ%H. Teorema Jje dokazana,

Teorena 2.1.14, Neka su ispunjeni uslovi:

1} Azo,
2) o (Ay,y)+T(y) konveksan funkcional na H, «&({0,1},
3) (D r>o0)(f(y)>f(o), ako je nyfsr).

Tada (4 x &R} (Ax +F{x }=0).

Dokaz teoreme 2.1.14, MNa podprostory Hn razmetrimoe funkcional
\o(x9) = 2+ Y (xey)
m (X9) = En iy )

gdje je
\;V(x,_»,f): C«L?f.a’*-f':i) -+ (Axr‘:?)Tﬁ?'[ 7‘))

L0 iy = o (Ayy) =& (Ake Axyy ).

Postupajuéi kao u predhodnoj tecoremi slijedi tvrdjenje
teoreme, tj. ({3xJEH)(AxO+F(xO)=n).
Primjedba 2.1.15. Ako je u teoremi 2.1.14 d<o i A>o, funkcional
f(x) je strogo konveksan, pa Jednalina Ax+F(x)=o ima jedinstveno
rieSenje, jer je P=A+f strogo monoton operator u H.

Do sada niz nepokretnih tacaka {xny preslikavanja vn je
bio na bisekrisi funkcionala Hx,y), ti. na "pravej" y=x.

Slededi slulaj pokazuje da pomenuti niz tafaka moZe biti 1 na
nekoj drugoj "pravoej", recimo, y=Px, qgdje je P operator parci-
Jalne izometrije., Neka je A=PB i B=B*,o0.



Teorema 2.1.15. Neka su ispunjeni uslovi:

£ .2
1Y (Px,x)2l[B*X[", k> 0,

2) aﬂyﬂz+f(y) konveksan funkcional na H,

4 4
3} PB*=B"P, |
4y (Jr>0)(f(y)>F(o), ako je aynsr),
. | i . ‘
53 a) Postoji ograniZeni operator (B*P) 1 iz H uH, 111
4
b)Y 1im f{B*Py)=+ oo,
RIN—> o
Tada (-] z;:H)(zO+AF(zo)=u).

Dokaz teoreme 2.1.15. Razmotrimo na Hrl funkcional

o
i) = e iy 2+ Y uy),

gdje je L .
ka{xr:Q:bdu,-j)-rtx,y)—rIF(B"y) ¢ ﬁousﬂ)-:&HBZHHH?-dx(BPx,y)

Primijetimo da funkcional {X,y) ne zadovoljava vec
ustaljeno svojstvo

Loy (x,y) =0, Pri 4 =X,

vec¢ pri y=Px, Primjenjuju¢i veé razradjenu shemu dokaza, dobijamo
(bineN)(EIrﬁo)(vn neprekidno preslikavanje iz DE u Dﬂ).
Heka je y=Vn(x). S1ijedq P*y=P*Vn(x) i “P*Vn(x)H=HUn(X}H.

Dakle, preslikavanje P*Vn:DE—aD: je neprekidno., Po Brauerovon
principu o nepokretnoj tacki, imamo

QE}M&DJ})( P* Vi () = Xn))
ty.
'V,n (xn) = Pxn.
Dalje Je
(arre) CYme M) [ Ftxns Pn) € Y, (i), Vye H‘n).
Iz {(2.1.26),za y=o0, dobijamo

¥, oy B ) & 4e)
a8 iz poslednje nejednaline, saglasno uslovima teoreme, slijedi
Cgranicenost niza {xﬁﬁu H..Pokazuje se da je funkcional ﬁﬁ(x,Px}'
0dozdo slabo poluneprekidan na H. Za fiksirano y<H, funkcional

%ﬁ1(x,y) je slabo neprekidan po x u H. Zamjenjujuéi u (2.1.26)



n san, i pudtajuéi da k—eo, dobijamo

Y (xo, Pro) & Y lo)  Pye i,
tg. grady‘i’(xo,y)w, pri y=Px . Slijed

k

i
te + B FUBYY) =0, pri y= P,
odnosno |
4 A
¥ r %LF(%E-P}(')ZD.

1
Djelujuéi na poslednju jednadinu sa PB™, dobijamo

Zo+ ?a('F('E-u~)=D_,

gdje Je zU=BiPxoeH. Teorema je dokazana.

Primjedba 2.1.16. U teoremi 2.1.15, operator A je pozitivan,
jer Jje

( Wxe B ((Amx)—-(_r-"e;%-n; B%) 20).

Do sada u svim sluajevima imali smo da Je niz tacaka
{xn§ bio ogranic¢en u H. Da to ne mora uvijek biti vidi se 1z
sljedeceg priloga. Naime, bice dovoljno da niz {A*xnﬁ bude
cgranicen u H,
Tearema 2.1.16. Neka su ispunjeni uslovi:

1) (Ax,x)amllh*xllz,&bau.

1
2 ok
3) F ogranifen operator iz H u H,

2) BAN <

4 cx“yu2+f(y) konveksan funkcional na H,

5) (A r>0)(f{y)>F(o), ako je nypsr).
Tada (o z&H)(z +AF(z )=0).

Dokaz teoreme 2.1.16. Na prostoru H, neka je zadata familija
linearnih operatora

Ay = A'*éij
gdje Je o<gvﬂ*o, pri v —> oo, Dalje je
(21.23)  ((¥ae ) ((Averd = (Axx) + &y ""‘”1) )

1.
(2.4.28) NAY x = LA + 28y (Ayx,x) + 8y han®
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Iz (2.1.27) 1 (2.1.28),s11jedi -
(Ayxin) = o AT 122 (Axy)~ o NI+ 8 k- 208y (Axx) -8, it
Za =l & fﬁ&ll imamo
v L
(1.4.19y - ( ¥xe HY (CApRx) 2 o WAL=,
12 (2.1.28)}511jedi
A, %1 2 8y i,
Na podprostoru H_ razmotrimo funkcional
\J)ﬂ(-w)f- En ffjilL+J+ \J"f*:b‘),
gdje je

LJ’U’-]:J)T- W v + (7% K,‘j)*r ”-?'M: 5))

) Ufl*:;')': ol “/J[i}j ”L"’ IUL(AJ: %) AT} 3)

Funkcional Lo(x.Y);izmeﬂju ostalih svojstava,zadovoljava
uslov

tkmmeH)(u;u&naﬂanﬁﬁﬂﬂnﬁwzﬁnAﬁﬁwurmm}.
Zamjenjujuéi A sa A, u teoremi 2.1.6, dobijamo
Gasoy (Frem) ( Yoy a Youy), Voo W),
(2-1. 34) Al xp + AyF(ALx, Y =0

PokaZimo da Jje niz {Avxvﬁ ograni€en g u H, Stavljajuci
u (2.1.30) y=0, dobijamo

LAY x) &« Fie),
Sto,saglasno uslovu 5) teoreme, daje

(Fr>0) (WA milar).

Kako je F ograniieno preslikavanje u H to je {F(Aﬁ Xy )
0granicen niz u H., Zbog reflektivnosti prostora H, imamo

?‘Pﬁ;n Xv, —= X, € H; r (ﬁﬁh)‘vh) — v, e H.



Zamjenjujuéi u (2.,1.31) Vsa Vo i pudtaju€i da k — oo,
slijedj
(2.4 32D KXot A'du =0

Za dovr3etak dokaza, doveljno je pokazati da je y0=F(x0).
DokaZimo to. Zamjenjujucéi A% x, iz (2.1.31) u (2.1.30) dva puta
u izraz (A* x,,X%y), dobijamo

(2433 o [ AT xy u‘-qﬁF(Aﬁ,m', 'F(A’*,xp))f?(A:xv)é‘i’wlu)] Hye

U {2.1.33) zamijenimo V sa Vg i pustimo da k-=>==, slijedt
— dhixaltt (AYo, Yo) +4ixe) & o] A% - 20t (%o, A% ) +0x0,Y ) *HF ( »Jf';>1 Yye 1+,
Iz (2.1.32) Je xu=-Ayo, pa pos]ednja-nejednatina ima oblik

Ao i (o, Yo ) ¢ Fxo) & ot A% I 2a (Ayo, A9) - (Yo, A'y Ve L(A%), Vel

Neka Je A*y=z i
T (o, 2) = 2Nt 20 AYa, 2) ~ (Yo, 2Dt %i%\ e |4

S1ijedi,
T (Moke) & T (ye,2), Va2eH.

Dakle, . -
?rrmalf\‘;('dul-?—\)c-@j pri % =Xo,
ti. | F— . _
242124 AY e~ Yor F(2)=0, pri 2=xo.
Zbog (2.1.32). 1z posilednje jednakosti slijedi yD=F(xU),
5to je i trebalo dokazati.

Primjedba 2.1.17. Uslov 2) teoreme 2.1.16 se moZe zamijeniti

sijededim uslovom (U).
Uslov (YW). Za linearni operator A refi femo da 2adovoljava usloy

(W), ako postoji ogranifeni linearni operator B, takav da je:
a} {V xeH)(A*x,Bx)=0),
b ) (3#}0)((8){,3{)3 /blIB*xll.z).

¢) Postoji ogranileni operatdr B~
Stvarno, na H razmotrimo kolekciju linearnih operatora

Au = ATCS..;E)}

sdie je o<dye b i &y >0, pri Voo, STijgedi

(A% =3 [ASXS 8, (Bxid) ~Sya 1B

1



Za O < av = % ) S’L‘:J‘epr‘i

CAyaox) 2 o JAS < IR

Dalje, dokaz teée primjenjujuéi teoremu 2.1.6.

Do sada razmatrani sludajevi prefpostavljali su da jJe
operator A ogranilen i da Jje "dobrih" osobina, kao Sto su Azo
ili,na primjerjﬂzﬁid. Predmet nadih daljih razmatranja u ovo]
glavi bice sluCajevi kada operator A nije "“dobar", tj. sluéa-
jevi u kojima operator A moZe biti i neogranicen. Mi ceno
operator A umnoZavati nekim operatorom C, tako da operator C*AC
ima "dobra"svojstva. Naravno, to jo§ nije dovoljno, freba zada-
vati i1 dodatne uslove. Na3i prilozi €e biti usmjereni sano u
jednom pravcu, a to je da operator C*AC zadovoljava uslov

(C*ACxX) 2 % Ixif o> 0,

111 neki njemu slian uslov. Postojeimnogi drugi naéini, osim
ovoga koji éemo mi djelimiéno ovdje realizovati. Svuda ¢e ope-
rator C*AC biti ograniCen, 3to posebno nedemo uvijek naglasavati.
Teorena 2.1.17. Neka su ispunjeni uslovi:

1} Postoji cgranileni operator C:H->H,
2) (ACx,Cx)adI[anz+(5nx]|2, ol > o,)’:;o,
3) ;inyn2+f(y) konveksan funkcional na H,
4y (F rso)(f{x)>F(0), ako je hyizr).
Tada (3 x EH)(Ax +F(x )=0).
Dokaz teoreme 2.1.17. Neka x,yeHn 1 neka je
Yo i) = Enlis " Weny)
gdje Je -
Y ) = sliby - 24 (Cx, Cy) + (C*4Cx,y) + {i(c:,).

Oznadimo sa
0 (xiy)= s lCy it -2a (Cx,Cy).

0¢igledno W(x,y) zadovoljava nejednafinu
(Wxye B) (o aug) > ~dleftnynt-2a {;czﬁmr-n:;ﬂ)

Po uslove 3) teoreme, funkcionatl tiuyu2+f(y) je konveksan,
pa je 1 funkcional
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o e ot £ (ey)
kenveksan., To znali. da ¢e za fTiksirano xEHn, funkcional ‘%n(x,y)

biti strogo konveksan po y na H. Poslije dokazivanja neprekidno-
sti preslikavanja vn:DE—?D:, slijedi

(2-{.34) C’B"'ﬂ‘-‘ D: ) ([ W (XnyXn) = k})n {Knr':]), Yye Hu)

Operator C*AC-ch*ﬁvie ogranilen § pozitivan, pa je fun-
kcional
(c*Acnx) —aliexh®

odozdo slabo poluneprekidan na H. Slijedi, funkcional ‘fﬂ(x,x)
je odozdo slabo poluneprekidan. Jednostavno se zakljucuje 1
slaba neprekidnost po x funkcionala ﬁh(x,y)Jza fiksirano yeH,
Poslije zakljuCka da je niz {x }§ ogranien u H, slijedi
"(xoe HY (Km —=Xo, pri K= o=,
1z granitnog prelaza u (2.1.34), dobijamo
Y (xe,%0) & F (xe,5) | Vye B,

ti.

%/ra-dj Y ixoy) = o, pri Y =Xo,
Sto daje C*ACx0+C*F(Cx0)=o. Stavljajuéi u poslednju jednadinu
zD=CxD}s1ijedi tvrdjenje teoreme,

| Primjedba 2.1.18. 1z uslova teoreme 2.1.17 ne slijedi ogranice-

nost cperatora A, £ak 3ta viSe, teorema je pogodna kada je A
neograniféen operator. Da takvi operatori postoje vidi se iz

primjera 3.1.4.
Ono 5to je posebno bitno Jje: funkcional

YT $y)

je oslovodjen od operatora C, Egzistenciju operatora C veZemo
samo za operator A,

Moze se formulisati { ovakav prob]eh.
Problem 2.1.1. Da 1i za svaki linearni Operdtor A, postoji ope-~
rator C, takav da Je

(ﬂﬂ+CMx§anmxﬂdau,

i da Jje operator C*AC ogranicen u H.

Hapomenimo da se u navedenom problemu ne predfpostavlja
ogranicenost operatora A ili C. Prirodno je olekivati, da jJe



jedan od operatora A i1i C ogranilen a drugi neogranicen.
Prinjedba 2.1.19. Ako je u teoremi 2.1.17 operator C sa svoj-
stvom: postoji ogranifeni operator C'], tada se u uslovu 1)
tecrene 2.1.17 moZe staviti P =0, To je Jasno, jer iz

%(CX&)& :@(u))

s1ijedi ogranienost niza {xﬁ} u H.
Teorema 2.1.18, Neka su ispunjeni uslovi:

1} Operatori C 1 A*C ogranifeni u H,

2) (C*ACX,x)za NCXIZ+ p hxi”

3) dnyu2+f(ﬂ*y) konveksan funkciunallna H,

4y {(J r>0){f(y)>T(o), ako je iiys=r).
Tada (J z§:H)(zD+AF(zU)=0).

, o> q,fﬁ;.ﬂ,

Dokaz teoreme 2.1.18. Iz konveksnosti funkcionala dﬂyH2+f(ﬂ*y)
na H, slijedi i konveksnost funkcionala

& N1Cy it + £ (A%ey)

na H. Neka x,yeHn i neka je
J
Fx,9) = En Iy T+ WD)+ (ATCx,Cy) .{i(,ﬁc@)

gdje je €O (x,y)=t1HCyH2-20((Cx,Cy). Neka je
k}/Lx.:{) = WOy + (A¥Cx, )+ {_(4*03)

Saglasno teoremi 2.1.1, slijedi
L—:ﬂ xoe H) ( C*A%Cxo+ C*AF(ATC %) = 3

Stavljajuc¢i u posiednju jedna&inu zD=A*an, slijedi
tvrdjenje teoreme, |
Primjedba 2.1,20., Ako u teoremi 2,1.18, postoji ograniceni
operator (A*C)YY, to se u uslovu 2) teoreme moZe uzeti f>=o.
Takodje, /> moZe biti nula, ako je umjesto uslova 4) ponenute
teoreme, uUsiov

D) i ) =

Y| —» oo

I jedna i druga navedena moguénost obezbjedjuju ograni-
cenost niza {x'g u H, Inale, teorema 2.1,18 je pogodna ako Je
operator A neograniéen
Teorema 2.1.19, Neka su ispunjeni uslovi:

1Y A*C ograniéeniuperator v H,




2) (C*ACx.x)aﬂdHA*CxH2+(5Hxnz, o> 0, >0,

3) (9 r>0){f(y)>f(0), ako je nynzr),

4) dﬂyﬁﬁf(y) konveksan funkcional na H.
Tada (4 ZS%H)(20+AF(ZO)=0).

hokaz teoreme 2.1.19. Neka je, za X,yeH

(O Cain) = a WATCYIS 20 (ALHATY,

q)(x,:}‘) ~ LWy}t CA#C :-:,Gj) T % (A¥C‘d)s
)
\5’“(&.7):- aﬂﬂ‘;ﬂin + Y ixy)

Za funkcional w(x,y) vazi nejednalina

(xye B (@) 2 - LATC I N - 2ad AR T il ),

Dalje se pokazuje
[Hmeﬂ)(_axnﬂ—[): ) ( \Jf-,(xhixh) 'E'-\J)n(-ﬁnlﬁ)] jPl";j'C‘ H‘H>_
Saglasno uslovima teoreme . poslednje nejednaline, slijedi

ogranicenost niza {x& u H. Dakle,

(3 X g & H—) ( }an:___-\ X o, Pﬁ, K. — l::-'d:l)

\5/'[?(9.3(:;) < ‘{ltx“f'{?)] Ulﬂ& l-—l(—
Iz poslednje jednakosti,slijedi
Orody Y ko) =2, p7i Y =xo,
] = =A%
ti. zU+AF(zo) 0, 2 A CXSEH. Teorema je dokazana.

Primjedba 2.1.21. U poslednjoj teoremi operator A moZe biti
kako neogranicen tako i ogranifen. MoZe se i sljedele primije-
titi: teorema 2.1.19 Jje vide pogodna kada je operator A ogra-
nicen, ali ne viada "dobrim"svojstvima, |

Primjedoa 2.1.22. Ako u poslednjoj teoremi, postoji ogranicent

operator (A*C)Y™', to se u ustovu 2) teoreme moZe uzeti P=o.
favodimo jod jedan sluéaj gdje se u uslovu konveksnosti

ne pojavijuje operator €, Kao i do sada, neka je A=PB, P par-

cijalna izometrija i B=B*»0. Pretpostavimo da postoji operator



T
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Teorema 2.1.20. Neka su ispunjeni uslovi:
A ] _i
1) Operatori B"ZP*BZ i B2% ogranieni u H,

A
2 ) qnyﬂ2+f(81y) konveksan funkcional na H, «>0,

A4 2
3) (B"IP*BZx,x)yxixy",

b
4) a) ]1ﬂ F(B*y)=+e0, i1i
it~ =
b)l'({%r;o)(f(y);f(o), ako je Iylxr),
2 62 ogranicen operator u H,
Tada (- zoeH)(zo+AF(zo)=0).
Dokaz teoreme 2.1.20. Oznaéimo sa

ey (%, y) =4 l'l"i‘”fl- L (-""|‘:4};
1

...t. » oL i
\:V(’ﬁy} 2 eolx )t (6728 “f'j) T &;(bzb);
L{’ﬂ (Gy) = &, #yr“‘;r ¥ (x,y)

funkcionale na H, U toku dokaza dobijamo

] i 4 1
[ ix.e H) ( 55 P¥5jxn+51F(&1x°) :'O)

| )
Djelujuéi na poslednju jednalinu operatorom PB?2, dobijamo

4 )
PP*Dix, + LB F(Eﬁ_‘x.) =0,

Kakc je PP*=J, PB=A, to je \
2.+ AT &)= 0, 2o = BN € H.
Tecrema je dokazana, | |
ieka Je zadat linearni ogranifeni operator K=sC*AC, gdje
je C kao i do sada operator iz H u H. Jasno je da operator A
ne mora biti ogranicen,
Teorema 2.1.21. Neka su ispunjeni uslovi:

t) (Kx,x)ze(uxuz,d>-0,

2) C ogranifeni operator u H,

3) cguyq2+f(Cy) konveksan funkcional na H,
4) a) 1im f(Cy)=+o0, ilj

K3l —» o
b)]"c'1 ogranic¢en operator u H,
2° (d r>o)(fly)>T(o)s ake je yyinr).
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Tada (-] zéaH)(Azo+F(zo)=n).

Dokaz teoreme 2.1.21, Na podprostoru Hn razmotrimo funkcional

- % (%) = £, fIyIJL+J-1- \;Vf-"f‘f)f
gdje je Y (x9) < G (X y) + (K”:)')Tf(cj-)) O Oxyy) = of Iy T ufi"’)

Ponavljajuéi raniju shemu dokaza, dobijamo

(“3-"‘::5 H) (C%A'an t+ ¢ F(Cxo) =C’)-
Odavde, stavljajudi CxU=zoeH, slijedi tvrdjenje teoreune,
Teorema 2.1.22., Neka su ispunjeni uslovi:

1} Operatori A*C i C*A*(C cgraniceni u H,
2) (C*ﬂ*Cx,xLaquxﬂz,dvth
3) dﬁyu2+f(A*Cy) konveksan funkcional na H,

4y a)V C ogranilen operator u H,
2 (dr>0)(f(y)>f(o), ako je pyy=r), ilf
b)l;w f{(A*Cy)=+c0, 111

Y if s o

)1 (Fr>o}{f(y)>Ff(o), ako je yyizr),
2° (A*C)™" ogranicen operator u H,
Tada (4 zg:H)(zG+AF(zO)=0).

Dokaz teoreme 2.1.22. la podprostoru Hn razmotrimo funkcional
o
Yy )= Enlyg*TF YiKy)
gdje Je |
\][/(Mj') =) Uqy) + (CTAMC x, ¥) F f,(frfc,j)f Wx,y) = Oq,flfj“'z— 2l (X))

4 toku dokaza dobijamo

hrssy (Frewd (B D) (K Gy « Y ony, Ve bi)

iz {xng je ogranifen u H. DokaZimo to,samo u slucaju kada
je ispunjen uslov 4)a), Iz (2.1.35)

f(A*Cxa) ¢ 410,
5to sa uslovom 4)a)2” daje
A Xall. <« 7, ">0,

Iz uslova 2) teoreme, slijedi

}sTijedi

X lixn g IAYC xon ). e Y- Ml
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It ft < tel-y o™

Dalje,
(que H )(C‘*A"C_xa+ C*A FCACx,) =p),

. v o s
StaVLJaJU61 A Cxu zﬂ,zgaH, slijedi

2o + AF(20) =0,
Fto je 1 trebalo dokazati.
_ la kraju ovoga dijela navedimo jo3 dva slucCaja, Prexpo-
stavimo da je operator A moguce predstaviti u obliku CbE, g¢dje
sperator C ima inverzni operator C'], ti. CC']=J.
leorema 2.1,23, Heka su ispunjeni uslovi:

~ 1

1y {C B*x,x)awﬂxuz,d>tn

2) c{nyu2+f(8*y) konveksan funkcional na H,.

3y B i C'1B* ogranileni operatori u H,

4 a) 1im f(B*y)=+o0, 119

YN — oo
b)?'B'] ogranicen operator u H,
2 (Jr>o)(f(y)>f(o), ako je wyhzpr); ili
J.r:]?“’C"1 ogranifen operator u H,
ZA{d r>0)(f(y)>T(0), ako je #ypar).
;ﬁda (5}25:H)(20+AF(20)=0).
Jokaz teoreme 2.1.23. Neka X,y H. Neka je

CO (oY) = LYl 2t (xY),

bl/(xw.)“ O Gy + CC”BZ!)’) f'ﬁ (3"3‘).

Razmatrajuéi na Hn funkcional
N ‘:Kltx;;;) = gﬂf:jjglf"r+ W[my)}
ﬁ&bijamo

(Jee H) ('8 BF(3%)=0)

Stav]ljajudi B*xu=zo.z§=H, i dje]uju61'na posiednju jedna-
I€inu operatorom C, dobijamo
2,1+ AF(a) =0,

Sto je i trebalo dokazati.



Teorema 2.1.24. Neka su ispunjeni uslovi:
o

1) B(C )* i (C'])* ogranileni operatori u H,

2} (B(C" )*xx) dumﬁ,d>o,
3) Ayl +f((E' Y*y) konveksan funkcional na H,

4) a) 1im F((C ")y*y)=+eo, 117

Y —= o
b)Y (J r>0)(f(y)>T(0), ako je lynzr),

2°C ogranicen operator u H,
Tada (f}z;:H)(AzO+F(zU)=u).

Dokaz teoreme 2.1.24, Neka je

C\){X;:y‘) = X “HHZ- g.o‘»{xl‘.'?'))

Wty = c0 cuyy + (B L= y) + § (™))

148 Hn se razmatra funkcional
F
% (J‘(iy): E‘ﬂ Hb’i’?lf -+ \f)ﬂi,y))
i dobijamo
(Txe H)C B+ () F(CC™ ") =0)
DJeluaué1 na poslednju jednakost Operatornm C 1 stavlja-
Juci (C )*xo-zo,z «H, dobijamo
A@.a"‘ FCE ) O}

§to je 1 trebalo dokazati, . |

Ha kraju ovog dijela druge gldve dajemo jednu napcumenu,
4 poslednjim prilozima nijesmo komenttarisali uslove pod kojima
jednacina *#(x)=o (p=A+F i1i P =J+AF) ima jedinstveno rjelenje,
Fonoving samo nada ranija zapazZanja: U svim slulajevima kada Jje
Cb strogo monoton operator u H, a oni su, uglavnom, kada je <<o,
jednatina <p(x)=0 ima jedinstveno rjedenje. Vidjeli smo da,za X =o,
u nekim slucajevima jednaéina cp(x)=0 moZe imati jedinstveno rjedenje
Stucaj koji mi razmatramo, tj. <>0, ne garantuje jedinstvenost rje-
Senja a time ni monotonost operatora 43.

Sli¢nih priloga mogli smo dati i viSe, ali se nadamo da smo
izabrali one najkarakteristiénije.
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2.2, Egzistencija rjeSenja jednadina X+AF(x)=0 i Ax+F(x)=0,!II

U ovom dijelu ¢emo zadrZati oznake jz dijela 2.1. Dajudi

neke druge uslove na funkcional «(x,y) u odnosu na uslove date
u 2.1 navodimo nekeliko priloga.

Jeka funkcional “W(x,y}) na H zadovoljava uslove:
{a) W(x,x)=0, XeH,
Qﬁ(x,y)=o, pri y=x,

)
) wW(x,y) neprekidan funkcional na Hn.'VnﬁN.
) {x,y) odozgo slabo poluneprekidan po x, za fiksirano yeH,

(E) L31|PFXERJ(39(4;P4:1,34ER+>(VP‘;)’& H’)

(C«) Gy ) s a'\lftf!jﬂ1+/?7 HHHAHWE‘ + b/ luchfg"1 )

Primijetimo da se funkcional w{x,y) razlikuje od w(x,y) u

2.1 u {(a) 1 (e).
Teorema 2.2.1, Neka su ispunjeni uslovi;

1) Azo,
2 ) (TthH)(Lu(x,y)+f(B*y) konveksan funkcional po y na H),
3y 1im (f(B*x)=w (X,0))=+00,

Tt — e

4y (Jroo)(fly)>f(o), ako je Hyuxr).

Tada (ijxobH)(Ax0+BF(B*xo)=o).

Dokaz teoreme 2.2.1, Za X,y H, neka je

nal

Sulix,y) = Xy )t -'FCE:*:;;J*!- (A-?‘;:j),

Ha konalno dimenzionalnom podprostoru Hn razmotrimo funkcio-

i) entgnts o),

gdje Je A‘*”““—"-'{'ZJ °{'1J/34'*P7-, 3’4}1'5, J}O,

iHeka ern i qugaf. S]ijedt

| . 4 "
( tye Ha) (Y )2 enuyp? s q:wu""?-uhx-m’?yﬁ— v P+ fLBy)- il ngn )

Kako funkcional f(x) zadovoljava m-svojstvo, to

(35<R) (5 £(8Y), ¥ye H).
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Dalje imamo

n 17 . g T
(Ve DD) (W 5eS2) (L)% En © 7 & 87 10 oo )y o™ hane +3=709)).

Imajuéi u obzir kako smo izabrali XA , slijedi
Alaw i )*-—-1'*"'-“’)
(Vﬂéﬁ)(f*m"?g; Y,

ti.
(ymer) (3 g2t 0){7(F) > niey =% ).
Odavde slijedi
(2.2.1) (Yme &) (31n>0) ( ¥xe O )( VUES:) LY, xv) » E).

Kako je funkcional %;(x,y] strogo konveksan po y, pri
fiksiranom ern,i zadovoljava (2.2.1), to on ima jedinstvenu
tackuy apsolutnog minimuma y=Vn(x)eHn.Iz (2.2.1), slijedi

v Dl —>D.

Isto kao u teoremi 2,1.1 se pokazuje neprekidnost presli-

kavan ja y=vn(x):D:——'rD:. Iz neprekidnosti V . slijedi

(Fxne D) ( Valimy=2n),
td. ) .
{2.7, 29 C V”ﬂé— -"'U)Caxné- D'I" )C %(Knrfn)'&: %{'x"lj)l VjeH'h,)
Operator A je pozitivan, pa je funkcional (Ax,x) odozdo

slabo poluneprekidan, S]ijedi)funkciuna]
J (x,x) = Em x0¥+ (Axx) 1+ 4 (B%)

je odozdo slabo poluneprekidan na H, Za fiksirano ye¢H, funkcional

\J[f’n(}(,},’) je odozgo stabo p01uneprekidan po X na H, Iz (2'2.2)'
sTijedi
Y. (xn, Xn) — QO Cxn, o) € F00),
ti.
4 (B%a) - W xn,0) & {00),

Saglasno uslovu 3) teoreme, 12 poaslednje nejednaline imamo

(Sc::-o) C_"Knﬂ._‘-..c)l
ti.
(3"0* ) ( Xp, == Xo, Prt K — o0 )
Zamjenjujuci n sa n u (2.2,2) 1 puitajuci da k-=ea,
dobijamo

‘Y&Hx.)éfyﬁyyx Hg&,H.
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Dakle,

Y o, x0) = maim P (%9, Y)
| Ye i

?’MJ} P (xe,7) =0, prc J=Xo,

Iz poslednje jednakosti slijedi tvrdjenje teoreme.
MoZemo zapaziti da ispuitanjem uslova na operator A
poodtravamo uslove na funkcional f(x).
deka je D linearni, pozitivni kompaktni operator u H,
Saglasno primjeru 1,1.6, funkcional
\ (x)= ( Dx,x)

je slabo neprekidan na H. U sljedeéa dva priloga koristicemo

funkcional ‘“€(x),
Teorema 2,2.2. Neka su ispunjeni uslovi:

1Y o (Dy,y)+f{y) konveksan funkcional na H,«>0,
2) Azo,
3) (Jrro)(f(y)>f(o), ako je uywzr),
4 1'1;1'111_*(370{)- X (DX,X))=+00,
Tada (E}xJeH)(AxD+F(xn)=o).
Dokaz teoreme 2.2.2. Neka je w(X,y)= A({D{(x-y)}.x-y}. 0&igledno
( uve H) (000 2 —a DY = 2 NOY IxH YY) ~ o NDY txﬂl).
Na podprostoru Hrl razmotrimo funkcional
Y, (xiy) = &n HHHHJ-r Y i v),
gdje je ¥ (x,y)=w(x,y)+{Ax,y)+f(y). Pokazuje se, kao u teoremi

2.2.1,da
KS)‘.&E H‘) (.\_]U(anl:n)& \J)(”'Dq:?)p 'H:j"& H),

ti.
LF (xoY) = A‘;iﬁh‘-k—r(xﬁ )3 {

Dakle,
Cﬂ.q-o-ﬂ{y 9’(&#'3) = A-K'ﬂ-r F{j)‘:-ﬂj Pﬂ: 3=KD;

sto dekazuje teoremu.
Teorema 2.2.3. Neka su ispunjeni uslovi:

1) o(Dy,y)+f(A*y) konveksan funkcional na H,o«> o,
2) Azo0, ‘
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3) 1im (f{A*y)- L (Dy.y) )=+,

Il - oo

4) (3 r>0)(f(y)>f(o), ako je rywxr).
Tada ({lzg-H)(zo+ﬂF(zD)=o).

Dokaz tepreme 2.2.3. Neka je “(x,y) isto kao u predhodnoj
teoremi, Razmatrajuéi na Hrl funkcional

gdje je Y (x,y)=w{x,y)+({Ax,y)+f(A*y), dobijamo
(.3,:,5 H) ( Y (o, xp) = M cm 9’(;.,,3));
‘ Je i

ti.

;}”MJ ﬂ)(_y_u, y) =0, pri g =X,
§to dckazuje teoremud,
Primjedba 2.2.1. 1z uslova teoreme 2,2.2 1 2,2.3 ne s}ijedi
monotonost presliikavanja < =A+F, odnosno P =J+AF, iz H u H, jer
je D>o. Operator D je kompaktan, a ovakvi operatori su "bliski®
konaino dimenzionalnim operatorima, 3to svakako ne znaci da na
nekom podprostoru prostora H funkcional of(Dx,X) ne noZie naru-
§iti konveksnost funkcionala f(Xx). Ako je o =0 i ako Jje ispu-
njen jedan od sljedeca dva uslova:

1} Ao i F monoton operator,

2) Ao i F strogo monoton operator,
tada jednadina (x)=o (Pp=A+F il1 P =J+AF) ima jedinstveno
rjesenje,

2.3, Egzistencija rjedenja Jjednadina x+AF(Xx)=0 1 Ax+F(x)=0,II1

U ovom dijelu bi¢e oslabljeni uslovi na funkcional ¢« (x,y)
i na operator A, dok ¢e na funkcional f(x) biti nalozZeni stro-
7iji uslovi. Neka reailni funkcional &{x,y) zadovoljava uslove:
1) W{x,0)=0,x¢eH,
2) wW(x,y) neprekidan funkcional na Hn' nzl,

5)  (Wmye H)(3peR) (3 fr,freR”)
( L ix,y) > ailljlldd T(—" H'j!.lﬁ"- Mxtrp1 ) |
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Neka je Sl(x,y}=grady40(x.y). AsAg
ni¢eni operatort 1z H u H, Neka je L linearni operator takav

1 B linearni ogra-

da Je
L (82 (x) + A—,,x) = Jy (Axt Bx)J

gdje su T] i T2 linearni operatori u H, Pretpostavimo da je
F neprekidno preslikavanje na H i

(3%, ¥,50) CIF w "—"-L""*‘"y’, X H)-

Teorema 2,3,1. Neka su ispunjeni uslovi:

1) ( ¥xeH)( w(x,y)+f(Ay+By) konveksan funkcional na H),

2) ﬂO(x,x)+(A]x,x)-(B*F(Ax+Bx).x) nenegativan 1 odozdo
slabo poluneprekidan funkcional na H,

3) “O(x2¥)+(A,x,y)-(B*F(Ax+Bx),y) odozgo slabo polunepre-
kidan funkcional po x, pri fiksiranom yeH,

| a)y1” wWx, x)+(A XeX)=(B*F(AXx+BX),x) = Bf(lxu), gdje Je
¥ (t)zo, pri tso i B/(t)—s-m, pri t-» oo,

2’ (dr>0)(f(y)>flo), ako je tyizr), i
b)1“(A+B)_1 ogranifen operator iz H u H,

22 (Jr>0}{f(y)>f{o), ako Jje bhywzr), ili

c) lim F{Ay+By)=+oo.

1) = oo
Tada {3 z;&H)(T]zU+T2F(zO)=O).
Dokaz teoreme 2,3.1, Na podprostoru Hn’ razmotrimo funkcionai
kJV?l (Kiy)= Exn f-'ﬂff}\-l- \quy),
gdje Je ; .
Yuy) = tolxy) t (Ayxy)+ 4(43*3:))'(3 F (et 85),9)
] >\= %R&{Q,g,l-r'll'ﬂl.«,JPd—pr}lTS‘;,}D,

Za fiksirano xeH , funkcional ?’(x,y) je strogo konveksan
Do ¥y na Hn' Funkciuna1 9’(x,y) je ndnzgn slabo poluneprekidan po X,
pri fiksiranom yeH,

Heka xc-.Hn i #xHhep,0,S1ijed]

( Ve H‘l) ( \}'n{"!?') 2 Eﬁffb’ﬂ)"-rﬂfffjﬂdt 11 iﬂuﬁt.fﬁ

- hal-g -y v f (Agr By) —
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Kako funkcional f(x}, po uslovima teoreme, ima m-svojstvo,

; (J1eR) ($(4y183) 23, ¥ye H)

Neka yeHn 1 lyy=0, S]ijedi

Yyt
Yo (xi9)2 g, §’>‘+ m‘.j'-" [pl? ! _P-- l|.41|;f - !|A+5ug ® 1mssuﬁ;: 7tf))

Uﬁig]&dﬂﬂ)

(tmsa) ( éf_;“fm"?ff) =+ o0)

63,
(Ymed (38=>0) (N >5o)

Dakle,
sy (¥xeD)(W9eSE) (W tay) > fce))

Neka Jje y=V (x) Jedinstvena tafka apsolutnog minimuma
funkcionala 3’(x,y) po y, pri fiksiranom er . Iz (2.3.1),
s]ijedi

(Wmen) (Jrao0) (Ui DF == D).
Pokazuje se da je Vn neprekidno preslikavanje, 3to daje

(3 e D )L V“(K")tx“);
]

{(2.3.2) ‘;h, (Xn,Xn) & ‘j’nﬁx,,fy), Y ye Ha.

Iz uslova teoreme i (2,3,2) slijedi ogranifenost niza

{Knﬁ u H, Neka
Xp —= Xo, Pri K —» <o,
k

Iz grani&nog prelaza u {2,3.2), slijedi
Wxoxe) & W koy) | ¥5e& H,
tjl
Greddy Yoxqy) =0, pri 3o,
Dakle,
J2. ke, %)+ AgXo ATF (Axt Bro) =0

Primjenjujuci na poslednju jedna&inu operator L, dobijamo
Thg, + Flz)=0

gdje Je zD=AxO+oneH. Teorema je dokazana,



0d priloga ovoj teoremi navodimo dva sluZaja,
Teorema 2,3.2. Neka su ispunjeni uslovi:

1) D(ﬂyn2+f(A*y+20&y).o(> 0, konveksan funkcional na H,
2) Axo,

3) (3 X; ¥4 >0) (ﬂth}vMé-gtlxug‘,ﬂ“ H), |

4) Funkcional -(F(A*x+2 x)},y) odozgo slabo poluneprekidan
po X, pri fiksiranom yeH,
5} F neprekidno preslikavanje iz H u H,

6) dLnxn2+2cﬁ(F(A*x+2n<x),x) nenegativan i odozdo slabo
poluneprekidan funkcional,
7) (3 r>o)(f{y)>Ff(o), ako je hynzr).

Tada ({IzJ%H)(zD+AF(zD)=n).

Dokaz teoreme 2.3.2. Na podprostoru Hn razmotrimo funkcionali
% (.x,y) = Em Iljl'['x + kh"l?)_,

gdje Je
¥y )= by i (Aky) + § (¥ 2ay) ~2ek (F (A% 7 20m) y)

-)\“- %M{ 2, 44 ‘["1} 1“5} J}D,

Ovdje Jje ﬁD(x,y)=c£MyH2. Pokazuje se da
(2-3.3) (Yme V) (3xne D) Yn (xnixn) & Y Giny)) Vye H»«.)_

Iz {(2.3.3) i ustova teoreme, slijedi

(‘5 T‘::-o) (AT p+ 26t Xnll &1‘“);

ti. HA*xnu2+2:&(Axn.xn)+2gwﬁmnu2£;r2. Dakte, niz {xng je ogranien

u H, pa
(‘3 X & H) (X"F — Xo, pr. R = ""’“)

Lako se pokazuje da jJe ﬂ;(x,x) odozdo stabo polunepre-
kidan funkcional na H, Za fiksirano yeH, funkcional ?:(x,yJ je
odozgo stabo poluneprekidan. Iz graniénog prelaza u (2.3.3),
sTijedi |

\J}[);.Hxn) = mim N (xa4)
yey
td.

2o xot A%e T AF (Aot 24%0) =0
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] - * . =
Neka je zO-deo+A xo.zO&H. S1ijedi, zoﬂF(zo) 0,
Teorema je dokazana,
Na slic¢an nadin se dokazuje 1 sljedeéa
Teorema 2.3.3., Neka su ispunjeni uslovi:

1) ciHA*yn2+f(2$ A*y+y), o> 0, konveksan funkcional na H,

2) Uslovi 2),3),5) 1 7) teoreme 2.3.2,

3) o HA*tz-Zo((AF(Ec{A?x+x),x) nenegativan i odozdo slabo
poluneprekidan funkcional na H,

4) -(AF(29o A*x+x),y) odozgo slabo poluneprekidan funkcional
po %, pri fiksiranom yeH. |
Tada (flszH)(Azo+F(zo)=o).
Dokaz teoreme 2.3.3. Dovoljno Jje na Hn razmotriti funkcional
Vatusd= i 4 Wony),

gdje je X iz teoreme 2,3.2 i
Woay) = oA (Axy) + £ (20 A% 1y) ~ 2 (AF(A%x), )

i ponoviti rasudjivanja iz predhodne teoreme, Dobijamo

(_J X0 & H.) ( \{/(Ku{?(p) = UL m N f"'";b’)J

ye i

td. >
: 2o A Ao FXa F(2eAxot xo) =0,

Stavljajudi zo=2=ﬂA*xo+x&5H u.poslednju jednakost, slijedi
tvrdjenje teoreme, -
Frinjedba 2.3.1. Uslovi teorema 2,3.2 i 2.3.3 ne presupostav]jaju
monotonost preslikavanja @ =A+F i @ =J+AF, pa se o jedinstvenosti

rieienja jedna&ine (x)=o0 ne moZe niidta reci,
0¢igledno,sli¢nih sluCajeva bi se moglo navesti vise, §to

ovdje nedemo Ciniti.

2.4, Egzistencija rjeSenja jednalina A{x)+F(x)=0,
kada'je A nelinearan operator

U prethodna tri dijela razmatrali smo sluCajeve kada je
operator A u jednacCinama Ax+F(x)=o i x+AF(x)=0 bio linearan.
U cvom dijelu taj uslov Cemo izostaviti, tj. operator A moZe

biti i nelinearan,



Pretpostavimo da je A nelinearan (mole bitt i linearan)
neprekidan operator iz H u H i

(5‘6’1 ¥y >0) (“Mt) | « ¥ lxn k’,,l w & H)

Neka realni funkcional W{x,y) zadovoljava uslove kao

u teoremi 2.1.1,
Tearema 2.4.1. Neka su ispunjeni uslovi:

1) { ¥xeH){w({x,y)+f(B*y) konveksan funkcional na H),
2) (X, X)+A(X),x)+F(B*x) odozdo slabo poluneprekidan

funkcional na H,

3) (Jr>0)(f(y)sf(o), ako je iyuzr),

4) (A{x),y) odozgo slabo poluneprekidan funkcicnal po x,
pri fiksiranom y H,

5) a) W (X, x)+{A(X)sx)2 ¥ (0x4), gdje je Sl(t)ao, pri txo i
' (t)moa, pri t—wo, i1i

1

b} Postoji ograniéeni operator B~ ' iz H u H

C {x,x)+(A{X)},x)20.
Tada (J x&HY(A(x )+BF(B*x )=o),

Dokaz teoreme 2.4.,1, Ha Hrl razmotrimo funkcional

Y (x,y) = Exn M) £ O Oqy) + (A, b) +4(87 )
gdje je |
}\'-'-MGI.K'{ 2, ¥yt 4, P; F’d'tplj'fa} J}O'
Neka Je |
Y= wound+ (A, y) +L(BY).
Fonavijaju€i veé¢ razradjenu shemu dokaza, slijedi
(3:&.&- ) ( \'Pf""lﬂ,’(a) & Yixe, y), Yye H>.
Dakle, | |
Ca/rﬁ-ofj \;P{lnlj) =0, pri Y =Xoe
ti,
A {(xe) '!'bf:(gu\! = 0,

Teorema Jje dokazana,
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Primjedba 2,4,1, Uslov 4) teoreme 2.4,1 se moZe zamijeniti
uslTovom: Neka'je'ﬂd(i,y)+(ﬂ(x),y) odozgo é]aﬁnhpoluneprekidan
funkcional po x, pri fiksiranom yeH, jer se funkcionali “{x,y) i
(A(x),y) mogu medju sobom “"pomagati" u poluneprekidnosti. Ako bi
ovako formulisali uslov 4) teoreme 2.4.,1, tada na funkcional
(W(X.y) ne treba davati posebno uslov da je odozgo slabo polu-
neprekidan po x, pri fiksiranom yeH.

Mogu se na “(x,y) dati 1 drugi uslovi, mimo onih koje
siiog mi ovdje naveli, a da na3a razmatranja budu taéna.

Umjestﬂ'prostara H moZe se ukljuéiti v razmatranje i
realan separabilan refleksivan normiran prostor X, Neka je A
nelinearan (117 linearan) operator iz X u X*, MoZe se bez tedko-
¢a prenijeti niz rezultata iz H u X i to oni rezultati koji se
cdnose na jednal&ine A(x)+F(x)=0. Navodimo,samo,dva slutaja.
Umjesto Hn pisacemo Xn. gdje Xn ima isti smisao kao do sada Hn‘

Neka Je U:X->X* dualno preslikavanje, tj. QUxi=1lxil, {Ux,x) =
=nxu2, U(o)=o0. Ako je prostor X sa normom diferencijabilnon po
Gatou, to se za U moZe uzeti preslikavanje

/% = #xn CJ/-FG-A flxy

Neka su sljedec¢a dva slu€aja funkcional f(x) ima m-svojstvo,
ti, on je odozdo slabo poluneprekidan i

(3 r50)($t9) > %0y, aky Je Hutinr ).

Teorema 2,.4,.2, Neka su ispunjeni uslovi:

1) X prostor s normom diferencijabilnoj po Gatou,

2) A ogranileni linearni operator iz X u X*,

3) <Ax,x}:3,dlrxu2,g(>o,

4) oUyit°+f(y) konveksan funkcional na X,

5) {Ux,y)> odozgc slabe poluneprekidan funkcional po x,
pri fiksiranon yeX,

6) U neprekidno preslikavanje iz X u X*,
Tada (ffx&&X)(Axo+F(xu)=ﬂ).

Dokaz teoreme 2.4.2, Na Xn razmotrimo funkcional
Pty = En 1302+ Yixs),
gdje Jje
Pouy) = dagn™- 20, ¥y + LA v + fy),



Fokazuje se da

(2.4.4) [VWEN) C:—)lx-.,& D:C-xn) ( \-ﬂr("h:"n) < \j’n _("‘n;,}f), Yye Xnﬁ

Neka Je Gl X,y)= diyuz-:1<:Ux.y> . Funkcional

O x )+ LAXXY = = ixtl™ + {Axx)
je odozdo slabo poluneprekidan po x, jer je Az<J, Uslovi
teoreme daju da je l:f’n(x.x) odozdo slabo poluneprekidan fun-
kcional na X, a funkcional 9;(x,y) odozgo slabo polunepre-
kidan po x, pri fiksiranom yeX, PokaZimo da je niz {xn§ ogra-
nicen u X, Stvarno, iz (2.4.1), slijedi

) « flo0)
a kako f ima m-svojstvo, to je Hxnnar,r>n. Kako je X refleksivan
prostor, to |
(Free X ) Cxn = X0, pri k=2 >},
Zamjenjujuéi u (2.1.4) n sa ny i puStajuéi da k—= <o,
dobijamo
Y oxa) & Yoy, Yye X,

Iz poslednje nejednaline slijedi

%"“‘*"lj 9')(!"15) =0, pre J=%e,
Bakle, .

2004 Gorad hyf ~ 2a Utxe) ¢+ Axet Fly) =0, pri 4= %o,
tJ,
AKD‘I’ F:(Kn\)"éo,
Teorema je dokazana. -

Primjedba 2.4.2) Uslovi teoreme 2.,4.2 ne obezbjedjuju monoto-
host preslikavarija e

d=ATF K —Hb_}iﬂl

Jer Je .
Py = Ply), x=y) z K~y -2 {Un ~Uy x=y ), X,ve X
Za ¢ 0, operator F je monoton (jako monoton),
Jednaina ¢ (x)=0 €e imati jedinstveno rjelenje u X, ako
je ol =0 1 '
1) Ao t F monoton operator, ili
2} Ao i F strogo monoton operator,
jer je < :X —» X* strogo monoton operator.



Teorema 2.4.3, Neka su ispunjeni uslovi:
1) Azo,
2) & (Ay,y> +f(y),«€e(0o,1), konveksan funkcional na X,
3) Uslovi 1),2),5) i 6) teoreme 2.4.2,

Tada (3 x & X)(Ax _+F(x )=0),

Dokaz se provodi kao u predhodnom sludaju.

U prostoru X se mogu razmatrati slufajevi kada je A:X-—X*
nelinearan operator, Ha sli¢an nalin kao u teoremi 2.4.1, dobi-
jaju se ustovi pod kojima jednacina A(x)+F(x)=0 ima rjedenje
u X,

2.5, Potuskalarni proizvod i varijacioni metod

U ovom dijetu koristino pojém poluskalarnog proizvoda,
lieka je X realan normiran prostor i [-,«1 generaltisani. polu-
skatarni proizvod {g.p.p.) (sm.{17.11). Ako je norma prostora X
diferencijabilna po Gatou, tada se g.p.p. moZe uvesti Jednaclinom

_ txe ty P~ xyP
(2.5 ) Lo, Y] "*’%__":'; £ p -

y Y e Xq— ¢ p>4,

Lako se pokazuje da funkcional (2.5.1) zadovoljava uslove:

(1) {x,¥) neprekidan linearan funkcional po x, za fiksirano yeX
(2) (¥ xeX)( x,x3=lxyP)y,
(3

) (V' x,yeX)( VP re RY([x, ) y)= lk‘ip-gxfx,y]),

(4) (VY x,yeX)([x, 9]« txi-nyy®ty,

(5) (x,y] neprekidan funkcional na X2 {ako je norma prostora
X ravronjerno diferencijabilna po Gatou, tada je [x,y] ravnomjerno
neprekidan funkciongl wa Xz).

Konkretni primjeri g.p.p. sa osobinama (1)-(5) su navedeni
u L2117,

Za p=2, funkcional (2,5.1) razmatra Bruck (3,1). Poznato je
(5m.[18.{],[17.f}) da u svakom normiranom'prosturu X postoji g.p.p.
sa svojstvima (1)~-(4}).

Fomoéu g.p.p. uvodimo pojam p-monotonih operatora,
Definicija 2,5.1. Preslikavanje F:D(F)C X —X zoveno p-ucnotonin,
ako Je

Cz.5.2) ( b‘x,ye D[F))CEFﬁx“}—F[yjlx—yj;o>3




strogo p-monotonim, ako u (2.5.2) jednakost vaZi samo onda kada
je x=y; Jako p-monotonim, ako postoji c>o0 takvo da je
( ¥xye D(F)) ([FO-Fiy), x~y]= px—yi® ),
Primjer 2.5.1. Neka Fi:X —>X zadovoljava usTov
CyxyeX) (3 E.efﬂ,rﬂ)( IF e - Fu) [ & 2 ix=yn),

-

Preslikavanje T=dJd-F je:
a) p-monotono, ako je q=1, tj.
( ’v‘xl,ys- XYCLT-T(w, x-—y.]_;,g>;
b} jako p-monotono, ako je qe{o,1), Jer Jje
(Wxve X)C LT oo =T, x~v] = (4~ 2?),,,._._&”.\")
Hapomenimo, da ako je g=1, preslikavanje F se zove
neekspanzivno, a ako je qe(o,1), F se naziva kontrakcija,
Smatrajmo da je g.p.p., sa svojstvima (1)~(4) fiksiran
ha XE. Koristedi g.p.p. neki rezultati se mogqgu uopsititi, kao
na prinjer sljedec¢a lema (sm, {24.171) koja je dokazana kada
je X realan refleksivan prostor i X* strogo konveksan prostor,
Lema 2,5.1, Neka su ispunjeni uslovi:
1) X realan normniran prostor,
2} Fi1X—>X hemineprekidno preslikavanje,
3) Za fiksirano xo,yﬂex, vaZzi nejednacina

C V*FX ) C [ Fxd-2%, -"‘—"v_] a—o)

.Tada je F(x0)=y0.
Dokaz leme 2.5,1. Stavimo xt=x0+ty,t>0 it ¥y profzvaljna tacka iz X,
Slijedi
[__F(x{,)‘ Ye, 1’::9] <0,
Zbog uslova (3) g.p.p., imamo
L_F(K.,_.)--yp, ¥y] = o, |
hako je F hemineprekidno preslikavanje, to iz poslednje
nejednatine pudtajué¢i da t-—>+o0, siijedi

(2.6.3) - [Fow -y Yyl 20
Zanujenjujuc€i u poslednjoj nejednadini y sa (-y). dobijamo
(2.5 4) CFix)-Y,4] <0, | |
Iz {(2.5.3) 1 (2.5.4), slijedi

(.VJ:)EX)( [F(’xu)-'jq,l_-,] -w_;;)‘
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Za y=F(xo)-yo, imamo

”F['ﬂ-ﬂ‘) - Yo I lr: 0,
td. F(x0)=y0. l.ema Jje dokazana,

Posledica 2,5,1. Neka je F hemineprekidno preslikavanje iz X u X,
X prostor iz leme 2.,5,1, Sijedeéa tri uslova su medju sobomn ekvi-

valentna. -

1) (I xgX)(F{x )=x_),

2} (V xeX) (3 X & X}([F(x)-xu,x-xo‘];} o),

3) (V xeX)(F x e X)([T(x)rx-x T2 0,T=2-F),

Posledica 2.5.2. Neka je F hemineprekidno preslikavanje iz X u X,
X prostor kao u lemi 2.5.1. Tada je

( ¥xe R)Y(C [F(A),x]=0) &> Flh) =0,

gdje je heX.
G.p.p. je slabo neprekidan po drugom argumentu, ako iz

yn.4~y0, pri n—+e=1i svako fiksirano xeX, vaZi

/E-"‘*‘H E‘:Jr, U'ﬂj = D“! )’..]

= T

U Hilbertovom prostoru H, u prostoru ]p. p>ls g.p.p. Je
slabonneprekidan po drugom argumentu, U prostoru Lp, p#2, p>l,
g.p.p. ne mora biti slabo neprekidan po drugom argumentu.

S1jedeca lema daje uslove pod kojima preslikavanje F ima
nepokretnu tacku. Meka je X realan refleksivan normiran prostor
s slabo neprekidnim g.p.p, po drugonmn argumentu,

Lema 2.5.2. Neka su ispunjeni uslovi.

1y F:X —>X neekspazivno preslikavanije,
2) (3 r;o)(F:DE—v Dr)'

Tada (f]xJ&X)(F(xu)=xn).
bokaz teme 2.5.2. Heka Je F_(x)=sF(x),se(0,1} i s racionalan broj.
STijedi

(¥ x,yed JUF(x)-F(yM<six-yq),

t]. FS je kontrakcija iz Dr u Dr' Po Banahovom stavu o nepokretno]
tacki, 1mamo

L3 xEDID(F (X )=x_).
Neka Jje T=Jd«F, Slijedi,
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T(x )=x =F(x )=(s=1)F(x ),

Oﬁig]ednu}T(xs)—# o, pri s—1, Kako je X refleksivan
prostor, to se iz niza {xsﬁ moZe izdvojiti podniz (oznaciiilo
ga ponovo sa {xsy), takav da

_— , XeX,
xs xa 4)
Naravno, xaaBr. Jer je Dr slabo zatvorenoc mnosStvo, Kako
je T p-monotono, to je |

(¥ xeX) ([T(x)=T(x{),xmx 33 0)

Kada s-—=1, dobijamo
(Pxe XY (LT~ 0, x-x,:]a.-n).

Saglasno lemi 2,5.1, T(x0)=0, odnosno F(xo)=xo. Lenia Je
dokazana. _

Ozna&imoe sa f(x) realan diferencijabilan odozdo slabo
poluneprekidan funkcional na X, X realan refleksivan normiran
prostor, Heka Je A ograniceni linearni operator iz X u X* 1

(25.5) 50("13)': { Anx, yy + #(ﬁ)-
Pretpostavimo

(28,6 (a‘!‘;‘??”) (4(5)3'&!”3”115 )

0¢igledno, za fiksirano xeX,
. Rim WYy = +09,
(2.8 %) P |
Kako je funkcionat (2.5.,5) odozdo slabo poluneprekidan po)
i zadovoljava {2.5.7), to za svako fiksirano x'eX, postoji
tacka y'=V(x’)eX apsolutnog minimuma funkcionala Y (x,y). Dakle,

(2.5 &) (¥x'e x)( Ty Vix)e X)) (s y) :'m;i”ﬁ Vext u )Y,

Iz {(2.5.8) slijedi
Ax'+ Fly)= 0,

Teorema 2.5,1, heka je X prostor iz leme 2.5,2, funkcional f(x)

zadovoljava uslov (2.5.8) i preslikavanje V neekspanzivno iz
X u X.Tada (ﬂxOEX)(Ax0+F(xO)=D).

Dokaz teoreme 2.5.,1. Uslov da je V neekspanzivno preslikavanje
iz X u X bice, na primjer, ispunjen ako je takvo preslikavanje

F'](—A):X-rax. Pokazimo da postoji ryo, takvo da

(2.5. 9) | Vi b > D- .
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Neka x«X 1 xll=¢>0., Saglasno (2.5.6), slijeat
Cvye X)) () 5 ol iy 248_ HAY iy ?) .
Neka yeX 1 wyn=pP . Slijedi,
( Pxe De ) ( Hye S ) ( Yoy« S’HS" “'lﬁ’li = ’7(?))

Dalje Jje
Line M(e) =1 ©°,
§— ==
pa
(—3 g=v>0) ( (> (oY),
Dakle,

(Frs0) (¥xe DY ¥ S,.) (W vy > £ro)),
§to daje (2.5.9). Kako je V neekspanzvno, to saglasno lemi 2.5.2

(1:31 xoe D) ( V(xed -xu>1

l{J(xn,xnj = \P(xn""'j).l 'V’bé" K

Dakle,
Grodly P xoy) =0, pri = %

§to dokazuje tvrdjenje teoreme,

Heka je U uopSteno dualno preslikavanje iz X u X* (tJ,
Han=nxhp'1, Ux=0 = x=0, {Ux,X) =hxup,p>1). Razmotrimo funkcional

4
(2.5.10) —F(x) = 4—19)1 % [, FH‘“)] Du:

gdje je F:X > X. Ako je f(x) diferencijabilan funkcional, tada
je

(2.5 1) arod {0 = U FtO.

Stvarno, moZemo staviti
L—I..":J] = < uﬂfx'>|.
pa slijedi (sm, [4.13, $2.67)

Foor = feo) 1 §<uthLx>dil

§to daje (2.5.11).

Ako je UF monotono preslikavanje iz X u X*, tada Jje saglasno
teoremi 1.1.3, funkcional (2.5.10) odozdo slabo poluneprekidan.
U sledece dvije teoreme rijeé jJe o diferencijabilnom, odozdo



6l

slabo polugeprekidnom funkcionalu (2,5,10),
Teorema 2.5.2., Neka su ispunjeni uslovi:

V) [x,F{x)] .= xn ¥ (¢x#), gdje je funkcija Y{t) integra-
bilna na (0,r]), pri proizvoljnom r>o,

2) /&nu Sg(—t)a{e = C>0

P~ o
Tada (E?x&ix)(F(xo)=u).

Dokaz teoreme 2.5.2. Iz uslova 1) teoreme, $1ijedi

f(x)-Ff(0)= Sfx, Flex)] &4,

f(x)-f(0)= _{g [tx, Fitx) ] %—"’3
-f{o) 2 51 22 y(#ixu)"-g,
&

f(x)=f{o)> S”uu; Yhex )bt
°

Smjenom ¢ tX4=2z, tj. fxiidt=dz, imamo
ﬂ'x;

Jﬁ(y,) :F-Cn) y(%?oba
Saglasno usluvu 2) teoreme, slijedi
(F7a>0) (¥ xe 57;, ) (F60 > $c0)),

f{x) ima m-svojstvo. Dakle, f{x) ima minimum u nekoj tacki
xDeX, pa Jje sagltasno teoremi 1.2.1

%/‘hﬂo, —FCK’::) = @

cdnosno UF(x0)=u. Stijedi F(x0)=o,§to dokazuje teoremu,

Teorema 2.5.3, Neka su ispunjeni uslovi:

1) Uslov 1) teoreme 2.5.2,

2) (Jrxr0)( g:g(t)al% > 0).
Tada (E]xd&X)(F(xo)=u).

Dokaz tesreme 2.5,3. Funkcional f{x) ima m-svojstvo. Stvarno,
.f"l
f(u)z S Cx', F{H)]M}

)

F(x)-F(0) 2§ parda

Zbog uslova 2) teoreme, stijedi
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(3*"9) ({"ﬁ“) > %ﬂ), ako fe hxﬂaff)

Saglasno teoremama 1,2,1 1 1,2,4, dobijamo
(Juee X) ( Fixo) = 0),

Teorema Je dokazana,

2,6, Varijacioni metod i nepokretne talke

Shema koju smo veé razradili, moZe biti iskoridcena za'
dobijanje nekih rezultata o nepokretnim tackama, Neka je H
realan separabilan prostor i Hn niz konaéno dimenzionalnih
podprostora prostora H sa svojstvima kao u 2.1,

Teorenma 2.6,1. Neka su ispunjeni uslovi: |

1) -nxu2+f(x) odozdo slabo poluneprekidan funkcional na H,

2} lim (f(}{)"ﬂxuz)=+mJ

X —> 2

3) f{x) konveksan funkcional na H,
Tada (ifxng)(F(xn)=xo).

Dokaz teoreme 2.6,1, Na podprostoru Hn’ razmotrimo funkcional
‘]Dfu (1Y) = &gy fn':jHHJ- (%) -rjﬂi Y),

gdje je 6> 0, 0<ém >0, pri n——oe Iz uslova 2) teoreme, slijedi

Li ﬁ{x)*-rm)

il —3
t]
(Fser) (7« 9, yoe )
Kao 1 u teoremi 2.1.1, pokazuje se da
(_ V’Ha—%}(grﬂhv)( V.. D:: — D: );
(CW¥ma ) (3 xaeD)) € Vi) 2xa ),
(2.6 1) \j{“ (i, Xy ) & \_}.r“ {xn, Y), Yye Ho,

Stavijajuéi u (2.6.1) y=o0, dobijamo

— [tx.ﬂitl‘+ ﬁ’—fh) ‘5-'#(0)1,
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ito sa uslovom 2) teoreme daje ogranienost niza i} uH,

Neka X, xu, pri k- <=, Funkcional fz(x.x)'je odozdo siabo

k |
noluneprekidan na H. Za fiksirano yeH, funkcional 9;(x,y) je

slabo neprekidan po x na H., Iz graniZnog prelaza (2.6.1), dobi-

Jamo
-.P-"-pj?l"_r _Fr_xﬂ) & — Cx.nhy) 1' -,Ef:f)J 'l?zﬁé' H

Iz poslednje nejednaline imamo
?»r-o-cf:, _[,_., Ci‘-orb') T—F{:q)j =0, /fﬂf A =%e,
td. F(x0)=x0. Teorena je dokazana.

Prinjedba 2.6.1, 1. Ako uslov 1) teoreme 2,6.1 zamijenimo

s lovor

1’) -uxu2+f(x) konveksan funkcional na H,
ti. f{(x)} je strogo konveksan funkcional! {u ovom sluéaju uslov 3)
teorcne 2.6,) nije potreban). Nepokretna talka X4 operatora F
je Jedinstvena, jer je preslikavanje ¢ =-Jd+F jako monotonoc u H,

Stvarno,

(Wxze H) (CPeo—dre),w-y) 2 px~yg*).,

2. Uslov 2) teoreme 2.6.1 se moZe zamijeniti
slabijim uslovom

2' ) (E]r>u}(f(x)-nxﬂ2>f(01, ako je uxn;r).

Mavedimo jod jedan slucaj kada je F jako monotono pre-
slikavanje u H.
Teorema 2,6.2. Nekd su ispunjeni uslovi:

1) -aiuyﬂ2+F{y),ciaT; konveksan funkcional na H,

2) (dr>0)(f(y)>f(o), ako je iyyzr).
Tada (J x&H)(F(x )=x,). |

Dokaz teoreme 2.6.2, Razmotrimo na Hn funkcional
Yo G = €, 09y 1?":& ¥Ax, 9,
gdje Je |
Fix,7) = — Y+ 26 (X)) = () f-ﬁftl).

Pokazuje se da

(2.6.2) ( Ymen) (F xme H’”) [ Fn Compan) Yol ) ¥ ye H“)



Dalje, funkcional |
| % (%, x) = En IAH""*:-&- (d~d4) ab"+ {'[’”

je odozdo slabo poluneprekidan na H, jer je 4321, Za fiksirano

yeH, funkc¢ional Y;(x,y) je slabo neprekidan po x na H., Iz

uslova 2) teoreme i iz (2.6.2),slijedi ogranifenost niza

linH u H. Neka xn-=-xo. pri k=<, Iz graniénog prelaza {(2.6.2),

s1ijedd k
"J"Cxu,fio) £ \{/D“’tj); 19’35 H:

a odavde grady 3’(xo.y)=u. pri y=X ti. F(xn)=xu. Teorema je

dokazana, .

Primjedba 2.6.2. 1. Nepokretna talka x_ operataora F u teoremi

2.6.2 je jedinstvena, Jjer je operator ¥P=-J+F jako monoton.
2. Ako je o<1, u teoremi 2.6.2 treba izmi-

jeniti uslov 2) uslovom

2'ya) 1im (F(x)-Uxpl)=409, 411

Xl —» oo

2

b} (Jr>o)}{(F(x)-Lixt“>F(0), ako je Hxh>r).

U ovom sluaju jedinstvenost talke X4 e biti salfuvana
za ciﬁ(%,l), jer je operator P jako monoton., Za & =%, opera-
tor & je monoton, pa x, ne mora biti jedinstveno, MoZe se desi-
ti da Jje za d\=l, operator ¢ strogo monoton, 3ta je dovoljno

2

da x_ bude jedina nepokretna tafka operators F. Za d<-%, ope-~
rator % nije monoton, pa se o broju i rasporedu nepokretnih

tacaka ne moZe niste odredjeno reci.

2.7. Jednacing Hamer3tejnovog tipa u ylLoZivom prostoru

Cvdje navuodimo jedan sluéa) jednacine Hameritejnovog tipa.
Za refleksivni prostor X kaZemo da je uloZiv prostor, ako postoji
Hilbertov prostor H, takav da je

1) X sadrZano 1 gusto u H,H sadrZano 1 gusto u X* i
operator J neprekidan iz X u H,

2) 1z (y,x)= < z,x> ,zeX*,yeH, slijedi y=z,

Pretpostavimo da je H separabilan prostor. Primjerbm uredjene
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trojke XS HC X* moZe posluziti prostor K-Lp(G).p>2 i mes(G)< =,
H=L, (G).
Weka je A ograniceni 1inearni operator 1z X* u X i neka
Jje
A=BB*,
gdje je B*¥iX*-—H, B:H — X. Operator A je pozitivan, jer Je
(vxe x*) (<= Axd = [85% 135 o),

Teorema 2,.7.1, MNeka su ispunjeni uslovi:

1) 1im f(By)=+ <o ,yeH,

Yy l—s

2) dnyn2+f(ﬁy) konveksan funkcional na H, xe{o0,1].

Tada (E]zé:ﬁ)(zn+AF(zo)=o).

Dokaz teoreme 2.7.1. Na podprostoru H prostora H razmotrimo

funkcional

h)
% (¢ y) = & HY) =t 50("'3);

gdje Je
Viny) = sy = 2. (X y ) + 0 ¥) 1 $(8y)

Pokazuje se da

(Jree H) (rorBYFCBR) 0),
Dijelujuéi sa B na poslednju Jjednacinu, dobijamo
Bxet B8 FLBx,) =0,
t]. stﬁv1jéjuéi 20=Bx ;ZEiX, slijedi tvrdjenje tes. e,

Primjedba 2.7.1., 1. Neka je '*F’ =J+B*FB i ¢ =J+AF. Jednadina
Pi{x)=0 u H Je ekvivalentna jednaﬁ1ni eb(x)=0 u X. Ekvivalen-
tnast se podrazumijeva u smislu, da su skupnvfgggaghut1h Jedna-
¢ina isti, U tegreni 2.7.1, za :ie(o.fjjnperatnr '#H.H —H Je

jako monoton, Jjer je
( Yxye B (Cabg o0 —Potx), k=3 B 264 12~ )

Dakle, za X € (O‘Z) jednac¢ina q’(x)-o ima Jedinstveno
rjesenje u H, pa e i jednaiina c#{x) o imati Jjedinstveno rjelSenje
u X. Ako je e ,1]. operator cb nije monoton, pa se o jedin-
stvenosti rjeﬁenaa (x)=0 u X ne moze nidta konkretno reC1. 7a
cﬂ:%, cperator ‘?1 je monoton, pa rjedenje jednadine Cb )=0
moze biti kako jedinstveno tako 1 nejedinstveno.




Inate, jednatina P(x)=o imadpe jedinstveno rjelenie,
ako je ispunjen jedan od sljedeéa dva uslova:

1) A>o i F monotono presitikavanje (ovo Jje stucCaj za o =0},

2} A>0 i F strogo monotono preslikavanje,

I u jednom i u drugom slugaju, imamo da iz PXI=0 =47,
stijedd (, L FCX)~Fixa), X=X + {Fq)-Flxy, AFUGY - ARG =
a to znali da je jedan od sabiraka negativaen, 3to je u suprot-
nosti sa uslovima 1) 1 2),

2. U teeremi 2.7.1 « moZe biti i negativno.
U rezultatu dobijamo da Je C#] jako monotono u H i F monoton
operator iz X u X*. U ovoim slutaju operator F moze biti i

strogo monoton.,

J. U teoremi 2.7.1.« moZe biti 1 vece od jedi-
nice. U rezultatu dobijamo da i?ihgéig_mnnotnno preslikavanje,
= I
pa se u jedinstvenosti rjeﬁenjéﬂk#(x)=o ni$ta odredjenc ne zna.
U uslovima teoreme 2.7.1 treba uslov 1) zamijeniti ustovimna
1" ya) tim ((1- o) axul+f(Bx))=+00, 111

X)| —=» oo

2

by (Jryo) (- )uxn +f(Bx)yf(0), ako je (Xhzr),

2 ) (T—cx)nxu2+f(8x) odozdo slabo poluneprekidan funkcio-
nal na na H,

2,8. 0 nekim problemima primjene varijacionog metoda

Jo§ u uvodu, moglo se zapaziti da posebnu tedkodu pred-
stavljaju uslovi koji dovode da preslikavanje V ima nepokretnu
tacku, U ovom dijelu ¢emo se osloboditi usluga funkcionala
(O(x,y) 1 vidjeti kakvi se sve problemi javijaju kada se narvsi
konveksnost funkcionala f{x). Neka je H prostor iz $2.1. Za |
.ocetak razmotrimo slucaj, gdje se koristi pojam injektivnosti
preslikavanja.

Definicija 2.8.1. Preslikavanje F:D(F)<H—H je injektivno,
ako 1z F(xT)=F(x2). slijedi X1=X, s Za svako x],xfaﬂ(F).

2
Teorema 2.8.1, MNeka suv ispunjeni uslovi:

1) P FiH —H_ injektivno preslikavanje za Jg’Zn«.afsli,(lﬂn
projektor sa H na H },




b&

2) (3"1(“‘}”)(‘?{5‘)3&”5”‘%2)1

3) Ayo 1 ogranieni operator u H,

1) (Fr>o) (> Fo), ake je 1yazr),

5) f(x) odozdo slabo poluneprekidan funkcional na H.

Tada {2 XG&H)(AXO+F(::O)=0) .

Dokaz tecreme 2.8,1. Razmotrimo na H funkcional
Wixy) = CAxy) +409).

Za fiksirano x«<H, funkcional ‘f(x,y) ima talku apsolutnog
minimuma po ¥y na H. Ozna&imo tu talku sa y=V(x). Pokazuje se da

(Jg>0)(viDe—= D),
gdje je DF=§ x&H:uxH&?}. Oznadimo sa D?={er“:que9}. Razmotrimo
funkcional Y(x,y) na prostoru R . S1ijedi
(2.8 ) ( V"KED?)(BHR Q.D%") (Y (xx)4n) Y (xx,9), Hye H'n)
Iz (2.8.1): imamo |
R (AJ;KT F(Bhy)=~m"'

Za fiksirano X) 3 tatka apsolutnog minimuma yk je jedin~
stvena, Stvarno, neka su yL i yt dvije tacke apsolutncg minimuma
koje odgovaraju fiksiranom x, . S1ijedi.

> (At Fly)=o @ P (Axa FUKIRO
Ovdje slijedi

P Flyg) = P F( Hl':)
Kako je PnF injektivno preslikavanje, to 1z poslednje
jednakosti, slijedi yL=yEE

STi¢no kao u teoremi 2.1.1 . dokazujéﬁﬁeprekidnost pre-
slikavanja PnV:Dnﬂ-Dn. Dakle,

(2.2 .-1") ( ¥ me M) (3 Xm & DF )( 9}("‘“1 Kn)'é-\JV.{Xﬂ;j)‘ l?‘fj&' Hn>

Pokazuje se da uslovi tecreme i (Z.B.f) obezbjedjuju ogra-

ni¢enost niza éxng u H, Neka X =" X o pri k-= oo, Iz graniinog
k
prelaza u (2.8.13. imamo

Y (xo %e) & Ve y), VY€ H.
Iz (2.8,2), slijedi

Wj g/(mlj>=ﬂ}] f'flj U = Xo,

$to dokazuje tvrdjenje tepreme.



o

Na posve analogan nalin se moiZe dokazati 1 ovakva
Teorema 2,8.2. Neka su ispunjeni uslovi:

1) Uslovi 2), 3) 1 5) teoreme 2.8.1,

2) P AFA* injektivno preslikavanje iz H  u H_, V ny1,

3} a) lim f{A*y)=+c0 , ili
W 4 ~> o
b) ¥ (dr>0)(fly)>f(o), ako je nyrnr),
2° Postoji ogranieni operator H-1 u H.
Tada (E]zOeH)(zo+AF{zO)=n). |

Dovolino je razmotriti funkcional

Vi) = (A% ) + £ (A%y)

i ponoviti dokaz predhodne teoreme,
Primjedba 2.8.1. Da bi uslov 1) teoreme 2,8.1 bjo ispunjen,
potrebne je, na primjer, da funkcional f{x) bude strogo kon-
veksan 111 strogo konkavan na H. Da 11 postoje 1 drugi primjeri
to nije poznato, a 1 ako postoje oni moraju biti dosta speci-
jalni. Naime, ovdje se javlja jedan problem, &ije rjedenje u
smislu “da" i1i "ne" daje dobar rezultat.
Problem 2.8.1, Da 11 postoji nekonveksan i nekonkavan funkcio-
nal f(x) €iji je grad f(x)=F(x) injektivan na H i (A rs0){f(y)sf(0),
ako je fiylzr).

Ako takav funkcional ne postoji, znac¢t 11 to da iz injek-

tivnosti Firasta Funkciona?a{(u smislu lim f{x)=+eR}, slijedi
Al e e,

njegova konveksnogst (tj.. F(x) monoton operatwmr). Ako bi se ovo
poslednje pokazalg taénim, to bi bio izuzetnoc dobar rezultat,
jer bi za mongtonost preslikavanja F:H-—H LLU F:X—>X*)} bilo
dovoljno zahtijevati njegovu injektivnost [ neki rast funkcio-
nala f(x), grad f(x)=F{x),

Sto se ti¢e prostora realnih brojeva X, iz injektivnosti
F(x) i rasta funkcionala f(x) slijedi monutonost preslikavanja F{x).
U vezi sa problemom 2.8.1 evo i jednog primjera.
Primjer 2.8.1. Hiperboli&ki paraboloid (az=x’-y, y,xeR, a»0)
Je primjer nekonveksnog i nekonkavnog funkcionala &iji je gra-
dijent injektivno presltikavanje. Ovajifunkcinnal nema odgova-
rajuceg rasta, pa ne moZe sluZiti primjerom funkcionala f u teo-
remama 2.8.1 i 2,8,2,

Ako se naru3i konveksnost funkcionala f(x) stvarise jako
komplikuje, 5to pokazuju i sljedeéi primjeri.




Primjer 2.8.2. Za x 1 y R, neka je

y2+4y, y<1,

fy)={ -yPe8y-2,15y24,

yz "By+30 ,y>4-

Neka je .
‘{Cx,j)é_”lj + 'jff'.‘l).

Za fiksirano xeR funkcional %(x.y} ima ekstremne
vrijednosti po y. Tacke u kojima funkcional Y(x,y) ima
ekstremne vrijednosti po y dobijaju se 1z jednaéine

[_2-9-5) %3(’“3):0.
Iz (2,8.3), slijedi

| x+2yt+4d, y<l1,
Lf ("lj):: - <
J x=2y+8, ley<d,
Xx+2y=8, y>4.

vezu izmedju x i y u {2.8,3) oznalimo sa y=V{x), Fun-
kcija V(x) Jje viSeznacna. Evo njenog grafika.

Y

\ Ji-2.%.1

Sa s1. 2.8.1 se jasno uotava: fuukcija y=V{x) je jedno-
znacina za xs-6 1 x>0, Za svako xe(-e,o) funkcija y=V{x) ima
po tri vrijednosti i to u dvema postiZe minimum a u jednoj
maksimum, |

Oznadimo sa y=va(x) tacke apsolutnog minimuma funkci-
onala ‘¢(x,y) po y», za fiksirano x. Dobijamo

vd (x) =



H

UoZavamo, da je x=-3 prekidna talka funkcije y=Va(x).
U tadki x#3 funkcional Ttﬁ.y) ima dvije tacke apsolutnog
minimuma i ta dva minimuma su medju sobom jednaka., U talkama
x# -3 postoJi jedinstvena tadka apsolutnog minimuma funkcio-
nala Y{(x,y) po y. |

Jednostavno se uolava da preslikavanje y=va(x) ima

nepokretnu tacku x=—%, ti.
Lf(—%,ﬂéi)é-_ Lf(._%f_[j)l Yyek,

Dakle, : | H
“fj("g;ﬁ)“’; pre 4=-3-

MoZe se desiti da pres11kavanje y=V{(x) 1ima nepokretnu
taéku,a da preslikavanje y=Va(x) nema nepokretne tacke. Ilu-

strujemo ovo sljedeCim primjeromnm,
Primjer 2.8.3. Neka je

y2+4y+3. y<-1,
¥{ﬂ=- -y2+1, -1<y<l,
y2-4y+3, y>+1,

Neka Je
@ (x) = S XY f19).
Slijedi
%xm2y+4. y<-1,
I
ij“tﬂa %x—Zy. -1y <,
A

f “2_'.3(1'25"*4: }'}f'l .

|
Oznaéime sa y=V(x) vezu izmedju x ¥ y u %;(x,y)=a. Evo
grafika funkcije y=V¥(x).




Za xe(=o0,=410 (4,20) V(x) je jednoznalna a za
xe (-4,4) je viseznalna, funkcija. Preslikavanje y=V(x) ima
tri nepokretne tacke, 1 to

&

U tatkama x=x; i x=x, funkcional U(x,y) ima tatke
minimuma a u tacéki X=X, tadku maksimuma. Dakle, |

( J0w) (€, x) < € txiy), Yye Oky), iat,3)

( 3 O(xl)) ( ‘f’[xhu,_) 2 Lf(xhg_)l -yjr: O[xz.)).
S1ijedi |
ca,vuw!j %(xl}j) =0, Pf‘; Y=Xxi, C=42,3%.

PokaZimo da preslikavanje y=Va(x) nema nepokretnih
tataka, Ovo se jednostavno pokazuje, Jjer je

|

-Ex+2. x40,
30 = ]
‘EJ{-Z s RZ—D »

Tacka x=o0 je prekidna talka funkcije y=va(x) i unjoj
funkcional “(x,y) ima dvije tatke apsolutnog minimuma po y,
koji su medju sobom jednaki. Inace, funkcija y=Va(x) je Jjedno-
znatna za svako x=to0.

Iz poslednja dva primjera se viui, kakvi se sve pro-
blemi Jjavljaju kada se narul3i konveksnogt funkcionala f(x)

a ne koristi se funkcional “(x,y). Primieri nam pokazuju,
da se zahtjevgm da funkcija y=Va(x) ima nepokretnu tadku suZu-
je boj jednafina koje se mogu rijediti. Stvarno, u primjeru

2.8.3 jednalina }
Ly txy)=o, pri y=x,

ima tri rjefenja a da ni jedno nije dobijemo pomocu nepokretnih
tataka funkcije y=V_(x) (jer ih ona nema).

Ocigledno je korisno odustati od zahtjeva da presilika-
vanje y=Va(x) ima nepokretnu tafku a zahtijevati da nepokretnu
tacku ima prestikavanje y=V(x}. Kako je V(x) vi3eznaéno pre-
slikavanje, to je problem fiksnih tadaka dosta komplikovan. MoZe
se postupiti i ovako. Iz preslikavanja y=V(x) izdvajati neke
njene jednoznaéne grane 1 ispitivati da 1i one imaju nepokretnih

tacaka,
Probleme koje ovdje sve jof treba riie$iti nijesu ni mali

ni jednostavni. Ova} rdd:- je samo jedan korek na tom putu,
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3. PRIMJERI I PRIMJENE

Ova glava sadrii dva dijela. U prvom se navode neki
primjeri linearnih operatora koji se pominju u drugoj glavi.
Drugi dic je posvecen primjeni rezultata druge glave na inte-
gralne jedna&€ine u prostoru Lp. p>1.

3.1, Primjeri linearnih operatora

Primjeri koje navodimo predstavljaju dio linearnih
operatora o kojima je bilo rijeli u gﬂavi 2.
Primjer 3.1.1. Neka je G={0,2] 1 G= %Lﬁh’ gdje Jje

Gn=[2-2“"*2,2—2'"+1j.

Neka Jje

2", (t,s)e6%, nen,

|

K(ts) =

1
-'2_| (t‘S)EGZXG] 3
0, pri ostalim (t.s)an.

-
Razmotrimo integralni operator

2
Au(s)=S'K(t,s)u(t)dt. ueLl{e)
(o] . :
PokaZimoe da operator A zadovoljava uSlove:
1) Aso,
2} A ogranifeni operator u LZ(G)'
3} A nije kompaktan operator,
4) (Au,u)salAul?, we (o, 5]
5} A nije samokonjugovan.
tvo dokaza:
( K(t.s)u(t)dt,

4 Gy

P18

1y Au(s)= { K(t.s)u(t)dt=



(2 SG"u(t)dt-;-éiu(t)dt, s€G,,

Auts)= 4 %é u(t)dt+4 S u(t)dt, seG,,

LGghu(t)dt, seen.n=3,4.5,..,
Dalje Je

(Au,u)= S5 u(s)ds SK(t,s)u(t)dt,

(Au,u)=2p, Luls)ds(ToK(t,s)u(t)dt),

(3-4-4) (P‘U.U){:‘(%U(S)dS)gEi
Iz (3.1.1), slijedi
(Vuel, (6))((Au,u)z0),

2) r:Au|52=£.§‘lnu(t)dt|2d5=2_:§5_([:4§|;(t.s)u(t}dt)zds.

d &y -

Razvijajuéi desnu stranu poslednje jednakesti, imamo

10 il S uean (g uean e L 23(§ utyan?.
] 1 3" J

Kako je

(Su(t)dt)xe § tu(t) Pae, -
G, Gy
to je

taun e, §ruce) Zateis, §ruce) 2aes2d 296, S wie) Zat,
tJ e, 818, 18

rrAuilza-]éuuuzMz $ lu(e)l 2dt=53/anuuz.
M sg
Dakle,

V35
tAulfe mﬂllﬂ '
3. Treba da dokaZemo da operator A nije kompaktan, Bice
dovoljno pokazati da on ne prevodi slabo konvergentan niz {x} iz

LZ(G) u konvergentan niz u_Lz(G). Neka je

n
22, te G,
Xnlt) = |
O, 4 6ny, n=0iZ



Niz x“(p)&Lz(G),’VneN. Neka je h proizvoljna tacka iz
L,(G). Tada je |

G W= | § xal0 heOdt ] & 2 § ThioVet,

G &n
Kako G — 0, pri n=oc0, to
" . Yhe L (&)

(Xn, h) —>O; Pl N7 -2

tj. x==0, pri n—-oo, Pokazimo da operator A niz {x § ne pre-
vodi u konverdgentan niz, $to bi morao ako je kompaktan, Stvarno,

ot
.A: ?"9_11 teeﬂa’
Xolt) = B 4,8,

W=\ o 4G, 2 TR

Dalje Je |
Cmn s (N Axpg ) = AXp = 4),

nig

tj:YQAxn} ne moZe biti konvergentan.

4) Iz (3.1.1) 1 (3.1.2), slijedi
1 | =
(Aw )~ Al o (2= %?-'0{) ( %u&)oli) + (4

o | 2,
. (_'l"“‘lﬁ{) 1 2‘3 ( S L{H'.)M) .
=S

| 2
334) (S uwdt) 1
4 &,

ie i
O0davde za o€(o, 3—5] , imamo
(Au,u)z o HAHH?:, e L-l(c').

5) Kako je K(t,sY=K{(s,t), to ograni{éeni operator A

ne moze biti samaokonjugovan.,
Primjer 3.1.2. Neka Je u Hilbertovom prostoru H zadat operator A

matricom
- C "C 0 O »
0 0
C C 0 4] 4
(]
A=t e o €y 0 ...
o 0 o0 ¢

» » » ] " % ¥

gdje je oaciek,i=o,1.2,3, ... PokaZimo da je

1) Ao,
2) A ograniéeny operator u H,
3) A=PB, P parcijalna izometrija 1 B=B% o,

1y
4) PB*=B*P,

5) {Px,X)2« ixu”

V3
.I“E(m 2
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1) OCigledno je
( Yue H)((Aw,x)20).

2) Neka Je u=(u].u2,...)EH. Slijedi,
(34-3) ([ﬂ,ull_}': e iy + 2Co U + Cluy +C; lr?,'-t- ik

Iz (3.1.3), slijedi

C(Vue H) Chaul < V2R flay ),
3) Objasnimo ukratko kake se nalazi operator parcijalne
izometrije. Oznalimo sa

(3.4-4) B= A"A.

Iz (3.1.4) nalazimo operator B a zatim
(315) PBx)= Ax, xe H,

Stijedi

2c2 O 0 0 ...
0 |

2,
B = A A o o c% o ...
2
\D O 0 CZH'

Kako je B2 samokonjugovan f pozitivan operator, u ovom
slucaju dijagonalan, to se njegov kvadratni korijen jednostavno
izrafunava, Naime, imamo

cuff 0 0 0 ...
0 corf o o

Iz (3,1.5), imamo

A ~A
—— 0 ™ "
Y2, 2. °
> A
D 0 T & %
V3 =
P‘-—'- 0 0 ] O oo



DQA&T%Qn%HQe APxU=x}, PPF=P*P=y

4) Jednostavnim mhnoZenjem matrica P i Bg se. pokazuje
jednakost BLP PBi. Jasna se v1d1 da” je nnenaiéﬁ‘A nesamo-
konjugovan. U

5) Formiranjem kvadratne fd}me'(Pu,u). imamo

C(Yue ) @Powyz Brwl),

ti. - ) .
(b‘ueH)((.Pu,u)&:o(llllH, ae (o 3 ) -

Primjedba 3.1.1. Ake u primjeru 3.1.2 stavimo H=L2(u,1) i

Aci}&12, tada ¢e operator A biti nesamokonjugovani integralni.
operator tipa Hilberta~3mita, s jedruqﬂ

L (68) = ~Ca €, 18 €, (8) + o ', (A) Yy () + )_eulite] € 13),
(=)
gdje je {¥i} ortonormirana baza u L,(0,1).

Napomenimo, da je H u primjeru 3.1.2 separabilan prostor,
Primjer 3.1.3. Neka je u separabiinom Hilbertovom prostoru H
zadat operator A matricom (A i5m1,2,.., 9°jc je

i-,-,:1-,] Zm+1, melN,

2,i=j=2m+2, meN,

4, L=1, j=2,
TNy a2, 21,
Mi=j=1,2,

g,pri ostalim i,].

Neka je x=(x].x2.x3....)eH. Sa P] i P2=J-P1 oznalimo

projektore sa H na H , odnosno He H'. Neka je
P]x=(x1,x2,o.x4.u xﬁ....)
P2x=(ﬂ,0,x3.0,15;0:, . -) .
0¢igledno
x=Pyx+P,x i (P,x,P,x)=0, ¥ xeH,
Pokazuje se da operator A zadovoljava nejednalinu,
(¥xe B){(Axpn) > 2180 L 4R’



&

Primjedba 3.1,2. Neka je v primjeru 3,1.3 H=L2(0,1). P]H=H’ i
P_H=He K . Operator A na HoH je integralni operator tipa

2
Hilberta-Smita. Na H' operator A nije integralni.

Dobar dio izlaganja u 2.1 posveden je cperatorima koji
poslije umnozavanja sa nekim linearnim operatorom imaju “dobra“
svojstva, To se moZe uraditi na vide nadina, a jJedan od njih

je dat u sljedefem primjeru.
Frimjer 3.1.4. Neka je u Hilbertovom prostoru H operator A zadat

matricom
- 0 L I |
/CD o 0 .
| = 0 0 «a.
t:0 o
A = 0 Q C-I 0 ... }"'—,:?‘9;':“_":’:1.*2;-"
0 0 o czill

Neka je CsA+A*, Operator C je samokonjugovan i pozitivan,
Primijetimo da operator A ne mora biti ograniden u H, Sto zavist
od toga kakav je niz {ci} '

Jednostavno se pokazuje da Jje operator c‘hc'* ograniéeni
operator u H i da zadovoljava nejednadinu

((pxe 1) CLACZx )< uxl?, e (o %‘])

Ako je operator A ogranifen, tada operator C”% moZe biti
1 neogranifen 1 ogranilen., Recimo, ako je A kompaktan operator
u H, tada je C'% neograniceni operator u H, Pogodnim izborom

niza {c¢.}Y moZe se dobiti slucaj
1 A ...*‘i 1. 2 o B 03
( Vxe H) (Cﬂ_aﬁ-crixle;ﬂﬁC x|+ PHKHJ «{70,P>0)
kao i slucaj
L Vxe H)(CC:

U prvom stufaju operator C“% je ogranifen a u drugon
ogranien Jje operator AC"%- u H.

%A- C_%x,#c) 2 ﬁl\ﬁc-%xll11 Pllx‘“z] nl)-qp?o)_

3,2. Primjene varijacionog metoda na integralne jednadine

0d konkretnih primjena teorije koja je u ovom raduy radjena,
navodime primjer integralnih jednaéina Hamers$tejnovog tipa u pro-
storuy Lp(G), gdje je G mjerljivo mnoitvo pezitivne konadne



#}f?

Lebegove mjere n-dimenzionalnog Euklidovog prbstora.1ﬂznacimn

sa g{x,t) realnu funkciju koja je pri skoro svakom fiksiranom

teG neprekidna po xe(=o0,00) i pri svakom x mjerljiva u G po t.
Ako xeLp(G),p;l, tada se operator

(J\x—_; j (KL'{:}, 'f:}

naziva operatorom Nemickog.
Ako je ispunjen uslov

(3.2.4) lg(x.t)hsa(t)+b\xip-1'

gdje je a(t)eL (G), byo, p>q, pt +q1 =1, tada je operator
Nemickog neprek1dan i potencijalan, Nejednalina (3.2.1) je
potreban i dovoljan uslov da operator h djeluje i bude nepre-
kidan iz Lp(G) u Lq(G) (sm,(4.6,819.1],04.4,2,34] L L15.4,2,5] ),

Operator h djeluje iz Lp(G) u Lq(G) i njegov potencijal
je A LE)

fwo = o) + é""'{:g 9.y, £)elyy,
o
gdje je f0=cnn5t. Dakle,
g/rqp( {R@:.hx:gi_x{f),t).
Ako je funmkcija g(x,t), pri skoro svakom fiksiranom

t<G neopadajuca po x, imamo

- Ix ) - [fdi;a)
Coixpge Lp@)) (Chx-hy, xoy5 = }&E‘ﬁ“‘“”ﬂ £) - § O3] X0 -0 )

tj. h je monoton operator. Ako je h monoton operator, tada je,
saglasno teoremi 1.1.3 . funkcional f{(x) odozdo slabo polunepre-
kidan.

Neka je A inteuralni operator iz LP(G) u Lq(G). Opera-

tor A je oblika
Auw= S KL{;;&)ILL{)M , ue LF{G),

Zahtjev da A dje]uae iz Lp(G) u L (G) je potreban i dovo-
1jan da operator A bude neprekidan.

Razmotriéemo samo dva sluaja. Prvi u prostoru LZ(G) a
drugi u prostoru Lp(G), px2.

Teorema 3.2.1. Neka su ispunjeni uslovi:
2

1} (hu-hvsu=v)2-2« Hu-vi"~, u.veLz{G).**?ﬂ;
!
2y (Al < 520

3) (Au, u) ﬁti\ﬂ*ﬁﬂ >



4y (3 r>o0){f(u)>f(o), ako je tunzr),
5) h ograniceni operator,
Tada (Jugl,(G))(u +Ahu =o).

Dokaz teoreme 3,2.1. Iz prvog uslova teoreme, saglasno teoremi
1.1.3, slijedi konveksnost funkcionala
ol i+ Flud
na LZ(G)' Saglasno teoremi 2,1.16, slijedi tvrdjenje,
Napomenimo da,u predhodnoj teoremi,operator $=J+Ah:H->H
nije monoton.
Trojka prostora LpC_LEC;Lq. p>2 1 ﬁ4 +q"4=1, daje pri-

mjer kada je jedan prostor (Lp) uloZiv u drugi prostor (Lq).

Neka Jje A:Lq(G)—Jer(G). Predpostavimo da se operator A
moZe razloZiti u proizvod

gdje je B*:L (G)—v-Lz(G) i B:Lz(G)*ﬂ-Lp(G). Neka je funkcional
f(u), grad f{u)=hu,definisan na Lp(G).
Teorema 3.2.2., Neka su ispunjeni uslovi:

1) lim f(Bu)=+o0, uel,{6),

HHl— o

2) o ﬁuu2+f(Bu) konveksan funkcional na.Lz(G)._dﬁi(D.T)‘

Tada (3 u;&Lp(G))(uo+Ahu0=0).

Dokaz teorem: J.2.2. Primjenjujuéi teoremu 2.7.1, slijedi tvrdjenje,
Napomenimo d& je,za «e¢(0,%),operator <,=J+B*hB iz LE(G) u
LE(G) jako monoton, pa jednalina

(%.2.72) u+Ahu=0

ima jedinstveno rjedenje. Za ci&(i,l) Jedinstvenost rjelenja
jednaline (3.2.2) nije obezbijedjena. U saglasnosti sa primjedbom
2.7,1, mogu se razmatrati i sluajevi kada «¢(0,1).

Pered integralnih jednafina tipa Hamefﬁtejna U prostoru Lp.
p>l, mogu se razmatrati i sistemi nelinearnih integralnih jedna-
¢ina. Neka je

Lp,n(G)=“u]‘UZ""'un):uieLp(G)'1=] 12 L ...H;PJ‘*T}-
¢G) .

Oznadimo sa Lq n{G) konjugovani prostor prostora L
|

Specijalno za p=2, L2 n Jje Hilbertov prostoy. Neka jJe

Pan



]

gi(u],uz.....un,t) realna funkcija koja odredjuje neprekidni
operator Nemickog

h=(h]:h2,-..
tj. (sm.(4.6, $191)

:hn):Lp’n(G)H—* Lg,n(ﬁ) ?

"
-]
\g.i(u‘liuzlcltjun:t)l-é 31(t)+b ;i\uk\p 3 1=],2...-,ﬂ|
gdje je ai(t)eLq(G) i b>o.

Predpostavimo da je operator h potencijalan, tj. postoji
funkcional f{u,,u,,...u ,t), takav da je

- -2 -
hiu-gi(u’t)-auif(u]'uzi‘"‘un‘t)' 1-1l21l!iln!

gdje Jje u(t)=(u1,uz.....un)eLp,n(G).

Razmotrimo sistem nelinearnih integralnih jednacdina

t)+gé1ér Tj(t,s)gj(u](s),ug(s),...,un(s).s)ds=o. i=1;2,...,n.

Neka jJe
A”u(t)=ék1j(t,s)u(s)ds.

ograniceni linearni operator iz Lq(G) u Lp(G), ﬁd +q ' =1,

Razmotrimo matricu

ne
"Al'= LAij)in"'\
i operator tuji ona odredjuje
Auut) = ék HUI) A, .

adje Je u(t)=(uy(t)uy(t)s..uu (£)) a K(t,s)=(k, jmﬂ

Poznatag Je sljedeca |
Lema 3.2.1 {sm.122.1}). Da bi operator A bio pozitivan potrebno

je 1 dovelino da

det(AygUso¥5)5 521,2,,..,42 O Kk=1s2s0n0nm,

Ako je Lp.n=L2,n=Lq,n’ tada se mogu zadavati uslovi na

operator A 1 funkcional f, kao u teoremi 3.2.1 § u rezultatu
dobiti da sistem {3.2.2) ima rje3enje u L, n(G).
»

Pretpostavimo da se operator A moZe predstaviti u obliku
A=BB*,

gdje je B*:Lq’n(ﬁ)“hLZ’n(G) a B:LZ'H(G)—#Lp.n(G), p22.
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Uredjena trojka Lp.nCLLZ.nC:Lq,n Je primjer uloZivih prostora,

Dajuéi na B 1 f uslove sli¢ne kao u teoremi 3.2.2 dobijamo da
sistem (3.2.2) ima rjedenje u Lp'n(G). Vazi i primjedba data
poslije teoreme 3.2.2, tj. da za odredjene vrijednosti para-
metra o sistem ima Jjedinstveno rjeienje.

Naravno, mogu se primijeniti i druge teoreme iz }2 u za-
visnosti od toga kakav je operator A i funkcional f,

Mogu se razmatrati i neito opsStiji sistemi integralnin
nelinearnih jednac¢ina. UkaZimo samo na neke oznake. Cznalimo

Sd
L 1py(6) s {PY={pyabyseeesbyys

prostor vektor funkcija u{+)={u](£),u2{£),...,un(k)ﬁ. uiHﬁELp_(G).
i

pi>]' Sa L{q}(ﬁ), {q§={q].q2....,qn§oznaéimo konjugovani pro-

stor prostora L{p}(G). Dakle,

-1 1

p.i +q:i. ll':I.i:'l 1=]l2Ill-!n|
U sluéaju p1=p2=...=pn=2 prostor je Hilbertov 1 oznadava
se sa L{QE(G)' Pomenuti operatori Aij (i,3=1,2,...,n) djeluju

iz L (6)w L _(G), p +q7% =1, po2.
iz Lo (6w Ly (G)y pi™ +ay P

J J
Na kraju napomenimo da su se varijacienim metodom pri

rjedavanju sistema integralnih jednaéina (3.2.2) pod razlicitim
uslovima koristili Golombo [22.1} t Kriptena L11.1}. Ove posledne
oznake su uzete iz U&].
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