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u v о D 

Problem da se ispita da 1i data jednacina Ф (х)=О 
u prostoru Х ;Пlа rje~enje је jedan od najstarijih i bitnill 

problema matematike. Za rje~avanje ovog problema ;ll1а vi~e 

пасiпз, а jedan od njih је varijac;oni metod i kor;sti se 

u ОУОПI radu. 

U оуот radu је Ф=АtF i1i .p=JtAF. gdje је Ј jedi­

пјеп;, А l;nearn; ; F nelinearni aperator. Jednac;ne oblika 

x+AF(x)~O poznate su pod i,пепоm jednacine Hanler~tejnovog 

t i Р а . 
Od mno~tva ПlаtеПlзtiсага koji se Ьауе varijacionilll 

Пlеtоdоm i ПјеgоviПI prinlje;l~ma. РОПЈеПimо samo neke: М. М. 

Vajnberg J r. М. Lavrentjev J I. R. Kacurovski. S. G. Mihlin, 

F. Е. Brauder. ". PoselJl'\\J i.elim da istaknem radove И. t"1. 

Vajnberga [4.6Ј. [4.9Ј. [4.1зЈ i 1 .М. Lavrentjeva [14.1], [14.3Ј 

koji su najbliii rezultatima ovoga rada. Оо sada poznati rezu­

ltati pr.e-bpostavljaju,uglavnom,monotonost ргеslikаvаПјаф,;аmо­
konjugovanost i kОПlраktпоst operatora А. Dobijeni rezultati 

u ОУОIЈI radu su oslobodjeni navedenih pretpostavki. ~to se 

t1fe operatora F koji је do sada bio potencijalan i Пlопоtоп, 

u n~~inl rеzultаtiЛlа uslov nl0notonosti је паги~еп. Zapravo, 

pre~postav1jajuti monotonost od F (tj. funkciona1 f(x), 

grad f(x)=F(x). је konveksan) stvari se рота10 idea1 izuju. 

Praksa pokazuje da funkciona1 f(x) nije konveksan, ра је 1 

ideja ovoga rada da se gto је Пlоgutе vile narugi njegova kon­

veksnost. Еуо ukratko ideje koja se ovdje realizuje. 

ОzпаfiПЈО sa Н realan separabilan Hilbertov prostor, 

sa {~j ~ niz kопаfпоdiПЈепziопаlпih podprostora, takvill da је 
п _ 

II п Сfl П + 1 ~ ~Нп=Н' Umjesto Н moze se, kao 5to se vidi u ~2.4. 

uzeti i realan separabilan refleksivan normiran prostor Х. 

Fuпkсiопаl f(y), uopste uzeto,nije konveksan, ра пјети dOdajemo 

funkcional ~(X,y), takav da za svako fiksirano x~H 

w'~,~). f(~) 

bude konveksan funkcional 

motrimo funkciona1 

ро у па Н. Na podprostoru Н 
п 

raz-



'f., (-Х':Ј.) = С:", [С;}) ој- ,{со<, ~), 

gdje је 'f (x,y)=(Ax,y)+"-'(х,у)+f(у); 0<0",-0, pri '"~~; 1(у) 

ograniEeni strogo konveksni. funkcional па Н. иоеауато da za 
svako fiksirano x~H funkciona1 1 (х,у) ima jedinstvenu 

п п 

tacku y=V (х) aps01utn09 minimuma ро у па Н • Od funkciona1a 
п п 

1(у) trazimo da ima takay stepen rasta da 

(\I",.N)('3f."O)(V.' D~ • D~), 

gdje је О~=1ХЕНп: liXIl~rn\. Оа1је se pokazuje da је V
N 

nepre­

kidno preslikavanje 1z o~, u o~, te ро Brauerovom principu 
о nepokretnoj' tafki. imamo 

\-\1",,,,,,) (3"' ... < D;) (V.(O<.)="'.) 

1 
<.0.1) 

Pokazujemo da је niz ~x \ ogranicen u Н, Ио daje 
(3 ~E, Н) (.A:",~ --- Ха" pr"i к -......., .:>о), 

gdje је јх \ podniz niza јХ, i - oznaka 'а s1abu kOnYer-
nk п' 

gef1c;ju u Н. "а "'(х,у). А i f(y) se zadaju takyi us10y; da 

funkc;ona1 ~n(X'X) bude odozdo s1abo po1uneprekidan а funkc;o­

па1 ~ (х,у) bude odozgo slabo po1uneprekidan ро X,za f;ks;rano 
п 

у·Н. !zgranicnog pre1aza u (0.1) (zamjenjuju~i п sa n
k 

; ри-

stajuc; da k~oo) slijedi 
(0,2.) 1.f'(~.,.;J(.) ~ 1/'.(:x.0I:J), V:;~ 1-4. 

Ako је "'(х.у) takay funkciona1 

pri у=х i ako је ':I'(xo,y) diferencijabi1an 

Gatou ,а fiksirano х., iz (0.2) slijedi 

А:х.. + F(:JI:..) -= о. 

da је 40;( х ,у)=О, 
funkciona1 ро 

Na slifan postupak u теп; dostupnoj literaturi 

ПlЈеsаП1 naisao, te nijesam u mogut:nosti citirati п; jedan 

rad koji u svojim dоkаziПlа koristi navedenu metodologiju. 

Опо ~to oVdje predstavlja jo~ jednu поујпи је da se raZnla­

traju funkcionali koji zavise od dvije promjenljive, ра se 
jedna fiksira а sa drugom operise. 

Rad se sastoji iz tri 91ауе. U prvoj se daju е1е­

Пlепti funkcionalne analize ; osnovni ројmоу; varijacionog rнeto­

da. U dru90j 91ау; su iz10zeni svi 91ауп! rezu1tati oyoga rada. 

Sve teoreme i lеmе se prvi put formul i su ; zuzev lеmе 2.5.1 
koja uорИаvа Ye~ poznati rezu1tat. U tre~oj 91аУ1 se пауоЈ; 

nekol;ko primjera 1inearnih operatora i neke primjene rezu1tata 

; z druge 91 аУе. 
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1. ELEMENTI FUNKCIONALNE ANALIZE 

Od Ьitпоg interesa za оуај rad su razne osobine fun-

,kcional a . Uvijek fe biti rijeEi isklju~ivo о геаlпiПI funkcio­

nalilna u realnim ПОГПliгапim prostorima. Оуа glava sadrii dva 

dijela. U prvom dijelu ве daje ројат slаЬе poluneprekidnosti 

funkcionala i navodi nekoliko primjera. О vагiјасiопоп\ metodu 

i njegovoj pr;mjen; па rjesavanje nelinearnih jednaG;na је u 

sadrzaju drugog dijela. U оуој glavi kao i u citavom radu 

jaku konvergenciju oznacavamo sa "> а s1abu sa--

1.1. Slaba poluneprekidnost funkcionala 

Neka је q zadato mnastvo realnog normiranog prostora Х. 

Definicija 1.1.1. Realni funkcional Ј(х) zadat па rнnostvu ст 

prostora Х. naziva se odozdo (odazgo) slabo poluneprekidarl u 

tack; х E:.cr', ako za proizvoljni niz ~x :Јс.о-' koji slaba konver-
о п 

gira ka Х (tj. Х - Х) va,i nejednacina 
о п о 

1''''0) "'- ~,:,::f.,x,) (4("")~ n~J'xn»). 
Funkcional f(x) је odozdo slаЬо poluneprekidan па ~ 

ako је odozdo slabo po1uneprekidan u svakoj tatki Il]no~tva~. 

lz definicije 1.1.1 se jednostavno izvodi: SUПlа odozdo slabo 

роluперrеkidпi funkcionala је odozdo вlаЬо poluneprekidan 

funkcional. 
Sledeta teorema Јаје potrebne i dovoljne uslove da 

funkcional f(X) bude odozdo вlаЬо poluneprekidan. 

ТеоrеПlа 1.1.1 (sm. [4.10Ј. [4.11Ј). Оа bi funkcional f(x) 
zadat u normiranom prostoru Х bia odozdo slabo poluneprekidan. 

potrebno је i dovoljno da mnostvo 

Мо '(": fц' .... "'Ј 
bude slabo zatvoreno (с - proizvoljni realan broj). 

Ројат odozdo вlаЬе poluneprekidnosti funkcionala је 

tijesno vezan sa ројтоm konveksnosti funkcionala. 

Definicija 1.1.2. Realni funkcional f(x) zadat па konveksnom 

nlno~tvu ~ prostora Х. naziva se konveksnim. ako је 

('. Н) ( 11 Оо" х,, сг) ( 17". (о, о) ( t (~"1 + CI-")>:.,) !. .>.f'x,) , (,-,,) ~ (~,»); 

strogo konveksnim. ako је jednakost u (1.1.1) mogui:e samo onda 

kada је х.у. 



TeoreIJla_1.1.2 (sm.[4.1З, teorema 8.10}). Svaki konacni konvek-

'~'п; funkc;onal zadat па konveksnom otvorenom nmostvu () iz Х 

је odozdos1abo po1uneprekidan. 

I.М. Lavrentjev је primijetio da teorema 1.1.2 51 ijedi 

iz teoreme 1.1.1. 
Pored ројта slabe po1uneprekidno5ti funkciona1a od inte­

resa је ; ројат diferencijabilnosti funkcionala. U linearnim 

topoloskim prostorima poznato је vise od 20 гаzliёitih vidova 

diferencijabi1no5ti pre51ikavanja (sm.C1.1], [1.2]). U normira­

nim prostorima dva Qsnovna vida diferencijabilnasti su Freseova 
i Gatova diferencijabilnost. Navedimo sanlO ројат diferencija­

bilnost; funkcionala ра Gatou. 

Neka је f(x) rea1an funkciona1 па Х. Ako u 5vakoj tacki 

хеХ postoji р Ј 

l

' t(X+tl)-z, .. Ј_V)с.хl.) 
А. ) ~Xt -сд.) -== 'Ц-щ 1:. т I I 
..{f Т -t .. o -(_о ' 

,а svako h<X, tada se Vf(x,h) naziva G-diferencija1olll (i 1i 

"Gatovim diferencija1om) funkciona1a f(x) u tacki х. 

Pretpo5tavinlo da је Vf(x,h) 1inearan operator ро h i 

"oznacimo ga sa Df(x,h). Diferencija1 Df(x,h) kao 1inearni оре­

rator ро h mole biti zapisan u obliku 

D/ ''', о -:- p,~) fc , 

Р(х) 5е naziva izvodom funkciona1a f(x) u tacki х i oznacava 

s е 5 а f'( х), tj. 

prekidan 
је 

Pre6postavimo da је funkciona1 Df(x,h) 1inearan i пе­

ро h. Oznacimo 5а grad f(x) e1ement iz Х", takav da 

Df'''<,O~ <'Y~./{''')I !..>, Vk~ Х, 

gdje је sa (у,х) оzпаёепа vrijednost linearnog funkcionala уеХ* 

u tacki х.Х. Dak1e 
.( р l,t' ~(''Щ-!'~) (r...Jt«>,-I.>- </A:tC""il..\., ~";o t 

1 grad f(x) :",еХ ~ Х", gdje је w obla5t па kOjoj p05toji 

grad f(x). Napomenimo da se operator F(x) naziva potencija1nim 

ako postoji funkciona1 f(x) zadat u Х, takav da је 

( у, .. ЦЈ) (у"'Ч'Х) = Fщ), 



u ауоm slucaju funkcional f(x) se naziva potencija1om 

operatora F(X). 
. varijacioni Пlеtоd i metod monotonih operatora se testo 

medju "оьот dopunjuju. Oznatimo оа D(F) oblast definisanosti 

pres1ikavan j a F u Х. 

Definicija 1.1.З. Pres1ikavanje F:D(F)c.X >Х* naz1Vamo 

monotonim. ako је 
е Vx, "'. D(F») 

_ сН.2.) 

strogo monotonim, ako u (1.1.2) jednakost vazi оато рг, У=Х; 

jako monotonim, ako 
( -\;/.;Jt I ~ Е: D (F) ( <. F (Х) - F( :1), х - d > ~ Н::.:. - d 1/' ~ (II ~ - .~1I1)) I 

gdje је ~(t) rea1na nenegativna fUnkcija, zadata· pri t~O, 

V(t)-'>" ~, ргј t~- i iz t(t)=o slijedi t=o. 
Ako је u definiciji 1.1.3 operator F=A,A 1јпеагпј оре­

rator, tada se иоЫсајепо kaze А је: pozitivan (umjesto monoton), 

strogo pozitivan (umjesto strogo monoton), jako pozitivan (UПlје­

sto jako monoton). 
Neka је ~ konveksno otvoreno nlno~tvo prostora X,F ро­

'tencija1ni operator па б" i f(x) potencija1 operatora F, tj. 

gradf(x)=F(X). Vezu izmedju monotonih pres1ikavanja i konvek­

snosti funkciona1a daje sljedeca 

Теогета 1.1.З (sm. [4.11Ј). Za monotonost (strogu monotonost) 

potencija1nog operatora F(x) zadanog па ~ potrebno је i do-

уо1јпо da njegov potencija1 f(x) bude konveksan (strogo konvek­

san) funkciona1 па () . 

Iz teoreme 1.1.2 i teoreme 1.1.3, slijedi 

Теогета 1.1.4 (sm. [10.1]). Za odozdo оlаЬи po1uneprekidnost 

diferencijabi1nog funkciona1a {(х) dovo1jno је da gradf(x) 

bude monoton operator. 

Pored ovih us1ova,koji obezbjedjuju odozdo "lаЬи ро1и­

neprekidnost funkciona1a,postoje i nmogi drugi (sm. [4.6;, 

[4 . 7Ј , [4. 9Ј ' [4. 1 2Ј, [1 О • 1] , (1 о .2Ј , [2 О • 1] ) . 
Ako је funkciona1 f(x) odozdo i odozgo "lаЬо ро1ипе­

prekidan, kaze "е da је оп "lаЬо neprekidan. Postoje raz1iciti 
us10vi pod kojima је neki funkciona1 "lаЬо neprekidan, kao па 

ргЈтјег ио10уј u sljedecoj teoremi. 



Teorema 1.1.5 (5т. [4.8, teorema 1Ј). Neka је па otvorenom 

konveksnom mnostvu \f prostora Х zadat diferencijabilan 

fuпkсiопа1 f(x) ёЈј! је gradf(x)=F(x) kompaktan operator. 

Tada је f(x) 51аЬо neprekidan funkciona1 па Q" • 

NаvеdiПЈО nekoliko prillljera odozdo slabo p01Utlepre­

kidnih funkcibn~la.· 

f'rimjer 1.1.1. Upro5toru Х funkciona1 f(x)=IIXIi је odozdo 

slabo po1uneprekidan (5т. teorema 1.1.2). 

Primjer 1.1.2. Ako је u Х поста diferencijabi1na ро Gatou, 

tada је funkciona1 
f (;;() ... fI :Ј4, 11 aI .. ;t 1, d. > О 

ucc.do 51аЬо po1uneprekidan. 

Dovoljno је razmotriti operator 

U~''') = а-......! лч ... t '. ("'<JII,,-u"~ P"-II: Х -? х' 

POkazuje 5е da је (5т. [5. tJ) И ... 
lZ Х U Х*. Sag1a5no teoremi 1.1.3 51ijedi 

monoton operator 
odozdo 51аЬа р01о-

neprekidno5t funkciona1a f(x). 

Pr;mjer 1.1.3. Neka је А l;пеагп; ogranifeni operator ; z 

realnog refleksivnog prostora Х u Х*. Kvadratni funkcional 

{- (>-) = < A~, '" > 
је odozdo slabo poluneprekidan. Као i u predhodnom primjeru 

pokazuje se da је 

'- \1~, ~. х) ( < F (,) - F 1.), х-d> .~ '2 < А '><-а), ><.- :1 > ? о), 

gdje је F(x)=gradf(x)=Ax+A*x. Kako је F(x) monoton operator, 

to је f(x) odozdo 51аЬо po1uneprekidan funkciona1. 

Pr;!IIjer 1.1.4. Neka је Н realan Hilbertoy prostor i А ogra­

пiёсп; 1 ;пеагп; operator u Н. Ako је funkcional f(x) odozdo 

slabo po1uneprekidan, takav је i funkciona1 f(Ax), Ovo se 

јеdпоstаvпо dokazuje, jer iz х -- х • slijedi дх -.,. Ах . 
п о п о 

Pril1!jer 1.1.5 (5т, [19,1]). Neka је Х "еа1ап Banahov prostor. 

Ako је 

а) F:X--'X* ПJonotono ; 51аЬо neprekidno, ;1! 

Ь) F:X-X* jako neprekidno pre51ikavanje, 

tada је f(x)=(F(x),x> odozdo 51аЬо po1uneprekidan funkciona1. 

Primjer 1.1.6 (5т.[4.13, primjer 8.7Ј). Neka је F:X~X* i 

<F(x) ,х) :"о,х'Х. Ako је F homogeni operator 5tepena homogenosti 

k>o ; potencija1an, tada је funkciona1 



konvek5an i odozdo slabo po1uneprekidan па х. Ako је F kom­

paktan operator. tada је f(x) slabo neprekidan funkc;ona1 па х. 

1.2. о уагјјас;опот metodu 

Za гјеsепје jednafine ф(х)=о varijacionim metodom 

mog uta su dva prilaza. Prvi prilaz se sastoji u tОПlе 5to se 

iz oblasti vrijednosti preslikavanja Ф (ako опа pripada nekom 

ПОГПliгапоm prostoru) ;zdvajaju Пliп1miziгајUfi nizovi za funkci­

опа1 'I'(x)= IIФ(х)11 • Orug; pr;laz 5е sa5toji u tome da se ,а 

_ preslikavanje Ф t ako је опо potencijalno, gradi takav funkcio­

na1 I.('(х) cije се kriticne tacke ЬНј korijeni od ф(х) ;1; 

tгапsfОГПlасiјаmа t1h korijena. U оуоm radu se razmatraju funkcio­
па1; koji zavise od dvije рготјепlјјуе, ра se jedna fiks;ra а 

;sa dГUQОПl operise. Inafe se РГiПlјепјuје оуај drugi prilaz vari­

,jacionog metoda. 
Neka је Х rea1an ref1ektivan normiran prostor. Tacka 

50 naz;va ek5trema1nom tackom funkciona1a f(x). ako u nekoj 

1in; О(х о ) tacke хо уа;; jedna od nejednac;na. 

4(х.) ~ t(:(o) (и f(;(.) ~ t(;xO», V Х,Е- O(~). 
Ako druga nejednacina vazi za svako X~X, х о је tacka 

ap501utnog m;nimuma funkc;ona1a f(x) па х. 

х • х 
о 

oko-

Teore"a 1.2.1 (5m.[4.б. teorema 9.11. [4.9]). Neka је funkc;ona1 

,f(x) zadat u oblast; "с.х ; х о unutra~nja tacka тпоИуа о- u 

kOjoj p05tOj; Df(Xo.h).\ih~X. 

1. Оа Ь; tacka х о Ьј1а ek5trema1na, potrebno је da bude 

kriticna, tj. 

(1",1) 

2. Ako је u nekoj oko1ini О(хо)С:с!' funkc;ona1 f(x) kon­

vek5an (i1; gradf(x) - monoton operator). tada је jednak05t 

(1.2.1) potreban ; dovo1jan и510у da х о bude tatka m;n;nluma 

funkc;ona1a f(x). 

U оvоП1 radu se razmatraju funkcionali koji zav;se od 

dvije рrОПlјепlјivе, ра 6ето uslov potencijalnosti operatora 

donek1e uop~titi. 



Definicija 1.2.1. 

~5toji funkcional 

Operator ф(х) је potencija1an u Х, ako ро­

~(x,y) па Х, takav da је 

jC~<iJ'I'(X,~)~ 'i>(x), 1''' if~x, 

Sada moiemo fОГПlulisаti teoremu slifnu teoreliii 1.2.1. 

1.2.2. Оа bi funkciona1 '[(х ,у) imao u tacki у=х 
lTieC!0'..'r::,"",· n!!!1~a~~=~ о .... 'bll< .... !t "'Ко о 
~kstremnu vrijednost ро у, potrebno је da~pude kriticna, tj. 

Ako је u nekoj ok01ini tacke у=х о funkcional ~(xo,y) 

konveksan (konkavan) ро у, tada је (1.2.2) potreban;dovoljan 

us 10v da tafka у=х о bude tafka mininlUnJ3 (maksimUI\la) furlkcio-

паl а <{(хо,у) ро у. 
О tome pod kakvinl uslоviПlа neki" funkcional illla tafku 

~\ini~luma govori sljedeta 
Теогеmа 1.2.3. (Uopstena teorell13 Vajerstrasa, SFП. (4,б, teo­

re n1a 9.2Ј). Ako је f(x) oaozao (odozgo) slabo роluпеrгеkidап 

funkciona1 zadat па ogranifenom slabo zаtvогепоЈП 1111105'tvu IYc.X, 

tada f(x) dostiZe naJa' svoju пајтаПји (najvecu) vrije(lnost. 

reliJ3 

u slufaju kada је Х konafno diПlепziопаlап prostor teo-

1.2.3 znafi da svaka neprekidna funkcija па zatvorenOl11 

ogranitenom nlnostvu dostiie bar jedan put svoju пајНIа.пји vrijed-

nos t , 

РГ;ПlјеdЬа 1.2.1. u uslovima tеогеше 1.2.3 шоzе se izostaviti 

ogranicenost 

(1-2, ~) 

nlno~tv. а. ako funkcion.1 f(x) z.dovolj.va uslov 

l.JI\М.. t (:() = -+ с=>со . 
II::(~ ~ -с 

Neka је ~konveksno ogranifeno otvoreno Пlпо~tvо ~anahovog 

pros tora Х, ЦJlgranica od L.Q i си =t:.t.)vc.v
J

• Ипоstvо (.0../ је slabo 

zatvoreno. Ako rnedju razlifitim slabo zatvoreniul i slabo kоп\­

paktn;m шпоstv;mа iV па kOjima је funkc;onal f(x) odozdo slabo 

po1uneprekidan. postoji bar jedno шс takvo da је па ЦJ~ ;spunjena 

nejednakost f(x» f(l<.) , gdje је Xo~"".' kаzешо da funkciona1 ((х) 

iПlа Ill-SVОјstv о (svojstvo miniIDuma). 

Saglasno teoremi 1.2.3, ako funkcional f(x) ;]',Iа п]-svојstv' 

to оп ;mа па ц)., tafku l11inimuma kOja pripada CVo а пе pripada с..О,_ 

Ako је f(x) diferencijabi1.n funkciona1 tada vazi 

Теосета 1.2.4 (sш,С4.14Ј,С4.б, teorema 9.1 i 9.2Ј). I,ko је fUrlkci 

опа1 f(x) diferencijabilan i ;Пlа m-svojstvo u геаl110П1 refleksiv­

n 0111 prostoru Х, tada postOji Xo~X u kOjoj funkcional f(x) in,a 

шiпi"uш i u kojoj је gradf(xo)=O' 



posled;c. 1.2.1. Ako u us1ov;m. teoreme 1.2.4 umjesto odozdo 

slabe po1uneprekidnosti fun~c;onc1. f(x) pretpostavimo ,trogu 

konveksnost f(x), tada је Ха jedinstvena tafka apsolutnog Пl;­

nili!Ullla funkcionala f(x). 

i'Japomenimo da iz (1.2.3) slijedi da za proizvoljnu tafku 

х ~ostoj; sfera S ={X~X:llxo=r>'IX О}, takva da је па пјој 
о r о 

f(x)~f(x ). Odavde. ako је f(x) od6zdo sl.bo po1uneprck;dan 
о 

fLlnl<cional, slijedi da f(x) ima m-svojstvo i tafku rll;пiП1UПlа 
, 

u U = i.Xf:-Х: HXI!~r,r>tlx !I Ј. 
r О 

Iz izloienog se Пlо~е zapaziti da se uvijek radi о odozdo 

slabo poluneprekidninl funkcionalima 1 tаfkаПlа miпiПЈUПlа takvih 

fuпl<сiопаlа. Analogno stvari stoje sa odozgo slabo polunepre­

kidnilli fuпkсiопаliПlа i tatkalfla maksinluma takvih funkcionala. 

(~a prinljer ako је f(x) konveksan i odozdo slabo poluneprekidan. 

tada је -f(x) konk.van ; odozgo slabo po1uneprek;dan funkciona1. 



2. VARIJACIONI МЕТОD 1 NELINEARNE FUNKCIDNALNE JEDNAeINE 

u ovoj glavi se varij,acionim metodom razmatra pitanje 

.' СЈ'еlепја jednatina oblika Ax+F(x)-о i x+AF(x)-о, 
Г' z;sten c l J e . . . 
~~ 'е је А linea r ni , F nel1nearn~ operatori. РгоЫеПl raZfl.a-
f~J аlпо т separabilnom Hilber,tovom prostoru Н а rjedje 
~i al110 u re . 0-.'. -
~~_ refleks;vnom separab,lnom prostoru Х. 
:"-геаl ПОПi • ~~ оуа glava sadr2i 8 dJelova. Posebnu pafnju 2e1;Il1 da skre-

ir.t·.·· d1'0 2.1, gdje је iz10zen dobar dio rezu1tata OV09' rada. 
,- el11 па !3'd 2.1 do 2.З,роd raz1ititim us10vima па funkcional ,,",(х,у), 
~~. n;Z priloga. Operator А moze biti ; nelinearan, ра је 
-'dаЈе se 
~~kav slutaj па. ао mjesta u dije1u 2.4. U 2.5 ,еЈи terminillla 

ablUSkalarn09 рго;zvоdа)гаzшаtга primjena varijacionog metoda 

~" isteociju сјеВеоја jedoatioa oblika Ax+F(x)-о i F(x)-o. 
Ј,а egz . . 
/:~a se predlofena shеПlа variJacl0nog metoda mofe iskoristiti 

~_za ;spitivanje fiksnih tacaka vidi se ;z 2.6. Jedan slucaj 

~'dnac;ne Hamerstejnovog tipa se паvоdi u 2.7 а prostor u kojem 

!it"1i-: to rad; је ulozeni prostor. U 2.8 se razmatra nas probl elll 

~~Zis'tencije rjesenja pomenutih jednacina а1; se пе pOlllinje 

~~~kcional цЈ(х,у). 

2.1. Egz;stencija rjeBeoja jednatina x+AF(x)-о i Ax+F(x)-о,I 

Neka је Н rea1an ,ерасаЫ1ап Hi1bertov prostor i {Н } 01' 
О 

kопаёПО dimenzionalnih podprostora prostora Н, takvih da Је 

НСН i ИН =Н. OzoaEimo ,а <.оЈ(х,у) rea1an fuokciooal па Н 
';П п+1 пп ... 
sa sljede~im SVОЈstVllпа. 

(а) цЈ(х,о)-о, х·Н, 

(Ь) ЧЈ' (х,у)-о, рс! у-х, 

(с) (Jo.N) (цЈ(х,у) neprekidao funkciooa1 па f\,)' 
(d) Za svako fiksiraoo У'Н, funkciona1 ЦЈ(х.у) odozgo 

!lаЬо роluпергеkidап рс х u Н, 

( е ) ( '3 "" «., ~ R) (з (',~" ~, < fI. +. {". R: "~O)) ( 1f оХ, ,;f. н Ј 
1'> . (1 

(<.V(X,:r).;:. o,1I:J!/".,I., НЈ!! "11"" 'ј. 

~eka је f(x) "еа1ап ograniEen (kako u оУот dije1u tako 

t u svim osta1im dje10vima ove glave) odozdo ,1аЬо po1uneprekidao 



(unk C ;ona1 i gradf(x)=F(x) ,хоН. Neka su А ; В ograniCen; 

:-'. earni operatori sa Н u Н. 1 , п 
, rel-lla 2.1.1. Neka su isрuпјеп; uslov;: 

11 

Те о 
- 1) (VxcH) (L.>(x,y)+f(B*y) оgrаn;ёепi konveksn; funkc;o-

па1паН), 
2) Funkc;ona1 L.>(x,x)+(Ax,x) odozdo ,1аЬо po1uneprek;dan 

рс Х. 

З) а) 10 '-<Ј(х,х)+(Ах,х),> )s'(IIXII), gdje је "( t)"o, pr, 

. IJ(t)-~, pri t-~, t?- О' I:! 
2' (3 r>o)(f(y»f(o), ako је "YII~r), ;1; 

Ь) l°W(x,x)+(Ax,x)~o,x.H, -, 
2- Postoji ograniteni operator В iz Н u Н, 

З' (3 r>o)( f(y»f(o), ako је Ilyll .. r), ; 1; 

с) 10 l;т f(B*y)=+oo, 
iI~H - ..,.." 

2' <.V(x,x)+(Ax,x)o>o,x.H. 

~ada (3 хо.н) (Axo+BF(B*xo)=o). 

~okaz teoreme 2.1.1. Prije пе90 predjemo па dokaz teoreme, 

~ојаsпilПО neke пјепе uslove. 1z uslova 1), saglasno teoren1ama 

[ј'.l.з; 1.1.4,funkc;ona1 W(x,y)+f(B*y) je,za svako fiks;rano х"Н. 
~OdoZdO slabo poluneprekidan рс у. Medjutim, to jos пе znati da 

~:~- fllnkcional 
~, Ц)L'Х.јх)+t(б"х) 
• 
~ .-,. 
~dozdo slabo poluneprekidan па Н. ЕУа jednostavnog primjera. 

~eka је) za fiks;rano х,:-Н) funkcional 

:: m1. U';JII"L- 2!1?1 (x,~) 1" f (e,IO;~), ћУ!"> О) 
,. 
:_ gran;cen ; konveksan рс у. Dalje. funkcional . , 

mora biti odozdo slabo po1uneprekidan, jer је funkc;ona1 

2 
11.1- odozgo slabo po1uneprek;dan. Ako se Ьо1је pog1edaju 

drugi uslovi teoreme, moze se zakljuciti da su оп; medju 
ОПl nezavisni (u smislu da jedan od njih nije posledica 

osta1ih) • 

Kako је funkc;ona1 f(x) odozdo slabo po1uneprek;dan ; 

voljava uslovu 
(-:1 1'., о) rt (~~;. f-rо)Ј ,,1..0 ј'. 1I~I}7Y'J, 



. , 

inla m_svojstvo. Saglasno teoremi 1.2.4, imamo 

(:3" .• Н) (f'c •• ) "'-f(<Ј)' Vй " fi) 

је f( z )= \ • Kako В*УЕН, pri УЕН, to је 

о 1'" fCe,), lId" Н. 
. ak ispunjen us10v 

А!(оЈер· ). (,.", t ((~,'.!I) ~ 't ""', 
J/I;/II- С>О '. , 

t 
sаоlаsпа teoremi 1.2.4. im"amo 

оре, Ј ~ 

(31. R) (у L f (!ОЈ), 17,," Н). 

:- '8 је л=mах {2. (':J.(\+fl..}+J.S>o i 0<607\.- О, pri п ---':> <'=>о. 

'. atimo sa Ј ..... '1'("'-,:;) = 4:)(0<'(1) + СА",,!}) -t 'Г(В':;). 

Neka ХЕ:Н П ; HXI!~f',f>o. Slijedi 

( \1;:" H~ ) ( Ym'X'~) ~ 8", IJII"+ ~ IIYI/~-I~,I" J"~' f 1t_11~ 1/. /I~/I' f т f (6 ';}») 

Dаlје, neka усН 1 Ilyll= f. DObijamo 
п 

Ocig1edno 

L·""1 "L I f) = + оо 
f~-

(II",~N) (3f=;~>oH '11]') >+(0)). 

Dakle, 

I~ 

( \lmеN)(зr.?о) ( !.Јос. D~-{".~n'I"I/"rn\) (\I~.5~'{~,H"," ")H",I) 

( \f", (х,ј) > f(o)). 

Za fiksirano х.Н, funkc1ona1 'f,,(x,y) је strogo konveksan 

jer se javlja sumom konveksnog i strpgo kопvеksпоg funkcio­

а. Zbog (2.1.2) а u ,т. teoreme 1.2.4 i pos1edice 1.2.1. za 

. ko хеоП,роstојi jedinstvena tatka apsol'utnog miпiП1UПlа funkcio-. r 
а t (х,у). Oznacimo tu tacku ,а y=V (х). V (х) pripada 

п п п 



I'okafimo da је V neprekidno preslikavanje iz ОП п u О • 
п r 

је iuk\ c.D~ i Uk~ц", pri k~=. Neka је 
r 

-1јк ~ Vn lЦ\ot)) к.~o, 11 2, - .. , 

Oznacimo sa {Ykv1Proizvo1jni podniz niza {y k \. Kako 

је ~Yk1 ogranicen; n;z u Н п ' jer pr;pada o~ а п је fiks;rano, 

to 

р о у, 

Funkciona1 

ра је 

'Уп(Х'У) је neprekidan ро.х 1 po1uneprekidarl 

1.:"" '1;, (Ц." ~") '" L_ '1;;,("_,,';1), \)!!< 11" 
у ----, ос> V -"" """" 

Iz pos1ednje nejednacine slijedl 

'-Ј' ... lUо, 10) '" ':У~(Ч., ~), b'~< f-I",. 

Odavde је 

aiz(2.1.3) 
(11.5-) 'Y~ (Ц., ~o ) ~ rж, '" '+~ (Чо,:О. 

:1 f: I+'>\. 

Kako funkcional 'fn(Uo,Y) iша jedinstvenu tacku apso-
1utnog minlmuma ро У, to iz (2.1.4) i (2.1.5) slijedi 

~o >~. 

Kako је JY
kv

\ proizvo1jni podniz niza !Ј\'т' to ,пас! 

da 
~ k -;.. ~ Ј f f' i. Jt -----'"" =О) 

sto dokazuje neprekidnost preslikavanja V :ОП_О ". Ро poznatol11 
п r r 

Brauerovom principu о nepokretnoj tatki, imamo 

(Vm.- JV) ( ј X~ е D;' ) ( V", lo<", ) - X~). 

Odavde slijedi 

('1",. t/) (3 ~e D~) ( 'f'" l>:~,,,,,,),,,,, '1'", (ос." :1), 



DokazJmo da је nJz {ХпЈ ogranJcen u Н, ~to obezbje­

uo1oo З) teoreme. 

Neka је Jopunjen uoloo З) а). Sta.1jajutJ у=о u пеје-
. u (2.1.6) dobJjamo 
1 п С', Х 11).. -t (А .х ... , X"l.) + t.V (-:С"" X~) t- l' (е:>"'х..,.) 
':)- ~ <--п "1. _ t 

• 

Iz (2.1.7) olJjedJ ,. 

( А <JL-n., :х.".) + ~ СХ"}\,I 'х.,,) ~ {-< о ) - , Ј 

је ~ kao Ј сапЈје, tj. \~f(8'Y), \ly~H. Рсета uoloyu 

Ј z (2. 1 .8) Ј та то d а ј е . " 
. а) 1 

!i"(J\x..,.ll} ~ fCo) I Y'ТI& ЛI, 

о d ај е ogranicenost niza {Х у. Stvarno, ako dopustimo da 
п 

• I Х \ neogranJcen, 
п 1 Z i П tada oag1aono "о10.јта fUnkcije Y(t) 
ео od nekog broja no·N dobi1J Ы da. је 'I(IiХ п 1I»f(o)- \' 

је ouprotno (2.1.9). 
о 

Neka је iopunjen "о10у З)Ь). Iz (2.1.7) s1Jjedi 

4' (13'",~)" f(o). 

Kako f zadoy01ja.a "о10у З)Ь)З', to iz pos1ednje neje­

јп. dobijamo 

, \::1"'>0)( \lb'X.~\\""')· 

Ро ио1оу" З)Ь)2' pootoji ogranJceni operator ь- 1 , 
.pootojJ Ј (в- 1 )*, pri сеп," је 118- 1\\0\1(8- 1)*a. Sag1aono 

remi 2 Jz [9.1, otrana 209] 

n;z 

ed; 

(~e>o) (1110'0:..,,11" "·IIX~I/). 

Dakle, 
([Х.., 11 ~ ; I 

Zx \ је ogranJcen и Н. 
п 

Na kraju, neka је ispunjen "о10о З)с). Iz (2.1.7) 

Ako dopustimo da niz ~x ~ bude пеоgrапiсеп, to saglasno 
п 

З)с)1" Јта1Ј Ы росе. od nekog broja no.N 

f(б~х-"') >f(o), 1'\~lI1oJ 

protivurjeci (2.1.10). Dak1e, niz јХп\ је i u ОУот о1исаји 
i с е п • 



IIi1bertov prostor је ref1eksivan. ра se iz niza Iхп! 

moz e Izdvojiti podniz {х \ koj; slabo konvergira 
п у 

k а х о' tj. 

(-3 ло. 1-+) (Х"" - х.) )'i" V - ~) 

Funkciona1. tn(x.x) је odozdo slabo po1uneprekidan, 

jer se javlja sumom odozdo slabo poluneprekidnih funkcionala. 

Z. f;ks;rano у.Н funkciona1 t (х,у) је odozgo slabo ро1uпе-
п . 

prekldan ро х па Н, jer је takav funkcional Ц)(х,у). 

Iz granicnog pre1aza u (2.1.6). zamjenjujutl п sa П у 

; pllstajuc; da 1-' ---,. С>о, dobijamo 

'fu.,,:to) ~ '1'("., :1), tI!I-€- Н. 

Kako је funkciona1 ~(x,y) za svako fiksirano 

dlfеrепсlјаЫ1ап ро у, to ;z (2.1.11) slijedi 

y~o/} 'f ("-, ~) = 0,/,"'< ст' -". ) 
tj . 

Teorellla је dokazana. 

хс Н 

Prillljed~_a 2.1.1. Ako Је па primjer u (2.1.1) Л=(Ь (tj.&",) 

i d- < о, tada, се pocev od nekog prirodnog broja "о' biti 

J..:~ '1 (ј') = --. 
~...,. ~ 

IS 

)(ada Ь; fuпkсiопаl t (х,у) bio ogranicen 1 strogo kon-
п 

kavan 1)0 у za fiksirano x~H (tj. оп Ь; bio odozgo slabo polu-

neprekidan ро у) dobili Ь; da rl~ Н П ' П~ПО'ОП ima jedinstvenu 

taEI<u apsolutnog Лlа!сs;mUnlа рс .i. Kako је u teoremi 2.1.1 funkci­

опа1 \r'n(x,y) odozdo slabo poluneprekidan ро.у za fiks;rano х .. Н, 

to оп па Н п , п,}поЈпе mora imati п; tacaka minimuma п; tacaka 

mаkS;IТllIПlа. Uvоdјепјеm 0>0 ovakvi slucajevi se izbjegavaju. 

Ukollko је funkcional f(B"y) takvog rasta da 

(\f""",N) (3"">0) С Vn : D;' ---'> D;:\ 
tada fuпkсiопаl Е~II~tl~пiје potrebno uvoditi- ako је fuпkсiопаl 

• 
u uslavu 1) teoreme 2.1.1 strogo konveksan p~'y (za fiksirallo х.Н). 

Рr;П1ј.~~Ьа 2.1.2. Tvrdjenje teoreme 2.1.1 ce'!)i!i sасuvапо, ako 

uslove 2) i 3) zаmiјеП;ПlО slabijim usl0vima:"' 
• 

2') ':f (х,х) odozdo slabo po1uneprekidan funkcional, 

з') ("З '>о) (1(~) > f(o), 0.. •• d' lIyll>.- r), 
о 



4') Iz 'f(X'X)~C1 ,slijedi 11 ХЦ<С2 ' C
1
"R;C2 > о. 

То ИО .то nazva1; ",10уе 2'),з') i 4') .1аЬ;ј;т od 

uslova 2) i З) teoreme 2.1.1 ogleda se. recimo, U QVOllie: 

furlkс;опаl Ц,)(х.х)+{АХ,х) пе mora biti odazdo slabo polune­

prel<idarl vet 9а mofe "ponloti" funkcional f(B*y), tako da u 

5LII'li ;!/(х,х) bude odozdo slabo poluneprekidan funkcional. 

16 

. . , ~ 

Pri'i1jed!Jd 2.1.3. U dokazu teoreme 2.1.1 funkcional IIYII fI1Qzemo -----
zаПliјеl,iti sa strogo konveksnilll ograniteninl funkcionalollj l(у), 

koji сЈо.о1јауа svojstv;ma: 1(0)'0; l(y)~o, pr; у.Н i stepcn 

rasta -\ , tj. 
,и"", .((~), "~It-'= ~'>O 

'1 ~ 1\ -..,. <::оо 

Pitanje koje "е oVdje pr;rodno пате~е је: kakav Је skup 

rj~senja jednacine 

(1....1. 1'2 .. ) 

Оzпаё;пlО kra~e sa ф(Х).АХ+ВF(В*Х). Ako је Ф :II~H 

jako lПопоtоп operator. tada jednac;na (2.1.12) ima jedinstveno 

rjescnje. Stvarno, neka su x 1 i Х2 dva rje~enja jednatine (2.1.12). 

51 ijedi 

(211';') 

"Јје је funkc;ja ~(t) iz def;nic;je 1.1.3. Dakle. iz (2,1.13) 

; 111 а 11,0 

tj, Х 1 =Х 2 . 

/\ko је Ф strogo monoton operator u Н, tada jednafina 

(2.1.12) ;fIlа jedinstveno rjesenje. ~;~ 

(ф<.,;Ј(1) -'1='<...x.:z...), .;:(1 -:>,~') >0 

, Ф(х 1 )= ф(х2 )=0 sl;jed; Х 1 'Х2 ' 

Ukol;ko је Ф monoton operator tada broj rjesenja jedna­

сјпе (2,1.12) moze bit; ; у;,е nego jedno. 

Опо sto nas posebno ;nteresuje је: sta se moze reci о 

skupu rjesenja kada Ф nije fIlonoton operator. Nazalost, о skupu 

rjesenja se mo~e Пlаl0 znati. Vet па prostim prirl1jerinla stvar 

izu1cda 

Prir:,ier 
----' -~ 

dosta zamrseno. 

2.1.1. Neka је 

1."\ ч"., S Lf' (Х, ~) ~ - '3 Х:1 + " d .,. d 



realan funkcional па R2 • Za svako fiksirano x<R, У(х,у) Је 
strogo konveksan funkcional ро у. Neka је 

cine 

tj . 

l (Х,;}) ~ ::У; (х., ;Ј). 

Zbog jednostavnosti primjera, lako se pokazuju nejedna-

'f(o,o)~'f(o,y), l!yeoR, 

t(l,l)~'f'(l,y), l!y<R, 

t(-1,-1)~ 'f'(-l,y), ~у<R, 

Skup М nije konveksan kao п; zatvoren u R. UOCil:IO da Је 

(Vx,#cR)«( L(",x)-L(~'1)'0(-~)= ,x-:t)'-(x.'-~x~" ~2._1)) 

Iz poslednje jednakosti se иосауа da па mnostvu 

\( x,y)<R 2 : x 2 +/+xy-l<О} 

preslikavanje L(x,x) nije шопоtопо. 

(} 

Dakle, narusavajuci monotonost operatora фр;tаПје skupa 

rjesenja jednatine (2.1.12) se jako usloznjava. 

Drugo pitanje koje se паrnесе poslije dokaza egzistencije 

гјеsепја jednaGine (2.1.12) је: kako пас; to rjesenje. Kako se 

ovdje radi о varijacionom Пlеtоdu, acekivati је da se rjesenje 

tra2i minimizacijom pripadnog funkcionala. М; гаzmаtгаП1Q fun­

kcionale koji zavise od dvije promjenljive ра је pitanje izdva­

јапја minimizirajucih nizova nejasno i ostaje kao otvoren pro­

ЫеПI. Rje~enje jednafine (2.1.12) se nalazi па bisekrisi fun­

kcionala 'f(x.Y). tj. па "pravojll У=Х. аl; опо пе mora biti 

tacka m;n;muma funkcionala ~(x.x). Оуо se jasno vidi ;z pri­

mjera 2.1.1, jer је samo мо{о.о} tafka apsolutnog minill1un1a 

funkcionala 'У(х,х), dok druge dVije tacke M1(1,1) i M
Z
(-1,-1) 

to nijesu. F.E.Brauder [2.2Ј razmatra funkcional ~(x,y) koji 

zavisi od dvije promjenljive. аl; se оп ЬаУ1 tafkama l11inilТiuma ,. 
funkcionala 'f(x,x), pa"Ykod njega problem minimizacije ~ пе 
postavlja. Ostaje da se rjesenje trazi nekom od pribliznih 

n1etoda rje~avanja, kao па primjer Njutnovom metodom. Od koristi 

moze biti to da se priblizno rje~enje Хп~Нп nalazi 

, zadovoljava jednacinu 

\"", [лt.", \",\\~-1.x. ~ А ~ ~ в F ,е,'х.)ј = О, 

u lopti оп 
r 



gdje је Р projektor sa Н па Н . Опо sto stvara teskoce је 
п п 

da se u opstem slucaju пе zna da 1; је rjesenje х jedinstveno. 
п 

оуо poslednje је vezano za monotonost preslikavanja 

Ф""~ R. [ЛЕ", lI"о"II~-':>t Т Ао< ~ ~F(",'",)] оо I4m ~ Н'" 

Trete pitanje koje se prirodno postavlja za svako tvrdje­

пје је: da 11 va2i i obrnuto. U funkcionalnoj analizi је ~lalo 

tvrdjenja formulisano terminom I'potreban i dovoljan uslov". 

Povratimo se teoremi 2.1.1. Оzпаёimо sa ф(х)=Ах+ВF(В*Х) poten~ 

c;jaln; operator u srnislu definicije 1.2.1, tj. postoji funkcio­

паЈ 'У(х,у) takav da је 'f;(х,у)=Ф(х), pri у=х. SаgЈаsпо teo­

геПI; 1.2.2 va!i sljedeta 

Teoren;a 2.1.2. Sljedeta dva uslova su medju sobom ekvivalentna: 

(1) Ф(Хо)=О, 

(2) fuпkсiопаl 'У(хо,у) јmа ekstremnu vrijednost u 

tacki у=х . 
о 

Potencijal 'f(x,y) operatora ф(х) (tj. grad y ,:!'(х,у)= ф(х), 
prl у=х) nije јеdпоzпаёпо odredjen. Naime, postoji vise funl<c;o­

паЈа 'У(х,у), takvih da је grad ':f(x,y)= ф(х), pri У=Х. 
У 

Sada паvоdimо niz teorema koje se u svojim dokazillla 

osJanjaju па teoremu 2.1.1. Svuda te niz {~"'\ i broj 8 biti 

kao u teoremi 2.1.1. Sa А i В оzпаёifilО linearne ogran;cene 

operatore u Н, ukoliko drugacije ne bude receno. Sa f(x) ozna­

~ilj10. kao i ranije, ogranifen;.' odozdo slabo poluneprekidni 
fuпkсiопаl па Н, gdje је Н kao u teoremi 2.1.1. Naravno. svuda 
се biti funkcional f(x) diferencijabilan (ро Gatou) ро Х па Н. 

ТеоrеПlа 2.1.3. Neka su ispunjeni 

2 Ј) (Ax,x);,."'IIXII ,"->0, 

2 ) ~qYI2+f(y) konveksan 

uslovi: 

funkcional па Н, 

З) (3 r>o)(f(y)f(o), ako је IIYII~r). 

Tada " о 

(~ Xo~H)(~xo+F(Xo)=o). 

Dokaz teoreme 2.1.3. Na podprostoru Н п razmotrimo funkcional 

':к (Х,;,) = .Eml!~l/".gi' 'УСО<,I/)I 

gdje Је 'f(x,y)= o( lJyI 2_2cl. (x,y)+(Ax,y)+f(y). Ovdje Је 



('Ј 

'-
iV(O<,~) ~"II~I/ - 2<{'х':;')' 

Ocig1edno ovaj funkciona1 zadovo1java us10ve (а) - (е) 

u teoremi 2.1.1. Recimo)uslov (е) ima oblik 

( \;1 >О, ~" н) ( "" ("'~) >, "";rll "-- '2.~ 11"11 11 ~ 1/) 

Saglasno dokazu teoreme 2.1.1, ;шаmо 

(1f",.N)(3r~>o)(Voџ D~)(\I;t.S,") ( '.1'",("''<1) > +(О)) 

Iz neprekidnosti preslikavanja V :o"-----,..оП, sl;jedi 
п r r 

, 1.ј ј" ) ( If "'. ЛI) (3"X~" D~) ( ':f;;, (>,~ , ос." ) "'- '-1'", (ОС"" :Ј), +;' Ј '"" ц -,,). 

п а 1 

!z (2.1.14) i us10va 

4'(0\:.~) '" {(о) 

Slijedi 

(3 ><.0 н-) ( 

3) teoreme је 

'- 11:)(->111$,,'11 '('>0, 

к ---. е.о). 

Kako је A-"'J~o, to је sag1asno primjeru 1.1.3 funkcio-

odozdo slabo po1uneprekidan па Н. Funkciona1 ~ (х,х) је 
п 

odozdo slаЬо po1uneprekidan, jer је suma odozdo slabo po1u-

neprekidnih funkciona1a. Lako se zak1jucuje da је funkciona1 

'rn(x,y) slabo neprekidan ро х, za fiksirano усН. 
!z granicnog pre1aza u (2.1.14), zamjenjujuci п _а n

k 
i pustajuc; da k_oo<>, dobijamo 

'Усх.,>:.) '" 'Y(,,",~), \fJ< 1-+. 

Odavde slijedi 

'Јс .. oI Ј 'Y(xo,~)=o, 1'''' ~: ""', 

t ј . 

Teorema је dokazana. 

Pos1edica 2.1.1. !z us10va teoreme 2.1.3, slijedi 

(-3 :<о Ео 1-\) (Хо т А 1 F (:,о.) =" \ 
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gdje је А 1 =А- 1 • Operator А- 1 postoji (sm. [9.1, str.209]), је" 
iz uslova 1) teoreme operator А zadovoljava nejednacinu 

IiА" \\" "- \\:>еI\,';' 7 о. 

Prirlljedba 2.1.4. Iz uslova teoreme 2.1.3 пе slijedi топо­

tопоst :Jres1ikavanja ф=А+F:Н .... Н. Stvarno, 

( Y""'~ ~ \-\) ( 1'l"'-)- 4'(»,"Х. - ~) ~ - '~Hci:- ~ II~ "'> о) 
Ako dopustimo da u teoremi 2.1.3 bude I1-~O. zapaza 

se sljedece. Ako је 0« о, funkciona1 f(x) је strogo konveksan 

а operator F strogo monoton iz Н u Н, ра jednaGina 

"'IS) Ах~F(,,-)=о 

;\lla jed;nstveno rjesenje u Н. Ako је с{=а, funkcional f(x) 

је kOllveksan i operator F monoton. Ukoliko је, za ci.. =0, ispu­

пјеrl јеЈап od sljedeea dva uslova: 

1) A~o i F Пlопаtопо preslikavanje, 

2) А.о i F strogo monotono pres1ikavanje, 

tada jeur1acina (2.1.15) iПlа jedinstveno rjesenje, jer је ф:;А+F 

strogo Illunoton operator u Н. 

Pr_1~cdba 2.1.5. Uslov З) teoreme 2.1.3 se moze zam;jeniti 

US10VOIll 

Us10v (2.1.16) obezbjedjuje postojanje apso1utnog mini­

muma funkcionala f(x) па Н (sm. teoreme 1.2.111.2.з). Dа1је. 

us10v (2.1.16) obezbjedjuje i оgrаniёепоst niza 

је (sm. [4.13.96.3 ) , 

1'''')" #(0) ~ S (ф.{i,),:>с) oU:, 
о 

to Је 1 

4 ("'~)" -1'(0)'" S Сф(t"'~), X~) CU:. 
о 

; 1 ; 1 OU-
4'l"'~)-t(o)" ~ (ф(iХ,,), -!ОХ") -:f' 

ix\uH.Kako 
п 

Kako se u toku dokaza tеоrеП1е 2.1.3 dobi је 

4(x~) -fСо) <'0, 

1 ci;t 
~ Lф{-t:х~),t.х..) -:t ';"0. 
о 

to је 

5'91asno us10vu (2.1.16) pos1ednja nejednatina Је moguta 

sanlo onda kada је I\X
n

\\ L r
1

, r-?r
1
>o. 



, 
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Ako se umjesto potencijalnosti operatora F u tеоrеП1i 2.1.3 

zahtijeva njegova hemineprekidnost; uslov З) teoreme 2.1.3 zami­

јеп; uslovom (2.1.16), tada se tvrdјепје teoreme za d...6,.O n1Qze do-

ЬН; ",etodom monotonih operatora (sm. [2.1Ј ili [15.1Ј ili l4,13. 

teorell,a 18.1]). 

Teorefila 2.1.4. Neka su iSpunjeni uslovi: 

Tada 

2 
1) (Ax.x);pI..IIXIl .0.0>0, 

2) o(lly,,2+ f (A*y) konveksan funkcional па Н, 

3) а) (3 r>o)(f(y»f(o), ako је Ilyll!'r), ili 

Ь) lim f(A*y)=+oo. 
\llj1\ _ ос:> 

(:3 z "H)(z +AF(z )=0). 
о о о 

Dokaz teoreme 2.1.4. Za х,у Н, neka је 

i 

(2.Ј· ['1) 

Ponavljaju~i dokaz teoreme 2.1.1, dObijamo 

С \f '" о- ЛI) С Э ХЂ " ц.Ђ) l t" ех"":,с,,,) '" ':1'", СХ"" ~ ) I 11 ~, ftЂ ) 

Iz (2.1.17),slijedi 

~C)(""X",-)~ t Cc) , 

Odavde је zbog uslova 1) teoreme 

t(A'x~) .~(o) 

Iz uslova 3)а) ili 3)Ь) teoreme i poslednje nejednacine, 

slijedi оgrапiёепоst n;za {х1и Н. Neka х ~X. pri k-=. 
п п k о 

Isto kao u teoremi 2.1.3 se dokazuje odozdo slaba poluneprekid­

nost funkcionala f (х,х). sto se tice funkcionala ~ (х,у) оп је 
п п , 

slabo neprekidan рс x)za fiksirano YEo-Н. Zamjenjujuc; u (2.1.17) 

п sa n
k 

' pustajuc; da k __ oe, dob;jamo 

'Y(J(e>,)(~) ~ 'f'C><""'Y)1 y~~ I-t j 

tj. А*х +AF(A*x )=0. Stavljajuci А*х ~z ~H u poslednju jednacinu, 
о о о о 

slijedi tvrdjenje teoreme. 



Posledica 
~._-

2.1.2. Iz us10.a teoreme 2.1.4 s1ijed1 

( 3 <.,,< Н) (А,"Т РС'<о) - о)) 

gdje је А 1 "А -1. Egzistenciju operatora А- 1 obezbjedjuje us10' 

1) teoreme 2.1.4 (tj. IIAxll~o(llxlI.">O). 

Pri",jedba 2.1.6. Us10.1 teoreme 2.1.4 "е obezbjedjuju топ 0---- -
tonost operatora ф=Ј+АF:Н-'>Н. Naime. Јтато 

'~ 17 х I::J с;. Н ) ( (Ф1 t, ... ) - Ф1 ( 'Ј) I )/, - ~) ~ - Z<>{ 11 )(.- ';,1 II~, .л ~ D \ 

gdje Је Ф1=А*+АFА*. Kako А*ХЕН. to "; operator Ф nije lПопоtоп 

u 11. 

Dopustimo da u teoremi 2.1.4 С( bude negati.no i1i jednai<o 

nul;. Slijedi, ako је ~ =o,funkc;onal f(x) је konveksan i F nlono­

ton operator. Ako је ispunjen jedan od sljed·eta dva uslova: 

1) A~o i F monotono preslikavanje, 

2) Азо i F strogo manotono preslikaya~je, 

tada jeJnacina 

iПlа jedinstveno rje~enje u Н. Stvarno, neka su x
1 

1 Х г dva rje­

<епја jednacine (2.1.18). S1ijedi 

x 1 -х2 +АF(х 1 )-АF(Х 2 )=о 
1 

Iz pos1ednje jednaclne s1ijedi da је jedan od dva sabirka 

negativan. Ito је protl.no us10.ima 1) i 2). Dak1e. Х 1 =Х 2 ' Ako 

је 0,<0, tada jednacina (2.1.18) Јта jedinst.eno rjelenje, Jer 

је operator Ф1=д*+АFА* jako ГJ10noton u Н. 

Ako se u teoremi 2.1.4 stavi с:{=О, uslov З) zamijeni uslo­

уот (2.1.16) i nljesto potencijalnasti operatora F рrе.tроstаv;пlO 

ogranifenost i hemineprekidnost od F, tada se tvrdjenje tеоrеПlе 

2.1.4 moze dobiti теtоdоП1 monotonih operatora (sm. [8.1Ј i1i [4.13, 

teorelila 19.8Ј). 

Prillljedbe kao Ito su poslednje dvije imaju mjesta i u svim 

priloziliiJ оуе glave, ~to uvijek пеееmо ро~еЬпо nagla!avati. 

Linearni operatori (ograni~eni) kao §to su u teoremama 2.1.3 

i 2.1.4 se teiko nalaze medju 1ntegralnim operatorima. Daleko su 

fe§ti pozitivni ograniteni operatori. Na§a dalja raznlatrallj~ bite 

USПlјеrепа па pozitivne operatorc i nj"ihova razlaganja u proizvocl 

d'Ja oreratora. 



Izved;mo jednu DSOb;nU linearnih poz;tivnih operatora. 

Le[]la 2.1.1. Ako је А;;. о , tada 

( \1.". f\) (( А х, х). СА >, » " + [( Ах, ~) r С л*" ~) Ј' ) . 
(2,'1. i'Э) "'1 

Dol,az leme 2.1.1. Kako је A~oJto је 

(\fx". Н)( v >.< R) (( А (>+\~), ,.л,)" о). 

Odavde slijedi 
(Ах,х) +)., [(I<x,,) t (A*x,~)J + ),2 (A,,~) >--0. 

Da Ь; ауај kvadratni trinom рс )... Ьјо nenegat;van, ро­

trebno је da njegova diskrinlinanta bude negativna ili jednaka 

nu1i, sto daje (2,1.19). 

I':apomeninlo da iz pozitivnosti linearnog operatora А u 

rеа1поп, Hi1bertovom prostoru Н,пе slijedi jednakost А=А*. U 

ko,,:ple,snom Hilbertovom prostoru јmаmо da iz A~o,slijedi А=А*. 

Specijalno ako је u 1етј 2.1.1 А=А*, nejednacina (2.1.19) 

postaje 

Pos1ednja nejednatina јта izvedena u [9.1, strana 227]. 

Iz leme 2.1.1 se mogu izvuci korisne posledice. 

Priljljed!)a 2.1.7. U realnom НilЬеrtоvоП1 prostoru iz А~о)пе slijedi 
2 

А ;:0. dok u kompleksnom Hilbertovom prostoru to slijed;. Stav;mo 

u (2.1.19) у=Ах, dobijamo 

(Аџ)(А\ Ах)" ~ [(Ах, А,) + (A~x,<)J~ 

(Ах,х)' СА'>, Ах)" ~ [IIА'II"+ 'L I1 Axll' (л\х) i (А'х,х),] 

Kako Је 

\2 ј ш) 

Ako је 2IAx,,2(x,A 2x)+(x,A 2 x)2,?o,X.H,iZ (2.1.20) slijedi 

(\;IxEcH)((Ax,x)"oi.IIAxll~) о "",,'\А\' '" ~). 

Specija1no, ako је A=A*,iz (2.1.19) slijedi 

С \7"" ft) С( Ах,х),," I\А, II~) о"',, "А" '" 1). 



Dа operatori sa ovakvim svojstvima postoje. vidi se 

iz primjera З.1.1. 

Teorerna 2.1.5. Neka su ispunjeni uslovi: 
2 1) (Ax,x)>--"'IIАхll ,~.,o, 

2) ci.IIAYI12+f(y) konveksan funkciona1 па Н, 

З) (3 r>o)(f(y»f(o), ako је IIYII.r). 

Tad. (3 Xo~H)(Axo+F(xo)=O). 
Dokaz teoreme 2.1.5. На podprostoru Н п ' neka је 

\f"1l"'J~) = Ет И"ј' 2.-tb т 'f(X/Y)/ 

't (',у) = С.:Ј ("~) 1- СА Х") , 1(,) 

1 w (х,у) = '" IIA-~ll'- 20( СА.,., Ау). 

Ocigledno је 

е If Х". Н) ( w (~, у) ,.. - о( 11 Л 1\'-1," Ii'- - 2. '" 11 А 1(· 11 , 11 ·11 У 11) , 

Kako је А- ~A*A~o, to је funkcional 

(А",) - ~ IIАхН" 

odozdo slabo poluneprekidan па Н. Funkciona1 'Уп(Х'Х) је odozdo 

slabo poluneprekidan, јес је suma takvih funkciona1a. Takodje, 

1.ko se zapaza da je,za fiksirano Y.H,funkciona1 tn(x,y) slabo 

neprekidan ро х u Н. U toku dokaza dobijamo 

(, !2.;) С V"",N) ('3"'~~ D~) (tn (Х",ХП ) ~ 't,;(X~,~), \}ј< I+n ) 

!z us10va З) teoreme i nejednacine (2.1.21),slijedi ogra-

nitenost niza {x~ u Н. Neka 

pr.1.z. u (2.1.21), slijedi 

х --"'" х , 
n k о 

\f'(X.O,>(O) =. rшit)'l '-Р(ХО, ':Ј») 
. У!- U 

tj. AXo+F(xo)=o. Teorema је dokazana. 

pr; k- оо. 1z granicnog 

Е.r;mЈ~-.9.ьа 2.1.8. Ako је u teorem; 2.1.5 &'~o. tada se nesto 
moze rec; О jed;nstvenosti rjesenja jedna~;ne Ax+F(x)=o. Slicno 
kao u tеоrешi 2.1.4. ako је ;spunjen jedan od sljedeca dva uslova 

1) А:>о ; F шопоtопо. 
2) A~o i F strogo monotono, 

t.da jednacina Ax+F(x)=o јта jedinstveno ,је~епје u Н. Ako је 

с\)о, tada preslikavanje Ф=А+F пе rnora biti monotono~ jer је 
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l't}x"" 1-1) ((фlX)-ф[,), x-~»,_", {(Alx_-,)[\7., ~>o)) 
ра se о jedinstvenosti rjesenja jednatine Ф(х)=о "е moze nista 

odredjeno reti. 

Teorema 2.1.6. Neka 5и ispunjeni uslovi: 

Tada 

2 
1) (Ax.x)~'" I\A*xll ."'"> о. 
2) olIlYI12+f(y) konveksan funkcional па Н. 

З)а) lim f(A*y)=+oO. ili 
II~I!~ ~ 

b)l' (-3 r>o)(f(y»f(o). 

2" postoji ogran;cen; 

(.=Ј zo"H)(zo+AF(zo)=O)' 

ako је 11YII~r}, 

" • 1 
operator А • 

Dokaz teoreme 2.1.6. Na Н" razmotrimo funkcional 

'fnl)<'I':J)-:. E<nll~\\"l..-+J'-t ~(XJ~), 

gdje је 

ОуЈје Је LU(x.y)= d..IIA* yI1 2. 2 о{(д*х.д*у). Funkcional 

W (х, х) т (Ах, <) ~ - '" Ii A";..II'"T (Ах,,,) 

је,ро uslovu 1) teoreme,odozdo slabo poluneprekidan па Н. Kako 

је рс uslovu 2) teoreme 

о( IiYII"r trV) 

konveksan funkcional, to је i funkcional 

rrn [у): = ,( IiA'y 11'"+ f (А'у) 

konveksan па Н. Stvarno. neka је M(y)=gradm(y). Slijedi, 

(VY" у.е ft) се /'1 (у,)- М(ј,), ~,-~.)>--o), 

ра je,saglasno teoremi 1.1.З,funkСiоnаl т(у) konveksan. 

Dalje se dokaz provodi kao ; u ranijim slucajev;ma. 

Postoje razl;cite mogucnosti razlaganja linearnih operatora. 

Jedna od njih је i kanonitno razlaganje (sm. (7.1. strana 416Ј). 
рс kojoj se linearni operator razlaze u proizvod oblika РВ, gdje 

је р parcijalna izometrija (tj. IIPxlI=llxl[.P*P=PP*=J) а в saПlO­

-kor!jugovan pozitivan operator. Svaki pozitivan operator В iПlа 



jednoznacno odredjen kvadratni korijen bl:h--,>н (sm.[23.1, 

teorerlla 12.33]). U teoremama koje s11jede, pod гаzlifitiПl 

uslоviПlа па operatore Р i 81 dokazujemo egzistenciju rje­

,епја jednacina Ax+F(x)=o i x+AF(x)=o. Skoro u svim sluta-, 
jevima se zahtijeva da operatori Р i B~ budu komutativni, 

:и; 

~tD пе znati da је operator А=РВ samo-konjugovan 111 kOll1pak-

tal1. IJostoje i slufajevi gdje se 

tivrl0st operatora А. NаРОПlепiПlО. 

пе predpostavlja П; pozi-
,е, 

davkada su u pitanju jedna-

fine I-Ialller§tejnovog tipa. kапопitпо razlaganje linearnih оре­

ratora rijetko koristil0. Kosickij ([12.1Ј, [12.2Ј) kor;st; 

kanOlliEno razlaganje linearnih zatvorenill (neograniEeni~l) 

op.ratora. Radi se u сеаlпот Hilbertovom prostoru а koristi 

Illetod rllonotonih operatora. 

Teorellla 2.1.7. Neka su ispunjeni uslovi: ------ 2 
1) (Px.X)~'OXIi ,"'~O, 

2) рв1 =в1 р, 

3) O::IIBtYI12+f(y) konveksan funkcfonal па Н, 
4) (Зr>о)(f(у);>f(о), ako је IlYIl~C). 

т а d а (::! х o~ Н) (А х 0+ F ( х о) = о) • 

Dokaz teoreme 2.1.7. Razmotr;mo па Н П funkcional 

~ (х,У) = с.., fl!i/I"'1-+"-;- ~(x,y)) 

gd ј е Ј е 

';I'(х,,) ~ (РВх,у) -t c.v с.х,,,) -t tl~) • , 

OCigledno је 

l \f ", у • ft) (Ц) (Х, у) ~ - " 11 б 11 i, 11- 2« 11 б 11 . 11, 11' 11 ~ 11 ) . 

Postupajuci kao i u сапјјЈm slucajevima, dobfjamo 

(,- 122) ( V". N) ( 3 ~~ е- D; Ј ( у;, (Х"'о ') ~ ':i;, (Хn , у) 1 1/ ~. ff") . 

!' uslova 4) teoreme i iz (2.1.22) slijedi ogranicenost 

n;za 'Х п) u Н. Neka х--х , pri k_C:CI, Funkcional 
п k о 

.L"l- Ј. i2. 1. ) cv (х,х) -1- (Ах, х') ~ - 01 11 б'х 11 + ( р б 'х, u х 

је odozdo slabo poluneprekidan, јес је Р;;о(Ј. Zamjenjujuci 

u (2.1.22) п sa n k i риНајис; da k~o<>. dobfjamo 



':t (Хо х.о) = /?'ЧА'1I1 'f (Хо, ~) ) 
, 'd~ н-

tj. Ах +F(x )=0. Teorema је dokazana. 
о о 

Primjedba 2.1.9. U teoremi 2.1.7 о( пе moze biti vete od 1, jer Је 

1,.,,'= IIР,1i I!xll "" СР.,х)"" o<nxl/' 

Primjedba 2.1.10. Operator А·РВ u teoremi 2.1.7 је pozitivan, --
jer је 1 Ј. 1. 

(V" Н) ((дх,х!= (Рб~., b'x)~o(Ii5'.11 ~o) 

РгiПlјег operatora Ajkao ~to је u teoremi 2.1.7, dat Је 

u glavi 3, pr;mjer 3.1.2. 

Te_or~~~a 2.1.8. Neka su ispunjeni uslovi: 

Tada 

2 1) (Px,X);",'-IIХII ,") о, 

2 i 
2) о-IIУЦ +f(B'y) konveksan 

3) а) 
• 

1im f(B'y)=+<P, i1i 
II~R~ е>О 

funkcional па Н, 

Ь) l' (-3 r>o)(f(y»f(o), ako је IYI"r), 

2" (Px,X)~"\'IX,,2+ E.lix~2, t:- о, i1i 

с) l' (3 r>o)(f(y)f(o), 

2' Postoji ograniceni 
< , 

4) РВ'=в'Р. 

(-ј z бн)(z +AF(z )=0). 
о о о 

ako је tIУ~ђГ), 
_1 

operator В ~, 

Ookaz teoreme 2.1.8. Neka је za х,у",Н 

Razmatrajuci па H
n 

funkciona1 

'у"с.,у) = ~""'~II'''O., '1'(',') 

i postupajuti kao u ргеdhоdпiПI slufajevima, dobijamo 

С V",. N) l Э "'-" D;) l '1'. (х",х. ') 6с '1'" (X"~)' \;1 ~. I-\n Ј. 
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Niz {х Ј је ogranicen иН. Pokaz1mo ОУО samo u ,lucaju 
п 

kada је ispunjen usloy 3)Ь). Iz (2.1.23). slijedi 

gd ј е ј е 

(. РК'1 Ј х..,) - с( 1\)1,., \\1.. ~ :f (о) - f , 

1 
l<.f(B'y).'1 y~H. Saglasno usloyu 3)Ь)2". imamo 

f. IIXI'\\)'L~ t(o)-~) 

tj. niz \х п\ је ogranicen иН. Iz gran1cnog prelaza u (2.1.23), 

dоL);јагло 

Oakle, 

1 
Djelujut1 па poslednju jednac1nU operatora PB',dobijamo 

1 1 
(zn,juci da је РВ'=В'Р.РР*=Ј i А=РВ) zo+AF(zo)=O. gdje је 

.Ј 
z =GLx ~H. Teorema је dokazana. 
о о 

U predhodn1nl primjerima operator А је bio pozitiyan 

ili jako pozitivan па titavom prostoru Н." Sada temo se poza­

baviti .lucajem kada је operator А poz1t1van (jako pozitivan) 

па nekOl11 podprostoru н Ј 
prostora Н а па нен' ОП пе mora biti 

takav. Oznac;mo sa P
1 

projektor sa Н па н'; sa P2=J- P l projektor 

sa fi па НеН' • Ocigledno.! ., za svako ХЕ.Н, 

ТеоrеПlа 2.1.9. Neka su ;spunjeni uslov1: 
2 2 

1) (Ax.x)~" IIP1Xll - fOIIP 2 xl/ • "'> о. ~> о. 

2) oi1lP 1Y1l2- !"IIP2YI12+f(Y) konveksan funkc10nal па Н. 

З) (:Ir>o)(f(y»f(o). ako је Jlyn;>r). 

Tada ("! Xo~ H)(Axo+F(xo)=o). 

Dokaz teoreme 2.1.9. Neka je,za x,y~H, 

,~ (K,~) ~ о( IЩ~ 111._ f' Q r;, у v' -2 ~ (f;., у) .,. z~ С r;.., у), 

'-? ("~) ~ <-V Ск,у) -t (4·, у) .,.....~t 4'(~) 
• 



Na Н razmotrjmo funkcional 
п 

"'-тО ,1> ) l};, ("~) ~ ~~ "~I/ +::г ("~ . 

OgraniCeni operator A-о<Рl+(->Р2 је pozitivan,pa је funkcio-

п а 1 

odozdo slabo poluneprekidan па Н. Slijedi. funkcional ~п(Х'Х) 
је odozdo slabo poluneprekidan, jer se јаУlја sumоп\ takvih fun­

kcionala. Za fiks;rano уе-Н, funkcional '1'п(х,у) је slabo nepre-

kidan ро х па Н. Pokazuje se da postoji ogranifeni П1Z i Х ') U 
п 

Н, takav da је 

't;,(x"xo}" ':J'o(XO'~)~ y~. \Јсо. 

Kako је "п) 09ranjcen пј. u Н, to 
, 

(3 Х.Е Н) ()(О>. - Хо, t"i к -7 ~). 

Slijedi~ 

1 

ТеогеПlа је dokazana. 

!'. .. .!_l1Ijedba 2.1.11. Iz uslova 2) teoreme 2.1.9, sljjedi: funkcjonal 

f(x) је strogo konveksan па нен', а па н' njegova konveksnost 

је naru~ena fuпkсiопаl0m ~'P1YI12. Sto se tife operatora А оп 
zadovoljava uslove 

Pr;mjer ovakvog linearnog operatora је da u glav; 3, 

ргiгпјег 3.1.3. 

!'.rillljedba 2.1.12. Operator Ф=А+F:Н...,н u teoremi 2.1.9 zado­

voljava nejednaf;nu 

lV", ~ it) (с.р (х) -1'( уЈ, х -.» ;; - ~ 11 Р, (> -,) 1/ \ (-' fI Р. (х _У ) (( L )} 



ји 

tj. оп пе mora ЬНј monoton. Ako је ~< о, dob;jamo slucaj teo­

"ете 2.1.3. Za 0/<. о, funkc;ona1 f(x) је strogo konveksan а оре­

rator F strogo monoton. 
Teorema 2.1.10. Neka su ispunjen; us10v;: 
-~-----

2 
1) (Ах, х) >/ '" I! Р 1 xll ,'<> о, 

2) d.IIP 1YI1 2- j>IIP2YI/2+f(A*y) konveksan funkciona1 па Н, 
3) (:3 r>o)(f(y»f(o). ako је IIYII;>r). 

Tada С=] z ~H)(. +AF(z )=0). 
о о о 

Dokaz teoreme 2.1.10. Neka је ",(х,у) isto kao и predhodnoj 

tеоrеПli. Na podprostoru Н 
п 

razmotr;mo funkcional 

gdje Је 

Pokazuje se da 

( -\1 ..... N) (3 х,' D;:') ( 'f'n ('.,Х.) '" 'f., (х., ~)\ \!У' f1п) 
(1.'·") 

tj . 

I, (2.1.24) i iz us10va 1) teoreme, sl;jedi 

(> 11 Р"'п IjL, + СА'хп) '" 4<0)) 

Kako је I1А*Х lI~o\lIP1x 11 (slijed; iz us10v. 1) teoreme), to је 
п п 

11 P1xnll"r",-'. Оа1је, kako је 
, l П 2 

11<" 11 • 1/ р, хп 1/ -r 11 г, "п 11 , 

to Је 
, 1- cz. 1..._'2.. 
11.( ... 11 ~ 1 tr,~ : =С.з>о. 



Dakle. njz ,xnj 

Pokazuje se da је 

tj . 

је ograniten u Н. Neka х - х I nk о 

Stavljajuti u poslednju jednatinu 

tvrdjenje teoreme. 

z =д*x€.H, 
о о 

sljjedi 

Тео~еП1а 2.1.11. Neka su ispunjeni uslov;: 

2 2 
1) (Ах. х),> <i-IIР1ХIl - f->IIР 2 хll .0.> О,{'>:>О. 

2) c/.IIP1YI12- ~IIP2YI12+f(A*Y) konveksan funkcjonal па Н. 
3) а) lim f(A*y)=+oO. ili 

I1 :Ј \\ -'> Q<> 

b)l' (-:3 r;>o)(f(y»f(o). ako је IIYA"r), 

20 !?os toj; оgгап; сеп i - 1 operator А . 

Tada (3 zo,"H)(zo+AF(.zo)=O). 

Dokaz teoreme 2.1.11. Neka su <v(x,y), 'f(x.y) i t;;,(x.y) 

funkcionali kao u predhodnoj teoremi. U 'toku dokaza dobijamo 

(2125) (\I",.N) (Зх".D,::')( <f.,[xn,xn),,=- Ч'"(Х",~), \J~.I+~) 

рг; 

Pokazuje se da је ni~P<n1 ogranicen u Н. 

k -~. S1ijedi, 
Y'(~.,,,,,) "- ,/,«',~) I V~. 1+. 

Neka х , 
о 

Iz poslednje nejednaE;ne,slijedi tvrdjenje tеогеПlе. 

Primj"d~ 2.1.13. Ako је u teoremi 2.1.11. ('><.о, dObijamo 

slucaj tcoreтne 2.1.4. Ako јз c>l. ~O, preslikavanje F је ПlQПО­

tOllO u Н. 

~1oze se des;ti,da operator parcijalne ;zometrije bude 

jako pozitivan па nekom pOdprostoru н' prostora Н а па НеН' 
, пе biti takav. Razmotrimo jedan ovakav slucaj. 
Teorerl1a 2.1.12. Neka su ispunjeni uslovi: 

1) (Рх. х);. "IIP 1 Х11 2 _ j3IIP2xIJ2 ,«> о, Ј>" о, 
2 2' 2) "IIP1YII - !3I1P2YIJ +f(B'y) konveksan funkcjonal па Н, 

3) PBt=B~P, 



Tad а 

< 
4) а) lјm f(B'-у)=+"". јlј. 

~ ';;1 и -'> "'" 

Ь) l' (3 r>o)(f(y»f(o). ako је 1IY11:rr). 

2' Postoji ograniceni 

(ј zo .. H)(zo+AF(zo)=o). 

-, 
operator В 1 U Н. 

Dokaz teoreme 2.1.12. Neka је 

1 

CcJ'-',~)= d.IIR~Ј1'-/" ПР,~II'-2.,L.СР,х,~). 2.f'(P>x,~) 

Razmatrajuci па Н п funkcional 

'-У." ["~)= с, 11~1/'-tЈ'+ '/'С',"Ј, 

d01az;',o do toga da 

Odavde slijedi 
1 1-

P~." ~2.Pcњ,><.)~o_ 
1 

Dјеlијис; па poslednju jednacinu operatorom РВ' i znajuc; , .. 
da Је РБ2=В~РЈРР*=Ј i А=РВ, dobijamo 

1 
;о,, А-F ( ... ) = "', "'. = f:':, .,.... f.j.-

Teorema је dokazana. 
РriПlјеdЬа 2.1.14. Ako u teorem1 2.1.12 dopust1mo da је ['><-0. 
dobijamo slucaj teoreme 2.1.8. Prim1jetimo da iz uslova teoreme 

2.1.12 ne sl;jed; monotonost preslikavanja ф=Ј+АF:Н-">Н. 

Sada navodimo dva slucaja kada је operator А pozit;van, 

а пе Пlога biti jako pozitivan. 

:Теогеrпа 2.1.13. Neka su ispunjeni uslovi~ 

1) А ~o • 
2) D\(Ay.y)+f(A*y) konveksan funkcional па Н. ,н-(о.I), 

З) а) lјт f(A*y)=+"'. јl; 
11::1 11 ~ .:ю 

Ь) l' (-3 r>o)(f(y).>f(o).ako је "Yl\ .. r). 

2' postoji operator (ogranicen) А- 1 • 
Tada (jzo"H)(zo+AF(zo)=o). 



Dokaz teoreme 2.1.13. Ооуоlјпо је па Hn razmotriti funkcional 

~'"f\ lXI':::/) = E"1.ll':JlI2+~ \j/(XI':!)/ 

gdje је 

'Y"'Y)~ CA'x'~)T GV(x,~)t f!A'~) i ц)",~)~o((4~,~)-'" (Ax.AC,~). 

Funkcional 

је odozdo slabo po1uneprek1dan је" је dE{o,l). Pokazuje se da 

(3к.е н)С 'јЈС<о,х.) = мu'" ,/,«0,,,)) 
y~ ft ) 

tj, z +AF{z )=o,z =А*х ~H. Teore",a је dokazan •• 
о о о о 

Teore",a 2,1,14.!- Neka su 1spunjeni us1ovi: 

Tad а 

1) A~ о, 

2) ~(Ay,y)+f{y) konveksan funkcion.1 "' Н, ~~(o, 1), 

З) (-3 r;>o){f{y»f{o), .ko је IIYIJ>/r), 

(Ј xo"'H){Axo+F{xo)=o), 

Dokaz teoren1e 2.1 .14. ~Ia podprostoru Н razmotrimo funkcional 
п 

gd ј е ј е 

':Y"1(X'")~ €.o,.IЈ~Ј(.-Ј-t yc,,~\ 

'fcx,~)~ GVU,,) -t (A,,~),fJ7») 

kJ (х,ј) ~ 01. СА ~I ~) - " (I\"ч А" I 'ј ). 

Postupajuti k.o u predhodnoj teorem1 sl1jed1 tvrdjenje 

teoreme, tj. (-3хоЕН){Ахо+F{хо)=о). 

PrimjediJ..9. 2.1.15. Ako је u teorem1 2.1.14 01<0 i А)о, funkciona1 

f(x) је strogo konveksan, ра jednacina Ax+F{x)=o ima jedinstveno 

rjesenje, jer је ф=А+F strogo monoton operator u Н. 

Оо sada niz nepokretnih tacaka {х" pres11kavanja V је 
п п 

Ьјо па bisekrisi funkciona1a '{(х,у), tj. па "pravoj" у=х. 

Sledeti slutaj pokazuje da pomenuti niz taEaka mofe biti i па 

nekoj drugoj I'pravoj". recimo, у=Рх. gdje је Р operator parci­

jalne izometrije. Neka је А=РВ i В=В*90. 



Teorema 2.1.15. Neka su ispunjeni uslovi: 

i 2 -
1) (Px,x),,,,,!lB'xl/ ,<А;> о, 

2 ) d-IIYI/2+ f (y) konveksan funkcional па Н, 
1 i 

3) РВ'=В'Р, 

'.) (~r>o)(f(y);>f(o), ako 

5) а) ~ostoji ograniteni 
< 

Ь) lim f(B'Py)=+=. 
~:::III-,> fIX) 

Tada (Ј z Ео Н)(> +АР(. )=0). 
о о о 

'је hУllдr), 

! -1 
operator (В'Р) izHuH,ili 

Dokaz teoreme 2.1.15. Razmotrimo па Н п funkcional 

gd ј е ј е 

'ј"',") = "H<,~) +«I~) t 4 (c:;I~) <' 

Primijetimo da funkcional ~(x,y) пе zadovoljava oe~ 

ustaljeno svojstvo 
, , I . 
""Vy (Х,1') =; О) pT~ ~ ==-Х) 

oe~ pri у-Рх. Primjenjujuti уее razradjenu shemu dokaza, dоЬiјаЛIО 

(V п еN)(-3r>о)(V neprekidno preslikavanje iz ОП u оП). 
п п r r 

Ileka је y=v (х). Slijedi p·y-p·v (х) i iP·V (x)II-IlV (x)ll. 
п п п п 

Dakle, preslikavanje Р*Vп:D~----,>D~ је neprekidno'. Рс Brauerovorl] 

principu о nepokretnoj tacki, imamo 

\3-><",-- D;)( P"Yo'~') = Хо)) 
tj . 

Оа1је је 

(',','2") C-V",·N) ( 'Т;,«О'Р'о)';' ':Yo('o,~)\ V~.1+n). 
I. (2.1.26),z. у=о, dobij.mo 

'У." (Хо, Рх, ') "" t' 0\ 

а iz poslednje nejednacine, saglasno uslovima teoreme, slijedi 

ogranttenost niza ~x~ u Н. POkazuje _е da је funkcion.1 ~(x,Px) 

Odozdo slabo po1uneprekidan па Н. Za fiksirano y~H, funkciona1 

'Уп(х,у) је slabo neprekid.n ро х u Н. Z.mjenjujuti u (2.1.26) 



n ,а n
k 

; pustajut; da k~=. dObijamo 

Lj'(x., Рхо) '" 'Y«.,~) I /,i~~ Ј+, 

tj. grady':!'(Xo.y)=o. рс; у=Рх о • Sl;jed; 

"F 1 "-. t .6 L ( t) "~ ') ~ о, 1'~ i 'ј = РХо, 

odnosno 

, 
Djelujuti па poslednju jednacinu <а рв'. dob;jamo 

~o;- 1'tF<'<O)~O, 

gdje је zo=Bipxo~H. Теосета је dokazana. 

Primjedba 2.1.16. U teorem; 2.1.15. operator А је pozit;van. - -
jer је 

Оо sada U svim slutajevima imali SПЈQ da је niz tafaka 

~x т bio ogranicen u Н. Оа to пе mora uVijek bit1 vidi se iz 
п 

sljedeceg pr;loga. Naime. b;te dovoljno da niz {A*X
n
) bude 

О~Гilп;сеп u Н. 

TeorC!lld 2.1.16. Neka su ispunjeni uslovi: 

1) (Ax.x):,.",IIA*xI1
2 .,,->0. 

1 
2) 11 А 1\ < 2 "'" ) 

З) F ogranicen operator iz Н u Н. 

4) d,ол2+f(у) konveksan funkc;onal па Н. 

5) (-:3 r?o)(f(y»f(o). ako је )JYII",r). 

Tada (СЈ zo"'H)(zo+AF(zo)=o). 

Dokaz tеогеПlе 2.1.16. Na prostoru Н, neka је zadata familija 

liпеаrпih operatora 
Ау ~ А' Ју Ј) 

gdje је O<~y-O. pr; ~~=. Dаlје је 

(21.')3) (tJ,,, ГI Ј (СА",,-,х) ~ СА",х,) т Ју IIXII') , 
1 



Iz (2.1.27) 1 (2.1.28),slijed1 
, 2-

(д, х, ,) _ '" IIA~'II2.: С A",)~ ~ 11 А'" 112 ... 8,11. ,'-- 2.0< ду СА ... ) _d д, 11>11 

Z 0(<.--1 imamo а 2.1IA-II .. '­
(LI.И)- ( \;Ix~ ft) (СА,х,х),.. '" IIA."I\. 

Iz (2.1.28)!slijedi 

I\Nv,l\ ~8, Ilxll. 

Na podprostoru Н razmotrimo funkcional 
п 

'У", (',1) ~ e~ 1I~IILfET ':1'("1) I 

gdje Је 

uslov 

lJ'("~)= W (X,~) т (A>,~) т +(1'1: ~) 

CV(,,'j)~ о(lll\~~II'--,-.((А~х}А~~) 

Funkcional lV(x,y) !izmedju ostal1h svojstava!zadovoljava 

Zamjenjujut1 А ,а А у и teoremi 2.1.6. dob1jamo 

Pokazimo da је niz ~AVX\1") ogranicen tEi::I u Н. Stavljajuci 
u (2.1.30) у:о, dobijamo 

f(A>v) "'- '!-Io)) 

sto, saglasno uslovu 5) teoreme, daje 

(:}1':>о) ( HA-,\-ХуIIЧ';. 

Kako је F оgrап1ёепо preslikavanje u Н ,to је i -\F(A*, Х,) 

оgrапiёеп niz u Н. Zbog reflektivnosti prostora Н , lтаmо 



Zallljenjujuti u (2.1.31) vsa V, i pustajuti da k~~, 

slijedi 
х.џ"?" A~" = о . 

, , 
)Г 

Za dovrsetak dokaza, dovo1jno је pokazati da је Yo=F(X o), 

Dakazinla to. Zamjenjujuci А*, Ху iz (2.1.31) u (2.1.30) dva puta 

u 1zraz (A~ xy,x v ), dobijamo 

(" Р') _ '" Ill\t х, "'1- (АЈ СА 'еХ'), F()t ~,x, ) т t СА : " ) ~ 'f (х, I ~ ') I ЬЈ ~"' \-t, 

tj . 

u (2.1.33) zamijenil1lo v sa ~"i pustimo da k~~, s1ijedi 

_ "" "'" "Ст C,4~, I ~,) 1- {<"ј "- ~ \'I\"~ 111._ 20l ("-о) h'~) т (Хо, ~ ) т 4- l-l'~ ) I \f~~ 11. 

!. (2.1.32) је х =-Ау , ра pos1ednja nejednatina ima ablik 
о о 

_ ,,11 Х, 'Г _ l Xo,~,) , tlx,) '" '" 11 л >-, 1/'-+ "-ос (.4~, Ј '+"~ ) - ( ~o, A'~ ) t ј (4 '") I V~ с Ц. 

Neka је А*у=. i 
\(~o,,,,)~ "'11>-ЈlсТ2Ј..(4~о,'>.)-:С~",<)Т{('С\ 'C~ 1+, 

S1ijedi, 

Dakle,,:. 

i; =-х.о , 

Zbog (2.1.32) iz pos1ednje jednakosti slijedi у =F(x ), 
а а 

sto је i treba10 dokazati. 

Pr;l11jedba 2.1.17. Uslov 2) teoreme 2.1.16 se moze zamijeniti 

s1jedecim us1ovom (W). 

Us1a~,~L Za 1inearni operator А reti temo da zadovo1java us10v 

(W) I ako postoji ogran;cen; linearni operator ВЈ takav da је: 

а) (1) x~)(A*x,Bx)=o), 

Ь) (З ~;>o)((Bx,x)" ('IIB*xI1
2
), 

с) ,Pastaji ograniceni aperator в- 1 • 
Stvarno, па Н razmotrimo kolekciju l1nearnih operatora 

Ау = Ato, В, 

gdje Је о < Ју' & i Ј• --.. о, pri У---. <оо. Slijedi 
с( 

(А,х,х) -~ IfA~xll"t~ [;, (в ... ) -~> 11P->хН': 



z а о <: Оу <; ~ ) s-l.:Јеvt. 

(,1,'<''') '" '" ! Nyx 1\1., 

Dalje, dokaz tece primjenjujuci teoremu 2.1.6. 

Оо sada razmatrani slucajevi pre~postav1ja1i su da је 

operator А ograniten i da је "dobrih l' osobina, kao ~to su A~o 

;l;,па primjer,A> .... c<.J. Predmet nasih daljih razmatranja u оуој 

glavi Ь;се slucajevi kada operator А nije "dobar " , tj. sluca­

jevi u kojima operator А mofe biti i neogran;cen. М; сеПЈО 

operator А umnofavati nekinl operatorom С, tako da operator С*АС , 
illia "dobra'lsvojstva. Naravno, to jos nije dovoljno, treba zada­
vati i dodatne us10ve. Na~i pri10zi се biti usmjereni sar,1Q u 

јеdПОПl ргауси, а to је da operator с*дс zadovoljava uslov 

(C~Ac.:к..,)() ~ с:( 11.x.1\~,J..>o) 
• 

ili nek; пјет" slican us10v. Postojeimnogi drugi nacini, osil1l 

ovoga koji сето т; djelim;cno ovdje realizovati. Svuda се оре­

rator С*АС biti ograniEen, sto posebno песеlПО uvfjek naglasavati. 

Teorbl.la 2.1.17. Neka su ispunjeni uslovi: 

1) Postoji ograniceni operator С:Н_Н, 

2 2 
2) (АСХ'СХ):>"'IIСх\\ +('>IIХII ,О(> o,i">o, 

З) c\1[ yI1 2+ f (y) konveksan funkciona1 па Н, 

4) (Э r>o)(f(x»f(o), ako је l1yll",r). 

Tada (.3 xo~H)(Axo+F(xo)=o). 
Dokaz teoreme 2.1.17. Neka Х'УСН п 1 neka је 

'\'~ (х ,,,) = E~ II~ [[НО -t ,/,и,~) 
/ 

gdje Је 

Оzпаёimо sa 

q)«,:?)~ о(/lе~нl-2-d.(С"'~)' 

Oc;gledno LV(x,y) zadovo1java nejednacinu 

С 11 Х,\) Е I-f) ( 'V (" ј) ~ - d. I/Ч' /1 JII'- ~,( 11~/I' ЩI'II~I[) 

Ро us10vu З) teoreme, funkc;onal oZIIYI12+f(y) је konveksan, 

ра је i funkcional 



3'3 

oIl/l!..;я1. t t (~) 
konveksan. То znaci. da te za fiksirano х.Н ,funkcional t (х,у) 

п п 

biti strogo konveksan ро у па Н. Poslije dokazivanja neprekidno-

sti preslikavanja V : DП----,.ОП , slijedi 
п r r 

(2 '.3") СЗ Х"" о;) (t~ сх",',) "- УО (Xo,~), \f~. J-f,,). 

Operator С*АС- ot.С*С је ograniten i pozit;van, ра Је fun­

kcional 

(C'ACx,x)-d..\\Схll1. 

odozdo slabo poluneprekidan па Н. Slijedi, funkcional t (х,х) 
п 

је odozdo slabo poluneprekidan. Jednostavno se zakljucuje 1 

slaba neprekidnost ро х funkcionala fn(x,y),za fiksirano у.Н. 

Posl ije zakljucka da је niz ,x
n

\ ogranicen u Н, slijedi 

tj . 

. ('3<0' ffJ C)(~"- . х.) ~Cc 1< -"> ~). 

Iz granicnog prelaza u (2.1.34), dobijamo 

'1'(Хо,Хо) '" 'f>(xo,~) \ \f~./~) 

sto daje С*АСх +C*F(Cx )=0. Stavljajuti u poslednju jednacinu 
о о 

z =Сх )slijedi tvrdjenje teoreme. 
о о 

~!:;ro;jed:)a 2.1.1~ Iz uslova teoreme 2.1.17 пе sHjedi ogranice­

nost operatora А, ~ sta v;se, tеогеП1д је pogodna kada је А 

neogran;cen operator. Оа takvi operatori postoje vidi se ;z 

pr; Illjera 3.1.4. 

Опо ~to је posebno bitna је: funkcional 

,H~IIL, t(~) 

Је oslovodjen od operatora С. Egzistenciju operatdra С ve~elllO 

sаПlО za operator А. 

Mofe se formulisati 1 ovakav problem. , 

рrоыlпl1 2.1.1. Оа 1; za svaki 1inearni operator А, postoji оре .. 

rator С, takav da 

... 
bl!lx/I, d..>O) 

i da Је operator С*АС ogran1cen u Н. 

'~аротепјто da se u navedenom рсоЫет" ne preipostavlja 

ograniEenost operatora А ;1; С. Pr;rodno је ocekivati, da је 



jedan od operatora Д ;1; с ogranifen а drug; neogran;cen. 

Pr;n,jedba 2.1.19. Ako је u teoremi 2.1.17 operator С ,а "ој­

stVOIII: postoji ograni~eni operator с- 1 , tada se u uslovu 1) 

teorer:le 2.1.17 moze staviti ~=o. То је jasno , jer iz 

f (c'.x~) '" 4(0), 

slijedi ogran;cenost njza ~хп) u Н. 

Теосе". 2.1.18. Neka su ispunjen; uslo.;: 

1) Operatori С ; Д*С ograniceni u Н, 

2) (С*ДСх,х):,'" Ilсхн 2 + ~ IIxw 2 , 01> o,~>o, 
3) d.IIY/l2+ f (A*y) kon.eksan funkcional па Н, 

4) (-3 r>o)(f(y»f(o), ako је IJYIle>r). 

Tada (3 '0'" H)(zo+AF(zo)=o). 

Dokaz teoreme 2.1.18. Iz kon.eksnost; funkcjonala c\IIYli2tf(A*y) 

па Н, slijedi ; konveksnost funkcionala 

oI.llCj ll1. 1' ",,(,.ј'е") 

па Н. N~ka Х'У~Нп i neka је 

'f",l<,~) ~ E~ I}~IIHJ", ",,-,,,,)т (A'~x,c~) -t ~СА+С,,\ 

gdje Је cv (х,у)= ~ IICYI1 2_2o( (сх,Су). Neka је 

СУс",,) - '-.Ј (x,~) -r (А-+с." с,,) -г f (A-~C~). 
Saglasno teoremi 2.1.1, slijedi 

l-з< .• Н) (С'А·ех.т C"'l1-f(А-+Сх,) =0). 
Sta.ljajut; u poslednju jednacinu zo=A*Cx

o
' slijedi 

tvrdjerlje teoreme. 

!'.!:in,jedba 2.1.20. Ako u teoremi 2.1.18, postoji ograniCen; 

operator (А*С)-\ to se u uslo.u 2) teoreme moze uzeti fI =0. 

Takodje, 1" то;!е ьн; nula, ako је umjesto uslo.a 4) pOnlenute 

teorcfI!e, uslov 
,t.,,,,,, 4- (Ir-"c~) = = . 

111;;111 --"" оо 

1 jedna i druga na.edena mogutnost obezbjedjuju ogran;­

cenost niza -(х п) u Н. Iпасе, teorema 2.1.18 је pogodna ako је 

operator А пеоgrапiСеп. 

Теосета 2.1.19. Neka su ispunjenj usl0.i: 

1) А*С ogran'ce~ operator u Н, 



, 
'11 

2 2 
2) (C*ACX,X}:,..o(IIA*Cxll +1' IIXII ''') О, ~>o, 

З) (-3 r?o)(f(y»f(o), ako је ilУIIЏ) , 

4) c\HYII\f(Y) konveksan funkcional па Н. 
ТаЈа (3 zo<cH)(Zo+AF(zo)=O). 

Dokaz teoreme 2.1.19. Neka је, za х,у,=Н 

cv «,~) ~ olIiЛ"'~iI':. 2'" CA~e~,At,) 

'-У(х,::» = ЧЈСХ,~)1" (А'с.<,СјЈ Т 1 (Л'с,;!)) 

Za funkcional "'(Х,у) vazi nejednacina 

( \! х, ~. Н-) ( c.v (Х, ~) ~~ - '" 11 А'С 11'11::1 1\1 - ''''" 11 А+С Irll Х 11 11 ~ 11) , 

Oalje se pokazuje 

(V~,"N)(3хnо-D~ ') (~(x.,x") "'-'i'n(~n'~)1 j,l~Е-I+"), 

Saglasno uslоviПlд teoreme poslednje пејеdпаfiпе. slijedi 

ogranicenost niza {x~ u Н. Dakle, 

(ј х.' н-) С Xnl<.~ )(0, 1'" к --, ~ ') 

i 

!' poslednje jednakosti,slijed1 

"й.-\~ '{'(Xo,~) ~O, f" ~ ~"O) 

tj. zo+AF(zo)=O, zo=A*CXoE:H. Теогеща је dokazana. 

Pril11jedba 2.1.21. U poslednjoj teoremi operator Д moze biti 

kako Ileogranifen tako i ogranifen. Moie se i sljedete prinlije­

ti ti: teorema 2.1.19 је vi ,е pogodna kada је operator Д 09ra­

nicen. ali пе vlada "dobrim"svojstvima, 
f.t:il1,jedDa 2.1.22. Ako u poslednjoj teoremi, post.oji ograniceni 

operator (д*с)-1 , to se u uslovu 2) teoreme moze uzeti ~ =0. 

[Javodimo jo~ jedan slutaj gdje se u uslovu konveksnosti 

пе pojavljuje operator С. Као i do sada, neka је Д=РВ, Р par­

cijalna izometrija ; B=B*~. Pre-tpostavimo da postoji operator 



Teorema 2.1.20. Neka su ;spunjen1 us10v;: 

• • • 1) Operator; в", P*B~ ; в2: ogran1cen; u Н, 
2 ~ 

1) O:lIyll +f(B'y) konveksan funkc;ona1 па Н.«>о, 

.' 2 З) (B'TP*B"x,x)~a(IIXII , 
• 

4) а) 1; m f ( В' у) = + 00, ; 1 ; 
~:IU_ O'Q 

Ь)1' (-3 r>o)(f(y»f(o), ako је IlyH?r), 
• 2' Е:ГZ: ogran;cen operator u Н. 

Tada (-'1 z .H)(zo+AF(z )=0). • о О 

Ool(az teorenle 2.1.20. Oznatimo sa 

funkc;ona1e па Н. U toku dokaza dob;jamo 
I ~ ј ј \ 

( -јк.е Н) (lo"P"'f,'-,.-t-}','-FСS",.) :01 
• 

Dje1ujuc1 па poslednju jednac;nu operatorom РВ', dOb;jamo , . 
PP'e,'-х, + Р6 F(i''-'',) ~O. 

Kako је РР*=Ј, РВ=А, to је 

2. + А f l"',) = О) 

Teorema је dokazana. 

I'ieka је zadat linearni ograniceni operator К=С*ДС, gdje 

је С kao l do sada operator ;z н u Н. Jasno је da operator А 

пе nl0ra biti ogranifen. 

Teort:~1..:1.21. Neka su ispunjeni uslovi: 
2 1) (Kx,X)~a( IIXII ,О(> о, 

2) С ogran;ceni operator u Н, 

3) о( IIYI12+f(CY) konveksan funkc;onal па Н, 
4) а) 1;m f(Cy)=+oo, 11; 

Ii Ј 11 ~ с;:><;;;> 

b)l' с· 1 ogran1cen operator u Н, 
2' (-3 r>o)(f(y»f(o), ako је /1 yll",") • 



Tada (1 '0" Н) (Az O +F(zo)=o). 

Dokaz teoreme 2.1.21. Na podprostoru H
n 

razmotrimo funkcional 

% ех,» _ E",IIY/I'-f"-t 'f!lx,y)/ 

gdje Је 

Ponavljajuti raniju shеПIU dоkаzз, dоЬiјап10 

(-3х,<I1) (C'ACx,rC'F(Cx,)=o). 

Odavde, stavljajuci Сх =z <,Н, slijedi tvrdjenje tеоrеlПе. 
о о 

Iео!'еНlа 2.1.22. Neka su ispunjeni uslovi: 

1) Operatori А*С i С*А*С agraniceni и Н, 

2) (С*А*СХ,х).).О( I/xl1 2 ,d.", а, 

З) ~qYI12+f(A*CY) kanveksan funkcional па Н, 

4) а)l" С agranicen operatar и Н, 

2' (:3 r~o)(f(y»f(a), aka Је I yll;;,r), il1 

b)lim f(A*Cy)=+oo, ili 
II~Ч"""" оо 

с)l' (:'Ј r>o)(f(y)>f(o), aka је HI/~r), 

20 (А*С)-.1 ogranicen operator u Н. 

Tada ('3 Za"H)(Za+AF(Za)=a). 

Dokaz teoreme 2.1.22. !~a podprostoru Н razmotrimo funkcional 
п 

gdje Је 

,/,(",) = ",-,(х,у) т (С'Л'Сх,~) t }(1\1"-j)/ 

u toku dokaza dobijama 

11;z ~ Х п 1 је ogranicen u Н. Dokazimo to)samo u slucaju)kada 

Је ispunjen uslav 4)а). Iz (2.1.35), slijedi 

-? (I\·C,") ~ t(O), 

sto sa uslovom 4)а)2' daje 

11 А 'с х, 11. '" f', r' > о. 

1z uslova 2) teoreme, slijedi 



t ј . 

Ух., I1 о:; 

Dalje, 

_1 
нс.n· 't .с/. 

Stavljajuci А*Сх =z ,z" Н, slijedi 
r о О о 

~o ,. АПе.) =0, 

fto је i trebal0 dokazati. 

, ,~a kraju 0'09а dijela na.edimo jo~ dva sluEaja. Pretpo-

sta.in.o da је operator А т09исе predsta.iti u obliku Се, "dje 

Jperator С ;ша inverzni operator с- 1 , tj. cc-1=J. 
[eor.,," 2 .1.2~ Neka su ispunjeni usl о.ј: 

-1 2 1) (С 8*х,Х)3<Ј( Ilxl/ ,0:,(>0, 

2) «IIYI12+f(B*y) konveksan funkcional па Н •. 
З) В i с- 1 в* ograniEeni operatori и Н, 

4) а) 1 јт f(B*y)=+oO, i l! 
~~ П.....",. QC 

Ь)l· в- 1 ogranicen operator u Н Ј 
2' (3 r>o)(f(y»f(o), ako је IIYIi;.r). ili 

с)10 C- 1 ogranicen operator u Н, 
2" (:3 r>o)(f(y»f(o), ako је iл"r). 

Tada (3 'ос H)(zo+AF(zo)=o). 

)okaz teorenJe 2.1.23. Neka х,у Н. N~ka је 

c....v (~/j)~ 6( I/'dl/'L_ 2o«(XI~)} 

'1"«1»- си «,,) ... (C'B';.,)I) ... .f (5',Ј 

IEin u 

RaZI]latraju~i па Н funkcional 
п 

':f:;.CK,,,) = 1:~/I~I/'1'JT '+'[~'Y)I 

Stavljajuci B*X O=ZO,2
0
" Н, i djelujuci 

operatoroln С, dobijanJo 

~o1' А FC ~,) =0> 

sto је 1 trebal0 dokazati. 

па poslednju jedna-



Teorema 2.1.24. Neka su ispunjeni us10vi: 

Tada 

1) в(с- 1 )* i (с- 1 )* ograniceni operatori u Н, 
-1 2 2) (о(с )*X,X)~o(IIXII ,0/.>0, 

З) oI.I!Y/i2+ f ((C- 1 )*у) konveksan funkciona1 па Н, 

4) а) 1im f((C- 1 )*у)=+оо, i1i 
11 :Ј 1/ ---,. ох:) 

0)1' (:3 r>o)(f(y»f(o), ako је IIYI\"r), 

2~ С ogranicen operator u Н. 

(:3z",H)(Azo+F(z )=0). 
о о 

Dokaz teoreme 2.1.24. Neka је 

СЈС><,У) =- 0<11::71)'2._ 2.,1.(Х , у\ 

lJ' «,у) = <V е"у) + (б (c')~ Х, ~) ~ t ( (с' )"~) 

]'ја Н п se raZniatra funkcional 

ч{ (XIY)= Е.., 11 ':Ј II L ТО-+ 'rCX./Y) , 
i dobijamo 

juci 

Dje1ujuti па pos1ednju jednakost operatorom С i stav1ja­

(с- 1 )*х =z ,z ,н, dobijamo 
о о о 

A~,+ F(>-,) =0, 

sto је ; trebalo dokazati. 

I'Ja kraju ovog dijela druge gldve dajemo jednu паротепи. 

U poslednjim prilozima nijesn10 kOlY\eJltar;sali uslove pod kojima 

jednacina ф(х)=о (ф=А+F i1i q,=]MF) ima jedinstveno rjesenje. 

l)onovil~IO sаПЈQ па~а ranija zapa!anja: U sviПl sluеајеviп\а !,ada је 

ср strogo monoton operator u Н, а оп; SU~ uglаvпош, kada је <:.«0, 

jedrlclcina ср(х)=о irпа jed;nstveno rjesenje. Vidjeli 511\0 da)za с:>\. =0) 

u nekilil slucajevima jednatina Ф (х)=о n10ze imati jedinstveno rjesenje 

Slucaj koji т; razmatramo~ tj. d..>o, пе garantuje jed;nstvenost rje­

sE:nja а time п; monotonost operatora ф. 

Slicnih pri109a П1О91i smo dati i vise~ аl; se nadanlo da SnlO 

izalJrali опе najkarakteristiCnije. 



2.2. Egzistencija rje~enja jednatina x+AF(x)=o i Ax+F(xj=o,II 

u ovom dijelu сето zadrzat1 oznake 1z d1jela 2.1. Dajuc; 

neke druge uslove па funkcional цI(x,y) u odnosu па uslove date 

u 2.1 navod;mo nekol1ko priloga. 

,leKa funkcional ЧЈ(х,у) па Н zadovoljava uslove: 

(ај ",(х,х)=о, .. Н, 

(Ьј ~'(x,y)=o, pri у=х, 
у 

(с) (Ј(Х,у) neprekidan funkc10nal п а Н • V Пi&i N , 
п 

( d ) ~(x,y) odozgo slabo poluneprekidan ро х, za 

(е) (3 "-,(,> I ~ '= R) (з"-,, ~"/'t' " R+) С \1.,)1' 1+) 
(ЦЈСХ'У) >-- "'1I~11~1~f 'УI/Ађ"l!\ + у 'Щ/') 

fiks;rano у,,=Н , 

Рr;Пiiјеt1mо da se funkcional ",(х,у) razlHuje od ,,-,(х,у) u 

2.1 u (а) i (е). 

ТеоrеПlа.--i-=-~.1. Neka su 1spunjen; usl0vi: 

1) А::: о t 

1) ('fxcH)(Lu(x,y)+f(B*y) konveksan funkcional ро у па Н), 
Зј lјш (f(B*x)-"-'(х,о))=+"", 

I ),.11 ....,. iPC> 

4) (СЈ r.>o) (f(y»f(o), ako је IlYIJ,>-r). 

Tada (ј Ха" Н) (Axo+BF(B*xo)=O). 

Dokaz 'teoreme 2.2.1. Za х,у Н, neka је 

'Y(x,y)~ 4)«,У)+ t(б>-~)-t- CI\-·,~). 

iJa konafno dimenzionalnom pOdprostoru Н п razmotrimo funkcio-
п а 1 

gdje је 

ileka x~H i JlХ!l< о. S11jed; 
п - ,) Ј 

l tlj. Н,) ( '1, (Х,.) ~ e~,~ lJ '+ "lljl('--I~J.I(YIJ;: /' - '181' Ј iI'.-~l Вј) - /14-//11) II? ) 

КаКо funkc10nal f(x) zadovoljava m-svojstvo, to 

(зрR)(5 .. ;fСб*;), \I~.I-I) 



Dal је 1тото 

( И 0)( "\1 UJ Л .. , ~j('>. ~,'- \ vxcDf I;fj~Sf )\Jnlx,y):"E~f .,.0(1' -I~\~ -\~If-IIA-Ilf T1·.~('{f»). 

tj. 

Imajut1 u obz1r kako smo 1zabrali А • slijed1 

(v",. /11) ( Аi,щ "7IР) ;.,.r-ю») 
f-"'= 

Odavde slijedi 

Cll",.AI) (3;;'>0)( '1 .. D~)(\I~ • .Б';) c.':J'"(>,YJ~ [} 

Kako је funkcional ~п(х.У} stro90 konvekson ро У, pri 

fiksiranom нН ,Ј zOdovo1javo (2.2.1). to оп 1та jedinstvenu 
п 

tacku apsolutnog тЈпЈтита Y'V (х}.нn.!. (2.2.1). slijedi 
п 

п п 
Vп:Оr--"o r • 

lsto kao u teorem1 2.1.1 se pokazuje neprekJdnost pres11-

kavanja у'Vп(х):О~-70~. !. neprekidnosti Vn ' s11jedi 

(-зхn< D;) с Vn(Xo)-хn), 
tj . 

[2-.2.'2.) 

slabo 

(\1",. м) С3Хо <- D;)( '-Ј;, (Х" <n)"'- 'f:,(xn'~)J V~<-I-f"). 

Operator А је pozitJvan. ро је funkcJona1 (Ах.х) odozdo 

poluneprekJdon. Slijedi funkciono1 
I • ) 

':I;;(X,x) _ E~ kхllЛт (А-х,х] т 4-(5 х 

је odozdo slabo poluneprekidan па Н. Za fiksirano y€H j funkcional 

~'п(Х'У) је odozgo slobo po1uneprekidan ро х по Н. I. (2.2.2). 
s1 ijedi 

tj . 

tj • 

5a910sno us10vu З} teoreme. Ј. pos1ednje nejednacine 1тото 

\ -3 <>0) С 11'011 "'-с), 

( :Ј "". fI) (Х,. > х. Ј /''' Х ...... с>о ). 

Zamjenjuju~1 п so nk u (2.2.2) 1 puHajuti do k-,."". 

dоЬiјаlПО 



Dakle, 

1 

'r • .,J~ ,/,(x"~) =0, '''' 'Ј ~X'. 
Iz p05lednje jednako5t1 slijedl tvrdjenje teoreme. 

Mozemo zapazlt, da 15pustanjem u5lova па operator А 

poostr.vamo и51оуе па funkc;onal f(x). 

4& 

I~eka је D linearni l роzitivпi kompaktni operator u Н. 
5'91.sno prlmjeru 1.1.6, funkclonal 

'(,)~ (Р.,,) 

је 51.ьо neprekldan па Н. U 51jedeea dva pr110ga korlstltemo 

funkc;onal 'е(х). 

Te~!"".III' 2.2.2. Neka 5и 15рипјеп1 uslov;: 

1) O«(Oy,y)+f(y) konveksan funkc;onal па Н,"'>О. 

2) А?-о. 

З) (3 r,o)(f(y»f(o), ako је "YM;.r). 
4) lјт (f(x)- о«(Ох,х))=+=. 

'I~O- ~ 

Т а d а (с3 х ~ Н) (Ах +F (х ) = о) • 
о о о 

Dokaz teoreme 2.2.2. Neka је ",(х,у)= d.(O(x-у) ,х-у). ОС; gledno 

С li)(1 ~ 6- н- ) ( (",Ј (.1(/.>') ~ - с( 1I ОЈ/ 1/'.:1111. _ Q.a( 11D1/IIXI/ I/УЈI -.;... 110" 'Х 1/1.. ) _ 

Na podprostoru Н П razmotrimo funkclonal 

'f" «,У) ~ E~ 1~1I Н'т ,!rx,y), 

gdje је l/'(x,y)=tv(x,y)+(Ax,y)+f(y). Pokazuje se,kao u teoremi 
2.2.1,da 

tj . 

Dakle, 

r....!~ 'I'(><"'~) = А .... F(~)=o) ~T! ::Ј =Х" 

sto dokazuje teoremu. 

Teor.m. 2.2.3. Neka su Ispunjenl и510УI: 

1) ~(Oy,y)+f(A·Y) konvek5an funkclonal па H,~> о, 

2) А)о, 



Tada 

3) 11т (f(A*y)-о«Dу,у»=+оо, 
II'ЈЛ -'> =о 

4) (::1 r>o)(f(y»f(o), ako је 'y""r). 

(3 'о' H)(zo+AF(zo)=o). 

Dokaz teoreme 2.2.3. Neka је "'(х,у) 1sto kao u predhodnoj 

tеоrешi. Razmatrajuti па Н П funkcional 

~ (Хј:1) = Е.'>I /l;:jЈ/ 2+°т ~(x.I'I)/ 

gdje је 'f(x,y)= 4J(x,y)+(Ax,y)+f(A*y), dob1jamo 

( ~~." ft) ( 'f('o,".)~/k"'''' ':i'(Xo,~)) 
:::Ј J.I/' 

t ј , 

су.....!) '}'ex.,~) =0, ру' Ј ~X" 
Ito dokazuje teoremu. 

РГ;ПlјеdЬа 2.2.1. I. us10va teoreme 2,2,2 1 2,2,3 пе s1;jed; 

Пlопоtопоst pres1ikavanja Ф=А+F, odnosno ф=Ј+АF,1z Н u Н, jer 

је D~o. Operator D је kompaktan, а ovakv; operatori su "bliski " 
konacno dimenzionalnirn operatorima. ~to svakako пе znaci da па 

пеkОПl podprostoru prostora Н funkcional ~(Dxlx) пе Illoie naru­
'; t; konveksnost funkc;ona1a f(x). Ako је о( =0; ako је ;5PU-

ПЈеп jedan od sljede~a dva uslova: 
1) А> о ; F шопоtоп operator. 

2) A~o i F strogo monoton operator. 

tada jednat;na <ф(х)=о (q=A+F ;11 cj>=J+AF) 1mа jed;nstveno 

rjesenje. 

2.3. Egz1stenc1ja rje~enja jednat1na x+AF(x)=o 1 Ax+F(x)=o,II! 

u оуот d;je1u Ь;се os1abljen1 us10v; па funkc;ona1 "-'(х,у) 

; па operator А, dok се па funkc;ona1 f(x) b;t1 na10zen; stro­

';ј; U510V;. Neka rea1n1 funkc;ona1 "'(х,у) zadov01java us10ve: 

1) <Ј(х,О)=О,х'Н, 

2) 'Ј(х,у) neprek1dan funkc10na1 па Н п ' ",,1, 

3) с tlx,~ .. H)Cз ~,f3(,-R) (;3 o(1)f,)~<<=-R+) 
С lV(x,y) "- "'"~II""1'('/I~II"'<'I/XI/f3,). 



Neko је .5l(x,y).grady '<>(х,у). А,А 1 1 В Hnearni 09ro­

niconi operatori 1z Н u Н. Neka је L 1inearn1 operator takav 

da је 

9dje su Т 1 1 Т 2 1inearn1 operator1 u Н. Pre~postavimo da је 

F neprekidno pres11kavanJe па Н i 
" . 

( ::Ј ~, ~, > о) (. I/F ,.) 1/ "- i{' IIXII 1", х ~ I-i), 

TeoremL2.3.1. Neka su ;spunjeni uslovi: 

So 

1) (ItX"H)( LV(x,y)+f(Ay+By) konveksan funkc10na1 па Н), 

2) 'V(x,x)+(A 1 x,x)-(В*F(Ах+ВХ),х) nenegativan 1 odozdo 

slabo po1uneprek1dan funkciona1 па Н, 

З) '-V(х,у)+(А 1 х,у).-(В*F(Ах+Вх) ,у) odozgo slabo po1unepre­

kidan funkciona1 ро х, prl fikslranom у.Н, 

4)а)l' СЏ(х,х)+(А 1 х,х)-(В*Р(Ах+Вх),х).;. ~'('x/I)' gdje је 
I;"(t)~o, pri t.o 1 1(t) .. "", pri t..,,,,,, 

2' (3 r>o)(f(y»f(o), ako је VYfI .. r), 111 

Ь)l' (А+в)-l 09ranicen operator Iz Н u Н, 

2' (3r>0)(f(y);>f(0), ako је I/Yfl"'"), 111 

с) 11", f(Ay+By)=+=. 
'1 !Ј/Ј ~ ""'о 

Tada (3 z" H)(T 1Z +T 2F(z )=0). 
о о о 

Dokaz teoro",e 2.3.1. Na pOdprostoru ~п' razmotrlmo funkc1ono1 

'Ух Џ.,у)- <" /'~I'>'~ '/''''<» , 
gd ј о ј о 

'/'(х,,); "'("') -t (4" ,у)+ .ј'(А.~.·6-,,)-(6·F(.4><i&'),.'?) 

i >- ~ ""~, {'2.. ~", , "-" (",1/\'\ т о, Ј' > о. 

Za f1ks1rano ХОНп' funkc10na1 fn(x,y) је 5tr090 konvoksan 

ро у па Н п ' Funkc1ona1 ~(x,y) је odozgo slabo po1uneprekidan ро х, 
pri fiksiranollJ усН. 

Ileka х.н п i flx""p,S'>Q.S1ijedl, 

( t/j< ц,) ('f,(',t)~е~#УI/~-t"'I/~II"'-IЈ3"~II~'rА_'IА.".~·V~11 t.j'(A~t~'1) -

_к 1, В 11 . 11 А + В • ~'. /, ~ 11 ~ У, ) . 



S{ 

Kako funkc10nal f(x). ро uslov1ma teoreme. 1та m-svojstvo. 

to 

tj . 

Neka У'Н" 1 IIYII=f'. Slijedi J 

11/ ) Л "1 f'"r, "'- Х, ~,,\ ,\ 
,,,,(.,, '" Е"ј' +"'? -1(>lf -11A-,llf -.I'IIAt511·У' 1IBII'Y:o 1 IУ») 

Оё1 gledno) 

С 1;1",,><) (1.;""< 11f): -+ рс) , 
~-.-

Oakle. 

(-VџD~)СII.'!сS:) ('f"r{IY) > ~(,,)). 
Neka је y=Vn(x) jed1nstvena tatka apsolutnog min1muma 

funkcionala t (х.у) ро У. pri fiksiranom x~H • I. (2.3.1), 
п п 

slijedi 

1 

('-3.2) 

Pokazuje se da је Vn neprekidno preslikavanje, Ito daje 

\.зх~"" D;) (Y .. (",)~)(~\ 

'1", (х"к,) '" 'fn(X" ~), t!!j< Itn . 

Iz uslova 
~ х п \ u Н. Neka 

teoreme i (2.3.2) slijedi ogranitenost niza 

tj , 

I. granitnog prelaza u (2,3.2). slijedi 

'f ()<.о, "" ) "" 'i' c..,~) 1 V ~" f+) 

Oakle. 
SL(>,-",,-) т 4,)(,,. А'" F (Ах" В ... ) ~ о. 

Primjenjujuti па poslednju jednatinu operator L. dobijamo 

11G,-t Т;Fr~)=о, 

gdje је 'о=АХо+ВХоЕН. Teorema је dokazana. 



Od priloga ОУОј teoremi navodimo dva slufaja. 

Teorema 2.3.2. Neka su ispunjeni uslovi: 

1) o(/IY02+f(A*y+20\y),"(>o, konveksan funkcional па Н, 
2) A~o. 

3) ('3- ~,~,>,,) СIIF«)I/"'~ЩI~~ХЕ- 1-1), 
4) Funkcional -(F(А*х+2Q\х},у} odozgo slabo poluneprekidan 

ро х. pri fiksiranom ус.И. 

5) F neprekidno preslikavanje iz Н u Н, 

б) о( IIXI12_2o«(F(A*x+2C<x},x} nenegativan i odozdo slabo 

polurleprekidan funkcional. 

7) (-3 r,>o)(f(y}>f(o}, ako је IIYII~r}. 

Tada (-јzЕ-Н}(z +AF(z );о}. 
о о о 

Ookaz teoreme 2.3.2. Na podprostoru Н" razmotrimo funkcional 

~ ",У) _ ЕЂ Ilј~Л i- ,/"СХ,у), 

gd ј е ј е 

1 

.\- """"i 2, Х,"/"1} -го, ">0. 

Ovdje је t,)(x ,У}" о( lIyl/2. Pokazuje se da 

(2.33) l V", .. N) (3х, с D:)( 'f" (",.,х") .. 'у. ('"'~)J \I:Jc 4_). 
Iz (2.3.3) i uslova teoreme, slijedi 

\;ј r>o) (1IA'xn~ 20LXnll 6.r), 

tj. IIA*XnIl2+2",(AXn,Xn}+2'2·""'nIl2",r2. Dakle, 

u Н. Р а 

п 1 z ~ х п \ је ograniten 

Lako se pokazuje da је ~(x,x) odozdo slabo polunepre­
п 

kidan funkcional па Н. Za fiksirano у"Н, funkc;onal '/'(х,у) је 
п 

odozgo slabo poluneprekidan. Iz gran;tnog prelaza u (2.3.3), 

51 ;jedi 

tj . 
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Neka је z =2 ~ х +Д*х ,Z еоН. S11jed1, Zo+AF(zo)=o. 
о о о о 

Teorell1a је dokazana. 
Na s11tan пае1п se dokazuje 1 sljedeta 

ТеогеПiа 2.3.3. Neka su ispunjeni uslovi: 

1) d IIA* yI1 2+ f (2'" A*y+y),,,~ о, konveksan funkc10nal па Н, 

2) Uslov1 2),з),5) 1 7) teoreme 2.3.2, 

З) '" I/A*XI1 2 -2о<.(АF(2о<А*х+х),х) nenegat1van 1 odozdo slabo 

poluneprek1dan funkcional па Н. 

4) -(AF(2~ Д*х+х).у) odozgo slabo poluneprek1dan funkcional 

ра х, pri fiksiгапоm y~H. 

Tada (:3 Zo"'H)(Azo+F(zo)=o). 

Dokaz teoreme 2.3.3. Ооуоlјпо је па Н razmotr1t1 funkcional 
п 

I.f.:. (x,y)~ e...IIJI/), + ,/-,Сх,у) 
) 

gdje је Л iz teoreme 2.3.2 1 

'У(х,у) = '" 111\:'11< r (А-', у ) t-t (20< A'~ t~) - "'" CI!-F( .4",; < ) I ~) 
i ропоу; ti rasudjivanja iz predhodne teoreme. Dobijanlo 

(~"'~ Н) ( ,+(""",) ~ 'иС,,,, ч' (ХО/У)) 
у.- It 

tj . 

Stavljajut1 zo·2 О(Д*ХО+ХО"Н u .po51ednju jednakost. slijedi 

tvrdjenje teoreme. 

Primjedba 2.3.1. U510vi teore,,,,,, 2.3.2 1 2.3.3 пе pretpostavljaju 

1I10notonost preslikavanja q>=A,F i q,=J+AF. ра 5е о jedinstvenost1 

rjesenja jednatine ф(х)=о пе moze ni~ta гe~1. 

Ocigledno) slicnih sluEajeva Ь; se moglo navesti "Ве, sto 

ovdje песешо cini ti. 

2.4. Egz15tenc1ja Сјеоепја jednat1na A(x)+F(x)=o. 

kada је Д пеl1пеасап operator 

u pre~hodna tr1 d1jela razmatrali 5то slutajeve kada је 

operator А u jednat1nama Axt-F(x)=o i xt-АF(х)=о Ыо linearan. 

U QVОП] dijelu taj usloy ~eтo izostaviti. tj. operator А Пlоiе 

biti i nelinearan. 



Pre<postavlmo da је А ne11nearan (шоtе bitl 1 11nearan) 

neprekidan operator ј. Н и Н i 

(-3 Ъ', У, >-,,) ( 111\-(.) 1\ !: у. 11<11 )(1, )<. €- Н) 

Neka rea1n1 funkciona1 W(x.y) zadovo1java us10ve kao 

и teoremi 2.1.1. 

Ieorema 2.4.1. Neka su Ispunjeni us10vl: 

1) (t'x<H)(lJ(x.y)+f(B*y) konveksan funkciona1 па Н), 

2) ,,-,(х.х)+А(х) ,x)+f(8*x) odozdo slabo po1uneprekidan 

funkcional па Н. 

3) (3r~o)(f(y»f(0), ako је IIYII~r), 

4) (А(х),у) odozgo slabo po1uneprekidan funkciona1 ро х, 

pri fiksiranom у Н, 

5) а) "-'(х,Х)+(А(Х).Х)", \('(nxn), gdje је ~'(t)",o, pr; t~o 1 

~/(t)-1~, prl t_""", ј1; 

Tada 

Ь) Postoji ogranlcenl operator 

с...; ( х, х) + ( А ( х) ,х) >--0 • 

(:3 xoE-Н)(А(хо)+ВF(В*хо)=о). 

-1 
В ј. Н и Н 

Dokaz teoreme 2.4.1. На Н П razmotrlmo funkciona1 

t., (.><.,у) = Е" II~II \ -t ц) (х., у) + С'" (х) 1.1) 1" 4- ( e!~)j 
gdje је 

tj • 

Л="',,'~{~/ .\'1'1,i")f,'f<J~J) 6>0. 

Neka је 

'f(XCJ)~ <Vcx.,y)-t (M'J,~) .,.Ј.( В';)· 
Ponav1jajut1 vet razradjenu shemu dokaza, s11jedi 

( ;ј х ... ft-) ( 't (>'0, <о) ,;. r (><-'/ ~) / .1Ј ~ fc Н). 
Dakle. 

ТеоrеПlа је dokazana. 



Primjedb. 2.4.1. Us10v 4) teoreme 2.4.1 se mо2е zamijeniti 

us10vom: Nek.· је Ц7(х,у)+(А(х) ,у) odozgo sl.bo· po1uneprekidan 

funkcion.1 ро х, pri fiksir.nom у.Н, јег se funkciona1i [Џ(х,у) i 

(А(х),у) mogu medju sobom "pom.gati" u po1uneprekidnosti. Ako Ь; 

ovako formu1is.1i us10v 4) teoreme 2.4.1, tad. "' funkciona1 
CV(x,y) nе treb. d.v.ti posebno us10v da је odozgo slabo po1u­

neprekidan ро х. pr; fiksiranom уЕоН. 

1·109U se "' 'сЈ(х,у) d.ti i drugi us10vi, тЈmо onih koje 

51110 Пli ovdje naveli, а da па~а razmatranja budu tafna. 

Uшјеstо prostora н moze se uklјuёiti u razmatranje i 

realan separabilan refleksivan ПОГПI;гап prostor Х. Neka је А 

nelinearan (111 linearan) operator iz Х u Х*. Moze se bez tesko­

са prenijeti niz rezultata iz Н u Х i to ОП; rezultati koji se 

odnose "' jedn.fine A(x)+F(x)=o. N.vodimo,s.mo,dva slutaja. 

Uliljesto Н pisatemo Х , gdje Х ima isti smisao kao do sada Н • 
п п п п 

2 
Nek. је U:X-X' dua1no pres1ikav.nje, tj. IIUxll=llxll, (Ux,x) = 

~nXII , U(o)=o. Ako је prostor Х sa normom dlferencijabilnolll ро 

Gatou, to se za U moze uzeti preslikavanje 

UХ~ .", r~ 1", . 
Nek. su sljedeta dv. sluf.j. funkcion.1 f(x) јт. m-svojstvo, 

tj. оп је odozdo slabo po1uneprekid.n i 

(31'>0) (t(~) > 4(0») ",k, Ј' Н>/I'>-Г). 
Теогеll1а 2.4.2. Nek. su ; spunjeni usl0vi: 

1 ) Х prostor s погmОПI diferencijab11noj ро Gatou, 
2 ) А ograniceni linear'rll operator i z Х u Х', 
З) 

2 
<Ах.х) ~ 01. јlХII .с{>о, 

4 ) olЦУI12+f(У) kor,veks,n fuпkсiопаl "' Х , 

5 ) <Ux,y) odozgo .>1 аЬо po1uneprekid.n funkciona1 
pri fiksiranom yt)(. 

б) U neprekidno pres1ikav.nje Ј. Х u Х'. 

Tada (:Ј х о'" Х) (Ах о tF( хо)=о). 

Dokaz teoreme 2.4.2. N. Х П r.zmotrimo funkcion.1 

':!::,с<,» = E~ 11~11>rJ" -t- ':!'V<,y), 

gdje Је 

ро х, 



Pokazuje se da 

(-\l71~N) (3x~ '" D; с... х.) ( '1:,("., •• ) .. 'f'n (Хо,:» 1 

Ileka је СЈ(х,у)= ~ IYI/2_ « <их,у> • Funkcional 

"-'СЏ)т <А-х,х) - - 0<11><11'-;- (Ах,х) 

Је odozdo slabo poluneprekidan ро х, јес је A?-о<Ј. Uslovi 

teorenre daju da је ~n(x,x) odozdo slabo poluneprek1dan fun­

kcional па Х, а funkcional 'f (х,у) odozgo slabo polunepre-
п 

kidan ро " pri fiks1ranom y~x. Pokazimo da је n1z "п\ ogra-

nieen u Х. Stvarno. 1z (2.4.1), slijedi 

f Cx~) .. ~СО ) 
а kako f ima m-svojstvo, to је IXn"6.r,r>o. Kako је Х refleksivan 

prostor. to 
(:Ј к.' х ) (х о ... > "о, ~ ... ~ ..... "" ). 

Zarnjenjujuci u (2.1.4) п sa nk 1 риНајис1 da k-~ оо • 

dobijal1lo 

Iz poslednje nejednatine,s11jed1 

't'"~:J 'f(".,~) ~O, I>" Ј ~X" 
Oakle, 

2о(:Ј~Ii~II-2.о((Ј(".)t Ах ... ~(~)~O) 1><' j~Xo, 
tj • 

А к. t 1=(><.) ~O. 

Teare!11a је dokaz4nd. 

t!:ill!jedba 2.4.2) Uslov1 teoreme 2.4.2 пе obezbjedjuju П10поtо­
nost preslikavarij~ 

Ф ~ А- .. F : Х '" Х"") 
Jer је 

Za ое, о, operator F је monoton (jako monoton). 

Jednat1na <р(Х)=О се 1mati jed1nstveno cje~enje u х, ako 
је СЈ.... :::0 1 

1} А>о 1 F monoton operator, il1 

2) А)о i F strogo monoton operator, 

Јес је ср :Х -.х' strogo monoton operator. 



ТеоrеП1а 2.4.3. Neka SU ispunjeni uslovi: -
1) А ~o , 
2) '" <Ау.у) +f(y). "-Е(о.l). konveksan funkc10na1 па Х, 

З) Us10vi 1),2).5) i б) teoreme 2.4.2. 

ТаЈа (3 xo",X)(Axo+F(xo)=O). 

Dokaz •• provodi kao u predhodnom sluCaju. 

U prostoru Х .е mogu razmatrat1 sluCaj.v1 kada је I\:X-,>X* 

rlBlillearan operator. На sli~an nalin kao u teoremi 2.4.1, dobi­
ЈаЈО .е u.10vi pod koj1ma jednaCina A(x)+F(x)=o 1п,а rje!enje 

U Х. 

2.5. Po1u.ka1arni pr01zvod 1 var1jac10n1 metod 

u оуот dije1u koristi.,o ројат po1uska1arnog proizyoda, 

I·ieka је Х realan поrшirап prostor i [. ,·Ј generalisani, polu­

.ka1arni proizvod (g.p.p.) ('III.(17.1Ј). Ako је norma pro,tora Х 

dif~rEI,cijabilna ро Gatou, tada se g.p.p. Пlоiе uvesti jednafinolll 

L II<tt"ПР-'IЧ Р "-
(25'1) ["',~J-t';::;; ,.1' ) (.,~).,.x i r>i. 

Lako se pOkazuje da funkciona1 (2.5.1) zadovo1java о,lоуе: 

(1) [х,у] neprekidan 1inearan funkciona1 ро х, za fik.irano у.х 

(2) (If х еХ)( Сх, хЈ = IЩ Р) , 

(3) (-\1 х,у.Х)( \f~. R)( [x.~ уЈ= 1>-\p-2" [х.у]), 
(4) (\1 х,у.Х)( [X,jjJ,,-llхll·IIУII~-i). 
(о) [х,уЈ neprek;""n funkciona1 па х 2 (ako је погта pro.tora 

Х rаVПОII\јеrпо diferE:flcijdbilna ро Gatou, tada је [х,у] rаvпошјеrпо 

tleprekidan funkciond-I Vld х 2 ). 
I<O!lkretnj .,r'iПlјеri g.p.p. sa оsоЬiпаПlа (1)-(5) su r\avedeni 

ul21.1]. 

га р=2, funkciona1 (2.5.1) razmatra Bruck (З.I]. Poznato је 

('III.СI8.1), t17.1J) da u svakom normiranom prostoru Х po,toji g.p.P. 

,а .voj.tvi",a (1)-(4). 

I'отоео g.p.p. uvodimo рој ат p-monotonih operatora. 

Uefinicija 2.5.1. Pre,likavanje F:D(F)c..X~X ZOYe','o P-lilOl1оtоп1п, , 

ak о је 

(2·5.2.Ј 



5trogo p-monotonim, ako u (2.5.2) jednak05t уа;ј 5ато onda kada 

Је Х=Уј jako p-monotonim. ako postoji c>o)takvo da је 

(\1,,", DIF») C[F(x)-FI~Ј,<-уЈ>--С.,hх->,,1», 

~rir"jer 2,5.1. Neka F:X ...... X zadovo1java и510у 

С \1 х,, • х) С 3 l. ( о, .) ) ( 11 F (К) - F (,)1<" :1. Ilх -~ IJ), 

Pre51ikavanje T=J-F је: • 

а) p-monotono, ako је q=1, tj. 

(\о'К".Х) С [T(x)-Т(у),х-)i]:"О), 

Ь) jako p-monotono, ako је q.(o,l), јес је 

е !fx".X)( CT(x)-Тl"J, Х-УЈ" (1-:t.1')IIК-:,r,Р). 

I~aponleninlo, da ako је q=l, preslikavanje F se zoye 
neekspanz;vno, а ako је q~(o.l), F se naziva kontrakcija. 

SIf,atrajmo da је 9.Р.Р. sa svojstvima (1)-(4) fik5iran 

Ilа х 2 • Koristeti g.p.p. neki rezu1tati se 1I109" uopStiti, kao 

па prill,jer sljedeta 1е",а (5т. [24.1]) koja је dokazana kada 

је Х realan refleksivan prostor i Х* strogo konveksan rJrostor, 

L~llja 2,5.1. Neka su ispunjeni uslovi: 
1) Х геаlап nornliran prostor, 
П F:X ~X hemineprekidno pres1ikavanje, 

З) Za fiksiгало хо,уо"х, vazi nejc::dnacina 

С \I •• x) ([ Г(хЈ-У.,х-х.]:,.о) 

Tada је F(Xo)=yo' 

Ookaz 1е,"е 2.5.1. Stavimo xt=xo+ty,t>o i у proizvo1jna tatka Ј. Х. 

Slijedi 

Zbog и510уа (3) 9.Р.Р., Јll1ато 

LF(x~) -Y.,~] >-- о, 

~ako је F henlineprekidno preslikavanje. to lZ poslednje 
nejednatine pu~tajuti da t->+o, 51ijedi 

('.5.з) [F(x.) -':/" ~l ~ О. 

Za'i,jenjujuti u p051ednjoj nejednatini у sa (-у), dobija,no 

(~"-4) [P(x.)-~"~J,,,o, 

I, (2.5.3) i (2.5.4), slijedi 

( У:Ј' Х ) ( [ F (х,ј - ~o, ~ Ј - D) , 



Za y'F(x )-у • Јтато 
о о 

IIF[<,)-~,"1'=o, 
tj. F(xO)'YO' Lema је dokazana. 

f~ledica 2.i.l. Neka је F hemineprekidno preslikavanje iz Х u Х. 

х prostor iz lете 2.5.1. Sljedeta tri uslova su medju sobo", ekvi­

vаlепtпа. 

1) (:Jxo~X)(F(Xo)'Xo)' 

2) (I/XEcX)(3Xt;X)([F(X)-Хо.Х-Хоl::"О). 

3 ) (\f х ЕХ )(;} Х "Х)( [т ( Х) • х - х Ј ~ о • Т' Ј - F) • 
о . о 

Posledica 2.5.2. Neka је F hemineprekidno preslikavanje ;z Х u Х. 

Х prostor kao u lет; 2.5.1. Tada је 

( \lx. Х) с [FU,) ,х.] =0) ~ F(~J =0, 
gdje је h",X. 

G.p.p. Је slabo neprekidan рс drugom argumentu, ako iz 

у ----"'- у , pr; п-"о<::>; svako fiksiгапо X~X, уа!; 
п о 

ЈА .... [О<. ~~J ~ [",У.Ј ,,-'> ~ 
U Hilbertovom prostoru Н. u prostoru l Р • р>l. g.p.p. је 

slabonneprekidan рс dгugОПј argumentu. U prostoru LP, p~2, p>l, 

g.p.~. пе 1110ra biti slabo neprekidan рс drugom argumentu. 

Sljedeta lema daje uslove pod kојilла preslikavanje F iПlа 

tl~pokretnu tafku. ~Ieka је Х realan геflеksivап ПОГПliгап prostor 

5 slabo neprekidnim g.p.p, ро dгugОПI агgUПIвпiu. 

Lema 2.5.2. Neka SU ispunjeni uslovi: 

1} F:X -'--"Х neekspazivno preslikavarlje, 

2) (3 г,о)(F:О г-,> Or)' 

ТаЈа (:3 хо<ех) (F(xo),x o ). 

Dokaz 1."е 2.5.2. Heka је Fs (X)'SF(x).s.(o.1) i 5 rac;onalan broj. 

Sl ijedi 

( Vx.y",Or)(IIF(X)-F(у)ll"s((Х-УIf). 

tj. Fs је kontrakc;ja iz О. u 0r' Ро Banahovom stavu о nepokretnoj 

tacki, ;1II3ШО 

ј3 Xs.Or)(Fs(Xs)=xs). 

Neka Је T'J-F. Slijedi. 



T(X
5

)=X
5

-F(X
5

)=(5-1)F(X
5

) , 

Ot;gledno, T(X5)~ о, pri 5-.1, Kako је Х ref1ek5;van 

prostor, to se iz n;za ,Х S moze izdvojiti podniz (oznacimo 
5 

ga ponovo 5а {х \). takav da 
5 

х ---х I ХЕ:Х. 
5 О О 

Naravno. х ~D • jer је D" slabo zatvoreno mnostvo. Kako 
о r 

J~ т Р-Пlоrlоtопо. to је 

( VxcX)( [т(х)-Т(х 5 ) ,х-х 5):,0). 
Kada 5....,.1, dobijamo 

("к. Х) ([Т[х>-О, <-".Ј .. о). 
Sag1a5no 1етј 2.5.1, Т(хо)=о. odnosno F(Xo)=x o ' Le",a је 

dokazana. 

Oznaeimo sa f(x) rea1an diferencijabI1an odozdo 51аЬо 

pOluneprekidan funkcional па Х. Х realan refleksivan norllllran 

prostor. J~eka је А ogranifeni linearni operator iz Х u Х* i 

(2S·S) 'Y(K,y)~ С. А., ~>. ~(~). 

(2.5.Т) 

јЈгеtроstаViП!О 

(Э",8>D) (4{~);>"'I/~JJ"f.r). 
Oc;gledno. za fiksirano XtX, 

м"" 'у [Х, у) ~ + ехо, 
11 ~ 11 ---'> ':х> 

Како је funkciona\ (2.5.5) odozdo slabo PDluneprek;dan r'~ 

; zadovoljava (2.5.7). to za 5vako fiks1rano ~I,,-X, postoji 

tacka y'=V(x')fX ap501utnog шin;mumа funkс;опё.lа ':I'(x,y). Dak1e, 

(~.5. ") ( 1Ix'<= х) (3~'= V(x') '" х) ('fCx',j') = Лц.С" 'У{",")Ј, 
. " ~ 

!> (2.5.8) slijedi 

Ах' + F(~') = о, 

Теосеп,а 2.5.1. ~eKa је Х prostor iz 1ете 2.5,2. funkciona1 f(x) ---
zadovo1java us1av (2.5.6) i pres1ikavanje V neekspanzivno iz 

Х u Х.ТаОа (Эхо"'Х)(Ахо+F(хо)=о). 

Dokaz teorenle 2.5.1. Uslov da је V neekspanzivno preslikavanje 

iz Х u Х bite. па pril11jer. ispunjen ako је takvo preslikavanje 

F-
1 (-А):Х -?Х. Pokazimo da postoji ")о. takvo da 

[2S.9) V; Dr --" Dr , 



ра 

Neka х"Х i Ilxll=~>o. Saglasno (2.5.6), slijedi 

(,,~. Х) ( ':!'(х,,) ~ о( U~/12t8_ IIA-Q U~II r) . 

Oalje је 

Ito daje (2.5.9). Kako је V neekspanzvno, to saglasno lem; 2.5.2 

(3 х •• D,,) С V(x.)-x.\ 

1 

Dakle. 
r.,../y ,:!,(x.,~) ="', {'r, :; = ><" 

Ito dokazuje tvrdjenje teoreme. 

Ileka је U uoplteno dualno preslikavanje ;. х u Х' (tj. 

IIUXII=IIX!,p-1, Ux.o ~x=o, <Ux,x) =~xIIP,p>l). Razmotrimo funkcional 

(ц .. 10) 

gdje је F:X ~X. Ako је f(x) diferencijabilan funkcional. tada 

Је 

('·s ,,) 

Stvarno. mofemo staviti 

[.с, ~J = .( 1.1. ~I х.) I 

ра slijedi (sm. [4.13, Р2.6Ј) , 
+«) = f<o) т ') < UFU·.),x) ct~ 1 

о 

Но daje (2.5.11). 

Ako је UF monotono preslikavanje ;. Х u Х", tada је saglasno 

teorem; 1.1.3, funkcional (2.5.10) odozdo slabo poluneprekidan. 

U sledete dvije teorenle _Јјее је о diferencijabilnom. odozdo 



slabo poluoeprekldnom funkc;onalu (2.5.10). 

Teorema 2.5.2. Neka su ;spunjen; uslav;: - -

GL 

1) [x,F(x)J.,> НХII X'(QXI/), gdje је funkc;ja Y(t) ;ntegra­

Ьilпа па [o,r]. pri ргоizvоlјпош г,.>о. 
'f' 

'1.1 ,L;;;;:; ~K(",,)"/' = С>О) 
r -..".,..,... О 

Tada (3 xo"'X)(F(xo)=o). 

Dokaz teoreme 2.5.2. I. uslova 1) teoreme, sl;jedl 
1 

f(x)-f(o). S [x,FIf,,)JM, 
о 

5' ~ f(x)-f(o)= Пх, FNx)] 'О' 
о 

1 d;t 
f(x)-f(a) " S и'~H )((НЦII) "t:' 

о 

1 
f (х) - f( о) -'?- S /1<1/ )(('/t</I) cLf . 

о 

S",jenomltxl/'z, tj. I/XlIdt'dz, lтато 
~ Ј( '1 

-{'сх) - {(о) ~ ~ ~("')o!}!. 
о 

Saglasno uslovu 2) Сеогете, s11jed1 

(3 'f1>o) ( -v Х6 Sr. ) ct ,х);> f(o)~, 
1 

tj. f(x) јта m-svojstvo. Dakle. f(x) lта т;nјтит u nekoj ta~ki 

xo~x. ра је saglasno teoremi 1.2.1 

r'" fc<.)=c>, 
odnosno ИF(х )'0. Slijedi 

о 
F(xo)=o,~ta dokalu;e Сеогето. 

теоrе~l~g.5.З. Neka su ispunjen1 uslov1: 

1) И,lоv 1) teoreme 2.5.2, .,. 
о) С:З'l'>о) ( S ~(t)c\,»O). 

о 

Tada (3 ХО"'Х) (F(xo)·o). 

Dokaz teeren,e 2.5.3. Funkcional f(x) ;та m-svajstva. Stvarno. 

1 
f(x)-f(o)' ~ ех, FIh)Ј"и, 

о 

11 Ј( IJ 

f(x)-f(o) ~) \'(7-)c(-t 
u 

Zbog uslova 2) teoreme, sl1j.di 



(~">o) Ц.(,) >' 4'(0) ) .. Iч> Ј. 1,</1,..,.) 
5agl asno teoren,.ma 1.2.1 ; 1.2.4, dobijamo 

(:З""сх)( F(к.)~о) 
ТеогеПlа Је dokazana. 

2.6. Var;jac;on; metod ; nepokretne tacke 

Shema koju smo ye~ razradili, mofe biti iskori~tena za 

dobijanje nek;h rezultata о nepokretn;m tackama. Neka је 11 

realan separabilan prostor i Н п n1z konacno dimenzionalnih 

pOdprostora prostora Н Ба svojstvin13 kao u 2.1. 

Teorel1la 2.6.1. Neka su ispunjeni uslovi: 

1) - •• ,1
2.f(.) odozdo slabo poluneprekidan funkcional па Н, 

2) lЈm (f(.)_II.,/ 2 )=+OO, 
11)( I1 -') ':>.о 

З) f(.) konveksan funkcional па Н. 

Tada (-3.осНј(F(.о)=.о)' 

Dokaz teoreme 2.6.1. Na podprostoru Н п ' razmotrimo funkcional 

'У'"'1. LX 1 у) ... [...." Ь:Ј /11.-ТЈ' - ех, ј) ~ +1 ~) I 

gdje је 6> О, О<Е'>!---,.о. pr; п..-,..::>о. Iz uslova 2) teoreme. slijed1 

.l ~ .l'.lx) - .,. Ао ! 
L/'tl/ -" .k 

t ј . 

Као 1 u teoremi 2.1.1, pOkazuje se da 

с "'." Н) ( ::1 г, > о ) С V.: D; -. D; ), 
l iI '!1:Н) ( =з ,_ е,- D;) С V. (,") = ><, \ 

5tavljajuc; u (2.6.1) у=о. dobijamo 

- (,x"y!lil."+ fc Ј(.",) f... t( о) Ј 



!to sa uslo.om 2) teoreme daje ogranjtenost njza IХЈ u Н. 

Neka Х ~ х , prj k-""'. Funkcional 'У{х,х) је odozdo slabo 
п k о п 

poluneprekjdan па Н. Za fiksirano y~H, funkcional ~(x,y) је 
,lаЬо neprekjdanpo х па Н. Iz granitnog prelaza (2.6.1), dobi-

-I<ol/t f'''')'''-['''О,УЈт.ј'~r~), j,I<j;'-Н. 

Iz poslednje nejednatine јтато 

'Г'...(~{-с",.,~)тf{~)3 =0,1"''" ~~"'I 
tj. F{xo)=X o ' Теосета је dokazana. 

Prii"Jedua 2.6.1. 1. Ako usl0' 1) tеоrеЛ1е 2.6.1 zamijenirllo 

uslovor,1 

11) _ rlx/i2 tf {x) konveksan funkcjonal па Н, 
tj. f(x) је strogo konveksan funkcjonal (u о.от slucaju uslov З) 

teorCII,e 2.6.1 пЈје potreban). Nepokretna tatka Хо operatora F 

је jedinstvena , jer је preslikavanje cp=-J+F jako monotono u Н. 

Stvarno , 

2. Uslov 2) teoreme 2.6,1 <е Л10iе zamijeniti 

slabijim uslovom 

2') (3 r>o){f{x)-IIХ,,2>f{0), ako је 1/XII~r). 
IlаvеdiЛ10 jo~ jedan slucaj kada је F jako monotono рсе­

sl ikavanje u Н. 

T~oreli1a 2.6.2. Nelo::..d su ispunjeni uslovi: 

1) - '" IIYII 2+flYJ, al.ђl, konveksan funkcjonal па Н, 
2) (-3 ">о) (f{y»f{o), ako је /iyq",r). 

Tada (ј XoEoH){F(~o)=xo). 

Dokaz teorelne 2.6.2. RаZlпоtriПIО па Н П funkciotlal 

'k. с,,';/) ~ Е." 1i~11 н,,"+ 'h.,~), 

gdje Је 

Pokazuje se da 

(и;.~) ( V",.,1I) С:3 х,," 1-1,,) с 'Y~ «",x~)<.. ,!,./x"r;!)r I!j<' 1+,,). 



Оа1је, funkc1ona1 
% (](.,х) _ Е'1I ."n'1.-+ S + <,"'..,i) 11..\8"1.+ {-(Х) 

Је odozdo slabo po1uneprek1dan па Н, је. је ~~1, Za fiks1rano 

y~H, funkciona1 'Уп(х,у) је slabo neprekidan ро х па Н. Iz 

us1oY. 2) teoreme i iz (2.6.2),slijedi ogranicenost niz. 

~'\ u Н. Neka х ~ х , pri k-~. Iz granicnog pre1aza (2.6.2), 
п "k о 

slijedi 
'1' (Х., <.) 5 'f' (Л" ~), >d::J;: f+, 

• odaYde grad 'f (х ,у)=о, pri у=х , tj. F(x )=х • Теоrеша је 
у о о о о 

dokazana. 

!:.riшјеdЬа 2.6.2. 1. Nepokretna tacka хо operatora F u teoremi 

2.6.2 је jedinstvena, је. је operator OP=-J+F jako monoton. 

2. Ako је 0<."-1, u teoremi 2.6.2 treba iZПli­

jeniti us1av 2) us1ayam 

2')а) 11т (f(X)-а/llхи 2 )=+""" 111 
II~ ц --'" .оо 

Ь) (Зr>а)(f(х)-о(IIХI1 2 >f(а), aka је l\x\l;.r). 

u ОУат slucaju jedinstyenast tacke х te bit1 sacuyana 

,а oiE(~,l), је. је operatar Ф jaka monata~. Za а/ =~, opera­

tor Ф је monoton, ра х пе mora biti jedinstveno. Moze se desi­
ti da је za d.. -~. oper~tor ср strogo mопоtоп) ~to је dovoljno 

da х о bude jedina l1epakretna tacka aperatora F. Za 0« ~, оре-
rator Ф nije mопоtоп. ра se о broju i raspor~du nepokretnih 

tacaka пе moze nistd odredjeno reci. 

2.7. Jedndei~d Hamer~tejnovog tiPd u чLоf1vоm prostoru 

OYdje nay.,d1ma jedan slucaj jednac1ne Hamer~tejnoyog t1pa. 

Za refleksivni prostor Х kazemo da је uloziv prostar , ako postoji 
Hi1bertoy prastor Н, takay da је 

1) Х sadrfJno i gusta u Н,Н sadr!ana 1 gusto u Х' i 

operator Ј neprelidan ;z х u Н. 

2) Iz (у,х)= < ',х> ,zEcX',y<-Н, s11jedi y=z. 

Pretpostavimo da је Н sерагаЬilап prostor. Primjerom uredjene 



trojke хс.нс:.х. mofe poslufit1 prostor X.L
p

(G).p>2 1 П1еs(G)<.~, 

H=L
2

(G). 

Neka је А ogran1fen1 l1пеагп1 operator iz х· u Х i neka 

је 

А=ВВ* I 

gdje је B*:X*~ Н. В:Н --'> Х. Operator А је pozit1van. Jer Је 

е 1>' .. X~) С <", А,> = iб~ll~о). 

Teorel11a 2.7.1. Neka sU ispunjeni uslov;: 

1) lјт f(By)·+<>O.y.H. 
11 ~ 1[--') ~ 

2) o(IIYI12+f(By) konveksan funkc10nal па Н. ",€(o,IJ. 

Tada (:3 ZOEo Х) (zo+AF(zo)=o). 

Dokaz tеогеП1е 2.7.1. Na podprostoru Н П prostora Н гаZП10tгiПIО 

funkcional 

gdje је 

'Ус x,~) ~ '" II~ 1/"_ ",,,,(х, У) .. (Х, У) 1" -!' с в ~). 
Pokazuje se da 

(:3к.~ 1+) (""1"I3~F(i3x.)~o\ 
Djelujuti sa В па рйslеdпјu jednatinu. dоЬiЈсilла 

Бхо, B6~ F lBx. ') ~O) 

tj. st.avljajuci z -Вх. I~E:...X, slijedi tvrdjenje tе .. .н..:lПе. 
о о О 

Pr;lI,jedu.2.7.1. 1. Ne!i... је "f'l=J+B*FB i q,=J+AF. Jednacina 

СРl(Х)=О u Н је ekvivalentna jednacin1 <ф(х)=о .u.X. Ekvivalen-
t t d . . . 1 d k .\~~""", . h . d (105 se ро raZljlnlJeva u smlS и Ј а SU s UРОV1.!ЈОПlепut, Је па-

С;п. ;st;. u tеvг-еiILi 2.7.', za cJ.,,(o.~»operator Ф1:Н -:>Н је 
jako rllonoton. је .... је 

(1Тх"", Н) ((ф,<х> -'i'.џ.;) , х-у) ;.!!-,,,,)Ix-.:III') 

Dak'e, za 0(" (о.}) jednacina Ф,(х)=о 1П1а jedinstveno 

rjesenje u Н. ра се 1 jednacina Ф(х)=о 1mat1 jed1nstveno rjesenje 

u х. Ako је "<"(}"]' operator Ф, пЈје monoton. ра se о jedin­
stvenost; rjesenja ср(х)=о u Х пе то,е niSta konkretno геС;. Za 

o(=~, operator Ф, је шопоtоп. ра rjesenje jednac1ne ср(х)=о 
n,oze biti kako jed1nstveno tako 1 nejed1nstveno. 



Inate, jednatlna ф(Х)=О lтa~ jedlnstyeno rjesenje, 

ako је Ispunjen jedan od sljedeca dya us1oya: 

, 
f(..J -г 

1) А.о i F monotono pres11kayanje (оуо је slutaj _а «"о), 

2) A~o i F strogo monotono pres1 ikayanje. 

1 u jednom i u dгugоП1 slucaju, imamo .:{~ jz фс х i )=с:Ј!i. ... 11 '1., 

sLiJer.[i., < F=tx,,)-F(J(L)/X1-X.I.} -t <F(x.,)-~(.о:.I.-)1 A-F(><-.)- AF[xl.J) =..0) 

а to znaci da је jedan od sabiraka пеgаtivап, sto је u suprot­

nosti ,а us10Yima 1) i 2). 

2. U teeremi 2.7.101, moze bitl 1 negativllo. 

U rezu1tatu dobijamo da је Ф1 jako monotono u Н t F olonoton 

operator 1z Х u Х*. U оуоПl sl utaju operator F moze Ь; ti i 

s trogo monoton. 

З. U teoremi 2.7.1.O<'lOze bitl i 'есе od jedi­

пјсе. U rezu1tatu dobijamo da "\'J""~~:e monotono pres11kavanje. 

ра se u jedinstyenosti rјеsеПја"ф(х)"о nBta odredjeno пе _па. 
U uslovima teoreme 2.7.1 treba uslov 1) zamijeniti uslovifli3 

l' )а) 1јm ((1- е>:) IIXI1 2 +f(6x»"+ оо. 11ј 
u.x Il --') CIO 

Ь) (;3 r>o)(1-о()IiХ/l 2 +f(6х»f(О). ako је IlxlI .. r). 

2') (1-ol)IIХI1 2 +f(6Х) odozdo ,1аЬо po1uneprekidan funkcio­

паl па па Н. 

2.6. О nekim problemlma primjene yarljacionog metoda 

Jos u uvodu, П10g10 se zapaziti da posebnu te~kofu pred­

stavljaju uslovi koji dovode da preslikavanje V inla nepokretnu 

tacku. U avom dijelu сето se oslobodit1 usluga funkcionala 

""(х.у) 1 Yidjeti kakYi ,е 'Уе problemi јаУ1јај" kada se na.vsi 

konveksnost funkciona1a f(x). Neka је Н prostor ј, ~2 .1. Za 

I·Dcetak razmotr1mo slufaj, gdje se koristi ројат injektivnosti 

presl ikavanja. 

Definicija 2.8.1. Pres1ikayanje F:D(F)c..H ~H је Injektivno. 

ako ј, F(x 1 )=F(x 2 ). slijedi Х 1 "Х2 ' _а syako x
1

.X{D(F) • 

.!.eorema 2.8.1. Neka su ispunjeni uslovi: 

1) р F:H --...Н injektlYno pres11kavanje za \fn~N! (Р 
п п п п 

I,rojektor sa Н па Hn ). 



2) (з"',r>о)ct(~)~oI.IЈIIf>t2), 
З) А)о i ogranifenloperator u Н. 
4) СЭ~~о) Cf<d»f!D),C<koi< /;јАСИ'), 

5) f(x) odozdo slabo po1uneprekidan funkciona1 па Н. 

Tada (3 х <=Н)(АХ +F(x )=0). 
о о о 

Dokaz teoreme 2.8.1. Razmotrimo па Н funkciona1 

!f('11) ~ (A,,~)Tt{~). 

Za fiksirano х<Н. funkciona1 ~(x.y) Јmа tafku apsolutnog 

minimuma ро У па Н. Oznafimo tu tafku sa у=У(х). Pokazuje se da 

\-:3\,>0)( V; ~----, Dp), 
gdje је Df=i xtH:IIXII=9Y. Oznafimo sa D~=~Х"нп: IIXII"\,}. Razmotrimo 

funkcional ,+,(х.у) па prostoru Н • Slijedi 

('.Е 1) ( 11"0" DnC3~. E-D;)n ( ':1' (x.)~.) <. ':1' ех., \ј)1 tJ!J" fj~) 
Iz (2.8.1). Јmаmо 

R (Ax,-1'F{~,-»;o. 
Za fiksirano xk ' tafka apso1utnog minimuma Yk је jedin­

stvena. Stvarno, neka su Y~ i Y~ dVije tafke apsolutnog П11П1mumа 

koje odgovaraju fiksiranom x
k

• Slijedi 

Р., (А<. t F(~l)) = о l p~ (Ах .. т F(~~)}oo 
• 

Ovdje slijedi 

p~ F(~'.) ~ P~H ~o. 
Kako је PnF injektivno pres1ikavanje. to Ј. pos1ednje 

jednakosti. slijedi Yk=Yk. 
Slicno kao u teoremi 2.1.1 С •• dOkazujifr.eprekfdnost pre-

1 п п s ikavanja Р V:D -о . OaKI~a ) 

Ј ПС.-\f'>\6Ј1Ј) Сзх""Dr')( 'f«",<"-)<..':I'{х",~),1I~6Ј-1,, . ( 2 ~ l' 

POkazuje se da uslovi 

nicenost niza ~хп\ u Н. Neka 
, 

pre1aza u (2.8.1). јmаmо 

teoreme i (2.8.1') obezbjedjuju 09га­

х --- х • pri k-"" <со, Iz granicnog 
nk о 

1f' (Хо, Хо) '" 'у (~o, ~ ) ,\fj се !+. 
Iz (2.8.2). slijedi 

~ ј СУСХо,:Ј) =0, pti Ј ~ Хо. 

sto dokazuje tvrdjenje teoreme. 



Na ро.уе ona10gan пас;" .е moze dokazatj ј ovakva 

Teorema 2.8.2. Neka su i.punjenj us10vi: 

1 ) Us10yj 2) , З) ј 5) teoreme 2.8.1, 

2 ) Р AFA* 
п 

jnjektiYno ргеslikаvапје ј z 

З) а) 1im f(A*y)=+oo , i1i 
\\ JII -'>'" оо 

Н u Н п ' 
п 

Ь) 10 (:3 r.>o)(f(y»f(o), 

20 postoji оgгапitепi 

(3 zo",H)(zo+AF(zo)=O). 

ako је IIY~qr), 
-1 

operator А u Н. 

Tada 

Ооуо1јпо је razmotr1t1 funkciona1 

'Y(,,~)= (N'x,~) -t t (Л"~) 
1 ponoY1t1 dokaz predhodne teoreme. 

"r/n)/l, 

f!:2.rпјеdЬа 2.8.1. Оа Ы usJov 1) teoreme 2.8.1 Ыо 1spunjen, 

potrebno је, па рг1rnјег, da funkciona1 f(x) bude strogo kon­

yeksan 11i strogo konkayan па 11. Оа 11 postoje 1 d.ug1 primjer1 

to nije poznato, а i ako postoje оп1 nloraju biti dosta speci­

jaJni. Na1me, oYdje se јау1ја jedan proble~, cije rjesenje u 

smislu "da~ ;1; "пеll daje dobar re'zultat. 

froblem 2.8.~ Оа 11 postoj1 nekonyeksan 1 nekonkayan funkcio-

l,аЈ f(x) cij1 је g.ad f(x)=F(x) injektiyan па Н i (3 r>o)(f(y);cf(o), 

ako је Ily~}r). 

Ako takav fllnkcional пе postoji. znac1 11 to da ;z ir1jek­

tiynosti Firasta f,mkciona1at(u smis1u 11m ћх)=+""), sJijedi 
1\)<' 1\ -"" ос. 

njegoya konyeks~ost (tj •. F(x) monoton operarn1'). Ako Ы se ОУО 

poslednje poka.tdLo tacn;m, to Ь; bio izuzemo dobar rezultat, 

jer Ь; za mOnotClh~st preslikavanja F:H........,.1t l~tf F:X-?X*) bilo 
dovoljno zahtiJevati njegovu injektivnost ~ nekl rast funkcio­

паЈа f(x), gr.d f(x)=F(x). 

Sto se tit~ prostora realnih brojeva R, iz injektivnosti 

F(x) i rasta funkciona1a f(x) slijed1 monuto,jo.t presJik.yanja F(x). 

U vezi sa problemom 2.8.1 еуо i jednog pr1mjera. 

Primjer 2.8.~ Hiperbo1icki paraboJoid (az=x 2-i. y,x.R, .>0) 

је primjer nekonyeksnog 1 nekonkaynog funkciona1a ciji је gra­

dijent injektivno рrеslikаvапје. Оуај funkcional пеПlа odgova­

rajuceg rasta, ра пе moze sluziti pr1mjerom funkc10nala f u teo­

renlanla 2.В.1 i 2.В.2. 

Ako se nа.и" konveksno.t funkc1ona1af(x) styari se jako 

kompJikuje, sto pokazuju 1 sljedet1 p.imjer1. 



Primjer 2.8.2. Za х I у R, neka је 

2 
У +4у, у<I, 

f(~)= 2 
-у +8y-2,I~Y"4, 

i -8у+30 ,у>4. 

'«(X':J)';'>'~'" ~(~). 
Neka је 

, , 

Za fiksirano x.R funkcional ~(x,y) Јта ekstremne 

vrijedno5ti ро у. Tacke u kojima funkcional ~(x,y) ima 

еkstrеПlпе vrijednosti ро у dobijaju se 1z jednafine 
I 

(2 "3) '(J("~)~O' 

I' (2.8.3), slijedi 

х+2у+4. y~I, 

x-2у+В , lf.y~41 

x+2y~8, у >4. 

Vezu izmedju х i у u (2.8.3) oznatimo sa У'У(х). Fun­

kcija V(x) је vi~eznacna. Evo njenog graflka. 

-6 

Sa 51. 2.8.1 se jasno uocav.: fu .. kclja у=У(х) је jedno­

,паспа ,а х';-6 I х)о. Za svako .. (-6.0) funkclja у=У(х) ima 

ро tri vr;jednosti i to u dvema postize minimum а u jednoj 

та ks i mUffi. 

Oznacimo sa y=Va(x) tacke apsolutnog minimuma funkci­

опаlа '{(х.у) ро у, za fiksirano х. Dоы�атоo 



Uocavamo, da је х=-3 prek1dna tacka funkc1je y=Va(x). 

U tacki х='3 funkciona1 4'('3,у) ima dvije tacke apso1utnog 

minimuma i ta dva minimuma su medju sobom jednaka. U tаfkаПlа 
x~ -3 postoji jed1nstyena tacka apso1utnog minimuma funkcio­

"а1а '('(х,у) ро у. 

Jednostavno se uocaya da pres1ikavanje y=Va(x) 1та 

nepokretnu tacku х=-ј, tj. 

U'(-!l,-!t)" '{'l-~I~)J V!:J"R. 
С , 3 

Dakle. 
'1';(- $J~)=OI ~(; ~=-1 

Moze se des1t1 da pres1ikavanje y=V(x) 1ma nepokretnu 

tacku,a da pres1ikavanje y=Va(x) nema nepokretne tacke. 11u­

strujemo ОУО sljedecim primjerom. 

Primjer 2.8.3. Neka је 

Neka је 

Slijed1 

/+4У+3, у(-l, 
2 

-у +1, -l-'y-,', 

i-4y+3, y>t1. 

i"'t2Y+4, у<-l, 
1 
lх-2у, -l~y~l, 

1 
Iа2у-4, y>t1. 

+/ 

Oznafilllv 58 y=V(x) vezu 

grafika funkcije y=V(x). 

1zmedju Х 1 У u ~(x,y)=o. Еуо 

-; о , ; 
~-- , 

-~ 

-2 



Za х«-"".-4) И (4."") У(х) је jednoznatna а za 

х< (-4,4) је vHeznalna, fUnkc1ja. Pres11kavanje у.У(х) јта 

tri nepokretne tacke, 1 to 

x.1"-~' )(,,=0 (. 

u tackama Х=Х 1 1 Х=Х З funkc1ona1 ~(x.y) 1~a tacke 

n,inimuma а u tacki Х=Х2 talku maks1muma. Dak1e, 

( :::Ј 0(.,) ) ( 'f (Х, ,Х с) '" 'f L (Х',:Ј), !I.'I Е О (Х, ), ё· <-, ~ ) 
i 

Slijed1 
r~./~ «(Х,,:Ј) ~O) /'" ~,xi) ,-ы.,~, 

Pokazimo da pres1ikavanje У·Уа(х) пета nepokretnjh 

tacaka. ОУо se jednostavno pokazuje. jer је 

1 
-'4Х+2. х",о t 

1 
-'4х-2. х;>,.о. 

Talka х'о је prekidna tacka funkc1je Y-Уа(Х) ј u Пјој 

funkciona1 'е(х,у) јта dvije tacke apso1utnog minimuma ро у, 

kOji su "edju sobom jednakj. !nace, funkcija У·Уа(Х) је jedno­

znacna za svako х,.,. о. 

I. pos1ednja dva primjera se уј";, kakv1 se sve pro­

Ыеп,ј јаоlј.ј" kada se naru~i konveksnost 'unkc1ona1a f(x) 

а пе kor;Sll se funkcional t..:>(x.y). PriПIjeri пат pOkazuju, 

da se zahtJevQm da funkcija y=Va(x) ima nept1kretnu tacku suzu­

је Ь'ој jednacina koje se mogu rijeSit;. ~tvdrno, u primjeru 
2.8.3 јеdпаё;па 

'('~ (X,~) = о, /,Сс ј -Х, 

in,a tri rje~enja а da п1 jedno пјје dobijeno poтo~" nepokretnih 

tacaka funkcije у·Уа(Х) (јес ih опа пета). 

Ocig1edno је korisno odustatj od zahtjeva da preslika­

оапје у=У (Х) јта nepokretnu tacku а zahtijevati da nepokretnu 
а 

tacku ima pres1ikavanje у=У(х). Kako је У(Х) vi~eznacno pre-

slikavanje, to је рсоЫет fiksnih tacaka dosta komp1ikovan. Moze 

'е postupitj i ovako. !z pres1ikavanja у=У(х) izdvajati neke 

пјепе jednoznacne grane i ispitivati da 11 опе imaju nepokretnih 

taCaka. 
Probleme koje ovJje sve jot treba r~~e~iti nijesu ni п\аli 

п; jednostavni. Оуај rad' је samo јесјап kord-k. па tom putu. 



3. PRIMJERI 1 PRIMJENE 

Оуа glava sadrz1 dva d1je1a. U prvom se navode neki 

primjeri 1inearn;h operatora koji se pominju u drugoj g10V;. 

Drug; d;o је posvecen primjen; rezu1tata druge 910уе па ;nte­

gra1ne jednoc1ne u prostoru Lp ' р>l. 

3.1. Pr;mjeri linearnih operatora 

Primjer; koje navod1mo predstav1jaju dio 1ineorn;h 

operotoro о kojimo је bi10 '1јес; u glovi 2. 
~ 

Pr;mjer 3.1.1. Neko је G= (0.2Ј ; G= И G , gdje је 
ТI-1 п 

G =[2_2- п +2 2-2- п + 1Ј 
п • • 

Neko је 

п 2 
2 , (t,s)~G , n~N. 

п 

1 
2' (t,s)~G1XG2' 

1 -'2' (t,s)~G2xG1' 

о, pri osto11m (t,s)"G
2

• 
-' 

RаzmоtrilПО integralni operator 

2 

Au(s)= ~oK(t,s)u(t)dt, u~L2(6-) 

Poka!imo da operator А zadovoljava YSlove: 

1) A~o I 

2) А ogran;cen; operator u L
2

(G), 

3) А nije kompoktan operator, 

4) (Au,u)""I/Aul,2,.H (о, ~J , 
5) А nije samokonju90von. 

Еуо dokozo: 

... "" 
1) Au(s)= S K(t,s)u(t)dt=L ~ K(t,s)u(t)dt, 

о "::ц Ь" 



2 S U(t)dt-
2
1 S u(t)dt, s<G

1
, 

Ь1 G.z. 

Aц(1)~ -21 S u(t)dt+4 S u(t)dt, 5.G
2

, 
6, б2. 

Dalje је 

( А u , u ): Ј; u ( 5 ) d 5 Ј: к ( t ,5 ) U ( t) d t , 

(Аи, и):2;.5.и( 5) d5 (r.::~( t ,5) и( t)d t) , 
Ј 

( •• ) .,~ 2 ; 
)."" (AU,U)"'-,.,(~,U(5)d5) '2 

L 

Iz (3.1.1), 51ijedi 

( v u=L
2 

(G»)( (Аи ,и)."о). 

2) IIAUI12.S;IAU(t)dt\2d5=L:;,\(L:',SK(t,5)U(t)dt)2dS. 
Эј G-i. 

Razvijajuti de5nu 5tranu p051ednje jednak05t1, Јтато 

"" ( ;12.) IIAUI12=~( S U(t)dt)2+~(r u(t)dt)2+212
j (S u(t)dt)2. 

61. 61 jel G,.j 

Kako је 

( s u(t)dt)2,; G 5 lu(t)1
2
dt,· 

Gn П G", 

to Је 

~ 

tj • 

IIAUI1
2
".;.G4

1 
1. Slu(t)1

2
dt_a\ S IU(t)l

l
dt+2l2

j
G

j
S,IU(t)1 2 dt , 

. 62, &1 ј"'1 6.1 

3. Treba da doka~emo da operator А пlје kompaktan. Вјсе 

dovoljno pokazati da оп пе prevodi 51аЬо konvergentan niz 1хп\ Iz 

L
2

(G) u konvergentan n;z u L
2

(G). Neka је 

" 
Xnlt) ~ t

2.2., t,,6n 

О, i-46r", ,,=-1.2.,з,,· 



N1z х (t).L
2

(G). 'v'n.N. Neka је h pro1zvoljna 
п ' 

tacka 1z 

Tada је >. 

(хо , 1,)1.= \ ~ '01-<) h ю.t.t \ '" '1. S! ~!tJ\>'.,(,t. 
~ry &n 

Kako G-""o, рг; """"'ОО, to 
п 

(><1"11 ") ~ ОЈ ~""i.. ,,-- оо (.. 

tj. хп~ о. pr; п_оо. Pokaz;mo da operator Д n;z {Хп1 пе pre­
vod1 u konvergentan n;z, sto Ы тогао ako је kompaktan. Stvarno. 

" 
\

2''1. 2 ". Go , 
AXolt)~ '. & 

О] -с, ") 

Oalje је 
е \f", >, ~ ) ( 1\ А- х п.; 1,) - А хn j-t) Ч - "' ) I 

"П.Li-

tj .У~АХп} пе то!е Ь1 t1 konvergentan. 

4) Iz (3.1.1) i (3.1.2). slijed1 1 

'1 ''L- '20() \ (цн)oU)'.,. C4_3-f"')(~ ЦI<)Џ) l' 
(А",ц)-о(I\А«1i ~ с 1\ ~ '" 

~, )? 
+(1-'2-0() L2.'(':,ЦЩМ . 

ј_, 6.1 

Odavde za ""(о. ~"1. imamo 

(Ац,ц);,. о( IiAцll~ u.. l'lCG<). 

5) Kako је K(t.s)7'K(s.t). to ogranl<en1 operator А 

пе moze biti samakonjugovan. 

Pr;mjer 3.1.2,. n!eka је u Hilbertovom P"~5-toru Н zadat operator А 

matr;com 
с -с 
О О 

О о • оо 

С со о о оо • 
О 

А = о о С Ј О оо • 

о о о С2 ... 
• • • • ••• 

gdje је 0<c
i
",k.i=0.1.2.3. ОО' Pokal1mo da је 

1) A~o. 

2) А ogran;ceni operator u Н. 

3) А=РВ. Р parcijalna izometrija 1 Б"'В*?о. 
1 1 

4) РВ"=В"Р. 

5) (Рх.х)"" ilХl1 2 , ~"(", ~} 



l,.O) 

1) Ot1g1edno је 

е 1fч," Н)((А-u,ч}>--о). 
2) Neka је u=(u

1
.u

2 
.... )<H. Sl1jed1. 

((д.цl\'1.= 2.с,,1.. u; t 2.С; ц~ + с;/{)l, t- c.~ ц~+ w_· 

Iz (З.1.З). s11jedi 

\ '0'4" f+) (ћАц\! '" Ы 11411). 

3) Objasnimo ukratko kako se nalaz1 operator pareijalne 

izometrije. Oznacimo sa 

( '.Н) B"~ NA. 

(Ј i 5) 
Iz (З.1.4) nalaz1mo operator В,а zat1m 

PlBx)~A", ".~. 

Slijedi 

2е 2 о 
о 

о о • • • 

о 2е2 
о 

о о • •• .. 
е 2 Ь ~KA: 

о о о • •• 1 

о о о 
2 

С2 .•. 

• • • • • •• 

Kako је в 2 samokonjugovan i poz1t1van operator. u ОУоm 
,lucaju dijagonalan. to se njegov kvadratn1 kor1jen jednostavno 

izracunava. Nairne. ;тато 

eV2 
о 

о о о • • . 

о Со П о о · • . 

е:. = о о е 1 о • •• 

о о о С2 •.. 

• • • • • • • 

Iz (3.1.5). 1mаmо 

.1. 
'-2. 

о ••• 

1-
"'- о ••• 

Р - о о 1 о '" 

о о о 
, 

1 ••• ! 



"с..' .• ".о,Шl,~.п.Чs"~Р x~ ~ II1<JI, ~p~:p*p.". 

4) Jednost.vn!m тпо~епјет matr!c. Рј.} ~epokazuje 
jednakost Btp=PB!. Jasno se vidi d,(:je OD.e,j."O· ... A nesamo­

konj'ugovan~ 

5) Formiranjem kvadratne 'ојте (Pu,u), !т.то 

(1)' ... '' /:1) (СР",Ч)3 ~~"II'), • 

tj . 

p.imjedba З.I.I. Ako u ргјmјег" З.I.2 stavimo H=L
2

(o,l) i 

2 
~Cir~l , tad. се oper.tor А biti nesamokonjugovani integralni 

operator tipa Hilberta-~mita. s jedrom -К 1',1) ~ - с. '(', 1<) I{'L(') ~ с, '{, ("1 'f,(t) т ~ ц '{,It) 'f, (1), ,-, 
gdje је ~'f,'r ortonormirana baza u L

2
(O,I). 

Napomenimo, da је Н u ргЈтјег" З.I.2 separabilan prostor. 

р.Ј.је. З.I.З. Neka је u separabilnom Hilbertovom prosto.u Н 

zadat operator А matricom {cti.ј~Џ-111.Ј_'_ Ј ,..t.J.(' је 

-iL);::;ј=2m+l. ffiE:N. 

2.) i =ј=2m+2 I m"N I 

~,i. .. j=1.2. 

o,pri ostal1m ; ,ј. 

Neka је х=(х 1 ,х 2 ,х з , ... )<.Н. Sa Рl i Р 2 =Ј-Р 1 oznatimo 

projektore sa Н па Н' • odnosno Не н'. Neka је 

Р1Х=(Хl'Х2.0'Х4tОtХб"")' 

Р2Х=(О.ОtХз·О.Хs·О •... ). 

Ocigledno 

Х=Р1Х+Р2Х i (Р 1 х,Р 2 х)=о, \fxo:H. 

Pokazuje se da operator А zadovoljavd nejednatinu. 

(\fx"" нжд.х,.),.. 211P,xll~- 11IP>KII~ 
G 



Primjedba 3.1.2. Neka је u prlmjeru 3.1.3 H=L
2

(0.1). р 1 н=н' 1 

р 2 н=н= н' . Operator А па НеН' је Integra1n1 operator tipa 

Hi1berta-Smita. Na н' operator А "јје Integra1nl. 

DоЬас dfo iz1aganja u 2.1 posyeten је operatorima kOji 

poslije итпо2ауапја sa nekim linearnim operatorom imaju "dobra " 
svojstva. То se moze uradit1 па y;~e nacina, а jedan od njih 

је dat u sljedetem primjeru. 

frio,jer 3.1.4. Neka је u Hi1bertoyom prostoru Н operator А zadat 

rnatricom 

Со -С 
о 

о о ••• 

СО СО О о ••• 

А = о о С 1 
о о о 

• • • • • •• 

Neka је С=А+А*. Operator С је samokonjugoyan i 

biti ograniten u Н. 

pozitivan. 

sto zavisi Primijetimo da operator А пе mora 
od toga kakay је niz {С ј } • 

Jednostayno se pokazuje da је operator C-tАС-l ograniceni 

operator u Н i da zadoyoljava nejednacinu 

(\fxc Н)((СtАсi"х)"~II'II'-, ''''(0,1]). 
Ako је operator А ogranicen. tada o~erator c-I mole bitf 

i neogranicen ; ogranicen. Recimo. ako је Д turnpaktan operator 
u Н, tada је c-k- neograniteni operator u Н. rogodnim izborom 

niza ~c.\ B10~e se dobiti slucaj 
1 1"" д \ 

( V ,,!,: \-t) <. (. с. -! А- С - 'z. Х 1'" ') ~ .,(, 1\ с. - '1.1( 11 '-1" ? Ч х. 11 ) 0/.;> о t ,.., ? О ) ) 

kao i slucaj 1 ~ 7, 1. \ 

" \fx. f1 ) (<'_-1 А е -'х, х') i' « 1\ А-С 'х 11 ~ ~ 11>.11, '" > о, f3 :> о ј . 

u pryom s1utaju operator с-! је ograniten а u drugom 

ogranicen је operator дс! u н. 

3.2. Primjene yarijacionog metoda па integra1ne jednacine 

Od konkretnih primjena teorije kOja је u ОУот radu radjena, 

nayodimo primjer integra1nih jednacina Hamerltejnovog tipa u pro­

storu Lp(G), gdje је G ,пјеr1јiУо mno~tyo pozitiyne konacne 



Lebegove тјесе n-d;menz;ona1nog Euk1;dovog prostora. Oznac;mo 

sa g(x.t) сеа1п" funkc;ju koja је рс; skoro svakom fiksiranom 

t<.o.G neprekidna рс XI<.(-аО,оо) i pr; svakom х mjerljiva u G ро t. 

Ako x<L (G).p>1. tada se operator 
р 

hx~ Ј (Xl')'~) 

naZlva ореrаtоrОПI Nemickog. 

Ako је ispunjen us10v 

19(x.t)\".(t)+b \хl р-1. 

gdje је a(t)<=L (G). Ь>о. p>~. p-1+q-I=1. tada је operator 
q 

Nemickog neprekidan i potencija1an. Nejednatlna (3.2.1) је 

potreban i dovo1jan us10v da operator h dje1uje ; bude персе­

k;dan 1, L (G) u L (G) (sm.[4.6.§19.1].C".1,2""J "с,:;.1,'1):.Ј). 
р q 

је 

gd ј е ј е 

O~.raLor h dje1uje iz Lp(G) u Lq(G) ; njegov potenc;jal 

х (:t) 

flX) ~ t(o) + s.м: 5 d-(~,t:)~, 
G ь 

f =const. Dakle, 
о 

ro.J f.<x) ~ hx ~ ~ «Но), t). 

Ako је funkcija g(x,t), рсl skoro svakom fiksiranom 

t€oG neopadaju~a рс х. imamo -- d.. \ 
( l (G.)' С< hx- "~ x-~> = ) (,;)(xl'), t\-;Ј('С.Џ)]-[Хli)-Уit)Ј t"O)) 

\f;XI~c r) Ј G-

tj. h је monoton operator. Ako је h monoton operator, tada је) 

saglasno teoremi 1.1.3,f.nkcional f(x) odozdo s1abo polunepre­

kidan. 

Neka је А ;nte""lo; operator iz Lp(G) u Lq(G). Opera­
tor А је oblika 

АЦ. - S Kl-Џ)tЩ).-\.t, Ч' Lr(Gr). 
(; 

Zahtjev da А dje1uje ;z Lp(G) u Lq(G) је potreban ; dovo-

1јап da operator А ьцЈе neprekldan. 

Razmotr;temo ,ато dva s1ucaja. Рсу; u prostoru L2 (G) а 

drugi u prostoru Lp(G), р,,2. 

Teorema 3.2.1. Neka su ;spunjen; us10v;: 

1) (hu-hv,u-v)~-2o( Ilu_v~2, u,VEL
2

(G). "->0, 

1 
2) I(A-(\" 2ol' 

3) (АU'U);'''IIМЦI12. 



Tada 

4) (3 r>o)(f(u»f(o), ako је IIUlI~r), 

5) h ogran;ceni operator. 

(СЈ u ~L2(G))(U +Ahu =0). 
о о о 

Dokaz teoreme 3.2.1. Iz prvog uslova teoreme, saglasno teoremi 

1.1.3. s1ijed; konveksnost funkc;ona1a 

о( 11 ц IГ + fll.L) 

па LZ(G). Sag1asno teorem; 2.1.16, slijed; tvrdjenje. 
Napomen;mo da,u predhodnoj teoremi)operator ф=Ј+Аh:Н---->Н 

п i ј е топ о ton . 

Trojka prostora L C.L
2
C.L , р>2 ; р-1 +q-1.1, daje pri-

р q 
тЈес kada је jedan prostor (L p) и10~;Y и drugi prostor (L q ). 

Neka је A:Lq(G) ~Lр (G). Predpostavimo da se operator А 

moze razloziti u proizyod 

А=ВВ·, 

gdje је B*:L (G)~ L2 (G) ; B:L 2 (G)-L р (G). 
f(u), grad f(U)=hu,defin;san па L (G). 

р 

Теосета 3.2.2. Neka su !spunjeni us10v;: 

1) 1im f(Bu)=+=, 
11 u 11 ----,. с>о 

2) о( IIUI1 2+f(Bu) konveksan funkc;ona1 

Tada (СЈ u EoL (G))(u +Ahu =0). 
а р о о 

Neka је funkciona1 

Dokaz teorem, 3.2.2. Pr;mjenjuju~i teoremu 2.7.1, sl;jedi tvrdjenje. 

Napomenimo dl> је, za ",.(о,!) ,operator Ф,.Ј+В*hВ iz L2 (G) u 

LZ(G) jako топоtоп, ра jednacina 

1'.2'<) u+Ahu=o 

;П1а jed;nstveno (је~еПје. Za o(,~(!.l) jedinstvenost (је~епја 

jednacine (3.2.2) пiје obezbijedjena. U sag1asnost; sa primjedbom 

2.7.1, m09u se razmatrati i slucajevi kada «4-(0,1). 

Pored iпtеgrа1пih јеdпасiпа tipa Наmеr~tејпа и prostoru Lp ' 

p>l, mogu se razmatrati i sistemi nelinearnih integralnih jedna­
Cina. Nеkз Је 

L р , п ( G) = /( и 1 ,и 2 ' ••• , и" ) : ";'L р ( G) , i = 1 ,2 , .•• ,п, р> 1 \ . 

Oznac;mo sa Lq,n(G) konjugovani pros<or prostora Lр,п,G). 

Specijalno za р=2. L2 је Hi1bertov prostvr. Neka је 
,п 



g;(U
1

.u 2 ..... un .t) "ео1по funkc;jo kojo odredjuje neprek;dn; 

operator Nemickog 

h=(h 1 .h 2 •• ••• hn ) :Lр.п(G)--> Lg.n(G). 

tj. (5т. [4.6. § 19Ј) 
'" \9;(и 1 .и 2 •••.• un.t)!,;. 01(t)+b 1 \u k\ р-l. 1=1.2 •••.• п. 
'"1 

gdje је o.(t).L (G) 1 Ь>о. 
1 q 

Predp05tov;mo do је operotor h potencljo10n. tj. P05toj; 

funkclono1 f(u
1

.u
2 

•••• u
n
.t). tokov do је 

" h 1 u=я;(u.t)=.}ч,f(u 1 ·u 2 ·····u п ·t).1=1.2 ••••• п. 

gdje је u(t)=(u
1

.u
2 

••••• u )eL (G). 
п Р. п 

Rozn,ol"lmo 51stem nel;neornlh Integro1nlh jedno~;no 

" 
u.(t)+l S K .. (t.5)g.{u 1 (5).u2 {5) ..... u (5).s)ds=0. ;=1.2 ..... п. 

, j-1<:r1Ј Ј п 

Neko је 

Alj U{t)= ~ K1j(t.S)U(5)d5. 

ograniCenl 11nearnl operator I. Lq(G) и Lp(G). р"" +q-1 =1. 

Razmotr;mo matricu 
п 

А= lAlj)"j~1 
i operator !','Ј; опа odredjuje 

Ац tt) ~ ~ Кii/ј)ЈЩ)d.),,, 
gdje је u(t)=(u 1(t).u2 (t) •.••• un (t)) о K(t.5)=(klj)',j~\' 

РО2Пdtд је sljedeca 

Lema 3.Ј,1 (sm.1.22.1J). Do Ь! operotor А Ыо pozitivan potrebno 

је i dovoJjrlo da 

det(A1ju i ,иј)1 .ј=1.2 ••••• k ~ о. k=1.2 ••••• n. 

Ako је Lp.n=L2.n=Lq.n' todo se mogu zadavotl и510Уl по 

operator А ; funkc;ono1 f. koo u teoremi 3.2.1 1 u rezu1totu 

dobit; do 5;5tem (3.2.2) lта rjesenje u L
2 

(G) • 
• п 

Pretpostov;mo do se operator А то!е pred5tov;t; и obl;ku 
Д=ВВ*, 

а B:L
2 

{G)-..L (G). р)2 • 
• п, Р.П 



Uredjena trojka L c.L CL је pr;mjer u1oZiv;h prostora. 
Р.П 2.п q.n 

D~jut; па В ; f us10ve sl;~ne kao u teoremi 3.2.2 dobijamo da 

sistem (3.2.2) Јта 'је'епје u L (G). Уа,; i primjedba data 
р.п 

pas1ije teoreme 3.2.2. tj. da za odredjene vrijednost; раса-

metra ~ sistem irna jedinstveno rjesenje. 
Naravno. mogu se primijeniti i druge teoreme ;' ~2 u ,а­

visnost; od toga kakav је operator А ; funkciona1 f. 

Magu se razmatrati ; ne.to op.t;j; sistem; integra1n;h 

nelinearnih jednafina. Ukazimo samo па neke oznake. Oznatimo 

sa 

!рј· јр 1· р 2····· рп) • 

prostor vektor funkcija u(i).{u 1 (i).u
2
(t) ..... u (-1;)\. u.It)~L (G). 

п 1 Р i 

Рј)Ј. Sa Liq\(G). {q\.{q1.q2 ..... qn\ozna~;mo konjugovani рсо­

star prastora L{p} (G). Dak1e. 

- 1 -1 
Р; +qi -1. 1=1.2., ..• п. 

U slucaju р1·Р2 •••• ·Рп·2 prostor је Hi1bertov i ozna~ava 

se sa L{2\(G). Pomenut; operator; А;ј (;.ј.1.2 ..... П) dje1uju 

;' L (G)ч L (G). р:-' +q-:-1 =1. p.~2. 
qj Рј Ј Ј Ј 

Na kraju napomenimo da su se varijaciunim metodom pri 
rjesavanju s;stema ;ntegra1n;h jedna~;na (3.2.2) pod razl;~;t;m 

uslav;lIla korist;l; Golombo [22.1) ; Kripl.ono lll.lJ. Оуе posledne 

Qznake su uzete iz [1.).1Ј. 
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