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ПРЕДГОВОР 

Пнсоови (Pisot) HJlII П иео-ВНщtј арагаВf.tП()БII (Ј )јс,( )1- \"iја:,ШЂgЈl<l­

\Ian) бројеви H~(ajy Д\']'У IIсторију. ПОШТО се IH.'Y'];-ll:Нlј,- још од 1912. 
РСl:tJlНИ а.пгсб"'РСКII НС() Gpoj је Пнсоов ако 11 ('еН!!) (II~() су CBJI .(руг"! 
ЊC['OfНl {LТlгсб<tрскн КОЊ\Т(i'ј'И ПО ~ЮДУJlУ строго ~ј{ЈII,И ОД 1. Ови 

бројеви се поја.в.љују у МНОГИМ IХ\:3Лf!ЧПТНl\l ot)-'!il,Т![!>.Ш истрюки­

вања у мС\:гсмаТИЦll lйО ШТО су бета рн.эвојн, ,11f(i\-]I!i.тпа покри­

ваља природних бројСГIil, квазп-рсшсткс и КВЮИ-КРII("'I'fI.'lП, СI(УПQRИ 

упузсцн У хаРI\IOнијС1\l)ј <tНlUIИ3И [311\ и СаЛСI\ЮRII I)Р(I,il.~t.JИ [311, [32\­
у ско[>нјс врсме ЕрДl)]ll, Јп И I(оморшщ Су 111I1]1\llјlCi,]И Il'зуч;-tвањс 

спектра ДСфШ1ИС(1,НОГ K(iO {жун ВРС;ЏIOСТII неке ф,):,III.'i·.!јс [Ю.;IIIII(Њl<i, 

Ч нј ~'l ,у коефицијСНТll (['1 KUH<iLmOr скупа целих брuје [;,ј, :1<1.. фl! КГ'Н 1)<'1-

!Н! рсалt!ll ар['умент 4· ОСНОВНО Ш1IЋЊС У 01301,[ IПУ'I;:шању, јесте 

С:й које q ЈС спектар дискреТ<tН, (Ва.ља Н<1..ПОI\-ЈСI1\'ТН ДCl је eГlCKTajJ 

дис!(ретан Уl\О;lИКО .v И<1.. ком ОГР<tничеIlО~1 ССГИ('l[ 1)' P('i"o,HC ПрilRС 

може бити lIајВI1Пl(' КОН;tЧНО много слсменаТ<t СПСКТР,I.) По:ш<'tТО је 

,ТЈ;а уколико је (1 П~lС()()Г\ број, спектар је ДIIСКР!'РНI ГЈе, об:mра И"3 

ког кош\чног СКУII<1.. БН.llИ коефицијенти фа1\1llЛII.јl' 110 1111101\[1-1. Бижо 

(Bugeallcl) је први I [Оlй-1сLO да је и обрат прстходне pl.''-l('НIIЦС 'IЋLJi1.Н: 
ако је спектар број,! Ч ,щскретаli эа сваки КОII<Ј'I,Ш СК\ Л, И'1 којег СУ 

косфицијспти фаI\ШЛllј\' 1](),"IИНО~IС1, Тfща је (/ П![('ООГI Г)рој, 

Основни HepCТIlCHIl IlјЮUЛСМ у овој области ,il:Cf('. ;V'КО.'IИКО су 

коефицијспти фаМII,гшјс ПОЛИЈ-Ю1\'I<t ю СКУ1Щ {-1. О,1}, да Л!I ваЖl1 
ХИI1Отсэа да је СПl'КТ<tј) броја q, .у оэнаци Л((ј). ,1I!('KPCTi:lH ако и 

само alЛ је q Писоов број? На НСТО Пllтаљс ПО.l \т'-ювом да су' 

коефш.щјснти фFtIlIПЛI!.iс полиноыа ~B СК)-'Щi {-- L. L}. / [(оы с.'l.УЧ<tју 
СlIсктар СС о:mач,ша С,) А((ј), НСДi:lВlIО СУ БОРВС'!IН II Х"р одгorЮрИ.'lН 

негативно. Они су l!iLТll.llИ ПРП1\!СРС НСППСООН~IХ ()j'Oj('f-НЈ, 'llljll С\ 
СI!СКТРИ A(q) ДI1СКР(''I'lНI. У овој диссрташфЈ [ј1[!Н' llрсл.rТ<-lШЪСll 
БССКОllFt'-lCtJl низ I1СПlIСОЩН1Х бро ј(~Щl чпј 11 су спеl~Тј јјЈ А.': (ј) )ЏIСК pCTIIII. 

Појсд!шс резултате ове Ц1IссртarЏlјс аутор је всћ ()u,iащlO у р<tДОl:JШla 

[36[, н [37[, 
IlpBil глава је .\ЪО'lНОl' юtрClЕl'ера 1I у љој ('\ -'-1,1'1(' _1ефШl!Щllјс 

и особине Пнсоmmх, ('Н./(СIIЮIШХ бројева ю\о 11 (']["1,'];\1';\. )/ другој 

г.па IHI, У TpCrl('e.1 OД('.'Ы~". дата .ie фсшил иј а а'l Г('U;-Ч)( '1\ Ј г" r1POiCR<-l Lшји 
±l спектри су дисч}("i'lIll. Ово је резултат Kojll.k ;i\' Ј \)[) 1Н~H објаR!ТО 
у [36Ј, док је'у ЧСТВРТОI\l ОДСЉI{.\' показао да П' О. -1 CIJ(:KTPII liсте 
фаиилијс бројсl:Н\ 'l<1I(()!jc дискреТАН. 



ПРЕДГОВОР 

у TP(~ћoj главп латп су резултати којс је аутор всћ објс\ВИО у !37]_ 
у СВОЈ\! r!С'!'!ЩЖr1ЈЈI\ЉУ Борнсин и Хср су раЭRНЛI1 iUIrOPtITHJ\! и ЩЮГ'­
рам који Ilрепmнају када је спектар дискретан. Недостатак ОВОГ 

алгоритма је што он не може да се заустави у случају када спектар 

НИЈС Ј(искрr:тан. У овој глави дат јс а.лгоритам за и:-зраЧУНR.ваљс 
. . . 

спсктра, ко.1и прспознаЈС да ли ЈС спектар дискрстан П.-ЈИ нс и зау-

ставља се у оба случаја. Коришћењсм овог критериј.VЈ\lit ;~eo хипоте­

зе Борвеина и Хера је дока..3ан: ако је 1 < (ј < 2 и А(ч) је Дl1скре­
тан тада СВН реални коњугати броја q су по ыоду,-I.У мањи од Гј. 

За БССКОШ-i'--lаt! 1-!и:3 бројева 1'2т за које је ЗаИШ1 [42Ј показао да је 

А(ђщ) дискретан, коришћењем овог критеријума аутор показује да 

спектар Л(г:.ь.,,) није дискретан. За дато q Е (1,2) дат је оригиналан 
алгоритам који изра'Јунава. ниэ ± 1 полинома Р,,(Т) таквих да, реше­
ња й .. > q једначина Р,,(.Т) = "':1 'щдовољавају О" ------> (ј. 

у '--Iствртој [m-нН! установљена је бијеКЦI!ја Ю)l.!сђу спсктара и n­
ДИМС'IIЗИОШ'lJIi!ОI" I:H~KTopCKor простора. Пока:lано је Дс, се итерације 

могу предС'пшити ПрИЈатељском матрицом )l.!пювrмТIОГ ПОЛИНОНR. 

Такође је показано да .Уколико је спектар броја (/ ограпнчен тиме се 
при нтерацијама онемогућава кретање ДУЖ сопственог всктора који 

одговара щtјвећој по моДУл}' сопственој вре ... 1НОСТН а ro је (ј. Стога 

се ca,~a итерације крећу дуж соп('твеног вектора Koj~1 одговара Гј2, 

другој ПО величини ~lОдула COrJCTBeHoj вредно('ти_ Тнме можемо 

мгоритам у трсћој I'.I!<ШИ још побољшатн. Устано(ньени су одређени 

ОДНОСИ којп са l!терацијама конвергирају како за 42 ре<iЛНО тако и 
за Ч2 комплеЈ~СНО. 

у петој l'ла81-1 аутор се бави спектрима са иницнјаЈIНОЈ\! вредноrп­

ћу који МОЈ')' rюмоћи изучавању спектара. Нађен.iе услов који 

иниција.!Iна врСДНОLТ треба да испуњава да би спсктар био дискре­

тан, ако је (/ Писоов број. Показано је у овом с''1учај;.' да је добијени 
опсратор контраКЦИ.Ја_ 

у шеетој глани наведене су основе итсративнс тсорпјс. ПОК<l:ЩНО 

Је да Је скуп псриодичпих тачака ограничен. и да, УКОШ]КО нс садр­

ЖИ бијективпе слике елемената скупа S, СПСЕТа,р НС Ј\IOЖС бити 

дискретан. Овај скуп j(~ I'.УСТ У T:~B. атрактору. који се пак Ш)ЖС 
одредити мсто)Џща фракталне геО\llстрије, тако Дп се критсриј.'i\] 

ЭfL ЩI(,КРСТНОС;'Г СIIСКТР'" своди на проверу Д'" ли одређена Т<-I'lка 

rIрИШЏЩ СКУ]јУ Ј-]ЛИ не. 

З",ХВ<-i.ъујС1I1 Професору др )[(арку Мијај.ГIOвиrl.У на корисни)I.J 
саветима н еf(СrlеДИТИВНОСТИ у всзи са ПРОЦСЈ1,уром коју ОВ", Тсза 

мор8. да IIСПУНИ. Академик}' Професору др Александру Ивићу, 

који ми је ПРУЖИО сву могућ.у подршку, од BIICOKO-CTP.'\-"lНe преко 

лекторскс до !>.1ОРRЛНС, -заХВfLљујсы на својском сзалалtњу како би ова 

Тс:щ УГЛСДFlла светлост дана. Професору др Александру Липковском 
захваљ.v.iе~] на лобронамерности, а ВСЛИКУ :шхва.г!Ност Д}ТУЈСМ и 

својој породици на рюумевању и беэрсзсрвној подршци. 
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ГЛАВА 1 

УВОД И ОСНОВНЕ ПОСТАВКЕ 

1. УВОД 

Једна поссБНI-t ЈС:lаиЈ. бројева, свеприсутна у /..ЈЈ-!ОЈ им оБЛ<1СТИIIШ 

МаТСJl.Јатике, су такоmд.IIИ ПUСООGU бројев'u, чије lЮРСКТIO, особине 

и ынога lюј;--ШЉl1ваља rl(~ бити тема ОВОГ рада. HCI\I! једноставни 

прим(~ри l1иcuових бројсnа јесу :3ЈII:LТНИ пресек (ПРllб;IIIЖНО 1,6180.1), 
ени цели бројеви већн ИЛИ јг.Дf!<tКИ ОД 2, и рсаJIlШ КС'РСIJ !lОЛПНQма 
т3 - 1: - 1 (приближно 1,324718). Ca.ТICM је ПОК;\.>;-Ю да је скуп 
Писоових бројс[щ nссконачан и богато СТРУКТУИрiЩ ;:'·lного TOrR 

је IlаПНс1:tНО о броју т = 1+2.;5 који се на:,ИВ,t :,3Лё;ЈНfl нресск а такође 
и божанска прorЮЈ)I\!lј(t]Ј ко.iи ПРИШЏЏ1 овој КЛ(I.(;Н Gpoicna, Ппсоови 
бројеви имају Д.Ј'Ј'У IIСТОјЈију, ПОШТО ИХ је ПРО.\"ШВi\.О Тју (Тlшс) јот 
1912. CaJICJI.[ се -~ш!Н'[('рссошю :за Писоовс бројСL\С 1/ ::!(Ю!' њихове 

особш!l' да q" -+ О (тасЈ 1) када п -+ се, Порсл 101'<.L С<-tлс:>.r Је 

пока:љо да су то је/џпш ilлгебltрски бројеви са ОВО.\I ()соU!!нщl. 

2. ДЕФИНИЦИЈЕ 

Подсетимо се слсл;сћ нх дефиниција. 

ДЕФИНИЦИЈА 1. i\.1!!'ебарски број је ко,мnлr:~'('(/Н БРОЈ 1.: КОЈи Је 

'li:upeH н.еnог ~елобРО]l-l,()? nол:u:н.о.м:а (mј. nолuн.UАtIL ('(ј 'Цслоброј1-tU.м 

коефU'Ц11]r1-tm. uл-tn) 

где су И; Е 23. 

ДЕФИНИЦИЈА 2. :\111НИМални ПGЛИНОМ н.eЋ~O" 1l.I?lбаРСКО2 брОЈа 

х Је 'ЦелоБРОЈ'ltu 1Ю.lut,tt,ОАI н.ајЈ14д1-Ьег стеnен.и 'ЧllЈIi./е r.;UjJeu х. 

ДЕФИНИЦИЈА 3 А.Ј!'(~барски цео број је ClАс'!·:бор! 'Х;U БРОј 'ЧUЈИ 

.лt'tt'll'lt.МЛЛН'I/. nшmНQлt 'tHla Goorn'11, 'r.:осф'u:цuјсн.тn 1. 

ПРИМ!::Р 1 1. 3лctТl!l! rrpCCCK ЈР алгебарски 'Цео ПрОј- Њр?оо .At'II,1-t,И-, 
л-taЛ'Н,'(t nОЛ'll'Н,QАt ]f .. Г ./: - 1. 

д ЕФ ИН И Ц И.Ј А 4, Ат '(~G(tрсюr КОЊУГ(lТИ 'J-UЖ,Ol П, 'I:!!'i)ГLjJC!i,02 броји 

:г С:џ остали корени AtUH алtaлн.ог nолu1-tОАШ броја .С, 

ПРИМF:Р 1.2, :-3Л(\,ТНIJ пресек т uмаМЏ1-ЙLналн.u n().'I'J.H.OMX2 -1'-

1. Другн поре1/. 0010<' 7tO.1.Ii1tOMa је 72 = 1 2V5 те с:џ т 11 '.'2 алгебарсn'И 
r.;O"ibyzam'U. .7еиан. uPUZOAt. Прим.ет-има да је IТ21 < 1. 

1 



3_ ОСОf)ИIШ писоових И САЛЕМОI3ИХ Б!'ОЈС:В.\ 2 

ДЕФИНИЦИЈА 5_ He1f,a је q ршл:ни алгеба]ЈС'КU 'Iit:u б]юј (3сћи 00 1 
'ШЈи је степен п u ие';гд су Q2, qз, ... , q" ал?ебарсга( г,."!!1Ыјгаuш броја 
:г. Тада 

(1) A1f,o вшжu Iq)1 < l,ј = 2,3, .. . n, онда се cf uааuва Писоов 
број. 

(2) А'Ко Gn:)iCU Iqjl < 1,.1 = 2,3, .. . n, u баре,лt за Један lъl = 1 
ОНОа се q назива Салсмов број. 

Пf>ИМF.:;!' 1.3. Број 7 је ПuсооfЗ број зато што је 011 алгебарс1f,U 

'Цео брuј степена 2, ITI > 1 U за његов алгебаРСIi:U г,'О1f1!Јюm ва:Ј/Си 

IT21 < 1. 

ПРИМЕР 1.4. Поr;.маmрамо 1\ореnе nолuн.ома :TS _1·5 _;1:4 _;1'3 + 1. 

}r;iJaH IЫ?'ОА 'КОРРН јА :::;;: 1,2806 и оп је Салемов број. 

3. ОСОБИНЕ ПИСООВИХ И САЛЕМ ОВИХ ПРОЈЕВА 

Поново Н;НI пример броја т !lюже бити ИНСПИР<-\ТIIВi:\Н, ПО(;МсП­

РR!\Ю IПП 

ПРIIМСТИМО да јс 

1 п п 

п = т + т2 · 

[о = 2,11 = 1,12 = 3,l:1 = 4, 

тс ОЧСКУ.lемо Дct су сви '-Iланови низа цели. ТО :3ftHCJ'(I. IЩЖИ јер је 

овај НlП, щnнатији юю Лу-к;асов н.из, врло БЛИ'зак ФибuначијСВlI/I-I 

бројевима. 

Видсћсмu, заправо, да слична особина важи за бшlU који алгс­

барски I(СО број. 

ЛЮЛА 1.1. Не'Ка је qj алгебарс'/CU 'Цео број "-шЈu 'Ко'њугаm.и су 

Ч2' q;j, ... ,q". Тада Је ({~" + q;" + ' ., + q;~ Е Z за т Е 2. 

ДОКАЗ_ Нека је Г(:г) = (:г - ({ј)(Х - (}2)' - - (1" - (1,,) ~lШiИМct.:ЈаН 

ПОЛИНОМ броја Ql' Тада је 

" 
Iп Р(х) ~ I: Iп(, - q,). 

;=1 

Р'('2 ~ ~P(x) ~ 1 
Р(.Т) dT ,1:--Ql 

1 1 
+ +".+---, 

:r - 112 :г - 11" 



:Ј. ОСОhШII'; IIIIСОQВИХ и САЛЕIIЮНИХ bl'().I!:'IJA 

Ј:"-IР'(;) 

х" Р( ~) 

1 1 
1 + 1 - Чl -
" , 

п = 

LLX'1if 
<==1 Ј==1 

= п 

LX'LIif 
ј=Ј '==Ј 

l 
+ .. + --

1 
Ч, 

. i] .', , 

Нека је 8) 

J1M<tMO 

Хоћсмо да докажеlo.-Ю да ЈС s, Е Z. Даље 

:J:"-lp'(l) rx;, ж 
'--_~.c.-'~· = '""' 8 .тЈ = П + '""' 8 1'), 

.1"" 1-'( ..с Ј ~ Ј L- Ј 
,. Ј=О јсо1 

јерје 80 = n. Нека.ЈС Г{1") = 1'n + an_J:J:""-1 + ... + 011" + ао, тада је 
хт! Р( ~) = 1 + а". I'Т + . - (Ll:rn-l + ао:г". Оtю се па:НIlШ pev;unpu"t1t'U 

nолu'Н.о.м полинома Р Слично је 

.Tn-lp'(~)= =7Ј + (n--l)(1,,,_ј.т+(n-2)а"_2 +. +аlх,,-l. 
1: 

Зато Ю.ШМО 

п + (п - l)a" Ј:Г + (IL - 2)а" 2 + ... + ај:т,,-l 
1 ""!- а,,_lЈ." + ... + аl1:" Ј + аох" 

,\" =n-L 8 j1·. 

]=1 

Сада, упоређујући ко(~фнцијенте) добијамо РС/1.0/о.1: 

(п - l)аn .. ј = nа"_l + Sj. зато је 81 = -а,,-1 Е Z, 
(п - 2)аn _2 = 'ГШУ!_2 + .'оЈ а" -1 + 82 тако да је 82 Е Z. 01>(' експлицитне 
формуле за .5ј зову се Њут:НО6и Vac1tтuтeт·u. О 

Сада мткемо докюати једну интересантну ос0611 ву Писоовнх 
бројева. О'щачиыо са I!YII растојање реалнО!' бгоја Ј" ОД најБЛIIЖСI' 
целог броја тј. дефШШШИl\Ю 

lkll = ПIiIllх - ml· 
1'll"';{' 

ТЕОРЕ;-"'[А Ј. За С6и,,1.t ПUГ;ОО6 број q 6ажи Illjr" I1 .. , U -,;;ада m -1-

СО. (Друга-Ч;II.је ово .HO,if(t'::MO эаnuсаrrш -,;;ао q'" -1- () (шщ1 Ј}.) 

ДОКАЗ, НСЮl је гј степена п (тј. ЊСiОВ МИНИ.\Т;-UlЈ1И rюлИlIOМ Је 

('ТСПСН<I. п) И HCK<-t су ЊlCl'ОВи алп::барски коњугатн (j~, !Јз, ... , q". 
Како ј<с I(}jj < 1 Зи све ј, тада је р = ш<-tхјц)1 < 1. Пошго ј<с, 

захваљујући претходпој ЛСМИ, qm + q'2' + ... + q;;' Е- Z :-.юра бити 

m '" + m О ( d 1) q +1}2 "'+q'j = то 



з, OCOblh-!r<: l!ИСООЈ3ИХ и САЛЕ:МОНИХ БrО,ЈF;Е;А " 

тсје Iq"'+q~n+ .. ·+ч;"i < Iql"'+lr12I tп + .. +lq"I'" < 11J1"'+(n-1)pfН---? 
Iql'" каЈЏ'!, т --'> оо ТаКО да (ј"" ........ O(mod 1) када m ---? ,х О 

Сада се на,\lсћс питаље да ЛИ су Писоови бројеНll Једини са 

особином да, када т ---? ОО, qtJl тсжи ка цеЛОIII броју. Ово питање је 
за сн-да још УАек нерешеflО, ШIИ оно што се зна јесте да су Писоони 

бројеви једини uлгсбареки бројеви са ОВОМ особиншл. ОНО је rЈОКН::ЩО 

Са.пем [32) слсдсћпм 1"соремама. 

ТЕОРЕМА 2. Ако Ј(; q > 1 алгебарс'lf.U број така.в да постоЈи 

реалан БРОЈ.\ са особuном lI.\q'" 11 --'> О ·,,;ада т ---? оо тада Је q Пuсооl3 
број. 

Некад је тешко рсћи да ли је неки број алгебарс](и или НС, па 

може бпти ]lOгодно КОрИСТИТИ следсћи тест. 

ТЕОРЕМА 3, A'lf.o је q > 1 такав да nостОЈН реалан број .\ са 

особuн()м. 

:L 11 лq'" 11' < оо 
",,==0 

тада је q Пuсuов број. 

ДОКАЗ. Видети [32Ј СТр. 4-10 доказе ових двеју тсорема. О 

Стога эшtМо !Џ! П иеоови бројеви имају особину" l"сжсња ка целом 

бро.i/!, и )Џl су онн једини алгсбарски бројеви са овом осоGином. Да 

ли ностоји неки број q који није алГL{)арски (T1iKaR бро.i се нюива 

трн.нсцендснтан) са ОВОМ особином, није познато (\.,пи ОНО штО ЭШtl'llО 

Је 

Т80РЕМА 4. С'!Суn С6Н.Т бројева q mа'!Свих да IlqШ11 --+ О(пюd 1) 
'!Сада 171 -+ оо је nреброј'U6. 

ДОКАЗ. Видети [32] стр. 11. о 

Још јСДI-;l1i ~оf:iичнн. особина Писоових бројсв<I. јс ДОКсlЗана,: 

TEOPF:;MA 5. Скуп сон.т Писоовuх бројева је затворе'н,. 

ДОКАЗ. ВИ/l;ети [321 стр. 13-21. о 

TEOPF:MA G. Постоји нај.Мд1-/Ји Пuсоов број ~ 1,3217. 

Одрсл,ио 1'<1. је ЗIIГСЛ [331, ТО је рса.пни корен ПОЛИНUМ,l ;у:' -.1" - 1 
1351_ ПUНlати је да је сваки 11исоов број тачкс, Ј[ш·шrилава.њн. ('KYlla 
С;сиН~~IOВ!lХ бројсп~l., Није познато да ли пuстоји најl'llШЫТ Салсыов 

број. Најы<-l.ЊИ којег је пронашао .!Темер још 19:33 [24] је ~ 1, 17G2, 
корен полинома .т](] + Ј·и _1 .. 7 - :г б - ,1'5 - з:А _;уЗ +.1' + 1. i\lањи пример 

није нађен упркос бројнпм истраЖ/1вањима у3 поиоћ p<l' Iунара [4, 
7, 26]. Није ПО:Ш"то нн да ли је скуп Салсмовнх бројеlй ограНИ9ен 
ОДО:3,ЈI;О бро.i(~I'IЈ оБЛНКd 1 + о где је о позитивна константа. 



;Ј. ОСОЈ::.ИНЈ:: IШСООНИХ И САJIЕМОВИХ Г;РО,][:ВЛ 

ТЕОРЕМА 7 !lЋ;tЈ jf'.~ > 1 Со.ле..м,О6 број тос/а ЈI ~ ~'(J'H,y?a.rn 11, сви 
други '1(',О'њугаЈn.u ,~'" :юЈо(юљаваЈУ 1811 = 1. Дшы:. })(,I 1 . . ,i[u:пu.л.шлн,'Il 
nОIl:И:НЛМ, броја з, 'lJ.на llараn стеnе'Н, u ре'ЦnnРО"И~l)l_ (rn.j. Р(з;) = 

т'Рс±! 

ДОКАЗ. По lЏ:фШI!Щllји 8 има коњугат 8Ј 3;1 ((OJI! вюки да је 
ISjl = 1. Како је Р(.Т) нерастављив у Z, SJ i- 1 . .'i

J 
# -1. Стога, 

пошто је полином Р(х) цслобројан па дакле је и рса:ШIl, S Ј' комплек­
епи кољугат броја НЈ' мора бити алгебарскн коњ}т:--tт (,роја 8. Тако­

ђе, пошто је Isjl = 1 И0ра бити 8) = }Ј" _ KftKO је Р(Зј) = О и 

PC1
) = О, и пошто j(~ Р нерftстављив Р мора БНТII рСЦИПРО'ЈаН , 

1I0ЛИНОМ, СТога, слободни члан полинома мор" БИ!'11 1. и :щто +-.. , 
мора бити љегов корен, Пошто је број корен(\. гшран. Р(х) мора 
бити парпог С"ГСlllЋi1.. О 

ДЕФИНИЦI1Ј А 6_ Нека је nоли'Н.ом Р(х) = а,,:г" + а" _1 Т"-· 1 +. --+ 
ао· Висина nОЛuн.о.лш )f' 

Н(Р(х)) ~ шах{lа"l, 1",,-,1,···, laQI) 

Један Ca,lJ,a већ КшtСII'!ан резултат који је дао Бижо [91 корщ:тећ!1 
Гареијину ле!ну [161, 1101(Flзује нам да ако је q ПIJС-ООЕ број, а Р(1.") 
је било који ПОлин(щ IНlеине m са целим коеф!ЈЦН.Је(ЈТИ~1(i, Тада је 
ИЈIИ Р(Ч) = о I1JIп је Р(ч,) на удаљсности од нуле која нс може бити 
маља од одређене доње I'раницс независно о KO~1 ,(' ПОЛННОМУ ради. 

ТЕОРЕМА 8. kl\:U)(': q Писоов број, 1L Р(х) Је .мл к;ој-п nОЛUНQМ 
висине m са целим коефuцnјенmuма, тада nостојn '/';(''1-и;mаиmа с = 

c(q,тn) таква да]е 'UЈШ P(q) = о UJl.H IP(q)1 > С(Гј, 111)_ 

ДOKA~~. Претн()('таг:щlO да је Р(Ч) i- О. Неи1 С\' Q2· qз,· , ., Q" 

коњугати броја q. Еако је q алгсбарски пса број. Р(Ч)Р((!'1)··· P(qrJ 
мора бити јсднак ЦС.'IШI броју па И!\lамо: 

Одавде с.леди .Ца је: 

11'('01 > 

> 

> 

> 

1 

IP(Q,)P(Q,,)I 
1 

П:~2IР(q,)1 
1 

П~=2 I:}:o mlq, IJ 
1 

П:~,(l -lq,l) 
1П" I 



4. СПЕКТРИ G 

Сада ЩЩ остаје ca~т да дефинишемо с(ч, т) = Ј 1:' ,(!-~ > U 
'" " 1 • 

о 

4. СПЕКТРИ 

Доказ постојањ<-t границе c(q, т) у претходној lсореми је КОН­
структиван, а.ли граница није одрсђена најбољс ~ЮГ,\'ћс. Намећс се 

питаље којl1 је то најбоља могућа граница c(q, т) 11 какоје одреДIIТИ. 
Да БИС1\Ю израчуна/нт аПТИI-.-ЈаJlНУ вредност:щ с(ц, т) т[!сба да оба­

вима минимизат.Џ1ј,v вредности P(q) по свим ПОЛИllOl-.lш,нt висине rn 
са uслиlvl косфицпјснтима, при чему је P(q) > О. 

ДЕФИНИЦИЈА 7. Спектар БРОЈа q је с'к.уn вресЈиосm.n nолu'l-tо.ма 
";.-иј-и н;оеф-uv,uјеuт·u .. морају бити из не1Сог 'if:U1Щ'-i1-l0i! (:н;уnа -целих 

бројева. 

Може бити гштерссантна и структура спектра а. }ЈС само просто 

одређивање љсгове најмање позитивне вредности. 

Ердощ, Ја и Ко;"юрник [12) су међу првима IЛУ'-Нiвали СIlсктре 
реа.лних бројева. СI[ектри којс су они рl:lЗматра.пи, ј'снерисани су 

класом поЛИt!Ома сшји су коефицијенти само О и 1. Pi:1:3Il-ЮТРИ~lО, -за 

ЧЕ(I.2), 

У (q) = {t(] + tl Ч + ... + t"qn : rn Е lЧ, "-, Е {О, ] } } = 

_{ 22.2} -- О,I,ц,сј+l,ч ,q -r-l,q +q, ... . 

Уредимо скуп У((ј) КiЮ {Уа = О < У1 < У2 < У:Ј < ... }. Ердош,.Јо 
и КО!IJОРНИI{ су се ба.вили РНЗЈ!ИКОМ YIc+l ~ Yk. Они су lшказали да 

за q > т (где је т златни пресек) постоји БССКОfШЧНО :--шого бројева 
таквих да. је Yk+l - Y~' = 1. Ако је q < т и q је Писоов број ОНИ 
су показали да Yk+l - Yk' --++ О. Касније јс показано (Ердош, Ја И 
Ја [11]) да је Ylc+l ~ Yk < 1 за свако ". Ако је q Писоон број који 
је нула [юлинома Х" -- Х"_l _ ... - 1 тада је Jiminf{Y/;+1 ~ Yk} =~. 
Ердош, Јо и Ја су поставили питање за које друге вре_1НОСТИ q је 
овај ннфимум строго Бсћи од нуле? 

Онај ннфимум је подробније изучаван тако да је добио И своју 

ознаку 

I(q) ~ liminf{Yk+' - У'}. 

Можемо дефпнис;:tТI1 ширу КЛRСу спектара на ('ЛСДl'ћlf НаЧИН: 

У"'( ч) = {t(] + f llj + ... + ("ч"" : m Е N. "-, Е {о, 1, ... , тn} }. 

Уредимо скуп У"'(ц) као {y~ = о < у7' < "!Ј'2' < Уз' < ... }. 
Г1РОШПРI-ШО дсфннпцију l(q) на очиглсдаfl начин: 

['" () 1· . f·{ с., "'} q = ]ПlШ Yk+l ~ 'И!. .. 

Јпсно је дп Је [(ч) ~ l'(ч) > l'(q) > l"(q) > ... > О. 
Први де.lIИМIIч ан OДl'OBOP нн наведено питање дали су F:рдош, Ја, 

и Шницср [14Ј· ОНИ су покаэали да када је q < т тада је l2(q) > О 
ако и само ако је q ПИСООВ број. 



4_ СПЕКТРИ 7 

На. ЈЈlIтаљс К:Цil ј(' (((]) > О МНОГО потпуније ,је LJ~I'ОЈ:ЮРПО Бижо 
[9Ј који је пока--ЩО;I<-t .", q Е (1,2) је l"'(q) > О ,l,ки I1 cн.~-!O ако јс q 
llисоов број. Бнжо је Тll.кође проучавао лроБЛСlI1 ГЮDсзан са lln(q), 
који се односи на liшsltР{VI..+1 ~ Yk}, Зато УВf;rr:m.ю () )шн<у: 

и ПРОП1иримо ЈС IШ ОЧ!1l о'Један начин: 

1,'''(1/) = liШSНР{Уk~1 ~ yr;'}-

Бнжо је показао да је L(q) < 1 за све q < т и да је J}(q) < 1 :й све 
11 > т. Такође он јР НОЮl."-Ј<t(} дCi CiKO q није нула !lиј(',' \:ЮI полинома 
висинс 1, онда је [((1) = о lIомоћу Дирихлсовоl' IIР1lf~ЦJlпа_ Добар 

приказ нроблема који ('с односе на I(q) дали су Ји I1 ШНИЦСР [21Ј. 
ОНИ су Ш\ВС"ЋI CIJI-ЈС'сIК проблема од којих и'здр,;-ј',јi:1,Ю два. Оба ова 

проблсма су остала отворена до сада. 

(1) За q Е (1,2), ,'((1 ли јс l(q) > О ако и са~ю i1Ю) је q Писоов 
број? 

(2) За 1 < q < т да ли l(q) = О навлачи L(ч) = 0-' 

Ако обратимо пажп,у: само на l"'(q), примсћујс.\1П ,-\<1 треба наћи 

II1ИНI-ЩНJlНУ ПО'ЈИ'ГIШНУ НjlСДНОСТ скупа ym(q) ~ Y'''llj) Како је ово 

скуп нреДI-lОСТН СВlП i!О.ШНQМ(\. висине 1, ДОЛflЗНlli() }Ј,ј С.:Јсдсћс дс­

финиције: 

Л( q) ~ {'о - ','! + ... + ,nqn , " Е {± ЏI Ј} 

и 

A"'(q) = {(О + f 1 (ј + . , -+ tnqn : (, Е {±m, ±( m ~ 1), _ .. , ± 1, О} }. 

Отуда /I10ЖСIIJQ р(;дсфШIIIСНТИ l(q) и l"'((j) ОВ(\.КО: 

1('11 - iaf{lyl 'У Е .\(q), У ој Ој 

и 

1'''('11 ~ inf{lyl, У Е лm(q),у ој ОЈ. 

Лако jt: показаТII да су оне две дефиниције [( ч), ["1 (Сј) I'КjlивалеПТIJС 

дефиницнјама које сr,ю ':'Џ-l.Ј1И раније. Наредни рСТј'.'lТi.iТИ Ердоша и 

Коморника )1з1 ('у: 

(1) Ако q НlIје ПIlСООВ број И т > q ~ 1j __ Ј таД,t /\-"I(q) Иlllа 
коначну та'IКу Н<iгомнлавања. 

(2) Ако q није Ilи('оов број, тада l"'(q) = О за ('1;е т > rq­
q- 11 + rq·- 11· 

(3) Ако је (ј Е (ј, 2~) и (ј2 није први или други ЉIСООВ број, 
онда је ["'(ч) = (Ј:за све m. 

Нагюi\'lСННМО да 'Ы (] Е (1, 2), ИЗ Ердошовог И КО~ЈОР1!ИКО!\ОГ другог 
РСЭУ.'1Тa:IЋ слсди ла је (I(ч) > О ако и са~1O ако је Iј Ilисоов број. 



;" УОПII!ТЕЊА Д~ФИIIИЦИ.ЈI:: СПШ(1ТА 8 

ЕР}ЏНII, Ја и КОМОР!ТI!К [12Ј су flокюа.НИ )Ш ако је 11 ПИСООD број 
1 'i1.)l,a Ј с 

I(q) > (1 + lj)-lСј(IОД(II-l)+lоg(1+q Ј-lоgО-Q))/I,щQ, 

где је d степен />.IlIНП~fалног лолинома броја q, док ј(' Q иајВf;)ћа 
апсолутна вредност осталих коњуrЋта броја Сј. 

Коморпик, .10Р~·ПI И Педићини [231 су пока:шли да ако је Ч 
Пиеоов број којп j(~ корен хЗ - х2 - 1 тада је l,(q) = Сј2 _.- 2. За било 
које т, ако је т :златни пресек, ОНИ дају комплетан опис за [П1(т). 

Ако је Fk k-ти Фибоначијев број (РО = О. Р1 = 1, Р" --=--' }~-l + Рn_ 2 ) 
и 71..-2 < m. < 7,,-1 тада [т(т) = 1J.1T - FIc+II-

Још један (;нсктар је проучанан а то је класа вредности ± по­
линома у тачки q дефинисана 

А(ч) ~ (со+чq+···+спqп,ч Е {±Ј}} 

СlИја. сс минимална ВРС!l:ПОСТ а(Сј) дсфинишс 

а(ч) ~ il1f{lyl' у Е А(ч),у '" О} 

Нас интересује юща и како је A(q) ДПСКР(.'1'ан. Потребне су нам 
дефиниције: 

ДЕФИНИЦИЈА 8. Cner;,map Л је дискретан ако ао. ,М(1. кој"l1 Ћ;она­

'Чдн. шtтnервал [а, ЬЈ реалне праве, Л П [а, Ь] и.ЛШ 1\;o1-tшщн број елеме­
ната. Е1\;вurщленm.1-iО је реnu да је Л дискреmаn ах:о Ht;Ma mа'ч.аr;,а 

н.агом'Uла6а1tJо.. 

ДF'.ФИНИЦИ.ЈА 9. Сnе'К,m.ар /\. је равномерно дш:;крстан ако nor:­
mојu ( веnе од н.УЛF m.(uЩО da су било 'К,ОЈе две разли'lUmt nредн.ости 
cner,;rnpa на .међусобној удаљености барем ~. 

Јасно је дttје А(ч) С Л(q) те да се резултати у Бези са А(Сј) могу 

проширити на Л(q). Перее и Соломјак [29Ј су пока.'],'ЩИ да ако 

је број q Писоов, спектар А(Сј) је равномерно дискретан. Борвсин 
и Хер [3) су да.НИ примере бројева q за које је А(Сј) дискретан, али 
није равномерно днекретан. Заими је нашао [42] четири Gссконачне 
фамилије бројева (ј са ТЩI осоБЮЮl\f. Такођс у Глави З. дата је јопт 

једна бесконачна ф:ЩН_:lија бројева q за које је А((ј) ДlIскретан, али 
Нllје равномерно ЛII('крстан. Переr 11 Солоыј<lК Су такође покн:~t1.ПI1 
да ј(' .4((/) !'уст У ЈН: 'й скоро сваки број сј Е (-Ј2, 2). ()ни С\· ПQКЮ<-iЛН 
11 Д<-i уколико је q Е (1, \/2) и ч2 није корен I!ОJllшщta ВИС(lНе 1, тада 
је А(ч) густ скуп. 

5. УОПШТЕЊА ДЕФИНИЦИЈЕ СПЕКТРА 

Због велике рюноврсности спектара које и3уч:авамо, добро је 

ДаТИ СЛСJl:ећу ОПlllТУ дефиницију: 



',. ;-":(ЈПЈЈ1IЕЊЛ Д~:ФИНИЦИ.Ш СПЕl-':ТР:\ 

ДF:ФИНI-ЩИ,ЈА 10, НI'Ћ;а је S 1i;О'/Ш;ЧЛН скуп '0/: .. 11.1,[; бројева 'It ne-r,;a 
Је q рсолаn број. СПР'~'lIIар броја ч у одн,осу на п,-'УIJ ,'--,' дефuн:u.ще се 

х:ао: 

A'~'((1) = {fO+EjQ+"'+f"q" ',("ЕВ}_ 

Примећујсмо да кориетећи ту дефиницију иыtt:-.ю слсдеће: 

(1) А"'(ч) = л(--rn -m+l,,,.,m-l.тn.}(q) 

(2) Л(q) ~ ЛНД'}!q) 
(3) А(ч) ~ Л l " '}(,/) 
(4) У"'((]) = Л{(Ј 1- ,m}(q) 
(о) Y(q) ~ IIIC'}('I) 
(б) В(,,) ~ Л1-'ЛI(q) 

Даље (;е намећс уопштсње још једне дефиниције. 

ДЕФИНИЦИЈА 11. ДефuttUШUмо: 

/'(ч) ~ inf{lyl ' у Е 11'('1), у i' О}. 
Сада може"ILJ О()('Ј[с/КС\.вати: 

(1) /т(ч) ~ /}-m,,,,,,m-,.m}(q) 

(2) I(q) ~ I{ ",О'}(с/) 
(3) ь(ч) ~ /Н,о}(,/). 



ГЛАВА 2 

ФАМИЛИЈА ДИСКРЕТНИХ СПЕКТАРА 

1. ПОЛАЗНЕ ИДЕЈЕ АЛГОРИТМА 

МИ смо заИН'l't:::ресовани за одређивање елемената спектра ЛS(q) 
за ра.:mнчн'1'С СК}'ПQВС S С Z. Одређивање ЛS(q) је корисно за 
юраЧУНtiвнље, a.(q) , ИЛИ уопште lS(q). У случају l(q) узећемо да је 
S = {-1, О, 1} и одрсднћсмо fшјмању позитивну вредност у ЛS(q). 
Један а.лгоритам за одређивање A(q) u [q~\, q~l] је дао Ка-Синг 

ЛRУ у [22]. ОН је одредио елементе спектра у [q-::"\, ч~;) :й Пнсоовс 
бројеве који су КОР(;IШ палинама х;Ј - х2 - L - 1, тз - :]Ј:2 + 1" - 1, 
:1."2 - Х - 1, тЈ - ./.2 - 1, х4 - х;1 - 1 alld хЗ -1: - 1. У [3Ј Борвени и 
Хср су УОПШl'ИJl!l овај аJlгоритам за одрсђивањ(С слс:>лснnта t.:I1CKTpa 

ЛS{q) П [щ. (~,,]_ Недостатак овог алгорит!'.ш је што ОН НС може да 
се заустави у случају када спектар није ДИСКрСТnН. Онај алгоритам 

ће БИТl1 1I0бољшан у наредној глави тако да може преlю:щати дя. ли 

је снектаџ дискретан ИЈ/И не и зауставља се у оба случаја. Дакле 

друга кориет од изра'lунавања елемената спектра је у ТО"10 што 

Jl.южемо одговорпти на питање да ли ]С спектар Дискретан или не. 

Наиме важн СJIсдсћа теорема 

Теорема А. Нека је q реалан број који заДОБОЉ1-ша 1 < q < 2. 
Тада је СIIектнр /\S(Ч) дН{жретан ако и само ако је Л"'(r!) п [(}I, О'uЈ 
кон(\,чан. 

2. АЛГОРИТАМ ЗА ИЗРАЧУНАВАЊЕ СIШКТРА 

Наводимо а"горитаJl.1 Борвеина и Херн. [3Ј зато што ћсмо IЋ 

кuристити У овој глави У доказу наредне теорсыс. Овај uлгоритю.t 

ће бити побо.'ЪТIШН У наредној глави тако да можс прстюэнати да 

ли је СIIсктар дискретан или нс и зауставља се у оба случаја. 

Хср је .у [17Ј ДОКi:t3<-tO да ако је q > 1 корен ПОЛИl!Ошt Ј'n _:/:",-1_ 
... - .1' + l, тада је спектар А(ч) дискретан. Наредна ·L'eopcllla је 
УОIIТТТТСЊС ОВО[' Хероног PC"JYJI'Г(1.Ta. 

ТЕОРЕМА 9. Ако су Т! > 2k+3, k > О цели бројеви, 1) q Је 'Ндјвећu 
реалнu 'К;ореu nQЛ'Uнома :r;"-;r,,-I - ... _Xk+l +.yk+ X k-l + .. ·+х+ 1, 
тада је A(q) д·ис'!..;ретан. 

10 



З, ДОКА 1 ТЕОРЕfl.Ш 

АЛГОРИТАМ 1. 

Spec(S,q) 

end' , 

alpha[u] :=-min(s:s III S)!(q-l); 
alpha[l] :=-mаХ(Б:Б III S)!(q-l); 
L[O] ,=8; 
d:=O; 

repeat 
L[d+1] ,=L[d] ; 
for р 1n (L[d] minus L[d-l]), s in S do 

if q*p + s in [alpha[l] ,alpha[u]] then 
L[d+l]=L[d+l] union {q*p + Б} 

end if 

end do 

d:=d + 1; 
until L[d-l]=L[d]; 
REТURN (L[d] ) ; 

СЛИКА 1_ АлгоритGtМ Борвсина и X(~pa r:ЗЈ 

11 

3АПАЖАЊЕ 1. J1-~'() Је п = 2k + 3 nuaeae1-tu nU,Л,Ul-tOАt се мо:же 
растав'иrnџ 1-ta "tUH,lt.01~1~: 

2k+З 21..+2 k+l k k 1 
1: -1' -- ·-х +х +х - +"'i ;]'-+-] 

= (.1'k+l __ x k _ x k - 1 ... _ 1)(xk + 2 _ 1). 

u највећи реалан h:ope1i nалинома Је Писоов број КОји је корен nол.u-
1-tОма .rk +1 _х!.; _j'k 1 ... -1. Jac1-to, у овом СЛУ~Щј.1Ј nlеоре.ма и даље 
важ'U. Ово је, чщ-щ 'IIОџН се, гра1-tU"t1-Щ C,//,y"taJ 7LUСАе ~'OJf? теорема 

престаЈе да (ю:ж:u. 

3. ДОКАЗ ТЕОРЕМЕ 

Д(1, бисмо доказаЛll ;\,ј, је А( q) дискрстCiН, p~п~JO'l Ј-!Н!.-Ю алгоритам 
11 покажнмо да ОП jC;lJ10CTi;tBHO мора да се за,,/ст,ННI_ Бићс нам 

потребна слсдсћ<l ЭЮJilЖ<-lља: 

1. (/,+1 - г/ - г/ 1 ... - q - 1 >0 за п > 2/ .. + З_ 
2. q'" - tjlll-l - q + 1 > -'- за сваки ПГЛIl'l]IВН,Н цео 61)0.1' 

ч_·Ј 

m<n-(k+l). 
З_ q"--I - q,,-I-l _ qk;-1+1 + qk-l + .. , -1- () - 1 < -_'_ за 

q - 1 ' 

О < ! < k. Стога на сваком кораку алГОрнтма ЮР.\:,~() само један 

"збор, тс а..rll'оритаы ,,!Ора да се заустави I!О(;Л(; п корака. Остаје 

нам да докажсыо ORa ::\;1пажањi;t. 



З. ДОКАЗ ТIЮРЕ;МС 12 

1. ПрстГ!()(:таЮЈ..ГЈН (.;1\10 да јо п > 2k + З, на rз<:\.iЮf c.тH~)~cћa .ie)~Ha­
кост: 

тt n-1 k+1 + k + Н + + + 1 О (1 -q - ... -q q q ... q =. 

Доданањсм УЈ ОДУЗНYlllњем q2k+З на левој страни добија.ыо 

( П n-1 21.:+4 2 2k+3) (k+2 1)( k+1 k Ic--l 1) О q -q -" ·_ч - q + q - q -q -q _ .. . _q- = . 

Показаћемо да је IlрВИ сабирак 

(јП _ ч,,-1 _ ... _ q2kH _ 2q2k+3 

негативан, тако ла мора бити 

(qk+2 _ l)(qk+l _ Ч!.: _ qk-l 

Како је чlc+'1 - 1 > О коначно се добија: 

···-ч-l»О 

k+1 k k-1 1 U (1 -ч -ч -···_ч- > . 
Остајр још да се дuкаже да је ::ш.иста 

Чп n-1 2k+4 2 2k+3 
-ч - ... _q -ч 

нс,'атиВlIO. Како можемо извући испред 3<t.гра.де 'ЈИнилац rfk+З 
добијю.1O 

2k~З( I 1-1 2) q q -q - ... _q-

где је 1 = п - (2k + 3), тако да је ДОIЮЉНО да се докаже 

ЛЕМА 2.1. ql - (/-1 - ... - q - 2 је негаmи6'Н.О за све nозumU61tс 
'Целе БРО]С6f: 1 ~l .Ја све реалне бројеве q Е (1,2). 

ДОКАЗ. Посматрани израэ се може прсуРСДити: 

ql _ 1 
(/-l-(ql-lт"'+q+l) _ ч'-l- .. 

q - 1 

(ql-l)(l- 1). 
q - 1 

Сада је јасно, оБНIЈ.IOI>.! да Је први чинилац позитиван <t други .ЈС 

негативан, 1Џ1. ЈС НрОНЗ80Д негативан. О 

2. а) РЮl\1QТРИМО наЈпре случаЈ т < п - (k + 2). Биће нам 

потребан низ 

q _ 1. (/ - q - 1, ... , ч""- (1.-+'1) _ ч"- (1.:+3) - ... - cf - 1. 

Дока:ы..ћемо да СУ снн 'Iлапови низа ненегативни. Дов()љно је пока­

зати Дfl је НII'3 uпадuјућп и щ\ је његов последњи ЧЈЈШI н<::нсгативан. 

KaKo.ie рН:ЏIнка суседних '-IЛанова 

т-I т-2 1 ("' т-1 1) q -q - .. -q- - q -ч _··_ч-

ИИ::! је опадајући. Прстгюстющли смо да је 

qn _ q"-I _ . k+2 It+l k 1 .-q ~Ч -q -···_ч-



3. ЛОКА З 1ЋOPEM~ 

!I дсљеЉСJI,I ове J(~ДH;-1К\)(' 1'11 са qk+2 се добија: 

гјn (k+2)._ ч"- 'I.'!:ЈI 
(/+I_ ГЈ", ·-q--l 

- q - 1 ~ ~--'--'q,:С+О2 - -~- > О, 

користсћи зarшжањс 1, стога је последњи члап !!!Пil нснеl'<LТИВ<LН. 

Тимс смо УIJЏЊВI) ДОКi1:Ј(lЛИ да важи слсдећа 

ЛЕМА 2.2. A'li:o ЧЈ npemnocmaBr.;e mеоре.ме У '/i,(,nYJ-l'е1-tе и m < 
n-(k+2), maday 

ч 1l1 _ чтn-l - ... _ q _ 1 > О. 

Коначно додаIЗаљс!>.! 2 обема странама добијn се: 

(/" _qЩ-1 - ... -q+l >2 

1 
> 

q 1 

ПослеДЊi-\_ неједнакост да је 2 > q~l' следи из ТОI'{1 IIПО Је Н<:~Јмањи 
број ОВОI' оБЛНЮЈ прнб;шжно 1.62. 

Ь) Сада разМОТРПМ() случај m = п - (k + 1). Трсб!i да докажемо 
даЈС 

(31) r/,,-',I,--t-l) _ ... _ q + 1 > 1 

q - 1 

t\:lноiКСЊСМ C1KtKC стране са qk+1 ова нсјСДНпКОСТ је СКI:НГЩ.ЛСIIтна {Ћ 

п п-I kt-2 1.+] k 1 (2 k+1 ,- 1) q -ч - .. ·-ч --Гј +ц + .. +ч+ + q -ц _ ... _()- > 

ОДНОСНО са 

2 k11 k 1 () -ц - ... -q-
qk-<--I 

> 
q - 1 

q
k+1 

ч-l 

Множсњсм сваке (;транС' са q - 1 неједнакост је СК[ЈннаЈlентН<Ј. са 

, q 2 '+1 + k + k-1, .. + 1 > qk+1 .. ·-ч - - q q q ~' 

и коначно са 

(3.2) 

Дакле треба да аlJ,L:IlЛIlџамо ПОЛИНОJl,l Р(l;) = '2.1'/-.;'! - 4:1,1,,+1 + 1. 

Проценимо његове врс/\ности эа :1' = 1,2,2 - :2 - IJ+2) t\-'10жемо 
юрачунаТI! 2.1"",1(1 - 2) + 1 = -1 < О, 2· 2k+ 1(2 - 2Ј + 1 = 1 > О. 
2(2 - 2-{Јс+2))Јс+Ј(:2 - 2- (1c+2) - 2) + 1 = -(1 _ т,'+·Ј'Ј.\·,1 + Ј > О. 

3<iKJЪY'TyjCMO да ГlO,:ШНЩ! Р(х) И1\:lа корен t k Е (1, '2) _ ,\ l!<Ј.ЛИ:ШР<iјући 
:шак првог извода овог ПОJlинома на [1,2] можеш> Iш)~ети да по­
ЛИПОМ Р(:1:) најпре опаЛ,а, у :1' = 2 - 1c~2 има ~НlНШIУ"l, а затим 
раси;. За.КЈЬУ'-lујс~1O /1/1 tk Е (2 - "~2' 2) И ПОЮ!!IОМ је растући на 
овом интервалу. То значи да, ако докажсr-..ю да је (1 = (J".k > tk, 
онда мора бити Р(СЈ) > P(tk) = о дакле важи неједнакост (3.2). 
Тако ћсмо дока:йтн Л<1 нажи и неједнакост (3.11. поrпто, како смо 



3. ДОКАЗ ТЕОРL';]',Ш \ij 

Шl/Џ~ЛП, су ове две НСЈеднакости еКВИВ8ЛеНТ}Јl'. OCT<tj(' да се докажс 
r:лсдсћа 

ЛЕМА 2.3. Не'ка је п > 2k + 4, 031-Iд'Ч:IlJvtO са (} = qn,/" 'Ндјасћи 

реалан '/',:орен nожuно;.tа 

Pn,k(X) = 1;" - х,,-1 - ... - Xk+1 + хl.; + Xk- 1 + .. , + 1: + 1, 

u 1-te'1r.aje t = tk Е (1,2) корен п~динама ?I.;(T) = 2:rk~2 - 4XI.;+1 + 1. 
ГаЈа важи да је t < q. 

ДОКАЗ. Најпре ро;љютримо случај п = 2k+4. ПО претпостн,вци 

(3.3) 2tl.;+2 - 4tk+l + 1 = О, 

2tl.;+2 - 4tk+l + 2 > О. 
Мнuжењем последње неједнакост са -1/2 добијаr..ю 

О> _t"'+З + 2tk+2 - 1. 

и такође 

О> _tk+З + (2t"'+2 + 1) - 2. 

Јсднн,кост (3.3) ,л:аје 2tk+2 + 1 = 4tk + I , Када заменимо то у прет­
ходну неједнакост добијамо 

(3.4) () > _tk +:J + 4tk +1 - 2. 

Сада поново из једнакости (3.3) следи да је 

-1 = 2tl.;+2 _ 4tk +1 . 

Множење обеју страна са t!oH даје 

_tl.;+З = 2t21..+5 _ 4t2k+4. 

Ако заменимо то у неједнакост (3.4) добијамо 

О> 2t21.;+5 _ 4t2k +4 + 4tk+ 1 - 2. 

Дељењем обеју страна са 2 и корис'Гсћи п = 2k + <1 добl!јамо 

() > !-,,+1 _ 2t" + 2tk +1 - 1 

> (,+1 _ t n _ и" -1) + 2(tk+1 - 1) 

> 1"(1 - 1) - (t - 1)(tn
- 1 + tn -

2 + ... + 1) , 

+2(! - 1)(t' + t'-1 + ... + 1). 

Дсљсњем rrШl!'1'11RННМ бројем t - 1 даље се добија 

О > t"_(t"-I+t"-2+ ... +1)+2(tk +tk- 1 +. +1) 

О > t" -- f"-1 _ ... _ t"'+1 + tk + tk - 1 + ... + t + 1. 



,ј ДОКАЗ TF.OP~I\1~ l' 
Кй.КИ је (јп,/' HajuctJll РС,1.']ЈИ корен полинома, Hl\la~j(): 

О п п.-l 1,;+1 1< + 1<-1 + ' . ј (} -q __ О 11 +(} q ···~IJ·. 

о < 2" - 2"-1 -, .. - 2Нl + 2!,; + 2Л'- 1 + ... +:2 + 1 = 2.1.+2 - 1, 

З(l.КЉУ'-ТУЈСl;Ю да је tl,; < {121<+4,1;; < 2. Сада РЮ~1ОЧ)!Њl(' слу'-шј П > 
21.; + 4. ТВРДИМО да, 31(0 је k фиксирано, низ (јп k расте са п н 

ограНИЧСIl је одозго Пi 2. Заиста, 

n+l" 1<+1 1< k-l 1 
(јn,!.; - 11",k - ... - qn.k + q".1< + Qn,k + ... + (јп" + = 

= q;:,!] - 2Ц::,1< = q,~,k(qn,k - 2) < О. 

даје q,;.1< < Qn+l,k, И 

2М1 _ 2" _ ... _ 2"+] + 2k + 21;;-1 + ... + 2 + 1 - 21.:+2 - 1 > О 

даЈС qr<,k 

2k + 4. 

< 2. Коначно 'шкључујемо да је tk < (",-" :щ свако п > 
О 

:3. Биrl(; на.м потрсбш-t. слсдсћа 

ЛЕМА 2.4. љ·;;о јр 

--'- < х < О. 
ч-Ј 

_1_ < qx + 1 < О, 'U q , (Ј, 2)', mada је 
0-1 

ДОКАЗ. Из неје,'1Щј,КОСТН qx + 1 < О следи да је .1" < -~ < о 
ДОК неједнакост -- Ч~1 < (јХ + 1 даје - Ч':I - 1 < (1:1' [' - ч~1 < (ј'Ј:. 

Дељењем обеју страна са Ц, конс\яно добијамо ч-\-" :1'. О 

Посма'l'рајr-.ю слсдсћи конач:ан низ бројева: 

11 11-[ 1.:+1+ '+ 1 fJ -ч _ ... _q q -"+Iј--т-, 

Лак() је прm~срнти 1Щ ј!; Й,+l = (јй, + 1, i = 11 - 1, - 1. ТI - k, ... , 
п - 1. ПРСТllоста.ВКfI 'lcopC~le даје а" = О, стога М(јЖС~!О у:шстопном 

примсном претходне ЛС~lе закључити редом да Jr~ 

1 
< 

fJ - 1 
0',,_1 < (), 

1 
< О, --~- < Йn_2 

(1 - 1 

1 
< О. < On_k_l 

(ј - 1 
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нnрад, и:>.н1мо /ЏL ЈС :щ О < l < k 

п-ј n-I-l "'-1+1 + k-I+ + 1 '2 < q -Гј -"'-I} q ... q- =an_.I- _ 
, 1 

-2 < - _ 
q-l 

Послсдf-Ыt неједнакост да је - 2 < 
1,62. 

- -'- је тачна зато што .Јс q > q-l ' 
О 

4. ДИСКРЕТНИ О-СПЕКТРИ 

Докажиf'>Ю сада Да је и B(q) коначан, ПреТПОС'l'atНl~Ю најнре да 
је п > 2Ј,; + ,1. Докажимо следсћс тврдње: 

4. qm_ q"'-1 _ .. '_ГЈ > q:'l за сваки природан број m < n-(k+2}, 
5_ ч,,-т _ ч,,-тn--l _." _ч"-m+2 -1 < О, за О <тn< k+ 1_ 
1. Треба доказати да су сви чланови низа q, q2 -q, ... ,q,,-("+2)_ 

Гј,,--(Н:Јј _ ... _ q Dсћи од q~l' Видели смо у доказу запажања 2. да 
је ни::! за 1 мањих бројева опадајући. Зато је и овај IIИ С3 опа.дајући 

. . 
те Је ДОВОЈЫ!О пока:щти да Је последњи ЧJlан 

1 q,,-(k+2 j _ q"-{k+З) _ ." - q > --=--0 
q - 1 

Множењем обсју стрюш са (} - 1 добијамо 

q"- (k+l) _ ч"-(k+2) _,.' _ ГЈ2 _ (q"-{k+2) _ qn (k+З) __ .. _ ч} > 1. 

Ова нсјс.л.накост је еквивалентна 

q"-(k+ 1) _ 2q"-(k+2) + q _ 1 > О, 

односно после tl.ШОЖСЊ(-i обеју страна бројем qk+2 tй 

Гј"+Ј _ 2Гј" + ч"+3 _ qk+2 > О. 

Са;щ ће НC!.I\! бити потребна следсћа 

ЛЕМА 2.5. Не.'!о'д Је q '/i;ope1-t nодинома х" _ хn - 1 
- ... - :1'1.+1 +х" + 

:г"-l + ... + х + 1 разлu'щrn од 1. Тада за број q ва:жu ч,,+1 _ 2Гјn + 
2q k+l - 1 = о. 

ДШ<А3. Како важи qtl_ qn-l_ ... _qk+l+(J"+qk-I+_. '+q+1 = О. 

Ако искористимо формулу за сумирањс Г<:"'ОI\!С'l'ријског реда имамо 
"I,k+l\ 

ЧN _ 'L:.:::...!. + 2' - = о I\шожсњеl\-l ОllС Ј'сднакости са q -1 до6ИЈ'а се 
'1-1 q-l ' 

Гј"+ 1 _ ч" - ч" + 1 + 2qk+l - 2 = О чиме је леll1а доказан('I. О 

Применом опс лемс неједнакост је даљс еЮШВ(I..пентн,t са 

г/+З _ (/+2 _ 2qk+1 + 1 > 0_ 

Ону нејсднакост лпкн:заћСI\IO а.ко П(ЈК(tЖСI\Ю ДёI. fЩ>f\(' Сlсдсће две 

IIСјС.ЦШ\_КОСТI [: 

(/+3 _ q~t.2 _ 2(/+1 + 1 k+~ "+2 >q -q -.' --r;-l, 

и -. • 
qk+3 _ qk+2 _ ... _ q _ 1 > О. 
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Пргй неједнакост је С1Ш!lЩI.ЈТеtIТШ\ са 

О ",+l k 2 >(ј ~q ~ ... _q- , 

што је та'!Но на основу _'!С!\1С 2.1. Друга неједнак()ст .](; тачна јср су 
испуљени услови:щ прш.IСНУ лемс 2.2. Наиме УЗ)l,IЮ!О ,1(\ је m = k+З 

и како је 17. > 2k + ') БI!ћс m < п - (k + 2). 
5. Није тсшко ГlOка:.Н1ТИ да је низ бројсва 

q,,-(k+l j _ q"-(k! 2) _ ... _ q _ 1, 2 - q - 1, 

... , 1/,+2 _ 1 

растући. (Довољно j(~ показати да је низ :за ј(Щiј,н нећих бројева 

рcu:тући, обзиром Щl се .У њему сваки члан добија ,\Јн())кеЊС!\I прет­

ходног 'Ш<iН<L са (/ > 1.) У запажању 5. тврди с(' д<l С\' СВИ <!Ланови 

наведеног низа иањп ОД нуле. Довољно је доказати ла је последњи 

члан наведеног I!И:Ш "!аЉН од нуле. Знамо да је (ј" (]"-1 - ... -

qk+2 = qk+l _ qk _ .. _ 1/ _ 1. Зато је последљи '1.1,.Н! IHHH 

"п-' "+2 1 "+l k 2 q -!ј - ... _-Сј - q -(ј _ ... -q-

< о 

применом лемс 2.1. 

Случај п = 2Ј..: +·1 мора да се разматра [!OC-СnНО. Докажимо 

слсдећа тврђења. 

6. (]'" _Сјm-l - ... -!( > '1~1 за сваки природни Орој 111 < n-(k+3). 
7. За об<L броја ц"-(Н2) - q"-(k+Зј _ ... - (ј н ч"-'~+~) _ (j"_(k+:Jj_ 

- q - 1 IНtжи Дп се l!i:tЛа3е у сегменту [О, q~ 1]. 

8. ч,,-т _ q,,-m-I _ ... ~ qk-"'+2 -1 < О, за О <.: m < k + 1 
9. qп-(k+2)+Щ_(ј"-(k+:Ј)+ТТ'_ ... _qm+l_ qЩ-l_q,,,-2_ ... _сј > Ј 

q-l' 

заl<m<k+:3 
10. q1t-f.'2+Ш _ ч,,+I-m __ ... _ q,,-k+l+m _ qn-k-l-", _ (!,,-Јс-2+т _ 

." - (јl+т _ 1 < О. за 1 <l< k 
11. ч"+2+" ~ ч"+I+1.- ._ ... _ ч,,+1 _ cJ,,-I _ ч,,-2 _ чl+" 

.. -1 n-2 \ј·2 k 1.:-1 1 q -q _ ... ,q q -(ј ~ ... -(/-. 

б. Всћ СI\Ю ВН":'(СЛI1 у доказу запажаЊ(i 4, да Је Н!В Ч, (ј2 
Ч, ... , q,,-(k+ЗI ~q" -(!. +2) _ ... -ч опадајући. Зато је ;101Ю ·ЬНО доказати 
да ЈС последљи члан 

,,-(k+2) 1 
-ч _.'._(ј>_. 

q - 1 

Множељем обеју страна са q - 1 добија/l.Ю 

ч,,-(1.+21 _ (j"-{k.I<'ј _ ... __ ч2 _ (q,,-{k+3) _ q"-(k.Н:' 

Ова нејС/Џlакост .Је СГ;!НllJалентна са 

</".-(k-21 _ 2q"-(k+З) + q _ 1 > О, 

ОДНОСIЈО, множсњсм об("~.iУ страна бројем qk+З са 

(!"+ 1 ._ 2(јП + qk+4 _ (jk+3 > о. 

.. - q) > 1 
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Сада МО)КС)lО !!OIIORO искористити лсму 2.5 Il /"\обпја,,1() д<-t је неједна­

кост CKlJ!IR<-LГН'F-JТtlf1. са 

qk+1 _ q"+3 _ 2qk+l + 1 > О. 

Ову HCJC!I,HaKOCT дока::йћсмо ако показаћсмо да ВЮКС слсдћс ДВС 

неЈсднакости: 

ql<.+4 _ (/+:1 _ 2ч"+1 + 1 > ч"+2 _ rf+1 - ... - (}- 1, 

и 

ч"+'2 _ ч"Н _ ... _ q _ 1 > О. 

Прва нсј<-щш\,кост је еквивментна са 

ч"+4 _ qk+3 _ ч"+2 _ q"+1 + q" + qk~l + q + 2 > О, 

односно са 

r/+1 _ чН3 _ r/+2 _ ч"+1 + r/ + ч"-I + q + 2 + 

( " .. -1 "+l + k + "-1 + + + 1) - о -ч -ч - ... -q q q .. - q --', 

пз чега се )l;обија 

-(ч" q"-1 _ ... _ qk+5 _ 2qk+4) + 1 > О. 

и нарад 

_(/+4((;""-(k+4) _ q"-(k+5) _ ... _ q _ 2) + 1 > О, 

щто је TacIНO јср је. на OCl-iOВУ лсме 2.1, израз у :щгр(\.)~и НСГ(tпшан. 
Друга неједнакост је тачна јер еу испуњени УСЛОIШ ::1(1, примену лемс 

2.2. Треба, дакле, У::ЈСТИ да је m = k + 2 и како је п = 2k + 4 биће 
m < п - (k + 2). 

7. Пошто је први број очигледно всћи од другог довољно је 

доказати да је 1\Ii:\ЊИ број већи од нуле а већи број "шњи од q~l' 
Дакле е једнс стране треба доказати неједнакост 

q"-{k+2) _ q,,-(1<+3) _ ... _ q _ 1 > О. 

С.умирајући ЧЈЈанове геОМl.'Тријског реда добијамо 

,,-(k+2) q,,-(k+2) - 1 
(] - > О. 

q-l 

Множсњем са q - 1 добија ее 

ч'" (" + 1) _ qn-{k+2) _ (q"-{k+2) _ 1) > О. 

Множсљеы са г/ ~2 11 МНЈ\!О 

(/,+1 _ 2ч" + qk+2 > О. 

Сада МОЖСЈ\ЈО ИСКОРIJСТИТИ ЛСМУ 2.5 

ч~'+2 _ 2qk+1 + 1 > О, 

МНQЖСIЬСМ Cf-t qk+,) И Ка!Ю јс п = 2k + 4 добићсмо 

q"+1 _ 2ч" + qk+3 > О. 
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Опст II1())КСI\Ю ПСКОIШСП!ТИ лему 2.5 

1/+3 _ 2ql<+1 + 1 > О. 

Ово је тачно јер је (/2 > 2. 
С другс стране Ј'/Ј{сб<-i доказати неЈеднакост 

q"-(k+'2) _ q"-(1<+3) _ ... _ 1] < 1 . 
q - 1 

Сумирај.Ући чщtНОВС геометријског реда добијаио 

1 q"-(k+2) _ 1 

q-1 
+1< 

q - 1 

Множсњсм са q - 1 

qn' (10+1) _ ч,,-(k+2) _ (q"-(k+2) _ 1) + Ч - 1 < 1, 

q,,-(I.."I~) _ 2qtl-(k+2) + q _ 1 < О. 

Мпожсљсм еа qk+2 ,1ofJlljaMo 

Н+ 1 2q" + qk+З "+2 IЈ - - q < О. 

СадА, МОЖСI\lО ШЋОРИСl !1ТИ лсму 2.5 

qk+:1 _ q"+2 _ 2ql<+1 + 1 < О. 

Множсњсм са qk+1 

(4.1) ЧN __ (/,-1 _ 2q"-2 +q"+1 < О. 
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Одузмимо q" - (Ј"-: - ... - ql<+1 + qk + ql.:-1 + ... + q + 1 = О ОД 
леве стране 

_ч,,-2 + q"-3 _ ... + (/'+2 + 2ql.:+l _ ч" _ qk-1 _ ... _ q _ 1 < О 

q2k+2+(2~'+I+ k+~+qk+l+qk+l 1< "-ј q 1<0 - Ј ... _q -ч -q - ... _-

( 4.2) ( -ql<+! --"- 1)( (/ + Ј _ ql< _ qk-I - .. - - q - 1) < О. 

Ово је тачно јср је __ 1]10+1 + 1 < О а'у 6. СМО ДОКR:.НЏШ да је 

k 10-1 1 q -!] - ... -q> >1 
q-1 

на I\lора бпти 

"+l k /С-I ) 1] -(ј -ч _···-q-l>(. 

S. Дrжа.эујс се [!()L"ПУНО исто као у запажању 5. 
9. Трсбfl )1,OKi1:'IL1:] 11 /1<1 С.У СВИ чланови низа 

а" 

"1 

аА:+2 

~ 1-:1 );+2 2 
~' --!] "''-СЈ, 

k+1 А+Ј З (1 - Ч - ... - q - q, 

" -ч " .. - q, 
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већп ол q~l' Докажш,iO најпре да је овај ни:) опа)1)1.јућI1. За нш 

важи реКУРСНТП(i ФОР,\l'ушt а,+1 = ча; - q. Дакле треба ,Тј'жа.зати да 

Је 

ча, - q < а" 
што ЈС сквина,т!снтио (;(1 

а, < q ,i=O,I, ... ,k+l. 
q - 1 

Ако покажемо )\а је ао < ~ то повлачи да је аl < ПО па ћс бити 
аl < ~. Слсди даје а2 < аl итд. 3акључујемо даје IЈЮ ()надајући. 
у 7. смо ДОКЮCl..гrи /!,а Је 

Ас+2 k+1 _1-0 q -ч -"'-(1< 
q-l 

I'vIНОЖ('~ЊС/lЛ неједнакости са q добијамо да је ао < ~. 
Сада је ДОНО"ЋНО Докюати да је послеЈЏLИ 'јЈ!ан Н!!'1<1 

k+4 k+2 k+! 1 --. - q - q - q - ... - tj > ~--
q 1 

Множсњс~! са q -- 1. а :~<tТИМ оД)'зимоље/l.l 1 од обеју страна добијамо 

(/1.2 _ 21/+! + qk+4 _ qk+3 + cf _ 1 > О. 

Заll·IСНИМО прва ДВН с<tбирка применом лсмс 2.5 

_21/,+2+ Q + Qk+4_ q/.;+3+ Q _l >0. 

ПОМНОЖИIlfО са чН 1 И прсуредимо 

qn+l _ ч" _ 2q"-1 + 2qk+2 _ qk+l > О. 

Одузмимо И доДitјмо ч" 

(ч,,+1 _ 21Г) + (чn _ 2ч"-1) + 2qk+2 _ ч/.;+1 > О. 

Заменимо И:1Разс у обема эаградама користсћи поново лсму 2.5 

(_2ql'+1 + 1) + ( _ 2ч/.; + ~) + 2qk+2 _ qk+ I > О, 
q 

ПОIlfНОЖI1ЫО ону Н('ј('лнаКQ(."Т са q и ПРСУРСДимо 

2//+:1 _ 3чl.-+2 _ 2чl.-+l + q + 1 > О. 

ОВУ неједнакост ('а1Ц'l, ~I()ЖСlllО написати на следсћи Иil'-illН 

(2 ql.-+:\ -- 4ч';+2 + q) + ~(2q·\:+2 - 4qk+l + 1) + ~ > О, 
О)ЏЮСНО 

((1 + ~ )(2(/+2 - 4ql.+) + 1) + ~ > О. 
2 2 

Ова нсјСДl-laI<ОСТ је 'Т(tчна јер у првој загради ИI\18.МО пuзитиван број 

а аКО сс Сl.'ТИМQ НСЈеДнакости (3.2) видимо да и у другој загради 
Иl\fамо позитиван број. 
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10. Треба ДОЮ-l");1;[11 ,(,t СУ СВИ ЧЛl:tНОВН НН'ја 

,,+2 (/" ' 1 q .. .- ч - 1, 

._(/ -1, 

,>шњи од нуле. Ни.iе 'Г('ЈЛКО видети да је овај ШЈ', раетући јер ако 

ВОСМCI:грамо низ a~ = (1 I + 1, а; = а2 + 1, . , . ) a~+ 1 =- {Ј k .. \ + 1 31:\. њег1:\. 
важи рскурснтна B(~"Ja (11'+1 = ча: тс је низ а: Р1:\.Сl'уЈ'ш. З,\кључујемо 

Дn'ЈС и IlИ3 аl, а2, .. , . 11, ~_I растућн. Зато да би дока:JitЛIl 10. довољно 
јс да докажсмо да је Јlпrледњи члан низа al,;+1 "lањп 0.1 пулс. Пре 

тога бићс корис.но ,'(11 I!РВО докажсмо 11. тј. }JJt jl~ o~+~ = Гј,,-I 
ч,,-2 _ ... _ q"+2 _ If' _. (/-1 - .,. _ q _ 1. ПОСМiiтра~1O разлику 

и~+] (q"-] _ q"-2 _ ." _ qk+2 _ ч" _ ч"-I _ ." _ 1/ _ 1) 

qn+k+2 _. (/,+'+1 _ ... _ ч"+1 _ ч,,-1 _ ч"':.:!_ k+l .. - q + 
( 

п-Ј ,,-'ј k+2 10 k-l - q -(1 _ ... _q -ч-ч "/-1) 
, .. +k+2 <нЈ.,.1 ч"+1 2qn-l + ( 'ql.-l + +, 1 1 -(ј _ ... - - 4 -+- ••• l--Т-

( "+2 + 1)'" ,,-1 10+1 + '+ 1.:-1 + + 1) 1] 1.1/ - q - . , . - q (1 q -- .. , q 

О. 

OCT<tje да се докюю~ ~la је ak+l < О. Из 11, 1--]lI,ШМ() 

-11-2<0. 

ПОМНОЖИМQ ову нејс,цнакост са q и Од.УЗМИМО ч" _ (/"-: _ ... _ (/+1 + 
(/ + {fk-I + ... + q + t --= О ОД леве стране, добићl~~Ю 

(/,'+2 _ 21/ _ 2qk-\ _ ... _ 2ч2 - 3(1 _ 1 < (ј, 

ИСКОРИСТИМО ФОјЈЫУЛУ 'Щ збир Гl:Юмстријског Ш['Щ 

qk+l _ 1 
г/, -i':.:! __ 2 '---_ 

q - 1 
-ч+1<О. 

Множсњt.'''' Cli Ij - 1 ову неједнакост имамо 

с/ +:1 _ (/с .:! _ 2qHl + 2 _ (ч _ 1)2 < (). 

МНОЖСЊС1\1 са ч"- rl /юtJllј<tМО 

(/,- ч,,-I _'2q,,-2_ qk+З+2qk+2+ q,+1 <li. 

ORft нсјrЩJlliКОСТ ћс (ји ['11 доказана уколико ДОКiНЮ~~i(' С'ЛСДС!ЈС две 

нсјс;I,lШКОСТИ, ПРНй је 

ч" _ ч,,-l _ 2ч"-2 __ qk+З + 2qk+2 + чЈс+l 
< ч" _ ч,,-1 _ 2ч"-2 + qk+2 _ qk+l + (/. 
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а друга .Је 

ч" _ ч"-l _ 2(}"-~ + qk+~ _ (["+! + г/ < О. 

Прва лсјсднакост сс своди Hil 

0< q"+3 _ q"+2 _ 2q"+1 + q", 

односно, кад сс [!Одсли бројем (jk. на 

0< ч"Ј - (/ - 2ч + 1. 

22 

Ово је тауно јер Нilјвећа нула rrОЛННОМil хЗ - х2 - 2х + 1 је нриближно 
1,802 TilKO Дil НЈЈе;џюст полинама за х = q > 1,802 мора бити 
П03ИТИFlНil. Да бисмо докаэми другу нејсднакост гюђШ,IQ од тачне 

неЈсднакости 

(Ј - qA')(qk+2 _ qk+l _ ... _ q _ 1) < О. 

(Број у приој загра~и је оуигледно нсгативан а у 7. смо видели да 
је број у ДРУf'ој :Щl'Ј)аДИ позитиван.) Када се лена страна измножи 

_q'2k+2 + (/Нl + ([21: --t- ... + qk+:3 + 2ql<+2 _ ч"-! _ (/-2 _ ... _ q - 1 < О. 

ДОДf\.I\Ю ч" _ч,,-1 - ... _чНl +Q,,+([,,-1 +,. '+q+ 1 = О левој страни 

11 добијамо другу нејсднакост 

ч" - (["-1 _ 2q"-2 + q"+'2 _ q"+1 + чА' < О. 

За qn = q > 1,876, колико приближно износи јс;џ!Ни реални 
корен кубног ПО.;iИНОll1ct - 2.-z;3 + 4х2 - Х + 1, :ЩКЉУLlујсмо да је 

О> _2(/+ 4q2 -q+1. 

ДСЉСЊСl\-/ бројем q - 1 добија се: 

_2ч3 + 2q2 + ч2 _ q ч2 + 1 
О> +'--~ 

q-l q-l 

q' 1 
> _2q2+ q +_--; 

q-l q-l 
2 

> Ч. _2q2+ q +l. 
q - 1 

П ,. с: (I~ . 
рсщ:щиваЊОl C<-1,lmј)К<I. 'I-j на лсву страну и МНОЖСЉС~I НСјсдшtКосТИ 

бројСI\'! -1 доби.iа сс , 
q < 2q2 ~ q - 1 

q - 1 

( " ,,-с 2 1) 2' 1 < q -(ј - .. , -Сј +(1+ + q -ч-

< " п-ј 3 + ' (1 -q _ ... _q q 

< (/(CJn-2 _ qn-З _ ... _ q + 1). 

КОЮ'1.'1но дcљcњc~! обеју страна бројСl\1 СЈ2 добија се 

1 ,,-2 ~,_3 + 1 
<СЈ -Сј -"'-СЈ . 

q - 1 



-] _ (ИСЖРЕТНИ о-с] !ЕКТI-'И 

2_ За 'т = п 1 п Гј" = q > l+zЛ :::::;: 1,37 сле/(I] 

U < 2q2 - 2q - 1, 

лсљсњсм обсју страна бројсм q - 1 

2(/ - 2q+ q - 1 
[) < --'----'--,-'-­

'1 - 1 
ч 

q - 1 

п р(:)бацивањсм ;/ (~l 111\ :ICBY стрн.НУ неједнн.КОСТlI ,'lJ!()llja {;{; 

q < 2q + 1. 
q - 1 

Множењем обеју стџана неједнакости бројем -1 лобија се 

'1 > -2q _ 1. 
q - 1 

q Т' n-l 2 + + 1 -'--с>q·-ч - ... -q '1 
q - 1 

дељељсм обеју СТI--'ана неједнакости бројем q добија се 

1 

q --
>qn-l_ qtl-2_. ·-q-1 

1 

3. Приметиио да је (/' - q"-l - о •• _ q2 + q - 1 
q'+q+1-2=-2< ----,­

'1-1 

И:~ свегit овога можемо эакључити да важи 

ЛЕМА 2.б. Нехлјf'n -> 2k+2 aq наЈвећ;UРI:'JJ.лпu 

" т,-] 
(ј -1] -0.--

"Корен nОЛ"U'I-Lома 

" 11-1 10 -:г __ l: k+1 + x k + X k - I + ... +.т i. 1. 

Тада, је 

0.('1) 



ГЛАВА 3 

АЛГОРИТАМ СА КРИТЕРИЈУМОМ 

ДИСКРЕТНОСТИ 

1. ТЕОРИЈСКЕ ОСНОВЕ АЛГОРИТМА 

Прва лсыа је Јlс~щ 1 из [3Ј. Укључујсмо њен ДОКа:Ј Јбог КО!l.1ПЩ.'Т-
. . . . 

НОСТИ И зато што се варИЈаЦИЈа ОВОГ доказа ПОЈ8.rЪУЈС при )l,ОКЮИБању 

Лемс 3.3. 

ЛЕМА З.Ј. 1!СЋЛ.Јf' /3 1C01ta'iaH С1\:Уn челuз; бројщl7, 71 1tex;a је р 

реалан број. Не'кд је Sj = min(S), Ви = та.х(В), и (} > 1. Qз1-tа-чuмо 

(\/ = ;~1' й" = ;~!. Ах;о Р > йu , онда је qp + s > р, с д-руге стране 
ако је 7) < С\:[, оиО(l јР ЧР + s < р за све s Е З. 

ДОКАЗ. Претпостn,вимо да је р > й". МНОЖСЉСl>.! обеју страна 

са q -- 1 добијамо ЧР - р > -э[ и коначно qp + в/ > р. Сад имамо 

ЧР + s > цр + Вl > р. 

Можемо доказати анаЈЮГНО да р < CXi повлачи цр + s < 
s Е З. 

р за све 

D 

Захва..тьујући овој ЛСМИ можемо непосредно закљу'iИТИ да ако је 

р ~ [щ, йџЈ ондаје ЧР + s 1. [0:/. С\:и]. 

ЛЕМА 3.2. Ht:xa З, 8ј, В,и й", йи су дефu'liUСШН.u 'Х:ао 'у npemxoCh-tој 

лемu и nе'К;а је 2 > q > 1. Ах,о је р Е [Щ. й,,]. mлда uOC'lnO]'u S Е S 
mах,(]о да Је qp + 8 Е [0/. С\1Ј]' 

ДОКАЗ. ПОЛ<1эеIШ од О<Пlгледнс неједнакости 

доста лl1,.ко ИОЖСl\10 извести 

Щ - 5/ 

q 

Друго, ВИ)ЏЉЮ Д(\ ако )с р Е [0/, 0-,,;8,,] тада јс qp + 51' Е 

И слично пКО је ]Ј Е [(\1 ;"1. ЙџЈ онда јс qp + 81 Е [щ. (\1,Ј. 

добијамо тврђсњс лемс. 

[щ. (\џ), 

Одавде 

D 

СЈЈсдсћс 'уОШllтавањс лемс 3.1, за случај када су р, q комплексни 
бројеви бићс веm.щ важно. 
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ЛЕМА 3.~З. НС:КП. ('.11 S', !ј/, Su дефинисани л;ао !I nРСIJI.Ј"оин.ој Лf:'М:U. 

Носа су t, (ј2 ');:п.лUЏI(':-.~;('1f1l бројеви 'u цеља је 1121 > 1. о.m.I1ЧИ.МО sm = 

max(ISjl,18,,1). А')\Х) р-

(1.1) 111> 1'1';'" l' 

он,да је Iq2t. + 81 ? If: .JIi ин: s Е S. 

ДОКАЗ. МНОЖСЉl']l..1 обеју страна неједнакостн (1.1) са IЧ21 -
1 добијамо Iq21111 - 111 > Вт односно Iq,11tI - "", > 111. Како је 
неједнакост 1(12f + 81 > Iq2tl -181 увек испуњена, 1-1 каЮЈ је очигледно 
да j,~ 8щ > 1-"1 на крају jl.[ожемо закључити да је 

1'121 + sl > Iq,11 - 181 
> Iq,lltl- В", 

> 1I1 
о 

ЛЕМА 3.4. Не"Кп. ЈС' q алгеfuрсr.:u, 'Цео број 'Щ]U 'h'()'l-bугаm Је (Ј2. 

Неnа су ЛS(q), ;'\8((12) rnenтpu бројева (ј, (1'.< ресnсктШЈ'!iQ. Тада 
постоји. бијСnll;l1)rt а n'Ј.Лl.е1ју ова два сnеnтра 

(1.21 а((јЈЈ + s) = СЈ2а(р) + s 

за сати Р Е Л и s Е Н. 

Лема 3.4 ј!::: директан реэултат теорије Гнлоа (В!ЦС1'И [41] Коро­
лар 2.6.2 или [39], слава VI, §39). Бијекција а Q((I) ---4 Q(q2) је 
изоморфизам поља ПОl1ШТ у теорији Галон као акција Га..гюа. 

ЛЕМА 3.5. Нека]е fj реалан. број nојн није ни Писооrз Н'и Сале.мов 

и КОЈи задовољаП{L 2 > r; > 1. Не'Ка је S, .5ј, S". S"" (\.r. (t-u, ЛS(СЈ), 
лS (q2), дефинисан као /Ј npernxorme две леме. Л1'i:О постоји неnа 
mщија Галоо а- и БРUј р Е лS(q) та'Кав да а- : Q(q'.1 ---4 Q(q2) за 
1-/.еnи '}f,оњугаm. Ч2 бројl1 (1 't-uju .м,одуо IЧ21 > 1,]Ј Е .'\S(q) П [щ,а,,], 
11 1a-(p)1 > Iq:i" l' тада ,\S(q) ннје дucnpeт.a:n. AI,;О СЈ nе.ма ');ujeda1t 
xoњy?aгn 'х;ојн је по "-I!ОО:Џ:!У Jed1-ta'}f, 1, тада важ'u it обрu m. претходне 
1L.М,nll'U:IШЧЧЈf! . 

ДОКАЗ. Нека је шп ]Ј" дефинисан peKypCHTHU: l)'1 = р, Р"+I = 

qp" + S" 3Н- lIеко 8), (" S 1'81<30 да је qp" + 8" Е: I(~l. ин]. Тада 
ј<, НИЗ la(p,,)1 PHCT\'JII1. Ово ћСII-Ю Докюати ИН 'lУ'Щ1:јш·1. Занста 
la(Pl)1 = Iп((!Рп -+- -"1))1 - 1112П(]Ј()) + Ноl > IП(Ро)l. 1'(ЈfНl1;ЉСЊСМ лемс 
Ј.З У3СВПШ t = а(јЈ'Ј). Како је IСГ(Рl)1 > la(]Ja)! > 11':;;'~.I' мож:смо 
поново ИСКU!НlСТIIТ!1 11(""1".\' ЛСI\(У. Даље ШЈ..ставља~ю !1Н..Ј.укцијоы: 

la(P1H)1 la(qp, + 5,11 
Iq,u(p,) + ',1 

> la(p,)I. 
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Нека су јЈ" РЈ , дпа рn:~личита члана Нloa и нека Је 1 > Ј. Тада нам 
la(p,)1 > la(PJ)1 /ЏI.jc (ј(Р,) i= а(Рј) ю чега слсдrr ла је р, t-]J} зато 
што је а бијекннја. Из 'Гога эакључујсмо да је {p~} бсскона'тан. 
Како је он огр,ШИ'-lсн сн. (~I и йu значи да мора ИГ-Нt'IИ барем једну 

TC\<lКY пагомилаваЊii_ Зато спектар ЛS (q) није диr;крстан. 
Да бисмо докюали обратии смер импликације бипс нам потреб­

не неке ч.ињенице из теорије Галоа, Нека је МИПИl-.-1ItлllИ полином 

броја q Сl'СJlСЩi n. Нека q има коњугате q = СЈl, (ј2, ... , QTI' Ако је р Е 

ЛS(q), тада гюстоји неки полином Р(х) са коефицијентюш из скупа 
5' такав даје Р = Р(Сј). Након дељења полинома Р(:1") ыинималним 
полиномом броја (1 добијаыо ОСТ'атак R(x) који је јеД1ЈНСТБеlI НО­
линоl>.! степена нс l1ећсг од п - 1, са целим коефицијептима који 
задовољава]Ј = Н((ј) _ ТаД:i постоји КОЊУГi:l:Г СЈ},.l Е 1, 2, ... , п такав 
да је ()"(р) = R((1j) за сваку акцију Галоа ()". Дока::шћсl>.Ю супротни 

смер r;вођсњем Щi противрсчноет. Ако AS(q) није дискретан, и ако 
нема н.кције Галоа са овом особином, тада постоји бесконачан скуп 

{Р,} такав да Ip,l = R,(q) = lai,O + a"lq + ... + а",,_l(/,-11 < 1;1'-~1' и 
за СВС коњугатс (ј) броја (ј, Iqjl > 1 важи следеће: 

11-1 Sm 
lai.o + ().i,lqj + ... + ai.r<_lQj 1 < 1 I _ l' 

ч; 

ПОСМl-iтрајмо )-'рсђену n-торку бројева А,(а,.о, ац, ... ,а"п-1) као тач­
ку простора IRn

. Тада ако је СЈЈ реалан број, претходна неједнакост 

ПРСЛ~СТl-iвља 'гct'IЮ~ између двеју паралелних ХИllсрраВIIИ чији вектор 

нормале је (l,q},qj, ... ,qj-I). Ако број qJ није pea.;I<-tН, тада је (јЈ 
такође коњугат броја q, зато мора бити: 1~(q})1 < Iq;Г\ 1 и IIЏqј)1 < 
,,;;" ,. Како су IR,(Q,) + R,(Q;)I и 1R,(qj) - R,(I/,)I 06а нс всћа ОД 
IR,(QJ)I + 1R,(qј)ll>.южемо лако нзрачунати 

( 1.3) 

(11) 

Стога, ако (јј ннје pea.TraH тада qJ и (ј) дају два паРЕ\ хнпсрравни. 
Ако је 1(1} 1 < 1 Ј\южеl>./О приметити даје IR;(q])1 = IP,(IJ))! < sm(ll + 
1r1J 1+ ... + IQjl k) < 1 ~'," '" С'I'OlЋ МИ поново добијамо две или два пара 

Ч,Ј, 

хипсрравни, -зависно 01\ тога да лп је qJ реман број ИЛН НС. Желиl>.lO 
да покажег-ю да T(\.L1Ke ИЈмеђу свих ових ХИfIсрравни чине ограничен 
ПОДскуп простора IR". z,! Т<:1.IШОМ подскупу може бити (;all/O конач.но 
много ,]·(t'шюt еt'l цслобројни!v1 координатама. Та,ХЏЈ, БРОЈ полинома 

R,(l:) мора бити КОIlачан и на крају добијамо КОНТјЈа,_LИкцију ЈЩ 
{]Ј,} мора бити копачан скуп. Ако докажемо да су вектори нормала 
ових хиперравнн .HIНertpHO независни, тада поменути ПОАекуп мора 

БИТIJ ограНllчеlI. дОКt'lзаћемо да детерминанта D, чије колоне чине 
всктори норыала, НИЈе нула. Можемо поћи од шtтрrщс '!ијс су 
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[1 " - i 11 1 2 Њ . в колоне , ъ,· ., ЧЈ •. .Ј = , ,"" П_ сна ДСТ(ТЊI]IНi1нта.ЈС ан-

дсрмондова 11 ('ТО('" ј!' ј)(l:з!ш::,нта од НУЛС. Af,U ({) rt. iR Т1-tда из 

[1 "··'[7·1 • ".'[Т , , ЧЈ' ... , !}Ј н l , Чј , ... 'Чј користеillI 0'-1111".'](' l)IC липсарне 

трансформације можемо добити [l,эt(qј), .. , эt(ч/ 1)1Т и [о, ~(qj), 

... , CJ(q;-l )]Т. 360[' TOГQ. D није нула. О 

Ако примснимо I1.ЈlГОРИ1'аЫ Борвеина и ХСРI-l -"а ]-НЋIIСООВ број q 
н ако лS(q) није дип--::рm'ан суочићемо се са БССКО1r::\'IНОМ flCTЉQM. 
I(оришћсњем ЈЈСМС Т3, И бијекције и И::I 3.4 МОЖ(,~IO \'r-анршити овај 
алгортам и снаб)щти га критеријумом за излаз ЈП IIСТЉС ксща је 

u(р) > I~i" l' У 3ЈЈЈ'ОРИТМУ 2 претпоставља се да q H~IH Nq2 коњугата. 
всћих од један који фор:.шрају низ, нека је то q2. 

2. ПРИМЕНЕ АЛГОРИТМА 

т. 3аими у [42) је доказао да ако је Тт.+Ј РС(I.ЛdН ГlUЈитиван корен 
полннома g,,+ Ј (;г) = :г" ~J - 2(х"-1 +:т,,-2 + .. , + 1:" -+- 1) Тi1.Щ1, је А(Т,,+I) 

дискретан С[lсктар'Н п > 2. Ако је n+ 1 нарап број 1';1,ЏЈ.. 92т(Х) има 
јошјСДfi.1I реалан корспl21Г1 < -1. КоришћеЊСJ\-l Н(ј I I 1 С']' iЩГОРИТJI.'/аСа, 

!\рн'ГсријУМОJ\-l ДИСКРСТЈ/ОСТИ, лако је докюя.ТИ )lil Л(I'2m) није ДИС­

KpeTёlH ЗCL свако Јп. Најпре да се уверимо да '-2m -с.: -1 постоји. 
Бпће нам потребно слсдеће израчунавање: 921t'{ --1) = (_1)2'" 
2( ( -1 )2т.' + ( -1 )""., _ ... + ( -1) + 1) ~ 1 - 2 се -1 Како је 

( ) _~."+l 2 хn - 1 
9'ГI-H Х -.1 -

х-I 

хn(х-2)(х+1)+2 

х - 1 

( 2)2"'+1+2 
можемо израчунати 92т( -2) = - з > О и эакл,УLШТН најзад да 
ПОСТОЈИ корен t2", Гlоmшома У2т(Х) У интервалу (-2, -1). Дока.эа­
ћемо да је 

1 

'

2,",,-1 _ ,2т-2 _ ... _, _ 1 - ---о 
2т 2", 2т -. 

t 2tн --i- 1 
(2.1) 

Множењеr.f обеју стря.ю-t ове јсдпачинс са (t 2", + 1) до(-)ијамо 

(t~;::-1 - t~;;: -2 - ... - t2m - 1)(t2m + 1) = 1 п 

92mи2т) + 1 = 1 <--> 

1 ~ 1. 

На исти начин м())ке~ю }~ока.затп да Је 

(2.2) Г2",-; _ 1,2",-2_ 
2", 2", - .. - Т2ш - 1 ~ 

1 

Идеја јс да сс ДQкаже да је 

(2.3) t2m _t Ъ"'-I_···_t2 -t > 
2т ~2т 2т 2т 

1 

1 



2_ ПРИМЕНЕ ЛЛГОРИТ/lfА 

АЛГОРИТАМ 2_ 

SpecDC1(S,q,q2,Nq2) 

и 

(2.1) 

аlрhаU:~-шiп(s:s in S)/(q-l); 
alphaL:=-mах(s:s in S)/(q-l); 
sM:"'-шах(lsl:s in S) 
ЦО] ,=S; 

far ј=l to Nq2 
for р in L[O] do 

sigma[j ,р] :=р; 
end do 
d:=O; 
repeat 

L[d+l] ,=L[d]; 

for р 10 (L[d] minus L[d-l]), s in S do 
if q*p + 8 in [alphaL, alphaU] then do 

L[d+l]=L[d+l] union {q*p + э}; 
for ј=l to Nq2 do 

sigma[j,q*p+S]= 

end do 
end if 

end do 
d;=d + 1; 

until L[d-l]=L[d]; 
RETURN CL [d] ) ; 

q2[j]*sigma[j ,р] + s; 
if Iq2[j]*8igma[j,pJ + 81> 

sM/Cllq2[J] 1-11) 
then REТURN("Not discrete") 

end do 

СЛИКА 1. Одрсђивање спектра алгебарског 1!1,лог 

броја lJ са ни:юм коњугата q2 изван јСДИIfI!ЧНnt' диска. 

То ћс проузроковати да се алгоритам2 заустави са поруком "Not 
discrctc"_ Заиста, корншћсњсм (2.1) И t2m < -1 нсјсднэ..кост (2.3) 



Ј. TEOPI_~I.\ !I .ЦОКАЗ 'ы;ног Пl-'НШ" с I,Е. 1.\ 

-1 
> 

t~", + 1 t2m + 1 
tZm < -1. 

Аналогно кuришћ(~ЊС~1 (2.2) и Т2т > 1, (2.4) даје 

'/' 1 
()< 2т < 

Т2т + 1 7'2", - 1 . 

2~J 

Са обзиром да је ПРН<t Нf~једнакост очигледна преостаје нам на крају 

да докажсмо л;р}ту. :\lножењем обеју страна са (Tl ltl + 1)(Т2т - 1) 
}l,nбија1'>Ю да је T~", - 27'2'" - 1 < О. Ово је тачно :щто што функција 
у = х2 - 2х - 1 има негативне врсдности између оюјf1Х корена, на 
интервалу (1- V2. l·j V2). 

3. ТЕОРЕМА И ДОКАЗ ЊЕНОГ ПРВОГ ДЕЛА 

Мmкс ЈШ С!IСћ:тјЈ A(q) бити дискретан эа неки Срој који није 
Писоов, најваЖНl1ј(~ је 01"ворено питањс у овој об.:Јаr:ти. Персс и 

СОJIш,фtк [29], ДОК!:'\.]d,]јШИ да је .4(q) густ за скоро ,I"\;Н,О (] Е (V2, 2), 
поставили су исто шгтаљс за спектар .4(q). У ()1ЮЧ случају, на 

[/итањс је дат ПО:Л1Тlш(t][ одговор. Борвсин и Хс]) [3) су пронашли 
примере бројева q с-.: (1.2) који нису Писоови, (\./11'1 је СЈН:ктар A(q) 
дискретан. ОНI1 су IIР!ШСТИЛИ да су сви ти Прll:-'ll.'рИ тако:щани 
Перо нови бројеви. 

ДЕФИНИЦИЈА 12 (Г!сронов број). Перонов број )i' РРaJI'Н:и алге­

барс?Сu цео број q > 1 '(,uј'и. остали ?CQ'l-ьугати су пп .л1(Ј()уЛУ мањи од 

ч· 

Следсћа ТСОЏС1>Ы об\'хвата део ове хипотезе, lЈОк({',ујући да сви 

реални коњугатн ЗЭДОIЮ.Ъ(iвају Перонову особину у (цносу на број 

ц. 

ТЕОРIO.:lА 10. Ако]Г број q такав да је 1 < (Ј < 2 и тео је .4(q) 

д-UС1\,ретан, тада С(,'јЈ, рг:аЛ1i:U 'h:OJiJyzamu броја (/ су TIO Ј\lодулу строго 
мањи од q. 

Да бисмо щtКIН(' .·.(()КЮ(;ЏlИ теорему 10 подслићес..1O је у две ТСО­
ремс. 

TF:OPEMA 11. А'м) је БРОЈ q mа1(;ав да јг: 1 <" 1] <: 2 u а1(;О је 

A(q) rJucK]Jl'.ma'Н, таОIl ('(Ји uегаmumщ Рf'лл'Н.'tl 'lCUIЬ!Ј?Шп.'Ц броја q су 
по мод:џл:џ строго .лIЩt>il од q. 

TEOPEI\,1A 12. Љ,;о ј(: БРUЈ q 'lJЩ1;;ав да је 1 < q < 2 u аnо Је A(q) 

дu(жрrmл1t, тада сон '!I!Јзuтnиmщ реалн,u ro;о'Њу?ll'lll1t (јроја q су по 

модУЈ"У строго .Ащњu ии q. 

Следсћа ЛСМf1, ИCiко пије неопходна у доказу теорсме 11, прика­
зује главну идеју на којој се заснива доказ ове Tcopc~[e. 
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ЈIЕМА 3.6. А1;:О је број q mа1(;ав да је 1 < q < 2 'и ах:о Је А(ч) 

дuсщ)(~m.аu, mш)а C611 l-цогаmН(јни реалнu х:mЬУ2U{{Иl броја q ry по 

.ноdулу не већи od vf2. 

ДОКАЗ. Некаје (12 H(~гaTHBaH коњугат броја ч· Ако је IЧ21 < 1, 

ТН)Џt је О<ЈJlI'ЛСДНО да је IЧ21 < q, зато претпоставимu да је IЧ21 > 1. 

НејеЦШiКОС"l' Iqll_l > 1(1 - 11 је еквивалентна са О> ч(ч .. - 2) С1'ОI'о. је 
она тачна за сваки број ц, такав да 1 < q < 2. Ако јсс спектар А(ч) 
lщскреТЩI тада, коришћсњсм леllfе 3.5,јс Iq2; 1 > 1(1(ц-l)1 = Iqz - 11· 
РСШПћРМО ову нсјС)Џ[[1.'НЈНУ: 

1 -1 
;-;-~- > q2 - 1 > '*'*' Iq,1 - 1 - - Iq21 - 1 

1 -1 
--С;>Ц2- 1 > <=> 
-(ј2 - 1 -q2 - 1 

1 > -ц~ + 1 >-1 <r::> 

О > -qi > -2 <=> 
O<ц~<2 <=> 

-V2 < q, < -1. 

о 

Нсносрсдна lЈОСЛСДИЦn' прстходне ЛСllfС је: ако (1 :ЈадовољаВћ 

додатни услов )ЏЈ. је q > Ј2, тада јс тсоремаl1 Т;-tчна. Доказ 
целокупне ове teOpell--Је је сложенија варијанта ДОКЮi1 ле:>.1С 3.6. Пре 
него дITO отпоУ.НUМО саll1 доказ теореме 11 биће потребно да ра:змо-
тримо фамилију ПОЛИ1Јома , 

Pz,m(x) := х"2т _ .. т2ш - 1 + ... - х + 1 (т ~ 1,2, ... ). 

Бнће IШМ потребне следсће леll-lС КОЈе се односе на ОЈ!У фаll-lИлију 
ПШIШ-IOIII(\ са КОСфНl(lIјснтищt 1, -1. 

ЛЕ/I.IА :Ј.7 . .lеdН(1'tшщ P2m {:l') = 1 .• }-1 има ma't1-f,o јРдltо реш,ење 
'VП/ }--Щ инrnерrзалу (-сю, -1) аа све m = 1,2, .. ,. За Сј2 Е [vm, -1) 
HeJethta'IGocm P2",(Q2) < Iq,~ 1 је ma~tHa, а herna'tJ-t.a је 'Када је q2 Е 
[--оо, vm). Н·из 'и", је расmуnи, lirnш-+О<.1.'m = -1 и огра'llиче1-t одоздо, 
~Im > -2. 



ДОКАЗ. PeIIIII)l.rn IIсјСДН<iЧИНУ P2тn(X) < Ilеl (-х, -1). 
ристсtlП О'IСIШДI!С трансформације имамо 

" 2", - 1 1 
T~ '" - - .1; + .. - х + 1 < ----

-Ј' - 1 ' 

X2тn+ 1 + 1 -1 
< 

х+l х + 1 ' 

X2тn+ 1 + 1 > -1 , 
х2т+ 1 > -2 , 

х > ""'-
rll2 

- " 

Ако најзад дефIIЮ!IJIС~lO /)m 

сс лако и:щоде_ 

2"'+ IМ2 I - у L;, тада Ctнt. I'НР јеља лсыс 

:\1 

Ко-

3,7 
О 

ЛЕМА :З.8. Јеihш'Чuна Р2m(Х) X~I има mауl-tо ;едпо решење 
на 'Ит 1Ю иumерпа,/).у (1,00) за све т = 1,2,. За (1 Е (l,um .], 

1-tејесЈ'ltаr,;осm. Р2n'(Ч) < (I~l је m.а'Ч1tа, а '/i.еmа·ч:нл је 3(1 q Е (и"" оо]. 
Наз -ttm Је оnадаЈУћ.u, m(:)lcu 1'Са 1 U 'ит < 2. Дефll.numnе,мо Но = 2, 
ПО = -\1'2. 3а ст,: 111? о, I'uml < 'и"'+l' 

ДОКАЗ, Рештr"rn flсјсдначину Р2m(Х) < ' .-, tl il (1. ()О). Имамо 

:-rhl! '2т-l + + 1 1 
- х ... - х < 

1 ' х-

х2т+ 1 + 1 1 
< 

х+l .1' - 1 ' 
( т2"'+1 +1)(Х-l) < Х' + 1 , 

:1,2",+2 _ х2т+ 1 < 2 , 

1,2т+l 2 
< 

1: - 1 

Како је а) р,щионаJIна функција .7:=-1 опадајућа IШ интсрвалу (1, oo)n 
Ь) ПОЛIIНО)l.lIНt функција х2т+ 1 је растућа на интсрrДI1У (1, оо), с) 
!irП:r----<-1+ ,г:l = +00 > 1 = 1 2т+ 1 , d) 2=-1 = 2 < '2,:!m-l1, постоји 
т<-tчно једна T<-tЧЮ\ llрссска, нека је то х = 'И"" ГlЈафlJl-.::а ових двеју 
функција на (1, ~). Та,кођс ови аргументи 06сзбсlл-ј,'v' да, :Ја. q Е 

(1, и",,], неједнакост P2>n(Q) < q~1 је тачна, а нста'Јнајс _,а (Ј Е (пm , 2). 

1/" " 2 = 2m-i <:"' 2(т+l)+1 l' _ 2 - 1 _ ... ако ЈС "", I Нт ~ Нт , И lm;r_.l+ х-: - +00 > -
12(",+1)+1 зitкључујсмо даје 1I.тН Е (1, ищ ), па зато Нт ОШl/Ј;а. Остаје 
д"" e{~ Дuкажс да је liш", ~= и", = 1. Нска је ( РС,],,;I!)!! број такав 

да је 1 > t '> О, тада I-.южсмо наћи довољно B(~'I!jj((' то тако да 

(1 + ()2т+l > 1 за СВС; 111 >то, Користећи а), Ь), с) 3(11~љ\"-rу.iемо да 
јс н'" Е (1,1 + t). Ако !lУСТИIlЈО (да тсжи О, Т<:Џ_I,<-i ло6нјамо да 'Ит 
тежи 1, Ка.ко је 111;::; 1_~J4369 и 'ио = -)2, јаено је ;Џ-l ,је luol < IUll. 
у ствари ми С:'1О ПОЮ,ЋL1И да је t Е (1, U"'+l) ак() I! само ако је 
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Г2m+2 џ) < I~] ако 
,:пм~"1O t = 1 {',,, 1 = 

f! само ако Ј'е t2m+З < ~, 'Ја t ( (Ј. 2). Ако 
. 1-] 

.",< [;;::;2 (2", .. ] -_- с. V L тал:а Је о'шгледно да .Је L "3<11'0 

последља !Н.'.ЈСДНЩ';(ЈСТ дctЈе 

(3.1) 
1 (, < ~~ 

t - l' 

што остаје да се ДОКl-tже. Како је фУНКI~ија X~l опа,'\ајућа на интер­
валу (Ј ,2), Iюлиномна функција х2 је растућа на Н{1Т('рвалУ (1,2), 
\jrн"'_4]+ ";~I = +-ос, > 1 = 12, 2~1 = 1 < 2 2т+1 поетој~] тачно једна 
Т(iчка прееека, 'ја to ~ 1.46557, графика ових двеју функција на 
(l, 2). Можс~мо тщюђе ЗаКЉучити да је за свако t < to неједнакост 
(3.1) испуљенн. KctKO је Ivml < {У2::::::; 1.25992, за све.,n = 1,2,." и 
последњс тпрђеЊf.' ове леме је доказано. О 

Дor\АЗ TEOPE;MF: 11. Како низ итп опада и тсжи ка 1 за свако 
(1 Е (1,2), можемо О)ЦJf.'ДИТИ т тако да је 

('].2) 

K<to што ес твр/1И ,У .:Ј(;~1И 3.8 важи H~jCДHaKo('Т Р2m(Ч) < q~1' Како 
је спектар А(ч) днскретан, коришћсlЬСМ лемс 3.5, мора бити тачна 
неједнакост Р2т(Ч2) < IЧ2t l' Коришћењем лемс 3.7, ~щкљуqујсмо 
даје (l~ Е ["tI!,-l) CTOr(l. 

(3.:1) 

Користећн последњ(-~ тврђсње лемс 3.8 имамо 

(34) 

Понезујући (3.3), (3.4), (3.2) најзад добијамо 1121 < ч. о 

4. ДОКАЗ ТЕОРЕМЕ 12 

Наредна ЛСМI1" И(l.КО није неопходна у доказУ Teopl~Mc 12, прика­
зује ГЛ(l.ВНУ fще.Ј)' на којој сс заснива дока.3 ове теорсне. 

ЛF:МА 3.9. A~:o за БРUЈ q ва:нсu 1 < q < Ј2 и ал;о jr cne'/\;rn.ap 

А(ч) JUC1,;peтnaH, пm.dа С'У сви nuзumuв1/.'U реалttlt КО1-Ьугаmu броја q 

ис (lr:.tщ ОО Ј2. 

ДОКАЗ. Нека је Ч2 позитивни реални коњугат броја Ч. Ако јс 

Iq~1 < 1. тала је очнглсдно да је Iq21 < Ј2, Нека је ,1]21 > 1, и 
УЗ!>-IIJМО да је]Ј једнако (1 + 1. Неједнакост Iql~J > 1(1 + 11 Ј(аје 2 > ч2 
па је тачнн :щ CB(~ Ч, који задовољавају 1 < q < у'2. Ако је спектар 
А(ч) дпскрС'шн TaдR, коришћењем лсис 3.5 је, IЧ2~-1 > Icr(p)1 = 

112 + 11· ОДRВДС добијамо даје 1 < Ч2 < Ј2 аналогно са претходном 
нејсднакошћу. О 
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Овај доказ ПРПЈ,i1._;у.lС главну ИДСЈ).' на КОЈОЈ (,:1,' 3<iCflHblt и дока:з 

тсорсмс 12. Ако Iluсн)ји неки ±1 ПОЛИlюм fJ(.l') I! (\ > q такав 
дн. је P((t) = }-Т' 11 IIUЛИНОМ Р(х) је растући на (ц,оо) можемо 
:шкључити да је ГЈ'2 < (1. Ако је могућс КОНСТРУJlсаТIJ ПОЛИflОМ Р(х) 
<шји корен ct > (/ је 6. IIlзак броју q колико ЖС.'Ш:"(О, тада q2 тежи 
ка q. Нйјзм 3<LКЉ.'('IУ,јСМО да је Ч2 < Гј. Ал!"Орптi.Щ Tpol нам даје 
конеТРУЮЏIЈУ TC1KB()I' !I()ЛИlIома. Нека је Р,,(х) ПОЛJlНО!lf степена П, 

са коефицијснтн.\!С1 1. --1 и са водећИ!I'! косфицијСI! 1'0\1 -1. 

ДЕФИНИЦИЈА 1:.1_ Д~фшmсаће.мо ре'К,УРЗЏ61-l0 ф(!.,нnлuју S nuлu-
1-tома иа следећ:u 'IЩ'i:Ult: 1) 1 Е ЗЈ 2) аnо јР Р(l') Е S онда је 
хР(х) - 1 Е S u хГ(.т) + 1 Е S. 

Очигледно је да је 5' = {Р,.,(х)}. 

2 __ " ... , 

СЛИКА 2 . .Јс}Џ111 растући ПОЛИН{)I-.f ?(х) Е ,') чији 

графнк ПРС('СIЩ l-рафик функције у = ,,-~: :: 'l'<-1ЧКИ 
Ј: = (\ > Гј. Ако је q2 > ct коњугат броја q. таЛ!l спск­
тар А(ч) није лнскретан зато што је IP(q2)1 > (u~l < на 
основу лемс :3.5_ 

ДЕФИНИЦИЈА Н. Дсфu1-tuсаће.мо ре%урзш;Ј'Н,О фаАtIJ.ft1LЈУ Т nолu­

нома на следеЊ __ l н(пшl,: 1) 2' - 2 Е Т, аnо је Q(1:) Е Т онда је 2) 
xQ(x) Е Т u 3) XQ(T) + 2х - 2 Е Т. 

ЛЕМА 3,10, Рса,лан број й Е (1,2Ј је решење Јеdu(]ч,шu:. Р,,(х) = 

X~l аnо u са.ио аљо nостоји nолuн.о.м Q Е Т тnanalJ (Јп је Q(й) = О. 

ДОКАЗ __ Како је јР;ННt'IИпа Р,,(х) = x~ I СКВИЩ1ЛСIПШI јсдн<:Ј.ЧИНИ 
Р,,(Т)(:Г - 1) -1 = О 'Щ .'1' Е (1, 2Ј, треба да докюкс~!о ДП је Р,,(х)(х-
1) -1 Е Т за спс Р,,(ј') Е S. Искористићсмо Ma'l'c!lji11'I1'll~y ннДУкцију 
по 'п. За п = О, [[()Ј11l'О ,ie Р,,(х) = 1, следи да је , (.t- - 1) - 1 = 

.У - 2 Е Т. ПреТlfOстаr.имо да је Pk(x)(:z: - 1) - 1 Е Т за k = n. 
Ис!Нпnјмо l:л.Учај k =-= п +1. Ако је РТ1 + 1 (Х) = .1'Р,,(тј - 1, тада је 
(J:P,,(:1:)-I)(l'-l)-l = .J'(Pn (.1')(J:-1)-1) Е Тнаос-нсшу ИНДУЮ'иннс 
ХИlютезе \'1 дефИlIНlщјс фdыилије Т __ Ако је г,,+I(:Г) "----' J'P,,(~--) + 1, 
тада је (тГ,,(т) + L)(., - 1) - 1 = хР,,(т )(х - 1) + l' - 2 - т(Р,,(Т')(Х­

]) - 1) + 2,2' - 2 = тQ(.г) + 21; - 2 Е Т користећи ИНДУКТIJНН.'У' хипотезу 
II дсф.шициј.v фаМПЛlјс Т. О 
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3АПА)I';:Аf-bl". 2. Није mешк.о вщ)ст'll оа Је 

т = {.т" - 21"/,;1 + 2.rk2 - ." + 2:rk"'-1 _ 2xkm } 

за СМ: npиp()()1-U~ бројеве п > k1 > k2 > .. > krn - 1 > krn > О. 

ЛЕМА 3.11. За све' nОЛ'U'}iOме Q(:z:) Е Т 1-щјвеnа ре-Шlна '/-tулаје о 
nолuно.м,а Q(:r) је на Сегме1-tту (1, 2Ј· 

ДОКАЗ, ДОВОЉНО је докюати следеће: :Ја све по.:!l1Номе Q(x) Е 
Т важи следећс Q(J) = -1, Q(2) > О; за х > 2 функција Q(x) 
је пшитивна и растућа. Доказаћемо то ИНДУКl~ијом по П, степену 

ПОЛИI-!Ома Q(:E). За п = 1 имамо да је Q(x) = Х - 2, па је тврђење 
тачно. Прстпостанимо даје Q(l) = -1, Q(2) > О и функција Q(:г) 
је позитивна и растућа на (2.00) за СВС Q(x) степсна k = n. Како 
је ПрОН3llUЛ (:збир) двсју позитивних, растућнх функција такође 

1I0ЗИТНВШ1, раС'Јућа функција, закључујемо да је тврђСЈЬе тачно за 

:J:Q(J,') и J'Q(l') + 2т,- 2. За:г = 1 очигледно је да гю.гтиноии .1:Q(:r:) 
и xQ(:r') + 2.1: - 2 ш,mју вредност -1, јер Cl\Ю прспюставилп да је 
Q(l) ~ -1 О 

3ЛПАЖАЊЕ 3. Постоје nОЛШiQМ'U фамилuје Т који имају више 
<ЈО једне 'Нуле 1-tQ еегмеnту (1,2Ј. Такав је на пример :г 15 - 21:14 + 
2у lIJ -- 2 ч'U)е 'НУЛР r.y nрuблиЖ1tО: 1,134505, 1,21852:5, 1.816964. 

ЛF;МА :3_12. Њ:,/Щ ЈР nОЛЩ-tQМ Р,,(l:) из фам:u.лUЈе 8. Реал1t'U број 
(\ Е (1,2] Је Рf'ШР'/-tJ(' Јсdnачине Рn(х) = ",-=-\ a1i:O 'и са.лщ ако постоји 
nолuuом Q Е Т m.акав да је Q(a) + 2 = О. 

ДОКАЗ. Ако помножимо једначину Рn(х) = ",-_\ са х-l добијамо 
Рn(х)(х -1) + 1 = О за Х Е (1, 2Ј. Захваљујући томе што је доказано 
.у леми 3.10 да је полином Q(x) = Р,,(Х)(Т - 1) - 1 Е Т за све 
Рn(:Г) Е В, тврђењс непосредно следи. О 

ПрстпоставнћС/lfО да имамо функцију GRZ (tllC G!'(~atc.st Rcal 
Zcro) која одређује највсћу рсн.лну нулу ПОЛИНQ!\Ш I-П фа!llИлије Т. , 
(Можемо користити. Hf1, приыср, Њутнову IIЮ-ГОДУ ГЈОла-1С~11I ОД тачке 

2.) Размотримо алгоритам на слици 3. 

МОЖСI\IO испитати Ki-tКО овај алгоритам ради нn следсћсl\.'i примеру_ 

ПРИМЕР 3.1. Нека је q jer.h-tак ~+] ;с::;;; 1.618034. ПОLtU'/-tJe.лtО са 
Q =.1: - 2 п GRZ(Q(:г)) = 2. Kar,;o је q2 - 2 = q - 1 > О 11р6а ''urhlle'' 
nсrnљ(Ј, СР неnе U:ЮјЈшuтu те nе зато Q оетати 1-' - 2. Како је 

(ј:' - 2ч2 + 2q - 2 ;с::;;; 0,236> О и с/ - 2q3 + 2q - 2 ~ -о, :382 < О друга 
"шlt'ilе" nсmља даЈС k = :3 и Q = х1 - 2хЗ + 2х - 2. Ту се заарщааа 
'1 'C//eaf --иn l',l ," '1 ЬС'! /Ј.';()а. 

Како је ч5 - 2(/1 + 2q2 - 2 ~ 0,618 > О прва "шh,llе" nг;тnља неће 
uзменити Q = T~ -- 2х3 +2х- 2. Друга "'l.1rhUe" пеmља ћс 'U,"Ј{ю,ЧУ'l-tащ'u 
q{j - 2q''i + 2q:J _ 2q2 +2q- 2 ~ 0,236> О, q7 - 2ч6 +2q~ _ 2ч3 +2q- 2 = 

-о, ~82 < О: па ;щто други пролаз кроз "repeat-unbl" nет,љу даЈе 
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Tpol(q,epsilon) 
Q(x);==x-2; 
repeat 

end· • 

while qQ(q)+2q-2<==О do 
Q(X):==xQ(x)+2x-2; 

end do 
diffеrепсе:==IGRZ(Q(х»-ql 

if difference >= epsilon then 
k:=2; 
while qkQ(q)+2q_2>==O do 

k:=k+l; 
end do 
Q(x);=XkQ(x)+2x-2; 

end if 
diffеrепсе:=IGRZ(Q(х»-ql 

until difference<epsilon 
RETURN(Q(x)) ; 

СЛИКА 3. О)ЈЈ)(..'I}пвањс пОлинома Q(x) Е Т ЧИЈа 

Hi1jB(;tla ренлна пула је q Е (1, 2\. 

Q = х7 _ 2.1,6 + 2х4 - 2:г3 + 2х - 2, GRZ(Q(x)) :::::: 1,645> q. Слеdеnu 
пролаз nе даm'и Q = ::с!о - 2х9 + 2х7 - 2хб + 2х4 - 2:1":\ + 2х - 2 уз 
GRZ(Q(x)) -:::::: 1,625> (/ и ma'li:o даље. 

Сиедећа лема обсзбрЬује да ће се I1рва "v.:tJilc" I!РТ.;/Й извџшавати 
само копачан број ПУТ;1-. 

ЛЕМА 3.13. ,дефu1-tuсаће.мо низ nолшюма Qm(X) pC'li::i-ЈРЗU6'НО: 

Q,,(X) ~ Щl} Qm+l(X) ~ XQm(X) + ъ· - 2 .• 

A'li:o -2 < Q(q) < О, mлdо постоји m тa'li:60 да је Qm(Ч) > О. 

ДОКАЗ. !о,Ложемо ДОkл.:3(tТИ ИНд.'(кцијом да је (/ п, (Т) = хт ( Qo (:1') + 
2) - 2 зато lПто Ql (Х) = XQO(X) + 2х - 2 = T(Q()(:c) + 2) - 2 и 
Qm+l И ~ .TC,,"'(QO(.T) + 2) - 2) + 21 - 2 ~ xm+l(Qo(XI + 2) - 2х + 
21:-2 = Tlr 

... -
1(Qo(:1') +2) -2. Какојс низ qm растућПII Jlсограничен, 

и QO(QJ + 2 > О, зак.ъу'1\-.iс~ro лаје Нтт_= Qm(q) --;;: -~X). о 

Пос.1е IJPl1e "'Л'"!lik" петље qQ(q) + 2(1 - 2 МО{Ч БП'lН ПОЋПНlШU, 
док је Q(q) II Д[lЈЬС негативно. због тога за k > 2 ДОПOfЫIO велико 

(4.1 ) q'Q(q) + 2q - 2 

ћс бити негативно. ЗR.ТО и друга "whilc" ПСТЉf\ ћс такође бити 

И3ВрIllсна сн.ыо КО!Ја'ТН.н ()рој нута. За ово k, знаl\lО 11'3 (IЛI'О{шт~!а да 
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Је 

( 4.2) 

ШТО повлачи да j(~ qkQ(q) > _2ч2 + 2q. Одредимо дољу границу 
израза у (1.1). Користећи претходну неједнакост ИI\ШI>10 

,!'Q(q)+2q-2 > -2ч'+2ч+2ч-2 

- 2q(2-q)-2 

> -2. 

Зdl\љ)"!ујСI\Ю ca,cr;a ла r.;y сви уСЛОВИ претходне ЛСМС ИСП.'';ЈЬсни, [Ја ћс 

зато нареДllћ "гереаt.-шн.il" петља. битн извршена у коначно много 

корака. 

Сада можемо увссти следсћу дефиницију. Означи мо са Qo(X) 
= 1; - 2 и сваки Щ)().'IFI..'J кроз "гереаt-uпtiГ liетљу аю'оритма даје 

СЈlсдсћи 'l.IiаЈl шпа Q". Коришћењсм ПРСТХОДнс лемс добијамо 

(4.3) С2"нИ ~ X'(.T"'(Q,,(X) + 2) - 2) + 2т - 2 > () 

где, као и у лсми, т > О је бјЈој fIJ)()лазака. кроз прву '\yllile" петљу 
и k > 2 је број пролазака кроз другу "while" петљу. Такође ћемо 

ознш-щвати ся. й" = GRZ(Q,,(x)). Како је Qn+l(Й") = (~~;'+kQn((t,,)+ 
20::+ '" - 2й~ + 20:" - 2 = 2(~~(a: - 1) + 2а" - 2 > О н Q,,(q) < о 
имамо (Ј < (\,,+1 < (1'". 

3АПАЖАЊЕ 4. У nреm.Ј;одuом примеру, Аtoжр.лш приметити 

да r;p Q(q) nериодUЧ1tо .иења, зато је Q,,(x) = хЗ,,+1 - 2тЗn + 2(;I~­
l)(x~("-I) + 1;З(",-2) + ... + 1). 

ПРИМЕР 3,2. Кор'истеnи алгоритам Tpol за q = 1.94 11 epsilon 
= 0.000007 мо:жс.мо израчуnаmи nоли1-tом Р(х) = х2О - 21'19 + 2х 14 _ 
21.'12 + 2:с 11 - 2:r· 10 + 2:1.9 - 2xs + 21:7 - 2хб + 2х" - 2х4 + 21' ~ 2 за 'Који 
Је GRZ(P(2·)) ~ 1.94DООб4. 

ЛЕМА 3.14. За п = 1,2, ... , nолино.ми Qn(x) су расm.чће и 'КОn­
Kamtp фУН"к''Цuје НД ccг.M.enтny (q, +00] за 'Које ва:ж:.u liш,,~(Х) Q;,(q) = 
+СХ::' . 

ДОКАЗ. !\1mI<РМО 'ЩКЉ,\'ЧИП! 11:, (1..fll'ОРИТ.\-li1., ,J~" с(:' ДЈ>у!Ћ '\уllјIР" 

пстља мора ИЗВРШПТtI. Видећсмо да можемо ПРС'l'ПостаВIIТИ да lIрва 

"'Л'ћilе" lLетљ(1. lIије извршена. Доказаћемо ИlJ,iЈ,укцијом даје Q;,(q) > 
п + 1 и Q;;(q) ? О. За Qo(x) = х - 2 имамо Q;J(fj) = 1 = qO, 
Q~(q) ~ о 2' о. Како је Q:,+,(l) ~ kx'-'Q,,(x) + x·'Q:.(x·) + 2 и 
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qk-l(Ј,,(IЈ) > -211 --т- 2> О, ШТО следи из (4.2), 

Q;'--1 (ц') kqk-lQ,,(q) + qkQ;,(ч) --+- 2 

> k( -2q + 2) + (/Сn + 1) + 2 

qk-2kq+2k+ nqk+2 

> nq" + 2 

:> п + 2, 

ПРВО тврђсњс је !1O'I'I\jJl)eHO. Користимо да је qk - 2klj + 21. > О. Да 
бисмо ДОЮkНtЛи ОВО !lотребна нам је функција 11 (.1') = x k - 2k:J:-+- 2k. 
Наћн ћемо њен минп\-!ум и показати да је он IIU:ШТIIВaI-l. Како је 

!;(х) = kxk-1 - 21. ",[тке:>lО наћи Ј[(х) = О за Хт = 1--\12. Остаје да 
се докажс да је /1 (.т",) > О. 

Л(Хт ) > о <> 
2 ,- -,;.ri - 2k k_.y2 + 2k > О {07 

k > (k - 1) ··п <> 

k > k_.y2 ~ 
k - 1 

(1+ k 1 l)k-I > 2. 

Последња нејсднакnст је тачна за k > 2, зато ШтО је лобџо познато 
даје низ на. левој СТIЫНИ ра.стући и да тсжи ка с. Како је Q~:+l (Т) = 
k(k - 1)Xk-'2Qn(1') + 2ktk - I Q:,(х) + XkQ~(X) и r./'-'2Q,,(q) > -2 + ~, 
што следи из (4.2), 

Q~H(q) Ц;; - l)q'·'Q,,(q) + 2kqHQ:Jq) + ,/Q~(q) 

> ЦА: - 1)( -2 + 2) + 2kq'-' 
q 
2 , 

> k(k-1)(-2+-)+kq 
q 

> о. 

Послсдња нејслнакост остаје да буде доказаН<t. ОН,ј је еквивалентна 

са 

. 2 
kч' > k(k - 1)(2 - -) <> 

q 

'1'+' > (А: - 1)(2q - 2) <> 
1 2 2 

>-----
k - 1 qk qk+l ' 

Да бисмо доказа.НИ I!ОСН'ДЊУ нсјсДl-ШКОСТ потребна Шl~1 је функција 
2 2 ћ(х) = ? - ХЈ'+Т' НаЈ1\! ћемо њен максимум и rroк[\:;ати да је он 

, 1/ . ј'l ) 2k 2('+" . Ј'() о r-'taњп од k-l' \.ако Је 2 х = -ТГ+Т + хН2 , ВI-!Диr-ю Л".1С '2 Ј; = 
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{. k+l 1 ј 
Ol'l'M = -,-о = + k' Остајс да се докажс Д<>. је А. ~ 1 > .f"2(:TM). Оно 

.Ј(' скнивалснпю са. 

1 2 2 
-'---0 > --k-1 x k X k + 1 

М М 

~+, 

""~ 1 > 2(хм -1) {о:} 
T~f;TM > 2(хм - 1)(k - 1) 

1 1 1 
(1 + -)'(1 + -) > 2(1 + - -1)(' -1) 

k k k 
1 1 1 

(1 + ,)'(1 + ,) > 2(1 - ,) 

ПоследљR. неједнакост је тачна за k > 2, зато што jr ~(о'бро познато 
да је ниэ (1 + t)" растући и да тежи ка е. 3акључујсмо да је друго 
тврђсње 'ЈЋ'!НО. 

Ако је IJPU"d. "v"hjJe" !lетља изнршена 1n > О нута. унедимо ОЗНаКУ 
О (х) ~ xm(Q (х) + 2) - 2 hencc Q' (х) ~ mxm-'(Q (х) + ~n,т ." 'n,т " ' 

2) + xТnQ~(x). За х = q добијамо Q~,m(q) > qТnQ~,(q), зато ШТО 

ће бити доказано у наредној леми да је Qn(q) + 2 > О. Како је 
Q:~m(l') = т(т -1),ym-2(Qn(x) + 2) + 2mxm-lQ~Јх) + :L,mQ~(x), за , 
:1' = q добијаl\Ю СЈ~"щ(х) > О. Зато, управо ЮЛОЖСНП нндуктивни 
доказ остаје да р,ажи и у случају m > О. о 

ЛЕМА 3.15. 3а п = 0,1,2, ... , 'u.мa.uo -2 < Qn(q) < О. 

ДОКАЗ. Очигледно је из алгоритма даје Qn (q) < О. ,Јоказаћемо 
да је -2 < Q,,(q) индукцијом. За Qo(T) = 1: - 2 тnрђс.lbС важи. 
Из алгоритма имамо qm+J(Q,,(q) + 2) - 2 > О, тако Дi1. добијамо 

Q",m(Q) ~ qm(Q"(q) + 2) - 2 > ; - 2> -2, Како је q' 'Q",m(q) + 
2(}-2 > О имамо QnH(q)+2 = qkQ .. ,m(q)+2q > qkQ",m(q)+2q2_2q > 
О, О 

Прва послсд~ща последљих двеју лема је да је lillln~= й" = q. 
Користсћи ЛСМУ 3_14 можемо тврдити даје график ф\'Нкције Qn(l') 
па сегменту (q, +00] је изнад љене тапгентс у тачкн :г = Ч. Ова 
TaHГ(~HTa је у = Q,,((1) + Q~(q)(:l' - q). Нека је 

'1 - - Q"(q) 
! П - (} Q~Jq) 

нула о.п;ГОlщрctјуће лппсарне функције. Како је низ Q" (q) огря.ничен 
и т-п Q:.c qJ расте ка +00, '3i1.КЉ'учујемо Щ\ НИ:;! /3." ТСЖИ Юl {]. Очи­
I'ле/_џюјсдајс (/ < (1" < iJ". корнr:тећи ЛСЦУ 3.14. К()няч~lO корнстећп 
ово Зal(ЉУLЈујсмо да О" тежи К(1 q такође, 

ДОКАЗ ТЕОРЕ!'ЛЕ 12. Нека је q2 > q кољугат CiJIгебарског цслor· 
број(t Гј. КорИ!пћењем n.л['оритма Tpol эа q = q и epsilon = ? 
добијамо Q"(x) токо да је -2 < Q"(q) < о и GRZ(Q,,(,,)) ~ с." < 
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!Ј'2. Kal\O је Q,,(.I") Е l' носто.iи [!ОЮIIIOl\[ Р,,_Ј(Т) ( S !Ћl\дН )џt Је 

Г"_I(:7.")(.1" - 1) -- 1 = Q,,(x). Зато за.т Е (1,2] .,\i.IКЉ.'У·чујемо да 

је -2 < Q,,(J") < О ако и само ако х--\ < Рn- Ј (:г) < ;.:Ј1 . Због 
тога корЈrrrrћСЊСl\.r ,:ICjl,H~ 3.15 имамо q~\ < Р~,-ј(Ч) < q~l' Како је 

11" < q:?, коршоћсњсм леме 3.14, добијаJ\lО Р,,-1(Ч2) > ;,~" Коначно, 
коришћењем лемс :3.5, :йкључујСII.ЈО да спсктар A(q) нс IlfOже бити 
дискрстан. о 

Отворена lIитања и коментари 

(1) Можемо ;Н[ УОП!IlТИТИ алгоритам 1 за <.;лу'!ај када је Q Салр-­

МОН број пли је IQ21 = 1? 
(2) Можемо ли искористити аЈ!горитаllf 1 да ДOI,;1 ЖСМО ХИГlOтс­

зу да сваки број q:щ који важи даје спект,,!) /!(q) дискретан 
мора бит н Перо нов? 

(3) .l\·fоже:-.ю Л1! ИСI~ОРНСТИТИ аЈlrорпта~1 1 ,1,<1 ,'(()кюкемо да је 

за свако q". 3,1 које је докаэано у [421 Да је спектар А( Qr.) 
дискретан, Л(Q,.) нијс дискретан, посебно :'>. стучају када 

коњугаТII броја q", који су всћи од 1 по маДУ.:IУ. нису рсмни? 
(4) НајВiJ..жнијс OT130PCHO питање у овој оБЛilСI·1! је хипоте:щ 

да је спектар .'\(q) дискретан ако и само ако је q Писоон 
број. Алrорита~1 1 омоrућав<:1. нам да пропсрrl\1(ј да ли број 
q НIIШ ДИСКРС'IНН спектар или нс, 11 оЈТ Ik се заУСТ<:tlШТИ у 
оба случаја. :-Зато он може да сс користи ~a НУIIIСРИЧКО 

провераRањ(~ хшютезе (или за СВСIIтуаnно I1i:L·Ј,·tжсњс контра 

примера). 



ГЛАВА 4 

ПРОСТОРНА ИНТЕРПРЕТАЦИЈА СПЕКТРА 

1. МАТРИЧНО ОЗНАЧАВАЊЕ 

у Т~СЛОКУПН()I\I ОВОМ поглављу користићСl'l10 03НClIO' које ћсмо 

навести шt самоы почетку. Нека је PY1(X) = xn-Ь,,_Ј х" 1 _Ь"_2хn-2-
оо. - 60 МННИМ(\ЈШИ ПОJlИНQ/I.'! броја q степена п. Нсю-t q има кољугатс 
q = ql , Q2, .. , ,q". Ако је р Е Л 5 (q) 1 тада постоји неки 11O.:нтом Р(х) 
са косфнцнјснтича ИЗ скупа S такав да је р = Р( q). Након дељеља 
пали нама Р(х) МИНШ .. 'i8ЛНИМ ПОЛИНОМОМ Р,,(х) броја q, добијаl\Ю 

OCHtT<:LK R(:r) који је јединствен 110ЛИI!ОМ степена НС нсћсг ОД п - 1, 
са цеЛНI\I косфицијснтнма који задовољава р = R(q) = a"_lqn-l + 
a"_2Q"-2 + ... + ао. Тиме СВ<:tКИ елеменат спектра идснтпфикујемо 
са уређеном 7/.-']'ОРКЩ1 бројева (аn -1 1 а,,_2, .", ао), коју ћсмо често 
називати и итсраЦНЈа. 

Поr:таВ:Ыl се питаље како можемо одрсдити уређену n-торку 

следбеника qp + 8 СЛСI\\снта спектра р. Нека је R'(q) = a;,_lq,,-J-+­
«,_2q,,-2 + + а!) јединствсн полином СТt.'пt.'на < п - 1 TClKaB да 
R'(q) = pq + 8. Тада можемо иэра9УlЈаТИ а; корпстсћи О,: 

pq +5 

, + 
+ ... + aoq + s 

(a"_.lb"_l + an_2)q"-1 + (а"_lЬ"_2 + au_:j)qn-.·2 + ... + 
+(a"_IIJl + aO)q + аn_1ЬО + s 

, ,,-1 , ,,-2 + ., 
(["-IQ + a,,_zq ... -т ао· 

IlОI·ОДНО је ону јсднCl.КОСТ записати користећи маТРПЧllУ нотациЈУ: 

, 
(}"-l Ьn _. Ј 1 О О а"_1 О , 
(1,,_.:! 1),,_ "2 О 1 О а"_2 () 

+ 
а' , Ь, О О 1 а, О , 
ао Ь" О О О ао , 

4О 
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Л:! ftT IЧ! 1\(1 

Ь"_l 1 U (] 

Ь"_2 О 1 U 

(;Оlllј!( р,,) = 

Ь, (] О 1 
ЬО О О (] 

је по:щата у лит(~раl'УЈЩ као нријатсљска матрица П(),-ШНQма Рn(х). 

Добро је lI03IO:tTO Д<i.iе Г,,(:Е) њен караКТСРИСТИЧ)ЈИ lЈО .. 'lИl!ОМ ([1] Тс­
орси::t 4.4.11). Стога СУ сопствене вредности прпјатс.ъске мн:грицс 
ПОЈ/инома q = (1;, 1}2- .... (1,,· За њене сопствене BCK'I'O\1l' важи с.псдсћа 

ЛЕМА /1.1. ConcГnlJtlt'U OC'I(;mopu Vi nрщаrnеЈЫ;КС .нrtmјYlще nол.u­

НОА1д СOInр(Р,,) ",,'ој'll uu?Оrюрају соnсmвсн:им вРPl7'Н.опТIU.на (/, 'U.JvШ)у 

'/\,оордuпаmе које (:у Ји),шке '1Соефuцщ'енmuма nОJi,ltноvча }:'~(:,). 

ДОКАЗ. I\оrпетсћи 13ИЈ"стова правила за IIOШIНОJl,l.· Р. (х) Р,,(х) 
" , :r-q, 

1 (] 

() - Ljj, (1) 

L'#Jl"cJ2i"'i Г])l (1)2 

() () 

u о 

1 
О 

(_1)"-2 L~'),"",l (]јГј'2'" QJ-IQ)+l'" q" 
(-1)П-;qtQ2 оо 'q" 

= q, 

1 

- Lj-;i-' ъ 
L#jl#J2";<_i qЈtqл 

1 

- LJ.,t, qJ 

L,,,, ј 1 '" jH,i (/) Ј qj2 

1 () 

о 1 

о 

о 

(] 

(1 

() 

(] 

1 
() 

о 

л F;1\-IA 4 _2 _ Conrm.GeH 1. всх:mор v, .маmрн'Це сО'mр( Г") љојu оdгова­
ра rоnсmЛС1шј (jpr~d-,!.OC1IIU qi је орrnО20налан на GСЮnОР (q;-l, qj'-2, 

1 \ Т . -1- . 
• _ -, I 3(1 1 ., Ј-
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ДОКАЗ. I(nрнстсlш ПР('тходну лему B(~KTOP 'и, И.\lrt IЩОР/ЏIН<I.ТС 

које СУ .iсднаю~ [щ('ч)[щијснтима lIолиноыа Ј;" (;,). Ј,па је СЮ-LIraрнн 

( 
,,-·Ј n~~ l)Т" f'''''1.i 

llРОЈтmоД BeKTnpa I."i I! qJ ' q.l ' ... , Је Јсднак ~.' q',' гщ зато 011 
/>.Јора битн НУЈlа. О 

ЛЕМА 4.3. Неки је {t'1,1)~, ... ,vn} с'Куn concrnGCU'lL.L· (jp.'l;;mupa ма­
m.Рll'/l,е соmр(Р,,). Та,да је схуn соnствених вехrnора {1'Ј' V2, . .. , v,,} 
ЛllНf:ДјУllU незао·uсан. 

ДОКАЗ. Нека сопствени вектор Vi одговара сопствеНОЈ вредно­

сти (],. Како јс Р,,(:Ј.') ~1ИНИ!ЩiЛНИ ПQЛИПОМ броја (ј, 0.11 је нссвоДљнв 
у ПРСТСIiУ rЈОлинама (Ј[х). Сваки несваДЉИВ ПОЛННЩ,1 у пољу кара­
ктеристике (), КRК!Ю је Q, је сепара6илан (видети !3ОI каролар 1.6.3), 
стога су нуле ЈIO:ЈИнама Pn(x) Ql, q2, .. . , qn међусобно ра:~ЛИ'ЈИте. Та 
је давољан уелон (вндети [341 тсорема Б.7) да су всктори (iI, 1..'2, ... , vn 

линеарно не:,щвнсни. о 

3акљууује,,1O да вектори 1!1, '(12,. ., v" чине ба:;у в(:ктuрског про­
стора. Шта сс дсщн-ва ако представимо неки нектар сн. llслобрајним 

коардинн.тама .у овај ба:нr? 

ЛБI\·ЈА 4.4. Hel-.a је {-Ul' и2, ... , vll } скуп соnсmве~l'I.1..т 6С'li:тора ма­
mри'Це СО1nр(р,.). Ако се бuло хојu вехmор М са че.лоБРО)1I.u.м. коор­

JUHam.aMa растаои у базu соnствених ве'/W10ра тада 1tl1jeih-t.a 1СОМ­

nонетпа не МО:Ј/се бити једиака нул:u.. 

ДОКАЗ. Некајс ЛI = (Ј:I1)1 +О2и2+·· ·+й,,'и71. растакъањс всктора 

А! у бази '!-'Ј. и2 .. ' ., !'". Претпаставимо супротно да је. рецимо, йl = 
О, што нс умаљује општост. Користећи ле"1У 4.1 зпкључујемо да 
следсћи паЛИН{)Jl-Ј 

Р,,(х) Рn(х) Р,,(х) 
О + 122 + ... + Q .. -'''--"-

Ј; ~ Чl Х - Ч2 Х ~ (ј" 

мора имати цслобројнр коефнцијенте. Тада је, међУТЮ,Ј, вредност , 
онаг ПОЈIИIЮ"lаЈ())lнн.ка нули Э1Ј. аргумент х = Ч1, а степен овог ПОJIИ­

HOr.'Ia је нс већн од, п ~ 1. Ово је у КОН'ГЈ.ждикцији са П]Ю'I'["(ОС'IЋвкml 
да је Р,,(:г) )l.11IН11Ын.лни ПОЛИНО"1 бројева ЧЈ, Q2"", Ч" СТСIIСШI. N. О 

2. ДИСКРЕТНИ ДИНАМИЧКИ СИСТЕМИ 

ДискреТIIИ ДИН(I)l.1ИУЮ1 систем је изузетно користаll С\лат :1а "ю­

дславаљс .У широкој класи дисциплина. Ево ДСфНШJТlI,rјс таквог 

СlIстем[\. 

ДЕФИНИЦlf.ЈА 15. Дискрстни линсарпи )ЏIНlН1ИЧЮf систем Је 

1Щ,З оеЋ:mора }.(I.:), k = 0,1, ... , често назuоан:uх cm.a~ba, '/;;О)'l'/' Је 
dеф'U1i"UШ"li unuц1.tЈалнuм вехтором х(О) и nравuлом, 

:1Џ+ 1 ) = Ax(k) + t(k}, k = О, 1, ... , 



'2_ JllC!\.I'I::l'!-Ј!! ЛИ!!А~1ИЧI\И ('1'1(:['];:"111 

lUt; је .матрица А фш.;сuрш-ш љваЈраmuа ,Ntamp'lt'lJ,II. 'IiU,ЦJ(t)-Щ "",щ.mрu,-

1~a rn.pah.;-Щ'U,1LЈt; сuсmс"\щ, а GC1Gm.opu t(k) nрџnад!l1'У Ы)lш'tJtUМ скупу 
Ge'h:rnopa Т. 

11:1 IIре'l'ХИДНС дефиниције можемо изра'lушшатп: .сО) = А1:(0) + 
t( О) , 

х(2) = А1.(1) + t(l) = А _ (А1.'(О) + t(O)j + t(l) = А2г':(): _ At(O) + t(I) 

н наЈзад 

(2.1) X(k) = А!'т(О" -;- Ak~lt(O) +, .. + At(k~Z) + (:1. 1) 

ДЕФИНИЦИЈА 16_ Спсктрални радијус р(А) маrnри11,IO А са соn­
ствени,м GperfnocmuJvUJ ql, q2, ... ,q" је с.ледећu БРОЈ 

Ако Је ql = р(А) 'И ql Је једина врсдн.ост са mOJvI, r)('оБU1iО.м, тада 

Је ql доминаНТНit СОПСТDспа вредност .матри1Ј,Р. А А 1\:0 је IЧll > 
IЧ21 а све остале COn'CТnOP.He аредн.осm:u су 7tи МUUУЛУ мдње од Iqzl, 
онда се qz uазшю. С',уПлm.1ивантна сопствена вре,.'(Н()('l матрице А . 
Од20(mрајуП:1J, С07l.l:mЛf'./flL rзе1Gторu се н,азuвају ДОJ\lинанl'НИ сопствени 

ЈЈСКТОр .лшmрнце А оЈносно субдоминантни сопствени ВСКТОР ма­

'mрщ~е А 

Прс,л;СТttвнћемо !Н'К 1'оре х(О), t(k) у бази СОПСТI1СННХ всктОра, Да­
кле, нека Је 

(2.2) 

Како је 

.4(CIVI + C2V2 +.,. + C"V,,) 

('IА(l!l) + r;z(Avz) + ... + ,,,(AI',,) 

'11]1/)1 + czQiuz +, .. + с"(ј,,и,,_ 
Ако ПРИl\lС1lИ;\Ю А У:-ШСl'ОПНО т ПУТа на нектар 1;(11) и~rаћсмо 

Ат (О, '" + m II! 
.т '=- С1Чј Vj '-Zq2 V2 + ... + C1!q" Сп' 

H'l СЛl1чан наЧ~I!-I ,ЈС 

А ((";k\'1 + C~k) 1'2 + ... + C~:) С"! 
'<'4') Ik'(A) ,<" i ) (.~ '. (1.'1 + C'l Vz + ... + С" 'Ј 1'" 

11, Ј (1.:) (1.-) 
(': (]I I)1 + С2 ЧiL'z + ' .. + ('" (ј" ['" 

Ако ЈЈРИl\fеtlи~ю А У:ЫГ'l'опно rn пу1'а на нектор t(~') 1I:>'lаћемо 

Amt(l·:) = ('.(!.\nmv + c1k 'q"'1' + ... + C{k)q"'u '[ 'јl 1 Z Z Z п ft ,,'. 
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Ако све ОБО ПР]I~1еНИј\[О на (2.1) добllћс~1O 

Ik) /.; А' k 
:Ј."' (;11]11'1 + '-'lq~(12 + ... + c"q,;un + 

+сi())ч~-I'Ul + C;O}q;-I V2 + ... + C~,())q~-Iu" + ... + 
(k-2) (k-2) Ik-2' 

+С1 Чј1}1 + С2 q'lV2 + ... + С;, 'ч"1),, + 

• C(I<-I)". + C(k-l)V + ... + C(k-1)" 
--г 1 '1 "2 2 п" 

( 
k (О) k-1 (/,;-2) (k-l)) 

СtЧI +Сј чl +"'+С 1 Чl+ С , РI 

k (О) k-1 (k-2) (k-O).. 
+(С2Ч~ +'-2 q2 +"'+С2 Q2+C'l И2Т"'+ 

(
, k (О) k-l (k-2) (k-l)) + С"Ч" + С" Ч" + ... + СП qn + СП и". 

Ако увсдсмо ОЗ\lаку 

( 3) РЩ() k (О) k-l 2. i Ч, = (";,Ч, +С; qi + 
(1.:-2) (1.;- 1) +... с- q + с • • • 

K()HacIНO добијаJ\lО да је 

(2.4) 

При томе је р}k)(ч,) полином k-тОГ степена израчунат за аргу­
мент х = Ч, _ Кориетићс нам још и следећс: 

3АПАЖАЊЕ 5. Како су вС1'О,mорu t(k) из K01-ta"Ч:l-tог скупа Т иа 
(2.2) слеdu да су "Кщ:фu'Ц-цуе'!imu C;k) mа"Кође из "K01-ЩЧ.ног с'куnа. Одавде 
за'Кљ:џчцје.мо da поспшјu грш--щu,а h од 'll,oJe није већа в щ'шta ни једног 
7UJЛШtO.л,щ p,(k)(X). 

Поред тога биће наи важно и следсће: 

3АПАЖАЊЕ 6. А 1\:0 посматрамо једна"Косm (2.3) )vtО:Ж;емо за-к:љу­

"tumu (Ја је p,(k+1}(q,;) = QiP.(k) (qi) + c~k}. 

З. ДИСКРЕТНИ ДИНАМИЧКИ СИСТЕМИ И 

СПЕКТРИ 

Уколико трсбl1. шучити спектар ЛS(q), где је q а.лгебарски цео 
број, пас ћс Гlрснщ~'«()днО интсреСОВ<iТИ дискреТIIII /lJll1а~1НЧКИ сис-

. . 
ТШ,,/, ЧИЈа ЈС матрица ПрИЈатсљска матрица МИНИМНЈIНOl' полипома 

броја q, А0К су всктори 1:(0) = t(k) = [О, О, ... , О, S]T = 8[0, О, .. " О, l]T 
прн че:\1у је 8 Е S, Ако је 

[О, О, ... , О, l]Т = С(Ој + С2ђ + ... + С"1:,,, 
()j-I)l,i-L Је 

(3.1) 

Ако прнмснимо А у:встошlO m пута на всктор Х(О) имаћемо 

Ат .(Il) '( m т m ) 1 = ,~ '-јQј 1.'1 + C2Q2 ,12 + ... + cnQ" -('" ' 
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Ако ПЈНЈм(~нш,\о А У:ЩСТOlН!О rn пута на всктор /(1,) 11:.шJiсмо 

A"'t(l .. j =- s(!;)(etl};"'ul + C2Q;;'U2 + .. "r- ",,(1:,"'/ ,,). 

Из (3.1) заюъучујс!.-ю да у формули (2.3) треба :Ј:Ш('[I!ТТИ С, са Sf:, 

односно c~k} са ,<;(k)(", Ш:I :што постају 

(3.2) Г(А')( ) ~ . (. '+ 8(0) .1.-1 + .. + s(I<-2)'I, ~ ,(А--l») , (}, - с, ,~Ч, q,. , 

КОIШ'-IJ]О ако ):ВСДСЈ\Ю О'ЈШtКУ 

(~(k)(J') = ю;k -+- s(OIXk - 1 +.,. + 8(k-2I.1' + s(!-J) 

добијамо слсдсћс 

(3.3) хЩ = Q(kЈ(Чl)сl1Јј + Q{k)(q2)C2V2 + ... + Q(k"(Q")Cnv,,. 

при че,,-]у су КОСфПI\нјСЈ!'ГИ ПОJlинома Q(k)(X) и:~ СКУII,-\. S. 

3АПАЖАЊЕ 7. Knh:o (lектор [О, О,.", 0,1]1' lLAtII ·це.шбројНЕ КО­
opJu1-tаmе, 'Нл оr;Н'п('iJ ле,ме 4.4 закљу'Чује.мо да .м.еђу бројевu.л-ta СI, С2, 
... , G,-, 1Ш Јеиан 1I:uје јеЈнак нулu_ 

Докажнмо СЈlс,ш:ћу nСМУ. 

Л~МА 4.5. Нгх;п. (:у бројеви ql, q2 такви da Је Ilill > 1, !ri21 > 1. 
Преmnосmавшн(! Ја Је limk~oo Q{k)(q2) = оо, liш~ __ сс, Q(J'I(ql) = оо. 
За !'I,! > !'I'! 

. ,Q~( '~) ("q~2 ) 
llШ ----= ,-= Q"'(q,) 

је Јеиuак пули, d(ж за 11111 < Iq21 је оваЈ ..Itи.м.ес беСХ;()I-i(1:ЧД'н.. 

ДОКАЗ, 

НlIјс тсшко [IOКН::ЈClГII )l<'l први чинилац (2)1; ТСЖ:JI Вј'Л!! ОДНОСНО . , q 1 ' 

оо :йННСВО од TO[';t .'\(1. Мl је Iqll > Iq21 или Iqll < 1r121 а да Ј(' други 
'iШЈ(-ШClЦ ограЮI'[СН. одакле следи тврђсњс ЛСЈ\!С. О 

ТЕОРЕIIIЛ 13. HP'~:aJe 'и[, 112,.,., 1Ј" база СОnС17lЙПШ .. " вr:юnора Х;ОЈ'и 
одговарају соnсmвен-иоo\t вредностима Q1, q'2,'," (ј.,. ,Ј(Ј КОЈЕ, без у.м.а­
ње'Ња О'l1Ш:ГnОСТnn Jl.tQ.71r:r;.MO претпоставити, дп. си јt.дини'Ч,н'U век­

тор·и. Не1\,а Је ql до.лщuuuт'Н.u, а q2 субдомuнангn;на со-nст.вена вред­
ност. Не'lЩ jr; Af"x.:mop }"(k) представљен у бази сопсmосних вС1\,m.oра 



ЋХЩ :lJ (3.:~). УЋ:ОЛШ';;О)f' lјl1l~_= (2(/';)((!1) = оо тада НIIЗ 

Ilx11+11 11 
IIx<kl 11 ~ Iq11· 

Уколuко је низ Q(k)(ql) огра:нu'Ч.ен а liШk_= Q{k)(q2) = со онда је 

Ilx11+1I 11 
IIx("11 ~ Iq,l· 

ДОКАЗ. 

IIx('+1111 
Ilx(1111 

112·(1+1'11 
11 х(1 1 11 

ИскорнстићСr.ю (3.3) такО да имамо 

IIQ(i.;+Ј·'(Чl)С1L'1 + Q(k+l)(Q2)C2V2 + ... + Q(ic+J)(Qn)c"v,,11 

1:С~)(I.:)(Чl)(УUl + QU<)(Q2)C2VZ + -.. + Q(I,-.I(q,,)c,.,v,,11 

. Q(k\ ( ) 111 Q(k) (Q2)c2 QЩ (Q" )е" 11 , 'Чl сl џЈ + Q(k)(Qt)cl Џ2 + ... ---г cjU-I(qt kl 1)" 

Сада можемо f1скорНСП!Тf1 претходну лему да закљу'шмо да 

QI'I(q,) Q(I'(q,,) 

Q<kI(q1)'···' Q('I(q1) 

теже пули кал k ------1- ОО. Поред тога је 

Q(k+l)(ql) = Q1Q(k)(QI) + s(k). 

Стога мора бити 

. Ilx(1+1'11 
J~~ IIx(I'11 ~ Iq11· 

Уколико је низ Q(!<')(ЧЈ) ограниУ.сн а 1iШk---->= Q(k)(Q2) = оо, онда 
имамо 

IIx1k+1'II 
IIT("II 

и мора бити 

lim Q(1
1
(q,) ~ о. 

,-оо Q11'(q,) 
Сада можсr.ю искористити претходну лему да ::Н\КЉУ'IЮ.ro да 

Qlk)(qx) Q("(q,,) 
Q(I'(q,)'···' Q(k)(q,) 

теже НУЛН кад ~: ------'о ОО. Порсд тога је 

Q(k+1 J(q2) = q2Q(k)(q2) + -"Щ. 
Стога Hr.JaMO 

о 
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ТЕО Р F:MA 14. НС'/С(})I- '1 Ј 1 , V2, . _ . , 'Иу! база соnr:rn ве'/[ ш aen:mopa '/\;ојu 

оr);>Л(i(чюју СО1ЈГrl!r'if:Н:Il.Л-l uредuосm:и.АЩ Ql,Q2"., '(ј", :Ј(Ј ;-;,ојС, бс.3 у.ма­

њс'Ња оnшmосm:u .л-IД)/се.НО претпоставити, da r.'J ј!'(}un:uчn:а (је'/\;­

mори. Hen;a је 11] dо~НItIШ'lim1-Щ а 112 субдомv.1tun:ml{,1I ('(!nr'mвп-ш ве11:­

тор. Нека Је вСђ;mОјЈ т(!) представљен у бази COIICmCC1-1 tLX веn;rnuра 
1\:ао у (3'3)' У'h~олшш Је liшlc ____ ао Q(Ic)(Ql) = оо mаЈu нп, 

X(Ic) 

Ilx(" 11 ~ ±и,. 
Уколuко је ннз Q(k) (r]l) о~ра'l-tuче'l-t а liШk_= Q(k) ((!~) =- ос онда Је 

X(Ic) 

Ilx("11 ~ ±и,. 

ДОКАЗ. Иекористићсмо (3.3) тако да имамо 
X(Ic) 

1I",{k'll 

Ilx(k111 

Q(k)(Gl)c::'Ul + Q(k)(Q2)C2V2 + ... + Q(kJ(r,',,)c-r,1In 

IIQ('I(Q,i,', '" + Q{k'(q,)C,v, + ... + C2'k'('1")c"v,,lI' 

()(k) ((1 '1(:,11 и + _ Ч2 ~2 l!' +. _ . + ',I!" г" и 11 
~ ,1,. 1 Q(k)«/1)Cl 2 (Ј"-'((,'l kl " 

Q(~J( ) с.)l"'()' 

Сада можемо искористити претходну лему да :заК.ЪУЧШ.ЈО дн. 

теже нули. Стога 

cJi"(q,) Q{k](q,,) 
O("(q,)"'" Q{k'(q,) 

Уколико ЈС низ (.;](I,'I((}I) огранич.сн а 1iшk .... =QI!;.I(ч'2) = оо, онда 
имамо 

x(k) 

11,,(')11 

и мора бити 
,"С)( ) 

lјт ~ ql = О. ,'--'= Q(kJ(q2) 
СаД<i 1\1O>KCMO ИСКОРШ_;ТI!ТН претходну лему да 3iЈК..'I,,\"'111;\Ю да 

тсже НУ':!И. Стога 

C2())(q,) Q(k'(q,,) 

Oik'(q,)"'" Q(k'(q,) 

о 



:3_ Дll('Ј\Р~lНIJ ЛНI!АI\1И'IКИ CHC'l'r;II-НЈ ]-Ј СПЈ':I(Т!'ЈЈ ·ЈК 

llРИIl-ШР 4_1_ Hf1i:a.Je број q :;:::ј 1,8019 к,орсu ТlЛЛIl,'!-f().ЛШ Р(:с) 

:1'3 - I 2 - 2:1,' + 1. И оr:mа,;ш KOPe'l-i'U су реални. {ј2 ~ -1,24698, 
(ј:Ј :;:::ј О, 44504. IJ ек;а Је cr;;yn 5 = {-1, 1}. у табм'U 1 '!-щ,всос1-t је оео 
сnек;mЈЮ Ћ:оји се добија nомоnу алгорumма 1, Мо:ж;е.Atо приметити 

да се коефu-цuјеumu а" постепено удаљују од нуле. Јllmа вuше och-ioc 
,,' 
----'- се nрuбл'uж:пвп -1,21698. 11:0лиr;;0 'uзноси субоом,unаmm-щ 1'Сорсн 
" {ј2. 1'0 Је у C'I\Aad!J са претходном теоремом. Зnuсгnа. на свако.м 

'/f.opa'/i'.Y а.лгор-urn.на бира.АШ .9 rn.а'К:О да 

буде 6л'll,ю'х; 1-1,УЛ'U. То знљ''-/:и, да је век,rnор 1.' = (а"_I' ([,,-2,' _ "ао)Т 
блu:.ю'/i'. (јеЈ;;mору орmогоnалн.о.м, на rзer;;mop (ч,,-Ј, ч"--2, .. _, q, l)Т. На 

осн.ов:џ леме 4.2 З'Ј Ш.АШ да Је овај век,тор орmО?О1i.(Lлан на соnствен.е 
rзexmopf; к,ОЈll одго(юрају остали.м: соnстаеНU.Л-t вреОн.осrnи.м:а. Зато, 

a1i:O ве'Кrn,ор 1.-' :юr/'ll:ШСМО у базU соnсmве1-Щ:1; вск.тnора, rплда 'h:oMnOHeH­

та д-у:лс (;OnC'If/,(-;еног век,тора х;ојн odzorзaJXl сопственој орсдносm.и q 
.мора б-uml1 БЈ!/llсх;а нули. Другн.м ре"-/.има, на сва'Ко.А-! r,opax;y алго­

р'иrn.ма онемогућава.м:о 'Креmлње Ју:нс сопственог вс'Кm.ора Х;ОЈН одго­

вара r; али не сnутава,лtО к.ретmьс по осталим соnсmлен,и.м, вех;mо­

рима. На основу претходне mсоре.ме вс'Ктор II~II те:ж:u ка субдо.м,u­

uан.пmом, сопственом вс'Ктору V2. ТО можемо лак.о n]ЈО(јсриmи. На 

основу лt:.не 4.1 -знамо да су х;оординатс 6ех;mоЈЮ '/)2 Ћ;оеф'U'Ц1lјенmи 

nОЈПШО.Л,щ Р(_'С) = х2 _ 2, 24698х + 0,80194. Лак.о је утврдити иа је 
r-(I~ 

ве'Кmор (1; -2,24698; О, 80194) приближио 'h:ОЛU1iсарrLН, са 6еюnорu.мд 
!Ј табели 1. Нашле у послед'ње две к.оло'Н.е uзра"-tу'Н.ава'Н.'u су r;;ОЛ'U'tН1L­
'Ц'1/: ~ А,о}и о"iЩn'О тnе.жu -2,24698 u -'!J.l к,ој-и, mеж'U. 0,80194. То је 'и 

а2 . а2 

'" разло~ за'што је однос ~ блuза'h: concmac1-l.oj вредности -1,24698. 
", 

Rk+I(qZ) 
Истој вррДн,осm:u О', nрuБЛU:JICава однос Rk(q2) . То Је у с-х;ладу са 

'!-шреih-tо.м, ле.м.ом,. 

ЛЕ/I.'!А 4.6 Корuстећи оз'Н.а'h:е па nочеmnу ове гл.авf', ue'h:a има.Аto 

две у:mоnоnnе нm.ера'цU)е 

Ам а, ----'> оо, тада (Jpeih-tocm nолunома R(.T)X - R'(x) = 

(3 4) ( "-1+ ,,_2+ + ) (1 "-1+ I "_'2+ +') . аn_IХ а"_2'Т ". ао 2'- аn_1х а" _2:1' ... ао, 

..'Ја .1' = (Ј1, (12; , _ , ,q" mс.?IC/Ј. х;а nУЛ'U, где су l' = ql, (ј2, , .. ,qn 'Корени 
ыuи'lt.ЛЈ,(Џ/'tЮ? ПОЛUU().А-fД Р,,(2') броја q = Ql' 

ДОКАЗ. Ня. поч('тку ове ['ЛRВС СI\Ю пока:Ш.JlИ да је 

pq +s 



·1. I":ОI\.fIIЛЕЖСI-lИ СЛУЧАЈ 

О~(<-tНiЏ~ CJICll1f да је (/ I~()РСП слсдсћег ПОЛИIIОШ1 ('"]'I'[I('lla 11: 

(.35) 
( 

I .~ 

аn _I:1'''- + а1l._2:1' ''-- ---1--. ) ( I n-l ! п ~ 1) 
·+ао :1:+S- а,,_I:1' +0,,_2.1'" +···+0,0 . 

Како јс п стспен МIIНИМ(i.JIНОГ ПQлинома Р,,(х) број;]. q послсдњи по­
лином Ј..юра БИТlI јсдн<I,К полиному Рn(х) ПОМIIОЖ('I-!(Щ неким целим 

бројем а тај број :-.юра бити баш а"_I' Ако по,'!с.~[)IМ() ПОJIИНQМС 

(3.1) и (3.5) са (Јн_! "I<iкључујемо да се они ра3ЈJIIкују :щ 11.,,5_1' Ако 

а, --. оо онда ПОIIfТ() је ;ј Ul'раничсно, следи да НИЗ I[()ЈШl-!ома (3.4) 
равномерно КОНВСРI'ИIЫ минималНQМ полиному P,,(.l·) броја q на 
неком диску КОЈИ <:адржи све НУЛС тог ПОЛИНШIН .. И 3 јЈавномерпе 

конвергеНЦИЈС следи Д<-t вредности низа ових IЮЛИНШ.1а. за х = qj 
тежеРn (qј)=О,}"----1,2, ... ,n. О 

3АПАЖАЊF; 8. НuUс.·'Щ смо У mеореми 14 да (11"_1' '1" 2,·,· 1 ао) т 

mр:ж:1ј. 'IШ соnсm.m''Нљн ш'кmору 'иј Oд-r-tOCHO V2. Тш.:ође (:,л.щ видели да 

с:џ ·коорlfl.lнаmр; GUЩI()јJIL 1'1 Od'!-iОС1-tО V2 'К:оефuv,ијеmп-u Тiолu1-tо.ма ~"(~J 

односио Р,,(:с). Зато г:u (,ped'!-iocrnu ових nОЛU1--tо.л.-ta ,Ја т = ()I oд-r-tocн.o 
х q~ ,1 

Ј: = f]'2 ра.зли"tиmе од I!уле. Из (3.4) следи да ~~;);'ii ООНОСНО ~(~;; 
mенсu '/Са СЈI Od'!-iОСНО СЈ'!.· 

Претходно эаllн.жањс можемо проверити на ПрИ:-'IСрУ 4.1 и табели 
1 у случају када је f]2 реално. Случај када је Ч2 кm.rп:Iсксан број 

наведсн је у ПрН;"I-·IСр.V 4:2 и табелама 2 и 3. 

4. КОМПЛЕКСНИ СЛУЧАЈ 

Раэмотрићсм() слу'!а.ј када су алгсбарски КОЊ'утаТЈ1 неког аЈIГС­

бареког целог броја ql кОМПЛСКСНИ бројеви. 

ЛЕМА 4.7. He'1l-a)l: сmnр(Р,,) nР11јаrnељс'/;;а Marn,{)"1!.1I,(1 мuн·u.малног 

nоли-нома Р,,(1') неко? Il.л.ёебарс,/;;ог целог бро)а Гјl' !ЈС'IOЛ ЈС 
Z' = [n"_I' n,,~2, . . , ("оР сопствени ве,/;;тор у;;ојu ог)?щщра. '/Сомnле'/;;­
сној (;О1/.спшеnо) "Pf-'()"!-i(!cmu q .л.-tаm.ри'Цс сотпр(Р,,). Таиау: џ q соnс­
ТЈшсна (Јредн.осm .л.-uнпрnце сотпр(Р,,) 'Којо) оuгоыцю соnсrnве'Нџ fЗе'К­

тор \/ 'tU.Je KOopcJUHamr; су јр;днаке (r;;о.мnле'КСnU,ЛI.) '/{;U'I/,уюmu.ча '/;;0-

ордин.аmа векm.ора 1-' т). V = [ZI" ј, V N '2,"" Vo] Т. 

ДОКАЗ. Познi-1,ТП је да је Р,,(:г) карактеРИСТНL1IIII IНЈЛННОМ прија­

тељске Ј..Ш:ГРII!I,С сотр(г,,) ([lЈ ТСОРСМFI. 4.4.14). Стога су qj.q,q 
KOPl;HH ка.рактсристи'!тюr пnлиноиа Р,,(:1:). В~Щ("НI С\Ю (лема 4.1) 
да С.У к{)ордшr(1ТС CO!ICTRC,!O!' нсктора Z! једнаке ксн.:фrшијСНТИЈ..Щ по­
лнноыа Pn(XJ Зато ~ЮIЈа бити 

:r; 'Ј 

V 
--",,-1 

n-ј"-
»-2 + Vn_2X + ' .. + Vo = 

Г,,(Т) 

х -- q 



а2 

О 

О 

1 
О 

1 
-1 
-2 
2 
2 
3 

-'1 
5 

-5 
8 

-8 
12 

-1 :3 
18 
21 

-27 
-34 
-42 
52 

-6-5 
82 

101 
-127 
158 

-196 
246 

-305 
382 

-47-5 
593 

-738 
9:22 

-114Н 

-1433 
-1786 
2227 

-2777 

'1 КОЈ\1IlЛЕКСНИ СЛУЧА.Ј ;ј() 

ТАRF,ЛА 1. Спектар којп није дискретан са pea~HOM 

суБДОМIIН(-lНТНOII'1 сопственом врсцношћу 

аl I аО R(q) 

О 1 1 
1 -1 0,801 

-1 ' - 1 0,445 
-1 2 0,198 
-2 1 0,643 
3 - о 0,158 
4 О 0,713 

-4 1 0,286 
-5 3 0,484 
-7 3 0,l27 
9 -2 1,229 

-10 з 1,215 
13 -6 1,190 

-16 ·'1 1,144 
20 -9 1,062 

-25 7 0,915 
:З1 -1:3 0,649 

-,39 12 ОД0 
-48 l!) I (),693 
бl -22 11,249 
76 -26 0,549 
94 -3:3 0,009 

-117 4:3 1,016 
147 -53 0,831 

-183 6'1 0,497 
-228 83 11,103 
285 1 ОО 1,185 , 

-354 i 126 1,136 
442 1;)9 1,018 

-5-51 195 0,889 
687 247 0,602 
-8Ы 30'1 0,085 
1068 381 1,154 

-1331 47'1 IЩ9 

1660 i'"ли· 0,945 
-2070 ТЗ7 П,70·1 
2581 
3219 I -1 

923 0,268 
147 0.515 

4013 -1 132 0,070 
-5004 1 787 1,127 
6241 1-2 228 1,031 

R(ч2) 

0,000 
-2,247 
1,801 
3,217 
5,048 

-7,295 
-8,097 
9,097 

12,344 
16,393 

-19,442 
23,244 

-29,985 
36,391 

-46,379 
56,834 

-71,870 
88,621 

111,509 
-140,049 
-173,639 
-215,524 
269,754 

-337,378 
419,703 
524,362 

-652,868 
813,114 

-1014,93 
1264,605 
-1577,93 
1966,6-55 
-2'151,37 
3055,820 
-3811,54 
475] ,919 
-5926,54 
-7389,28 
-9213,28 
11489,77 
-14328,5 

R'(q~) s 
R (2 

О 

-0,8019 -

1,8019 -
1,5549 -

-1,4450 + 
1,1099 -

-1,1234 -

1,3569 + 
1,3279 + 

-1,1859 -

-1,1955 -
-1,2900 + 
-1,2136 + 
-1,2744 + 
-1,2254 + 
-1,2645 т 

-1,2330 I 

1,2582 + 
-1,2559 -
1,2398 -

1,2412 -
-1,2516 + 
-1,2506 + 
-1,2440 -

1 2493 ' -, 
-1,2450 -
-1,2454 -
-1,2482 + 
-1,2459 т 

-1,2477 + 
-1,2463 + 
-1,2461 I 

-1,2465 -
-1,2473 , ~ 
-1,2467 + 

-1,2471 + 
1,2468 + 
1,2468 0-

-1,2470 -
-1,2470 -
-1,2469 + 

1 
, 

;].1; а2 ' аО/а2 

-1 .011110 -1,000 
i 

-
, 

-

-
-
-

2,0000 1,0000 
3,0000 2,0000 
2,0000 0,0000 
2,0000 0,5000 
2,511110 1,5000 
~,ЗЗЗЗ 1,0000 
2,2500 0,5000 
2.0000 0,6000 

"О 

-

-
-2 ,6000 1,2000 
2,0000 0,5000 
2.,5000 1,1257 

-
-

-2 ,0833 0,5837 
2,:3846 1,0000 
2.1666 0,6666 

,28,,7 0,9047 
2,2592 0,8148 
2.2352 0,7647 

,2381 0,7857 

, -
-
-2 
-
-
-2 
-
-
2,2500 0,8269 
2.2615 0,8153 

-2 ,2317 0,7804 
2,2571 0,8217 
2,2410 0,7874 
2,24[)5 0,7974 
2,2551 0,8112 
2,23!)8 0,7926 
2,2524 0,8098 
2,24:34 0,7958 
2,2401 0,8021 

-

-

-

-

-
-
-
-

-2 ,24,15 0,7903 
2,2493 0,8048 
2,24;11 0,7093 
2,241'2 0,8010 
2:241;3 0,8004 
2,2469 0,8017 
2,2469 0,8024 
2,2473 0,8023 

, 
-

-

-

-

-
-

-



-1 I~ШIIUЈF:КСI-IИ СЛУЧАЈ Cil 

Нека је х реаЛ(ilТ број, Кољугујмо обе CTpi1,He ПРСТХ(),,[;[е једнакости 

п- ј ,,-2 
,'" ЈУ +1',, __ 2:Т +"'+l!() ( 

P"IX) 
---Ј }' - ч 

Рn(Т') 

Ј' - (1 

Г,,('I 
т-ч 

затu што IЮЈIИНО",Т Pr,(J') има цслобројне коефl1цнјСН'lС. На ОСНОВУ 
. . . 

исте лемс, IЛ последње Једнакости, заКЉУЧУЈСМО Д;ј, СОТЈС1ЋСНОЈ вред-

ности q матрице СО1nр(Р,,) одговара сопствени пеЕТОР V = [иn [, 

'/)" 2 .... ' Vo~T За ВСКТОјЈ V користићемо и ознаку Г. О 

ЛЕМА 4.8. Нс'Ка.Је {L'l' и2" .. , иn } скуп СОПС1ТЮf;)-i'!i.! 6екmора ма­

трице сотр(Рт.). НP'I;Д векmор и2 одговара 'КОЈ>tn,,1СI;:Пl.Oј сопсmrзеnОЈ 

вредности Сј2. а ве'КrlШjl 'lIз одговара КО1ьу,mвmШ-1iД;Н7I.Л(;'КСНОЈ сопс­

тор-ној арРдиосm:1J Ч2' Нр-'Ка је М = О[ иl +02'(12+' . '+0" U~, расmавља-
ње вf'.кmОlЮ АЈ са РЦЏ!'I-I'II .. М 'Координатама у бази (ј, t '2, ___ , и" _ Тада 

У' (\:1 = 0'2' 

ДОКАЗ. Koњyгol:laћe"тu обе стране једнакости 

А1 = (\1и[ + et2'V2 + ... + йnl)n· 

Из лемс 4.1 СЛСЩ-Т да PCiUTfioj сопственој вредноС'I'IТ (),'\I'( 1I3f1 ра сопстве­

ни всктор ЧИЈС су снс координате реалне. Како се комплексне 

сопствене вредност>! llO.ЈаНЉУЈУ у коњугованим IJi:tЏОЈ::има и њима . . . 
ОДl'ОЈ::араЈУ СОНСТЈ::СНI1 нектори КОЈИ су Један ДРУГОМ Iшњvговани за-

кључујсмо да важи слсдсћа скуповна јсднакост 

и да ЈС 'Uз = '1.''2- З<l'ГU је 

растављање нск1'oР"- .'11 са рс8.ПНИМ координатаtщ IJ()HOHO у бази 

'Vj, '/)'2,"" иn · Како је растављање вектора у бази јСЛШIСТВСНО, мора 
бити (-ђ = (.1'2. О 

TEOPEI\'JA 1,,). Нс ћ'ајt; ['1, /)'2".,,1.,'71 база concmm;'Ii!U' вс!,;'rnора 1Щ]'U 

одговоро,.Ј.1J COnCmiЗfUI1..,H [jpeдHocmuм:o, Q1, Q2"" 1 Сј,,, ,Ја },'ОЈе, без у.ма-
1-ЬС1-Ьа omџтnocтnи .. 1ЩЖОt.O претпоставити, да Су ]('анН'u'Ч,'Ii"U ве'К­

mорu .. Hc~a је ql дО.НUIIЛ1l.muо, concmGe1-tа вреЈН(!(;ГI! '([ нс'Ка Сј2, qJ = 
Сј2 "{ине 'КО1-Ьуговщщ nпр соnсmвеnих вредности 7/((!'I'':liU:I: да су све 

осmл.ле соnсrrШСlrе ери)l-tIJсmи по модулу .л.-tо,ње оЈ : '121 < ICjll. Не'Кl1 
је вехm.ор X(k} npcJcm(1(j,iIJC1-t у бази concmae1-tux вс/nnора 1;;0,0 у (3.3). 
У1':ОЛЦк,о је низ Q(Jr) ((јј) ограnu'Чен а 1imk-+= IQ{k) ((j~ ) 1 ----' оо онда а'Ко 



11"11-3 О(1(ЈnијЈа 

4_ КОМПЈШКСНИ СЛУЧЛ.ј 

х(1.;) 

Ilx(k} 11 

52 

ааnuшемо у бааu соnствеmа ОСЈ<;тора тада сое X;O} .. t"lI,01-ј.(~нmе mе:нсе 

нули 1tэузео Ћ:о.лmднс1-l.ТnU уа J<;01-bylooa1-l.u пар СОnС'Пl6е'/-!.uх вех;mора 

t'2, 1Јз· 

ДОКАЗ. Уколико је низ Q(I<)(ql) ограничен а lirнk~C<..IQ(k)(q2)1 = 

оо ОН;ја имамо да јп IQ(k)(ч,)1 ~ IQ(k)(Q,)1 ~ IQ(k)(q,)1 

Ј;Щ 

Ilx(k) 11 

и мора бити 

lјm Q(k)(q,) ~ о. 
с_= Q(k) (q2) 

Сада можс/l.Ю нскористити ЛСМУ 4.5 да закљу9Иl\1Q Да 

Q(k)(ч,) Q(k) (Чп) 
Q(k)(Q2)"" Q(k) (Ч2) 

теже нули Кад k _ оо. Због тога је 

о 

Из fiOсле"lњег запажаља следи даје, уколико је R(q) ограничено, 
однос ~(r,~:; тсжи ка СЈ2 и то важи било даје q2 реалан ИЛИ КОl\f!1лексан 

, 
број. У реалном СЛ.'i'rају, уколико спектар Ш1јfс дискретан, однос :: 
конвергира такође ка Q2' Поставља се питање да ЛИ н у комплексном 

случају, само на основу табеле итерација, може да се установи 

некаква конвеРI'СНЦИ.Ја. 

ЛЕМА 4.9. Нел:а су t! = (a"_I, аl,-2, .... ао)Т, '/Ј' = ((Ј:,_:, a~_2' ... , 
, )Т " (" /f ")Т . ',. , ао ,V = (L"_l' а,,_2" ., ао rnР11 уаасm.оnне иmераца)l- у ЈХ1 tY1-l.а-

'Њ'!/ сnе-;сmра броја (ј },;оји u:ије дuc1'>peтaн.. Нсх;а (ј2 = (t -t- .. 1 i, '1-tajoen'u 
по .люdулу x;oH,yгrl,т. БРОЈа q, нијР. ралан број. R(I]) = 0,,_1Q,,-1 + 
(ln_2Q,,-2 + .. -+ (1 л + ао. УХ;ОЛ'Ыtu се при сваХ;ОЈ uщеРU'Ii,'llји s бщ)(! 
rn.а""о (Ја R'(q) = (!R(ч) + з буде унутар ОС'/-tоm--r.оё СU'Л1,/.."нmа тада 
вааlсе слсrlrП.r--: фОЈ!џнуле 

(4.1) 

( 4.2) 

а"а- - а а" 
,Ј 'Ј 

2а:ај - 2a,a~ 

2а'а - а-а2 
- а" , , , 

-а, 



:; ЈlOl;ОЉШАЊЕ АЛГQРИ'ГI\ЈЛ 

ДОКАЗ. Ва)Ј,н C.'IC,.J,ch<'l, н.ПРOl(П!NЈR.ција: ((/.~ +1):1 ј, 0\ +1/1 i, ... , (1;,_ 1 + 

b'''_Il) ~ (О+131,)(Ол--i-f)I,јЈ/'I+Ь1i, ... ,(ln_l+b,,_ti.). ПРОU.11,_,1v1 је штосу /;­
ови нспоэна.тн, они ('С Ilрl! итерацијама не 1I0јавл-,уј\" УI<:,ъучивањсы 

. . -
три итераЩЈЈС и ДКС координатс Z-Ty и Ј-ТУ оваЈ проолс)-[ ее може 

прсвазићи. KaKO.k (Ct + јЗi)((1Ј + bji) = (Уа) - /Љ/ -- (ЙЬЈ + јЗ(1ј)i 
заКЉУЧУј€МО да .Је 

( 4 .. 3) 

( 4.4) 

(4.5) 

(4.6) 

(L и-и-/3 , , 
ОЈ) + Ьјй 

, 
", 
Ь' , 
" ај 

Ь" , 
Ако и'з прве једнс'tЧШIС lлрааимо ЬЈ и уврстимо га у др\ту једна'шну, 
па затим тако ,лрбнј(~ЈЮ I)~ уврстимо У трсћу јсднн.'шнv добијамо: 

, 
ајО' - аЈ );з " 

a:o-(ајЏ+ {Ј (~ =а). 

Ako одавде изращr-ю у онда се лако добија (4.2). Л!(О у послсдњу 
формулу .уместо .f l"'lЋIШМО ~ закључујемо да важи 

2 I 'Ј '1 
а,й - a,(r- - а, 

-а, 

Ако помножимо обе стране са а,ај видимо да се ][отиру чланови уз 

02. Када најзад ЮР,Ј:ЩJl.Ю одавде й добијамо (4_1)_ О 

Да Оl:lе формуле 'щпста важс, МОжемо се УВСјЈИ'!"IТ на следећем 

примеру, у IЮСЛСДЊИМ колонама табеле 3. 

ПРИМЕР 4.2. Hf"/';Q, је број q ~ 1,8105 коре'Гl, nол'u/-l.ОЛ1д Р(Т) = 

ТЗ 
- 2х2 + 2х - 3. Остnллu хорен:и су ХО1-ьугован,о ":О.н'!.Лехсuи: Ч2 ~ 

0,0947 + 1, 2837i, Ч;1 = Ч2. Нека је скуп 5 = {-1, 1} У табели 2 
nаведеuје део с'ГU~кm]Ја мји се добија nомоћ.у а.ll:горитn.ма 1. Можемо 
приметити да се 'f,:осфнu,uјенmu ai постепено уда.-Ј,ују од нуле. 

"' Однос а: у овом СЛУЧЛ]V не хонвергира. На CGQx:rHI, ~ора1(;У алгорuт-

АШ бирамо 5 тако д(l Н( ч) = аn _lч,,-1 + a"_2q" -2 ..;.. ... + а1 Q + ао 
буде блuэах н.:џлn, Зmnо п.рема nослеCh-vе.м заnа:ЖД'!I,.lI оЈнос ~/;1~2/ 
mсж:u 1И q2 'Што CI' (-ЈШ)U У nослед'Њо] колони тnаБС.1( 2. У табел:u. 
3 nРО6ераваАto фор,'Џ,ЏЛс из npemxoдtte Лf'...ме. ПоrЛСГ)I-ЬQ 1\.ОАона се 

. а"а2-аа" /2а'с. ,-,(\2 ,," 

Pn'-i:ilна по А:орм.улu ()') ~ ј I 2 + 1 1 ! 1. 
,,) 'Ј-' - 2al"~ 2аlа; \ а, 

5. ПОБОЉШАЊЕ АЛГОРИТМА 

Захш:vьујући ПРСТХ(ЦНИМ двема теоремя..иа ~lOiКC~TO ЈlOбољшати 
КјЈИТСрИЈУl<.! пзлн:за из а.'lгоритма. у алГОрИТI<.ј\· 2 I ТРСТlIоставља 
се да q има Nq2 KOJbYГ<CТi1 всћих од један који фUј .. шнрају НИ3 q2. 
Није нсопхпдно JlH ("наком кораку (l.пгоритма иеШI !'J!!Ja'l и да ли је 
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ТАБЕЛА 2. CnCKTftp КОЈИ није )Ј,.ш;крС'rf:l.Н са 

К()!l.IПЛСК(" НЈЈ ~ t суБЛОI\·IИНСШТII им KOIЬyгaToM 

а2 аl аО R(q) R(q2) s 

О О 1 1,0 1,0000 + Ој О 

О 1 . -1 0,8105 -0,9053+ 1 ,2837ј ј -
1 -1 -1 0,4675 -2,7338-1,О105ј -
1 ~3 i 2 -0,153 0,0768-3,608Oi -

-] О 4 0,7219 5,6390-0,24322ј ' + 
-2 6 -4 IJ,3071 -0,1536+7,2160ј -

2 О -7 -0,443 -10,278+0,4864ј -
4 -11 7 0,1962 -0,598Н3,148ј + 

-3 -1 11 -0,644 15,822-2,0134ј + 
-7 ]7 -8 -0,167 5,0836+20,121ј -

3 6 -2О 0,6973 -24,348+8,4321ј -

12 -26 8 0,2625 -14,131-30,458ј 1-

-2 -16 35 -IJ,524 36,762-21Щ6ј + 
-20 39 -5 0,0501 31,474+45,2IJ1ј + 

-1 35 -.59 1,0907 -54,045+44,687ј + 
3:3 -57 -4 0,9747 -63,487-65,146ј + 

9 -7IJ 98 0,7648 76,617-87,672ј + 
-52 80 26 0,3847 118,80+90,051ј + 
-24 130 -157 -0,303 -105,34+ 161 ,04ј + 

82 -109 -71 0,4508 -215,72-119,98ј -
55 -235 245 -0,183 132,59-288,3Oi -

-125 135 166 0,6673 383,66+142,90ј ~ 

-] 15 416 -376 0,2083 -148,10+506,О6ј + 
186 -146 -346 -0,622 -664,68-142,18ј -

226 -718 559 -0,127 120,56-866,75ј -

-266 107 677 -1,231 1123,1 +72,663ј . -

-425 1209 -797 -1,22 14,1l4+1448,6ј -

359 53 -1274 -1,225 -1857,3+155,35ј + 
771 -1992 1078 -1,218 -371,39-2369 ,6ј ~ 

-45() -,161 2314 -1,206 3007,6-705,10ј + 
-] :И4 3214 -1349 -1,l84 1191,I+З794,li: + 

486 1379 -4091 -1,144 -4756,9+ 1888,4ј I + 
2351 -5063 1459 -1,071 -2873,9-5927,7ј -

-361 ~ТИЗ 7054 -0,939 7338,4-4250,9ј -, 
-З90Ј 7776 -1082 -0,701 6153,3+9017,9ј + 

-154 6848 ,11894 -0,269 -10992, +8753,6ј + 

6540 -11586 -461 0,.\120 -12277,-13282,ј + 
1494 -13.\11 19619 -0,072 15887,-17019,ј + 

-10553 16631 4481 -1,132 23353,+18783,ј -

-447.5 25587 -31658 -1,049 -21899, +31758,ј -
16637 -22708 -13124 -0,900 -42843,-25104,ј -1 
105()6 -16698 49912 -0,630 28Ј70,-57378,ј + 

-2.5566 28780 31699 -0,111 76328,-I30727,i + 

R'(q~) 
R , 

0.4616-1,80400ј 

0,4142-1,16213ј 

0,1 006-1 ,56078ј 
-0,0822-1,27611i 
0,0976-1,42226ј 

-0,0023-1,27915ј 

0,0981-1,20784ј 

0,1569-1,29166ј 

0,1065-1,23703ј 

0,1314-1,29644ј 

0,1072-1,25673ј 

0,1152-1,29547ј 

0,l0.51-1,26884ј 

0.1057-1,29283ј 

0.1024-1,2758Ђ 

0,0890-1,27728ј 

0,О893-1,28779ј 

0,0918-1,27939ј 

0,0982-1,28177ј 

О,О960-1 ,28661 i 
0'о924-1,28459ј 

0,0952-1,28556ј 

0,О932-1,28405ј 

0,0945-1,28261ј 

0,О95б-l,28368i 

0,0947-1,28305ј 

0,0912-1,28370ј 

0,0946-1,28415ј 

0,0950-1,28З82i 

0,0948-1,28350ј 

0,0945-1,28367ј 

0,О946-1,28388ј 

0,0948-1,28380ј 

0,11947-1,28367ј 

0,О946-1,28370ј 

0,0947-1,28370ј 

(),(ю4 7-1,28371 i 
О,0947-1,28372ј 

11,(1947-1,28372ј 

0,О947-1,28375ј 

0,0947-1,28376ј 

0,0')47-1 ,28374ј 
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TAF.iF...'IA :)_ С'1Ј('кпtр КОЈИ НИЈе ЛПСКРСn,1!I ся, 

КОМIШСК(:Нlll\l суf)/~О~lИнантним кОЊУIЋТОЫ, провера 

формула (1.1) и (4.2) 

а2 аl ___ a~+R(q) R(q2) , s q2 

О О O,OOOO+O,OOOOOi О +i 
О 1 ' -1 0,810 -0,9053+1,2S37i i - 0,5000+ 1 ,32288 
1 -1 -1 0,467 -2,7338-1,0405i, - 0,2500+ 1,19896ј 
1 -3 ~ -0,153 0,0768-3,6080, - 0,0000+ 1,41421i 

-1 О /1 I 0,721 5,б390-0,24322i , - 0,0000 +ј , 
-2 6 -·1 I 0,307 -0,1536+7,2160" - 0,0833 + 1,35144i 
2 О -7 - -0,443 , -10,278; 0.4864i ' - 0,0454+ј 

4 -11 71 0,196 -0,5981- Ј:Ј, 148i 0,1216+1 ,24610i 
-3 -1 11 -0,644 15,822-2,0134i , т 0,1293+1,25965i 
-7 17 -б -0,167 5,0836+20,121i ! - , 0,1182+1,26448i 
3 6 -2() 0,697 -24,348+8,4321i - , 0,1200+1,26975i 

12 -26 8, 0,262 -14,131-30,458i - :1 O,1065+1,27271i 
-2 -16 35 ' -0,524 36,762-21,026i (Џ080+1,28419i 

-20 39 -ГЈ 0,050 31,474+45,201i ' O,1112+1,28404i 
-1 35 -59 1,09 -54,045-1 44,687i О,1115+1,27443ј 

33 -57 -,1 0,974 -63,487-65,146ј ,О,О901-т-l,27154ј 

9 -70 98 0,764 76,617-87,672i 'Ј,0873+ 1 ,28449i , ' 

-52 80 2() 0,384 118,80+90,051i;, -ј- ' О,n921+1,28588ј 

-24 130 -lЫ -0,303 -105,34+ 161,04i + 0,0938+ 1,28121i 
82 -109 -71 0,450 -215, 72-119,98i 0,lЮ62+ 1,28227i 
55 -235 245 -0,183 132,59-288,301 '),IJ944+ 1 ,28562i 

-125 135 166 0,667 383,66+ 142,90i ~- 'Ј,1J940+ 1,28537i 
-115 416 -376 0,208 -148,10+51J6,06i 1J,0944+1,28481i 
186 -146 -34() , -(),622 -664,68-142,18i 1- \ 1],0941+1,28454i 
226 -718 55~) ,-0,127 120,56-866,75i , - 0,0056 + 1, 28303i 

-266 107 677 -1 23 1123,1+72,663i - ЩI950 + 1,28235i , 
-425 1209 -797 -1,22 14,114+1448,6i - () 0936 -1-- 1 28ЗЗ9i , , 
359 53 -127.../ -1,22 -1857,3+155,35i I , ,1J,(J944-1--1,28453i 
771 -1992 1071) -1 21 -374,39-2369,6i ' 0,0953+ 1 ,28405ј 

2311 I 
, 

-450 -464 -120 3007,6-705,llJi - , 1),О950+1,28331ј , 
-1364 3214 -1349 : -1 18 1191,0+379Џi -! 0,0044+1,28351i , 

-4756,94-1888,1i ]-1 0,0945+1,28396i 486 1379 -4091 -1,14 
23Бl -5063 Ј.159 -1 07 -2873,9-5927,7i ,- (J,IJ'14811,28389i , 
-361 -324:) 71J,t)4 -0,939 7338,4-4250,9, () .0048 -1-- 1 ,28367ј 

-3965 7776 -10S2 -0,701 6153,3+9017,9; -, 0,094 7 ~ 1 ,28367i 
-154 68·"18 -11'9'1 -0,269 -10992, +8753,6, : (Ј,(Ј947+1,28371ј 
6540 -11586 -4бl 0,512 -12277,-13282,' + [1,()947+ 1 ,28371 i 
1494 -13541 1 !:)6 НЈ -0,072 15887,-17019,i , 1 i 0,0947+1,28370i 

-105.53 16631 4181 -1,13 23353,+18783,i • - 11,0947+ 1 ,28370i 
-4475 25587 -316-58 -1 04 -21899,+31758,i ' - ЩЮ4 7 + 1,28375i , , , 
166:)7 -22708 -1312'1 -0,900 -42843,-25104,ј i + IJ,0917 +1,28376i 
10566 -46698 -!О() [2 -0,630 28170,-57378,i .. (),О947 + 1.28375i 

-25566 28780 ;{ 1()90 -1J,141 76328, +30727 ,ј [ЈДЈ47 + 1 ,28З74i 
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АЛГОРИТАМ З. 

Spec(S,q,q2) 

end' , 

alphaU:=-miп(s:s ln S)/(q-1); 
alphaL:=-mах(s:s ln S)/(q-1); 
sM:=max(lsl:5 in S) 
L[O],"S; 
for р in L[O] do 

Нр] '"р; 
end do 
d;=O; 
repeat 

L[d+!] ,"L[d] ; 
for р in (L[d] minus L[d-1]), 5 in S do 

if q*p + s in [alphaL,alphaUJ then do 
L[d+1]=L[d+1] union {q*p + э}; 
f [q*p+s] :q2*f [р] + э; 

if I q2*f [р] + s I >сМ/ (1 I q21-!I) then 
RETURN("Not discrete") 

end do 
end if 

end do 
d:=d + 1; 

until L[d-1] =L [d] ; 
RETURN(L[d]); 

СЛИКА 1. Одређивање спектра алгебарског целог 

броја q чији највсћн 110 МОдУлу коњугат Ч"2 ј(' и:зван 

ЈСДИНИ'IНОГ диска_ 

Iчр + sl > 1';Fh~1 ПО СВIIМ 'l.'litновима низа q2, Iq21>1. l:H.::h само по 
највсћем, ПО апсолутној вреДIЮС1'И, члану. Нека је то q2. Како се 

на сваком кораку S(k) одређује тако што се испитује да ЛИ је q*p + 
s in [alphaL,alphaU] и како је Q(k+l)(q) =q*p + S З:1кључујемо 
да Је н!!э Q(k)(q) QГРШ-[IJчен. Уколико је q2 рсала.н Оl!да ако низ 
ЈЈСКТОРа. 

(kJ 
I 

Ilx'k) 11 

ЗННllШСМО У бази СОПС'IЋених нсктора тa,rџt КОМliOНt;'ИТС ДЈ'Ж сопствених 

BeKTOpft који oДl'oBapajy осталим КОЊУl-атима, теже НУЛИ. Уколико 
. . . 
Је q2 комплексан KOl\-щонснте дуЖ сопствених вектора КОЈИ одговараЈУ 
uстa.iIИМ КОЊУl'атиыа, изузев Ч2, тс.же нули. 



ГЛАВА 5 

СПЕКТРИ СА ИНИЦИЈАЛН:ИМ 

ЕЛЕМЕНТИМА 

1. ДЕФИНИЦИЈЕ СПЕКТАРА СА ИНИЦИ.ЈАЛНИМ 
ЕЛЕМЕНТИМА 

Због велике разноврсности спектара које из.у'!С!на:\1О, добро је 

дати СЛСЈџ;ћу ОПllll'У лсфиницију која прсдстављ(\ ::општсњс дефи­

ниције 10: 

ДЕФИНИЦИЈА 17. Her;;a је S '1'i:Oначан С'к:уn целuт 6ј!ОЈева, D ""0-
на-чан. (:'I1:yn реаЛЈ-ЩХ БРОј'iЈ:Ю u не-л;а је q реалан бр(ЈЈ. Сru:юnар бро.ја 

q са 'U'н:u'Ц'U)ал,u:u.н f:ЛРАlен.muлш 'из скупа D у (J()/UJ(",II па с'/'Оуп S 
деФЩ-l.11ще се х:ао: 

Л s (11; D) = {( (Ј + ( 1 (1 + ... + f:."q" + dq"+ 1 : t, Е S .. (1 Е D}. 

J(<tQ посебне С;lучајСЈ-;(' ове дефиниције УВQДИI\I(} С,С/lсћс дефини­

ЦИЈе: 

(1) Ат(({ D) ~ AI-m-m+1..m- 1•m}(q; D) 
(2) A(q; D) ~ л l - 1 .о. 1 }(q; D) 
(3) A(q; D) ~ АI-Щ(q; D) 
(1) уm(q;D)~лIОl .. m}(q;D) 
(5) Y(q; D) ~ .\IЩ(({ D) 

Даље се нн.мсћс УО!lШl'СЊС још једне дефиниције. 

ДЕФИНИЦИЈА 18. Дефu1-tuшu.мо: 

IS(({ D) ~ inf{lyl; у Е AS(q;D),y fc ој. 

Сада можемо обслсжавати: 

(1) l"'(q; D) = t{-m,-,"+1" ... m-l,m}(q; D) 
(2) I(q;D) ~ /{-lЩ((];D) 
(3) a(q;D) ~/I-Щlq;D). 

ОНiI општа ДСфШ!ИIl!1ј<-t прсдетавња УОПШТ(;Ib(' дефиниције 10 
. . 

зато што НИЈС ТСШI';О IШК;-t:ЩТН да ЈС 

лS(q) ~ AS(q; S). 

У случају да је скуп D = {d} јсдночлан умссто Л.:" (1/: {(1} ) пишс­
ыО Л S' (ч; d), а аНfl,.IЮГfЮ се појављују ознакс Ат (ч; (1), А( 1; d), А( Ч; (1). 
YТn(q:d). Y(q:d). Такође )'ыссто {S(q;{d}) писаће/>.ю /"~'(ч;(1). 

57 
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2. ИЗРАЧУНАВАЊЕ СПЕКТРА СА ИНИЦИ.ЈАЛНИМ 
ЕЛЕМЕНТИМА 

За И:1!1ltЧУIIClН<LЊС слсысната спсктра са иницијалннм елсмсн'Ги1.Ш 

можечо корисгитн <UJгоритам КОЈИ се незнатно раЭЈ1ИКУЈС од 8Лго­

ритма Борвсина и Xcp<t представљеног на слицн 1. Раэлика је у 

трећем рсду где као ИЮЩИЈални скуп уместо 

ЦО] '=S; 

треба да стој и 

3. ПИСООВИ БРОЈЕВИ И СПЕКТРИ СА 
ИНИЦИЈАЛНИМ ЕЛЕМЕНТОМ 

Примr:р златног пресека поново нам може бити инспиративан, 

ЛЕ/lЛА 5.1. КОЛU"l,НU'/l, два броја облu'Ка тт + п (при "I,("-му је 

делuлсЦf, ра.зЛ:IJ'Ч.Urn од нуле), гдс је т = '1+1 злаrm-Ј:U npece'/l" т, п Е 
Z, Је број оБЛ'I1:к;а f-IТ +.s где СУ р, S Е Q. 

ДОКАЗ. Покаэаћсмо да за било које целс бројевс тl, nl, Тn2, n2, 
при чему бројева т2, n2 нису оба једнака нули, постоје рационални 

бројеви [1, 5 такви Д;-Ј. је 

тlТ + nl 
= рт + S, 

Тn2T + n2 

~Лножење!-.·f обеју страна бројем т2Т + n2 добија се 

Тnl т + nl = Тn21tт2 + (Тn2B + n2Р)Т + n28. 

СаДR м()жемо искористити да је т2 = Т + 1. 

Тnl т + п I = (т2В + n2Р + Тn2P)T + n2S + m2Р' 
Ова јеДН<Lчипа ее crюди на линеарни систем: 

Тn2S + (n2 + 1n2)Р т1 

n2s+m2P nЈ· 

Cbete/\-I НШl ,Јединствено рсшењс уколико ЈС ДСТСР~lИm1Нта еистема 
m~ - n~ - rn2n2 различита од нуЛС. ПР<'-'ТПОСТ-с1RII/I-Ю супротно да 
је т~ - n~ - Тn2n2 = О. Ако фиксирамо цео број 712 решаваЊСI>-1 

. " • .±~ . 
оне квадраТlIе ЈСJl;Нёl.ЧИНС МОЖNro одредити m2 = --.-, - ТЈ. m2 = 

n'lI±/5. ОtЮ је he!-.lOl·уtlс ако су бројеви m2,n2 цсли.~ Јr.динсгвсно 
рсшење систсма су бројеви р, s који ОЧиглеДНО I>юрају бити рацио­
IШ.лни јср су све ДСТСРI>IИН<LНТС 6., 6.1" 6..~ цслобројне. О 

у наредној ТСОРС/I-IИ претпоставка је да је скуп D 
ЧЛ<LН 

{d) ЈСДНО-



:Ј. ЈIИ(:О()ШЈ Ј>Г'ШI',I\11 ]] СПFжтри СЛ ИНИЦl!.ЈА.,']11[I.\l ЕЈIEМЈ:ЂТОtvЈ,,9 

ТЕОРЫуlА 16, Н('ХII jI: број т исти 'Кдо у nроn:cuuщ,) ле.л,щ,. Спек­

тар Л s' (т: (1) ЈГ: С!Щ '}'jJГiIlO:n 0.1\:0 11, Ш.МО 0.'1\:0 Је ШI,U ЦI1)IIЛН:U еле..Аtсum 
облuљQ. d = рт + .~, !Ј,." с=. 'Ч· 

ДОКАЗ. -=;. С\1Ср. Акоје спектар дискретан ТС\./l<-1. I-.ll)Рd да постоје 

цели бројеви k, [, f" rl j 'Щ које је 

. + + . , + d k+l + + + ,. d '+' СО (IТ ···,(~T Т =1ю 1}lT ... 'I!Т, ,т , 

где су (, Е S, 11) Е S, А' f t. Одавде следи да је 

to + (17 _." + tj.Jk - (1]0 + 7]!Т +, .. --т-- '/lТ') 
d ~ --- - ---'c;:-;-"~--"--- . __ .-

т'+1 _ T k +1 

ПО::Ш<-1ТО је да ('С !-I брuјилац и именилац тада "югу f!аписftТИ у 

облику тт+n Ј'.де су т. п Е Z. Користећи претходну :[ему добијамо 
Дf1 је d = ЈП + 8, р, .ч Е ':Q'. 

{::;:: смср. HCK<-i је иницијални елемент облика d = рг+ S,]J, S Е Q. 
Нека су бројеви ]Ј = Е!., 5 = ~, РI,51 Е Z,P2, .~" Е N. Тада је 

112 $2 

НрОНЗВОЉНII еЛСl-.ј(,нат ('J!L;KTpa облика 

Р 
, 

Р ) п (' . ') ,'+1 (т =tO+(17+ .. ·+t"T + -Т+-,7' . 
]!2 '~:! 

L, Е S. Нека је t - SZS(Р2,Э2) највећи зајСДJ-IИ'Н;И садржалац 
за бројеве [Ј2, S2. T;-t"l:-t полином Р1(х) = tP(T) I!Шi тџслобројнс 

кuсфицијенте и висина му је 

{ 
tlp,l ф.l} 

11- = mах max:{tlsl: 8 Е В}, , . 
Р2 .'02 

Пошто висина J~ HI~ 'ЩRI-IСИ од тога који полш!Оы C~J() одабрыш 

можемо ПРИ~ICНI-IТI-I СН;О[Јему 8 на полином Р] (х), 3nкључ:ујемо да 

постоји константа ('(Т, 11) таква да је или Р1 (Т) = () I!ЛI! 1?](т)1 > 
С( т. h). Одавде слеД!! /JJl је ИЛИ Р( Т) = О или I Р( Т) I > C(T.I,) Најзад 
ю OFЮI'а следи да је спектар Л S( т; {d}) дискретан. О 

Природно се на\lећс питање може ли се прстхо)\нn теорсма УО11-

штити? ОДГОВОР је I10тврдан. Најпре важи УОНЈЈI'I ('ње претходне 
лемс. 

ЛЕf\'!А 5.2. Нr'lШ jt: !ј П1l.соов БРОЈ 'Ч.uјu јР .Л,(IJ,Ј-!/ЏI.liЛ,/t:u. nол-ш--tом 

Р(Т) =:1"" + ([,,_,:/""--' ---с- ••• + ([j:t' + аll где су а, С Z. f(ОЛ1L'Ч.1i11.'r.; двn 

броја В( (1) = Ь,,_ј (ј" - 1 + IJ" .. 2Q",-2 + ... + Ь] q + Ьо , С'( ч) = Cn _lQ"-1 + 
Cn_2Q"-2 + ... + Сl11+ ('о (при 'Ч.е.му је де.m1лач С (Q) ра.:ц tI 'tШn од нуле), 
?дс су lJ" ('1 Е Z. ЈI'. про) оБЛ1l.ља dn_1qn-1 + cl,,_zq,,-2 + ... + d1q + do 
где Су П, Е Q. 

ДОКАЗ. Нека су {Јо. {Јl, ... , Ь,,_2, Ь"_I' СО, Сl, .... c,,_~, С,,-1 
целн. при '--Ie/;'i)' бројСRН С, нису сви једнаки нули. П,жо.3аћемо да 

ностоје Рi1lџюнаmНI брпјеви (1, такви да је 

B(q) i ,,-, +d n-' d· I C(q) = ("'-1(] n-2q + ... + \Ч'(')· 



:3. П!I('ООВИ Ы~О.ЈЕRИ И СШЖТРН СА ИНИUИ.ЈЛ.;јНИII.I l:',,;IEJ\mIlTO~I(;O 

KI-tКО је Ч ПИСОО8 број ПОJlJlНОIl-1 Р(.г) јс НССRUДЉИU У прстену Z[:t) , 
те је 110 Гаусовој .IICIl-1I1 (јI8] ТСОРСЩl 2.24) несноД:ыш н у пољу Q[x]. 
Зато су 1I0ЛИНОМll С(Т) = С,,_Iч,,-I + (:,,_2Q,,-2 +, .. + Сllј + СО И Р(х) 
у::шјамно прости у ВОЉУ Q[xJ па стога ([18] теорсма '2.1.'5) морају 
да постоје ГЮЛЈIНО1\Щ ~7(x), уу'(х) са рационалним коефицнјентима 

таквп li:-tje V(x)C(1')+1Y(:1:)P(x) = 1. Одандс следи да је V(Q)C(q) = 

1, односно \/(q) = C~(I)' коначно следи даје ~i~i = B(r,H7(q). О 

у наредној теоре1\1И претпоставка је да је скуп D = {(!} јсдно­
члан. 

ТЕОРЕМА 17. J!e'rCa. је (1 Пuсоов БРОЈ чији Је MU1-l'И-.АtaЛНU nо.л'U1iОМ 

Р(х) = :г" + а"_lХ"- l + ... + аlХ + ао где су а, Е Z. Сnе1(тар 
Л S (ч: d) Је дUС'ICрсmД1i a'ICO u само а1(О је uн:uцuја.Л'1-m сле.нен,m оБЛU'ICа 
(1 = dn_1qn-l + ri,,_2q,,-2 + ... + dlQ + do, di Е Q. 

Док А З. :::} сыер. А ко је спектар дискретан тада 1\10ра да постојс 
цели бројеви 1.;,1. (,.!]у 

гдс су (, Е S, 'Ъ Е S, 1.; f- {. ОдаЈјДС следи да је 

(о + f IЧ + ... + f"q" - (110 + 'Jllq + ' .. --1- II!ql) 
({ ~ -"-'---"''-'--'---'+c,--'-'~=-'--_--'.C'-' 

чl+l _ qk+1 

Дељељем одговарајућих полинома брОјиоца ОДНОСНО IIмсниоца са 

!-.-ЮННЧНЊ\1 полинщюм Р(х) добијају се остаци са ЦС"lН.\! косфици­

јС!IТИМ(1, стспена < n. Зато се број d може наПИСii'['Н кщ) количник 
бројева B(q). С(Ч) који су наведени у прl.'Тходној леми. Користсћи 
претходну JlСМУ добијамо да је d = d,,_IQ,,-1 +d,,_2q,,-2 +, . ·+(1IQ+do, 
d, Е Q 

-{:= смер. Нека је нницијални елемент облика d = d,,_ lqn-l + 
dn "2q"-2 + ... + dl(j + do, di Е (јЈ. Нека су бројеви d'l = р,. Pi Е 2:, Ti Е 

с, 

IЧ. ТаДit је ПРОИ:JRОЉНИ елеменат спектра облика 

P(q) =. (о + f 11} + .. , + Е,,!јП + (d,,_IQ,,-l + d,,_zq"-2 + ... + (11 q + 11o)q"'+ 1 

где (, Е S. Нека је t = највсћи :щјсднички садржа.тнщ за бројеве '{",. 
Тада ПОЈШНОIlI [\(:1") = tP(x) И1\1а целобројне косфнцијСlIl'е и ВИСllна 
l\IУ Је 

I1 = шах{ тах{ tl81 : s Е З}, тах{ tj;,I : -i = О, 1, .... п - 1} }. 
, 

Пошто ЈЩСI!НН I( нс зависи од тога који ПОЛНИО1\ј смо одаБРМII 

1\1O;'-КСIlIO Jlplll1l('IOITH 'l'C0PCIlIY 8 на ПОЛЮЈО1\1 Р1 (з:). 3i-lК:LучујСIl!О да 

постоји кorIСIЋН1'1\ r((}, 11) ТШ';:В(l ДЯ, је ИЛ!! P1(q) = о IIЛЈl IP1 (Q)1 > 
c(q, /1). Одавлс ('леди да је или P(q) = о или jP(q)i ?: ('{'I;h) Најзад 
ю О1301'а следи дя, j(~ спекто.р Л S (Q; d) дискретан. О 



:1, ЈIИСООПi·1 ЕI'(},IЈ.I111 11 СПЕКТРИ СА ИНИ!LШЛЈIJ-lИЈ\l ~..'IEII'!EHTO~!61 

ИНТСРСCltl!ТН'Ј ј(' ,cl<1 постоји јеЛ,Н<I IНlИција,лна H!)('~\!JOCT за КОЈУ Је 

('I!сктар Л( q; (ј) ,lЏJC К!Ј(' Јан :.3а свако ql. Ако q није IIIЮ>ОIJ број нисам 
НltllI(Ю НИЈСДНУ ,Ј,РУIУ 

дискретан. 

, , 

ШllЩИЈалну вредност за ]\0))' Ј(' онаЈ снектар 

ЛЕМА 5.3. Oru:r,;-mnp /\.(q; Ч':I) Је дUcr.;pemaH, ,Ји С(Јm;;о q за ~oje 
ва:Jtс'u. 1 < q < 2. 

Д ,К" 1 1 1 1 1 1 ОI<АЗ. ако ј(' ()-'-, - - -" q-, > -" q-, + > . '1- <ј-, q-, '{-' '1' 

да је У сегис~IТУ . _-=-_1. 1 ] свега један елеменат спеЮ")а 
.. . q-l (,'-1 . 

-'- ' , , 3Н<tчи ,- , 
о 

Пощто је снектар A(rj; '1':1) С /\.(q; ч:l) јасно је да ,ic ]ј овај спек­
Ћtр дискрстан за свако {! за које важи 1 < q < 2. З;t (']!CKl'ap A(q:d) 
постоји још иници.iаЛIIIIХ вредности d таквих да је А{ ч: d) дискрстан 
за свако q. 

ЛЕМА 5.4. С'nат.!! [Ј А (ч; ч~ 1) је duc1qlernaJi 

ва.Ж;U т<ч < 2 - Vs+l 
U)f'.)f т --= 2 злаmн,'u npece~. 

ДОКАЗ. Како је чqi:- -1 = ч~11' qq~\ +1 = 'i+]- Ч'i~] +1> '1':1' 

О --Ј, _ 1< -1, знаЧfl ДН, r.y У сегменту [-1" -1,] CНf~]·it дна елемента 
''1~' '1-' <ј-. '1-' 

спектра. Последњс две неједнакости треб?- дока:J<I. ПI, Пошто СУ оне 

О'IШ'ЛСДНО Ј(-)Дна ДРУГОЈ СКВИВ8Лентне, довољно је ;џњљ:ыти да је 

q + 1 > ---,,1-0 
ч+1 q-1 

Множењсм обеју страна са (q - 1)(q + 1) добија се еквиваJIентна 
НСЈеднакост 

2 q(fj-l)+q -l>q+l. 

Када сс ослоБОДlIМ() 'ИI радњ и пребацимо све 'IЛi-lIlОRС па леву стра­

ну добијамо нсједнакоt.:Т 

2(q'-q-1»O 

КОЈа Је очигледно Т<t'lшt. о 

Заправо,:3(1 фШ('ЈЈРНIIО q'й које важи T<q < 2. НО/ЕС~Ю КОflСТР\,­
исати БССКQнаЧfШ Il~!(_:кретних спсктара А((ј; d). Лl\\) је 1"-- (.т) = 

(ј.т -1, линеарна фУНКIщја онда је Г:: 1 (х) = Х;Ј IJlflicp-!на функција 

функције Ј-(.т). Некаје 

I~'(",) ~ i.:'I.C'(x)), f~З(х) ~ j~'(Г'I/'(')))"" 

ЛF;МА 5.5. Наа I_~I(X), I~2(1;), ... ,j'~k(X) Је РПС/fl,lj!!U_ 

ДОКАЗ. ДОВСЈ.ЪНО Ј'с показати да је х < j~C(,T), :щ 1: < 1 
ч-Ј . 

3 '1 •• , апста одавде t.;ЛСД!l ,'(rI,.1C xq - х < и кона'!Но :г < што Је и 
" 

'l'рсбало !l.:оказатЈГ_ О 



:Ј, I iИСООF3И БРО.ЈЕF!И И СПЕКТРИ СА ИНИЦИ./АJlI!И.\1 Е.:Ш!v!ЕНТО/l.Н;2 

Ако јР I-.l-(:c) = (јХ + 1 ова ЈНШС(1.рllа функција .1(' ОЧИI'леДно 
растућп. У прстхол;ној лемн С!\Ю показали да је I-t-C;'~l) > 'I~l­

Стога ыора бит!! 11 I-t- (f::k(q~I)) > q~l за свако k. Оним СМО показали 
.n:a важн СЛСliсћа 

ЛЕМА 5.6. Спектар А(ч; f:k(q~l)) је дuC'Kperna'Н за (;6Ш;';О q за 

h:oje (Ю:;IСU т<ч < 2 :за свако k. И оm)е је т = /52+1 алаm.nu пресек. 

Уколико је нски ОД J.:.k(q~l) = 1 тада се лако показује да је 

И f:Io.(,/~ll) = -1. СЖ-'ДИ да је епектар A(q) дискретаll_ 3(1. k = 1 

доб!lјпЈ\-Ю јl'Дна'!Ину (I~l = q - 1 чије рсшењс q = ј2 не испуњава 
услов T<q < 2. За k = 2 добијамо слсдећу јсднаЧИllУ ч~1 = q2_ q_1. 

Мпожсње!\'l обс.i.У страна. са q + 1 добија ее једнач:ина ч1 - 2ч - 2 = о. 
Њено реа.лно РС!llсњеје приближно 1,769292 и ОНО пије Пис.оов број. 
Ако настн.вю.-ю ДilЉC добићемо корене једначина ч4 - 2q2 -- 2q - 2 = О, 
ч5 _ '2(/ -- 2ч'2 _ 2ч - 2 = О. Ове бројl'ве је разматрао 3нrЈМИ у [421. 
011 је показао да ПОЈIИНОМ 

9,,+1 = (:г + l)(x" - х,,-I - ." - х - 1) - 1 

= хпtl _ 2(хn- 1 + хn - 2 + ... + х + 1) 

има РС;1..'Н-Ш корен који је I-Ш:Шао 1',,+1> даје 1 < 7',,+1 < 2, даје 1',,+1 

растући НИ:, који т('жи ка 2_ Такође је показао да су Гn+l ПероновYl 
бројl.'ВИ који нис} IШ ПIlСООНИ ни Салем ови. И наравно шжл.:зао је на 

сличан начин ю:to и ми претходно да је спектар А( 7',,+ 1) дискретан. 

у претходном случају смо заправо из једна'шне I-t-U _(х)) = т, 

извели да је :1: = (I~I' ОВО се може наставити да.ље па имамо: 
Ј+и-и-(х))) ~ х, што даје q(q(qx - 1) - 1) + 1 ~ т. Рсшавањсм 
OBl' једна<шне добијCl. се xt = q:tq~l. Ако је У3 то Ч(ЧХ1 - 1) + 1 > 
Ч~I ТО се може записати као Ј+и-(ХI)) > Ч~1' ИЗ l' < Ч~l следи 
да је xq - х < 1 и коначно хч - 1 < х тј. I-(x) < :1'. Како је 

функција Ј+(х) pactyhi--t следи да је .f+(Xl) > Ј+и--(:1'1)) > '/~1 то 

јест Ч1'1 + 1 > q ~l' 3l-tкључујемо да је спектар А( ч: ,'t'J) дискретан за 
свако q IЮЈl' :йдовољава 

1 
q( qx[ - 1) + 1 > - _ 

q - 1 

O~~Taje да се РСШII ()оа неједнакост. Када замеННI\IО :1'1 И/>,1(t!\IО 

(
Q'+Q-1) _1=--" q (/ 3 - 1 +1 > 

Q-1 Q-I 

Множењем обеју стра.на са ч3 -1, затим пребацшщњем (;ВIIХ чланова 
на леву стр;-шу и дељењем нсједнаЧИ1-Iе са 2 добија се 

(ј:\ _ ч2 _ 1 > О, 



,1_ СОПСТЈ:3F:!ll:: НI'I':/lНОСТИ УНУТАР .ЈС:ДИI!lI'IIIOI- ЛИСКА I'П 

РСШСIЬС Ор,(' !lејСДI-l(\'[[IJf(~ је ц> 1,465571_ Ако се [[(\'(,Т1']ј]\1O лемс 5.5 
ВIЏЏIМО дn,је j'~ и-~ Л'(,1'])) > Ц:'l' Тиме смо доказа.' 1 11 ('лсдећу лему 

'1 '7 С' А( f'-k(ч2 +Ц-l) , ~, Ј ЕМА о.. лел:m.ОјЈ ц; _ цЗ 1 Је uuСЋрсrnrl'li за сваnо СЈ за 

nоје aa;)/Clt qЗ _ (/2 - 1 > О u q < 2 за сваnо k. 

Постоје пршн;ри npujcB<I. q таквих да A(q) НИЈе дискретан али 
да за појс;щпс d спектар А( Сј; d) јесте дискретан. 

4. СОПСТНЕНЕ ВРЕДНОСТИ УНУТАР 
ЈЕДИНИЧНОГ ДИСКА 

Ако Clvl1'ОРИТа.м 'Ја И:Јрач:унавање спектра СН IШИЦИЈi:lЛНИМ елс­

ментом IIрИЫСНН~!О на !lf1COOJ3 број И ако одаберс\ю иницијални еле­

мент a,,_JCJ"-1 + а"_2!],,--2 + ' .. + аlС! + ао можемо ПРIIМСТИТН да сс 
бројеЈ3И а, посте]lСН() П1_Нlближавају нули. На крају стнжу до 0,±1 и 
ТСЈ.)џ' ал!'ОРИ'lЋМ престаје са радом. Како ово објаСJ-IIПl1? На сваком 
кораку НЛГОРИ'l'ма про!3сравамо да ли јс а"_1 ц"- Ј + (/г, _2(/,-2 + ... + 
Иl!] + ао по МОдУЛУ l\щње од ц':' 1 ' дакле блиско нулн. ТО 3На'Ш да 

је нсктор 'и = (aТI-l, о,,,_:!, ... , ИО)Т близак вектор:,: uрт()гоналном на 
((j"-I, цТ!-2, ... , (ј, 1), Нн основу лемс 4.2 знамu Д<:1, је овај вектар 

. . 
ортогонман на СОГЈ(:ТВСНС векторе КОЈИ ОД['ОВЩЩ.Ј,'- (Ј(:таmI:>1 сопстве-

ним вредностима. З<t'l'О. ако всктор 'и запишемо ,У бал! Сопствених 

вектора. та,7Щ КОМIЈОнснга дуж сопственог BCKTOPh ЕОЈН одговара 

сопственој вредности Ч мора бити блиска нули. ЈРУПI:>'I речима, на 

CBaKOl\f !(ораку н..'1J орит~!а онемогућавамо кретаље /{\-'Ж СОПСТВеНОГ 

вектора КОЈИ ОДГОВ('Iра (/ али НС спутавамо кретаље !lO ОСТi:lЛим соп­
ственим вскторнча_ Како су сви ОСТi:lЛИ сопствеНIf I:!('ктари по МО­

АУЛУ мањи од 1 OBl1li:itH опсратор је заправо КО!ll'раКЈщја. Ово се 

може још БО.ъе Pi'l:3Y~(CHI ако размотримо слсдсtш 

ПРИIVIЕР 5.1. Не11,а Је q ~ 1,7549 Пuсоов БРОЈ: КОј!ен nолu'Нома 

Р(х) = хЗ - 2х2 + :г - 1 (ЈО1\: је сnуn S = {-1. [], l}. Остала два 
nореnа 'Ч:nнu nоњугоrIШi()-'х:о.мnлеnс1-/.U пар: q2 -::::: О. 122~6 ---'г- О, 7448бi, 

{ј2 - Ин.u-цијал1-/.U елс.,нrнnI .можемо одабрати на ('"~edcti t1 'ltШ'i'1I.U. Од­

рсдun.р,м,о 1i:ОЛUЧ,'Н'IД [~~: х:ој-и .мора бumu беэ осmиm:кЛ, Добија се 
nолu1t.ом J:~ + ( -1,8774388 +0, 7448618i)x + О, 21~07~Ю - 1, 3071413i = 
R( Ј') + 1 (з:)-i гiJр су nОЛ.'I!'I!.О.л-щ R( х) = х2 + ( - 1, 877 !HS8)y + О, 2150799, 
1(.1') = {),7418Ы8т 1.3071413 РW.fl,'ltи. Како Је (1 'н,уда nОЛU1--IЉl-tа 

:~.::, (ј .МОра бu:rmr, пули оба ,nол1t'НОМQ R(:r). l(хЈ. Ако у nОЛ1LНОМ,Ij 
10000] (.1') ,IIЮnрус:Л'u"но rcосфuчијен.mе на 'целе БРОЈи-н тада мора 
бит,и, БЛI/,СЮL НУЈI.({ nегО(Јп, вредност за х = q тЈ. 

7448q - 13071, 

nоју nе.мо узети за иН1.Ј,'!l,ща.fl,'н;и елеменат. У mабl':ЛU 1 н.аrзеден. је 
део cnrnrnpa '1\.0)[[ rr добиЈа uомоћу алгОр'uтма из оuиь'Кл 2 оrзе главе. 



'-1 СОП('ТIШlI~ ВРЕДНОСТИ УНУТАР .ЈЕДИНИЧllO[' ДI1СКА {ј,ј 

A!O,)lce.HO nрпм,rm.uттш да се 'КоефU'Цџјеum.'u а, ЩI(;mеnенл nрuблu­

;)IСЩЈаЈ/Ј нули. По('лп)/-tJа иrnера:цuја 1 u.м.a СЛf:дбснur,;u q - 1 'Који 
је (Јел, 11.fиед(')I. у mабелu. 

Овакво lJонашање наводи нас да алГОРИТ<-1I1( за и::;рачунавање 

спектра са IШИlЏЈј,-1ЛНII!I1 еЛСIIIСНТОМ примеНИI\fО на неПИСОQВ број 

'1ијl1 су сви коњута1'И 110 МОДУлу маљи од 1 изу::;св једног, q2, који је 
пп МО)1,)'ЛУ строго већи од 1, а који може бити и комплексан те имати 
свог КОЊУl'овано комплсксног пара Q2' Алгорита;\1 nClllO изменити 

тако што ћс:.l,Ю Ш:i сваком кораку проверавати да ли је Un _lqn-l + 
,,2 1· n-1 U"_2q - +,--+а ј Q+аоп()мu.ц:улумаљеОДq_l,идаЛИЈса,,_1q2 + 
,,-'2 1 О (Ln-2Q'2 + ... + alQ2 + ао по модулу мање од IIЧ21 11' Бако измељен 

аЈII'uритам, под на:3ИDОМ алгоритам 4, наведен је на слици 1 овог 
IIU1Ћавља. 

ПРИМР;Р 5.2_ Нека је број Q ;:::: 1,821 1Сорен nоmu-щма Р(х) = 
:r4 - :т 3 - 1,2 - 2т + 2. Остали -кореnи су: q2 ;::;о -0,761,-) + О, 9922i, 
ЧЈ ;:;,: 0,702. 30, инu-цијал:н,и е.лемс'Нт узећемо 

-·24585q3 + 7326(/ + 29728Гј + 70039, 

док ЈС скуп S = {-1, о, 1}. у табели 2 'Наведен је део cne'li:mpa 

'КОји r;e добща nпноћ.у алгоршnма 4. Може ... tо nр-u.меm-um.и сЈа се 

'К'.Оf'фv:ц-uјенпщ а, постепено nр-uближавају 'Нул-u. Шта tiuше ООНОС , 
::. је nр-uбли,жно 0,702029, -колu,/;;о UЭ1--/.ОС-U нај.мm-иt '/-,;орен qз, Те'К ". 
'!Сада 1Соеф'U'Цllј('нm-u постану сасвим блuс?Сu НУЛ-U. при -крају табеле. 

овај оunос ('Ј' наР.llшава. Последња иmера-ција -q+3 nеАШ r;ледбе'Н'Uха 

заmО1Ji:mоје-q2+зrz > ч~1 до'Кјеl-Q~+3q2-11 > Ilч) 11' Објашњење 
:Ја овакво nонашшњР СЛ1Рt1to је малоnре1}ашњем, за ПUСОQое бројеве. 

На сваком Кора'К'.у адгорumма nроверавамо да ли су a,,_l(j"-l + 
+ ,,-2 + "+ n-' + ,,-2. + + ап_2ГЈ ",таlГ] ао ?Caoua" .. IQ2 a.,,-2q2 т··' alq2 ао 

блиски нули. То эначи да је векmор v = (0.,.-1, а,,_2,. , ., ао)Т блuза-к 
, ' .( п-I п-2 ])Т (тt-! ,,-2 

ве1Сmору ортого'Нuлном, на ве'Кmорс. q ,Q ,."., q, , q2 , ГЈ2 
, .. , , q2, 1) т '1t (Гј-/,-I. Q2,,-2, ... ,'ГЈ2, l)Т. На основу ле.ЛЏ; 4.2 знамо оа 
су ови At~',;;mopu ортогоnалu'U. на соnстве'Н.е векmоре 'К(~ju одговараЈУ 

осmалuм, соnсm(и:ни.М, (Јред'Н,остима. За1(;ључује.мо да. 1(;(1.1;;0 је чеm­

Gртгщ соnсrn.щ:ни всл;тор 'и:.] КОЈи одговара сопственој вpeдnocmи qз 

орm,огоuалан на соа три ова всктора, вС1Сmор li мора бшпu nрибл'l1-

:)/(:НО ЂД/ИI,'Н,еаро:н. са 1h'1LAt, На ОСНО(ЈУ лем,е 4.1 знамо да Су 1СоорЈи:н.а-

V' . P(XI:.] 29 ' те (;еЋ;mора. '1':5 r,-щ:( !'II.'I<UJeHm:u nолш-tQма . =:г - О, 7971.' -
Х-'ЈЈ 

1, 2091R4:/: - 2,84888_ Лахо је утврдати да је вемnор (1; -0,29797; 
- 1 , 20918·1: - 2, tИ888) щm.бl!1L:J/С1-tо 'Ј;;ОЛU1--(.€араu r;a аех'ПI,ОР I1.МД lLЗ rnа-

, 
беле 2. То је 1/. ра.iЛОё аа1.тnо Ј'Р однос :: блuзах соnсm(ЈеиОј вреонос­
mц, ().702029 те је orЮli:llG 07!.t'.pamop заправо конm.]Ю.'i\;'Цuјn. 



·1. СОПСТЈ:3~]-Ш Hl']-ДlIOСТИ УНУТАР .шДИНII'I!!()1 )l,11С!<А ()5 

Т'\БF.ЛА 1 . ('.] IС'КТ"Ф са ИНИЦИЈални"] СЈ1С'УIСl!ТОМ 

ПrrсоOiЈОГ БРо.iа 

а2 аl ап R(q,) El( q2) s 
о -7448 13071 0,671142 12158,16441 -.')!)-17) 7304ј О 

-7448 13071 О 0,1777717 5622,411ј· STT6,2155i О 

-1825 7448 -7+'!9 0,0668153 -5551,ОЗ:И -,--- ,~)214,.S178i 

3798 -5624 -182С 0,8721830 -4565,4З61--+-- -:}195,6552i 

1972 -5624 3797 0,5305745 2043,2347- -3829,0504ј 

-1680 1825 1972 0,9310934 3102,5345+ 1().,2,б315i О 

-1535 3652 -ј681 0,6339550 -404,81701- UI9,9714i 

582 -116 15" -- .Ј_') 0,1125136 -1867.056:11 -2,ј869ј , О 

1018 -2117 ' ,5ХЈ 0,9523252 -227,97621 -1 :Шl,О036i 
-81 -437 1017 0,6712143 1007,1614+ -31О,2938ј 

-509 1098 -81 О,ј 778990 376,9111+ 708.4914ј О 

-100 518 ' -600 0,0670687 -482,5335--+ 3bl,.".i802i 
318 -500 -Ј01 0,8725751 -3339363· , -:Н--1,:Ю97i 

136 -419 317 0,5312626 192,2344 1 -2,'-;7,2С59ј 

-147 181 1Зб 0,9323009 237,53ЗS- 1(17,9804ј 
01 

-113 283 -14S 0,6360740 -52,318() i ИIO, 1641ј 

57 -35 -1 Ј:Ј 0,1162322 -148,0581+ -ј\6630ј О 

79 -170 56 ' 0,9588509 -7,479/1, -112,2025i 
-12 -23 78 0,6826661 81,6587+ -1'Ј,3228ј 

-47 90 -12 0,1979956 24,4010+ .'Ј8,4,')62ј О 

-4 35 -'Ш ' 0,1023358 -41,5512 1 :2;'';,3398Ј 

27 -44 -Б 0,9344645 -24,96721 -27,iИ42i 

10 -32 26 0,6398709 16,68OI : -2:2,0098! 
-12 16 111 0,1228951 18,4:НЮ- U,7268ј о 

-8 22, -1310,9705436 -5,9853-"- 11,9263ј 

6 -5 -9 0,7031854 -12,8516 с- -'2,б288i 

7 -15 6 : 0,2340043 0,38:Ю·r -{),8949ј о 

-1 -1 б 0,1655267 6,4172 . -() 9274i -, , 
-3 7' -2 0,0453567 0,477:1--'--. -1,6663ј 

1 1 -1 0,8344732 -4,4172·· (),9274ј 

3 -5 О 0,4643985 -2,2322---!- -ЗЈ766i 

1 -3 :Ј 0,8149626 2,0925 I -2,0520ј О 

-1 2 О 0,4301597 0,78,19 I,:Ю7li 

о 1 . -1 [),7548776 -0,877--1 ~- [1,7449i О 

1 -1 -1 ,0,3247179 -l,Ciб24-i -[Ј,5623ј 

1 -2 1 0,5698402 0,21.'::' 1 ." -1 ,3071Ј О 

О О 1 Ј 1 1,0ОIJII-- 0.0000, [) 



'1 COJ1CTНJ~HE НРТСДНОСТИ УНУТАР ЈЕ/I;ИIIИ'ЈНОI" .. 'ЩСI(,\ (ј{ј 

Spec(a,q) 

end' , 

аlрhаU:~-rniп(s:siп S)/(q-l); 
аlрhаL:~-rnах(s:s in S)/(q-1); 
sM:=max(lsl:s in S); 
р: =а[О] +а[1] *q+a[2] *q~ 2+ ... +а[п-l] *q~ (п-1); 
ЦО] '={р}; 

sigma [р] : =а [О] +а [1Ј *q2+a [2Ј *q2~ 2+ ... +а [п-1] *q2~ (п-l); 
d:=O; 
repeat 

L[d+l] ,=L [d] ; 

for р in (L[ct] minus L[d-1]), s in S do 

if q*p + s in [alphaL,alphaU] 
and I q2'!'sigma [р] + sl<sM/(llq21-11) then 

L[d+l]=L[d+l] union {q*p + э} 
sigma[q*p+sJ=q2*sigma[pJ + s; 

end if 
end do 
d:=d + 1; 

unti1 L[d-l]=L[d]; 
RETURN(L[d]); 

СЛИКА 1. Алгоритам КОЈИ рачуна део спектра 

са ограНIIЧСНQМ компонентом дуж субдомипантног 

сопственог всктора. 
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ТАRЕЛА 2_ IIОН<lшањс СЛИЧНО ПИСООIЮ~I броју 

аЗ а2 ' аl аО R(qj) R(Ч2) , 
-- - -- -

-24585 7326 29728 ' 70039 0,90905 -1,1072---,-- -П.З909i О 
-17259 5143 2IJR69 49169 0,65653 0,2310е -0,8009i , 
-121161 3010 

, 
34517 0,19557 -О,З812---г 0.8392ј 11(;;71 I 

-8506 I 2535 lП28fj ! 24232 0,35614 -0,542:1" -1,0 173i О 

5971 -1779 -72201-17011 0,35143 -0,4224, -о ,2:3б7Ј 

4192 -1249 -506!) I -11942 0,63997 0,5565 I -1I,2:189i О 

2943 -877 , -:35,)8 -8385 0,16543 -1,1808+ (],734Oi + 
2066 -615 -2-'199 -5886 0,30126 0,1751т -1,7365i О 

-1451 433 175,1 4133 0,45138 -0,5894 - -1.4965i + 
1018 -303 -1231 I -2901 0,17799 -о 9337 , -П.5549ј 

-715 213 865 I 2037 0,67585 -0,26161 (1,50:З9i ~ + 
-502 150 607 - 1429 0,23076 -1,:Ю()7-- -(Ј,6,јЭЭi :-
Э52 : -105 -425 I -1003 0,57975 -0,62881 О,800Ћ 

247 -73 -2!Ш I -704 0,05576 -0,,1156 ' -1.2ЭЭ7i О 

174 -52 -210 -495 0,92260 0,4615- (]6264i + 
122 -36 -Н7 -349 0,68011 -1,9752+ -0_0161! т 

86 -25 -10:") -245 0,23852 0,5202-+- -'Ј _9175! + 
-61 19 7:3 173 0,56563 -0,5362 • -1.9902ј + 
-42 12 51 , 121 0,03005 1 ,392()-1 (),9ПО5i i -

-30 I 9 3"" I 85 0,05473 -1,04281- О.62б8ј + , ' 

-21 7 2:'ј 59 0,92072 -O,827S I -1,-5121ј 
-14 4 17 41 0,67668 1,1307т (],3302i 
-10 3, 1:1 27 0,23227 -2,1886+ 0,8704ј 
-7 з1 , 20 0,42298 0,8031 + -2.8344ј О I 

, 
4 01 -о -13 0,22971 -1,2008- -2.9554ј 

21 
, 

-4 
- , 

9 0,58167 -2,8468 ' -1,О592ј Ј + 
-2 1 7 0,05926 2,2180+ -2'o]79i 
-1 -1 '1 , , 4 0,10792 0,3121+ :1.7384i О 
-2 2 2' 3 0,19653 -29472+ , -2,5369i + , 
о о - 1 i 3 0,17895 3,761,5+ -1I,9922i 

Ради ушт€д<' "I€~юрпје и ПРОЦР.<:орског ЈЈремена, ЩЮ1<IJil~I('КII ('!:' мењају знаци 

свим бројеви~!i'I. у релу. )'Кn,lИКО је R(Чl) негативно, TJ1~Hc l:C II('ТОЩ)I;'~II;'IЮ 

оБР<Ј.!]уј\' (',;т"_,,енти спектра супроТlШХ ')1I<t1"1I);1_ 



ГЛАВА б 

ЕЛЕМЕНТИ ИТЕРАТИВНЕ ТЕОРИЈЕ 

1. ИТЕРАТИВНИ ФУНКЦИОНАЛНИ СИСТЕМИ 

ПО'lНИМО ову глану ОПИСОМ опште конструкције фрактала, за 

коју су Капторов СК)'П, фон-Кохова крива и други стаН,'.џtрдни прН-
. . 

мери СПСЦИЈаЛШI СЛУЧnЈСВИ. 

I\Iноги скупови које зовемо фрнхтали саЧНЊСIlИ су ОД делова 

који су, на неки НЊ'-IИН, слични целини, и ту особину можемо звати 

самосли'-1НОСТ. НСЈ, пример Канторов скуп је унија ДШ: њему сличне 

копије. Јатю.f код фОН-КОХО8С криве полазимо ОД сегыента [0,1], 
нека је то скуп Ео. Скуп ВЈ се добија издвајање;;ј срсдн-,с трсћИIIС 

ИЭ Do коју замсљујс.\ю са остале Д8е страшщс јсднаКОСТр<tНИЧНОГ 

ТРОУ['ЈЩ 'шја је ОСНО1шца изДвојена трсћина. Скуп E~ добијамо 
примсно.\·r иСТе процедуре на сваки ОД четири сеГмента у E1 , И тако 

ДАље. ДаЮIС 8 k се добија замсњивањем средње трећине, сваке од 

д.УЖН од којих је С<i,!iИЊСН Ek _ 1 , са друге две стране ј(:~Д'lакострани­

чног троугла. Кн.да k ТСЖИ бсскона'IНОСТИ добијени ЩIЗ полигонал­
IIИХ линија ТСЖН граничној кривој која ("л; зове фох-Кохова крива. 

Јасно је да је она унија "Iетири њој сличне копије. Ове са:vюсличнос­

ТИ нису сю-!О особине фрактала всћ оне заправо "/оГ)" бити кориш­

ћенс да их дсфинишу, онај приступ показао се ИЗ'узстно користан. 

Нека јс D затворен I10ДСКуп !R.". Бијскција S : D ---; D се назива 
контракција Шi СI(УIlУ D уколико постоји број с такав да.lС О < с < 1 
и за свс :Г, у Е D важи 15(1') - 5{y)1 < сlх - yl. Јасно је да је ма 
КОЈа КОlIтраЮ(ИЈа неllРСКНДНО прссликавањс. 

Нека С.У Sl, 82, ... ', В", контракцијс. ПОдСКУП F ск}:па D На:3ива­
"10 !-JIIваРI~ј<iНТНИ'\1 за трансформацијс 5; уколико Ј3ажи 

m 

Покаэ.v.iс се да су lЋКВИ IIШ3Сiријантни скупови често фракrа.лн. Ово 

је Нi'iјлакше илустроваТЈ! на примсру када је F КаИТОРОI:J скуп. Нека 
СУ Ь\,52 : lR ---> lR задате као 51 (х) = зх; 51 (.т) = ~x -;}. Тада су 
5\(Рј, 52 (F) УlIраво лсва и десна "ПОJlовина"СКУIlа Р, l'i;\,KO да је 
F = S\(F')U52 {P). Зато је F инваријаНТ'dН СКУП::Ја бијекције 51 
и S2, које репрезептују фундаменталну еамос.Г!ичност Канторовог 

скупа. 

б8 



1. НТШ'А 1'1 1 I-ЈЈ!И ФУНКЦИОНАЛНИ L:ИП'Е!l1И 60 

ЛОКI-1:Јије U-~IOt (ImЩl.'lија контракција, ИЛИ н ]'('1';-1 :'Ивни ФУIIЮЏТ­
ОI!(}ЈIIIИ еИС'ј'(~Ј\-I, КЮ(О се често назива, дсфиннше јС,ЏIНСТВСП, нспра­

:ЩН, KOJ\-ЈIЩКТ<iН шшар!IЈftнтни скуп, ТО ЗШ1ЧII r1i:L .Је, на пример, 

Канторов СК,УП Ј(О~IПJI(' I'НО описан као комшtК'IЋII IIНВ<lријантни СКУГЈ 

бијеюџrја S'j и 5'] ,'џ'r]Чlнисаних горе. 
Дефинисаhс~ю ;](с]'!)НКУ или Растојање између ПО;lскупова скупа 

D. Нека S озна'{ава К.-теу свих испразних, КОМП<-lК сних подскупова 
скупа D. ПодсеТИIIIО се даје б-паралелно тело СКУ]Ј", А Е S је скуп 
тачака на растојању .\ЈаЊСМ од б од скупа А т.ј. Аб = {х Е D : 
(.:Ја Е A)(I:z: - al S: д·)}. S постаје МL'ТрИЧКИ простор дсфинисањем 
растојаља d(A, В) ИЊIсQ.у два скупа А,В као Щ1.јЈ\-](1IЫ' 6 такво да 
б ']I<tjJi1..,IIIC.;]IIO H-'.lf() ('КУј),\' А садржи скуп В и обратно 

Ј(А П) ~ iпf{ Ј, А с П, 1\ В С Ад}. 

Једноставном ЩЮR(~1-)U"I .\юже се утврдити дајс d мстрика или функ­
ција растојања, nO::iHi:iTa као Хаусдорфова метрико, на класи S. Тако 
(ј) d(A. В) > О, ПР!I чем.У једнакост ВаЖИ акО н СЮIO ако је А = В, 
(ii) d(A, В) ~ ,l(П . .4), (iii) d(A, В) > d(A, С) " ,}«(.'. В) за ма које 
А. В, С ю класе S. 

ТЕОРЕМА 18. Неко су ВЈ, В2 , ... , Вт К;Онmра'i\:ЦUјl; на D С IR." 
rnак;о да 

IS,(xj - S,(y)1 < сф' - yl (х, у Е LJ) 
где је с, ,< 1 за C6U'It'O /" Тада постоји јейтсrnвсll. J-((~n ЈЈ(Ј"И'I-t к;омnак;­

m.аu скуп F тna-к;o да је оп u1-tварuјШ--Lта1-t за В., m .. ј. Ji;oj'U задовољава 

Р ~ US,(P). 
;=1 

А,х;о поред тога ЈСф'/JI-tuшс'мО mpa1-tсформU'цщу S 1((1 };:ласu S 1-tеnраз-

1-tUХ к;омnак;mnи;1; С'/о.:уnива као 

m 

5(Е) ~ U 5,(Е) 
,=1 

и ОЗ'IШ'Ч:I1,л-IO са зА k m.,Џ umсрац'ају Сrhуrи S ,иd(ЈJll.Џ !Il SO(E) Е. 
5'(10) ~ 5(5'-'(Е)) 311 1. >1, тада је 

p~nS'(E) 

"'"' ] 
за _иа К;О)'/I. СК!)n Е 1, /IШ f' S mа1\:ав да З(Е) с Е, :т r:lЮ/{О 1_ 

ДОКАЗ, ПРЮ,lеј'јl~[U да су С,кунови из класе S ТР<II[Сформнс'dllИ 
ОД стране S у друге С!,\'г]()ве из S. Нека је Е tlСЮI скуп ИЗ класе 

S такав да је S,(E) с [Ј' за све 1; на примср, Ш';(ј .јс лопта ВТ(О) 
са центром у коордпнаl'НОМ почетку и полупреЧНlIкmr '{' онда нам 
D П В,.(О) може послужити уколико је r довољно 13('Л[]ко. Тада 
је Зk(Е) с Sk-1(E) Т;ШО да је Sk(E) опад~јућl-l 1])['1 непразних 
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комгшктннх ск}'пова, КОЈИ мора имати Itспрюан КО~Н[RI~ТНИ IIрееск 

f' :-:: П:I 81.(Е), Како је Sk.(E) опа,цајући ню, следи да S(P) = F 
тако да је F IШRаРllјантан. 

Да бисмо !IOКIlЗ<Ј.fIИ да јс инваријантан скуп Јсдинствен наЈпре 

приметимо да је за А, В Е S 
п! Ш 

<l(S(A).S(B)) ~ ,J(US,(A),US,(B)) < "'ах d(S,(A).S,(B)) 
«.<т 

,=1 i=1 --

(јер ако је !5 такво да 15-llаралслно тело (S.(А))б садржи Si(8) за 
свако i, тада (U';:J S.,(A))~ садржи U:~l 5;(8)). Зато јс 

d(S(A), S(B)) < (тах c,)d(A, ЈЈ) 
lС:::'С:::т 

Следи да ако су 5(А) = А и 5(8) = В инваријаПТIIИ СКУЈЈОНИ, тада 
d(A, В) = О, одакле следи да јс А = В. О 

2. ДИНАМИЧКИ СИСТЕМИ 

у последље Hpe)\'H~ јавила сс експлозија интсреСОНl-tња за дина­

МН'lКС СИСТС:-'1е. То је пре свега због снажних рн.'--Iунара који су 

омогући.:ш .ца се теоријска анализа ПРСТQЧИ у нумсричю) истражи­

ваље. То је такође делимично и због појаве тополошких метода 

эа проучitНftње кпалитативног понашаља система, које унапређује 

традиционаJlНИ квантитативни прилаз. Ова област добија подет­

lIај у СНС широј примени у разнароДним дисциплина!l.fа: од биоло­

Гl1је, ј'сографнјс, економије до традиционалних ПРИ.\1СШ1. у инжс-­

њсрству И физици. 1'lHara је писано о ДинаМНЧКЮ1 систсмима 
и хаосу. Олшти IIРИСТ.УП би захтевао. ИЗЛеТ у ергоДн',щу теарију, 

бифуркаЦflOНУ тсорију и многе друге области. 

Нека је D подскуп IR" (често IRn сам), и нека је ј" D ------; D 
l!спрекидна функција. Као шта је уоби'щјсно, ј"!;. означава k-TY 
итерацију функције ј, тако да јс ј"О(х) = х, ј1(х) = ј"(Ј:), ј"2(х) = 

IU(:T)), итд.; ПРИI>'1С'l'ИМО да је ј"(2:) је у D ако. је.т тачка И'ј скупа D. 
ТИГПl'lНо.т, /(.T),I 2(:r), ... , су вредности некс всличине у момеllТУ 
0,1.2" ... T(tKO вредност у моменту k + 1 је ощ)еђе!-Id нредношћу 
у моменту k Н<-1. коју се примењује функција ј. ПРIШСРИ укључују 

БИОЛОlJlКС шщулацнјс, вредност ИНlзсстнцнјс у зависности 011: Ю1.маТi:! 
11 пореских услоп[\., и ПО:~lIција честице флу ида при стаЛIlЩI I1РОТОКУ. 

ИтР.раТИRП[\. схсма {/k.} сс зовс Дискрt"Тctн ДИlIаШI'-{КII систем. 
!\Ли С)\.Ю заИlIтересовани за понашањ(;) низа итсрацпја кuји се зове 

орБНТI-t, {ј"(т) }k=l за разне иницијалне тачке 1.' Е п. Њ--t пример, 
<-iКО је ј"(т) = cos(x) шп /"'(Ј.") конпсргира Ю-I. 0,739 МД:1 k ------; оо 
Ја било које нницијаЈШО :Т, Понекм расподела ИТСРI1ЦЈ!ја које се 

појављује је скоро СЈЈусщјна. С друг<,- стране j'k( х) може конвергира­
ти ка '1/1, фиксној тачки пресликавања, тј. тачки скуш-l. D за коју 
важи /(11') = lи . .Још општијс, jk(1.') може конвсргирати орбити 
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ОД период-р t,l,'I'-'LЮ) {1I',I(щ).I2 (ш)" .. ,ј"-I('I1')}. 1',---l,I' jl']J Щl.јин.љн 
прпродпп број l'аКiШ ~1,1 ј"1'-Ј(ш) = 'IlЈ У еl<IИСЛУ;Ј,;-t ;..f'~IJ) -- j"(:r)I-----" () 
Кi:ща k -----" ОО. IlOJH'K;-I,.Ј, . .f"k(l.") се I<ЮЖС појав"ыlЈ<lIЈЈJ случајно, али 
увек ОСl'ајуhи uо-пп\-' ~JI~I,O!' скупа, који може БИТ!I фРnК'lШI и који се 

често НС\.ЗИВа фРiiкгалш! атрактор или неоБИЧН~1 (tlP,lKl'Op. 

Гр;убо речено. атрактор је скуп коме све об.'lШКЊС орбите КОН­

вергирају. ПреЦИЭIlI1.ј('. подскуп F скупа D је ,}трактор функције 
I iiKO јс F Эilтворе)Ј п:уп који је инваријаlIтан за функцију' ј (т.ј. 

J(F) = Р) Tfl.KO )И ]йстојање Jk(X) од F KO!me]JГjipa нулн ксџџ:!' 
k ---. ОО :ш све :г 11:3 неко!' отвореног скупа V кој]] ('(),"IРЖ:И р_ Скуп 

1/ се назив", ба<';I::'Н атvакције скупа Р. УоБИЧ(iј(~)-1O јс' захтевати да 

је ску!! F миниыал,-\н у смислу да ниједан њеl'ОВ IIJJi-tНИ подскуп нс 
~3<tдuвuљава ове УС.:юве. С;Ш'-iно, затворени инваријантни скуп F 
од којега се оближњс 'Лl'IКС итерацијама одбијају З011() се репеJIСР; 

ово јс приближно СКIН1Валснтно са тврдњом да је Г атрактор за 

ИНВСР3ПУ (I<югуtl(' ПТI1ЈЈ(,:;f-Нt~1НУ) функцију j-l. ATP<tI~[OP ИЛИ рспс­
лср l\юже бити јС,'ЏIIi Рl'lка ИЛИ период-р орбlПn__ Ипак, '--Јак и 

рслаПIRНО јсю!Ос !Ћкне ф.ункцијс ј могу ИII-Н\ТИ фра 1(1';1 'I!IИ атрактор. 

Прнмс-ти~ю ;Џ-L j(~ CI<\'!I F = П:=l J"(D) ИНЫ1јч!јш!Т(-tн у односу 
Ha.l". Како је 1"k(1') Е: П~=I f'(D) за свако х Е п. итс!чције Ј"(.т) се 
приближавају ск}'пу ј<' I<Дтџt k -----" ОО, и Р је често атраl-;ТОР функције 

Ј· 
Веома чссто. Ш~() .f' нма фрактални атрактnГ-' II.'IИ рсп()лер Р, 

тада ј lIш:азује "ХС10ТIIЧПО" IIонашање на Р. Посн,јс различнтс 

дефиниције xcwca; ј' се сматра хаотичном на СКУlI;'- F ако су сви 
СЈЈсдећи услови IIСl1у'љсТ1И. 

(1) Орбита {/'(Т)} је густа у скупу F за НСКО Ј." (:: F. 
(2) Периодичнс тачке функције 1" су густе у ск;.-тту Р. 
(3) ј има осстљиво lюнашање у зависности од ПО СIСП1ИХ услова; 

то значи да 110(' ('оји број Ј > О такав да 'Ја би,']о које х Е F 
постоје тачке /1 Е F произвољно блискс ТhЧК)1 :!' тако да је 

!1"k(T) - j'k(y1! > 8 :щ неко k. Стога ИТСР<:Щlliе тачака које 
СУ ИIIНЦllјалн() 6лиз.у једна другој не OCTitj\' б. LИске. 

Из услuва (1) СЛС'Дl1;Ја F IIС може бити I!ОДСЉСН H,t \Јање затворс­

не скупове. дОК (З) О:ј(',:шкава НСЩЈСДВИДЉИЈ:Ю<';'Г I1терација Т<lчака 
из р. 

ДишtЈ'\1И'-IКИ ('Щ"!'('~111 С)' природно подеСIIИ :Ја Н("I раживање уз 

помоп pa'-!уН<1ра, ]'ру()() говорећи, атрактори су C-КУIlОВИ који се 

ЫОЈ'У ВIЩСТИ када се ()РСНТС ущпају на рачун<-tр.у 3", НI.'К,\' иннцијал­
НУ п\'!ку l' треба НЗРН'lуnitТН СТОТlIњак итерација П()~l, прстпоrтаВКОl<1 
да сс не ра:mнкуј.\' ОД некnг атрактора. Рачунарскс (',г( НКС могу нас 

довести у заuлу;~у, за'l'IЈ што расподела јk(з.") на ЮјЈактору може 
бити нсравнош:~рна, C'lora појсдини делови атрак'['ора могу бити 
посећивани Beo~ra ретко. 
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3. ТРАНСФОРМАЦИЈЕ ИСТЕЗАЊА, СЕЧЕЊА И 
УДВОСТРУЧАВАЊА 

Једеш од Нl\јјсдностапннјих ДИНctмичких СИСТСIlI(i Ci:i фракта.гrпим 
атрактором је 1tпекарева транефОРМ1iтщја 11, Н(l:,шаН(t тако јер личи 

на У:ШСТОJlНО иеТС:ЈЩЫ' комада теста И ПРССfiнијањс на пола. Нека 

је t; = [0,1) х [0,1] јс)lИНИ'IНИ квадрат. За фИКСИРi1.IЮ О < .л < ! 
дсфинисаћеI\!О "IIСlйреl:1У трансформацију".!": Е -+ [." С'вако 

(0<1'<~) 
(ј<х<I). 

Ова трансформација може бити схваћсна као истсзањ~ Е у 2 х .л 

правоугаоник, који се затим прссеца на два 1 х л праВОУI'аоника који 
ее заТИJ\l постаl.lљају један изнад другог еа раз/l.нtКОМ ад 1- /\ измсђу 
љих. ТаЛ/i је ЕI.; = .fk(E) опадајући низ скупова, где Ek укључује 2'" 
ХОРП:ЮIIТ{-t,'IНИХ трака висине).," раздвојених рн.:~I\-li:ЩЈЈ~Щ од најмање 
(1 - ,\),\"'-1. 1(;'1.1(0 .ie ЛЕk) = E k +1 овај низ тсжи КОJ\lIЩК'1'НОМ скупу 

F = П:=О Е" који задовољава f(F) = Р. Можемо приметити да 
је ова трансформација по у-координати контраКЦН,ј<:t док је по х­

координати скетснэија. 

HeK<t су QJ, q~, ... ,q~, корени полиноыа х" - b"_11·)I--: - 6,,_zx"-2-
... - blT - ћlJ. Искористићсмо матричне ознаке УВ('/1:r.ш~ у ЧL'Твртој 

I·Лi.\.DИ: 

ьп _ 1 

6'11_ 2 

1 О 

О 1 

о о 

о о 

о 

о 

1 
О 

а" _ 1 

а"_2 

а, 

"о 

+ 

u 
о 

о 

5 

ГД" Ј·'· .. " Е S· Т"К"И даЈ'n -su < ,,' qп-l+а, qn-2+ ...... ',1 < -"1 
....' с. " '- Ilqll I1 _ '''',,-1 1 11-2 1 .. , , ио - 11qll 11' 

ОВО можемо краћс писати као v l = Av + Р. Псриодпчна тачка 

нериода rH задовољава , 
Ат 4т-Iр 

1!= "{'+. m-I А""-2р Р + ",_2 + ... + о· 

Свс периодичне тачке llсриода т можемо одредити pCuтaflaЊCM прет­
ходне ЈеДIf(1.9ИНС по 'и: 

т-Ј 

(:3.1) V ~ (Е - А"')-' L .4'Р;, 
,,,,о 

I").Џ: с.\' J~ = (О, О, .... О, В;)Т. Si Е .) ПО свим m-торкама (10111,-1, Sm._2' 
.... 50) бројеtJi1. 11'-) СК.УП<:1 8, којих шш 181"'. Е је јс)Џ1НИ Чllа матрица 
ред<t n. Прва "l'i:i'IKa следсће лемс доказује се аш.I.Ж)ПIU лсми 3.~j. 

ЛF;I\,1А 6.1. Нека су З, 5/, 51] дефU1-1.UСд1tu 1ИО :ч ле.ни .1.1. Не1Са 

су f,Q2 ?1:0мnле?1:СН.U бројеви и 1te?1:a је Iq21 < 1. ОЗ1Щ'Ч(lМО 5", = 

rnax(isll, 15",1)· Таоа важи: 
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(1) ar;:o је 

(3.2) 

онда је Iq:2t + 81 
(2) щ;;о је 

(3.3) 

Itl > 1 ~"I'Q21' 
< It: :за све s Е В, 

Itl < В", 
- 1 - Iч,l' 

аасвеВЕВ. 

ДОКАЗ. (1) t\'1Н()ЖСlhем обеју страна неједнакост]] (З.2) еа 1 -
IЧ21 добијамо 1I1 - Iч,lltl > Sm ОДНОСНО IQ211tl + s,,, < 111. Како је 
неједнакост IЧ:2t + 81 < Irj2tl + 181 увек испуљена, п юн,с, је о'IИГЛСДН(} 
ДI-t је 8т > 181 на Крају Ј\!Ожемо за.кључити да Је 

ј(l,1 + ,'1 < IЧ2 1 1 + isl 
< Iq,lltl+Sm 

< Itl· 
(2) Множсњсм обеју страна неједнакости (З.З) (;11 1(/21 а затим 

ДО,.ll)-iЩ\ЊСМ Вт доБИ.1<:t~ю Iq211tl + 8 m < ~q211~:1 +Вщ. I«(tJ(O је неједна.кост 
11J2t+sl < 11]2'1 + l"I.r"Нск IIспуњсна, и како је ОЧИГ;-Ј(\'l,I!О 11;(с је 8", > 181 

. . 
lШ крщу можемо закључнти да ЈС 

Iч,t. эl < Iq2tl + Isl 
< Iq,lltl + 'т 

< 

о 

Сада можеыо ДОЮ1.эати СЈЈсдсћу теорему која ;IOIlЩ)(i I1СрИОДИ'lНС 

тачке. 

ТЕОРЕМА 19. ЈЈсnо ry алгебарскu ~,;о·ЊУё.аm:ц 1}2, (1:\, .. Љ" броја 

q = (]l ПП .модулу !JlЦ 1IUi'Ш7Щl ои 1_ Уре1}еuојn-mорки. (0,,_1, а'I!_2"", 

u,n) np-udру.7IПLМ,О nОЛ1l.НО.м Л(х) = an_1X,,-1 + о.",_2'!·" -2 + ... + ао. 
о:л--ta 'Щ.Л-tО са I:t' слеUеti. u. С'/.,"Уn уређСНllХ п -mорх;'U ((Ј (! _ 1 . Il" _ 2, ... , an) 

W ~ {(а,,_,. 0,,_2,···, а,) , IR(qi)1 < Ilч,S'~ 11} 

где је i = 1,2,. .7! cJOl-,' је Sm дефm;,uсано х;ао у nРl:lих()(]ној ле.мu. 

Таоа је ИЈ х;о.м.nах;тгин. сх;уn и све nер'uодU'Ч,1iе m.п:чх( налазе се у 

~6.Му. 
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д.О!\А'3. Даје ('К,УП ЈУ ограllИСЈен докаэа,пи c~!o у .:IС~[И 3.5. Како 
ЈС овнј СКУЈЈ О'JJlТО ~JaTBOPCH следи да је КО1.IШiК'1 ан. Ако је тачка 

A 1((/1,,,_I, (/.\,'1_:.1, ... ,0.1,0) извн.н скупа vV тада из њеl'ШЈС дефиницијс 
следи да је за неко i IП, (qi) = al,n_Iq;,-1 + (ll,п_:2q;'··"2 + .' . + 0.1,01 > 
11'1:1"-11' Ако јс јс", > 1 та';ЏL на основу лемс 3.3 ВIiЖll )Џ1 је IR2(q,)1 = 

Iq,Rј(ч,) + s,1 > Itl· 3акључујсмо да за итсрација~fi) добијени низ 
'lЋtl(Ј,ка A~ шп Нј)СЈЏIOСТИ одговарајућих lюлинщta IRk(ч,)1 је строго 
растућн, те у низу тачака А ", не може бити једнакнх, и зато А 1 
не може бити IIсриоДична тачка. Ако је Iqil < 1 тада из примера 
5.1 закључујеi\Ю да итсрацијама низ вредности оДговарајућих по­
ЛII НО;'l1а I RI;;{ q,) I може l(a се "flрати" .у cerMel ['Г [- 11';:1" 11' 1I(I~j" li Ј, али 
зато на основу тtiчкс (2) претходне леме он вишс НС може из њега да 
"И·-јаl)fё". Стоп\. liOllОIЮ ·-ј<\кљ.УчујеМО)(1l, А 1 нс може бити ilериоДична 
тњ'·тка. Остнје случ:-tј K<lДa низ вредности одговарајућих полинома 

'Љ,( ч,) I остаје ван сегмента [- Ilq:r 11' Ilq:i" l1Ј· Али тала на основу 
тачке (1) претходне Ј\еме низ IRk(qi)1 је строго опаДајући тако да 
поново у ш·лу та.чака АI;; не може бити једнаких, 11 зато А 1 нс може 
бити пери()личнн тачка. о 

ЛЕМА 6.2. Уређеној n-mорх:u (а"_l' аn_2"'" ао) ЩJ'UдрУЈICНМО 
nОЛ'U1tОЈ\t Rl:l') = П,,_lх,,-I+а,,~"2:1,n-2+ .. ·+ао. ТадаЈfO (пп. 1, а,,_2,.'" 

ао) = (O;'_I,a;'_2'" .,a~) о.кои само ако је R(q) = R'(If). 

ДОКАЗ. (=» смер је очиглсдан. Докажимо ({:::) смер. 

Ј е а q"-1 + а q"-2 + ... + О. ~ а' qn-l + а' q"-2 + n-1 '1-2 '-"v n-l тt-~ 

Ако 

... + 
a~ Taдa.ie R(:r) - Н'(х) полином степена < п - 1 са цслобројним 
кuефицијентима чија нула је q што је могућс само ако јс R(x) -
R'(x) О зато што је минимални полином броја q степена n. О 

ТЕОРЕМА 20. Ако mа'Ч,ка (О, О, ' .. ,О, s), s Е S није У аmракm.ору 
O1-м:Ја спектар лS(q) није Јuсх:реmаu. 

ДОКАЗ. Ако тачка (О, О, ... ,О, э), s Е S није у њтрактору онда 
она пије ПСlшолиtЈщt та'Јка. Ово је тачна реченица јер јс то контра-

. . 
ПОЗПЦПЈft. 1Ћ'ЈН()Ј' некаэ" да J(~ свака периоди'-ша тачка у йтрактору. 

Ал!! Тi:J.Дi-t СУ сви (~ЛСМСJ-lТИ дела спектра ЛS (q) пr -"n. --'1 I ~1сђvсобно 
.~ "1-1 " 1 " 

ра:ЫН'IIIТН, на основу Г1џстходн(' лемс, те спектар нс ~lOже бити 

ДИСКРС1'fШ. D 

КОРНСТlIћсмо слсдећу теорему која јс доказана у ј2Ј. 

ТБОРЕМА 21. Аmра-кmор ИФСје заmвара'Ње c'1't;yna његовuх nери­
одu,ч/н,uх m.о.'Ч,ах:а. 
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4. IIРИКАЗИ АТРАКТОРА РАЧУНАf'СКОМ 
ГРАФИКОМ 

Ако се заД!))КИI\Ю на случају п = 2 т.ј. бројСПТ!М;ј ЧИЈИ ЈС МИНИ­

мални IIОЛПНОМ .г 2 - Ь ! - Ьп тада је пријатељска ~t;--t'Ј'рl:ца овог поли-
нома 

[:: ~] 
Коришћсњсм (3,1) Кiца је rn = 14 можемо наЧIlНН [и ПРО\-Р1tм (у 

МАТНСАО-у) Ја одрсl)ивањс скупа периоди'-!Ннх Тi:l.чака који је 

приказан на елици 1, опс главе. Изменом параметара Ьп , Ь 1 матрице 
А сшјс СУ сопств(~нс RГ)(~;'НОСТИ Ql, Q2 добијене су UlШ\С 2-5. Видели 
с~ю И3 TCOPCt>.-I(' 1 9 Д<l је OI:H:ij скуп унутар пара..1еЛОГР,1.\[il I {/ У прссеку 
дна нара lIаРсlнелних IIравих: 

(4.1) 
1 

у < -q,x ± "1Iq-,IC:-C>ll 

По једна прана из снакш' пара је приказана на СЛИКdI\I,:i. Круппијим 

'ГltЧКl-\ма је прсдстанљен скуп фиксних тачака а снтпнјЈ1Ы слика овог 

скупа након траНСфОР:-'U-Ј.цијс 

Ако тако ТрftнсформисаНI! скуп "подигнеыо" за 1 и "спустимо" за 1 
па затим одбаЦIIМО та'ЈК<:: ван пара.лслограиа ~y НР!НIсћује!l-lO да 

добијамо 3ftправо скуп од кога смо пошли. Опn је стандардна 

особина атрактора. I\-fожсмо приметити да у II]'J<1B1\y сопственог 
в(жтора чија одговарај,v'ћа сопствена вредноет је гю Ј\I\ЩУЛУ већа од 

1 имамо екстензију док .\' IIравцу сопствено[' веКТО]ЈН 'шја одговара­
јућа сопствена вредност је по МОАУлу мања од 1 lIilIЮј() коптракцију. 

На слици 2, ПРС;Џ"Iављен је скуп фиксних 'Л\'Iaка када је Ql 
златни пресек. ВИ)ЏIЈ\Ю да је тада затварање ОIЮГ скупа заправо 

целокупан I1ара..'Ј()логр::t:>1 );V у пресеку два пара ГIаР(1"-Н~ЛНИХ правих 
(4.1) . 

у слу'!ају 1\а .. 1)-1.. су (јј, Сј2 коњуговано-ко~!ГIЛСКСНИ Шlр бројева из 

теорсцс 19 имамо слс,'lсћу везу 

lџ + Qixl < 
1 

Ако јс q, = й" + :.:з,i ОП;l/,\ добијамо Iy + (\',:1: + 13,;,/",;1 <:. Ilri'~ 11' Нађимо 

апсолутну вре,'Ј:НОСТ \/(!! + й,.т)2 + ;З?:L. 2 < 11'1,11 11' ()Iюсе може реши-
1'11 ГЮ .У на.ЈIIрС ква,'Ј:РПРitЊСI\1, ~ЩТИ/l[ прсбаЦИВ<l!hС~I 'шана /ј}х2 на 
десну страну и на Ч)(ЧУ кореновањем 

(4.2) у <-щх± 
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M<it1.~ с ...... О 

fQri€Оп-l 

p.f--1 , 

м 

о' 

о 

о 

\0 

- 1 n-1 
'.'E--I.~.П_Е' '\' 

м f- <iugment<M,stack(v,vl)) 

c'i-c+l 

i Е-- О 

ch80g~ ...... О 

\':,hi1е (--,Ch811ge А 1:5 п - 1) 

if Р < 1 , 

'
Р ..... р. + 2 , , 
Ch8l)g~ ...... 1 

oth~nvise 

СПИКА 1. ПРOl'рю .. 'i КОЈИ изра'-lунаml фрактi.VЈНИ 

<l.трактор одређиваљем периодис!Них Т<tчака. 

Није тешко закљу'-нпнти да је ово унутрашљост СЈ!ИГКС ШТО сс види 

lIа П()СШ;ДЊlI!l...! AFJCI\.IH СЈ"(икаrШl. Погодно је за програ!'.'ШРЈ.lЬе што се 

ГЮСЈlедња ре.:uщијtt ('1.2) :щ (ј, ремно оДносно /Ј =" О СIЩПЈ! на (4.1). 
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СЛИКА 2. Ф/)шпални 
пресек Т.Ј. IЩ.Ј)l С,У ql 
lIолинома 1.'2 - .т - 1. 

атрактор 

'" 1,618, q, 
када .Је (11 

'" -0,618 

'_:!Лi"t ТIIИ 
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СЛИКА З. Фрактнлни атрактар када су ql ~ 1,707, 
qz ~ 0,293 корени палинама х2 - 2х + О, 5. Како њr.;му 
очигледно не припада тачка (0,1), према Teapr.;MII 20, 
спектар A(ql) није дискретан. 
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СЛИКА 4. Фр;штални атрактор када су (јl ;::; [, :)028, 
q2 ~ - 2, 302t; кпрени полинома х2 + Х -;3, I(аrш љему 
О'IИГЛСДЈ-IO нс пр1ЈГш.да тачка (0,1), према ТСОР('М!1 20, 
СIIсктар A(ql) није Дискретан. 
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СЛИКА 5. ФРсtКТални атрактор када су ql ~ -0,5+ 
1, 3229;, Сј-2 ~ - О, 5 - 1, 3229i корени '!t()ЛИН()/I'lа :1,2+ т+ 2. 
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С.ПИКА 6. Фрактални атрактор кнда су qj 



ПОГОВОР, ОТВОРЕНА ПИТАЊА И 

КОМЕНТАРИ 

у овој те:;!и РIЈСВСТЉсШ1 су нека стара питаља у веЗи са СIIСКТРИМН 

1iЛl'сбарскнх бројева, нека су са"ю делом рсшсна а појавила су се fI 

нека нова, која такође :ЩХТСl:Iају рсшсњс. На овом ]\јесту hCl\1O их 
истакнути као путоказ Зet буд,ућс истраживаљс. 

(1) Можемо ли уОПШ'ГИ'I'И алгоритам 2 за случај када је q Салс­
МОВ број илн је I СЈ21 ~ l? 

(2) Можемо ЛИ искористнти алгоритам 2 да докажсмо ХИJlоте­
зу да сваКJI број (/ Ја који важи даје спектар А(СЈ) дискретан 
мора бити Перо нов? 

(3) Можс"ю ЛИ искористити алгоритам 2 да докажсмо да је 
::Ја свако q". за које је доказано у [42] да је спектар A((I,,) 
ДИСКРСЋtН, А( Сј,.) вије дискретан. посебно у случају кадА 
коњугати бројl-t (Јп, који су всћи ОД 1 по моДУлу, пису реални'! 
Ово важи и ЗС\ фамилију бројева Ч" изложепу у глави 2 за 
КОЈУ НИСМО У оmптем слу·щју доказали да спектар Л((ln) 

НИЈС дискрстан. 

Најважнијс отпорено питаље .\' овиј области је хипотеза да јс СЈЈек­
Тtlр Л(ц) дискретан ако и само ако је q Писоов број. Из ове тезе 

щ.юИЗИ,!Ја:зи да Нi1.IЩЦЕ'НУ хшютезу МОЖБЮ "наllасти" са барем још 

три стране: 

(1) Алгоритам 2 Оl\югућава ШI.М да проверимо да Jlи број ч 

има дискрет<tН СЈIСКТЕф илн НС, И оп ћс се зауставити у 

обfl СЛУЧ<tј(l.. З<tТО ОН I\ЮЖС да се користи :щ нумсричко 

пронсраr:.:ањс ХИllотезс (ИЈШ Зи. евентуално нмажењс контра 

IIРlщсра) . 
(2) ВИДСЛИ смо даје cIН:K'I'ap Л(q; q~ll) C<t иницијаЛНIIМ елемен­

ТОМ дискретан за CВl1Т\O Ч > 1. Такође смо видели да, ако је 
fJ Пнс.ООR а (/ = Р((ј) где је Р(х) полином са рационаЛНЮ1 
коефицијСНТlIма, тада је Л(q; d) дискретан. Да ли ностоји 
неки број Ц који није ПИ('ООВ н d у интервалу (q~11' Ц~I) Ti:tKO 

да је Л(({ Ј) дискретан ИЛИ се ~ЮЖС показати да такав број 

НС Јюстојll'? Дп ли Ш:i~1 решсњс тог проблема може ломоћи 

у рсшавl:I.ЊУ Шl.в(~дснс ХIТПОТСЗС? 
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(3) У 6_ [,]1(--ј,lJI! 010 ,'v·СIЮС'l'Ш111.·!I! ве:зу измеђ)' спектара н Л"l"рilr;­

ТО!Ја ДIJШiМИ '-ЈКUI' систем,) _ По!\.азано је ла је ску 1I IIСјЈIЮ;II!'-I­

них тн'-шка ограничсн. и :(а, уКОЛИКО НС еадржи бијСКI')II-:IIС 

слике сле!\Ј(;ната скупа S. ,IICI\Tap не !\юже бити l1.искреп\Н_ 

Онај ("куп је густ у aTrai~ ј'(ЈР.У, који СС пак може ОДрСДПТјl 

!VIстодама фрактClЛНС ['coto.-1С'1']Јијс, тако да се критеријУ~l за 

ДнскрС'1'Ј10СТ СI[сктра (;ВОДН на. проверу да ЛИ одређена таЧКll 

нришща СКУНУ или НС. ОВО би даље требало рЮрi\.,Шl'Пl 

и тимс можда добити Кlнпсгнјум за дискрстност спектра 

Л(q) када је (ј СалсJl,fОП б[ЈОј ИЛИ јс kJzl ~ 1. 
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