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Rezime

Sistemi sekvenata za sve supstrukturne logike, koje se u ovom radu analiziraju, formulisani
su dodavanjem pojedinih pravila na, ovde formulisan, osnovni sistem O. Potpunost i nepro-
tivre¢nost ovih sistema, dokazana je u odnosu na odgovarajuce algebarske strukture.

Za sve sisteme u kojima je secenje dopustivo pravilo izvodenja, dat je pregled (poznatih)
procedura za eliminaciju tog pravila. Poznato je da se seCenje ne moze eliminisati u sistemu
sekvenata za klasiénu Lambekovu logiku, sa ili bez slabljenja. Ovde su formulisani novi sistemi
sekvenata za ove logike, u kojima je secenje dopustivo pravilo izvodenja. Medutim, u novim
sistemima, neka pravila nemaju svojstvo podformule: ona osim $to uvode, mogu i da eliminisu
veznike. Zbog toga odlucivost za ove logike, nije direktna posledica odgovarajuéih teorema o
eliminaciji sec¢enja. Ipak, date procedure dopustaju da se u navedenim sistemima, formuligu i
konaéne procedure za utvrdivanje dokazivosti, odnosno, da se ¢isto sintaksno, dokaze odlucivost
za klasiénu Lambekovu logiku i klasiénu Lambekovu logiku sa slabljenjem.

Ovakva analiza supstrukturnih logika omoguéila je i da se formulisu objedinjene analiticke
(,bottom-up”) procedure, i to, jedne kojom se utvrduje dokazivost formula u svim odlu¢ivim
logikama bez permutacije (a to su intuicionisticka i klasi¢na Lambekova logika, sa ili bez slablje-
nja) i druge, kojom se utvrduje dokazivost formula u svim odluc¢ivim logikama sa permutacijom
(a to su, osim intuicionisticke i klasi¢ne logike i, intuicionisticka i klasi¢na linearna, relevantna i
BCK logika). Objedinjena analiticka procedura za dokazivanje teorema podrazumeva jednopro-
lazni algoritam koji, polazeéi od zadate formule, primenom pravila izvodenja, u kona¢no mnogo
koraka odlucuje da li je ona teorema i u kojim logikama iz grupe.

Na osnovu ovih algoritama, koji su zasnovani na metodi tabloa, formulisana su i dva dokazi-
vaca teorema, od kojih je ovde opisan samo onaj koji se odnosi na logike bez permutacije (i koji
je implementiran na jeziku C). Algoritam je vrlo sloZen i s obzirom na nedeterministi¢cku prirodu

izvodenja, podrazumeva primenu bektrekinga.



Abstract

We formulate sequent systems for substructural logics, by adding some inference rules to the
basic system O. We prove that our systems are complete and sound with respect to corresponding
algebraic structures.

For every system with the admissible cut, we give an overview of (known) cut-elimination
procedures. It is well-known that cut is not an admissible rule in two-sided sequent system
for classical Lambek logic and in two-sided sequent system for classical Lambek logic with
weakening, too. We formulate another sequent systems for these logics and prove the elimination
of cut, there. However, our systems do not possess the subformula property: the rules can
introduce, as well as they can eliminate a connective. Therefore, decidability for these logics is
not the direct consequence of the corresponding cut-elimination procedures. Fortunately, our
procedures allow formulating the finite decision procedures, yielding the pure syntactic proof of
decidability for these logics.

Our analysis of substructural logics, enabled formulating analytic, bottom-up, procedures,
for determining provability in every decidable logic without permutation (i. e., in intuitionistic
and in classical Lambek Logic with, or without weakening), as well as in every decidable logic
with permutation (i. e., in intuitionistic, in classical and in intuitionistic and in classical linear,
BCK and relevant logic). Our algorithms decide of a formula, whether or not it is the theorem
and in which logic from the group.

Based on the above algorithms, we also formulate two theorem provers (we describe only
one of them, the one which corresponds to logics without permutation; it is implemented in C),
where, due to the nondeterministic nature of the corresponding decision procedure, the use of

backtracking is essential.



Glava 1

Uvod

1.1 Supstrukturne logike

Sisteme sekvenata za intuicionisticku i klasi¢nu logiku, LJ i LK (videti Tabelu 1.1), for-
mulisao je Gencen u [12]. Osnovni pojam u ovim sistemima je sekvent, izraz oblika I' F A,
u kojem su I' i A konaé¢ni, moguce prazni, nizovi formula. I' je antecedent, a A sukcedent
sekventa I' = A. Ukoliko je A prazan ili jednoclan niz formula, onda za I' - A kazemo da je
jednozakljucan, u suprotnom, on je visezakljucan sekvent.

Sva pravila izvodenja u sistemima LK i LJ, mogu se, s obzirom na promenu koju vrse u
sekventu, podeliti u dve grupe: operacijska i strukturna pravila. Operacijska pravila izvodenja
se odnose na wuvodenje novog logickog veznika, levo, odnosno desno od rampe . Za razliku od
njih, strukturna pravila se odnose na promenu strukture datog sekventa i u njihovoj formulaciji
ne ucestvuju logicki simboli iz jezika na kojem su formule, koje se u sekventima pojavljuju levo
i desno od |-.

Sistem LK sadrzi Cetiri strukturna pravila: permutaciju, slabljenje, kontrakciju i secenje.
Secenje je jedino pravilo u sistemu koje nema svojsvo podformule: formula « koja se pojavljuje
u pretpostavkama secenja i koju zovemo cut-formula, ne mora biti podformula nijedne formule
u njegovom zakljucku.

Centralna teorema u Gencenovom radu je Teorema o eliminaciji secenja u LJ i LK, (Gen-
cenov HAUPTSATZ), na osnovu koje je to pravilo u sistemima LJ i LK dopustivo (moze se dodati
u sistem, a da se pri tome ne prosiri skup, u njemu, dokazivih sekvenata). Ona glasi:

»Svako LJ-, odnosno LK -izvodenje, moze se transformisati u odgovarajuce LJ-, odnosno
LK -izvodenje, sa istim krajnjim sekventom, u kojem se me primenjuje pravilo secenja”.

Kao posledica ove teoreme, neposredno sledi da sistemi LJ i LK imaju svojstvo podformule,
odnosno da su sve formule koje se pojavljuju u dokazu za I' = A, podformule formula iz T" i A.

To je istovremeno i jedan od argumenata u Gencenovim dokazima za odluc¢ivost intuicionisticke
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i klasi¢ne logike.

Aksioma: akFa

Strukturna pravila:

slabljenje: kontrakcija:

I'HA I'HA a,a,'FA TFA o«
al'FA THA« a,I'FA I'HA«

permutacija: secenje:

Fl,Ogﬂ,PQFA FFA1,O¢7ﬂ7A2 FlkAl,Oé a,FQFAQ

F17ﬁ7a7F2FA FFA176>057A2 F17F2FA17A2
Pravila izvodenja za veznike:
o, T'FA G, THA T'FA« THAB
N—1TA: N—=1S":
aNB,TFA aABTEA PFAanp
o, THA 65, TFA TFA« 'EAB
v—TIA: v-—1§:
aVp,I'EA I'FA,avp THAaV
I'HA« a,I'FA
-—J1A: — -—15: —
o, T'F A T'FA -«
A TokFA A
A 1 1L, 3,2 2 s aTHAB
a— B, T2 = Ay A 'cAa—
,JTHA Tk A,
vora. &2 VoIS — 7%
Veyz,T'H A 'k A, Vayx
kA kA
J_TJA: et te J_JIS S mene
Jeyz, I'F A 'k A, Jxvyx

U pravilima V—1S i 3—TA, objektna promenljiva a se ne pojavljuje u T, A i vyx.

Tabela 1.1: Sistem LK

Supstrukturne logike su sve one logike, ¢ije se sekventne formulacije mogu dobiti iz LK,
odbacivanjem ili restrikcijom pojedinih strukturnih pravila.

Sistem sekvenata za intuicionisticku logiku moze se dobiti restrikcijom slabljenja desno od

F na: (Gencen je taj isti sistem, LJ, dobio restrikcijom sekvenata na one, u kojima

'O
se desno od F nalazi najvise jedna formula). Ukoliko se slabljenje potpuno odbaci, dobija se

sistem sekvenata za relevantnu logiku. Sistem sekvenata za BCK ili Grisinovu logiku (koristi se

i termin afina logika) dobija se odbacivanjem kontrakcije, dok se sistem sekvenata za linearnu



logiku dobija odbacivanjem i slabljenja i kontrakcije. Odbacivanjem permutacije, slabljenja i
kontrakcije, dobija se sistem sekvenata za Lambekovu logiku.

Kao posledica odsustva pojedinih strukturnih pravila, u novim logikama se pojavljuju novi
veznici i nove iskazne konstante. Tako, u odsustvu kontrakcije i/ili slabljenja, aditivna kon-
Junkcija A, razlikuje se od multiplikativne konjunkcije - (koja se zove i fuzija), za koju (u sis-

temima sa seCenjem) vazi:
I'y,a,6,9FA akko I',a -8, FA,

dakle, koja u sekventima zamenjuje zapetu levo od . U klasi¢noj i intuicionistickoj logici, ove
dve konjunkcije se poklapaju. Sli¢no, u visezakljuénim sistemima sekvenata bez kontrakcije i/ili
slabljenja, aditivna disjunkcija V, se razlikuje od multiplikativne disjunkcije + (koja se zove i

fisija), dualne sa -, za koju (u sistemima sa secenjem) vazi:
I'FALa, 3,0 akko  TF AL a+3, A,

dakle, koja u sekventima zamenjuje zapetu desno od F.

U sistemima bez slabljenja, iskazne konstante T i L, razlikuju se od iskaznih konstanti 1 i
0. Aditivne konstante T i L, zadovoljavaju aksiome I' F Ay, T, Ao i 'y, 1,2 F A i algebarski
se ponaSaju kao jedini¢ni elementi, redom, za A i V. Multiplikativne konstante 1 i 0, zamenjuju
praznu kolekciju formula levo, odnosno desno od I i algebarski se ponasaju kao jedini¢ni elementi,
redom, za - i +.

U logikama bez permutacije, razlikujemo i dve multiplikativne implikacije: — i «—, kao i dve

negacije: ~ 1 —.

1.2 Sadrzaj rada

Rad se tematski moze podeliti na dva dela. U prvom delu su formulisani sistemi sekvenata
za supstrukturne logike (u Glavi 2), dodavanjem strukturnih pravila na prethodno formulisan
osnovni sistem O. Zatim je, za svaki od njih, data odgovarajuca algebarska struktura (u Glavi
3) u odnosu na koju su dokazani potpunost i neprotivrec¢nost (u Glavi 4).

Problem eliminacije se¢enja analiziran je u Glavi 5. U sistemima u kojima se se¢enje moze
eliminisati, dat je pregled (poznatih) dokaza, dok su za sisteme u kojima se ono ne moze elimi-
nisati, dati primeri koji to potvrduju.

Jedan od kljuénih rezultata u ovom radu je nova procedura za eliminaciju se¢enja u sistemu
sekvenata za klasi¢cnu Lambekovu logiku. Klasi¢na Lambekova logika je klasi¢na iskazna logika,
u kojoj, osim secenja, nema drugih strukturnih pravila. Nazvana je po Lambeku, koji je prvi
proucavao Gencenove sisteme bez permutacije, kontrakcije i slabljenja, prvobitno, u jednoza-

kljuénom okruzenju [21].
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U dvorukim sistemima sekvenata za klasiénu Lambekovu logiku (u kojima se u sekventima

i levo i desno od - mogu nalaziti neprazni nizovi formula), pravilo se¢enja je oblika!:

THALp As T, T2 FA gde su A11A9ill A1iT9ili Ay il il
I, T,Ta - AL A As I'y i 'y prazni nizovi.

Sa ovim se¢enjem, formuliSemo dva sistema: C'L i CL*. S obzirom na odsustvo kontrakcije
i slabljenja, u njima se kao konstante pojavljuju 1, 0, T i L, a kao binarni veznici -, +, A 1 V
i, s obzirom na odsustvo permutacije, i dve nezavisne implikacije — i < (kao i dve nezavisne
negacije ~ i —; medutim, kako se u prisustvu ostalih veznika i 0, — moze definisati preko ~ i
obrnuto, a « preko —, i obrnuto, za ovu logiku se moze slobodno birati izmedu implikacijske i
negacijske formulacije; ovde je, kao i u [22], izabrana implikacijska).

CL odgovara sistemima koji su, za klasi¢nu Lambekovu logiku, formulisani u [2], [14] i [22].
Sva pravila izvodenja u CL su gencenska. To znac¢i da je svako pravilo u CL ili strukturno
ili pravilo za uvodenje konstante ili veznika levo, odnosno desno od k. Secenje, medutim, nije
dopustivo pravilo izvodenja u C'L. Kao primer navodimo formulu ((0 «+ (0 + «)) — 0) — 0. — «
koja se u C'L moze dokazati sa, ali ne i bez se¢enja (videti Glavu 5). Dokaz u C'L, u kojem se

ne moze primeniti nijedan korak standardne procedure za eliminaciju seCenja je, na primer:

™1 T2
I'ikpa 6, I's F T
(=D
Tiy,a— B, T2k Lo IIFA

(cut—1i)

F7F1,a—>ﬁ,F2,HFA

u kojem je II neprazan niz formula. On se ne moze transformisati u dokaz u kojem pravilo
setenja neposredno prethodi pravilu (— 1), jer 'y F o, i T, o, IT = A ne mogu biti pretpostavke
nijednog oblika pravila secenja.

Da bi eliminisao seCenje u sistemima sekvenata za klasi¢cnu Lambekovu logiku, Abrusi [2] je
formulisao desnoruke sisteme (u kojima su antecedenti sekvenata prazni nizovi), gde su negacije
definisane na metajeziku uz koris¢enje De Morganovih pravila. U odsustvu pravila izvodenja za
negacije (i implikacije), se¢enje se, u ovim sistemima, eliminise direktno, primenom standardne
procedure. Koristeéi ovaj rezultat Abrusija, Lafon je, u [23], dokazao da klasi¢na Lambekova
logika ima svojstvo konacnog modela, dakle da je odluciva.

Ovde je eliminacija secenja u (dvorukom) sistemu sekvenata za klasiénu Lambekovu logiku,

dokazana u sistemu CL* (u Glavi 5). C'L* je konzervativno prosirenje sistema C'L, u kojem su

!Treba pomenuti da je u ovim sistema mogué jos jedan oblik pravila seéenja:
F}_Al,Lp,AQ Fl,(ID,FQ'_A
F1,F,F2 - Al, A,AQ
Medutim, sistemi sekvenata koji su zasnovani na ova dva razli¢ita oblika pravila se¢enja, su ekvivalentni, videti
[14].

gde su A1 i Az ili Ay iTili Ay il ili Ty i I'e prazni nizovi.



negacije eksplicitne i mogu se pojavljivati samo u negacijskim formulama oblika ~ ... ~ ¢ i
—...7 u kojima je ¢ formula bez negacija.

Pravila za negacije u C'L* nisu gencenska: ona, osim §to uvode, mogu i da eliminisu negacije.
Zbog toga odlucivost za klasicnu Lambekovu logiku ne sledi direktno kao posledica Teoreme o
eliminaciji se¢enja. U Glavi 6 su, medutim, dalje analizirani dokazi u C'L* i pokazano je da za
svaki od njih postoji odgovarajuéa normalna forma (takozvani redukovan dokaz), sa sledeéim
osobinama: svaki pokusaj da se konstruise redukovan dokaz bilo kog sekventa u C'L* je konacan i
takvih pokusaja moze biti samo kona¢no mnogo. Na osnovu toga je dalje formulisana procedura,
kojom se za svaki ¢ist sekvent (sekvent bez negacija), u konaéno mnogo koraka moze utvrditi
da li je dokaziv u C'L* ili ne, odnosno dokazana je odlucivost za klasi¢nu Lambekovu logiku.

Dokaz za odlucivost klasicne Lambekove logike, koji je ovde dat, tehnicki je slozeniji od
Lafonovog dokaza, ali je njegova prednost u odnosu na Lafonov dokaz u tome, Sto je ¢Cisto
sintaksni.

Odlucivost za visezakljuénu relevantnu logiku, ovde je pokazana u odnosu na sistem sekve-
nata u kojem je permutacija implicitno pravilo izvodenja, i u kojem je primena kontrakcije
ogranic¢ena, prema Kripkeu [20]. Naime, kontrakcija se u ovim izvodenjima moze primeniti na
zakljucak nekog pravila, samo onda kada se isti sekvent ne bi mogao izvesti i ako bi se ona
primenila samo na njegove pretpostavke. U dokazu su koriséene neke tehnike iz [31], gde je dat
dokaz za odluéivost jednozakljuéne relevantne logike.

U drugom delu rada analiziran je problem automatskog dokazivanja teorema u svim odlu-
¢ivim, prethodno razmatranim, supstrukturnim logikama. Najpre su, za ove logike, formulisani
sistemi sekvenata u kojima su sva strukturna pravila implicitna (u Glavi 7). Zatim su, na osnovu
njih, na nov nac¢in formulisani i odgovarajuéi tablo sistemi (u Glavi 8).

Na kraju je, u Glavi 9, dat i opsti algoritam, zasnovan na metodi tabloa, koji se moze pri-
meniti za utvrdivanje dokazivosti u bilo kojoj od prethodno razmatranih odlucivih logika. Na
osnovu njega, formulisana su i dva dokazivaca teorema: dokazivaé Pi, u kojem se dokazuju
teoreme u svim odlu¢ivim logikama bez permutacije i kontrakcije (odnosno, u jednozakljuénoj i
vigezakljuénoj Lambekovoj logici, sa ili bez slabljenja) i dokaziva¢ Po, u kojem se dokazuju teo-
reme u svim odlu¢ivim logikama sa permutacijom (odnosno, u jednozakljuénoj i visezakljuénoj
linearnoj, BCK i relevantnoj logici, kao i u intuicionistickoj i klasiénoj logici).

Dokaziva¢ P; implementiran je na programskom jeziku C. Opis tog programa dat je u Glavi

Treba napomenuti da nas dokaziva¢ nije najefikasniji dokaziva¢ teorema u datim logikama.
Medutim, njegova prednost u odnosu na ostale je u tome §to on, za svaku sintaksno ispravnu
formulu, koja se zadaje na ulazu i koja je teorema u bar jednoj od datih logika, na izlazu daje

spisak svih strukturnih pravila, neophodnih za njen dokaz. Stavise, on daje ,najmanji” takav
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spisak. To znaci da, ako je formula teorema u bar jednoj jednozakljuénoj logici, zanemaruju se
svi dokazi u viSezakljuénim logikama. Sa druge strane ako se ona moze dokazati bez primene
secenja, zanemaruju se svi dokazi sa se¢enjem (secenje se u dokazima vidi kao primena negacijskih
pravila). Dalje, ako je ona teorema u vise jednozakljuénih, ili samo u visezakljuénim logikama,
ili samo sa secenjem, onda je uslov pod kojim je ona teorema manji, ako je manji njegov redni
broj u slede¢em nizu:

bez strukturnih pravila,

uz levo slabljenje,

uz desno intuicionisticko slabljenje,

uz levo i uz desno intuicionisti¢ko slabljenje,

G 0=

uz levo, uz desno intuicionisticko i uz desno klasi¢no slabljenje.

Na primer, za formulu (&« — «) - @. — «, program ¢e na izlazu dati odgovor da je za-
data formula teorema u jednozakljucnoj logici bez strukturnih pravila, iako se pre tog dokaza, u
toku izvodenja dobija i dokaz u jednozaklju¢noj logici sa levim slabljenjem. Dalje, za formulu
~r~ —=(a - ). — «, program ¢e na izlazu dati odgovor da je zadata formula teorema u

viSezakljucnoj logici uz secenje i levo slabljenje.



Glava 2
Logicki sistemi

2.1 Terminologija i notacija

Logicki sistem ¢ini skup aksioma i pravila izvodenja, na osnovu kojih se, na datom jeziku,
realizuju logicke dedukcije.

Jezik & je jezik iskaznog racuna sa:

- prebrojivo mnogo iskaznih promenljivih,

- logickim veznicima: —, «—, -, A, +, V, 71 ~,

- iskaznim konstantama: 1,0, T i L,

- levom i desnom zagradom.

Formule na jeziku S, definiSemo na sledeéi nacin:

1. Iskazne promenljive i iskazne konstante su atomske formule. Atomske formule su formule.

2. Ako su « i (3 formule, tada su formule i (o — ), (8 < a), (a-3), (a« AfB), (a+ ) i
(aVB).

Uobicajeno, ~ a i =« definiSemo na sledeéi nac¢in: ~a=a — 01 -a =0+« a.

Formule ¢emo oznacavati malim grékim slovima: o, aq,..., 03, 01,... Zagrade ¢emo pisati
samo na mestima gde je to neophodno.

Neka je a formula na jeziku . Glavnu podformulu formule o definiSemo na sledeéi nacin:

1. Ako je formula « iskazna promenljiva ili iskazna konstanta, onda ona nema glavnih
podformula.

2. Ako je formula « oblika (3 x ), gde je x € {—,«—,-,+,V, A}, onda je ( njena leva, a vy
njena desna glavna podformula; * je njen glavni veznik.

Podformulu formule « definiSemo na sledeéi nacin:

1. a je podformula od a.

2. Ako je 3 glavna podformula od «, onda je 8 i podformula od «.

3. Ako je 8 podformula od «, a v podformula od /3, onda je i v podformula od a.

11



12 Glava 2. Racuni sekvenata

Drvo formule a je binarno drvo, za koje vazi:

1. U korenu drveta je formula a.

2. Ako je u ¢voru drveta formula 3, onda je u njegovom levom sledbeniku leva, a u njegovom
desnom sledbeniku je desna glavna podformula formule 3.

3. U listovima drveta su promenljive ili konstante.

Dubina ¢vora (dakle, i podformule) u drvetu formule (u formuli) je funkcija d koja svakom
¢voru (podformuli) dodeljuje broj iz skupa Ny, na sledeé¢i nacin:

1. Ako je co koren drveta, onda je d(cp) = 0.

2. Ako je ¢} sledbenik ¢vora ¢;, onda je d(cf) = d(¢;) + 1.

Na primer, ako su a1, ag, as i ay atomske formule, onda je drvo formule (a3 Aag)-(~ ag+ay):

(a2 A 042) . (N as + Oz4)

N d((a2 A ag) - (~ az +aq)) = 0;
e e d(az AN ag) = d(~ az + aq) = 1;
N AN
o ay ~az g d(en) = d(az) = d(~ a3) = d(aa) = 2;
N\ d(as) = d(0) = 3.
o3 0

Jezik sekvenata G, ¢ini jezik 3, zajedno sa: zapetom, F (rampom) i  (prazninom). Jezik
sekvenata Gy je G zajedno sa ). Na tim jezicima, pojam G-terma definiSemo na sledeéi naéin:

G-term je bilo koja formula, () (samo na Gy) ili ~ (prazan G-term). Ako suT'; i I's G-termi
koji nisu prazni, onda je G-term i I'y, I's.

G-terme ¢emo oznacavati velikim grékim slovima: T, Ty, IV, .., A A A/ L

G-term T je jednoclan, ako je I' = «, pri ¢emu je « bilo koja formula jezika . T je singlton,
ako je prazan ili jednoc¢lan.

Podterm G-terma definiSemo na slede¢i nacin:

1. G-term I' je podterm od T'.

2. Ako je G-term ©,% podterm od I', onda su i © i X2 podtermi od TI'.

I'[A] je G-term, u kojem se G-term A pojavljuje kao podterm.

Za svaki G-term I’ na G, G-terme I'™, I'", I'" i I'" definiSemo na sledeéi na¢in. Ako je I’
prazan G-term, onda sui '™, I'", I" i I'" prazni G-termi. Inace, ako je I' = v1,...,Ym, m > 1,

onda je:

(71a"'37m)N =~ Ymy ooy ™ V1, (’Yl,-..,’}/m)ﬂ = "Ymy--y 1,

(YiseeosYm) =71 - Vs (Vs sYm) T =m+ -+ Yme
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AkosuT i A G-termi, onda je izraz oblika I' - A sekvent®; T je antecedent, a A je saksedent
tog sekventa. Sekventi u kojima je A = () ili je A singlton, su jednozakljucéni sekventi. Oni koji
to nisu, su visezakljucni.

Polozaj formule u sekventu je bitan. Zbog toga formule koje grade sekvent zovemo s-formule.
Nekoliko razli¢itih pojavljivanja jedne iste formule u okviru sekventa, predstavlja razlicite s-
formule. Za nekoliko razli¢itih s-formula reéi ¢emo da su formalno jednake, ako su identi¢ne kao
formule.

Sistemi sekvenata u kojima se, polazeéi od jednozaklju¢nih sekvenata, mogu izvesti samo
jednozakljucni sekventi su jednozakljucni ili intuicionisticki sistemi, dok su oni u kojima se
izvode i viSezakljucni sekventi, visezakljucni ili klasic¢ni sistemi.

Pravila izvodenja u sistemima sekvenata mogu biti oblika:

LA . DiFA Dok A
—— » il @
kA I'FA

U njima su sekventi I'y = Ay i I's B Ag pretpostavke ili premise, na osnovu kojih se, tim
pravilima, izvodi zakljucak I' F A.

U slucajevima kada vazi:

A, . TFA MMFA, TeFA, TFA . TFEA
i . odnosno , i
A F1|‘A1 T'FA Fll_Al FQ"AQ

koristi¢emo i zapis u obliku dvolinijskog pravila:

P1FA1 F1FA1 PQ#A2
—— (» odnosno, (@)
TFA T'FA
. ' = Ay T'FA ' A Ty F As 'FA . THA
Tada je — e : : i .
J (pl) TEA ) (1) T, - Al’ (al) I'EA ; (a?m) T, - A, T F A,

(T1,T2), s+ A | TF(A1,A2),As
i

Fl,(rg,rg)l_A F}_Al,(AQ,Ag)

implicitno pravilo izvodenja, zbog ¢ega grupisanje G-terama levo i desno od - ne zahteva pisanje

U svim sistemima sekvenata u ovom radu, asocijativnost:

zagrada.

Izvodenge u sistemu sekvenata S (S-izvodenje) ¢ine sekventi (bar jedan), koji su u slede¢em
poretku: svaki sekvent u izvodenju je zakljucak najvise jednog pravila izvodenja i svaki sekvent
u izvodenju (osim krajnjeg, koji nije pretpostavka nijednog pravila izvodenja) je pretpostavka
tacno jednog pravila izvodenja.

Sekventi koji u datom izvodenju nisu zakljucak nijednog pravila izvodenja su polazni sekventi.

'Klini u [19], na strani 441, navodi da je Gencen za izraz T' - A upotrebio re¢ sequenz (posledicnost), kojoj u
engleskom jeziku odgovara re¢ sequence. Kako se, medutim re¢ sequence odnosi i na niz (u nemackom jeziku reé

za niz je folge), za '+ A je prihvaden termin sequent, koji se koristi i u srpskom jeziku.
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Neka ja D izvodenje u sistemu sekvenata S. S-putanja u D je niz sekvenata u kojem je prvi
sekvent polazni sekvent u D, poslednji sekvent je krajnji sekvent u D i u kojem je svaki sekvent,

osim poslednjeg, pretpostavka nekog pravila u D, ¢iji je zakljucak sledeci sekvent na s-putanji.
krajnji sekvent I' - A i ¢iji su polazni sekventi aksiome u sistemu S.
w, 71, ..., cemo Koristiti da ozna¢imo dokaze u sistemima sekvenata. Na primer,

™

'kA

je dokaz 7 sekventa I' = A (sekvent I' = A je krajnji sekvent u 7).

Sekvent I' F A je dokaziv u sistemu sekvenata S, ako u njemu postoji dokaz za I' - A
(koristicemo oznaku: I'" kg A; kada je nedvosmisleno jasno o kom sistemu sekvenata je rec,
izbegava¢emo pisanje indeksa). Ako u sistemu sekvenata S vazi i I' - A 1 A F T', koristi¢emo
oznaku: I'l A, odnosno I' 5 gA.

Neka je S sistem sekvenata i neka je G segment u nekom S-dokazu. DuZina segmenta S, u
oznaci len(S), je ukupan broj sekvenata u S.

Za dva sistema sekvenata, koja su formulisana na istom jeziku, re¢i ¢emo da su ekvivalentni,
ukoliko su u njima dokazivi isti sekventi.

Formula « je teorema neke logike, ako na osnovu aksioma i pravila izvodenja odgovarajuéeg
sistema sekvenata, postoji dokaz, ili sekventa b «, ili sekventa () - a.

U narednom delu ¢emo, polazeéi od osnovnog sistema sekvenata, O, formulisati sisteme

sekvenata za supstrukturne logike, dodavanjem pojedinih strukturnih pravila.

2.2 Sistem O

Sistem O je dat u Tabeli 2.1. To je jednozakljucan sistem koji je formulisan na jeziku Gy bez
binarnog veznika +.
U sistemu O, sekventi 1 - A i Ty, 1,Ts - A su ekvivalentni: 1L - A je Ty, 1, ToF A, kada su Ty i

I'; prazni G-termi, i:

11T 1F1L«T
—— D —— D
1L,TFL 1LTHL
—— (=1 —— (=D
=T THL—> 1 I -T THL -1
(cut—i) (=1
MFL—1 oL —1
— («1) —— (cut—i)
Dy, Lk L 1Tk L
(cut-i)
Fl,l,rg}—l 1FA

(cut—i)

Iy, L,ToFA
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Aksiome: Strukturno pravilo:
at « (1d)
I'ikFa I2,a,T3FA
1A (19 (cut—i)
o, 01,05 F A
=T (T9)

Pravila izvodenja za konstante i veznike:

I',0,T2 A T'FALD A
(10) (0]
T, 1L ILFA TF A1,0, A,
a,TF B,A I,aF A, B
Traoga ) TTag—a
I',o,3,T2F A
Tia BLar A
TFALa, Ay TFALB Ay Ii,a,Ts A Tp,3 T FA
TFALaAB Ay * T,aVi ok A v

Tabela 2.1: Sistem O

Zbog toga se aksioma 1 - A u O, moze zameniti sa:

F1,J_,F2 FA (L)

Primetimo da u O, osim §to vazi TH L — L, vazii T 1 — L (L — LF T je aksioma u O).
Slicno, u O vazi it T by L« L.
Nove sisteme sekvenata dobijamo, kada pravilima sistema O, dodamo pojedina strukturna
pravila iz Tabele 2.2.
Najmanji jednozakljuc¢an sistem koji ¢emo posmatrati je sistem koji se dobija kada se pravi-
lima sistema O dodaju @ 1)i (@ d). Tada (1°)1i (@ 1) daju (1), a (0°)i @ d) daju (0):
I, T FA I'H

——— Y — (0)
I, I, FA 'O

Aksiome i pravila izvodenja novog sistema, OL, koji je formulisan na G bez +, dati su u
Tabeli 2.3.

Najmangi visezakljucan sistem koji ¢emo posmatrati je sistem koji se dobija kada se pravilima
sistema O dodaju (@ 1), (¥° d), (cut—ii), (cut—iii)i (cut—iv). Tada (1°)i @ 1), kao gore, daju (1),
a (0°9)1i (9¢ d) daju (0°):

Ik Ap,As

— (0°)
TF A0, Ay

U ovom sistemu I' - T i 'y - Ay, T, A2 su ekvivalentni sekventi: T'F T je I' - Ay, T, A, kada
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I, Ta kA 'k I'F AL A
_— (0 ] = (0 d = (0° d)
0T, Fa tro ¢ TF A0 A, |
Fll—a,Al FQ,CM'—AQ F1|—A1,CM Oé,FQ"AQ F"Al,a,Ag CH—A3
(cut—ii) cut—iii) cut—iv)
F27F1 FAQ,Al F17P2 FAhAQ ( PFAl,A37A2 (
I'i,o,B,T2FA ' A a,8, A
— (¢ 1) — (¢ d
F17B7Q,F2FA FFAhﬁ,OQAQ ( )
L, 0,Te A I+ L-ALD A
—_— &% ) — (k© q) —— (k¢ d)
F17057F2FA '+ FFAha,AQ
F17a7a,F2FA FFAMQ,OQAQ
——— (w1 ————— (w d
F17a7F2|7A ( ) FFAhOt,AQ ( )

Tabela 2.2: Strukturna pravila

su A i A, prazni G-termi, a T'y - Ay, T, A, je izvodiv iz I' - T na sledeéi nacin (zbog prisustva

pravila (0 1) i (¢c d), u sekventima je dovoljno da se ograni¢imo na G-terme bez ():

at«a ~ 0~ o
_ N (D) —— (=D
o, AL, T, AT alt a0 —a,~ a0
- — ©° 1) — (=D — "
—a, A, T, A O, T Fa,~a —Q, ~ o
- = (—1) (cut—iii)
Al,rl,AQ '_N“CE,T ~ ok«
(cut—iv)
A TLA Fa, T .
primena  pravila
0, (=), (<D

1 (cut—iv)

Fl |_ Al,a,T,AQ

Zbog toga se aksioma I' - T u ovom sistemu, moze zameniti sa:

Fl = A17T7A2 (T)

Izvodivost viSezaklju¢nih sekvenata, koja je u novom sistemu omogucéena prisustvom pravila
(0¢), navodi na uvodenje novog binarnog veznika + (multiplikativne disjunkcije, fisije), na sledeci
nacin:

'k A, a,8,Ar

_———— (+)
FFAl,Oé-‘rﬂ,AQ

Aksiome i pravila izvodenja novog visezakljuénog sistema, OCL, koji je formulisan na G,
dati su u Tabeli 2.4.
S obzirom da u OCL vazi:

at+fBk-a—pF 1 at+tfka—~g:
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Aksiome:

at « (1d)
F17 L: F2 FA (L)

'ET (T9)

', A

[, LT FA
a,I'F B, A
FFa—p3,A
I',a,3,T2 A
Tia-B,T2FA
T'F AL oA

1)

(=)

“)

Pravila izvodenja za konstante i veznike:

T'FALB A

F}_Al,Oé/\ﬂ,Az

Strukturno pravilo:
NrFa Fz,a,F;;FA
cut—i
T2, I, T3 A ( )
'k
— (0
I'+o0 ©
T'akFA,B
TrAfea
Ti,a,Ts A Ty,3 T FA
(N) (V)
I',avp T2FA

Tabela 2.3: Sistem OL

—a k-«

— (=D
a+pBrFa+p —a, a0
—— (+1) — (OMn
a+pBFa,f —a, o b

(cut—ii)
—a,a+ B3

—a— B a— g

—a,—a — B+

()

—a,ma— 0,8 m
(=1
o — B~ oa, B ~-ak
(cut—ii)
—a— [BFa B
+1)

—a—fBFa+p

prisustvo 4 u ovom sistemu nije nephodno, medutim, uz njega je o¢igledna simetrija visezaklju¢nih

sistema levo i desno od F.

Nowve jednozakjucne sisteme dobijamo kada pravilima sistema O, osim (9 1)1 (@ d), dodamo

i strukturna pravila iz Tabele 2.2, i to:

- permutaciju levo od F: (¢ 1), i/ili

- slabljenje levo od F i intuicionisti¢ko slabljenje desno od F: (x© 1)i (k© ), i/ili

- kontrakciju levo od F:  (w 1).

U novim sistemima ¢emo, s obzirom na prisustvo pravila (@ 1) i (9 d), pravila (*° 1) i

(k© d), redom, zameniti sa:

Tk A

Fl,a7P2 F A

(k1) 1

T+
I'Fa

(k d).
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Aksiome: Strukturna pravila:
Fl}—a FQ,CM,F3|—A
alb «a (1d) (cut—i)
Iy, 1,5 A
Fl}—a,Al FQ,OC'_A2
Iy, L,T2FA (L) (cut—ii)
FQ,Fl - AQ,Al
Fl}—Al,a a,Fgl—AQ
' AL, T, A (M (cut—iii)
Fl,rg [ Al,Ag
FlFAhOt,AQ OcFAg )
TF AL As, As feut=v)
Pravila izvodenja za konstante i veznike:
F1,F2FA FFA17A2
(1 —— (0¢
', 1, I A @ ' Aq1,0,As )
a,T'FB,A FakA,B
Trasga TrAfea
Fl,Oé,ﬁ,FQl_A F'_AlvawgaA?
_ () _—— ()
T',a-6,T2FA A, a+ 06,A (
F}—Al,oz,Ag F}_A17/87A2 Fl,a,FQI—A Fl,ﬁ,FQFA
F}—Al,a/\ﬁ,Ag " Fl,a\/ﬁ,FQI—A )

Tabela 2.4: Sistem OCL

Sa druge strane, nove visezakljucéne sisteme dobijamo kada pravilima sistema O, osim (@ 1),
(@¢ d), (cut—ii), (cut—iii) i (cut—iv), dodamo i strukturna pravila iz Tabele 2.2, i to:
i/ili

i/ili

- levu i desnu permutaciju: (¢ 1) i (¢ d),

- levo i desno slabljenje:  (k© 1 i (x° q),

- levu i desnu kontrakciju: (w 1)1 (w d).

U novim sistemima ¢emo, s obzirom na prisustvo pravila @ 1)i (p¢ d), pravilo (x° 1), kao
gore, zameniti sa (k 1), a pravilo (k< d) sa:
'k A As
———— (k© d).
'k A1, «, Ag

Secenje se ne moze eliminisati u prethodno formulisanim sistemima sa dvolinijskim pravilima
izvodenja. Zbog toga ¢emo u narednom delu, formulisati nove sisteme sekvenata, ekvivalentne sa
prethodnim, u kojima ¢e se sva pravila izvodenja za veznike odnositi na uvodenje novog veznika

levo i desno od F, a zatim ¢emo u njima dokazivati eliminaciju secenja.
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2.3 Sistem L

L je sistem sekvenata, formulisan na jeziku G bez +, ¢ije su aksiome i pravila izvodenja dati
u Tabeli 2.5, u kojoj je A singlton. To je sistem koji se odnosi na intuicionisti¢cku asocijativnu
Lambekovu logiku. Pravila izvodenja (i aksiome) za konstante i veznike ovog sistema su data u
parovima (osim pravila za konstante T i L): jedno pravilo u paru se odnosi na uvodenje veznika

(ili konstante) levo od I, a drugo na uvodenje tog istog veznika (ili konstante) desno od +.

Aksiome: Strukturno pravilo:
ab« (1d)
1 (1 d)
INika oy, T3 FA
0k 0 1) (cut—i)
T2, I, s A
T (M

F1,L,F2 A (L)

Pravila izvodenja za konstante i veznike:

', Ta A I+
—_—— (1)) — (0 4d)
I, 1,T2 A I'ko
F1FO¢ FQ,ﬂ,Fg,FA Oé,FFﬁ
— 1 —— (— d
Fz,F17O¢—>,B7F3FA ( ) FFO&—)ﬂ( )
Fll_Oz F2’67F3}_A F,O{"ﬁ
— 1 — (« d
FQ,ﬂHa,FthFA ( ) Fl‘ﬁHOL ( )
F1,0é,ﬁ,F2|—A F1|—a Fgl—ﬁ
_— (- 1) — (- d)
F1,a~ﬂ,F2FA F17F2Fa~ﬁ
Fl,a,Fgl—A Fl,ﬁ,FQ'_A '« Fl‘ﬁ
(A ] — (A d)
Fl,a/\ﬁ,FQI—A F1,Q/\ﬂ,F2|‘A F}‘O{/\B
Fl,a,le—A Fl,ﬂ,F2I—A '« F}—ﬁ
(v 1 (v d)
I',avg s HA 'Favpg Thravp

Tabela 2.5: Sistem L

Formule koje u Tabeli 2.5 sadrze logicki veznik, su glavne formule odgovarajuéeg pravila
izvodenja. To su ta¢no one formule u zakljucku pravila izvodenja, u koje se, tim pravilima,
uvodi glavni veznik. Za, na primer, pravilo (— 1), to je formula o — g u njegovom zakljucku.

Reéi ¢emo i da se pravilo izvodenja odnosi na svoju glavnu formulu.

Formula « je leva glavna podformula, a formula § je desna glavna podformula u pravilima
(=D, (=d), (D, (4d, (vI), (vd, (AD)i (rnd. Upravilima (— )i (— d), formula a je
desna, a formula ( je leva glavna podformula.

Glavna formula pravila (1 1) je 1, a pravila (0 d) je O.
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Formula «, u strukturnom pravilu (cut—i), je cut-formula.

i il

I'y,p, M2 A ke

¢emo koristiti da oznac¢imo dokaze u kojima se poslednje primenjeno pravilo odnosi na .

Lema 2.1 Sistemi L i OL su ekvivalenti.

Dokaz: Dovoljno je da dokazemo da se na osnovu aksioma i pravila izvodenja jednog sistema

mogu izvesti aksome i pravila izvodenja drugog:
F1 Ty, 1,T5FA

1. (@ pje (a); (11) izvodimo iz (1 d): (cut—i), & (1 d) iz (17), kada su I'y i
r,ToFA
I’y prazni nizovi formula, a A = 1.
. . . . I'Fo 0F . .
2. (0 d)je (01); (01) izvodimo iz (0 1): —p (=i, 8 (0 1) iz (01), za prazan niz I
al«a BFB
——————— (=1
. . . I'Fa— ,a— B
3. (=l je (= d); (=1 izvodimo na osnovu (— 1): il xa—pFp (cut—i), a
a,'+p
a—Fa— 0
——————— (=D
I'tFa a,a— B+
(cut—1i)
r — B r I'sHA
(— 1) na osnovu (—1): na—prp 20, Is (cut—i).

[o, 1,00 — B,T5 F A

I ostatak dokaza se izvodi direktno, s obzirom da se sa:
(<1 ili (~1 izvodi B—a,aF s,
(1 ili (a4 izvodi o,8Fa-8,
Ay i (A1) dzvodi aABFa il aABEp,
(vy ili (v 4) izvodi akFavp i BrFavp.
g.e.d. (Lema 2.1)

2.3.1 Prve posledice

U sistemu L vazi:

A akko T'FA i Ty,IoFA akko Ty, 1,ToFA

pa je u njemu zapeta levo od I, zamena za -, a prazan G-term levo od I, je zamena za 1.

Osnovna veza izmedu implikacije i fuzije, u L, je:

a-yFpB akko yFa—p3 i v-at B akko vk [« a.
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Lema 2.2 U L vazi:

1 at o BE B 9 ak o BF B 5 ak o BF B
o= Bra— B CBeaibfre—a C aBlra B
4 al o BF B 5 al o B B 6 akg
' alNpBrFar ABr ’ ' aVptFa V3 ’ ' a@aAﬁ.

Dokaz: Dajemo samo dokaz za 6:
BB
——— (0]
atk B alka aba . akFaAp aANpp

(A d), — (A ) 1 (cut—i).
akFang alNfBFa al 3

g-e.d. (Lema 2.2)

Obelezimo sa v formulu v u kojoj se bar jednom, kao podformula, pojavljuje formula «.

Oznacimo sa 3 rezultat zamene nekih pojavljivanja podformule a u v, formulom S.

aky B
s

Lema 2.3 U sistemu L vaZi pravilo zamene:

Dokaz: Uoc¢imo jedno fiksirano pojavljivanje podformule o u . Neka je d dubina od « u ~.
Neka je d = 0. Tada direktno iz y* =a, 15=0 1 akyf, sledi y*H5.
Neka je d = n+ 1, neka je v = 71 * 72 za x € {—,«—,-,A,V} i neka je a podformula od
~v1 (zakljucivanje bi teklo na isti naé¢in i da je a podformula od 7;). Kako je dubina od « u v;

a k= .
- Ba , a odavde, direktno na osnovu Leme

jednaka n, na osnovu indukcijske pretpostavke vazi
71 h| Yig

i « '7 «@ '7
2.2, tacke 1.5, 1 L A8 TP

s , sledi i tvrdenje za jedno, fiksirano, pojavljivanje formule o u
T B
.

Ponavljajuéi postupak i za preostala pojavljivanja podformule o u v (zamenjena sa f3),
dobijamo dokaz tvrdenja u celosti.
g.e.d. (Lema 2.3)

Lema 2.4 U L vazi:

L. (aANB)AyHaN(BAY) 2. (avB)VykaVv(BVy)

3. aANfH BN 4. aVpHBVa

5. aNalga 6. aVaka

7. (aVpB)Naka 8. (aAf)Vaka

9. a-1ha 10, 1-ragao

11 a-(BVA) K (a-B)V (a-) 12, (aVB)-7 5 (@)V(E7)
13. (aVB)AN(aVy)HaV(BAY) 14. (aAB)V(aAy)Fan(BVY)
15, Thl—1 16. Thyle L

17 aANTHa TAakba 18. aVlkba LVakao
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Dokaz: Dajemo samo neke dokaze:
1.
BB yE
——————— 2x(A)D) ——————— 2x(A))
ak«a (aAB)YAYEB (aAB)AvEy
————— 2x(A)) (A d)
(aAB)AYFa (aNB)NYE BNy
(A d)
(aAB)AYEan(BA7)
Sli¢éno se dokazuje i a A (BA7)F (A B)Any.
3.

BFpB al« atka BFB
— (A ) (A1) —_— (A — (A D)
aNBEB aANfBFa BAak «a BAatk 3

(A d) 1 (A d)
aANBFLAa BNAhataAnp
5.

ala aka al«a
—— (A ] 1 (A d)
alNal « alFaNa

7.
ala
— v
ala . aFaVvp atla
— (A ]) 1 (A d)
(avB) ANata akF(aVp)Aa
9.
al «
a
a,lFa . al o F1
— () i ——— ()
a1k« akFa-l
11.

al« BB ala YEy
———— (- 4d) (- d)

a,fta- g ayka-y

(v d) (v d)
a,bFa-BVa-y a,yFa-BVa-y .
(v 1) 1
a,BVykFa-BVa-y
D
a-(BVy)Fa-BVa-y
BEB o lale
UEE— d) ———— (v d)
ata BEBVy al« YEBVy
d) (- d)
a,Ba-(BVY) a,yFa-(BVy)
a-Bha-(BVy) a-yka-(BVy) o
a-BVa-ykFa-(BVy)
14.
aba o _BEB L T Lok B
aANfFa aANBFBVy v 4 aANvyFa aNyFBVy v 4
(A d) (A d)

aABFan(BVy) aANYyFaA(BVY)

(anB)V(aAy)Fan(BVny)

(v D

U sistemu L ne vazi distributivnost A u odnosu na V: u njemu se ne moze dokazati sekvent

aA(BVY)E(@AB)V(aA7).
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15.
) . ) 1L,THL
1 —1FT jeaksioma,adokazza TFL—1 je ——— (= a).
THL— 1
17.
al«a al o akT . .
—_— (A D, ————————— (r~a; slicnoiza akgTAa
aNTFa akFanT

g.e.d. (Lema 2.4)

2.4 Sistemi L,, c € {C, K, W, CK,CW, KW,CKW}

Nove jednozaklju¢ne sisteme sekvenata dobijamo dodavanjem na L, strukturnih pravila iz bar
jednog od skupova:

Fl, (e ﬂ, FQ l_ A
C = ——— (¢ 1) o,
', B,a,T2F A
{ I, Dok A I+ }
K= —_— (k 1), - (kd) ¢,
I',a,T2 FA 'O
I',a,a, T2 F A
W = —_— w1,
{ Fl, «, I's - A }
Sistem L¢ se dobija kada se pravilima sistema L, dodaju pravila iz skupa C.
Sistem Ly se dobija kada se pravilima sistema L, dodaju pravila iz skupa K.
Sistem Lyy se dobija kada se pravilima sistema L, dodaju pravila iz skupa W.
Sistem L se dobija kada se pravilima sistema L, dodaju pravila iz oba skupa K i W.
Sistem Lok se dobija kada se pravilima sistema L, dodaju pravila iz oba skupa C i K; taj
sistem odgovara intuicionistickoj BC' K logici.
Sistem Leow se dobija kada se pravilima sistema L, dodaju pravila iz oba skupa C' i W; on
odgovara relevantnoj logici R2.
Sistem Lo se dobija kada se pravilima sistema L, dodaju pravila iz sva tri skupa C, K i
W; on odgovara Hejtingovoj logici, H.

Dodavanjem strukturnih pravila, neki veznici postaju ekvivalentni, pa tako, u sistemima sa

permutacijom imamo samo jednu implikaciju (i samo jednu negaciju), jer je a« — 3 k= f «— a:

atka BFpB ala BFpB
—— (=) —————— (« )
a,a— BEp B—aakp

— () — ()
a—pf,akp a,f—abtp

— (« ) —— (=
a— fFf—« B—akFa—p

U sistemima sa slabljenjem i kontrakcijom, imamo samo jednu konjunkciju (a A 8 k= a- §):

2R se odnosi na relevantnu logiku bez distributivnosti.
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alt« BEpB al« BFB
— (n ) — (A (k 1)
aNfFa aNBFpB a,0F« a, B
(GC)) (n d)
alNfB,aNBrFa-0 a,bFanpg
(w 1) -
aNBra-p a-fFaANp

Osim toga, u sistemima sa slabljenjem i kontrakcijom vazi i distributivnost, jer se u njima

dokazuje i a A (BVY)F (aAB)V (aA7y):

ab « BB ab « vy
(k1) (k1) (k1) (k1)
a,BFa a,BF B a7k a a,y
(A d) (A d)
a,bFanp a, vy aANny
(v d) (v d)
a,BF(aAB)V (aAy) a,vF(@aAB)V(aA7)

a,BVYE(aAB)V (aAy) v 1

aN(BVA),aN(BVY)E(@AB)V(aAT)
aN(BVy)E(@nB)V(any)

2.5 Sistem CL

CL je sistem sekvenata, formulisan na jeziku G, ¢ije su aksiome i pravila izvodenja dati u
Tabeli 2.6. To je sistem koji se odnosi na klasi¢nu asocijativnu Lambekovu logiku.

Cut-formulu, glavnu formulu, kao i levu i desnu glavnu podformulu pravila izvodenja u C'L,
definiSemo isto kao u L. Osim toga, i ovde ¢emo koristititi

@ »

™

Fl,gO,FQFA F"Al,QO,AQ
da oznac¢imo dokaze u kojima se poslednje primenjeno pravilo odnosi na ¢.

™

Lema 2.5 CL i OCL su ekvivalentni sistems.

Dokaz: Dovoljno je da dokazemo, kao u dokazu Leme 2.1, da se na osnovu aksioma i pravila
izvodenja jednog sistema, mogu izvesti aksiome i pravila izvodenja drugog. I ovde se taj dokaz
svodi na primenu odgovarajuéeg oblika pravila secenja. Na primer, za pravila izvodenja koja se
odnose na —, (—1) izvodimo na osnovu (— 1) na sledeéi nacin:
atla B3
'Fa—g,A a,aa— BFf
a,T'F (3, A




Aksiome:
al o (1d)
1 (1 d)
0+ o
AL, T, A ()
Iy, L,ToFA (1)

Strukturna pravila:

F1|_Ot FQ,O{,Fg"A

(cut—i)

Ty, Tq,Ts A
Fll—a,Al FQ,Q"AQ

(cut—ii)

To,Th F A, Ay
I'HAa a, s F Ag
T, T2 F A1, Ag
' A, a,As at As
T'F AL, As, Ay

(cut—iii)

(cut—iv)

Pravila izvodenja za konstante i veznike:

I, A

[L1,TsF A
IN'itka I2,8,Ts A
Iy, T1,a— B, Ts - A
' A« B, T2 - Ag
Ti,a— B,T2F A1, As

amn

(=1 D)
(=D

(=2 1)

N Fa [y, 68,Ts A
[y, a,T'1,TsFA
| B e AN I2,8F Ay
T2, 00— a, ' F Ag, Ay

(=1 D)

(=D

(=21

Fl,a,ﬂ,Fgl—A
F17a-B7F2FA (

Fi,aFA;  B,Tak Ay
Ti,a+ 8,02 Ay, Ay
Ti,aF  T5,8TsFA
2, Ti,a+3,TsFA
I,a,T2FA BTk
Ti,a+ 8,035, 2 F A

(+1 1)

(+2 1) + D

(+3 1)

Tia,TsF A I, 8,02 F A
T, aABTaFA Ti,anBTaFA
1,0, T2 FA  T1,3T:FA

I1,aVB,akA

A D

(v 1

I'akA,B
rrAjgea %
I'i-ALa Ta 3, As

Ty, Tk Ao 8,A,
FALa T'F As,B8,As

'k Ag, A1, 3,A3
TFALa A F G, As

(1 d)

(-2 d)

(-3 d)

F"Al,a'ﬁ,Ag,AQ

F F Al,Oé,/B,AQ

Y (+ d)
FFA17O¢+B7A2

FFA1,0¢,A2 F}—Al,ﬂ,AQ
T'FAL,aNB, A
F'_Al,()z,AQ F'_Al,/B,AQ

(n d)

F}—AhaVﬂ,Ag Fl—Al,a\/,B,AQ

(v d)

Tabela 2.6: Sistem CL
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(=1 1) dobijamo iz (—1) kao u dokazu Leme 2.1, a (—: 1) dobijamo na osnovu (—1), na
sledeéi nacin:

a— fFa—p
——————— (=D

F1|_A1,0é 0[7Oé—>ﬁkﬂ
(cut—iii)
Flaa*’ﬁl_Ahﬂ ﬁ71—‘2'_A2
(cut—iii)
F17Oé i /61 FZ F A17A2
g.e.d. (Lema 2.5)
Cetiri pravila se¢enja, (cut—i), (cut—ii), (cut—iii)i (cut—iv), u C'L se ne mogu zameniti jednim

pravilom:
I AL e A 2,0, T3 F Az

FQ,Fl,Fg = A1,A3,A2

(cut)

jer u prisustvu tog pravila (i u prisustvu implikacije), operacije - i + postaju komutativne, a

permutacija levo i desno od F, izvodiva:

al« at« 0+
(0 d) _— (=)
at0,« 'FAop a,~ ok
(= d) (cut)
T''~abFApB

F~oa, o
(cut)

'kA B«

2.5.1 Prve posledice

U CL vazi:

r-A akko I'k AT, A akko Ik A, I'A akko TFAT,

pa je zapeta levo od F, zamena za -, a desno od F za +. Osim toga, kako u C'L vazi i:

Fl,FQFA akko Fl,l,FQFA 1 FFAMAQ akko FFAl,O,AQ

prazan G-term levo od F je zamena za 1, a desno od  je zamena za 0.
Osnovna veza izmedu implikacije i fuzije, u CL, je data sa:

a-yFp+d akko yF (a— p)+4 i v-aFd+p akko yFi+ (8« a)

Sva pravila izvodenja u sistemu L, istovremeno su i pravila izvodenja u sistemu

CL. UCL vazii: &7 PFo
a+pBFa+ 6

Lema 2.6
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Dokaz:
Oé"(]tl ﬂl‘ﬁ1
—_————— (+ 1)
a+ﬁ|—a1,ﬁ1
———— (+ 4d)
a+ oo+ 6

g.e.d. (Lema 2.6)

Lema 2.7  Svi sekventi koji su dokazivi u L, dokazivi su i uw CL. U CL su dokazivi jo§ i:

1. a0+« 2. abga+0
3. at+(BAY) H (a+B)A(a+7) 4. (aAB)+yH (@+7)A(B+7).

Dokaz: Dajemo dokaze samo za 1. i 3.

1.
al «
(0 d)
at0,« (U al«a
(+ d) (+ D
a0+« 0+alF
3.
B Ty
— (A ) — (A ]
al« BAYES atka BAyE~y
+ D + D
a+(BAY)Fa B a+(BAY)Fa, B
+ @ d)
a+(BAY)Fa+p a+(BAY)Fa+p " ;
A
at (BAY)E (a+B)A(a+7)
ab«a BFB al«a vk
—_ + ) ———————— (+ )
a+GFa,f a+vFa,y
(A1) (A1)
(a+pB)AN(a+7)Fa,p (a+B)A(a+7)Fay o~
A

(@+B)A(a+y)Fa,BAy
(@+B)A(a+y)Fa+(BA7Y)

(+ d)

g.e.d. (Lema 2.7)

Dakle, u visezakljuénim sistemima vazi distributivnost + u odnosu na A.

ak B
Y HAE

Lema 2.8 U CL vazi pravilo zamene:

Dokaz: Dovoljno je da dokaz Leme 2.3 dopunimo slucajem kada je formula v oblika v + ~s.
Tvrdenje, medutim, tada direktno sledi, na osnovu Leme 2.6.
g.e.d. (Lema 2.8)
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2.6 Sistemi CL,c, 0 € {C° K, W CK®,CWe, KW, CKWe}

Nove viSezakljuéne sisteme sekvenata dobijamo dodavanjem na CL, strukturnih pravila iz

bar jednog od skupova:

c Fl7a7ﬁ7r2l_A FFAlya,ﬁ7A2

Cc = —————— (¢ D), T o A edp,
Fl,ﬁ,a,Fgl—A Fl—Al,ﬁ,a,Ag
Fl,rz}_A F"A1,A2

K¢ = —_— (k 1), —— *&° ) p,
Fl,a,FQI—A FI—Al,a,AQ

¢ Fl,a,a,Fgl—A Fl—Al,a,oz,Ag

we = —_—— (w 1), 0 (w 4d) p.
Fl,a,Fgl—A F}—Al,a,Az

Sistem C'Lce se dobija kada se pravilima sistema C'L, dodaju pravila iz skupa C*°.

Sistem C'Lge. se dobija kada se pravilima sistema C'L, dodaju pravila iz skupa K°¢.

Sistem CLyye se dobija kada se pravilima sistema C'L, dodaju pravila iz skupa W¢.

Sistem C'Lgcye se dobija kada se pravilima sistema CL, dodaju pravila iz oba skupa K¢ i
we.

Sistem C'L¢ocge se dobija kada se pravilima sistema C'L, dodaju pravila iz oba skupa C° i
K¢; on odgovara klasicnoj BCK logici.

Sistem C'Loeye se dobija kada se pravilima sistema C'L, dodaju pravila iz oba skupa C° i
we.

Sistem C'Lcoegewe se dobija kada se pravilima sistema C'L, dodaju pravila iz sva tri skupa

C¢, K¢ i W€ on odgovara klasi¢noj logici.

Svi sekventi dokazivi u L, dokazivisuiu CLye, zasvako o € {C, K, W,CK,CW, KW, CKW }:
L, je restrikcija sistema C' L, na jednozakljuéne sekvente. Tako su i u viSezakljuénim sistemima,

u prisustvu kontrakcije i slabljenja, ekvivalentni - i A; medutim, ovde su ekvivalentni i 4+ i V:

ala BFpB ala BFpB
(k¢ d) (k¢ d) — (v d) — (v )
ala,( BFa B akFaVvp BFaVvp
(v D (+ D
aVpkap a+prFaVvp,aVv
—— (+ d) (w d)
aViBkFa+pg a+pBrFaVvp

Lako se dokazuje da u sistemu L vazi:

Labre—-a i ab o~a 2 28 2228 5 aff 0 oFf
BF -« B~ a ~ Bk~ a -0 F -«

a u sistemu CL i

BFa . ~fBFa 3 ~BF~a o B
—— 1 ) . 1 .
~alk g —at g’ akp atkpg

1. ~—aklFa i “~ala; 2.
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U CL vaizi i

l.a—BH(~a)+p, 2. fe—alkB+a,
J.a—-0kg ~(f-a), 4. f— ok -(a ~B),
5. a+ B a—~f, 6. a+ 0 (—~a) — .

De Morganovi zakoni, u svim sistemima, su:

I. ~(aVvp)H ~an~p i —(aVB) 5 ~aA-p,
dok su, samo u viSezaklju¢nim, i:

2. ~(aNB)H ~aV~ B, —(aAB) 5 -aV-p

3. ~(a By ~Bt~a, (e B) B8+ o

4. ~(a+pf) b ~ B ~a, —(a+ ) 5 8- a.

U visezakljuénim sistemima, vazi i

. aVpikg-a(~an~p), aV ik ~(nan-p)
alAfHa(~av~p), aAf ~(naV-p)
@ Bl (vt ~a),  a-fhy ~ (<54 -a)
a4 BH A~ G ~a),  atfR ~ (8 -a)

- W N

2.7 Konstante

U navedenim sistemima, aditivne konstante, T i L se, s obzirom na:

TAhabakaNT i LVabgakbaVv Ll
(videti Lemu 2.4, tacke 17. i 18.) ponasaju kao jedini¢ni elementi za A i V, multiplikativna

konstanta 1 se u pona8a kao jedini¢ni element za -:

akba-l i agl-o
(videti Lemu 2.4, tacke 9. i 10.) dok se konstanta 0, samo u viSezakljuénim sistemima, ponasa

kao jedini¢ni element za + (videti Lemu 2.7, tacke 1. 1 2.):

akba+0 i akg0+a.

Neposredno se dokazuje da u svim sistemima, jednozakljuénim i viSezakljuénim, vazi:

Okf ~1 i Ok -l

Samo u viSezakljuénim, vazi i:

L1k ~0 2150 3 Lk ~T 4 Lik-T 5 Th~L 6 Thk-L.
Aditivna konstanta T je skracenica za L — L ili L « 1 (videti Lemu 2.4, tacke 15. i 16.):

Tl__|J_*>J_ i T|:|J_HJ_.
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U sistemima sa slabljenjem vazi 0 13i1 k= T, pa u njima imamo samo jednu jedinicu i

samo jednu nulu.

0F
31 F 0 je aksioma, a 0 F L dobijamo iz
OF L

(k d).



Glava 3

Algebarski modeli

Za svaku logiku, ¢iji je sistem sekvenata formulisan u prethodnoj glavi, ovde je dat odgo-
varajuci algebarski model, u odnosu na koji je, u narednoj glavi, dokazana potpunost i nepro-
tivre¢nost.

Relaciji F u sistemima sekvenata, u algebarskoj strukturi odgovara relacija (poretka) <.
Osim toga, svakom logickom vezniku odgovara ta¢no jedna algebarska operacija i svakoj iskaznoj
konstanti, odgovara ta¢no jedan istaknuti element u domenu algebarske strukture. Za logicke
i algebarske operacije, kao i za iskazne konstante i istaknute elemente iz domena algebarske
strukture, koristi¢emo iste simbole (s obzirom na okruzenje uvek ée biti jasno da li je re¢ o

algebarskim ili logickim simbolima).

3.1 L-algebre

Definicija. Struktura A = (A, —,«,-,A,V,1,0, T, L) je L-algebra akko je skup A zatvoren
za binarne operacije — i «—, i vazi:

1.0 A,
i T=11,

3. (A,-,1) je monoid?,

4. a-(bVe)=a-bVa-c, (avVb)-c=a-cVb-e za svako a,b,c € A,

5. a < b—cakkob-a <e¢, a<c«+bakkoa-b<ec, za svako a,b,c € A, gde je

a <bzamena za a =aAb. o

!Struktura (A, A,V, T, L,), u kojoj je skup A zatvoren za binarne operacije AiV,i L € AiT € A, je mreza,
ukoliko su A i V asocijativne, komutativne i idempotentne, i vazi apsorpcija A u odnosu na V i V u odnosu na A.
2Struktura (A,-,1), u kojoj je skup A zatvoren za binarnu operaciju - i 1 € A, je monoid, ukoliko je -

asocijativna, a 1 njen jedini¢ni element.

31
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Kako je operacija -
izostavljamo pisanje zagrada: a; -ag-as- ...

Zapeta levo od < je zamena za -, pa ¢emo

Dakle, aksiome L-algebre su:

u L-algebri asocijativna, u izrazima oblika (...

((a1 . a2> . ag)...) © Qp

umesto ai-as-...-a, < bpisatiiai,as,...,a, <b.

i) (aAb)Ac=aAN(bAc) ii) (avb)Ve=aV(bVc)
i) aANb=bAa iv) aVb=bVa
v) ahNa=a vi) aVa=a
vii) (aVb)ANa=a viit) (aAb)Va=a
ir) a<T z) L<a
zi) (a-b)-c=a-(b-c) zit) a-1l=1-a=a
ziti) a-(bVe)=a-bVa-c ziv) (aVb)-c=a-cVb-c
w) a<b—c < b-a<c 2wi) a<c—b & a-b<eg za svako a, b, c € A.
Lema 3.1 U L-algebri vazi:
1. a < bakko aVb=b;

© ® N AW

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

< je parcijalno uredenje na A;
a-(a—0b)<b, (b«—a)-a < b (modus ponens);
akojea<a;ib<byondajea-b<ai- b
akojea<a;ib<b;ondajea; —b<a— b
akojea<a;ib<b;ondajeb«—a; <b «— a;
akojea<a;ib<b ondajeanb<ai Ab;
akojea<a;ib<byondajeaVb<aVb;
akojer<aix <aAbondajezx <b
akojeaVb<zia<zondajeb<ux;
aNb<aiaAb<b

a<aVbib<aVb

ay, L,as <b;

ako je a; < xiag,r,a3 <bonda je az,ai,a3 < b;

ako je a1 < xias,y,a3 < bonda je as,a1,r — y,a3 < b;
ako je a; < xias,y,a3 < bonda je as,y «— x,a1,a3 < b;

ako je a1, x,a0 < bili a1,y,as < bonda je a1,z Ay, as < b;

akojea <zxia<yondajea<xAuy;

ako je a1, x,a2 < biay,y,as <bondajeay,xVy,as < b

akojea<zilia <yondajea<zVy.
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Dokaz:

1.

SANN N

2. Dokazujemo da je relacija < refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna.

Dajemo samo neke dokaze.
a<b (pp)
a=bAa (1, 4i7)
avVb=bVa (1v)
avVb=bV(bANa) (2,3)
aVb=>b (4, v, viid)

- o

avVb=>b
aNb=bANa
aNb=(aVb)
aNb=a

< je refleksivna: a < a sledi direktno iz aksiome algebre a A a = a.

< je antisimetricna, jer iz a < bi b < a sledi a = b:

1. a<b (pp)
2. a=aAlbd (1)
3. b<a (pp)
4. b=bAa (3)
5. aNb=bAa (i)
6. a=b (2, 4, 5)
< je tranzitivna, jeriza <bib<csledia < ¢
1. a<b (pp)
2. a=aAlbd (1)
3. b<c (pp)
4. b=bAc (3)
5. a=aA(bAc) (2, 4)
6. aAN(bAc)=(anb)Nc (i)
7. a=alc (5,6, 2)
8. a<c (7)
3. 1. a—=b<a—b (< jerefleksivna)
2. a-(a—b)<b (1, 2w
4. 1. a<a (pp)
2. ar=aVa (1, Lema 3.1.1)
3. ai-b=(aVva)-b (2)
4. a;-b=a-bVa-b (3, ziv)
5. a-b<ai-b (4, Lema 3.1.1)
6. b<bh (pp)
7. bi=bV (6, Lema 3.1.1)
8 ai-bi=a-(bVb) (7
9. aj-by=a1-bVay-by (8, xiii)

1.
2.

b—a<b+—a
(be—a)-a<b

(< je refleksivna)
(1, zvi)
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11.

13.

14.

10.
11.

H
e

NSt =

© 0 NSO WD

U W=

Ok W=

al-bgal-bl (9,
a-bgal-bl (5,

a < a

a-(ag —b)<a
ai-(ag —b) <b
a-(ag —b)<b
a1 —b<a—b
b<b
a-(a—0b)<b
a-(a—10)<b
a—b<a—b

a1—>b§a—>b1

a=ala
aNb=(aNa)\Db
b=bAb;

(a1 —b)

Lema 3.1.1)

10, tranzitivnost)

pp)

1, Lema 3.1.4)

modus ponens)

2, 3, tranzitivnost)

pp)

modus ponens)

7, tranzitivnost)

(
(
(
(
(4, 2v)
(
(
(6,
(8, zv)
(5,

5, 9, tranzitivnost)

(aNai)ANb=(aNai)A(bAby)
(a/\al)/\(b/\bl):(a/\b)/\(al/\bl)
aNb=(aNb)A (a1 ANby)
aANb<ai Ab;
(anb)Va=a (viii)
aNb<a (1, Lema 3.1.1)
ap <1l — 1 i)
dl,aa < L 1, zv)

x)

(
(
1 <a;—0b (
Liag<ay—b (
ai, L,as <b (
a <z

az, x,a3 < b

x <ag— (b a3)

a1 < ap — (b as)

ag,ai,a3 < b

2, 3, tranzitivnost)
4, zv)

pp)

(

(pp)

(2, zv, zvi)
(

(

4, xv, xvi)

1. (bAa)Vb=1b
2. anb<b

1, 3, tranzitivnost)

(vidd)
(1, Lema 3.1.1, iii)
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15. ap <x
az,y, as Sb
Yy <ag— (b as)

x—y<a — (a2 — (b a3))

AR el ol o

az,a1,r — Y,a3 < b

17. x<a; — (b az) pp, 2v,
ANy <zx

x Ay <ay — (b ay)

Ll

a17$/\y7a2§b

18. a<zx
a<y
aNa<xT ANy

a<zTANy

L,
3, v

(
(
( Lema 3.1.7)
(

R

)
19. al,x,as <b
x<a; — (b az)
ai,y,az <b

y<ar— (b ap)

m\/y§a1—>(b<—a2)

NSOt W=

al,x\/y,aggb

20.

—_

a<w (pp)
(Lema 3.1.12)

(1, 2, tranzitivnost)

r<xVy

w0 1

a<zVy

Definicija.
~a=a—0 1 —a=0+a.
Lema 3.2

1.

2.

3.
Dokaz:
1. 1.

2.

3.

U L-algebri vazi:
a<~-aia< - ~a,
a <~ b akko b < —a,

0—a,a<0
—a,a <0

a <~ a

modus ponens
1%

(1)
(2, zv)

(
(Lema 3.
(
(

xVy<(ag — (b—a2))V(ag — (b az))

(pp)

(pp)

(2, zv, Vi)

(1, 3, Lema 3.1.5)
(4, zv, xvi)

xvi)

1.11)

1, 2, tranzitivnost)

3, xv, xvi)

g.e.d. (Lema 3.1)

Za svaki element a iz domena algebre, ~ a i —a definiSemo na slede¢i nagcin:

o

akojea <bondaje~b<~ai-b< —a.

1.
2.
3.

modus ponens
p

(1)
(2, zvi)

a,a—0<0
a,~a<0

a<n~a
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2. 1. a<~b (pp) 1. b<-a (pp)
2. b,a<0 (1, 2v) 2. b,a<0 (2, zu)
b<-a (2, zvi 3. a<~b (3, )
3. 1. a<d (pp) 1. a<b (pp)
2. ~b<~a (1, Lema 3.1.5) 2. =b<-a (1,Lema 3.1.6)

g.e.d. (Lema 3.2)

3.2 L,-algebre, 0 € {C,K,W,CK,CW, KW,CKW}

U trecoj koloni u Tabeli 3.1, su dati algebarski zakoni u algebri koja odgovara onoj logici, u

kojoj vaze strukturna pravila iz prve kolone.

Strukturno pravilo | Dokaziv sekvent | Algebarski izraz
T'i,a,8,T2FA
Foonplb A (e 1) a-fFB-a a-b<b-a
Fl,ﬂ,a,Fgl—A

I, TaFA a-fFa a-b<a
- = (kD

I',o,Ta A a-BFp a-b<b

'+

(k Q) 0F « 0<a

'Fa
N,a,al2FA
$(wl) alFoa-«a a<a-a
Fha,FQFA

Tabela 3.1: Algebarska ,strukturna” pravila

Definicija. Neka je A = (4, —,«,-,A,V,1,0, T, L) L-algebra.

Ako je (A, -, 1) komutativan monoid, onda je A komutativna algebra; zvacemo je Lo- ili
Lin-algebra.

Ako za svako z,y € A vazi: 1) levo slabljenje: z -y < x, -y <y i i) desno intuicionisticko
slabljenje: 0 < z, onda je A Lx-algebra.

Ako za svako x € A vazi leva kontrakcija: © < x -z, onda je A Lyy-algebra.

Algebra A koja je i Lo— i Lg—algebra, je Lok~ ili BCK-algebra.

Algebra A koja je i Lo— i Lyy—algebra, je Low- ili R-algebra.

Algebra A koja jei Lx— i Lyy—algebra, je Lxw-algebra.

Algebra A koja jei Lc— i Lx— i Ly —algebra, je Logw-, odnosno H-algebra (Hejtingova).

O
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Sve Ls-algebre, o € {C, K,W,CK,CW,KW,CKW}, zajedno sa L-algebrom, zovemo jed-
nim imenom intuicionisticke algebre.
Kako su sve aksiome L-algebre ujedno i aksiome L,-algebre, svaki izraz dokaziv u L-algebri,

dokaziv je i u L,-algebri.
Lema 3.3 U svim algebrama sa slabljenjem vazi: 0= L i 1 =T.

Dokaz: U svakoj algebri sa slabljenjem, za svako x iz domena te algebre, vazi 0 < x, odakle
jei0 < L. Sa druge strane, kako je i L <0 (aksioma z L-algebre), to je 0 = L.
Na osnovu aksiome iz, imamo da je 1 < T, a T < 1slediiz 1-T < 1 (levo slabljenje) i
1-T=T.
g.e.d. (Lema 3.3)

Lema 3.4 U algebrama sa levom kontrakcijom 4 levim slabljenjem, vazi: x Ny = x - y.

Dokaz:

(zAy<z-y): 1. zAy<z (Lema 3.1.11)
2. zANy<y (Lema 3.1.11)
3. (zAhy)-(xAy)<z-y (1,2, Lema 3.1.4)
4. zANy<(zAy) -(xAy) (leva kontrakcija)
5. zAy<z-y (4, 3, tranzitivnost)

(r-y<zAy): 1. z-y<zx (levo slabljenje)
2. xz-y<y (levo slabljenje)
3. (x-yyAN(z-y)<zxzAy (1,2, Lema 3.1.7)
4. z-y<zAy (3, v)

g.e.d. (Lema 3.4)

U komutativnim algebrama imamo samo jednu implikaciju (i samo jednu negaciju):
Lema 3.5 U komutativnim algebrama vazi: x — y =y «— x.

Dokaz:
1. z-(x—y)<y (Lema 3.1.3) 1. (y—=xz)-z<y (Lema 3.1.3)
2. (z—vy)-z<y (1, komut, tranz.) 2. z-(y—=z)<y (1, komut, tranz.)
3. z—oy<y—zx (2,xvi) 3. y—z<z—y (2, 2v)
g.e.d. (Lema 3.5)
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3.3 ('L-algebre

Definicija. Struktura A = (A, —,«—,-,+,A,V,1,0, T, L) je C'L-algebra akko je skup A zat-
voren za binarne operacije — i «—, i vazi:

1. 0 € A,

2. (A,A,V, T, 1) je mreza, ¢iji je najmanji element |, najveéi T, pri ¢emu je: T = 1 — L
i T=11,

3. (A4,-,1) i (A, +,0) su monoidi,

4. a-(bVe)=a-bVa-c, a+(bAc)=a+bAa+c,

(avb)-c=a-cVb-ec (aNb)+c=a+cANb+c, za svako a,b,c € A,
5. bra<c+d < a<(b—c)+d,
a-b<d+c & a<d+(c—0D), za svako a,b,c,d € A, gde je a < b zamena za
a=aAlb. o

Kako su operacije - i + u C'L-algebri asocijativne, umesto (... ((a1-a2)-a3)...)-a, pisaéemo
ay-ag-as-...-ap, a umesto (...((by +ba) + b3)...) + by, pisa¢emo by + by + bg + ... + by,.
Zapeta levo od <, i ovde je, kao u L, zamena za -, a desno od < je zamena za +, pa ¢emo

umesto a1 - ag ... Ay < by +by+ ...+ by, pisatiiay,as,...,am < by,bo, ..., by,.

Dakle, aksiome CL-algebre su:

i) (anb)Aec=aAN (bAc) i) (aVb)Ve=aV(bVe)
iii) aANb=bAa w) aVb=bVa

v) alNa=a vi) aVa=a
vii) (aVb)ANa=a viit) (aAb)Va=a

ir) a<T z) L<a

zi) (a-b)-c=a-(b-c) zit) a-l=1-a=a
ziti) a-(bVe)=a-bVa-c ziv) (aVb)-c=a-cVb-c
zv—c) b-a<c+d & a<b—c+d
xwvi—c) a-b<d+c¢ & a<d4+c<b
zvii) (a+b)+c=a+ (b+c) zviii) a+0=04+a=a
ziz) a+ (bAc)=a+bAha+c zz) (aAb)+c=a+cAb+c, zasvako a,b,c € A.

Aksiome i — xiv su istovremeno i aksiome L-algebre. Aksiome xv—ci xvi— c su odgovarajudi

oblici aksioma zv i zvi za klasiéne algebre (u C'L-algebri vaze i aksiome zv i zvi L-algebre).

Lema 3.6 U CL-algebri vazi 1-20. iz Leme 3.1 i:
1. akojea<a;ib<b;ondajea+b<a;—+b
2. akojea<z+bix<condajea<c+b
3. akojea<b+zizx<condajea<b+c
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© © N o Gt

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

ako je a; < x,b1 1 ag,x < by onda je as,a; < by, by;

ako je a1 < b1,z i x,a9 < by onda je ai,as < by, bo;
~-a<ai-~a<a;

a < by + by akko —by - a < bo;

a < by + by akko a- ~ by < by;

ako je a1 < by,x1y,ae < by onda je ay,x — y, a0 < by, bo;
ako je a1 < x,b1 1 a9,y < by onda je ag,y «— x,a1 < ba, by;
ako je a1 < b1,z iae <y,by onda je ay,as < by, x -y, bo;
akoje1 <by,zia<by,y,bs onda je a < ba,by,x -y, bs;
ako jea < by, x,b511 < y,bs onda je a < by, x - y,bs, bs;
ako je a1, < by iy,ae < by onda je a1, + y, as < by, bs;
ako je a1, x <01 ag,y,a3 < bonda je az,ar,z+ y,a3 < b;
ako je a1,x,a3 <biy,as <0 onda je ay,x + y,as,as < b;
ako je a < by, x,by 1 x < b3 onda je a < by, b3, bo;

ako je a < by, x,baia < by,y, by onda je a < by, x Ay, bo;
ako je a < by, x,by ili a < b1,y,bs onda je a < by, x V y, bo;
a <by, T, ba.

Dokaz: Dajemo samo neke dokaze.

1.

© 0N e Ut W

No e W

a=ala (pp)
a+b=(aNay)+b (1)
at+b=a+bANa+Db (2, zx)
a+b<a+b (3)

b=bAb (pp)

ai+b=a;+ (bAb) (5)
ap+b=a;+bANay+0b (6, zix)

a1 +b<a;+b (7)

a+b<a+b (4, 8, tranzitivnost)

a=aAl(x+Db) (
r=xANc (
a=aA ((xANc)+b) (
a=aAN(x+bAc+b) (3, xx)
a=(aNx+b)ANc+b (4,1
a=aNc+b (
a<c+bd (
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a1 < x+b

z < ag — by

a; <az — by + 01
az,a; < be, by

W

a<a

a<a,0

1,a <a,0
1<a,0—a
1<a,—a
—a,-a — 0<0
1,-7a —- 0<a,0

~-a<a

NSt =

8.

je refleksivna)

1, xvm)

modus ponens)
5, 6, Lema 3.6.5)

(7, ii, zvii)

(
(
(
3
(
(
(5,

Dokaz za = ~ a < a je slican. Ovo zajedno sa Lemom 3.2.1, daje da u klasi¢noj algebri vazi:

—~a=al~a=a.

7. 1. a<b+b (pp) 1. —=b;-a<by (pp)
2. b <~ by (Lema 3.2.1) 2. ab-a<0+4+0by (1, zvidi)
3. a<~-by+by (1,2, Lema 3.6.2) 3. a<~-b+by (2, 2v-0)
4. =by-a < by (3, zv-c, zviii) 4. ~ b <b (Lema 3.6.6)
5. a<b+b (3, 4, Lema 3.6.2)
9. 1. ay<b,z (pp)
2. —brar <z (1, Lema 3.6.7)
3. y,as < by (pp)
4. y<by« as (3, zvi-c)
5. z—y<(=br-a1) — (ba —a2) (2,4, Lema 3.1.5)
6. -bi,a1,x — y,as < by (5, zv, zvi)
7. a1, x —y,as < by, by (6, Lema 3.6.7)
11. 1. =b,a1 <z (pp, Lema 3.6.7)
2. as,~by <y (pp, Lema 3.6.8)
3. —bi,ap,az,~by<z-y (1,2, Lema 3.1.4)
4. ap,az <by,x-y,bo (3, Lema 3.6.7, Lema 3.6.8)
18. 1. —br,a,~by <z (pp, Lema 3.6.7, Lema 3.6.8)
2. —bp,a,~by <y (pp, Lema 3.6.7, Lema 3.6.8)
3. (=bi,a,~b2) A(=by,a,~b2) <z Ay (1,2, Lema 3.1.7)
4. =b,a,~by<zTAY (3,v)
5. a<by,zANy,by (4, Lema 3.6.7, Lema 3.6.8)
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19. pp, Lema 3.6.7, Lema 3.6.8)
Lema 3.1.12)
1, 2, tranzitivnost)

3, Lema 3.6.7, Lema 3.6.8)

ﬂbl,a,N b2§l‘
z<zVy
—by,a,~ by <xVy
a<b,rVy,by

- w D
A~ o~~~

20. Direktno iz —by,a,~ by € A1 —bg,a,~ by < T (T je maksimalni element skupa A).
g.e.d. (Lema 3.6)

Lema 3.7 U CL-algebri vazi i:
1. a—=b=~a+b 2. b—a=b+a
3. a—b=~(-b-a) 4. b—a=-(a ~D).

Dokaz: Dajemo samo dokaze za 1. i 3.

1. 1. a<a (< je refleksivna) 1. a,a—0<0 (modus ponens)
2. a,1<0,a (1, wii, zviii) 2. a,~a<0 (1)
3. 1<~a,a (2, zv —¢) 3. b<d (< je refleksivna)
4. b<b (< je refleksivna) 4. b,1<b (3, xii)
5 b,1<b (4, wii) 5. a,~a+b1<0,b (2,4, Lema 3.6.14)
6. 1l,a—0b1<~a,b (3,5 Lema3.69) 6. a,~a+b<b (5, xii, xviii)
7. a—b<~ab (6, zii) 7. ~a+b<a—b (6, a0)
3. 1. b<~-b (Lema 3.2.1) 1. =b-a<—-~(=b-a) (Lema 3.2.1)
2. a,a—b<b (modus ponens) 2. =b,a,~(=b-a)<0 (1, xvi)
3. a,a—b<~-—b (1, 2) 3. a,~(=b-a)<~-=b (2, 20)
4. =b-a,a—b<0 (3, av) 4. ~-b<b (Lema 3.6.6)
5. a—b<~(=b-a) (4, zv) 5. a,~(=b-a)<b (3,4)
6. ~(2b-a)<a—0b (5, xv)

g.e.d. (Lema 3.7)

3.4 CL,-algebre, 0° € {C¢, K¢, W¢,C°K¢,C°W¢, KW¢, C°K°W*}

U tre¢oj koloni u Tabelama 3.1 i 3.2, su dati algebarski zakoni u algebri koja odgovara onoj
viSezaklju¢noj logici, u kojoj vaze strukturna pravila iz prve kolone.
Definicija. Neka je A = (A, —,«—,-,+,A,V,1,0, T, L) CL-algebra.
Ako su (A,-, 1) i (A, +,0) komutativni monoidi, onda je A komutativna algebra; zvatemo je
CL¢e-, odnosno C'Lin-algebra.
Ako za svako x,y € A vazi: i) levo slabljenje: z -y < x, x -y < y i 4i) desno slabljenje:
r<zx+y,y<z+y, ondaje A CLgec-algebra.



42 Glava 3. Algebarski modeli

Strukturno pravilo | Dokaziv sekvent | Algebarski izraz

F}—Al,a,ﬁ,Ag

— " H b<b
F%Al,ﬂ,a,AQ(d) a+pBF B+« a+b<b+a
'k A As ata+ 0 a<a+bd
— (k¢ d

AL A, oY Bl a+p b<a+b

'+ A1,a,a,A2

w d at+aba at+a<a
F}_Al,a,Az ( ) -

Tabela 3.2: Algebarska ,strukturna” pravila

Ako za svako © € A vazi: i) leva kontrakcija: x < x -z i i) desna kontrakcija: = + = < x,
onda je A CLyyc-algebra.

Algebru A, koja je i CLge— i C'Lge—algebra, zovemo CLgege-, odnosno C BC' K-algebra.

Algebru A, koja je i CLge— i CLyyc—algebra, zovemo C Lgeyye-, odnosno C R-algebra.

Algebru A, koja je i CLge— 1 C'Lyye—algebra, zovemo C'Lgecyye-algebra.

CLcoegewe-algebra je algebra koja je i CLoe— 1 CLge— i CLye<—algebra. Zovemo je i
C-algebra. o

Sve CL,c-algebre, 0¢ € {C¢, K¢, W¢ C°K¢,CW¢, KW, C°K°W*¢}, zajedno sa CL-algeb-
rom, zvac¢emo jednim imenom, klasicne algebre.
U klasiénim algebrama sa kontrakcijom i slabljenjem, osim §to imamo samo jednu kon-

junkciju, imamo i samo jednu disjunkciju:
Lema 3.8 U klasi¢nim algebrama sa kontrakcijom i slabljenjem vazi: xA\y = x-y i xVy = x+y.
Dokaz: Dokaz koji se odnosi na konjunkciju isti je kao u intuicionistickim algebrama.

Lema 3.1.12)
y<xz+y (desno slabljenje) Lema 3.1.12)

r<x+y (desno slabljenje) 1 (
2 (

zVy<z+y (1,2, Lema3.1.19) 3. z+y<(zVy +(xVy) (1,2, Lema 3.6.1)
4 (
5 (

z<xVy
y<rVy

(xVy)+(zVy) <zxzVy
r+y<zVy

desna kontrakcija)

3, 4, tranzitivnost)

g.e.d. (Lema 3.8)

Lema 3.9 U klasi¢nim algebrama bez kontrakcije vazi: 1 <~a+a ¢t 1 < a+ —a.

U klasicnim algebrama sa kontrakcijom vazi i: 1 <aV~a i 1<aV —a.
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Dokaz: Dajemo samo neke dokaze.
1. a<a (< je refleksivna)
2. a-1<0+4+a (1, i, zviii)
3. 1<~a+a (2,2v—2c)

1. a<a (< je refleksivna)
2. a-1<a (1, xii)

3. 1<a—a (2, zv)

4. 1<~a+a (3, Lema 3.7.1)

5. a<aV~a (Lema 3.1.12)

6. ~a<aV~a (Lema 3.1.12)

7. at~a<(aV~a)+(aV~a) (Lema3.6.1)

8. 1< (aVv~a)+ (aV ~a) (4, 7, tranzitivnost)
9. (av~a)+(aV~a)<aV~a (kontrakcija)
10. 1<aV~a (8, 9, tranzitivnost)

g.e.d. (Lema 3.9)

Lema 3.10 U komutativnim klasiénim algebrama vaZzi:

1,~b—~a,a<b0

a,~b—o~a<b

4, 6, Lema 3.6.9)

7, xii, xviii, - je komutativna)

a) (~b) — (~a)<a—b, b) (=b) — (—a) < a —b.

Dokaz: Dajemo samo dokaz za a):

1. b<b (< je refleksivna)

2. b5,1<0,0 (1, wit, xviii)

3. 1<~1b,b (2, zv — ¢)

4. 1<b,~b (3, + je komutativna)

5 a,~a<0 (modus ponens)

6. ~a,a<0 (5, - je komutativna)

7. (

8. (

9. (

~b—~a<a—b 8]11})

g.e.d. (Lema 3.10)

Lema 3.11 De Morganovi zakoni u svim algebrama, intuicionistickim i klasicnim, su:
1. =(aVb) = (—a) A (—d) i ~(aVb)=(~a)A(~Db).
Samo u klasiénim algebrama, vazi i:
2. 2(anb) = (ma)V(=b) i ~(aAb)=(~a)V(~D),
8. o(a-b)=(-b)+(wa) i  ~(a-b)=(~b)+(~a),
1o A(a+b)=(b)-(na) i  ~(a+b)=(~b)-(~a).

~
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Dokaz: Dajemo samo neke dokaze.
1.
1. a<aVd (Lema 3.1.12) 1. —aA-b<-a (Lema 3.1.11)
2. =(aVvb) <-a (1, Lema 3.2.3) 2. —aA-b,a<0 (1, zvi)
3. b<aVvb (Lema 3.1.12) 3. —aA-b<-b (Lema 3.1.11)
4. —=(aVvb)<-b (3, Lema 3.2.3) 4. —aA-bb<0 (3, zvi)
5. =(aVvb) <-aA-b (2,4, Lema 3.1.18) 5. —-aA-baVvVb<0 (2,4, Lema 3.1.19)
6. —aA-b<-=(aVb) (5, zvi).
2. 1. anb<a (Lema 3.1.11)
2. ~a<~(aNd) (1, Lema 3.2.3)
3. anb<b (Lema 3.1.11)
4. ~b<~(anb) (3, Lema 3.2.3)
5. ~aV ~b<~(aAb) (2,4, Lema 3.1.19)
1. ~a<~aV~b (Lema 3.1.12)
2. a(~avVe~b)<-~a (1, Lema 3.2.3)
3. =~a<a (Lema 3.6.6)
4. =(~av~b)<a (2, 3, tranzitivnost)
5. ~b<~aV~b (Lema 3.1.12)
6. —(~aVv~b)<-an~b (5, Lema 3.2.3)
7. 2~b<Db (Lema 3.6.6)
8 —(~av~b)<bh (6, 7, tranzitivnost)
9. —(~aV~b)<aAb (4, 8, Lema 3.1.18)
10. ~(aAb) <~ =(~aV ~b) (9, Lema 3.2.3)
11. ~~=(~aV ~b)<~aV~b (Lema 3.6.6)
12. ~(aAb) <~aV ~b (10, 11, tranzitivnost)

Odavde se neposredno dokazuje i:

aVb=~ (—-aA-b),
aNb=~ (-aV -b),
a-b:N (—|b+_\a)’

Lema 3.12 U klasi¢nim algebrama vaZi:
1. aVb=-(~aA~b),
3. aNb=-(~aV ~Db),
5. a-b=—(~bt ~a),
7. a+b==(~b ~a),

S ol

a+b=~ (=b-—a).

g.e.d. (Lema 3.11)
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3.5 Algebarski modeli supstrukturnih logika

Neka je V skup svih promenljivih jezika & i neka je F'~ skup svih formula na &, koje ne
sadrze binarni veznik +.

Definicija. Neka je A L- (L,-) algebra i neka je v : V' — A osnovna valuacija. Tada:

1. Za svaku formulu o € F~, definisemo valuaciju v(«) € A, na sledeéi nacin:

vfl. wv(p) =vo(p), peV
0f2. w(a— B) = v(a) — v(d)
0f3. (= a) = v(8) — v(a)
vfd. v(a-B)=v(a) v(f)
vf5. v(aVB) =v(a)Vo(h)
vf6. v(aAB)=uv(a) Av(S)
vf7. v(l)=1

vf8. v(0)=0

vf9. v(T)=T

vf10. w(l) = L.
2. Za svaki sekvent I' = A na G bez +, u kojem je A singlton, definisemo v(I' = A) na slededi

nacin:
vsl. v(y,.. b 6) Je v(n..om) Sw(d), n=1
v$2. v(y,...,WmbE) je vl o) <0, n>1
vs3. v(F0) je 1 <w(d)
vsd. v(F) je 1<0.

o

Definicija. L-model (odnosno L,-model) je (A, v), gde je A L-algebra (L,-algebra), a v va-

luacija. o

Modele klasi¢nih logika definiSemo na sledeé¢i nacin. Neka je F' skup svih formula na jeziku

Q3

Definicija. Neka je A CL- (odnosno C'Lgec-) algebra i vg : V' — A osnovna valuacija. Tada:
1. Za svaku formulu a € F' definisemo valuaciju v(«) € A, tako da vaze vf1 — v f10. i
vfll. v(a+ B) =v(a) +v(5).
2. Za svaki sekvent I' - A na G, definisemo v(I' - A), tako da vaze vs2, vs4. i

vsl€ V(Y. E 0L, 0m) Je vy ) < V(014 ...+ 0m), n>1,m>1
vs3¢. vk d1,...,0m) je 1<v(d1+...4+0m), m>1.
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Definicija. CL-model (odnosno C Lyc-model) je (A, v), gde je A C'L-algebra (C'Lye-algebra),

a v valuacija. o



Glava 4

Potpunost i neprotivrecnost

4.1 Potpunost i neprotivrec¢nost za L

Dokazimo da je sistem L neprotivrecan.

Lema 4.1 Neka je A singlton. Ako je sekvent I' = A dokaziv u L, onda u svakom L-modelu
vazi v(T'F A).

Dokaz: Indukcijom po d, gde je d duzina dokaza za I' - A.

Neka je (A, v) bilo koji L-model i neka je A singlton. Dokazimo da, ako je I' - A dokaziv u
L, onda u (A,v) vazi v(I' - A).

Ako je d =1, onda je I' - A aksioma. Ako je I' = A oblika:

1. a bk «, onda u (A,v) vazi v(a F a): v(at «) je v(a) <v(a), v(a) € Ai < je refleksivna
u L-algebri.

2. F1,ondau (A,v) vazi v(F 1): v(F 1) je 1 <wv(l),v(1)=1i1<1u L-algebri.

3. 0+, onda u (A,v) vazi v(0 F): v(0F) je v(0) <0, v(0) =010 <0 u L-algebri.

4. T+ T, onda u (A,v) vazi v(I' - T): ako I' nije prazan niz, onda, v(I' - T) je v(I") < T,
inace v(l'FT)jel <T,v(I")eA 1€ Aia<T,zasvako a € A (aksioma iz L-algebre).

5. I', L,To = A, onda u (A,v) vazi v(I'1, L,I's F A): ako I't, I's i A nisu prazni nizovi,
onda, v(I';, L, 'y = A) je v(I'y - L - T%) < v(A), zatim, oI} - L -T%) = o) - L o) i
v([) e A, L e A v(Is) € A, v(A) € Aiay,L,as <b, za svako aj,a2,b € A (Lema 3.1.13.)
Sli¢no zaklju¢ujemo i kada je bar jedan od nizova I'y, I's i A, prazan.

Dokazimo da tvrdenje vazi i za d = n > 1. Tada je I' F A ili zakljucak pravila izvodenja za

konstante ili veznike, ili zaklju¢ak pravila secenja.

47
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Ako je T' F A zakljucak pravila (1 1), onda je dokaz za I' = A oblika:

s
oA
— a0y
r,1,Th A

Neka su I'y, I'y i A neprazni nizovi. Dokazimo da u (A, v) vazi v(I'1,1,I's F A), odnosno da
vazi v(I'; - 1-T%) < w(A). Zaista, u (A, v) vazi:

1. v, T2FA) (

2. o) v(y) <wv(A) (1, definicija valuacije)

3. () 1-0v(%) <wv(A) (2, aksioma xii L-algebre)
4. o[} -1-T%) <v(A) (3, definicija valuacije).

indukcijska pretpostavka)

v

Sliéno zakljucujemo i kada je bar jedan od nizova I'1, I's i A, prazan niz.
Ako je T' F A zakljucak pravila (0 d), onda je dokaz za I' = A oblika:
m
'k
I'o0

(0 )

Tada, direktno na osnovu indukcijske pretpostavke sledi da u (A, v) vazi v(I" - 0).
Ako je I' F A zakljucak pravila (— 1), onda je dokaz za I' = A oblika:
T1 2
I'Fa 2,8, T3 A
Iy, I',aa— B, I's A

(= D

Tada, direktno na osnovu indukcijske pretpostavke, definicije valuacije i Leme 3.1.15, imamo
da u (A,v) vazi v(I'y, T, — 5,T3 - A).
Ako je I' F A zakljucak pravila (— d), onda je dokaz za I' = A oblika:
T
a,'Fp

—— (= 4d)
'ra—p

Tada, direktno na osnovu indukcijske pretpostavke, definicije valuacije i aksiome zv L-
algebre, imamo da u (A, v) vazi v(I' F a — f3).
I ostatak tvrdenja sledi direktno na osnovu indukcijske pretpostavke, definicije valuacije,

aksioma L-algebre i Leme 3.1. g.e.d. (Lema 4.1)

Neka je F'~ skup svih formula na jeziku <, koje ne sadrze binarni logicki veznik +. Na skupu

F~ definiSemo:

ol ={B: BeF, aky, B}
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o] = 8] = | — f] 18] = lel = |8« ¢
ol - 18] = |a- 5]
ol A1BL = lee A B ol V[B] = |V B

(Simboli skupovnih operacija su isti kao i simboli odgovarajuéih logickih operacija.)

Skup |a * (], ni za jedan veznik veznik x € {—, <, -, V, A}, ne zavisi od izbora predstavnika
iz. |a| 110, jer za a # aq € |a| 1 B # B1 € |B], na osnovu definicije skupovnih operacija i Leme
2.3, direktno sledi |a| x| 3] = |aa]| * |B1].

|| je podskup skupa |3|, u oznaci |a] < |f], akko je |a| = |a] A |S].

Neka je £ = {|a|] : «a € F~}. Skup £ je zatvoren za skupovne operacije —,«—, -,V i A:
la| |8 = laxf] € £,za % € {—,—,-,V,A}.

Lema 4.2 VazZi: abpp akko |a| <|B| u £.

Dokaz:
abkpp akko 1. atFpaAf i aAftpa (Lema 2.2.6)
2. ol =lang] (1)
3. |laAnp]=lalA|F] (po definiciji)
4. ol = lo| A|B) (2.13.)
5. ol < B (4.)

g.e.d. (Lema 4.2)

Definicija. Struktura Lind = (£, —,—,-,V,A,|1],|0],|T|,|L|) je Lindenbaumova algebra sis-

tema L. o
Lema 4.3 Lindenbaumova algebra sistema L je L-algebra.

Dokaz: Kako je skup £ zatvoren za skupovne operacije —, «—, -, Vi A1 |0] € £ (jer je

0 € F7), dovoljno je da dokazemo da struktura Lind zadovoljava aksiome L-algebre.

(laf ABD A = lanBIAly (po definiciji)
= |[(aAB)AA] (po definiciji)

la A (B A7) (na osnovu Leme 2.4.1)
= [l A(BIAIY]) (o definiciji)

Sliéno se dokazuje i da Lind zadovoljava aksiome ii-viit i xi-xiv. Na osnovu aksioma (T)

i (1) sistema L i Leme 4.2, direktno sledi i da Lind zadovoljava aksiome ix i = L-algebre.

Lind zadovoljava i aksiomu xv L-algebre:
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lal <16l = |yl akko 1. af < |8 =] (po definiciji)

2. abkppB—~ (1, Lema 4.2)

3. f-akpy (2, na osnovu veze izmedu - 1 — u L)
4. |B-af < |y (3, Lema 4.2)
5. 1B8]-lel < |v[  (po definiciji).

Sliéno se dokazuje da Lind zadovoljava i aksiomu xvi L-algebre.

g.e.d. (Lema 4.3)
Dokazimo da je sistem L potpun.

Lema 4.4  Neka je A singlton. Ako u svakom L-modelu vazi v(I' = A), onda je I' 1, A.

Dokaz: Neka je A singlton i neka u svakom L-modelu vazi v(I' H A). S obzirom da je
Lindenbaumova algebra sistema L L-algebra, definiSimo preslikavanje v koje svakoj formuli

a € F~ dodeljuje skup iz £, na sledeéi nacin:

v(@) = [

a svakom sekventu, skupovnu relaciju na sledeé¢i nacin:

vV, EO) Je |yl <O, m> 1,
(Y1, F) je |y <0, n>1,
v(F9) je |1 <4
v(k) je [1] < 0]

Preslikavanje v je dobro definisano:

a1 Hp az akko |oq| = |ag (Lema 4.2)
akko wv(a1) =wv(az) (po definiciji).

Direktno na osnovu Leme 2.3 (Pravilo zamene), dobijamo da preslikavanje v zadovoljava
vf1—vf10. iz definicije valuacije!. Kako v zadovoljava i vs1 —wvs4, v je valuacija, pa je (Lind, v)
L-model.

Dokazimo da ako u (Lind, v), za neprazan niz I', vazi v(I' - «), onda je T' Fp, 0.

Zaista, ako u (Lind,v) vazi v(I' - §), onda u (Lind,v) vazi i:

U logickim sistemima u kojima Pravilo zamene ne vazi, kakvi su, na primer, da Kostini (da Costa) sistemi
Ch, [31] strana 185, preslikavanje iz skupa formula u domen Lindenbaumove algebre ne zadovoljava v f1 — v f10.
U takvim sistemima se moze desiti da a =y §, ali ne i @ * v 5 B % ~, za neki * € {—,«—, -, A, V}, pa bismo imali:

laf s [y[ = 18] % [yl 18]+ [y = 18+ 4| 18 %] # |axl,

a to bi dalje znacilo da bi, za preslikavanje v, definisano sa v(«) = |, vazilo:
v(axy) # v(a) «v(y).
Kako u svim sistemima u ovom radu, vazi Pravilo zamene, mi ¢emo potpunost svakog od njih, dokazivati u

odnosu na Lindenbaumove algebre.
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1. |I'| <|6] (po definiciji v)
2. I"Frp o (1, Lema 4.2)

3. T'kpé (2, nakon primene pravila secenja).

Sli¢no zakljuéujemo kada u L-modelu (Lind,v) vazi v(I' -), za neprazan niz I', odnosno kada
vazi v(F A), za jedno¢lan niz A.
g.e.d. (Lema 4.4)

4.2 Potpunost i neprotivrecnost za L,

Dokazimo da je L, neprotivrecan, za svako o € {C, K, W,CK,CW, KW,CKW }.
Lema 4.5 Neka je o € {C,K,W,CK,CW,KW,CKW} i neka je A singlton. Ako je sekvent

'+ A dokaziv u sistemu Ly, onda u svakom Ly-modelu vazi v(I' F A).

Dokaz: Indukcijom po d, gde je d duzina dokaza za I' - A.

Neka je 0 € {C, K,W,CK,CW, KW,CKW}, neka je A singlton, neka je I' Fr_ A i neka je
(A, v) bilo koji Ly-model. Dokazimo da u (A,v) vazi v(I' - A).

Dokaz u Lemi 4.1 upotpunié¢emo slucajevima u kojima je poslednje primenjeno pravilo u
dokazu za I' 1, A, jedno od strukturnih pravila.

Neka je I' = A zakljucak pravila (k 1). Tada je dokaz za I' = A, oblika:

i
', e A

— & D
T'i,o, T2 A

Dokazimo da, ako I'; i I'y nisu prazni nizovi i ako je A = §, onda u (A, v) vazi v(I'1, o, T'g F ),

odnosno da vazi v(I'] - - T'y) < w(0). Zaista, u (A, v) vazi:

1. v([',TeF96) (indukcijska pretpostavka)

2. (- Ty) <wv(d) (1, definicija valuacije)

5. o) - o(Dy) < () 2)

4. o(Iy) - v(a) <o) (levo slabljenje u L,-algebri)
5. o) -v(a)-v(ly) <wv(d) (4,3, Lema 3.1.14)

6. v -a-Ty) <wv(d) (5, definicija valuacije).

Sliéno zakljuéujemo i kada je bar jedan od nizova I'1, I's ili A, prazan.

Tvrdenje direktno sledi i kada je I' = A zakljucak nekog drugog strukturnog pravila, na
osnovu indukcijske pretpostavke, definicije valuacije, Leme 3.1 i zakona u odgovarajuc¢oj L-
algebri.

g.e.d. (Lema 4.5)
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Definicija. Struktura Lind = (£, —,«—, -, V, A, |1],]0[,|T|,|L]) je:

1. Lindenbaumova C-algebra (u oznaci Lindc-algebra), ako za svaka dva skupa |a| € £ i
Bl € £, vazi |al- 18] = |8]- |al.

2. Lindenbaumova K-algebra (u oznaci Lindg-algebra), ako za svaka dva skupa |a| € £ i
8l € £, vazi: i) | - |B] < || iaf - [8] < |81 @) [0] < al.

3. Lindenbaumova W-algebra (u oznaci Lindy-algebra), ako za svaki skup |a| € £ vazi
ol < Jal- lal.

4. Lindenbaumova KW-algebra, ako je Lindx— i Lindy-algebra, Lindenbaumova CK -
algebra, ako je Lindc- i Lindg-algebra, Lindenbaumova CW -algebra, ako je Lindo— i Lindyy-
algebra i Lindenbaumova C KW -algebra, ako je Lindyx—, Lindc- i Lindy/-algebra. o

Na osnovu ove definicije i Leme 4.3 neposredno sledi:

Lema 4.6 Neka je 0 € {C,K,W,CK,CW,KW,CKW?}. Lindenbaumova c-algebra je L,-

algebra.
Na osnovu ove leme i Leme 4.4, neposredno se dokazuje i potpunost za L,:

Lema 4.7 Neka je o € {C,K,W,CK,CW,KW,CKW} i neka je A singlton. Ako u svakom
Ly-modelu vazi v(I' F A), onda T Fr_ A.

4.3 Potpunost i neprotivreénost za C'L

Dokazimo da je sistem CL neprotivrecan.
Lema 4.8 Ako je sekvent I' = A dokaziv u CL, onda u svakom CL-modelu vazi v(I' = A).

Dokaz: Indukcijom po d, gde je d duzina dokaza za I' - A.

Neka je (A, v) bilo koji C'L-model. Dokazimo da, ako je I' = A dokaziv u CL, onda u (A, v)
vazi v(I' = A).

Dokaz Leme 4.1, prosiricemo na viSezakljuéne sekvente.

Ako je d =1, onda je sekvent I' - A aksioma. Neka je I' = A aksioma oblika I' = Ay, T, Ag,
gde suT', Aq i Ag neprazni nizovi formula. Dokazimo da u (A, v) vazi v(I' - A1, T, Ag), odnosno
da vazi v(I") < v(A] + T + AF). Zaista, v(A] + T+ AF) =v(AT) + T +v(AF) i o(T) € A,
v(AT) € A, T € Aiwv(A]) € A, pa direktno na osnovu Leme 3.6.20 i definicije valuacije, sledi
da u (A,v) vazi v(I' = Ay, T, Ag). Sliéno zaklju¢ujemo i u ostalim slu¢ajevima.

Dokazimo da tvrdenje vazii za d =n > 1. Tada je I' = A zakljucak nekog pravila izvodenja

(za konstante, veznike ili se¢enja). Neka je dokaz za I' = A oblika:

T T2
Fll_Al,Oé ﬁ,rg}_Ag
F1,0z—>ﬁ,rz '— Al,AQ

(=2 1)
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Dokazimo da, ako su I'y, T9, A; 1 Ay neprazni nizovi, onda u (A,v) vazi
v(T1,a — B,T2 F A1, Ag), odnosno da vazi v(I'; -a — 3-T) < v(AT +AJ). Na osnovu indukeij-
ske pretpostavke i definicije valuacije, u (A, v) vazi v(I';) < v(A]),v(a) i v(3),v(Iy) < v(AF).
Odavde, na osnovu Leme 3.6.9 sledi da u (A, v) vazi v(T}), v(a) — v(8),v(Ty) < v(AT),v(AT),
odnosno, v(I'; - a — - Ty) < v(A] + AF).

Sliéno ¢emo imati da i u svim ostalim slucajevima, tvrdenje sledi direktno na osnovu induk-
cijske pratpostavke, definicije valuacije i Leme 3.6.
g.e.d. (Lema 4.8)

Neka je F' skup svih formula na jeziku . Na skupu F' definiSemo:

‘O“C:{ﬁ: BeF, OCF—|CLB}

|l = [B]° = la — §I° 6] — lal® =18 — af°
|- 1B]° = |- BI° o +16]° = la + 5|7
| ABI° = lan Bl VBl = |a v BI°

Skup |a * (|°, ni za jedan veznik * € {—,«, -, +,V, A}, ne zavisi od izbora predstavnika iz
lar|€ 1|86, jer za a # a1 € |a]®1 B # (1 € |B¢ na osnovu definicije skupovnih operacija i Leme
2.8, direktno sledi |« * |5|¢ = |a1|® * | 1]

|| je podskup skupa ||, u oznaci |a|¢ < |B]¢, akko je |a|¢ = |a|¢ A |5]°.

Neka je £¢ = {|a|: « € F}. Skup £€ je zatvoren za skupovne operacije —, <, -, +, V i
A€ |6 = |ax B|¢ € £, za svako x € {—,—, -, +,V,A}.

Lema 4.9 Vazi: abtcp f akko |of <|B|¢ u £°.

Dokaz: Videti dokaz Leme 4.2. g.e.d. (Lema 4.9)

Definicija. Struktura Lind® = (£° —,—, -, +,V,A,[1]% 0| [T |L]|°) je Lindenbaumova

algebra sistema C'L. o
Lema 4.10 Lindenbaumova algebra sistema CL je CL-algebra.

Dokaz: Kako je skup £¢ zatvoren za skupovne operacije —, <, -, +, Vi A i |0]¢ € £ (jer je
0 € F'), dovoljno je da dokazemo da struktura Lind® zadovoljava aksiome CL-algebre. Aksiome
1-viii, xi-xiv 1 zvii — zx slede direktno na osnovu Leme 2.4, Leme 2.7 i definicije skupa |«|. Na
osnovu aksioma (T) i (L) sistema CL i Leme 4.9, direktno sledi i da Lind® zadovoljava aksiome
iz 1 x CL-algebre.

Lind® zadovoljava i aksiomu ziv — ¢ C'L-algebre (i sli¢no, i aksiomu zv — c¢):
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|l < (IB]° = 1) + 16| akko 1. [a| < [(8 — ) +6]°  (po definiciji)
atep (B—7)+96 (1, Lema 4.9)
BrateLy+6 (2)
18- al® < |y +4|° (3, Lema 4.9)
181 - |a|® < 7| +10]° (4, definicija).
g.e.d. (Lema 4.10)

ARl

Dokazimo da je sistem CL potpun.
Lema 4.11  Ako u svakom CL-modelu vazi v(I' = A), onda je T' o A.

Dokaz: Neka u svakom CL-modelu vazi v(I' = A). Kako je Lindenbaumova algebra sistema
CL, CL-algebra, definisimo preslikavanje v koje svakoj formuli o € F' dodeljuje skup iz £¢, na

sledeéi nacin:

v(@) = [af

a svakom sekventu, skupovnu relaciju na slede¢i nacin:

V(Y1 E O, 0m) de e S IS, >, m> 1
v(Y1, -0 ) je momlo 0l =1,

v(F 01, ..., 0m) je |1 <01+ ...+ 06, m>1,

() je [ <10

Kao u dokazu Leme 4.4, sledi da je preslikavanje v dobro definisano i da na osnovu Leme
2.8 (Pravila zamene), zadovoljava v f1 — v f11. iz definicije valuacije, kao i vs1¢, vs2, vs3° i vs4.
Dakle, preslikavanje v je valuacija, a (Lind¢,v) je C'L-model.

Dokazimo da, ako u (Lind® v) vazi v(y1,..., % F 01,...,0m), n > 1, m > 1, onda je
YiyewosYn oL 01y oy O

Ako u (Lind®,v) vazi v(vy1,...,Y F 61,...,0m), onda u (Lind®, v) vazi i

Loyl < |01 +... 4| (po definiciji v)
2. Mo mbor b1+ ...+ 0m (4, Lema 4.9)
3. Y, sV oL 61, ,0m (2, nakon primene pravila secenja).

Sliéno zakljuéujemo i ako u C'L-modelu (Lind®,v) vazi v(I' ), kada je I' neprazan niz,
odnosno v(F A), kada je A neprazan niz.
g.e.d. (Lema 4.11)

4.4 Potpunost i neprotivrecnost za CL,-

Neka je o¢ € {C¢ K¢, W€ CK¢,CWe, KW, C°K°W¢}. Dokazimo da je sistem CL,ec

neprotivrecan.
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Lema 4.12  Neka je o€ € {C° K¢, W¢ C°K¢,CW, KW, CKW¢}. Ako je sekvent T' = A

dokaziv u CLge, onda u svakom CLyc-modelu vazi v(I' < A).

Dokaz: Indukcijom po d, gde je d duzina dokaza za I' - A.

Neka je 0¢ € {C°, K¢, W€, C°K*,CWe, KW, C°K°W*}, neka je I' o Ainekaje (A, v)
bilo koji C'Lye-model. Dokazimo da u (A, v) vazi v(I' F A).

Dokaz u Lemi 4.8, upotpuni¢emo sluc¢ajevima u kojima je poslednje primenjeno pravilo u
dokazu za I' ko, . A, jedno od strukturnih pravila.

Neka je I' = A zakljucak pravila (k¢ d). Tada je dokaz za I' H A, u C'Lge, oblika:

™
T A A
Y (° 4
F}—Aha,Ag

Dokazimo da, ako I'; Ay i Ag nisu prazni nizovi, onda u (A, v) vazi v(I' - Ay, a, Ay), odnosno,
dokazimo da vazi v(I'") < v(A] + a + AJ). Zaista, u (A, v) vazi:

1. oI+ AL A (indukcijka pretpostavka)

2. (") <v(A] +AT) (1, definicija valuacije)

3. o) < o(A) + v(aF) @)

4. v(AT) < v(AT) +v(a) (desno slabljenje u CL,c-algebri)
5. o) <v(A]) +v(a)+v(AF) (3. 14, Lema 3.6.2)

6. v(I) <v(A] +a+ A7) (5, definicija valuacije).

I u ostalim slucajevima dobijamo da tvrdenje direktno sledi na osnovu indukcijske pret-

postavke, definicije valuacije, Leme 3.6 i zakona u odgovarajuc¢oj CL,c-algebri.

g.e.d. (Lema 4.12)

Definicija. Struktura Lind® = (£, —,—, -, 4+, V, A, 1| |0]%, | T|¢, | L]¢) je:
1. Lindenbaumova C®algebra (u oznaci Lind%), ako za svaka dva skupa |a|¢ € £¢ i
B|° € £°vazi: i) ol [B]° =[] |al
i) al®+ 18] =151+ |af®.
2. Lindenbaumova K¢algebra (u oznaci LindS. ), ako za svaka dva skupa |a|¢ € £° i
Bl € £ vazi: i) al®- |6l < al%  fel®- 6] < |87,
i) lel® <lal*+181% 18] < lal®+|8]°
3. Lindenbaumova W¢-algebra (u oznaci Lindfy, ), ako za svaki skup |a|® € £¢ vazi:
i) lel® <ol ol

1) |al¢+ |l < |al.
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4. Lindenbaumova K°W¢-algebra, ako je Lind$ — i Lindj-algebra, Lindenbaumova C°K°-
algebra, ako je Lindg- i Lindg-algebra, Lindenbaumova C°W°-algebra, ako je Lindg— i Lindyy,-
algebra i Lindenbaumova C°K°W¢-algebra, ako je Lind% —, Lindg- i Lindyj;-algebra. o

Na osnovu ove definicije i Leme 4.10 neposredno sledi:

Lema 4.13  Neka je 0¢ € {C°, K¢, W, C°K¢,CW¢, KW, C°K‘W¢}. Lindenbaumova o°-
algebra je C'Lyc-algebra.

Ova lema, zajedno sa Lemom 4.11, daje potpunost za CLyec:

Lema 4.14  Neka je 0¢ € {C°, K¢, W€, C°K°, CW°, KW, C°KW¢}. Ako u svakom CLge-
modelu vazi v(I' = A), onda I' For,_. A.



Glava 5
Eliminacija secenja

5.1 Gencenova procedura za eliminaciju secenja u LK

Da bi dokazao dopustivost secenja u LK, Gencen je u [12] definisao novo pravilo izvodenja,
pravilo mizx:
A YEQ
I,5 F A%, Q

mix

u kojem su A i ¥ nizovi formula u kojima se, kao podniz, bar jednom pojavljuje miz-formula
aigde su X* i A* nizovi formula koji se dobijaju kada se u nizovima ¥ i A, redom, izbrisu sva
pojavljivanja formule a.

S obzirom da se svaki dokaz sa seCenjem, moze transformisati u dokaz, sa istim krajnjim

sekventom, u kojem se umesto secenja primenjuje miz, i obrnuto:

1 T2 1 ™2
F1|—A1,0é Oé,FQ}—AQ B . Fl}—Aha Oé,FQ"AQ .
seCenje +— mix
Fl,FQFALAQ Fhl—‘;}_A’l‘vAQ
— permutacije,
slabljenja
Fl, FQ }_ Al, AQ
T T2
'HA YEQ
permutacije, — permutacije,
kontrakcije "*°  kontrakcije
THA YFQ I'-A" « a, X Q
——————————— mix secenje
L, FA%Q LY FAQ

za dokaz teoreme o eliminaciji sec¢enja u LK, dovoljno je dokazati slede¢u lemu:
Svako izvodenje (bez secenja), u kojem se mix primenjuje samo jednom, i to kao posledngje
pravilo u izvodenju, moZe se transformisati u izvodenje sa istim krajnjim sekventom, bez mix-a

(i bez secenja).
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Gencen je ovu lemu dokazao dvostrukom indukcijom po stepenu i rangu miz-a.

Uvodenjem pravila mix, Gencen je resio problem koji nastaje u pokuSaju da se secenje u
LK eliminiSe direktno, dvostrukom indukcijom po stepenu i rangu se¢enja. Naime, ako se dokaz
oblika:

™2
1 a, o, Pz [ AQ
—— kontrakcija
Fl}_Al,CK a,le_AQ
seCenje
]._‘17 Fz - A17 AQ
transformise u:
T ™2
1 Fl}—Al,Oé a,a,Fg}—Ag

secenje

Fl}—Al,a F1,O£,F2'_A17A2
secenje”

Fl,Fth = Al,Al,AQ

permutacije i
kontrakcije

F1, FQ - Al, AQ
dobija se dokaz u kojem se dva puta primenjuje secenje (drugo secenje od gore odgovara Gen-

cenovom obliku secenja, samo ako je I'y prazan niz; u suprotnom, pre primene secenja, nekoliko
puta se mora primeniti permutacija). Na prvo secenje od gore, ¢iji je rang manji od ranga
secenja u polaznom dokazu (i ¢iji je stepen isti kao stepen secenja u polaznom dokazu) moze se
primeniti indukcijska hipoteza, na osnovu koje se to secenje moze eliminisati. Medutim, nakon
toga, u dokazu je preostalo drugo secenje, na koje se ne moze primeniti indukcijska hipoteza, jer
njegov rang, ne mora biti manji od ranga se¢enja u polaznom dokazu (¢ak i ako je I'y prazan
niz).

Ukoliko umesto secenja eliminiSemo mix, onda dokaz oblika:

™2
™1 «, &, Fg = Az .
—— kontrakcija
Fl}—Al,Oé a,FQFAQ
mix
I, T5F A7 A,
transformisemo u:
T T2
FlFAl,Oé a7a,P2FA2
mix,

I, T5F AT Ay
u kojem je rang novog, i jedinog miz-a, manji od ranga mix-a u polaznom dokazu. Na osnovu
indukcijske hipoteze, miz se u novom dokazu moze eliminisati.
Uvodenjem pravila mix, Gencen je reSio i problem eliminacije se¢enja u dokazu, u kojem

sec¢enju neposredno prethodi permutacija, koja se odnosi na cut-formulu:

1
Fl |— Al, «, ﬁ )
—— permutacija
Fll_Al,ﬁ,Ot Oz,le‘Az

secenje

T, Ta A, As



99

Rang secenja u ovom dokazu se ne moze smanjiti, jer I'y H Ay, a, 01 o, 'y  As ne mogu

biti pretpostavke Gencenovog secenja.

5.2 Eliminacija se¢enja u intuicionistickim sistemima

U ovom radu, eliminaciju se¢enja u intuicinistickim sistemima bez kontrakcije, dokazujemo
direktno, bez uvodenja mix-a. U sistemima sa kontrakcijom, sec¢enje se moze eliministi samo u
prisustvu permutacije. U tim sistemima, formuliSemo odgovarajuée oblike miz-a i eliminaciju
secenja dokazujemo preko eliminacije miz-a.

Secenje se u intuicionistickoj logici sa permutacijom, slabljenjem i kontrakcijom moze elimini-
sati i direktno, bez uvodenja pravila miz. Procedure za direktnu eliminaciju se¢enja formulisali

su M. Borisavljevi¢, Z. Petri¢ i K. Dosen u [5] (za predikatsku) i u [6] (za iskaznu logiku).

Teorema 5.1 [O eliminaciji seenja u sistemu L.] Svaki dokaz u sistemu L, moZe se,
u istom sistemu, transformisati u dokaz sa istim krajnjim sekventom, u kojem se ne primenjuje
pravilo secenja.

U dokazu ove teoreme koristicemo slede¢u lemu, ¢iji ¢ée dokaz biti dat kasnije.
Lema 5.1  Svaki dokaz u sistemu L, u kojem je poslednje primenjeno pravilo, pravilo seéenja i
u kojem nema drugih seéenja, moze se u istom sistemu, transformisati u dokaz sa istim krajnjim
sekventom, u kojem se ne primenjuje pravilo secenja.
Dokaz Teoreme o eliminaciji se€enja u L. Na osnovu tvrdenja u prethodnoj lemi, u bilo
kom dokazu u sistemu L, mogu se eliminisati sva se¢enja, eliminisanjem jednog po jednog secenja
od gore.

g.e.d. (Teorema 5.1)

U dokazu Leme 5.1, koristi¢emo sledece pojmove:

Definicija. S-formuli ¢ uI'1,To[¢],I's F A, I'9-odgovara s-formula ¢ u I}, Ta[¢], I's E A, ako

se obe nalaze na istom mestu u nizu I's[g]. o

Definicija. Neka je D dokaz u sistemu L u kojem se pojavljuje s-formula ¢". Niz s-formula
o', ..., " je trag s-formule ¢" u D, ako vaii:
1. ! je ili s-formula u aksiomi, ili glavna formula nekog pravila izvodenja, u D.
2. Za svako i < n, ¢’ je s-formula u pretpostavci pravila izvodenja (pi). Ako ¢’ nije glavna
podformula od (pi), niti je cut-formula, ¢! definiSemo na sledeéi nacin.

Neka je (pi) = (— 1.

Ako je ¢' s-formula iz I'y u I'y F «, onda je s-formula ™! njoj I';-odgovarajuéa s-formula u
Iy, T, — 6,3 A.
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Ako je ¢ s-formula iz Ty (I's) u 'y, 3,T's = A, onda je ¢! njoj I'y(T'3)-odgovarajuéa
s-formula u 'y, 'y, 0 — 3, T3 F A.

Ako je o' =0 uTly,3,I'3F 6, onda je o' s-formula 6 u I'y,T'y,a — 3,T3 F 6.

S-formula ¢! se slicno definige i kada je (pi) neko drugo pravilo izvodenja u L.
3. ¢" je ili glavna podformula nekog pravila izvodenja u D, cut-formula ili s-formula u krajnjem

sekventu dokaza D. o

Dakle, trag cut-formule ¢ u dokazu D, je niz kojeg ¢ine razli¢ita pojavljivanja formule ¢ u

D. Formula ¢ moze imati i viSe tragova u D.

Definicija. Neka je D dokaz u L, u kojem se bar jednom primenjuje pravilo secenja. Neka je ¢
jedno secenje u D i neka je ¢ njegova cut-formula. Levi rang seCenja ¢ u D, je duzina najduzeg
traga formule ¢, koja se nalazi u levoj pretpostavci secenja. Desni rang seCenja ¢ u D, je duzina

najduzeg traga formule ¢ koja se nalazi u desnoj pretpostavci secenja. Rang secenja ¢, p(p), je

zbir njegovog levog i njegovog desnog ranga. o
Definicija. Stepen secenja, d, je broj veznika u cut-formuli . o

Dokaz Leme 5.1. Indukcijom po leksikografski uredenom paru (d, p), gde je d stepen, a p
rang secenja.

1. Neka je rang seCenja jednak 2. Deo dokaza koji je naveden levo od —, zamenjujemo onim
koji je naveden desno od . U novom dokazu, secenje se ili uopste ne primenjuje (slucajevi
1.1-1.6.), ili su nova seenja nizeg stepena, uu odnosu na stepen se¢enja u polaznom dokazu.

©

™
pkop Llp] A ¥
1.1. (cut—i)
Tl A Llel - A
™
Iy, Tk A
— )
1 Ty, L,Th kA ™
1.2. (cut—i)
I, Tak A Iy, Tak A
7T‘P
RS Talg] F A
1.3. Fe 2[¢] (eut—i) — To[[1[L]]F A
Tyl L] F A
7.[.90
T+ + g
1.4. LS A 4 (cut—i)
'k 'k
ﬂJP
I Talyg] F A . e
1.5. e 2[¢] (u—i) — Dol F A, gdeje Th=To[l] ili/i A=T

ToTy) F A
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'+
I'Ho @@ (U
16 (cut—i) +— 'k
'+
1.7.
1 T2 3 ™1 T3
a,Fll—ﬂ F2|_O[ Fg,ﬂ,F4|‘A T2 a,I‘l}—ﬁ Fg,ﬂ,F4|‘A
— (= qd) (=1 (cut-i)
F1|_Oz%ﬁ Fg,FQ,a%ﬁ,Iﬁ}_A FQ"OL F3,OJ,F17F4}_A
cut—i) > cut—i
Ts.To T Tak A (cut= Ty To T Tak A (eut=
1.8.
T 2 3 T T3
F1,05Fﬁ FQFO[ Fg,ﬁ,F4FA T2 F17Ot#,3 Fg,ﬂ7F4FA
—— (+~ d) («~ 1 (cut-i)
F1|_B<—OL Fg,ﬁ<—0¢,F2,F4}‘A FQ"OL F3,F1,0{,F4}‘A
cut—i = cut-i
Ts.T1 Do Tak A (eut= Ty T1ToTal A (eutd)
1.9.
T T2 3 T T3
Flka FQFﬂ F37a,ﬂ,F4FA T2 Flka I‘3,0¢,ﬂ,F4FA
(- d) ———————— (] (cut-i)
I,ToFa-B Ts,a-B,T4F A o8 I3, 01, 8,Ta A
cut—i = cut-i
Ds,T7, T, Ty - A e Dy T7, 0o, T - A R
1.10.
1 T2 3
F1Fo¢ Flkﬁ FQ,O(,F;;FA 1 T3
(A d) — (A )
IiFanpg To,anNpB,TsHA Fa Is,a, s A
cut—i = cut—i
To, T, s A ( ) [, Ty, T3 A ( )

Redukcija je sli¢na i kada se w3 zavrsava sa ['s, 5, '3 = A.

1.11.
T T2 3
Fll—a F27(X7F3'_A FQ,ﬁ,F;:,"A 1 T2
— (Vv d) (v 1
IFavp Is,aVv B, I'skE A I'kFa Ta,a, s A
(cut—i) +H— (cut—i)
Do, 1,03 F A ) [y, 1,03 F A

Redukcija je sliéna i kada se w1 zavrsava sa I'1 - .
2. Neka je levi rang secenja veéi od 2. Tada:

2.1. Akoje i€ {@an, (1, (» 1}, onda dokaz transformisemo na sledeéi nacin:

1
'+ © T2 ™1 T2
(pi)
FQF(,O Fg,(,D,F;;"A Flktp F37(,07F4FA
(cut—i) (cut—i)
T3, T2, T4 A s, I, T4 FA

(pi)
5,2, Ty A
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2.2.
1 T2
MFa T8k 3
oTra—BTsre ) TooTskA
T4 T, 1,0 — 3,505 F A fene=iy =
T2 ™3
™ 2,8 TsFe  TaeTskA
T Fa T4,T2, 3,03, - A (D
[4,02,T1,a — 3,03,Ts - A =0
2.3.
™ T2 T2 ™3
I'ikFa a2, 8,3k 3 ™ s, 8,3k ¢ Iy, o, s A
Mo fealilste 0 TogTskA Ik a T4,Ts, 3,Ts,Ts - A (e
[aT2,8—a, 1,55 F A enem = T0,T2,8 — a,T1,T5,Ts F A (=0
1 ™2
T'i,a, T2 o I, B, T2k 3
2.4. ThavhlaPe " rpnira (cut—i)
s, 0,av3,0a,Ta b A
1 T3 T2 3
Ty,a,ToF o Ts,o, T4 FA I'y,8,T2 Is,o, T4 A
5,01, 0, 2, Ts - A fene T30y, 68, 2, Ts - A (ened)

v
Fg,Fl,avﬂ,Fg,F4 FA

Kako je u svakom od slucajeva 2.1-2.4, rang sec¢enja u transformisanom dokazu manji nego
Sto je rang secenja u polaznom dokazu, ova secenja se, na osnovu indukcijske pretpostavke, mogu
eliminisati.

3. Neka je desni rang seCenja veéi od 2. Tada:
3.1. Ako je (pi) jedno od pravila (1 1), (0 d), (— d), (— d), (1, (A Dili (v d), koje se ne

odnosi na cut-formulu ¢, onda dokaz transformiSsemo na sledeéi nacin:

2
T Fl,go,I‘g A st 2
— (D)
F"gﬁ Fg,@,F4}‘A2 ’ F"gp Fl,gﬁ,rg}_Al
(cut—i) (cut—i)
s, I, Ty F Ao T, I Ay
- (D)
I3, T,Ta - Ay
3.2
VD) T3 T T2
m Tifp] F a 2,8, st A Lab o Life] b a 3
(=1 (cut—i)
F4I—Lp FQ,F1[<p],a—>6,F3|—A Fl[rd}—a FQ,ﬁ,Fg"A
cut—i) > — 1
FQ,Fl[F4],Q*’ﬁ,F3}_A ( ) FQ,Fl[Fd,a—)ﬁ,Fgl—A ( )

Postupak je isti i kada je 'y = I'g[¢], ili I's = T's[¢p].
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3.3.
™2 T3 T T2
™ TiglFa T2 B,TskA Tibo  Tildka | s
TiF o Mo Be—alig sta " 1T F a BT A
2,0 — o, [1[Ta), T3 F A (en=h 2,8 — o, [1[[a), T3 - A (=0

Postupak je isti i kada je I'y = I'g[¢], ili I's = I's[¢p].

T2 T3 1 T2
T1 FQ[(P]'_Q Fgl—ﬂ F1|—g0 FQ[QO]'—CV T3
(- d) (cut—i)
Fl}_(p Fg[(p],FgFOc-ﬁ FQ[Fl]FOc F3}_ﬁ
34 (cut—i) (- d)
), Tska-6 Do), sk a-p
Postupak je isti i kada je T's = T's[¢].
) T3
™ DafplFa  Tafpl -4
)
I'ike Dol Fang
3.5. (cut—i) =
FQ[Fﬂ FaA B
1 ) 1 T3
ik ool Fa ik ool =B
(cut—i) (cut-i)
FQ[Fl] |_ Q FQ[Fl] |_ ﬁ ( d)
AN
FQ[Fl} FaA ﬁ
) T3
1 Fl[w],a,FQI—A Fl[cp],ﬁ,le—A
(v 1
I'skoe I‘l[go],a\/ﬂ,l“zl—A
3.6. (cut—i)
I‘l[I‘g],a Va3 T2FA
1 T2 1 T3
Tsk o T[], o, T2 F A T3k Ti[e], B, T2 A
(cut—i) (cut-i)
Mi[a), o, T2 A 3], 8, T2 - A
(v 1

Fl[rg},a\/ﬁ,rg l_ A

Postupak je isti i kada je Ty = T'a[¢].
Kako je u svakom od slucajeva 3.1-3.6, rang seCenja u transformisanom dokazu manji nego

Sto je rang secenja u polaznom dokazu, ova seCenja se, na osnovu indukcijske pretpostavke, mogu

eliminisati. qg.e.d. (Lema 5.1)

U intuicionistickim sistemima sa dodatnim strukturnim pravilima, vazi sledeca teorema:
Teorema 5.2  Neka je S jedan od sistema sekvenata: Ly, Lo, Lok, Low ili Logw. Svaki
dokaz u sistemu S, moZe se, u istom sistemu, transformisati u dokaz sa istim krajnjim sekventom,
u kojem se ne primenjuje pravilo secenja.

Secenje se ne moze eliminisati u sistemima Ly i Liw.
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Dokaz: U sistemima Lg, Lo Log dokazujemo (indukcijom po (d, p), gde je d stepen, a p
rang secenja) da se svaki dokaz u kojem je secenje poslednje primenjeno pravilo i u kojem nema
drugih secenja, u istom sistemu, moze transformisati u dokaz sa istim krajnjim sekventom, bez
secenja. Dovoljno je da dokaz prethodne leme upotpunimo slu¢ajevima u kojima je bar jedna
premisa secenja zakljucak ili slabljenja ili permutacije.

Ako je bar jedna premisa seCenja aksioma, onda dokaz transformiSemo kao u dokazu Leme

5.1, slucajevi pod 1. U suprotnom, dokaze transformiSemo na slede¢i nacin:

1. Ako se levo slabljenje ne odnosi na cut-formulu:
m 1 T2
telre b T, Tabp  Tfg] kA
(cut-i)
11, I, T2k Talp] F A (eut—i) 30, To F A

Fg[l—‘ha,rg] A (k1)

Fg[rl, Q, FQ} I A

Rang secenja u transformisanom dokazu je manji, pa se ono, na osnovu indukcijske pret-

postavke, moze eliminisati.

™2
T T2
r I'sHA
™ Leleh b A Libe  Ddlira o
1o, ke Doyl s A at) [o[],Ts - A

PQ[Fl], a,I'sHA (k1)

Fg[Fl],a, F3 |— A

Rang secenja u transformisanom dokazu je manji, pa se ono, na osnovu indukcijske pret-

postavke, moze eliminisati. Postupak je isti i kada je I's = I's[¢].

2. Ako se levo slabljenje odnosi na cut-formulu', onda:
2
2
m T2, I's A M nekoliko puta
— (k] . primenjeno
ik a0, T3 A (cutt) levo slabljenje
I, [, Ts F A [, [, Ts F A

!Setenje se ne moze eliminisati u sistemima u kojima umesto levog slabljenja vazi ekspanzija:
I'i,a, 2 F A

(e 1). Dokaz za to je sekvent F a-08 — aV 3, koji se ne moze dokazati bez secenja:
T'i,a,a,2 F A
at « abka aVpBraVvpg
— (Vv d) — (Vv d) (e 1)
abFaVv akFaVvg aVp,aVBrFaVv

¢ ¢
a,BF (aVp)-(aVp) (avp)-(avB)FaVvp

(cut—i).
a,BFaVv
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3. Ako se desno intuicionisticko slabljenje ne odnosi na cut-formulu:
T2 1 T2
1 L Tike  Tofgk
Ti1 ko ool F a To[l1] - (cut-i)

FQ[Fl] Fa (k d)

FQ [Fl] Fa

Rang secenja u transformisanom dokazu je manji, pa se ono, na osnovu indukcijske pret-

postavke, moze eliminisati.

4. Ako se desno intuicionisticko slabljenje odnosi na cut-formulu, odgovarajuéa transfor-

macija je moguéa, samo u prisustvu levog slabljenja:

m
m
F1 F " @ 2 Fl -
— (k d)
ik Dofp] F A L mra
cut—i
o] FA ( ) — nekoliko puta primenjeno
) levo slabljenje
To[T] - A
5. Ako se leva permutacija ne odnosi na cut-formulu:
1 )
1
T,a,3T T2k TslplFA
F17 a, /61 e - ¥ 2 ! B 2 Ld J[SO} (cut-i)
— (¢ 1) F3[F1,Oé,ﬂ, FQ] FA
Iy, B0,z b= Dsle] - A €
5.1 (cut—i) T3y, 8,a,T2) F A

F3[F1,,3,CM,F2] FA

2Sekvent F «a-0— B, se moze dokazati u sistemu koji od strukturnih pravila, osim secenja, sadrzi jo§ samo

desno intuicionistickoo slabljenje:

(s al« BB
— (k d) —— (= )
OFa—p a,a— B+
(cut—i)
a,0F 3
[CRY}
a-0Fp
(= d)
Fa-0—p

Dokaz tog sekventa bez secenja, zahteva primenu i levog slabljenja:

(s

(k1)
a,0F

(k d)
a,0F 8
— D
a-0F 3

(— 4d).
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1 T2
T2
sk Tilgl, o, B, T2 F A
™1 PI[QO]7Q7/83P2 FA 37 9¥ 1[@] e /8 2 (cut-i)
(e ) Fl[F3]va7/87F2}_A
Tsk o Ti[e], B0, T2 F A (c 1)
5.2 (cut—i) I'[[s], 8,0, T2 F A

N3], 8,0, T2 A

Postupak je isti i kada je T's = I'a[y].
Rang seCenja u transformisanim dokazima pod 5.1. i 5.2. je manji od ranga seCenja u

polaznim dokazima, pa se, na osnovu indukcijske pretpostavke, seCenja u novim dokazima, mogu

eliminisati.
6. Ako se leva permutacija odnosi na cut-formulu:
1 ™2
T2 FS'_SD F17¢7a7r2'_A
(cut—i)
1 I, A ) M nekoliko puta pri-
- o . . (e e menjena leva per-
sk o I'i,o,0, T2 FA curi) ~ mutacija
Fl,a,rg,FQFA I, o,3,T2 FA

Rang secenja u transformisanom dokazu je manji, pa se ono, na osnovu indukcijske pret-

postavke, moze eliminisati.

U sistemima Ly i Liw, seCenje se ne moze eliminisati u dokazima u kojima je jedna njegova
pretpostavka zakljucak kontrakcije, koja se odnosi na cut-formulu. Kao primer za Ly, navodimo
formulu 8 — (o — ((a- B) - (- B))) (i, na primer, v — .0 — .a — .(a- ) - (a- B) za Lrgw),
koja se ne moze dokazati bez se¢enja®. Njen dokaz u Ly je:

a-fFa-p a-fFa-p
ata B}_ﬂ(.@ a-Ba Bk (a-p) (a-p)
a,fFa-B o B (o) (a-f)
a,BF(a-B) (- p)
FB—(a—((a-f) (a-8)))

G d)
(w 1)

(cut—i)

(2x) (— d)

U dokazu u kojem se kontrakcija, koja neposredno prethodi se¢enju, ne odnosi na cut-formulu,

secenje se eliminiSe primenom standardne procedure.

3U sistemima sa permutacijom i kontrakcijom, ona se moze dokazati i bez primene secenja:

(w 1)

(=

al« BEpB abka BB
— (- d) — (- d)
a,Ba-p a,BFa-B
¢ d).
a,ﬁ,a,ﬂl—(a-ﬁ)-(a /8) 1
a,a,B,6F (a-B) (a-p)
(

o, Bk (a-B)- (o)
FB—(a— ((a:B)-(a-B)))
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U sistemima Low 1 Loxw, eliminaciju se¢enja dokazujemo preko eliminacije miz-a. Obele-
zimo sa I'™? niz u kojem se formula ¢, kao podniz, pojavljuje n puta (na raznim mestima u nizu,
ne obavezno zaredom). Pravilo miz u sistemima Low 1 Logw formuliSemo na sledeéi naéin:

| ) 2" A
Iy, T - A

(mix) TLZl, 0§l€<’l’L

S obzirom da se svaki dokaz sa seCenjem moze transformisati u dokaz sa istim krajnjim

sekventom, u kojem se, umesto se¢enja, primenjuje mix, i obrnuto:

T T2 st T2
F1'_(p FQ,A)O,F:’,'_A Fl}_(p FQ,QO,Fg"A
(cut—i) (mix)
Ty, T, Ts A Iy, T, s A .
nekoliko puta
primenjena
permutacija
T2, Ty, T3 A
1 T2 1 T2 n>0
Flkg@ F;HP’SD7F;’“PFA Flk@ F;HO?LP?F;R(PFA 0<k<n,
(mix) > (cut-i) = >
ke lp ne mep m > 0’
[, 7 07 A M nekoliko puta -
primenjena 0<i<m.
permutacija

I, 57, I3 FA . .
“b2 073 T 7 po potrebi, nekoliko puta
primenjeno secenje, per-
mutacija i kontrakcija

L, D52, T - A

eliminaciju secenja u ovim sistemima dokazujemo preko eliminacije miz-a.

Indukcijom po (d,p), gde je d stepen, a p rang miz-a, dokazujemo da se svaki dokaz u
kojem se mix primenjuje samo jednom i to kao poslednje pravilo u dokazu, u istom sistemu,
moze transformisati u dokaz sa istim krajnjim sekventom, bez mix-a, . S obzirom na prethodno
dokazani deo teoreme, ovde ¢e biti dovoljno da pokazemo da se mix moze eliminisati i kada se

kontrakcija odnosi na miz-formulu:

T2
T I3 0,0, T3¢ FA T o
(w 1) n>00<k<n
'+ 'y o, I'T?+A IS e 0,0, T8¢ A - e
7@ 2 #s3 (mix) > LmY 2 0P 3 (mix), m >0, 0<[<m.

I, D52 T A | T N SN
Kako je rang miz-a u transformisanom dokazu manji nego sto je rang miz-a u polaznom
dokazu, mix se, na osnovu indukcijske pretpostavke, moze eliminisati.

g.e.d. (Teorema 5.2)
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5.3 Eliminacija se¢enja u visezakljuénim sistemima

U visezakljuénim sistemima sa permutacijom, definiSemo novo secenje, sa:
F1|‘A1,&,A2 F2,047F3|_A3
Fz, Fl,rg [ A1, A3, Az

(cut).

Definicija. CLS., za svako 0¢ € {C¢ C°K¢,CW¢,C°K°W*€}, su sistemi sekvenata koji se
dobijaju kada se u sistemu C'L,c pravilo secenja, dato sa (cut—i), (cut—ii), (cut—iii) i (cut—iv),

zameni pravilom (cut). o

Sistemi C'Lye i CLS. su ekvivalentni, za svako o¢ € {C¢ C°K¢, CW¢, C°K‘W*¢}, pa je za

dokaz eliminacije secenja u C'L,c, dovoljno da dokazemo da se seCenje moze eliminisati u CLS..

Teorema 5.3  Neka je S jedan od sistema: CLg., CLGcge, CLGeye ili CLGegeyye. Svaki
dokaz u sistemu S se moZe, u istom sistemu, transformisati u dokaz sa istim krajnjim sekventom,
u kojem se ne primenjuje pravilo secenja.

Secenje se ne moze eliminisati u sistemima CLyye i@ CLyycge.

Dokaz: U sistemima CL¢. i CL¢. . dokazujemo (indukcijom po (d, p), gde je d stepen, a p
rang secenja) da se svaki dokaz u kojem je secenje poslednje primenjeno pravilo i u kojem nema
drugih secenja, u istom sistemu, moze transformisati u dokaz sa istim krajnjim sekventom, bez
secenja. Postupak je isti kao u dokazima Lema 5.1 i 5.2. Na primer, dokaz u kojem je jedna
pretpostavka seCenja zakljucak permutacije, koja se odnosi na cut-formulu, transformisemo na

sledeéi nacin:

T2 T T2
™1 F27ﬁ79071—‘3|7A3 — Fll_Al,gD,AQ F25ﬂ7@71—‘3|_A3 ( )
— (¢ ) cut).
I E AL e, A T2, 0,68,'3 Az (et 2, 6,11, s - A1, Az, Az nekoliko  puta
2,11, 8,13 = A1, Ag, A e primenjeno

pravilo (¢ 1)
F27F1767F3 F A17A35A2

Kako je rang secenja u novom dokazu manji nego Sto je rang secenja u polaznom dokazu,

seCenje se, na osnovu indukcijske pretpostavke, moze eliminisati.

Dokaz u kojem je jedna pretpostavka secenja zakljucak slabljenja, koje se odnosi na cut-

formulu, transformisemo u dokaz bez se¢enja, na sledeéi na¢in:

T ™1
' AL A, o i FALA
——— (k° 4d) — nekoliko puta primenjena
Ui A A 2,0, T3 Ag pravila (& 1)1 ° q)

(cut)

—s
Fz,rl,r3|—A1,A3,A2 FQ,F1,F3|—A1,A3,A2
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U sistemima sa kontrakcijom, C'Lgeyy e i CLGe geyye, pravilo secenja zamenjujemo pravilom
mix:
TEA™ S Q m>1, 0<k<m,

(mix),

2" F A% Q n>1, 0<l<n.

Kako se svako sec¢enje moze zameniti miz-om (i obrnuto), dovoljno je da dokazemo da se
svaki dokaz u kojem se mix primenjuje samo jednom i to kao poslednje pravilo u izvodenju,
u istom sistemu, moze transformisati u dokaz sa istim krajnjim sekventom, bez miz-a. Ovaj
dokaz izvodimo indukcijom po (d, p), gde je d stepen, a p rang miz-a. Na primer, ako je jedna
pretpostavka mix-a zakljuc¢ak kontrakcije koja se odnosi na miz-formulu, dokaz transformisemo
na slededi nacin:

1

n > 0,

I AT o, 0, AT? T2 ™ 2 m>0,

NN I s W ‘ Tk AT 0,0, AT TIPHEA;  p>1,
0,09 - AR AP A, i) [,T% F A AP A, T <k <,
0<1<m,
0<gqg<np.

Kako je rang miz-a u transformisanom dokazu manji nego $to je rang miz-a u polaznom
dokazu, mix se, na osnovu indukcijske pretpostavke, moze eliminisati. Sli¢no ¢emo imati i u
svim ostalim sluc¢ajevima.

Jasno je da, s obzirom da se seCenje ne moze eliminisati u sistemima Ly i Lxw, ono ne
moze eliminisati ni u sistemima C'Lyye i CLgeyye.

g.e.d. (Teorema 5.3)

5.3.1 Nedopustivost secenja u C'L i C'Lg-

Secenje se ne moze eliminisati u sistemima CL i C L. Zaista, ako Il nije prazan niz formula,

seCenja se ne moze eliminisati u dokazu oblika:

1 T2
T ke a 6,2 s
(=D
Pl,a—>ﬁ,1‘2|—go Fg,@7HFA1

F3,F1,(X—>ﬁ,F2,H"A1 (Cut7i>
u kojem je desna pretpostavka se¢enja ili aksioma I's, 1, IT = Ay ili izvodenje u kojem se poslednje
primenjeno pravilo odnosi na ¢, jer I'y F ¢, @i T's, ¢, IT = Ay ne mogu biti pretpostavke nijednog
secenja u C'L.
U sistemu C'L bez pravila za implikacije, seGenje se moze eliminisati (dokaz se izvodi stan-

dardno, indukcijom po (d, p), gde je d stepen, a p rang secenja). Odavde direktno sledi, da svi
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sekventi, koji se u C'L ne mogu dokazati bez primene secenja, sadrze implikacije. Kao primer,
navodimo sekvent ~~ ——a F «, u kojem je « iskazno slovo, koji se moze dokazati uz secenje,

ali ne i bez primene tog pravila:

ok o 0+
——————— (<)
-, o

—— (0 d)
o '_ o o '_ O
(— a — =
Fa, -« —a b oo ?
(cut—iii) ——— (ne—cut)
Fa,~ -« 0OF Fa,~ -« 0k
(=D (=D
~~ o ~~ o o

Abrusi je ovaj primer naveo u [2] da pokaze nedopustivost se¢enja u sistemu PNCL (Pure
Noncommutative Classical Linear proposistional logic). To je sistem sekvenata za klasiénu Lam-
bekovu logiku (kojeg Abrusi razmatra kao sistem za cistu - bez eksponencijala, nekomutativnu
- bez permutacije, klasi¢nu - sa visezaklju¢nim sekventima, linearnu iskaznu logiku), formulisan
na jeziku bez 0 i 1, u kojem su primitivne operacije ~, =, -, +, A i V, a jedine konstante 1 i
T (Abrusi za njih koristi, redom, simbole —+, *— ®, p, &, ®, 1i T). Pravila za negacije, u
PNCL su data sa:

a,I'FA I'EA «
——— (~ d ——— (~ 1]
'k~ a, A I''~akFA
Tak A TFa A
= (= d —— (=D
'k A, -a, o, I'F A

Pravila za preostale operacije i konstante u PNCL su ista kao u C'L. Jasno je da sistem
CL odgovara sistemu PNCL, prosirenom pravilima za 0 i L (u prisustvu - i 4, u klasi¢nim
sistemima, implikacija se moze definisati preko negacije i obrnuto, videti Poglavlje 2.7).

U sistemu PNC'L, bez pravila za negacije, se¢enje se moze eliminisati (kao i u C'L bez pravila
za implikacije). U prisustvu pravila za negacije, rang secenja se ne moze uvek smanjiti, kao, na

primer u dokazu:
2

ﬂ'lﬁ 067/8,F2FA2
Fl}—Ahﬁ ﬂ,FQ Fr OZ,AQ
I, Ta kA~ a, Az

jer 't H A1, 81 a, B, F Ay ne mogu biti pretpostavke nijednog secenja u PNCL.
Eliminaciju se¢enja u sistemu sekvenata koji se odnosi na klasi¢nu Lambekovu logiku, Abrusi
je, u [2], dokazao u sistemu SPNCL, formulisanom na jeziku L(SPNCL). To je jezik sekvenata
u kojem su svi sekventi desnoruki (u njima su nizovi formula levo od + prazni) i u kojem su, za
svako iskazno slovo p i svako n > 0, elementi jezika i ~™ p i ="p, pri ¢emu je ~* p=p=-p i

za svako n > 0 vazi:



71

~ (" p) =~ p ~ (="Hp) = -"p
=(="p) =—"*p —(~"Tp) =~ p
~l==1=0 ~0=-0=1
~T=-T=1 ~l=-l=T.

(Abrusi za 0 i L koristi redom, simbole L i 0.)

Formule na L(SPNCL), definisu se induktivno, na uobic¢ajen nac¢in. Za formule « i 3, vazi

VB)=~an~p ~(aVp)=-ahp
Aﬁ)—fvav s ﬂ(omﬁ)—ﬂavﬂﬁ
B) =~ B+ ~a ~(a-B) ==f+a
~(a+6)=~ﬂ-~a ~(a+f) =~

Sva pravila u sistemu SPNCL, odnose se na uvodenje konstante 0, ili jednog od veznika: -,
+, Aili Vv, desno od . Bez pravila izvodenja za negacije (i implikacije), secenje se u SPNCL
eliminiSe direktno, indukcijom po (d, p), gde je d stepen, a p rang secenja.

Eleminacija se¢enja u sistemu sekvenata za klasi¢cnu Lambekovu logiku razmatra se i u [14].
Ovde su formulisana dva sistema sekvenata, sistem A, koji se dobija kada se PNCL prosiri
pravilima za 0 i L i sistem B, ekvivalentan sa A, u kojem se pravilo se¢enja i pravila za ~, -, -
i +, dobijaju kada se u odgovarajuéim pravilima sistema A, permutuju neki ¢lanovi nizova levo
i neki ¢lanovi nizova desno od . Na primer, pravilo se¢enja u B, je dato sa:

' A a A I'i,a, 2 FA gde su A11Aili AgiToili A7iTy

T, T, T - A, AL A, ili I'y i I’y prazni nizovi.

Sistem B je ekvivalentan ta¢no onom sistemu koji bi se dobio kada bi u sistemu O (videti

. e . IakB,A . ,TEA, .
Glavu 2), implikacije bile definisane sa: Labba (— 1 lFAf (—), dodavanjem
'Fa—g,A TFAL—«a

gore navedenog sec¢enja i pravila @ 1) i (9¢ d).

Secenje se u sistemima A i B ne moze eliminisati. Medutim, u [14] je pokazano, da se svaki
dokaz prostog sekventa u A, moZe transformisati u dokaz tog istog sekventa u A, u kojem se ne
primenjuje secenje (slicno vaziiza B). Prost sekvent je sekvent koji sadrzi samo proste formule,
a formula je prosta, ukoliko ili ne sadrzi negacije ili je oblika ~ ... ~ « ili =...-a, gde je «
iskazno slovo.

U ovom radu ¢emo eliminaciju se¢enja u sistemu sekvenata za klasi¢cnu Lambekovu logiku,
dokazati u sistemu C'L*. Sistem CL* se dobija kada se C'L proSiri pravilima za negacije. Ova
pravila éemo koristiti u transformaciji dokaza za prebacivanje niza formula (I u primeru navede-
nom na pocetku poglavlja) sa jedne strane - na drugu, uvek kada u dokazu nije mogucée smanjiti
rang secenja.

Koristeéi proceduru za eliminaciju se¢enja u C'L*, u narednoj glavi ¢emo formulisati proce-
duru, koja za svaki sekvent na jeziku G, u konatno mnogo koraka odlucuje da li je dokaziv u

CL* ili ne, dakle da¢emo novo resenje problema odlucivosti za klasiénu Lambekovu logiku.
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5.3.2 CL*

Neka je 3* jezik iskaznog racuna, kojeg ¢ini jezik J, prosiren simbolima ~ i — (koje treba

razlikovati od ~ i =, definisanih u ).

Definicija. Formule, na jeziku 3%, definiSemo na slede¢i nacin.
1. Ako je a formula na jeziku &, onda je « ne-negacijska formula na jeziku &*.
R

2. Ako je a formula na jeziku &, onda su ~...~a i ...« negacijske formule na jeziku
— —

n puta n puta
$*, za svako n > 1.
3. Formule na jeziku I* su samo ne-negacijske i negacijske formule na &*. o
&,m,&1,. .., emo Kkoristiti da oznac¢imo bilo koju formulu na &*, negacijsku ili ne-negacijsku,
dok ¢emo sa «, 3, v, @, ... oznacavati samo ne-negacijske formule.

0 0

"ao=~...~ai"a=~"...ma,zasvakon>1;, ~‘a=a; —a=a ¢
—— ——

Definicija. ~

n puta n puta

Definicija. Za svaku formulu &, formule £* i *¢ definiSemo na sledeéi naécin:

g*:{Ng, E=a ili E£=n~¢, *gz{—'& E=a ili =€,

g, &=~¢, ¢, &=n~¢
Osim toga, (&1,...,&m)" 1 *(&1,...,&m), za svako m > 1, definiSemo na sledeé¢i nacin:
(El?"'?gm)*zg;kn""7£>1k; *(51""75777/) :* gm?"';‘(é—l' <>

Na osnovu prethodne definicije, direktno sledi: *(£*n+1) = £*n i (*n+1£)* =*n £ za svako

n > 0.

Definicija. Glavnu podformulu i glavni veznik ne-negacijske formule, definiSemo kao u 3.
Glavna podformula negacijske formule ~¢ je £, a njen glavni veznik je ~; glavna podformula

negacijske formule —¢ je &, a njen glavni veznik je —. o

Definicija. Neka je n formula na jeziku S*. Drvo formule 1 je drvo, ¢iji svaki ¢vor ima najvise
dva sledbenika i za koje vazi:

1. U korenu drveta je formula 7.

2. Ako je u ¢voru drveta negacijska formula £, onda je u njegovom jedinom sledbeniku glavna
podformula formule £. Ako je u ¢voru drveta ne-negacijska formula «, onda je u njegovom levom
sledbeniku leva, a u njegovom desnom sledbeniku je desna glavna podformula od «.

3. U listovima drveta su promenljive ili konstante. o

Dubina ¢vora u drvetu formule definiSe se kao i odgovarajuca funkcija za formule na jeziku
Q8
Da ozna¢imo konacan, moguée prazan niz formula (na $*) koristicemo velika slova grékog

alfabeta T') A, ... TV, ..., T'1,...; T[A] je niz formula ¢iji je podniz niz A.
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Definicija. Za svako n > 0, I'*» i *»I" definiSemo na sledeéi nacin:
1. Ako je I' prazan niz, onda su i ['*» i *»I" prazni nizovi formula.
2. Inace, I'*0 =T, I'» = (I™n-1)*
o' =T, *I'=*(*1T"), za svako n > 1.
o
Jezik sekvenata G*, ¢ini jezik I, zajedno sa: zapetom, -1 (prazninom). Sekvent je izraz

oblika I' H A. Formule koje grade sekvente i ovde zovemo s-formule.
Definicija. Sekvent I' = A je ¢ist, ukoliko ne sadrzi negacijske formule. o

Definicija. Negacijska pravila su pravila izvodenja data u Tabeli 5.1.

THA¢ ETHA

- —* — ("
T, FA ke A
TH¢A T éFA
- G — (- 9
&ETHA TFA¢

Tabela 5.1: Negacijska pravila

O

Glavna podformula negacijskog pravila (—* 1) je formula &, dok je £* njegova glavna formula.

Reéi ¢emo i da se pravilo izvodenja (—* 1) odnosi na formulu £*, u njegovom zakljucku.

. . . .. . . ' A, L ..
Za pravilo (—* 1) kazemo da uvodi negaciju, ako je oblika: ﬁ, a da eliminise negaciju,
Y
T'+A
ako je oblika: 7’_%
Ik A

Sliéno vazi i za ostala negacijska pravila.

Definicija. CL* je sistem sekvenata, formulisan na jeziku G*, koji osim aksioma i pravila

izvodenja sistema C'L, sadrzi i negacijska pravila izvodenja, data u Tabeli 5.1. o

Pravila izvodenja za konstante i veznike u sistemu C'L*, koja su ista kao u C'L, zvatemo i
ne-negacijska pravila izvodenja.
Primetimo da su formule « i 3, koje se pojavljuju u aksiomama i pravilima izvodenja sistema
CL* (CL) ne-negacijske formule.
Ako su (pi1),...,(pin) pravila izvodenja u C'L*, onda je:
' FAy

(pi1), .- (pin)

'kA

izvodenje u CL*, u kojem se, u proizvoljnom poretku, primenjuju samo pravila (pi1),...,(pis),

svako od njih, moguce nekoliko puta.
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Koristiéemo i sledeée skraéenice:

Definicija. ~"a=~...~ai-"a=-...~a,zasvakon>1; ~Ya=qo -Ya=a. o
—— ——

n puta n puta

Lema 5.2  Cist sekvent je dokaziv u CL akko je dokaziv w CL*.

Dokaz: Kako su sve aksiome i pravila izvodenja sistema C'L sadrzani u aksiomama, i pravilima
izvodenja sistema CL*, jasno je da se svaki sekvent dokaziv u C'L, moze dokazati i u CL*.
Dokazimo da vazi i obrnuto, naime da se svaki CL*-dokaziv ¢ist sekvent I' H A, moze dokazati
iuCL.

Neka je D* C'L*-dokaz ¢istog sekventa I' = A. Ako se D’ dobija kada se, u D*, sve formule

" a i -"«a, onda se dokaz D sekventa

oblika ~™« 1 =", za svako n > 1, zamene redom, sa ~
I' = A u CL dobija kada se svaki segment u D', koji je oblika datog levo od +—, zameni onim

koji je naveden desno od ~:

A~ «a A~ «a (e
—
r,~"t"akA L,~"MakA

(=D

-"a bk =" 0+

o ek

(=1

(0 d)
=" la, "o k0 'cA-"""a 0+
kA, -""g BRI To a0
—_— = (cut—ii)
I -"akFA I,-"ak A
~"a,T'FA
—— 0 qQ
~Ma, A ~"a,TH0,A
T |_Nn+1 a. A e T '_Nn+1 o A (— 4d)
-"a k"«
—— (0 qQ
"M T A ="ak ="a,0
— Y (0 —— (— )
"o, TH0,A F-"a, =" 0k
— (= d) (— 1)
"o, T A [k~ ="Ta, A ~ ="y ="
— (cut—ii)
I'k-="a,A '-"a,A

Odgovarajuée transformacije slicno se formulisu i za segmente u D’ koji su oblika:

I'-"a,A I~ o A I,-"aF+A  I,~"lakA
) ) 1 .
"M TFAY ~"a,THFA™ TFA ="M A~

g.e.d. (Lema 5.2)

Direktna posledica prethodne leme je da su sistemi C'L i CL* ekvivalenti.
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5.3.3 Eliminacija secenja u C'L* i C'L}..

Teorema 5.4  Svaki dokaz u sistemu C'L*, moZe se, u tom sistemu, transformisati v dokaz sa

istim krajnjim sekventom, u kojem se ne primenjuje pravilo secenja.
U dokazu ove teoreme, koristicemo tvrdenje u sledec¢oj lemi, ¢iji ¢e dokaz biti dat kasnije.

Lema 5.3  Svaki dokaz u sistemu C'L*, u kojem se pravilo secenja primenjuje samo jednom, 4
to kao poslednje u izvodenju, moZe se, u istom sistemu, transformisati u dokaz sa istim krajngim

sekventom, u kojem se ne primenjuje pravilo secenja.

Dokaz Teoreme 5.4: Na osnovu tvrdenja u prethodnoj lemi, sledi da se, u bilo kom dokazu u
sistemu C'L*, mogu eliminisati sva sefenja, eliminisanjem jednog po jednog secenja od gore.

g.e.d. (Teorema 5.4)

Na osnovu prethodne teoreme, direktno sledi da se svaki C'L-dokaz za I' - A (a to je ujedno
i CL*-dokaz sekventa I' = A), uvek moze transformisati u C'L*-dokaz sekventa I' = A, u kojem
se ne primenjuje pravilo secenja.

CL*-dokaz formule ~~ ——a F o, u kojem se ne primenjuje pravilo secenja je:

(=1

~a[odro
—d
S r~a
Edre
}—@,N—ma (e
— 1

(Uokvirene formule pripadaju tragu formule a u krajnjem sekventu; trag formule u C' L*-dokazima
¢e biti definisan kasnije.)

U dokazu Leme 5.3, koristi¢emo tvrdenje u slede¢oj lemi.

Lema 5.4  Neka je II neprazan niz formula. Svaki CL*-dokaz oblika (poslednje primenjeno
pravilo se odnosi na ne-negacijsku formulu ¢):

¥ » ¥ »

™

™
2. 3. 4.
'k A pII L, T'EA THILp, A T o, IIFA

m s

1.

moZe se transformisati v CL*-dokaz, oblika:
¥ Y x'¥ ¥

2. 3. 4.
I - A, o, T 1%, A ILT F o, A T,p- AL
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Dokaz: Navodimo samo dokaze za 1. i 4.
Dokazimo tvrdenje pod 1. Za razne oblike formule ¢, dokaz koji je naveden levo od

transformiSemo u onaj koji je naveden desno od +:

=0
™
I+ A
T (="
IFAIT LI+ A
reaom o N
p=a—p
™
a, '+ 3,11
- (=* 1)
o, T+ 6,10 a, DI F 3
——— (= d) /m Y (— d)
'rFa—pg,10 irrra—g

Formula ¢ nije oblika 3 < «, jer bi u suprotnom, II morao biti prazan niz.

p=a-f
T2
Ty - 3,11
T T T (=* 1
Fl}_A,Oz FQ",@,H Fl}_A,Oé FQ,H*'_ﬂ
(1 d) = - (1 d)
Fl,FQI—A,a~B,H F17F27H "A,O{'ﬁ
2
' Aq, B,11
™ T T (="
FALa  TFABI FALa DI F AR
(2 d) - (2 d)
FFAQ,Al,Oz'ﬁ,H F,H FAQ,Al,Oé-/B
T T2
FFA,O@HQ Fﬂ,Hl
™ T =*1 (="
I'FA ol F G, 11 OLIGFA o I - 8
(3 d) - (1 @, =1,
THA - B,10 LI FA,a-f3
p=a+p
™
'FA o B11
T (=* 1
THFA (10 DLIrr+-A a8

+ 4

T — - (4 q)
Tk Ay a+B10 I - A a+ 8
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p=aAp:
T ™2
Aol T'HA, B
st T2 =" =* D
'FA ol T'FA BT OLLII'- A« LL,LII'=A,B
(A d) +— " (A d)
T'EFAanBTI TVII"EAang
p=aVps:
T
'kFA ol
T (=* 1
T'FA ol DI+ A«
—— (v d) O (v
TFAaVvgII LA avy

Postupak je isti i kada je I' = A, G, 11 krajnji sekvent u 7.
Ovim smo zavrsili dokaz tvrdenja kada je sekvent oblika datog pod 1. Dokazimo da tvrdenje

vazi i ako je sekvent oblika datog pod 4.

=1
v ™
I I-A
T =
I A TFAT
any = —70 (1)
T, LI A O,IF AT
p=a—p
2
Iy, B, 1TF A
T T2 T (= a)
Fl}—a F27ﬁ7H}_A Fl}_()z FQ,,@}‘A,*H
(=1 1) = " (—1 1)
I, I, — B,IIFA T2, T, — BFASIT
T2
B, 11 Ag
T T2 T *— d)
FFAha /BaHFAZ Fl_AhOé ﬂFAQ,*H
(=2 1) = " (—2 1)
Fa— 8,11 Ay, Ag Ia— GF A, A, 1T
p=0<a
™1 D)
I -« 0,43,1 - A
T T2 = d (*— d)
Hlka F,ﬂ,HzFA I*Oé,*Hl F,ﬁFA,*HQ
(=1 ) = (—2 D),

Ig—allFA

I,B«—ak A~

I =11, 1L,
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!
H"O{,Al
Ut ™2 = T2
H"Q,A1 F,BFAQ }‘O[,AL*H F,B}_AQ
(=2 1) — " (=2 1)
F,B<—O¢,H}‘A2,A1 F,ﬁ<—a}—A2,A1, 11
p=a-p
TI'
o, 8,11 A
™ = 4d
o B,I1F A Do, BF AT
——— () > ———————— (]
INa-g,IIFA Na-fEAI
p=a+p
T2
G, I A,
T T2 T ("= d)
F,al—Al B,HFAQ F,CH—A1 ﬁI—AQ,*H
(+1 1) = " (+1 1)
Fia+B,11F A, A Da+8F AL AT
T2
Iy, 5,IIFA
T T2 m ("= d)
Iak I, B8,I1FA Iak Iy, BF A
(2 ) = * (+2 1
I‘hr?a—'_ﬂvn}_A Fl,F,OZ"‘ﬂ}_A, II
1 T2
o, II2 A 3,111 -
T T ()] (*— d)
F,CM,HQI—A ﬁ,Hll— F,CM"A,*HQ ﬁl—* Hl
(3 ) = * (+1 1,
Na+g,IIFA Fa+pg+HAI
p=aAp:
™
o lFA
s ("= )
Do, IFA D,ak AFII
o oo A AN e (A ])
L,aABIlFA L,aABFA

Postupak je isti i kada je I', 8,11 F A krajnji sekvent u .

=1,z



79

p=aVp:
st T2
TallFA I,6,IIF A
T o (*— d) (*— 4d)
TallFA I,6,IIF A TaFATI I,BFATI
(Vv 1) — " (v 1
Tavp,IIEA T,aVvpEATI

g.e.d. (Lema 5.4)

Definicija. Reéi ¢emo da s-formuli & u sekventu I';,T'9[¢],T's = A, T'e-odgovara s-formula &
u sekventu I}, T'9[¢], T B A’ ako se obe nalaze na istom mestu u nizu I'9[¢]. Reéi éemo i da
s-formuli £ u sekventu I' = Ay, Ag[€], Az, Ag-odgovara s-formula & u sekventu IV = A, Ag[€], Af,

ako se obe nalaze na istom mestu u nizu Ag[¢]. o

Definicija. Neka je D dokaz u CL*, u kojem se pojavljuje formula ¢”. Niz s-formula &, ..., &"
je trag formule €™ u D, ako vazi:
1. ¢! je ili s-formula u aksiomi, ili glavna formula ne-negacijskog pravila izvodenja u D.
2. &' je, za svako i < n, s-formula u pretpostavci pravila izvodenja (pi).
2.1. Ako £ nije glavna podformula pravila (pi), onda &1 definiSemo na sledeéi nacin.

Neka je (pi) = (=5 ).

Ako je & s-formula iz 'y (ili A1) u I'1 = Ag,a, onda je £&7F! njoj Ty (Aq)-odgovarajuéa
s-formula u ', — G, T2 = Ay, As.

Ako je & s-formula iz 'y (Ag) u 8,T's = Ao, onda je 7! njoj I's(Az)-odgovarajuéa s-formula
ul'y,a— 6, s F Aq, As.

S-formula £+ se sliéno definise i za preostala pravila izvodenja u sistemu CL*.
2.2. Ako je (pi) negacijsko pravilo izvodenja, ¢ija je glavna podformula formula ¢?, onda je £+1
njegova glavna formula.
3. £ jeili cut-formula, ili glavna podformula ne-negacijskog pravila izvodenja, ili formula u

krajnjem sekventu dokaza D. o

Trag formule o u gore navedenom CL*-dokazu sekventa ~~ ——qa b « je niz uokvirenih

formula «, o, o, 7, D@, D, D@, @, .

Definicija. Neka je D dokaz u C'L*, u kojem se bar jednom primenjuje pravilo se¢enja. Neka
je ¢ jedno seCenje u D i neka je ¢ njegova cut-formula. Levi rang secenja ¢ u D, je najduzi trag
cut-formule @ u levoj pretpostavci secenja. Desni rang seCenja ¢ u D, je najduzi trag cut-formule
¢ u desnoj pretpostavci seGenja. Rang secenja ¢, u oznaci p(p), je zbir njegovog levog i njegovog

desnog ranga. o

Stepen secenja je, kao u L, broj veznika u cut-formuli ¢ (secenje je definisano samo kada je

cut-formula ne-negacijska formula).
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U dokazu Leme 5.3, koristi¢emo i tvrdenje u slede¢oj lemi.

Lema 5.5 CL*-dokaz oblika:

T T2
Fl}_A17907A2 QDI_A;;
(*) (cut—iv)
F1 I Al, A3, Az

u kojem se pravilo secenja primenjuje samo jednom (kao poslednje u dokazu), moZe se trans-
formisati v CL*-dokaz sa istim krajnjim sekventom u kojem se secenje ili uopste ne primenjuje,
ili u kojem su sva seCenja (cut—iv)-secenja, pri cemu je mjihova cut-formula ¢, a levi rang je
jednak 1.

Dokaz: Neka je D dokaz u CL*, koji je oblika (x). Dokaz izvodimo indukcijom po levom
rangu secenja, lp. Ako je lp =1, tada je D veé¢ u odgovaraju¢em obliku.

Neka je lp = ¢ > 1. Tada je leva pretpostavka secenja zakljucak pravila izvodenja (pi), koje
je ili pravilo (ne-negacijsko ili negacijsko) ¢ija glavna formula nije cut-formula ¢, ili negacijsko
pravilo, ¢ija je glavna formula .

Tada razlikujemo sledeée slucajeve:

1. Neka je glavna formula pravila (pi) iz I'y.
1.1. Ako je (pi) = (—=2 1), onda dokaz koji je naveden levo od +—, transformiSemo u onaj koji

je naveden desno od -

1 T2
I A1, ¢, A'Q,a ,B,I‘/l' FAY T3
Tha— BT F AL AL A oF As
I',a— 8,17 F AL Az, Ay AY

(cut—iv) >

et T3
Il ALe AL a ph As T
(cut—iv)
Il AL A Ay a B, T F Ay

—o 1
Thoa— 3,07 F Ar, Ay, A, Af ey
Ovaj dokaz je, na osnovu indukcijske pretpostavke, moguce transformisati u dokaz koji je u

odgovaraju¢em obliku.

Dokaz se slicno transformise i kada je leva pretpostavka seCenja krajnji sekvent u izvodenju
s T2
I AL« B, T F AT, o, Ay
[ — 3,11 FALAY, ¢, Az
Na slican nac¢in dokaz transformisemo i ako je (pi) jedno od pravila izvodenja: (1 1), (—1 1),

(=D, (D, (+D, (A, (=" nili (- 1.

oblika:

(=2 1.
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1.2. Akoje (pi)= (v 1), dokaz koji je naveden levo od +—, transformiSemo u onaj koji je naveden

desno od ~:

st T2
Fll7a7Flll}_A17507A2 Fllyﬂal_‘/{'_Ah(p?AQ 3
(v 1
P/17Ot\/ﬂ7F,1,FA1,(p7A2 pFAs

(cut—iv) >

Fll,Oc\/,B,Flll F A17A3,A2

T T3 2 3
F/17a7F/1/|_A17§07A2 @FA3 ( ) F/17ﬁar/1/'_A17(p7A2 QOFA3 ( )
cut—iv cut-iv
Fll,Oé,Flll}—AhAg,Az Fll,ﬂ,rllll—Al,A3,A2

/ " (v 1
Fl,oz\/ﬁ,l‘l [ Al,Ag,Az

Kako je u novom dokazu levi rang oba secenja manji od levog ranga seCenja u polaznom
dokazu, na osnovu indukcijske pretpostavke, moguce ga je transformisati u dokaz koji je u

odgovaraju¢em obliku.

2. Neka se pravilo izvodenja (pi) odnosi na formulu iz A;.

2.1. Ako je (pi) jedno od pravila izvodenja: (0 d), (— d), (- d), (+ d), (v d)ili (—* 4d), dokaz
je, kao pod 1.1, uvek moguce transformisati u dokaz koji je u odgovaraju¢em obliku.

2.2. Ako je (pi) = (A d), dokaz je, slicno kao pod 1.2, uvek moguce transformisati u dokaz koji

je u odgovarajuéem obliku.
3. Postupak je isti kao pod 2. i kada se pravilo izvodenja (pi) odnosi na formulu iz As.

4. Neka je (pi) negacijsko pravilo ¢ija je glavna formula cut-formula ¢. Tada razlikujemo sledeée
slucajeve:

4.1. Neka je (pi) = (—* d)ineka je £!,... &9 trag formule ¢ (p je s-formula £7), koja se nalazi
u levoj pretpostavci secenja. Kako ¢ nije negacijska formula, (—* d) eliminiSe negaciju — u
formuli = (€971 je s-formula —¢). Tada razlikujemo sledeée slucajeve:

4.1.1. Ako nijedna s-formula u nizu &',...,£97! nije formalno jednaka sa ¢, onda je &', za
svako i € {1,...,q — 1}, oblika =lip 1; > 1. Kako je tada sekvent, koji sadrzi s-formulu &', ili

aksioma (1) ili aksioma (T), dokaz transformisemo u dokaz bez se¢enja, na sledeéi nacin (k > 1):

*2k A .
D[L] F A[? ] e A ) pravila iz R, koja se ovde primenjuju u
——— niz pravila iz- . istom poretku kao u po¢etnom dokazu,
vodenja, R svako od njih moguce nekoliko puta
o, T F A T “Ag,T1F Ay
—— (=" d) (= a)
Fl = P, AQ [%2) = Ag

(cut—iv)

Fl '_A37A2 1—‘1 }_A37A2
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gde smo sa A[*2* A3] obelezili niz koji se dobija kada se s-formula =2, u nizu A[—2¥¢)], zameni
sa *2k Ag.

Dokaz se sliéno transformiSe i kada je njegov polazni sekvent aksioma I' + A[T][—%y],
L% p] - A[T] ili D[L][% ] - AL
4.1.2. U suprotnom, bar jedna s-formula u nizu &', £2,..., €971 je formalno jednaka sa ¢. Neka
je j najmanji prirodan broj iz skupa {1,...,q—1}, takav da je &/ formalno jednaka sa ¢ i &/+! sa
—p. Ako je I' ¢, A sekvent koji u datom izvodenju sadrzi s-formulu &7, dokaz transformisemo

na sledeéi nacin:

T ™1 T2
TFo A FFe, A ok Ag A
(*7 l) cut—iv
—o, T F A THA; A
niz pravila izvode- .. =1
nja, R _
—p, ' F Ag T2 Az, I'F A pravila iz R, koja se ovde primenjuju u

(=" d) .. istom poretku kao u pocetnom dokazu,
ik, As P As (cut—iv) svako od njih moguée nekoliko puta

[k As, As "Az,T1F A

(="

't kH A3,A2

Na osnovu indukcijske pretpostavke, dobijeni dokaz se moze transformisati u dokaz koji je u

odgovaraju¢em obliku.

4.2. Neka je (pi) = (*— d)ineka je &', €2,... &9 trag cut-formule ¢ (¢ je s-formula £9), koja se
nalazi u levoj pretpostavci secenja. Tada razlikujemo sledeée slucajeve:
4.2.1. Ako nijedna s-formula u nizu &', ..., €971 nije formalno jednaka sa ¢, onda, sli¢no kao u

4.1.1, dokaz transformisemo u dokaz u kojem se ne primenjuje sec¢enje, na sledeéi nacin (k > 1):

*2k
L]+ A[N%(p} P AlAg™] pravila iz R, koja se ovde primenjuju u
—— niz pravila iz- e istom poretku kao u po¢etnom dokazu,

vodenja, R svako od njih moguce nekoliko puta
FlzNSO'_Al T Fl,Agl_Al
— -9 Y g
F1|—A1,Lp gOl‘Ag
cut—iii — —
T F Ar As (eut =i TH AL A,

Dokaz se slicno transformise i kada je njegov polazni sekvent aksioma T[L][~?*"1¢] F A,
D[~ F A[T] il T F A[T] [~k
4.2.2. U suprotnom, bar jedna s-formula u nizu £!,£2,...,£971 je formalno jednaka sa ¢. Neka
je j najmanji prirodan broj iz skupa {1,...,q—1}, takav da je &/ formalno jednaka sa ¢ i &/+! sa
~p. Ako je T' = A, ¢ sekvent koji u datom izvodenju sadrzi s-formulu ¢/, dokaz transformisemo

na slededi nacin:
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m m T2
A I'EAp o As
s rraa
—— niz pravila iz- (=* 1)
vodenja, R _
Iy, ~vo b Ay T2 M pravila iz R, koja se ovde primenjuju u

Y (=9 e istom poretku kao u pocetnom dokazu,
IiEALe pkAs (eutiv) svako od njih moguée nekoliko puta

T'i kAL As I, A3 F A

=
T FALAs
Na osnovu indukcijske pretpostavke, dobijeni dokaz se moze transformisati u dokaz koji je u
odgovaraju¢em obliku.
g.e.d. (Lema 5.5)

Dokaz Leme 5.3. Dokazimo da se svaki C'L*-dokaz, u kojem se pravilo se¢enja primenjuje samo
jednom i to kao poslednje u izvodenju, moze redukovati u dokaz sa istim krajnjim sekventom, u
kojem se ne primenjuje pravilo se¢enja. Dokaz izvodimo indukcijom po leksikografski uredenom
paru (d, p), gde je d stepen, a p rang seenja.
1. Neka je rang secenja jednak 2. Ako je bar jedna njegova pretpostavka aksioma, tada analizom
svih mogucih slucajeva zakljucujemo da se dokaz uvek moze transformisati u dokaz sa istim
krajnjim sekventom, bez secenja. Na primer:
™
Di[Ll] F e, Aq L2, o Ag
Do, Ti[L] F Az, Ay

(cut—ii) = F27 Fl[L] = Ag, Al

™

Tk A pFoe m
(cut—ii) >

T'kFop A ke A

Ako su obe pretpostavke secenja zakljucci pravila izvodenja koja se odnose na cut-formulu
p, tada, analizom svih mogucih sluc¢ajeva zaklju¢ujemo da se dokaz uvek moze transformisati u
dokaz sa istim krajnjim sekventom u kojem je stepen svakog se¢enja nizi od stepena secenja u

polaznom dokazu. Na primer, ako je ¢ = a — [, neki od mogucih slucajeva su:

T ™2 3

OC7P1F,3,A1 FQFO[ F37ﬁFA2

—_— (> d) (=1

MNkFta— B4 I3, T2, — BF Ao
(cut—ii) >

s, 2,1 F Ag, Ay
) ™1
I'o ko o, 't B, A UE]
(cut—i)
T2, T B, A I3, 8F A

(cut—ii)

F3,F2,F1 = AQ, Ay
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T T2 3
a,TiF B, A Tob As,a BF As
raopna, Too— B Dg By
T2, T1 F A, Ag, Ay eat= =
v} 1
ok As a, 'y F 3, A 3
o, Ty - A, B, Ay R TRy
T2, 1 F Ag, Ag, A (eut=i)
T T2 3
T+ g ok ALa BTsk As
NrFa—p = Ia,aa— B, T3 A1, As =
o, T1,Ts - Ay, As eaem =
T2 ™1
ok Ao a, TG 3
LT FALS ) BTyF A

5,11, Ts F A, As fenemi)
Isti postupak primenjujemo i kada je glavni veznik formule ¢ jedan od «, -, +, A ili V.
Na osnovu indukcijske pretpostavke, dobijeni dokazi se mogu redukovati u dokaze bez secenja.
2. Neka je levi rang secenja veéi od 1. Tada je leva pretpostavka secenja ili zakljucak pravi-
la izvodenja (negacijskog ili ne-negacijskog) ¢ija glavna formula nije cut-formula, ili zakljucak
negacijskog pravila, ¢ija je glavna formula cut-formula.
2.1. Neka je leva pretpostavka secenja zaklju¢ak pravila izvodenja ¢ija glavna formula nije
cut-formula. Analizom svih moguéih sluc¢ajeva, zaklju¢ujemo da primena ovih pravila nikada u
dokazu ne mora neposredno da prethodi se¢enju. U nekim slucajevima, dokaz se moze redukovati

direktno. Na primer:

™1 T2 1 ™
' FALp B, T2 F Asg T I FAL e« pHEA o
Ta—BlatAgne ) ora T FALA T E Ay
Ti,o— 3,1 F AL A, As (et Ti,a— 3,0 - AL A, As e
™1
§ET1E A ™ ™ o
L1 k&AL e o TFA &1 F ALy o TFA
LT Fe,ALA eut=i = ETLTEALA djm_i“)

I, T &S ALA

Na osnovu indukcijske pretpostavke, dobijeni dokazi se mogu redukovati u dokaze bez sece-

nja.
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Ovde ¢emo detaljno analizirati samo one dokaze koji se ne mogu redukovati direktno.

2.1.1. Dokaz:

is] o
ke o 6,12+ T
Tha—BTate 0 Toelra
I'I'1,aa— B,T2,IIF A

(cut—1i)

se ne moze redukovati direktno, kada je II neprazan niz i kada je desna pretpostavka secenja ili

aksioma I', 1, IT - A ili zaklju¢ak ne-negacijskog pravila koje se odnosi na ¢. Tada, na osnovu

Leme 5.4, imamo:

™1 T2
F1FJ.,O( ﬂ,FQF
Fl,a—>ﬁ,F2 "J_

()
I, L IFA

(cut—i)
F,Fl,aHB,FQ,HFA
™1 v}
F1F<p7o¢ B7F2F 7T<p
1)
I'i,a— 3,T2k Lo, IIFA
(cut—i)

F,Fl,aaﬁ,l“z,l'[}—A

1
N FLla I,LFAI T
Il AL a T,
[,01,a— B, F AT e
- 1
[Ty, — 3,02, I1F A
™ 7{'“‘0
I'Foya Lok AT T2
ITh kAL a e R A

— 1
I'Th,a— B TaF AT =0

(=" D

ITy,a— 6,1, IIFA

Dobijeni dokazi se, na osnovu indukcijske pretpostavke, mogu redukovati u dokaze bez

secenja.

Redukcije dokaza su sliéne i u slucajevima 2.1.2-2.1.4, kada Il nije prazan niz:

2.1.2.

m 2
iFALL B,Ta k-
lN,a—gG,T2F A1, L
IN',a— B,T,IIF A A

(- D
1L IOFA

(cut—iii)

2.1.3.
1 )
ko L T2, B F

(=1
2,81 kL IL,LTHFA

H,F27,8<—047F1,F|_A

(cut—i)

Fl F A1,<p,a

T ™2

B, i

=

F1,Oz—>ﬂ,F2FA17cp QO,HI_A

(cut—iii)

Fi,a— 6,2, ITF A A

1 )

N Fa,p T2, 8+ ¥

(=D
To,—a, 1o L I'FA

(cut—i)

H,FQ,BPQ,FhFFA
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2.1.4.
T Uy} 1 ™2
| e A AN Iz, B+ Ty b o, 0, A0 Ty, B+ °
(=D (=D
Iy, 08— a, 1 LA, I, LA Ty, 88— a,T1F ¢, A oA
cut—ii cut—ii

ILT5,8 —a,ly - A A (cue=i) 128 a,l1 A A (eut=ib

2.1.5. Dokaz:
1 T2 s
kAL pa B,I2 0,0, I F 0, Ay

(= D
P17Oé—>ﬂ,F2 FA1,QO

p,lIFn—0,A

(= d)

Fl,a—>B,F2,H}—A1,n—>0,A2

(cut—iii)

u kojem II nije prazan niz, ne moze se redukovati direktno. Ovaj dokaz transformiSsemo na

sledeéi na¢in. Prvo u dokaz Dx:

™
1,0, 110, As
— (— 4d)
@,HF?}—)@,AQ

1 "= d)

M FALp phn—0,0:711
Iy |—A1,7]*>9,A2,*H,a

(cut—iv)

B, T2 I

Fl,a—>ﬁ,1“2 FA177]—>07A2,*H

(=D

(CR)!

Fl,a—>ﬁ,P27HFA17n—>9,A2

u kojem je p(¢) =1l —1+d+n, (I >21id>2suleviidesni rang setenja u polaznom dokazu;

n > 1 je broj ¢lanova niza II). Na osnovu tvrdenja u Lemi 5.5, sledi da se pocetni segment

dokaza D1, ¢iji je krajnji sekvent I'y F A1,n — 6, As,* I, @ moze transformisati ili u dokaz sa

istim krajnjim sekventom bez secenja ili u dokaz sa istim krajnjim sekventom, u kojem su sva

seCenja (cut—iv)-seCenja, Cija je cut-formula ¢ i ¢iji je levi rang jednak 1.

Ako postoji dokaz sekventa I'y = Ay, n — 0, A9, %11, «

seCenja, onda D; transformiSemo u dokaz bez secenja:

3 2

F1|_A1,77%07A27*H,Oé /87F2

, u kojem se ne primenjuje pravilo

|_

Ti,a— B3,Tak Ay, — 0, 11

(=D

="

F1,Oz—>ﬁ,F2,H"A1,T]—>0,A2
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U suprotnom, dokaz D; transformSemo u dokaz Ds, u kojem je svako secenje oblika:

T
U2 M+ 9, AQ
— (=4
p,IIFn—0,A
3 (*— d)
F'FAp A pohn—0,0710
(*) - (cut—iv)
THANR—60,A: I A
i u kojem je PEA oA ili aksioma, ili je poslednje primenjeno pravilo u w3 ne-negacijsko pravilo,
7()07

¢ija je glavna formula ¢.

Neka je S segment dokaza Do, oblika (k). Segment S transformisemo u S sa istim krajnjim
sekventom, na sledeéi nacin. Ako je leva pretpostavka secenja jedna od aksioma: ¢ F ¢,
FLEYE, THA[TL,e,AiliTF A @ A[T], onda S transformiSemo u segment S; bez secenja.

U suprotnom, na osnovu tvrdenja u Lemi 5.4, transformiSsemo ga u Sy:

T
m3'? 7,0, 110, As
D,ATF A p,IIFn—0,A, =
T,ASTLE A — 0, As fen =i
=

THAn—0,As, T A

u kojem je rang secenja p(¢) = 14d (ako je leva pretpostavka se¢enja u S aksioma - 1, tada je i
leva pretpostavka secenja u Sy aksioma F 1; ako je A prazan niz, onda je 73'¥ = m3). Ovo secenje
se, na osnovu indukcijske hipoteze, moze eliminisati. Primetimo da je nakon ove transformacije,
rang svih preostalih se¢enja u dokazu ostao nepromenjen, jer se nijedan segment u Do, ¢iji je
pocetni segment S, ne zavrsava seCenjem (videti dokaz Leme 5.5).

Na slican nacin redukujemo svaki segment dokaza Ds, koji je oblika (x). Nakon toga, rang
svih se¢enja u transformisanom dokazu je 1 + d, pa se ona, na osnovu indukcijske pretpostavke,

mogu eliminisati.

Sliéno transformisemo i1 dokaz oblika:

1 ™2 ™
' Fa,p, A T2, 0 F I, o,nkE A0
(=D — (— )
Ty, 8—a,T1F @, Ay kA0 —n
2.1.6. (cut—ii)

H,Fz,ﬁ%a,I&'—A,OHﬁ,Al

u kojem II nije prazan niz.
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Dokazi koji se dobijaju kada se (= 1), (= d), («~ 1), («— d) u dokazima 2.1.1-2.1.6. zamene
ponegde (2.1.5, 2.1.6.) ili svugde (2.1.1-2.1.6.) redom sa (-* 1), (=* d), (*— 1), (*— d), trans-

formisu se na isti naéin.

2.2. Neka je leva pretpostavka secenja zakljucak negacijskog pravila izvodenja, koje se odnosi

na cut-formulu. Tada razlikujemo sledece slucajeve:

2.2.1. Neka je leva pretpostavka secenja zakljucak pravila (—* d).

Neka je &1, ..., €9 trag cut-formule ¢ (¢ je s-formula £9), koja se nalazi u levoj pretpostavci
se¢enja. Kako ¢ nije negacijska formula, (—* d) eliminise negaciju — u formuli = (€971 je
s-formula ). Tada razlikujemo sledeée slucajeve:
2.2.1.1. Ako nijedna od formula &', ..., €971 nije formalno jednaka sa ¢, onda je, sli¢no kao u
dokazu Leme 5.5 (videti 4.1.1.), formula &' negacijska formula oblika —'¢, 1 > 1, a sekvent koji
je u datom dokazu sadrzi, je ili aksioma (L) ili aksioma (T). Dokaz tada transformiSsemo u dokaz
bez seCenja, na slede¢i nac¢in (k > 1):

T[L] - A[*2*=1T3,*2% Ag] pravila iz R, koja se ovde pri-

IR A[—lzkcp] menjuju u istom poretku kao
~—— niz pravila iz o u pocetnom dokazu, svako od
vodenja, R njih moguce nekoliko puta
o, T Ay T “A2, T, T - Ay
— " .
Fll—go,Al F2,§D|_A2
(cut—ii) > —
FQ,Fll_AQ,A1 1—‘27]-11|_A2,A1

gde smo sa A[*2+-1T'9 *2¢ As] obelezili niz formula koji se dobija kada se s-formula —%*¢, u nizu
A[—=%*p], zameni sa *2+-1T9,*2k Ag.

Dokaz se slicno transformise i kada je njegov polazni sekvent aksioma I' - A[T][=?%¢], za
k> 1, T[=% 1o - A[T], za k > 0 ili T[L][=%* 1ol - A, za k > 0.
2.2.1.2. U suprotnom, bar jedna s-formula u nizu &', ..., €971 je formalno jednaka sa ¢. Neka je
j najmanji prirodan broj iz skupa {1, ...,q—1}, za koji je & formalno jednaka sa ¢ i &1 sa =
i neka je I' - ¢, A sekvent, koji u datom izvodenju sadrzi s-formulu &/. Dokaz transformisemo

na sledeéi nacin:

st Ust T2
'k A ', A o, o Ag ( |
- (*_ cut—ii
T 5T F A, A
niz pravila iz- =1
vodenja, R -
—p, T F A - “A2,T2, T F A pravila iz R, koja se ovde pri-
I T (g —— menjuju u istom poretku kao
Ty F o, Ay Ta,0 b As o u pocetnom dokazu, svako od
ToT1 - Ay Ay (cut—ii) njih moguce nekoliko puta

*AQ,FQ,Fl AL
(=" @)

FQ,Fl = AQ,Al
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Na osnovu indukcijske pretpostavke, secenje se, u novom dokazu, moze eliminisati.
2.2.2. Neka je leva pretpostavka seCenja zakljucak pravila (- q).

Neka je &1,...,&9 trag formule ¢ (€9 je s-formula ), koja se nalazi u levoj pretpostavci

se¢enja. Tada razlikujemo sledece slucajeve:

2.2.2.1. Ako nijedna s-formula u nizu ¢!,...,£97! nije formalno jednaka sa ¢, onda je, sli¢no
kao gore, ¢! negacijska formula oblika ~‘p, 1 > 1, a sekvent koji je u datom dokazu sadrzi je

ili aksioma (1) ili aksioma (T). Dokaz transformisemo na sledeéi nac¢in (k > 1):

T[L] F A[A?*, T5%* 7] pravila iz R, koja se ovde pri-

[[L] + A[~2Fg) menjuju u istom poretku kao
—— niz pravila iz- o u pocetnom dokazu, svako od
vodenja, R njih mogucée nekoliko puta
Iy, ~ve kA ™ 1, To, As Ay
—— - .
F1|_A1,(p S07F2}_A2
(cut—iii) T
Fl,rg}—Al,AQ F171_‘2'_A17A2

Dokaz se slicno transformise i kada je njegov polazni sekvent aksioma I'[L][~**1y] - A za
k>0, T[~2 o] - A[T] za k > 0ili I' - A[T][~?*¢] za k > 1.

2.2.2.2. U suprotnom, bar jedna s-formula u nizu &', ..., €971 je formalno jednaka sa ¢. Neka
je j najmanji prirodan broj iz skupa {1,...,q — 1}, takav da je & formalno jednaka sa ¢ i &/+1
sa ~¢ ineka je I' F A, ¢ sekvent, koji u datom izvodenju sadrzi s-formulu &. Dokaz tada

transformiSemo na sledeéi nacin:

T 1 2
A I'EA ¢ o, 2 Ay ( )
- = cut—iii
I'~pEA =0 oA A
niz pravila iz- (=* 1
vodenja, R -
Ty, ~ok A o T2, A5 - A pravilaiz R, koja se ovde pri-
’ = a) —— menjuju u istom poretku kao
I AL 0, Ta - Ag T u pocetnom dokazu, svako od
TR NN (cut—iii) njih moguée nekoliko puta

F1,F2,A; I Al

("= )

Fl,FQ F A1,A2

3. Neka je desni rang secenja veéi od 1.

3.1. Neka je desna pretpostavka seCenja zakljucak ne-negacijskog pravila izvodenja. Navodimo,
kao u 2, samo one slu¢ajeve u kojima se dokaz ne moze transformisati direktno (za 7'% videti

dokaz Leme 5.4; II je neprazan niz).
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1
T LT -T,A a, TFB, A,
* (cut—ii)
a, THFB, A o, ILT B, A1, A
———— (= 4d) - (= d)
311 PHILT,A Tha—3,A ILIFa—B,4A1,A
JR K % (cut—iv .
TFILa— 3 AL A ) —* a)
FFH,O(—)ﬂ’Al’A
71'“‘9 T
T
ILT -, A FB.A
ﬂ-w a7 (p '_ ﬁ’ Al 7 LP’ a7 Lp 67 ! (Cutfii>
——— (=4 o, " ILT - B, A1, A
IHIL e, A pFa—38,A; TTF A A(—»d)
THILa— f3,ALA (cut=iv) Tha— B A,
(="
FFH,Q—)ﬁf’AhA
1
T ILDET a, T,T1F B, A
* (cut—i)
a,T,F1 = ﬁ,A1 Q, H,F,Fl [ 67A1 ( o
(= d) * -
319 THILT T, I Fa—6,A LT Fa— 8,4
A4 cut—iii — .
Ty FILa— 8,4, (eut=i - @
I FILa— B8,A
’7'('“‘1J T
1 LTy ap kB A
* (cut—i)
g a,0,T1 kB, Ay o TLT, Ty F 3, Ay o
(= d) * -
THILp o, T1Fa— 6,4 i) L0,y Fa— 8,4
i FILa— 6,4 (=* d)
I HEILa— B8,Ar
1
e LLLITr=AT T,akF A1,B3
¥ (cut—iii)
T,OL"Al,ﬁ F,H 7a'_A7A17ﬂ
— Y (=9 * (— )
313 PFA T, TFEALB—a DI EAALB <
.1.9. cut—iv — .
TFAALS—a,l (cut=) co @
FFA7A1,ﬂ<—o¢7H
71'“‘9 T
T LI A p,ak Ay B —
i (p,O{"Ahﬁ F,H*,a}_A7A1,ﬁ
——— (= 4d) * (e« d)
FFA,QO,H QOl—A]_76<_OC F,H FA7A17/B<—Q
(cut—iv) +— o

F"A,A17ﬁ<—a7ﬂ

T'FAALL— oIl
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™1
T F,H*FT Fl,T,a}—Al,B ( )
cut—i
Fl,T,CM"Al,ﬂ ', TN a b AL B (— )
(— d) * -
314 r'+T,1I I, TFALB—a L, DI EALS —a
Ad.4. (cut—ii) +— «
I',T'F A, B« a,ll (*= d)
Fl,I‘I—Al,[%—a,H
7'? m
1
LI - r FA
o T,k A1, B : L " Lo LA (cut—i)
(— d) I, I ak Ay B
I'Eo Il Ii,pb Ay, B—a (— @
(cut—ii) = FhF,H* = Al,ﬁ —

I1,TF A3 «—a,ll

Fl,Fl_A1,ﬂ<—a,H

Dokazi koji se dobijaju kada se (— 1), (= d), (— 1), («— d) u dokazima 3.1.1-3.1.4, zamene

redom sa (—* 1), (=* d), (*— 1), (*— d), transformiSu se na isti naéin.

3.2. Ako je desna pretpostavka secenja zakljucak negacijskog pravila izvodenja, dokaz trans-
formisemo kao u 2.2.
g.e.d. (Lema 5.3)

U viSezakjucnim sistemima sa slabljenjem, vazi sledec¢a teorema:

Teorema 5.5  Svako izvodenje u sistemu CLj.. moZe se, u istom sistemu, transformisati u

izvodenje sa istim krajnjim sekventom, u kojem se ne primenjuje pravilo secenja.

Dokaz: Dokaz u Teoremi 5.4, upotpuni¢emo slucajevima u kojima je jedna od pretpostavki
secenja zakljucak slabljenja (u visezakljuénim sistemima sa slabljenjem imamo i levo i desno
klasi¢no slabljenje; ukoliko sistem sadrzi samo levo ili samo desno klasi¢no slabljenje, sli¢no kao
i u intuicionistickim sistemima, se¢enje se ne moze eliminisati).

Ako se slabljenje odnosi na cut-formulu, onda se dokaz naveden levo od +— transformiSe u

onaj koji je naveden desno od +:

1 1
Pl [ Al ™ Fl [ Al
J— (kc d) [
A o, THA (k 1, (k¢ d)
(cut—iii) H—» ———
I, TFALA I,THALA

Dokaz se slicno transformise i u svim ostalim slu¢ajevima u kojima se slabljenje odnosi na
cut-formulu.

Ako se slabljenje ne odnosi na cut-formulu, dokaz transformiSsemo na sledeéi nacin:
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1
Fl = Al,(p ™ 1 ™
———— (k° d)
I FALa o, A i EA e p,'FA
(cut—iii) = (cut—iii).
F1,PFA1,0¢,A F1,I‘FA17A
(k¢ d)

Fl,l—"_ Al,a,A

Sliéno ¢emo imati i u svim ostalim slu¢ajevima. Rang secenja u transformisanim dokazima
je manji od ranga sec¢enja u polaznim dokazima, pa se, na osnovu indukcijske pretpostavke, ova
secenja mogu eliminisati.

g.e.d. (Teorema 5.5)



Glava 6

Odlucivost

Sistem sekvenata je odluciv ukoliko postoji procedura kojom se, za svaki sekvent koji je dat
na odgovarajucem jeziku, u kona¢no mnogo koraka moze utvrditi da li je u tom sistemu dokaziv
ili ne.

Gencen je, u [12], dokazao odlué¢ivost za intuicionisticku i klasi¢nu iskaznu logiku. Kljuéni
argument u ovom dokazu je, osim Teoreme o eliminaciji seGenja (odnosno svojstva podformule),
i sledeca lema:

Svaki LJ-, odnosno LK -dokaz u kojem je krajnji sekvent redukovan (u redukovanom sekventu,
svaka s-formula se moze pojaviti najvise tri puta u antecedentu i najvise tri puta sukcedentu
sekventa), moze se, u istom sistemu, transformisati u dokaz sa istim kragnjim sekventom, u ko-
jem se pojavljuju samo redukovani sekventi (i u kojem se ne primenjuje pravilo secenja, ukoliko
se ono ne primenjuje ni u polaznom dokazu).

Gencen je proceduru odlucivosti formulisao na sledeé¢i na¢in: U skupu svih sekvenata, koji se
mogu pojaviti u dokazu redukovanog sekventa I' - A, (sve formule koje se u njima pojavljuju su
podformule formula iz I' i A, pri ¢emu se svaka od njih pojavljuje najvise tri puta u antecedentu
i najvise tri puta u sukcedentu sekventa), izdvoje se aksiome. To su dokazivi sekventi. Zatim
se, medu prostalim sekventima traze oni, koji u datom sistemu mogu biti zakljuéci nekog od
pravila izvodenja, Cije su pretpostavke sekventi, za koje je ve¢ utvrdeno da su dokazivi. Svi
oni se dodaju u skup dokazivih sekvenata. Postupak se nastavlje sve dok se ili ne pokaze da je
zadati sekvent dokaziv ili se na osnovu ove procedure, vise ne moze izvesti nijedan nov dokaziv
sekvent.

Ista procedura moze se primeniti i na dokaze za odlucivost sistema Logw i CLEcpepye-
Odavde medutim, direktno sledi i odlu¢ivost za Ly i CLgepwe: to su sistemi u kojima se secenje
ne moze eliminisati, a ono u prisustvu kontrakcije i slabljenja, ¢ini permutaciju izvodivom, zbog
cega su Loxw 1 Lxw, kao 1 CLGcgeyye 1 CLgewe ekvivalentni sistemi.

Odluéivost sistema Ly i C'Lyye je jos uvek nepoznata ([25]).

93
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6.1 Odlucivost za L, Li, Lc, Lok, CLGe 1 CLG g

Ovde ¢éemo pokazati da je, u sistemima L, Lk 1 svim sistemima sa permutacijom, bez kon-

trakcije, odluc¢ivost direktna posledica odgovarajuée Teoreme o eliminaciji secenja.

Definicija. Neka je S jedan od sistema sekvenata: L, Li, Lo, Lok, CLg. ili CLEc . i neka
je I' = A bilo koji sekvent na jeziku G.
1. Ako je S sistem sa permutacijom, onda za sekvent I' = A, kazemo da je permutacija
sekventa I'" F A’ u S, ako je:
' A

cl), ako je S jednozakljucan sistem

P =
Perm erm { (c1), (cd) ako je § visezakljucan sistem

'kA
2. Ako je S sistem sa slabljenjem, onda za sekvent I' = A, kazemo da se dobija slabljenjem
sekventa I'" + A’ u S, ako je:
A
Slab

(k1),(kd), ako je S jednozakljucan sistem
Slab= . . L .
k1), (k° d), ako je S visezakljucan sistem

THA

3. Ako je S sistem sa permutacijom i slabljenjem, onda za sekvent I' - A, kazemo da se
dobija slabljenjem permutacije sekventa I'' - A’ u S, ako je:

I A

P L Perm. Slab (cD),(k1),(kd), ako je § jednozakljucan sistem
erm,Sla ) L (eD,(kD),(cd), (k¢ d), ako je S visezakljucan sistem

I'HA

Skupove 3 (I' F A), (' F A) i (T F A) definiSemo na sledeéi nac¢in. Ako je S sistem
bez permutacije, onda su X.(I' H A) i ¥ (T F A) prazni skupovi u §. Ako je S sistem bez
slabljenja, onda su ¥ (I'F A) 1 ¥ (' F A) prazni skupovi u S.

Ako je S sistem sa permutacijom, onda je:

L(HA)={TI"F A" : T+ A je permutacija sekventa I - A"}
Ako je S sistem sa slabljenjem, onda je:
Yp(T'HA) ={I"+ A" : T' A se dobija slabljenjem sekventa I'' - A’}
Ako je S sistem i sa permutacijom i sa slabljenjem, onda je:

Y (T'FA)={I"+ A" : T+ A se dobija slabljenjem permutacije sekventa I - A"} o

Skupovi 3.(I' F A), (' F A) 1 (T F A) su konacni za bilo koji sekvent I = A i bilo
koji sistem: L, Lk, Lc, Lok, CLEe ili CLGc e (CLEe i CLEe e su definisani u poglavlju 5.3).
Definicija. SloZenost sekventa T' = A je ukupan broj veznika —,«—, -, + A,V i konstanti 01 1,
u njemu. o
Teorema 6.1  Neka je S jedan od sistema sekvenata: L, Ly, Lo, Lok, CLGe itli CLGce. S

je odluciv.
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Dokaz: Dokazimo da postoji procedura kojom se, za bilo koji sekvent I' - A, u konaéno
mnogo koraka, moze utvrditi da li je dokaziv u S ili ne. Dokaz izvodimo indukcijom po s, gde
je s slozenost sekventa I' = A.

U dokazu ¢emo koristiti sledeca svojstva sistema S, koja su direktna posledica odgovarajuce
Teoreme o eliminaciji secenja:

1. Svojstvo podformule: za svaki sekvent I' F A, koji je dokaziv u S, postoji i dokaz u S
(dokaz bez se¢enja) u ¢ijim sekventima se levo i desno od F, kao podnizovi, pojavljuju samo
podformule formula iz I i A.

2. U bilo kom dokazu u &, na bilo kojoj njegovoj s-putanji, slozenost sekvenata ne opada
iduéi od pocetnog ka krajnjem sekventu.

3. Postoji samo kona¢no mnogo sekvenata, ¢ija slozenost nije veca od slozenosti sekventa
I'F A, u kojima se levo i desno od F, nalaze samo podformule formula iz I' i A.

Neka je s = 0. Sekvent I' H A, slozenosti 0, je dokaziv u S, samo ako je ili aksioma u S,
ili ako u skupu X (I' F A) postoji bar jedan sekvenat koji je aksioma u S. Svi ostali sekventi
slozenosti 0 nisu dokazivi u §. Dakle, I' - A je odluciv u S.

Pretpostavimo da su u S odluéivi svi sekventi, ¢ija je slozenosti manja od s. Dokazimo da
je u S odluciv i sekvent I' F A, slozenosti s.

Neka je ¥/(I' H A) skup svih sekvenata za koje postoji pravilo izvodenja za —, <, -, +, A,
V, 01ili 1 u S, ¢ije su pretpostavke iz X'(I' = A) i ¢iji je zakljucak ' = A. Skup ¥(T' F A)
je konacan skup (v. 3. gore), u kojem su svi sekventi, po indukcijskoj pretpostavei, odlucivi
(njihova slozenost je manja od s). Dalje, neka je X (I' = A) skup svih sekvenata za koje postoje
pravila izvodenja za —, <, -, +, A, V, 01ili 1 u S, ¢ije su pretpostavke iz X} (I' - A), a zakljuéci
sekventi iz X (T - A), neka je XL(T' F A) skup svih sekvenata za koje postoje pravila izvodenja
za —, —, -, +, A, V, 0ili 1 u S, ¢ije su pretpostavke iz X.(I' - A), a zakljucci sekventi iz
Ye(I' - A) ineka je X, (T' = A) skup svih sekvenata za koje postoje pravila izvodenja za —, «,
o 4+, A, Vv, 01ili 1 u S, ¢ije su pretpostavke iz X, (' F A), a zakljucci sekventi iz X, (I = A).
Skupovi ¥} (T' F A), (' - A) i £/, (T' F A) su konaéni skupovi, u kojima su svi sekventi, po
indukcijskoj pretpostavci, odlu¢ivi (njihova slozenost je manja od s).

Sekvent T' - A je dokaziv u S, ako je ispunjen bar jedan od uslova:

1. ' A je aksioma u S;

2. u skupu Xg(I' F A) postoji bar jedan sekvent koji je aksioma u S;

3. u S postoji bar jedno pravilo za —,«,-,+, A, V,0 ili 1, ¢ije su pretpostavke sekventi iz
YT HA),STFA),XZTFA) i/ X, (T FA), koji su dokazivi u S.

Inace, I' F A nije dokaziv u §. Dakle, I' - A je odluc¢iv u S.

g.e.d. (Teorema 6.1)
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6.2 Odlucivost za sisteme sa permutacijom i kontrakcijom

Procedura koja je navedena u poglavlju 6.1, ne moze se primeniti na sisteme sa kontrakcijom:
kontrakcija je pravilo izvodenja koje dopusta da sloZenost sekvenata na s-putanji opada, idudi
od pocetnog ka krajnjem sekventu. Sa druge strane, ovde se ne moze primeniti ni Gencenova
procedura, jer se u sistemima bez slabljenja, izvodenja ne mogu uvek ogranic¢iti na redukovane
sekvente.

Ovde éemo formulisati nov visezakljucan sistem sekvenata sa permutacijom i kontrakcijom,
u kojem je permutacija implicitna i koji je ekvivalentan sa C'Loeypye, za koji ¢emo pokazati da je
odluéiv. Na slican nacin se moze dokazati i odlucivost za jednozakljucan sistem sa permutacijom
i kontrakcijom.

Za izvodenje u sistemu sekvenata, re¢i ¢emo da je definisano od dole ukoliko se, polazeéi
od krajnjeg sekventa, pravila izvodenja primenjuju od dole. Sistem sekvenata je odluciv, samo
ako je u njemu svako, od dole konstruisano, izvodenje kona¢no. Jasno je da ¢e u sistemima sa
kontrakcijom, izvodenja koja su definisana od dole, biti kona¢na, samo ako je primena kontrakcije
kontrolisana.

U sistemima sa implicitnom permutacijom, odgovarajuca struktura koja opisuje kolekcije
formula levo i desno od F je multiskup. To je kolekcija u kojoj se svaka formula moze pojaviti vise
puta i kojoj redosled pojavljivanja formula nije bitan. Formalno, multiskup formula, definiSemo
kao u [11]:

Neka je F' skup (kona¢nih) nizova formula na &, u kojem se formule mogu ponavljati. Prazan
niz takode pripada F. Za dva niza s1 i s9 kazemo da pripadaju istoj klasi ekvivalencije u F, u
oznaci s; = so, akko se so moze dobiti permutovanjem ¢lanova niza s ili su s1 1 s2 jednaki.

Neka je s niz iz F. Multiskup formula je skup I' ={t € F : t = s}.

Ako su I' i A neprazni multiskupovi formula, onda je i I') A multiskup formula, koji se
definiSe na slededi nacin:

I'A={teF : (zancko s; € I') (za neko sy € A) t = s1,52}.

Ako su i I' i A prazni multiskupovi, onda je i I'; A prazan multiskup. I';) A = T", ako je A
prazan i I'; A = A, ako je I' prazan multiskup.

G™-term na jeziku G je multiskup (moguée prazan) formula. Sekvente ¢emo oznacavati na

isti nac¢in, bilo da se u njima, levo i desno od F nalaze G-, ili G"-termi.

Definicija. Reéi éemo da sekventu I' - A, u kojem su I' i A G™-termi, odgovara sekvent

I'F A u kojem su I' i A nizovi formula, i obrnuto. o

Definicija. CBC je visezakljucan sistem sekvenata, formulisan na jeziku G, ¢ije su aksiome i
pravila izvodenja dati u Tabeli 6.1, u kojoj se u sekventima, levo i desno od -, nalaze G"*-termi.

o
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Aksiome:

alb « (1d)

F1 (a a 'eT,A (M

(s (01 ILLEA ()
Pravila izvodenja za konstante i veznike:

T'FA T'FA

— (1D - (04d)

0,1FA TFO,A

T ko, Ay T2, BF As T'ak B,A

—1 — (~d

Fl,rz,a—)ﬁ}—AhAQ ) Fl—aHﬁ,A ( )
F,a,ﬂFA PlFOé,Al FQF,37A2
_— (1

F,Oc-ﬁFA ( ) F17F2Fa~ﬂ,A1,A2
F1,0¢}‘A1 FQ,/B}_AQ Fl—a,B,A

(+ D -~ (+ 4
', Te,a+ B F A1, As 'Fa+8,A
T,ak A T,3FA 'Fa,A TFBA
(A1) (A d)

TanBEA LanBFEA T'Fanp, A

T,aFA T,8FA Tk a,A TkB,A

(v 1 (v d)
T,avpBEA T'FaVvp A TFaVvp A

Tabela 6.1: Sistem CBC

CBC je sistem bez pravila sefenja, u kojem su izvodenja definisana od dole.

Kao direktnu posledicu Teoreme o eliminaciji secenja u CL¢. imamo da je sekvent I' = A,
u kojem se levo i desno od I nalaze G-termi, kao i svaka permutacija tog sekventa u C'Lg.,
dokaziv sekvent u CL¢. akko je njemu odgovarajuci sekvent I' = A, u kojem se levo i desno od
F nalaze G™-termi, dokaziv u CBC, pa su CBC i CL¢,. ekvivalentni sistemi. Vazi i da sistem

C'BC ima svojstvo podformule.

Definicija. Kontrakcija se, u jednozakljuénim i viSezakljuénim sistemima, u kojima se levo i

desno od F nalaze multiskupovi formula, definiSe redom, pravilima is skupova W, i W¢:

Ta,akF A . Ta,akF A T'FA o«
We=q—"""— (we D) We=q— (we ), ——— (we d)
akA INakFA 'FA «

o

Definicija. CBCyy. sistem sekvenata koji se dobija kada se pravilima sistema C'BC dodaju

pravila iz skupa W¢. o

Definicija. 1. Neka su I F A’ i I' H A dva sekventa u kojima se levo i desno od F nalaze
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G-termi. Reéi ¢emo da je sekvent I' = A kontrakcija sekventa I' = A’ u C' L.y, ako je:
I''+A

(w 1), (wd), (¢, (ca).

'EA
2. Neka su I' = A’ i ' F A dva sekventa, u kojima se levo i desno od F nalaze G™-termi.
Redi ¢emo da je sekvent I' = A kontrakcija sekventa I'" = A’ u CBCyye, ako je:
' FA

(we 1), (we d).

kA <o

Kao direktnu posledicu Teoreme o eliminaciji seenja u CL ey imamo da su C'LGcyy. i
CBCwe ekvivalentni sistemi. Osim toga, sistem C'BCye ima svojstvo podformule.
Neka je limCBCye sistem koji se dobija kada se u sistemu CBCye primena kontrakcije
ogranic¢i, prema Kripkeu [20], na sledeéi nacin:
Kontrakcija se u izvodenju moze primeniti na zakljucak nekog pravila izvodenja, samo ako se
1sti sekvent ne bi mogao izvesti i ako bi se kontrakcija primenila samo na njegove pretpostavke.
Lako se proverava da je svaki sekvent koji je dokaziv u CBCye, dokaziv i u limCBCye, i
obrnuto, dakle da su ova dva sistema ekvivalentna.
U sledeé¢im primerima ¢emo ilustrovati izvodenja u limC BCyye. Prvi primer je dokaz za
a—(a—pf)Fa— G
atla BFpB
alka aa—fFF
a,oa,a— (a—p)Fp3
a,a— (a— B)F B

a—(a—=pB)Fa—g

(we 1)

(= d)

Drugi primer ilustruje pokusaj da se dokaze formula « - a - a A «, koja, u limC BCyy., nije
teorema:

a- ot oo moze biti:
. . . sk
1. zakljucak pravila (- 1), oblika: maroefa ¢

a-akFaNa

: +
2. zakljucak kontrakcije, oblika: camalbana ¢

a-a,a-abkaa
(we 1)

a-akFalNa

. . . -a bk cak
3. zakljucak pravila (n d), oblika: gare oerd (A d)
a-alFaNa
o b Lok
4. zakljucak kontrakcije, oblika: coefeaha aefaaha (n a).

a-aFaNa,aa

(we d)
a-aFaNa
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Izvodenje pod 1, moze se nastaviti na jedan od nacina:

a,a b« a,a b« a,a bk a,aNa a,ab a,aNa
1.1. (A Q) 1.2. (A d)
a,aFaNa a,aFaNa,aNa
() (w d)
a-akFaAa a,alFaNa

[C))
a-aFaNa

Kako a,a F « u 1.1, ne moze biti zakljucak nijednog pravila izvodenja za konstante i
veznike u limCBCywe. (za a # 1) i kako taj sekvent nije aksioma, izvodenje pod 1.1. je zavrSeno.
a - o a A« nije dokazan.

U izvodenju pod 1.2, sekvent o, F a,a A a moze biti samo zakljucak pravila (a d), obli-

a,a bt o, a,a b o« . . .. ... . .
ka: . - (n @ (u limCBCye, on ne moze biti krajnji sekvent u izvodenju
a,aa,aNa

a,a bk a,a,aNa a,a b a,a,a\a

(» @), pa niizvodenje pod 1.2. nije dokaz.
a,abFa,aNa,aNa

(we d)
a,abFa,aNa

Dakle, svako izvodenje u limC BCyye, koje zapocinje kao pod 1, zavrsava se (nakon nacinjenih
kona¢no mnogo koraka) ne dajuéi dokaz. Izvodenja su sli¢na i u svim ostalim slucajevima.

Sada ¢emo dokazati da je sistem limCBCwye odluciv. Naime, pokazacemo da se svako
izvodenje u limC BCyye zavrSava nakon konacno mnogo nacinjenih koraka i da je ukupan broj

mogucih izvodenja, za bilo koji sekvent, konacan.

Definicija. Za dva sekventa I+ A’ i ' = A, u kojima se levo i desno od + nalaze G™-termi,
re¢i ¢emo da su srodni, ukoliko se u I' i I, odnosno u A i A’, pojavljuju iste formule (na primer,
at B1a,ak 3 sudva razlicita srodna sekventa).

Srodna klasa sekventa I' = A, u kojem se levo i desno od F nalaze G™-termi, je skup ¢iji su

elementi svi sekventi, koji su srodni sa I' - A. o

Kako limCBCwe ima svojstvo podformule, to za svaki dokaziv sekvent, postoji i dokaz
u kojem se pojavljuje samo kona¢no mnogo srodnih klasa. Sada je jasno da ako zZelimo da
dokazemo da je svako izvodenje (od dole) u limCBCye konacno, dovoljno je da dokazemo da
se na svakoj grani moze pojaviti samo kona¢no mnogo ¢lanova iz svake srodne klase. Naime,

dovoljno je da dokazemo slede¢u lemu:

Lema 6.1 Neka je 0 = Sy, S1, ... niz srodnih, razlicitih sekvenata, u kojima se levo i desno od
F nalaze G™-termi. Ako je o W-normalan niz u sledecem smislu: S; nije kontrakcija sekventa

S; ni za jedno i < j, onda je o konacan.

Dokaz: Neka je o =Sy, S1,... W-normalan niz srodnih, razli¢itih sekvenata, u kojima se levo
i desno od - nalaze G™-termi. Neka su v1,72,...,7s sve formule koje se pojavljuju u o. Neka je

o' =5}, 51, ... niz koji se dobija kada se u svakom sekventu niza o, formule preoznace na slede¢i
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nac¢in: svako pojavljivanje formule +; u antecedentu, zamenimo sa a1, a u sukcedentu sa [, i
slicno za 7s,...,7s. Sve formule koje se pojavljuju u o’ su a1,...a3,01,...,8q4, | +d=n < 2s.

Niz ¢’ je W-normalan niz (srodnih) sekvenata. Dokazimo da je ¢’ konacan.

Dokaz izvodimo indukcijom po n (n je broj razli¢itih formula koje se pojavljuju u o).

Za n = 1, tvrdenje sledi direktno (razli¢itih sekvenata, u kojima se pojavljuje samo jedna
formula, a koji pripadaju W-normalnom nizu, ima samo kona¢no mnogo).

Neka je n > 1 i neka je ¢ bilo koja formula iz o’. Neka je o”(¢) = Dy, D1, . .., niz sekvenata
za koji vazi: ako je S}, prvi sekvent sleva u ¢’ koji sadrzi ¢, onda je Dy = S;; neka je Dy,
definisano i neka je Dp, = 57, tada je Dy,41 prvi sekvent sleva u nizu S7 4, S}, 9, .., u kojem je
broj pojavljivanja formule ¢ vedi ili jednak od broja pojavljivanja formule ¢ u D,,. (Na primer,
ako je o/ niz sekvenata: ay,aq,as b By, B2, B2, a1, a9, a0 = By, 31,82, ai,a9, a0 = B, B, [,
onda je o’ (a1) = a1,a1,as b B1, B2, B2; 0" () = 0’.)

Dokazimo da je 0”(¢) konacan. Neka je of, niz sekvenata koji se dobija kada se u o”(¢p)
izbrisu sva pojavljivanja formule ¢. Kako je Ug W-normalan niz srodnih sekvenata (o’ je W-
normalan), na osnovu indukcijske prepostavke sledi da je JZF’, konacan. Dakle, konacan je o” (),

pa je konacan i o’. g.e.d. (Lema 6.1)

Isti postupak ne bi mogao da se primeni i u sistemima sa kontrakcijom, bez permutacije, jer

ovi sistemi nemaju svojstvo podformule (u njima se seenje ne moze eliminisati).

6.3 Odlucivost za CL*

Jedno resenje problema odlucivosti za klasiénu Lambekovu logiku, dao je Lafon u [23]. On
je, koristedi rezultat Abrusija, da je seenje dopustivo pravilo izvodenja u SPNCL, dokazao
svojstvo konacnog modela (a samim tim i odlu¢ivost) za klasiénu Lambekovu logiku. Ovde
¢emo, na osnovu procedure za eliminaciju se¢enja u CL*, odluc¢ivost za klasicnu Lambekovu
logiku, dokazati ¢isto sintaksno.

Negacijska pravila sistema CL* nemaju svojstvo podformule: ona uvode, ali i eliminisu
negacije. Medutim, ovde ¢emo pokazati da za svaki dokaz u C'L* postoji odgovarajuc¢a normalna
forma, koju ovde zovemo redukovan dokaz (pojam redukovanog dokaza ovde treba razlikovati od
Gencenovog pojma redukovanog dokaza), za koji vazi: svaki pokusaj da se konstruise redukovan
dokaz ¢istog sekventa u C'L* je konacan i ukupan broj takvih pokusaja, za bilo koji ¢ist sekvent,
je konacan. Odavde direktno sledi odlucivost za ciste sekvente u C'L*, dakle i za klasi¢nu

Lambekovu logiku.

Definicija. Sa I'21 éemo oznagiti niz formula u kojem se L ne pojavljuje kao podniz; sa T2T

¢emo oznaciti niz formula u kojem se T ne pojavljuje kao podniz. o
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Definicija. Neka su (pn1) i (pn2) negacijska pravila u CL*. Onda je:

T F A, ili prazno izvodenje (ceo segment je sekvent I' = A) ili izvodenje
ggﬁ;; u kojem se primenjuju samo pravila (pn1) i (pn2), uzastopno jedno
kA iznad drugog, tako da je (pn1) prvo, a (pn2) poslednje primenjeno

pravilo u izvodenju.

Definicija. Neka je D C'L*-dokaz i neka je D; jedan njegov segment, u kojem je negacij-
sko pravilo (npi) poslednje primenjeno pravilo izvodenja. Primena negacijskog pravila (npi) je
blokirana u D, ako je D; segment oblika:

I @i)= (-1

gde je T'F Ay

zakljucak ne-ne-

MEAS B, s F ) 'EAEES 5 T'FAy gacijskog pravila
o 1 L — 7 (1 LT =
ThaopTarAe 2V rerae 7 T~y ka Y izvodenja u D,
(=" D —— (=% 1) ..
I, — 3,12, FA D&, FA &ija je glavna for-
mula ~.
4.
ol Yy
- ) — (="
vy % o d
=7 D ~ o e T NN
e F o~ ~"y F o~
41— TV s g0 RW—HHV - n>0 43 nv—mv om0
Ty Ry Ny, Ty ~y A~y
FA e BILDE
(=2 D)
a— FILTEAE
H1 2t A2T T (—* a)
— (=" ) 6. TPl . ADT (=* 1 7. -
~1 ', ~TFA FHIT, ~(a— B),A€
T, 1%, ~(a— B),A
o, ILT B
— Y (= 9
ILTFao— g AL EILT -
E— — (") >
(=" d n A (=* a)
[ T wx A . (=" 4d) ——
Fl_Hva*)ﬂ (= ) Hnije |_77 7Aa§ (7* D 10 FFH?& (7* )
F7N(OL — /6) = H* ’ prazan niz : 5* [ ’I’]**,A . F,f** - H*

II  (upi) = (=" q)
gde je v,[' F A
zakljucak ne-ne-

a, &, TF B, A 5 &, THA 3 v, T'HA gacijskog pravila
— (— d P —— =" d) . -4 :
ETFa— B,A =@ ETFELA ( '~y A ( izvodenja u D,
& a—3,A A 'HE &, A - ¢ija je glavna for-

mula 7.
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4.
T v
—  (=* ) (="
vk G)) ="
(_* l) n n n n
o« ~ -~ ~ =~
41 — = CTD s g9 1m0 43 T e n>0
~y b Ay Bty Aty Bty Aoty
FAILa B,TF
(=21
a— G, THAT ’
5 0F 6 1,72+ AZT . =*
— (=* 4 e e - | .
F~o O 2t b~ A2T 9 a— BT, I+ A
(=" d)
[T -~ (a— 6),A
a, T EpB n,& T FAILE
(= @ (- d e
Elka— 3 T S
(_ (—* 1 -
§T,~(a— B) &ET,n™ F LI EA
8. - (= 9 o= - (= d) 10, —4—— - 9
Ii~(a—B)FE L™ F¢& =&, A
111 (npi) = (*— 1)
gde je I' F v, A
zakljucak ne-ne-
' ko & A Iz, 6 'E&,E A 'k~ A gacijskog pravila
—s 1 _— (" — 1
B—alirea 2V arrea (Y A 7Y igvodenja u D,
=D o (-1 Sia i
*f,FQ,/B — Oé,Fl [ A *57* {5171'\ [ A Clja Je glavna fOI‘—
mula 7.
4.
yEy vEy
("= d) ()]
vy =1 (*— d)
(*_ d) n n n n
. - - =/ =
41, — sy g T Y ey >0 43— -y >0
Syt =ty Aty Ay Aty
Fa g A IIL B
(=21
TILA—ak&A
F1 2L 1,427 (=
5 — =1 ﬁ =1 7 "
-l k- -1, EA FE&A (B — ), 1T
=1
ETEA (B ), 10
I Ilak g
—— («~ 4d)
VITE B — « Fn& A VI E -
- (*7 ) -
) nEEA = )
F l_ ﬂ — a7* H IT nije |_ 65A7** F l_* 57* H
8, ——————————= -, o 9 3 = =D 10 === -
(8 — )l 11 prazan niz EEA, ETEIT
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IV za (npi) = (*— d): b e T LA
gde je L,y

zakljucak ne-ne-

I§akFApB 5 &G EA 3 I'vFA gacijskog pravila
—————— (— d . = (*—d . —— ("= d
IéEFA B —a ( ) [LEFATE ( ) FI—A,—Vy( ) izvodenja u D,
THAB—a ¢ =9 THAE, € = &ija je glavna for-
mula .
4.
ol Yy
= G- b )
vy 62D LG
(** 1) n n n n
*_ 'y Aty kR
a1 Oy g T T e g nz0 43— 4 n>0
"y Ry By, "y F ey, 2"y
e | AN I',6F
(=21
r8—aFILA
0F 2t 1A% =D
— ("= 44 2L 2T = 7. *
F =0 2L AZT =1 I8 —akFA
("= )
ILTF A, —(8 — a)
Iéakp rént FEILA
P E — Y -9 _
IéFG—a I'éEFE"n =D
————— - — - —
(B —a),l' ¢k ', DL€ ILEEA
e ——— (*— d) 9. o (*— d) 10. I (*— d)
(B —a), ' ¢ n,I'E" ¢ HEA™E o

Definicija. Segment S, u C'L*-izvodenju D, je negacijski segment u D, ako je oblika:

' FA
negacijska
pravila

I'HA

Negacijski segment u D je maksimalan negacijski segment v D, ako njegov pocetni sekvent
nije zakljucak negacijskog pravila u D i ako njegov krajnji sekvent nije pretpostavka negacijskog
pravila u D.

Neka je (npi) negacijsko pravilo izvodenja u C'L*. Reéi ¢emo da je negacijski segment N u
D (npi)-segment ako se u njemu primenjuje samo pravilo (npi), moguce viSe puta.

Neka su (npi1) i (npiz) negacijska pravila u C'L*. Reé¢i ¢emo da je negacijski segment N u D,
(npi1), (npiz)-negacijski segment, ako se u njemu primenjuju samo pravila (upi;) i (npia). o
Lema 6.3  Svaki C'L*-dokaz, u kojem se ne primenjuje pravilo secenja, moze se transformisati

u C'L*-dokaz sa istim krajnjim sekventom, u kojem se ne primenjuje pravilo secenja i u kojem

je primena svih negacijskih pravila blokirana.

Dokaz: Neka je D CL*-dokaz u kojem se ne primenjuje pravilo se¢enja i u kojem se, bar

jednom, primenjuje negacijsko pravilo, koje nije blokirano u D. Neka je S pocetni segment
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dokaza D, u kojem se negacijsko pravilo, koje nije blokirano u D, primenjuje samo jednom i
to kao poslednje u izvodenju. Ako je to pravilo (—* 1), onda S transformiSemo u S; (sa istim

krajnjim sekventom) na sledeéi nacin:

1. Ako je pretpostavka pravila (- 1) aksioma, onda:

TUFAE
m (-*1n — T[L],¢

L'+ A[T], ¢ i} L& L AT
W ==y — I¢ (T]

2. Ako je pretpostavka pravila (—* 1) zaklju¢ak ne-negacijskog pravila izvodenja, onda:

T s

' A I'EA¢
—— (pi) —Y— ")
' FAE rerEA
—— ") = 0 (p)
Ty, A T, F A

gde je (pi) jedno od pravila (1 1), (0 d), (— d), (1), (+ d), (A Dili (v d).

Ako je pretpostavka pravila (—* 1) zakljucak pravila (— 1), onda:

T To o
| R 2, 3,5 &A st 2,8, Ts & A
oTha—gTsten Y I'ba Toplaera "
2, Ty, — B, 13,6 FA e 2, T1,a— 8,3, FA b
T To T2
T FAna  BTak Agé ™ B,Ta b As,é
Moo ATatddee 7" Nbana ATeera,
Mo Bl b 0 T TTha—pBlnerALA,

Ako je pretpostavka pravila (—* 1) zakljucak pravila (— 1), onda:

1 T2 )

Tiba  TaB,Tsk A ™ T2, 8,0 b A€
mi—allorae " INra Damera
mi—onTsera "7 Thpcalngera 7

1 T2 1

' Fa A€ T2, B+ Ay T Fa, A€ To

ToB—a Dok Ag, A e 2 Meran ) TasE A

(=*1 [and (=2 1)

Fg,ﬁ<—a,F1,§*l—A2,A1 F276<_057F17§*'_A27A1
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Ako je pretpostavka pravila (—* 1) zakljucak pravila (- d), onda:

T T2 T2
' kAL To b B, A€ m P2 B,A2,¢

[, Tak Ay a- B, Mg, € f‘ N TiFALa Do F B, Ay e
Ty, T2, 6 F Ar,a- 3, Ag =

* (1 d)
Fl,rg,g I_ A1704~57A2

Ust

T T2

FALa  TFAg B As - I'F As, B, As, &
OF s Ana-fAne 7 FALa  TEFAapAs )
T Er Ao Ao B Ay

* (-2 d)
F7€ F AQaAlya '/87A3

1

) ™
T'FAL o, A F 3, As 't A a,A0,¢ - 2
o d _—
TFALa 0,05 A 07 L6 F A, As - B, As
(=" = * (3 d)
F7£*FA1,Q'/B,A37A2 F7§ "Al,&'ﬁ,A?,,AQ

Ako je pretpostavka pravila (—* 1) zakljucak pravila (+ 1), onda:

Tl T2 2
Ii,ak Ay B,Ta - Ag, € T B, T2 As, €
+1 1)
I',a+B,T2F A1, Ag ¢ o

— ("
Fl,al—Al 57F2,§*FA2

. (+1 1)
Ti,a+ 3,12, F AL Ay !

(=" D
F17a+ﬁ,1—‘25§* F A17A2

T vy T2
I'i,ab D2,8,T5 A€ m I2,8,I's = A€ .
+2 1 —— (=
T2, T1,a+3,Ts A€ (+2 D T1,ak

F27B7F37£* FA

(=* 1 . (+2 1)
Iy, 01,0+ 8,05, FA e, T1,a+ 8,13, A

1 T2 1

Fl,a,Fg}—A,ﬁ ﬁ,rg}_

F17O¢,F2 F A,§

2
(45 1) — ()
Fl,a+ﬁ,F3,F2}—A,§ Fl,a,F2,§ FA B,Fgl_
=" D . (+3 D
Fl,a+ﬁ7F3,F2,§* EA T'i,a+3,s5,T2, A

Ako je pretpostavka pravila (—* 1) zakljucak pravila (A d), onda:

Uyt

) ™1 T2

Ik A1 a,Ag € I'FALLB, Ag e I'E A a,A2,¢ I'E AL B A2 ¢
TFALanfB At o Teranans ) Teranga,
e F AL aN B, As v -~

* (A d)
T.¢ F AL anB A
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Ako je pretpostavka pravila (—* 1) zakljucak pravila (v 1), onda:

T T2 1 ™2
I'i,a, T2 AL I,B3,T2F A 'z A€ o ', B,T2F AL .
X _ LI
TLavaTak A ¢ D Ty, a6 FA T, 8,6 F As
=" 1 - . (v 1
I, aAB, Do, FA Iavp s, FA

3. Ako je pretpostavka pravila (-* 1) zakljucak (blokiranog) negacijskog pravila (npi), onda
razlikujemo sledeée slucajeve:

3.1. Ako se pravilo (npi) odnosi na formulu desno od F, tako da glavna formula pravila (npi)

nije istovremeno i glavna podformula pravila (-* 1), onda je (npi) = (-* d). Segment S je tada
oblika:
™
n,ILT F A€
(—* d)
DI, 0" A€

F?f '_H ,77 7A

(uz pretpostavku da poslednje primenjeno pravilo u 7 nije (-* d)). Dokazimo da pravilo (-* ),
koje je blokirano u D, nikada ne mora neposredno da prethodi pravilu (—* 1), koje nije blokirano
u D.

Najpre primetimo da je pravilo (=* d) u .9, ¢ija je pretpostavka sekvent n,II,T - A, ¢, blokirano

. 71_‘[71_"_ A7 ~ weee o . .o
u D, akko je ﬁ (- a) zavrSetak dokaza, ¢iji je krajnji segment kao u IT pod 1, 3, 4.2,
9 77 ) )

zan > 1,6, 7ili 10, kada II nije prazan niz (on ne moze biti kao pod 4.2, za n = 0, 4.3 i 10.
kada je II prazan niz, jer bi u suprotnom, poslednje primenjeno pravilo u S, pravilo (—* 1), bilo
blokirano u D; on ne moze biti ni kao pod 4.1, 5, 8 i 9, jer je sukcedent sekventa II,T" F n* A, ¢
predugacak).

Razlikujemo sledece slucajeve:
3.1.1. Ako je n,IL,T F A,¢ zakljuéak pravila (— d), ¢ija je glavna formula o — 3, (tada je

A =a — 3,Aq, videti IT pod 1), onda S transformisemo u S na sledeéi nacin:

/ ’

T T
aan7H7F}_ﬁaA17§ a»ﬁ,HaFF@Ahf
(= d) (=" D
n7H7F}_a_>B7A17§ O¢777:H:F75*}_57A1
(= d)
S LD, & o — B, A
F'_H*77]*7a—’ﬁ7A17§ ="
* * ="n = * *  x
F7€ "H7777a—>57A1 F,£ "H,’I],Q—>B,A1

Primetimo da je svako negacijsko pravilo iz (—* d)-segmenta, na kraju transformisanog do-

kaza, S1, blokirano. To ¢e vaziti i u svim dole navedenim transformacijama segmenta S.
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3.1.2. Ako je n,ILT F A, ¢ zakljucak ne-negacijskog pavila (pi), koje se odnosi na formulu 7

(videti IT pod 3), onda za n = o — 3, S transformisemo u S; na slede¢i nacin:

m T2 2
FALa B, ILT F As € o m G, ILT F Aq, & e
a— B, ILTF Ay, As € FALa B,ILT, £ F As
(—* a) o= BILT,E FALA,
FFI", ~(a— B), A1, Ao € i - (=" 4
L& FI ~(a—8), A0, 0,6 FI, ~(a — B), A1, As
(Primetimo da pravilo (— 1), ovde ne moze biti oblika A6 AILTE (= 1, jer biusuprot-

a— BILTFAE
nom, poslednje primenjeno pravilo u S, pravilo (-* 1), bilo blokirano u D.)

Sliéno ¢éemo imati i kada je (pi) jedno od pravila: (1 1), (= 1), (- 1), (+ 1), (A Dili (v 1.

LT HA

3.1.3. Ako je ———> (- a zavrSetak dokaza koji je oblika kao u IT pod 4.2 za n > 1,
ILTEn" A
onda S transformiSsemo u S na sledeéi nacin:
Yy
(="
(=" d)
~Ty Rty vy
S )

b oAy Ay (—* 1

n+1 (= 1 N'n+1,Y - Nn+1,y

Nn+l'y F o~ ’Y

3.1.4. Ako je n,II,T' - A ¢ aksioma (1) (n = L, videti IT pod 6), onda S transformisemo u Sy

na slededi naéin:

L ILTF A L ILT, & FA
(=* d) (=* d)
s
DHIIM, ~1, A€ DI, ~1, A
(=" D
[ I~ A
. n,ILT AL . Ceee s ..
3.1.5. Ako je ITro e (-* 4y zavrSetak dokaza ¢iji je krajnji segment kao u Il pod 7, tada
) 77 ) )
S transformiSemo u 57 na sledeéi nacin:
iy T3 2 3
FA,£7A1,04 ﬂ,FlF FA,f,Al,Oz ,B,F1F
(— 1 (=1
a— B, FAE A a— 3,1 FAE A
(=* 1 (=* 1
— . I, A7 =T1I,T.
a— G0, ILTFAE a— B, ILT, & FA
(=* d) (—* d)
LI, ~(a— B),A,¢ DRI, ~(a— B),A

*

L& FIF, ~(a— B),A
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ILT-A
3.1.6. Ako je H (—* a) zavrSetak dokaza ¢iji je krajnji segment kao u II pod 10,
) 77 ) b

kada II nije prazan niz, tada S transformiSemo u S; na sledeéi na¢in ((*X)* = 3, za svaki niz
Y):

m m
FAETTIL - FAETTIL
(=" D (=* 1)
n,ILTFAE n,ILT, & F A
. I
LI, 0", A€ e -II%,n" A

* * * <7* l>
L EInn, A

3.2. Ako je glavna formula (blokiranog) negacijskog pravila (npi), formula koja se nalazi levo +,
tada je (npi) = (*— 1) (primetimo da (npi) nije (-* 1), jer bi u suprotnom, poslednje primenjeno

pravilo u S, pravilo (-* 1), bilo blokirano D). Tada je S oblika (7 i £ su razlicite s-formule):
™

TEnIlLAE
S =D
IL"n, T A€
L', T, F A
(uz pretpostavku da poslednje primenjeno pravilo u 7 nije (*— 1)). Dokazaéemo da pravilo (*— 1),

="

koje je blokirano u D, nikada ne mora neposredno da prethodi pravulu (—* 1), koje nije blokirano
uD.

Pravilo (*— 1), ¢ija je pretpostavka I' - 0, II, A, £, je blokirano u D, u jednom od sledeé¢ih
sluc¢ajeva (oni odgovaraju izvodenjima u III pod 1, 3, 4.1, 6, 7, 8, 9 i 10 kada II nije prazan
niz; ne mogu odgovarati izvodenjima pod 4.2, 4.3, 5. i 10 kada je II prazan niz, jer je sukcedent
sekventa I' - n, II, A, £ predugacak):

3.2.1. Ako je '+ n,II, A, £ zakljucak pravila (— 1), koje je oblika:

st 2
Iy Eo,n L AL Ia, B+
F27ﬁ<_avrl '_7]7H7A7£

(=1

tada S transformiSemo u S7 na sledeéi naéin:

™1
T ™2
' Fa,nIlA, o
DFanIAE  Tofe NiFanihA g (—* 1)
— — *
T2 —a,Ty F i, ILA € e Fanlla LI AR

= 1 FQaﬁHaarlvg*F"%HvA

=
*Hz* U»F275 — a7F1 = A7£

‘1L, T2, 8 —a, ', A

=" *H,* 777F27ﬂ — a7F17§* FA
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3.2.2. Ako je I' F n, 11, A, £ zakljucak ne-negacijskog pravila (pi), ¢ija je glavna formula n, tada

zan = a — [, S transformiSemo u S na sledeéi nacin:

™1 el
Oéa]-—"_ﬂ7H7A7§ ( ) O[7F|7,8,H,A7€
— - ()
TFa—B,ILA,¢ a,F,f*Fﬁ,H,A( )
(GE) . (=)
. T, Fa— B,1LA
T, =(a— B),TF A, ¢ - -
" " —*
IL=(e—f),T,6 FA L, (e — 8),T,6" - A

Transformacije su sli¢ne i kada je pravilo (pi), ¢ija je glavna formula 7, jedno od pravila:
(0 d), (d), (+ d, (Anadili (v a) (primetimo da (pi) # (— d), jer II, A, ¢ nije prazan niz).
I'-nILAE

0, T EILAE
onda S transformiSemo u S7 na sledeéi naéin:

3.2.3. Ako je -1 zavrSetak dokaza ¢iji je krajnji segment kao u IIT pod 4.1,

ab« alb «
—  (*- 4d) ("= 4
=D ()
—"akF "« S Il S Lt
n n—1 (=" 10 = n n—1 =1
—'a, ak —a, T ak

3.2.4. Ako je T'Fn,II, A, ¢ aksioma (T) (n = T), onda S transformiSsemo u S; na sledeéi nag¢in:

THT,I AL [ FT,ILA
) )
—

LT, T AE LT, 0,6 F A
(="

LT, T8 A

. FEnILAE . Cees -
3.2.5. Ako je -1 zavrSetak dokaza Ciji je krajnji segment kao u III pod 7,

n, T I A€
onda S transformiSemo u S7 na sledeéi naéin:
T T2
Foa,n, I, Ay I, A3, 3+
[ A5, 8« abknIl,A;

™1 ™2
(=1 }_a7n7H7A1 Fvé-*:A;vﬂF
F’&‘*?A;?ﬁ(;a}_n’H’Al

(=1

("=

'+ n,HvAh_'(ﬁ — a)7A27€

Fvé.* F n:HaAla ﬂ(ﬁ - a)vAQ

IL ), T AL, (8 a), Az, €
*Hz* ervﬁ* = Ah _l(ﬁ — Oé), AQ

(—* 1 IL 9, T, 65 F Ay, (B — a), A

Transformacija je sliéna i kada je I' - 7, II, A, £ oblika T'F 7,111, 2(8 «— «),II2, A, (tada
'_a7777H1 F7€*7A*7H;7/8|_
F7£*7 A*vnzaﬂ —ak 7771_[1

je (« 1) oblika (— ).
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I'EnIlLA cee . A
3.2.6. Ako je Fnl—’iﬂijgg -1 zavrSetak dokaza ¢iji je krajnji segment kao u IIT pod 8,
777 b) b)

onda S transformiSemo u S7 na sledeéi naéin:

T ™1
F7§*7A*7H*7QF6 F7€*,A*’H*’QF/B
(— d) (— d)
DE AT F B — a LESAY T B a
("= ) ("=
'Epf—allLAg [ F B o, ILA
=D =D
—
L (8 @), F A€ L8 @), T, FA

S
L8 a), T8 FA

I'EnIlLA ... o
3.2.7. Ako je ﬁ -1 zavrSetak dokaza ¢iji je krajnji segment kao u IIT pod 9,
777 b) b)

tada S transformiSemo u S7 na sledeéi nacin:

T
& ILA
———— (=
€* F naHaA US|
——— (=9
FnILAE & ILA
=1 *= 1
- o
L AL L, FA
o ')
L, FA
. I'EnILAE . Caees o
3.2.8. Ako je TTrIAC -1 zavrSetak dokaza ¢iji je krajnji segment kao u IIT pod 10,
777 9 )

pri ¢emu II nije prazan niz, onda S transformisemo u S; na sledeéi nacin:

T ™1
r¢ A", n" r¢" A% I n" F
("= d) (*— d)
—
I'EnILAE [ FnILA
(G (G

*H7* 777F'_A>£ *H7* 777F7£* }_A
e G )

L, T8 A

3.3. Ako je glavna formula pravila (npi) ujedno i glavna podformula pravila (-* 1), onda je (npi) =

(*— d). Tada S transformiSemo u S7 na sledeéi nacin:
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™
T A
— - -9
THAE 7
—_— (=" 1)
éFA TéFA

Segment S se transformiSe na slican nacin i kada je poslednje primenjeno pravilo u .S jedno

od pravila (—* d), (*- 1) ili (*— d), koje nije blokirano u D.

Neka je D; dokaz koji se dobija kada se pocetni segment S u D zameni sa S;. Dokaz Dq
dalje transformiSemo na slican nacin, i tako dalje, sve dok ne izvedemo dokaz u kojem su sva
negacijska pravila blokirana.

g.e.d. (Lema 6.3)

Napomena 1 U CL*-dokazu D, u kojem se ne primenjuje pravilo se¢enja i u kojem su sva
negacijska pravila blokirana, svaki maksimalan negacijski segment je ili (npi)-segment, gde je (npi)
jedno od pravila (=* 1), (=* d), (*— 1), (*— d),ili (npi1), (npiz)-negacijski segment, gde su (upiy)
1 (npig) i (=* )i (= @ ili (*= D1 (*= 4d).

Definicija. CL*-dokaz D je redukovan, ako vazi:
1. D je dokaz u kojem se ne primenjuje pravilo secenja i

2. sva negacijska pravila u D su blokirana i

™ s
3. nijedan pocetni segment u D nije ni oblika ni oblika de je m neprazno
J P & J '+ A[T] HM#A’g ] p
izvodenje i
4. nijedan negacijski segment u D nije oblika:
FAYE 8T H F&E A Y er
(—* 1 (—* a) =1 = qQ)
TR A Ok x* ¢ EEFA T €'
4.].. é-*i** (=* d) 4.2. % (=*1 4.3. % (*— d) 4.4. = 5* =1
YR A e -3 YEATE ETE X
kada je % neprazan niz. o

Lema 6.4 Svaki CL*-dokaz se moze transformisati u redukovan CL*-dokaz sa istim krajnjim

sekventom.

Dokaz: Direkto na osnovu Teoreme o eliminaciji se¢enja u CL*, Leme 6.3 i sledecih transfor-

macija dela dokaza D:

— Tk A[T], — T[LFA

T+ A[T] T[] FA
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T s
m FAYE T ST H
il e B ki e
FAYE EFAY EX I E N, ¢
_ —— (-* q) _ — (-* )
(! & AT =" T, E
EXREA (=* D Ly e (—=* a)
L S Fera——— el G A ")
YTEETA XEET A e Fx LE" FX
™ ™
w FESA T I,%,¢F
=1 — ("= )
FES A RS A 3,6 L,k ¢
e (*— 4d) _— — (*=1
= FX, A =D T
TEEEA "= FH ¢S -9
ol A U 7 T e el G A
YEATE YEATE ETE X ETHET XY

Primetimo da je svako negacijsko pravilo, u transformisanom dokazu, blokirano.

g.e.d. (Lema 6.4)

Napomena 2 U redukovanom dokazu vazi:

a) Nijedan (—* 1)-segment, ¢iji je pocCetni sekvent oblika = A i u kojem se pravilo (—* 1) prime-
njuje bar dva puta, nikada neposredno ne prethodi (—* d)-segmentu.
b) Nijedan (—* d)-segment, ¢iji je pocCetni sekvent oblika I' I i u kojem se pravilo (—* d) prime-

njuje bar dva puta, nikada neposredno ne prethodi (—* 1)-segmentu.

¢) Nijedan (*— 1)-segment, ¢iji je pocetni sekvent oblika = A i u kojem se pravilo (*— 1) prime-
njuje bar dva puta, nikada neposredno ne prethodi (*— d)-segmentu.

menjuje bar dva puta, nikada neposredno ne prethodi (—* 1)-segmentu.

Lema 6.5

postavke samo ne-negacijskih pravila izvodenja.

U svakom redukovanom CL*-dokazu ¢istog sekventa, aksiome (T) i (L) su pret-

Dokaz:

pretpostavka negacijskog pravila (—* 1) u D.

Neka je D redukovan C'L*-dokaz cistog sekventa. Dokazimo da (T) ne moze biti

Jasno je da aksioma (T) ne moze biti pretpostavka pravila (—* 1), ¢ija je glavna podformula
formula £ # T. Sa druge strane, ona ne moze biti ni pretpostavka pravila (—* 1) u D, ¢ija je
glavna podformula T, jer bi u suprotnom, s obzirom da je krajnji sekvent u D ¢ist, D morao
biti oblikas:
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'-A

dakle, ne bi bio redukovan. Slicno zaklju¢ujemo i kada je pocetno pravilo u D jedno od
pravila (=* d), (*— D ili (= ).
g.e.d. (Lema 6.5)

Napomena 3 Neka je D redukovan C'L*-dokaz ¢istog sekventa i neka je N maksimalan negaci-
jski segment u D. Tada N nije oblika kao u I, IT, III i IV pod 10, kada IT nije prazan niz (videti

Napomenu 2); pocetni sekvent u N nije ni aksioma (T) ni aksioma (1) (videti Lemu 6.5).

Posledica 6.1 Neka je D redukovan dokaz cistog sekventa i neka je N maksimalan negacijski

segment u D.
(I) Ako je poslednje primenjeno pravilo u N, pravilo (- 1), onda je N oblika:

1. Ako je N (—* 1-segment u D, onda je pocetni sekvent u N ili aksioma (1d) ili aksioma (1 d)
(videti I pod 4.2, 4.3 za n = 01 5), ili krajnji sekvent u jednom od izvodenja (videti I pod 1 i
3):

T T2
Fl FA,g,O( 5,F2 l‘ 71'7
(=2 1
Ti,a— B,Tak A€ ’ THA,~y

2. U suprotnom, N je (—* d), (-* 1)- negacijski segment (kako je (—* 1) poslednje primenjeno
pravilo u N, svaki (-* d)-segment u N, prethodi nekom (—* 1)-segmentu). Tada imamo sledece

slucajeve:

2.1. Ako je pocetni segment u N kao u I pod 4 (i u IT pod 4, osim 4.2 za n > 0, videti Napomenu
2), onda je N kao u I pod 4.

2.2. Ako pocetni segment od N odgovara maksimalnom negacijskom segmentu u I pod 7, tada
je N ili oblika:
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pri ¢emu je, u dokazu D, sekvent a — G,11,1'1 F Aq

zakljucak pravila (- 1) oblika:
*= BT E A FALa BT
(=* d) (= D.
o — ﬂ, H,F1 |— Al

Iy = I1* A . . . .. c e
! e =B, Primetimo da je, u ovom sluc¢aju, krajnji sekvent u N

2.2.1. — T ili oblika Tj~nv(a — 8)] - A, ili oblika T - Af~(a — B)):

ili oblika (n > 1):

a— B, I1F A pri éemu je, u dokazu D, sekvent o — [,I1 F Aq
(=" )

I, ~(a— B), Ay

zakljucak pravila (- 1), oblika:

FAL« G, I+
=D (— 1.
=" 4 a— B, 1F A

N CEa))

Primetimo da je u ovom sluc¢aju, krajnji sekvent u N ili
(—* 1)
2.2.2. A oblika I'[~?"(a — 3)] - A ili oblika T'F A[~?""(a — 3)].

2.3. Ako pocetni segment od N odgovara maksimalnom negacijskom segmentu u I pod 8, tada
je pocetni segment u N zakljucak pravila (- d), ¢ija je glavna formula o — 3, a N je oblika (II

nije prazan niz):

I, Fa—p3

L FIIMa— 3

2.3.1.

Fi~(a— )] F A

IFra—pg
(=" d
FIIM, o — B
(="
(=" d)
F A~ (@ — B)]

Primetimo da je ovde krajnji sekvent u NN ili oblika
2.3.2 oY I[~2"*(a — B)] F A ili oblika '+ A[~?"(a — B)]
3.2. A .

2.4. Ako je pocetni sekvent u N kao u I pod 9 (ili IT pod 10, kada je IT prazan niz), tada je N
oblika:

FALy - 1 gde je n > 1, pri ¢emu je, u dokazu D, sekvent F Aq,~
(=" )

- AQ [NQH'Y]
=" D

ili zakljucak ne-negacijskog pravila koje se odnosi na -, ili
aksioma (1 d). Primetimo da je u ovom slucaju, krajnji

A sekvent u N ili oblika T'[~?""!4] - A ili oblika I' - A[~2"4].
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2.5. Ako je pocetni segment u N kao u I pod 10 (ili u IT pod 9), tada je N oblika (n > 1):

77F1 =
Ty 0
! 7 (—* 1 gde je n > 11 pri ¢emu je, u dokazu D, sekvent v,I'; I,
r + . . .. . . . e
e —* a ili zakljuc¢ak ne-negacijskog pravila koje se odnosi na =, ili
_ = aksioma (0 1).
[~ F

2.6. Ako pocetni segment u N odgovara maksimalnom negacijskom segmentu u IT pod 7, tada

je N oblika (n > 1, II nije prazan niz):

a— BT FII

oy pri ¢emu je, u dokazu D, sekvent o — 3,11 F II zaklju-

- cak pravila (— 1), oblika:

a— BT, 1"

— Fl,a  B,ThF
) =" D — T .

2.7. Ako pocetni segment u N odgovara maksimalnom negacijskom segmentu u IT pod 8, tada
je N oblika (n > 1):

Fll—aﬂﬁ

TR ey
r = . . ..
Iy~le—pk Q) pri ¢emu je, u dokazu D, sekvent I'; + o — 3 zakljucak
=D pravila (— d).

L[~ o — B)] -

(IT) Neka je poslednje primenjeno pravilo u NV, pravilo (-* d). Tada je N oblika:

1. Ako je N (—* d)-segment u D, tada je pocetni sekvent u N ili aksioma (14) ili aksioma (0 1)
(videti 4.2 1 4.3 zan = 01 II pod 5), ili krajnji sekvent u jednom od izvodenja (videti 1 i 3 pod
II):

T
a7€71—‘|_ﬂ7A 7T’Y
Y (= 9
ETFa— 6, A v, THA

2. U suprotnom, N je (—* 1), (—* d)- negacijski segment (kako je (-* d) poslednje primenjeno
pravilo u N, svaki (-* 1)-segment u N, prethodi nekom (—* d)-segmentu). Tada imamo sledeée
slucajeve:

2.1. Ako je pocetni segment u N kao u II pod 4 (I pod 4, osim 4.2 za n > 0, videti Napomenu
2), onda je N kao u II pod 4.

2.2. Ako pocetni segment od N odgovara maksimalnom negacijskom segmentu u II pod 7, onda
je N ili oblika:
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a— BT F Ay T pri ¢emu je, u dokazu D, sekvent a — 3,T1 F Ay, 11
(—* 1 zakljucak pravila (- 1) oblika:
aﬂﬁ,Fl,H*l—Al I—Al,H,a 571—‘1}_ ( )
— 1).
291, (= 4d) a— B, I'1F A I

I'EAl~(a— 5)]
ili oblika (n > 1):

a— B, ' HII
=" D

Oz—>ﬁ,F1,H*,|_

(=" d)
="

Dy~ (o — B)]

(=" @

2.2.2.

T'FA

pri ¢emu je, u dokazu D, sekvent o — 8,T' - II zaklju-
cak pravila (— 1), oblika:
FlLa BT F
a— 6,1 HII

(— 1.

Primetimo da je u ovom sluc¢aju, krajnji sekvent u N ili
oblika T[~?"(a — 8)] F A ili oblika T'- A[~2"T!(a — B3)].

2.3. Ako pocetni segment od N odgovara maksimalnom negacijskom segmentu u IT pod 8, onda

je pocetni sekvent u IV zakljuc¢ak pravila (— d) u D, ¢ija je glavna formula o — 3, a N je oblika

(IT nije prazan niz i n > 1):

ILTFa— g
ILT, ~(a— B)

=D

(=" d)
2.3.1.

I, ~(a—f)FIT

NiFa—p

—_——— (=" )
Ly~ (a—B)F

(="
="

Da[~*""Ha — B)] F

(=
2.3.2.

kA

Primetimo da je ovde krajnji sekvent u NN ili oblika
I[~*""Y(a — B)] F A ili oblika T'F A[~?"(a — 3)].

2.4. Ako je pocetni sekvent u N kao u IT pod 9 (ili u I pod 4), onda je N oblika (n > 1):

vk —* ) pri ¢emu je, u dokazu D, sekvent v,T'; I ili zaklju¢ak ne-
R negacijskog pravila koje se odnosi na <, ili aksioma (0 1).
Do~k Primetimo da je u ovom slucaju, krajnji sekvent u N ili
e 9 oblika T+ A[~2"*15] ili oblika T[~?"y] - A.

2.5. Ako je pocetni segment u N kao u IT pod 10, kada je II prazan niz (ili I pod 9), onda je N
oblika (n > 1):
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= Al, Yy
— ")
~y = Al
T Al
T A - D pri ¢emu je, u dokazu D, sekvent - Ay, ~ ili zakljucak ne-
_— =" negacijskog pravila koje se odnosi na =, ili aksioma (1 d).
E A~

2.6. Ako pocetni segment u N odgovara maksimalnom negacijskom segmentu u I pod 7, tada

je N oblika (n > 1, II nije prazan niz):

a— B,I1FA
a2 AIF A . pri cemu je, u dokazu D, sekvent o — 3,11+ A; zaklju-
cak pravila (— 1), oblika:
FIT, ~(a— B), Ay
(=* 1 FALa 6,11+
—* d) (= 1.
FA[N2R71(O¢—>/@)] a— 3,11+ Ay

2.7. Ako pocetni segment u N odgovara maksimalnom negacijskom segmentu u I pod 8, tada
je N oblika (n > 1):

pri ¢emu je, u dokazu D, sekvent Il - o« — [ zakljucak

pravila (— d).

Na slican na¢in dobijamo i sve moguce oblike maksimalnih negacijskih segmenata u reduko-
vanom C'L*-dokazu Cistog sekventa, kada se ti segmenti zavrsavaju ili primenom pravila (*— 1),
ili primenom pravila (*— d).

g.e.d. (Posledica 6.1)

Definicija. Neka je I' niz od I > 0 s-formula, neka je A niz od r > 0 s-formula i neka je
m = max{l,r} i neka je ukupan broj negacija u svakoj negacijskoj formuli u I' F A najvise n.
Tada definiSemo mneg(I' - A), sa mneg(I'FA)=1+m((2n+7). o

Lema 6.6 Neka je N maksimalan negacijski segment u redukovanom CL*-dokazu distog
sekventa i neka je I' = A kragnji sekvent u N. Tada je len(N) < mneg(I' = A) (len(NV) je
duzina segmenta N, odnosno, ukupan broj sekvenata u njemu, videti Glavu 2).

Dokaz: Neka je D redukovan C'L*-dokaz ¢istog sekventa. Neka je N maksimalan negacijski
segment u D, ¢iji je krajnji sekvent I' A, u kojem niz I" ima [, a niz A r elemenata i neka je
m = max{l,7}. Neka je ukupan broj negacija u svakoj negacijskoj formuli u I" = A, najvise n.

Tada razlikujemo sledece slucajeve:

(I) Ako je poslednje primenjeno pravilo u N, pravilo (-* 1), tada:
1. Ako je N (= 1)-segment u D, onda je len(N) <1+ m < mneg(T'F A).
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2. Ako je N negacijski segment u kojem se primenjuju samo pravila (-* 1) i (-=* d), onda je N

oblika koji je opisan u u Posledici 6.1, u (I) pod 2.
Ako je N kao 2.1, onda je len(N) < 14 2mn < mneg(I' - A).
Ako je N kao 2.2.1, onda je len(N) < 1+ 3m < mneg(I' - A).
Ako je N kao 2.2.2, onda je len(N) < 14 2m + 4m + 2mn + m < mneg(I' - A).
Ako je N kao 2.3.1, onda je len(N) < 3m < mneg(I' - A).
Ako je N kao 2.3.2, onda je len(V) < 1+ 2m + 2mn + m < mneg(I' - A).
Ako je N kao 2.4, onda je len(N) < 1+ 2mn —m < mneg(I' F A).
Ako je N kao 2.5, onda je len(N)
Ako je N kao 2.6, onda je len(N) <
Ako je N kao 2.7, onda je len(N) < mn + 2 < mneg(I' - A).

<14 mn < mneg(I' - A).
<

mn 4+ m < mneg(I' - A).

Sliéno ¢emo imati i kada je poslednje primenjeno pravilo u N jedno od pravila (—* 4), (*— 1)
ili - a).

g.e.d. (Lema 6.6)

Definicija. Neka je D C'L*-izvodenje i neka je N maksimalan negacijski segment u D, ¢iji je
krajnji sekvent I' - A. Reéi éemo da je N n-normalan ako je len(N) < mneg(T' F A). Stavise,
re¢i éemo da je izvodenje D n-normalno, ako je u njemu svaki maksimalan negacijski segment,

n-normalan.

CL™ je sistem C'L* u kojem su sva izvodenja n-normalna. o

Lema 6.7 CL™ je odluciv.

Dokaz: Neka je I' B A bilo koji sekvent. Dokazimo da je I' = A odlu¢iv u CL™. Dokaz
izvodimo indukcijom po ¢, gde je ¢ slozenost sekventa I' = A (¢ je ukupan broj —, <, -, +, A, V,0
i1 u njemu).

Neka je ¢ = 0. Ako je I' - A aksioma, onda je dokaziv, dakle odlu¢iv. U suprotnom, neka
je N skup svih n-normalnih negacijskih segmenata, ¢iji je krajnji sekvent I' = A (duzina svakog
segmenta u N je najvise mneg(I' - A)). N je ocigledno konac¢an. Ako postoji segment N u N,
Ciji je pocetni sekvent aksioma, onda je I' A dokaziv, u suprotnom, I' - A nije dokaziv. Dakle,
I' = A je odluciv. (Kako je slozenost sekventa I' = A jednaka 0, to je i slozenost svakog pocetnog
sekventa, svakog segmenta u N, takode jednaka 0, pa nijedan od njih ne moze biti zakljucak
nijednog ne-negacijskog pravila u C'L™; staviSe, u n-normalnom izvodenju, nijedan od njih ne

moze biti ni krajnji sekvent nekog drugog negacijskog segmenta.)
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Neka je ¢ > 0. Ako je I' H A aksioma, onda je I' = A dokaziv sekvent, dakle odluciv. U
suprotnom, neka je S skup svih sekvenata takvih da postoji ne-negacijsko pravilo u C' L™, ¢ije
su pretpostavke iz S i ¢iji je zakljucak I' = A i neka je NV skup svih n-normalnih negacijskih
segmenata, u kojima je I' F A krajnji sekvent. S i A su konacéni. Neka je N'= {Ny,..., Ny} i
neka su Sy, ..., SN, pocetni sekventi, redom, u segmentima Ny, ..., N,. Neka je Sy skup svih
sekvenata takvih da postoji ne-negacijsko pravilo u C L™, ¢ije su pretpostavke iz Sys i ¢iji je
krajnji sekvent jedan od S, ..., Sn,. Sy je konacan. Primetimo da je, na osnovu indukcijske
hipoteze, svaki sekvent iz S i Syr odluc¢iv. Razlikujemo sledece slucajeve.

Ako postoji ne-negacijsko pravilo u C L™, ¢iji zakljucak je I' F A i ¢ije pretpostavke su
dokazivi sekventi iz S, onda je I' - A dokaziv, dakle odluéiv.
dokaziv, dakle odluc¢iv. U suprotnom, ako postoji ne-negacijsko pravilo u C' L™, ¢iji zakljucak
je Sn,, za neko i € {1,...,g}, i ¢ije pretpostavke su dokazivi sekventi iz Sy, onda je I' - A
dokaziv, dakle odluc¢iv. U suprotnom, I' = A nije dokaziv, dakle odluéiv je.

g.e.d. (Lema 6.7)

Kako je svaki sekvent koji je dokaziv u CL™, dokaziv i u CL*, i kako je svaki cist sekvent
koji je dokaziv u C'L*, dokaziv i u CL™ (Lema 6.6 i Lema 6.4), CL* i CL™ su ekvivalentni
sistemi, ali samo ako se ograni¢imo na izvodenja Cistih sekvenata (odnosno, ako se ograni¢imo
samo na ona izvodenja u kojima su krajnji sekventi ¢isti, iako drugi sekventi u uzvodenju to ne

moraju biti). Odavde direkto, kao posledica Leme 6.7, sledi:

Teorema 6.3  Klasi¢cna Lambekova logika je odluciva.
6.4 Odlucivost za visezakljucan sistem sa slabljenjem

r,I'oFA ' A, As
— (k* d .
I, &, A ' ALE A ( )

Definicija. Neka je K¢ :{ *k* 1),

Sistem C'LY.. je sistem sekvenata formulisan na jeziku G*, koji se dobija kada se na C'L*
dodaju pravila slabljenja iz skupa K°*. o
Lema 6.8  Cist sekvent je dokaziv u C Ly« akko je dokaziv u CLYecn.

Dokaz: Isto kao u Lemi 5.2. g.e.d. (Lema 6.8)
Teorema 6.4  Svaki dokaz v sistemu C L., moZe se, u tom sistemu, transformisati u dokaz
sa istim krajnjim sekventom, u kojem se me primenjuje pravilo secenja.

Dokaz: Dokaz u Teoremi 5.4, upotpuni¢emo slucajevima u kojima je jedna od pretpostavki

secenja, zakljucak slabljenja iz K*. Na primer:
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s ™1
' F A T A
Fl}—Al,g £7FFA (k* 1), (k* 4d)
(cut—iii) H— ——————
I','F A A ', I'FAA
1
' FAE T T T
— (k" d)
I F A€ ETHA IikALE &EITEA
(cut—iii) (cut—iii).
Fl,F}—AI,a,A F1,F|—A1,A

— **
Fl,FI— Al,a,A

Sliéno ¢emo imati i u svim ostalim slu¢ajevima. Rang secenja u transformisanim dokazima
je manji od ranga sec¢enja u polaznim dokazima, pa se, na osnovu indukcijske pretpostavke, ova
secenja mogu eliminisati.

g.e.d. (Teorema 6.4)

Definicija. K-segment u je segment oblika:

FA'

(k™ 1), (k" d)

'kA

u kojem se primenjuje bar jedno od pravila (k* 1)1 (k* d), pri cemu je redosled i broj pojavljivanja
tih pravila proizvoljan.
K-segment u C' L c.-izvodenju D je maksimalan, ako njegov pocetni sekvent nije zakljucak,

a njegov krajnji sekvent nije pretpostavka slabljenja u D. o

Definicija. CLj..-dokaz D je K-normalan, akko svaka primena slabljenja u D pripada ili
K-segmentu koji je pocetni segment u D, ili K-segmentu kojem u D prethode samo negacijska

pravila. o

Lema 6.9  Svaki CL%..-dokaz, u kojem se ne primenjuje pravilo secenja, moZe se trans-

formisati uw K-normalan CLY..-dokaz sa istim krajnjim sekventom, bez secenja.

Dokaz: Neka je D C'L¥-..-dokaz u kojem se slabljenje primenjuje bar jednom, neka je Sk prvi
od gore maksimalan K-segment u D i neka je S pocetni segment dokaza D, koji se zavrsava sa
Sk . Neka je n ukupan broj pravila za —, «—, -, +, V, A, 0i 1, u S. Indukcijom po n dokazimo
da se segment S, u C'L%.., moze transformisati u K-normalan segment Sy, sa istim krajnjim
sekventom.

Ako je n = 0, onda je S K-normalan segment. Ako je n > 0, tada S transformiSemo na

jedan od nacina:
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s s
Ol,FFﬁ,A Ol,FFB,A
(=9 I —
'~a—B,A o, T FBA
Y & T o =D
Ega—pA &Eka—B,A
————
' a— (B,A
™
e 7],F FA
0T A n ETHA R pri ¢emu je m dokaz u kojem se bar jednom pri-
THn' A "D (=" ) menjuje ne-negacijsko pravilo izvodenja.
k* d = T T« A
rreq.a YT Trena
™
T T'FAn i
NN THAYE =D pri ¢emu je m dokaz u kojem se bar jednom pri-
T FA S (== menjuje ne-negacijsko pravilo izvodenja.
(k* 1) +— T o T .
tera VT Dera
™ ™
F7a|—A’ﬁ F,Oz"A,ﬁ
(— @ " (k* 1)
'FAB+—a & akFAB
) - (— @
T'FAQSB—a¢ IVEFAL—«a
=
'EAB—ao¢
m
m F,T] FA
Tk A L& nkA S pri ¢emu je m dokaz u kojem se bar jednom pri-
THA S (= @ menjuje ne-negacijsko pravilo izvodenja.
— 20 ey > ———
F"A,*ﬁ,g FFA? 77,5
™
T I'knA i
Tk A Tkn & A = pri ¢emu je m dokaz u kojem se bar jednom pri-
“nTF A =D - menjuje ne-negacijsko pravilo izvodenja.
C o
earra © 0T gprEa

U preostalim sluc¢ajevima, slabljenje se i u polaznom i u transformisanom dokazu odnosi na

istu formulu. Na primer:

1 T2 K
ALy ook A TiFdne & 1) 2
F17F2 - Al,AQ (cut—iii) +—> th L Ahtp ()07112 E A,

T LA A WD [ 615 AL A (cut—iii)
F17§7F2}_A1,A2 1,612 1,82
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T ™
avF'_B7A17A2 a,F}_ﬁyAhAQ
(— d) —_— (k* Q)
F"Ot—>ﬂ,A1,A2 aaFB7l_Ala£7A2
(k™ d) (= d)
FFa—>6,A1,§7A2 FFO&—>ﬁ,A1,§,A2
T T2
™1 T2
I, Do F AL A I, 3, o Ap A
L2 ! 2 ! ﬁ 2 ! 2 (v 1) F1,0£,F2|_A1,A2 Fl,ﬂ,FQFAl,AQ
I',aVv e A1, As (k* ) (k* d)
(k* d) F170(7F2FA1,€7A2 Fl,ﬂ,FQFAl,&AZ
Fl,a\/ﬁ,rzl—Al,f,Az = vV 1

Fl,a\/ﬁ,rz "Al,g,Az

Na osnovu indukcijske pretpostavke, dobijeni segment se u C'L%.., moze transformisati u
K-normalan segment S7, sa istim krajnjim sekventom kao u S.

Neka je Dy dokaz koji se dobija kada se segment S u D zameni sa S;. Sada na slican na¢in
transformisemo i dokaz Dy, i tako dalje, sve dok ne izvedemo K-normalan C'L¥..-dokaz sa istim
krajnjim sekventom kao u D.

g.e.d. (Lema 6.9)

Blokiranu primenu negacijskog pravila, u K-normalnom CL%..-dokazu, definiSemo kao i
blokiranu primenu negacijskog pravila, u C' L*-dokazu.
Dakle, primena negacijskog pravila u K-normalnom CL%..-dokazu nije blokirana, ako tom

pravilu neposredno prethodi slabljenje.

Lema 6.10  Svaki K-normalan CLi..-dokaz, u kojem se ne primenjuje pravilo secenja, moze
se transformisati v K-normalan CL%...-dokaz sa istim krajnjim sekventom, u kojem se ne pri-

menjuje pravilo secenja i u kojem je primena svih negacijskih pravila blokirana.

Dokaz: Neka je D K-normalan CL%..-dokaz u kojem se ne primenjuje pravilo secenja i u
kojem se, bar jednom, primenjuje negacijsko pravilo, koje nije blokirano u D. Neka je S pocetni
segment dokaza D, u kojem se negacijsko pravilo, koje nije blokirano u D, primenjuje samo
jednom i to kao poslednje u izvodenju. Transformacijama koje su navedene u dokazu Leme 6.3,
ovde treba dodati i transformacije onih segmenata S, u kojima primeni negacijskog pravila (koje

nije blokirano) neposredno prethodi slabljenje. Razlikujemo sledeée slucajeve:

1. Ako je pocetni segment u .S K-segment, dokaz transformisemo na jedan od nacina:

alb« alb «

(k™ 1, (k* d) (k* 1), (k* d)
Tlo] - Alal,6 ™ Tlal.&" F Ala]
Tla], & + Ala]
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0F 0F
S D, (k% d) e D, (k* d)
_ - —
0] - A ¢ rL,& FA
T ey
o], &+ A
F1 F1
LD, 69 Lk, (6 d)
—_— - —
' A, ¢ [,¢" - Al
— Y . "D
I, = AL
F17J-7F2 F Al

(k" 1, (k* d)
— T[], & +FA

Tl F A€

— 0 (="

T[L], ¢ FA
T FE AT, A

(k™ D, (k* d)

T — [,&"FA[T]

'+ A[T], €

— Y ——— (="

T, & = A[T]

at «
ab« —_— (=%

E D, G Q) o, ~ak

_ E* 1), (k* d
TlalF A, a A

o
— (" Ta], ~a b A
Tla], ~ak A [o, ~va
F1
'*1 —_— (_* 1)
Y, (k) ~1E
_— E* 1), (k* d
A e e
——— " r,~lFA
T,~1EA
Ty kA, T
MEA,T _— (%))
EERGERGE T, ~TE A
R B D), (k* d
THAT o ey
——— I,~TFA
r,~TEA

2. Ako je pocetni segment u S negacijski segment (u kojem je primena svih negacijskih pravila

blokirana), dokaz transformisemo na jedan od nacina:

aka at o
(=* (=*
(=0 (=1
~tak~ta ~NakE~"
(k* 1), (k* d) (* 1), (k* d)
[[~"a] F A[~"al,¢ " T[~"al & F Al~"a]

[~ al e F Al~ta]
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alb « alb«
(=" d) (=" d)
(=" D e (="
~tak~ta ~a "
_— (=% —_— (=D
~"a, ~ g - ~"a, ~ g b
(k* 1), (k* d) (k* 1), (k* d)
1 = 1 *
DN~"a, 8, ~"a] F A D~"a, 2, ~"Tal &5 F A

)
D~"a, %, ~" o) ¢ F A

Dokaz transformiSsemo na isti nacin i kada je pocetni segment u S negacijski segment kao u

I pod 4.3 u definiciji blokirane primene negacijskog pravila.

(=* a) (=" d)
—* A G
Nna - Nna NnOé F NnOé
n n+1 (7* 1)
(k* 1), (k* 4d) ~a, Ny ok
D~"al - A, ~"a (k* 1), (k* d)

—* ) —

r[~"al, ~"a kA r[~"al, ~" Mok A

Primetimo da je u transformisanim dokazima primena svih negacijskih pravila blokirana.

Transformacija dokaza je slicna i kada je pocetni segment u S negacijski segment kao u II,
IIT i IV pod 4, u definiciji blokirane primene negacijskog pravila, kao i kada je pocetni sekvent
u S bilo koja od aksioma (1 4), (0 1, (T)ili (L). g.e.d. (Lema 6.10)

Za svaki K-normalan C'L¥..-dokaz D, u kojem se ne primenjuje pravilo secenja i u kojem su
sva negacijska pravila blokirana, vazi isto tvrdenje koje je navedeno u Napomeni 1, u poglavlju
6.3.

Redukovan K-normalan CL%...-dokaz definiSemo kao i redukovan CL*-dokaz.

Lema 6.11  Svaki K-normalan CLic.-dokaz se moZe transformisati u redukovan K-normalan

CLiev-dokaz sa istim krajnjim sekventom.

Dokaz: Na osnovu Teoreme o eliminaciji secenja u C'L;.. (Teorema 6.4), Leme 6.10 i reduk-
cijskih koraka koji su navedeni u dokazu Leme 6.4.
g.e.d. (Lema 6.11)

Lema 6.12 U svakom redukovanom K-normalnom CLj...-dokazu cistog sekventa, aksiome
(T) 7 (L) su pretpostavke samo ne-negacijskih pravila izvodenja.
Dokaz: U redukovanom dokazu, aksiome (T) i (L) ne mogu biti pretpostavke slabljenja.

Ostatak dokaza je isti kao u dokazu Leme 6.5. g.e.d. (Lema 6.12)

Redukovan K-normalan C'L¥..-dokaz ima iste one osobine koje ima i redukovan C'L*-dokaz,

koje su navedene u Napomenama 2 i 3, u poglavlju 6.3.
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Posledica 6.2 Neka je N maksimalan negacijski segment u redukovanom K-normalnom CL.-
dokazu ¢istog sekventa. Onda N ima oblik kao u Posledici 6.1 i vazi len(N) < mneg(I' - A).

N-normalan maksimalan negacijski segment u C'Lj..-izvodenju i n-normalno CLj..-izvode-
nje definisemo isto kao i n-normalan maksimalan negacijski segment u CL*-izvodenju i n-
normalno CL*-izvodenje.

CL%.. je sistem CLj-. u kojem su sva izvodenja n-normalna.

Lema 6.13  Sledeci sekventi su dokazivi w C L. (n > 0):

[[~"a] F Al~"a], T[~"a, X, ~" ol - A, T FA[~ o, 3 ~mal,
L[—"a] F A[0"a], T[""a, 2 ="k A, Tk AR, 3, 2" a],
) C[~2"0] = A, Tk A~ TFA[~1], D[~ E A,
*
I'[=%"0] - = A=), TRA[R], D=2 E A,
F[N%L] (o A LA~ TEA[RT], T~2HTIE A,
[[—2"1]FA, TEA[RML] TFA[R™T], T[T A.
Dokaz:
aka«a
ab«a e ((11 c11))
(<:* (11; ~"aF ~"o
_ — (—* D
~"a N~y ~Ta, g b
G G ey, 9
I[~"a] F A[~"0q] O[~"a, %, ~" Mol - A
abFa

(k" 1), (k™ d)

I'FA[~N"a, 5~

Dokazi se sli¢no izvode i u svim ostalim slucajevima. Primetimo da su negacijski segmenti

u svim dokazima n-normalni.
g.e.d. (Lema 6.13)

Lema 6.14 CL%.. je odluciv.
Dokaz: Neka je I' = A bilo koji sekvent. Dokazimo da je I' H A odluc¢iv u CL%... Dokaz

izvodimo indukcijom po ¢, gde je ¢ slozenost sekventa I' = A.
Neka je ¢ = 0. Ako je I' = A sekvent oblika kao u (%) u formulaciji Leme 6.13, onda je I' - A
dokaziv u CL}..; u suprotnom, nije dokaziv. Dakle, I' - A je odlu¢iv u CL¥...
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Neka je ¢ > 0. Ako je I' + A sekvent oblika kao pod (%), onda je I' F A dokaziv. U
suprotnom, neka je S skup svih sekvenata takvih da postoji ne-negacijsko pravilo u C L., ¢ije
su pretpostavke iz S i €iji je zakljucak I' = A i neka je N skup svih n-normalnih negacijskih
segmenata, u kojima je I' F A krajnji sekvent. S i A su konacéni. Neka je N'= {Ny,..., Ny} i
neka su Sy, ..., SN, pocetni sekventi, redom, u segmentima Ny, ..., N;. Neka je Sy skup svih
sekvenata takvih da postoji ne-negacijsko pravilo u C L™, ¢ije su pretpostavke iz Sys i ¢iji je
krajnji sekvent jedan od Sny,...,Sn,. Sy je konacan. Primetimo da je, na osnovu indukcijske
hipoteze, svaki sekvent iz § i Sy odluciv u CL%... Razlikujemo sledece slucajeve.

Ako postoji ne-negacijsko pravilo u CL%%.., ¢iji zakljucak je I' = A i ¢ije pretpostavke su
dokazivi sekventi iz S, onda je I' - A dokaziv.

U suprotnom, ako postoji ne-negacijsko pravilo u CL}%., €iji zakljucak je Sy,, za neko
i € {1,...,g}, i ¢ije pretpostavke su dokazivi sekventi iz Syr, onda je I' = A dokaziv. U
suprotnom, on nije dokaziv u CL%... Dakle, I' - A je odluciv u C L} ...

g.e.d. (Lema 6.14)

Kako je svaki sekvent koji je dokaziv u C'L'¥.., dokaziv i u C'L¥.., i kako je svaki ¢ist sekvent
koji je dokaziv u C'L¥sc., dokaziv i u CL}.. (Lema 6.11 i Posledica 6.2), odavde, direktno kao

posledica prethodne leme, sledi:

Teorema 6.5 Klasicna Lambekova logika sa slabljenjem je odluciva.



Glava 7

Sistemi sekvenata sa implicitnim

strukturnim pravilima

L, Lk, Lc, Lck, Lew, Loxkw, CL*, CLY e, , CLGcge, CLGeyye 1 CLG e geyye SU sistemi
sekvenata sa eksplicitno zadatim strukturnim pravilima, u kojima je se¢enje dopustivo pravilo
izvodenja. Ovde Ce, za svaki od njih, biti formulisan ekvivalentan sistem sekvenata bez pravila
secenja, u kojem su odgovarajuéa strukturna pravila implicitna. (U prethodnoj glavi je, za sistem
CL¢., formulisan takav sistem: C'BC} to je sistem bez pravila secenja, u kojem je permutacija

implicitno pravilo izvodenja.) Na osnovu njih ¢ée, u narednoj glavi, biti dati odgovarajuéi tabloi.

Izvodenje se, u svim sistemima sa implicitnim strukturnim pravilima, definiSe od dole: po-
lazeéi od krajnjeg sekventa, pravila izvodenja se primenjuju od dole, sve dok se na svakoj grani
ne izvede ili aksioma, ili sekvent koji ne moze biti zaklju¢ak nijednog pravila izvodenja. Ako u
sistemu sekvenata S, postoji izvodenje D za I' - A, u kojem je na svakoj grani izvedena bar

jedna aksioma, onda za I' F A kazemo da je dokaziv, a za D da je dokaz za'F A u S.

Svi sistemi koji ¢e ovde biti formulisani su odlucivi. Za sisteme sa kontrakcijom, odluc¢ivost se
dokazuje kao u prethodnoj glavi, a za ostale sisteme, direktno, indukcijom po slozenosti sekventa

koji se dokazuje.

7.1 Sistemi bez permutacije i bez kontrakcije

Sistemi bez permutacije i bez kontrakcije, u kojima je se¢enje dopustivo pravilo izvodenja, su
L, Lk, CL* i CLje.. Za ove sisteme, odgovarajuce sisteme bez secenja, sa implicitno zadatim

slabljenjem, formuliSemo na sledeéi nacin.

127
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Definicija. B je jednozakljucan sistem sekvenata, formulisan na jeziku G bez +, ¢ije su aksiome
i pravila izvodenja za konstante i veznike isti kao u L (u sekventima se levo i desno od I, nalaze

nizovi formula). o
Direktno na osnovu Teoreme o eliminaciji seCenja u L, sledi da su B i L ekvivalentni sistemi.

Definicija. BK je jednozaklju¢an sistem sekvenata formulisan na jeziku G bez +, 1 i T, Cije
su aksiome:
Fl,Oz,FQ Fa (1d)

'H1 (1 d)
Fl,O,FQFA ()]

i ¢ija su pravila izvodenja za konstante i veznike ista kao u B. o

Direktno na osnovu Teoreme o eliminaciji secenja u Ly, 0 k= L i1k T (v. poglavlje 2.7) i

sledece leme, sledi da su sistemi Lg i BK ekvivalentni.

Lema 7.1  Swaki dokaz u L moZe se transformisati u dokaz sa istim krajnjim sekventom u
Ly, u kojem slabljenju nikada neposredno ne prethodi nijedno pravilo izvodenja za konstante 1

veznike.

Dokaz: Neka je S pocetni segment u Li-dokazu D, u kojem se slabljenje, kojem neposredno
prethodi ili pravilo izvodenja za konstante ili pravilo izvodenja za veznike, primenjuje samo
jednom i to kao poslednje u izvodenju. Dokazimo da se S moze transformisati u dokaz sa
istim krajnjim sekventom u Lg, u kojem slabljenju nikada neposredno ne prethodi ni pravilo
izvodenja za konstante ni pravilo izvodenja veznike. Dokaz izvodimo indukcijom po n = len(S)
(n je duzina segmenta S).

Ako je pretpostavka levog slabljenja zakljucak pravila (— d), S transformiSemo na sledeéi

nacin:
™ ™
a,T'Fp a,I'FpB
— (— d) — (k1)
'Fa—p o,k p
_— k1) > — (= d)
Meta—g Meta—g

S se na slican nacin transformiSe i kada je pretpostavka slabljenja zakljucak nekog drugog
pravila uzvodenja za konstante ili veznike. Na osnovu indukcijske pretpostavke, dobijeni dokaz
se moze transformisati u dokaz sa istim krajnjim sekventom u L, u kojem nijednom slabljenju
neposredno ne prethodi nijedno pravilo izvodenja za konstante i veznike.

g.e.d. (Lema 7.1)
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Definicija. CB je visezakljuc¢an sistem sekvenata formulisan na jeziku G*, u kojem su aksiome
i ne-negacijska pravila ista kao u C'L*, dok su negacijska pravila data u Tabelama 7.1, 7.2, 7.3,

7.4,7.5,7.6177. UCB se u sekventima, levo i desno od I, nalaze nizovi formula. o

Negacijska pravila u CB, formulisana su na slede¢i nacin.
Svaka primena negacijskog pravila, u redukovanom dokazu ¢istog sekventa, D, pripada nekom
n-normalnom negacijskom segmentu, koji moze biti oblika kao u Posledici 6.1 u Glavi 6. Ako je

negacijski segment oblika kao u I pod 2.2.2, onda je njegov pocetni sekvent zakljuc¢ak izvodenja:

T T
FA« 6,11+
(=D
a— B,ITF A

a sam negacijski segment moze biti oblika:

a—>ﬁ7HFA17A2

(=" d)

+ H*u N(a I B)7A17A2

(="
(=" @

[ H*2n+17N2n+1(a N 5)7 AT?H,A;2H

="

>0
A;2n+1 = H*gﬂ,+17N2n+1(a N 5):A;27L nz
o — ﬁ,Hth [ A
(=" )
F 103, 7, ~ (o — B), A
="
(=" d)
[ 1—[;271,+171—I’;2n+17 N2n+1(a N B)7A*2n
(=" D
n>0

2 2 * *
A*271+17 ~u2n+t (a N ﬁ)’H12n+2 [ H22n+1

Oé—>,6,H1,H27H3 EA

(=" d

103, 15, TT7, ~ (o — ), A

="
)

*2n+l 2n+1 *2n *2n—1 *2n—1
F 11, S~ (a — B), A" T, I,

=" D

*9 *2n+1 2n+1 *9, *2n—1
I = I~ (@ — ), A2 T
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Oé—>ﬂ,H1,H2 [ A17A2

(="
}_ H;ania N(a - ﬂ)7A17A2

(="
(G))

* 2 1 *om —
- H12n+1’N n+ (Oc _ ﬂ),A;Q",A;%’,HQZH 1

="

= = n>1
H;2n7A22n+1 = H12n+17N2TL+1(a _ B)yAalgn
a — ﬁ,H1,H2,H3 |_ A
(=" @)
F 105, 105, 117, ~(a — 8), A
(="
(=" d)
- H;2n+171—[;2n+17~2n+1(a _ 6)7 A*2", H;Zu—l
="
H;Qn A*2n+1 N2n+2(a _ ﬂ) H’{2n+2 = H;2n+1 n=1
« HB,H" Al,AQ,Ag
(=" d
FI, ~ (o — (), A1, Az, A
(== D
(=" d)
FAPTE I~ (o 5), A AP
(=" D -0
AP AP I T (0 ), AP "=
o — ﬂ,Hl,HQ [ Al,AQ
(=" 4
= H;7 HI7 N(a e /8)7 Aly AQ
(=" D
(=" d)
- AZQn,+27H;2n+17H1‘2n+1’ N2n+1(a _ ﬂ)7AI2“’
(="
n>1

* 2 2 * *9 E
A12n+17N n+ (Oc _ ﬂ),H12n+2 - A22n+2’]:[22n+1



131

gl alaiel plael )
n+1 n+1 n n+1 n+1 n (1d*) n 2 0
N~y ATy N~y Ty R Ty, Ty
1 o1 F1 , 0+ N (U o1
7N2n_11 F (N n—1q 1) |7 N2n1 (N nq d) 7N2n0 F (N no 1) FiNQn—lo (N n—1g d) n 2 1
plakel alael gkl
n+1 n+1 n+1 n n n+1 (*Id) n 2 0
Ty Ry Ty, Ty E F=ty,
H1 - F1 . or . 0r - -
—s—— ("7 1 —F— (T1*"1 d /"0 1 ——— (71" 70 d n
_|2n711 - ( ) - _'277, ( ) _|2n0 - ( ) - _|2n710 ( ) =

Tabela 7.1: A-negacijska pravila u CB

a—>ﬂ,HFA1,A2,A3

(=" d)

FIT, ~ (o — B), A1, Az, Ag

(="
(=" 9

- 2n—1 *2n—
. A;Zn,7A§2n,H*2n 1’N n (a_’ﬁ)»A12n 2

="

*2m — 2 ) * ,
A12n 17N n(a — ﬁ)’n*2n,A32n+l |_ A;2n

Svakom od ovih segmenata odgovara neko (bar jedno) negacijsko pravilo u sistemu C'B. Na

primer, prvom od gore, odgovara pravilo (~27+1_; d) u Tabeli 7.4.

Direktno na osnovu Leme 5.2, Teoreme o eliminaciji se¢enja u CL* (Teoreme 5.4), Leme 6.4
i Posledice 6.1, sledi da je bilo koji sekvent na jeziku G dokaziv u C'L, akko je dokaziv u CB.
Definicija. CBK je visezakljuan sistem sekvenata formulisan na jeziku G*, bez T i L, Cije

su aksiome, za n > 0:

e %, FA I'HA[E", %, aan

TiEl = Al

T[~20]F A (©0* 1 ['F A~ 0+ a) [ F A~ a* g L[~ A a0

I[—?"0)F A (o 1) '+ A[—2T0] (o a) L' A1) 1 9 L2 M FA 1

i ¢ija su ne-negacijska i negacijska pravila izvodenja ista kao u CB. U C'BK se u sekventima,

levo i desno od F, nalaze nizovi formula. o

Direktno na osnovu Leme 6.8, Teoreme o eliminaciji se¢enja u C'Ljc. (Teoreme 6.4), Leme
6.9, Leme 6.11, Posledice 6.2 i Leme 6.13, sledi da je bilo koji sekvent na jeziku G dokaziv u
CLge, akko je dokaziv u CBK.
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A,
—_—— (™0 1))
Fl, NO, PQ A
'_*271,—1 1—‘1’*271 A7*2n+1 FQ *2711_‘27*271—1 A7*2n—2 Fl [

(N2n+10 1)

(™22

Ty, ~2" 0, Ty - A
F17a }— A,* Pg,ﬁ
F1, N(ﬁ — 04)7F2 A

Iy, ~2"1, Ty F A

(Y= 1)

a #*Zn—l 1—\17*27,, A,*27L+1 ]_—‘2,,8 Zl Fa ﬂ, 22 =

2n+1 (NPt 2n
Iy~ (B—a)T2FA [y, 7B —a), T2 F A
Y, Oy =*2n [y, *2n—1 A *2n-2 ]

(~2n )

Fl}—A,*PQ,,Oé Fgl—ﬂ
I', Iy, N(Oc . ﬁ),rg FA

}—22,04 Fll—El,ﬂ
F1, N(a . ﬁ)7F2 A

(N 1) Y1,382=ATT,

[ EQ,CM - El,ﬂ a,ﬁ,*z" FQ,*Q"_l A,*%’_z '+
Iy, ~2" - 8), T - A I, ~*"(a-8),T2F A

(~2n. )

Fl }_ A,* FQ,(X,ﬂ
Fl,N(a +/B)7F2 FA

(™~+ 1)

I**2”71 Fl,*Qn A,*2n+1 F27 Oé,ﬁ a, 22 = ﬁ, 21 =
P (Nntty n

Fl,N (a—&—ﬁ),l“g}—A Fl,N (CK—Fﬁ),FQI_A

31,30 —*2n 1"2,*2n—1 A7*2n—2 I

(N2n+ 1)

Fl }_ A,* FQ,& Fl |_ A,* FQ,/B
Iy, N(a/\ﬁ),rz FA

(NA

}_*271—1 F17*2n A7*2n+1 FQ,CK '_*271,—1 F17*2n A7*2n+1 ngﬁ
F1, N2”+1(a A 5), TaFA

<N2n+1/\ 1)

a7*2n F27*2n—1 A7*2n—2 Fl }_ ﬁ7*2n FQ’*Zn—l A7*2n—2 1“1 l_
I, ~"(anB), T2 - A I, ~"(anB), T2 - A

(~2A D)

FlkA,*Fz,a Fl}*A,*FQ,ﬁ
Fl,N(O{\/B),FQFA Fl,N(a\/ﬂ),le_A

("™Yv 1)

};*2”—1 F17*2n A7*2n+1 Fg,a ',*Qn—l 1"17*271, A7*2n+1 F27ﬁ
[, ~" N avp),Ta kA T, ~" T avp), T - A

(~I2ntly

a7*2n 1‘*27*271—1 Aj*zn—z ]_‘\1 [ 57*271 1‘\27*2n—1 A7*2n—2 Fl [
I, ~*"(aVp),Ta F A

(~o2ny 1y

Tabela 7.2: ~-negacijska pravila u C'B, za uvodenje ne-implikacijskog veznika ili konstante, levo
odkH,n>1
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*A1,TF Ay

— ) (~1
'+ Al,Nl,AQ

*2m 41 Al,*zn I‘7*2n—1 As - p*2n—2 A27*2n—1 1"7*2n Aq
ST (~o2ntly g) y
F}—Al,"\-/n 1,A2 Fl—Al,N"O,A2

(™20 q)

21|_Oz /8722|_A2
I Al,N(ﬁH oz),Ag

(V=1 d) 31,0 =" A4,T

*Al,Fl—a,Ag Bl‘AQ
'k A1,N(ﬂ<— CX),AQ,A3

(N2 d)

YilFa ﬁ, 22 = « pr2n—2 A27*2n71 F,*Qn Al,ﬁ
il (N2n+1<_ d) 5
F}_Alan (6<—Oé),A2 F}_AhNn(B(_a)’AQ
217 22 :*2'7L+1 A17*2n F7*2’!L71 AQ

(N2n(_ d)

OL,B,* A1,F = AQ
kA, ~(a-B), A
o, 57*2"+1 Al,*zn F7*2"71 Ao - F Yo, a [ Zl,ﬁ
T (A2t g) 5
DF AL~ o B), Ay T AL~ (o B),As
217 22 —*2n—2 AQ,*2"‘_1 1"’*277, Al

(N, d)

(~o2n. gy

OcFAz ﬁ,*Al,FFAg

'k Al, N(()z + 6),A27 Ag

(e 22 |— AQ 5,21 |—

I'E A, N(a +ﬂ),A2

o, Y 5721 - p*2n—2 A2,*2n—1 1‘*7*271, A1, a, B
1 (~2ntly gy 2
AL~ a4 B), Ay LA~ (a+ B), Az
Y1, —*2n41 A17*2n F7*2n—1 Ao

(NY+1 d)

(NY+2 d) 31,20 =" Al,F

(~2n )

a,*Al,FI—AQ ﬁ,*Al,FFAQ
Fl—Al,N(oz/\ﬁ),AQ F"Al,N(Oé/\ﬁ),AQ

(NA )

a7*2n+1 A17*2n F7*2n—1 AZ '_ ﬁ7*2n+1 A17*2n 1“7*2n—1 A2 l_
LEALANT anB), Ay TFALANTH anpB), Ay

(N2n+1/\ d)

F*Zn—? A27*2n—1 F7*2n Al,Oé ',*2n—2 A27*2n—1 F,*2n A17B
L'F AL~ (anB), Ay

(N2n/\ d)

Ot,*AhFFAQ ﬂ,*AhFFAQ
'+ Al,N(a \/ﬂ),Az

~Yv d)

a’*2n+1 A17*2n 1“7*211—1 A2 ', 67*2n+1 A17*2n 1“7*271—1 AZ ',
TFA,, A~ avB), Ay

(~I2ntly q)

}_*2n—2 AQ’*Qn—l ]_"7*271 Al,Oé '_*2n—2 AZ’*Qn—l ]_"’*2n Al,ﬂ
I'FAL, A~ (aV ), Ay I'FAL, A~ (aV ), Ay

(NZ"\/ d)

Tabela 7.3: ~-negacijska pravila u C'B, za uvodenje ne-implikacijskog veznika ili konstante,
desnood -, n>1
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FlkA,*F[g,Oz ﬂ,rgF Oé,* Al,FFﬁ,Az
(—=* 1 —* d
Fl,a—>,8,F2,F3I—A Fl—Al,a—>ﬁ,A2 ( )

OC,*2"+2 F2’*2n+1 A’*2n 1"1 '_ ﬂ
Iy, ~" o —8),TaF A

(N ), >0

'_ o ﬂ’*Zn F27*2n—1 A’*Qn—Q 1“1 '_
[, ~*"(a— ()l F A

(~?hp ), n>1

F*zn—l F17 a /67*271, F27*2n—1 A -
Iy, ~*" (o — B),T2 F A

(N2n_)2 1), n 2 1

|_*2n—1 1"2,04 ﬁ’*zn, F3’*2n—1 A’*Qn—z Fl [
[y,T2,~"" (@ — B),Ts F A

(o, n2>1

|_*2n—1 F17*21L Al,a 67*2” 1-\2’*271,—1 AQ -
Fl, N2”(a — ﬂ),FQ = Al, Ao

(~oyn, n>1

|_*2n—1 1“17*271, A7*2n+1 Fg, a 67*271, Fg [
Fl, Nzn(a — B),Fz,rg EA

(~2rg oy, n>1

a’*2n+1 AI’*Qn I"*Qn—l A2 }_ /B
I'F AL~ (a— 8),As

(VAo o), n>1

o ﬂ’*Zn,+1 Al,*zn F7*2n—1 AQ [
LEAL A~ a— 8), Ay

("~ g, n2>1

FAQ,Q ﬁ,*Al,Fl_Ag
'k Al,N(a — B),AQ,Ag

(Y= d)

',*271, AQ,OC ﬁ’*2n+1 A17*2n 1“7*2n—1 AS ',
IFA,, A~ a = B), Az, A

(AL, g >

|_*2n A2’*2n+1 F,OL ﬁ’*2n+1 Al [
TH A~ a— B), Ay

(~EFrtloy ), n2>0

'_*271 A27*2n+1 1—‘2’ % 6,*2”4»1 A17*27L 1_‘1 '_
Iy, Ta b Ay, ~2" o — 3), Mg

(2t a), n=>0

',*277, A3,*2"+1 1“7*2n+2 A17a B7*2n+1 AZ ',
TF AL Ay, 2" o — B), Az

(At a), n>0

Tabela 7.4: ~-negacijska pravila za uvodenje — u CB
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I FT7,A
- (T
Fl, _lo,rz A
|_I‘\*2n+1 A*gn P*‘Zn—l F*Qn—Q A*Qn,l P*zn -
1 2’ . T2 (—2ntlg g 2 ’ > 1 (T2 )
I, 20, T F A I, 771 FA
a,Ta - 3,17, A
(=1
Fl, _'(Oé — ﬁ),rg FA
alk B, T Aren T2t Yo b« Y1,8F
2n+1 (_|2n+14> 1) T (—|2n*> n
Fl,_l (Oé—>ﬂ),F2|—A Fl,_| (oz—>ﬁ),I‘2}—A
21’ Ny = 1'\2%727 A*?n—l71"’:‘l‘2n
FzFOt F3FB,FT,A
—. 1
Ty, (- 8),Ta, st A 1Y
I'oFa,X 3,32
2 b 2 (T2 ¥1,8 =T7,A
Fl, _|(Oc - ﬁ),rz A
Fa, o F B, L2 =2 A=t T2 o, B+
T (M2ntll ) - (2. )
I, 2" a- §), T2+ A I, 2" (a-f),T2 - A
Y1, = F;2n+17A*2n7F;2n71
s Fo,8,T7,A
T+
Iy, _|(Oé + ﬁ),rz FA
- a,ﬁ,FIQ”“,A*"‘“,F;M’l 22’a = xl,ﬂ -
Znt1 (TP I (T4
ry,— (Oé—f—ﬂ),PQFA I'y,— (a—‘rﬂ),FQFA
Y, = 1‘*;%*2’ A*Qn—l’FTQn

FQ'*Q,F;,A F2kﬂ7FT7A
QYA
Iy, (anpB), T2+ A

*2n41 *2 *2n—1
Fa, Iy S AT T,

[, =" anB), T - A
F;2n_2, A*27L71’F’{2n’a - F;Q"_Q, A*2n71’1“’{2n7/8 - )
(™ LN 1)

[, (@A B),ToFA Ty, (aAnp),T2FA

*2m 41 *9 *2n—1
F B, T 2 A% T _—
(™ AL

T2 ka5, A Iy B,I7,A
Fl,_l(oz\/ﬂ),FQFA Fl,_|(04\/6),F2FA

*2n 41 *2p T*2n—1
H ﬂ7F1 7A ’F2 2n+41
(/™ v

(v D

- a, I-\I2n+1 , A*2n , ]:13271—1
I, " aVvp),Ta kA Ty, avp), T A
F;2n72’7 A*2n—1’r‘;‘2n’a - F;an’z7 A*2n—1’r"{2n’ﬁ -
I, = (aVv),Te A

(—|2nv l)

Tabela 7.5: —-negacijska pravila za uvodenje ne-implikacijskog veznika ili konstante u CB, levo

odkH,n>1
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D, AL - Ay

— Y (71 9
r+ A1,_|1,A2

A:Zn—l , F*zn , A;2n+1 |_
'+ Al, _|2n+117 AQ

(—|2n+11 d)

E2I—a E1,ﬁ|—A1
A, (a— B),As

(T— d) 21,22 = F, A;

F,A;FALOL B'_AQ
'k Al,AQ, _l(Oé — ﬁ),A{;

(=4

22 l_ « El:ﬁ }_
'k Al, —|2n+1(a — ﬂ),AQ
21722 — AIZn—l’F*Qn7A;2n+1

(T2t q)

LA o, B Ay
'k Al, _|(Oé . ﬁ),AQ
AP DT AP o, B
I'FAL, =" (o 8), Ay

(T d)

(—zntll gy

F,Ag,O”_Al ﬁ"Az

- A;Qn’l“*2n—17A12"*2
'+ A1, _|2n07 As

(7?0 a)

* —
alb B, Agn Tn-1 AT

(T Q)

'k Al, _|2n(01 — ﬁ),AQ

Foa, Y, F 3,31
LFAL, = (o), Ay
$1, 8, = A;zn’r*2n—17A’1‘2n*2

(T Q)

(T d)

T A, Ay, —(a+ ), Ag '
Yo,a b YL,8FA

: L0 - (T2 d) Y1,8 =T, A3

'k A1,_|(a+6)7A2
Yo, b S, 8 Foa, B, Ay, T*2n=1 A2
2nt1 (T ) on (T 9
F}_Al,_| (a—i—ﬁ),Ag F}_Al,_| (C¥+ﬁ),A2
Y1, % = A’{zn71’r*2n7A;2n+1
F,A;,CX'_A1 F,A;,ﬂ}_Al
(TIn d)
Fl—Al,—|(a/\[3),A2 F}—Al,ﬁ(a/\ﬁ),Ag
AIZ?L—I,F*27L7 A;2n+17a l_ ATZ’rL—lyl—\*zn’A;Zn{»lHB l_ _'2n+1/\ Y
THAL," M aAB),As THAL= T ang),As
}_ a’A;Qn’I—‘*Q,ﬂ,l’AIZn—2 }_ B,A;2n71—\*2n717AI2n—2 <_|2n/\ d>
TH AL, (A B), As
F7A;7QFA1 P,A;,ﬂFAl
(T d)
'+ Al, _|(Oc V ﬁ), Ao

*on—1 kap *2n41 *¥2n—1 ko *2n41

APTTLTT AR ok APLTTOART B L
IFAL, =" aVB), Ay
- a, A;2n7r\*2n—1’AI2nf2 [ ﬂ, A;2¢L’F*27L—1’A’1‘27172
(—|2nv d)

LFAL = (aVB),As

I'FAL, ™ (aVB), Ay

Tabela 7.6: —-negacijska pravila u C'B, za uvodenje ne-implikacijskog veznika ili konstante,

desnood F, n>1
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Fg Fa,FI,A FQ,ﬁF
Fl,FQ,B<—a,F3 I_A

F<1

N
Iy, 2" (B — ), T2 - A

(e,

l_ @ 1—\;2n—27 A*2n7171";<2n7ﬂ |_
[, (8 —a), T2 - A

(=1 D

[ a,l-*;%—l A*2n71,*2n Iy, 5 -
I, =" (8 —a),T2 A

Fa, T2 22, A*n=t T2 g
I, —*"(8 —a),T2, T3 FA

[ o, A;Z” , 1—\;2n—1 A’lfznfl , FTQ",B [
T, ﬁ2n(ﬂ — a),l—‘g F A1, As

Foa, D7 A TP T2 B h
F17F27 _|2n(5 — a),Fg FA

A;‘2n—171—\*2n,’A;2n+1’a [ /8
TH AL = (8 — a), A

2n
(T d),

l_ o A1‘2n—1 ; F*zn , A;2n+1 , ﬁ }_
AL ~2"THB —a), Ay

l_a7A2 F,A;,ﬁ}_Al
T+ A1,A2, _|(ﬁ — (X),A3

(= 4d)

|7 a7 A;2n A’IQn—l , F*2n, A§2n+1,/3 |7
'k A17 A?, _|2"+1(/8 — a)7A3

[ a,l“*Qn+1,AI2n A;2n+1,ﬁ -
TE A" (B — a), A

Fa, T2 A 32 AL+ Bk
[, 0ok Ay, =8 — a), Ay

*2n 42 1 *2n
[ Ot,AS n+ ,F*ZrLJrl,A?n A22ﬂ+17ﬁ [

'+ A17 —|2"+1(6 — a)a A27A3

F7A;7a F Alug

F'_A17ﬁ<—a7A2

n>0

(TP, n2>1

(T3, n=>1

(TPrey y, n2>1

(P51, n2>1

n>1

(Tt q), n>1

(TPt @), n21

(TPt @), n>0

(e, @, n>0

(TPtleys d), n=>0

(F= D

Tabela 7.7: —-negacijska pravila za uvodenje < u CB
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7.2 Sistemi sa permutacijom, bez kontrakcije

Sistemi sa permutacijom, bez kontrakcije, u kojima je se¢enje dopustivo pravilo izvodenja,
su Lo, Lok, CLoc i CLoege. U Glavi 6 je formulisan sistem C'BC' bez secenja, sa implicitno
zadatom permutacijom, koji je ekvivalentan sa C'Lge. Ovde ée biti formulisani i sistemi bez
seCenja, sa implicitnom permutacijom i implicitnim slabljenjem, koji su ekvivalentni sa L¢,

Lok 1 CLeeke, na sledeéi nacin.

Definicija. BC je jednozakljucan sistem sekvenata, formulisan na jeziku G bez 4+, ¢ije su

aksiome i pravila izvodenja dati u Tabeli 7.8, u kojoj se u sekventima, levo i desno od F, nalaze

multiskupovi formula. o
Aksiome:
ab o (1d)
F1 (1 q) =T (T)
0k () LA ()
Pravila izvodenja za konstante i veznike:
kA '
(1 D), —— (0 d)
L1FA IFo
Iika Ty BFA LakFpB
= _— (= d
I',Ile,a— pgFA ( Fl—(x—>ﬁ( )
Lo, A ko o Ep
- (1 |
Tagra " MTata-p =~
IakA T,8FA I'Fa TF3
Ny ——— (A Q)
TanFA T,aAnBEA T'Fanpg
C,aFA T,8FA I'ka THp
(v 1) (v d)
T,avpEA 'Favpg TFavp

Tabela 7.8: Sistem BC

Direktna posledica Teoreme o eliminaciji se¢enja u Lo je da je svaki sekvent I' = A, u kojem
sul'i A G-termi na jeziku G (kao i svaka permutacija tog sekventa u L¢), dokaziv sekvent u L¢
akko je njemu odgovarajuéi sekvent I' = A, u kojem su I' i A G™-termi (multiskupovi formula),

dokaziv u BC. Na osnovu toga sledi da su Lo i BC' ekvivalentni sistemi.

Definicija. BCK je jednozakljucan sistem sekvenata, formulisan na jeziku G bez +, T i1 L,
¢ije su aksiome:
INakFa (1d)

k1 (1 a)
0FA [CI))
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i ¢ija su pravila izvodenja za konstante i veznike ista kao u BC'. U BCK se, u sekventima, levo

i desno od F nalaze multiskupovi formula. o

Kako se svaki dokaz u Log moze transformisati u dokaz sa istim krajnjim sekventom u
Lck, u kojem slabljenju nikada neposredno ne prethodi nijedno pravilo izvodenja za konstante
i veznike (i u kojem se ne primenjuje pravilo secenja, ako se ono ne primenjuje ni u polaznom
dokazu; dokaz je isti kao i dokaz Leme 7.1), direkno na osnovu Teoreme o eliminaciji se¢enja u
Lok, 0k Lilk T (v. poglavlje 2.7) sledi da su Lox i BCK ekvivalentni sistemi.

Definicija. CBCK je visezakljucan sistem sekvenata, formulisan na jeziku G, bez T i L, ¢ije
su aksiome:
INaka, A (1d)

'H1,A 1 d)
ok A o1

i ¢ija su pravila izvodenja za konstante i veznike ista kao u CBC. U CBCK se u sekventima,

levo i desno od F nalaze G™-termi. o

Kako se svaki dokaz u C'Lg. . moze transformisati u dokaz sa istim krajnjim sekventom u
CL¢cge, u kojem slabljenju nikada neposredno ne prethodi nijedno pravilo izvodenja za kon-
stante i veznike, direktno na osnovu Teoreme o eliminaciji se¢enja u CLGeg.e, 05 L 11 T,
vazi da su C'L¢c k. (dakle i CLoege) i CBCK ekvivalentni sistemi.

7.3 Sistemi sa permutacijom i kontrakcijom

Sistemi sa permutacijom i kontrakcijom, u kojima je seCenje dopustivo pravilo izvodenja, su
Lew, Loxkw, CLoewe 1 CLoegewe (CLGeyye 1 CLG e gepye). Za navedene sisteme, odgovarajuce
sisteme bez sec¢enja, sa implicitno zadatim strukturnim pravilima, formuliSemo na jeziku G, pri
¢emu se u sekventima, levo i desno od b, nalaze multiskupovi formula.

Slicno kao sto je definisan sistem limCBCye u Glavi 6, ovde je moguce formulisati jedno-
zakljucan sistem lim BCyy,, ekvivalentan sa Low, za koji se, kao i za limC BCyy¢, moze pokazati
da je odluciv. Jednozakljucan sistem sekvenata, u kojem su permutacija i kontrakcija implicitna

pravila izvodenja, se na osnovu njega, formuliSe na sledeé¢i nacin.

Definicija. BCW je jednozakljucan sistem sekvenata, formulisan na jeziku G bez +, u kojem
se u sekventima, levo i desno od F nalaze multiskupovi formula. Aksiome sistema BCW su
iste kao u BC, a njegova pravila izvodenja za konstante i veznike su data sa (sa ©' je oznacen

multiskup formula koje se u © pojavljuju ta¢no jednom):
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A T+
—— — (©
rikA THO
@1FO¢ @Q,ﬁFA F7OtF,3
— 1 — d
O,a— [BFA =0 FPoz—>ﬂ( )
Q,a,fFA AMFa A2 F 3
T . d
Qa-bFA “0 AFa-8 ¢ D
Q,ak A O, 8FA T'Fa THg
(A1) ——— (A d)
QanprEA QanpBFA F'Fang
Q,ak A O, 8FA Tka THpB

(v 1) (v d)
QaVvpkA TFavVvp 'tavp
— 0,0, =06 — A, A=A
- ©0,=%,0, 0,=x%,0", - M =%AN, A=3%A
@ — 2}7(__)/7(__)//7 N C @1 A — E,AI7A,I7 N g Al
— 01,02 =0,ax*pf,
*
pod uslovom da se « ne pojavljuje u Qi —Qaxh

- 6,=X,0, 6,=%,0",

O.axf=%0.0" $Co. pod uslovom da se a * 8 ne pojavljuje u 2

pod uslovom da se « * 8 ne pojavljuje u © _

, U (= Di (= a

- ©1=ax*x3,%,0, O:=ax*3,%,0", . u ni ¢ a
0=x0,0" NcCo, TY A uwaniona
pod uslovom da se « *  ne pojavljuje u © Vv, u (v i (va

Lew i limBCly, su ekvivalentni sistemi.

Definicija. Izvodenje je W-normalno, ako se ni na jednoj njegovoj grani ispod sekventa I' - A

ne izvodi njegova kontrakcija. o

Sistem limBCyy, je odluciv, pa je i svaki pokusaj da se konstruise W-normalan BCW-dokaz,
za bilo koji sekvent, konacan. Kako, sa druge strane, takvih pokusSaja moze biti samo kona¢no
mnogo, sledi da je i BCW odluciv sistem.

Visezakljican sistem sekvenata, u kojem su permutacija i kontrakcija implicitna pravila

izvodenja, formulisemo na osnovu sistema limC BCyye, na sledeci nacin.

Definicija. Sistem CBCW je viSezakljucan sistem sekvenata, formulisan na jeziku G, u kojem
se u sekventima, levo i desno od F nalaze multiskupovi formula. Aksiome sistema CBCW su
iste kao u CBC; njegova pravila izvodenja za konstante i veznike su data sa (sa ©! je oznacen

multiskup formula koje se u © pojavljuju taéno jednom):
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kA kA
—— ay ——— (0
1k A T'FO0A
O Fa, A O2,8F As Ialk B,
— 1 —_— (— 1
O,a— [BFA = FFoz—>ﬂ,Q( )
Ql,OqﬂFA AlFOé,Gl AQF,@762
- (1 Sor
Qa-pra AFa 30 ¢
61705FA1 627ﬂ|7A2 FI*O(7B791
(+ D (+ 1)
O,a+0FA THa+ 3,0
Ql,OCI*A Ql,BFA FFO(,Ql FFﬂ,Ql
1 r
QanBrA  Qanpra MY TFangQ R
Ql,aFA Ql,ﬂkA FFO&,Ql FFﬂ,Ql
1 r
QaVviFA v TFavgQ Travpo "
- 0,0:,=060
- ©0,=%,0, 0:=X%0",
@:E,@/,@”, 2g@1
- 91,@2:@,O{*B, - leQ
pod uslovom da se a * 8 ne pojavljuje u® - N =Q,axp,

61 = E’ G/a 82 = 276//3
O,axf=%,0,0" xcCel

pod uslovom da se a * 8 ne pojavljuje u 2

pod uslovom da se a * 8 ne pojavljuje u © - 4 =nil oD
— ©1=axp,%0, 0=ax4%0", oW ehl ey
e=x0,0" Eg@l, * = =+, u (+ i+
pod uslovom da se a * 3 ne pojavljuje u® As U (ADi (A
V, u (vDi (v
— A, A=A
- M =XA, A=% A
A=A A", S CA!

CBCW ilimCBCye su ekvivalentni sistemi.

Kako je svaki pokuSaj da se konstruise W-normalan CBCW-dokaz, bilo kog sekventa,
konacan (to je direktna posledica odlucivosti sistema limCBCyy¢) i kako takvih pokuSaja moze
biti samo kona¢no mnogo, sledi da je i CBCW odluéiv sistem.

Sisteme u kojima su permutacija, kontrakcja i slabljenje implicitna pravila izvodenja, for-
muliSemo na sledeéi nacin.

Definicija. Sistem BCKW je jednozakljucan sistem sekvenata, formulisan na jeziku G, bez
4+, u kojem se u sekventima, levo i desno od + nalaze multiskupovi formula. Aksiome sistema

BCKW su iste kao u BCK, a pravila izvodenja za konstante i veznike su ista kao u BCW.
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Definicija. Sistem CBCKW je visezakljucan sistem sekvenata, formulisan na jeziku G, u ko-
jem se u sekventima, levo i desno od F nalaze multiskupovi formula. Aksiome sistema CBCKW

su iste kao u CBCK, a pravila izvodenja za konstante i veznike su ista kao u CBCW.
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Tablo sistemi

Jedna od procedura za utvrdivanje dokazivosti, koja je posebno pogodna za automatsko
dokazivanje teorema, je metoda tabloa. Tabloe je, u [26], formulisao Smaljan (Smullyan), uvodeéi
dve vrste tabloa: meoznacene i oznacene. Oznaceni tabloi su u direktnoj vezi sa Gencenovim
sistemima sekvenata i ovde ¢emo ih formulisati za Lambekovu logiku, Lambekovu logiku sa

slabljenjem, linearnu, relevantnu, BC'K, intuicionisticku i klasi¢nu logiku.

Najpre uvodimo dva nova simbola, + i —, koja zovemo znacima. Oznacene formule definiSemo
kao formule sa predznakom —+ ili —. Ako je € bilo koja formula na jeziku &%, onda je + ¢ pozi-
tivno, a — € negativno oznacena formula. Sada se veza izmedu Gencenovih i tablo sistema moze

uspostaviti na slede¢i nac¢in. Svakom sekventu, u bilo kom sistemu sekvenata, odgovara tac¢no

jedan niz oznacenih formula (i obrnuto), tako da, sekventu &1,...,&, F 1, ..., 1, odgovara niz
+&1, .+ n, =M1y - - -, —Nm, sekventu &, ..., &, F oniz +&1, ..., +&, 1 sekventu F 11, ..., 9y niz
—1M,y---y—Nm, gde je n > 11 m > 1. Dalje, svakom pravilu u sistemu sekvenata, odgovara

tacno jedno pravilo u tablo sistemu (i obrnuto), koje je, u odnosu na dato sekventno pravilo,
formulisano od dole.

Na primer, pravilu (V 1), kojim se u sistemima sekvenata uvodi o V 8 levo od , u tablo
sistemima odgovara pravilo (+ V), koje se primenjuje na oznacenu formulu + « V 3 (reéi éemo

i da pravilo (+ V) razvija oznacenu formulu +a V 3):

r
+avp

Fl,a,FQI—A Fl,ﬁ,l—‘Q'_A 11
™D +v: —
I,aVgTak A +ta |+8

Sva tablo izvodenja su u formi drveta sa korenom na vrhu (za razliku od izvodenja u sis-

temima sekvenata, koji su u formi drveta sa korenom na dnu).
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8.1 Terminologija

Osnovna struktura u tablo sistemima je tablo drvo. To je kona¢no drvo ¢iji svaki ¢vor ima
najvise dva sledbenika i u ¢ijim ¢vorovima se nalaze t-formule. U nastavku ¢emo umesto tablo

drvo pisati samo drvo.

Grana drveta je pocCetni segment neke njegove kompletne grane (drugim rec¢ima, krajnji ¢vor
grane koja nije kompletna, nije istovremeno i krajnji ¢vor drveta; krajnji ¢vor kompletne grane
je uvek i krajnji évor drveta).

Cvorove tablo drveta, koji imaju taéno dva sledbenika, zva¢emo granajuéi cvorovi.

Ogranak drveta je niz ¢vorova Ny, ..., Ny, takvih da:

1. Ny,..., N, su uzastopni ¢vorovi neke grane drveta,

2. Nj je ili koren drveta ili neposredni sledbenik granajuéeg ¢vora drveta,

3. Ny je ili krajnji ¢vor drveta ili granajuéi ¢vor drveta,

4. nijedan od ¢vorova Ny, ..., Ngs_1 nije granajuéi ¢vor drveta.

Pocetni ogranak drveta je ogranak drveta ¢iji je prvi ¢vor pocetni ¢vor tog drveta; krajnji

O-niz definiSemo na sledeéi naéin:

1. 1 je o-niz.

2. Ako je 0102 .. .0, 0-niz, onda su i nizovi 0103 ... 0,11 0109 .. .0,2, koji se dobijaju konkate-
nacijom nizova 0102 ...0, i 1, odnosno 0102 ...0, i 2, 0-nizovi.

Svakom ogranku drveta, pridruzujemo tacno jedan o-niz, na sledeé¢i nacin:

1. 1 je o-niz pocetnog ogranka.

2. Neka je 0109 . . . 0, 0-niz ogranka, koji nije krajnji u drvetu (njegov krajnji ¢vor je granajuéi
¢vor u drvetu). Tada levom sledbeniku datog ogranka pridruzujemo o-niz 0102 ...0,1, a nje-

govom desnom sledbeniku o-niz 0109 .. .0,2.

Neka je S ogranak drveta 7. Kako postoji samo jedna grana u 7, ¢iji je krajnji ogranak S,
svaka grana u 7 je na jedinstven nacin odredena svojim krajnjim ogrankom. Zbog toga, svakoj
grani drveta, pridruzujemo o-niz njenog krajnjeg ogranka. Stavise, svakom poddrvetu drveta 7,
pridruzujemo o-niz njegovog pocetnog ogranka. Praznoj grani i praznom drvetu, pridruzujemo
(). Takode, definiSemo i deo drveta, na sledeéi nac¢in. Neka je ¢t o-niz nekog ogranka u drvetu 7.
Tada je deo t drveta T drvo, koje se dobija kada se pocetni ogranak poddrveta ¢, zameni granom
t.

Na primer, u sledeéem drvetu (o-nizovi odgovarajuéih ogranaka su dati u zagradama):
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(111) Ne N

ogranak 11 ¢ine ¢vorovi N3 i Ny, granu 11 évorovi Ny, No, N3 i Ny, poddrvo 11 évorovi N3, Ny,
Ng, N7 i Ng i deo drveta 11 ¢vorovi Ny, No, N3, Ny, Ng, N7 i Ng.

Neka je p bilo koji o-niz. Tada je in(p) bilo koji pocetni podniz niza p. Naime, ako je
p = 01...0n, onda je in(p) = o1 ...0;, za bilo koji indeks i € {1,...n} (primetimo da () nije
pocetni podniz nijednog o-niza).

U ¢vorovima drveta nalaze se t-formule, koje definiSemo na sledeéi nacin:

1. U sistemima sa permutacijom, t-formula je oblika s ¢ z, gde je s ¢ oznaena formula (¢ je
formula na jeziku ), a z je ili o-niz ili (), sa sledeé¢im znacenjem: oznacna formula s p, t-formule
sz, koja se pojavijuje u drvetu T, na ogranku t, ne pripada delu z drveta T (¢ak i kada je
ogranak t sadrzan u delu z drveta 7).

2. U sistemima bez permutacije, t-formula je oblika se (p, z), gde je se oznaCena formula
(¢ je formula na jeziku $ u intuicionistickim, a na jeziku $* u klasi¢nim sistemima), ceo broj p
oznacava poziciju oznacene formule na grani kojoj pripada, a z je kao gore.

s ppos ¢emo koristiti da oznacimo t-formulu u bilo kom sistemu: pos = z u sistemima sa
permutacijom, a pos = (p, z) u sistemima bez permutacije.

Sa X, YXq,...,10,...,®,..., éemo oznacCavati konacne nizove t-formula. Niz X, II se dobija
konkatenacijom nizova ¥ i II.

Reéi ¢éemo da niz oznacenih formula sy aq, ..., s, a, odgovara nizu t-formula Fi, ..., F,, i
obrnuto, akko F; = s; v pos;, za svako i € {1,...,n}.

Neka je ¥ niz t-formula. Tada je S(X) niz oznacenih formula koje odgovaraju nizu X.

Neka je X ili niz oznacenih ili niz t-formula. U sistemima sa permutacijom, Perm(X) je bilo
koja permutacija niza X.

Tablo sisteme ¢ine tablo pravila. Tablo pravila mogu biti ili pravila za zatvaranje kompletne

grane u tablou ili pravila za razvoj. Pravila za zatvaranje kompletne grane u tablou su oblika
%

= promena > = : : : s :

([ roment ), gde oznacava da se nakon primene pravila ne izvode novi ¢vorovi tabloa.
Pravila za razvoj su pravila kojima se u tablou eliminisu pojavljivanja konstanti i veznika. Ona
mogu biti oblika: — ([ Pr0rehd

koordinata

2
. - T . 4/ promena
), kada se ne izvode novi ¢vorovi, ili oblika A (1 dinata) > kada

se svi novoizvedeni ¢vorovi, u kojima su t-formule iz ¥;, dodaju na kraj kompletne grane X,
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b
ili oblika m (gt ), kada u tablou dolazi do grananja, tako da krajnji ¢vor kompletene

grane Y postaje granajudi ¢vor, pri ¢emu levom novom ogranku pripadaju novi ¢vorovi u kojima

su t-formule iz Y1, a desnom pripadaju novi ¢vorovi u kojima su t-formule iz .

. . .. promena \_ y . . . ..
U sistemima sa permutacijom, (ko ordinat a)—(zavrsenau), dok je u sistemima bez permutacije,
((Promen® )=(rb, zavrsena). Njihova znacenja ¢e biti data kasnije.

Y[F1,..., F,) éemo koristiti da ozna¢imo niz t-formula u kojem su Fi, ..., F, neke od t-
formula, koje se u X pojavljuju ne obavezno zaredom, ali obavezno u navedenom poretku.

Y{Fy,...,F,} ¢emo koristiti da ozna¢imo niz t-formula u kojem su Fi,..., F, neke od t-
formula, koje se u ¥ pojavljuju ne obavezno zaredom i ne obavezno u navedenom poretku.

Sa ¥; € ¥ ¢emo oznaciti da niz ¥; ¢ine neke (moguée i nijedna i sve) t-formule iz ¥, ne
obavezno uzastopne, koje se u X1 pojavljuju u istom poretku kao u 3. Sa ¥\ ¥; ¢emo obeleziti
niz t-formula koji se dobija kada se u nizu X izbrisu svi ¢lanovi niza ;.

Definicija. Tablo za niz oznacenih formula S, u tablo sistemu T'S, definiSemo na sledeé¢i nacin:

1. Neka je T'S sistem sa permutacijom, neka je Fi,..., F, niz t-formula, takav da je F; =
sivizi za svako i € {1,...,n} i neka je S = $171,..., S, 7n. Za bilo koji o-niz ¢, grana u ¢ijim
su ¢vorovima redom, t-formule iz X{Fi,..., F,} je tablo za S u T'S akko z; # in(t) za svako

ie{l,...,n}iz=in(t) za svaku t-formulu sy z € X{Fy,...,F,} \ F1 \ ...\ F,. Sledeéi tablo
za SuTS:

s17 0
SnYn 0
zovemo pocetni tablo za S u TS.
2. Neka je T'S sistem bez permutacije, neka je F1,..., Fyi, niz t-formula, takav da je

F,=+¢& (pi,z) zasvakoi € {1,...,n} i F; = — & (p;,z;) zasvakoi € {n+1,...,n+m} ineka
jesS=+¢&,...,+&,—&nr1, - — Entm- Zabilo koji o-niz ¢, grana u ¢ijim su ¢vorovima redom,
t-formule iz X[F1, ..., Fh1m] je tablo za S u T'S akko z; # in(t) za svako i € {1,...,n +m} i
z = in(t) za svaku t-formulu s§ (p, z) € X[F1, ..., F,]\ Fi,...F,. Slededi tablo za S u T'S:

+ 51 (17 @)

+&n (n,0)
- £7z+1 (17 @)

- £n+m (m, 0)
zovemo pocetni tablo za S uTS.

Ako je 7 tablo za S u T'S i ako se 7/ dobija kada se neko pravilo sistema TS primeni u
krajnjem ¢voru N na neki évor (ili ¢vorove) koji se nalazi na istoj kompletnoj grani u 7 na kojoj

jei N, onda jei 7 tabloza S uTS§S. o



147

Primetimo da smo, umesto ¢vor, u prethodnoj definiciji mogli da kazemo i t-formula.

Cvor u kojem se primenjuje pravilo izvodenja, zovemo markiran ¢vor. Cvorovi u kojima se

promena

o inat,) mogu biti markirani vise puta.

. .. . DY
primenjuju pravila oblika = (

Neka je T'S tablo sistem, neka je 7 tablo u T'S i neka je t o-niz nekog ogranka iz 7. Ako je
t o-niz krajnjeg ogranka u 7 i ako se ni na jednu t-formulu sa kompletne grane t u 7 ne moze
primeniti nijedno pravilo iz T'S, onda ¢emo reéi da je t zavrsena u T'S. Ako je t o-niz krajnjeg
ogranka u 7 i ako je na neku t-formulu (neke t-formule) sa ¢ primenjeno neko od pravila za
zatvaranje grane u 7'S, onda ¢emo reéi da je t zatvorena u T'S. U suprotnom, reé¢i ¢emo da je ¢
otvorena uT'S. Tablo T je zatvoren u T'S, ako su u T'S zatvorene sve njegove kompletne grane.
Tablo izvodenja se nastavljaju sve dok se ili ne izvede zatvoren tablo ili se ne izvede zavrSena
kompletna grana koja nije zatvorena.

Ako je t o-niz nekog ogranka u 7 (koji ne mora biti krajnji), onda ¢emo za granu t tabloa T

reci da se zatvara u TS, ako je ispunjen bar jedan od sledeéih uslova:
1. t je kompletna zatvorena grana u T;
2. svaka kompletna grana dela drveta ¢t u 7 je zatvorena;

3. postoji izvodenje u kojem se, polazeéi od 7, izvodi tablo 7/, u kojem je svaka kompletna

grana dela drveta ¢ (u 7') zatvorena.

Zatvoren tablo za niz oznacenih formula S u T'S je dokaz za S uTS. Reéi éemo da se tablo
T zatvara u T'S ako je 7 ili zatvoren u T'S, ili ako postoji izvodenje u T'S u kojem se, polazeci

od 7, izvodi zatvoren tablo.

Tekuéa grana tabloa je prva sleva kompletna grana u tablo drvetu, koja nije zatvorena. U
tablo izvodenjima, pravila izvodenja se uvek primenjuju u krajnjem ¢voru tekuée grane tabloa.

Cvor, odnosno t-formula, na koji se primenjuje pravilo izvodenja, je glavni ¢vor, odnosno
glavna t-formula tog pravila. Nakon primene pravila na évor F' sa (tekuce) grane ¢, kazemo da je
oznacena formula ¢vora F' razvijena na grani t. U svim logikama bez kontrakcije, ova oznacéena
formula se vise ne moze razvijati niti na grani ¢, niti u poddrvetu ¢, bilo kog kasnije generisanog
tabloa. Da bismo to oznacili koordinata z t-formule F' se postavlja na ¢ (u nekim pravilima se
odgovarajuca koordinata i nekih drugih t-formula postavlja na t). Ova promena se zadaje sa
'zavrsena’ (v. gore) na jedan od nacina:

- 'zavrSena’ =9, kada se koordinate z; svih t-formula s; &; pos; sa grane g postavljaju na t,
sa znacenjem: oznacene formule ovih t-formula su razvijene na delu drveta ¢ tekucéeg i bilo kog
kasnije generisanog tabloa;

- 'zavrsena’ =t, kada se koordinata z glavne t-formule tog pravila postavlja na t, sa znatenjem:
oznacena formula glavne t-formule je razvijena na delu ¢ tekuceg i bilo kog kasnije generisanog
tabloa;
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- 'zavrsena’ =", (’zavrSena’ je prazna), kada se nijedna oznacena formula, ni na jednoj grani

u tablou, ne oznacava kao razvijena.
Redi éemo da je oznacena formula t-formule F' = s ¢ pos nerazvijena u tablou 7 ako je z = ().

Oznacena formula t-formule F' = sppos je razvijena u 7 akko je sy razvijena na svim
granama tabloa 7, koje sadrze t-formulu s ¢ pos. Primetimo da ako F' pripada ogranku g tabloa
7 (ona tada pripada svakoj grani dela drveta g tabloa 7), onda je sy razvijena u 7 akko je z = g
ili ako je z = ¢2...2 (¢92...2 je o-niz koji se dobija konkatenacijom o-niza g i niza 2...2). Ovo
je jasno za z = g; z = g2...2 znaci da je F' razvijena u krajnjoj desnoj kompletnoj grani dela
drveta g, koja u trenutku kada z dobija vrenost g2...2 moze biti jedina otvorena kompletna
grana u tablou koja sadrzi F': z moze dobiti vrednost g2...2, samo kada je g2...2 tekuca grana
u tablo izvodenju, a to znaéi da su, u tom trenutku zatvorene sve kompletne grane dela drveta
g, koje se nalaze levo od nje. Za t-formulu s pos, u kojoj je z = ¢ ili u kojoj je z = g2...2,
re¢i éemo da je nevidljiva u T (u programskoj implementaciji ovi ¢vorovi se brisu). Za t-formulu

koja nije nevidljiva u 7, reé¢i ¢emo da je vidljiva u 7.

YIS ($invis) ¢emo koristiti da oznacimo niz vidljivih (nevidljivih) t-formula koje pripadaju

nizu ¥ i koje se u ¥V (XVi$) pojavljuju u istom poretku kao u ¥ (ne obavezno zaredom).

> ¢emo koristiti da oznacimo niz svih t-formula koje pripadaju grani t i koje se u >

pojavljuju u istom poretku kao u X.

8.2 Tabloi za logike sa permutacijom

Tablo sistem TC'BCK je sistem u kojem se dokazuju teoreme u visezaklju¢noj BC'K logici.

Njegova pravila su:

Pravila za zatvaranje tekuée grane t, zy # in(t), zo # in(t), z # in(t):

= P
b —1z +0z
11 1I
s (-1 (¢ (+0) : (t"
@ — —
S 22
11 . _ +, akojes=— bY Y
+a,—a) @ t S =
( ) _ ) —, akojes=+ - Tz + Lz
II 11

=T ) (+1) :
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Pravila za konstante, t je tekuca grana, z # in(t):

b)) b))
+ 1z -0z
II

(+1): (t) (—=0):

(®)

Pravila za veznike (t je tekuéa grana, z # in(t); t1 (¢2) je o-niz koji se dobija konkatenaci-
jomtil (2); ®;i®Pysunizovi t-formula koji se generisu na sledeéi nacin: za svaku t-formulu
sz € (3, I)VS, izvodi se nova t-formula oblika s ¢ ), koja pripada ili grani ¢1 (odnosno, pripada

nizu ®,), ili grani ¢2 (pripada nizu ®9)):

hM %
+a— 0z —a— 0z
II 11
*=) G9) (-—): ——
[ [o%Y +Ol@
—afl + 50 - B0
P P
+a-Bz —a-Bz
11 11
(+9: — ® (=) ("
+al o, &,
+0380 —af - 080
b)) b))
+a+p3z —a+ Bz
11 II
(+4) (" H: — ®
(I’l CI>2 —OA(B
+af +80 - B0
b)) by b))
+aNpz +aNfz —aANfz
. 1I II . II
(+A): a0 (), ey (t) (=A) m (t)
% ¥ %
+aVpz —aVp@z —aVpz
) 11 ) 11 11
(+Vv): m (t) (=Vv): a0 (), — 30 (t)

Primetimo da su pravila za zatvaranje grane za 1 i 0 ista kao i pravila, redom, za T i L. To

je i ocekivano, s obzirom da su 11 T, kao i 01 L ekvivalentni u BC'K logici. Zbog toga se T i
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1, kao i sva pravila koja se u TCBCK na njih odnose, mogu izbrisati. U njihovom prisustvu
se, medutim, na osnovu pravila sistema TCBCK, moze definisati i tablo sistem za linearnu
logiku (gde se 1 razlikuje od T, a 0 od L), tablo sistem T'C'BC', na sledeéi nac¢in: pravila sistema
TCBC, su ista kao i pravila sistema TCBCK, pri ¢emu su (X, ®,I1)V" u pravilu (+a,—a) i
(%, 1)V u pravilima (-1) i (+0), prazni nizovi.

Tablo sistem za relevantnu logiku, sistem T'CBCW, dobija se na osnovu pravila sistema
TCBC, na sledeéi na¢in. Aksiome i pravila izvodenja za konstante su ista kao u TCBC. S
obzirom na prisustvo kontrakcije, pravila za veznike u ovim sistemima su razli¢ita.

Primetimo da su nizovi t-formula ®; i ®9 u pravilima (+—), (=) i (+4), u TCBC (i
TCBCK), takvi da:

1. S((%,I)V) = Perm(S(®1, ®3)).

U TCBCW ¢e, s obzirom na diskusiju u Glavama 6 i 7, biti dopusteno da ®; i ®5 budu i
takvi da (F je glavna t-formula pravila izvodenja; X! je niz svih onih t-formula iz X, za koje
vazi: G € B! akko se S(G) pojavljuje tacno jednom u S(XV)):

2. S(®1) = S(Q,A1), S(P2) = S(Q,As), gde je Q C (X, 1)} i Perm(Q, Ay, Ag) = (X, )V,

3. S(®1,®y) = Perm(S((X, 1)V, F)), pri éemu se S(F) ne pojavljuje u S((X, IT)V).

4. S(®1) = S(2,A1), S(P2) = S(Q,Ag), gde je Q C (I, 1) i Perm(Q, Ay, Ag) = (3, 1)V, F,
pri ¢emu se S(F) ne pojavljuje u S((X,II)").

5. S(®1) = S(F,Q,Aq), S(®2) = S(F,Q,As), gde je @ C (I, 1)1 i Perm(Q, A1, Ag) =
(3,I0)VS, pri cemu se S(F) ne pojavljuje u S((X, I1)V).

U pravilima (+—), (=) i (+4) u sistemu TCBCW, koordinata ’zavrSena’ je ista kao u
TCBC. U svim ostalim pravilima za konstante i veznike u TC BCW , koordinata ’zavrSena’ je
ili ista kao u TCBC' ili prazna, ali samo ako se S(F) ne pojavljuje u S((X,II1)"!).

Tablo sistem za klasi¢nu logiku, TCBCKW , ¢ine aksiome sistema TCBCK, zajedno sa
pravilima za konstante i veznike sistema T'C BCW.

Tablo sistemi za jednozakljuéne logike (linearnu, relevantnu, BCK i intuicionisticku), se
na osnovu gore navedenih sistema za visezakljucne logike, formulisu tako da ne sadrze + i da
zadovoljavaju sledeéi uslov: u toku izvodenja, u svakom tablou, svaka kompletna grana sadrzi
najvise jednu negativnu vidljivu t-formulu.

Svakom tablo izvodenju u bilo kom tablo sistemu, odgovara ta¢no jedno izvodenje u odgo-
varajuem sistemu sekvenata u kojem su sva strukturna pravila zadata implicitno. U dokazu
sledece teoreme, vide¢emo kako se izvodenje (od dole) za v1,...,v, F d1,...,0, u CBCK, moze
transformisati u tablo izvodenje za +v1,...,4+Yn, —01,..., =0y, u TCBCK, i obrnuto.

Redi ¢emo da u tablou 7, ¢vor Ny prethodi ¢voru Ny akko postoji grana u 7 koja sadrzi oba
¢vora, tako da je Nj iznad Ny (tada kazemo i da je Ny sledbenik évora Ny).

Neka je 7 tablo za S u TCBCK i neka je N ¢vor koji je £ > 1 puta markiran u 7. Neka
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je t grana u 7 (ne obavezno kompletna) u kojoj je N krajnji ¢vor. Neka je ¥ = F1,..., F,, niz
svih t-formula koje pripadaju grani t (F,, je u ¢voru N) i neka je S(X) = f1,..., fm (S(2) je
niz oznacenih formula koje odgovaraju, redom, t-formulama iz niza Fi,..., F,,). Tada za svako
j € {1,...,k}, definiSemo niz oznacenih formula Unused;(N), na sledeéi na¢in: Unused;(N) je
niz oznacenih formula iz f1,. .., fm, koje su nerazvijene na t u trenutku kada se u tablo izvodenju
N markira j-ti put.

Na primer, za tablo izvodenje dato dole levo, u kojem su Ny, N3, N5, N7 i Ng svi markirani
¢vorovi (pri ¢emu je jedino N7 markiran dva puta), sa desne strane su dati nizovi Unused;(NN;)

oznacenih formula koje su, na odgovarajuc¢oj grani, nerazvijene kada se IV; markira j-ti put:

Ni: —(a-B.-7)-1—a 1 Unused;(N1) = —(a-8.-79)- 1 -«

No: +(a-B8.-y)-1 1

N3: —a 1 Unused; (N3) =+ (a-5.-7)-1,—a

Ny: 4a-p.-v 1

Ns: +1 1 Unused; (N5) = —a,+a- (.- v,+1

Ne: +a-0 1

N7z: +~v 1 Unused; (N7) = —a,+ 1,4+ - B, +7
Unusedz(N7) = —a,+a- 8, + 7

Ng: +a 1

No: +p8 1 Unused; (No) = —a, +7,+a,+ 8

U ovom izvodenju, poslednje primenjeno pravilo je pravilo za zatvaranje grane, koje se

primenjuje na —a @ i +a @ u évoru Ny, nakon ¢ega se koordinata z ovih formula postavlja na 1.

Neka je S niz oznacenih formula. Ako su +4aq,...,+a, sve pozitivno, a —f31,...,—0p
sve negativno oznacene formule u S, tada je Sequent(S) = ai,...,am F Bi1,...,0,, gde su
Aty 1 B1, ..., By multiskupovi formula (moguée prazni).

Sada ¢emo dokazati da su CBCK i TCBCK ekvivalentni sistemi. Naime, dokazatemo

sledeéu teoremu:

Teorema 8.1  Sekvent vi,...,%, F 01,...,0m je dokaziv w CBCK akko postoji dokaz za
+Y15 ey +Yn, =015 ..., =6 u TCBCK.

U dokazu ¢emo koristiti slede¢u lemu:
Lema 8.1 Neka je 7 zatvoren tablo za niz oznacenih formula S uw TCBCK i neka je N
markiran ¢vor uw T. Ako je N markiran m > 1 puta u 7, onda je Sequent(Unused;(N)) dokaziv
sekvent u CBCK, za svako j € {1,...,m}.

Dokaz: Neka je N markiran ¢vor u zatvorenom tablou 7 za niz oznacenih formula S u
TCBCK. Indukcijom po n, gde je n broj markiranih ¢vorova koji su u 7 sledbenici ¢vora N,
¢emo dokazati da je Sequent(Unused;(IV)), za svako j € {1,...,m}, dokaziv sekvent u CBCK.
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Najpre primetimo da ako je N markiran m > 1 puta u 7, onda je m-to primenjeno pravilo u
N ili neko od pravila za veznike ili neko od pravila za zatvaranje grane, dok je j-to primenjeno
pravilo u N, za svako j € {1,...,m — 1}, neko od pravila za konstante. Kako je, za svako
i€ {l,...,m—1}, Sequent(Unused;(N)) zaklju¢ak jednog od pravila izvodenja (11) ili (0 d), ¢ija
je pretpostavka Sequent(Unused;11(N)), dovoljno je da dokazemo da je Sequent(Unused,,(V))
dokaziv u CBCK.

Neka je n = 0 (tada je N krajnji ¢vor u 7). Ako je N markiran m > 1 puta, onda je
m-to primenjeno pravilo u N, pravilo za zatvaranje grane. Ako je to pravilo (+«, —«), onda
je Sequent(Unused,,(N)) oblika I, F «, A, dakle aksioma, pa je dokaziv u CBCK. Sli¢no
zakljucujemo i kada je m-to primenjeno pravilo u N bilo koje drugo pravilo za zatvaranje grane.

Neka je n > 0 i neka je ¢vor N markiran m > 1 puta. Ako je m-to primenjeno pravilo u IV,
pravilo (+ —) (ono se tada primenjuje na ¢vor M u kojem je t-formula +« — [ z, pri ¢emu je
ili M = N ili M prethodi ¢voru N u 7), onda dokazimo da je Sequent(Unused,,(N)) dokaziv u
CBCK.

Neka je t grana u 7 na kojoj je N krajnji ¢vor i neka je Ny ¢vor u kojem se, nakon
primene pravila (+ —) u N na M, nalazi t-formula —«a (). Tada je slede¢i markiran évor u
tablo izvodenju, ¢vor Ni (koji je na grani t1; videti formulaciju pravila (+ —) u TCBCK).
Neka je m; > 1 i neka je mp-vo primenjeno pravilo u NN; pravilo koje nije nijedno od pra-
vila za konstante. Kako N; ima manje od n markiranih sledbenika, po indukcijskoj hipotezi,
Sequent(Unused,,, (N1)) je dokaziv u CBCK. Sli¢no se dokazuje i da je Sequent(Unused,,, (/V2))
dokaziv u CBCK, gde je Ny ¢vor u kojem se nakon primene pravila (+ —) u N na M, nalazi
t-formula + 30 i gde je ms > 1 takvo da mo-go primenjeno pravilo u Ny nije nijedno od pravila
za konstante.

Ako je Sequent(Unused,,, (N1)) =TI'1 F a, A1 1 ako je Sequent(Unused,,, (N2)) = I's, B F Ag,
tada je Sequent(Unused,,(N)) =T, — B F A, gde je I' = T'1,T'9, %, pri éemu je X ili prazan
multiskup ili multiskup kojeg ¢ine uzastopna pojavljivanja konstante 1, [ > 1 puta, i A =
Ay, Ao, 11, pri ¢emu je II ili prazan multiskup ili multiskup kojeg Cine uzastopna pojavljivanja
konstante 0, £ > 1 puta. Sada je jasno da je Sequent(Unused,,(N)) dokaziv u CBCK:

1 2
I Fa, A 2, 8F As
— moguéa primena — moguca primena
pravila (11) i (0d) pravila (11) i (0d)
Fl,El}—a,Al,Hl FQ,B,EQFA27H2

(=D
Fl,FQ,Z,Q—)BFAl,AQ,H

gde je 21,22 =i Hl,Hg =1II.
Sliéno rezonujemo i u svim ostalim slucajevima.
g.e.d. (Lema 8.1)
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Dokaz Teoreme 8.1: Neka je D dokaz za yi,...,7 F 61,...,0m uw CBCK (7y1,...,7, 1

01, ...,0m su multiskupovi formula) i neka je:
+m0

+n 0
—610

pocetni tablo za S = +~v1,...,4+Y, —01,...,—0m u TCBCK. Dokazimo da se on zatvara u
TCBCK. Dokaz izvodimo indukcijom po n, gde je n duzina dokaza D (n je ukupan broj

sekvenata u D).

Neka je n = 1 i neka je dati sekvent aksioma oblika I'; = o, A (1d). Neka je I' = vy, ..., 9, 1
neka je A = 41,...,0,. Tada se, direktno nakon primene pravila (+a,—a), zatvara i svaki tablo
za +Y1,. .., +Yn, + @, —a,—61,...,— 6y, Slitno rezonujemo i kada je dati sekvent jedna od
aksioma (1 d) ili (01) ((T d) ili (L 1)).

Pretpostavimo da je n > 1. Tada je dati sekvent zaklju¢ak nekog pravila izvodenja u CBCK.

Razlikujemo sledece slucajeve.

Neka je D oblika:

T ™2

Yiyeees Yi—1 |_a7517"'55j ’Yi:--~77n»5|_5j+17---75m

(=D
V17---77n7a_’ﬁF517“'76m

Neka su t i z o-nizovi takvi da z # in(¢) i neka je ¥, II niz t-formula takav da je S((Z,I1)}") =
Perm(4+~1, ..., +Yn, —01,...,—0m). Neka je t tablo grana oblika:

+a— Bz

Dokazimo da se tada zatvara i tablo koji pocinje granom t.
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Nakon primene pravila (+ —) na + o — 3 z, u tablou se izvode dva nova ogranka, t1 i ¢2:

b))
+a—0z
IT

+’71@ +’7¢@

("

+ i1 0 + 9 0
—010 —5j+1@

—5; 0 —6m 0
—af +60

Kako na osnovu indukcijske hipoteze, postoje zatvoreni tabloi za +~1,...,+vi—1,—01,...,
ey =05, —ai 4+, .., Yy — 041, .-, — Om, + (3, polazni tablo se zatvara.

Sliéno rezonujemo i kada je poslednje primenjeno pravilo u D neko drugo pravilo sistema
CBCK.

Obrnuto, zelimo da dokazemo da ako je T zatvoren tablo za S = +71,...,+%n, =01, -+, —0m
u TCBCK, onda postoji i dokaz za vi,...,v, F 01,...,0m u CBCK. Kako je prvi markiran
¢vor u nasem tablou évor N7 u kojem je t-formula — d,, z (z = () u polaznom tablou za S), to
direktno na osnovu Leme 8.1, sledi da je Sequent(Unused; (V1)) dokaziv u CBCK. Medutim,
Sequent(Unused; (N1)) =1, ..., Yn b 01, .., 0.

g.e.d. (Teorema 8.1)

Sliéno se dokazuje i da je sekvent ~1,...,7v, F d1,...,d, dokaziv u nekom drugom sis-
temu sekvenata sa permutacijom (jednozakljuénom ili visezakljué¢nom) akko postoji dokaz za

Y15+ ooy +Yns =01, - - ., —0m U njemu odgovarajuéem tablo sistemu.

8.3 Tabloi za logike bez permutacije

U sistemima bez permutacije, polozaj svake formule u dokazu je bitan. U tablo izvode-
njima, gde se nova t-formula s (p,z), uvek formalno postavlja na kraj tekuée grane, njen
polozaj u dokazu je odreden pozicijom p, na sledeéi nacin: Svakoj kompletnoj grani ¢ u tablou
T, odgovara tacno jedan odgovarajuée ureden niz t-formula koji sadrzi samo vidljive t-formule
iz t i u kojem za svake dve t-formule s1 ;1 (p1,21) 1 52 92 (p2, 22) vazi da sy ¢1 (p1, 21) prethodi
t-formuli s9 @2 (p2, 22) akko je p1 < pe. (U tom smislu, tablo je u sistemima bez permutacije
skracen zapis za skup odgovarajuée uredenih nizova t-formula.)

U formulisanju sistema T'C BK, koristi¢emo slede¢e oznake (X je niz t-formula):
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1. Nizove ¥ i ¥~ &ine sve pozitivne, odnosno sve negativne t-formule iz ¥, koje se u X7 i
>~ pojavljuju u istom poretku kao u X.

2. Ako je ¥ niz u kojem svake dve t-formule imaju razli¢itu poziciju, onda je o(X) tacno ona
permutacija niza ¥, koja je rastuéi niz, u odnosu na pozicije t-formula. (Ako bar dve t-formule
u ¥ imaju istu poziciju, onda o(X) nije definisano.)

3. Ako je ¥ niz u kojem svake dve t-formule u ¥, i svake dve t-formule u ¥, imaju razli¢itu
poziciju, onda je O(X) konkatenacija nizova o(X7) i o(X7): O(X) = o(X71),0(X7).

4. Za bilo koji ceo broj p, =P definisemo na sledeé nacin: ako je pozicija svake t-formule u
¥ veéa od p, onda je =P prazan niz; u suprotnom, =P je niz kojeg ¢ine sve one t-formule iz
¥, ¢ija je pozicija < p i koje se u =P nalaze u istom poretku kao u 3.

Slicno definisemo i <P, ¥2P | ¥>P,

5. Ako je ¥ ili prazan niz ili niz istooznacenih t-formula (t-formule u ¥ su ili sve pozitivne
’max

ili su sve negativne) u kojem nikoje dve nemaju istu poziciju, onda |2 i|X|™" definisemo na

‘max

= |%|™n = 0; u suprotnom, |X|™ax

sledeéi nacin: Ako je ¥ prazan niz, onda je |2 je pozicija
krajnje t-formule u nizu o(X), a |X|™® je pozicija prve t-formule u nizu o(%).

6. Ako ¥ sadrzi n > 0 t-formula, onda *0%, 3*0 *¥(=*1%) | ¥*(=3*1) definisemo na slededi
na¢in: Ako je ¥ prazan niz, onda su *0X, 3*0_ *} i ¥* prazni nizovi; u suprotnom, svakoj
t-formuli u ¥ odgovara ta¢no jedna t-formula u svakom gore navedenom nizu, tako da t-formuli
s&€(p,z) u 3, odgovara t-formula s&(p,0) u *¥ i ¥*  t-formula s*¢(n —p + 1,0) u *¥ i t-
formula s&*(n —p+1,0) u X*. *X =* (*+-1%) i X* = (X*-1)* za bilo koji prirodan broj
k. Primetimo da, ako je k paran broj, onda t-formuli s¢(p, z) u X, odgovara t-formula s *#&(p, ()
u **¥ i t-formula s&*k(p, ) u X*# (naime, pozicije odgovarajuéih t-formula u **X i ¥** su iste
kao i pozicija t-formule u ¥). Sa druge strane, ako je k neparan broj, onda t-formuli s&(p, 2)
u X, odgovara t-formula s**&(n —p +1,0) u *X i t-formula s&*(n —p+ 1,0) u X* (naime,
pozicije odgovarajuéih t-formula u **¥ i ¥*k su iste, za bilo koji neparan broj k).

7. ¥ (2]) je niz t-formula koji se dobija kada se u nizu ¥ sve t-formule preoznace u
pozitivne (negativne) t-formule.

Primena pravila izvodenja, osim izvodenja novih t-formula, podrazumeva i promenu vred-
nosti koordinata p; i z; u nekim t-formulama s;&;(p1,2z;) u tablou. Ta promena se zadaje sa
(rb, zavrSena), pri ¢emu se koordinata 'zavrSena’ postavlja isto kao i u sistemima sa permutaci-
jom, a koordinata 'rb’ (redni broj) uzima vrednosti iz skupa {0, 1}, tako da:

- ako je 'rb’=0, onda pozicije svih t-formula na tekucéoj grani ostaju nepromenjene;

- ako je 'rb’=1, onda se pozicija svih vidljivih t-formula na tekucoj grani, koje su oznacene
isto kao i glavna t-formula datog pravila, i ¢ija je pozicija vec¢a od pozicije glavne t-formule tog

pravila, uvecava za 1.

Svakom pravilu u sistemu C BK, odgovara tacno jedno pravilo u TC BK. Ovde dajemo samo
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neka od njih.
Na primer, aksiomama (1d*) u sistemu C' BK, ovde odgovaraju sledeca pravila za zatvaranje
tekuce grane t, py > p1, 21 # in(t), 22 # in(t), z # in(t):

Y[s € (p1,21),5 & (p2, 22)] . _ { +, akojes=—
(0,t%) 5=
— —, akojes=+
S+ € (p1,21), + & (p2, 22)] 2= & (p1,21), — € (p2, 22))]

(0,t%) (0,t%)

Sliéno se i na osnovu preostalih aksioma u sistemu C'BK, formulisu pravila za zatvaranje
tekuce grane t u TCBK. Na primer, aksiomi (1* 1) u CBK, odgovara sledeCe pravilo za zat-
varanje tekuce grane t u TCBK (z # in(t)):

%
+ L (p, 2)
II

(0,t%)

Kako se pravila u TCBK formulisu tako da se u njima mogu dokazivati i teoreme u sis-
temima bez slabljenja, ovde ¢e pravila za konstante 1 i T, kao i 0 i L, biti ista; odgovarajuce
aksiome u sistemu bez slabljenja zadovoljavaju sledeée uslove: (X[s & (p1,21),5 € (p2, 22)])V® =
s €& (p1,21),5 € (P2, 22) u (1a*) i (,11) je u pravilima za 11 0 prazan niz.

Preostala pravila u TC'BK su ne-negacijska i negacijska pravila za konstante i promenljive.

Ako je t tekuéa grana i z # in(t), ne-negacijsko pravilo za 1 je:

(0,t)

Negacijsko pravilo u TC BK, koje odgovara negacijskom pravilu (~2n1 1) (videti Tabelu 7.2),
zan > 1, u CBK je:

b
+ 2 (p, 2) I = (3, O
1 oy, Tr=oC(@H))
ot} U Yo = o(*2r=1 (1))
q)|2<1’1\ma"+1 Ty = 0(*2n_2((1—\+)<p

PlP2m L
3
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gde su CI)f takvi da ako je T; prazan niz, prazan je i niz @f, u suprotnom, svakoj t-formuli u T
odgovara tacno jedna t-formula u ®¥, tako da j-toj t-formuli s&(p,0) u Y; odgovara t-formula
sE(+k—1,0) u ok,

Ne-negacijska pravila za — su:

b))
+a— B (p,2) L= (3,m)ve
I Q=02 r<p ili
(0, O = (T<P ()<
Py o 1= (I7)=F(I7)
_a(‘(bl—lrllax+17®) "rﬁ(}%@) QQZF\Ql

gde su ®;, i € {1,2}, takvi da ako je €; prazan niz, prazan je i niz ®;, u suprotnom, svakoj
t-formuli u €2; odgovara tacno jedna t-formula u ®;, tako da t-formuli s&(q,w) u €;, odgovara
t-formula s&(q,0) u ;.

b
- a— ﬂ (p7 Z)
I A
+ oo (T — 1, 0) o0 r'=&m™
=B (0™ —1,0)

Negacijska pravila, kojima se u sistemima CB i CBK, uvodi veznik — su ~-negacijska
pravila. Pravilu (~2n—, 1) (videti Tabelu 7.4), gde je n > 1, u sistemu CBK odgovara sledece
pravilo u TCBK (<I>iC se na osnovu YT; formiraju kao u gore navedenom negacijskom pravilu za
1):

DX
4 N2na N /B (p’ Z) = (27 H)vis
- oy Tr=oCE(EHT)
o o " M=o )
1 [ @21 To = (*27171((1—’_)["!‘]))
max q)d 3 o
—a (|P4] +1,0) 81,0

U svim, gore navedenim pravilima u TCBK, 'rb’=0. Jedina dva pravila u TCBK, u kojima
je 'tb’=1 su ona, koja odgovaraju pravilima (- 1)i (+ d) u CBK. Odgovarajuée (ne-negacijsko)
pravilo za -, u TCBK, je:

»
+aﬁ(pvz)
I
+ a (p,0)
+ 8 (p+1,0)

(1,t)
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Direktno na osnovu pravila sistema TCBK sledi da ni u jednom tablou ne postoje dve
vidljive t-formule na istoj grani, ¢ije su pozicije iste.
Sliéno kao gore, i ovde se dokazuje da su TCB i CB, kao i TCBK i CBK ekvivalentni

sistemi.



Glava 9
Algoritam i dokazivac

Ovde je dat opsti algoritam, zasnovan na metodi tabloa, koji se moze primeniti za utvrdivanje
dokazivosti u bilo kojoj od prethodno razmatranih odlucivih logika. Na osnovu njega formulisana
su i dva dokazivaca teorema: dokazivac P71, na osnovu tablo sistema T'C' BK, u kojem se dokazuju
teoreme u svim odlu¢ivim logikama bez permutacije i kontrakcije (odnosno, u jednozakljuénoj i
visezakljuénoj Lambekovoj logici, sa ili bez slabljenja) i dokaziva¢ Pa, na osnovu tablo sistema
TCBCKW , ukojem se dokazuju teoreme u svim odlu¢ivim logikama sa permutacijom (odnosno,
u jednozakljuénoj i visezaklju¢noj linearnoj, BC' K i relevantnoj logici, kao i u intuicionistickoj
i klasi¢noj logici). Dokazivaé Po je detaljnije opisan u [17]. Ovde ¢e biti dati samo neki detalji
dokazivacéa P;.

Jasno je da formule mogu biti teoreme i u vise logika. Na§i dokazivaci uvek daju dokaz u
najmangjoj od njth. Kriterijumi na osnovu kojih se utvrduje da je logika L1 manja od logike Lo
su slededi:

1. Ako je Li jednozakljuéna, a Lo visezakljuéna logika, onda je L; manja od Ls.

2. Ako su Ly i Ly logike bez permutacije i kontrakcije, onda:

2.1. ako su obe jednozakljuéne, manja je ona logika koja je bez slabljenja;

2.2. ako su obe viSezakljuéne, onda:

2.2.1. ako su obe logike bez sec¢enja ili su obe sa se¢enjem, onda je manja ona logika koja je
bez slabljenja;

2.2.2. inace, manja je ona logika koja je bez secenja.

3. Ako su Lj i Lo logike sa permutacijom, pri ¢emu su ili obe jednozakljuéne ili su obe
viSezaklju¢ne i pri ¢emu je ili L; samo sa permutacijom ili je Ly sa permutacijom, slabljenjem i
kontrakcijomonda, onda je L; manja od Ls.

Primetimo da hijerarhija izmedu logika L; i Lo nije utvrdena kada su L; i L9 ili obe jed-
nozakljucne ili su obe visezaklju¢ne i kada je jedna od njih logika sa permutacijom i slabljenjem,

a druga sa permutacijom i kontrakcijom. Tada dokaziva¢ daje oba resenja.

159
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Primena secenja se u dokazima vidi kroz primenu negacijskih pravila. Naime, kako se svaki
dokaz u TCBK, u kojem se primenjuje negacijsko pravilo, moze transformisati u tacno jedan
dokaz u C'Lge u kojem se primenjuje pravilo secenja (i obrnuto), program Pj, za one formule
koje se ne mogu dokazati bez primene negacijskih pravila, na izlazu daje komentar da se data
formula moze dokazati samo uz ,,primenu secenja”.

Neka pravila izvodenja se, u sistemima supstrukturnih logika, mogu primeniti na konacan
broj razli¢itih nacina, pa ova izvodenja, u opStem slu¢aju, nisu determinisana. Osim toga,
njihova nederministicka priroda ispoljava se i u pogledu izbora pravila za razvoj. Naime, ako
su 7 i 7/ dva tabloa u istom tablo sistemu, pri ¢emu se 7’ izvodi iz 7 primenom nekog pravila
izvodenja i ako se T zatvara, moguce je da se, u istom sistemu, 7’ ne zatvara (osim kada se tablo
sistem odnosi ili na intuicionisticku ili na klasi¢nu logiku). To znaci da je u ovim sistemima
moguce da razvoj jedne oznacene formule na tekucoj grani vodi ka zatvorenom tablou, a razvoj
neke druge, ne. Dalje, ¢ak i kada se tablo zatvara u prisustvu nekih strukturnih pravila ili kada
se zatvara u visezakljucnoj logici, izvodenje nije zavrSeno: mi zelimo da znamo da li se on zatvara
i u prisustvu nekih drugih strukturnih pravila, ili bez ijednog od njih, i da li se on zatvara i u
jednozakljucnoj logici. Zbog toga je, u razvoju dokazivaca, neophodna primena bektrekinga.

Da bismo kraée opisali nedetministicku prirodu tablo izvodenja u TC'BK, u pogledu iz-
bora pravila za razvoj, koristi¢emo prosirenu Smaljanovu uniformnu notaciju, po kojoj su ne-
negacijska pravila izvodenja za veznike, prema tipu, podeljena u sledece Cetiri grupe: pravila

tipa a, tipa al, tipa § i tipa 81, videti Tabelu 9.1.

Tip pravila Pravila

a-pravila (= =) (= <), (+9), (—+)

al-pravila

(B-pravila
Ol-pravila | (+ =), (+ <), (=), (+4)

Tabela 9.1: Uniformna notacija

Nedeterministicku prirodu tablo izvodenja u T'C BK, ilistrova¢emo u nekoliko sledeé¢ih pri-
mera, u kojima su tabloi dati u razvijenom obliku: kao skupovi tablo grana, u ¢ijim ¢vorovima
se nalaze samo one oznacene formule na koje se u izvodenju moze primeniti neko od pravila (one
odgovaraju vidljivim t-formulama).

Pokazatemo da se za pravila tipa « i f1 ne moze utvrditi prioritet po kojem bi se pravila
jednog tipa, uvek primenjivala pre pravila drugog tipa, garantujuéi izvodenje dokaza u najmanjoj
logici, u kojoj je zadata formula teorema. Zaista, ako bi se pravila tipa « uvek razvijala pre

pravila tipa 81, onda bi se teorema ~ —(a — 3). — (a — 3), mogla dokazati samo u viSezakljucnoj



161

logici uz primenu secenja:

rimenjuje a-pravilo na 1. 1. +—-~(a—
L (e f) — (a— ) primenjuje a-p (a —B)
2. —a—f
. .. 1 9 1. +a
rimenjuje a-pravilo na 2.
p Ju l—)p 2 +=~ (a — ﬁ)
-B

N . : —~(@—=p) 1. +0
primenjuje negacijsko pravilo na 2.
—

—~a
3. =B
primenjuje a-pravilo na 1. i 1. +a—p
brise zatvorenu desnu granu 2. —0
- 3. —~vo
4. —-p
L . 1. 4a—p
primenjuje gavﬂo (- 0) 5 oo
-8
primenjuje B1l-pravilo na 1. i
zatvara tablo 1. —~q 1. +8
- 2. —« —g

Medutim, ona je dokaziva i u viSezaklju¢noj logici bez primene strukturnih pravila:

1 (0= ). — (@ — B) primenjuje c'y;)pravilo na 1. 1. +-~(a—pP)
2. —a—0
primenjuje B1-pravilo na 1. 1. —~(a—p) 1. 40
- 2. —a—(
primenjuje a-pravilo na 1. i
briSe zatvorenu desnu granu . fa—f
— 2. =0
3. —a—p
primenjuje pravilo za konstantu 0 i
zatvara tablo 1. 4+a—g8
- 2. —a—f

Sa druge strane, ako bi se pravila tipa #1 uvek primenjivala pre pravila tipa «, onda ne bi
mogao da se izvede dokaz za formulu (a+ 8) — . ~ =(a + 3), koja je teorema u viSezaklju¢noj
logici bez primene strukturnih pravila.

Prioritet u primeni pravila tipa al i §1 se takode ne moze utvrditi. Ako bi se pravila tipa

al uvek primenjivala pre pravila tipa (1, onda ne bi mogao da se izvede dokaz za formulu
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~ =(aV B). — (aV p), koja je teorema u visezakljuénoj logici bez primene strukturnih pravila.
Obrnuto, ako bi se pravila tipa 81 uvek primenjivala pre pravila tipa al, onda ne bi mogao da
se izvede dokaz za formulu (e — 8) — ((a — B) Vv), koja je teorema u jednozakljuénoj logici bez
primene strukturnih pravila.
Za pravila tipa (8, u sistemu TCBK, vazi sledece tvrdenje:

Lema 9.1 Neka je 7 tablo u TCBK wu kojem postoji bar jedna oznacena formula na koju se
moZe primeniti 3-pravilo © neka je 7' tablo koji se dobija nakon primene tog pravila. Tada, ako
se zatvara T, onda se zatvara i T (obrnuto vaZi trivijalno), pri éemu je za zatvaranje oba tabloa,

potrebno prisustvo istih strukturnih pravila.

Zbog toga se u tablo izvodenjima, pravila tipa [ primenjuju pre ostalih (bez bektrekinga),
a zatim se, sa jednakim prioritetom, primenjuju pravila tipa «, al i 1.

Cilj svakog tablo izvodenja je da se, za zadatu formulu izvede dokaz u najmanjoj logici (ili
pokaze da nu i jednoj od datih logika, ona nije teorema). Zbog toga, na primer, za teoremu:

(¢ — a)-a. — a, nije dovoljno da se nade prvo zatvaranje:

I —(a—a)a—a & L Ha—aa
2. —«
1. +a—«
(l:) 2. 4o
3. —«

(+—) 1. +a 1. +a
—
2. —«a 2. —«a

da se izvede i dokaz, u kojem se ne koristi nijedno strukturno pravilo.

9.1 Neki detalji dokazivaca teorema za odlucive logike bez per-

mutacije

Dokazivaé koji opisujemo, implementiran je na programskom jeziku C. Osnovni tipovi po-
dataka, koji se u njemu koriste su struct CVOR, struct TCVOR, struct MOGUCIistruct GRANE.

Formula se na ulazu zadaje kao niz karaktera, u kojem:
1. za simbole logickih veznika ~, =, -, A, +,V, — i « koristimo, redom: ~, -, *, ~, +,V,>
1<,

2. p1, p2,...su iskazna slova,

3.0, 1, T, N suredom, aditivne i multiplikativne logicke konstante.
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I ovde je ~ o zamena za o — 0, a =« za 0 «— a.

Primeri sintaksno ispravnih formula su:
(C(p1) *(p2))>((p2)*(p1))), ((T)<(p1)), (CCEEPII>p1))

Program iz datoteke, ¢ije se ime navodi u pozivu programa, ucitava niz karaktera, kojem se

kao prefiks dodaje znak —. Funkcija drvo(...), koja na ulazu dobija ovaj niz, proverava da

li on odgovara sintaksno ispravnoj negativno oznacenoj formuli i ako odgovara, na izlazu daje

pokaziva¢ na vrh njenog binarnog drveta, a NIL i poruku o sintaksnoj gresci, inace.

Struktura CVOR opisuje ¢vor binarnog drveta oznacene formule.

struct CVOR {

struct CVOR* lrep; // pokazivac na levo poddrvo
struct CVOR* drep; // --1|-- desno -| |-

struct CVOR* gore; // pokazivac na prethodni cvor

char glava;
int index;
int duzina;
char znak;

int konj;

// p,T,N,0,1,%,+,-,7,V,”,<,>

// indeks promenljive

// duzina podformule

// znak cvora: ’0’ za neg. oznacene formule, ’1’za poz.

// broj konjunkcija u formuli

struct LISTAISK* listaisk; //sve isk.prom. u odgovarajucoj podformuli

struct BROJ* broj; /*broj cvora: koren drveta ima broj 1;

ako je ili2...in broj cvora,
onda je i1i2...inl broj njegovog levog,

a 11i2...in2 broj njegovog desnog sledbenikax/

int dn_ind; /*dn_ind=1, ako je cvor nastao nakon primene

};

negacijskog pravilax/

Dokaziva¢ uvek na ulazu dobija ¢istu formulu. U izvodenjima se, medutim, nakon primene

negacijskih pravila, mogu pojaviti i negacijske formule. Ako je nakon primene negacijskog

pravila, uvedena bar jedna negacija, onda se u izvodenju formira novo drvo formule, takode

binarno, u kojem se negacije ~ i — tretiraju isto kao ~ i =, a da je formula negacijska, vidi se

u polju dn_ind.

Nakon $to je formirano binarno drvo zadate formule, dokaziva¢ pravi tekuéu tablo granu,

¢ije ¢lanove opisuje struktura TCVOR.

struct TAB{

char tip; //O-atom; 1-ALFA; 2-BETA; 3-ALFA1l; 4-BETAl; 5-NEG
struct CVOR* drvo_fle;};
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struct TCVOR {
struct TABx tab;
struct TCVOR* sled;
struct TCVOR* pret;
struct TABLISTA* sadrzi;//omogucuje efikasnu analizu 3-formula
int nivo;
char tip;}; /*’tip’ je ’r’-regularan,

’z’-zamenjen, takvi se odmah razvijaju*/

Bektreking se u programu realizuje koris¢enjem podataka iz liste moguci, ¢iji su ¢vorovi
tipa struct MOGUCI. Ovi ¢vorovi sadrze sve informacije o tablou (ta¢nije, o tekucoj tablo
grani grana), u trenutku kada izvodenje postaje nedeterministicko (odnosno, kada za nastavak

izvodenja biramo jednu, od bar dve raspolozive moguénosti).

struct MOGUCI {
struct TCVOR* grana;
struct MOGUC_POCETAK* mp_lista;
int cvor; /*nivo tablo cvora za koji se radi alternativa;
moze biti tipa alfal ili betalx/
struct BETAl1* betal;
int cut; //indikator primene negacijskog pravila
int broj_moguceg; /*redni broj cvora u listi ’moguci’;
novi cvorovi se dodaju na vrh
(’moguci’ je LIFO lista),
a broj svakog novog cvora je za 1 veci
od prethodnog*/
struct USLOVI* gmin_uslovi;
struct USLOVI* gtek_uslovi;
char gtn; /*prethodna tri polja ucestvuju u trazenju minimalnog
zatvaranja tekuce grane tabloa*/
struct USLOVI* min_uslovi;
struct USLOVI* tek_uslovi;
char tn; /*pocetna vrednost polja je ’N’;
kada se grana zatvori, prelazi u ’T’;
prethodna tri polja ucestvuju u trazenju minimalnog

zatvaranja za ’grana’*/
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int cut_u;
int klas_u; //postavljaju se na 1 kad logika predje u klasicnu
int br_dr_fle; /*broj odgovarajuceg drveta formule;
upisuje se ’broj’ iz ::drvo_flex/
struct MOGUCI* sled;
struct MOGUCI* pret;
s

U polju mp_lista registruju se redni brojevi svih ¢vorova u grana, od kojih moze da se
nastavi izvodenje. U polju betal se pamte neiskoris¢ene mogucénosti u razvoju formula tipa
B1. Polja gmin uslovi, gtek uslovi, gtn, min uslovi, tek_uslovi i tn uestvuju u trazenju
minimalne logike u kojoj je grana zatvorena.

Izvodenja teku Sirenjem dokaza najpre u dubinu. To znac¢i da nakon primene pravila izvodenja,
koja dovode do grananja u tablou, teku¢a grana novog tabloa postaje leva kompletna grana.

Desna kompletna grana se ¢uva u listi grane, €iji su ¢vorovi tipa struct GRANE:

struct GRANE {
struct TCVOR* vrhgrane;
int alt; /*postavlja se na ’broj_moguceg’
iz prvog cvora u listi ’moguci’*/

int broj_dr_fle; /*tablo grana ’vrhgrane’ se
odnosi na drvo formule
ciji je ovo redni broj*/

char tn;

int uslovi;

struct GRANEx* sled;

struct GRANE* pret;};

Nakon generisanja pocetnog tabloa za datu oznacenu formulu, izvodenje teCe po sledecem
algoritmu:

1. Ako je tekucéa grana zatvorena, pamti strukrurna pravila koja su koriS¢ena u njenom
izvodenju. Ako je tekuca grana zatvorena i zavrSena, ide na 7, inace na 2.

2. Ako je tekuca grana zavrSena i otvorena ili prazna, ide na 4, inace na 3.

3. Bira oznac¢enu formulu za razvoj i formira nov ¢vor liste moguci, koji sadrzi informacije o
oznacenin formulama sa tekuce grane koje su takode, mogle biti izabrane za nastavak izvodenja.

Ako se pravilo izvodenja, na izabranu oznac¢enu formulu moze primeniti na viSe nacina, bira
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jedan od njih i generise jos jedan ¢vor liste moguci, koji sadrzi informacije o preostalim moguéim
razvojima. Primenjuje izabrano pravilo na izabran nacin i ide na 1.

4. Ako je lista moguci prazna, zavriava rad sa porukom da ,ué¢itana formula nije teorema ni
u jednoj logici”, inace ide na 5.

5. Ako se iscrpljene sve moguénosti za razvoj tabloa, na osnovuu podataka iz prvog ¢vora
liste moguci, ide na 6, inace, generiSe novo tekuce stanje na osnovu podataka iz tog ¢vora i ide
na 1.

6. Brise prvi ¢vor u listi moguci. Ako se tablo iz izbrisanog ¢vora ne zatvara ni u jednom od
prethodnih izvodenja, ide na 4, inace, pamti strukrurna pravila koja su koriSéena u njegovom
zatvaranju i ide na 7.

7. Ako je lista moguci prazna, ide na 8, inace na 9.

8. Ako je svaka kompletna grana tekuceg tabloa zatvorena, zavrSava rad sa porukom ,data
formula je teorema” i daje sva strukturna pravila koriséena u njenom dokazu; inace, generise
novo tekuée stanje i ide na 1.

9. Ako se tablo iz prvog ¢vora u listi moguci, zatvara, ide na 10, inace za tekuéu granu uzima
prvu sleva otvorenu granu u tom tablou, i ide na 1.

10. Ako su icrpljene sve moguénosti za razvoj tabloa iz prvog ¢vora liste moguci, briSe taj
¢vor, pamti strukturna pravila koriséena u razvoju tabloa i ide na 7; inac¢e postavlja novo tekuce

stanje na osnovu informacija iz tog ¢vora i ide na 1.

Na primer, za formulu ~~ ==(a - 3). — «, program na izlazu daje odgovor:

Zadata formula je teorema u visezakljucnoj logici uz sledec¢a strukturna pravila:

- secenje,

- levo slabljenje.

Nazalost, kako za zadatu formulu ¢, program izvodi sve moguce tablo dokaze za —¢, prostor
pretrage je ogroman, ¢ak i za ,male” formule. Ako dokaziva¢ popuni raspoloziv memorijski
prostor pre zavrSetka totalne pretage, program zavrSava rad sa porukom da memorijski resurs
nije dovoljan.

Opisan dokazivac¢ nije najefikasniji dokaziva¢ teorema u datim logikama. Medutim, njegova
prednost u odnosu na ostale je u tome Sto on, za svaku sintaksno ispravnu formulu, koja se zadaje
na ulazu i koja je teorema u bar jednoj od datih logika, na izlazu daje spisak svih strukturnih
pravila, neophodnih za njen dokaz. Dokaziva¢ teorema u viSezakljuénoj Lambekovoj logici,
zasnovan na Abrusijevom sistemu SPNCL, bi nesumnjivo bio efikasniji. On se, medutim,
za razliku od gore opisanog, ne bi mogao primeniti za dokazivanje teorema i u svim ostalim

odluc¢ivim logikama bez permutacije i kontrakcije.
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Zakljucak

U ovom radu su, osim intuicionisticke i klasi¢ne logike, analizirane i sve one logike, ¢ija se
sekventna formulacija moze dobiti odbacivanjem bar jednog od strukturnih pravila: permutacije,
kontrakcije i slabljenja, u Gencenovim sistemima LK i LJ. Svi navedeni sistemi sekvenata, i
jednozakljuéni i visezakljuéni, ovde su dobijeni (u Glavi 2) dodavanjem pojedinih pravila na
pravila osnovnog sistema O. Osim sistema sekvenata za intuicionisticku i klasi¢nu logiku, tako
su dobijeni i sistemi sekvenata za intuicionisticku i klasi¢nu:

1. Lambekovu logiku, u kojima osim sec¢enja, nema drugih strukturnih pravila,

Lambekovu logiku sa slabljenjem, koji su bez permutacije i bez kontrakcije,
Lambekovu logiku sa kontrakcijom, koji su bez permutacije i bez slabljenja,
Lambekovu logiku sa kontrakcijom i slabljenjem, koji su bez permutacije,
linearnu logiku, koji su bez slabljenja i bez kontrakcije,

BCK logiku, koji su bez kontrakcije i

7. relevantnu logiku, koji su bez slabljenja.

A

U Glavi 3 su, za sve ove sisteme, formulisane odgovarajuée algebarske strukture, u odnosu
na koje je, u Glavi 4, dokazana potpunost i neprotivrecnost.

U Glavi 5, analiziran je problem eliminacije se¢enja. U svim sistemima sa permutacijom,
secenje je dopustivo pravilo izvodenja, dok je u sistemima bez permutacije, ono dopustivo samo
u jednozakljuénim sistemima za Lambekovu logiku i Lambekovu logiku sa slabljenjem. U ovoj
glavi su formulisani i novi sistemi za klasicnu Lambekovu logiku i klasicnu Lambekovu logiku
sa slabljenjem, u kojima se seCenje moze eliminisati. Medutim, u novim sistemima neka pra-
vila nemaju svojstvo podformule: ona osim $to uvode, mogu i da eliminisu veznike, zbog Cega
odlucivost za ove logike, nije direktna posledica odgovarajuéih teorema o eliminaciji se¢enja.

Problem odlucivosti analiziran je u Glavi 6, gde su za sve odlucive logike, navedene ¢isto
sintaksne procedure, kojima se, za svaki sekvent, u konacno mnogo koraka odlucuje da li je u

odgovarajucem sistemu dokaziv ili ne. To je, koliko je nama poznato, jedini, Cisto sintaksni
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dokaz za odlucivost klasicne Lambekove logike, sa ili bez slabljenja.

Ovakva analiza supstrukrurnih logika omogudila je i formulisanje objedinjenih analitickih
(,bottom-up”) procedura, i to, jedne kojom se utvrduje dokazivost formula u svim odlu¢ivim
logikama bez permutacije (a to su intuicionisticka i klasi¢na Lambekova logika, sa ili bez slablje-
nja) i druge, kojom se utvrduje dokazivost formula u svim odlucivim logikama sa permutacijom
(a to su, osim intuicionisticke i klasi¢ne logike i intuicionisticka i klasi¢na linearna, relevantna i
BCK logika). Objedinjena analiticka procedura za dokazivanje teorema podrazumeva jednopro-
lazni algoritam koji, polazeéi od zadate formule, primenom pravila izvodenja, u kona¢no mnogo

koraka odluc¢uje da li je ona teorema i u kojim logikama iz grupe.

Algoritmi su zasnovani na metodi tabloa. Pravila tablo sistema su formulisana u Glavi 8, na
osnovu aksioma i pravila izvodenja odgovarajuéih sistema sekvenata u kojima su sva strukturna
pravila implicitna (sistemi sekvenata sa implicitnim strukturnim pravilima su analizirani u Glavi
7).

Algoritam koji utvrduje dokazivost formula u svim odlu¢ivim logikama bez permutacije,
zasnovan je na tablo sistemu za klasicnu Lambekovu logiku sa slabljenjem. Kako je razlika
izmedu tablo sistema za klasicnu Lambekovu logiku i tablo sistema za klasi¢nu Lambekovu
logiku sa slabljenjem, samo u pravilima za zatvaranje tekuée grane tabloa (a to je posledica
tvrdenja po kojem se bilo koje izvodenje u sistemu sekvenata za klasicnu Lambekovu logiku
sa slabljenjem, u kojem bar jednom slabljenju neposredno prethodi pravilo za veznike, moze u
istom sistemu, transformisati u izvodenje, sa istim krajnjim sekventom, u kojem je pretpostavka
svakog slabljenja ili zaklju¢ak nekog drugog slabljenja, ili aksioma), i kako su ta pravila u tablo
sistemu za klasi¢cnu Lambekovu logiku samo restrikcije odgovarajuéih pravila u tablo sistemu za
klasi¢nu Lambekovu logiku sa slabljenjem, to je zadata formula teorema u klasi¢noj Lambekovoj
logici, samo ako su sve grane u tablo izvodenju za klasiénu Lambekovu logiku sa slabljenjem,
zatvorene primenom odgovarajuéih restrikcija pravila za zatvaranje grane. Ukoliko se jo$, u
svakom trenutku u izvodenju, na svakoj grani tabloa pojavljuje najvise jedna negativno oznacena
formula, i ako se u tom izvodenju ne koriste negacijska pravila, data formula je teorema u

intuicionistickoj Lambekovoj logici, sa ili bez slabljenja, po istom kriterijumu kao gore.

Na slican nacin je i algoritam koji utvrduje dokazivost formula u svim odlu¢ivim logikama

sa permutacijom, zasnovan na tablo sistemu za klasi¢nu logiku.

I tablo pravila su ovde data na nov nacin: ona, osim §to zatvaraju tekucu tablo granu i
izvode nove ¢vorove tabloa, vrse i promene u veé¢ postojeé¢im tablo ¢vorovima. Naime, ovde
se u ¢vorovima tabloa ne nalaze oznacene formule, nego t-formule (tablo-formule), odnosno
oznacene formule sa pridruzenim koordinatama, koje se tokom izvodenja mogu menjati. Jedna
koordinata (koja je prisutna samo u tabloima za logike bez permutacije) odnosi se na poziciju

oznacene formule na grani, a druga (koja je ujedno i jedina koordinata u tabloima za logike
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sa permutacijom) oznacava deo tablo drveta na kojem se ta oznaCena formula vise ne moze
razvijati.

Prva koordinata, u tabloima za logike bez permutacije, reSava problem smeStanja novog
¢vora u tablou: umesto da se nova formula smesta na odgovarajuéu poziciju, ona se ovde uvek
smesta na kraj tekuce grane, a njena stvarna pozicija na tekucéoj grani se odreduje na osnovu
pridruzenog rednog broja.

Druga koordinata reSava problem raspolozivosti za razvoj formule, koja je u tablou zajednicka
za vise grana. Naime, kako se ta formula, na svakoj od grana kojoj pripada, moze razvijati najvise
jednom (posledica odsustva kontrakcije u nekim sistemima), nakon razvoja formule na jednoj
od njih, formula se u tablou markira kao 'zavrSena na toj grani’, postavljanjem ove koordinate
t-formule na o-niz grane na kojoj je razvijena (o-niz je niz kojeg ¢ine uzastopna pojavljivanja 1
i 2, tako da svakoj grani u tablo drvetu odgovara tacno jedan o-niz).

Na osnovu ovih procedura, formulisana su i dva dokazivaca teorema, od kojih je ovde opisan
samo onaj koji se odnosi na logike bez permutacije. Detalji algoritma su vrlo slozeni i s obzirom
na nederministicku prirodu izvodenja, kako u izboru formule za razvoj, tako i u na¢inu na koji

se pravilo izvodenja primenjuje na izabranu formulu, primena bektrekinga je neophodna.
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