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IZOTOPIJA J EDNE KLASE

KVAZIGRUPA

0. UVOD

Teorija kvazigrupa i lupa je jedna od srazmerno mladih
oblasti savremene algebre. Podela se razvijati pre nekoliko
decenijé, ta¢nije, kvazigrupu kao algebarsku strukturu uve-
la je Ruth Moufang 1935. god. prilikom ispitivanja jedne
klase nedezargovskih projektivnih ravni [40]. Termin lupa
(engl. "loop" - petlja) uveo je A,A.Albert 1943. god. u [4].

Medjutim, za pravi poletak razvitka teorije kvazigrupa
moZe se uzeti jedan znatno stariji datum. To je godina 1779,
kad je L.Euler, [25] razmatrajuéi jedan kombinatorni probl-
em postavio hipotezu da ne postoji par ortogonalnih latins-
kih kvadrata (Eulerov kvadrat) za n=4k+2. Latinski kvadrat
je, ustvari, Cayley-va tablica za kona&nu kvazigrupu. Dva
grupoida (S,A) i (S,B) su ortogonalna ako jednaline Alx,y)=
za I B(x,y)=b imaju jedinstveno re$enje za svaki par a,beS.
Tek 1901. god. Tarry [53] je dokazao da je za n=6 Eulerova
hipoteza ta&na. 0d tada su se mnogi bavili ovim problemom,
1959. je Parker dokazao da hipoteza nije tadna [45]. Kasni-
je je dokazano da za svaki k>2 postoji par ortogonalnih
kvazigrupa reda n=bk+2. A.Sade je dao jednostavnu konstruk-
ciju ortogonalnih kvazigrupa [51].

Pitanje postojanja ortogonalnih kvazigrupa vezano je
sa pitanjem postojanja konaénih projektivnih ravni, odnosno
sa teorijom redetaka (engl. "net", nem. "Gewebe"). Ovom pro-
blematikom bavili su se R.H.Bruck [18,19] , D.R.Hughes[33],
i drugi, a rezultati su izloZeni u monografijama G.Pickerta

[41], R.H.Brucka [20], M.Hall-a [30,31], i V.D.Bjelousova

[9,10].



Ispitivanja svojstava konadnih projektivnih ravni, kao
i neki problemi teorije funkcionalnih jednadina doveli su do
potrebe izulavanja univerzalnih algebri (S,9) &ije su opera-
cije vezane nekim zakonima. Prema V.D.Bjelousovu [12], pos-
matraju se tri tipa ovakvih veza., Prvi tip, to je zakon u
obi¢nom smislu, tj. operacijska slova zakona zamenjuju se
fiksiranim operacijama. Drugi je tip kad se operacijska slo-
va zakona zamenjuju proizvoljnim operacijama iz Q. Treéi tip
je izmedju ova dvaj; neka operacijska slova zameajuju se pro-
izvoljnim operacijama iz 2, a ostala se zamenjuju operacija-
ma koje zavise od predhodnih. U treéem sluaju A.Sade zove
posmatrani zakon "identité demosienne" [49]°

Ovde treba pomenuti sledeée rezultate.

1958, god. V.D.Bjelousov u [8] dokazao je:

Ako su Cetiri kvazigrupe (S’Ai)’ i=1,2,3,4 vezane zako-
nom opSte asocijativnosti
1 Al(Az(x,y),z) = As(x,Au(y,z))
sve su izotopne istoj grupi (S,0).

Zakon (1) ispitivali su i J.Aczél [1], J.Aczél, V.D.
Bjelousov i M.Hossz@l [2], M.Hosszd [27] i S.Presi¢ [u42].

Kvazigrupa (S,0) je medijalna ako zadovoljava zakon
(2) (xy)(zu) = (xz)(yu).

R.H.Bruck [16] zove takvu kvazigrupu Abelova. A.Sade
[47] zove zakon (2) entropijski. U teoriji funkecionalnih
jedna&ina zakon (2) zove se bisimetrija (J.Acz&l, [1]).
S.K.Stein je uveo naziv medijalna kvazigrupa [52].

1960. god. u radu [2] dokazano je:

Ako je Sest kvazigrupa Ai’ i=zl,...,6 vezano zakonom

opSte entropije



£
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Al(AQ(x,y),Aa(z,u)) z A,(Agix,z)gAa(yyu)),
sve su izotopne istoj Abeliove

Veé 1935. R.Moufang [uﬁ? uvela je kvazigrupu sa jedinic-
nim elementom koja zadovoljava zakon (xy)(zx)=(x(yz))x. Ova

kvazigrupa, vrlo bliska grupi. kasnije de nazvana lupa Moufan
3 J b

i vrlo detalno je ispitivana. “sincvni rezultati izloZeni su u
monografiji R.H.Bruck-a (207,
Polazedi od zakona X.Youfang, 1971, V.D.Bjelousov u [15}
ispituje kvaigrupe Ai vezane zakonon
Al(AQ(x,y),Ag(z,x}) = A {AS(XSAS(y,z)),x),

]

Sli¢no su ispitivane kvazigrupe vezane op3tim zakonom di-

stributivnosti, opStim zakonom tranzit wnosti, opStim zakonom

Stein-a, itd [12]. A.Sade ispituje kvZigrupu koja zadovolijava

neki uravnoteZeni zakon équilibrée) [u7].

Znac¢ajan prilog ovome dao je V.M .0%eslousov u flul, gde se
ispituje familija kvazigrupa vezanih opftim uravnoteZenim za-
konom.,

Treba takodje pomenuti znacajne radove koji se odnose na
univerzalne algebre sa jednom n-arnom operacijom. Prvi rad iz
ove oblasti je rad W.Dérnte-a [24], iz 1928. god. u kome se
uvodi n-arna grupa. Teorijli n-arnih semigrupa 1 n-arnih grupa
dali su priloge 1 G45upona 1 2.Trpenovski f21,22,23,5u,55].

Teorija n=-arnih kvazigrupa razvija se od 1964. god. rado-
vima M.HosszG i F.Radé [29], V.D.Bjelousov |11, M.Hosszd [28],
V.D.Bjelousov i M.D.Sandik [12].

i

V.D.Bjelousov je u {11! ispitivac n-arne kvazigrupe veza-
ne vekim uravnoteZenim zakonima.
Priloge teoriji n-arnih kvazigrupa dali su i S.Milié |38},
i J.UBan |57]|. S.Mili¢ uvodi rove algebarske strukture, tzv.
Ao

GD-grupoide, pomoé¢u kojih se znatno pojednostvnjuje ispitivanije

n-arnih kvazigrupa vezanih nekim zakonima.



Jedan od osnovnih problema u teoriji n-arnih kvazigrupa
je pitanje predstavljanja n-kvazigrupa, vezanih nekim zakonom,
pomodéu kvazigrupa manje duZine. Takve vrste je, naprimer, poz-
nata teorema Hossz{i-Gluskina: Svaka n-arna grupa (S,A) moZe
se prestaviti pomoéu jedne binarne grupe (S,°) i njenih auto-
morfizama tj.

A(x?) = x1°¢x200,00¢n~1xn0a .
gde je 6" 1x = aoxoa_l, da = a, ¢ je automorfizam grupe (S,0).
Ovu teoremu je M.Hossz( dokazao 1963. u [28}, a nezavisno od
njega L.M.Gluskin 1964. u[26].

U ovom radu razmatraju se neki problemi teorije kvazigrupa
i GD-grupoida.

Rad se sastoji iz Cetiri dela.

U prvom delu navedeni su poznati rezultati na koje se po-
zivamo u ostalim delovima. Uveden je n-arni GD-grupoid, odnosno
G-kvazigrupa. Dokazano je nekoliko lema koje se odnose na homo=-
topiju n-arnih GD-grupoida. Ove leme predstavljaju uop$tenja
nekih tvrdjenja za n-arne kvazigrupe iz [58] J.J.Vedelja.

U drugom delu ispituju se binarne kvazigrupe vezane
proizvolinim uravnoteZenim zakonom Wy EW, . 8] [1”] V.D.Bjelousov
je dokazao da sledeéa teorema A.Sade-a [M?] vazi ako i samo ako
se odnosi na zakon I vrste:

Skup kvazigrupa vezanih zakonom W, I, razlaZe se na izves-

i

tan broj klasa Ki » tako da su sve operacije jedne klase X

izotopne istoj operaciji 0 i operaciie 0, vezane su zako-
nom koji se dobija iz W, W, zamenom svih operacija iz Ki sa 0..
Uvodjenjem relacije ekvivalencije 3 , koja je finija od
relacije ~, dokazuje se analogng teorema (teorema 2.2.3) za
makakve uravnoteZene zakone. U sluaju zakona I vrste, ova

teorema se svodi na citiranu teoremu A.Sade-a.

Zatim se ispituju binarni GD-grupoidi vezani proizvolj-



nim uravnoteZenim zakmom i nalaze se uslovi pod kojima se pred-
hodni rezultati mogu pros$iriti na GD=-grupoide (teorema 2.3.3).
U treéem delu ispituje se familija 2k (k>2) n-arnih kvazi=-

grupa vezanih jednom posledicom Dickerovog zakona

n

ny, .n,._
(3) Al(AZ(Xi)’YZ)-Bl(Xi’BZ(XZ’yZ

>,,°°,82<xn,y§>>a

n-arne kvazigrupe vezane zakonom (3) ispitivali su V.D.
Bjelousov i M.D.Sandik u [13].

Osim toga, razmatra se zakon
(4) Ag (A, (x]) sy =B, (xy 5B, (Xs 4 53¥0) e s By(X 500D,

1<ign-1

koji povezuje op&ti Dickerov zakon (3) i opS$ti (1,n)-asocija-
tivni zakon. Teoremom 3.3.1 povezani su rezultati V.D.Bjelou-
sova [13] za op#ti Dickerov zakon (i=1), i B.Trpenovskog [SM]
za opsti (1,n)-asocijativni zakon (i=n-1).

U Cetvrtom delu razmatra se vrlo Siroka klasa uravnote-
Zenih zakona na kvazigrupama raznih duZina.

Ispituju se kvazigrupe A,B,Ai,Bi vezane zakonom
(5) A(Al(xl,aoa,xa),coe,Am(xB,geg,xp))=B(B1(y1,o,a,yY),ago,

Bn(yé,aeo,yp))

gde Jje yl,oog,yp izvesna permutacija niza xl,,g.,xp.

Daje se postupak kojim se od zakona (5) na kvazigrupa-
ma prelazi na zakon na GD-grupoidima, podesan za ispitivanje.
Dobijeni zakon nazvan je ucopSteni r-entropijski zakon. Ovde je
centralna teorema 4.3.3, kojom se dokazuje da se GD-grupoidi,
vezani uop$tenim r-entropijskim zakonom, mogu izraziti pomodu
izvesnih binarnih grupa 0.y i jedne lupe 7, duZine r. Primenom
dobijenih rezultata za GD-grupoide, opisuju se kvazigrupe veza-

ne zakonom (5). Ove kvazigrupe izraZavaju se pomoéu grupa 0.



lupe 1w, i izvesnog broja kvazigrupa manje duZine.

Rezdtati dobijeni ovim postupkom obuhvataju viSe pozna-
tih rezultata o kvazigrupama vezanim raznim uravnoteZenim za-
konima. To su (i,j)-asocijativni [58}, (i,j)-modularni [383,
entropijski 1 sli¢éni =zakoni.

Na kraju su data dva primera koji flustruju navedeni
postupak.

Ve¢ina reultata iz rada prikazani su u okviru Odseka za
algebru, matematidku logiku i teoriju brojeva, kao i u okviru

Odseka za matematiku Matematickog instituta SRS u Beogradu.



1. NEKI POZNATI REZULTATI IZ TEORIJE

KVAZIGRUPA I GD-=GRUPOIDA

Neka su Sl,oou,Sn,S (n21), neprazni skupovi i A presli=-

kavanje skupa S x“oxSn u skup S, tj. neka za svaki (xl,ooo,xn)

1

€S Xe o XS postoji A(xi,oou,xn)eso Tada je niz (Si,eoo,Sn,S,A)

1
n-arni generalisani grupoid, ili kracée, G-grupoid. Pojam G-gru-
poida uveo je S.Milié¢ u [3810 G-grupoid &esto oznalavamo samo
sa A.

Uvodimo neke uobicajene skralenice. Niz XpsooosXy oznadca-

n . n . . . .
vamo X . Ako je m>n, X Jje prazan niz. Niz Xyoeas009X Oznaca-
n 0 n puta
vamo X , a X je oznaka za prazan niz.
Neka su a, €S
k™"k?

Uvodimo preslikavanje L?(ak)ﬁsim» S slededom definicijom:

k=1,...5n fiksirani elementi skupova Sk°

Za XeS., .
i A def i=-1 n
Li(ak)x == A(a1 ,x,ai+1)°

Ako su, za svaki i=1,...,n, 1 za proizvoljan izbor ele-
- . .. A : .
menata a; €5, preslikavanja hi(ak) sirjektivna, A je n-arni
G-grupoid sa deljenjem, ili kraée, GD-grupoid.

Ako su, za svaki i=1,...,n 1 za proizvoljan izbor eleme=-

nata akeSk, preslikavanja L?(ak) bijektivna, A je n-arna

G-kvazigrupa.
Drugim relima, A je GD-grupoid ako svaka jednadina

l"’l n )

(1) Alay sXsas 1) = Y, 1gign a, €8, ,

ima bar jedno redenje po X.



A je G-kvazigrupa, ako svaka jednad¢ina (1) ima tadno
jedno redenje po X,

Ako je A n=-arna G-kvazigrupa, tada je card S,= card S,

3>|--‘

1=1,...,ny 8to neposredno siedi iz uslova da su Li ak) bijek-

-

cije.
Neka je S,=.. .=S _=S. Tada je preslikavanje A:S"— S
n-arna operacija skupa S, 1 uredjena dvojka (S,A) je n-~arni

grupoid. Grupoid takcdije &esto oznafavamo samo sa A.

Heka su a s K=21,...,n-1, Tiksirani elementi skupa S, 1
. A 4y . ..
neka je l(a) S—= S preslikavanje definisano sa
de i-1 n-1
L (Hyx ded Alay Thx,ap ).

Ako su, za Sdel ieli,...5n} 1 ppalzvoljan izbor elemenata akeS
. . A L s . . . .
preslikavanja Li(a) sirjektivna, A Je n-arni grupoild sa delje-
njem, 111 krace, D-grupoid.
Ako su, za svaki ie{1,...,r.} 1 proizvoljan izbor elemenata aksS
AN . X . v v
.(a ijekcije, A je n-arra kvazigrupa. om sludaju kaze
Ll( ) b kcije, A r j U t 1 ju kaZemo
. A, vy . ‘. .
. - nslaciia skupa omoéu azigrupe A,
da je Ll(a) 1=-ta transl fa sk S oéu kv o A

leka je A n-arnil G-grupoid, Sa’°°°’88 podniz niza

SI,VVQ,SR, duZine m, 1g¢m<xn. Uvodimo preslikavanje
LY g(adiS X . xS S
definisano sa
o plxgs e exg) 28 AGT),

gde je S;7X;, 2a ie{o,...,81}, s;=a;eS., za ie{1l,...4n}t{a,...,B8}.

Za G-grupoid (Sa,gyg,SS,S,A} kazemo da je izveden iz G-grupoida

(87,5,4).
Ako je A GD-grupoid, odnosno G-kvazigrupa, tada je i
Léc.ae(ak) GD=grupoid, odnosno G-kvazigrupa. Obrnuto oligledno

ne vazi,



s o

Uvodimo pojam homotopije 1 izotopije.

ija. n-arni G-grupoid (S?,S,A) homotopno se pres-

.. . , n - .. . n
likava ra n-arni G-grupoid (Ti,i,B) ako postoji niz H=(a1,a)
sirjektivnih preslikavanja ai:Sim* Ti’ a:S— T tako da je
ispunjens, za svaki (xl,.oc,xn)sslxouaxsn,

OACK 90003 X J)aB(a, X, 90000 X ).
R ) n) B( 1712 ¥ n n)

Hiz ¥ zovemo homotopija. Ako su UyyevesO 0 bijektiv-
* n

El

na preslikavanja, H je izotopija.
Lako se dokazuje da je izotopija relacija ekvivalenvi-
je medju n-arnim G-grupoidima.

Lema 1. Homotopna slika nm-arnog GD-grupotda je n=arni

oz merprr—

GD=arupctd.

Dckaz. HNeka je (T?,T,B) homotopna slika GD-grupoida

T

n . PR s v oc n < . .
(S, 55,A) pri homotopiji ds(al,a)g Dokazujemo da je ma koje
L B

preslikavani

e Lﬁibk)iTi-vT sirjektivno. Kako su preslikavania

o, sirjektivna, postoje a €5, takvi da je akakzbk. Iz defi-

K K
nicije honotcplje sledi da dijagran

LA

<
oi ’[

[

oo
Fan
o

o
St

komutira, t;

A B
aly(a ) = Li(bJa. .

(a3l

Neka Je veT. Tada postoji xeS, takav da je ax=y, 1
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. . A . . A
e oy «Q + - ¥ = { PRt Za -
postojl x. eS8, takav da je Li(ak)xi x. Odavde je y aLi(ak)xi

B . ‘s - , . B
:Li(bk)aixi’ ti. postoji y.=a,x,&T, takav da je Li(bk)yi:y“

)

. ., N ) - .
cko o Se I's{al ,a) homotopila G-kvazigrupe

n
1‘)

H izotopija 1 (T?aT,B) je G-kvazigrupd.,

(S, 4S,A) na O vunondd (T¢1TDB) i ako je a bijekcija, tada je
1

NHeka je (S$,A) n-arni grupoid, i n>1. Ako postoji niz
! . F, A vy .
€,5.:-:3e_ ,£S, takav da je za neki ie{l,...,n} Li(e) identi-

i -2

v L : . . . n=1, . « -+ = .
¢no preslikavanle, kaZemo da je niz (e, ~) i-jediniéni slog.
A

A ~
Vo

AL ., . . . .
Ako je L (e} identic¢no preslikavanje za svaki 1e{1,...,n},
oL
~ . . . on=1, . s sw_ s
tada je niz (el ) jedrinicéni slog.

\ . . no. . ¢ ew s .
Heka je e,%...7e ze. Ako Je e i-jediniéni slog, e je

n-1
. T TV 5 . n - e ey s . . . .
1=ti Jjedlnilni elementy ako Je e jedinic¢ni slog, e je jedini-
¢ni element.

n-arna kvazigrupa, koja ima bar jedan jediniéni element,

zove se n-arna lupa.

Neka je I1:S-— S identiéno preslikavanje 1 H(a?,l) izoto-

pija G-grupoida (S?,S,A) na G-grupoid (T?,S,B)e Tada sledeéi
dijagram komutira, za svaki i, i svaki izbor elemenata akeSk:
t2a)
S. L S
l -

o
ay //// LiCoya)
4 ’////

T,
1

U ovort sluaju kaZemo da je H glavna izotopija i G-gru-
poidi A 1 B su glavno izotopni. Glavna izotopija je takodje

&

relacija ekvivalencije medju G-grupoidima.
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Lemma 1.2. Ako je (S?,S,A) n-arna G-kvazigrupa, postoji
bar jedna lupa (5,B) njoj glavno izotopna.

Dokaz. Neka su akeSk, k=1,...,n fiksirani elementi skupova
Syce Kak?‘je A G-kvazigrupa, preslikavanja L?(ak) su bijekcije.
Neka je (S,B) n-arni grupoid definisan sa
(3)  Alxy,...,x )=B(LECa )% .00 sLitadx ),

(S,B) jé glavni izotop od (S?,S,A), dakle je prema posle-
dici leme 1, n-arna kvazigrupa. Primetimo da je L?(ak)aj=A(a?),
j=1,...,n. Iz (3) imamo, za svaki ief{1,...,n}:

(4) Aax LB a@mtAa ), .
17k 7L 1 1 k71

Kako je Lg(ak) bijektivno preslikavanje, odavde zakljucu-
(X?gﬁ)) identi&¢no preslikavanje, za svako i=1,...,n
f

o

jemo da je L

Co e U

[=)
=

dakle je e === A(a?) jediniéni element kvazigrupe (S,B).

Za (S,B) kazemo da je L-izotop G-kvazigrupe,

Za binarne kvazigrupe Je veé A A.Albert 1943, god. [u]
dokazao da je svaka kvazigrupa izotopna (i to glavno izotopna)
nekoj lupi. Ovaj rezultat su V.D.Bjelousov i M.D.Sandik u [13]
1966.god. uopdtili na n-arni sludaju. Preciznije, dokazali su
da je L-izotop n-arne kvazigrupe n-arna lupa.

Lemma 1.3. UNeka je (S?,S,A) GD-grupoid, © neka je (S,B)
kvazigrupa takva da va3t (3)., Tada je i (S,B)} lupa.

e UBITTR

Dokaz. Dokazujemo da je preslikavanje Li(A(ai)) iz (4)

identicno. leka je yeS. Kako je L?(ak) sirjektivno preslikava-
A

. . o . : -
nje, postoji x;eS., takav da je Ll(ak)xl Yo
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B, 7Ny ..A B,,, .n
Tada je, zbog (4), y=Li(A(a1))Li(ak)xizhi(A(ai)y, dakle je

B n - - y . . . e
Li(A(al))ibv* 5 identi&no preslikavanje, za svakili i=z1l,...,n

tj. (S,B) je ilupa, sa jediniénim elementom ezA(a?)o

{Qn%i

o 4
Y

Neka je yA) n=arna G-kvazigrupa. Oznadimo sa

m=(a1,ooo,an

&n+”) neku permutaciju niza indeksa (1,...,n,n+1)
i uvedimo preslikavanija

:Su x.vuxsaw~+ Sa 5
1 n n+1

definisana pomocéu

a, %n,. def ny _
A (l. )"‘X —— A(xl)-xn+1o

Kako je (Sf+1,A) G-kvazigrupa, preslikvanja A% su dobro

definisana, 1 (SZ?+1,A) je takodije kvazigrupa za proizvoljnu
1
permutaciju a.

Broj preslikavanja A% je (n+1)!, dakle svaka n-arna
G-kvazigrupa definife jos (n+1)!-1 n-arnih G-kvazigrupa, za
koje kazZemo da su konjugovane G-kvazigrupi (SI{+1,A)°

Maziv konjugovane operacije potide od S.K.Stein-a,

[52], gde se odnosi na binarni slucaj kvazigrupa. Ako je (S,A)
binarna kvazigrupa, postoji pet konjigovanih kvazigrupa, A.Sade
ih zove parastrofidke kvazigrupe [53].

Za n-arni grupoid kaZemo da Jje (i,j)wasocijativén [56],

ako je ispunjeno

Al AT T saGd ThaGE T k20

za sSvako X, .. ..35X, €S,
i < =
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Ako je (S,A) (1,j)-asocijativan n-arni grupoid za svako
j, 1<jgn, kazemo da je (S,A) n-arna semigrupa. Tada je oli-
gledno, n-arni grupoid (S,A) (i,j)=-asocijativan za svaki i,j,
1g1<jgne.

n-arna kvazigrupa koja je i n-arna semigrupa zove Se
n-arna grupa. n-arna grupa ne mora imati Jjediniéni element, a
moze ih imati i viZe. U [46] je dokazano da svaka n-arna grupa
ima 1-jedini¢éni i n-jedini&ni slog, pri demu Je i svaka njego-
va cikli¢na permutacija takodje 1- i n- jedinidni slog. Ovaj
rezultat je uopStenje rezultata o jedinici u binarnoj grupi.

U teoriji binarnih grupa poznat je Albertov stav [u]
koji glasi: ako je lupa (S,A) izotopna nekoj grupi (S,0), tada
je (S,A) izcmorfna sa (S,o0). Ovaj rezultat su V.D.Bjelousov
i M.D.Sandik {13] uopdtili na n-arni slucaj: Ako je n-arna lupa
(S,A) izotopna n-arnoj grupi (S,B) sa jedinicom, tada je (S,A)
n-arna grupa sa jedinicom, izomorfna sa (S,B). Odavde sledi da

se izotopija u teoriji grupa svodi na izomorfizam.
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IT Do

2. URAVNOTEZENI ZAK(iI IA BINARNIM KVAZIGRUPAMA
I NA GD-~GRUPOIDIMA

2.1, Uvod, U ovom delu ispitujemo uravnoteZene zakone
¢ija su sva operacijska slova duZine 2, i medjusobno razlitis=

Uvodimo oznake i definicije koje demo koristiti. Ako je w
term, skup promenljivih koje ulaze u term w oznaclavamo [wj P!
skup operacija koje ulaze u w oznacdavamo & (w).
lerm w je pravilan ako svaka promenjiva iz [wl ulazi u w taéno

jedanput. Zakon w, = Wo je uravnoteZen, ako su w, i w., pravilni

1 1 2
termi, i ako [w11= [w2] . UravnoteZeni zakon je prve vrste, ako
promenlijive ulaze u terme W, i W, istim redom, inafe je druge vrste.
U tacki 2.2, opisujemo familiju binarnilh kvazigrupnih operaci-
ja, definisanih na istom skupu, vezanih proizvoljnim uravnoteZenim
zakonom,
U tadki 2.3. reSavamo analogan problem za GD-grupocide.

2.2. UravnoteZeni zakoni na kvazigrupama.

lleka je w,=w, uravnoteZeni zakon ¢ija su sva operacijska slova

1 72

duZine dva, i medjusobom razlicita. Oznalimo sa W skup [wj?
14

= szl = {Xl""’xn+l} . Neka je &= {Ai, Bi} y i=1,...,n, familija

binarnih kvazigrupnih operacija definisanih na nepraznom skupu M

koje zadovoljavaju zakon w.,=w_, tj. neka je @(wl) = {Ai} ’ @(wz)

1 72

= {Bi} »  i=1,...,n. Oznalimne ove skupove redom sa @l i @2.

Skup ¢ WW parcijalno je uredien sledecom relacijom:
IS ! _ ]

Za s, t g@fJW, s% t ako i samo ako je s prvo slovo podterma od

v, koji sadrZ2i t. Sli¢no je uredjen i skup o NW.

Naprimer za term A(B(x,y),z) jeo Ag¢B, Mgz, Agx, Bgx, itd.
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Za svaki neprazan podskup Sc@iljw postoji infwiSC¢fJW;
i=1,2.
; . . - :
Ako je za neke x,yveW 1nfw (x,v) Ai, 1nfw

1 2
da su operacije Ai i Bj povezane, u oznaci Ai(élngi,

(x,y)sz, kaZemo

ili krade, A, «-B..
1 ]
Jdeka io n slodudn velacija ekvivalencije skupa ¢
Za A, Begd Je AnB ako i samo ako postoje Cl,a.a,CnEQ
tako da je

(l) A=Cl' Cl*"*Cz,.»@,Cn_' *'*Cn, Cn‘-zB-

1
Za svaki Agd Je AnA.
Relaciju™ uveo je V.D. Bjelousov u [14].

n+18M fiksirani elementi skupa M. xieP

Neka su al,...,a

Ako je v podterm od w; ili w,, i pc{v] , obele¥imo sa v a
i
term dobijen iz v zamenom svih xieP redom sa aieM. Neka je

A(u,v) podterm od w(w je Wy ili w,). Uvodimo preslikavanja

2 xie[v]
L?:& *M, definisana sa L?u ggg A{u,v) a r ocdnosno
i
x.€[u]
Lgv 92£ A{u,v) n .
aj

Naprimer, neka je w = A(Xl' B(C{x2§x3),x4)). Tada je

R A B B
recimo, Llu = A(u,B(C(az,a3),a4)), Llu = B(u,a4), L2v =

= B(C(a,sa3),v), itd. Ova preslikavanja zavise od izbora eleme-

nata a,eM i od oblika terma w. Kako su operacije iz ¢ kvazigrupe,

i€
uvedena preslikavanja su bijekcije.

X, EWN [A (u,v)]

Sem toga, neka je oAA(u,v}=w < Op je proizvod

a.
i

nekih preslikavanija L? , Pe¢, i=1,2, dakle je takodije bijekcija.
U gornijem primeru je, recimo, OCC(u,v)=A(al,B(C(u,v),a4))=L§L?C(u,v)
(x,y)

Heka su A, Begd, 1 nefa je A «47'B, Ako u Wy=W,

promenljive %, Sem x iy, redom sa ai;M, imamo
o \A (ax, By) =0 ;B (vx, 6Y) ,

zamenimo sve

gde su “,B,Y,égroizvcdi nekih translacija skupa M,



Code
posc

Tl izctopne, 111 obrnuto i1zotopne, prema tome
da 1] b Ly ulaze u terme Wyl W, istim redom, ili
ulaze u ., wornaoon redon ol onoga u wWy. U drugom sluCaju kaZemo
- o
da su oper.coije 1 3 obrinuto verzane, krafe, kaZemo da je
A<«>B inverz:.ja
Neka je Ax® Lina anzrrupa. Uvodimo operaciiju
skupa M:
(2) g A, e DL
A A ca L . . .
Kako su Lg, 5w T 0. bBljekcije, ¢ Je kvazigrupa, izotopna
2 :
def x; eVl
sa A. Ako jJe w term u kojl ulazi slovo A, e === je
‘ a.
1
jedinidni element ocperacije o, dakle je ¢ lupa.

em

Dokazujemo

Lema 2.2.1.

Zamenomn

LMEms

I
. YEeN Ty L 7 3
promenlils v

liko pomnoeénih tvrdienja.
c su A,Bed takve da fe ANBLAko je
A A
o . Alu,vizo, L uso, L v,
A 1 AT 7

SR 4.‘j'~~J 2 N
wiazati tvredjenie za sludaj kada su
24 kada jo A«sB, Tada e
) (e g CX L)

-



o 3 B°
o,B X.38x.) = o L, yx.00,L, 8x..
pB (¥xy,8x5) =1 Y*i 92 °%y
Uvodimo nove promenliive UsYXy, i v=6xj,i amo
o) B° B°
0,570 = Onl, uwuog Ly v
bJ (LJ.,V) 31 O'B 2

leka je & slededa relacija ekvivalencije skupa &:

Za A,RBe¢ je AXD ako 1 samo ako je AnB 1 postoji bar

ko3l definife ANB, sa parnim brojem inverzija.

ae

)
Fh

jedan niz (1},

Dakle, kvazligrupe i1z lote klase K su izotopne. Relaci-
3 & & i)
iV}

~

ja ap sadrzana je u relaciji ~, preciznije, svaka klasa X, Je

. . Cey , L1 2 . . 1 2 .
unija najvise dve klasc K% 1K, .1 ako je AEK%, BEK%, A 1B
Y Y

su obrnuto izotopne.

Neka Je w uravnoteZeni zakon ¢ije su sve operacije u

17%2
istoj klasi K , tj. za koji se ¢=K_ . Tada razlikujemo dva
slucCaja.

(1°) Bar za jednu operaciiju AeK,  postoji niz (1), koji
definiSe AnA, sa neparnim brojen inverzija.

(2°) zZa svaku operaciju AeX , svaki niz (1) koji defini-

Se AnvA, ima paran broj inverzija.

I fo! .oy - .. . s
U slucaju (17), K, =K. Zaista, ako neki niz A~NB sadrzi
v '\I ”

neparan broj inverzija, niz AVAAB ima paran broj inverzija,
dakle je AjB. Osim toga, postoji 1 niz BVB sa neparnim brojem
inverzija, takav je naprimer niz BrANVAVE, Dakle za svaku op-
eraciju BeX,  postoji niz (1) koji definiSe BvB sa neparnim
brojem inverzija.

v s C . . s
U sludaju (2°), imamo dve mogu‘nosti:

(i) K =K_,
v 4
.. 1,2
(ii) K =K UK
v i‘) ‘:\)

Zakon Jje prve vrste akc 1 samo ako je (i). Zaista, ako
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u oW, EwW, postoje promenljive x i y takve da je A~*B inverziija,

tada niz A“~E -:A ima neparan broj inverzija, pa nije slucaj

(20),~ Obrnuto je oligledno.

jeka Je (ii). Zameninmo u zaroenu Wy EW,
*

o1
pripada jednot od klasa, recimo KO, termima A {v,u).

193

sve terme A{u,v) gde A

pobijeni zakon je prve vrste.,

Dakle, umesto zakona za koie je =K dovoljno je ispitati

z\,'
zakone za koje je ¢$=K, .
N

Primer 1. Zakon A(B(y,x),z) = C(x,D(y,z)) je druge vrste,

7;'1' i el Ty} *2_.! b 7;1 7 r.) >
1".:‘}; =§>A,L,,Q}, h;"—'xBj ’ l\%“»' }\g = I\M 3

Zamenom terma B(y,x) termom

* *
B (x,y) dobijamo zakon prve vrste A(B (x,vy),z)=C(x,D(y,z)).

Primer 2. 2Zakon A(B(x,v),C(z,u))=D(E(x,z),F(y,%)) je

druga vrshte, K%ﬂwqw IA,DB,C.D,E, T,

leka Je Al=1nrw1 Py ulﬂlﬁfwﬂ 5

Lema 2.2.2. U svakem upavwn..e¥euom zakonu postoje promen-—

Ljtve z,yeW takve da je A, «-F,

Dokaz, Neka Je Al L, o e de= o Je dokazana.
i
Ako je i# 1, postoji tewW takva da je Bl=infw (t,Bi). pa je
2
(e, Cas oo (EaX), e - . L .
B, '«Ld'A, ili B, '«~S'A. prena tome da li je A.=inf (t,y) ili
1 1 1 1 1 Wy
je Al=infw (t,x).
1
Lema 2.2.3. o 0 w.er vrounote¥en? zakon za koji je
»=K D T L O S S . vz, postoje A.ed, i
hY k2 7
P : Yooy, vy n o takve da se gamenom svih

LY 2

promenljivih Tis Herm I, 3 glermentima a. e dobija jednakost



(3 Ai(alAi(azx,QBy),a4z) = B?(Slx,BZB§(S3YpB4z)).

wde su a,,B,, k=1,2,3,4, proizvodi nekih translacija skupa M.

s o

Dokaz. deka je wl:Al(ul,vl), w2=B§(u2,v2), Po lemi 2.2.2,

postoje promenlijive x,yeW takve da je Al<~+Ele ieka je

xs[ul}(\[pz} tada ije ye[ vi](\tvélc Kako je® =K, , imamo

[ul] # Lpzj .

Ako je [pi]\{pz] # &, postoji ZE‘LQB\ [ué] , dakle je ze Evzj

deka je Ak = infw (x,2), B, = inf_ (z,y). Zamenom svih promenlji-
1 ] Y3

vih X0 S€m X,¥,2, elementima aieM, dobijamo:

A (@ AP (@,y%,a,2) ya,y) =BJ (8 x,8,B(Byz,8,y))

Sliéno, ako je Euz:[\ [uljaé & imamo

o] _0 O .
Al ((IIX'Clek(QBZpa4Y) ) "‘Bl (BlBj (Ble BBZ) ’ 84y) ’
dakle vaZzi (3).

Teorema 2.2.1. Weka je w, = w

7 5 uravnoteieni zakon za koji

je ®=K, , Tada su sve kvazizruve is ®7iioinpne Jednoi lupt 0,

g . 1

g . S o s s oty d iy e PR P ’ o 2 2. >z
1opri tome lupa e nacovoliava usatorn w, (%) sW_ {0) knil se dobija
. ke

12 W, =,

‘1 ot 5 X X2 oy X .
7 . samerncm svia operacija sa V. ALod® sadrii viie od dve
<

operacije, o je arupa.
Dokaz. leka je Aet¢ , i olupa definisana pomodu (2).
Kako je ¢=K, , zbog leme 2.2.]1, za svaki Bed ije
Y

B
V.

ooy = B
OBB(U,J) =g_L"u ooBL2

BTl

Dakle sve cperacije i1z K izotopne su operaciii o , i

wmovhon o Ay ool E Iy



promenijiva. Zamenom svih pro-

ima a.eM, dobijame jednakosti
T, % P kel L+
S Oy s FElseeo,ntl.
Oznalinme sa v, term dobijen iz w, zamenom operacija iz
g A
? sa ¢, i promenijivin x, 54 1y x, . Tada je w1:§1°
A
Zaista, ako Aln, 4% }:LAX,%LAX TT X, 0T AX
1772 171 7272 i1 272

=w, . leka i bar jedan pod=-

1 ‘ 1
term oblika Aixcij}, RS R promenijive, Zamenimo
i I ]
u Wy taj podterm rnovern pronenliivon Ay Predpostavimo da je za
ovako dobijeni torm wg ispunien uslov wzzw{q S druge strane je
[{‘:\ N P
T X =20, A(X. x50, Lix.s0, L x:21.x . 61.%x., odakle sledi w,=w
aa A PEITUATIN LAY 2T T AT g Y 1771

Kako je 1,.=p., K=l,...,1n+1l, moZemo uvesti nove promenliive

u - T}(X}(

o

Kako je 9=K_ , razlikujemo dva slulaja: ill je zakon prve

e

postoll niz koji definiSe ANA, sa

vrste, ili za svaxi
neparnim brojen inverzije, U pesledniem sludaju, lupa o je

~

komutativna. Zaista, tuda za A,ed  vaii

2
e
o
-
-
S
Nt
L 3]
e
*oy
-
ot
()
o
3
o
-

. , A . fxi}! A« Aa
ml(u,:; = Af{v,u) = Ly=vel,tu NﬁlsGLliu,
S EA I

odakle je

HMeka ¢ ima vise o dve operacije. Ako u w,(9)=w2(0)
4

zamenimo sve promenliive x ivih x,v,z koje

uCestvuju u (3)

imamo



Poslodios o romn 7,0, o, aanoimery sledede poznate
ﬂ’%
teoreme [12¢:
1. Kvazigrupe vezane zakonom A{B{x,y),2)=0(x,D(y,2z)) izotop~-
ne su istoj grupi.
2. Kvazigrupe vezanc zakonom A(B(x,y),C(z,u))=D(F(x,2),F(y,u))
izotopne su 1istoj Abelovel grupil.

Iz teoreme 2.2.,1 izlazi

Teorema 2.2.2. Neks Je w =v. iuravnoteieni zakon takav da

: 1.2 . o ) 1. : ,
Jje @=K =K UKD . Sve kvaszigrupe klase X 1zotopne su jednoj
N , N
. P o s N o .
lupio, a sve kvazigrupe klase K, lup? % , lupe 0 i % zadovo=
"

ljavaju zakon uevz=vatu 1 zakon kojt se dobija iz W, =W, zame-=

a 8y a iz X§ sa = . Ako je broj

L+
o

-

nom svih operacija ia K
operacija u K. vedi od dva, ° 1 % su arupe.

8] {1&} V.D.Bjelousov dokazao je da sledeéa teorema A.Sade-a
vazi ako 1 samo ako se odnosi na zakone prve vrste:

! v (R ~
Sve kvazigrupe jedne klase h%(z:i,ooc,s) uravnoteZenog

zakona w,=w, i1zotopne su jednod coperaciji o,, pri &emu ope-

e

.

racije 0. zadovoljavalu zakon koji se dobija iz w, W, zamenom
svih operacija iz Ky sa 0:.

Mi dokazujemo analupgnu teoremu za makaekav uravnoteZeni
zakon. Ako je zaksn prve vrste, ova teorema svodi se na citi-
ranu teoremu A,Sade=a,

Teorema 2.2,°2

o= W EW proiavoljon uravrnoteient
4 4

zakon. Sve kvazigrupe jedne klase Xj (i=1,...,8) tzotopne su

Jednog lupt ° .y izotopija Je eoblika

;“& Y
abgd 05 Ik

g.Alu,v) = 0o
A »V)

1 lupe o, zadovoliavaju zakon koii se dobije iz Wy R,
i

R S
sSvih vperasLja La i

zamenom

[

e



YL
=L

Dokaz. Troosoie doras ionn Iniasoiiom po broju klasa Km

Za s=1, twediconie sisdl o touors D007, Yeka Je tvredjenie

T LT, i+l Riana, 1 dekaZimo da vazi za

zakon sa 5 klasa .

Dokazujemo pomoéno tvrdisnje,

Ako je A<B<C, {1 AwvC, tada o B,

Dokaz pomoénog tvrdjenia. ko je vz?(ui,uni, umesto Lu]
, i 9

o x S T S i NP P r
piSemo 1 EFJU Heka je 2%, ¢ D=ini U] Zbog MC Je ﬁﬁ]#[@ .

]
Sem toga je i ¢ 0, Sto se lako

Jdeka jo C,=inf L, i1 oneka je C,°05. Tada je, analogno,
c.l#p e s
Produzavajuéi ovaj postunak, dobiijamo niz

(:\’U\'Clp"‘;:’ e R

i pri tome. je

1 “
Kako je C*35, mcora niti iil
(i) za neki k&li, nyﬁ, i1l
(ii)za neki ked, C, -~ .
U slucaju (i}, imamo IMC, u siuaju {i11) postoje dve

Eia{;“{«.«,ﬂ,i L3

©. Postoji yegay_lj%f”
- 3

1

xe[Dk_zl, tada je




g T I
4; | S A e
A =z A
(i, ¢ ‘ i
fada, 2oy {ii}, ponurad ., Toko da e

1 . leka

BARO & ON iy

I : ST A

Pfada je C,=inf {r,zy, I L=io7 Ivour, dalle e
i A ;

(7)

Iz (¢)y 1 (7% leal ol iy o Lo

Prelazino no ¢ o SD

. i
Oznacino sa K klasua hota Ao 1 I,. Zroj operacija
Y - i &

u svakoi klasi je paran, polovina ih je u Wy polovina u Vs

osku svio podterna terma w, koji

[14]. Jdeka je Uuigl,a@.,u .

r

Pt
.

. O B A e B : P R . - s 3
ne saurze OE_:L{'%;A S L DL, LA marA wWWa o d, 1

- L L st v i

in 3 ™ i P . e : R
uj ’ LuiJALujjz Yo S8lidno do UCsiu L. shuap podterma terma
Jmost T, G0 e os.rod operacija
pn L7 okabwva da je

. FPiksi-

Coo Lo, ot ulaze U term

operacije iz

M
ol
[
[ 6]
ol

2
P«
Ef
[ 4
£
{
3
3
5
e



E{pi%u ;o su @2, Sam e o
zamenjene su 1z0U0Rnan Opnraciioaoa, O04

ovog zakona 15tovreionu rFiaso zahcno

manji je ocd s.

Tt Ty - T e s ey s X fr e s e e um
UoCimo zalon w., Ww. 1 Za;cihiied teron

promenlijivoen ¥ Vremn unnmrory domdy

zakon w£=w£, takav da jao L

T L
operaclja Rkn,» Urimonenii 1nauRol 18k
- - - — 2 PR B o M -
teoremne 2.2.2 na ovaj zakon w. =0,

Navodimo jedan prinor.

Odredjujeno kvazigrupe ., U., i=l,...,0,

=3, (L
A

< . A . I's ~ 1
U ovoir sludasu je P = SO
- a4 [ B
L1122 0 L
My =ha, Vv 5 v, Tl P St o I &
! v “, -
1 2 3 ;
s — n d _— Y T Y > T o B
1\(\,“" £ q =0 0 bv,, A'« Lh gog fu e po PR P R
e L et S L R YA B

-~

Prema teoremi 2.2. 3,

counhe lane

o
L

je u ov=v Lu, u 5v=v gu, Operaciia g
1 & 4 ] : J

04 i 05 jednniost

su grupe, i wvali

((x %z) %u)) %(v %(w %t}}n{w %{w pt) )y ((H

-t £
Ma koja operacija iz 7
naprimer, za A,6K°, vaZ:  ocdnakost

W

e

aipotecge na zakone (8), 1

moZe sc lzuraziti pomodu X

cracije

oosve klase X
~

njihov broj

.. istomnm

{
e

ada uravnoteZeni

vezane zakonom

Y‘,' 4

:‘w,b ::{ Dz'A(} ’ K:?::{ ,:\3,54}

+2.3.4,5 takve da

.elova grupa, operacije

§y) §(u %2))-

0
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A, A AL AL A A, A, A
1,72 N oo or 12 102, My
L, "L, Au(u,x) = Ly7Ly Ly u %Li Li"Ly v
Sli¢no vasi i za ostale kvazigrupe.

2.3, UravnoteZeni zakoni na GD-grupoidima.

Posmatramo familiju GD=-grunoida veran:: proizvoljnim urav-
noteZenim zakonom, ¢ija su sva operacijska slova duZine dva.
Neka je Wy, uravnotezeni zakon, ©1=®(w1)={A1,ooogAg ,
= ¢ = { o s o dwd =9, W= ;): = Do e .
®2 (Wz) 819 ~98n}s 1Y Fp 1 Eli 1&21 {Xis axn+1}

Neka je sem toga A :infw ©, B,=inf

1 1 1* 71 Wo 2°

Dalje, neka su Xss 1=1,...,n+1, Qi’Pi’ iz1l,...,n, neprazni
ékupovie

DefiniSemo GD=-grupoide AyBys i=1, ..,n v¢ ane zakonom
W, =W, na sledeéi nadin:

1. x; &y, 171,...,n41,

2. Ako je Ak(u,v) podterm terma Wy uell, veV, Ay je pres-
likavanje skupa UxV u Qk, t]. Akzﬁxv-» Qko

3. Ako je Bk(u,v) podterm terma w,, uel, veV, By je pres=-
likavanije skupa UxV u Pk, t3. Bk:UxV~+ Pks

4, P

M.

i

-
174
Neka su a.eX., i=l,,..,n+1, fiksirani elementi skupova X..,

1774 i
Prvo posmatramo uravnoteZeni zakon za koji je ¢=K .
. w
o s _— . (X,¥)
Neka su promenljive x,yeW takve da je AlﬁmmﬁiBio
Tada, zamenom svih promenljivih x.eW, izuzev x i y, elementima
P
a.eX., dobijamo
i 71
o
(11) Al(ax,ﬁy) = Bl(yx,éy),

gde su a,B8,y,8 izvesna sirjektivna preslikavania, B, cznalava

O

B1 11z Bﬁd
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Predpostavimeo da je ispunjen sledeéi uslov:

Ay, M By . By
Preslikavanja. (i) L i L, , 111 (i1) L i L,7, il1i
; o 1 Z o 1 2
A B1 B1 A1
(12) (iii) L," 1 L2 , 111 (iv) Ly iL, su bijekcije.
Deknvuieno sledeée tvrdjenje.
Teo v 7 3.1, Neka je Wy, uravnotefent zakon na GD-grupo-
itdima i neka je® = K. Ako vaZi uslov (12), postoji lupa 9 defi-
~

ntsana na skupu M, koja je homotopna slika svih GD-grupoida veza-

nih zakonom Wy=W, . Lupa o zadovoljava zakon w1(°)=w2(°) koji se
dobija iz W, sv, zamenom svih operacitjB8&ih slova skupa ¢ simbolom
0 . Za svaki GD-grupoid Aed, homotopija je oblika

. A A
OAA(U,V) = cALluGGAsz

Ako & sadrit vide od dva operacijska slova, lupa o je grupa.
Dokaz. DefiniSimo operaciju o skupa M na sledeéi nadin:

U slu¢aju (i), (iii), (iv):

Ay A
(13) Al(u,v)z‘L1 uOL2 Ve
U slucaju (ii):
By B
(1) Bi(u,v)=L1 uoL2 Vo

Dokazujemo da je operacija o dobro definisana. U sludaju

(i) i (ii), to je oligledno. Predpostavimo da vazi (iii). Neka
A
su x 1 y dva proizvoljna elementa skupa 1. Kako je L11 bijekeci=-
' A
ja, postoji tafno jedan u takav da je x=L11uo Preslikavanije

L21 je sirjektivne, dakle postoji bar jedan v takav da je L?v:yn
Dokazujemo da proizvod x0y ne zavisi od izbora elementa v, tj.

dokazujemo:
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A &Y
Ako je L21v”=L21v", tada je, za svaki u, Ai(u,v')=A1(u,v")o

Iz (11) imamoc

A B
1 1
i &L= 1 Y
L158) by L1
i
A B
1g. 1 16
(16) L2 = L2 .

Kakc je preslikavanje g sirjektivno, postoji s” takav da
je v’=Bs”1 postoji s" takav da je v"=gs".
Dakle imamo
A A

1. - 1
L2 gs” = L2 gs',

i zbog (16), , ,
21 B)
# o 1
L2 §s = L2 §s".
5
Kako je L,  bijekcija, imamo gs“=gs".
Kako je preslikavanje a sirjektivno, postojl t takav da
je  at=u. Kako je §s7= §s", imamo
Bl(ytadsﬁ)351(yt,68“)e
Odavde, zbog (11), dcbijamo
Al(at,gs’):Alcat,gs"),
ili
Al(u,v}=A1(u,v")5
U sluCaju (ii), dokaz je analogan.
Lakc je dokazati da je o lupa.
Kako je o =K 1z (13), odnosno (1l4), imamo:

W

Za svaki AeK ,
N

A A
gAA(u,v) =z GAL1UOGAL2V,

i indukcijom po broju promenljivih u W, dokazujemo



0)= 0
wl( ) wz( ).

Ako @ sadrzi viSe od dva operacijska slova, postoje
promenljive x,y,zeW takve da zamenom svih promenljivih Xss
sem X,y¥,z fiksiranim elementima aiEXi, imamo
(17 Al(alAkxazx,GBy},auz)=B1(51x,828j(Esy,ﬁuz)),

gde su a,, B.

i 121,2,3,4 izvesna sirjektivna preslikavanja.

. ¢ o o .
Postoje dve mogucCnosti. Ili je zakon w =W, prve vrste,

1
ili je lupa ¢ komutativna., U oba sludaja, zamenom u wi(°)=w2(°)
svih promenljivih, sem Xx,y,z iz (17), jediniénim elementom lupe
0, dobijamo
(xo0y)oz = x0(yoz),

Teorema je dokazana.

Iz predhodne tecreme neposredno izlazi

Teorema 2.3.2. Neka je Wy W, uravnoteZenti zakon na GD-

i\/Ki - Ako uslov (12) vaZi, postoje

Y s
lupe o 7 * , definisane na skupu M, takve»da Jje 9 homotopna sli-

grupoidima i neka je %=X, =K

ka svih GD=-grupoida skupa Ki&’ 1 * homotopna slika svih GD=-gru-

poida skupa Kis Lupe ° i * vezane su zakonom udtvz=v*u, 1 zakonom
~ns

koji se dobija 71z w

1 . . .. 2 .
Ky Sa o, T zamenom svih operacija slova skupa K. 8a *,

4V, aamenom svih operactijskih slova skupa

Ako & sadrii viSe od dva operacijska slova, lupe o 7 * su
grupe.
Neka je W, FW, proizvoljan uravnoteZeni zakon na GD-grupoi=-

dima. Predpostavimo da se skup & razlaZe na s klasa K{ . Za svaku

. o ‘ s s . v s .

klasu Ki s J=1,...58, 1lmamo K1=K%k/K%, gde je Kié®1’ K%c.@zo Ako

su A. 1 B. operacij®ka slova definisanalA.=inf K3 i B.=zinf J,
3 3 3 Wy 1 J Wy 2



za svako j=1,...,s postoje dve promenlijive ijV i yjew takve da je

o 1. j‘ - 0 3 3
AjAj(alxj,azjj) UEij(lej’Bzyj)°
Ako skup K sadrzi vise od dva operacijska slova, postoje

tri promenljive Xj’ yj, Zj eW takve da je

& 3 A0 e
A,Ajwj K. (y2 ]9Y3/ ),Yuzj) og . B (63 a@% k (63y 5642 D).
J 3 3
Neka vaze sledeéi uslovi:
Preslikavanja: (1) CA.Li i OAfLZ , 11i (ii) GBqu i
B. J A J % 3 B®
(18)OB°L23 , 111 (ii1) g, 197 4 OB‘L23, il1i (iv) gB.Lij i
J J J J
Al
gA.sz su bijekcije, (j=1,...,8).
J

Teorema 2.3.3. Neka je Wy =W, protzvoljan uravnotefenti zakon
na GD-grupoidima. Ako uslovi (18) va3e, postoje lupe o (P=1,0.04t)
definisane na skupu M, koje su homotopne slike svih GD-grupoida

i . . ..
klasa K% 1=1,...,t, respektivno, Lupe 0, vezane su zakonom koji

ce . . i i
se dobija iz W, =W, zamenom svih operacijR&ih slova klase K%sa 0

X
A (2

1=1,...4t. Za svaki A K+ s, hotopija je oblika
A A
Alu,v)s= =0 Lyud o, LoV,

i

A ima vide od dva operacijska

Ako klasa Km,koga sadrii K

slova, lupa o je grupa.
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Dokaz., Teorema se dokazuje indukcijom po broju klasa
Kiﬁ j=1l,...458, analogno dokazu teoreme 2.2.3.

Predhodna teorema moZe se primeniti i na neke zakone
na kvazigrupama raznih duZina, koji se, uvodjenjem novih ope-
racija, mogu svesti na zakone na GD-grupoidima, koji zadovo-
ljavaju uslove teoreme.

Navodimo jedan primer.

Posmatramo zakon

m n
(19)A, (A, (T, A, (x],

p q - r k
1))’Au(y1’A5(yp+1)))'81(82<B3(y1)’Bu(BS(xl)’
n
’Xk+1))’yg+1}
na kvazigrupama, pri emu je m<k i p<. DuZine kvazigrupa Asy
i=1,...45 su redom 2, m+l, n-m, p+l, q-p. DuZine kvazigrupa Bi

izl,...45 su redom q-r+l1, 2, r, n-k+1, k.

Uvodjenjem GD-grupoida:

Ay (G %) el o oM,
Ay (S, 0,60y 8T A Gn ),
AL((yg),yp+1) def A, Ph,
E;((yg*i),(y§+1)) 2 A,
B, (y,a (v, .0 e 3 v,
§g<<y§>,<y;+1)> el 5.y,
B, Gy s (7, 1) L 5, (D,
B, 65, 00 88 5 o

dobijamo zakon
A" av v v

N v "~ N
Ai(Az(x,Ag(y,z)),Aq(u,As(v,t)))=Bi(82(B3(u,v),BQ(BS(x,y),Z}),t)

koji zadovoljava uslove teoreme,
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. . 1 2 1 .1 2 2 .3
U ovom slucaju je ¢ =X~ vXK K =Ky VK K"=K
Ju ] . R A e T e

Ky ={A A, ,A

L 2 3_ 3
. ,91§53} R K%-{BQ} . K%-{AQ,Ag,Bu,BS}O

5
Postoje grupe 01, °2, °3 takve da je u®,v=v®,u i grupa

Qi je homotopna slika svih GD-grupoida klase Ké, 1=1,2,3.
Vradanjemna polazne kvazigrupe dobijamo sledeéi rezultat:
Ako kvazigrupe Ai’Bi (i=1,...,5) zadovoljawiu zakon (19),
postoje grupe 045 055 04 i kvazigrupe K,L,M,P,Q,R, duZina
redom D,r-=p, q-r myk~-m,n-k, takve da je

1
AL (X,y)= L 1L2 Vs

A, A

1 2
A (x )=P(x" )03L1 L2 m+l

L L2 A (xm+1) Q(x +1)°3R(xk+1>

A1 Ay
Au(y K(yi)o 2 YP+1 b
A
L, A (\p+1) L(y )o M(y +1)
B
B (yq) L1 Y04 M(yr+1)
B, B B, B

1, 72 1,72
B (u,v)= L L1 uole L2 V,

N >Pﬂ $>H :DPA >+4
=

L

B
2., . P
L L1 Ba(yi)-K(yi)o b(yp+1)
81 B
Bq(x )=L2 L 0, R(x
B
1

1 X3 k+1)

..x

L

MDUI\‘)UUMEJHCI’

B (x y=P(x™" )03Q(x 1}3
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III DEO
3. NEKA UOPSTENJA DIKEROVOG ZAKONA

NA KVAZ IGRUPAMA

3.1. Uvod.

Polazeci od Dikerovoyg zakona
(1) A,y =R X B, ¥) e e sAlX YD)
imamo naprimer ovu posledicu

n,.n n n n
A(A(A(xl)yg),22)=A(xl,A(x2,A(y2,zz),...,A(yn,zz)),...,
A(x /A(Yyr2y) reeesAly 2500,

Sto moZemo kracde napisati u obliku
(2) A(A(A(X );Y )2 )-A(leA(X ’A(yl'“ )] 2)]?=2)'
gde ui]l 5 oznacava niz terma uz,...,un.

Jdazovimo k~Dikerov zakon slededu posledicu zakona (1):

K= l,n)I ) -

Lin
(3) A(A(.EGA(J(].].)‘Q‘.' 1\ l 2 kz
_ , n, in n
= A(kll'A(xli"°"A(Xk-l,}'xk2)]}=2"')]i=2)

za k=3, postaje (2), i za k=2, Dikerov zaken (1).

koji,
U tacki 3.2 posmatramo uopsSteni k~Dikerov zakon
in k=1,n,_Xkn,
(4) Al(Az(eQmA}:(Xll)"..' k l )an:
_ ) kn, In n
= Bl()«.l ,B (x ,...,B (Xk 1 3‘,xkz)h‘__,j.,.)!iﬁ‘)

na kvazigrupama.
U tacki 3.3 posmatramo kvazigrupe vezane zakononm

(5) A(B{Xl):Yg)’C(X;ID(Xi+1fy2)"*'fD(anYg))f

gde je 1€is$n-1,

Za i=1, (5) postaje uopSteni Dikerov zakon, a za i=n-1l

postaje uopsteni (1l,n)-asocijativni zakon.



3.2. Uopdteni k-Dikerov zakon na n-kvazigrupama.

Neka su Ai' B., i=1,...,k, n—-arne kvazigrupe definisane na

i
nepraznom skupu M, koje zadovoljavaju uop$teni k-Dikerov
zakon (4).

Jeka je a neki fiksirani element skupa M.

) neki podterm terma Wy ili v, zakona

(4), zamenimo sve promenljive terme u fiksiranim elementom

. n
Ako je P(u,vi] {=2

agM, i sve terme vy istim termom v. lako dobijamo term

xe [u]
P(uiagﬂ Ve V)

Za ma koju kvazigrupu Pe{Ai,Bi}uvodimo preslikavanie
BP:M+ M definisano sa :
Za makoji veM,
def xelu]

a. Vv =— plu

P aed *Verer1Vle

daprimer,

BA v =Ak-l(Ak(a"“"a)’V""’V)'

k-1
8
V = B (A, V,se0s,V),
BI 1
Lema 3.2.1.PresgitRkaveniz @ 8. 8 3]
n ¢ Blysoa’ Lsk“‘l’ AZ,‘IQ’ Ak

su bijekeije.
Dokaz. Zamenimo u zakonu (1) sve promenliive X12""'Xln
novom promenljivom Xy i zamenimo sve ostale promenlijive, sem

XogreeerXy, fiksiranim elementom agi. Tada dobijamo

A A
- 1 k-1 w
(27 L3t ...L) Ak_l(eAk X035

Ako u ovoj jednakosti zamenimo sa ael sve promenljive,

2n B BB B3
) - BlBZ(Xl’Ll X22'uwa’Ill in)a

sem Jedne ol Xa . recimo x. , dobijaémo
L

2n 5
A A A B
1 k=2 k=1 8 2. 3
r = ) .
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odakle zakljudujemo da je GB bijekcija.
1l

Zamenom svih promenljivih u (27°), sem Xy, Sa aeM, imamo

A A B
1 k-1 _ 2

odakle sledi da je i SA bijekcija.
k

Sli¢éno iz jednakosti

A A B B
. 1 k-3 3n, _ 4 4
(37) LyTeenly™ "Ap (8, XpeX3y) =0 Oy B3 (XyeLy Hyprewesly Xgp)
k-1 172
imamo
LAl LAk-3TAk-2y =0_ 8 TB3LB4y
1 7771 n “3n By b “n 71 “3n
i
A A B
1l k-2 3
Ly .4 6 X, =6_ © L, x
1 1 A2 7B "B, 1 %2

odakle zakljucujemo da su preslikavania 8rS i SN bhijekcije.
: 2 iVEL*‘,l

ProduzZavajucéi ovaj postupak,na kraju dobijamo jednakost

. kn, _ kn
(k%) Al(eAzxk~l’ sz) _eBl"“eBk_lBk(xk-l'ka)'

odakle zakljulujemo da su preslikavanijia GB i SA bijekcije.
k-1 2

pPosledica 1. Binarne operacije ﬁi (i=1,...,k=-1) i Xi

(i=2,...,k) definisane sa

'ﬁi(u,V)é_.-‘-a;.‘iBi(u,vu-.,V) i

= def
Ai (u,V)"‘.—:"_—Ai (u,V, (IR .’V)

su kvazigrupe.
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Posledica 2. Slede¢i parovi kvazigrupe su medjusobno izoto-

i B, .

pnis A 1 K

i By Ay 1Byyeee, A

k
Dokaz. Ovo tvrdjenje sledi iz jednakosti

Ay Ay By Bzx

Dyteee By R0y Ly TRy e e e Dy TR )
i jednakosti (27),..., (k7).

Uvodimo sledecde oznan=. Jeka su

6‘,‘ ] ess B ’ i=2'.-.,k.
B,

Teorema 3.2.1. Neka su Ai' Bi' i=l,...,k, n- arne kvazigrupe

na skupu M veszane uopStenim k-Dikerovim zakonom (4),
Tada postoji grupa na skupu M, 7 (n-1)=arne kvazigrupe

Dl""' Dk-l'CZ""'CP’ i P na skupu M, takve da je

Ay

n, _ st

A
n, _ i n —- .
(ai) gAiAi(Xl) = o5 Iy xlﬂoA_Di(xz), i=2,...,k=1;

1 1

(bi) o

I
Q
=

) n . .
B l kl OOB.Ci(X2)’ l“2,.oo’k'

B B
o3 2 -
Y =P ({x 5 T - 3 £y LLTx ) 1
L ,.-l'.,‘{}‘ ‘J.! - v T, -al n yes ey
3 2 Ly

st
w1
3
o
b

(3,)

Ny 4. -1 , -1
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Dokaz. Iz zakona {4) siedi

(6) S LB
l LK 2 2 l l .
{eka je
. n, def n .
‘;i{‘HZ) x Bi(afuz)i lzzl""ki
n, def xs[u} n .
Di(uz) Ai(u ac !\'I ,uz)' l—l’.oo,k-lo

Ci i Di su (n-1l)-arne kvazigrupe.

Iz zakona (4) dobijaju se sledefe jednakosti:

A B B
o k 2n, = 3 3 )
(27) qgk-l Ak'l(it ill,xzz)-—Bl(xn,Cz(L1 Xopees LyTXoplly
-1 a B B
k 3n, = 4 4
o A, L L. x X2, ) =B, (% B c. (L, x ool X, )
(3°)  Byx-g K2 1 17117 %3271t e, T30 F32rttrty Fanl e

S 6 5 6 & s 8 0 st E A RS ES LSRN E I RGNS LSNP ES S LS TSSOSO NS SISO NETESSCDS

A A
o] 2 k kn, = -

5
N

e s Colst npanesXy ))
92 Bk"l kY 7k2 kn

Iz ovih jednakosti , za X1, = 2, sledi:
B 53

2n, _ 3v P )
(2") %k-le"l (x55)= 0B7C2 (L7500 eeeyly ¥0u77
B B
3n 4 4
" —

LN B B I I B B I BN R 2 BN D D B O B B N L T BN B K B B N B N NN Y I N I I I N R R I S B S N Y S SR NI R S S SN Y

" o (DY in
k") 0y Bp) =g = )

Ako u zakonu (4) stavimo Xj e s o =X, =X,y i=1,.¢¢4k=-1,

in
dobijamo zakon

5 * ; Jkny _= = kn
Al (Az(. . .Ak (Xllpxl) ;}-2) r e -gcskz)-Bl (Xll'BZ(xl' * 80 'Bk (Xk-l,xkz) . e .)) .

ny - N -
Neka gouv Al:Nan £¢Ji i Bp:Han %—’M

GD~grupoidi definisani sa



R}(u,{v§>) def Aliﬁ,vg),
A, .. n def® n
B’k&usi“\"’2)) == Bk(u,vz)«

Iz prethodnog zakona imamo

At

o

— a e AV
Ag(AZ(;Q;Ak(xzi,xl),xz),cQa,x)=81(x11,82(x1,3gggBk(xk_l,x)oau))g

G

T

Odavde prema teoremi 2.3.1, deo II, imamo

B& Bi B
7, (s = 1 =
(7 pl(u,v) L1 uok, v L1

1u09R V.,
1

gde je ¢ grupa definisana na skupu 1.

Dokazujemo da se operacije A mogu izraziti preko

A
¢ v o o3ia
127 #0k=1

grupe o 1 (n-1)-arnih kvazigrupa El,u.u$§‘

k=1
Iz (2°) i (7) imamo
A B B. B
k 2n 1 3 3
A (r..7"x x“M)=L, "x C(L, "x S 4
o] - H 08 3 3
Ak-l k=1 1 711 29 1 711 51 271 22 1 72n),
odakle, zbog (6) 1 (2") je
n Ak-l n
on A, (x)=0 L X, o0 D, (x,).
Aoq k=177177%, 71 1%%, _ k=12

Slidno iz (39),...,(k®),(3"),...,(k"), zbog (6) i (7)

imamo
ny_ ;“i-\ n 3 e 3 YV o
GAuAi(x1>“OAuL1 xlocA_Di(Xz), 152500 .,x~1,
i i i
n Al n
1 =1 1] .
i Ag{x1) LyTxq0 i(xz)u
Dokazujemo sada da se operacije Byso o 3By mogu izraziti

preko grupe ¢ 1 (n=1)=-arnih kvazigrupa Coavvnlye

Zaista, i1z jednakosti (2),...,(k) dobiia se

B.

i n < n
(bi) o 1 xlocBiCi(XZ)’ 122, .. 4Kk.

5.(x)z0py L
171 i

B,



Ostaje na kraju da odredimo Ak iB

Iz (ai) neposredno sledi

= AL
(8) wy= g Alxygs¥iyloo,

1z (b3) imamo

(@]
Pt
o

B
3x 0g
3 83 1 722 B3 3
B

3 .
.11 %2093 -3

.1>=c2<c;<o L Cal. 33, o,

0;1(0 ¢ ..2)).
3 3
Nastavliajuéi ovaj postupak, iz (bk) imamo najzad:

3x§§)) =
~

A

kn
22 By

Ck(xig)},véo,

k
-1 By ~, kn
o, (o X . _0og C(x,)))).
Bk BkLl gt TR k2

b

:Ckvl(sB (op L, Xx-1,2°98

Stavimo u predhodnu jednakors -

xn
T, (x)

e
B. TkTTKY ¥

o C, (L, 7x e s glas X
OB, 4 k=171 "k-1,277700"1 Fi-1yn

pa imamo

C i; c e
&/k~2(90<~5!\}f:\. . (ouo) VC



Vo tbiy Eoas gli, Fo Je
3 Z
}Z' J;: i }‘.')rtl {8)) W Ig I ,’_? )y .

Chail . ‘j A0

(u cznadava inverzni element od elementa u, u odnosu na
grupnu operaciju 9 ).

Tada imanmo

B B,
g " (.,n):‘,";,ﬁ'.. 2
A L\}{‘ 4’\1 LN 1

3 i ]
K

3 S
2 2
B, ? Y 3.,
Fa = a '
o, L, x °Co, L, x Yoo L Tx
B,"1 *n-1 %R *n’ 5,71 Xar
gde je
P o -
by A "(,‘ 1
P(x, 2== 5, (x,, 0, x . X . se)
1 ) 107> B %o 000 % Xygo
kvazigrupa duZine n=-1.
Kako e
k)
B B
6 A (xYeBL(x .1 2 N
A‘jk XodmBaWXgabg Kpgevvgby X0y
‘K
imamoc na kraju
n "1 2 "1\
By(x =Pl o %Mo x ) Ty F xR N T Y x
oot =2 - 2 7 TE
Ovim je tecorema d



3.3 Veza izmedju Dikerovog i (1,n)=-asoewijativnog zakona.,

Neka Ay5,0,D &etiri n-arne kvazigrupe definisane na

93}
Pt
52

neprazncn skupu i, koje zadovolija. ju zakon (5).

Neka 12 a€ll neki fiksirani element.

Uvodimo preclikavan®a @ :M— 1 @.:4 —1 sa
o)
-
O X BLA, XT),
def i on-~1
DLk = 0L,
.
Iz zarcuna (57 inano
(9) AL o ,71"; ( \,n)
i3 ;34.3J23" wd /\,512 o
Staviiajudl X2YopZeeo3y _q%a 1z (9) dobijamo
/s Y]

odakle sledi da je §,. permutacija.
A\

Stavijajuéi u (9) YoIeso 3y =a, dobijamo

(10) LA

.- D
SX"QCle

sdakle sled: da je 6 permutaciia.
Prema tome, 1z (9) sledi da su kvazigrupe A 1 D izotopne.
Iz zaxoena (%) imamo tel'ndie

.
A n q D ™
P

4 PR G G - Pl . o
(13\) 4~:-‘-/<1“~2L> - \4(>\13L4Ai+3’u o nvbi..‘,"ﬁ.ri)

<

cdakle zakliudulono da su kvazigrupe B I

fa
o
il
<O
[ @]
ol
8]
o}
:3
ot
et
U
0
[
e
D
Q
T
]
o1
o8
(3

Tecrema 3 3. 1. Ako su A,B,C,D mn=-arne kvazigrupe na skupu

vezane zaxonom {(8), posteji grupa ¢ i {n=1)=arne kvazigrupe
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n . n
A(Xl) = Ll¥l°O<x2),

. ..,.n . n
6 D(xy) = 00 (3
¢ (%l) eclel OL(Yz)'
LAB(XP) = P "Xiie LDX. o {0 LDX )-l 20
1 1 YRITUCTLTi+1T Ve n ’ !
o] -1 D
JIPN4 z Lix ) 16 z
eC‘l n-1 (nglxn) / eClen’
el n R I 40 i z n _l
v(Xl) L(xl,ecxi+1v(ecxn) roesey

-1
ecxn_ls(acxn) )oecxnm

(2 s
Dokaz. Uvodimo GD-grupoide R, B, E, »] pomodéu

e s

X l,(‘zn._Jdef«(x ),

(G l),x D& I

d fm +1
)EE5E (1t

3 Xl’ (x ))%éEED(“

1) -
Tada iz (5) dobijamo

K(%x,y)z) = 6(X,B(y,z)), Odavde je

N X X
(12) Alx,y) = le oLéy
n, _ A n
odnosno A(Xl) = l 1 aQ(xz)
gde je O(yn)éiin(a,x )

Iz (9) i (lo) imamo

oQ(Xn

oeny

) D
1 c 1

*1
Uzimajudi u obzir (12) i (13), (5) postaje

A n, ., n, _ ., i
LlB(Xl) 0‘:}(},{’2) h L‘}’-ll e (e Ll +l Q(Y2)}I“"°°'e (e

C l

oo(v‘;‘))
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Ako stavimo Q(yg) = (6,L ) l, iz prethodne

c l
jednakosti dobijamo

A n, _ D -1
LiB{xy) = P(Xl’e x iv1° Ocly®y)
D D
...,6 l n-1 o(SCLan) )OGCLl n
gde je
n-1,def -1 -1

P(x X1 Jem— C(x 1,6 l+l,e.,,ec xn_l,e)

kvazigrupa duZine n-1, e jedinica grupe o.

Iz (11) imamo najzad

n, _ i -1 -1
C(xl) = P(Xllecxi+1°(ecxn) 'ooc'ecxn_lo (eCXn) ) oeCXn,

¢ime je teorema dokazana.

Iz teoreme 3.3.1 dobijaju se poznati rezultati

[13] , [56] za i=1 i za i=n-1.



IV DEO

4, JEDNA KLASA URAVNOTEZENIH ZAKONA NA KVAZIGRUPAMA
RAZNIH DUZINA

4.1, Uvod

Uo&imo uravnoteZeni zakon Wy =W, oblika

(1) A(ul,uoo,um)=8(v1,cou,vn),

gde Jje
imi
u; = Ai(xi1 ), 1=1, .00 4,
ini
v, = Bi(yi1 )y 1=1,::. 40,

A’B’Ai’Bi su operacijska slova, duZina redom MyNyMe 5N,

m
Pri tome je igfni z igini , 1 niz Yq1s°**9Ynn je neka permu-
n

tacija niza x .oogX .
J 11° ? mm,

U ovom delu ispitujemo kvazigrupe A’B’Ai’Bi’ definisane
na nepraznom skupu M, vezane zakonom (1). Opisujemo postupak,
kojim se od zakona (1) na kvazigrupama prelazi na zakon, pode-
san za ispitivanje, na GD-grupoidima, koji su vezanli sa polaz-
nim kvazigrupama. Ovakav zakon zovemo uopSteni r-entropijski
zakon., Opisujemo zatim ove GD-grupoide, pomoéu izvesnih lupa
definisanih na skupu M. Koristeéi dobijene rezultate, opisu-
jemo polazne kvazigrupe.

4,2, Svodijenje zakona (1) na uopSteni r-entropijski zakon.

Postupak ¢emo podeliti na nekoliko koraka.
1, korak. Promenljive u termima us (i=1,...,m) preuredimo
po redu pojavlijivanja u W i uvodimo kvazigrupe Ki, konjugova-

ne sa A.:
i

L
=t

e

!

lTi(Zil,!az- A/\i(xil”.m,xim.),

*“im.
i i



= Ll -
zde su (zii’”“"7if.} mi-forke dobilene iz (Xil’”°°’xim.) tim
i
preuredjivanjem. Ma ovaj nadin dobijamo od terma wy term W,

A 3 4% 3 T7 =t
-nxui,,aa,um) ivaii v, =w,.
mima v, (i=zl,...,n) po redu

alogno, kvazigrupe B.,

S

-

IAATEERE
de su (t. coe gl .
g su ( i1?cc0 1n ) i

denim postupkom, Na ovaj nadi

i imamo w,=w.,.
1 2

Primer. Zaken A(A, (x,y),4,(z,u,v))=B(B

>

Preuredimo

pojavljivanja u ﬁi,

xonjugovane sa Bi:

B(y .

iiaﬂcvaY* )

in

~torke dobijene iz (y41’°’c’yin

L

sada promenljive u ter-

i uvodimo, an-

) nave-

dobijamo term w2=B(?1,oo@,Vn)

1(v,y,z},82(u,x))

postaje X(Xl(y XD, 2\e3 Z,u))=B(B, (yv,v,2),B,(x,u)).

2,korak, Uclimo podterme -A z vessZ i T.=B.(t.,,.

BNt h ! 1 ( 11° t 1m1) 3 3( 31°
°"tjn> J=1ly...4n, Nazovimo o,. zalednilkil podniz nizova

1]
(zll’°°°’zlm ) 1 (tjl,”u,tup‘)a Tada niz (zll,qdc,zlm1)postaje
1 T 1
moZe i nedos-

niz (ali,ea a0 pri Zemu neki od podnizova a

tajati, ako Uy i Ve nemaiu
nadin razlazZzemo sve zove
sve nizove (t..,c.:-5t. 3, j
‘ J1 i
i J i
N ’ailx R
Ai :lI Xeoo onI s
(la,.| je duzina niza a..J,
13 13
cijom:
" der ¢ o,
f{\i(qilgc»“’alr‘l) S ctnint ‘.‘.i\
Analognc uvodimo GD=-gru
i § 3
fo, s | [T
s 13! oy
%lj :XI ] Xcmxl LJ —
pomodu
Y ( 3 detf = (
D i) LAE L ,O‘.m; _ ffl»
1713 ]

13

ajednidkih promenljivih.
Zil"ﬂg’zim:)’ 1215000 51,
21,00 5N

duZine najviSe n,

Zgﬂgmzn,z;m )o
i im.
s
noide
noid
¢
Linan ’tjn ¥.

MNa ovaj

i analogno

Zatim uvodimo GD=-grupoide

s3lededom defini-
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Na ovaj naé&in, sa zakona §1=w2 na kvazigrupama, prelazimo na

zakon W, =W, na GD-grupoidima, koji je takodje uravnoteZen i

172

ima sledeéa svojstva.
1% Red ulaZenja promenljivih u makoji term G} (91) jednak je

redu ulaZenja tih promenljivih u ﬁa (ﬁ&).

2%Dve promenljive istog terma 8}(0}) pripadaju raznim termima
Y] PR Y] Y AT

Vj ivy (uj 1 uk}o
Primer.Zakon A(Al(x,y),*Efz,w,v))=B(Bl(z,u),B2(x,y,v))_postaje
=

ACRY (), R, (2,v)) =B, (L3,

s

LERLV) )

3.korak. Predpostavimo da term Q&

=§%(c51,..ocﬁm), duZine vedée od 1, 1 da neke promenljive

sadrZi neki podterm Q} =

qju,...,giv toga terma ulaze redom u terme duZine 1 G%u,.e.,ﬁav
terma Qaa Oznadimo sa o niz (aju,o,.,ajv). Uo&imo sve pod-
terme 93, jeJc{ly...,n} koji imaju navedeno svojstvo, i defini-
¥imo GD-grupoide gj pomoéu terma koji se dobija iz ¥; ako se
umesto promenljive a3, stavi as, a ostale promenljive niza a3
bri3u. Defini%imo zatim GD-grupoid A duzine m“gm, pomoéu terma
koji se dobija iz A(&l,caa,&m) ako se za svako jgJ umesto pod-
terma &ju stavi oy a podtermi koji sadrZe ostale promenljive

iz s brisu,

X g

Na analogan nadin uvodimo GD-grupoide 3

Primer. Zakon A(Ai(x),Az(y,z,v},A3(w),Au(u))zB(ﬂl(x,y,d),Bz(z),
Y N,
B3(v,w)), postaje A(X,Az(y,z,v),w)=§(Bl(X,y),z,B3(v,w)).
% N A \ .
Ovim korakom prelazimo na zakon k(ul,...,&m,)=§(@1,ag.,Wn,) koji

. . O : O . . . .
pored navedenih svojstava 17 1 27 1ima 1 sledeéa svojstva.

Y "
39 Ako je &i=Ki(x1,oo.,xs) makoji podterm terma %1 i ss1,
n ~
najvide jedna promenljiva X} terma ﬁi ulazi u term V. duZine 1

L —~
N . ~ . v » el . s
1 tada jJe vj:xk, Sli¢no vaZi 1 za terme K Ako neka promenlji-

va x ulazi sa obe strane zakona u podterm duZine 1, najvise



» s 5 - 3 B
v x s . : 7 1. Uedimo prvo terme
3k wa L, itd, nalzad uodimo terme skupa
Sd Toout onin reder ¥otim se til termi javliaju u termu

je (ul,...,u’.) tako dnobijeni niz. Analogno definiSemo

- ~ . 2 .
B Dohseeiyv ») Ovi nizove eni su do na poredak skupova
4 IS
@ - > ~y . -~ - rd .
S.0u onizu S,4...0,5 . Uvodinmo sada GD-grupoide A” 1 B”, konjugo-
B - s
lah
) o .
3 IR P L
Ed -
\ P
R R T {,fnr\‘ AP {')3?7(7’3)

S N DL S P O R T2 PR G DD

P, q
C(ui)-D(vj)
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u.=ci(x. . 060 X" ¢ 0 0 x' ) i:l o 3 @ 1 9 0 ¢ ] o ¢
TR R I X530 s ig ’ ) 'Ps L Lac <J < <B$Q:

v.=D soecsXrsgcoo X

j j(xaj l:] Bj}, jzl,eea’q, 1<a<oco<i<eoa<8€p

na GD-grupoidima C,D,Ci,Dj

definisanim sa

1. x..eX. lgigp, 1gigq.

i3=7i3e
2. Ci:Xiaxa.ﬂxkiB~» Py
D.otX oXx...XX . .
i "l 85
3. C:P

1x= o sxpp - II,

Dﬁleucaqu~* Mo

(Ako je U =Xg s Ci je identidno preslikavanije Xia—» Xia:Pi’ i
sli¢no, ako je ijxaj’ Dj je 1dentidnc preslikavanie Xaj_ﬁ Xaj:Qj°)
Xij’Pi’Qj’M su proizvolini neprazni skupovi,
o}

Zakon (2) ima svojstva 1° 1 2 , predpostavimo da ima i svoj-

stva BO,uO i sledeée svojstvo:
5° Nizovi (ui,guo,up) i(vl,oma,vq) su oblika

(ull,,ua,ulpl,aoa,url,csuurpr), odnosno

(vll,oa.,v ),

8 ¢ ¢ v 5 ) V
1q1’ sV rqr

pri &emu je

P1 3 ?1 Pr " qr v .
.U [uliJ = ¥J [Vli]900u3 ‘U [Uri“ = i\:/j_ [ Pll °
1=1 i=1 i=1

Ovaj zakon zovemo uop&teni r-entropijski zakon tipa pxq.

Promenljive zakone (2) moZemo predstaviti u vidu matrice | mijl

tipa pxq, definisane sa m; .=

5 Xij’ ako se u zakonu (2) javlija

promenljiva Xi30 inace mijzﬂu Dakle, promenljive terma us pripa-

daju i-toj vrsti, a promenljive terma vj j=-toj koloni.
Na osnovu osobine 50, ova matrica je blokovski dijagonalna,

sa r blokova B ,P_ na d@agonali, koji odgovaraju redom

1,;91,‘
skupovima Sqysce«sS,. Blok B, je formata P;Xq; -

r

Neka su aijexiﬁ fiksirani elementi skupova Xijn
~

Uvodimo GD-grupoide izvedene iz zakona (2).
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Heka je (un,raé,av) makojl neprazan podniz niza (ul,ss:,up}
i {vg,cao,vv) makoji neprazan podniz niza (vi,;oc,vﬂ);

DefiniSemo izvedene GD=grupoide

Lt (yeu 2 cun, o u *ige oAl D ,
MooV T M v 1 Pllassex. .
13

¢ LeWN([v Ju. Vv D
D det Xi3® u v
L (Vi gorsgVy,) == C(v,, .. o4V )

\} , ,v ’ ’ » £ s 3
H. .. u 1 q alje?lj

Dalje, za makoje GD-grupoide Ci i Dj definiéimoﬁzvedene GD~-

grupoide N )
. o f 1 LU A G S

i def X313 B e aXy
Hleoav(xu’“””’xv) __' Ci<xia’”°”’xiﬁ) ayseXss
135713

Dj dé’; ' xijEEVj]\.{xu,;ao,x\)}

(X 5eueyx ) DX 29000 9X a ¥

HeeoV U v J o al 83 if;g i3

Uvodimo sada u skup izvedenih GD-grupida neke pomoéne
relacije.

Uo&imo skup svih GD=-grupoida izvedenih iz C i D, tj. sve

. ,D . . .
. 1 L . U oval skup uvodimo relaci-
Qo = o B u.\}

mn
7™

GD-grupoide oblika L

ju—» na sledeéi nadin. Za GD-grupoide Lii gt Li L(P5Qe{C,D D)
P Q

kazemo da je La — L " ako i1 samo ako postoje promenljive
LRI ”_}z,;v;

X 30009 X, U zakonu (2) takve da fiksiranjem ostalih promenlijivih

B

xij sa aijexij, dobijamo jednakost

LF (b X 500058 .% )=LQ (o (X socssX ),
GeoesB Ta o BB Weeev Thgeoly  lq Hic

o x 4 0 B x
Wy Bugre O

gde su ¢a,3o~,¢8 neki GD=-grupoidi duZine 1, $u1°ccuk’vooa
Y N GD-grupoidi duZine vedée 1l1li jednake 1. Pri tome je GD-
10""4 o h

grupoid Lﬁ duzine manje 1li jednake duZini GD=-grupoida

e oV
p
LasucB



Neka je =—> minimalna tranzitivna i refleksivna relacija
koja sadrii— , U vezi sa ovom relacijom dokazujemo nekoliko
pomoénih tvrdjenja.

Neka je w1=w2 zakon (2) za koji je r=1, tj. svi termi us s
1 Tada vaze sledee leme.

Lema 4%:3:1 Svaka dva GD-grupoida Li Z LS (P,Qe{C,D})

vj su u istom skupu S

izvedena itz uopStenog l-entropijskog zakona su u relactiii =%.

Dokaz. Lema sledi neposredno is definicije relacije.=? i
definicije skupa Sy -
Lema 4.3.2 Svaka dva binarna GD-grupoida Lig 7 Lgv(P,Qs(C,D})

tavedena iz uopdtenog l-entropijskog zakona su u relaciji =» .

Dokaz. Dokazujemo, prvo, sledeée. Ako Lq—a LD, ipFas pos . 71
—_— o TR
c D
#, tako da L L .
AU aB™ TuA

Neka Lc*f 1P ,» tada x ulazi u terme u i v . Term u,Z ili
a U o u B

sadrzi promenljivu y koja ulazi u neki v , y#y ;, 1li sadrZi samo
v

jednu promenljivu y koja ulazi u term v . U prvom siudaju,
H

LCSEiX.LD . U drugom, zbog osobin= 3° (str.45) u, sadrZzi promen-
a IRV

1jivu z koja ulazi u neki v . y#£m , pa je Lgezlﬁ-LD .
L Hv

Odavde neposredno sledi: Ako LE::>LS, (PsQe{C;sD}) 1 pén,

p 0
stoji )#y tako da L~ L=
po ji A%y tako da a8$$ ¥
. P P . P P
Dalje, ako L =L 1 R# £ tada L =L
e, . " BFa s BFU af ue

Iz L§:=>LP sledi da postoji niz

SRS AN SR SO

o p o 1 u

Na osnovu predhodnog, postoji y, takav da je L§§¢ L?V@

&
0
Ako je g#3 , tada je L: — qu, ako je g=p, tada je
Dy y

LQ N LP =LP . Nastavljaju 1 prs .pak, dobijamo niz
%v Qca B% p
L L L (L Js Lo L Yer 7 .
aB_‘* 0 — 52 “oa i UB’ J€ Jje u#p

Neka su Lphi LQ proizvoljna dva binarna GD=-grupoida.

af LV

Na osnovu predhodnog, postoji ), takav da je LPR::?LQA
al M



0 . . P Q v s .
LﬁA1=>L?“F Odavde sledi La8==>kﬁ}’ éime Je lema dokazana.

i
Uvodime sada u skup svil izvedenih binarnih GD=-grupoida

P " . . . .. .

Lag,Pe{b,D,Ci,Di}, relaciju ~ 1z II dela. Relacije:=» i

P . P
3-'£{CyD}. Tada imamo sledelu

poklapaju se na skupu svih I’
: a3

posledicu predhodne leme,

Posledica 1. Svaka dva GD-grupoida izvedena iz uop3tenacg

l-entropijskog zakona su u relaciji a.

Lema 4.3.3 Za svaki GD-grupoid Lg 3 izveden Tz uopitencyg

I-entropijskog zakona postoji GD-grupoid LS vy Mmanje duiine
. P Q 5

takav da je LuquB’G>Lu o (P,Qe{C,D}).

Dokaz. Dokazujemo prvo da za svaki binarni GD=grupoid

8 Y

LP postoji GD-grupoid LQ duzine 1, takav da je Lp = 1,
o B u af o

Kako su svi terml u istom skupu S,, postoji term u, sa bar
e ..

dve promenljive, X i X, 5 koje pripadaju redom termima v. i Vo

o -4
C. Na osnovu predhodne leme, za svaki binarni

Tada je LD — 15
GD=gru eiékLP "é LP ==>LD Ste sa LD LC daje i =%>*C
- > ; S 8 . : > L Lis e
g p OLBJ af ]k’ ]ké 1 o 1
. P oo 0 . .P QL .
Dakle za svaki Laapost031 L™ takav da je L p==>u y t3. posteil
i afs M
niz
X49Y P, X,y Xe _as¥y
1? 2 29 '.,,:_;.3.7 -
LP i e 2y Thedtkel Q)
af o 8 H
p Z 2
Neka je Laﬁ oy GD~grupoid proizvoljne duZine (P,Qg{C,D}3).

Tada imamo iz predhodnog niza

P *p¥10- 02 P A AR T Ul ot A

L ERECEEY p
(XBoea'Y (X,QBzeu;‘Yz [TEERI

oo

™
gde je duzZina GD-grupoida L; , bar za jedan manja od duZine

™
GD-grupoida L&Q vy



Posledica 2. Za svaki GD-grupoid LiB LSLF,0e{C,2H

izveden iz uopStenog l-entropijskog zakona postoji binarni GD-

D
grupoid LQ takav da je L° =10 .
UV a uv

Posledica 3. Za svaki GD=-grupoid Li (P,Qe{C,D})

Boooy
izveden iz uopStenog l-entropijskog zakona postoji GD=-grupoid

L% duzine 1 takav da je Liﬁcooy”@’L% .

Uvodimo sada u skup binarnih GD-grupoida izvedenih iz za=
kona (2) relaciju ekvivalencije V. Sledele rezonovanje analog-
no je onom u II delu.

Neka je za zakon (2) r=1, Na osnovu posledice 1, svi bin=-

arni izvedeni GD-grupoidi su u istom skupu K, Razlikujemo dva

slucaja.
1% Za neki LP (P,Qe{C,D,C.,D. }) postoji niz LP WLP sa nep-
. o8 s Lt i aR afl
arnim brojem inverzija.
2° Za svaki LP svaki niz L? NLP ima paran broj inverzija
aR’ aB T aB P ] raila-
U sludaju 1°, K, =K.
v

U sludaju 2°, postoje dve moguénosti,
. il
2

Qme o
v

27 K =X
"

-

275 K,\):K
v
Ako je 27, zakon (2) je prve vrste, O&igledno, vazi i ob-
rnuto, za svaki zakon (2) prve vrste za koji je r=1 vazi 27

Slucaj 2°” svodi se na zakon prve vrste zamenom svih GD-grupoida

Ligiz jedne od klasa, recimo Ki » sa njima konjugovanim Liz ,
47 V

Primeri.,
1. Zakon A(Al(x,y),AQCZ,u),A3(v,w))=B(B1(z,v),Bz(x,w),B3(y,u))
nije prve vrste, i K, K, . Dakle je sludaj 1°.

v

2. Zakon A(Z,Az(x,y),A3(u,v))=8(x,52(z,y,u),v) nije prve vrste

.. 1.2 .
ali je quKq?Kﬂ s pa se svodl na zakon prve vrste:
4V v
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o Cs o0 ~ C:
LYL (X 400:5% J=L.L "x 0...0LJL "x .
“LQ"‘)“B o 8 g lB 8
Dy
Sli¢no vazi i za GD-grupoide L .
i Qe oo %

Izvedeni GD=-grupoidi duZine 2 mogu se izraziti preko grupe
o 3 indukcijom dokazimc da Je to moguée za izvedeni GD=-grupoid

makcje duZine.

C . D < s . .
Heka su L 1 L GD~grupcidi takvi da Jje
0500»6 UeoeV -
c D s . D . s . s .
La Bw» Lu , Lot Ge 1 manje duzine., Tada vazZzi jednakost
o0 v w‘.\' Uvd&\)
- D D
C o ST et (o™ (x 9 Xy )
T T o . »,)\ ”0009 ,ODO,
(X,e,ooB(Li xi,u»¢.‘34,4j /\-,\ Yoo\ knuoh }\ h
'Xv
Lv (X ,ooo’X )),
BGDn m n D D
. . S . .. .D v
Po 1ndukeciljzko] hlpotez;3 operacije Luavchk%ogh’Lm¢0@n nogu

se izraziti pomedéu o, t3.
C C D D

c B ,‘TD? u , D v (X 30:}0,)( }
LOLOHB(Li XQ,DOQ,L3 Xj}wuuuk 7ch(xk,ooQ,xh)oo,QoLvLmaoon m n
D D o D D
- D 9] D D W D AV
L Lk Xk0e ’OOLULh X“QoocOL_\)Lm X 0, JOOL\) n Xnu

Pri tome, zakon je 11i prve vrste, 1li je operacija o komu-
tativna, pa se promenljive javlijaju istim redom sa obe strane
predhodne jednakosti.

kosti oblika

Keristedi jedna

. C D

o ] D, "y

La L i = TULL 3

dobijamo najzad

C f‘
L (x M@x}ﬁi,:«s“ch .
.o T’ o I ! 878

Prema lemi &.3.3; zakljudujemo da ova jednakost vazi za

.. . I
svaki 1izvedeni GD-grupoid L g Pe{C,D}.
u‘f,u;;u,
. . P s
Dakle, za svaki GD=-grupoid L 8 Pg{C,D,Ci,Di} vazi
QL oo v
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P P P
oL (X ,sve4X,) = oL x o0, 00 L %
Po...B8 "a? B P oa'a YPTRTR

Ovim je teorema dokazana.

Neposredna posledica teorcme #.3.1 je

2

Tecrema 4.3.2 Neka je (2) I=entrspijeki zakon za keji Jje

K, 7K,. Tada vafe jednakosti:

A
- c c
;(xi,eaa,xp) = lelgo.waprp,
. D L

D(xi,goasxq) = Lixleu,au,vxq,
~ C. PO

Lo (k,yewesx. > = LOL Y0 0l Tx L is1,...,p,
17171 Py 171 71 17p: Py

LD, (x,,eneyx ) = Dt o oD e g s s
ivittye i 1 i71 71 17 q;° ’ ’

Posmatramo sada uopdteni r-entropiiski zakon na GD=grupo-
P P13 grup
idima (r >1). Ovaj zakon moZemo napisati u obliku

< TV v s o
(L{') C(ull’aco g\llpi,oo ',url,ece,urzjr)‘d(\/iigaoa’virigc o ugvr\isao ,\J£

: o d- .
seevsV . b0 Pri tome prepostavimo
da su termi svakog od skupova Dy takvi da flksiranijem svih pro-
menlijiviy u zakonu (&) sem (nih iz Si’ dobijamo uopSteni l-en-

tropiiski zakon za koji je K =K . HNa osnovu primedbe na str. 54,

oo

svaki zakon (4) moguée je svesti na zakon za kojili je taj uslov
ispunjen.

Uvodimo sada jednu operaciju n skupa M duZine r pomodu
koje ¢emc opisatl GD-grupoide vezane zakonom (#).

U svakom skupu S, (k=1,...,r) pnstoji bar jedan term koji

nije promenitjiva. Zalsta, eko je pk>1, tada je 1 qk>1, iu

+

1 v, . koji nisu promenljive.

1

skupu Sy pcstoje termi u
K

kik
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Preslikavanja Lgi’ k=s+l,...,r su sirjekcije, pa postoje
. . N o
(ali ne jednoznadcno) Xgpp2o° 0¥, takvi da je Lklxk'zk’ kzs+l,..0,0.

Dokazujemo da iz jednakosti

C _+_+C s

(6) Lg% shygx " s kes+l,.0er
sledi jednakost

C S » oy C S _ 4 -, -,
(?) Llilcoal"icxl’xs+1’°°G’xr)-Liiigocrl<xi’>\8+1’°°°’xi ,ooo,xr,)e

Dovoljno je dokazati jednakost

C S » » P C S » o, P
(8) Llilooer‘l(xl’xs-fl’u°°’xi’uu°’xr)”Llilocor‘l(xl’xS-fl,oeg’xi ’eo,xr

Iz zakona (4) sledi
(9) LC X =LD D, .(x,), za k=s+1 r

k17k “k17k1 k7 oo oate

Iz (6) 1 (9) imamo

P p (x’)=LD D, . (x:%), za k=s+1 r

k17k1 "k k1"k1*"k ‘2 LIRS A

Kako su preslikavania Lgl bijekcije, odavde imamo
(10) Dkl(xk)=Dk1(xk ),

Iz zakona (4) sledi da u svakom skupu S, moZemo izabrati po
jednu promenljivu Yy»s tako da fiksiranjem ostalih promenljivih

sem ¥, dobijamo jednakost

C

(11) L1i

135usis,(s"'l)l’aoo’r1(¢1y1,000’¢Sys,ys+1’oeo’yr)

D

L1 esi L Gsrn1, . crt eV Ve P oy 1 Wangdoe e 0Py )

Kako su preslikavanija ¢ 3 sirjekcije, moZemo izabrati elemente

tys...5t  takve da je ¢t =x, izl,...48, pa imamo, zbog (10)

1?



D . . .
Lljlgagrl(l\;}ltl,oco,wstS’D(s+1)1(xs+1),eac’Dkl(xk)’uao,Drlcxr))
- D P . s -
L1310t ol TeDiguny 1 gag ) e 0D B0 000Dy (600,

odakle, zbog (11) i prema izboru elemenata Tisveentys sledi
(8), 8to je trebalo dokazati.

Dakle operacija w skupa M je dobro definisana, a lako se

).
1]
a.GEX..

dokazuje 1 da je lupa, ¢ija jedinica je wy
137 1]

Uo¢imo izvedene GD-grupoide L? Pe{C,D}, duzine

a32890°° ,PY’
r. Za njih vaZe sledea tvrdjenija.

i

. . P
Lema 4.3.4. Makoja dva GD-grupoida L
J grupotda Ly, og....,ry

Q
Liy,?v,oﬂc,rk tzvedena i1z uopdtenog r-entrov- ~kog zakona su u
relaciji = (P,Qe{C,D}).

Dokaz. Zamenom svih promenljivih X549 sem onih koje pripa-

daju termima skupa Sk (ke{1l,...r}) fiksiranim elementima aijexij

dobijamo zakon &iji su svi termi u istom skupu Si» Pa na osnovu

leme 4.3.1 sledi Li&::?LQ » 2a makoja dva GD-grupoida duZine 1.

kB
Odredjenosti radi, dokazujemo Lgucvory=:>bguo.qu°

Ovo dokazujemo indukecijom po broju klasa Sy

s . C D A i
Predpostavimo da jJe LZBQUert=$i?g vy 1 t3. postojli niz

C y ,occ,z D y25€‘5"—‘3?‘2 y}(‘l&”V9zk" :
LZB,cery-;-—"~—ﬁ3 LZszge,ryz“‘““_‘*’&*‘ + L2Vg°9 r)°

Neka je x promenljiva iz terma u, . Tada imamo niz

X3Ya9::-52 XyYrs-=csZ \
¢ 1 A LD 2 R LR

L1a28. .0y 1a,28,. Ty, L

1&2 AV ERES ar)\’
gde su svi GD-grupoidi iste duZine, jer promenljive pripadaju

raznim skupovima S, - Dakle je
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D D

(12) L1a2BQeQPY$L162\)QQOPAO

S druge strane je L?.a #L?u s pa postoji niz

D X100 %2 k=1 D
1-& laz 9 e 0 1 Q
Izaberimo po jednu promenljivu y,...,z redom iz terma Vo
gaa,vrxg Tada imamo
LD )(1’3’,"""'3,2L LC ngy,uoo’z
132 ye e o) - lag2vyeseTh, oo
X - ,y,aoo’z
k-1 > LD— ’ tj.
1@2\)0091")\
(13) LP D

1’(“12 Vo @ ;I‘A:Lipz Vo o arka

Iz (12) i (13) imamo
C D
LlaucerY?Lluoo¢r)\o

Odavde neposredno sledi

P Q
Llag“ry %Llud.erl’ za P,QQ{C,D}Q
Lema 4.3.5. Za makoji GD-grupoid LPa ry izveden iz uopd-

P . P
1d...7Y * Du?Llaoo.ry
Dokaz. Ova lema je posledica lema 4.3.3 i 4,3.4., Indukcijom

P
lo...7y

tenog r-entropijskog zakona je Cepl (P,Qe{C,I})

po broju skupova Sk
takav da Qr=?L§a ry’ P,Qe{C,D}, a na osnovu predhodne leme

dokazuje se da postoji GD-grupoid L

to vazi za svaki GD-grupoid duZine r. Lema je dokazana.

Dokazujemo sada glavni rezultat ove glave. Sledefom teoremom
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opisuju se GD-grupoidi C’D’Ci’Di vezani zakonom (4). Zamenom
svih promenljivih xij’ sem onih koje pripadaju termima skupa

S za neki ke{l,...4r}, elementima aingij, iz zakona (4) do-

k’
bija se zakon
C

kloogkpk(uk1’°°°’ukpk

).
k

(v
k

y=1P

(1%) L K1...kq

Klyooo,kq

Za ovaj zakon su svi termi us i vy u istom skupu S dakle su svi

k,
binarni GD-grupoidi izvedeni iz ovog zakona u istoj klasi K, .
Kao §to smo videli, uvodjenjem konjugovanih GD-grupoida mogude
je postiéi da je K%sz, Posmatramo zakone (4) za koje je taj

uslov ispunjen za svaki k=1,...,r.

Teorema 4.3.3, Neka je (4) uopSteni r-entropijski zakon na

GD-grupoidima koji zadovoljavaju uslov : za svaki ke{l,...,r}, za
kojz je Py >1 2 93 >1s svi binarni GD-grupcidi izvedeni iz zakona

(14) pripadaju istom sKupu Ki“
, ~
Tada postoji lupa 7 dulfine r, definisana na skupu M, 71 za

svaki keg{l,...,r} 3a koji je pk>1 Z qk>1 postoji grupa 0, na

skupu M tako da je:

C(xll’ecs,xlpi’ooe,xrl,ooc’xrpr) -

C C

11x11°1°°°°1L C

= (L
ip.x geoo gt aX 40 cos 0 X
1 lp1 ri“ri'r rrp,,rp,

(15)9

D(xii,ooo,xlqi,qoo,xri,uom,xrqr)

D D D D y.

11x11°1°°“°1L1p1’°°°’Lr1Xr1°r°“°orquerqr

\= (L

Osim toga Je



Co s
_,C ki C ki
icki(xia’ooe’XiB)-LkiLa xi&chookLkiLB XiB,

D - D, .
D | "kJ k1,
B B3’

D
kj a X cooo ijL

= 0
.D, . (x z,a.u,xsj) L o3 'k K

37k3 o]

D

)31

c
)|

C
ki

kj

ki _ D

(17) L .L

gde je 1$i$Pka 15jﬁqk s k=zly...,r.

Dokaz. Na osnovu teoreme 4.3.1, neposredno se dokazuje da
postoije grupeo, , za svaki k, za koji je pk>1, 1<kgr, 1 da vaiZe
jednakosti (16) i slidne jednakosti za GD~grupoide izvedene
ki * Diye
Neka je 7 operacija skupa M definisana pomoéu (5).

iz GD-grupoida C

Na osnovu leme 4.3.5 je

c
C<=?L1i

(18) 1

D
D-=>L1i

OQGri i
r

1go.rir.

Dokazujemo pomoéno tvrdjenje.

Ako je
(19) LY L (p,Qe{c,D})
1aﬂ&018900r’Y00.v6‘_‘9 1“0001\)000r‘xﬂﬂdrp ’ , ’
i ako je
LQ (x X X X )
e ool Voo cPA o T2 T3TY2T 03T )N 0030y
-1 Q Q Q
-ﬂ(Liuxpsicocollexv,oua,LkaAoracaorLrpxp)

tada je i

P

Llagaclngor‘Y““,ré(xa,aeo’xB,‘q.,xY,aao’xa)

P p p p
-W(Llaxaola s o ﬂingxB,. o e ’er(yorc o o OPLrsxs)a
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Zaista, zbog (19) iz zakona (4) imamo:

‘1o, B LTy L8
a,ooa,LB 8’90@3 ‘Yl X,Y’ooo’ 61 XGc

P

Lia.,ngg.,PYanuré(L

Q1 ( )
* o 0 X ,Q ,X\)
V1 o V2 h

Q
=12 (L ¥

1”05.1 ,D.I‘A,Q,r‘p ul °°°uk‘ ),oao,L

(x coo gX
UI’ ’ Uk

Ql")\ Q
Aoool(xx ,-QO,XX),aca,Lr’
1 m 1 m P

ooo,L o

Doapn(xp ,e.o,xp ))

1 1 n
Q Q
Q , ¥1u 1Q Y1V

1u ulooouk(xul’oon,);‘}.{) 01ooa 01 1

-TT(L (X\) ,aoe,x\))g

vV vi®*®wn 1 h
Q

Q. rh o (x xy do.eeo L e (x x )
LK I ] ’..9, e © @ ’.0.’
Hp A Aiu,,ak >\1 A r-rp olwgo oy P

0
Q Y1u 6 .0 . Q1u Uy 1V,
X ceo W LS L Xy eoe 0, L Xy 0je0s0 ’
1l b w1 thaute Xy f1eee 1Jﬂ) v, °10 1Jﬂ) v
Q_ %on Q_ %A QLo Q%
.’.’LI‘)\LA Xx 0 eanI’LI’XLA X;\ OP‘..OI‘LI"}\L)\ X)\ °"°°er)\LX Xk )0
1 1 m 1 1 n n

=7T(L

Primetimo sledeée. Prvo, za svaku promenljivu zakona (i)

¢ xi _ D Px3
ki“kj kj ki
ili je operacija o komutativna, ili je zakon (14) I vrste.

P, .
To sledi iz teoreme 4,3.1. Treée, preslikavanja Likj su sirjektivna.

va?i jednakost oblika L . Drugo, za neki kef1,...,r}

Na osnovu toga, uvodjenjem novih promenljivih, iz predhodnog dobi-
jamo (20).

Dakle, dokazali smo pomoéno tvrdjenie.

Na osnovu (18), definije operacije T , i1 predhodnog tvrdjenjia,
neposredno slede jednakosti (15).

Ovim je teorema dokazana.

Iz teoreme 4.3.3 neposredno sledi da se GD=-grupoidi C’D’Ci’Di
vezani makakvim uopS$tenim r-entropijskim zakonom mogu takodje izra-

ziti preko operacija T, o s K=1,...,0.
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4.4 Odredjivanje kvazigrupa vezanih zakonom (1).

Teorema 4,3.3 cmoguéava nam da opiSemo kvazigrupe A,B,
A;,B; vezane zakonom (1),

Naime, postupkom opisanim u 4.2 prelazimo sa zakona na
kvazigrupama, na zakon (4) na GD-grupoidima. Pri tome, na
svakom koraku imamo jednakosti koje vezuju stare i nove
operacije.

Primenom teoreme 4.3,3 opisujemo GD-grupoide vezane zakonom
(4). Svaki GD=-grupoid zakona (4) vezan je s nekom kvazigrupom
zakona (1), pa se ove kvazigrupe, pomodéu (15) i (16) mogu tako-
dje izraziti preko m 1 0y Neke od kvazigrupa zakona (1) osta-
ju neodredjene do na jedékost koja se dobija iz (17) prelaskom
sa GD-grupoida na kvazigrupe.

Navedeni postupak ilustrovaéemo sa nekoliko primera.

4,5, Primeri,

1, Odredjujemo kvazigrupe vezane zakonom
A(Al(y,x),Az(z,u),A3(v,t,w))=B(Bl(z),BQCu),B3(x,v,w,t),Bu(y)).
1. korak.

'Kl(x,y) def Al(y,x),

Xé(v,w,t) def

A3(v,t,w),
ACAL (X,¥) 58, (2,0) Ag(v,yw,£))=B(B, (2),B, (W) By (x,v,w,t) ,B, (y)),

2. korak.

A &R e,
%s(x,V) dei B3(x,v,w,t),

— a2l ~J
A(Ai(x,y),Az(z,u),A3(V))=B(Bl(z),Bz(u),Ba(x,V),Bu(y)).
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z) =LA ,w),
def

Alx,y,V) A(x,y,K3(v>>,

O
-

Y
B(Z,x,y) 522 B(B,(2),B,(u),x,B,(y)),

n
A(Al(x,y),K2<Z),V)=§(z,§3(x,V),y)°

4, korak.

(o}
(D
Hh

AT (x,y,2)

iy

ef

|
we >
<
N
<

B (x,y,2)
.- , P

AT (A} (x,y),V,A,(Z))=B (B4 (x,V),y,2).

Dobili smo uopSteni r-entropijski zakon,r=2.

Uvodjenjem konjugovanih operacija

AT (y,x,2) i

A"(x,y,2)
. n
B3(x,y) = B3(y,x),
dobijamo zakon
N '\;‘
A"(V,Ai(x,y),Az(Z)) = B’(BQ(V,X),y,Z)

koji zadovoljava uslove teoreme 4.3.3.

Dakle je
ATV, x,y) = mLh v %, 18y,
B (xX,y,2) = “(L?’XoLg'y,Lg‘Z),
LA"E, (x,y) = L%"LQ%XoL%"Lzlya
Lﬁﬁg(v,x) = L§'L53v°Lf’L§3x a

Osim toga, vaZe jednakosti



- 65 -

~
L?"V . L?’Lf3vz
LgnLilx = L?‘Ligx,
A"y = 2y,
L§"X2(2)= Lg’za

Odavde imamo

Alx,y,v) = W(L?voL?x,Lgy),

B B B
B(z,u,X,y) = W(L3xoLuy,L12(z,u)),
A A A
1 _ A1 A1
L1 Al(x,y) = L1L2 yoL1L1 X
B B
B _ .B, 73 B, "3
L3B3(x,v,w,t) = L3L23u(v,w,t)oL3L1 X,
odnosno

B
LOA, (z,u) = L2, (B, (2),B,(w),

B

A B. -3
L3A3(v,t,w) = L3L23u(v,w,t),
A
A1 _ B
LiLyy = LyByy,
B
A, _ .B.°3
L?inx = LjLy "x.

2. Odredjujemo kvazigrupe vezane zakonom
A(Al(x,y,z),Az(u,v,t)) = B(Bl(v,x,z),Bz(t,y,u))a

1. korak.

Kl(x,z,y) def Ay (x,y,2),
Zz(v,t,u) def Az(u,v,t),
51(x,z,v) des Bl(v,x,z),
5 def

B2(y,t’u). —— Bz(t,y,u)’

A(Kl(x,z,y),xz(v,t,u)) = B(El(x,z,v),gé(y,t,u))a
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Ay (X,y) == K, (x,2,y),
(v,Y) = Az(v,t,u),
WY —
By (X,v) = B, (x,2z,v),
v —
Bz(y,Y) = Bz(y,t,u),
oy "

n \
A(AL (X,¥) 38, (v,Y)) = B(B,(X,v),B,(y,Y)).

Dobili smo r-entropijski zakon, r=1, szqu pa je, prema
V)
teoremi 4.3.2

A(x,y)=L?xoLgy, B(x,y)=L?xoL§y,

3o
>?

2

LA A (X,y)=L2L, 1x oL voliL

b4>
P>

n:(new

L y, L A (v,Y)=L

m>>
H&PHiw

N>
N meha o

Y,

B"u
15 X oLCL yoLBL. %y,

SN C3] o
- 4

B B
LB, (y,¥)=L,L

N

B
(X,v)=L;L

[
= o

;_.\
>0

L L

=

L L L

[y
=

X=L/ L

o
N W
N er wo

y=L Y

)...s

LAy 2y=1BL 1AL 2y=1.Bp 2y,

N>

L R
= to

N wer We
N~ o>

N BON

N W

Odavde je
A A

LA, (x,y,2) UL 3 (x, z)oLA v,

A A
2(u,t),

2 A
2 VobloLgg
B, B

1
B1(V Xy2)= L1L23(x z)eLlL1 s

B B
R _+ B, 72 B, 72
Lsz(t,y,u)-Lsz yoL2L13(t,u),

A 1A

i
A
1

os)

A B A

1 A1
13(x z)= L1L23(x,z), L1L2 y=L

A B B A A L
vs
13(u t)= L2L13(t ul, L2L2

N

L,"y,

A
2

L

= o
»om N
q._x
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