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Resavanje nekih NP—-teskih hijerarhijsko—lokacijskih problema
primenom genetskih algoritama

Rezime

Tema ovog rada je primena genetskih algoritama za reSavanje nekih
hijerarhijsko-lokacijskih problema. Lokacijski problemi su veoma zastupljeni u
literaturi, dok su njihove hijerarhijske varijante tek u ekspanziji.

U ovom radu opisani su razli€iti genetski algoritmi za reSavanje tri NP-
teSka hijerarhijsko-lokacijska problema: problem hijerarhijskog rasporedivanja
radnika (Hierarchical Workforce Scheduling Problem — HWSP), problem
hijerarhijskog pokrivanja korisnika (Hierarchical Covering Location Problem -
HCLP) i lokacijski problem snabdevaca neograni¢enog kapaciteta u viSe nivoa
(Multi-Level Uncapacitated Facility Location Problem - MLUFLP). Navedeni
hijerarhijsko-lokacijski problemi imaju Siroku primenu u praksi — mogu se
koristiti za odredivanje: lokacija snabdevaca, lokacija bolnica i klini¢kih centara,
lokacija fakulteta i tehniCkih Skola, lokacija vatrogasnih i policijskih stanica,
rasporeda radnika u firmama itd.

Pri reSavanju problema hijerarhijskog rasporedivanja radnika koris¢eno je
kodiranje realnim brojevima iz kojeg se primenom D’Ont-ovog sistema dobijaju
odgovarajuci rasporedi radnika. U skladu sa ovakvim nacCinom kodiranja
razvijeni su i odgovarajuéi genetski operatori.

Za potrebe reSavanja problema hijerarhijskog pokrivanja korisnika razvijeni
su posebno modifikovani operatori mutacije i ukrstanja, koji omogucavaju da se
oCuva specificnost jedinki koje predstavljaju potencijalno reSenje. Naime, pri
definisanju problema tacno je odreden broj lokacija koje treba da budu
uspostavljene na razliCitim nivoima, tako da operatori selekcije, ukrstanja i
mutacije moraju da oCuvaju taj broj.

Koncept dinami¢kog programiranja je iskoris¢en kao tehnika koja je bitno
ubrzala izvrSavanje genetskog algoritma za reSavanje problema lokacija
snabdevaca bez ograniCenja u viSe nivoa.

Kod svih implementacija paZljivo su birani parametri i vrSena testiranja radi
njihovog poboljSanja. Takode, analizirana je i slozenost izraCunavanja
predstavljenih algoritama.



Svi implementirani algoritmi su testirani na javno dostupnim instancama,
pri ¢emu su genetski algoritmi dostigli sva poznata reSenja, u zadovoljavaju¢em
vremenu. Genetski algoritmi su testirani i na instancama cCije optimalno resenje
do danas nije poznato i dali su rezultate za koje se moze pretpostaviti da su
kvalitetni. Dobijeni rezultati genetskih algoritama jasno ukazuju na znacaj i
potencijal ovakog pristupa pri reSavanju hijerarhijsko-lokacijskih problema.

Kljuéne reci: Evolutivnhe metode, Hijerarhijsko-lokacijski problemi, Genetski
algoritmi, Kombinatorna optimizacija.



Solving some NP-hard hierarchical location problems by using
genetic algorithms

Abstract

The subject of this paper is the application of genetic algorithms (GA) for
solving some hierarchical-location problems. Location problem are well-studied
in the literature, but the hierarchical variants of these problems are still in
expansion.

In this paper, different genetic algorithms for solving three NP-hard
hierarchical-location problems are proposed: the Hierarchical Workforce
Scheduling Problem — HWSP, Hierarchical Covering Location Problem -
HCLP and Multi-Level Uncapacitated Facility Location Problem - MLUFLP.
Those problems can be used to model various real life problems such as:
the design of a supply chain systems, the layout of hospitals and clinics,
faculties and technical schools, fire, police and other emergency stations,
different scheduling problems , etc.

For solving the Hierarchical Workforce Scheduling Problem, the encoding
with real numbers is used. The corresponding work shedules are obtained from
the genetic code by applying the well known D’Ont system. Regarding the
applied encoding scheme, the adequate genetic operators are developped and
implemented.

In the GA implementation for solving the Hierarchical Covering Location
Problem, the modified genetic operators crossover and mutation are used in
order to preserve the specific characteristics of the individuals representing
potential solutions in the search space. Since the problem definition specifies
the number of locations to be established on each level, the selection,
crossover and mutation operators must preserve this number.

The implemented dynamic programming approach signifincatly improves
GA performance for solving Multi-Level Uncapacitated Facility Location
Problem.

In all three GA implementations, the GA parameters are carefullly
determined by series of GA runs. In order to improve the GA performance,
exaustive numerical experiments are carried out to find the best set of
parameter values. The time-complexity of the proposed GA approaches is also
analyzed.



The numerical experiments are carried out on the publicly-available data
sets. For all three hierarchical-location problems, proposed genetic algorithms
reach all previously known optimal solutions on tested instances. Genetic
algorithms are also benchmarked on instances unsolved in the literature so far,
and it may be assumed that the obtained results are of high quality.
Computational results clearly indicate the significant role and potential of the
genetic algorithm approach for solving hierarchical-location problems.

Key words: Evolutionary Methods, Hierarchical Location Problems, Genetic
Algorithms, Combinatorial Optimization.
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1 UVOD

1.1 Lokacijski i hijerarhijsko—lokacijski problemi

Lokacijski problemi predstavljaju posebnu klasu zadataka optimizacije, kod
kojih se naj¢eS¢e zahteva minimizacija rastojanja, ukupnog vremena putovanja
ili nekog drugog parametra. Ovi problemi priviaCe veliko interesovanje i veoma
Cesto su predmet istrazivanja. Glavni razlog za toliku popularnost su velike
mogucnosti prakticne primene u raznim oblastima, a posebno u snabdevanju,
planiranju zaliha i raCunarskim mrezama. Lokacijski problemi se odnose na
odredivanje poloZaja (lokacija) objekata u prostoru u kojem se ve¢ nalaze drugi
relevantni objekti. Objekti za Cije se lociranje trazi mesto obi¢no su neka vrsta
centara, koji pruzaju usluge, pa se Cesto nazivaju snabdevaci, dok se korisnici
usluga (objekti koji su ve¢ postavljeni) nazivaju klijenti ili korisnici.

Pri klasifikovanju lokacijskih problema relevantne su sledece karakteristike:

e Dbroj objekata koje treba postauviti,

e da li je objekat pozeljan ili nepozeljan,

e metrika koja se Kkoristi za raCunanje rastojanja izmedu dva
objekta,

e vrsta prostora u kojem se trazi pozicija za objekat (mreza, ravan
itd),

e kapacitet trazenih objekata (neogranicen ili ogranicen),

e oblik funcije cilja itd.

NajceS¢a podela lokacijskih problema je na osnovu nacina na koji se
predstavljaju promenljive (topografije). Po tom kriterijumu lokacijski problemi se
dele na diskretne i kontinualne. Diskretni lokacijski problemi su problemi kod
kojih su mesta na koja se moze postaviti objekat elementi konacnog skupa.
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Nasuprot njima, kontinualni lokacijski problemi dopustaju postavljanje objekata
na bilo koju lokaciju u kontinualnom prostoru (u kojem se nalaze drugi objekti).
Interesantni su i mrezni problemi, koji predstavljaju kombinaciju prethodno
pomenutih diskretnih i kontinualnih problema. Oni mogu imati diskretna
reSenja koja se nalaze u temenima grafa, ili kontinualna reSenja koja se nalaze
na lukovima.

Kada se posmatra oblik funkcije cilja, najceSc¢e se razmatraju dva tipa
problema: Min-Sum i Min-Max. Kada su u pitanju Min-Sum problemi, funkcijom
cilja se minimizuje teZinski zbir svih rastojanja novih i postojecih objekata. Time
se favorizuju "prosec¢ni" klijenti, a zanemaruju udaljeni ili izolovani. Kod Min —
Max problema, nove lokacije se pronalaze tako da minimizuju maksimalno
rastojanje izmedu postojecih i potrebnih objekata, ¢ime se ravnopravno tretiraju
svi klijenti. U poslednje vreme, Cesta primena diskretnih lokacijskih problema u
praksi je dovela do razvijanja novih - fleksibilnijih lokacijskih modela koji dobro
opisuju Siru klasu lokacijskih problema. Posebno interesantna je generalizacija
klasi¢nih diskretnih lokacijskih problema: p-medijane, p-centra i centdian
lokacijskog problema i naziva se diskretno uredeni problem medijane (Discrete
Ordered Median Problem — DOMP [Nic01, Sta04, StaO7a]). Problemi
obuhvac¢eni DOMP-om imaju razli€ite funkcije cilja. Kod problema p-medijane
potrebno je minimizovati sumu transportnih troSkova izmedu svih klijenata i
odgovaraju¢ih snabdevacCa, dok problem p-centra ima za cilj smanjenje
maksimalne cene transporta izmedu svih parova klijent-snabdevac¢. Funkcija
cilja centdian lokacijskog problema je konveksna kombinacija funkcija cilja p-
medijane i p-centra, koja treba istovremeno da minimizuje ukupne i maksimalne
troSkove transporta od svakog snabdevada do njemu pridruzenog Klijenta.
DOMP se bitno razlikuje od ostalih lokacijskih problema jer nema tacno
definisanu funkciju cilja, ve¢ se ona moZe podesiti pomocu vektora
koeficijenata troSkova. Za razliCite izbore vektora koeficijenata troSkova dobijaju
se razliciti tipovi funkcije cilja koji odgovaraju odredenim diskretnim lokacijskim
problemima iz grupe problema koje DOMP uopStava. Vise o formulaciji i
reSavanju DOMP problema se moze videti u [Sta04].

Lokacijski modeli se mogu klasifikovati i na osnovu broja objekata koje
treba locirati. Kod nekih problema ovaj broj je unapred zadat ( u Veberovom i
lokacijsko-alokacijskom kontinualnom problemu, u diskretnim i mreznim
zadacima p-medijane i p-centra). Ovakvi problemi se u literaturi nazivaju
endogeni. Sa druge strane, kod egzogenih problema je broj novih objekata
nepoznata veli¢ina i njena vrednost se dobija kao rezultat optimizacije. Tipi¢ni
predstavnici egzogenih modela su prost lokacijski problem [Kra96, Kra98,
Kra00, KraOla, Han07] (simple-plant location ili uncapacitated facility location)
i problem prekrivanja skupa [Bof97, Chr74, Gal00, Sch93].
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Kapacitet lokacija moZe biti ograniCen ili neograniCen, pa se na osnovu
toga i lokacijski problemi mogu podeliti na one sa ograni¢enim, odnosno
neogranic¢enim kapacitetom.

Lokacijski problemi su svaki za sebe specifi¢ni, te njihova forma — funkcija
cilja, uslovi i promenljive zavise od problema koji se reSava. Samim tim ne
postoji univerzalni lokacijski problem koji bi se mogao primeniti za reSavanje
svih diskretnih lokacijskih problema. Detaljnije informacije o ovim problemima,
njihovoj klasifikaciji i metodama njihovog reSavanja se mogu naci u preglednim
radovima [Aik85, Dea85, Dre02, Fra83, Fra92, Klo04, Lov88, Mir90, ReV05], a
neke specificne metode se mogu naci u [Abr95, Jai02, Shm97, Sny06].

Za razliku od lokacijskih problema, hijerarhijska verzija ovakvih problema
nije toliko istrazivana, pa samim tim i nije odgovarajuce zastupljena u literaturi.
Hijerarhijsko — lokacijski problemi predstavljaju prosirenje lokacijskih problema,
koje obi¢no podrazumeva da se objekti (snabdevaci) postavljaju tako da se
postuje hijerarhija medu njima. Detaljan pregled ovakvih problema se moze
naci u [Nar84, Sah07], a neki od reSavanih problema u [Edw01, Esp03, Gal96,
God05, Pla06].

Hijerarhijsko — lokacijski problemi su, kao i originalni lokacijski problemi od
kojih su nastali, obicno NP — teski, pa se za njihovo reSavanje koriste razne
heuristike i metaheuristike. Vise o NP — kompletnosti, heuristikama i
metaheuristikama moze se videti u narednim odeljcima.

1.2 NP-teski problemi

Problemi za koje postoji mogucnost reSavanja na savremenim racunarima
se mogu podeliti na dve klase: algoritamski nereSive i algoritamski resive.

Algoritamski nereSivi zadaci su uopsteni problemi koji se ne mogu reSiti na
savremenim racunarima koji rade na principima koje je definisao fon Nojman.
Zbog te Cinjenice ni bitho poboljSanje karakteristika raCunara nece doprineti
reSavanju ovakvih problema. U grupu algoritamski nereSivih problema, izmedu
ostalih, spadaju: Problem zaustavljanja Tjuringove maSine, Deseti Hilbertov
problem, Problem ekvivalentnosti reci u asocijativnom racunu itd.

Mnogo interesantniju klasu predstavljaju algoritamski reSivi problemi. Za
reSavanje ovih problema postoje odgovarajuci algoritmi. Medutim, ovi zadaci
mogu biti razliCite slozenosti. Slozenost podrazumeva raCunarske resurse,
odnosno procesorsko vreme i koli¢inu memorijskog prostora, koji su potrebni
za pronalazenje reSenja. Prakti¢no, procesorsko vreme je kritiCni resurs, tako
da u zavisnosti od potrebnog procesorskog vremena za njihovo reSavanje,
algoritamski reSivi problemi se mogu podeliti u potklase.
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Svaki problem odreden je spiskom parametara koji predstavljaju ulazne
podatke i uslovima koje mora da zadovoljava reSenje. Individualni zadatak
predstavlja instancu problema sa konkretnim parametrima. Formalno, neki
zadatak je algoritamski reSiv ako postoji algoritam koji se mozZe primeniti na
svaki njegov individualni zadatak. Medjutim, nije dovoljno da postoji algoritam,
vec je potrebno da taj algoritam bude efektivan, odnosno pri nalazenju reSenja
ne sme zahtevati nerealne raCunarske resurse.

Svaki zadatak ima svoju dimenziju (veli€inu, razmeru, obim), odnosno
jedan ceo broj koji se odreduje na osnovu vrednosti parametara zadatka. Na
primer, za problem pretraZivanja ili sortiranja niza to je broj elemenata niza, dok
je kod problema trgovackog putnika to broj gradova, itd. Ako neki problem ima
viSe parametara onda se na pogodan nacin moze izvrsiti kodiranje parametara,
tako da se za svaki individualni zadatak na jedinstven nacin odredi dimenzija.

Vreme slozenosti nekog algoritma za reSavanje zadatka t(n) je maksimalno
vreme koje je potrebno algoritmu za nalazenje reSenja bilo kog individualnog
zadatka koji ima dimenziju n. NajCeSce je tacan zapis funkcije t(n) komplikovan,
pa se ne koristi takav zapis vec neka funkcija koja ima jednostavniji oblik, ali pri
tome i ograni€ava funkciju t(n). Prakti¢no, za merenje efektivnosti algoritma
najCesce se koristi Landauov simbol O (veliko O ).

Problem ima algoritam vremenske slozenosti O(g(n)) ako postoji konstanta
C > 0, tako da za zadatak dimenzije n vreme izvrSavanja algoritma, u najgorem
slu€aju, ne prelazi C-g(n). Na primer, vremenska slozenost pronalazenja neke
vrednosti po neuredenom nizu od n elemenata je O(n), sloZzenost pronalazenja
vrednosti po uredenom nizu je O(log n), sloZzenost sortiranja niza sa n
elemenata Quick-sort algoritmom je O(n log n) itd.

Vrednost eksponencijalnih funkcija, ali i funkcije n! mnogo brze raste od
vrednosti stepenih funkcija (polinoma), pa se zbog toga razlikuju problemi sa
eksponencijalnom  sloZzenos¢éu (kod kojih se vreme predstavilja
eksponencijalnom funkcijom) i problemi sa polinomskom sloZzenos¢u, kod kojih
je vreme slozenosti O(n%), gde je k neka konstanta. Detaljnija klasifikacija
sloZzenosti se moze pronaci u [OgnjO4a].

Problem odlucivosti je problem za koji se reSenje dobija u obliku DA ili NE
odgovora. Jasno je da se svaki problem optimizacije moze svesti na problem
odlucivosti.

Problem odlucivosti pripada klasi P ako se moze resiti deterministiCkim
algoritmom sa polinomskom sloZzenoScu. DeterministiCki algoritam se opisuje
klasichom Tjuringovom masinom ili nekim njenim analogonom poput Postove
masine, Markovljevih algoritama itd. Kljuéna karakteristika deterministickih
algoritama je da ista kombinacija ulaznih parametara uvek dovodi do istih
rezultata.
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Ispitivanjem, odnosno "pretragom" svih mogucih reSenja moze se resSiti
veoma puno zadataka diskretne matematike. Prakticno, do reSenja se dolazi
ispitivanjem da li svako potencijalno reSenje predstavlja i stvarno reSenje.
Obi¢no se ispitivanje jednog potencijalnog reSenja moze obaviti polinomskim
algoritmom. U skladu sa navedenim, moze se definisati pojam NP problema,
odnosno problema koji se mogu reSavati nedetirministiCkim polinomskim
algoritmima.

Problem pripada NP klasi ako se za neko izabrano potencijalno reSenje
moze deterministickim polinomskim algoritmom proveriti da |i je i stvarno
reSenje.

Klju€na razlika izmedu klasa P i NP je u tome Sto se problemi iz klase P
mogu efektivno resiti, dok se u slu€aju problema iz klase NP moze samo
verifikovati reSenje u polinomskom vremenu izvrSavanja. Takode, jasno je da
svaki problem iz klase P pripada i klasi NP, odnosno da je P < NP, ali pravo
pitanje je da li je P prava potklasa klase NP. Ovo je jedno od kljuénih pitanja
savremene matematike na koje jo§ uvek nema odgovora. Prakti¢no, pitanje je
da li postoji neki problem koji pripada klasi NP, a nije u klasi P. Postoji dosta
rezultata koji su vezani za NP probleme, a koji pomaZu da se razgrani€i odnos
klasa P i NP. Najvazniji se odnose na NP kompletnost i dokazuju slabiji
rezultat, koji je najceSce oblika: "Ako su P i NP razliCite klase onda posmatrani
problem | pripada NP \ P". Vecina tih rezultata je dobijena svodenjem jednih
problema na druge.

Problem B je svodljiv na problem C ako i samo ako postoji algoritam A
kojim se svaki individualni problem IB (problema B) u polinomskom vremenu
svodi na individualni problem IC (problema C).

Takode, u literaturi je prisutna i definicija da je problem B svodljiv na
problem C ako postoji algoritam polinomske sloZzenosti za reSavanje problema
B, u kome se, jednom ili vise puta, izvrSava algoritam za problem C, ali se
jedno reSavanje problema C tretira kao operacija sa jedinichom cenom
[Pap82].

Svodljivost u polinomskom vremenu je predstavljena u Lemi 1.1 koja se
naziva lema o svodljivosti (dokaz se moze pronaci u [Ziv00]) i ona omogucava
klasifikaciju problema.

Lema 1.1. Ako problem B pripada klasi P i problem A mozZe da se u
polinomskom vremenu svede na B, onda i problem A pripada klasi P. Takode,
ako problem A pripada klasi NP i problem A moze da se u polinomskom
vremenu svede na problem B, onda i problem B pripada klasi NP.
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Lema o svodljivosti omogucava da se u klasi NP problema izdvoji jezgro
najteZih problema koji se nazivaju NP-kompletni problemi. Smatra se da je
problem A, NP-kompletan ako:

e pripada klasi NP,
e svaki drugi problem B iz NP je polinomski svodljiv na problem A.

Dalje, problem je NP-tezak ako i samo ako postoji ekvivalentan problem
odlucivosti koji je NP-kompletan.

Iz prethodnog sledi da ako za bar jedan NP-kompletan problem postoji
deterministiCki algoritam sa polinomskom sloZzeno$¢u, onda bi on vazio i za
sve zadatke iz klase NP. Takode, ako je bar jedan NP-kompletan problem
teSko-reSiv, onda to vazi i za sve NP-kompletne probleme.

Jedan od prvih problema za koji je dokazano da je NP-kompletan je
"Problem zadovoljivosti” u matematickoj logici. Kuk je zasnovao teoriju NP-
kompletnosti ([Coo71]) i pokazao da je problem zadovoljivosti NP-kompletan.
Kasnije je za veliki broj problema pokazano da predstavljaju NP-kompletne
probleme. Detaljan pregled ovih problema se moze naéi u [Cre97, Gar79].

Kada je dimenzija NP-teSkog problema dovoljno velika, onda se takav
problem ne moze resiti pretragom ni na savremenim raCunarima, sa najboljim
karakteristikama. 1z tog razloga su pronadene razne priblizne metode
(algoritmi) za reSavanje NP-teSkih problema. Medutim, ovi algoritmi ne pruzaju
garancije da ¢e se uvek doci do optimalnog reSenja. ReSenja koja se dobijaju
pomocu ovih metoda nazivaju se suboptimalna, a same metode se nazivaju
heuristike. Dosta Cesto se u praksi pomocu heuristika moze dobiti optimalno
resenje, ali se ne moze verifikovati njegova optimalnost. NajcesSce je verifikacija
optimalnosti reSenja viSestruko slozenija od samog dobijanja takvog reSenja.
Heuristike su veoma popularne i Cesto su izbor za reSavanje NP — teskih
problema, prvenstveno zbog njihove efikasnosti, ali i moguénosti primene na
velike klase problema. Naredni odeljak je posvecen heuristiCkim metodama.

1.3 Heuristicke metode

Metode optimizacije se generalno mogu podiliti na egzaktne i heuristicke
(priblizne). Egzaktne metode su najpozeljnije. Medutim, kao $to je opisano u
prethodnom odeljku, one naj¢eS¢e daju loSe rezultate kada se primene na NP-
teSke probleme velikih dimenzija. Sa druge strane, rezultati dobijeni primenom
heuristiCkih metoda su nepouzdaniji ali se ovim metodama mogu reSavati i
ovakvi problemi. Heuristicke metode se koriste i kada nije mogucée definisati
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matematiCki model za probleme koji nemaju “lepe” karakteristike, poput
konveksnosti, diferencijabilnosti itd.

Formalno, moze se rec¢i da je heuristika tehnika kojom se trazi dobro
reSenje zadatka za relativno kratko vreme, bez mogucnosti garantovanja
njegove dopustivosti i optimalnosti, Cesto ¢ak ni njegove bliskosti optimalnom
reSenju. Za neke heuristike se moze pronaci gornja granica relativne greSke
njenog resenja u odnosu na optimalno reSenje. U nekim slu¢ajevima je moguce
eksperimentalnim putem zakljuciti da je neka takva metoda bolja od svih do
tada poznatih metoda.

Kod heuristika poseban akcenat je na relativno kratkom vremenu trazenja
reSenja, buduci da je u vecini sluCajeva kada je obim NP-problema veliki,
nemoguce naci egzaktno reSenje u razumnom vremenu.

Klasi¢ne heuristike su razvijane postupno. Pedesetih godina dvadesetog
veka problemi su reSavani primenom ‘“inteligentnih” i “efektivnih” heuristika.
Sezdesetih godina formulisani su priblizni matemati¢ki modeli realnih problema
i pokuSano re$avanje tih problema egzaktnim metodama. Medutim, ovakav
pristup nije davao Zzeljene rezultate za veliki broj problema. Sedamdesetih
godina se uvodi teorija kompleksnosti, odnosno vremenske sloZenosti, pa se
kombinatorni zadaci dele na klasu relativno lako reSivih i na klasu tedko reSivih.
Kako je za NP-teSke probleme mala verovatno¢a da postoji egzaktan i brz
algoritam za njihovo reSavanje, osamdesetih godina, se ponovo eksploatisu
klasi¢ne heuristike. Klasi¢ne heuristike se mogu podeliti u sedam grupa:

1. Konstruktivne metode. Ovakve metode postepeno grade reSenje
maksimalno koristeci specifi¢nosti zadatka koji se reSava.

2. lterativno poboljSavanje, odnosno metode lokalnog pretrazivanja. Glavna
ideja je da se krene od proizvoljnog pocCetnog reSenja, koje se postepeno
poboljSava prebrojavanjem njemu susednih. Ovaj proces se ponavlja sve
dok u susedstvu postoji bolje reSenje od tekuceg.

3. Matematic¢ko programiranje. Problem se formulise kao zadatak
matemati¢kog programiranja, a zatim se reSava pribliznim (ne
egzaktnim) metodama.

4. Dekompozicione heuristike. PoCetni problem se dekomponuje na manje
potprobleme, ali se njihovim (Cak i egzaktnim) reSavanjem ne moze
garantovati optimalnost reSenja poCetnog problema.
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5. Podela dopustivog skupa. Glavni princip ovakvih metoda je da se
dopustivi skup podeli na vise podoblasti pa se delimiénim
prebrojavanjem reSenja u svakom od njih pronalazi najbolje.
Pretpostavlja se da je dopustivi skup poCetnog zadatka konacan.

6. Restrikcija dopustivog skupa. ldeja je da se restrikcijom eliminiSu
odredene podoblasti dopustivog skupa tako da se novi zadatak lakSe
reSava.

7. Relaksacija. Ovaj metod ima suprotan prisup u odnosu na restrikciju,
odnosno dopustivi skup se proSiruje. Na primer, ako se problem
formuliSe kao zadatak matemati¢kog programiranja, tada se brisanjem
nekih uslova (jednacina ili nejednacina) iz skupa ograni¢enja problem
‘relaksira”. Posledica toga je proSirenje dopustivog skupa, ali i
olakSavanje reSavanja novog problema.

Pri reSavanju nekog problema dozvoljeno je, a Cesto i neophodno,
kombinovanje razliitih pristupa. Na primer, poCetno reSenje se moze dobiti
konstrukcijom a zatim se poboljSavati lokalnim pretraZivanjem.

Klasi¢ne heuristike razvijane su u cilju reSavanja pojedinacnih problema i
veoma su vezane za karakteristike tog problema. PoboljSanje karakteristika
raCunara kao i naCina Cuvanja i struktuiranja podataka, dovelo je do
reprogramiranja klasi¢nih heuristika. Na taj nacin nastale su nove klase
heuristika - tzv. moderne heuristike, odnosno metaheuristike. Za razliku od
klasi¢nih heuristika, metaheuristike sadrZze pravila i naCela koja se mogu
primeniti pri reSavanju velikog broja prakticnih zadataka iz razliitih oblasiti.
Devedesetih godina dvadesetog veka metaheuristiCki pristup je preovladao
klasi¢ni, tako da se od tada, kada su istrazivanja u pitanju, porede razliCite
metaheuristike ili razliita metodoloSka nacela u okviru iste metaheuristike. Kao
Sto ¢e detaljnije biti objasnjeno u narednom odeljku, svaka od metaheuristika je
uopsSten metod i moze se uspesSno primeniti na Siroku klasu problema.

1.4 Metaheuristike

Glavna karakteristika metaheuristiCkih metoda je da se one, uz odredene
modifikacije, mogu primenjivati na Sirok spektar problema kombinatorne
optimizacije. Ove metode pretrazuju skup dopustivih reSenja u cilju nalazenja
Sto boljeg reSenja, pri ¢emu su dopusteni potezi poput kretanja ka loSijem
reSenju od trenutnog, proSirivanja skupa na kojem se trazi reSenje
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nedopustivim elementima, trazenje reSenja kombinovanjem postojecih itd.
Detaljan opis metaheuristika se moze naéi u [Glo03, Osm96a, Osm96b, Rib02].

Najpoznatije metaheuristiCke metode, pored genetskih aloritama, su:
e simulirano kaljenje (Simulated annealing),
e tabu pretraZivanje (Tabu search),
e LagranzZeva relaksacija (Lagrangian relaxation)
e metoda promenljivih okolina (Variable neighborhood search - VNS),
e programiranje sa ograni¢enjima (Constraint programming)
e i brojni metaheuristiCki algoritmi inspirisani prirodom.

Simulirano kaljenje je metaheuristika zasnovana na principima statistiCke
termodinamike. Prilikom kaljenja Celika, da bi se postigao $to bolji rezultat,
primenjuje se postupak postepenog snizavanja temperature. Analogno tome,
ova metoda u svakoj iteraciji na slu€ajan nacin generiSe nekog suseda trenutne
taCke pretrazivanja. Pronadeni sused se sa odredenom verovatnocom (koja se
kontrolisano menja tokom iteracija) prihvata, bez obzira da |i se radi o
poboljSanju ili pogordanju vrednosti funkcije cilja. Pri tome, vodi se racuna o
tome da se u toku izvrSavanja postepeno smanjuje prag prihvatanja loSijih
reSenja. Ovakvim pristupom se omogucava eventualno izbegavanje
konvergencije reSenja ka lokalnom minimumu i pove¢ava mogucénost dobijanja
kvalitetnog reSenja. Postupak se ponavlja sve dok se ne ispuni kriterijum
zaustavljanja koji je najéesc¢e: unapred definisan maksimalan broj iteracija, broj
iteracija u kojem se reSenje nije poboljSalo itd. Vise detalja o ovoj metodi moze
se naci u [Krp83, Sum02, SumO06].

Tabu pretraZivanje se zasniva na principu lokalnog pretrazivanja, a kao
svoju najvazniju komponentu koristi adaptivnu memoriju. Adaptivha memorija
sadrzi podatke o prethodnim fazama pretrazivanja i utiCe na sledece izbore u
procesu. Preciznije, u svakoj iteraciji se €uva istorija prethodnog pretrazivanja
koja sadrzi karakteristike nekih od prethodno generisanih reSenja. Istorija se
cuva da se algoritam u procesu trazenja ne bi vracao na slu€ajeve (mesta) koji
su vec¢ bili pretrazeni. Formira se okolina trenutnog reSenja koja moze da se
prosiruje ili suzava, u zavisnosti od podataka sadrzanih u istoriji. Kako okolina
moze biti prevelika, ona se Cesto redukuje na neki svoj podskup na kojem se
vrSi pretrazivanje. Zatim se pronalazi reSenje koje je bolje od trenutnog, ali koje
ne mora da bude bolje od ostalih reSenja iz okoline. Ocigledno je da tabu
pretrazivanje dopusta i korake koji ne popravljaju vrednost funkcije cilja, pa se
na taj nacin izbegava konvergencija ka lokalnim ekstremumima. ViSe o tabu
pretrazivanju i njegovim primenama se moze videti u [Glo77, Glo90, Glo97,
Her97, Mis05].
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Metoda Lagranzeve relaksacije, nekim od uslova zadatka, dodeljuje
odgovarajuce faktore koji se nazivaju Lagranzevi mnoZioci. Time se oni
ukljuCuju u vrednosnu funkciju. Dobijeno optimalno reSenje ovako definisanog
problema predstavlja donju granicu za ocenu reSenja polaznog problema.
Ukoliko se pogodno izaberu uslovi koji se ukljuuju u vrednosnu funkciju, moze
se dobiti jednostavniji problem sa mnogo kraéim vremenom optimalnog
reSavanja, koji ima reSenja pribliZna polaznom problemu. Vise o ovoj metodi se
moze naci u [Bea95, Fis04], a neke uspesne primene pri reSavanju NP-teskih
problema opisane su u [Bea88, Bea90, Bea93b, Gal93, Geo74, Gui88, Ong04,
TanO06].

Metoda promenljivin okolina se zasniva na lokalnom pretrazivanju, pri
¢emu se u svakoj iteraciji moze vrSiti prestruktuiranje okoline trenutnog resenja.
Osnovna ideja ove metode je sledeéa: u trenutku kada se dode do nekog
lokalnog optimuma izvrSi se sluCajno pomeranje u tekuéoj okolini do nekog
reSenja (koje moze biti i veoma loSe), pa se iz tog reSenja lokalnim
pretrazivanjem poku$a pronalazenje nekog drugog lokalnog ekstremuma. Ovim
pomeranjem, do reSenja koje se nalazi relativno daleko od trenutnog, postize
se sistemati¢no pretrazivanje prostora reSenja i spreCava konvergencija
metode ka loSijem lokalnom ekstremumu. Takode, u sluCajevima kada
pomeranje nije dovelo do boljeg reSenja, zadrzavanje u trenutno najboljem
reSenju smanjuje mogucnost nepotrebnog Sirenja pretrazivanja na nove oblasti
prostora dopustivih reSenja. Kriterijumi zaustavljanja ove metode su sli¢ni kao i
kriterijumi zaustavljanja u slu€aju tabu pretrazivanja. Metoda promenljivih
okolina ima brojne primene u reSavanju raznih problema optimizacije [Han99,
Han01, Han07, Kov08, Mla95, Mla97].

Mravlji algoritmi su tipi¢ni predstavnici algoritama inspirisanih prirodom.
Socijalni insekti su u stanju da organizuju proizvodnju, komunikacioni sistem,
sistem za uzbujnjivanje, izvrSe podelu rada itd. Kolonije ovakvih insekata su
vrlo fleksibilne i prilagodljive promenama koje mogu nastati u okruzenju. Biolozi
su mnogo istrazivali interakciju izmedu insekata u koloniji. Dokazano je da
lu¢enjem feromona mravi daju informacije ostalim ¢lanovima kolonije. Kod
vecine mravljih vrsta izvestan broj skauta napusta koloniju u potrazi za hranom.
Skauti koji su bili uspesni ostavljaju trag feromona iza sebe. Feromon ukazuje
ostalim mravima kojim putem treba da se kre¢u. Pojava sve veceg broja mrava
na novootkrivenom putu znatno uvecava koli¢inu feromona i samim tim 3alje
jaci signal ostalim mravima koji tragaju za hranom. Analogno, pri formiranju
heuristiCkog algoritma, koji je ispirisan ovom idejom, vestacki mravi pretrazuju
dopustivi prostor i formiraju rute, a odredeni mehanizmi (poput isparavanja
feromona) spre€avaju prebrzu konvergenciju ovakvih procesa. ViSse o mravljim
algoritmima, kao i drugim algoritmima ovog tipa i njihovim primenama moze se
naci u [Dor91, Dor92, Dor96, Dor04, Ken01].
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1.5 Genetski algoritmi

Genetski algoritmi su zasnovani na Darvinovoj teoriji 0 postanku vrsta i
prirodnoj evoluciji [Dar59] i Mendelovim zakonima [Bow89], koji su se pojavili
krajem devetnaestog veka. Svoje utemeljenje pronalaze i u biologiji, naime
poznato je da se svi Zivi organizmi sastoje od celija, a u svakoj celiji se nalazi
isti skup hromozoma. Hromozomi sadrze DNK lance koji predstavljaju opis
celokupnog organizma. Hromozome cCine geni koji predstavljaju blokove DNK,
odnosno svaki gen opisuje neku osobinu organizma. U toku reprodukcije
odabrani roditelji rekombinuju (ukrstaju) gene i time se formiraju novi
hromozomi. Takode, mutacija dovodi do malih promena DNK elemenata.
Kvalitet (prilagodenost) novonastalog organizma se meri njegovim uspehom u
Zivotu. Upravo, na ovim principima izgradena je i teorija genetskih algoritama.

Smatra se da je idejni tvorac genetskih algoritama John Holland koji je
knjigom "Adaptation in natural and artificial systems" [HII75] postavio temelje
ove metode. ViSe o konceptu genetskih algoritama se moze videti u [Bac00a,
BacOOb, Bea93a, Bea93b, Gol89, Mic96, Mit99, Muh97], a veoma su
zastupljeni i u domacoj literaturi [Can96, Fil98, Kra00, Kra01b, To304].

Populacija jedinki je osnovna konstrukcija kod genetskih algoritama. Broj
jedinki u prakticnim primenama je naj¢esSc¢e izmedu 5 i 500, a svaka jedinka
predstavlja moguce resenje u pretrazivackom prostoru za dati problem. Jedinka
se predstavlja genetskim kodom nad odredenom kona¢nom azbukom. U praksi
se najceSc¢e koristi binarno kodiranje kod kojeg se genetski kod sastoji od niza
bitova. Medutim, u nekim slu€ajevima je pogodno koristiti i azbuke vece
kardinalnosti. Nacin kodiranja re$enja je veoma bitan za reSavanje problema, a
neadekvatno kodiranje moze dovesti do loSih rezultata, bez obzira na ostalu
strukturu algoritma.

PocCetna populacija se najceSCe generiSe na sluCajan nacin, Cime se
doprinosi raznovrsnosti genetskog materijala. Ipak, u nekim slu€ajevima je do
boljih rezultata dovelo generisanje cele (ili dela) poCetne populacije nekom
pogodno izabranom heuristikom. Preduslov za koriS¢enje ovakve metode je da
vreme izvrSavanja date heuristike bude relativho kratko, kao i da Sto manje
smanjuje raznovrsnost genetskog materijala.

Svakoj jedinki se pridruzuje funkcija prilagodenosti koja ima zadatak da
ocenjuje kvalitet jedinke. Genetski algoritam, uzastopnom primenom operatora
selekcije, ukrstanja i mutacije, obezbeduje da se iz generacije u generaciju
poboljSava apsolutna prilagodenost svake jedinke u populaciji, a time i srednja
prilagodenost celokupne populacije. Ovim mehanizmom se dobijaju sve bolja
reSenja datog konkretnog problema.

Selekcija nagraduje natprosec¢no prilagodene jedinke tako S$to one
dobijaju vecu Sansu za reprodukciju pri formiranju nove generacije. Sa druge
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strane, slabije prilagodenim jedinkama se smanjuju Sanse za reprodukciju pa
one postepeno “izumiru”.

Operator ukrstanja vrsi razmenu gena jedinki, ¢ime doprinosi raznovrsnosti
genetskog materijala. Ovim operatorom se daje mogucnost da, razmenom
genetskog materijala, dobro prilagodene jedinke generiSu jo$ bolje prilagodene
jedinke. Takode, relativno slabije prilagodene jedinke sa nekim dobro
prilagodenim genima dobijaju svoju Sansu da rekombinacijom dobrih gena
proizvedu dobro prilagodene jedinke. UkrStanje se vrSi sa unapred zadatom
vredno$¢u verovatnoce ukrStanja. Ova vrednost odreduje koliko jedinki
ucestvuje u ukrstanju proizvodeéi nove jedinke, ali i koliko se jedinki prenosi u
sledec¢u generaciju bez modifikacija.

Primena isklju€ivo operatora selekcije i ukrstanja po pravilu dovodi do
preuranjene konvergencije ka loSem lokalnom ekstremumu. Do toga dolazi
drasti¢nim i uzastopnim gubljenjem genetskog materijala, zbog ¢ega sve vedi
regioni pretraZzivackog prostora postaju nedostupni. Mutacijom se vrsi slu¢ajna
promena odredenog gena, sa datom verovatnocom pmu, €ime je moguce
vraCanje izgublienog genetskog materijala u populaciju. To znaci da se
primenom ovog operatora postepeno vracaju izgubljeni regioni pretrazivackog
prostora. Zbog toga operator mutacije predstavlja osnovni mehanizam za
spreCavanje preuranjene konvergencije genetskog algoritma ka lokalnom
ekstremumu.

Osnovni koraci genetskog algoritma su prikazani slede¢im pseudokodom
(Slika 1.1).

Unosenje_Ulaznih_Podataka();
Generisanje Pocetne Populacije();
while not Kriterijum_Zaustavljanja_ GA() do
for i=1 to Nyo, do
obj[i] = Funkcija_Cilja(i);
endfor
Funkcija_Prilagodenosti();
Selekcija();
Ukrstanje();
Mutacija();
endwhile
Stampanje Izlaznih Podataka();

Slika 1.1 Osnovna varijanta genetskog algoritma
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Najjednostavniji koncept genetskog algoritma koji se sastoji od proste
rulet selekcije, jednopozicionog ukrstanja i proste mutacije naziva se prost
genetski algoritam (Simple genetic algorithm). Ova varijanta genetskog
algoritma se moze naci u Hollandovoj knjizi [HII75], a osobine navedenih
genetskih operatora date su u narednom poglavlju.

Prost genetski algoritam je najpriblizniji hipotezi o gradivnim blokovima i
teoremi o shemi [HII75, Gol89], medutim, u prakti¢noj primeni pokazuje
nedostatke. Naime, pri teorijskim razmatranjima, veli€ina populacije se ne
uzima u obzir jer se smatra da populacija ima beskonacno mnogo c¢lanova.
Zbog toga se primenjuju tehnike iz teorije verovatno¢e. Medutim, u realnim
situacijama populacija sadrzi konaCho mnogo jedinki pa primenom genetskih
operatora selekcije, ukrStanja i mutacije mozZe doc¢i do greSke uzorkovanja. Ova
greSka moze znacajno da utiCe na izvrSavanje genetskog algoritma. U proseku,
na velikom obimu uzorka broj potomaka svake jedinke priblizno je jednak
oCekivanom broju. Medutim, pojedinaéno su moguca velika odstupanja. Ovakva
odstupanja u nekoliko poc€etnih generacija mogu presudno da utiCu na kasnije
performanse genetskog algoritma, prvenstveno na kvalitet dobijenog redenja i
brzinu konvergencije. To se najéeSée manifestuje gubitkom genetskog
materijala, preuranjenom i sporom konvergencijom.

Do pojave preuranjene konvergencije dolazi ako jedna ili vise relativho
dobrih (ali ne i optimalnih) jedinki postepeno preoviadaju u populaciji pa zbog
toga proces konvergira ka lokalnom ekstremumu. Mogucénosti genetskog
algoritma za poboljSanje datog re$enja u nastavku izvrSavanja su jako male.
Selekcija i ukrdtanje u populaciji sa istim jedinkama nemaju nikakav efekat pa
teorijski jedino mutacija mozZe da doprinese izlazu iz date situacije. Medutim,
zbog potpuno unistenog genetskog materijala u praksi je mutacija Cesto bez
efekata. Ukoliko je nivo mutacije relativno mali, promene genetskog materijala
su neznatne pa dominantne jedinke vrlo brzo eliminiSu sve ostale jedinke iz
populacije. U suprotnom, ukoliko je nivo mutacije relativno veliki, genetski
algoritam se pretvara u slucajnu pretragu.

Do preuranjene konvergencije najéeSée dolazi zbog primene proste rulet
selekcije. Ako u populaciji postoji jedinka sa relativno velikom funkcijom
prilagodenosti, ona ¢e najverovatnije istisnuti sve ostale jedinke iz populacije.
Pri tome, ostale jedinke (Cak i one sa malom funkcijom prilagodenosti) sadrze
raznovrsne gene od kojih su neki mozda i bolji u poredenju sa genima
favorizovane jedinke. Medutim, u procesu proste selekcije, zbog loSeg
rasporeda dobrih gena po loSim jedinkama i kona€ne veliine populacije, dolazi
do eliminacije jedinki, a samim tim i dobrih gena iz populacije. Takode, dobri
geni gube Sansu da se, uz pomo¢ operatora ukrstanja i selekcije, rekombinuju
u dobre jedinke i time poboljSaju reSenje.
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Spora konvergencija je problem koji je suprotan preuranjenoj konvergenciji.
Do nje obi¢no dolazi u kasnijoj fazi izvrSavanja prostog genetskog algoritma.
Ukoliko nije dostignuto optimalno reSenje, a populacija je postala dovoljno
slicna, srednja prilagodenost svih jedinki u populaciji je velika, dok su razlike
izmedu najbolje jedinke i ostalih jedinki u populaciji male. Iz tog razloga ne
postoji dovoljni gradijent u funkciji prilagodenosti, koji bi pomogao genetskom
algoritmu da se priblizi optimalnoj vrednosti u dostiZnom broju generacija.

1.5.1 Moderni koncepti genetskih algoritama

Zbog svojih nedostataka prost genetski algoritam se moze uspesSno
primeniti samo na maniji broj problema kombinatorne optimizacije. Za reSavanje
sloZenijih problema koriste se specifi¢ne vrste kodiranja i odgovarajuce funkcije
prilagodenosti, posebno dizajnirane verzije genetskih operatora selekcije,
ukrstanja i mutacije, razne politike zamene generacija, kao i fiksna ili adaptivna
promena parametara tokom izvrSavanja genetskog algoritma.

1.5.1.1 Kodiranjei funkcija prilagodenosti

Kodiranje i funkcija cilja su najznacajniji faktori za uspesSnu primenu
genetskog algoritma pri reSavanju nekog problema. Oni direktno zavise od
prirode problema koji se reSava, tako da se €esto dogada da metode koje daju
dobre rezultate u nekim primenama mogu dati vrlo loSe rezultate kada se
primene na druge probleme. Za kodiranje je idealno da funkcija prilagodenosti
bude neprekidna i glatka pa da jedinke sa slicnim genetskim kodom imaju
slicnu vrednost prilagodenosti. Takode, dobar preduslov za dobre rezultate je
funkcija prilagodenosti koja nema mnogo lokalnih ekstremuma ili suviSe
izolovan globalni ekstremum ([BeD93a]). U tako povoljnim slu¢ajevima druge
metode Cesto daju priblizne ili ¢ak i bolje rezultate, pa se genetski algoritmi
prvenstveno primenjuju i u nepovoljnijim slu€ajevima, kada druge metode nije
moguce primeniti ili one daju izuzetno loSe rezultate. Funkcja cilja preslikava
genetski kod jedinke u prostor pretrage na neki "prirodan" nacin. Medutim,
Cesto se deSava da takav nacin ne postoiji ili iz nekog razloga nije pogodan.

NajceSce koriséeni nacini raCunanja funkcije prilagodenosti su: direktno
preuzimanje, linearno skaliranje, skaliranje u jedini¢ni interval i sigma
odsecanje. lzbor odgovaraju¢eg nacina najviSe zavisi od specifiCnosti
problema, a Cesto je neophodno i kombinovanje razli€itih principa.

Najjednostavniji nacCin raCunanja funkcije prilagodenosti je direktno
preuzimanje kod kojeg se za vrednost funkcije prilagodenosti neke jedinke
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uzima njena vrednost funkcije cilja. Medutim, ovaj pristup u praksi Cesto daje
slabe rezultate. Kada je linearno skaliranje u pitanju, prilagodenost neke
jedinke se racuna kao linearna funkcija vrednosti funkcije cilja te jedinke.
Skaliranje u jedini¢ni interval podrazumeva da funkcija prilagodenosti uzima
vrednosti iz intervala [0, 1]. Najbolja jedinka ima prilagodenost €ija je vrednost
gornja granica intervala - tj. jedan, dok najslabije prilagodena jedinka ima
prilagodenost €ija je vrednost nula. Kada je sigma odsecanje u pitanju, funkcija
prilagodenosti se racuna po formuli (1.1).

f(x):{o, Xx<X-Co } @)

X-(Xx-Co),x>2Xx-Co

U formuli (1.1) oznaka X predstavlja srednju vrednost funkcije cilja, dok
simbol o predstavlja standardnu devijaciju u populaciji.

KoriS¢enje Gray kodova, Cija je osobina da se susedni genetski kodovi
razlikuju samo u jednom bitu, je jedna od metoda koja doprinosi poboljSanju
funkcije prilagodenosti, a time i poboljSanju performansi genetskih algoritama.
Vise o razli¢itim nacinima za racunanje funkcije prilagodenosti jedinki se moze
naci u [Kra00].

Genetski algoritmi su se pokazali kao veoma uspe$ni za reSavanje
problema koji se mogu binarno kodirati na prirodan nacin. Binarno kodiranje
svakom reSenju dodeljuje kod unapred zadate duzine nad binarnom azbukom.
Takode, u nekim slu¢ajevima, kao veoma uspesSna su se pokazala i kodiranja
nad azbukama vece kardinalnosti [Ant89, BeD93b].

Za genetski algoritam je najbolje da svaki genetski kod odgovara jednom
reSenju problema. Medutim, Cesto ova veza nije bijekcija a ponekad Cak ni
preslikavanje. U takvim situacijama primenom genetskih operatora se mogu
dobiti nekorektne jedinke, odnosno jedinke Ciji genetski kod ne pripada skupu
dopustivih reSenja. Ovaj problem se trivijalno moze resiti dodeljivanjem nule za
vrednost funkcije prilagodenosti svakoj nekorektnoj jedinki pa se primenom
operatora selekcije eliminiSu ovakve jedinke. U praksi se ovaj pristup pokazao
dobrim samo u situacijama kada odnos broja nekorektnih i korektnih jedinki u
populaciji nije preveliki, Sto najceSce nije slu€aj. Jedno od reSenja ovog
problema je i uklju€ivanje nekorektnih jedinki u populaciju. Naime, svakoj
nekorektnoj jedinki se dodeljuje vrednost kaznene funkcije, sa ciliem da i
nekorektne jedinke dobiju Sansu za ucestvovanje u ukrstanju, ali i da budu
diskriminisane u odnosu na korektne jedinke. Pri tome se mora voditi racuna da
se vrednosti kaznene funkcije prilagode, jer suvise male vrednosti mogu da
dovedu do toga da genetski algoritam neki od nekorektnih kodova proglasi za
reSenje. Takode, prevelike kazne mogu da prouzrokuju gubljenje korisnih
informacija iz nekorektnih jedinki pa je kljuéno pronaci idealan balans kada je
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kaZnjavanje u pitanju. Problem sa nekorektnim jedinkama se moze reSiti
popravkom tako da i one postanu korektne, odnosno da se svaka nekorektna
jedinka zameni korektnom.

1.5.1.2 Tipovi operatora selekcije

Zadatak operatora selekcije je da izvrSi odabir jedinki koje ¢e uCestvovati u
postupku stvaranja nove generacije. Pri tome se vodi raCuna o tome da
verovatno¢a odabira neke jedinke mora da bude u skladu sa vredno$c¢u njene
funkcije prilagodenosti. Prosta rulet selekcija je najprostiji oblik operatora
selekcije. Ona je definisana tako da verovatno¢a odabira neke jedinke bude
direktno proporcionalna vrednosti njene funkcije prilagodenosti. Uzorak na
kojem se vrsi rulet selekcija je ¢esto suvise mali da bi se selektovani kodovi
pojavljivali u odnosu u kojem su nijhove funkcije prilagodenosti pa se deSava
da dobre jedinke budu favorizovane viSe nego $to je to pozeljno. Zbog toga
primena proste rulet selekcije obi¢no dovodi do brzog gubitka genetskog
materijala, a samim tim i preuranjene konvergencije.

Jedan od nacina za prevazilazenje prethodno pomenutog nedostatka je
koriS¢enje selekcije zasnovane na rangiranju genetskih kodova prema njihovoj
prilagodenosti. Funkcija prilagodenosti jedinke se bira iz unapred zadatog niza
rangova, tako da zavisi samo od pozicije jedinke u populaciji. Na taj nacin, u
slu€aju velikih razlika medu vrednostima funkcije cilja jedinki u populaciji, neke
loSije jedinke mogu da dobiju Sansu.

Turnirska selekcija je jedan od popularnijin operatora selekcije. Turniri su
takmiCenja izmedu jedinki populacije koje se nadmecéu radi prezivljavanja i
ucesScéa u sledecoj generaciji. Veli¢ina turnira (Ny,) je broj jedinki koje ucestvuju
na turniru i ona predstavlja parametar turnirske selekcije. Ovaj parametar se
najcesc¢e unapred zadaje. Turnirska selekcija funkcioni$e tako $to se najpre na
slu€ajan nacin biraju podskupovi od po Ny, jedinki, a zatim se u svakom
podskupu bira najbolja jedinka koja u€estvuje u stvaranju nove generacije. Ovaj
postupak se ponavlja onoliko puta koliko je potrebno da se izaberu jedinke koje
¢e ucestvovati u ukrstanju. Jedno od mogucih unapredenja turnirske selekcije
je Fino gradirana turnirska selekcija o kojoj ¢e biti viSe reci u odeljku 2.2.2.

Detaljan opis ove i ostalih tipova selekcije moze se naci u [Fil98, Fil06].
Poredenje fino gradirane selekcije sa drugim operatorima i ponaSanje ove
selekcije u praksi prikazano je u [Fil0O, Fil01, Fil03, Fil06].

NarocCito je interesantan operator uniformne selekcije po prilagodenosti
[Hut02], jer on, za razliku od dotad poznatih operatora, omogucava oCuvanje
genetske raznovrsnosti, a ne povec¢ava, po svaku cenu prose¢nu prilagodenost
celokupne populacije. Ovakav pristup je u koliziji sa hipotezom o gradivhim
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blokovima i teoremom o shemama. Medutim, u prakticnim primenama on je
pokazao veoma dobre rezultate, od kojih su neki prezentovani u [Leg04].

1.5.1.3 Operatori ukrstanja

Operatorom ukrstanja izvrSava se razmena genetskog materijala jedinki
koje su operatorom selekcije odbabrane da budu roditelji novim jedinkama
(potomcima). Ukrstanje se najéesSée postize jednopozicionim, dvopozicionim,
viSepozicionim ili uniformnim ukrStanjem, ali postoje i sloZenije varijante ovog
genetskog operatora [Mih97].

Kod jednopozicionog ukrstanja se na sluajan nacin biraju parovi roditelja
iz populacije i broj koji predstavlja tacku ukrstanja, a koji je manji od duzine
genetskog koda. Svi geni, poCevsi od pozicije taCke ukrdtanja do poslednje
pozicije u genetskim kodovima roditelja, uzajamno menjaju mesta stvarajuci pri
tom dva nova potomka. Operator dvopozicionog ukrstanja funkcioniSe tako Sto
se slucajno biraju dve taCke ukrstanja, a zatim razmenjuju delovi genetskih
kodova roditelja izmedu ovih pozicija.

Kod uniformnog ukrstanja se za svaki roditeljski par na slu€ajan nacin
generise "maska”, odnosno binarni niz iste duzine kao genetski kod. Roditelji
zatim razmenjuju gene na svim pozicijama na kojima maska ima vrednost O,
dok na mestima gde maska uzima vrednost 1 roditelji zadrzavaju svoje gene.
Detaljan opis operatora uniformnog ukrstanja se moze naci u [Spe91].

Izbor operatora ukrStanja mora biti prilagoden prirodi problema koji se
reSava. Naime, kada je potrebno delimi¢no saCuvati strukturu genetskog koda
koristi se jednopoziciono ukrstanje. U sluCajevima kada je potrebno Sto vise
razbiti i izmeSati blokove u genetskom kodu, koristi se dvopoziciono ili
viSepoziciono ukrstanje. Ako su geni nezavisni, onda najbolje rezultate daje
uniformno ukrstanje.

Za razliku od kodiranja i selekcije, gde koris¢enje razli€itih pristupa moze
dovesti do bitnih razlika u performansama genetskog algoritma, kod ukrstanja
su razlike mnogo manje, ali su ipak primetne.
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1.5.1.4 Operatori mutacije

Mutacija je jedna od najznacajnijin operatora kod genetskih algoritama.
Ovaj operator moze biti realizovan na razliCite nacine, a €esto presudno utie
na tok izvrS8avanja algoritma. Najpoznatije varijante operatora mutacije su:
prosta mutacija, mutacija pomoc¢u binomne raspodele i mutacija pomocu
normalne raspodele.

Kada se jedinke binarno kodiraju, a populacija ne sadrzi nekorektne
jedinke, naj¢eSc¢e se koristi operator proste mutacije. Ovakav operator, bit po
bit, procesira genetski kod, proveravajuéi pri tome da li je doSlo do mutacije.
Nivo mutacije predstavlja verovatno¢u sa kojom svaki bit mutira i zadat je na
poCetku izvrSavanja algoritma. Medutim, mora se voditi rauna da se za nivo
mutacije odabere neka mala vrednost kako genetski algoritam ne bi prerastao u
slu¢ajnu pretragu. Prosta mutacija se, u nekim slu¢ajevima, realizuje i preko
binarnog niza koji se naziva maska. Za svaku jedinku se “maska” slu€ajno
generiSe i Cuva informaciju o tome na kojoj poziciji u genetskom kodu treba da
dode do promene gena. PoboljSanje proste mutacije se moze ostvariti i
koriS¢enjem “zaledenih” bitova, sto ¢ée detaljno biti objasnjeno u narednom
poglavlju.

Kori§¢enje binomne ili normalne raspodele moze bitno ubrzati realizaciju
operatora proste mutacije. Mutacija pomoc¢u binomne raspodele se zasniva na
Cinjenici da slu€ajna promenljiva, koja predstavlja broj mutiranih gena jedinke,
ima binomnu raspodelu B(Nyi, pmut). Pri tome je Ny duzina genetskog koda, a
Pmut NiVO mMutacije. Mutacija se izvodi tako Sto se prvo bira slu¢ajan broj s [0,1],
a zatim se pronalazi broj Xmy: za koji je ispunjeno: F(Xmu) < F(S) < F(Xmut1), gde
je F funkcija raspodele binomne raspodele. Na kraju se na slu€ajan nacin bira
taCno Xnu pozicija u genetskom kodu, na kojim se izvr§ava mutacija.

Kada je proizvod duzine genetskog koda i nivoa mutacije dovoljno veliki,
pogodno je da se pomenuta binomna raspodela aproksimira normalnom
raspodelom N(NpiPmut; Nbit'Pmur (1-Pmur)). Sli€no kao i kod prethodne realizacije
mutacije, uz koriséenje inverzne funkcije, za funkciju normalne raspodele se
odreduje broj mutiranih gena X.., a zatim vrS§i mutacija. Varijanta ovog
operatora za primenu na celoj populaciji je takode razvijena, prvenstveno zato
Sto se pri mutaciji genetski kodovi svih jedinki mogu statistiCki posmatrati kao
jedna celina. Detaljnije informacije o gore navedenim konceptima mutacije
mogu se pronaci u [Kra00, Tos04].

Posebno su interesantni slu€ajevi kada mutacija nije uniformna, odnosno
kada geni genetskog koda nisu ravnopravni, ve¢ je neke delove koda jedinke
potrebno mutirati sa manjom ili ve¢om verovatno¢om. Tada se obi¢no koristi
normalna mutacija koja se primenjuje u skladu sa normalnom raspodelom, ili
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eksponencijalna mutacija kod koje broj mutiranih gena u kodu eksponencijalno
opada.

Za sluCajeve kada genetski algoritam koristi kodiranje celim ili realnim
brojevima, razvijeni su drugi koncepti mutacije poput: zamene gena slucajno
izabranim brojem, dodavanje ili oduzimanje male vrednosti, mnozZenje brojem
bliskim jedinici itd. Potrebne vrednosti za pomenute operatore su sluc¢ajne i
mogu imati uniformnu, eksponencijalnu, binomnu ili Gausovu raspodelu.
Detaljnije o ovim operatorima se moze naci u [BeD93a,BeD93b].

U nekim situacijama nije mogucée direktno primeniti standardne genetske
operatore ili njihove modifikacije, ili ih je  moguée primeniti, ali daju relativho
loSe rezultate. NajceSCe je to posledica specificnog nacina kodiranja ili
postojanja velikog broja ograniCenja koja se (sva) ne mogu implementirati u
genetski kod. Tada se primenjuju genetski operatori mutacije i ukrstanja koji
zavise od prirode problema. Ovakvi operatori uglavnom ¢&uvaju korektnost
jedinki na koje se primenjuju. Neki od primera operatora zavisnih od problema
su: hipermutacija (Hypermutation) koja je opisana u [CrrO1], N4H mutacija
([AIk04]), Modified-Basic Operator (MBO), String-of-Change Operator (SOC),
Template Operator (TEMP), Backward Crossover Operator (BACK) prikazani u
[Boz02] itd. Pomenuti operatori iskoriS¢eni su za reSavanje nekih lokacijskih
problema.

1.5.1.5 Karakteristike genetskih algoritama i ostali aspekti

lzvrSavanje genetskih algoritama, koji su u osnovi stohastiCke metode
pretrage dopustivog prostora reSenja, moze trajati beskona¢no dugo ukoliko im
se ne nametne kriterijum zaustavljanja. Najprimenjivaniji kriterijumi zavrSetka
genetskog algoritma su:

e dostignuti maksimalni broj generacija,

e sli¢nost jedinki u populaciji,

e ponavljanje najbolje jedinke odredeni (maksimalni) broj puta,
e dostizanje optimalnog reSenja ako je ono unapred poznato,

e dokazana optimalnost najbolje jedinke (ukoliko je to moguce),
e ograniCeno vreme izvrSavanja genetskog algoritma i

e prekid od strane korisnika.

Kriterijum zavrSetka je najosetljivije mesto genetskih algoritama. Navedeni
kriterijumi imaju dobre i loSe strane, pa se u prakticnim primenama najbolje
pokazalo njihovo kombinovanje. Koriséenjem viSe kriterijuma zaustavljanja
smanjuje se mogucnost loSe procene prekida genetskog algoritma.
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Politika zamene generacija je jedan od bitnih aspekata genetskih
algoritama. Naj¢esc¢e se primenjuju sledece strategije:
e Generacijska, koja u svakoj generaciji menja sve jedinke u populaciji.

e Stacionarna, koja u svakoj generaciji generiSe samo deo populacije,
dok se preostale jedinke prenose iz prethodne populacije.

o Elitisticka strategija, koja bez primene genetskih operatora i
racunanja funkcije prilagodenosti, u svaku generaciju propusta
odreden broj elitnih jedinki, ¢ime se skraduje vreme izvrSavanja
algoritma i obezbeduje Cuvanje dobrih reSenja. Pored usStede
procesorskog vremena i kvalitet reSenja se moZe bolje predvideti,
tako da elitistiCka strategija ima prednost nad ostalim strategijama.

Jedan od nedostataka genetskih algoritma je u tome Sto ne postoji
jedinstvena kombinacija parametara (veli€ina poCetne populacije, nivo mutacije,
nivo ukrstanja itd) koja bi bila najbolja za sve probleme, ve¢ se oni u svakom
konkrethom slu€aju posebno podeSavaju eksperimentalnim putem. Takode,
raznovrsnost genetskog materijala nije jednaka u svim fazama izvrSavanja
genetskog algoritma pa se Cesto optimalne vrednosti nivoa ukrstanja ili
mutacije menjaju tokom izvr§avanja genetskog algoritma (videti [Brm91, Béc92,
Béc93, Sri94]). Nacini promene parametara u toku izvrSavanja se mogu podeliti
u dve kategorije:

e fiksna promena parametara, koja unapred zadaje linearno ili
eksponencijalno povecéanije ili smanjivanje parametara i

e adaptivna promena parametara, koja moze da promeni parametar u
zavisnosti od toga kakve je rezultate operator do tada dao, odnosno
koliko je bio uspesan.

Cesto realni problemi nameéu da se genetski algoritmi kombinuju sa
drugim heuristikama. Heuristike se mogu Koristiti, kako za poboljSavanje
poCetne populacije tako i svake naredne generacije. Mogu se primenjivati na
celu populaciju, jedan njen deo ili na pojedinacnu jedinku. Paralelizacijom i
keSiranjem se, takode, bitno poboljSavaju performanse genetskog algoritma,
kao §to je prikazano u [Kra00].

Genetski algoritmi su se pokazali vrlo uspesnim pri reSavanju Siroke klase
problema optimizacije. Prikaz svih primena genetskih algoritama daleko
prevazilazi obim ovog rada. Veliki broj primena genetskih algoritama se moze
naci u [Ala08]. Neke od novijih primena genetskih algoritama su:
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diskretni lokacijski problemi [Alp03, Dre03, Dvo99, Fil00, Kra98,
Kra99b, Kra00, Kra0Ola, KraOlb, Mar08a, Mar08b, Mar08c, Sta07a],

hab lokacijski problemi [Fil06, Kra05, Kra06, Kra07, Sta07b, Sta08],

minimalna povezana dopuna grafa [Lju0Oa, Lju0Ob, Lju01, Lju03,
Lju04, TrmOO0],

metricka dimenzija grafa [Kra08a, Kra08b, Kra08c],
raspodela poslova [Sav08a, Sav08b],

dizajn raCunarskih mreza [Kra02, Kra08d],
zadovoljivost formula [Ognj01, Ognjo4b],
viSedimenzioni problem ranca [Puc06, Rai05],
minimalna meduzavisnost binarnih nizova [Kov08],
maksimalno balansirana povezana particija grafa [Bur08],
izbor indeksa baze podataka [Kra03],

rutiranje vozila [Kra08e],

pokrivanje ¢vorova grafa [Mil08],

bojenje grafa [Juh06].






2 PROBLEM HIJERARHIJSKOG RASPOREDIVANJA
RADNIKA

Jedan od osnovnih preduslova za uspes$no poslovanje firmi je efikasna
raspodela radne snage. Manjak radnika doprinosi smanjenju troSkova, ali
istovremeno i pogorSava nivo usluge. Sa druge strane, veci broj radnika ¢e
poboljSati nivo usluge, ali i dovesti do povecéanja izdataka poslodavaca, kao i
do problema sa radnim prostorom. Firme se trude da pronadu idealan balans
izmedu broja zaposlenih, njihovih kvalifikacija i ukupne cene angazovanja,
vodeCi raCuna da se pri tome maksimalno zadovolje postavljeni zadaci.
Hijerarhijsko rasporedivanje radnika (Hierarhical workforce sheduling problem -
HCLP) u velikim firmama predstavlja ozbiljan problem, posebno poslednjih
godina kada sa brojem poslova raste i broj radnika koji te poslove treba da
obave. Polazne parametre problema predstavljaju hijerarhija stru¢ne
kvalifikacije radnika i razliCite potrebe poslodavca. Ova tematika je dosta
razmatrana u literaturi i postoji mnogo radova u kojima su prezentovani ovakvi
problemi: [Bil99, Emm85, Emm91, Ern04, Hun93, Hun94, Hun96, Hun04,
Nar97, Nar00, Sec07, Top02]. Glavni princip, pri definisanju problema, je da
strucniji radnici mogu da obavljaju manje zahtevne poslove, ali ne i obrnuto.
Naravno, stru¢niji radnici moraju biti i viSe placeni pa se, kako u praksi tako i pri
reSavanju ovog problema, tezi da se takve situacije izbegnu. Upravo zbog toga
pomenuti slu¢aj je specijalan, pre nego uobiajen. U [Bil99] je predstavljen
osnovni model problema rasporedivanja radnika. Takav model ukljuCuje tri
parametra: stru¢nost radnika, tezinu poslova i dane u nedelji. Ta¢nije, model bi
trebao da zadovoljava sledece uslove:

e radna nedelja ima sedam dana, koji su od ponedeljka do nedelje
obelezeni brojevima od 1 do 7.

e svi radnici rade puno radno vreme, ali su klasifikovani tako da su
najkvalifikovaniji ranga 1 i tako dalje do ranga m, pri ¢emu su razliCiti
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tipovi radnika i razliCito placeni. Poslove ranga |, svakog dana, mogu
izvrSavati radnici tog ili viSeg ranga.

e svaki radnik ima n slobodnih dana u nedelji (obi¢no je n =2,3,4) .

e zadatak je pronaci najjeftinije reSenje koje omogucava da se svi nedeljni
poslovi zavrse.

Ovde indeks k oznacava tip radnika, m - broj razliitih tipova radnika (pri
¢emu radnici sa manjim indeksom k imaju viSi rang), indeks | oznacCava tip
posla (poslova ima koliko i vrsta radnika - m), dok indeks j odreduje o kom
danu u nedelji se radi. Imajuéi u vidu prethodno uvedene indekse mogu se
definisati promenljive:

e C, - cenaradnika ranga Kk,

e W, - broj radnika tipa k,

* X, - brojradnika tipa k, angaZovanih dana j na poslu |,
e Y, - broj radnika tipa k koji ne rade dana j i

e d; - broj poslova ranga | koje je potrebno zavrsiti dana j.

Sa ovako uvedenim indeksima i promenljivima matemati¢ki model
celobrojnog linearnog programiranja (preuzet iz [Bil99]) se definiSe na slededi
nacin:

Minimizovati:

L= Z CWe (2.1)
k=1..m

tako da vazi:

D X+ Yig =W | 2.2)

1>k

pricemu k=1,...,m, j=1,..,7.

Z Y SW N (2.3)
(kJ: 1,..,m, n=2,3,4),
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D X =0y, (2.4)

k<l
(I=1,..,mj=1, .., 7).

Uslov (2.2) kazuje da svakoga dana odreden broj radnika radi dok ostali
odmaraju, tacnije da su svi na broju. Uslov (2.3) obezbeduje da svaki radnik
ima odgovarajuéi broj slobodnih dana, a uslov (2.4) garantuje da ¢e planirani
poslovi biti zavrSeni. Vazno je napomenuti da se pri formulisanju problema vodi
racuna da vaZi nejednakost c; > ¢, ... > C .

Primer 1: Za m = 3 - odnosno u situaciji kada postoje tri razli€ita tipa radnika,
n = 2 (radi se 5 dana u nedelji), cene ¢c; =12, ¢, =8ic3 =61 neka je u Tabeli
2.1 prikazan broj poslova odredenog ranga koje treba zavrsiti nekog dana u
nedelji.

Tabela 2.1 Poslovi koje treba zavrsiti u toku nedelje

E(?QI% Pon. Uto. Sre. Cet. Pet. Sub. Ned.
1
2 1 1 1
3 4 4

Optimalno reSenje je: w; =5, w, = 2, wz = 5, §to znaci da je za obavljanje
poslova potrebno angazovati pet najkvalifikovanijih radnika, dva srednje i pet
najslabije kvalifikovanih radnika. Pri tome je u Tabeli 2.2 dat broj radnika koiji
odmaraju odredenog dana:

Tabela 2.2 Raspored odmaranja radnika

Rang X

radnika Pon. Uto. Sre. Cet. Pet. Sub. Ned.
1 3 1 4 1 1 0 0
2
3 1 1 1 4 1 1 1
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Tabela 2.3 prikazuje koji posao kog dana radi koji radnik. Na primer, radnik
3 najviSe kategorije (1) ne radi ponedeljkom i sredom, utorkom, Cetvrtkom
subotom i nedeljom radi poslove svog (najviseg) ranga, dok petkom radi posao
druge klase itd.

Tabela 2.3 Poslovi koje radnici obavljaju u toku radne nedelje

r:danniga Radnik | Pon. | Uto. | Sre. | Cet. | Pet. | Sub. | Ned.
! - 1 - 1 1 1 1
2 ) 1 - 1 1 1 1
1 3 - 1 - 1 2 1 1
4 1 - 1 - 2 1 1
5 1 2 - 1 - 1 1
1 2 - 2 2 3 - 2
’ 2 2 : 2 2 3 2 -
1 - 3 3 - 3 3 3
2 3 - 3 - 3 3 3
3 3 3 3 - 3 - 3 3
4 3 3 3 - - 3
5 3 3 3 - 3 3 -

U ovom radu je razmatrano uopstenje prikazanog modela kod kojeg radno
vreme nije fiksirano, odnosno radnici mogu da rade i preko 8 sati, ali u takvim
situacijama rade manji broj dana u nedelji. Detaljan opis problema sledi u
nastavku.

2.1 Matematicka formulacija problema

Matematicki model linearnog celobrojnog programiranja za reSavanje
problema hijerarhijskog rasporedivanja radnika (preuzet iz [Sec07]) definisan je
na sledeci nacin:
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Minimizovati:

Z= ) CyWy, (2.5)
b=1..B k=1..m

tako da vazi:

beklj * Yoii = Wk (2.6)

1>k

pricemu b=1,23, k=1,....,m, j=1,..,7.

2 Ve = Ay Wy 2.7)
J
(b=1,23, k=1,..,m, n=23,4)

Xoij = Ay (2.8)

Ovde, sli¢no kao kod modela iz [Bil99], indeks k oznacava tip radnika, broj
razlicitih tipova radnika je m (pri ¢emu radnici sa manjim indeksom k imaju viSi
rang), indeks | oznaCava tip posla (poslova ima koliko i vrsta radnika - m),
indeks j odreduje o kom danu u nedelji se radi, a indeks b oznacava tip radnog
vremena.

Sa ovako uvedenim indeksima, c,, predstavlja cenu radnika ranga k sa
radnim vremenom tipa b, w,, - broj radnika tipa k sa radnim vremenom tipa b,
Xy - broj radnika tipa k sa radnim vremenom tipa b angazovanih dana j na
poslu I, y,, - broj radnika tipa k sa radnim vremenom tipa b koji ne rade dana j i
d; - broj poslova ranga | koje je potrebno zavrsiti dana j.

Jasno je da uslovi (2.1) - (2.4), koji opisuju model iz [Bil99], predstavljalju
specijalan sluaj modela (2.5) - (2.8) iz [Sec07]. Fiksiranjem B=1 gubi se

raznovrsnost radnih vremena, tako da svi radnici imaju osmoc¢asovno radno
vreme, a samim tim i rade pet dana u nedelji.
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Primer 2.2: Broj razlicitih tipova radnika je m = 3, broj razlicitih tipova radnih
vremena B = 3, pa je u slu¢aju b =1 radno vreme 8 sati dnevno, a radnik radi
5 dana u nedelji. Za b =2 radno vreme je 10 sati, a radi se 4 dana u nedelji,
dok za b = 3 radnik radi 3 dana u nedelji po 12 sati. Cene radnika, u zavisnosti
od ki b (cy ), su predstavljene u Tabeli 2.4.

Tabela 2.4 Cene radnika

k
1 2 3
b
12 8 6
10
8 5 3

Poslovi (d;) razliCitih rangova, koje treba izvrsiti u toku nedelje, dati su u
Tabeli 2.5.

Tabela 2.5 Poslovi

E(?QI% Pon. Uto. Sre. Cet. Pet. Sub. Ned.
1
2 1 1
3 4

Optimalno reSenje, Cija je vrednost Z=98, odgovara rasporedu radnika (w,, )
koji je prikazan u Tabeli 2.6.

Tabela 2.6 Raspored radnika na razli€itim radnim mestima

k
1 2 3
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U Tabeli 2.7 prikazani su detalji o radu svakog radnika, odnosno Kkoji
radnik kog dana radi koji posao, u slu€aju da tog dana ne odmara. Ukoliko je
radnik nekog dana slobodan u njegovoj koloni za taj dan se nalazi crta (-).

Na primer, radnik 3 koji je ranga 1 sa radnim vremenom tipa 1 radi
utorkom, Cetvrtkom, petkom, subotom i nedeljom poslove svog (1) ranga.
Ukupno tri radnika rade pet dana u nedelji po 8 sati, osam radnika rade 10 sati
dnevno Cetiri dana u nedelji dok tri radnika rade tri dana u nedelji po 12 sati.

Tabela 2.7 Poslovi i radnici koji ih izvrSavaju u toku nedelje

Vrsta Tip _ .
radnog . Radnik | Pon. | Uto. | Sre. | Cet. | Pet. | Sub. | Ned.
vremena radnika

1 - 1 - 1 1 1 1

1 2 - 1 - 1 1 1 1

1 3 - 1 - 1 2 1 1

2 - - - - - - - -

1 1 - - 1 - 1 1

1 - - 2 2 - 2 2

2 2 2 - 2 2 2 - -

1 - - 3 - 3 3 3

2 2 - - - 3 3 3 3

3 3 3 - - - 3 3

3 4 3 3 3 - 3 3 -

5 3 3 3 - 3 - -

6 3 3 3 - 3 - -

1 - - - - 1 1 1

3 1 2 2 - - 2 - -

1 - - - - 3 3 3




40 Resavanje nekih NP-teskih hijerarhijsko-lokacijskih problema primenom GA

2.2 Genetski algoritam za reSavanje problema hijerarhijskog
rasporedivanja radnika

2.2.1 Kodiranje i raunanje funkcije cilja

U ovoj implementaciji je primenjeno kodiranje realnim brojevima za
odredivanje svih elemenata viSedimenzionog niza X. Nizom X predstavljen je
broj radnika tipa k sa radnim vremenom b, angaZovanih dana j na poslu .
Svakom od ¢lanova niza pridruzuje se realan broj koji se dobija iz genetskog
koda. Posto je problem numericki stabilan, svaki realan broj moze se kodirati
samo pomocu 16 bitova, ¢ime se dobija smanjenje duzine genetskog koda. Na
osnovu realnih brojeva dobijenih iz genetskog koda, za svako | i j, raCunaju se
celobrojne vrednosti niza Xy koriS8¢enjem tzv. D’Ont-ovog sistema [Don08].
Ovaj sistem ima minimalnu greSku uzorkovanja (sampling error), pa se zato
koristi i kod rasporedivanja poslani¢kih mandata u proporcionalnom izbornom
sistemu. Nakon pebrojavanja glasova, za svaku listu se racunaju koli¢nici po

formuli % pri ¢emu je V broj glasova koje je lista dobila, a s broj mandata

koje je lista dobila do tog trenutka. Sledeéi mandat dobija lista koja ima najvedi
koli¢nik, zatim se koli¢nici ponovo raCunaju i postupak se ponavlja sve dok se
ne raspodele svi mandati.

Koris¢enje D’Ont-ovog sistema pri reSavanju problema hijerarhijskog
rasporedivanja radnika podrazumeva da se za fiksirano | i j, u zavisnosti od
realnih brojeva koji su pridruzeni X-ovima, pove¢ava odgovarajuci Xy i sve
tako dok se ne zadovolje svi poslovi d;. Preciznije, za svako | i za svako |
primenjuje se po jedan D'Ont-ov sistem za rasporedivanje d; u skladu sa

formulom (2.8). Kao $to je vec¢ opisano, u svakom koraku formiraju se koli¢nici
u kojima je deljenik realni broj koji se uzorkuje (dobijen iz genetskog koda), a
delilac je do tada dobijena celobrojna vrednost niza X uvec¢ana za 1. Vrednost
niza X, koja odgovara najvecem koli¢niku, se povecava za 1, Cime se povecava
i njegov delilac. Ukupan broj koraka je d;.

Niz w, se dobija na osnovu elemenata x,, za svako b i k. Izracuna se

2.2 Yoy

el ] i za svaki dan u nedelji j se nalazi ) x,, . Maksimum izratunatih

7 - n k>1

brojeva (njih 8) postaje vrednost w,, . Vrednosti Yo = —Wok +beklj dobijaju
1>k
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se na osnovu uslova (2.6). Na ovaj naCin obezbeduje se dopustivost reSenja u
skladu sa uslovima (2.6)-(2.8). Vrednost Z se dobija sumiranjem po formuli
(2.5).

Lema 2.1: Slozenost izraCunavanja funkcije cilja predstavljenim genetskim
algoritmom je O(m*B-MaxD), pri éemu je MaxD najve¢a vrednost u nizu
poslova.

Dokaz

Imajuéi u vidu gore prikazane korake, jasno je da je sloZzenost inicijalizacije
niza X O(7 -B- m®) = O(B- m?), a odredivanja ¢lanova niza X O(7-m*B-MaxD +
7m*B ) = O(m*B-MaxD). MaxD je najve¢a vrednost u nizu poslova d i
predstavlja gornju granicu pri racunanju vrednosti D’Ont-ovim sistemom.
SloZenost izraCunavanja €lanova niza W je O(7-B-m) = O(B-m), a niza Y
O(7-B'm°) = O(B-m°”). Vrednost funkcije cilja raduna se sa slozeno$¢u O(B-m).
Na kraju, imajuéi u vidu sloZenosti svih koraka izracunavanja funkcije cilja,
jasno je da je njena sloZzenost O(m*B-MaxD). o

2.2.2 Selekcija

Operator selekcije je mehanizam kojim se biraju roditelji koji daju potomke
za sledecu generaciju. Turniri su takmienja dve ili viSe jedinki koje se
nadmecCu da bi prezivele, odnonosno ucestvovale u sledecoj generaciji.
Prakti¢no, kada je u pitanju turnirska selekcija, jedinka ¢e biti izabrana ukoliko
je bolja od nekoliko slu¢ajno izabranih protivnika. Veli¢ina turnira Ny je jedini
parametar ove selekcije, a slozenost izracunavanja pobednika je O(Nour *Nnnel),
gde je Nnne broj jedinki koje nisu elitne, odnosno broj turnira koje je potrebno
organizovati. Kako brojevi Ny I Nnnel Ne zavise od veli€ine problema, moze se
uzeti da je slozenost izraCunavanja konstantna, odnosno O(1). Osnovni
nedostatak klasi¢ne turnirske slekcije je to Sto se veliina turnira N bira iz
skupa celih brojeva. Za razliku od toga, ostali operatori se podeSavaju realnim
parametrima, §to omogucava vecu fleksibilnost. U praksi je izbor parametara za
turnirsku selekciju suzen na dve — tri vrednosti, tako da se teSko moze podesiti
odnos istrazivanja i eksploatacije. Kada je ovakav operator selekcije u pitanju,
Cesto se dogada da za jedan parametar konvergencija bude veoma spora, a da
povecéanje parametra za jedan dovede do preuranjene konvergencije, odnosno
vezivanja reSenja za lokalni ekstremum.
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Upravo, iz gore pomenutih razloga, pri reSavanju problema hijerarhijskog
rasporedivanja radnika koris¢eno je jedno unapredenje turnirske selekcije
poznato kao Fino gradirana turnirska selekcija [Fil0OO, Fil03]. Ovaj operator
koristi realni (racionalni) parametar Fi, koji oznacava ocCekivanu prosecnu
veli¢inu turnira. Kao i kod turnirske selekcije, jedinka ¢e biti izabrana ukoliko
bude bolja od odredenog broja slu¢ajno izabranih protivnika, ali veliina
izbornih turnira nije jedinstvena u okviru populacije. Primenjuju se dva tipa
turnira: jedan se odrzava k; puta sa turnirima veli¢ine [ Fiu | , @ drugi k. puta sa

turnirima veli¢ine | Fiouw jedinki. Pri tome je ispunjeno Fy, zleFtOufl\kaﬁ:m“f
nnel

k1'|'k2:NnneI-

U ovoj implementaciji je Fou = 5.4, sa pridruzenim vrednostima k;=30 i
k=20 za Npmne = 50. Kao i kada je u pitanju turnirska selekcija, sloZenost
izraCunavanja ovog operatora je konstantna (O(1)).

2.2.3 Ukrstanje

Na jedinke odabrane operatorom selekcije se primenjuje operator ukrstanja
koji rekombinacijom genetskog materijala od dve odabrane (roditeljske) jedinke
stvara dve nove jedinke (potomke). Potomci u novu generaciju prenose dobre
osobine svojih roditelja. Pri reSavanju problema koris¢eno je jednopoziciono
ukrstanje kod kojeg se na slu€ajan nacin biraju parovi roditelja iz populacije i
broj ke{0,..., d-1} koji predstavlja tacku ukrStanja (gde je d duZina genetskog
koda). Svi geni, pocevsi od pozicije k+1 do poslednje pozicije d—1 u genetskim
kodovima roditelja, uzajamno menjaju mesta stvarajuéi pri tom dva nova
potomka, kao §to se moze videti na slici 2.1.

Roditelj 1:  XX-XXXXXX Potomakl: XX-YYYYYY
Roditelj 2:  YY-YYYYYY Potomak2: YY-XXXXXX

Slika 2.1 Sema jednopozicionog ukrstanja

U genetskom algoritmu za reSavanje problema hijerarhijskog
rasporedivanja radnika koriS¢eno je jednopoziciono ukrS§tanje sa nivoom
ukrstanja 0.85, Sto znadi da u ukrstanju uCestvuje 85% jedinki.
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2.2.4 Mutacija

Za operator mutacije genetskog algoritma izabrana je prosta mutacija sa
zaledenim bitovima.

Tokom izvrSavanja genetskog algoritma moZe se desiti da na istoj bit-
poziciji skoro sve jedinke u populaciji imaju istu vrednost. Takve bitove
definiSemo kao "zaledene", a njih mozZe biti viSe u istoj generaciji. Njihova
pojava predstavlja odredeni nedostatak u izvrSavanju genetskog algoritma, jer
ako je broj zaledenih bitova q pretrazivacki prostor postaje 2° puta maniji i
mogucnost preuranjene konvergencije rapidno raste. Lako je uociti da operatori
selekcije i ukrstanja nikako ne mogu promeniti vrednost zaledenog bita. Jedino
operator mutacije moze promeniti vrednost zaledenog bita, ali je nivo mutacije
uglavnom vrlo mali, pa Cesto nije dovoljan da bi povratio izgubljene regione
prostora pretrage. Nivo mutacije ne sme da bude veliki jer onda genetski
algoritam gubi svoj smisao i postaje sluCajna pretraga. Upravo zbog toga,
pogodno je nivo mutacije povecavati samo na zaledenim bitovima, jer je tu
situacija najproblematic¢nija.

Pri reSavanju zadatog matemati¢kog modela, za osnovni nivo mutacije
uzeta je vrednost koja je dovodila do najboljih rezultata prilikom testiranja. Ona
se dobija iz formule (2.9).

10.8

— 2.9
P b-7-m-(m+1) (2.9)

Na zaledenim bitovima nivo mutacije je bio 2.5 puta veci od osnovnog
nivoa pms . Sto predstavlja dobar kompromis za vracanje izgubljenog
pretrazivackog prostora pri eventualnoj pojavi zaledenih bitova.

2.2.5 Politika zamene generacija

Pri reSavanju problema upotrebljeni su parametri koji su davali najbolje
rezultate pri testiranju. Koris¢ena je veliCina populacije od 150 jedinki.
Primenjena je elitisticka strategija koja favorizuje dobro prilagodene jedinke.
Prakti¢no, u svakoj generaciji 2/3 populacije (100 jedinki sa najboljom funkcijom
prilagodenosti) direktno prelazi u sledecu generaciju, dok se ostalih 50 jedinki
dobija primenom genetskih operatora na svih 150 jedinki.
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Da bi se izbegla moguénost preuranjene konvergencije uklanjaju se sve
viSestruke pojave iste jedinke u populaciji. Uklanjanje se vrSi implicitno,
postavljanjem funkcije prilagodenosti date jedinke na nulu, ¢ime ona gubi Sansu
da se pojavi u narednoj generaciji. Takode se ograniCava broj pojava jedinki sa
istom vredno$¢u, a razli¢itim genetskim kodovima na 40.

2.3 Kesiranje

Performanse genetskog algoritma su poboljSane primenom tehnike
keSiranja, koja je prvi put primenjena u [Kra99a]. Najzahtevniji deo, kada je u
pitanju vreme izvr8avanja, je izraCunavanje funkcije cilja. Zbog toga se
izraCunate vrednosti funkcije cilja, zajedno sa odgovaraju¢im genetskim kodom,
smestaju u memoriju. Pri izvrSavanju genetskog algoritma proverava se da li
tekuéa jedinka u populaciji postoji u ke§ memoriji, odnosno da li se pojavljivala
u prethodnim generacijama. Ako je to tadno, njena funkcija cilja se ne
izraCunava, ve¢ se uzima vrednost iz ke§ memorije. U suprotnom, raduna se
vrednost funkcije cilja i zajedno sa genetskim kodom smes&ta u ke§ memoriju.

Za kesSiranje se koristi slobodna RAM memorija koja se alocira dinamicki.
Ke§ memorija se deli u blokove, koji su kod genetskih algoritama jednake
veliine. Kao $to je ranije pomenuto, svaki blok ke§ memorije ¢uva vrednosti
koje se odnose na jednu jedinku populacije u nekoj generaciji, odnosno ¢uva
slede¢e podatke: genetski kod, vrednost njegove funkcije cilja i indikator
validnosti jedinke (koji je binarna promenljiva).

U ovoj implementaciji je koriS¢ena hijerarhija keSiranja sa jednim nivoom.
Ona je jednostavna za implementaciju i time su izbegnuti problemi
konzistentnosti keSa, koji se javljaju samo kod hijerarhija keSiranja sa vise
nivoa.

Tehnika keSiranja je zasnovana na strategiji najstarijeg nekoris¢enog bloka
(Least Recently Used — LRU strategy). Data strategija je implementirana
pomoc¢u hes-red (hash-queue) stukture, kao u [KraOOa], gde su smeSteni
pokazivaCi na sve blokove ke§ memorije i koja omogucava sledecée operacije:

e Pretrazivanje keS memorije koriS¢enjem hes tabele za pronalazenje
trazene jedinke (ako takav blok postoji, odnosno ako se jedinka
nalazi u ke§ memoriji).

e Izbacivanje najstarijeg nekoriS¢enog bloka iz keS memorije
(koriS¢enjem reda) ako je ke§ memorija potpuno popunjena.
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e Ubacivanje aktuelne jedinke u ke§ memoriju ako se ta jedinka vec ne
nalazi u keS memoriji.

Prakticno, proverava se da li se trazena jedinka nalazi u keS memoriji.
Vraca se pokaziva¢ na blok memorije gde se traZena jedinka nalazi, ili NULL
pointer ukoliko se jedinka ne nalazi u ke§ memoriji.

Ako je jedinka ve¢ smestena u keS memoriju, oCitava se vrednost funkcije
cilja odgovarajuce jedinke iz memorije, umesto da se ponovo izraCunava. Posle
toga se odgovarajuéi blok memorije oznaava kao posledniji koriséeni i time
penje na vrh reda.

Ako ne postoji blok memorije koji sadrzi trazenu jedinku ra¢una se funkcija
cilja za odgovarajuéu jedinku. Zatim se proverava da li je keS memorija puna pa
se, u tom slu€aju, izbacuje najstariji blok memorije, odnosno blok kojem se
najranije u proslosti pristupalo. Nakon toga se podaci o odgovarajucoj jedinki
(genetski kod, vrednost funkcije cilja i indikator validnosti) smestaju u slobodni
blok memorije umesto prethodno izbacenih podataka, ili na prvo slobodno
mesto ukoliko ke§ memorija nije bila puna pre ove operacije. Na kraju se ovaj
blok ozna¢ava kao poslednje poseceni.

Red pokazivaCa na ke§ memoriju je organizovan u skladu sa jedinkama
populacija tokom generacija genetskog algoritma i njihovim nalazenjem
/nenalazenjem u ke$ memoriji. Na vrhu reda se nalaze blokovi kojima se
najskorije pristupalo (ili su dodavani), dok se na kraju reda nalaze blokovi
kojima se pristupalo najdalje u proslosti. U konkretnom slu€aju, broj keSiranih
vrednosti funkcije cilja u heS-red tabeli je ograni€en na N¢acne=5000.

2.4 Algoritam

Uzimajuéi u obzir sve prethodno opisane detalje, na slici 2.2 predstavljen je
Sematski prikaz implementiranog genetskog algoritma.
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Ucitavanje_ulaznih_podataka();
Generisanje_Pocetne_Populacije();
while (not Kriterijum_Zaustavljanja_GA()) do
for (I = (Nelit +1) to Npop) do
if (Postoji_u_kesu(i)) then
obj[i] = Pronadi_u_kesu(i);
else
obj[i] = Funkcija_Cilja(i);
Stavi_u_kes(i, obj[i]);
if (Pun_ke$()) then
Izbaci_LRU_blok keSa()
endif
endif
endfor
Racunanje_funkcije_prilagodenosti();
Selekcija();
Ukrstanje();
Mutacija();
endwhile
Stampanje_lzlaznih_Podataka();

Slika 2.2 Genetski algoritam

2.5 Rezultati

U primerima 2.3 i 2.4 su prikazani rezultati dobijeni primenom genetskog
algoritma na jedine dve instance koje su poznate iz literature [Bil99, Sec07].
Kasnije su generisane i testirane razne instance, a u primerima 2.5 i 2.6 su
prikazani rezultati genetskog algoritma na instancama kod kojih je redomm =4
i m = 5. Kod generisanja novih instanci problem su predstavljala brojna
ograni¢enja. Naime, broj dana u nedelji je fiksiran na 7, a dnevno radno vreme
je u praksi uglavnom ograni¢eno na 8 do 12 Casova. Takode, broj mogucih
kategorija stru¢nosti je relativno mali. Eksperimentalni rezultati pokazuju da
genetski algoritam za date instance dostize optimalno reSenje u relativho
kratkom vremenu izvrSavanja. Posto vreme izvrSavanja genetskog algoritma
raste polinomski sa dimenzijom problema, mogu se dobiti reSenja i na
instancama vecée dimenzije za koje nije poznato optimalno resenje.
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Primer 2.3 U Tabeli 2.8 prikazano je reSenje primera 2.1 dobijeno primenom
genetskog algoritma.

Tabela 2.8 Raspored radnika

1 2 3

Genetski algoritam je dostigao optimalno reSenje navedenog problema, Cija
je vrednost funkcije cilja 98. Medutim raspored radnika je bio razli¢it u odnosu
na Tabelu 2.6. 1z toga se moze zakljuCiti da postoji vise razli€itih optimalnih
reSenja datog primera.

Primer 2.4: Broj razlicitih tipova radnika je m = 3, broj razli€itih radnih vremena
B = 3, pa u slu€aju b =1 radno vreme je 8 sati dnevno a radnik radi 5 dana u
nedelji, za b = 2 — radno vreme je 10 sati 4 dana u nedelji i za b = 3 radnik radi
3 dana u nedelji po 12 sati. Cene radnika u zavisnosti od k i b (c, ) su

predstavljene u Tabeli 2.9.

Tabela 2.9 Cene radnika

k
1 2 3
b
12 8 6
10
8 5 3

Poslovi (d,) razlicitih rangova, koje treba izvrsiti u toku nedelje, prikazani
su u Tabeli 2.10.
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Tabela 2.10 Poslovi

ESQI% Pon. Uto. Sre. Cet. Pet. Sub. Ned.
1 5
2 1 2
3 4

Optimalno reSenje, Cija je vrednost funkcije cilja Z=98, je predstavljeno u Tabeli
2.11, za raspored radnika (w,, ).

Tabela 2.11 Raspored radnika

1 2 3

Primer 2.5. Broj razli€itih tipova radnika je m = 4, broj razli¢itih radnih vremena
B = 3, cene radnika u zavisnosti od ki b (c,, ) su predstavljene u tabeli 2.12.

Tabela 2.12 Cene radnika

k
1 2 3 4
b
150 125 100 75
120 100 80 60

90 75 60 45
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Poslovi (d;) razliCitih rangova, koje treba izvrsiti u toku nedelje, dati su u
Tabeli 2.13.
Tabela 2.13 Poslovi
Rang N
posla Pon. Uto. Sre. Cet. Pet. Sub. Ned.
25 13 22 17 63 41 31
2 42 51 76 58 35 43 53
3 75 45 33 21 43 83 51
4 58 53 79 11 24 32 52
Optimalno reSenje, Cija je vrednost funkcije cilja 26965, je prikazano u
Tabeli 2.14.
Tabela 2.14 Raspored radnika
1 2 3 4
b
65 11 3
2 0 74 30
68 11 0 58

Primer 2.6. Broj razli€itih tipova radnika je m =5, broj razli¢itih radnih vremena

B = 3, Cene radnika u zavisnosti od ki b (c,, ) su predstavljene u Tabeli 2.15.

Tabela 2.15 Cene radnika

5
1 2 3 4
b
190 160 140 115 70
155 135 115 95 60
120 105 90 75 45
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Poslovi (d, ) razliCitih rangova, koje treba izvrsiti u toku nedelje, prikazani su u
Tabeli 2.16.

Tabela 2.16 Poslovi

EC?QP& Pon. Uto. Sre. Cet. Pet. Sub. Ned.
2 1 4 2 7 8 6
2 3 3 2 8 9 5 4
3 2 1 4 3 7 4 6
4 2 1 2 2 2 1 1
5 2 1 4 2 7 8 6

Vrednost fukcije cilja reSenja je 3715, a u Tabeli 2.17 su prikazane vrste
radnika koje su potrebne da bi se optimalno obavili zadaci.

Tabela 2.17. Raspored radnika

1 2 3 4 5




3 POBLEM HIJERARHIJSKOG POKRIVANJA
KORISNIKA

3.1 Problemi pokrivanja korisnika

Problem pokrivanja korisnika je jedan od specifi¢nih lokacijskih problema.
Cesto se koristi pri odredivanju lokacija za hitne sluzbe poput policijskih i
vatrogasnih stanica, hithne pomo¢i itd. One moraju da pokriju Sto vecéi broj
stanovnistva, a da pri tome troSkovi opsluzivanja budu $to nizi. U praksi su
troSkovi opsluzivanja klijenta, uglavnom direktno proporcionalni rastojanju
izmedu klijenta i objekata. Smatra se da je odredeno podrucje "pokriveno" uz
pomoc¢ datog objekta, ukoliko se nalazi na rastojanju manjem od nekog unapred
definisanog "kriticnog" rastojanja. Primarni cilj je odabrati lokacije za usluzne
objekte tako da Sto viSe potencijalnih klijenata bude pokriveno. Mnogi modeli
ovog problema su definisani i reSavani, ali jedan od najvaznijih je problem
maksimalnog pokrivanja korisnika (The maximal covering location problem -
MCLP). Zadatak je da se od skupa ponudenih lokacija snabdevaca odabere
fiksirani broj tako da se pokrije $to vise korisnika. Detaljan opis ovog problema
se moze videti u [Gal96].

Modeli maksimalnog pokrivanja se veoma Cesto Kkoriste pri reSavanju
problema koji podrazumevaju postavljanje Zeljenih objekata na ponudene
lokacije. U nekim situacijama ovi objekti su nepozeljni, kao na primer kada su u
pitanju deponije smeca, nuklearni reaktori ili zatvori. Ovakvi objekti, neophodni
drustvu, obi¢no imaju nepovoljan efekat na stanovniStvo koje se nalazi u
okolini. Naravno, postoje objekti koji su stanovniStvu veoma pozeljni u okolini
poput domova zdravlja, vatrogasnih stanica, fakulteta, Skola, itd. Iz prethodno
navedenih razloga ovaj problem se moze definisati kao problem maksimizacije
ili minimizacije funkcije cilja.
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Generalno, kao Sto je ve¢ pomenuto u uvodnom poglavlju, kod ovakvih
problema postoje dve vrste funkcija cilja: Min-Max i Max-Sum (Min-Max). Na
primer, kada je u pitanju Min-Max funkcija cilja i kada je zadatak postaviti samo
jednu "nepozeljnu" lokaciju, potrebno je pronadi lokaciju takvu da je najkraée
rastojanje do klijenata maksimalno. Kada je u pitanju Max-Sum funkcija cilja
zadatak je pronaci lokaciju objekta tako da se maksimizuje suma rastojanja od
objekta do svih klijenata.

Za razliku od prethodnog primera, koji je polinomske slozenosti
izraCunavanja, u praksi su jedino interesantni sluCajevi kada je potrebno
postaviti viSe objekata. U opStem slu€aju ti problemi su NP-teski, sto znaci da
se ne mogu reSiti uzastopnom primenom algoritama za reSavanje gore
pomenutog problema pronalazenja lokacije pojedinaénog objekta. U zavisnosti
od funkcije cilja, formulisano je dosta razli€itih problema. Na primer, jedan od
Min-Max problema je i problem p-disperzije (p-dispersion), kod kojeg je
potrebno pronaci lokacije za p objekata tako da minimalno rastojanje izmedu
svaka dva od ovih objekata bude Sto vece. Kod Max-Sum verzije problema
disperzije cilj je maksimizovati sumu rastojanja izmedu lociranih objekata. Kao
Sto je vec¢ reCeno, ova dva problema su NP-teski. Vise o problemima ovakve
vrste moze se naci u [Gal96].

Problem lokacije nepozeljnih objekata, Cija funkcija cilja treba da pokrije Sto
manje Klijenata, je dosta Cest u praksi, a samim tim se Cesto razmatra i u
literaturi. U radovima se takav problem naziva problemom minimalnog
pokrivanja korisnika (Minimum covering location problem with distance
constrains - MCLPDC). Lociranjem fiksiranog broja objekata cilj je u $to vecoj
meri smanijiti broj pokrivenih klijenata (smatra se da je klijent pokriven ukoliko
se nalazi na rastojanju manjem od definisanog za bar jednu od uspostavljenih
lokacija).

Kada je broj lokacija koje treba uspostaviti veci od jedne kod MCLPDC
problema, uslovi o minimalnosti rastojanja su obi¢no definisani tako da sprece
postavljanje svih objekata na istu lokaciju. Jasno je da bi takvo reSenje bilo
optimalno, ali ¢esto i nerealno. Motivacija za definisanje i reSavanje MCLPDC
problema, izmedu ostalih slicnih problema, pronadena je i u problemu
postavljanja nuklearnih reaktora, koji mogu imati opasne posledice za
stanovnistvo koje se nalazi u njihovoj okolini. 1z tog razloga pozeljno je da Sto
manje ljudi zivi u njihovoj okolini, odnosno da bude “pokriveno”. Sa druge
strane, iz bezbedonosnih razloga — pre svega zbog sve ceSc¢ih teroristickih
napada, potrebno je reaktore razdvojiti, jer ako se svi nalaze grupisani na
jednom mestu, onda su pogodna meta za teroriste. Raspodela reaktora na
razliCite lokacije moze se obaviti koriS¢enjem reSenja MCLPDC problema uz
dodatne uslove kojima je odredena minimalna dopustiva distanca dva reaktora.

Jedan od srodnih problema je i problem eksproprijacije lokacija
(Expropriation location problem - ELP), Cija se formulacija moze videti u
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[Ber03]. Svakoj lokaciji je pridruzena vrednost eksproprijacije. Lokacije koje se
nalaze na rastojanju manjem od predefinisanog precnika treba da budu
ekspoprisane. U stvari, cilf ELP-a je da pronade najbolje lokacije za fiksirani
broj nepozeljnih objekata tako da ukupna vrednost eksproprijacije bude
minimalna. U radu [BerO3] istraZivan je i problem minimalnog pokrivanja
lokacija u ravni (Minimal covering location problem on the plane) i prikazan
algoritam koji ga reSava. Pri tome je testirana i osetljivost polupre¢nika na
promene vrednosti njegove duzine. Takode, istrazivan je i problem minimalnog
pokrivanja na mrezi (Minimal covering location problem on a network), ali pod
imenom Problem 2 ELP-a na mrezi.

Jedan od problema korisnih u praksi je i problem pokrivanja lokacijama iz
skupa (Location set covering problem). Kada je ovaj problem u pitanju, cilj je
pronac¢i minimalan broj objekata iz ponudenog skupa, koji pokrivaju sve
zahteve Klijenata. Pri tome, ako je svakoj lokaciji dodeljena cena uspostavljanja,
LSCP ima zadatak da pronade objekte koji zadovoljavaju sve zahteve klijenata,
a da pri tome cena uspostavljanja tih objekata bude minimalna. U realnim
situacijama Cesto se dogada da ovakvi objekti nisu pozeljni u okolini klijenata
koje treba da "pokriju”, tako da se u literaturi srecu i modeli kod kojih je, kao
dodatni uslov, definisano minimalno rastojanje od najblizeg klijenta. Na kraju se
ipak pokazalo da ovakvi - proSireni modeli LSCP-a imaju istu strukturu kao i
originalni LSCP problem.

3.2 Hijerarhijski model

Hijerarhijska varijanta problema pokrivanja korisnika (HCLP) je veoma
Cesta u realnim situacijama. Tipi€an primer hijerarhijskog problema
predstavljaju Skolski i zdravstveni slu¢aj. Na primer, objekti na nizem nivou,
poput domova zdravlja, mogu pruziti samo osnovne zdravstvene usluge prvog
nivoa. Bolnice, osim osnovnih usluga, mogu pruziti i specijalisticke usluge
viSeg (drugog) nivoa. Ova hijerarhija je takva da objekti viseg nivoa mogu
pruzati usluge svog i nizih nivoa, dok obrnuto ne vazi. Drugi primer HCLP-a je
u visokom Skolstvu po Bolonjskom procesu, gde imamo strukovne Skole i
univerzitete. Strukovne Skole pruzaju prakticnu edukaciju, dok univerziteti mogu
pruzati i prakticnu i akademsku edukaciju. Treéi primer se moze uociti u
proizvodniji i prodaji. Objekte Cine fabrike i prodavnice, a proizvod do korisnika
moze sti¢i kupovinom u prodavnici ili kupovinom direktno iz fabrike.

Kao $to se iz prethodnog vidi, dva nivoa hijerarhije su najées$¢e dovoljna za
opisivanje realnih problema, a veoma su retki slu¢ajevi kada je potrebno vise
nivoa hijerarhije.
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U ovom poglaviju je formulisan ovaj problem kao i genetski algoritam za
njegovo reSavanje. ReSavani problem je NP — tezak, jer je generalizacija veoma
poznatog problema p-medijane.

3.3 Matematicka formulacija problema

U cilju preciznog definisanja problema koriS¢ena je formulacija celobrojnog
linearnog programiranja iz [Gal96]. Neka je R; poluprecnik pokrivanja za
usluge nizeg (prvog) nivoa koje pruzaju objekti prvog nivoa, a T; poluprecnik
pokrivanja kojim objekti drugog nivoa pruZaju uslugu prvog nivoa. U principu,
ovi polupreCnici mogu biti jednaki, ali u praksi klijenti su spremni da predu i
malo vecée rastojanje da bi dobili kompletniju uslugu. Zbog toga je u ovom
modelu ispostovan uslov da je T; > Ry, Na kraju, neka je R, polupre¢nik kojim
objekti viseg nivoa pokrivaju klijente uslugom viseg (drugog) nivoa. Posto
jedino objekti drugog nivoa pruzaju usluge viSeg nivoa, realno je oCekivati da
su klijenti spremni da predu i ve¢a rastojanja da bi dobili uslugu viSeg nivoa. 1z
gore navedenih razloga u HCLP modelu vazi nejednakost: R,> T; > R;.

Model celobrojnog linearnog programiranja za HCLP je definisan na
sledeci nacin:

Maksimizovati sumu:
max{ZJ: fjxj}, (3.1)
Je

tako da vazi:

Z:aijyi+21bijzi—xj >0,jed, (3.2)

iel iel
Y ciz,—x%,20,jed,
icl

Z Yi= P, (3.4)

icl

(3.3)
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A (35)

X; € 01,jed, (3.6)

Yi Z; € 011:i€|. (3.7)
Pri Cemu je:

e J={1, 2, ..., m}-skup podrucja za pokrivanje,

o |1={1,2, ..., n} -skup potencijalnih objekata,

¢ fj populacija podrucja j,

e a; = 1 ako podruCje ] moze biti pokriveno uslugom prvog nivoa (na
distanci R;) od strane objekta nizeg nivoa lociranog ui € | (a;j =0 u
suprotnom),

e b;j = 1 ako podruCje j moze biti pokriveno uslugom prvog nivoa (na
distanci T1) od strane objekta viSeg nivoa lociranog u i € | (bj =0 u
suprotnom),

e Cj = 1 ako podrucje j moze biti pokriveno uslugom drugog nivoa (na
distanci R;) od strane objekta viSeg nivoa lociranog ui € | (c;j =0 u
suprotnom),

e p - broj objekata nizeg nivoa koje je potrebno locirati,

e (- broj objekata viseg nivoa koje je potrebno locirati.

Promenjive x;, yi i z su binarne i imaju vrednosti:

e X =1 ako je podrucje j pokriveno (x; = 0 inace),

e V=1 oznacCava da je objekat nizeg nivoa postavljen na lokacijui € | (y; =
0 u suprotnom),

e 7z =1 ako je objekat viSeg nivoa postavljen na lokaciju i € | (z =0 u
suprotnom).

Formula (3.1) predstavlja funkciju cilja, odnosno zadatak je maksimizovati
pokrivenost populacije uslugama prvog i drugog nivoa. Uslov (3.2) obezbeduje
da podrucje j € J bude pokriveno bar jednim uspostavljenim objektom koji
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pruza uslugu prvog nivoa. U tom slu€aju je objekat nizeg nivoa na rastojanju
manjem od Rg, ili objekat viSeg nivoa na rastojanju manjem od T;. Uslov (3.3)
osigurava da podrucje | € J bude pokriveno uslugom drugog nivoa, odnosno
da se na rastojanju manjem od R, nalazi bar jedan uspostavljeni objekat viseg
nivoa. Uslovi (3.4) i (3.5) garantuju da Ce biti uspostavljeno taéno p, odnosno q
objekata prvog i drugog nivoa, respektivno. Na kraju, uslovi (3.6) i (3.7) definiSu
binarnu prirodu promenljivih x; , yi i z;

Primer 3.1: Neka je broj objekata n =5, pri ¢emu se na prvom i drugom nivou
moze uspotaviti po jedna lokacija, odnosno p =1, g = 1. Neka su poluprecnici
R, =15, T; = 20, R, = 30. Za cene uspostavljanja objekata f = [8 7 6 2 9] i
matricu rastojanja izmedu objekata d:

0 15 22 17 37]
15 0 66 43 29
d=[2266 0 79 12
17 43 79 0 42
13729 12 42 0

maksimalna vrednost funkcije cilja je 24. Na nizem nivou uspostavljena je tre¢a
potencijalna lokacija (ys = 1), dok je na drugom nivou uspostavljen drugi
potencijalni objekat (z, = 1). Pri tome, izabrani objekti pokrivaju podrucja 1, 2, 5
(x1=x2 = xs = 1) Cija je ukupna populacija 8 + 7 + 9 = 24. Optimalnost reSenja
je verifikovana uz pomo¢ programa za programski paket CPLEX ([Cpl08]), koji
je implementiran na osnovu modela (3.1) - (3.7).

3.4 Detalji genetskog algoritma

Pri reSavanju problema hijerarhijskog pokrivanja korisnika koris¢eno je
binarno kodiranje. Svako potencijalno reSenje predstavljeno je binarnim
vektorom dimenzije 2n. Binarne vrednosti na neparnim pozicijama odnose se
na potencijalne lokacije na nizem nivou, dok se vrednosti na parnim pozicijama
odnose na potencijalne lokacije na viSsem nivou. Ukoliko je neka od
potencijalnih lokacija uspostavljena, tada odgovaraju¢a vrednost u binarnom
vektoru, koji predstavlja reSenje, treba da bude 1, odnosno 0 ukoliko lokacija
nije uspostavljena.
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Primer 3.2: Binarni kod koji predstavlja optimalno reSenje primera 3.1 je:
00 01 10 00 00. Posto je n =5, binarni kod je duZine 10 i uspostavljene su tre¢a
lokacija sa prvog i druga lokacija sa drugog nivoa.

Sa ovakvim nacinom kodiranja promenljive y; i z se dobijaju direktno iz
genetskog koda. Racunaju se sume iz uslova (3.2) i (3.3) i ako su obe vece ili
jednake 1, promenljiva x;dobija vrednost 1, a u suprotnom 0. Na taj nacin su po
definiciji zadovoljeni svi uslovi, osim uslova (3.4) i (3.5). Da bi i ovi uslovi bili
ispunjeni, potrebno je raditi sa jedinkama koje imaju p uspostavljenih
potencijalnih lokacija na nizem i g uspostavljenih lokacija na viSem nivou.

U Zelji da se na poCetku dobije Sto viSe korektnih jedinki, verovatnoca
generisanja 1, na neparnim pozicijama u binarnom vektoru je p/n, a na parnim
pozicijama g/n. Jedinke koje nemaju odgovarajuci broj (p) jedinica na neparnim
pozicijama (k, - broj jedinica jedinke na neparnim pozicijama) modifikuju se tako
Sto se sa kraja jedinke oduzme, odnosno doda ako je potrebno | p —k; | jedinica
na neparnim pozicijama. Isto se postupa ukoliko na parnim pozicijama nema
tacno g jedinica.

Ovakvom modifikacijom zadovoljeni su uslovi (3.4) i (3.5) kojima se
zahteva da na prvom nivou bude uspostaviljeno ta¢no p, a na drugom nivou
tacno q lokacija. Opisani postupak primenjuje se samo na jedinke u prvoj -
slu€ajno generisanoj populaciji, jer su genetski operatori, koji ¢e kasnije biti
opisani, napravljeni tako da ¢uvaju korektnost jedinki.

Pojavljivanje nekorektnih jedinki je bio ograni€avajuéi faktor pri koris¢enju
binarnog kodiranja kod uobi€ajenih genetskih algoritama. U ovoj implementaciji
ovaj problem je uspedno prevaziden opisanim metodama, $to se moze videti i
iz eksperimentalno dobijenih rezultata koji ¢e kasnije biti prikazani.

Lema 3.1 Slozenost izraCunavanja funkcije cilja predlozenog genetskog
algoritma za reSavanje problema hijerarhijskog pokrivanja korisnika je O(n-m).

Dokaz

Slozenost pretvaranja genetskog koda u parametre problema je O(n), zato
Sto toliko ima €lanova niza y;i z. To je sloZzenost u svim generacijama osim u
prvoj kada je sloZenost dodatno uvecana za O(p + q), koliko je u najgorem
slu€aju potrebno za popravke nekorektnih jedinki. Naime, ukoliko jedinka nema
tatno p jedinica na parnim, odnosno g na neparnim pozicijama potrebno je
slu¢ajno odabrati pozicije koje Ce biti pretvorene u jedinice. Jasno je da je za
ovakvu modifikaciju u najgorem slucaju (kada jedinka nema ni jednu jedinicu),
potrebno p + g koraka.
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Slozenost izraCunavanja vrednosti funkcije cilja iz parametara problema je
O(n-m), jer je potrebno dvostrukim for ciklusom proveriti pokrivenost podrucja
uslugama prvog i drugog nivoa. Tacnije, za svako podrucje (kojih ima n) je
potrebno proveriti da li postoje objekti (kojih ima n) koji mu pruzaju usluge
prvog i drugog nivoa, odnosno da li je: (aijyi + aijz) - Cij- z > 0.

Iz prethodnog sledi da je ukupna slozenost izraCunavanja funkcije cilja
O(n'm). o

U implementiranom algoritmu koris¢ena je Fino gradirana turnirska
selekcija, opisana u 2.2.2 Realni parametar Fu. , koji predstavlja Zeljenu
srednju veli€ina turnira, ima vrednost 5.4.

Standardni operator ukrstanja na slu€ajan nacin bira pozicije u genetskom
kodu dva roditelja i vr§i razmenu genetskog materijala sa fiksiranih pozicija
proizvodedi na taj nadin dva potomka. Ovakav operator ukrstanja nije pogodan
za nacin kodiranja primenjen pri reSavanju HCLP-a, jer moZe proizvesti
nekorektne jedinke (broj uspostavljenih lokacija na nizem nivou razli¢it od p ili
na visem nivou od q), ¢ak i u slu€aju da oba roditelja imaju taéno p ondnosno q
jedinica na neparnim, odnosno parnim bitovima genetskog koda. Iz tog razloga
predlozeni genetski algoritam koristi modifikovani operator ukrstanja, koji Cuva
broj uspostavljenih lokacija na oba nivoa. Ukrstanje je realizovano tako da se
paralelno sa oba kraja genetskog koda dva roditelja pronalaze neparne/parne
pozicije i,j sa komplementarnim vrednostima bitova, kao $to se moze videti na
slici 3.1. Zatim se vrSi zamena (invertovanje) bitova na pronadenim pozicijama.
Dati postupak se ponavlja sve dok je j i.

Roditelj 1: 00110001010110— 00110001010110— 01110001100010——>
Roditelj 2: 01111001000010 01111001000010 00111001000110
-] I«

—— 00111001000110 —  01111001000010 Potomakl
01110001100010 00110001100110 Potomak2
-] I«

Slika 3.1 Modifikovani operator ukrstanja
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Operator mutacije sa zaledenim bitovima, koji je primenjen u prethodm
primeru, je modifikovan jer je jasno da mutacija mora da bude kontrolisana kako
bi se oCuvala validnost jedinke. Posle svake mutacije proverava se broj jedinica
na parnim i neparnim pozicijama pa se u slucaju da ih nema p odnosno g vrSe
prinudne mutacije, odnosno promene slu¢ajno izabranih bitova tako da jedinka
postane validna.

PocCetna populacija je sluajno generisana, a veli€ina populacije je Npop =
150 jedinki. Pri reSavanju HCLP je primenjena elitistiCka strategija tako da Negjt
= 100 jedinki sa najboljom funkcijom prilagodenosti direktno prelazi u sledecu
generaciju, dok se ostalih 50 jedinki dobija primeniom genetskih operatora.

3.5 Eksperimentalni rezultati

Implementirani gentski algoritam je testiran na sluajno generisanim
instancama razli€itih dimenzija. Pri tome, pretpostavljeno je da se potencijalne
lokacije nalaze u podrucjima koja treba da budu pokrivena. To je realno stanje
koje odgovara situaciji za smestanje bolnica ili vatrogasnih stanica. Prakti¢no,
uzetojedaje J=1={1,2, .., n}.

U Zelji da se provere rezultati implementiranog genetskog algoritma, na
osnovu matemati¢kog modela (3.1) — (3.7) je implementiran program za
programiski paket CPLEX. Genetski algoritam je na testiranim instancama
dostigao iste vrednosti kao i CPLEX program, a kako je vreme izvrSavanja bilo
veoma kratko u oba sluCaja, podaci o vremenima izvrSavanja nisu
prezentovani.

PonaSanje genetskog algoritma testirano je na dve specijalne instance
dimenzije 20. Prva instanca sadrzi 20 lokacija koje se nalaze u kvadratu
stranice 70, a rezultati testiranja ove instance su prikazani u primeru 3.3. Kod
druge instance vodilo se raCuna da lokacije budu grupisane u tri razliCita
podrucja. Rezultati testiranja ovakve instance su prikazani u primeru 3.4.
Primer 3.5 prikazuje rezultate testiranja genetskog algoritma sa razli€itim
parametrima. Na kraju, u primeru 3.6 predstavljeni su rezultati implementiranog
algoritma na instancama razlicitih dimenzija.

Primer 3.3.. Za n =20, R, =10, T, = 12, R, = 22, fiksne troSkove
uspostavaljnja lokacija f = [32 36 17 11 15 38 35 36 17 21 13 39 23 33 34 36
16 20 21 15] i matricu rastojanja d:
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51 66 14 30 41 58 23 42 71 65 43 46 62 51 67 84 58 71|

51 45 0 15 45 24 16 14 41 27 27 30 62 47 42 58 52 55 78 62
66 60 15 0 59 38 28 13 54 36 18 27 72 54 43 65 53 50 86 64
14 10 45 59 0 21 32 49 9 29 60 53 30 32 48 37 53 71 47 56
30 24 24 38 21 0 11 28 17 15 41 36 40 30 37 40 45 57 57 52
41 35 16 28 32 11 0 17 26 12 29 25 46 31 31 42 40 49 67 49
58 52 14 13 49 28 17 0 43 23 14 16 59 41 31 52 41 41 73 51
23 18 41 54 9 17 26 43 0 21 53 45 25 23 39 29 44 62 42 48
42 36 27 36 29 15 12 23 21 O 32 24 36 20 22 31 30 43 51 38
71 64 27 18 60 41 29 14 53 32 0 12 65 46 30 56 39 32 78 49
65 59 30 27 53 36 25 16 45 24 12 0 54 35 18 44 27 25 66 38
43 40 62 72 30 40 46 59 25 36 65 54 0 19 40 14 39 61 17 36
46 41 47 54 32 30 31 41 23 20 46 35 19 0 21 11 22 43 32 25
62 56 42 43 48 37 31 31 39 22 30 18 40 21 0 28 10 23 49 21
51 47 58 65 37 40 42 52 29 31 56 44 14 11 28 0 25 47 22 22
67 62 52 53 53 45 40 41 44 30 39 27 39 22 10 25 0 22 45 11
84 78 55 50 71 57 49 41 62 43 32 25 61 43 23 47 22 0 66 29
58 56 78 86 47 57 67 73 42 51 78 66 17 32 49 22 45 66 O 38
71 66 62 64 56 52 49 51 48 38 49 38 36 25 21 22 11 29 38 O

Genetski algoritam je za parametre p = 3, g = 3, dobio maksimalnu
vrednost funkcije cilja Ccija je vrednost 355. Na niZzem (prvom) nivou
uspostavljene su potencijalne lokacije 8,13 i 15, a na drugom nivou Ssu
uspostavljene potencijalne lokacija 2,7 i 14. Tim izborom su pokrivena podrucja
1,2,5,6,7,8,10, 13, 14,15, 16 17.

Uklju€ivanjem vise potenciljanih lokacija pokriva se i vise podrucja, tako da
je za parametre p = 6, g = 5 maksimalna vrednost funkcije cilja 497. Na nizem
nivou uspostavljene su potencijalne lokacije 2, 3, 8, 13, 18 i 19, a na viSem 5,
7, 11, 16 i 17. Pri tome su pokrivena sva podrucCja osim podrucCja 4.
Dopustanjem da se uspostavi joS jedna lokacija na nizem nivou, odnosno za
parametre p = 7, g = 5, maksimalna vrednost funkcije cilja je 508 i time se
pokrivaju sva podrucja. Na prvom nivou uspostavljene su potencijalne lokacije
1,3,4,8,13,181i19, anavisemnivou 5, 7, 11, 16 i 17. |z ovih primera se vidi
da se genetski algoritam dobro ponasa, kako u grani¢nim tako i u normalnim
situacijama.

Primer 3.4: Zan=20,R; =10, T; =12, R, =22, f=[323617 11 15 38 35 36
17 21 13 3923 33 34 36 16 20 21 15] i matricu rastojanja d:
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12 0 10 15 12 19 60 50 56 45 52 35 40 39 52 60 48 52 54 64
13 10 0 7 14 13 51 44 49 42 47 41 44 40 50 56 52 53 54 64
19 15 7 0 14 8 45 37 43 36 40 40 42 37 44 50 50 50 49 59
23 12 14 14 0 12 52 40 47 34 41 27 30 27 40 49 38 40 42 51
26 19 13 8 12 0 41 31 37 29 33 35 36 30 37 42 44 43 41 52
63 60 51 45 52 41 0 17 9 32 24 67 62 52 38 29 68 59 48 58
56 50 44 37 40 31 17 0 9 15 8 51 45 35 21 16 51 42 32 42
62 56 49 43 47 37 9 9 0 23 15 59 54 44 28 20 59 50 39 49
55 45 42 36 34 29 32 15 23 0 9 37 31 21 9 15 36 28 18 29
60 52 47 40 41 33 24 8 15 9 0 47 40 30 14 9 45 36 24 34
47 35 41 40 27 35 67 51 59 37 47 0 9 17 38 51 14 23 33 37
52 40 44 42 30 36 62 45 54 31 40 9 0 10 30 43 8 13 24 28
51 39 40 37 27 30 52 35 44 21 30 17 10 O 21 34 16 13 17 25
62 52 50 44 40 37 38 21 28 9 14 38 30 21 O 13 34 23 11 21
69 60 56 50 49 42 29 16 20 15 9 51 43 34 13 0 47 36 23 30
60 48 52 50 38 44 68 51 59 36 45 14 8 16 34 47 0 12 25 26
63 52 53 50 40 43 59 42 50 28 36 23 13 13 23 36 12 0 13 14
65 54 54 49 42 41 48 32 39 18 24 33 24 17 11 23 25 13 0 11
75 64 64 59 51 52 58 42 49 29 34 37 28 25 21 30 26 14 11 O

Implementirani algoritam je za p = 3, q = 3, dobio maksimalnu vrednost
funkcije ciljla 441. Na niZzem (prvom) nivou uspostavljene su potencijalne
lokacije 4,11 i 13, a na drugom nivou su uspostavljene potencijalne lokacije
2,151 17. Tim izborom su pokrivena sva podrucja osim 7, 9 i 20. PoboljSanjem
usluge prvog nivoa, odnosno za p = 6, g = 3, dobija se maksimalna vrednost
funkcije cilja Cija je vrednost 493. Uspostavljene su lokacije 6, 13, 15, 16, 18 i
19 na prvom i 2, 9 i 14 na drugom nivou. Ovim poboljSanjem pokrivena su sva
podrucja osim podrucja 20. Sva podrucja su grupisana u tri okoline tako da je
podrucje 20 izolovano, ondnosno nalazi se na rastojanju veéem od 22 od
ostalih regiona. Da bi i ovo podrucje bilo pokriveno potrebna je joS jedna
lokacija drugog nivoa koja bi ga pokrila. Dakle, iz prethodnog je jasno da su za
pokrivanje svih podruCja potrebni parametri: p = 3, g = 4. U tom sluCaju
maksimalna vrednost funkcije cilja je 508, uspostavljene su lokacije 4, 11 i 13
na prvom nivou i 2, 9, 17 i 19 na drugom nivou. Pri tome su pokrivena sva
podrucja.

Primer 3.5: KoriS¢enjem instance iz primera 3.4 testirano je i ponaSanje
genetskog algoritma za razliCite veliCine pocCetne populacije i procenat elitnih
jedinki. Rezultati ovih testiranja su prikazani u Tabelama 3.1 3.2.
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Tabela 3.1 Broj generacija u zavisnoti od veli€ine poCetne populacije

Inicijalna populacija 20 50 150 | 400 | p | q
414 58 8 6 313

Broj generacija 259 91 54 45 6 | 5
1558 745 | 840 | 363 | 7 5

Kao Sto rezultati iz Tabele 3.1 pokazuju, populacija od 150 jedinki ima
najbolji odnos broja generacija i veli€ine inicijalnih populacija u sva tri slu¢aja,
tako da je opravdano izabrana za testiranje genetskog algoritma.

Tabela 3.2 Broj generacija u zavisnosti od procenta elitnih jedinki

Procenat elitnih jedinki 0.66% 10% | 30% | 70% | p q
8 7 4 12 3 3

Broj generacija 54 48 55 37 6 5
840 23 65 60 7 5

Imajuéi u vidu rezultate iz Tabele 3.2 jasno je da je najprihvatljivija vrednost
za procenat elitnih jedinki koje prelaze u sledeéu generaciju 70%. Ta vrednost,
u kombinaciji sa najboljom veli€inom inicijalne populacije (150), povladi
¢injenicu da su pri testiranju implementiranog genetskog algoritma koris¢eni
najbolji parametri — populacija od 150 jedinki, od kojih je 100 jedinki elitno
(priblizno 70%).

Primer 3.6: U ovom primeru su prikazani rezultati genetskog algoritma na
slu¢ajno generisanim instancama razliCitih dimenzija. Instance zbog svoje
veli€ine nece biti prikazane u ovom radu, ali se mogu nacdi na interntet adresi:
http://www.matf.bg.ac.yu/~maricm/instances/hclp/.
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Tabela 3.3 prikazuje dimenzije i vrednosti fiksnih troSkova za svaku od

testiranih instaci koje su bile iste u toku testiranja.

Pri svim testiranjima,

poluprecnici su imali sledece veli€ine: R; =15, T; = 20, R, = 30.

Tabela 3.3 Dimenzije instanci i vrednosti fiksnih troSkova

Ime instance | N Fiksni troskovi
HOlp10.0xt | 10 | [12 17 13 9 11 8 10 14 12 10]
Holpl5.xt | 15 | [22 13 21 17 14 15 11 9 31 22 25 16 19 12 18]
Hop20.0 | 20 | 132,36 17 111538 35 36 17 21 13 39 23 33 34 36 16 20
21 15]
[3236 17 11 15 38 35 36 17 21 13 39 23 33 34 36 16 20
Help25.t 125 | 511513 25 24 33 27]
[3236 17 11 15 38 35 36 17 21 13 39 23 33 34 36 16 20
Help30.0t 130 | 5115713 25 24 33 27]
[3236 17 11 15 38 35 36 17 21 13 39 23 33 34 36 16 20
Hclp40.txt | 40 | 21 15 13 25 24 33 27 33 31 35 17 13 38 23 15 24 28 38
12 15 18 24]
[3236 17 11 15 38 35 36 17 21 13 39 23 33 34 36 16 20
Hclpd5.txt | 45 | 21 15 13 25 24 33 27 33 31 35 17 13 38 23 15 24 28 38
12 15 18 24 16 31 39 39 30]
[20 35 28 25 17 15 29 18 15 20 15 20 36 17 16 11 35 11
Hclp50.txt | 50 | 18 15 18 15 21 18 10 40 14 20 30 40 37 10 34 35 10 31

22291812 17 20 28 16 26 20 24 30 33 12]

Tabele 3.4 i 3.5 prikazuju rezultate dobijene pimenom genetskog algoritma.
Za svaku instancu prvo su prikazane vrednosti parametara p i g, zatim
maksimalna vrednost funkcije cilja (koja je proverena i CPLEX programskim
paketom), slede¢e dve kolone prikazuju uspostavljene lokacije na prvom i
drugom nivou, a u poslednjoj koloni se nalaze informacije o pokrivenim
podrucjima ovakvim izborom lokacija.
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Tabela 3.4 Rezultati

Ime Lokacije Lokacije . -
. p | q| Max . : Pokrivena podrucja
Instance na | nivou | na ll nivou
Hclpl0 | 1|1 | 85 1 7 1,2,4,8,9
Hclp1l0 | 2 | 2 | 117 3,10 57 sva osim 6
Hclpl0 | 2 | 3 | 265 59 1,3,13 |Sva
Heclpl5 | 1| 1| 141 9 7 1,2,4,7,9,10, 11
Hclpl5 | 2| 2 | 224 1,3 10, 13 Sva osim 5,8 15
Hclpl5 | 2 | 3 | 265 5,9 1,3,13 Sva
Hclp20 | 1| 1 | 210 14 19 8,9, 11, 14, 15, 16, 18, 19
1,2,7,8,9, 11, 13, 14, 15,
Hclp20 | 2 | 2 | 224 7,14 2,19 16, 18, 19. 20
1,2,7,8,9, 10, 11, 12, 13,
Hclp20 | 2 | 3 | 427 10, 14 2,7,19 14, 15. 16, 17, 18, 19. 20
2,9, 11, 12, 13, 14, 18, 21,
Hclp25 | 1| 1| 276 20 19 22 23] 24.
2,7, 8,9 10, 11, 12, 13,
Hclp25 | 2 | 2 | 466 17, 20 10,11 14, 15, 17, 18, 19, 21, 22,
23,24i25
2,3,6,7,8,9, 10, 11, 12,
Hclp25 | 2 | 3 | 556 2,18 6, 11,15 |13, 14, 15, 16, 18, 19, 20,
21,22,23,24i 25
2, 6,9, 14, 15, 16, 22, 23,
Hclp30 | 1| 1| 336 16 14 25 27, 28.
2,5,6,7, 8,9, 10, 13, 14,
Hclp30 | 2 | 2 | 575 59 14, 26 15, 16, 18, 19, 21, 22, 24,
25, 26, 27, 28, 30
2,4,5, 6,7, 8,9, 10, 12,
Hclp30 | 2 | 3 | 684 2,18 10, 12, 14 13, 14, 15,116, 17, 18, 19,

20, 22, 23, 24, 25, 26, 27,
28, 29, 30
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Tabela 3.5 Rezultati

Ime Lokacije Lokacije . -
: Max . : Pokrivena podrucja
Instance na |l nivou | nall nivou
109, 12, 14, 15, 16, 19, 23,
Hclp40 452 9 32| 24,25, 26,31, 32, 34, 36
1,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11,
12, 13, 14, 16, 17, 19, 22,
Hclp40 769 10, 32 5,23 23, 24 25 26. 28 29, 31
32, 35, 36, 37, 38, 39
Hclp40 886 10, 27 5,23,32 | Svaosim: 2,18, 20, 30i 40
2,4, 7,8, 10, 12, 13, 14,
Hclp45 521 45 7 15, 18, 20, 23, 24, 30, 34,
38, 42, 43, 44
2,4,5,6,7, 8, 10, 11, 12,
13, 14, 15, 16, 18, 19, 20,
Hclp45 830 27, 45 7,22 22, 23, 24, 27, 28, 30, 32,
34, 38, 39, 40, 42, 43, 44,
45
100 Sva osim: 5, 17, 24, 27, 37,
Hclp45 9 16, 44 14, 30, 42 38, 39
6, 8, 10, 11, 17, 22, 27, 29,
Hclp50 409 30 44 31, 33, 34, 36, 44, 47, 48,
50
3,5,6, 8,9, 10, 11, 12, 13,
14, 15, 17, 18, 22, 24, 26,
Hclp50 730 3,19 44, 48 27, 29, 30, 31, 33, 34, 36,
39, 40, 43, 44, 47, 48, 49,
50
110 |37, 38,| 9, 20,30,
HclpS0 6 [394546 | 3244 |V







4 LOKACIJSKI PROBLEM SNABDEVACA
NEOGRANICENOG KAPACITETA U VISE NIVOA

4.1 Pregled problema lokacije snabdevaca

Lokacijski problem snabdevaa neograniCenog kapaciteta (The
uncapacitated facility location problem - UFLP, u literaturi poznat i kao
Uncapacitated warehouse location problem ili The simple plant location
problem) je jedan od osnovnih i najvise reSavanih problema u teoriji lokacijskih
problema. Zadatak je minimizovati sumu fiksnih troSkova i troSkova transporta,
a pri tome ispoStovati zahteve skupa klijenata. Ovo se realizuje pravilnim
odabirom potencijalnih lokacija iz skupa mogucih lokacija. Pregled problema
ovakve vrste se moze naci u radovima [Dre02, Klo04, ReV05, Vyg05].

Neki od uspesnih metoda za reSavanje UFLP, prezentovani u literaturi do
sada, su : Genetski algoritmi [Fil00, Kra99b, KraOla], metoda promenljivih
okolina (variable neighborhood search) [Han07], tabu pretrazivanje (tabu
search) [Sun06], simulirano kaljenje (simulated annealing) [Yig03], Lagranzeva
relaksacija (Lagrangean relaxation) [Cor06], lepezasto izdvajanje (filter and
fan) [Gre03, Gre06], hibridna heuristika sa visestrukim startovanjem (hybrid
multistart heuristic) [Res06] itd. Takode, postoje i metode za reSavanje nekih
generalizacija osnovnog problema, kao $to su: viSe-kriterijumski (multi-
objective) UFLP [Med05, Vil06] i dinamic¢ki (dynamic) UFLP [Dia0O5a, Dia0O5b] .

Za razliku od osnovnog modela, hijerarhijski model je razmatran u samo
nekoliko radova [Aar99, Age02, Age05, Bum01, Edw01, Zha06]. Medutim, sve
metode opisane u ovim radovima, osim [Edw01], su teoretski i bez
eksperimentalnih rezultata. U [Edw01] implementirana su Cetiri metoda za
reSavanje MLUFLP, i to:



68 Resavanje nekih NP-teskih hijerarhijsko-lokacijskih problema primenom GA

e Priblizni algoritam zasnovan na linearnoj relaksaciji sa faktorom 3
(Linear program solution rounding 3-approximation algorithm -
MLRR), €iji su autori Aardal, Chudak and Shmoys [Aar99]. Faktor 3
oznaCava da je reSenje najviSe tri puta gore od optimalnog.

e Algoritam zasnovan na redukciji sa k nivoa na jedan nivo (Path
reduction of the k-level facility location problem to a single-level
problem - PR-RR), €iji su autori Chudak and Shmoys [Chu99].

e Algoritam lokalnog poboljSanja zasnovan na redukciji sa faktorom 3
(Local improvement 3-approximation algorithm for the path reduction
- PR - L), €iji su autori Charikar and Guha [Cha99].

e Algoritam najkraeg puta sa raCunanjem troSkova uspostavljanja
lokacija (Facility cost oblivious shortest path algorithm - SP), Ciji je
autor Edwards [EdwO01].

Prva tri algoritma su zasnovana na linearnoj relaksaciji modela (koji ¢e biti
opisan u narednom delu), sa veoma velikim brojem uslova i promenljivih. U
svakom slucaju, sva tri algoritma mogu da reSavaju samo probleme malih
dimenzija (najvise do 52 potencijalne lokacije). Relativna odstupanja u odnosu
na donju granicu reSenja dobijena linearnom relaksacijom problema, su do
98.5% kod MLRR algoritma, do 3.3% za PR-RR metod i do 10.8% za PR-LI
algoritam. Pri tome, vremena izvrSavanja su do 813 sekundi za MLRR, do 183
sekundi za PR-RR algoritam, do 105 sekundi kada je u pitanju implementirani
PR-LI metod. Relativna odstupanja su prihvatljiva za sve slu€ajeve, osim kada
je u pitanju MLRR metod. Medutim, vremena izvrSavanja su isuvise velika za
male instance. U svakom slu€aju, ni jedna od navedenih metoda nema
mogucnost da reSava probleme vecih dimenzija. Sa druge strane, SP metod
dolazi do reSenja veoma brzo (do 0.07 sekundi), ali su odstupanja veoma
velika, ¢ak i do 732% na nekim instancama. |z prethodnog se moze zakljuditi
da ni jedan od ovih metoda nije pogodan za rad sa instancama srednjih i velikih
dimenzija.

4.2 Matemati¢ka formulacija problema

Ulazni podaci za MLUFLP sastoje se od skupa potencijalnih lokacija F
(Cija je kardinalnost |F| = m) Kkoje su podeljene u k nivoa oznacenih sa
Fi, ... , Fx, skupa klijenata D (|D| = n), vrednosti fiksnih trodkova f za
uspostavljanje lokacije i € F i vrednosti transportnih troSkova c; za svaki
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i,j € F U D. Na slici 4.1 prikazan je primer sa dva nivoa potencijalnih lokacija i
pet klijenata, pri ¢emu se na prvom nivou nalaze dve a na drugom Cetiri
potencijalne lokacije. Isprekidanim linijama su prikazane moguce veze izmedu
lokacija na prvom i drugom nivou i lokacija na drugom nivou i klijenata.

Korektna reSenja svakom klijentu dodeljuju niz od k potencijlanih lokacija,
pri Cemu su te lokacije na razli€itim nivoima, odnosno na svakom nivou bar po
jedna. Optimalno reSenje podrazumeva da ukupna suma fiksnih troSkova za
uspostavljanje lokacija 1 troSkova transporta bude minimalna. TroSkovi
transporta predstavljaju sumu troSkova transporta od lokacije na prvom nivou
preko svih nivoa do svakog od korisnika.

Nivo 1

Nivo 2

Kljjenti

Slika 4.1 Potencijalne lokacije, klijenti i moguce veze

Lokacijski problem snabdevaCa neograni¢enog kapaciteta u viSe nivoa
(MLUFLP) je NP- tezak kao generalizacija problema UFLP (koji ima samo jedan
nivo) za koji se u [Krp83] pokazalo da je NP- tezak.

Pri reSavanju lokacijskog problema snabdevaca neograni¢enog kapaciteta
u viSe nivoa koris¢ena je model - formulacija celobrojnog linearnog
programiranja preuzeta iz [Edw01l]. Za svakog klilenta j eD je definisana
dozvoljena putanja njegovog snabdevanja, poCev od lokacija na prvom pa do
lokacija na poslednjem nivou F;. Skup svih dozvoljenih putanja ozna¢ava se sa
P = Fy«x Fra X ... X F1 a troSkovi transporta za snabdevanje klijenta putanjom p
=(i, ...,i1) racunaju se kao suma c, =c; +C; +...+C;. Promenljiva y; ima

i [US]

vrednost 1 ukoliko je lokacija i uspostavijena, a 0 ukoliko lokacija nije
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uspostavljena. Sli€no, promenljiva X, ima vrednost 1 ukoliko se klijent j
snabdeva koriS¢enjem putanje p, u suprotnom X, ima vrednost 0. Koris¢enjem
ovako uvedene notacije matematiCki model za reSavanje MLUFLP se moze
definisati na slededi nacin:

min| > fiyi+2 > CuXy | | (4.1)

ieF peP jeD
D% =1 (4.2)
peP
pr,- < Vi 4.3)
iep
X, € 0,1, (4.4)
;e 0,1 (4.5)

Funkcija cilja (4.1) minimizuje sumu fiksnih tro§kova uspostavljenih lokacija
i troSkova transporta. Uslov (4.2) obezbeduje da svaki klijent bude pokriven
odgovarajucom putanjom, dok uslov (4.3) pruza garancije da c¢e svaka
uspostavljena lokacija biti koriS¢ena od strane bar jednog klijenta. Uslovima
(4.4) i (4.5) definisana je binarna priroda promenljivih Xy i Vi.

Primer 4.1: Neka su u Tabeli 4.1 date vrednosti fiksnih troSkova za
uspostavljanje lokacija. Tabele 4.2 i 4.3 sadrze rastojanja izmedu lokacija na
prvom i drugom nivou, odnosno rastojanja od klijenata do lokacija na drugom
nivou.

Tabela 4.1 Fiksni troSkovi
Lokacije fi f2 f3 fa 5 f6
Fiksni troskovi 20 20 10 10 10 10
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Tabela 4.2 Rastojanja izmedu lokacija na prvom i drugom nivou

f1 f2
3 12 13
f4 11 15
5 16 12
F6 12 15

Tabela 4.3 Rastojanja izmedu klijenata i lokacija snabdevaca

f3 f4 5 f6
Klijent 1 5 2 4 3
Klijent 2 4 1 6 8
Klijent 3 1 5 2 3
Klijent 4 8 1 5 1
Klijent 5 4 9 2 1

Za dobijanje optimalnog reSenja, ovako formulisanog problema, koris¢en je
program zasnovan na totalnoj enumeraciji koji ¢e biti opisan u delu 4.5.
Uspostavljene su lokacije f1 na prvom i f4 i f6 na drugom nivou. Vrednost
funkcije cilja optimalnog reSenja je 105. Putanje do klijenata (nizovi lokacija za
svakog klijenta) su prikazane u Tabeli 4.4.

Tabela 4.4 Putanje do klijenata

Nivo 2 Nivo 1
Klijent 1 f4 fl
Klijent 2 f4 fl
Klijent 3 f6 fl
Klijent 4 f4 fl
Klijent 5 f6 fl
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Takode, na slici 4.2 mogu se videti uspostavljene veze optimalnog reSenja.

Nivo 1 @
woz () (O ()
w O T

Slika 4.2 Veze izmedu objekata i klijenata

4.3 Dinamicko programiranje

Dinami¢ko programiranje je veoma popularan metod za reSavanje
problema kombinatorne optimizacije koji imaju optimalnu substrukturu resenja.
Optimalna substruktura predstavlja moguénost da se za nalazenje optimalnog
reSenja problema mogu koristiti optimalna reSenja subproblema. Polinomski
broj stanja i koraka je veoma bitan za uspeSnu implementaciju. Naravno, to je
ispunjeno samo ukoliko je problem polinomske sloZenosti.

Osnovna ideja pri reSavanju MLUFLP-a je drasticho smanjivanje broja
potencijalnih putanja, ¢ime bi se olakSalo raCunanje funkcije cilja. Postojece
metode razmatraju sve moguce putanje, Sto iziskuje veliku prostornu i
vremensku sloZzenost izraCunavanja. Upravo, iz tog razloga one nisu pogodne
za reSavanje problema vecih dimenzija.

Neka je FIXMLUFLP potproblem od MLUFLP, koji se iz njega dobija
fiksiranjem uspostavljenih lokacija, uz uslov da na svakom nivou postoji bar
jedna uspostavljena lokacija. @MLUFLP je NP-tezak, dok je FixMLUFLP
polinomske slozenosti. Ono $to je znacajno za ovaj rad je Cinjenica da
FiXMLUFLP ima svojstvo optimalne podstrukture, sto ¢e ovde biti dokazano.

Lema 4.1 FIXMLUFLP se moze polinomski svesti na problem najkraéih puteva
u direktnom acikli¢nom grafu (DAG).
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Dokaz

Graf G = <V, E> se moze konstruisati na sledeci nacin:

e NekajeV=FuD.

e Neka (uv)eE,uveF ako i samo ako ueF,veF,, y, =y, =1 za
le{l,2,... . k-1},

e (uv)eE,ueF,veD akoisamoako ueF,y, =1.

e Tezina grane (u,v) se definiSe kao rastojanje izmedu u i v.

Na slici 4.3 se moze videti graf koji odgovara reSenju iz primera 4.1.
Precrtane su lokacije koje se ne uspostavljaju, a prikazane su i sve moguce
veze izmedu &vorova. Konstruisani graf G je oCigledno aciklican jer njegove
grane povezuju lokacije na razli€itim nivoima, odnosno klijente sa lokacijama na
prvom nivou. Kod grafa G za svakog Klijenta postoji putanja od prvog nivoa do
njega jer kod FiXMLUFLP na svakom nivou postoji bar jedna uspostaviljena
lokacija, te su sve lokacije na podnivoima povezane sa nivoima iznad. Jasno je
da za svakog klijenta j najkraca putanja od prvog nivoa do njega povlaci X = 1.
Vrednosna funkcija FiXMLUFLP se moze racunati sumiranjem teZina ovih
najkracih puteva i dodavanjem sume fiksnih troSkova uspostavljenih lokacija. |1z
toga sledi da se FiXMLUFLP polinomski moze svesti na problem pronalazenja
najkracih puteva u aciklicnom grafu. o

Nivo 1

Nivo 2 @
Klijenti @

Slika 4.3 Usptostavljene lokacije i moguci putevi
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PoSto se problem pronalazenja najkracih puteva u aciklicCnom grafu
optimalno moze reSiti uz pomo¢ dinamickog programiranja, jasno je da je
dinamicko programiranje dobar metod za reSavanje i FixXMLUFLP.

Dinamicko programiranje se u konkretnom slu€aju moZze Koristiti na sledeci
nacin. KonstruiSe se niz minimalnih troSkova (cs), koji sadrzi vrednosti ukupnih
transportnih troSkova za svaku uspostavljenu lokaciju od lokacije na prvom
nivou. Ovom nizu se dodaju i klijenti kao lokacije k+1 — vog nivoa, tako da niz
cs ima m+n Clanova.

Na pocetku, niz cs se inicijalizuje tako da se na pozicijama koje odgovaraju
lokacijama na prvom nivou postave 0, a na ostalim pozicijama dovoljno veliki
broj (10* se pokazao kao dobar izbor). Dalje se za sve nivoe | = 2, 3, ..., k+1 i
sve uspostavljene lokacije na tim nivoima i€ F iy = 1, odgovarajuci Clanovi

niza cs rekurzivno racunaju po formuli (4.6):

cs[i] = minkeF,,lAyk=1(Cs[k] +Cy ). (4.6)

Na kraju, funkcija cilja FiXMLUFLP se racuna na sledeci nacin:
m+n

00j;ng = Z fiy; + Z csfi]. (4.7)

ieF i=m+1

Jasno je da je broj stanja (broj ¢lanova niza cs) jednak m + n. SloZzenost je
O(n*max; (num[i])), 1<i<k, pri ¢emu niz num sadrzi informacije o broju
lokacija na svakom nivou. U najgorem slu€aju, kada je k = 1, slozenost je
o(n%).

4.4 Genetski algoritam za resavanje MLUFLP

Pri reSavanju MLFULP koris¢eno je binarno kodiranje jedinki populacije.
Skup svih potencijalnih lokacija je predstavljen kao binarni niz duzine m.
Jedinica na poziciji i ozna€ava da je i-ta potencijalna lokacija uspostavljena —vy;
=1, dok nula oznaCava da i-ta lokacija nije uspostavljena - y; =0

Fiksiranjem uspostavljenih potencijalnih lokacija dobijenih iz genetskog
koda, raCunanje funkcije cilja se svodi na reSavanje FiXMLUFLP problema.
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Kako se u FixXMLUFLP pretpostavlja da na svakom nivou postoji bar jedna
uspostavljena lokacija, proverava se da li ovo svojstvo zadovoljava potencijalno
reSenje dobijeno iz genetskog koda. Ukoliko ovaj binarni niz ima na svakom
nivou bar po jednu uspostavljenu lokaciju, funkcija cilja se raCuna primenom
dinamickog programiranja koje je opisano u prethodnom odeljku. U suprotnom,
reSenje nije validno pa se jedinka oznaCava nekorektnom.

Primer 4.2 Ako je genetski kod 100101, to znaci da su uspostavljene lokacije
1, 41 6, odnosno da je y1 = Y4 =Ye = 1, dok je y, = y3 = y5 = 0. Ukoliko
pretpostavimo da je datim genetskim kodom predstavljeno jedno od reSenja
primera 4.1, to znaci da su uspostavljene lokacije: 1 na prvom nivou, 4 i 6 na
drugom nivou, odnosno da ovaj genetski kod odgovara optimalnom resenju
primera 4.1.

Funkcija cilja korektne jedinke se racuna u Cetiri koraka :

1. U prvom koraku ocitavaju se vrednosti promenljivih y; dobijene iz
genetskog koda. SloZenost ovog koraka je O(m).

2. U drugom koraku se inicijalizuje niz minimalnih troSkova cs. Kao $to
se moze videti u prethodnom odeljku, niz cs €uva informacije o
ukupnim transportnim tro§kovima za svaku lokaciju, osim lokacija na
prvom nivou do kojih ne postoje transportni troSkovi. Ukupni
transportni troSkovi predstavljaju ukupnu cenu transporta od prvog
nivoa do odgovarajuée lokacije. U ovom koraku vrednosti ¢lanova
niza cs, koje odgovaraju lokacijama na prvom nivou, se inicijalizuju
na 0, dok ostali ¢lanovi niza dobijaju vrednost velike konstante INF =
10¥ . Slozenost ovog koraka je O(n+m).

3. Minimalni troSkovi transporta za svaku lokaciju ili klijenta se raCunaju
primenom dinami¢kog programiranja. Niz cs koji je inicijalizovan u
prethodnom koraku se azurira tako da je minimalna vrednost
troSkova transporta minimum sume transportnih troSkova do lokacije
na visem nivou i minimalnih troSkova za tu lokaciju, kao $to pokazuje
formula (4.6). Sli¢na procedura se primenjuje i za svakog klijenta —
medu uspostavljenim lokacijama na poslednjem nivou bira se ona Cija
je suma minimalnih troSkova transporta i troSkova transporta do
odgovarajuc¢eg klijenta, minimalna. SloZzenost ovog koraka, u

najgorem slu¢aju kada je broj nivoa k = 1, je O(n?).

4. U poslednjem koraku racduna se vrednost funkcije cilja, a slozenost
tog izraCunavanja je O(n+m).
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Lema 4.2 SloZenost izraCunavanja funkcije cilja predlozenog genetskog
algoritma za reSavanje problema lokacije snabdevaca bez ograni¢enja
kapaciteta u viSe nivoa je O(m+n?).

Dokaz

Imajuci u vidu gore navedene korake(l - 4) za izraCunavanje funkcije cilja,
jasno je da je ukupna slozenost izraGunavanja funkcije cilia O(m+n?). o

Kada su genetski operatori u pitanju, za selekciju je iskoriS¢ena fino
gradirana turnirska selekcija sa vrednoséu parametra selekcionog metoda 5.4,
koja je opisana u sekciji 2.2.3. Koris¢eno je jednopoziciono ukrstanje (sekcija
2.2.4) sa verovatno¢om ukrstanja od 0.85, Sto znaci da ¢ée oko 85% jedinki
uCestvovati u proizvodnji potomaka, dok u oko 15% sluCajeva nece biti
ukrstanja i potomci Ce biti identi¢ni roditeljima. Za operatora mutacije genetskog
algoritma izabrana je prosta mutacija sa zaledenim bitovima, koja je imala 2.5
puta vecu verovatno¢u mutacija na zaledenim bitovima (videti sekciju 2.2.5).

Posebna pazZnja je posvecena viSestrukoj pojavi istih jedinki u populaciji
(koje imaju isti genetski kod). Ovakve jedinke su suviSne, pa se njihov prolaz u
slede¢u generaciju spreCava time $§to se vrednost njihove funkcije
prilagodenosti postavi na nulu. Ovakva modifikacija se izvrSava na svim
viSestrukim pojavama jedinke, osim na prvoj koja se pojavljuje u populaciji i koja
u trenutku pojavljivanja nema svoju kopiju. Takode, jedinke koje nemaju isti
genetski kod, ali imaju istu vrednost funkcije cilja, mogu preovladati
populacijom i time umanijiti prisustvo drugih jedinki sa dobrim genetskim
materijalom. Ovakva pojava se spreCava ograniCavanjem broja pojavljivanja
ovakvih jedinki na odredeni (dozvoljeni) broj Ni. Primena ovakvih tehnika je
veoma bitna za poboljSanje performansi genetskog algoritma, jer one
omogucavaju raznovrsnost genetskog materijala i spreCavaju preuranjenu
konvergenciju. Prakti¢no, ovo se za svaku jedinku u populaciji postize u dva
koraka:

1. Proverava se da li je genetski kod jedinke isti kao genetski kod
neke jedinke koja se ve¢ pojavila. Ukoliko postoji kopija jedinke,
vrednost njene funkcije prilagodenosti se postavlja na nulu, u
suprotnom se prelazi na korak 2.
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2. Prebrojava se koliko ve¢ obradenih jedinki ima istu vrednost
funkcije cilla kao posmatrana jedinka (ako je njena vrednost
razliCita od nule). Ukoliko je dobijeni broj vedéi ili jednak Nig
vrednost funkcije prilagodenosti te jedinke se postavlja na nulu.

Pri reSavanju MLUFLP koriS¢ena je veliCina populacije od Np,p = 150
jedinki, koja je slu€ajno generisana u prvom koraku. Primenjena je elitisticka
strategija tako da Nqi = 100 jedinki sa najboljom funkcijom prilagodenosti
direktno prelazi u sledecu generaciju, dok se ostalih 50 jedinki dobija primenom
genetskih operatora. Dozvoljeni broj jedinki koje imaju razliCitie kodove a istu
funkciju cilja je ograni€en na N, = 40.

4.5 Eksperimentalni rezultati i poredenja

Zbog potrebe da se verifikuju reSenja dobijena genetskim algoritmom na
malim instancama implementirana je metoda totalne enumeracije. Ova tehnika
jednostavno proverava sve podskupove skupa F, trazeéi minimalnu funkciju
cilla MLUFLP-a. Funkcija cilja se racuna na isti nacin kao $to je opisano u
prethodnom delu (4.4). Kako su, ovom metodom, svi podskupovi F provereni,
dobijeno resenje je sigurno optimalno za MLUFLP instancu koja se razmatra.
Takode, na osnovu formula (4.1) — (4.5), koje predstavljaju matematic¢ku
formulaciju problema, implementiran je CPLEX program za pronalazenje
optimalnog reSenja instanci malo vecih dimenzija. Program je testiran na
CPLEX 8.1.0 programskom paketu.

U ovom delu prikazani su dobijeni rezultati genetskog algoritma i njihovo
poredenje sa poznatim optimalnim reSenjima. Sva testiranja vr§ena su na

racunaru sa AMD-ovim procesorom Ciji je radni takt 1.8GHz i koji ima 512 MB
radne memorije. Algoritmi su kodirani na programskom jeziku C.

Genetski algoritam je testiran na instancama iz ORLIB biblioteke (The
Imperial College OR library) [Bea90, Bea96]. Ova biblioteka sadrzi instance
pogodne za testiranje mnogih problema operacionog istrazivanja, medu kojima
je i lokacijski problem snabdevaa neograniCenog kapaciteta. Medutim, ove
instance su dizajnirane samo za UFLP sa jednim nivoom lokacija i nemaju veliki
broj potencijalnih lokacija. Zbog toga su, za testiranje genetskog algoritma na
instancama vecih dimenzija koriS¢ene M* instance iz [KraOla]. Instance na
kojima su vrSena testiranja prezentovana u [Edw01] nisu javno dostupne, ali su
mahom bazirane na standardnim ORLIB instancama.
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U ovom radu koriS¢ene su instance generisane na osnovu ORLIB instanci,
na slican nacin kao i u [Edw01]. Kako ORLIB instance imaju samo jedan nivo
hijerarhije, bilo je potrebno generisati rastojanja izmedu lokacija na susednim
nivoima, kao i rastojanja klijenata do poslednjeg nivoa lokacija, vodeci pri tome
raCuna da se ocCuva nejednakost trougla. To podrazumeva da rastojanje
izmedu svake dve lokacije treba da bude manje ili jednako zbiru rastojanja
(Sugient) tih lokacija do bilo kog klijenta. Takode, svako rastojanje izmedu dve
lokacije treba da bude vece ili jednako od apsolutne vrednosti razlike (Digjent)
rastojanja lokacija do bilo kog izabranog klijenta. Pri generisanju instanci autor
u [Edw01] je vodio raCuna samo o prvom od dva navedena uslova, odnosno
rastojanja dve lokacije su bila jednaka vrednosti najmanje sume rastojanja tih
lokacija do nekog od Klijenata mingient(SUcient). Pri generisanju instanci za
testiranje genetskog algoritma koriS8¢ena je mnogo realistiCnija formula
minclient (Suclient) + ma‘XcIient (Diclient)

2
primenjena je i na UFLP instance M* iz [KraOla] koje su veéih dimenzija u
odnosu na ORLIB instance. Time je dobijen Sirok spektar instanci za testiranje
implementiranog genetskog algoritma.

. Ista tehnika generisanja instanci u viSe nivoa

Kriterijumi zaustavljanja genetskog algoritma bili su maksimalan broj
generacija Ngn = 5000 i ponavljanje najboljeg reSenja funkcije cilja u Nip =
2000 wuzastopnih generacija. PoSto su rezultati genetskog algoritma
nedeterministiCki, algoritam je izvrSavan po 20 puta na svakoj instanci. U
Tabelama 4.5 i 4.6 su prikazani rezultati dobijeni samo na instancama iz ORLIB
biblioteke i M* instancama.

Prva kolona u tabelama sadrzi ime instance. Ime Cuva informacije o:
originalnoj instanci od koje je nastala, broju nivoa potencijalnih lokacija, broju
potencijalnih lokacija na svakom nivou i broju klijenata. Na primer, instanca
capb_3l 12 25 63.1000 je nastala modifikovanjem ORLIB instance capb, ima
3 nivoa sa po 12, 25, 63 lokacija i 1000 klijenata.

Druga kolona sadrzi vrednosti optimalnih reSenja odgovarajuce instance,
odnosno znak — ukoliko optimalno reSenje nije poznato. U sledecoj koloni GA,
su prikazana optimalna reSenja dobijena primenom genetskog algoritma na
odgovarajucoj instanci. Prikazane su dobijene vrednosti, odnosno oznaka
optimalno - ukoliko algoritam dostize optimalno reSenje poznato u praksi
(dobijeno primenom algoritma totalne enumeracije ili CPLEX programskog
paketa), ili oznaka nds (najbolje do sada) — ukoliko genetski algoritam dostize
reSenje jednodimenzionog slu€aja za koje se ne moze dokazati da je optimalno.

Prosecno vreme potrebno da se dode do optimalnog reSenja genetskog
algoritma prikazano je u koloni t, dok kolona t prikazuje ukupno (totalno)
vreme potrebno da genetski algoritam zavrsi sa radom. Genetski algoritam u
proseku zavr§ava sa radom nakon gen generacija.
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Kvalitet reSenja u svih 20 izvrSavanja se meri relativnom greSkom reSenja

izrazenom u procentima (prg), koja prikazuje odnos Opt. i GAny. Procentualna
20

greSka reSenja se racuna po formuli: prgzz—ngi, pri ¢emu se sa rg;
i=1

oznaCava relativna greSka u i-tom izvrSavanju genetskog algoritma. U

situacijama kada je vrednost Opt. poznata, rg; se izraCunava na OsSnovu

GA —Opt

formule: rg, =100* oot  dok se u suprotnom, kada Opt. nije poznato,
p re

GA —NDS
NDS
u i-tom izvrSavanju. Kvalitet reSenja ocenjuje se i sa 0, odnosno standardnom
devijacijom relativne greske za rg;, (i = 1, 2, ..., 20) koja se dobija iz formule:
20

2
= _E rg. —prg = .
o 20 & g, — prg

dobija na osnovu formule: rg, =100* . GA oznaCava reSenje dobijeno

Poslednje dve kolone odnose se na keSiranje pri ¢emu eval — prikazuje
proseCan broj izraCunavanja (evaluacija), dok kolona keSiranje prikazuje
procentualnu ustedu koriS¢enjem tehnike keSiranja.

Rezultati prikazani u Tabelama 4.5 i 4.6 pokazuju da genetski algoritam
dostiZze sva poznata optimalna reSenja dobijena na ORLIB i M* instancama za k
= 1. Kada su u pitanju dve instance vece dimenzije: msl_1l 1000.1000 i
mtl_ 11 2000.2000, do danas nisu utvrdena optimalna reSenja, ali je genetski
algoritam dostigao sva najbolja poznata reSenja prezentovana u [KraOla]. Za
instance sa viSe nivoa, a manjih dimenzija, do optimalnih reSenja se doSlo
primenom algoritma totalne enumeracije ili CPLEX programskog paketa.
Genetski algoritam je pokazao odlicne rezultate i na ovakvim instancama,
dostigavsi optimalna reSenja za vrlo kratko vreme izvrSavanja. Predlozeni
algoritam dostigao je reSenja i pri testiranju sa M* i modifikovanim ORLIB
instancama u razumnom vremenu izvrSavanja.

U Zzelji da se potvrdi potreba za izbacivanjem dupliraninh jedinki pri
reSavanju problema genetskim algoritmom uradeni su eksperimenti (GAqp) bez
njihovog uklanjanja. Za instancu malih dimenzija cap71_2 6 10.50, dostignuto
je optimalno reSenje GAny i primenom GAgy, algoritma. Medutim, kada je u
pitanju instanca capa_3l_15 30_55.1000, GAq, je u 20 izvrS8avanja dostigao
optimalno reSenje 43400224.60963, Cija procentualna relativna greSka u
odnosu na GA,, ima vrednost 6.16 %. Ovo odstupanje je bilo veoma veliko pa
se odustalo od daljeg testiranja algoritma GAgyp -

Pomocu genetskih algoritama ne moze da se dokaze optimalnost reSenja i
ne postoji zadovoljavajuci efektivni kriterijum zaustavljanja. Kao $to kolona ty
prikazuje algoritam se izvrSava i za dodatno vreme ti; — t (sve dok kriterijum
zaustavljanja ne bude zadovoljen) i ako je optimalno reSenje ve¢ dostignuto.
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U koloni keSiranje se mozZe videti veliki procenat uStede vremena
izvrSavanja koris¢enjem tehnike keSiranja. ProseCno, genetski algoritam koristi
izmedu 71.6% i 96.5% vrednosti iz heS-red strukture kada je u pitanju
reSavanje instanci manjih dimenzija, odnosno izmedu 29.4% i 75.4% vrednosti
pri reSavanju problema velikih dimenzija.

Poredenje postojeCih metoda sa genetskim algoritmom na instancama
vecih dimenzija M* i instancama iz ORLIB biblioteke je prakticno nemoguce.
Algoritmi MLRR, PR-RR i PR-LI su zasnovani na linearnoj relaksaciji modela
koja ima enormno veliki broj uslova i promenljivih. Na primer, za instancu koja
ima n = 2000 klijenata i m = 2000 lokacija, ove metode bi za reSavanje morale
da uvedu 2 * 10" promenljivih i 2000 * 2000 = 4 000 000 uslova. Kako je
celobrojni linearni problem NP — teZak, sve metode imaju eksponencijalnu

~ . v . . 5 v . .
sloZenost, odnosno vreme izvrSavanja je O(CM01 ). Ocigledno je da, osim kada

je u pitanju CPLEX programski paket i dovoljno malo ¢, ove metode nisu u
mogucnosti da reSe problem u razumnom vremenu izvrSavanja. Metod SP je u
stanju da reSava probleme i velih dimenzija, ali ima neprihvatljivo veliko
odstupanje koje uzima vrednosti i do 732%. Prostor pretrage genetskog
algoritma je ocigledno 2™, jer je kori§¢eno binarno kodiranje sa m gena. Za
pomenute instance prostor pretrage je veliki (2%%° ~10°), ali u svakom slu¢aju
mnogo manji nego kada je u pitanju celobrojni linearni model zasnovan na
uslovima (4.1) — (4.5). Ovo je direktna posledica koris¢enja dinamickog
programiranja pri racunanju funkcije cilja.

Kao $to rezultati iz tabela pokazuju, genetski algoritam veoma lako dolazi
do reSenja kada su u pitanju instance normalne veliine. Kako je genetski
algoritam u razumnom vremenu izvrSavanja dostigao sva optimalna/najbolja
poznata reSenja kada su u pitanju instance sa jednim nivoom i instance manje
dimenzije u viSe nivoa, logi¢no je pretpostaviti da ovaj algoritam dostize
optimalna reSenja i u ostalim slucajevima na kojima je testiran.

Genetski algoritam veoma brzo dostize optimalno reSenje pri radu sa
instancama male dimenzije (do 50 lokacija i do 50 klijenata), Sto pokazuju
rezultati u koloni ty; . Maksimalno vreme t,; nije veée od 2.04 sekunde na ovim
instancama. Instance pribliznih dimenzija su koriS¢ene i za testiranja u
[EdwO1], ali je SP metod dostizao reSenja sa velikim procentualnim
odstupanjima. Prezentovani algoritam optimalno reSenje dostize u razumnom
vremenu izvrSavanja (do 5580 sekundi), Sto se moze videti iz predstavljenih
tabela.



5 ZAKLJUCAK

U ovom radu opisani su genetski algoritmi koji su posebno dizajnirani za
reSavanje hijerarhijsko-lokacijskin problema. Implementirani algoritmi su
primenjeni na tri NP-teSka problema ovakve vrste: HWSP, HCLP, MLUFLP.
ReSavani problemi imaju velike primene u praksi. Za svaki od reSavanih
problema detaljno su opisani teoretski i prakticni aspekti predlozene
implementacije. lzvrSeno je i poredenje rezultata dobijenih pomocu genetskih
algoritama sa rezultatima iz literature.

Hijerarhijsko-lokacijski problemi, koji su razmatrani u radu, su teski za
reSavanje jer su Cak i njihove varijante sa jednim nivoom, takode NP-teSke.
Izmedu ostalog, to je jedan od razloga $to postojece egzakine metode mogu da
se uspesSno primene samo na konkretne probleme relativno malih dimenzija.
Predlozeni evolutivni pristup je vrlo znacajan, jer robustnost i adaptivnost
predlozenih genetskih operatora omogucuju vrlo uspesSno reSavanje datih
problema, €ak i na instancama vrlo velikih dimenzija.

KoriS¢ene su dve vrste kodiranja - binarno i realno. Za reSavanje HWSP
koris¢eno je realno kodiranje, a potencijalna reSenja su se iz genetskog koda
dobijala primenom D’ont-ovog sistema. Ovaj sistem se koristi za odredivanje
broja mandata stranaka, na osnovu rezultata izbora u nekim drzavama. Pri
reSavanju ostala dva problema koris¢eno je binarno kodiranje prilagodeno
prirodi problema koji se reSava.

Dizajnirani su i implementirani modifikovani genetski operatori, koji vode
racuna o nacinu kodiranja i prirodi problema. Ovi operatrori, izmedu ostalih
funkcija, Cuvaju i korektnost jedinki, ¢ime se iskljuCuje pojava nekorektnih
jedinki u svakoj generaciji. Genetski operatori koji su pokazali najbolje rezultate
pri reSavanju razmatranih problema su: Fino gradirana turnirska selekcija,
modifikovani opreratori ukrstanja i operatori mutacije sa zaledenim bitovima.
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Kod implementacije genetskih algoritama keSiranje u velikoj meri poboljSava
performanse, ali ne utiCe na ostale aspekte algoritama. Takode, primenjene su
i razne metode za spreCavanje preuranjene konvergencije, gubljenja
raznovrsnosti genetskog materijala i spore konvergencije genetskog algoritma.
Prikazane implementacije koriste elitistiCku strategiju koja omoguéava direktno
prenoSenje vrednosti elitnih jedinki u narednu generaciju, bez ponovnog
racunanja njihovih funkcija cilja.

Dalje proSirenje i unapredivanje datih rezultata moze se izvrsiti u nekoliko
pravaca:

e paralelizacija opisanih genetskih algoritama i izvrSavanje na paralelnim
racunarima sa veéim brojem procesora,

e hibridizacija sa nekim drugim heuristikama i/ili egzaktnim metodama,

e modifikacija opisanog genetskog algoritma za reSavanje sliCnih
problema kombinatorne optimizacije.

5.1 Naucni doprinos rada

Najvazniji novi rezultati dobijeni istrazivanjem prikazanim u ovom radu su:

¢ Koris€enje koncepta dinami¢kog programiranja za drasti€no smanijivanje
prostora pretrazivanja mogucih putanja pri reSavanju lokacijskog
problema snabdevaca neograniCenog kapaciteta u viSe nivoa.

¢ Definisanje novih nacina kodiranja i odgovarajucih funkcija cilja takvih da
se Cuva korektnost jedinki i omogucéava efikasna implementacija.

¢ Osmisljavanje novih genetskih operatora koji odgovaraju prirodi
problema, primenjenim nacinima kodiranja i Cuvaju dopustivost reSenja.

¢ Dobijanje reSenja na instancama problema vecih dimenzija koje do sada
nisu reSavane.

¢ Analiza ponasanja reSenja u granic¢nim situacijama.
e Procena slozenosti funkcija cilja.

e Ocena uticaja podeSavanja pojedinacnih parametara na rad genetskog
algoritma.



Zaklju¢ak 85

Kao Sto se moze videti iz eksperimentalnih rezultata, predlozeni genetski
algoritmi su veoma uspesni pri reSavanju hijerarhijskih diskretnih lokacijskih
problema. Zbog svega gore navedenog, nauc¢no istraZivanje opisano u ovom
radu daje doprinos oblastima kombinatorne optimizacije, lokacijskih problema i
genetskih algoritama. Dobijeni rezultati su ve¢ objavljeni u medunarodnim
Casopisima i publikovani, odnosno prezentovani na medunarodnim i domacéim
naucnim i stru¢nim konferencijama.
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