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Abstract

Partl. Basic notions of model theory are given.

Part2. Dual notions in categories of Boolean algebras and Stone spaces are studied in respect to
natural contra-variant functor. The cellularity number of a Boolean algebra B, celB is studied,
certain cardinal properties are proved, e.g. it is consistent with ZFC that celB is attained for every
Boolean algebra B.

Part 3. Lindenbaum algebras of first-order theories are studied in details. It is proved that every
Boolean algebra is isomorphic to the Lindenbaum algebra B, of ¥, formulas of certain first-order
complete theory. Stability number St(k) of a first-order theory T is studied, and it is shown that
St(k) = Ku(k), where Ku(k) is the Kurepa number (Kurepa introduced it in 1935) and T is the
theory of dense linear ordering without end-points, while the cardinality of the Stone space of
Bi(A), A is amodel of T, is equal to ded(A), the Dedekind number of the ordering A.

Ku(k)= sup{ded(A): A is a model of T, |A|=k}.

Part 4. X, I, ramifications of various notions in model theory are defined and studied, e.g.
elementary embeddings, completeness, chains, direct limits, diagram properties, etc. Preservation
theorems for these types of formulas are proved. Examples for including ordered structures and
algebraic fields are given.

Part 5. Model completions and elimination of quantifiers are studied. As an application, it is
proved that by means of model theory that the classes of Boolean algebras and distributive
lattices with the least and the greatest elements are Jonsson’s classes. Algebraic description of
saturated models of submodel-complete theories are given, unifying results of Haussdorff (dense
linear ordering), Erdds, Gillman (ordered fields) and Boolean algebras (Negrepontis) for
homogeneous-universal models.

Part 6. Here is studied what model-theoretic properties are absolute in ZF in the sense introduced
by Levy, i.e. in which cases strong hypothesis (AC, GCH, V=L) can be eliminated from the proof
of these properties. It is shown that the following properties of first-order theories are absolute:
the consistency, completeness, model-completeness and elimination of quantifiers. These gives
new light on model-theoretic proofs of these properties.
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UvoD

Cilj ovog rada je da se razmotre izvesni principi tran-
sfera i redukcije u teoriji modela. Povezano sa tim, ispituju
se metamatematidki uslovi koji se tom prilikom koriste. Pritom,
na vi$e primera ukazuje se na moguénost primene teorije modeia
u ispitivanju svojstava matemati&kih struktura.

Princip ‘transfera razmatra se u dva vida. Prilikom ispi-
tivanja koncepata teorije modela, vr3i se prenos odredjenih
svojstava Booleovih algebri. Posebno se ukazuje na odnos izme-
dju Booleove algebre B i dualnog prostora B*, a potom na prime-
ne u ispitivanju i klasifikaciji skupova formula u vezi teori-
je T, kao u slufaju kompletnih proSirenja (III.2., na pr. T.2.3)
i tipova (III.3., na pr. T.3.6). Takodje se odredjuju tipovi
konkretnih teorija, odnosno njihov kardinalni broj, te se na taj
nadéin vrSi klasifikovanje teorija prema stabilnosti (III.4, na
pr. T.4.13, T.4.14). S druge strane, rézmatraju se direktne gra-
nice modela i dokazuje se (IV.2., T.2.1) da se izvesne informa-
cije (N ., X
tema na granice. Primena ovog stava ilustrovana je sa viSe pri-

svojstva I reda) prenose sa modela direktnog sis-

mera (posledice IV.2.1-2.1.4).

Rukovodjeni da se sintaksnim svojstvima teorije T pridru-
Ze odgovarajuda semanti&ka, odnosno skupovna svojstva za klasu

TU(T) modela teorije T, uveli smo nove koncepte kao Sto su

n-elementarna ekvivalencija, n-potpunost, n-modelska potpunost
(IV.3, IV.5, IV.6). Pritom je dokazano viSe strukturnih stavova
kojima se povezuju pomenuta svojstva (IV.L.3.3, L.3.4.,T.3.5,
T.5.2, T.6.2). Primenom ovih razmatranja dobija se, na primer,
J. Keislerov stav prezervacije za teorije sa f?n, odnosno E:n

aksiomama.

U sludaju teorija koje imaju modelsko kompletiranje, uka-
zujemo kako se odredjeni model-teoretski koncepti mogu opisati
na algebarski, odnosno skupovni nadin. Tako, ispostavlija se da



II

su zasifeni modeli modelskog kompletiranja T* upravo homogeno
univerzalni modeli teorije T (V T.3.8, T.3.9, T.3.10).

Za odredjivanje kardinalnog broja tipova teorija sa uredjenjem
(ITTI T.4.4, T.4.9, T.4.13) utvrdjuje se da kljudnu ulogu imaju
Dedekindovi preseci, odnosno brojevi ded (L), Ru(k). Ova razma-
tranja su primer svodjenja model-teoretskih koncepata na skupo-
vne, buduéi da su brojevi ded(¢f), Ku(k) prevashodno skupovnog
karaktera. Ukoliko je teorija T modelsko upotpunjenje, odnosno
dopusSta eliminaciju kvantifikatora, tada su tipovi teorije T
na jednoznac¢an naéin odredjeni skupovima formula bez kvantifi-
katora (III primer 4.2, tvrdjenje 4.9).

U poslednjem (VI) delu ispituje se stepen opravdanosti
koriscenja metoda teorije modela u ispitivanju sintaksnih svoj-
stava teorija. Naime, utvrdjuje se da su sintaksna svojstva,
na primer, neprotivureénost, potpunost, modelska potpunost, od-
luc¢ivost, dopustivost eliminacije kvantifikatora nezavisna od
izvesnih infinitarnih aksioma teorije skupova, kao 5to su aksio-
nma izbora, kontinuum hipoteza i aksioma konstruktibilnosti.

Prisutne ideje teorije modela ilustrovane su sa vi3e
primena u ispitivanju matemati&kih struktura.Razvijajuci ideje
prof. S. Pre¥ica, odredjuju se svojstva Booleovih preslikavanja
(IV primer 4.3, T.4.8, T.4.10),takodje, daje se jedan potreban
.1 dovoljan uslov da Booleova jednadina nad Booleovom algebrom B
ima reSenje (IV T.4.9). U V delu (odeljci 2.3) na primerima al-
gebarskih zatvorenih polja, Booleovih algebri, uredjenih Abelo-
vih grupa prikazano je vise metoda za eliminaciju kvantifikato-
ra. Dokazuje se (V T.2.5) da modeli teorije koja ima modelsko
upotpunjenje imaju svojstvo amalgamiranja, 3to omoguéuje unifor-
man pristup razmatranju teorije Jonssonovih klasa modela. U ta-
kvom smislu, posledica V 2.6. slufi kao jednostavan test za ut-
vrdjivanje da 1i je izvesna klasa modela Jonssonova. Ovaj test
primenjivan je u sluaju pomenutih klasa modela. Izmedju osta-

log, navodi se uopXtenje Lindstrdémove teoreme za modelsku '

n-potpunost (IV T.6.6).
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Prof. SlaviSa Pre3ié, pod &ijim sam rukovoedstvom urad-
dio ovaj rad, pruZio mi je punu podr3ku, podstrek i znalajnu
pomoé prilikom izrade. Vi3e puta je ukazivao kako da se izve-
sne ideje jasnije sagledaju (na pr. koncept cepajuéih skupo-
va u Booleovim algebrama, Booleove jednaline itd.), a takodje
na izbor odgovarajuéih re€i u nalem jeziku. Medjutim, najvise
dugujem &estim razgovorima sa prof. S. PreSifem o metamatema-
tici, u kojima je nastalo vi3e ideja utkanih u ovaj rad. Prof.
D. Kurepa u viSe navrata mi je ukazao na izvesna pitanja (na
primer celularnost Booleovih algebri) povezana sa radom, a ta-
kodje na poreklo &injenica u vezi sa uvedenim konceptima (De-
dekindov, Kurepin broj, celularnost). Svakako znadajnu ulogu
u pisanju ovog rada ima moje ulestvovanje u seminaru za mate-
maticku logiku pri Matematikom institutu, gde sam od kolega
Cesto &uo vredne komentare, sugestije i korekcije. U tehni&-
koj pripremi rada imao sam veliku pomoé u strpljenu M.Kostadi-
noviéa, koji je ovaj rad otkucao.
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Lista nekih oznaka

Logitki simboli:

Meta-simboli: A za svaki

\/ za neki

—> meta-implikacija
i meta-konjuhkecija
ili meta-disjunkcija
& meta-jednakost
~ meta-negacija

Niz XyresesXy oznaZavamo krade sa X, ukoliko n nije od znadaja
u datom razmatranju. Otuda, (X) stoji za (xl,...,xn).

Partitivan skup skupa A oznalen je sa S(A). Skup svih
kona&nih podskupova skupa A oznaen je sa S5,(R).
Skup svih preslikavanja iz skupa Y u skup X oznalen je

sa Yx.

Ukoliko je f:A— B i X<A, tada

10

2° fR]-{quxéx},

fI'X je restrikcija funkcije £ na X,

3° f£x je niz fxl,...,fxn.

Kardinalni broj skupa X oznalen je sa [X].

Ukoliko se radi o dobrom uredjenju, Ax(... x ...)
znati "najmanji x takav da ... X ...", gde j€ .ee X ...

neki izraz.
Skupovi prirodnih, celih i racionalnih brojeva ozna-

¢eni su redom sa N, Z, Q. Takodje, zp= {O,l,Z,...,p—l} .

Buduéi da se pretpostavlja ZFC, ne vr3i se razlikova-
nje izmedju wg i H‘ , odnosno f-«&_=}(‘ . Takodje, w e ¥

Pretpostavlja se Von Neumanova reprezentacija ordirnalas,
naime, 0 = @, 1 ={0} , 2 = {o,1} ,...,w ={0,1,2,...} itd.
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I DEO

Osnovne &injenice iz teorije modela

Osnovni predmet izufavanja teorije modela je odnos iz-
medju sintaksnih objekata i struktura koje ovi odredjuiu,
preciznije izmedju formalnih jezika i njihovih interpretaciija.
Otuda, ovde se jasno izdvajaju dve osnovne logidke kategorije:
sintaksa i semantika. Dok se sintaksa prevashodno odnosi na
formiranje formula re&enica i drugih sintaksnih objekata kao
i na njihovu uzajamnu povezanost, semantika s druge strane se
bavi pitanjem znaenja i ekstenzije ovih pojmova. Jedan od
najzna&ajnijih semantilkih pojmova je relacija zadovoljenia,

u oznaci F , o kojoj €e biti redi. I pored toga 3to je teorija
modela prepoznata kao zasebna grana matematidke logike rela-
tivno skoro radovima Tarskog, G6dela i drugih, tridesetih go-
dina ovog veka, ona danas doZivljava sna¥an razvoj i pruZa
moguénosti mnogobrojne primene kao na primer u algebri, ne-
standardnoj analizi i teoriji skupova. Pokazalo se, da se sli-
&nim metodama moZe razvijati teorije modela i drugih, pre sve-
ga beskonaén;h logika, kao pokuSaj da se rasprave neki otvore-
ni problemi predikatskih raZuna vi¥eg reda.

U ovom radu razmatra se teorija modela ukoliko je logi-
ka predikatski racun prvog reda. Iz tog razloga navodimo ter-
minologiju i osnovne &injenice iz teorije modela koje koristi-
mo ubuduéde, poglavito onako kako su prikazane u /7/.

1. Jezik, teorija, model

1l.1. Jezik L je skup nekih konstantnih, funkcijskih i rela-

cijskih (predikatskih) simbola (znakova). Svaki od re-
lacijskih i funkcijskih simbola ima odredjen, konaan broj
takozvanih argumentnih mesta. RKonstantni simbol moZe se sma-
trati kao funkcijski simbol sa O argumentnih mesta.



Na primer, L={+,-,s ,0,1} je jezik uredjenih polja. Ako su
LiL% jezici 1 LeL”, tada kaZemo da je jezik L” ekspanzija
(proSirenje) jezika L, odnosno L je redukt (svod) jezika L”.
iko je L°-L skup konstantnih simbola, ka¥emo da je L” prosto
sro8irenje jezika L.

1.2. Termi i formule su kona&ni nizovi simbola jezika L i

logi&kih simbola, opisani uobifajenom induktivnom de-
finicijom. Pormulu koja nema slobodnih promenljivih naziva-
mo refenicom. Primetimo, da je termin re&enica za formulu €
bez slobodnih promenljivih pogodniji od termina iskaz, budu-
€i da re& iskaz podrazumeva veé odredjenu intenziju (tumale-
nje) za niz €, 3to se u opitem sluaju ne mora pretpostaviti.

Sa {ILll ozna%ava se kardinalni broj formula jezika L.
Lako se pokazuje da je LU = max{|L! ,e ).

1.3. Teorija T jezika L je ma koji skup relenica jezika L.
Elemente skupa T zovemo aksiomama teorije T. Prema to-
me, ako je LEL” i T je teorija za L, tada je T takodje teori-
ja za jezik L”. Da je ¢ teorema teorije T, oznadavamo: Tk €.
Ako je €(x) formula u L, tada Tr €(X) je zamena za TF VX ?(X).
Teorija T je neprotivure®na akko ~ T+ 1 . Teorija T je kom-
pletna (potpuna) akko za svaku reenicu ¢ jezika L vredi:
THE 1ili TH1¥¢ . U takvom slu&aju, ako je T neprotivure&na
teorija, skup svih posledica teorije T, Cn(T),je maksimalno
neprotivure&an skup.

1.4. Jezik teorije T, u oznaci L(T), je skup svih nelogi&-
kih simbola koji se pojavljuju u aksiomama teorije T.
I‘def {(T) je oznaka za definiciono produZenje jezika L u teo-

riji T, koje se dobija dodavanjem n-arnog predikatskog sim-~

bola P‘c za svaku formulu € jezika L sa n slobodnih promen-

1jivih. Pritom, formira se teorija ™ dodavanjem aksioma
Vx( € (x)<> Pe(;)) teoriji T 2a svaku formulu ¢ . Teorija

™ tako dobijena, naziva se, prema Morly-u, Morlyzacija teo-
rije T.



1.5. Model ili struktura jezika L je uredjen par O =<A,J>,
gde je A neprazan skup (domen modela ¢« ), a J inter-
pretacija, tj. izvesno preslikavanje J:L—> A U s(UaA™ 1 to

néecw
tako da su ispunjeni uslovi:

(1) Ako je c konstantni simbol u L, tada J(c)e A. Obié&no
se J(c) oznadava sa c% .
(2) Ako je f n-mesni funkcijski simbol u L, tada je

fUL = J(f) n-mesna funkcija, fm: A" .
(3) Ako je R n-mesni relacijski simbol, tada je Ra'=J(R)

n-mesna relacija u A.

Primetimo, da je u nekim sluCajevima mogude govoriti
© parcijalnoj funkciji £ na A", tj. f:x—a, gde xcal. U
takvom slulaju takodje piZemo £:2% 52, uz napomenu da je f
parcijalno preslikavanje.

Ma koje preslikavanje v:w —> A naziva se valuacija u
A. Ubuduée pretpostavljamo Tarskievu definiciju istinitosti
formule € pri valuaciji v u modelu (1 , tj. definiciju re-
lacije zadovoljenja. Stoga, ako je t(§) term u jeziku L, ta-
da je njime odredjena jedna funkcija RS L A. Ako ije
%(x) formula jezika L, tada je odredjena logi&ka vrednost

t (a) formule ¢ 2za valuaciiju a ,al,... u A. Ukoliko je

¢ (a)-T, pifemo CE¥[al. Primetimo da je uvek LF¥€(al
111 Uk Ye(a).

Modele obi®no oznaZavamo gotskim slovima U1, &,
a njihove domene redom sa A,B,C,... .

P e

1.6. Neka je (& model jezika L i T teorija u L. Ka¥emo da

Je Ot model teorije T, u oznaci ULk T, ako je za svaku
refenicu € € T ispunjeno ALk ?, Ako je ¢ redenica u L, ¢
je semantidka posledica teorije T, (i1li ¢ je ta¥na u T)
akko za svaki model CX teorije T vaZi CIr® . Zapis TE¥¢
zamenjuje re¥i: € je semantika posledica teorije T.

saTM{T) oznadavamo klasu svih modela teorije T. Modeli
L +5 su sliéni ukoliko su modeli istog jezika L. L{U) je
jezik modela 1.



1.7. Neka su (X ,% modeli jezika L. Tada, (1 je podmodel
modela &5 , u oznaci Cxcb , akko je

(1) A ¢ B.
(2)  Ako je c konstantni simbol jezika L, tada & =c< .
(3) Ako je f n-arni funkcijski simbol jezika L, tada je
X =% an,
(4) Ako je R relacijski simbol jezika L, tada za svaki acA
 vait R% (3)=R? (3).
Ako je Ot ¢¥% takodje ka¥emo da je & ekstenzija, ili
pro3irenje modela ¢t .

1.8. Ako je LE L” 4 (X,% modeli redom jezika L, L°, tada
je ¥ ekspanzija modela ¢r, odnosno je redukt (svod)
modela &4 , u oznacli (r= 3! L, akko vaZi:

(1) A = B.
(2) Ako je seL, tada s =g¥% ,

Ukoliko je jezik L~ prosto proZirenje jezika L, kaZemo
da je model ¥ prosto proZirenje (ekspanzija) modela ¢ .

1.9. Cesto se izvodi sledeéa model-teoretska konstrukcija.
Neka je (X model u jeziku L, XcAa i L=LU{ala€eXx} ,

gde je a novi konstantni simbol, tj. a ¢ L, za svaki ac¢X.

Pritom, ako je a # b, tada nije a = b. U takvom slu&aju pos-

toji prosta ekspanzija O modela C1 jezika L~ gde g""= a.

Model (' oznadavamo sa Uy 114 <OLx> | 4. Simbol a nazivamo

imenom elementa a. :

1.10. Neka su ( , % slidni modeli. Preslikavanje h:A— B je
homomorfizam modela CX u .model & ¢ @ oznaci h:(Ut—- %
akko:

(1)  h(c%)= c% .
(2) Ako je £ funkcijski simol i 3 €A tada hf 3 = £% pa.
(3)  Ako je R relacijski simbol 1 a€A, tada R* a = R® ha.

Ukoliko je h 1-1 homomorfizam, ka¥emo da je h utapanije.
Napomenimo da su u teoriji modela utapanja od daleko vedle va-
Znosti nego 3to su to proizvoljni homomorfizmi. Nadalje, ako



uz diagram h: l—% ne stoji neko drugo objasnjenje, pod-
razumeva se da je h utapanje. Sa t—3 oznalavamo &injeni-
cu da postoji utapanje h: t— 3% . '

Ako je h utapanje i h: a-2&,m, tada Je h izomorfizam
i piSemo h: L == & . U zavisnosti od konteksta, kafemo da
je p parcijalni izomorfizam ukoliko postoji C <N tako da
p:L — & . Neka je h: Ot— % utapanje, sa h[L] oznala-
vamo izomorfnu sliku modela I odredjenu preslikavanjem h.
Jasno je da va%i: hTOtl ¢ & .

2. Neki stavovi teorije dokaza“

2.1. STAV dedukcije: Ako je ¢ relenica i T teorija tako
da je THY¥ , tada postoji kona&an S ={eo,el,...,sn} T

tako da }-eo/\ 91/\ ...Aen%‘f .

Posledica prethodnog stava je: Teorija T je neprotivu-
reZna akko je svaki konadan podskup od T neprotivure&na teorija.

2.2. LEMA o novoj konstanti c. Neka je T teorija jezika L

i ¢ nova konstanta (¢ nema pojavljivanja u aksiomama
teorije T). Ako je <¥(c) reZenica jezika LU {c]} i ukoliko je
TF €(c), tada je T+ ¥Yx € (x).

2,3. STAV o preneks normalnoj formi. Formula ¢ je u prene-
ks normalnoj formi ukoliko je <« oblika
Qllezyz...Qnyne(xl,...,xm,yl,...,yn) , gde je 6 formu-

la bez kvantifikatora, a Ql’QZ' .o ,Qn su kvantifikatori Y , 3.

U ovakvom slufaju formula © naziva se matrica. Va®i teorema:

Za svaku formulu ¢ jezika L postoji formula W jezika
L u preneks normalnoj formi take da r¢ <>V,



3. Eliminacija utapanja

U mnogim slufajevima postoji moguénost eliminacije
utapanja. U osnovi takvih eliminacija su sledefa dva tvrdje-
nja koja se odnose na transfer modela.

3.1. I LEMA prenosa. Neka f: I-—% . Tada postoji model ¢’

tako da navedeni diagram komutira.
’

(7 4
DOKAZ. Model = £[{U1] &ini , R
ovaj diagram komutativnim. - oL £ L

3.2. II LEMA prenosa. Neka je f: UU— & . Tada postoji mo-
del & tako da prikazani diagram komutira. z-'

D O KA Z. Neka je X skup tako da ANX=¢g & \

i IXi=1B-£[A)| . Model %' odredju- . 2 —f_" <
jemo na sledeéi na&in. Uzmimo da je B“= AUX i h: B
tako da hl £[A] = £ -1, Cilj nam je da h bude izomorfizam.
Za konstantni simbol ce€ L((f) definifimo ¢ = ¢@? ., Ako je

P(X) predikatski simbol u L((1), tada za be¢B“, P% (B)=p% (n~1D)
Ako je g funkcijski simbol u L(U1), tada g% (B)=hg? (h™1B).
U takvom slufaju lako je proveriti da je 2’» model, h: -‘6'~—~-'5
i da gornji diagram komutira. -

U prethodnim diagramima f,moZe biti neka specifi&na
vrsta prelikavanja, kao na primer elementarno, n-elementarno.

Pokazuje se da je 1 u takvim slu¥ajevima inkluziono preslika-
vanje u ovim diagramima istog tipa kao i f.

4. Kompletnost i kompaktnost

Ovi su pojmovi od klju¥ne vaZnosti u teoriji modela.
Stavovima potpunosti povezuju se, mo%e se tako refi, osnovna
sintaksna i semanti&ka svojstva teorije T.
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4.1. STAV potpunosti. Reenica 5 je teorema (sinatksna po-
sledica) teorije T akko © je ta&na (semantilka posle-
dica teorije T). Kraéi zapis: TH 8 akko TF ©.

Ovu teoremu dokazao je GAdel 1930. gédi:r;e za prebrojive
jezike, Maljcev 1936. godine za teorije proizvoljnih jezika.
Henkinov dokaz 1940. godine imao je poseban uticaj na razvoj
teorije modela, buduéi da se njime uvodi metoda "svedoka®".

4.2, STAV potpunosti {(druga varijanta). T je neprotivureé-

na teorija akko postoji model teorije T, odnosno T je
sintaksno neprotivurefna akko T. je semantidki neprotivure&na
teorija.

4.3. STAV kompaktnosti. Teorija T ima model akko svaki ko-
na¢ni podskup teorije T ima model.

5. Diagrami modela

Za svaki model U mogu se uoliti posebni skupovi for-
mula kojima se iskazuju vaZne zna®ajne informacije o modelu
&/ ‘ .

5.1. Diagram modela (L . Neka je ¢l model jezika L i

L= LU{a| a €A} prosta ekspanzija jezika L. Skup
Aur, ={?l‘€ je atomi®na ili negacija atomi&ne reenice jezika
L, tako da Uy Ft] naziva se diagram modela U . Lako se
dokazuje da: ([—J akko neka prosta ekspanzija 4 modela
% zadovoljava e‘G"'—‘AQL .

Navedimo sledecu observaciju prof. S. Pre¥ica. Ukoliko
se vrednosti individualnih promenljivih ograni&e na domen A,
tada diagram Aa(, odredjuje u potpunosti model UU ., Stoga
se mo¥e kazati da je Ay popis strukture (L . U sintaks-
nom pristupu,model (I se moZe identifikovatl sa svojim di-
agramom, otuda se u takvom sluéaju Auz moZe smatrati sintak-
snim modelom.



5.2. Th(Ol) ={‘e! ¢ je re¥enica jezika L tako da CAE € } .
Primetimo da je Th(CX) kompletna teorija i da

ULETh(UL).
5.3. Kompletni(elementarni) diagram modela ¢ je teorija
T(U) = Th(U,). Jasno je da va%i: U,k T().

6.Relacije izmedju modela

U ovom delu bice re&i o uzajamnim vezama izmedju mode-
la. Pretpostavimo da su svi modeli o kojima je re& u istom
jeziku L.

6.1. Modeli U, &% su elementarno ekvivalentni akko
Th(Ut) = Th(%). Ukoliko su (X ,&5 elementarno ekviva-
lentni modeli tada piZemo U =3.

6.2. Model (I je elementarni podmodel modela % s u oznaci
A<L akko L SP i za svaku formulu ¢ (%) jezika L

iaeAvazti WF €la)e—> ZE€lal. Lako se dokazuje da

su slede¢i iskazi ekvivalentni.

(1) UL<ZV .

(2) e 1 Zk T,
3) e 1T(O) ='rh($»A).

U vezi sa prethodnim pojmom uvodi se pojam elementar-
nog utapanja, u oznaci f:{{-%+.5 . Utapanje £: XL— 3 de
elenentarno utapanje akko f(} < & Neposredno se dokazu-
je da va%i: L=+ 5 akko je neka prosta ekspanzija modela
& model kompletnog diagrama modela O .

6.3. Indukcijom po slofenosti formula mo¥e se dokazati sle-
defe: (X =*4L implicira N =Y.

6.4. Medju mnogim algebarskim teorijama istiZu se modelski
potpune 1 podmodelski potpune teorije (ovi pojmovi po-

tiu od A.Robinsona). Teorija T je modelski potpuna akko za

svaka dva modela [, L T , sd implicira <5,



Teorija T je podmodelski potpuna akko za svaka dva modela
L +LET 4 model VI ¢ % ,C vazi A= Cie

6.5. Lanac modela I < U3<...< U, <... Yod , L je or-

dinal, zove se elementarni lanac modela. VaZi slededa
teorema o elementarnim lancima (Tarski):
/\ O, < Ut
¥cd £ S« 5

6.6. VaZi sledefe tvrdjenje: (=& akko postoji model L
da UZ.-‘—’E-*—’;—Zv

7. Teoreme L&wenheim-Skolem-Tarskog

Ove teoreme spadaju medju prve rezultate teorije mode-
la (prva varijanta potife od Lowenheima, 1915 g.). Pomoéu
ovih teorema dokazana je, na primer, egzistencija nestandar-
dnih modela formalne aritmetike. U vezi sa tim je i Skolemov
paradoks: Ako je teorija skupova ZF neprotivuredna, tada ZF
poseduje prebrojiv model.

7.1. DONJA Ldwenheim-Skolem-Tarskog teorema (ubuduée DLST) :
Neka je [B] > Ll i X<B. Tada postoji model <&
tako da X C A i JAl= max(IX|,HLl).

7.2. GORNJA Ldéwenheim-Skolem-Tarskog teorema (GLST): Neka je
Cl beskona&an model. Tada za svaki k2 max([Al, Ll }
postoji model & tako da UI<ZL i IB| = k.

7.3. LOWENHEIM~-Skolem-Tarskog tecrema (LST): Ako teorija T
ima beskona&an model, tada T ima model u svakom kardi-
nalu k> #LY .

8. Skupovi formula, tipovi

8.1. Neka je S (x) ma koji skup formula jezika L sa slobo-

dnim promenljivima mediu XorXirees X, KaZemo da model

. . . - . . -
U realizuje {(ostvaruije) §:(x) akko postoji a2 ¢2A tako da za

- o s ‘.. - o . (4 =
svaku formulu Pe., (ne¥lak U takvom sluaiu rifemo UikZ[a] .
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Ako skup formula Z(;:) nije ostvaren u modelu (U , kaZemo
da je }f(§) ispuSten u modelu (I . Maksimalno neprotivure-
Zan skup formula sa teorijom T je tip teorije T. Primetimo da
je za a € A, p(;c) ={‘C | < je formula jezika L tako da
LE® [;]} tip teorije Th((L). '

Neka je T teorija za L i Z(SE) skup formula u L. Ako
postoji formula €(x) u L neprotivure&na sa T tako da

FAY T 8=>%¢ , ka¥emo da je b (X) lokalno ostvaren u teo-

riji T. Tip koji je lokalno ostvaren u T, zovemo atomidnim
tipom teorije T. Ako Z(g) nije lokalno ostvaren u T, kafe-
mo da Jje Z (;) lokalno ispusten u teoriji T.

U opStem slu&aju obi¥no se razmatraju dve vrste pita-
nja u vezi realizacije (ostvarenja) skupova formula:

1°a) u kojem sluZaju postoji model (AFT koji ostvaruje Z(:?)?
b) Da 1i postoji model (AF T koji ispuita J. (x)?

2° a) U kojim sluZajevima postoji model UNFT koji ostvaruje

Sto je moguée viZe skupova formula. Ovo pitanje vodi
nas direktno ka zasidenim modelima.

b) U kojim slu¥ajevima postoji model (KT koji realizuje

§to je moguce manje skupova formula. Pokazuje se da su
to atomi&ni modeli. :

Na pitanje 1° a) odgover daje stav kompaktnosti. Pita-
nje 1° b) reSava sledeca teorema o ispu3tanju tipova (Ryll-
Nardzewski, Mostovski, Grzegorczyk):

Neka je T neprotivuredna teorija u prebrojivom jeziku
Li :E(i) skup formula u L. Ako T lokalno ispuita Z:(i), ta-
da T ima prebrojiv model koji ispulta 2:(;).

U vezi ove teoreme ostalo je otvoreno pitanje u kojim
slutajevima se ona moZe proZiriti na neprebrojive jezike.
jive jezike. ’

Odgovori na pitanja pod 2° u vezi su sa sledeéim ode-
ljkom.
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9. Vrste modela

U teorijama se &esto mogu uolavati u izvesnom smislu
istaknute vrste modela odlikovani pPosedovanjem nekih ekstre-
malnih svojstava.

9.1. Model (IFT je prost model teorije T akko za svaki
model &Gk T vaZzi (L— 0. Model ¢ je elementarno pro-
st model akko za svaki model B, (X=% implicira X<~ .

9.2. Model UL je atomidan model akko ¢ ostvaruje samo
atomiZne tipove neprotivure&ne sa Th(Ut).

9.3. Model (LkT je 4L -univerzalan (& je kardinal) model

teorije T akko za svaki model BET vali :iBli¢d implici-
ra 4 —¢r. Ako je (X |Al ~univerzalan, ka¥ero da je (L univer-
zalan model teorije T. Model {1 je elementarno dJ-univerzal-
an akko za svaki model %, Bl d i U= implicira % — L.
Ako je (L elementarno |A| -univerzalan, kaZemo da je L ele-
mentarno univerzalan model.

9.4, © Model ET je &-homogen uT akko za svaki LFE T
tako da IBIK{ diagram et %20 ima dopunu do pri-
kazanog komutativnog diagrama. Ako je =
model Ot (Al ~homogen, ka¥emo da je L '\ /"
homogen model.
Parcijalno preslikavanje p:X — A, Xg 2, je elerentarno
parcijalan automorfizam akko va¥i <O, x> %€ X E((k,px)x ex”

Model (X je elementarno o(-homogen akko za svaki parcijalni

elementarni izomorfizam p, tako da IPl< & i svaki ae¢a pos-—
toji beA tako da <{r,x,a) x e x =<Cpx,b> x € x Yodel CL
je elementarno homogen model akko je (& elementarno |A| ~hormo-
gen model. Pokazuje se da va¥i sledede tvrdjenje: U je ele-
mentarno homogen model akko se svaki elementarni parcijalni

automorfizam kardinalnosti <|Al  produZuje do nekog automo-

rfizma modela Ot ,

9.5. Model LEkT 4e homogeno univerzalan model teorije T
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akko je CL homogen i univerzalan model teorije T. Model (r je
& -zasifen model akko za svaki XS A, tako da |Xj<d, svaki
skup formula Z(;E) u jeziku Ly konzistentan sa Th(OLx) ¢ Je
realizovan u modelu cax, pritom vaZi teorema: Model U1 je
zasicen model akko (I je elementarno homogen i elementarno
univerzalan model.

10. Kategori&nost

10.1. Teorija T je k-kategori&na akko su svi modeli teorije
T kardinalnosti k izomorfni.

10.2. Funkcija kT(i.) uvodi se kao kardinalni broj neizomor-
fnih modela teorije T kardinalnosti L .

10.3. Vaughtov test potpunosti: Ako je T teorija bez kona&nih
nodela, kategorifna u nekom kardinalu, tada je T potpu~-
na teorija.

10.4. Morlyev stav kategori¥nosti: Neka je L prebrojiv jezik.
Tada (W) =1— A (L) = 1.
kp (@, _(Mkvr

Postoji obimna literatura u kojoj se moZfe naéi istorij-
ski razvoj &injenica relevantnih za teoriju modela. Neke od
tih jedinica su naprimer /7/, /29/. U /24/ prikazan je razvoj
simbolifke logike od Leibnitza do poZetka ovog veka, sa vrlo
obimnom bibliografijom. Napomenimo, da se Tarski smatra za u-
temeljivaa teorije modela. On je uveo osnovne poimove, kao
ito su zadovoljenje formule u modelu, elementarna ekvivalen-~
cija, elementarni podmodel modela itd. Sa druge strane, mate-
matiZari kao Cantor, Hausdorff, Maljcev razmatrali su takve
strukture i uveli takve metode koje su se pokazale vrlo plo-
dnim u teoriji modela. Pomenimo Cantorov cik~cak agrument, ko-
ji je on koristio u dokazu w -kategorifnosti linearno uredije-
nih gustih skupova bez krajeva i na M skupove. Otuda su, re-
cimo, potekli pojmovi kao ¥to su zasifeni, homogeni modeli,
metod parcijalnih preslikavanja (koji je posebno razvila Carol
Karp ‘i povezala sa beskona®nim logikama). Cini se da ove
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ideje nisu iscrpljene, buduéi da se one pojavljuju u raznim
varijantama u radovima koji se danas objavljuju.
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II DEO

Booleove algebre
1. Nekoliko re&i o Booleovim algebrama

U ovom delu izloZicemo izvesne &injenice iz Booleovih
algebri i to iz sledeéih razloga:

° U algebarskom pristupu izulavanja metamatematike. Boo-

leove algebre imaju znafajnu primenu. Kao 3to e se

1

videti, mnoga tvrdjenja koja se odnose na teoriju modela pre-
dikatskog rafuna I reda ustvari su prenos &injenica iz teori-
je Booleovih algebri.

2° Teorija Booleovih algebri sama za sebe predstavlija je-

dnu od najinteresantnijih teorija, ¥to je svakako pos-
ledica pluraliteta onoga 3to podrazumevamo pod Baoleovom alge-
brom, buduéi da se Booleova algebra B mo¥e da posmatrati kao
matematidka struktura sa viSe stanovi3ta:

20

.1. B je Booleova algebra u uZem smislu te red&i,
B={B,A,¥, ,0,1 gde operacije A, v, ’,0,1 zadovo~
ljavaju jedan od uobifajenih sistema aksioma,

©2. B= {B,+,.,0,1> . U ovom slu¥aju B je Booleov prsten

sa jedinicom, tj. pored ostalog zadovoljeni su zakoni

2

X+x = 0, x.x = X,
2°.3. B = {B,€> , odnosno B je.uredjen sistem, preciznije B

je data kao komplementarna distributivna mreZa,

.4. Booleova algebra moZe biti data kao polje skupova. Ovo
tvrdjenje nije ni3ta drugo do Stoneov stav reprezenta-

cije.

2°.5. Booleova algebra B odredjuje jedinstven Pooleov (Stone-

ov) topolo3ki prostor u kojem B sluZi kao baza. O tome
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takodje govori Stoneov stav o reprezentaciji Booleovih alge-
bri.

2%.6. Najzad, kao 3to ¢e se videti, B se moZe shvatiti kao
algebra logike, odnosno B je skup formula neke teorije

T a Booleove operacije A,v, /,0,1, su logilke operacije i,

ili, ne, tadno, netadno. Treba primetiti da su istorijski Boo-

leove algebre tako i nastale (George Boole, The Mathematical
Analysis of Logic, Cambridge, 1847; The Calculus of Logic,
Cambridge Math. Jour. 3(1848)), te sada3nje ime i nose prema
svom tvorcu.

3°, U daljem, &Cesto teorija Booleovih algebri slu¥i kao

primer za neku op3$tu Cinjenicu teorije modela, koja je
bila dokazana primenom Booleovih algebri, odnosno imamo primer
kako primena odredjene metode daje konsekvence o teoriji same
te metode. Ovakav pristup svojstven je i drugim oblastima ma-
tematifke logike, pre svega teoriji modela teorije skupova, na
. primer sistemu ZF. Ako se za osnovu metamatematike prihvati zF
onda se mnoge Cinjenice mogu izreéi o (formalnoj ili objekt)
teoriji ZF . To dobrim delom ustvari i predstavlja predmet da-
na3nje teorije skupova. Primetimo, da bi teorija T dopu¥tala
ovakav pristup, potrebno je da je teorija T dovolino modéna da
se njena  formalizacija T” (objekt teorija teorije T) mo¥e is-
pitivati sredstvima same teorije T, recimo da omoguéava G3de-
lizaciju. To je slu®aj sa Peanovom aritmetikom i raznim vari-
antama teorije skupova.

Udaljem, pretpostavljamo elementarne teoreme Booleo~
vih algebri, bez posebnih pozivanja na njih. Ovde femo izlo¥i~
ti Zinjenice koje kasnije neposredno koristimo a takodje one
rezultate i dokaze koji su po naSem mi¥ljenju novi. To se po-
sebno odnosi na dokaze, jer su ovi po pravilu algebarskog tipa.
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2. Booleove algebre i Stoneovi prostori

Ukoliko se govori o Booleovim algebrama ne mo¥e se iz-
becfi dualnost, koju je ustanovio M. Stone (The representation
theorem for Boolean algebra, Trans. Am. Math. Soc. 40(1936)),
izmedju Booleovih algebri i kompaktnih totalno nepovezanih
prostora (Stoneovi prostori). U jeziku kategorija, ta dualno-
st se svakako najprirodnije izraZfava. Neka je B3 kateogorija
Booleovih algebri sa homomorfizmima kao morfizmima i & kate-
gorija Stoneovih prostora sa neprekidnim funkcijama kao mor-
fizmima. U takvom sluXaju Stoneov stav reprezentacije (dualno-
sti)tvrdi da su J3 i yopp ekvivalentne kategorije. Preciznije,
kontravarijantni funktori *:.B—~§’, o :f—-'.B koji ustanovljava-
ju ekvivalentnost kategorija B i ¥ definisisani su na sledeéi
natin (kako ne postoji opasnost od zabune, funktor @ oznafava-
mo takodje sa .).

Ako je B Booleova algebra, tada je B* ={plp je ultra-
filter u B} ¢+ @ za bazu prostora B* uzimamo skupove a*={ptaep,
P je ultrafilter u B}, gde a¢B. Ako je X€.F , tada je Boo-
leova algebra X* polje otvoreno-zatvorenih skupova u X sa sku-
povnim operacijama /) +UCy, @, X. Neka je fe¢ Hom(Bl,Bz) i

h € Hom(X,¥), gde B,,8,6B 1 x,ye F . Tada f*e Hom (83,B4) ,
gde £*(p) = £71[p] 1 K¢ Hom(Y*,X*), gde h*(u) = h™1(u].
Ekvivalentnost kategorija f3 i $°PP utvrdjuje sledeca

TEOREMA 2.1. (Stone) Funktori #.0 , Gesx su prirodno ekviva-
lentni identi®nim funktorima, tj. sledeéi diagram komu-
tira za ma koje 81,826 B

8, _Te. e;‘ f ¢ Hon (81,82) , gde ‘l“B(a)=a*, ae¢B
f] jf‘" ‘
‘TB je izomorfizam.
o, T g |

SliZan diagram vaZi u kategoriji ba .
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Prema prethodnom, BEB** (stav o reprezentaciji Boole-~
~ovih algebri kao polja skupova) i X Z X**, gde xe& . Takodje,
8 je izomorfna bazi prostora B*, te wX =|X*|, gde wX oznadava
teZinu prostora X. -

Poslednje tvrdjenje, koje je fundamentalno u teoriji
Booleovih algebri, omoguéuje da se za razne pojmove koiji se
odnose na Booleove algebre, uvedu dualni pojmovi u kategoriii
§P i obrnuto. U tom smislu uvodimo duale sledeéih algebarskih
pojmova.

(1) Dual Bopleove algebre B je B*,

(2) Dual Booleovog homomorfizma £ je f*.

(3)  Neka je a€¢ B. Tada je a* dual elementa a.

(4) Neka je F filter u B. Tada F*={p|p je ultrafilter u B
i Fep}.

Otuda, F* = é:ka*, tj. F* je zatvoren skup u B*.

(5) Neka je I ideal u B i I'={p|p je ultrafilter u B, pN1I
# ¢}. Prema tome, I* = a%éa*, tj. I* je otvoren skup
u B} '

U op3tem sluZaju razmatraju se sledefe vrste stavova,
koji se odnose na dualnost kategorija B1 & . pPrva vrsta sta-
vova odnosi se na konstruktivna svojstva funktora * , odnosno
oni su tipa: Ako je B Booleova algebra dobijena primenom alge-
barske konstrukcije K u kategorijifB , tada je dualni prostor
B* dobijen topolo3kom konstrukcijom K* uf¥ .

Druga vrsta tvrdjenja odnosi se na prenosna svojstva
funktora *, i oblika su: Ako Booleova algebra B ima svojstvo
P, onda dualni protor B* ima svojstvo P° , odnosno, B ima svoj-
stvo P akko B* ima svojstvo P~.

Mo¥e se govoriti i o trefoj vrsti stavova, ako katego~
rije B, ¥ posmatramo u Sirem sklopu, na primer 7 u kategori-
ji mre¥a M , a I u kategoriji topolo3kih prostora Top. Onda
se postavlja pitanje, kako se odredjene konstrukcije u M, , od-
nosno u Top reflektuju na funktor =,
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Radi ilustracije navodito listu najznacajnijih tvrdje~
nja po gore navedenim tipovima. Neke od njih je lako dokazati,
dok neke kasnije ' dokazujemo a neke nefemo dokazivati buduéi
da nisu od znalaja za ovaj rad.

[o]

2.

1™, 1. (B sz)*

* ) V
Bl+82, (Bl+82) = BixBﬁ.

F’ %:I Bi’ ‘gde f# oznalava Stone-Chech
€

« MNep*

- ier
kompaktifikaciju (vid. /39/). Qtuda na primeér, (2 ) *

je kompaktifikacija diskretnog prostora na X. Ovde 2 -<{0 l}

Asvy?,

6.

0,1> .

J}i ;-2k, gde je jlk slobodna Eooleoya algebra na

kardinalu k, 2k uopsten Cantorov prostor.

(B) I)* = B* ~ I*, I je ideal u B.
f:8B 8, B*z."l@...ei.

- na .
f: Bl-———) 82 akko £* 85—‘_—'081*'.

akko £*

Blg 82 akko Bi = Biﬁv
P je neglavni ultrafilter u B akko p nije izolova~-
na tacka u B*,

B je konatna Booleova algebra akko B* je konadan
prostor akko B* je diskretan prostor.

B je beskonaZna Booleova algebra akko B* ima neizo-

lovanu ta&ku. Ovo tvrdjenje ustvari predstavlja stav

da svaka’ beskona&na Booleova algebra ima neglavni ultrafilter.

7.

B je prebrojiva Booleova algebra akko je B* komple-
tno separabilan prostor akko B* je metridki (Stone-

ov) prostor. ‘ '
8. B je kdmpletna Booleoéa algebra akko B* je ekstremno

nepovezan prostor (X je ekstremno nepovezan ukoliko

je za svaki Ugx, B8 = 0).

9.
10,

11,

Element a je atom u B akko a* je jednodlan skup u B*%,
B je atomi¥na Booleova algebra akko je skup izolo-
vanih tadaka gust u B¥.

‘B je bezatomid&na Booleova»aigebra akko je B* perfe-
ktan prostor.
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. Navedimo, izmedju ostalog, osnovne fakte o kompletira-
nju Booleovih algehri.

1. Neka je X topolo3ki prostor i R(X) skup regularno
otvorenih skupova u X, tj. R(X) ={vucx ] g = u}.
Tada je R(X) kompletna Booleova algebra sa Booleovim operaci-
jama definisanim na sledeéi nadin:

‘JAY=\1/\V, uVV':uUV, u’=x-a, 0=¢, 1 = ¥. Neka je
B = R(B*), gde je B Booleova algebra.

2. Za Booleovu algebru B, ”TB : B—> B (Tglx) = x*)
je kompletno utapanje, tj. prezervira infimum i sup-
remum. B je minimalna algebra u kategoriji kompletnih Booleo-
vih algebri sa kompletnim homomorfizmima kao morfizmima, u koju
se B moZe utopiti, tj. vaZi prikazano kompletiranje diagrama.
B"""*c € kompletna Booleova algebra, f proizvoljno
N

kompletno utapanje, g kompletno utapanje.

Iz tog razloga (8, Té) zove se kompletiranje Booleove

algebre B. Napomenimo da kasnije uvodimo on3ti pojam komple-
tiranja struktura (V.l.). Pored ostalog, napominjemo da ubu-
duée,kad je to mogufe, interpretiramo rezultate dobijene za

Booleove algebre na Stoneove prostore. U takvim situacijama u
potpunosti dolaze do izraZaja prenosna svojstva funtora =.

3. Odnos izmedju kardinalnosti Booleove algebre B
i dualnog prostora B*

Ukoliko se govori o ovom . odnosu, treba imati na umu da
je B* skup svih ultrafiltera u B, te u ovom razmatranju ne
dolazi do vedeg izra¥aja topolosSka struktura prostora B*. Ubu-
dude B oznafava Booleovu algebru, a (B, <) inducirano uredje-
nje.

DEF. 3.1. Obrnuto (dualno) binarno drvo (T,<)¢€ (B,<) je no-
rmalno u B akko za sve x,y € T ako su x,y neuporedivi

u odnosu na £ , onda xAy = O.
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DEF. 3.2. Skup C<B je cepajuéi (slobodan, prema prof. b.
Kurepi) u B akko je ispunjeno

(1) o¢cC,

{2) aec— -al'azeca=alv a, 2

PRIMER 3.3.Prazan skup je cepajuéi u svakoj Booleovoj alge-
bri. Naravno, od interesa su samo neprazni cepajudéi

i a,Aa, =0,

skupovi.

PRIMER 3.4.C =(x eB] X je neatomilan element u B} je cepaju-
€1 skup u B.

DOKAZ : Neka je a € C. Tada postoji a, € B tako da O<a<a.
Neka je a, = a-a,. Tada a = a,va, i a,ra, =0.

Kako je a neatomi&an to su i ayr a,. Ovde, x je neatomnid&an

ukoliko ne postoji atom b €B tako da b«<x i x # O. B

LEMA 3.5. Svaki neprazni cepajuéi skup C u B sadr¥i beskona=-
&€no normalno drvo.

DOKAZ: Indukcijom konstruiSemo niz kona&nih normalnih dr-
veta (To,s) Q(Tl,s) € ... na sledeéi na&in. Neka je

To ={a}, gde je a neki element skupa C. Pretpostavimo da je
T, odredjeno. Tada Tn+1 odredjujemo na sledeéi nadin. Neka

SU 8y ,85,000,2) (k = 2™) minimalni eleménti u T . Po induk-
tivnoj hipotezi vaZi aiéc, (l<i<k), te za svaki a; postoje
elementi aio'aile C tako da je LYPYL oY # 0, a; = a;vag,y i
ajoN 35y = 0. Tada T, = T U (a;, 5811000008y ,3,,}. Neka je
T = lzﬁTn' Drvo (T,< ) ima gore opisana svojstva. -

PRIMER 3.6.Binarno normalno dualno drvo u B je cepajuéi skup
u B. Stoga B sadrfi neprazan cepajuéi skup akko B sad-
rZi beskona&no dualno binarno normalno drvo.

LEMA 3.7. Neka Booleova algebra B sadr¥i neprazni cepajuéi
skup C. Tada IB* ) 2% .

DOKAZ: Prema prethodnoj lemi skup C sadrZi neko beskona-
tno dualno binarno normalno drvo T. Svaka {maksimalna)
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grana g drveta T produfuje se do nekog ultrafiltera pg alge~

bre B. Normalnost drveta T implicira: ako je g # g” onhda

Pg # Pg-. Buduéi da T ima 2¥  maksimalnih grana, to IB* 3 2%4

POSLEDICA 3.7.1. Neka je aé¢ B 'neatomifan. Tada (a*l? 2.

DOKAZ: Prema primeru 3.4., lemi 3.5. i lemi 3.7. -
Pojam cepajudeg skupa mofe se uopititi:

DEF. 3.8. Skup C&£B je N\=-cepajuéi u B (% je kardinal)

akko
(1) O&cC
(2). aec——»v f: A5~ C i a = sup £(L) i
£ - L& -

AQ LEp  £(L)AE(p) = 0.

TVRDJENJE 3.9. Skup C je 2-cepajuéi —> C je n-cepajuéi,
new-z.

DOKAZ: Neka je ae€C. Tada postoji u C dualno normalno drvo T,
) sa vrhom u a.

Dokazujemo da se element a drveta T, éepa na n elemenata.
Dokaz je induktivan. Sludaj n = 2 sledi po definiciji cepa-
ju€eg skupa. Pretpostavimo da tvdjenje va¥i za n. Neka su

Tl’TZ poddrveta drveta Ta sa vrhovima u elementima ayra, re-

2
da 1 u drvetu Ta’ Po induktivnoj hipotezi mogu se izabrati

elementi bl,bz,...,bne T2 koji rascepljuju ay, tj.

a, = blv b2v ...V'bn. Tada a = a,v blv cesV bn' te tvrdijenje

vaZi za n+l. 1

Sledefe tvrdjenje je od posebne vaZnosti za bududa
razmatranja.

TEOREMA 3.10. Neka je IB* > [B| . Tada postoji beskonaé&no
dualno normalno drvo T ¢B tako da za svaki a T,
la*l > Bl .
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DOKAZ:

° v
LEMA 1%, (x = Y X)) — (IXI s Ti. sup X, ).

- 3 = U
DOKAZ: Ako je X = ,\J_ x., tada ix/s i%I 1%, <

=

ier supliXy T sup X,.

LEMA 2%,  |B* > B} — V la*] > |8l
. al s .

DOKAZ: Neka je (1) |B*]>B . Otuda sledi da je B beskona&na
Booleova algebra. Kako je B* =‘aLeJBa*, to |B*l£]B(.
gugta*l . Ako bi bilo sugla*l < B, onda \B*| < \Bl - Bl =B,
& at
tj. IB* 1Bl , 3to je kontradikcija prema (1). Otuda (2)
§2§ fa*{ > IB|. Ako bi bilo ae Bla*l < |Bl , onda takodje
sugla*l ¥ |Bl, 3to je kontradikcija prema (2). Prema tome za
ae
neki ae¢ B vaZi |at*] > |B{.
LEMA 3°. Skup C ={ae B l la*l > DBI_} je cepajuéi u B.
DOKAZ: Neka je a€¢C i I ={beB, | Ib*s IBl} , gde
B, ={x€Bl x<a} . Neka je s = b\eJI b* . Kako je
ISB,SB i beI-—Ib* < I[Bl, to ISIS III Sup Ib* S (Bk (Bl =B] .
Otuda, koristeci {a*\ > [|Bl dobijamo ja* - Si=(a*|, tj. a* ~ S
ima beskonaZno mnogo elemenata te postoje razli&iti (1) Pyr’

P, € a* - S. Neka je cCepy, cépz. Tada c'epz. Polto je
aépyiP, to za elemente a, = alAhc, a, = aAc vaZi alepl,
a,ép,, a= alvaz, all\a2 = 0, ays az # O. Ako bi bilo
na primer, |af| < |B|, to po3to je als a imamo a,eI1 i

P, € a*, te vaii ple S, 5to je kontradikcija prema (1). Otuda

lail> {B}, tj. a, € C. Sli&no se dokazuje da je a,€cC.

1l
Prema lemi 3.5. i lemama 2°, 3° tvrdjenje sledi, -
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POSLEDICA 3.10.1. Neka je iB*I>|B|. Tada |B* > 2% .

DOKAZ: Prema prethodnoj teoremi, poétoji beskona&no dualno
normalno drvo T< B, te prema lemi 3.7. |{B*» 2° . 4

POSLEDICA 3.10.2. Neka je B Booleova algebra tako da je za
svaku prebrojivu podalgebru € ¢ B ispunjeno |€C*l < w .
Tada |B*|<\B|.

DOKAZ: Pretpostavimo da je IB* > |B]l. Tada postoji beskona-
€no dualno normalno drvo T < B. Neka je € prebrojiva
podalgebra algebre B koja sadrfi drvo T. Tada IC*> 2“ . 4

U vezi sa prethodnim tvrdjenjem postavlja se pitanje
da 1li je za beskonalnu Booleovu algebru B mogude |[B*< [B].
Prema /11/. T. §5.18 lako se izvodi: ukoliko je B podalgeh-
ra neke slobodne Booleove algebre onda, Bl < |B* . No u vezi
sa tim, postoje Booleove algebre koje se ne mogu utopiti u
slobodne Booleove algebre, jer, svaka slobodna Booleova al-
gebra 1 svaka njena podalgebra ima Suslinovo svojstvo: svaki
rastavljen skup (vid. /11/) u B je prebrojiv, dok postoje
Booleove algebre koje nemaju Suslinovo svojstvo,.

Medju interesantnim posledicama prethodne teoreme na-
lazi se i sledefe tvrdjenje koje se odnosi na Stoneove pros-
tore.

POSLEDICA 3.10.3. Neka je X metri&ki Stoneov prostor. Tada
je kardinalnost prostora X prirodan broj, w i1li 2Y

DOKAZ: Kako je X metri&ki Stoneov prostor, prema 2.20.7.,

X* Jje prebrojiva Booleova algebra. Neka je [XI>w .
Tada IXI > [X* , te IX** > |X* , odakle sleduje IX** > 2% ’
ti. IX1> 2% | Rako je IXi< 2%, Jer X = x**<s(X%), to
1IXj = 2% 4

Neka je T beskona&no dualno normalno drvo u Booleovoj
algebri B, Mo%e se postaviti pitanje kakva je podalgebra €
algebre B generisana drvetom T. Odgovoer na to daje slededa

teorema.

TEOREMA 3.11. Neka je T €3 bLeskona®no dualno normalno drvo i
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C podalgebra algebre B generisana drvetom T. Tada cC=EN,

DORAZ: Dokazafemo da je € bezatomi&na Booleova élgebra. Na
osnovu w -kategorilnosti teorije bezatomi®nih Boole-

ovih algebri onda sledi da je € slobodna Booleova algebra.
Ako je x€ C, onda x = sup s: za neki meéw , gde su s, ob-
iem 1 i

lika al/\ .../\ak/\blA ...Abr, a s bjeT. Prema tome, dovo-

ljno je dokazati da sy nije atom algebre €. Neka je x = sy
Zbog normalnosti drveta T sleduje da je

ajA---Aay = aio za neki i ¢ {1,...,kx} il a; A ... ANay=0,
prema tome ako je x # O, onda x = aA bl’/\ ...Ablf, gde aeT.
Dalje, za aA bj’ postoje sledede moguénosti:
1°. a/\bj = 0, t}. a, -bj nalaze se na razli¢itim granama
drveta T. U takvom sludaju aA b:; = a,
2°. asg bj' Onda je a/\bj' = 0,
o

. b a,
3 3 <
Otuda moZe se uzeti da je x = a/\bi/\ /\b; gde

a>b1,...,br. Ako se bl'bz nalaze na istoj grani, tada

be2=b1 il{ b,Vb, =b, -, tj.,bll\b2=bl ili

1 1 2 2
bIAbS = b;. Prema tome, mo%e se pretpostaviti da se

1 2 2
bl""'br nalaze na raznim granama drveta T.

Poito je bl,...,brs a, to blv ...Vbrs a. Ako bi bi-
lo b, v ceeVb, = a, onda x = aAbiA...l\b; = 0, protivno -
pretpostavei x ¥ O, Otuda (1) 'blv ee eV br< a.

Primetimo da je T, ={uer| u¢a} takodje beskonaZno

normalno drvo sa vrhom u a i da je birecesb €T,

Na ovom mestu potreban nam je pojam ranga elementa
be T, u oznaci rb: Ako je bo najveéi element u T, onda rbo=0.

Ako je b # b, onda rb = sup{rc+1| ceT, c>b} .
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Jasno je da je za drvo T rbé€ w , Indukcijom po n
lako se dokazuje (2) sup{be Tal rb = n} = a.

Odavde  se. fzvodi da za svaki me w postoji ceT tako
da rc =m, i za svaki b€ T postoji ce T tako da rc>rb.
DokaZimo sledede pomoéno tvrdjenje.

(3) Postoji grana g drveta Ta tako da bj¢g za § =1,2,...

r. Pretpostavimo suprotno, da za svaku granu g u Ta

= A J = = k =

postoji bjeg. Neka je k 4§§1§zrbj 1w {c €T, | rc 1'}
{cl,...,cn} - Koristeéi (2) imamo c,V --- Ve, = a. Dalje,
pretpostavimo da je c¢ Nk i1 ceqg, gde je g grana u Ta.
Po pretpostaveci postoji bje g, te bj<c ili bj >c. Kako
je rbjsk = rc, to bjzc. Otuda blv...\/br = a, 5to je

kontradikcija prema (1).
Prema tome tvrdjenije (3) vaZi.

PokaZimo da vaZi i obrat prethodnog tvrdjenja: Ako je
bl v .'..V):)r = a, tada svaka grana drveta 'Z[‘a sadrZi neki od

elemenata bl'”"br {(ovde bl,...,bre T). Zaista, neka je
c¢€g, gde je g grana drveta T_, tako da rc € k, (k je sup rb.)
) a _ 19527 ]
Tada c=cAa #(c Abl)v ese V (cAbr), te postoji bj tako da
cAbj # 0. Otuda bjcc ili b.=2 ¢. Kako je rbj>k>rc, to

]

bj> c, te b.€g.

3
Na osnovu prethodnog i (3) vaZi:

(4) Neka su bl,...,bre‘ra. Tada a = blv ...\/br akko svaka
grana g drveta Ta sadr#i neki od elemenata bl,...,br.
Ekvivalentno ovome je

(5) Ako su bl""’br' aeT 1 bl,...,bréa, tada

as= blv "'Vbr akko svaka grana drveta T koja prola-

zi kroz a sadrZi neki 6d elemenata bl""'br‘
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Kako je u naZem slu&aju blV ...Vbr <a, to prema pret-
hodnom postoji ‘grana g drveta 'ra da je
(6) gf\{bl,...,br} = g.

Neka je c¢g tako da rec = k+1. Tada postoje elementi
ci,cze‘l‘a tako da cch = Cyy cl/\ c =0, r:c2 = k. Otuda pos-
toji grana g° u T, tako da
(7) a°N {bl,...,br,c} = @, to je bilo koja grana koja sadrii

Cq.
1
Neka je y = aA biA...AblfAc'. DokaZimo da je

(8) y >0,

Pretpostavimo suprotno, tj. da je y = 0, Otuda
a‘Vblv...Vb Ve = 1, te aA(b v...vb ve) = a, odakle

sleduje ag blv ...vb Ve, 5to je u suprotnosti sa (7) i (4).

Dalje,ofigledno je y< x. Da bi dokazali x nije atom,
dovoljno je videti da je Y< x. Pretpostavimo da je y = x, tj.

a/\bll\.../\br/\c=a/\blA.../\br. Otuda a/\bll\.../\bréc,
te c/\aAbl'/\.../\br'gc/\cﬁ= 0. Kako je Ce€T,, to cAa = ¢,

pa je c/\bi/\.../\b = 0. Otuda je cg blv...Vb te je za

neki bj ispunjeno c/\b # 0. Zbog normalnosti drveta '1‘ imamo
c<bJ ili bjs c. Kako je rc >rbj, to c<bJ, odakle sledi da je
bJ €g, $to je kontradikcija prema (6). Prema tome, O<y<X,

te x nije atom, a to zna&i da je C bezatomiZna Booleova algebra.

-

Kako je C generisana prebrojivim skupom, to C & ﬂo. +
Medju interesantnim posl"edicama prethodne teoreme na-

laze se 1 ove:

POSLEDICA 3.11.1. Ako je [B!< |B*. onda N,—B. Ako je X
Stoneov prostor i wX <IXi, tada je Cantorov prostor
2“ koli&ni&ki prostor prostora X.

POSLEDICA 3.11.2. Ako je X neprebrojiv metri&ki Stoneov pro-
stor, tada je 2“ koli&ni&ki prostor prostora X.
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POSLEDICA 3.12.3. Za prebrojivu Booleovu algebru 8, B* je

prebrojiv prostor akko B je superatomi&na Booleova
algebra (B je superatomi&na akko je svaka podalgebra od B
atomina Booleova algebra, vid. /39/).

DOKAZ: Neka je IB* =w i Cg¢8B. Pretpostavimo da € nije ato-
mi¢na. U tom sluXaju postoji neatomian element aec.

Prema posledici 3.7.1. sledi [€*l= 2% , te B* = 2% |

Obrnuto, pretpostavimo da je B superatomicna i |B*I>¢ . Tada

IB* >|Bl=w , te .ﬂw €B, tj. B nije superatomilna. -~

4. Jedinstvenost bezatomi&ne prebrojive
Booleove algebre

Namera nam je da izloZ¥imo jedan algebarski dokaz da
su svake dve bezatomi&ne prebrojive Booleove algebre izomor-
fne, 3to zna¥i da je teorija ovih Booleovih algebri w -ka-
tegorina. Gore pomenuto tvrdjenje je odavno poznato, ali su
svi dokazi koje smo na%li indirektni,>tj. preko Stoneovog
stava reprezentacije ovaj problem svode na topolo3ki. U osno-~
vi, ideja dokaza koji sledi le®¥i u Cantorovom cik~cak argume-
ntu. Prethodno navodimo jednu lemu ekstenzije na kojoj podi-
va ovaj dokaz, a koja takodje sama za sebe ima odredjen inte-
res.

4.1. LEMA I o ekstenziji. Neka su A, B kona&ne Booleove al-
gebre i N, N ,bezatomiZne Booleove algebre tako da
aefl, el . Dalje, neka je h:A=»B i aefl. Tada po-
stoji b€f’ 1 £:(a,a]—[B,1) tako da fa = b, £I1A = . (Ovde
[A,a] oznaZava podalgebru algebre Sl generisanu skupom AU {a}).
Prema tome, svaki konadan parcijalni izomorfizam H: N —
ima pravo produZenje do nekog parcijalnog (kona&nog) izoror-
fizma £: 5] —s 512

DOKAZ: Neka su ul,...,un atomi algebre A i vl,,..,vn atomi

algebre B, gde hu, = v;. Reka je a; = a/\ui. Posto je
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. ’,
U bez atoma, postoje bl....,bne fU tako da vaZi:

o
1-, Ako je u; = a, onda bi = vy
2°. Ako je a; = O onda bi = 0,
o
37. . Ako je 0<ai<ui onda °<bi<vi‘

Neka je b = 1sv,1pn bi' Neposredno se dokazuje da je

L€

b A vi = bi'

Dokazujemo slede€i pomoéni iskaz.
TVRDJENJE:
(1) 17, a/\ui=ui¢'=>ai=0 1", bAvi=vi¢=bi=o.
(1) 27, a Auy = O@ai = uy. 2", b/\vi = 0& bi=vi'

3°, O<a I\ui<ui® o_<.ai< ui.3". O<b "v1< vi¢>0<bi<vi
DOKAZ: 1°. Neka je a'Aui = uy. Tada a“A wAa = anuy, t3.

a; = 0. .
Obrnuto, neka je a;, = 0. Tada aA u, =0, te a‘v ui' = 1, oda~-

kle sledi a“‘A uy = u,.

2°. S1i&no kao pod 1°.
37, Kako je Osaisui, 0ga’A uy £u, to tvrdjenje

sledi na osnovu 1° i 2°. ‘
1". Neka je na primer b;=0. Tada b = bjV...Vb =

bzv ...Vbn, te bsvzv...vvn..Otuda leb = 0, te vll\b =V).
Obrnuto, neka je na primer b°A vy = Vvy. Otuda viAb =0, tj.
(Vll\ bl) Vi.ee V (le bn) = 0, od;akle sledi le bl =.0. Rako je
by gV, to b, = 0.

2", Sli%no kao pod 1".

3". Kako je 0<bisvi, osb‘/\vi to tvrdjenje sledi na
osnovu 1%, 2°,

Doka%imo sada da je ag =0 ili a; je atom u fa, a.
Neka je z element algebre [A, aJ . Tada je za neke X,y €A,

z = (xAa)V (yAa“). Otuda zAha, = xNha, = xf\a/\ui =
al\(x/\ui), te po3to je uy atom u A, tj. XAu, = 0 114
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x/\u:L = uy, to z/\ai =a, 113 z/\ai= O. Prema tome ay je
atom u (A,a). Na sliZan nadin se dokazuje da je a7\ui =0

i11 je a‘/\u:L atom algebre [A,a). Na potpuno sli¥an na&in do-
kazuje mo da su bj, b°A v, atomi algebre [B,b 11li su ( neki
od njih) jednaki O. Prema izboru elemenata bl""'bn i prema
17 -3, 1"-3" sledi da ay # O akko bi #0 i a’A uy £ 0

akko b°Av, # 0, te [a,b], [B,b) imaju isti (konagan) broj
atoma. Preciznije, taj broj atoma jednak je p+2q+r, gde je
p=1{tla; =u}l , q =l{tlo<a;<u}l, r = l{ilari - o}l.

Koristifemo se sledeéim tvrdjenjem

(2) Neka su A, B kona&ne Booleove algebre i Aat' Bat sku-
. N ma

povi atoma ovih algebri. Ako je fo.Aat-—l-:'—» Bat' tada
postoji jedinstven f: A-=+B tako da fPAat = fo.

Neka je fo(ai) = bi' fo(a‘/\ ui) = b /\vi i
f:(A,a]=-[B,b] koji produzuje f,. Tada f(uy) = f((aAui)V
(a Aug)) = f(aAui)Vf(a Auy) = fo(gi)Vfo(a Aui) =
bV (b7A vy) = (b/\vi)V(b‘Avi) = vy, ti. f(ui) = h(ui) te
fra = h, 4

Prema prethodnom, lakq se dokazuje da je f odredjeno
sa £(z) = bh(x)Vv b h(y), gde x,y€A. zaista,

£(2) = £((xAa)V(yAaa“)) = (faAfx) V (fa"A fy) = (bARx)V
(b°Ahy).

TEOREMA 4.2. Svaki konalan parcijalan izomorfizam h:f] —s )’
produfuje se do nekog beskonafnog parcijalnog izomor-
fizma £f: N —— N,

DOKAZ: Xonstrui¥imo slededi beskonadan diagram

= < < =

A Ao < Al_Azg,... Au-ﬂ_ A, .EJA
= §

h holf ’Ihl lhz fff ,
= R < c =

B E < Bl"‘BZC"' By & B, UA
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P21 € Bagup ¢ Byyy) S hy g £ =RV (Uhy -1
Apey =2 By, = (b,
Elemente a;, bi odredjujemo na slede€i na&in. bo je
proizvoljni element u Q' ~B,. Prema prethodnoj lemi posto-
. -1 .
it ajefl 1 hy: [Bo,bc]—o[Ao,ao] tako da h, = h 1B . Prime-
nom prethodne leme prebrojivo mnogo puta dobija se gornji
diagram. o
TEOREMA 4.3. Neka su Jl , ﬂ' prebrojive bezatomi¥ne Booleove
algebre. tada va%i sledeée kompletiranje diagrama
N —x (14
u i A, B,su kona®ne Booleove algebre.

A——m—— B

Prema tome prebrojiva bezatomiZna Booleova algebra je
homogena.

DOKAZ: Neka su S, S0 uredjene sa tipom w . Konstruifemo
diagram kao u prethodnoj teoremi, s tim ako je 1 ne-
paran broj onda a, = ax (xe.Q-Ai) + ako je i paran broj 3 2,

onda bi = j\.x(xéﬂ’-Bi) + umesto %to smo u prethodnoj teoremi

na odgovarajuéem mestu birali proizvoljne a’i, bi'
DokaZimo da je A, =f0 . Pretpostavimo da je A, ¥,
Neka je x = aux(xe€f1-A, ). Otuda svi (konaZno mnogo) elementi

koji prethode x nalaze se u Ayy . Prema tome, svi prethodni~
ci elementa x nalaze se u nekom A, .. 1 poSto x¢A. , to

X§Byney 1 X = pAx(xe R “Ron+)) te X€A, ., Eto je kontradi-
ktorno x€ A, . Prema tome A,y =S . SliZ¥no, Bw=f'. 4

TEOREMA 4.4. Ako su f1 ,.Q' prebrojive bezatomi®ne Booleove
algebre tada N =,

DOKAZ: Na osnovu teoreme 4.3. va¥i sledele kompletiranje di-
agrama
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,

d U e g=up. y
V] ul
22— 52

Buduéi da je svaka slobodna Booieova bezatomidna, to
je onda svaka prebrojiva bezatomi&na Booleova algebra izomor-
fna prebrojivoj slobodnoj Booleovoi algebri, Primenom Stone-
ovog stava dualnosti i 2.1°.3. dobijamo da je svaki perfek-
tan metriZki Stoneov prostor homeomorfan Cantorovom prosto-
ru 2% . )

TEOREMA 4.5. Booleova algebra {1 =11, je univerzalni model u
kategoriji Booleovih algebri.
DOKAZ: Neka je B prebrojiva Booleova algebra. Tada je
B= LU B , gde su B_ kona¥ne Booleove algebre. Ako
Tew D n !
je B ={0,1,b1,b2,...} moZe se uzeti da je B 1= [Bn'bnﬂ]‘_
Ako primenimo polovinu prethodnog cik-cak argumenta dobija-
mo sledeéi diagram

?o c B;l C B2 € ... B gde je B°=2, Cn se odre-
q q 4 l djuje rrema lemi eksten-
2 < ¢, £ c,c... l zije. -

Prema ovom tvrdjenju sleduije da je svaki metrilki Sto-
neov prostor homeomorfna slika nekog kvocijentnog prostora
Cantorovog prostora.

Primetimo da vaZi sledeéa

4.6. LEMA II o ekstenziji. Neka je ACA”, BEB”, acA’ ,
b&B” gde su A,B,A/B” Booleove alagebre, i neka je

h: & ~ B. Pretpostavimo da je ispunjeno wen ¥€a—hxgb,

xe A x€a” — hx<b”. Tada postoji jedinstven f: [A,a]—-’[B,b]

tako da fa =b { flA = h.
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DOKAZ: DefiniZimo f((a/\x_) V@aAy)) = (bAh(x))V (bAh(y)),
gde x,y €A. - )

5. Celularnost, celB

Ovaj odeljak posvefen je cilju: da se odgovori na pi~
tanje prof. Dj. Kurepe: "Da 1i je celB uvek dostignuto u B2",
Pre nego 5to neXto kaZemo o tome, navodimo definiciju i ne-
koliko svojstva celularnosti i to uglavnom prema /21/, /23/,
/27/. ’

DEF. 5.1. Neka je B Booleova algebra. Za skup SEB ka¥emo

da je rastavljen u B akko je 1° s # ¢, 2° o¢s,

o .
x,yes % # Y—+YAx = O.

DEF. 5.2. 1° celB = sup{lsl ] S¢cB, S je rastavljen skup u B},
2° axo je aé€B, cela = celBa, gde je Ba Booleova alge-

bra inducirana elementom a, tj. B, = (Ba,A FAVAR ",0,a> ’

aa={xe3{ xsa}l » x3 = aAx”, KaZemo da je a€B konaZan
ako je celagé w . Primetimo da je a kona®an akko je a kona-
€na suma atoma algebre B. ’

PRIMEDBA: 2a svaki a € B— {0} moguée je uvesti da a ima odre-
djeno Booleovo svojstvo i to uzimajuéi da element a ima svoj-~-
stvo P akko Booleova algebra Ba.ima svojstvo P. Primetimo,

ukoliko je svojstvo P prvog i'eda, tj. op;suje se nekom for-~
mulom ¢ jezika Booleovih algebri, tada postoji uniforman -
prelaz na formulu ¥, tako da B,k ¥ akko BPF Qa. Preciznije,

vaZi sledeée tvrdjenje: Neka je €(%) férmula u jeziku Boo-
leovih algebri. Tada postoji formula Yy, tako da za sva-
ki a€B, beB takvi da bga, vaii B,k €¢[b) akko Bk ¥[a,b].

Formula ‘P(y,;) dobija se relativizacijom formule € po vy, i
to na sledeéi na&in. Rekurzijom po sloZenosti terma definiZe

se t(y) s
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oly)
1 (y)
x ()

o

b 4
X , x Je promenljiva razli&ita od Y.

) . . (v) (¥)
(tll\tz) t, A t,
vy, (v (y)
: (tI\/ tz) = tl v tz
W (( Wy y
Rekurzijom po slo¥enosti formula definise se ‘C(y) :
= (v) . v _, (y)
(t1 tz) = (tl =t, )
(y) . (y) (y)
( ‘t’l A ‘82) ‘Cl A Yz

(y) . (y) (¥)

(-lt )(Y) X ',‘C(Y)
(Ixe) W 2 (Ix ey W
(VX)W 2 (yxgp @

Tada, }"(y.:?) = ‘C(Y’ (5:), gde je y promenljiva koja
nema pojavljivanja u formuli © . U tom smisla moguée je
govoriti na primer o takvim svojstvima kao %to su x je ato-
mi%an, x je konaZan itd. Ako za neko svojstvo P va%i: Ukoli-
ko B zadovoljava P, onda a€ B -(O} takodje zadovoljava ( u
smislu prethodne definicije}) P, ka¥emo da je P nasledno svoj-
stvo. Naprimer, gore pomenuta dva svojstva su nasledna.

DEF. 5.3. Booleova algebra B je celularno homogena akko
xep X # 0 — celx = celB. Element a €B je celular-=
no homogen akko je Ba celularno homogena Booleova algebra.

PRIMEDBA: Medju prvima koji je definisao i proudavao pojam
celularnosti u strukturama je prof. Dj. Kurepa, vid.

/20/.
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SledeCe &injenice dokazane su na primer u /27/.

LEMA 5.4, 1° Svaki rastavljen skup SCB sadr¥an je u nekom

maksimalno rastavljenom skupu S°¢ B.

2° Rastavljen skup S<B je maksimalno rastavljen akko
supS = 1.

3° Ako je B atomiZna Booleova algebra, tada celB =f{xeBl
x je atom u B}l

4° tei> N, — cets N, .

59 Neka je X regularan topoloski prostor i B = R(X).

Tada celX = celB, gde celX oznafava toplo3ku celular-
nost prostora X. -

LEMA 5.5. celB = cel8B”.

DOKAZ: Neka je S rastavljen skup u B i ‘C={a*| aes} . Pok-
to je za a€S a¥ 0, to a* £ ¢ . Takodje za a,be€s,
a # b implicira a*Nb* = (aAb)* = 0% = @, te celB £celB*,

Neka je e rastavljena familija otvorenih nepraznih
skupova u B* { ‘C familija otvoreno zatvorenih skupova takvih
da svaki ue € sadr¥i ta&no jedan xe (C . Tada za svaki ue¢ el
postoji a€ B tako da u = a* (po3to je np glavni filter -

u B). Prema tome, S ={aeBl a*et} je rastavljen 1 s1=I€1.
Otuda celB* < celB. -

POSLEDICA 5.5.1.

1° axo je X Stoneov prostor, tada celx = celX*t,

2° celB = celf. 4

KaZemo da je celB dostignuta u B ako postoji rastav-~
vijen S¢CB tako da celB =|S]. Naprimer, 2a svaki beskona®ni
kardinal k, cel.Q, =W te je u ovom sluéaju celfl, dostignuta
u 2,. Takodje, Sl je celularno homogena Booleova algebra i
svaki ae ﬂ.(f {o} je celularno homogen.

LEMA 5.6. Neka ° celB nije dostignuta u B. Tada postoji
a€B da cela = celB 1 a je celularnoc homogen.,

DOKAZ: (1) Neka celB nije dostignuta u B. Tada je celB gra-
ni¥ni kardinal. Jer, ako bi bilo celB = k' za neki
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beskonatni kardinal k, tada za svaki rastavljen Sc¢ B, |S|<k
te celB¢k

Pretpostavimo da tvrdjenje ne va3i, tj. neka celB ni-
je dostignut u B 1 za svaki aeB takav da je cela = celB, a
nije celularnc homogen.

Neka je S ¢ B rastavljen u B. Tada za ae¢ S r podto a
nije celularno homogen, postoji b<a tako da celb <celB.
Otuda postoji so € B tako da za svaki a eso postoiji b e So da

je bga x{\s celx <celB i pritom je S rastavljen skup u B.

Primenom Zornove leme postoji maksimalno rastavljen skup
s2 S° tako da za svaki x€S celx <celB. Neka je &-sup celx,

Prefpostavimo da je . L= celB, Prema (1) & je gram.cni kar-
dinal te postoji niz lf( ¥ <cfd) rastudih kardinala da

L =§}i&&§ - Neka je a; € S (§ <cfd ) niz tako da je celag

> uC i S rastavljeni skupovi u B takvi éa lS§|==C§
Tada je skup S —}UquS . rastavljen uBi |sj=d, tj.
Is] = celB, protivno pretpostavci da celB nije dostignuta u B.
‘Otuda
(2) L < cels. o
Neka je p=( ISl.c()"'. PoSto je celB graniéni kardinal
iisl<celB, £ <celB, to  <celB. Otuda postoji rastav-
ljen {a,l ! < ples. '
Neka je H, = {i<p | cAdy # 0}. o¥igledno U H <[
Obrnuto, neka je ¥ <A . S je maksimalan, to sugc-—l i
sup(cﬁd})-d ¢+ te je za neki ce S c;xdS #0, tj. ¥ ch. Otuda
6= ceS c
Kako je {cAd,le Hc} rastavljen u B,, tolHlscelced

( ovde ceS) te p-!ces cl < Is| guglﬂ llsid, éto Je kontradi-

kcija za p= (lsl. &)t 4

‘Prema prethodnom, u svakoj rastavljenoj familiji S<B
postoji a €S, a je ¢ celularno homogen. Specijalno, uzimaju-
éi s ={a, a’}, gde a ¢ {o, 1}, dobijamo da je a ili a“celularno

homogen.

TEOREMA 5.7. Neka je B Booleova algebra i celB nije dostignu-
ta u B. Tada je celB slabo nedostiZan kardinal.
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DOKAZ: Neka je o« = celB. Prema prethodnoj lemi, za neki
aeB cela = celB 1 a je celularno homogen, ti. za
sve b€ B takve da je 0<b<a, celb = cela = celB. Primetimo
da je £ grani&ni kardinal. o
Pretpostavimo da je £ singularan, tj. cfl « L . Neka
je s ={a; | t<cfd}rastavijen skup u B, i ( F<cfd) rastuét

niz kardinala tako da =§y¢‘4~; . Pogto je a celularno homo-

gen, to cela, =d te postoji rastavlijen S u a tako da
is,] =d;. Tada je skup D = §<Lcjf4. S _celularné rastavljen i

iDt = cfi.su%lsﬂ = d = celB, 3to je kontradikcija (jer celB
<
nije dostignuta u B). Otuda cfd =4, tj. £ je regularan ka-

rdinal. -~

POSLEDICA 5.7.1. Ako je ZFC konzistentna teorija, tada je i
ZFC + 2a svaku Booleovu algebru B celB je dostignuta.

DOKAZ: Neka je In: Postoji slabo nedostiZan kardinal.Poznato
je da ~ ZFCF In, te je ZFC + 1In konzistentna teoriija.
Prema prethodnoj teoremi tvidjenje sledi. -

U vezi sa prethodnom teoremom moZe se postaviti pita-
nje: Ako je k nedostifan kardinal,da 1i postoji'Booleova al~
gebra celularnosti k u kojoj celularnost nije dostignuta?
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III DEO

Primena Booleovih algebri

u teorijama prvog reda
1. Lindenbaumov niz teorije T

Za teoriju T jezika L pridruZuje se odredjena Booleo-
va algebra BT, takozvana Lindenbaumova algebra teroije T,
koja odslikava neka svojstva teorije T. Ovde €emo uvesti niz
Booleovih algebri BO(T)g;BICT)g ««+,ubuduée Lindenbaumov niz
teorije T, po Lindenbaumu koji je ovu konstrukciju uveo.

Kao to €emo se uveriti, ovaj niz daje vi%e informa-
cija o teoriji T nego algebra BT' Inade, konstrukcija ovog

niza paralelna je konstrukciji algebre B, i ustvari predsta-

T
vlja raslojavanje ove algebre.

Neka je I, = Z(xl,..., x,) skup svih forrula je-
zika L &ije su sve promenljive neke od promenljivih Xyreoos

X, . U skupu 'Zn uvodi se sledeca relacija ekvivalencije ~ .,

za €/¥ € T,/ €~¥ akko THE<= ¥ . Neka je B (T)
skup svih klasa ekvivalencije formula iz skupa Zn,tj.
Bn(T) ={‘?“C€Zn} gde je sa € oznaZena klasa ekvivalencije
formule € .

LEMA 1.1. Neka su ¢,¥, ¢, #'e T . Tada:
Ako je €~ ¥ , onda 7€ ~7Y
Ako je ¥~¢'1 Y¥Y~¥' tada ey ~ €A Y’I evEe~ vt
Ako su ¢ ,¥ teoreme teorije T. onda ¥ ~ V¥ . -
Dokaz ove leme ide direktno na osnovu svojstava logi-
Ekih operacija i definicije relacije .
Posledica prethodne leme je sledefa teorema.
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TEOREMA 1.2. Sledeée operacije u Bn('r) su dobro definisane
. TAV =FaY , ¥v¥P=¢vf ,E=7¢,0 =786,
1=90 , gde je © teorema teorije T i ¢,V €3 -
Model B_(T) =(Bn (), An,v,’, 0, 1) je Booleova alge-
bra i vaZi BO(T)Q Bl(T)g cre o -

Navodimo sledeéi stav reprezentacije Booleovih alge-
bri, koji ide u prilog primedbe II. 1.2%%.5.

TEOREMA 1.3. Za svaku Booleovu algebru B postoji kompletna
teorija T tako da je B= Bl(T) ..
U dokazu ovog tvrdjenja koristidemo sledede dve leme:
LEMA 1.4. (Stone) Svaka Booleova algebra izomorfna je polju
skupova.

DOKAZ: Prema Stoneovom stavu reprezentacije Booleovih alge~-
bri imamo B ZB**, B** je polje skupova. -

LEMA 1.5. Neka se u jeziku L nalaze samo unarni predikati P

Pisee. . Tada za svaku formulu ¥(¥) jezika L postoji

iskazna formula ’,\,(po, ceesPpeQgrecs ,qn) , formule bez kvanti-
fikatora eo (%),000 ,em(x) jezika L i reZenice &,..., &, 1
L, tako da Je F B(R) €  Ag(6_(X),eee B (X) s Sprenns 6 ).

DOKAZ: Ovde dokazujemo neito strofe tvrdjenje: postoje Pi ’
: o

N € L i refenice Gyr...y & tako da
m .

Fe®) & ApPy (X)) reeesPy (%)), Py (X )reeesPy (X )oeenr
tioo 1°k'ilo' 11k

Pim(xk) + 64reeer 6p)gde je X niz X peeerXy. Dokaz ovog tvrdje-

nja sprovodimo indukecijom po slofenosti formule € .,

(1) € (x) = P;(x). Tada ¢ moZemo uzeti iskazno slovo p.

(2) e, = YR A ¥19). Po induktivnoj hipotezi pos-
toje Ay, Ay 0 kojima govori lema, te ¢ = Ay AXry

(3) Ako je €21V , onda %= 1Ay -
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(4) "€(¥) = 3x ¥Y(x,9), x nije u nizu ¥. Prema indukti-
vnoj hipotezi postoje formule 2Ap ’Po""'Pm' S 4evey Gn
tako da

“Y’(x,?)@ AW(PO(X)I Po(yl),---,Po(yk),u-,Pm(Yk), 6:| [ EERY

6’n) .

Koristeéi disjunktivnu normalnu formu imamo
F Y, 9e> ¥v...v¥ gde je ¥ Xonjukcija formula oblika

P, (x), 1Pi(x): Pi(yj), ‘lPi(yj), &, , 16, , recimo

FYoB A .ccaP 0AB L (y)A..AB (v ) A8 A0,
gde 3 oznatava jednu od formula 8, 18.
Prema tome,
Foax Vi, 9 3xYy ...V Ix %,
Fax¥ e ax@oen . nB A v a.n B, (v
A A .o NG .
Prema (1), (2), (3), (4) tvrdjenje sledi. 4
DOKAZ TEOREME 1.3. Neka je X polje skupova i L ={p_| xex},
gde je P, unarni predikat. Uzmimo A = UX i
A=A, x ¢ x 9de P::(’ = x za sve x € X. Neka je za svaku

formulu %(u) jezika L sa najvi3e jednom slobodnom promenlji-
vom, x¢ ={ae€AlOtE¢(al]} 1 T = Th(w).

(1) Jasno je da ako je ¢ relenica, tada x, = A i to u
slu€aju Uk¥, inale x, = ¢, u svakom sludaju Xe €X.

(2) Ako je formula € bez kvantifikatora, tada x, € X.

Ovo pomoéno tvrdjenje moZe se dokazati indukcijom po

sloZenosti formule e .

Ako je xP = P;’:‘ , onda xp =X te xp € X. Dalje,

xeap ={a€A|AE(CAY) al={acal Urelal} N{aen|OtE ¥ ia)} te
ako - Xy , Xy € X onda X,y € X. Sliéno,
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x4 ={aerl AFIC@]} = a-{facA| &k L@} , te ako je
X¢ € X, onda x,, € X.

(3) -Ako je }(pl,...,pn) formula iskaznog ra&una i Xe € X,
tada za ¥= A( el,..., €. vaZi x, € X. Ovde se dokaz

takodje moZe sprovesti indukcijom po slo¥enosti formule A ,

sli¢no kao u (2). .
(4) Za %(u) je xecX. Dokaz sledi na osnovu (1),(3)i leme 1.5.

(5) Za svaku formulu ¥ postoji xe X tako da TF Pxe; e .

Zaista, neka je x=x¢ . Prema (4) vaZi x e X. Dalje,
X E Px fa] akko aeP:f' akko a ¢ x akko OLF €(g), te

A E Vu(p (u) & €(u)). Kako je T kompletna teorija i OLET,
toTr P & ¢ .

Prema prethodnom sledi
(6) By(M ={P | xex}.

Neka je f£: X——*Bl(?) definisano sa fx = ?x’ Dokazuje-

mo da je f izomorfizam. Primetimo da je na osnovu (6) f pre-
slikavanje na. Neka je x # y i pretpostavimo da je aex - y.
Tada OLEP _fa], Olk TPY lal te

OLE 3uP, (u) & P () ti. OLFVu(P, (u) < P (u).

Otuda P, # Py, tj. £ je 1 - 1. Dalje, UL E Px,\y[a] akko .

23 .
a€P,\y akko aexny akko OLEP (a)AP (2), te CLkP

(P A Py) . odakle P

xny

— P A Py. Sli&no, ﬁx = B, , odakle

sleduje da je £ izomorfizam. <
U vezi sa prethodnom teoremom mogu se postaviti slede~
éa pitanja.
1° U kojim sludajevima za prebrojivu Booleovu algebru B
postoji kompletna konalno aksiomatska teorija T tako
da je B = B, (T)?

2° U kojim sludajevima lanac B,cBjc... Booleovih algebri

je Lindenbaumov niz neke teorije?
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2. Kompletna proSirenja teorije T

Medju neposrednim posledicama prethodnog razmatranija
© Booleovim algebrama spadaju slededa tvrdjenja.
LEMA 2.1. 1° 7T je neprotivure&na teorija akko IBO(TH 2 2.

-~

2° 7 je neprotivurelna kompletna teorija akko BO(T)= 2.

o

37 B (T € WL(T) , Bl €UL(TI .

DOKAZ: za 1° i 3° dokazi su jednostavni.

2° primetimo da je T kompletna teorija akko za svaku
reCenicu € , va%Zi TrFY 111 Tr1e . 4

Oznadimo sa T'Skup svih neprotivure&nih proZirenja te-
orije T u istom jeziku L, tj. T ={s| Te¢s, L(T) = L(S)} .
(Ovde T ¢S oznafava Sk T, odnosno da je svaka aksioma teori-
je T teorema teorije S). Sa 3: oznalavademo skup svih komple-
tnih proZirenja teorije T. Neka je F preslikavanje skuva 7T
definisano sa Fg ={?lsr—t}, se7.

LEMA 2.2. 1° F je 1-1 preslikavanje skupa T na skup svih
filtera u BO(T).

2° seT je kompletna teorija akko F je ultrafilter

s

Iy - - -
u By (T, tj. P+ T2.Bx(m), gde F'= MY, .

o - —: - ]
3 Bn(S) = Bn(T)/IS gde je I
1o ={ €1 ¥er ], seT .

DOKAZ: Tvrdjenija 1°, 2° su poznate &injenice, inade neposred-

3 dualni ideal filtera Fs,

no sledé na osnovu definicije preslikavanja F.
3° Definiimo preslikavanje k: B, (T) —B_(S), gde za

€ e B, {(T), x(¥) Jje klasa ekvivalencije formule € u odnosu
na teoriju S, tj. k(%) ={‘f'l Sk Y= Y’} . Lako se proverava
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da je k homomorfizam algebre B, (T) na algebru Bn(s) i da je

jezgro homomorfizma k jednak idealu IS‘
Prethodna lema nam dopuita da umesto "S je kompletno

prodirenje teorije T..." kaZemo "S je ultrafilter...".

TEOREMA 2.3, Neka je T teorija prebrojivog jezika. Ako T ima
neprebrojivo mnogo kompletnih pro3irenja, tada T ima 2%
kxompletnih proZ¥irenja u istom jeziku.

DOKAZ: Prema lemama 2.1., 2.2. vaZi lB*(T)l>w = |B, (™,
pa prema posledici II, 3,10.1. vaii \B*(T)I? 2 . Sa

druge strane jasno je da je IB;(TH 2“ R otuda |B*(TM =2“

Stoga, koristeéi prethodne leme, tvrdjenje sledi. 4

Razmotrimo slu¥aj T¢S i S je kona&ro prodirenje teo-
rije T, %to znali da postoji refenica © tako da S = TU{#6}.
U takvom sluaju cns ={¢| T,0+¢} ={¢ITH 6 =€} te
Fg = Fg ={¢ e B, (T) | §<¥} tj. Fg je glavni filter u B (T)
generisan formulom 6. Ako je Fs glavni filter u B (T) .,

onda je S kona&no proZirenje teorije T. Otuda imamo sledeéu

LEMA 2.4. 1° s je kompletno nekonalno pro3irenje teorije T
akko S je neglavni ultrafilter u BO(T).

2° Teorija T ima beskona&no mnogo kompletnih profirenia
akko T ima kompletno ne kona&no prosirenje.

Ovde se izraz "ne kona&no pro3irenje” koristi u smislu
da ne postoji kona®an skup reXenica Z tako da TU Z = S (tj.
TUZE «#S), Ake je S beskdnaéno proiirenje teorije T, tj.
skup £ je beskonadan, to jo¥ uvek ne zna%i da je S ne kona-
&no pro¥irenje teorije T.

DOKAZ: 1° Tvrdjenje sledi prema diskusiji koja prethodi lemi
2.4.
2° Prema lemi 2.2. ovo tvrdjenje je ekvivalentno sa tim,
da je lB*(TH >w akko B, (T) ima neglavni ultrafilter, a ovo
poslednje je ta&no za Booleove algebre.
PRIMER 2.5. Neka je P Peanova aritmetika. Ni jedno konaéno
proSirenje teorije P nije kompletno, 3ta vi%e ni jedno
rekurzivno pro¥irenje teorije P nije kompletno (Gddel, Rosser).
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Otuda, svako kompletno proZirenje S teorije P je ne konaé&no,
tj. S je neglavni ultrafilter u P. Prema tome, BO(P) je pre-
brojiva bezatomi&na Booleova algebra, te B, (P) = 1 . odavde,
na primer, sledi \BS(PH = 2% | Slié¢no, za svako rekurzivno
profirenje T teorije P, istim argumentom pokazuje se BO(T)SH .
Medju ovim pro3irenjima nalaze se razne varijante teorije
skupova, po¥to je 2ZF-© (ZF bez aksiome beskona&nosti) ek-
vivalentna sa> teorijom P.

Da je zaista BO(P) £ 1 , moZ¥emo se ovako uveriti. Neka

je T kona&no konzistentno proSirenje teorije P, tj. T = pu{¢}
za neku re€enicu ¥ . Tada "PU{¢} je konzistentno" 3

Con(P U { €} ) je predstavljivo reZenicom © teorije P i ~
P,¢+- 6, ~P,¢ F 18 (Gédel). Otuda, PV {¥¢,18} je ne-
protivurena teorija. O&igledno P ¥ A 18 = ¥ . Ako bi bi-
loPk € =>¢A16 , tada PF € = e , te P, ¢+ 786, Sto
je kontradikcija. Prema tome O < €A 1e< € , te BO(P) nema
atoma.

PRIMER 2. 6 Neka je T teorija polja karakteristike O, Tada
iB*(T)l =2“ .

DOKAZ: Neka je fp(x) = l4x+...xP" polinom, gde je p prost
broj > 3, i s ={fp(x) | p je prost broj ;3}. Za svaki

S&S neka je T, = TU {3x f(x) = Olfes}V {V¥x £(x) # Olf¢ S-s),
DokaZimo da je Ty neprotivureéna teorija. Neka je F podpolje

polja kompleksnih brojeva C, generisano refenjima u C jedna-
ina f(x) = 0 za fes. Otuda

(1) z2a fes, FE 2ax f(x) = 0.

(2) DokaZimo da je za g€ S-s FEk V¥x g(x) # O. Pretposta-
vimo suprotno, tj. FE 3x g(x) = O. Neka je g(x) =

1 + x_+...4»xq"1 i €e F tako da g(£) = 0. Kako re3enja je-

dnaZine x2 -1 =0 obrazuje cilki&nu grupu prostog reda, :co

je £ generator ove grupe. Prema tome, sva refenja jednadine

g(x) = O nalaze se u F. Neka je s = {_hl,hz,....}. Tada F = F,

v F2 U ..., gde je Fn podpolje polja C generisano reSenjima

u C jednaéina h(x) = 0, he{hl,...,hn}.



44

Prema tome za neki neN
(1) E eF,.
Neka je h e{hl,...,hn} i p stepen polinoma h. Neka je

K podpolje polja kompleksnih brojeva, generisano u.C jednadi-
ne h(x) = 0. Polja Fn' K su kona&na algebarska pro¥irenja po-
lja Q i polinom h je .ireducibilan nad poljem racionalnih bro-
jeva Q, te (Fn:Q] = [Fn:x)~[x:93 = mp za neki mé&N.

Prema tome, p deli [Fn:Q]. Po3to su stepeni polinoma
hi uzajamno prosti to Py deli [Fn:Q] { gde je Py stepen poli-
noma h,. Otuda [Fn:Q] > Py*Pye..P,. Sa druge strane jasno je
da je [F :Q] ¢ Py Ppy-.-P,, te
(11) [Fn:Q] = Py Pye++Ppe

Kako je £ ¢ F, to prema prethodnom g takodje deli

(F.:Q] tj. q deli p, p,...p_, 3to je kontradikecija jer
n 1 %2 n

q%{Pll---rPn} .
Prema tome, tvrdjenje (2) vaZi. Otuda Fsh Ts, te je Fs

neprotivure&no profirenje teorije T. Sa druge strane, ako je
s # 8 tada postoji na primer, ges - s” te Tsl- 3x g(x) = 0,
Ts. F 13x g(x) = 0. Otuda Ts # Ts" prema tome, teorija T
ima 2“ xompletnih pro¥irenja. - )

Iz prethodnog neposredno se dobija sledefe tvrdjenje:

Za svaki beskonadan ka?dinal £, k. (dL)> 2% . Zaista, prime-
T

timo da T ima 2“ prebrojivih modela koji nisu elementarno
ekvivalentni. (Prema tome ovi modeli nisu izomorfni). Otuda,
prema GLST teorija T ima u svakom kardinalu < 2“’ modela
koji nisu elementarno ekvivalentni, pa prema tome i neizomor-
fnih.
TVRDJENJE 2.7. Neka je € reZenica koja nije teorema nijednog
kona&nog kompletnog pro¥irenja teorije T. Tada T ima
2% kompletnih profirenja.
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DOKAZ. U takvom slufaju € je neatomilan element u B (T), te
B (T) sadrZi beskona&no dualno normalno drvo, pa tvr-
djenje sledi prema lemi II.3.7. -

TVRDJENJE 2.8. Ako je BS (T) prebrojiv i TS S (L(T) je prebro-

jiv), tada je svaka redenica €, konzistentna sa teori-
jom S, teorema nekog kona&nog kompletnog profirenja teorije S.

DOKAZ: Kako je IB;(T)( £ wW , to je B, (T) superatomi&na Boole-
ova algebra. Po3to je po lemi 2.2. BO(S) homomorfna

slika algebre BO(T) , to jJe i BO(S) atomilna Booleova algebra.
Otuda, ako je S U{€¢} neprotivureéna teorija to je € # o,
te postoji atom §€BO(S) da 8 <€ .0tuda S, 8 F ¢ . -

TVRDJENJE 2.9. Ako je Bo (T) beskonadan skup, tada postoji skup

reCenica Z tako da je za svaki €€ L, TU{€} nepro-
tivureZna teorija, ali za ve X, ~¥:€ — cu(e,¥} je proti-
vure&na teorija. Dualno, postoji Z' tako da za svaki ¥Ye X
TU(¥} je nekompletna tecrija, a za Ye =, ~¥=%¢, teorija
TU{¥¢ ¥} 3je kompletna. '

DOKAZ: Kako je |B,(T)I>@ , prema lemi II.5.4.4°, celR(T)
2w , te postoji beskonalan rastavljen SQBO(T) . Neka

je £ funkcija izbora za S i L = f(s], +

3. Tip teorije i Lindenbaumov niz

U ovom delu pokazuje se kako se neka svojstva teorije
T reXlektuju na Lindenbaumov niz teorije T. 3ta viZe, u nekim
slutajevima struktura Lindenbaumovog niza u poptpunosti odre-
djuje ta svojstva. Ubudude, u ovom delu predpostavljamo da je
jezik teorije o kojoj je reé, najviSe prebrojiv.

Neka je Zn = 2 (%) skup formula jezika L. Tada Zn

odredjuje najmanji filter u B (T) koji sadri :‘:n, to je Fil-
ter generisan skupom En. Lako je videti da je za dual tog
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filtra, u oznaci Z;, 1spunjex_xp
E: = sz* ={p €BXT)| X cp} . Ovde je
Y ={&1 cez,}

Sada navodimo neke algebarske i topoloZke ekvivalente
pojmovima "ispu3ten", "lokalno ispu¥ten” (vid. I.8). Pre sve-
ga primetimo da svaki tip p(x) odredjuje jedinstven ultrafil-
ter p = { @( ¢ e p} u B (T). Prema tome moZe se govoriti

o glavnom odnosno neglavnom tipu p, u zavisnosti da 1i je f:
glavni ili neglavni ultrafilter u B (T).

TEOREMA 3.1. 1° Zn je lokalno realizovan u T akko je 2. n
sadrZan u nekom glavnom filtru u B, (T)
2° Zn je lokalno ispulten (u teoriji T) akko je Z; nigde

gust u B;(‘I‘) &

3° axo su Zn v X, ++++ skupovi formula lokalno ispu¥teni
1 2
u teoriji T, tada je V) Z* skup prve kategorije u Bx.
iew 04 T
DOKAZ: 1° Prema definiciji lokalne relaizacije, Zn je lo-

kalno realizovan akko postoji ‘E# 0 da za svaki Ge 2,‘,

€<&, tj. za nekt €# o, anrt .
2° Prema prethodnom, Zn je lokalno realizovan akko postoji
€ # O da ’E'g Z:, tj. Z‘n je lokalno realizovan akko po-
stoji bazni skup (to je upravo € ). sadrZan u Z: Otuda,
Zn je lokalno realizovan akko i: # @. Prema tome, Zn
je lokalno ispu3ten akko E’; = ¢, Kako je 5_‘; zatvoren
skup, kao presek zatvorenih skupova, ):; = QZ'G'* , to tvr-
djenje sledi. - "
3° ovo tvrdjenje je neposredna posledica tvrdjenja 2°. -
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Prema prethodnom, stav o ispuStanju tipova (vid. I.8)
ima sledecu preformulaciju:

L 3
TEOREMA 3.2. Ako je Zn nigde gust u BY(T), tada je X _ is-

pusten u T. -
Specijalno, ako je T kompletna teorija, prema prethodnom ima-
mo da je za tip p: )

POSLEDICA 3.2.1. 1° Tip p je ispu3ten u T akko je ;3 neglavni
ultrafilter u By (T). -

2° Tip p je realizovan u T akko je p izolovana tadaka u B; (T) A

Sada navodimo . modelske opise istaknutih vrsta modela
teorije T.

LEMA 3.3. Neka je Ul beskona¥an model. Tada: (U je elementar-
no prost model akko je (! prebrojivo atomian model.

DOKAZ: ( = ) Neka UL nije atomi&an model. Tada L realizu-
je neki neglavni tip p. Neka je & model koji ispu-

Sta p 1 O(=%. Poito je OL elementarno prost, to == %

‘te model & realizuje tip P, 5to je kontradikeija. Podto je

jezik L prebrojiv, prema DLST UL je prebrojiv.

{ < ) Neka je model O atomiZan.

1° ako je #e¢A, tada je {Or,3E> atomiZan model. Zaista, ako

je p(2,8) tip u LU{a} 1 OLEp[b,3] za neki BeA, onda, po-

Sto je (X atomiZan, p(X,¥) je glavni tip, tj. postoji 9 (%,¥)

da OLE YR VP(6(R,9)=> €(R,¥)) za sve €ep, te OLeVx (0 (%,3)
= €(®,3), ti. p(%,q) je glavni tip.

2° Neka je H =, Tada za svaki a ¢ A postoji beB da (Ul,a>’§
{%,b) . zaista, neka je p(x) tip elementa a u OX . t3.
kpla] . Tada je p glavni tip, te poito je H=U, to je p re-
alizovan u & , tj. za neki b€B, DEplb] . Otuda {0, a) =
{(%6,b) .

Neka je A ={al,a2,...} . Primenom 1° i 2° dobija se

(O(,al,az,...) = (Z—,bl,bz,...> te f:OC—‘—-’z', gde fa =b,. 4
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Prema prethodnom dokazu imamo sledeéu posledicu.
POSLEDICA 3.3.1. Neka je (I atomiZan model ‘(ne obavezno pre-

brojiv) i ScA najviZe prebrojiv skup. Ako je & =0,
tada postoji parcijalni izomorfizam f: Ut -%— %, Scdomf. Otu-
da Oty = £(s) - Specijalno, ako su L , & prebrojivi elemen-

tarno ekvivalentni atomi&ni model, onda O = 6. - 4

TEOREMA 3.4. Neka je T kompletna teorija. Tada postoji atomi~
&an model ULET akko h/e\w B (T) je atomiZna Booleova
algebra. : .

DOKAZ: (=2 ) Neka je T kompletna teorija, i 0<8eB (T).

Tada postoji DET koji realizuje formulu 6. Po¥to je
model X prost, to N=-~%L, te za neki aea, tEsld).
Neka je p tip tako da Olkpla]. Otuda 8¢ p. Posto je OL
atomiZan model, to je p glavni tip. Prema tome postoji atom
algebre B (T) koji je < g, tj. Bn('r) je atomi&na Booleova

algebra.

(&) Nexa je 3 ={8°18 je atomu B (D}. Tada I_
nije sadrZan ni u jednom glavnom filtru, te je Zn lokalno
ispu3ten skup formula u T, pa su svi Zn ispuSteni u nekom
modelu CULET. Neka je Pe BR(T) 1 OlLEp(d]. Ako je p negla-
vni ultrafilter tada anp, te O(,FXn[E] . 5to je nemoguée.
Prema tome, (L je atomiZan model. 4 '

TEOREMA 3.5. (Ryll-Nardzewski) Neka teorija T nema kona&nih
modela. Tada: T je W -kategori&na akko T je komple-
tna teorija i B_(T) je kona&an skup.
ngw N

DOKAZ: ( =) 1° Teorija T je kompletna prema Vaughtovom te-

stu.
2° Neka je OlkT, |A|=W , Kako se svi tipovi realizuju u

to je A [BX(T)| <w. Otuda, sve Booleove algebre B, (T) su ato-
new .

mifne, pa T ima prebrojiv atomi&an model. Zbog W -kategori-~
&nosti teorije T, Ul je atomiZan model. Pretpostavimo da je -_
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za neki new , an (T)I> w . Tada postoji neglavni tip (ultra-

filter) p¢€ B; (T), te je p realizovan u nekom prebrojivom BErT,
Zbog . W -kategoriénosti teorije T, L=, te je p realizovan
u UL, 5to je nemoguée jer je Ul atomi®an model.

( < ) Po¥to su sve élgebre B (T) konafne, to su svi ultrafil-

tri (tipovi) u Bn(T) glavni. Otuda, svaki model teorije T je
atomian, te su prema posledici 3.3.1. svi prebrojivi modeli
teorije T izomorfni. -

TEOREMA 3.6. Neka je T.kompletna teorija. Tada, T ima. prebro-

jiv zasiden model akko he w‘B*(T)léw Otuda, prema
posledici II. 3.12.3, teorija T ima prebrojiv zasiden model
akko je Lindenbaumov niz teorije T superatomidan.

DOKAZ: ( =P ) Neka je (L zasiden prebrojiv model teorije T.

Tada su svi tipovi teorije T realizovani u modelu Ct .,
Po3to je model (& prebrojiv, onda X realizuje najvide prebro
jivo mnogo. tipova, pa teorija T ima najviZe prebrojivo mnogo
tipova,

( < ) ovaj deo dokaza podeliéemo u nekoliko delova.
TVRDJENJE 1°. Neka je FeBA(T) 1 ULET. Tada postoji B kT
tako da &6 realizuje tip p, <%, |A|=|B].

DOKAZ: Neka je [ =0X model koji realizuje p. Tada postoii
% da U<B'1 C4+%. Jasno je, da je onda za neki-

beB”, L'kp(b]. Prema DLST postoji & <% take da

AU{B] < B, IBl= |A}L Otuda % Ep(Hl.

TVRDJENJE 2°. Postoji prebrojiv slabo zasiéen model BLET ta-
lo da <L, (Model B je slabo. zasiéen model teorije
T, ako &% realizuje sve tipove teorije T).

DOKAZ: Neka su Ep ‘nove konstante (Ep = ci,...,c;) za svaki
PeBr(M 1 Z=TU (U{pE)] » je tip teorije T}).

Neka je Z,QZ konafan podskup i PyreserPy tipovi da je

> CP]_U...Upk. Prema tvrdjeniju lorzbog potpunosti teorije

T posto:)i model U”= T koji realizuje tipove Pysecspy P2
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prema tome i 20. Primenom stava kompaktnosti, skup formula

S ima model, recimo & . Kako je teorija T kompletna, to je
u=%, te postoji B' da A<L'y & -=-%" Primenom DLST sle-
duje egzistencija modela & tako da X < & ,|Bl= max(|A[ ,
fg&lB;(T)' ) i model & realizuje sve tipove teorije T, tj. &

je slabo zasifen model teorije T ( primetimo da su &', £" tako= =
dje slabo zasiéeni modeli teorije T). Otuda, ako su ispunjeni
uslovi teoreme, model & je prebrojiv.

TVRDJENJE 3°. Neka je 3€¢A . Tada takodje n/e\w\s;l('r')ssw ,
gde T = Th( {U,3)). .

DORAZ: Ako je P(%,3d) € B;(T‘), tada je korespodencija
p(X,gl....,gn) —_ p(x,yl,...,yn) 1-1 preslikavanije.

TVRDJENJE 4°. Postoji model & tako da < B i B realizu-
je sve tipove nad svakim kona&nim nizom u Ot . Pritom,
& Jje prebrojiv model, preciznije |B| < max(|A}, sup, [BX(T) ).

DOKAZ: Neka su 51, ‘a‘z,... svi kona&vi nizovi u A. Prema tvr-

djenjima 3°,4° postoji sledeéi niz prebrojivih mode-
la U= I, < Utl < UK, ... tako da 061 realizuje sve ti-

pove u T = Th(Ulo), Utz realizuje sve tipove u Th( (Utl,’él> ),
UL3 realizuje sve tipove u Th{ < UL, 32) ), pa prema tome i . .
sve tipove u Th( <()Cz,51,52) ). U op$tem slu&aju model Utn-&-l

realizuje sve tipove u Th( <U£n,'a“n) ) pa prema tome i sve ti-
pove u Th((({(n,al,...,'a'n)'-),."rada je L= Hw U(.n.

Sada moZemo dokazati samu teoremu. Prema tvrdjenju 4°
postoji elementaran lanac prebrojivih modela X =Ol'°< ULl< UCZ

... tako da model 0(,1 realizuje sve tipove nad kona&nim nizo-
vima u Ulo’ UCZ realizuje sve tipove u U(l itd. Neka je
L= U Uln. Ako je B¢ B konaZan niz, tada za neki necw ,

new
'BEAn, te je svaki tip nad b realizovan u U(n+1’ pa prema
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tome 1 u &, jer 0Ln+1< b

POSLEDICA 3,6.1% 1° Ako teorija T ima prebrojiv slabo zasi-
¢éen model, tada T ima zasiden model.

2° Ako teorija T ima prebrojiv elementarno univerzalan model,
tada T ima zasiéen model.

3° ako je k (w)<w , tada T ima prebrojiv zasifen model.

4° axo teorija T nema prebrojiv zasifen model, tada k (w)=2%
5° Ako teorija T ima prebrojiv zasiden model, tada T ima ato-
miZan model.

6° svaki inodelo ULE T je elementarno upisan u slabo zasidéen
model koji realizuje sve tipove nad svakim kona&nim nizom u
oL Pritom, ako T ima prebrojiv zasiden model i Ot je pre-
brojiv, onda je UL elementarno upisan u prebrojiv zasiden
model.

U svim ovim slufajevima pretpostavljamo da je teorija
T kompletna i da nema kona®nih modela.

DOKAZ: Svaki od uslova 1°,2°,3° implicira JQLIB;(T)lé‘U + pa

prema prethodnoj teoremi, teorija T ima zasifen model.
4° ako teorija T nema zasiden model, tada za neki n ew,
lB*(T)l >w ., Otuda, prema posledici I1.3.10.1., lB*(T)l =2%

Kako je svaki tip realizovan u nekom prebrojivom modelu teori-
je T i svaki prebrojiv model realizuje najvise prebrojivo ti-

pova, to kT(u>)> 2% ¢ te je kT(&>) = 2” .

5° axo teorija T ima zasicen model. tada JEHIB;(T)IQCU , te

su sve Booleove algebre Bn(T) atomi&ne, %ta viZe, prema posle-

dici I1.3.12.3. one su superatomilne. Prema teoremi 3.4., on-
da teorija T ima atomiZan model.

6° Ovo -tvrdjenje je posledica konstrukcije dokaza prethodne
teoreme.
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4. Neki primeri

U ovom delu odrediéemo nekoliko &lanova Lindenbaumo-
vog niza nekih konkretnih teorija. U tom cilju dokaZimo slede-~
éu

LEMA 4.1. Skup formula Z(i) konzistentan sa teorijom T odre-~
djuje Jjedinstven tip akko je teorija TU J (2) kom-
pletna. Ovde su ¢ nove konstante jezika L(T).

DOKAZ: ( = ) Neka T U Z (&) nije kompletna teorija. Tada
postoji formula ¥ (&), gde je € (%) formula jezika

L, tako da su teorije TU Z (&) U {€()} - F TU (@)U

{1€(&)} neprotivurene. Prema tome 3 (%) U {‘f(x)} .

2 (R U {1‘6(3?)} su neprotivure&ni skupovi formula sa teori-

jom T, te postoje tipovi p(X), p'(%) teorije T koji ih produ¥u-

ju. Odavde sledi €ep, 1¢ep’, te p(R) # p (k) .

(< ) Neka je T U Z (¢) kompletna teorija. Tada za svaku re-
genicu € () jezika L U {cl.,,,.cn} va¥?i TUZ (@) + L (@?)

111 TV Z@) F 19€(@). Neka su p(x), P (x) tipovi teorije
T koji produZuju 2 (%). Pretpostavimo da je p(x) # p"(x).
Otuda postoji formula €(X) jezika L da je €ep(x) 1 'I‘Cep ).
Prema tome, 2.(&) U {¥€@}, Z@V {1ew@]} '
su konzistentni skupovi formula sa teorijom T. Po3to je
TU 3 (&) kompletna teorija, te je T U X (&) € (3), sliZno
TU Z@) + 1€@®@), 3to je kontradiktorno neprotivureénosti
2 (R) sa teorijom T. -

Prema prethodnom, skup formula 2. (%) generiSe ultra-
filter u B (T), akko je TV Z (&) kompletna teorija. Jasno je
da je taj ultrafilter oblika

B ={8m | \/ \/

Kew ¥, ... € &2 (R)

é;,ﬁuk...%K}
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POSLEDICA 4.1.1. Neka je p(X) tip teorije T i € nove konstan-
te jezika L(T). Tada je TU p(C) kompletna teorija. -

POSLEDICA 4.1.2. Neka je T € 2.(X). Tada, 2 (%) odredjuje je-
dinstven tip teorije T akko je 2Z (&) kompletna teo-
rija. -

PRIMER 4.2. U ovom primeru odredidemo &lanove BO(T) » By (T)
teorije T algebarski zatvorenih polja karakteristike O.

o

1

rija za neprebrojive kardinale k, pa prema Vaughtovom testu

Prema poznatom Steinitzovom stavu, T je k-kategoridna teo-

kompletnosti, T je kompletna teorija. Otuda BO(T)’-'“-: 2.

2° Neka je P(x)nesvodljiv polinom nad poljem racionalnih bro-
jeva Q, i Zp(c) = TU{P(c) = 0} , gde je c nova konstanta

jezika L(T). Neka su Ul ,&6 ET. Prema tome, X ,% su algebar-
ski zatvorena polja te realizuju zp(x) . recimo neka je

Ubth_{al: bk Zp[b], a€A, beB. Kako je T kompletna te-

orija to je N=%H, te postoji algebarski zatvoreno polje C
(karakteristike 0) i elementarna utapanja f: X=-C, g: 5 =-[.
Neka je a“= fa, b“= gb. Tada je P(a”) = 0, P(b”") = O. Kako

je P(x) nesvodljiv polinom nad Q, prema teoremi o permutaciji
korena ireducibilnog polinoma, postoji h € Aut C takxo da

ha= b”. Otuda {C,a*> = <LC,p"> . Buduéi da je < 0r,a) =(C,a”,
(G.b>= {C,bD to <U,a) =<{F,b) . Prema tome, svi modeli
teorije Zp(c) su elementarno ekvivalentni, te je Zb(c) kom-

pletna teorija. Prema lemi 4.1.{P(x)= 0} odredjuje jedinst-.
ven tip teorije T. Ovaj tip je generisan jedno&lanim skupom,
te je P(x) = O atom algebre Bl(T) . Na sliZan na&in moZe se do-

kazati da z.,(x) = {P(x) # 0lP(x) Jje ireducibilan polinom
nad Q} odredjuje jedinstven tip u teoriji T. Ovaj (neglavni)
tip odgovara transcedentnom elementu nad Q.

Sa druge strane o¢igledno je da svaki tip teorije T
sadrZi jedan od skupova > p(x) ili Z..,(x), te B, (T) =

{F(E,x)| P(x) je ireducibilan polinom nad@}U{F( X x))}.
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Ovde je F(S) filter generisan skupom S.

Otuda, Booleova algebra Bl(T) ima samo jedan neglavni
ultrafilter, te Bl(T) = A, gde je A Booleova algebra kona&nih,
komplementarno konalnih skupova nad nekim skupom kardinalnosti
w .

Sli¢no se dokazuje, da su u teoriji T (p je prost broj)
algebraski zatvorenih polja karakteristike P, svi tipovi odre-
djeni sa {P(x) = O}, P(x) je ireducibilan polinom nad Galoiso-
vim poljem z i Zux) = {P(x) # 01 P(x) je ireducibilan poli-

nom nad Zp}

LEMA 4.3. Neka je T kompletna teorija i neka se konstanta c¢
moZe definisati u okviru teorije T, tj. postoji formu-

la 6(x) jezika L(T) tako da TF 3,, x 8(x) 1 8(c) je nova ak-

sioma teorije T. Tada x = c odredjuje jedinstven tip teorije T.

DOKAZ: Neka je kT i <Ut,a)ke(a), <&B,bDEe(), tj.
c® =a, ¢¥=np. Zbog kompletnosti teorije T, N =&
te postoji model L i a; b’€ ¢ tako da {O,a>LC,a?,
(6,00 —=— <C,p") . Kako je Cke(a), o(v?), prema
svojstvu formule © va%i a‘’= b” te (Ut,a) =<&%,b> . Otuda je
Tu{e(c)} kompletna teorija, jer su svi modeli ove teorije ele-
mentarno ekvivalentni, pa prema lemi 4.1. tvrdjenje vaZi., 4

Razmotrimo sada teorije koje za modele imaju uredjene
strukture, U tom smislu podsedamo na sledefe definicije, od
kojih se neke mogu naéi na primer u /19/.

Neka je <D,<)> uredjenje i XSD. Tada je x+=(deu|

A xed], x"={aenl

x€X xeX
Dedekindov presek ukoliko je X'=¥,¥™= X. Presek (X,Y) je ne-
trivijalan ako je X # @, Y# @ . XSD je segment ukoliko vaZi
XLY€EX — X €X. Sa ded(D,£ ) oznafavamo kardinalni broj Ded-
ekindovih preseka u (D,< ).

d¢x} . Par (X,Y), gde X,Y <D, je

TEOREMA 4.4. Neka je ¢ simbol jezika L(T) i T & T teorija
uredjenja mreZa, plus moguée neke druge aksiome za <

i neka je (D,<)E T” tako da je svaki d €D interpretacija kon-

stante koja se definiZe u okviru teorije T. Tada B} (T > ded (D,<)
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DORAZ: Za svaki Dedekindov presek (U,V) u uredjeniju <Db,<>,
neka je X . (x) ={gsxl ueUjU{xgvivev}.

1° Skup formula Zw(x) je konzistentan sa teorijom T. zais-
ta, neka je ro kona&an podskup od Zuv(x) fuseceiu €U

elementi &ija se imena pojavljuju u f‘o. Kako je_U+ =V, to .

uis vj, te a = supu, (i1li b = infvi) realizuje Po(x) u sva-

‘ostem ociam

kom modelu teorije T. Prema stavu kompaktnosti ZUV(x) je
konzistentan skup formula sa teorijom T.
2° Neka su (U, Vy) . (U,,V,) medjusobno razli¥iti preseci. Ta-

da je, recimo, U1 # U2' Kako je Ul = Vl’ U2 = V2 to je tako-

dje V1 # Vz. Neka je na primer de¢ U, - U,. Kako d#:Ul, to za

neki cevl,(l) d’éc, odakle sleduje cf;Vz. Pretpostavimo da

su ZU v. (%), ZU v, (%) zadrZani u istom tipu p(x). Ne-
171 2°2

ka je Ul model koji realizuje p(x), recimo, Nkplal . Tada:

/\ (u‘éa)','/\’(aév)‘, /\ (uga), /\ (agv).
h 2

uéul vevl ueyu vev2 =

Otuda, po3to je deuz, cev,, vaZi d¢a<c, %j. d¢c, 3to

~

je kontradiktorno sa (1). Prema tome, ako su p(x), g(x) tipo-

vi koji respektivno sadrie 'ZU v (x), ZU v {x), onda p #q.
171 2°2

Prema prethodnom, tvrdjenje sledi. -

POSLEDICA 4.4.1. Ako je u prethodnoj teorémd {D, <) linearno,
onda IB$(T) > | {T€D] I je segment u <p,<)}l.

DOKAZ: Svaki segment I odredjuje jedan presek (I,I+), gde se
svodi na D - I (ako ne postoji supyI), odnosno

(b - DV {supDI} + Takodje, lako je proveriti da je svaki pre-

sek (U,V) u ovom sluZaju oblika (I,I+), gde je I odgovarajuéi
segment u{D,<¢)> . + ‘



56

PRIMER 4.5. Neka je T teorija uredjenih polja. Tada se racio-

nalni brojevi mogu definisati u okviru teorije T; ako
1+...+1

1+...+1,

lBi (T)l > ded(Q, £) - 2 , te ova teorija ima i ptébrojivih

je geQ, tada q = . Otuda, prema prethodnoj teoremi

modela. Neka je S teorija realnih zatvorenih uredjenih polja.
Ova teorija je kompletna (A. Tarski,A.Robinson). Prethodni ar-
gument moZe se primeniti i u ovom sluaju, te je lBi(S)l = 29,

Prema tome, S nema prebrojiv zasiden model. Sli&na je situa-

cija za ma koje kompletno pro¥irenje T°2 T, prema tome,

lBi(TfH = 2° . otuda ne postoji prebfojivo uredeno zasiéend

polje. Takodje, kqs (w) = 2%

PRIMER 4.6. Neka je T teorija linearno uredjenih, komutativ-
nih, deljivih grupa: L(T) = {+,0, £ }

T = Teorija komutativnih grupa + aksiome linearnih uredjenja +

(x¢y = x +z<y +2) + L Yy Ixmx =y, gde

MX = X +eeet X (m puta).
Primetimo da je m ustvari jedna unarna operacija de-

finisana u okviru teorija T. Z2a svaki q€Q, q = %‘ (n # 0),

takodje definifemo unarnu operaciju dodajuéi aksiomu gx =y
& mx = ny.
Neka je I netrivijalni segment u Q, gde 1€I i neka
je ZI(x,y) ={o<x,x<yju{gx<yl ger}u{gx>y| qeQ - 1}.
Ako Jje I # 1I°, tada je, recimo, I¢I” (u linearnom
uredjenju segmenti su linearno uredjeni u odnosu na & ). Otu-
da je za neki q, € I-I 1 Clx,y) = 9 XY ispunjeno weeZI,

i 1¢€e¢ ZI' te su tipovi p,; p koji redom sadrZe ZI" ZI

medjusobno razli¥iti. Otuda, [B(T) > ded(Q,<&) = 2* . Teo-

rija T je kompletna (u to femo se kasnije uveriti) te prema
teoremi 3.6. T nema prebrojiv zasifen model i kT(w) = 2% &

Primetimo da je za svaki netrivijalni segment I,
ZI(x.y) konzistentan skup formula sa teorijom T. Zaista,
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ZI(x,y) je realizovan u uredjenoj grupi realnih brojeva.

Do sada smo imali prilike da vidimo uzajamne odnose
svojstava teorije i njenog Lindenbaumovoa niza. Prirodno je
da se za dati model UL posmatra Lindenbaumov niz teorije
Th(dt). Medjutim, Lindenbaumov niz ove teorije ne daje speci-
fi¢ne informacije o samom modelu L . Iz tog razloga, pogodno
je da se u razmatranje ukljufe i elementi modela ¢t , tj. pro-
ucavamo Lindenbaumov niz kompletnog diagrama modela UL ,
T(AA) = Th(C@A). U tom smislu uvodimo sledeéu

DEFINICIJA 4.7. Bn(OL) = Bn(T): gde T = T(Ut). Sa B(UL) oz-

na&iéemo Booleovu algebru Bl(UL) .
Ilustrujmo ove pojmove na sledefem primeru

PRIMER 4.8. Neka je N ={A,<,...0) linearno uredjena struk-
tura 1 T = T(OL). Jasno je, da su svi elementi skupra
A interpretacije konstanti teorije T, a€A je interpretacija
svog imena a. Prema tome, moZemo primeniti teoremu 4.4. odno-
sno posledicu 4.4.1., te [B*((L)l > ded(A,<). lNeka je na.pri-
mer, L = <Q,£¢)> uredjenje racionalnih brojeva, Kako je u
ovom slu&aju ded () = 2 to B*(w) = 2“ , jer je B(wr)
prebrojiva Booleova algebra, pa prema tome |B*(Ll) < 2%
Interesantno je da u ovom sluaju moZemo u potpunosti

da odredimo B(X), preciznije vaZi
TVRDJENJE 4.9. Neka je I segment u = <Q, <> . Tada

o ZI(x) ={g<x]qu}U {x<q|qeQ - I} odredjuje je-
dinstven tip teorije T((t). Svi tipovi ove teorije odredjeni
su skupovima formula oblika Zq(x) ={x = cﬂ , 9geQ, ili
zx(x) za neki segment I u Q.
pDORAZ: 1° pa 2 ¥ 1 ZI(x) odredjuje jedinstvene tipove

u T(X), moZemo se uveriti na sledeéi nalin. Pre sve-

ga, primetimo da je T({C) kompletna teorija

(1) Formula x = g odredjuje jedinstven tip prema lemi 4.3.
(2) Neka je €(x)e p(x), i neka su p(x), p (x) tipovi koji
sadrZe ZI(x) .
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Teorija linearnog gustog uredjenja bez krajeva dopudta elimi-
naciju kvantifikatora i Ul je model ove teorije. Otuda, moZe
se videti da je ULQh €(x) <> 6(x), gde 8(x) = 8,V ...ve_,

n €w ,ei su konjunkcije nekih formula iz ZI (x). Prema to-

‘me, Q(x) je element fitra F u B(¢L) generisanog skupom ZI (x).

Kako je p~°(x) filter i ZI(x)g_ P°(x) , to onda Fgp“(x) te

e (x) e p°(x). Prema tome, ¥ (x)¢ p (x). Otuda p(x)g p (x),
te po3to je re¢ o tipovima, p(x) = p°(x).

2° poka¥imo da je svaki tip p(x) odredjen nekim Zq (x) il1i
ZI(x). Ako je (x = g) e p(x) za neki qeQ, prema lemi 4.3.

pP{x) je odredjen formulom x = g. Zato pretpostavimo da je

(x # g) ep(x) za sve ge Q. Neka je I ={geQ| (g<x)ep(x)}
Neposredno se dokazuje da je I segment. Prema izboru skupa I,
ZI(x) € p(x). Prema 1° p(x) je jedinstven tip koji sadrii

ZI(x). -

Primetimo da smo u poslednjem dokazu koristili samo
¢injenicu da je (X model teorije linearnog gustog uredjenja
bez krajeva, pa prema tome, vafi sli¥no tvrdjenje za ma ko-
ji model ove teorije. Otuda

POSLEDICA 4.9.1. Neka je UL = (A, <) model linearnog gustog
wedjenja bez krajeva. Tada |(B*(Ul)| = ded(0N).

DEFINICIJA 4.10. Neka je T kompletna teorija u prebrojivem
jeziku. Za beskona¥an kardinalno broj k uvodi se fun-
kcija stabilnosti teorije T, Sp(k) = sup{lB* CANNZ AN S

|Al = k} . Teorija T je k-stabilna ukoliko je Sp (k) = k. Teo-
rija T je nestabilna ukoliko je za sve beskona&ne kardinale

ST(k)> k.
Primetimo.da je na osnovu prethodne definicije za sve

kardinale k, k€ Sp(k)< 2K,
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PRIMER 4,11, Neka je T teorija gustog uredjenja bez krajeva.
Funkcija stabilnosti Sp(k) ove teorije stoji u inte-

resantnoj i prirodnoj vezi sa Kurepinim brojem K (k) (prof.
Dj."Kurepa je uveo ovaj broj i razmatrao neka njegova svoj-
stva 1935.g9. u /20/, (v. str. 30-33). Izmedju ostalih, E.M.
Krasner je takodje razmatrao svojstva funkcije K (k)) . Broj
K, (k) defini%e se na sledeéi nadin: K, (k) = sup{ded(C){,)lULl:T
lAl k} . Ovaj broj moZe se takodje uvesti na sledede nacine:

1° Ku(k) = sup{lBl | & je model gustog uredjenja bez kraje-

va koji sadr?i u sebi gust skup kardinalnosti k} .
2° Neka je ¢ gusto uredjenje bez krajeva. Tada:
K, () =sup{IB(| HEC B, A e gust u -3-}

K, (k) = sup{ Ku(UL)I 1al= k, UL je gusto uredenje bez
krajeva}

Prema posledici 4.9.1. neposredno sleduje ST(k) =Ku (k)

_ DokaZimo da je T nestabilna teorija. Za to je dovolj-
no dokazati da je K (k)>k , odnosno da postoji UL =<A,<D,
model teorije T, tako da je |Al= k i K, (U) > k. Neka je &
najmanji kardinalni broj tako da je 2€> k 1 € leksikograf-
sko uredjenje skupa 2, Dalje, neka je A skup svih nizova
iz 82 koji se od _nekog ‘mesta zavrZavaju sa 000..., odno-

= ; o ‘ =
sno A {f e 21 }{S ({}‘ £r O}. Tada se lako

proverava da vaZi :
(1) U je model teorije T.

(2) |a] < gé;‘ < Z;k < k, odnosno |Algk.
< <

(3) A je gust u skupu B = é‘2 - {nizovi iz skupa JZ koji
se od nekog mesta zavriavaju sa 111... }

Sam skup B je gusto uredjen (i bez krajeva) leksiko-

grafskim urédjenjem, tj. va¥i <B,<> k T. Prema (3) sleduje

ded (C1) = ded(%). Kako je 1Bi= 2° |, to ded($3)>2% , odno-
sno K_ oy =29>%x. 4 :
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U vezil sa stabilno3éu teorija vaZi sledeéa teorema:

TEOREMA 4.12. (S. Shelah) Ukoliko je teorija T kompletna ne-
stabilna i‘\L(T)ls w , onda je za sve kardinale
Lrw, k(L) =27 .

Otuda, na primer teorija T = Th(<LQ,<£>) ima 2* neizo-
morfnih modela u svakom neprebrojivom kardinalu k. e 7

Sledede tvrdjenje ukazuje na &itavu klasu nestabilnih
teorija. '

TEOREMA 4.13. Neka je UL =¢A,<,...> beskonaZan model pre-.
brojivog jezika, gde je <A,<> najmanje mre%a. Tada
je teorija T = Th(L) nestabilna.

DOKAZ: Neka je <£X,<> gusto uredjenje tako da IX|=k 1

ded(X, £ ) >k, (na primer, za<X,<> moZemo uzeti
model Ot iz primera 4.11). Svaki kona¥no generisani podmodel
modela <X,<> je kona&an i utapa se u ¢ . Prema stavu kom-
paktnosti postoji model % =X, tako da <X,&> ¢ &, (u ve-
zi sa ovim videti posledicu IV.4.1.1.). Prema DLST postoji
model B <&, BT, tako da X<B i |B| = k. Tada za svaki
segment IS X postoji tip p(x) koji sadrii

Zitx) ={acx|ae1}V {xcajaex— x} .

stoga prema teoremi 4.4. vaZfi [B*(%)| > ded(<£X,<D> )>k.

Medju vaZnije teorije na koje se moZe -rimeniti pret-
hodna teorema su sledefe:

1° Teorija komutativnih, potpuno uredjenih, deljivih grupa.

2° Teorija uredjenih, realnih, algebarski zatvorenih polja.

3° Ma koje kompletno pro§irenje teorije beskonadnih Booleo-~
vih algebri, kao na primer,.teorija bezatomi¢nih Booleo-
vih algebri, ili, teorija beskona®nih atomiZnih Booleovih
algebri.

Izmedju ostalog, navodimo jednostavan dokaz tvrdjenja
koji ima vaZnu ulogu u dokazu Morlyeovog stava kategorilnosti
(I.10.4.).
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TEOREMA 4,14. (Morly) Neka je T kompletna teorija prebroji-
' vog jezika. Ako je teorija T W -gtabilna, tada je T
k-stabilna za sve beskonadne kardinale k, drugim re&ima va¥i:

S(u)—w-——"/\ S, (k) = k.
Kyeo T
DOKAZ: Pretpostavimo da za neki kardinal k s>w teorija T nije

k-stabilna. U takvom sludaju postoji model OtkT tako

da |Al=k 1 |B*(Ul)] > k. Buduéi da je IB(L) = %k, to je
I B*(UL) > [B()I pa prema posledici IT.3.10.2. postoji
BESB(U) tako da |Bj=w i [B*= 2% | Neka je X ={acal

4 ima pojavljivanja u skupu B} Dalje, neka je o' prebrojiv
model tako da je X€A“ &€ A i Ukl (model &’ postoii prema
DLST) . Tada B EBy (Th(UC )) = By (Th(Ol )). Zaista, ako je

€ ¢ B, tada ‘CeB(U(). Neka vazi Ut k Y(E) <> € (@), gde

je T €X. Buduéi da je U1<Uti &¢A”, to UIXF VE) e €@,
odnosno ?(é) = ‘C’(a) u algebri B (Th(C)C;()). stoga

feB (’rh((lx)), odnosno BQBI(Th(GY )). Otuda \Bi(’l‘h(b’rx))l
> IB*l = 2%, te |B*(U)|vew, |ATxw , XET, pa.

teorija T nije ¢ =stabilna, suprotno pretpostavei. 8
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IV DEO

Raslojavanje Lindenbaumovog niza teorije

1. n-elementarni podmodeli

U prethodnom delu prikazano je kako se Lindenbaumova
algebra odredjene teorije razla¥e na odgovarajuéi Lindenbau-
mov niz Booleovih algebri. Prirodno je postaviti pitanje da
1i se Booleove algebre Bn(T) mogu dalje raslojiti. U cilju
da odgovorimo na ovo pitanje, podsetimo se na ﬂ:l, 2:; hi-
jerarhiju formula predikatskog ra&una prvog reda.

Neka je L neki odredjen jezik. Navodimo induktivnu

definiciju n'n, Z; formula:

ﬂ'o = Z; = {‘Cl € je formula bez kvantifikatora jezika L}
° o
nn4i={Vx1...xm? | zeZn, mew}

Z;+1={3x1...xm €] e ﬂ;, mew}

Stav I.2.3. je jedan 6d osnovnih koji se odnosi na
ovu hijerarhiju formula. Stoga, prema ovom stavu, svaka for-
mula € jezika L ekvivalentna je nekoj formuli koja pripada
jednom od skupova Z‘n’ M°. v takvom sludaju kaZemo da je

n
¢ Z.on odnosno ﬂ'; formula. Ubuduée, umesto n.n' Z; for-
mula pisaéemo l'ln, Zn formula. Neka je T teorija jezika L.
Formula € jezika L je r1,“('1‘) formula (X (T) formula)
ukoliko postoji Ve nm (resp. Ye Zm) tako da je T+ € & ¥V
DEFINICIJA 1.1. M (1) =B (N N, = B (T)N {?e'l‘eeﬂm},

o™ =B (MmN 2.
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[}

LEMA 1.2. 1 B (M) = U fl,.,m= U =

€ ’ Mmew

o
2 n n,m(T) ' Zn;m(T) su podmreZe Booleove algebre B (T).

3° e je nn formula akko je ¢ Zn formula.

o
4 l--lng Zn+1' an nn+1’ new .

poxaz: 1° ovo tvrdjenje je posledica stava I.2.3.
2° Buduéi da je kona¥na konjunkecija ﬂn (resp. Zn)
formula takodje [ (resp. Zn) formula , tvrdjenje sledi.

30

4° Ako na ﬂn formulu ¢ dodamo blok egzistencijalnih kvanti-

Primetimo da negacija menja kvantifikator ¥ u 3 i obrnuto.

fikatora koji prazno deluju, dobidemo Zn+1 formulu ekviva-

lentnu formuli <€ .

DEFINICIJA 1.3. Neka su U , & modeli jezika L.
1° Model Ut je M, (resp. Zn) podmodel modela %

_akko je (t<% 1 za svaku N (resp. Zn) formulu € i 3¢A
va¥i: W k€(d] — LFCal. U takvom sludaju pifemo Ot & &
(N}, (resp. LXcZ( zNn.

2° Model X je M. (resp. Zn) elementarni podmodel modela

n
& akko Ush i za svaku A,(resp. Z ) formulu € i deaA
vaZi: Lr€Ia] akko L E€[E] . U takvom slufaju <& (N ),

odnosno U(<-';( Zn) .
U gore opisanim slufajevima takodje kaZemo: Z je ﬂn
(resp. Zn) ekstenzija (profirenje) modela (.

LEMA 1.4. 1° ko je g% (N o)+ tada za svaku Zn formulu
i 3d€A va¥i: «‘Gk‘Ctau — UFe[a).

2° Ukoliko je 4&L6 (3 ), onda za svaku ﬂ formulu € i 3¢A

va¥i: 5#'{[5]——*0(#‘6(5]

3° ako je UL C B ﬂn) i € je ﬂn+l refenica i £k, onda
OLee. '
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PP U<y (N, axko Ut<Z( )
DoKAZ: 1° Neka je XESB (N ) 1 €& Z_ formula, dea.

Pretpostavimo da je HE€[a] i nije OLEY[E] . Otuda
OLE 71¢1a] . Rako je 1% ﬂn formula, to je onda <&k 1¢[a],
8to je kontradikcija. : T

2° sliZno kao pod 1°.
o : <
3° Neka je U £%( ﬂn) 1e n+l

je L EC. Buduéi da je €= Vx¥ za nekir: Zn fomrulu ¥, to

refenica. Pretpostavimo da

je za proizvoljni niz @3¢ A & E ‘f'[é‘]-. Pretpostaviﬁo da nije

L EV(3). stoga je OULE I¥[E). Poito je ¥ nh formula,
to je &k 1Y(4], Bto je kontradikacija, te vazi OlF Yz .
otuda AEVxV, odnosno U E ¥,

4° pokaZimo da UI<3B( Zn) implicira <G ( nn) . Neka je

U< B-( Zn) i%e ﬂn formula. Tada je 1¢ Zn formula te .
vaZi:

Za sve 3€A OlE1¢1a1 — L k1C(a,
za sve 3€A . (nf CE — LG ECA,
za sve 3¢ A UL E €Al — w$BE (3,

Prema tome Of< % (M) :
Na_sli&an na&in dokazujemo implikaciju u drugu stranu.-

Poslednje tvrdjenje nam dopulta da uvedemo ozna¥avanje
Ol < p% umesto (<L (M ), odnosno U<Z( Z ). Ukoliko je

N <,% kaZtemo da je model 0( nFelementarni podmodel mo-
dela &-.

LEMA 1.5. 1° A< B akko O SF(N ) 1 KX (Z).
2° acB(N ) — A< %

3° % Zn+1) - U< _3%.

4° ako je < o3 . tada za svaku n formulu € i sve

n+l
d¢a vati: SrE) — A Eew.
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poxazZ: 1° ( =>) Tvrdjenje sledi po definiciji <.
(<<= ) Neka je ¥ Zn formula i 3 ¢A tako da b EC[3].

Pretpostavimo da nije (XL F €1(a]. stoga je (NET¢E]. Bu-
duéi da je ¢ r[n formula i 4 gé&(ﬂn), to je onda

& E T€\31 , zto je kontradikcija prema <& kE¥¢[4], Otuda,
UL E€¢13] odnosno za svaku Z’n formulu ¥ i 3 ear vasi:

b EQLa] — N F ). po pretpostavei je OL& B Zn) te
A< L.
2° Neka je Uts.?)-(ﬂm_l

no Zn' formula takodje [

). Buduéi da je svaka ﬂn, odnos-

ney formula, to je onda X< z(ﬂn)

i HeP( Zn)' te prema 1° sledi Ul<n=5—.

3° ( =) sli¥no kao u 2°.

(&< ) Neka je 0(<nx i €@ Zn+1 formula. Onda je za ne-~

xa 1 formulu F@&, 3, € = 33 ¥V, 9). Neka je za denr

ispunjeno X kK €l3], odnosno postoje b& A tako da (X E'Y1a,bl.
Buduéi da je ¥ &.,9) ﬂn formula i 0Z<n§6- povladi U cI( ﬂn) ’

to onda vaii & kF'W[3,B), B k€[3). otuda UL S B Zn+l) .
4° Dokaz je sliZan dokazu u 3°. -] ' ‘
DEFINICIJA 1.6. Utapanije h:‘ﬂ“e& je Zn utapanje ukoliko

za svaku Zn formulu € 1 3Ae¢A vazi: NEYCE] —>
& k& (hd). U takvom slu&aju koristimo oznaku h: Ul —>( Z).

Odgovarajufe definicije uvode se za ﬂn utapanja, od-

nosno n-elementarna utapanja. U takvim sludajevima, vaZeée odgo-
varajuée preformulacije lema 1.4., 1.5. Ubudude, oznaka
ULL:oZr stoji umesto Cinjenice da postoji n-elementarno

utapanje h: Jl— 5. . Sli&ne oznake stoje 1 za ostale pomenute
vrste utapanja.
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2. Direktne granice modela

Cest je sludaj da se iz datog skupa modela ?f odredju-
je izvestan model Ul konstrukcijom K. Postavlja se pitanje ka-
kav odnos model (/ ima prema elementima skupa ?? s odnosno,
koje informacije prenosi konstrukcija K. Jedan tipi&an odgovor
za takvu vrstu pitanja je Tarski-Vaughtova teorema o elemenrar-
nim lancima modela. Ovde navodimo jedno uopitenje pomenute teo-
reme na direktne sisteme modela. U tom smislu prikazujemo defi-
niciju direktnog (usmerenog) sistema modela, na primer kao 3to
je data u /38/.

Uredjenje (D, 4> Jje usmereno ukoliko vaZi:

1,3ép kép 1/I<k.

Direktni sistem = <Uli, hij‘ i,j € D) modela i uta-
panja sastoji se iz usmerenog uredjenja <D,<¢> i skupa
{hij: 0(1 — ULJI 1< ED} utapanja tako da va¥i:
1® hy,: O, — U(i je identilko utapanje.

(<)
2" 1€j<k —'hik = hjkhij'

Neka je A = U {ax{1} | 1€D} . Na skupu A definiZe se
relacija ekvivalencije na sledeéi nalin: za (a,i), (b,j)eAr
(a, 1) ~ (b, J) e k€D hika = hjkb.

Model L= 1im a, = ]ﬂnt (direktna granica (1i-

mit) usmerenog sistema modela ? ) odredjuje se na sledeéi na- -
&in:
1° Domen modela a.o je A=A/ .

2° Neka su sa h i oznalena kanonska preslikavanja iz skupa Ai
u skup A/~ , odnosno, ako je aéAi onda je hia klasa ekviva-

lencije elementa (a,i).
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(1) Ako je ReL predikat (L je jezik modela sistema <C ) tada

R [h, a;,...,h, a ] vaZ%i akko postoji k €D tako da je
il 1 in n

Ol i
k2ij,e00pi iR [hilkal,...,hinkan] .vaii.

(2) Ukoliko je £ n-mesni funkcijski simbol jezika L i
ale Ail,...,aneAi tada postoji k=2 il""’in‘ U ta-—-
: n
kvom sluaju .
7 o
£ “’(hilal,...,h a) =h£f *(n

i n k i

- R o al).
n lk 1 ink n

Prethodna definicija je korektna jer lako se provera-
va da je za kﬂnéil,...,in ispunjeno

(£ %% (n

Nm
i kallo-.'hinkan), k) ~ (f (h

a'ooo,h a),m).
ilm 1l inm n

1
(3) Ako je c konstanta jezika L, tada c%e = hiccn; za

bilo koji 1 €D. Ova definicija. je korektna, jer, za
bilo koje i,j€D postoji k€D tako da i, <k, te h, c%¢ =
;j

1x€

h..c , odnosno (c*¢ ,1) ~ (cm"',j)o

jk
Prema gornjim definicijama, lako se vidi da ije

by : g, utapanje i da takodje vaZi: i<j — hi = hjhij’

TEOREMA 2.1. Neka je G = <U,hysl 1,560 Zn (resp. fl_,
n-elementarno) direktan sistem, odnosno svako presli-
kavanje hij je an utapanje (resp. F?n, n-elementarno uta-

panje)..Tada je svaki hi takodjezzn(resp. !7n' n-elementarno)
utapanje.
DOKAZ: .Indukcijom po n, dokazujemo da pfi uslovima teorene
vaZe sledeca tvrdjenja:
° . — 2
1 hy: Uli U ( o)

2° Svaka r]n+l relenica ta&na u svim modelima qu, taéna

je u (%

o0 o
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SluZaj n = 0. Buduéi da je h1 utapanje, tvrdjenje 1°

neposredno sleduje, Istinitost tvrdjenja 2° sledi na osnovu
dokaza u induktivnom prelazu sa n na n+l.

Neka je n2 1 i pretpostavimo da tvrdjenje va%i za n-1l.
Dokazujemo prvo tvrdjenje 1°. Neka je € = axl...xm V(xl'---
X yl,...,ys), gde je ¥ nn_lformula i al"}"'ase,Ai tako
da je Ulik ‘C[al,...,as] . Otuda, za neke bysesesby €A, va-

2i ()(;':W[B,'é.]. Neka je za svaki j3 i le,- prosta ekspan-
zija modela U1y skupom X, s{hijai,...;hijas,hijbl,...,hijbm

Stoga, Ul.xj je model jezika Lu{ﬂl"“'is’hl"“’gm}’ Pri

takvom izboru modela, lako je proveriti da je sistem

, -
f =<le_,hjkl i€ jskeD} takodje direktan i da je
J
’ - . -
a_ = <Ut‘,h~ial,...,hiaé,hibi,...,hibm> . Primetimo da uko-
. . Uy,
liko je i €j <k, onda hikal = hjkhijal' odnosno a J = hjkal

(sli€na relacija va%i i za ostale elemente ai). Otuda za

i€j<k ho,:00, —, (L, je utapanje. Dalje, s obzirom da
ik xj Xy i
je hyy: Ory— K (2 to takodje hjk:Uij\‘——’ chk(Zn), te

prema lemi 1.5.3° vazi hjkzolx _<_.n_10tx . Otuda, re&enica
R | k ’

¥ ® reeesb , ay,...,a ) va¥i u svim modelima sistema t -

1 m 1 s

Buduéi da je relenica ¥ ﬂ n_l_formula, prema induktivnoj
hipotezi vaZi: 0[,:|= Y’(bl, sresbpiaiaee, +8.). PoSto je zargs

o,
a, “= hiar' to Ui.okf(hial,...,hias] .

Doka¥imo tvrdjenje 2°. Neka je ¢ nn+1 redenica,
€ = Vx.... ¥, gde je ¥ 2 formula. Pretpostavimo da
1 *m n
\4 va%i na svim modelima Oli. Neka su hilal"“’himam
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proizvoljni elementi skupa A, . Tada postoji k)il,...,im i

za to k va¥i hilal = hkhilk 1""'himam = hkhimkam. Buduéi

da je Ulk#Y , to Ulk# Y[hi kal"”’hi a ], te prema 1°

1

3
sledl X k¥ [h.h, lkal,.--,hkhl x3n) » odnosno ULF¥(h, i,%1,...,

a ]. Otuda Ut *€. ovim su dokazana tvrdjenja 1° i 2°

DokaZimo sada deo teoreme koji se odnosi na l’ln utapanja.
Neka je sistem (C direXtan nn sistem, ¢ ﬂn formula i ae Ay
tako da Uk €18 . Tada, za neku Xn-l formulu Y (%,9)

je ¥(® £ V¥ ¥(X,¥). Neka su h, b,,...h, b proizvoljni
il 1; is s

elementi skupa A, . Otuda za neko j 2 il,...,is,i vazi

h

i bl = h, hi j 1,...,h b = h, h .bS . Budué¢i da je

1 1l s 3 1gd ‘
Bij: Oly— O(M), to UK€ [hyay,... 053] , odnosno
C)Lj (3 Vxl...xm Y(xl,...,xm,l_uija_xl,...,Qijgs). Otuda

Oty k Y’A(hiljbl,...,himjbm,hijal,...,hijas]. Buduéi da je sva-

ka Zn-l formula takodje i ﬂn formula, to je <C takodije

Z n-1 Sistem.
Stoga, prema prethodnom delu tvrdjenja vaZi:

Uk Y’thjhi jPpreeeshyhy jbm,hjhi'j-al,...,hj 1535) te

Ok Vxyeoox Yl(xl""’xm'-i 17+--+bya ), odnosno CUL¥h a].

Najzad, prema lemi 1.4., % je n-elementaran sistenm
akko je i Zn+1 sistem. Otuda, prema 1° teorema va¥i i za

n-elementarne sisteme. +4
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POSLEDICA 2.1.1. Svaki lanac modela (1) 0(,0_(; Oclg...goz‘g

.o (L<x) po¥e se smatrati direktnim sistemom mode-
la i u takvom sludaju Ul.,=_g‘ . . za morfizme hyp 10, Up
uzimamo inkluziona preslikavanja. Otuda vaZi: Ako je lanac mo-

dela (1) Zn (resp. l‘ln, n-elementaran), tada je za svaki
L< y d, < OL,(Zn) ( ovo tvrdjenje za Zn lance dokazano
je na primer u /7/ ). -

Neka je X model jezika L i za svaki ies,, (a) UCi

je podmodel modela I generisan skupom i. Tada je C. <0(i,
£ ijl i<jes, (A)) direktan sistem modela, gde je Eij:

a,— O(j (i<3) inkluziono preslikavanje i U£_=ikéjsuwu-i.
Primetimo da je ovaj sistem Zl' odnosno O-elementaran.
Stoga vaZe sledefa tvrdjenja:

1° Svaki model je direktna granica kona&no generisanih

modela.

Neka je L prebrojiv jezik. Tada je svaki model jezika

L direktna granica najviZe prebrojivih modela. U op3-

tem sluCaju, model N je direktna granica modela kardinalnosti
< iLil . Stoga, ako je T teorija i ¢ n2 reZenica (jezika

L), tada, ukoliko je ¢ 4istinita na svim kona¥no generisanim

podmodelima teorije T, onda Tke .

3° Neka je (f, direktna granica modela (!."j i <4< _kona~-

&no generisan, recimo elementima bijrec.,b €A, tada je

20

za neki jeD -‘(»sxxj[mj] .

DORAZ: Za neke 11,...,imeD je bt = hitat’ gde ateAi .

t
Neka je j;il,...,im, jedp 4 Cp = hi jat' Bududé¢i da
. t
je h; = h:h, ., to je b, = h, a_ = h.h, .a = h.c,, odnosno
Jt 3 itJ t it t 3 itj t j’t

bt = hjct. %eka je b €B. Buduéi da je model b generisan eleme-

ntima bl""’bm’ to postoji term t Jjezika L tako da
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<

b=t (b sesesh.C ). Preslikava-

LA
,bm). Otuda b = ¢t (hjci i%m

1reee
nje hj je utapanje te b = hjtwj (cl,...,cm). Otuda behj [Aj] '

odnosno 4 < hj [(JCJ.] . <4

Jedna od posledica poslednjeg tvrdjenja je: Ukoliko je
model UL direktna granica kona&nih struktura, tada je sva-
ki konadno generisan podmodel modela U{ konalan.

POSLEDICA 2.1.2. (Tarski-Vaught) Neka je direktni sistem C-
elementaran, tj. za sve 1i€j€D hy: O(i-f-vUCj. Ta-

da za svaki i€D hi: C)(i-‘——- a. .

DOKAZ: Buduéi da je za svaki new hij: 0(,1-5—* (/Cj( Zn)’ to

je za svaki new hy: Uti—f-* U ( Zn). S druge str-
ane, svaka formula € je Zn formula za neki new , te
<

hy: OCi——* A, . A
POSLEDICA 2.1.3. Neka teorija T ima Ml _(resp. Zn) aksioma-

tizaciju. Tada je T zatvorena u odnosu na direktne f'ln
(resp. Zn) limite. Svaki direktni sistem je najmanje Zl
sistem, te ako teorija T ima nz aksiomatizaciju, onda je T

zatvorena u odnosu na proizvoljne direktne granice, pa prema
tome i na unije lanaca modela. -

POSLEDICA 2.1.4. 1° Teorija Booleovih yalgebri ima univerzalnu
aksiomatizaciju, stoga je zatvorena u odnosu na direk-
tne granice. S druge strane, funktor » koji Booleovoj algebri
pridrufuje dualan prostor, preslikava svaki direktni sistem
Booleovih algebri u inverzni sistem Stoneovih prostora sa ne-
prekidnim preslikavanjima pa, i u takvom siufaju limB} E(;;gsi)'

Sli¥no,; ako je limX, inverzna granica Stoneovih prostora tada

;}_mxi = J&_mXI* = (l_j:‘mxi)*. Stoga je kategorija Stoneovih pro-

stora zatvorena u odnosu na inverzne granice (nastalih iz in-
verznih sistema sa epimorfizmima).
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2° ukoliko je (xi,hijl i,j€ D> inverzni sistem savrfenih

Stoneovih prostora, gde su h neprekidna preslikavanja na,

ij
onda je <x;, hjil 1,j€ DY direktan sistem bezatomi&nih

Booleovih algebri, te je ovaj sistem elementaran (buduéi da
je teorija bezatomi&nih Booleovih algebri modelski potpuna).

Stoga je limXi bezatomi&na Booleova algebra, stoga (Vl_l_i;'mxz)* =

limxi je savrZen Stoneow prostor. Drugim reZima, kategorija
Stoneovih savr3enih prostora je zatvorena u odnosu na inver-
zne granice. -3

Skup D“€ D je kofinalan u D ukoliko za svaki i€D
postoji je€D” tako da i<j. Primetimo da ukoliko je <D,<>
usmereno uredjenje, tada je <D”,4&> takodje usmereno uredje-
nje, te usmereni sistem € - <0(i,hijl i<jeD”> odredjuje

4
’
direktni limit = lim 4
’
TEOREMA 2.2. Neka je D°C D kofinalan. Tada I = UL,
DOKAZ: Za svaki i€D, jeD” tako da j3i definifemo fi

h” h 13° gde je h” 3 (/tj —— Q,: odgovarajuée kanonsko
utapanje. Doka!imo da preslikavanje fi ne zavisi od indeksa j.
Neka je za neki X€D”, i<k, f{ = hl;hik' Tada postoji meD”
tako da m > j,k. Neka je £] = }ﬁ;him‘ Stoga ‘imamo £ = hn:him =
hmhjm ij J ij = fi' Slié&no f; = f{ . te fi = f' = f;.

Neka je £f: U, —> U, definisano sa fh,a = £, a, gde
a€A,. Dokafimo da f: U, — & SR
(1) f je 1-1 preslikavanje. Keka je fhia = fhjb. Otuda

fia = fjb, te, buduéi da je D~ kofinalan u D, postoji
k€D” tako da k»i,j 1 h]:hika = h);hjkb. Otuda, buduéi da je
'hk utapanie, hika = hjkb Stoga h hika = hk jkb' odnosno hiaz

b
hJ
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(2) f je preslikavanje na. Neka je hgaEA'. Tada hj'a =
fhja, odnosnoc f Jje preslikavanje na. -1
POSLEDICA 2.2.1. Neka je L= lim or, 1 {f,: o —Z | 1¢p}

skup utapanja tako da fjhij

ji jedinstven £: N, —— b tako da za svaki 1€D fhi = fi'

= hi' za i< j. Tada posto-

(vid. /38/). -

POSLEDIGA 2.2.2. Neka je ¢ Zn direktan sistem i © ﬂn+1

tadna na svim &lanovima nekog kofinalnog direktnog pod-
'
sistema £'¢ €. Taga UL,EB

DOKAZ: Prema prethodnim dvema teoremama.

3. n-elementarna ekvivalencija.

ﬂn. Zn segmenti teorija.

Mogu€ je slufaj da dva modela nisu elementarno ekviva-
lentna, medjutim ipak zadovoljavaju iste re¥enice neke odre-
djene vrste. U tom smislu moZe se govoriti o parcijalnoj ele-
mentarnoj ekvivalenciji.

DEFINICIJA 3.1. Neka su (X ,& nmnodeli jezika L i new .
1° Modeli X, % su n-elementarno ekvivalentni, u oz-

naci ¢ Enﬁ& akko za svaku nn reenicu € vaZi: UEC e« Lk?
2° nn diagram modela UL je skup formula

nn(OL) = {‘e(gl,...,_a.m)l € je ﬂn formula jezika L, a€ A,
mew , UE %[5]} . Na sliZan na®in definife .se Zn diagran
modela N, u oznaci Zn(OC)- |
3° Neka je T teorija jezika L. ”n segment teorije T je skup
refenica T nn={ €l € je NN refenica jezika L i ‘I‘lv-‘(’} . Na

slidan nafin definife se Zn segment teorije T, u oznaci Ty .
»
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LEMA 3.2. Neka je A€ F . Tada su sledeca tvrdjenja ekvivale-
ntna.

1° u<.%

o

2 B,k 2 (0.

[e]

3° B,k Nwoov Z_on.

DOKAZ: Tvrdjenje 10 e 2° Je posledica leme 1.5.3° , dok
1%« 3° 5ledi na osnovu leme151. -

LEMA 3.3. Neka su U , & modeli jezika L i n >1. Tada vaZe
sledeca tvrdjenja.

1° w = & akko postoje modeli a,, &, tako da Ur—<—-0(1,
Z+—‘~31 i ai’n—l -‘51, '6é*n-l 0‘1'
2° a :_:_nz akko postoje modeli O, 3—1 tako da <o,
bL<P 1 A= By, G =y Uy
3° o= $ akko postoje modeli 0(1, 3 tako da Ut-‘;”&
%X 1 A< B, z'<n--1(/(1'
DOKAZ: Tvrdjenja 2° 1 3° su neposredne posledice tvrdjenja 1°
i lema prenosa I.3. Otuda dokazujemo samo tvrdjenje 19
( =>) Neka je ['= T(01) U Zn(.‘&). DokaZimo da je [* nepro-

tivuretna teorija. Pretposatvimo suprotno, tj da je ' pro-
tivureZna teorija. U takvom sludaju postoji konalan protivu-
refan podksup r' = {‘(1,..., ¢ p’ el,...,e } skupa ' , gde

su €, €T(0), 6, € Z (3. Neka Je €& € A...n ¢, 4
e = 8, A ...Aeq. Stoga je za neke 3€ A, b&B, ¢a& €@ 4
® = o(b). Prema izboru skupa PO imamo  €(B)F le(@), te
je stoga prema lemi I.2.2 €@) = VX Te(®). Otuda
€@ F 73X 6(X) . Buduéi da je ULEC » to je takodje
OLEI3R o(x).
S druge strane, 6(X) je Zn formula, te je 3%9(R)

Zn retenica, te polto je U‘lznfﬁ- 1 F1Ige(F) to
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Lk 13%e (%), 3to je protivno &k o [B] . otuda, I je
neprotivure&na teorija, te postoji model <Ull,ca,cb> aen,
be BRI + Stoga je za preslikavanja f: a ~—e Car 93 b—ocb
ispunjeno f: 0(4—0(1, g: §G~G€1(Zn), te prema lemi 1.5.

g: b £, n-1 0(—1. .

Simetrifno, koristeéi teoriju I = T(S) U Z ()
dokazujemo da postoji model :&1 o kojem govori tvrdjenje 1°.
( & ) Neka je € Zn reCenica. Otuda, ukoliko je XF ¥ ,
onda, poito je 01—-'31(2'!1), imamo 31# € . stoga je BEC,
Sli¢no, ako je 6-F€ onda XAFC , odnosno N = &, 4
LEMA 3.4. Neka je n»1 i O ,8 model jezika L. Tada vaZe

sledeéa tvrdjenja.

<

1° Neka je f: Ol —<- nz’ . Tada postoji model L , elemen-

tarno utapanje g i n~1 elementarno C
utapanje h tako da prikazani diagram ko- V V ’
mutira. Pritom, moZe se izabrati da je g, £
odnosno h, inkluziono preslikavanje. A —L

s

2° Neka je C)£-<nZ-. Tada postoji model L tako da
<C.
<6 < L1 o |
DOKAZ: Prema lemama prenosa I.3., tvdjenje 1° 1 2° su ekviva-

lentna, Stoga doka¥imo na primer tvrdjenje 2°.
Neka je [ = T(0r) U Zn(,&). DokaZimo da je I' neprotivu-

refna teorija. Pretpostavimo suprotno, tj. da je r protivu-
refna teorija. U takvom slu¢aju postoji kona&an protivure&an
nodskup f'o - {‘eo,..., ‘Cp'eo""'eq} skupa ' , gde su

tietwon, oe Z (B). Neka je ¢ & € A... A, ©

©
o

A...AO q Stoga je za neke a€ A 1 B&6B — 2 ispunjeno € = €(@3)

€& = o(§,b). Sli¥no, kao u prethodnoj lemi vaii: €(3)F 13ve(a,v
Buduéi da je UE¥3RE) , to X E1376(2,9). Dalje 1390(3,3)
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je ﬂn formula, te poXto je ()L<n§6 to ZkT3y¥8(R,y),

protivno &6 k ©(3,b). Stoga je ' neprotivurena teorija, te

postoji model (C',cg Bl . Prema lemi prenosa onda pos-
b€B .

toji gore opisani model C . -1

TEOREMA 3.5. Sledec¢a tvrdjenja su ekvivalentna.
1° AE Tq .
’ n+l

2° Postoji model 6k T, tako da Lk Eh(UN) X .. od-
nosno Utk Th(%) Npere ‘

3° Postoji model &H-F T tako da 2SI
Ako je nz1, tada takodje vaZi:
4° Postoje ¥, [ tako da LrT, X< %< n-lE i ot<[

5° Postoj€ modeli %,C tako da HET i sledefi diagram

tira:
komu 7 [";\

-
o 3 O

6° Model Ut je elementarni podmodel modela &, gde je
%-UD,

hew
18, <0 By <poq -o0 s G FE T,
7° Model U! je elementarni podmodel direktnog limita n-1
elementarnog sistema modela teorije T.
8° Postoji konadan sendvi&

X = ao‘n"%o(n-l “l n-zx"l<.,_3..., gde

.‘{,jhr i 0(°<Ozl<.

Y

B, < é:’»1<... .

PRIMEDBA. Tvrdjena 6° i 8° odgovaraju teoremi 5.2.8. u /7/ -
Tamo su ta tvrdjenja dokazana drugim sredstvima, pre-

ciznije metodom zasicenih modela, koja se pokazala kao uni-

formna metoda u pristupu izuavanja problema prezervacije.

U /7/ takodje je uveden pojam sendvida.
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DOKAZ teoreme 3.5. (1°=32°) Neka je CXET n 1
n+l

M=rqvu Th(OL) Tnel” DokaZimo da je r neprotivured-
na teorija. Pretpostavimo suprotno, tj. da je r protivurecna
teorija. Tada za neke €lreees € n€ Th(O) vaZi T, ‘Cl,...,
€nt L . Neka je €= € A...A € . Buduéi da je kona&-

na konjunkcija Z n+l formula takodje Zn+1 formula, to je

¢ Zn+1 formula i TF1%€¢ . Dalje, za neku ﬂn formulu

Y/, 2 32Y ,te T V%1Y. Formula 1Y je Zn for-

mula, stoga, VX1V je [ formula, te 7¢€ T . Otu-
n+l I'Im_1

da sledi OUE1€, 3to protivuredi OLET 0 . Stoga je [
: n+l

neprotivurena teorija, te postoji model JLskl". Otuda H E T
i &k Th(oy s -
n+l

Dalje, ako je ¢ n qey formula i & E¢, tada nije
<> E1%. Otuda nije Ot E1¢, odnosno va¥i: L E€. Stoga

OLEF Th(%) n . Na kraju, primetimo da je ULETh(%) n
n+

n+l 1

— Lk Th(v) .
Zn-l-l

(2° = 3%. Neka je L'k T tako da B'E Th(01) & i
n+l

1

' . [
P =mg v X n+y (U0) . DokaZimo da je I neprotivure&na

s,
teorija. Pretpostavimo suprotnc, tj. da je ' protivure&na

teorija. Buduéi da je skup formula n+1(0t) zatvoren u od-

nosu na kona&nu konjunkciju, to postoji ¥€(3) ¢ Zn+1 () ta-
ko da Th(L) k ¢ (3) . Buduéi da se konstante ERRRRNT-
ne pojavljuju u Th(¥L'), prema lemi I1.2.2. vaZi:

Th($ ) k ¥% 1€ (%), odnosno &' EVZ 1€ (). Primetimo da je
OLE Th( &) n te UEFX 7€ (X), 3to se protivi uslovu
n+l

€ (@ e Zm_l(o(,) - Stoga postoji model (Z:,ba> aca tako da
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% Th(Z) 1 <% b aeaF  Z . (¢0). Buduéi da je

preslikavanje h: (t— &’ , definisano sa ha = b, Zn+1 uta-

panje, to L'k T (Jer &'=%) 1 u-<. g
Prema lemi prenosa postojirmodel = , tako da

n . Buduéi da je = = T, to vaZi T.

. Stoga

(3° =5 19). Neka je K< B, BETi €er
. n+l

n

LEC, te prema lemi 1.5.4° vazi: ULk« . Otuda UC#Tn
. n+l
Neka je n pr;lfodan broj 2 1.

[+] (]

(37 = 4°) Sledi na osnovu leme 3.4.2%
(4° = 5° uUkoliko je o< & < L 10« tada za inkiu-

n-1
ziona preslikavanja i,: H—3, i, Ut—[, 10 &L — C.

prikazani diagram komutira. Pritom, 11 je

C
. i, i
n-elementarno, i, elementarno, i, n-1 .

1q
elementarna preslikavanje. u &

o]

(5° => 1% Neka je ispunjeno tvrdjenje 5°. Otuda Uﬁ—<-*n$-,

stoga Otkr an .-
n+l

(4° = 6%. Neka vaZi tvrdjenje 4° 1 Or= no & =%,

Prema 4° postoji 1 tako da sledeéi diagram komutira:

Buduéi da je Ocl = Uto, to je takodje o=, < Uy

Oclh'r

n_, .+ Stoga postoji model kT

n+l
tako da Ut; < x\-l. Otuda vafi -‘6-°<n_i 0‘5-1. Prema tome
sledeéi diagram je komutativan:
o=, < Oy

Y A~

’ L, <me _ z’q
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Iterirajuéi avu konstrukciju prebrojivo mnogo puta do-
bija se sledeéi komutativan diagram:

0l=o¢°-<()(1<0t< .

, < -
I A AR

3 N

Bo < po1 Ty < Bo<pgee

Neka je U= Y 01 1 &=V Z . Buduct da je

(O ). elementaran lanac, to X <. s druge strane
n Néew )

A,€B,SA S B &..., stogaA_=B8, , te K=,

(6° = 7°) . Primetimo, ukoliko vaZi tvrdjenje 6° tada je
€ - < é‘}i, Eij\ i,jew) n-1 elenentaran direktan sistem,

gde. su Eij: 31 — éfrj (1«3) inkluziona preslikavanja.
(7° = 1° Neka je H< &L, gide &= lim Z—i,iib'r i pritom
je direktni sistem t = <$i'hij | 1 €je€ D> n-1 elementaran.

Pretpostavimo da je %€ € Tn . Otuda za svaki i€ D vaZi:
n+l

xiki’ . Buduéi da je € nn+1 redenica 1 t je Zn sis-

tem, to € va%i na %, , pa prema tome i na O .

(3° = 9. Opisani sendvil dobija se iteracijom tvrdjenja 4°,
(8° = 3%°. Trivijalno. -

Primetimo da ukoliko je Ak T n , tada postoji
n+l
& kT tako da O(Enx' . Zaista, ako je Wk , tada pre-
n+l

ma prethodnoj teoremi postoji model & tako da X ETh ().,
Lako se proverava da je u takvom sludaju X En% . Medjutim,

obrat ovog tvrdjenja ne vaZi, kao 3to pokazuju sledeéi prime-
ri.
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PRIMER 3.6. (n = 0). Neka je T teorija linearnog uredjenja sa
&siomem~. ¥x(c<x), gde je ¢ nova konstanta, i
N =<KW, g ,1 , L=<Kw, < ,0> . Tada je & model teori-
je T, dok A& nije model teorije Tp, » budu€i da je aksioma
¥ x(cs x) ﬂl formula. S druge strane lako je proveriti da

je (L= o & . -
PRIMER 3.7. Neka je T teorija gustog linearnog uredjenja bez

krajeva, & model za T i X =<w,s> . Buduéi da T
ima 0, aksiomatizaciju, to je Tk Tn, pa prema tome

~OE T"z. . 8 druge strane prema prj:néru 5.1. vaZi: L = -lz*."

Bilo bi od interesa da se za svaki new odredi teori-
ja T i modeli 0t,% Xxoji opovrgavaju: (U= ng i S kET)—
a F an,,‘ . :

S druge strane, ako je U = 1‘2’ i L kT, tada

& ., tada OLETh(SG)
n+l n n+l

: n+
U e 7, . . zaista, ako je A=

te prema prethodnoj teoremi vaZi L FE Tn n+1. Medjutim, i u
ovom slufaju obrat ne vaZi, kao 3to pokazuje slede€i primer.
Neka je T teorija gustog linearnog uredjenja bez kra-
jeva i ULVprebrojiv model za T. Kao ¥to je poznato (Cantor),
Ut je prebrojivo univerzalan model za teoriju T~ linearnog
uredjenja. Buduéi da je T~ univerzalna teorija i T"¢ T, to
T ¢ Tnl. Neka je “eT "1 i% proizvoljan model teorije T”.

Ako je % konadan , tada & — UL, te L F® . Ukoliko je &
beskona¥an model, prema DLST postoji prebrojiv &'<%. Tada
L', te L'k . Otuda LET . Stoga, refenica ¥ va¥i na
svim modelima teorije T ", pa prema stavu potpunosti T k¢ .

Otuda T°2 T, , odnosno T"F AT, . Neka je N =<w, 2
1 1
(ili ma koje uredjenje neizomorfno uredjenju racionalnih

i:rojeva). Tada OUE 7% stoga Ot'E T . S druge strane,
rll
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’
jasno je da nije X 220£ , jer bi ina¥e bilo “'kTh(ck) n e
2

odnosno Yt'E T, Zto je kontradikcija. Teorija T je )'(o ka~
tegorifna, te nema modela teorije T tako da va?i 0552:5' .

POSLEDICA 3.5.1. Sledeca tvrdjenja su ekvivalentna.
o

1 TE + Tn
n+l
2° Teorija T je zatvorena u:odnosu na n-elementarne :pod-
modele.
3° T je zatvorena u odnosu na n-1 elementarne lance (nz1l).
4° T je zatvorena u odnosu na n-1 elementarne direktne

limite (n31).

PRIMEDBA: Tvrdjenje 3% dokazali su Suzko-Tarski u sluéaju n=1,
d. Keisler za proizvoljno n (Keislerova sendvi& teore-
ma, vid. /7/).
Navodimo dokaz za 1° e 2°, Dokazi u ostalim sludaje-
vima su sli®ni.

(1°=> 29 . Neka jeTE dT » FT 1 U< % . Otuda

nn+1
q.h'rn , stoga UlkT,
n+l

2° = 1°). Pretpostavimo tvrdjenje 2° i neka je UtEeT

n n+l

Prema teoremi 3.5. postoji & F T tako da U< % . Otuda,
prema 2°, va%i OLET. Stoga T E T. S druge strane o&i-
n+l

'teTF dTn . -
n+l

gledno T ¥ Tn
n+l

POSLEDICA 3.5.2. Oth'rz > Postoje modeli 54 , [ tako
n+l
da vaZi sledeC: diagram udrufivanja: N<.%<2[, CkrT.

DORAZ: ( = ) Neka je Ot#TZ

- DokaZimo da je TUTh(W)
n+l PV

neprotivurefna teorija. Pretpostavimo da to nije. Tada
postoji l'ln'+1 reCenica € tako da (1) T v{¢} je protivureéna
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teorija i (2) Otke . Prema (1) je Tk1¢ . Buduéi da je ¢
2 n+l refenica, to OLE1¢, Sto je kontradikcija prema (2).

Stoga, TV Th(0t) je neprotivure&na teorija. Neka je

z n+1

L E TV Th(o) fn . Prema teoremi 3.5, postoji model ¢’ ta-'
n*l

ko da C <n0c' i OUkTh(0r). Otuda U'ser, te postoji model
& tako da UL = 6«2 0r'. Otuda O <= B2 C

( <= ) Neka postojé modeli %, C tako da Wt —E_.. x’,n‘Tf cC.
Otuda £: L — B (Zn-i-l

Tk¢ . Tada Lk%, te LF¥. Otuda ULEP, stoga UHET .
n+l

). Neka je € 2 . refenica tako da

4. Neki primeri i primene

TEOREMA 4.1. Neka je € = <0(i,hij| i<jeI> direktan, n-ele-
mentaran sistem jezika L i T teorija u eventualno Zi-

rem jeziku. Ako je svaki ULi n-elementaran podmodel teorije

T, onda je 0(_0- 1_1_’m f takodje n-elementaran pcdmbdel teo-

rije T. )

DOKAZ: Neka je M=T U Zm,l(Ul) . Tada je r neprotivure&na
teorija. Pretpostavimo da to nije. Tada postoji rele-

nica €(@) € 2 lUU tako dd je T+ 7 €(3). Otuda prema lemi

I.2.2, va¥%i Tk VX 19 (X). Primetimo da Je formula ¥X 1.9 (%)
reenica.

S druge strane, buduéi da je t direktan sistem, pos-~
toji je I tako da 3 = th za neki niz BeAj. Prema teoremi

n n+l

2.1. hy: ocj—<—»n0t.. i O Ef3), stoga Uk €[b]. Po
pretpostavci model X, je n-elementaran podmodel nekog modela
& E T. Buduéi da je HEYR 71 @(R) i refenica VR 1€ (F) je

N 4, formula, prema lemi 1.5. OZjh Y% 1¥¢(%). otuda
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Cﬂj E  19€[B], 3to je kontradikcija. Stoga postoji model
CEP. prema izboru teorije I vaZi: CeT, U= L. 4

POSLEDICA 4.1.1. (Tarski) Ako je svaki konaZno generisani
pedmodel modela (1 takodje podmodel teorije T, tada
je Ut podmodel teorije T.

3

DOKAZ: Primetimo da je model ¢ direktan limit svojih konac-
no generisanih podmodela. -

POSLEDICA 4.1.2. Ukoliko je model UL unija podmodela teorije
T, tada je UL podmodel teorije T.

Sledecei prirmer pokazuje kako prenos odredjenih infor-
macija sa podrmodela daje izvesne znalajne informacije o samom
rodelu,

Neka je Ut model prebrojivog (ili bar sa najvide pre-
brojivo mnogo funkcijskih i konstantnih simbola) jezika L.
Preslikavanje f: At — An, takvo da postoje termi tl""’tn

jezika L, tako da za sve 3¢ A va¥i £(3) = (tf“(E),...,tgl(E)).

nazivamo L-preslikavanjem naé ¢ . Xa primer, svaki polinom
nad odredjerin prstenom je {+,.} -preslikavarje.

TEOREMA 4.2. Neka je model Ut direktan limit kona&nih modela.
Tada za svako L-preslikavanje £ naé ¢ vaZi: Ako je €
1-1 onda je f na .

DOKAZ: Uvodimo sledefe cznake koje imaju cva znafenja:
p: Svi funkcijski i kenstantni simboli jezika L koji
imaju pojavljivanja u termima tyreeert, su izmedju prvih p

funkcijskih i konstantnih sircbola jezika L, (P€w ).

g: Najvi3e g elemenata skupa A ima pojavljivanja u termima
tyse..st . Preciznije, ako su tl(él,x),...,tn(én,x) gore na-

vedeni termi, tada q > cufina (3% )+...+duZina (3%), (qew).

r: Najveéa duZina terma ti za i€ {l,...,n} je r. Ovée pod

duZinom terma podrazumevaro dufinu terma u sintaksnom smislu.

Xa prirer, duZuna terma (x + y). 2 e 7,
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n: f preslikava a® u al,
Neka su YyeYpreeesX, 2OYARE dva fiksirana niza promenljivih

i <I> = {t 1t Jje term jezika L, t je oblika t(yl,...,yq',xl,
cseq xn.) gde g“¢q, n“en, svi funkcijski i konstantni sim-

boli koji se pojavljuju u t su medju prvih p funkcijskih i
konstantnih simbola jezika L, du%fina(t) < r} .
Primetimo da je skup ¢ konaan.

Neka je €(p,q,r,n) sledecéa re&enica
mn

ted VY --- yq( Vxl...xn vzl"‘zn(i=lt1(y,;§)=ti(y'§) = x)=

A

Z)A o AR =z ) =>Vul...un Bvl... Vo  i=1% = & (F).

Primetimo sledeée &injenice:

Refenica ¢(p,q,r,n) iskazuje da za sva L-preslika-
vanja odredjene sloZenosti va¥i: Ako je f 1-1, tada
je £ na.

2° Re&enica ?(p,q,_ﬁ.n) je n2 formula, buduéi da je

10

¢ [}QVY va 36‘352 H((ié\lti(y,g) =t (%.2) = x, =z, A...

Mxp =z s ey = 5 @),
3° Reenica € vaZi na svakom kona&nom modelu, buduéi da

vaZi: Ako je X kona&an skup i g: X '1—_-1" X, tada je g
preslikavanje na.
4° Ako je UL model jezika L, tada

0,D/q, T OLE €(p,q,r,n) e g (£ je 1-1 L-preslikavanje

— £ je na).

Neka je Ulei’m 8 , gde je‘f= 4 ’hij‘ igcjeD)
direktan sistem kona&nih modela. Tada je CC Zl sistem,
stoga, prema teoremi 2.1., svaka ”2 redenica koja vaZi na
svim modelima oti' takodje va%¥i na U ., otuda

n'p'q'rewock‘e(p.q,r,n), te prema 4° tvrdjenje je dokazano. =
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PRIMER 4.3. Neka je B Booleova algébra i £: 8%, 8" Booleovo

preslikavanje nad B. Poznata je &injenica da je svaka
kona®no generisana podalgebra od B kona&na. Stoga, B je dire-
ktni limit kona&nih modela, pa prema tome vaZi: Ako je f 1-1
onda je £ pa.

PRIMER 4.4. Neka je <G,+,0) Abelova p-grupa (tj. svi eleme-

nti grupe G su reda p), p je prost broj. Lako je vide-
ti da je svako kona&no generisana podgrupa od G konadna, sto-
ga za svako preslikavanje oblika

n
x_+a
n n)’

1 1 n
f: (xl,...,xn)——a(glxl+...+gnxn+al,...,mlxl+...fgn

iAeG, miéz, vaZi: Ako je f 1-1, tada je f na.

PRIMER 4.5. Ako je {G,+,0) Abelova grupa u kojoj svi elemen-

ti kona&nog reda, lako je videti da je svaka kona&na
generisana podgrupa ove grupe konadna. Stoga i u ovom sluda-
ju va%i sli&no tvrdjenje kao u prethodnom primeru.

PRIMER 4.6. Neka je CKP algebarsko zatvorenje kona&nog polja

zp, p prost broj, 1 3¢ AP. Neka je F = Zp(al,...,an)

podpolje polja Clp generisano elementima Qjreeesap. Buduéi

da su elementi ayreeesay algebarski nad zp, to je F konaé&no

polje. Stoga, cxp je direktni limit kona&nih modela. Otuda
vaZi: ’
(1) Ako je f polinomno preslikavanje nad CKP; tada, ako

je £ 1-1 onda je £ na.

Dalje, neka je L ma koje algebarski zatvoreno polje
karakteristike p. Polje UL, je algebarski prost model ta teo-
riju algebarski zatvorenih polja karakteristike P, stoga

Olp — Ot . s druge strane teorija algebarski zatvorenih
polja je modelski potpuna, stoga CMP-:Sa»Ct . S obzirom na

teorenu 4.2.4°, tvrdjenje (1) mofe se primeniti na polje Ot .
Otuda tvrdjenje (1) vaZi za sva polja proste karakteristike.

Poznato je (A.Robinson) da ako re&enica © va¥i na svim
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(algebarski zatvorenim) poljima karakteristike p, p je prost

broj, tada © vaZi na svakom algebraski zatvorenom polju.kara-

kteristike O (jedan jednostavan dokaz oVog tvdjenja: Neka Su
Otl’ (X,,... algebarski zatvorena polja,® vaZi na polji-

ma M, ,ecey X ,ee. redombkarakteristike Py +Pores.« Neka
P Pp 172

je A= N Cnhzh ultraproizvod po neglavnom ultrafiltru U
nad w koji sadrZi {,pl,pz,...} . Buduéi da 6 vaZi na svim

Uy » to® vaZi na L . Lako je videti da je Ut algebarski
i

zatvoreno polje karakteristike O, te zbog potpunosti teorije
algebarski zatverenih polja karakteristike O, © vaZi na svim
modelima ove teorije ). Otuda, ako je UL algebarski zatvoreno

polje karakteristike O, onda vaZi: n'p’q'reéﬂkf(n,p,q,r).

Stoga tvrdjenje (1) va%i i za polje X .

PRIMEDBA: Tvrdjenje (1) dokazano je u /6/ za polje kompleks-
nih brojeva. Medjutim ono se pojavljuje ve¢ kod J. Ax-~a
("The elementary theory of finite fields", Ann. Math, 88(1968))
Do kraja ovog paragrafa uglavnom primenjujemo prethodna
razmatranja na teoriju Booleovih algebri. Iz tog razloga pot~-
reban nam je pojam Hornove formule. Definiciju izostavljamo,
moZe se naéi na primer, u /7/ ili /8/.

TEOREMA 4.7. (Horn, Chang, vid. /77. Hornove refenice se odr-
Zavaju u odnosu na proizvode modela. 4

PRIMEDBA: Vedéi deo tvrdjenja'koja slede moZe se dokazati ko-

risfenjem stava (Vaught): Ako je ¥ Hornova Booleova
reenica 1 2k¢ , tada T+%¢ , gde je T teorija Booleovih al-
gebri. Medjutim, pokazuje se da je za veéinu slulajeva dovo-
ljna teorema 4.7.. Napominjemo da je prof. S. Pre¥ié doZao
nezavisno do stava slitnog pomenutoj Vaughtovoj teoremi kroz
primenu rezultata teorije modela na Booleove jednaline.
MoZemo reéi da je metodika dokaza, Zto slede, inspirisana
upravo ovim idejama prof. S. Pre8iéa.
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Simbol Le 2" oznaava da je o= ( 4C1,..., L), Liel

2ko je t Booleov term tada -t(-d,¥) stoji umesto t( &l,...,iﬁ?c)

Neka je €, = vz V?(An t(L,¥) =0 =t = 0), gde
2

je t = t(X,¥) Booleov term. Tada o&igledno vaZe sledefe &inje-

nice:

o

1 2k € e

2° Redenica ‘Ct je Hornovska formula, te prema 1° i teo-

remi 4.7. ‘et vaZi na svakoj kona&noj Booleovoj alge-
bri, buduéi da je svaka kona&na Booleova algebi‘a oblika 2".

3° Svaka Booleova algebra je direktni limit konaénih Boo-
leovih algebri.
4° Redenica ‘et je nl formula.

Otuda, prema prethodnom i teoremi 2.1. sledi da za
svaku Booleovu algebru B vaZi: Bk ‘Ct. Stoga vaZi sledeca

TEOREMA 4.8. Neka je t(X,3) Booleov term nad Booleovom alge-
brom B, (3¢B). Tada:
Bk /\ t(L,3) = 0— BE Vr:t(s‘c,‘é) = 0. <4
Le2?
POSLEDICA 4.8.1. Neka su ty %,3), t2 (X,3) Booleovi termi nad

B. Ako je Bk oL/e\z" tl(&.é) = tz(o(-.é). tada

Bk Ve, (2,3) = t,(%38).
DOKAZ: Primenimo. prethodnu teoremu na t = tlA t2, gde je &

simetriéna razlika. -
POSLEDICA 4.8.2. (Rudeanu) Neka je t(X,3) Booleov term nad B

Ln

n !

2 = ay S ..‘s 1‘\
It (%,3) L\elin t(L£,8)X* , gde X XA A X

o 1

x = x%,x" = x. Tada Bk Y% t(%,3) = to(i,ﬁ_).

. . n - = - “l -
DOKAZ: Neka je f>€2". Tada t_([3,3) &\elzn t(L,AP= t( 3,3

Otuda Bk peah t(fs 3) = to( p,g) . Stoga prema



88

posledici 4.8.1. va%?i Bk ¥X ¢t(xX,3) = t (X8, -

POSLEDICA 4.8.3. Neka je t(X) Booleov term nad B. Tada pos-
toji Booleov term h nad B tako da

BEVX hnat(x) = A t(L).
L& 2

DOKAZ: Neka je h(R) definisan sa: za [>€2" h(p) =
/\n t(L). Otuda za svaki pé&2"
“ e 2~ {p}
BE h(f)At(p) = ‘/\ n t(d ). Stoga prema prethodnim
€2 :
posledicama BE VX h(XFAt(R) = /\n t(d). |
Le2

TEOREMA 4.9. (UopStenje T.IIX.7.3. /27/). Neka je

(1) t(X,3) = O Booleova jedna¥ina nad Booleovom algebrom B.

Tada jedna&ina (1) ima reS$enje u B akko inf nt( A ,a)=0,
4e2

Drugim re&ima
Be 3% t(X,3) =0 &— inf o E(£,8) =o0.
Le2

DOKAZ: 1° Doka¥imo B &= 3Ix t(x,a) = 0 => inf n t(d,a)=0.
€2

Medjutim, ovo tvrdjenje neposrednb sledi na osnovu po-

sledice 4.8.3. )
2° Doka%imo da va¥i: Bk infn t(L,38) =0 =5 3% t(X,3)=0.
€2

Uolimo sledecu Hornovu n2 redenicu:

= = “
Yy Vul“z"'uﬁn Bxlxz.. xp juépzn u, 1 :‘/e\zn(x £ug)).

Primetimo da su promenljive uy jednoznaéno indeksirane ele-
mentima & 2", Bududi da je za fS €2, L & Zn, B‘L= 1
u sludaju 4L= (Breverpp)e fi‘=0 inale, to va%i 2¢Y .

Poito je ¥ Hornova formula to Y va%i na svim stepenima
Booleove algebre 2, stoga Y va%i na svim kona&nim Booleovim
algebrama. Buduéi da je svaka Booleova algebra direktna
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granica kona&nih Booleovih algebri, prema teoremi 2.1. ¥ va-
2i na svim Booleovim algebrama.

Neka je B Booleova algebra i Bk inf t(J\,a)-O- Otuda
ae 2l

Bk iup n t70L,3) = 1. Podto je BEY , to postoji deB ta-
€

ko da % ¢ t°(4L,3) za sve L &2, otuda za svaki « 2"

t(«L,3)A gt =o0.

Stoga sup t(«L,3)A 8% = 0. Prema posledici 4.8.2.,
‘2

t(a'a) = Q, "‘

Primetimo da prema poslednjem, jedna&ina t(X,3) = O
nema reSenja u B akko postoji ¢ € B- {0} 1 term h nad B tako
da hAt = ¢,

U nekim slufajevima moZe se govoriti o obratu teoreme
4.2, kao u slu¥aju Booleovih algebri ili komutativnih p-grupa.
Neka je

m

- n
Y(p,q,r,n)= t/&\¢ V¥(VE3Iw {_\ui=ti(§,v) = ¥z Vi A ti(?:i)‘

i=?
t, (¥.2) > X)%2) Aeee A X = 2))

gde su oznake kao u teoremi 4.2. Nije te¥ko videti da je V¥
Hornova formula, stoga je odrfana u odnosu na proizvode: mo-
dela. Relenica ¥ iskazuje da za sva L-preslikavanja odredje-
ne sloZenosti vaZi: Ako je f na onda je £ 1-1,

Neka je B konaZna Booleova algebra. Tada ¥ va%i na B,
Prema pomenutoj Vaughtovoj teoremi ¥ onda va%i na svim Boole-
ovim algebrama. Otuda:

TEOREMA 4.lo. Neka je f: 8" — B" Booleove preslikavanje.
Tada: Ako je f na , onda je £ 1-1. <

POSLEDICA 4.10.1. Booleovo preslikavanije f: B" sy B” je na
akko je f 1-1 preslikavanje. <

Neka je G kona¥na Abelova p-grupa. Jasno je da ¥ vaZi
na G. Otuda vaZt na nekoj beskona&noj Abelofoj p-grupi (ovo
tvrdjenje moZe se dokazati na primer, primenom stava kompaktno-
sti).
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S druge strane, teorija ovih grupa je k-kategori&na za svaki
beskonanan kardinal k, stoga je ova teorija kombletna (za
fiksno p). Otuda ¥ va%i na svim Abelovim p-grupama, stoga
vaZzi: Ako je f: G Gh L-preslikavanje tada, ukoliko je
f na onda je £ 1-1. Kombinujuéi ovaj rezultat sa ranijim,
dobijamo: £ je na akko f je 1-1. ‘
Jednom prilikom prof. Dj. Kurepa je postavio sledeée
pitanje: "Da 1li postoji prebrojivo univerzalan model za par=-
cijalno uredjene skupove?". Navodimo jedno model-teoretsko
razre3enje ovog problema.

TEOREMA 4.11. Neka je Lo prebrojiva bezatomi&na Booleova al-
gebra i < inducirano uredjenje na S, Tada se svako
prebrojivo parcijalno uredjenje utapa u < S, <>

DOKAZ: Neka je Ul = 4 A, < prebrojivo parcijalno uredjenje.
Primetimo da L(U{) ne sadrZi funkcijske simbole. Stoga
je svaki kona¥no generisani podmodel modela ({ kona&an. Otuda
U je direktna granica svojih kona&nih podmodela.
DokaZimo da vaZi ,
(1) Svaki kona&ni podmodel <£X,4) modela O utapa se

<R e>. |

Neka je £: <X,4¢) —<{S(X),c) definisano sa £(x) =
{ yex) Yy ¢x}. Lako je videti da je f utapanje. Booleova alge-
bra {s(X) ,n,U,Cx,¢,X) je kona&na te se utapa u fL . Stoga
(S(X).£>—4<.n.,$>— -

Prema teoremi 4.1. O je podmodel teorije Th(f),
odnosno postoji <B,£> ¥ Th(fl) i utapanje f: ¢ — <B, <.
Buduéi da se aksiome bezatomi&nih Booleovih ‘algebri mogu
izraziti u jeziku (:é } + to je inducirana Booleova algebra
8 =¢B,A,V, °,0,1) takodje bezatomilna. Primenom DLST
postoji prebrojiva bezatomi¥na Booleova algebra B4 B
tako da £f[(A] € B”. Otuda £f: { —»<{B°, 4¢> . S druge strane,
teorija bezatomi&nih Booleovih algebri je w -kategoriéna,
stoga B°¥ SV . Otuda f— SU . - -

U vezi sa prethodném teoremom moZe se postaviti pita-
nje da 1i postoji takvo utapanje £: N—><<) koje odrZava
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supremum i infimum kona®nih skupova. Delimi¥an odgovor je da
je Q prebrojivo univerzalan model u kateogiriji distribu-
rivnih mreZa, ¥to se moZfe pokazati na sli¥an na&in kao u pre-
thodnom dokazu.

5. n-kompletne teorije

Neke teorije I reda su kompletne do odredjene sloZeno-

sti u hijerarhiji ﬂn, Zn formula.

DEFINICIJA 5.1. Neka je n prirodan broj > 1 . Teorija T je

n-kompletna akko za svaka dva modela UL , & E T va¥i:
oC = n:&— "

TEOREMA 5.2. Neka je T neprotivure&na teorija. Tada su slede~
¢a tvrdjenja ekvivalentna:

1° T je n-kompletna teorija.

2 ako je € [l refenica, tada Tr€  ili TFI¥

3® Ukoliko je ¢ Zn redenica, tada TEE 411i THI?¢
4° 2a svaka dva modela (X, & kT postoji model L tako da

U—==[C <=2

M-4

DOKAZ: (1° =3 2°). Neka je T n~kcmpletna teorija. Pretposta-
vimo ~ TH1¥ , gde je < nn formula. Tada je

TU{¥} neprotivurefna teorija, te postoji model LkT, ¢ .
Neka je (T ma koji model teorije T. Buduéi da je ¢ ﬂn for-

mula i X = n‘b. , to NE? , odnosno € va%i na svim

modelima teorije T. Otuda, prema stavu potpunosti, T €.
(2° => 3°. Neka je Zn formula. Tada je 1¢ ”n formula,

stoga THF1¥ 11i T +11¢, odnosno TF1¥ 1li TF¢.
(3° = 19 . Neka su ¢ ,% modeli teorije T i ¢ Zn formu-
la. Dalje, neka je ULF? i pretpostavimo da je & F1¢. Stoga
su teorije TU{¥¢} , TU{1¢} neprotivure&ne, suprotno pret-
postavci da je T+%  ili TH1Y | Stoga o E€.
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Na slidan na&in dokazujemo da ako je $:€onda (ke
otuda @ En & .
(1° = 4°). Neka su U, % E T. Buduéi da je UCERX»- ; prema

lemi 3.3. postoji model L tako da OUt%[ i & <, C .

n-1
(4° = 19 . Neka su U, % modeli teorije T, 1 ¢ ﬂn for-

mula. Po pretpostavci postoji model C tako da =L i
S — n-1 & « Neka je L€ ., Buduéi da je U=~ [ , to

CkE¢ . Stoga prema lemi 1.5. va¥i: & F€¢ . Dalje, neka je Sr¥.

Po pretpostavci postoji model LC' tako da Ot == s

n-1
b —-‘-*C,. Sli&no kao gore dokazujemo da va%i Ut k€, Stoga
o =3 . 4
n .
POSLEDICA 5.2.1. Teorija T je l-kompletna akko za svaka dva
nodela L , & kT postoji model T tako da <L 4
¢ — L. A4
O¢igledno je da je svaka kompletna teorija-n-kompletna
za svaki n2> 1. Navodimo neke primere l-kompletnih teorija koje
nisu kompletne.

PRIMER 5.3. Teorija beskona&nih linearnih uredjenja je l-kom-
pletna.

DOKAZ: Neka su MUi=<A,&> , & =<B,&” beskonadna line-

arna uredjenja. Ako je XS B konaan, lako se vidi da
se <X,&” utapa u L . Stoga, svaki kona¥an podmodel modela
%~ utapa se u UL . Medjutim, kona&no generisani podmodel
modela &%~ je konadan, stoga prema teoremi 4.1. 4 je podmodel
teorije Th(Ut), odnosno postoji model o tako da D = OL i
% — D . Buduéi da je £ =20l , postoji model L tako da
H—C 3 <Ll | otuda % — L >0l . pPrema posledici
5.2.1. tvrdjenje sledi. 4 SR

U prethodnom primeru nemamo informacija o strukturi
modela [ . Ukoliko su modeli { ,d prebrojivi, moZe se
reéi ne3to visSe o modelu C . Stoga uvodimo sledeéu

DEFINICIJA 5.4. Neka je O =<A,<> 1linearno uredjenje i
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Ja, b, = {xeAI a<x<b}. Ako je jasno o kojoj strukturi
je re&, umesto Ja, bl, pisademo 1la, bl . Neka je k kardinal.
Uredjenje UL je k~gusto akko

(1) /\ lla,bll 2 k-— \/ lla,etl 2 k¥ 1 \le,bl] > k
a,ben ceA

(2) - V {la,bll 2 k.
a,bea

Ukoliko je Ul w -gust, kafemo da je Ut prebrojivo
gust.
TEOREMA 5.5. Neka je Ul beskona&no linearno uredjenje. Tada
postoji prebrojivo gust & tako da Ut<Z% i (B|=\Al.

DOKAZ: Ako je (& beskonalno linearno uredjenje, tada jedno od
slede¢ih tvrdjenja vaZi:

1° Postoje a,b € A tako da fla,bfl > w |,

22 Ul nema najveéi element.

3° X nema najmanji element.

DokaZimo da vaZi:

(1) Postoji & tako da Ut < b , |al=(Bli 1° vazi za & .
| Iz tog razloga pretpostavimo da 1° ne va%i za uredje-

nje Ot , i recimo neka 2° va%i za (X . Neka je ¢ nova kons-
tanta i = T(0)V {g <cl aeA}. Svaki kona&an podskup od
' 3je ostvaren u ¢ , te postoji < G,bD> k[ ,(c% =b).
Prema lemi prenosa mofe se uzeti da je X<, a prema DLST
da je IBl=|Al. Ukoliko je a¢A, lako se vidi da je |la, bllzw .
Stoga (1) vaZi.

Prema prethodnom moZe se pretpostaviti da 1° vaZi za
uredjenje OC .

Za svaki par (a,b), takav da je a,b€A, a<b, |la,bllzw
neka je
Zab={5<uo} U{Vo< 9} U{ui<ui+1 ! iéw}\l{vi+14 Vil i€ w}

U{ui< c<vi|iew} » gde SU €, U, UjseeesVg, Vi,... nOVeE

(o]

konstante i to tako izabrane da ako c/ u‘;, ul’,...,vé, vi,...
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odgovaraju drugom paru (a“, b”), tada

{C, uol ull---tvor vll"‘} n {C'l u

-

or UireeerVis vi,...}-—- ?.

Neka je I'=T()U U_ 2 -, gde je I skup gore opi-
a6l ab

sanih parova. Svaki konagan podkup od r realizovan je u O¢ ,

stoga ' im model &. Buduéi da je & k T(CL), mo¥e se uze-

ti da je X < %. S druge strane, uvedeno je najviSe |A] no-

vih konstanti, te prema DLST postoji CZ, tako da Utgffll i

%% <5, 0(1 sadr#i sve c¥, uix’ ; vf’ i IA|=|A1| . Stoga

0"1 zadovoljava 0140(1' i sledeéi uslov: ako su a,b€A i
lla,blyl 2w , tada postoji c€A; tako da l1a, C[a,l?w i
e, bly > w . '

Iteracijom prethodne konstrukcije dobija se elementa-
ran lanac Ot= ¢ < 0L, < 0(2<... kxoji zadovoljava sledeée

uslove:

(2) lAi] = |af] .

(3) Ako su a,be¢ An i lla, b[m.nl?w , tada postoji
ceA ., takoda lla, cly, | 2@ 1 llc, b, J2@ .
Neka je :G'= U UL _. Tada vaZi:

New n )
(4) IBl = |A|, buduéi da Bl = wsup A_ =w Al = [A] .
mew N
(5) % je prebrojivo gust., Zaista, neka su a,b€B i

l1a, bly|>w . Tada za' neki new , a,b €A . Pret-

postavimo da je Ja, bl",,_"l kona&an, recimo postoji ta&no m
elemenata u An izmedju a,b. Tada se ta &injenica opisuje ne-
kom formulom ¢ (a,b). Stoga Ul F ‘Cm(a.b). S druge stra-
ne 0 < % te b k¢, (a.b), odno;no postoji kona&no mnogo
{m) elemerata u B izmedju a,b, 3to protivuredi |\la, btx'i;w .
Stoga l]a,b[mh| >w. Otuda, prema (3), postoji ceA ., ta-

ko da [3ia, Cly,, | 2w i lie, b[“mlaw , stoga l|la, C{‘.&bw .

I]Cp b[Ll 2w . 4



95

Na sli¢an na&in se dokazuje
TEOREMA 5.6. Za svaki beskonacno linearno uredjen model (1
. postoji k-gusto (k >w ) uredjen model <& tako da
HN<Z 1 |Bl= max(lAal,k). H
Neka & , 3 ,... oznadavaju tipove uredjenja, na pri-
mer kao 3to su uvedeni u /19/. W oznafava tip uredjenja ra-
cionalnih brojeva, &£ je tip dualnog uredjenja od £ .
Navedimo neke primere prebrojivo gustih uredjenja:

(1) n, wn, Wi itd.

(2) Neka je Ul=<A, +,., £, 0> ne standardan prebrojiv
model prirodnih brojeva. Dokazujemo da je <A,<)> prebrojivo
gusto uredjenje. Zaista, neka su a,b€a i lla, blzw .
Pretpostavimo da su a,b oba parna ili oba neparna (ako je na
primer a neparan i b paran, tada vriimo sliéno razmatra-
nje sa elementima a+l, b). Buduéi da je Ot model aritmetike,
postoji c €A tako da 2c = a+b. Tada je |la, cti,ic, bllw. S dru-
ge strane ako je a € A nestandardan broj, tada éwa>n, te

[Jo, al] 2w . stoga je <Aa,<¢> prebrojivo gusto uredjenie.
Dalje, ako je a€ A nestandardan broj, tada postoji niz
«..2-2, a-1, a,a,at+l,a+2,... u A. Takodje postoji b€ A tako
da 1Jo, blizw i {]b, allzw . Otuda lla, a+bll 2w .
Prema prethodnom <A,<> ima tip uredjenja w +( W +w m .

(3) Kao u prethodnom primeru, dokazuje se da ukoliko je
N nestandardni model uredjenog prstena celih brojeva, tada
je tip uredjenja od < A,<¢> jednak (W' + w )n.

Prema prethodnim primerima i teoremi 5.6 vaZ%i:
w<w+(w"+wm s W o+ < (w'+w)vl .

Neka je Ul=<A,<> 1linearno uredjenje i ~ relacija
ekvivalencije na A definisana sa a ~b akko lja,blU 1b,alicw
Tada je na koli&ni&kom skupu A/~ na prirodan naéin induci-
rano uredjenje <L : a/~ < [, b/~ akko |la, bllpw .
DEFINICIJA 5.7. Izvod linearnog uredjenja Ut je

DOl=<KA/ , </> .

PRIMER 5.8. Dw =1, Dn =%, D(w+w*) = 2, D(w+w) = 1,

D(wy) =1 .
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LEMA 5.9. (U je prebrojivo gust akko Jje DUT gusto uredje-
nje.

DOKAZ: ( =) Neka je Ut prebrojivo gusto linearno uredjenje
i a/~ </~ b/~ + gde a,beA. Tada |la, blylzcw ,

te postoji ce A tako da \la, clizw ' fe, bLl> w '

Stoga a/~ <£/v ¢/~ </v Db/~ .

(<= ) Neka je DUt gusto uredjen i \la, blilzw . Tada a/~

</~ Db/~ s te postojic €A takoida a/~ </v C/~¥ </~ b/~ .

Otuda \la, clizw ., lle, bi>w . 4

POSLEDICA 5.10. Za svaki prebrojiv, linearno uredjen model
U= <A,< ,...> postoji prebrojiv model &= <B,

<%,...> tako da <% 1 D(<LB, <> ) € {7, M+1,1+7,

1+m +1},

TVRDJENJE 5.11. Neka je Ul= {A,<)> linearno uredjenie.

3
je gusto uredjen, stoga se svako. prebrojivo linearno uredje-

nje % utapa u DUt . Prema 2°, S >ey. A

Tada
s DUt je homorfna slika uredjenja Ot ,
- DOL— L .
3° Ako je Ot prebtojiv 1 prebrojivo gust, tada je ot
univerzalan model u teoriji linearnih uredjenja.
pDOKAZ: 1° Nije teSko proveriti da je kanonsko preslikavanje
h: A —» A/, homomorfizam.
2° Neka je - £ funkcija izbora za {a/~ | 2 eA}. Tada je
Preslikavanje h: DA — A definisano sa h(a/~ ) = f(a/~ )
utapanie. .
o Neka je I prebrojivo gusto uredjenje. Otuda, DL

POSLEDICA 5.11.1. Neka su ({ ,% prebrojiva linearna uredje-
nja. Tada postoji linearno uredjenje [ tako da vaZi:

M < CeY- . Stoga, teorija beskonadnog linearnog uredje-

nja je l-kompletna.

DOKAZ: Neka je [ prebrojivo gust tako da OI<{. [ je w -uni-
verzalan, te & — [. Ako su Uil, Zl ma koja linear-

na beskona&na uredjenja, prema DLST postoje prebrojivé
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uredjenja A, & tako da o<y, «"fv<-&1. Prema prethodnom
w 510‘5 , stoga dLl 51-:5'1. -

Sledece tvrdjenje omogquéuje da se za razne tipove ure-
djenja odredi izvod.

TVRDJENJE 5.12. Neka o+f3 , £ oznaavaju redom uredjenu
sumu i uredjeni proizvod uredjajnih tipova o, 3
(Podsetimo se da se > dobija tako 35to se svaki element od
* zameni kopijom uredjenja o{ i na tako dobijenom skupu na
prirodan na¢in uvede se uredjenje.). Tada vaZi:

1° Ako of nema najveéi ili e najmanji:élement tada
D(e(.+(5) =pd + D .
5® Ako 4 nema najveéi ili (3 najmanji element tada

D(Lp ) = ®LIp .

DOKAZ: 1° Neka recimo £ nema najveéi element. Dalje, neka

su =<a,¢> 1 &L= <B,£€> uredjenja redom
tipa L , 3 takodaaNB=9g i C=UN+Db, gde C= AU B.
Oznadimo sa ~ gore opisanu relaciju ekvivalencije na [
i sa ~ar g odgovarajuée relacije ekvivalencije na U, &.
Neka su a€A, beB. Tada J}Ja, b[c[ 2w te a-+~b. Stoga

vaZi: Ako je a€A, tada a/f. = a/~A. Sli&no, ako je heB,

onda b/ = b/ ~ . Stoga preslikavanje £: D(Ul+3Z)— DUl +D5

B

definisano sa f(x/~ ) = x/~A ukoliko je xe€eaA, f(x/~) = x/~B

ako je xe B, je izomorfizam. Ukoliko /2 nema najmanji element
dokaz tvrdjenija 1° je slican.
22 Neka je &= <B,£)> uredjenje tipa (> i za svaki beB,
ab = <Ab,é> uredjenje tipa oL , gde za b # b” A NA =
@. Neka je [ = <cC,4)> uredjenje tipa ip ., ¢ =b\gBAb'
inducirano uredjenjima sa modela & i UL, beB. Pretposta-
vimo da recimo Ulb nema najveéi element. Tada je za elemente
a€n, a"€ A ., gde b<b’, [Ja, aTl 2w . Stoga vaZi:

ako je a€ Ab tada a/~ = a/mmb . Otuda je preslikavanje
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f: DL — (DU )Y definisano sa fx/. = x/,.,m + X€R,, izo-

morfizam., -4

PRIMER 5.13. 1° Ako su £ ,(3 grani&ni ordinali, tada
D(L+p) =pd+Dp

2° " Ako je o grani&ni ordinal, tada D(&p3) = (DL)p3 ,
na primer, D(wp) = (Dw)A = 1.3 =(> ., Prema prethodnom
takodje vaZi:

Dw™ 2 b(wew™ = Dw) wh = & D) = D(wu?) =

w® , gde je uf‘ordinalno stepenovanje. Sli&no,
D(w+(w'+w)N ) = Dw+D{ W'+w) = 1410 = 1 +0, D(p)=

(o )L =hd  itd.
Navedimo neke druge primere l-kompletnih teorija.
PRIMER 5.14. Neka je T teorija beskona&nih Booleovih algebri.
T je l-kompletna teorija.
DOKAZ: Neka su Ol ,% beskona¥ne Booleove algebre. Svaka ko-
naéno generisana podalgebra algebre & je kona&na,
stoga se utapa u {{ . Prema poslediéi 4.1.1 & je podmodel
teorije T(UL), stoga postoji model [ tako da B -—C > COr.4

PRIMER 5.15. Neka je T teorija polja karakteristike O, zaje-
dno sa aksiomama koje iskazuju da svaki polinom sa
racionalnim koeficijentima ima koren, Primetimo da4su aksio-
me teorije T izrazive u Jeziku {+,.,0,1} . Teorija T je 1-ko-
mpletna. ’
DOKAZ: Primetimo, pre svega, da je polje ({ model teorije T
&ko U sadr¥i polje algebarskih brojeva.
Neka su Fl' F2 polja koja sadrie algebraske_hrojeve.

+
Prema GLST postoje polja FJ, FJ kardinalnosti max(lFﬂJFJ ) =
k, tako da F1-< Fi, F2-< Fi. Neka su Fi, F£ algebarska zatvo-

renja redom polja Fy, F. Fi, Fi su algebarski zatvorena

polja neprebrojive kardinalnosti, te prema Steinitzovoj teo-

remi fi g ?5. Ozna&imo sa § polje algebarskih brojeva. Otu-

da je prikazani diagram komutativan. Buduéi da je
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-~

~ =

teorija algebarski zatvorenih polja modelski f—F
potpuna, to 0 <., F’, FJ. Neka je ¥ Zl ! 1
reSenica i F,k¥¢. Buduéi da je F,—F’, to 12 R
i ¥ 3 \ /
f"ih‘c . S druge strane 0 =<»F,, te Q0Fk¢. Q

Medjutim, 6—-‘?2, te P2)=‘€ . Neka je % nl reCenica i FiE¢

Ootuda QkF €, te zbog 6—&?‘2’ sledi '152’ F€. Stoga F,F¢ .

Prema prethodnom Fy = ,F =

1"2°
Primetimo da su u prethodnim primerima teorije T tak-
ve da se dodavanjem univerzalne (odnosno egzistencijalne

aksiome) one ne menjeju, odnosno postaju protivrelne.

6. Modelski n-potpune teorije

Neka je T teorija jezika L. Prirodno je postaviti pi~
tanje, pod kojim uslcvima svaka formula ¢ jezika L je ekvi-
valentna nekoj ﬂn odnosno Zn formuli u okviru jezika L,

drugim re¢ima, u kojim sludajevima je n (T) =Z (T).
n,m n,m

U ovom delu upravo ispitujemo model-teoretska svojstva ovih

teorija. ‘

DEFINICIJA 6.1. Teorija T je modelski n-potpuna akko za sva-
ka dva modela (,% ET vaZi 0(<ﬁch- —_— < &,

Primetimo, da je prema ovoj definiciji teorija T mo-
delski potpuna akko je T modelski O-potpuna.

TEOREMA 6.2. Sledec¢a tvrdjenja su ekvivalentna:

1° T je modelski n-potpuna.

29 Ako je OtkT, tada je TU Z (00U M (00 kompletna
teorija.
3° Ukoliko je QET, tada je TV Zm_l((}(,) komvletna teorija.

42 ako su U{,% modeli teorije T, tada:

wz<n5)-——» (e < %) .

n+i
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5° Za svaku formulu € jezika L postoji nn+1 formula ©
tako da Tk 69,

6° Za svaku formulu ¥ jezika L postoji Zn+1 formula ©
tako da Tl €=6.

7° Za svaka dva modela Ot ,% kT, ako je £: Ot =» -'5— ta-

da postoji model C tako da prikazani diagram komutira.
k o'\
OL -———'—' L/
g° Za svaka dva modela X, % kE T, ukoliko je X -<n.%-,
tada postoji model L tako da Ul<n o < nC 1 o<,

[¢]

9 Diagram E‘-—’—Ot-i'nz"' A, Lk 1, C je

lBI+ - zasicen ima kompletiranje do komutativnog diagrama

y N4
on/‘\,.x»

DOKAZ:
(1° = 2°) Neka su &, C & T VU nn(Q) v Zn(UL). Tada su

% [ modeli teorije T i UC—‘-’n %y, UL — C,. Otuda
Ly = EA’ odnosno T U nn(UL) v 2750(.) je kompletna teorija.

(2° =5 3°) o&igledno je T UV N AU Z Q) eTUE L (00,
Buduéi da je T U nn(UL) v Zn(UL) kompletna teorija, to je
onda i TV zn+l
(3° = 19, Neka je U< % 1 G ET, Tada O, E T U

Z a0 4 BkTUZ (00, Teorija TU X, (00 Je

A
kompletna, te O, = 5-,. Stoga N=< %,

(UL) kompletna teorija.

(1° => 8% Neka je 0£<n56- i O, X F T. Buduéi da je T
modelski n-potpuna, Ot<%, stoga se za L[ moZe uzeti 4.
(8° = 7% Neka f: Ot =<5 n:& . Prema lemi prenosa postoji

model o’ r tako da diagram (1) komutira. Po pretpostaveci
vazi 8° , stoga postoji model C tako da diagram (2) komutira.
Prema prethodnom, diagram (3) komutira. '
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o ; c
> ww < C
(1) oi/:-f——: (2) ﬂ,t ~ (3) 7‘{»\
£t R
(7° = 8°) Neka je L < n%’ « Po pretpostavci postoji model
L' tako da c’ C'—C
(1) AN 2y v} 7y
T <, & ua =<, o

diagram (1) komutira. Prema lemi prenosa postoji model C
tako da diagram (2) komutira. Otuda ot=_ G < nr. 1 o<t

(8° = 4%). Neka je < L . Otuda U£§.$-(Zn+l). Neka
je € nn+1
model T tako da @< &< [ 1 < L. otuda CEela)

formula i OUkY€[3). Buduéi da va¥i 8°, postoji
Buduéi da je a‘&-<n[ i € je nn+1 formula prema lemi
1.5, 4°, vazi B E@[E]. stoga je e (0 ). pudués
da je e B (2 lé& .

n+1)’
(4°=>19). Pretpostavimo da vaZi 4° 1 neka su ¢ ,%kT tako da
< B Tada X< n+l$' Prema lemi 3.4.2° postoji “1 tako da
. j a kT, -
a<n+1,‘6.-<n(/(l i Ut<0(l. X je model za T, te je FT. Itera

to je onda Ut<n+

cijom prethodne konstrukcije dobija se niz modela:

= <t < U
Uo <n zo‘n wl<nz”l‘<n"‘ ; gde A azo 1 2

< 1 BB <% < B <, . . nekaje L=V -

new n

% . Tada A <L, te buduéi da je NC D, vazi: <D

new n

(5° &5 6°). DokaZimo na primer 5° => €°. Neka je T modelski

n-potpuna teorija i € formula jezika L(T). Tada postoji
nn+1 formula © takoda Tk 7€<> 8. Otuda T+ € =70,

i pri tome 718 je Zn formula. Sli&no se dokazuje 6° = 5°.

+1
(1° = 5%. Neka je T modelski n-potpuna teorija i € formula
za L(T). Pretpostavimo da su xl,...,xm slobodne promenljive

formule € . Dodajmo m novih konstanti CyresesCy jeziku L(T)
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i neka je T° = T U { ‘C(cl,...,cm)} . DokaZimo da je T U

T’n U{"C} protivure&na teorija. Pretpostavimo da
n+l

to nije. Tada postoji model X ETU TZ

n v{1¢} . otuda

n+l

vaii: (1) CLE1¢, (2) LET, (3) UAET® . Stoga, prema

n n+l

teoremi 3.5.3° postoji & ET” tako da U<, &- Buduéi da je

T modelski n-potpuna, vafi: X<Z. Kako je L kT, to Lk¢,

te ULEYE , §to je konﬁradikcija prema (1). Otuda T V T"_l v
. n+l

{1¢}) je protivure®na teorija, te postoje Ogr ©1seens

8, € T"_, o tako da T, 1€, eo,...,SkI--L , odnosno T + 9=>‘L',
n

gde 6 = GOA ced A ek. S druge strane, T,€ F 6;,...,9k te
T F € = o, Otuda T+ ¥< 8. Formule 8ree+r8) su nnﬂ
formule, te je © takodje nm_l formula, &ime je tvrdjenje

dokazano.
(5° = 1° wNeka su O, L ET, X< 2 otuda e B (Znﬂ

i Uk €@l . Tada postoji Znﬂ. formula © tako da TrH ?< 8,
te X Fefid]. Buduéi da je e%( Zn+1

& je model teorije T, te xv#‘CLEJ Ovim je dokazano f<d&,
a° =¢9).Neka3e Ci-t 438, o, &, LT Cje
1Bl *-zasien model. Buduéi da je T n-modelski potpuna, to

)¢ to je onda LHke [ a].

Ca-on —;—-l’* . Prema teoremi 16.6. /38/ postoji h da

diagram g /C\h komutira;

o L , )

(9° = 8°) Pretpostavimo da T ima gornje diagram svojstvo,
Neka je ()l<n.$§. . gde X, &k T. Neka Je C 8 * zasicen mo-

del tako da (f<[. Tada po pretpostavci postoji kompletira-

: C
nje P ”}{
12 <n &
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Prema lemi prenosa moZfe se uzeti da je £ utapanje, stoga

U£<n§c<n[' iat<[. -

POSLEDICA 6.2.1. Teorija T je modelski n-potpuna akko

A n

mew n+1,m(T) = Zn*’-l,m(T)‘ = Bm(T).

DOKAZ: Prema tvrdjenjima 5° 1 ¢° prethodne teoreme. 4

POSLEDICA 6.2.2. (A. Robinson) . Slededa tvrdjenja su ekviva-

lentna:
°© T je modelski potpuna.
° Za svaki model UtEeT, TUd, je kompletna teorija.
o Za svaka dva modela U, & &= T vaii: (UL &%) —
(Ut <6,
4° Svaka formula %€ jezika L(T) ekvivalentna Jje u T sa
nekon ljl(resp. 2:1) formulom.
5° ( sacks, Kochen). Ukoliko je f: (¥ — &, tada postoji
model C . tako da prikazani diagram komutira.
yoN, ST
o K= c g LeT
6 VaZi prikazano kompletiranje diagrama rs T e e
u1———~\2r 2asicen
POSLEDICA 6.2.3. Ukoliko je teorija T modela n~potpuna, onda

T ima (1n+2 aksiomatizaciju. -

DOKAZ: Svaki n-elementaran lanac modela teorije T je elementa-
ran. Stoga, T je zatvorena u odnosu na n-elementarne

lance. Otuda, prema posledici 3.5.1. teorija T ima r}n+2

aksiomatizaciju,

MoZe se postaviti pitanje da 1li postoji drugi opis mode-
lske n-potpunosti, na primer, ‘'da 1i se ovaj pojam moZe reduko-
vati na modelsku potpunost, recimo prodirenjem jezika. XKao Sto
¢e se videti, odgovor na ovo ritanje je pozitivan. U ovom pri-
stupu potrebre je izvr3iti profinjenije Moryizacije teorije
T(vid. I.1.4.).
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Neka je T teorija jezika L. Za svaku Zn formulu <€
jezika L uvodi se novi predikatski simbol P, . Uvodimo sle-
dede oznake:

o) (n)

=LVU{P, | € je Zn formula jezika L} é

1 L

.l e _qvu {Vz(etepe ) ¢ Je % formula jezika L}.

3° Ako je (I model jezika L, tada je c}((n) = ‘<vz,x,>u.znm,
» gde je X, = {(al,...,am) e a™ | OLEC[ayseeees

a 1} . Oznaka Znﬂ L zna&i da je ¢ Zn formula jezika L.

Prema prethodnom, jasno je da X, predstavlja interpretaciju

predikata P, e
°© Teorija T’= \MJ 1T  je Morlyzacija teorije T. Mo-

4 new n
del o' je jedinstvena ekspanzija modela Ot , slicno kao
u 3°.

LEMA 6.3. Neka je ne w +1. Tada

1° Svaki model ¢ teorije T ima jedinstvenu ekspanziju
do nekog modela teorije T(n) .
2° Svaki model % teorije T
teorije T.

3° T(n) je konzervativno pro§irenjevteorije T.

(n) je 'ekspanzija nekog modela

DOKAZ: 1° Primetimo da je o™ ekspanzija modela Ot i A (0)

S druge strane, predikat P, + jJe definisan u okviru
teorije T, odnosno P, je eksplicitno definisan. Stoga, pre°'
ma metodi Padoa, model U{ ima jedinstvenu ekspanziju nekog
modela & (to je ustvari OL(.-n)) teorije T(n).

2° Ukoliko je L ET™, tada za Ol = GPL vazi: G= ™)

3° Neka je € refenica jezika L. Ako je TFY¢ , jasno je
da je T(“)F‘c . pretpostavimo da je T(n)l-‘e .- Tada ¢ vaZi na
svim modelima teorije T(n). Prema 2°, onda vaZi na svim
modelima teorije T. Prema stavu potpunosti je Tw+%® . -
TEOREMA 6.4. Neka je new . Tada
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+
1® (o< 8) — ( o™ o o)y,
2 ot< & akko O £ akko U < L'
o Teorija T je modelski n-potpuna akko je T(n+1) model-

ski potpuna.
DOKAZ: 1° (= ) Neka je U< _% , i o™ - <orx,>

( ¥ e,
ntl) _ <L, vod
L N eféLnZn+1 ’

Primetimo da je Ot ¢ 5 ( 2 Buduéi da je ¢tc¢ &L, dovolijno
n+1

je dokazati da je Xy & Y, 2za svaku z formulu € jezi-

n+l
ka L. Neka je (3d) e Xe « Tada Utk €{3a] , te buduéi da je

Uel(Z )y L EC[E]. Otuda (A) eY,, .

Mg £ Stoga ULe B. Neka je € Z 4 Hor-

mula jezika L 4 tE¥{3d). Tada (3)c¢ Xe . stoga (3) € Y, .

(€= ) Neka je &

Otuda %_(m-l) E €({3] , stoga L EYEL Otuda (1 & (Zr+1

odnosno U < n:ﬁ-.

(o]

2 S1li%no kao u 1°.

(o]

3 ( = ) Neka je T modelski n-potpuna teorija i

1’
fG—lh T(n+1), tako da 0(1 < :6-1. Za neke modele N, %kT je

0(.1 = orln+l) 4 J&l = glntl) Stoga o (o+1) = :G'(n-f-l)'

te zbog l°, U < . & . T je modelski n-potpuna, otuda X< %
Prema 2° je ("'« L’. Buduéi da su Ull, x"l redukti re-
dom modela 0(1'",) z* to U(l < 3'1.

( <= ) Neka je ™) podelski potpuna teorija i ¢, & =T
tako da O‘t<n % . Tada C}t(n”) < &(nﬂ), te zbog model-
(1) gazs (D) o g0t g

duéi da su ¢, & redukti modela Ot(n+1) i .f&‘n+l) , to <. 4
PRIMER 6.5. 1° ({A. Robinson, vid. /38/). Teorija linearnog gu-
stog uredjenja bez krajeva je modelski potpuna teorija.

ske potpunosti teorije T
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20

modelski l-potpuna ali nije modelski potpuna.

Teorija linearnog gustog uredjenja sa krajevima je
3° Teorija gustog linearnog uredjenja je modelski 2-pot-

puna ali nije modelski l-potpuna.

4O

4.7. /7/), teorija atomi&nih Booleovih algebri je modelski

Na osnovu jednog rezultata J. Keislera (vid. zad. 5.

l-potpuna. Stoga je svaka formula jezika Booleovih algebri
ekvivalentna r12 formuli u okviru teorije atomi&nih Boole-
ovih algebri.

5° Teorija linearnog -diskretnog uredjenja je modelski
l-potpuna.

Sledece tvrdjenje daje dovoljne uslove za modelsku
n-opotpunost. Ono je uopStenje Lindstrdmovog teorema (T.3.1.
12, /7/ ).

TEOREMA 6.6. Neka teorija T zadovoljava sledeée uslove:

1° T nema kona&nih modela.
2° T je kategori&na u nekom kardinalu & .
3° T ima N aksiomatizaciju.

n+l
Tada je T modelski n~potpuna.

(n+l)

DOKAZ: Prema prikazanim svojstvima teorije T + neposred-

no zakljuujemo:

1° 7%*1) jema kona&nih modela.
2% T‘nﬂ) je 4-kategoriéna.
DokaZimo da je takodje
30 (n+1) . ' .
T je zatvorena u odnosu na unije lanaca. Prema

teoremi 3.5.6° i posledici 3;5.1, dovoljno je dokazati da je
zatvorena u odnosu na prebrojive lance. Neka je CKO c Ctl_g
... lanac modela teorije r{0*1) | 1ada za neke modele i&o.

311.... teorije T vaiZi Cij = 3§(h+1)‘. j € w . Otuda prema

] ‘ ‘ .
teoremi 6.4. vaZi xo‘nx’l % -?».2 n+e + Neka je
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8 =ij :C?j. Prema posledici 3.5.1. & je model teorije T,

{n+1) (n+1)

stoga X = % je model teorije T . S éruge strane

. + . 48
d = }} Cﬂ,j, te je T(n 1) zatvorena u odnosu na unije la-
e W
naca modela, odnosno 3° va%i.
Prema prethodnom, ispunjeni su wuslovi Lindstrdmove te-~

T(n+%2 modelski potpuna. Prema 6.4.30, T je

oreme, stoga je
modelski n-poptpuna. -

Prethodnim tvrdjenjifna opisane su teorije koje doovusta-
ju redukciju formula na T[] n formule za n2 1l. Stoga je ostao
otvoren slucaj, kada teorija T dopuita svodjenije forrule na
| - formule. Kao Sto je A. Robinson pokazao, to su upravo

podmodelski potpune teorije.

TEOREMA 6.7. Slededa tvrdjenje su ekvivalentna:

°© T je podmodelski potpuna.

2° 7 dopusta eliminaciju kvantifikatora.
F Svak.jb diagram &+~ U{—L[ ima popunu do amalgama
A
Y /E . & LT,
(7,4
4°  za svaka dva modela & , L E T, kadcoda Uf gxr,C , tada
ZA 8, EA.
5°  svaki diagran L——L , Z,LE T ima dopunu do
P
amalgama: 8-/‘ =~ c
\Ut/
6° Svaki diagram kﬂv‘:‘oU( —[ ira donunu do amalgama
<

c
\0’-/

PRIMEDBA: Tvrdjenja 1°,2°,3° dokazan su u /38/. Medjutim
trena primetiti da prikazani dokaz u smeru 3° = 1°
(str.66) nije u potpunosti korektan, Sacks konstruife jedan
beskonafan diagram i preslikavanje j_, =za koje tvrdi da je

izomorfizam. Medjutim, prema toj konstrukciji, najviZe 3to

se mofe reéi je da je Jj_, utavanje. To sledi iz &injenice
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da beskonalan diagram (str.66) ne mora da bude u potpunosti
komutativan. Iz toga razloga, ovde dopunjujemo ovaj dokaz.

pokaz: (3° = 4°). Neka su ZA, EA modeli teorije TUA,.

Otuda, moZe se uzeti da je Je—({—L[ . Prema pretpostavci
postoje amalgami: 0’
2~ N Z/' \r_
:é"\ - P C \oz/
te prema teoremi 5.2. T je l-koﬁpletna teorija.

(4° ==25°% Neka je (1) H<—¢—>L[ , %,[ F T. Prema pretpostav-
ci, TUD, je l-kompletna teorija, stoga prema teoremi 5.2.,
{1) se dopunjuje do diagrama (2) odnosno amalgama (3). Otuda,
jasno je da je h 'Z—elemegtarno utapanje.
£
@ 7N @ e
ZM Eh \\*cn”'

(3° = 1°) . Pretpostavimo da T ima svojstvo amalgama opisa-
no u 5°.
(1) T je modelski potpuna.

Zaista, neka je $sl, & [LET. Tada se diagram SH2& sl
dopunijuje ¢ '

5 . 2
£z N\ N
(2) 3 g
x’Q & - ~Na”
z

do amalgama (2). Otuda &% <4 L & Stoga, prema posledici 6.
2.2. T je modelski potpuna, odnosno tvrdjenje (1) vaZi.
DokaZimo da je T U 4, kompletna teorija za ma koji

podrnodel X teorije T. Neka su % f.A modeli teorije

AI
T UAA . Otuda G+ —L[. Prema pretpostavci, ovaj dia-.
gram se dopunjuje do amalgama (3). DokaZimo da je £ takodje
model teorije T. Bvuduéi da je T modelski potpuna, prema po-
sledici 6.2.3, T ima n , aksiome. Dalje, 3 je model. .za

T i h: & 530, stoga je Hmodel teorije T.
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T je modelski potpuna, br ¢ L D su modeli teorije T,
stoga su preslikavanja h,f elementarna. Otuda -?:A = [A‘
Stoga je teorija T kompletna, odnosno T je podmodelski pot-
puna.

(3° =¢°) trivijalno.
(6°=> 4% Nexa £, L ETi U €%,L . Tada po pretposta-

vci postoje amalgami ’
D D
71 \ /“ 1%

&
\50‘5} 174

Neka je ¥ univerzalna formula i 3 € A. Pretpostavimo da je
b ECRA] . Tada DHECL(I], te LEC[A].
Sli¢no ako je € egzistencijalna formula, % k ?[4],
tada L[ F €ta] . otuca By = La- ‘

Tvdjenja (1° => 2°), (2°=>3°) dokazana suu/38/ .
PRIMEDBA: U tvrdjenjima 3°,5° mogu se oslabiti baze amalgama,
odnosno dovoljno je da se diagrami tipa S 20 ¢ L ’

3, L =T dopunjuju do odgovarajuéih amalgama. To sledi iz
Cinjenice da se svaki diagram z«f-m—?-* C s Prema lemi

prenosa, dopunjuje do komutativnog diagrama

4=’ Lle=

NS

ut
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V DEO

Modelsko komplétiranje

1. Modelsko kompletiranje modela

Jedan od problema teorije modela je da se za datu klasu
modela K odredi klasa K’ tako da se svaki model K kompletira
na odredjen nafin nekim modelom klase K~. Navodimo neke pri-~
mere koji ilustruju ovaj pojam.

1 K je klasa uredjgnja, K” je klasa kompletnih uredjenja.

o

2 K je klasa polja, K~ je klasa algebarski zatvorenih

polja.

DEFINICIJA 1.1. Neka su K, K° dve klase modela u istom jezi-
ku (ili je bar jezik klase K sadrZan u jeziku klase K°),
gde je K~ zatvorena u odnosu na izomorfne slike. Neka je
X € x. par < &,p” je modelsko kompletiranje modela
(u klasi K”) ukoliko su ispunjeni sledeéi uslovi:

12 3B é k- ’ 49 p: NL—= B ., 3° 2a svaki model L & K°

2
ako je ﬂ?*-Cdﬁ'[ tada postoji utapanje g tako da prikazani
diagram komutira: o g C

N, A

LEMA 1.2. Ako je <:fnp> modelsko kompletiranje modela 01,
L'ct, L'ex” 1 p: X —a B, tada je < Z'p>

modelsko kompletiranje modela L.

DOKAZ: Ako je f: U/l — [, gde [ € x° ,-tada postoji utapa-
nje h tako da '

Z ——r % ——
1) (2)
( Mo F T F

diagram (1) komutira. Stoga i diagram (2) komutira, gde
h™= ht % . -~
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LEMA 1.3. UNeka su <.‘&,p> i <[,q> dva modelska komple-

tiranja modela X i neka su f, g utapanja tako da prika-
zani diagrami komutiraju i bar jedno od preslikavanja f,q
nije na . . Tada postoji .'Z’,lg &, %’e K° tako da je <Zvp>
modelsko kompletiranje modela Cf .

N, A <

DOKAZ: Neka je % gf (5] . otuda ng. Buduéi da jedno
od preslikavanja f,9 nije na, to Z’Cz. Neka je a€ A.
VaZe relacije fp = g, gg = p, stoga gfp = p. Otuda pa = @Da,
te pa€ B°. Buduéi da gf: & -_.Z: to £'€K’, te prema pret-
hodnoj lemi < z- P> Je modelsko kompletiranje modela X . -4

LEMA 1.4. Neka je A granidni ordinal (2> 0 ) i <5§,p>

niz modelskih kompletiranja modela CX. Ako je LB=1) ,‘5
Fe
i & €K7, tada je < Z,p > modelsko kompletiranje mode-

la O,

DOKAZ: Neka je a €A. Tada pae€ By za sve F<A ., Otuda pa€B,
stoga p: W——> 5. Prema lemi 1.2. <% ,p> je model-

sko kompletiranje modela o1 . ]

TEOREMA 1.5. Neka je klasa K~ zatvorena u odnosu na izomor-

fne slike i neprazne opadajufe lance. Tada za svaka dva mo-

delska kompletiranja < $,p> , < L,q” modela ¢ i uta-

panja f,g takva da prikazani diagrami komutiraju

A TR
P q 4
a o
sledi da su f,g izomorfizmi.

DOKAZ: Pretpostavimo da postoje modelska kompletiranjad&,pD,
<L ,q> modela (X i utapanja f,g tako da va¥e relaci-

je fp = q, gq = p i jedno od preslikavanja f,g nijé na.

Odredjujemo opadajuéi lanac modela & = 30 331 = I z,,.. .

gde ¥<IBl* = k. Prema lemi 1.3. postoji &

1 g 3-0 tako da
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je <Zl,p> modelsko kompletiranje modela (X . Pretposta-

vimo da je 3; odredjen ( ¥<A ), Tada je zgg.z i <:5§,p>
.je modelsko kompletiranje modela I . Ukoliko je A= ¥+1,
56, konstruiZemo kao Sto je uradjeno u sludaju %= 1

Ako je A<k graniéni ordinal, tada :53 = !nﬁzg " . Buduéi da
je za sve ¥<2 p: 0!—».35 , to je 5) neprazan, stoga xgé K~

i prema lemi 1.2. < &, ,p> je modelsko kompletiranje mo=
dela 0l . Otuda je i model -8 = !/\K z"; Mmeprazan i <H P>
<

je modelsko kompletiranje za ¢/ . S druge strane BI-B}+17‘ 2,

te [}E}K(B} -B !_'_1)! 2 k, $to je u suprotnosti sa -
UtBp -By,,) € By 1 IBJI <k. -

POSLEDICA 1.5.1. Ako klasa K° zadovoljava uslove kao u pret-
hodnoj teoremi, tada su sva (ako ih ima) modelska kom-

pletiranja (u K°) modela (U izomorfna.

POSLEDICA 1.5.2. Neka model C(f €K ima modelsko kompletiranje
<% ,p> u klasi K°. Tada postoji modelsko kompletira-

nje < z,iA> modela YU, gde je iA inkluziono preslikavanije.

DOKAZ: Prema lemi prenosa postoji model L tako aa prikazani
diagram komutira. Stoga je <£'1A> modelsko kompleti-

ranje za . L —=— 3 <4

POSLEDICA 1.5.3. Ukoliko je p: X — L[ i1 O ima modelsko kom-
pletiranje u K°, tada postoji modelsko kompletiranje

<%.p> za A, tako da & sL.

DOKAZ: Ako Y ima modelsko kompletiranje, tada postoji mo-
delsko kompletiranje <.$',1A> modela X . Neka je f ta-

kvo da fi, = p 4 FH=£[%']. Taga <& (p > zadovoljava tvr-

djenje. 4
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POSLEDICA 1.6.4. Neka su O, (I, € K i 431,p> .

<2$2,q> modelska komplatiranja redom za modele Czl'

V.4 2° Tada
1°  ako f: Cﬂl-'ﬁqz, tada se f produZuje do f: §§1~—e§§2
39 Ako je klasa K° kao u teoremi 1.6, tada se f:CXl‘i*012

produZuje do f: 31—1‘32.

pokaz: 1° U prikazanom diagramu prvo odredjujemo h, a potom £.

oy

©  ako f: 0(1-—’ 0[2, tada su<fﬁl,p> i <f’-'-2,qf> model~-

2

ska kompletiranja za Of, te prema teoremi 1.6. tvrdjenje
sledi.

2. Modelsko kompletiranje teorije

A. Robinson je uveo pojam modelékog upotpunjenja (kom-
pletiranja) teorije Sto se pokazalo narodito korisnim u izu-
éavanju'algebarskih teorija. To uostalom ilustruje sledede
(delimicno pristrasno) mi3ljenje J. Hirschfelda i W. Wheele-
ra /13/ : "Sa glediSta algebre, koncept modelskog kompleti-
ranja je najvaZniji matematicki koncept uveden od strane lo-
giara”.

DEFINICIJA 2.1. Neka su T i T* teorije u istom jeziku. T* je
modelsko kompletiranje teorije T akko vaZi:

[o]

1° r g, 2° (1%) p € 7T, 3° za svaki nodel (X teorije T,
1

T* UA, Jje kompletna teorija.
Prethodna definicija je sintaksnog karaktera. Navodimo
viSe algebarski opis modelskog kompletiranja teorije.
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LEMA 2.2. T* je modelsko kompletiranje teorije T akko vaZi:

1° Svaki model teorije T* je model teorije T.
2% Svaki model teorije T je podmodel teorije T*.
3 Za svaki model ¢t teorije T i svaka dva modela &% ,L kE T*

diagram & < —[ dopunjuje se do prikazanog amalgama.
2]
7
- C
\/
ot
DOXAZ: (1) Prema stavu potpunosti, T £ T* je ekvivalentno sa
tin da je svaki model teorije T* model teorije T.

/\ \/ NeZ.

(2) Dokai;mo da je (T*)nls T e~ OtE T %k TH

( =>) Xeka je CXKT. Buduéi da je (T*)p & T, to Otk T*q .
1 1

Otuda, prema teoremi IV. 3.5.3°, postoji model &k T tako da
(7. &

(<= ) Neka je ¥ univerzalna redenica i T* + € . Otuda ¥
vaZi na svim modelima teorije T% Buduéi da je svaki model
teorije T podmodel teorije T* , to ¥ vaZi na svim modelima
teorije T. Stoga, prema stavu potpunosti, TFY€ , Otuda

(T*) n]_ c T.

(3) Primetimo da je uslov: T V4, je kompletna teorija,
ekvivalentan sa svojstvom 3° amalgamiranja.

Prema prethodnon, uslovi leme su ekvivalentni sa odgo-
varajuéim uslovima definicije 2.1.

Ukoliko teorija T ima modelsko kompletiranje, tada je
ono jedinstveno, kao &to je to pokazao A. Robinson. Dokaz
ove &injenice moZe se naéi na primer u /13/.

U slededéim tvrdjenjima 6pisan je odnos modelskog komple-
tiranja teorije prema modelskoj i podmodelskoj potpunosti.
TEOREMA 2.3. Teorija T je podmodelski potpuna akko je T mo-

delsko upotpunjenje teorije T ”1'
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DOKAZ: ( =» ) Neka je T podmodelski potpuna teorija, Jasno

je da su uslovi 1°,2° definicije 2.1. ispunjeni. Da-
lje, neka je Uth’l'n . Otuda, prema teoreni 1v.3.5.3° £ je
podmodel teorije T, %e buduéi da je T podmodelski votpuna,
TUA, Je kompletna teorija. Prema tome, ispunjen je i us-
lov 3° definicije 2.1.

(< ) Neka je T modelsko kompletiranje za T i ¢r podmo-

ﬂl'

del teorije T. Tada je Uk T, + stoga je TV A,  komple-
1

tna teorija. Otuda je T podmodelski potpuna teorija. ~

POSLEDICA 2.3.1. (A. Robinson) Ukoliko je T rodelsko komple-
tiranje univerzalne teorije, tada T dopudta eliminaci-
ju kvantifikatora. -

TEOREMA 2.4. Ukoliko je T* modelsko upotpunjenje neke teorije
T, tada je T* nodelski potpuna teorija.

DOKAZ: Neka je 1 £ %, gée X, % kE T*. Buduéi da je T g T*,
to 1k T, Otuda diagram M 2Urs % ima dopunu do ama-
C
lagama 2 'i
S <

(&4

o %

Otuda A < % .

Oznafiro sa TMT) klasu modela teorije T. Pokazuije se
da je u izvesnim slufajevima TN(T) takozvana Jonssonova kla-
sa modela. Inade, klasa modela K je Jonssonova ukoliko su is-
punjeni sledeéi wuslovi (vid. /4/ ili /29/):

1° K je zatvorena u odnosu na izomorfne slike.

2° X sadrZi modele proizvoljne beskona&ne kardinalnosti.

3° Ako su U, % € K, tada postoji L[ €K tako da A —L[—2Z&

4° K ima svojstvo armalgamiranija: Svaki diagram /-'Z)\
—u—L, a, &, L[ € K ira popunu <& /,,['

co prikazanog amalgama. \Ui

a
o . 5 i ;

5 K Je zatvorena u odnosu na unije lanaca modela iz K.
o - : s . T . .

6 veka je L kardinal e, Ako je CI€K, xca i Ixi<<,
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tada postoji b6 € K takoda X €B, L <4 i Bl<d.

Ukoliko je T bilo koja teorija jezika kardinalnosti
{ , tada za klasu M(T) uslov 1° je ofigledno zadovolijen.
Prema GLST i DLST uslovi 29, 6° su takodje zadovoljeni. Pre-
na posledici IV.3.5.1. TR (T) zadovoljava uslov 5° ukoliko T
ima ﬂ2 aksiomatizaciju. Primetimo éa ako T ima prost model,
tada je 32 posledica uslova 4° ,

KaZemo da je T Jonssonova teorija ukoliko je mT
Jonssonova klasa. Sledeée tvrdjenje ima primene u ispitiva-
nju koje su teorije Jonssonove.

TEOREMA 2.5. Neka je T* modelsko kompletiranje teo¥ije T.
Tada M(T) i M(T*) imaju svojstvo amalgama.

DOXAZ: DokaZimo da T ima svojstvo amalgama. Neka su ¢, &£,
C , modeli teorije Ti % & ot - . . Tada po-

- . ; ’ ’ £ ’ h” Ef
stoje modeli &, [ B T tako da 3 s, L . Budu~-

€¢i da je T* modelsko upotpunjenje teorije T, to se diagram

c £t o gg'i [ dopunjuje do amalgama (1)
2 r Ll pfa D 197
, L =, PN
(1) % /c (2) % C
Y9 o ,
Stoga je i1 diagram (2) komutativan. Budu61 da je =%, to

D ET* pa jeondai & ET.

Da teorija T* takodje ima svojstvo amalgama ( i to u
stroZijoj formi, buduéi da je zbog modelske potpunosti teo=-
rije T, svako utapanje u amalagamu elementarno) sledi iz &i-
njenice da je svaki model teorije T* takodje model teorije
T i da je gore dobijeni model D model teorije T*, .

POSLEDICA 2.6. Ako teorije T ima f]z aksiomatizaciju, algebar-
ski prost model i modelsko upotpunjenje, tada je TIL(T)
Jonssonova klasa za 42 lL(T)l] .

Pokazalo se da izvesne teorije(kao na primer teorija
formalnih realnih polja) nemajuimodelsko. upotpunjenje, veé
oslabljenu verziju ovog pojma. U tom sWslu Eli Bers (1969)
uvela je pojam modelskog pridruZenja teorije T,
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DEFINICIJA 2.7. T* je modelsko pridruZenje teorije T akko
vaZi:

T = (T*) s, odnosno svaki model 2a T je podmodel
rl1 nl

teorije T* i obratno.

o}

2 T* je modelski potpuna teorija.

Primetimo, ukoliko je T modelski potpuna teorija, ta-
da je uslov 1° ispunjen za teoriju Tp_ - Stoga, svaka rodel-
1

ski potpﬁna teorija je modelsko pridruZenje neke (univerzal-
ne) teorije. Dalje, modelsko pridruZenje i modelsko upotpu-
njenje imaju mnoga zajednifka svojstva i imaju dalju genera-
lizaciju na takozvani apstraktni (Robinsonov) forsing. Iscr-
pan prikaz teorija apstraktnog forsinga i veze sa pomenutir
pojmovima moZe se naéi na primer u /13/.

Radi islustracije navodimo slededu vezu izredju model-
skog upotpunjenja i modelskog pridruZenja.

TEOREMA 2.8. (Eklof, Sabbagh) Neka je T* modelsko pridrufe-
nje teorije T. T* je modelsko upotpunjenje teorije T akko

1° T &T* 2° T ima svojstvo amalagamiranja: Svaki

dlagram. S —t—L, X, %, [LE T ima dopunu do amalcama:

~ DO RT '

~., 7 L

(%4
DOKAZ: ( =>) Neka je T* modelsko pridruZenje teorije T. Pret-
postavimo da je T € T* 1 da T ima svojstva amalgama.

Tada su uslovi 1° i 2° definicije 2.1. ispunjeni. Neka je X
rodel teorije T i (1) Be— X — L[, gde F,L[ +T*, Buduéi
da je T € T*, to su .%,L[ modeli teorije T, stoga postoji
amalgam (2 ) koji kompletira diagram (1). Svaki model teorije
T utapa se u neki model teorije T*, stoga postoii JD'#T tako
dGa & D .. prema modelskoj potpunosti teorije T i na os-
novu amalgama (2), amalgam (3) je komutativan i utapanja hf,
hg su elementarna. Stoga je i uslov 3° cdefinicije 2.1. ispu-
njen.
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D B’
2y Bl (3) NN
b8 L e C
‘\\cm,/ “Cd A
(<= ) Ovo tvrdjenje je posledica teoreme 2.5. -

Medju vaZnijim algebarskim teorijama sledede imaju
nodelska upotpunjenje.

1° T Jje teorija linearnoy uredjenja, T* je teorija line-

arnog gustog uredjenja bez krajeva.
o

2 T Jje teorija polja, T* je teorija algebarski zatvore-~
nih polja.
3° T Jje teorija uredjenih polja, T* Jje teorija uredje-

nih, realnih, zatvorenih polja.

DokaZimo né primer, da je teorija T* algebarski zatvo-
renih polja modelsko kompletiranje teorije polja T. Napome-
nimo da je A. Robinson u /32/ na &etiri naéina dokazao da je
T* mocdelski potpuna. Dokaz koji prikazujemo je jedna varijan-
ta, koja se razlikuje od ovih dokaza. U dokazu koristimo alge-
barske leme, €iji se dokazi (ili osnove za dokaz) mogu nadi
na primer u /2/.
LEMA 2.9. Svako polje F je sadrfano u najmanjem algebarski

zatvorenom polju. Drugim redima, svako polje ima model-
sko kompletiranje u smislu definicije 1.1. relativno prema
klasi algebarski zatvorenih polja.

DOKAZ: Neka je F algebarsko zatvorenje polja F. Tada je F

iste transcedentalne dimenzije kao F.istoga, za svako
F £
- F —» K

algebarski zatvoreno polje K, diagram F e

ima dopunu do prikazanog diagrama. -
= h ‘ '
F
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U prethodnoj lemi koristili smo &injenicu da svako
polje F ima algebarsko zatvorenje. Navodimo jedan model teo-
retski dokaz ove éinjenice. Pritom koristimo sledede algebar-
sko tvrdjenje.

LEMA 2.10. Ako je F polje i p polinom naéd F, tada postoji po-

lje K tako da F € K i p ima koren u K. —

TEOREMA 2.11. Svako polje je sadrZano u nekom algebarski zat-

vorenom poliju.

DOKAZ: Neka je F polje i F=r UAF v {p(cp) =0lp je
polinom stepenaz> 4 nad F} r Gde ije ¢, nova Xxonstanta

za svaki polinom p. Doka%imo da je ' neprotivure&na teorija.

Neka je Po konalan podskup od [ i Pl(ci),...,pn(cg) poli-

nomi koji se pojavljuju u I‘o. Prema prethodnoj lemi, posto-

ji niz polja F = Fo < Fl G seun an, tako da volinomn Py ima

koren u Fi. Stoga Fn E Po’. Prema stavu kompaktnosti r o je

neprotivure€na teorija, stoga postoji polje K takvo da svaki
polinom stepena 2 1 nad F ima koren u K. Otuda postoji niz
polja F = Ko < Kl < Kz ... tako da svaki polinom stepena

2 1 nad Kn ima koren u Kn . Teorija pélja T ima ”z aksiome

+1
stoga je zatvoren u odnosu na unije lanaca, otuda je K= Tk)wxn
takodje polje. Buduéi da svaki polinom nad K sadrZi kona&no

mnogo konstanata i da su sve one sadrZane u nekom polju Kn'

lako je videti da K algebarski zatvoreno polje. -

Ukoliko je teorija T zatvorena u odnosu na unije lana-
ca, na vrlo slidan nadin édokazujermo da se svaki model OU te-
orije T proSiruje do nekog egzistencijalno kompletnog modela

L ® T (% ima svojstvo: LHe[ kT -——>Z<1L ). Za to je
dovoljno uoditi teiriju [ =17 v, U { € (ce )| Cie Zl
formula u jeziku LA konzistentna sa T } Inace, ovo tvrdjenije
je k1ljuCni deo u dokazu Lindstromove teoreme (vid. /7/).

LEMA 2.12. Teorija algebarski zatvorenih polja je zatvorena
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u odnosu na opadajuée lance.
DOKAZ: Neka je K, 2 xlz cve 2 ng «ee ¥e<d, niz algebar-

ski zatvorenih polja i K = ;,Q. Kg . Lako je videti
<

da je K polje. Ako je p polinom nad K stepena 2 1, tada p
ima faktorizaciju na linearne polinome u svakom polju K! .

stoga p ima faktorizaciju na linearne faktore i u polju K. =

LEMA 2.13. Teorija algebarski zatvorenih polja odfeéjene"
karakteristike je k-kategoriéna, stoga je prema Lind-
strémovoj teoremi modelski potpuna. '

TEOREMA 2.13. Teorija T* algebarski zatvorenih polja je mo-
delsko kompletiranje teorije polja T.

DOKAZ: Lako je videti da su uslovi 1° 1 2° definicije 2.1.

ispunjeni. Dalje, neka je F polje i K, K~ algebarski
zatvorena polja tako da K e z F S o K°. Algebarsko
zatvorenje F polja F je modelsko kompletiranje polja F, otu-
da prema posledici 1.6.3. F ima modelska kompletiranja H,H”
tako da vaZi diagram (1)

) Kentr Low sk 5 ko S i 2 ¥
3 ;\F= 3
Buduéi da je T* modelski potpuna i zatvorena u 6dnosu na opa-
dajuée lance, to se prema teoremi 1.6. diagram (1) dopunjuje

Go komutativnog diagrama (2). Otuda, TV 4, je kompietna
teorija, te su ispunjeni uslovi definicije 2.1.

POSLEDICA 2.13.1. Neka je T teorija volja karakteristike p.

P

Tp ima atomi&an model 2P (i1i Qu sluéajﬁ p=0), stoga

prema posledici 2.6. TniTp) je Jonssonova klasa modela. =1

POSLEDICA 2.13.2. Ukoliko operaciju x — x ! definiZemo

i za x = 0, na primer, uzimajuéi 0"l = 0, tada postoji
univerzalna aksiomatika teorije polja, preciznije, aksioma
VYx(x # 0 = Jy xy = 1) , mofe se zameniti univerzalnom ak-

siomom x # 0 =3 x.x"} = 1. U takvom slufaju T je modelsko
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kompletiranje univerzalne teorije, te prema posledici 2.3.1,
T je podmodelski potpuna i dopuSta eliminaciju kvantifikato-
ra. -

Prema teoremi 2.3. svaka podmodelski potpuna teorija
je modelsko kompletiranje neke (univerzalne) teorije. Slede-
¢a lema moZe biti od kotisti u ispitivanju podmodelske pot-
punosti.

LEMA 2.14, Teorija T je podmodelski potpuna akkc je za svaki
kona&no generisani podmodel ¢! teorije T, T(JAw'komp—
letna teorija. A

DOKAZ: ( => ) Neka je T podmodelski potpuna ﬁeorija i
kona&no generisan podnodel teorije T. Tada je I pod-

model teorije T, stoga T UA, Jje kompletna teorija.

{ &« ) Neka je za svaki kona&no generisan podmodel Ol teorije

T, TV Acz kompletna teorija i neka je Ul proizvoljan podmo-

del za T. DokaZimo da je T V Aca takodje kompletna teorija.

Neka su %, L B TV 4, . Otuda, moZe se uzeti da je

= > ¢r ¢ . Pretpostavimo da nije ZA = [ ,. stoga posto-

A
ji refenica = €(ajs...,a;) Jjezika L,, tako da S Ka) i

L F1%(a). Neka je ' podmodel modela O generisan elementi-
ma ajs...,a,. Prema prethodnom, E?A. £ L .-+ 3to je kontra-

dokacija. - ‘

Kao drugi pfimer, navodimo jedna dokaz da teorija Boo-
leovih algebri ima modelsko kompletiranje. Jedna posledic~
toga bide da pored ostalog teorija distributivnih mreza .
teorija Booleovih prstena imaju modelska kompletiranja.

TEOREMA 2.15. Teorija T* bezatomiénih Booleovih algebri je
modelsko kompletiranje teorije T Booleovih algebri.

DOKAZ: Prema primeru 5.14. teorija beskonatnih Booleovih al-

gebri je l-kompletna. Otuda, prema posledici IV.5.2.1,
svaka beskonaina Boocleova algebra je podmodel neke bezatomi-
&ne Booleove algebre. S druge strane, svaka kona&na Booleova
algebra utapa se u svaku beskona&nu Booleovu algebru. Otuda,
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svaka Booleova algebra je podmodel neke bezatomiZne Booleove

algebre, stoga su ispunjeni uslovi 1° 1.2° leme 2,2. Otuda,

buduéi da T ima univerzalne aksiome i (T*)n = T, prema teo-
1

remi 2.3, dovoljno je dokazati da je T* podmodelski potpuna
teorija.

Neka je B konafno generisana Booleova algebra. Otuda
je B konalna algebra. Dokazujemo da je T* U A B kompletna

teorija. Neka su Bl' B2 bezatomi&ne Booleove algebre takve

da Bl' B2 E TV A B* Prema lemi prenosa mofe se uzeti da
je B © Bl' Bz. Prema DLST postoje prebrojive Booleove alge-
bre Bi, Bi tako da vaZi diagram (1). Identi¥ko preslikavanje

] £
(1) B,> B, 2 B.« B <B (2 B 3—.—_—;/8,'_
N B e

iB: B — B je parcijalni izomorfizam, stoga prema teoremi
II.4.3. postoji izomorfizam £ 2 iB’ odnosno, diagram (2)
komutira., Otuda BlB = BZB' Buduéi da je Bj<B, i B2<Bz, to
Byp ='BzB, Sto znadi da je T*V A p kompletna teorija. 4

POSLEDICA 2.15.1. Teorija T* dopuita eliminaciju kvantifika-
tora i prema tome je odludiva (za efektivnu procedu-

ru odludivost nekih Booleovih formula vid. na primer /28/).

Prema Vaughtovom testu, T* je takodje kompletna teorija.

POSLEDICA 2.15.2. Klasa TN(T) Booleovih algebri je Jonsso-
nova (uporediti na primer sa /29/), buduéi da T ima
prost model, Booleovu algebru 2. ,
Oznadimo ga T teoriju distributivnih mre%a sa najve-
€im i majmanjim elementom. Ovde je L(T) ={é, A,v, 0,1 }
dok se T sastoji iz uobitajenih aksioma teorije distributiv-
nih mre¥a i aksioma ¥ x(0<x), Vx(x<1). Teorija T* gus-
tih kompletiranih mreZa je
T* = T U{iny(xl\y =0Axvy=1),V¥x3y(x#0=30<cy=<x)).
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Kao $to je poznato, svaka komplementarna distributivna
mrefa ima jedinstvenu ekspanziju do Booleove algebre,

TEOREMA 2.16. T* je modelsko upotpunjenje teorije T.
DOKAZ: (1) DokaZimo da je (T*) n.= T. Jasno je da je T<T*.
1

Otuda T S (T¥*) . Buduéi da je T =T, to
LY ny n,
T € (T*) n.: S druge strane, svaka distributivna mreZa utapa
1l

se u neku Booleovu algebru, s tim da se kona&ni supremum i
infimum odrZava (ova &injenica sleduje na primer iz stava
reprezentacije za distributivne mreZe: Svaka distribufivna
nreZa izomorfna je mreZfi skupova). Stoga je (prema prvom de-
lu dokaza 2.15.) svaka distributivna mre¥a podmodel neke
bezatomi&ne Bpoloeove algebre. Otuda, (T¥*) “1 ¢ T, odnosno

T = (T%*) .
nl

Otuda, prema pretodnom i teoremi 2.3, dovoljno je dok —
azati da je T* podmodelski potpuna teorija. Neka je ¢ kona-
&no generisana distributivna mre%a. DokaZimo da je T* v AIOL
kompletna teorija. Ukoliko su dyreeesay generatori mreZe ¢t ,

lako je videti da je ma koji beA oblika b = bV ...VD ,

gde je b, = a }\ ... Aa, . Stoga je L kona&na struktura.
i il ik p

Dalje, neka su &, [ modeli za T VA, . Tada su & , L guste
komplementarne mreZe i prema lemi prenosa mofe se uzeti da

je $ 20t < L. Prema DLST postoje '-‘G—o, Co tako da vaZi di-

agram (1) . Buduéi da su 3, Co' takodje komplementarne

g Y1 < %
my L >r2z.2asC,<U o) w 31}’ s\
Su, « .,

(guste) distributivne mreZfe, postoje jedinstvene ekspanzije
‘= <Boyr 2 [c; = <E°.-) koje su bezatomi®ne Booleove

Zo

algebre. Neka je X, Booleova podalgebra od Z.; generisana

1
sa L 1 OX, Booleova podalgebra od Eo takodje generisana
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sa Ul . Ako je VEA, tada jev = Viveeovv, gde je vy = a

Aceona A bl'/\... Abs’ za neke al,...,ak,bl,‘..,bseA.

Otuda je u;, = aa b” za neko a,be A. Stoga je proizvoljni

Ve Al oblika (a A Db )v cee V (ak A b ‘), 3, b eA. Sliéno, sva~-

ki veA2 je oblika (al/\b )V ... v (ak/\ b ). B, b ea.
DokaZimo da je h: Utl — 022 definisano sa

h(a;bi v... vaybr) = alBlv -+« va;b, izomorfizam. Neka su

u, ve Al. Tada

(1) htor = 41

A
(2) Lako je proveriti da je h(uvv) = h(u) vV h(v), h(0) =0,
h(l) = 1.
(3) Neka je u = UV ee.vuy = albiv...vakbé, V=V

vV, = cldlv vae vcsds.

= v = v = 4 = V
Otuda uav (ui/\v ) ,j(aichAbi Adj) i,j(aiA ch
(bivdj)’).

Buduéi da su a; Acy, b v djeA, to prema definiciji

J
preslikavanja h va%i h(uav) = 1V3 (a ch A (biv dj)), odnosno
% T = (a1 g 3

h(uav) = i,j(aichABi" dj) (2, Dy v,.. vak by) Ate,d; v
eesV csds) = huA hv. '
(4) Budu¢éi da je uAu’™= 0, uvu’= 1, prema (2) i (3) va¥i
h(uAu”) = h(u) Ah(u”) = O, h{uvu’) = h(u)Vh(u’) = 1.
Otuda, zbog jedinstvenosti komplementa, h{u”) = h(u).

Prema préthodnom, h: 0(1 — 052 je homorfizagp.ooka!i-

mo da je h 1-1 preslikavanje. Buduéi da je u = v e udv = 0,
dovoljno je dokazati da vaZi: hu = 0 — u = 0. Neka je hu = O.
Tada

al'b Veeo Vak k= O. Otuda alAB]_ = O,...,akAT:ak = 0, stoga

*-bl""' aks k* Prema tome, alAbi = 0,...,ak/\b£ =
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odnosno u = O,
O%igledno, h je preslikavanje na , stoga je h izomor-
fizam. S druge strane, Ull, 0!2 su konaéno generisane Boole-

ove algebre, te su i same kona&ne. Stoga, prema II.4.3. h se
produZuje do izmorfizma £: %; — Elo’ odnosno diagram (2).

je komutativan. Otuda je komutativan i diagram (3).

g <
e C
(3) Ut ftf
S
S8, < B
Odavde neposrédno sledi z;A = C,A, te &, = EA‘ Stoga je

™ U 44, kompletna teorija, odnosno T* je podmodelski pot-
puna teorija. -

POSLEDICA 2.16.1. Teorija gustih komplementarnih distributi-
vnih mreZa dopuSta eliminaciju kvantifikatora, w-ka-
tegoridna je, kompletna, podmodelski potpuna i odludiva. <

POSLEDICA 2.16.2. Klasa TN(T) distributivnih mre¥a sa najma-
njim i najveéim elementom je Jonssonova klasa, buduéi
da T ima prost model 2. -

Neka je T teorija Booleovih prstena sa jedinicom u je-
ziku L={.,+,O,1} i T* teorija gustih Booleovih prstena sa je-
dinicom; odnosno T*=TV {any(x;ﬁo = (x.y=y) A (Y#X) A(Y#0)).
Kategorija gustih Booleovih prstena sa jedinicom izomorfna je
sa kategorijom bezatomiénih Booleovih algebri. Koristeéi owvu
Cinjenicu i teoremu 2.15, dokazujemo da je T* modelsko upotpu-
njenje teorije T. Stoga i u ovom slufaju vaZe sliéne posledi-
ce 2.15.1, 2.15.2.

U sledefem primeru dokazujemo da je teorija T* linea-
rno uredjenih deljivih Abelovih grupa modelsko kompletira-
nje teorije T linearno uredjenih Abelovih grupa. Kao jedna
posledica dobija se £Q,+, <, 0> L {R,+,<,0>.

LEMA 2.17. Svaka linearno uredjena Abelova grupa U =¢A,+,<,0)
utapa se u deljivu linearno uredjenu Abelovu grupu.
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DOXAZ: Neka je X = {(m,n,x)l meZ, n€N, xeG, m i n su uza-
jamno prosti brojevi} . Dalje, defini¥imo operaciju
+, 1 relaciju R na X: (m,n.x)+°(m’,n',y) = (1,nn",mn “x+m’ny),

(m,n,x) R (m°,n",y) e mn"x < m’ny.

Neka je relacija ~ na X definisana sa (m, n,x)~(m,n,y)+*
mn “x=m ‘ny. Nije teZko dokazati da je ~ kongruencija na
< X, +orRs (0,1 0)D> = ;5 i da za koli&ni&ku strukturu o *=24A vaii.

1 o* Jje Abelova linearno uredjena deljiva grupa.

2° Grupa (X utapa se u ({*, utapanje p: XL —* dato
je sa px = (1,1,%) /~ .

3° (ot*,p) je modelsko kompletiranje modela ¢ u klasi

Abelovih linearno uredjenih deljivih grupa. -

POSLEDICA 2.17.1. (T*)n =T,
1

LEMA 18. Teorija T dopudta eliminaciju kvantifikatora.

DOKAZ: Ovaj dokaz je adaptacija Fourier-Motzkinove elimina-
cione metode u linearnom programiranju. Dokaz éemo
podeliti na nekoliko koraka.

TVRDJENJE 1° Svaka formula ¢ bez kvantifikatora jezika L,
ekvivalentna je u okviru teorije T* formuli oblika
(1) 3 Vees VBu , gde je svaki [3; oblika ul(i) =0A

.../\um(i) =0 Av, (x> OA...Av, (R)> 0.

DOKAZ: Neposredno se dokazuje da vaZe slededa tvrdjenja u
teoriji T*.

(1) =t et -t, =0, (2) 1t1=t2®t1>tzvt2>t1

(3) 1 tl > t2€=p tl = t2 v tz > tl' (4) t>0 e -t<0,

(5) tl > t2 =3 tl - t2 > 0.
Koriste€i ove &injenice slédi da je ¥ Booleova kombi-

nacija atomi&nih formula oblika u = 0, u >0, stoga, ¢ je
ekvivalentna formuli u disjunktnoj normalnoj formi oblika (1).
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TVRDJENJE 2° Neka je Ly =LU{glae0} (Q je skup racio-
nalnih brojeva) definiciono pro3irenje jezika L i [

teorija sa odgovarajuéim definicionim aksiomama kao u prime-

ru III.4.6. Tada je I konzervativno profirenje teorije T*.

DOKAZ: Pretpostavimo da je It ¢, gde je % relenica jezika

L i neka je UL FT*, Buduéi da U ima jedinstvenu ek-
spanziju do modela Ot’El, to Ot'e®. ¥ je formula jezika L,
stoga OULEF € . Otuda, prema stavu potpunosti T + ¢ .

TVRDJENJE 3° Neka je B; (x,¥) kao u tvrdjenju 1°. Tada pos-
toji formula g ;(x,?) oblika x = ul(i}') Acde AXx =

@ Ax<d@®AccAx < L@VAx> @A A x> y)

tako da je Mk ﬂi(x,?) = ﬁ*i(x,?)-

DOKAZ: Nije te3ko videti da vaZe sledeéa tvrdjenja: -

(1) Za svaki term t(x) jezika LQ postoje al,...,aneQ

tako da t(x) = 21x +...ta x.

(2) qu-{o}——»["l-gx=04=>x‘=0.

(3) g>01ige0 — MNFrx>0 e gx>0.

(4) q<04iqgeQ — Mk x<0 e gx>o.
'Otuda, prema (1), za neke ai,a..,bi,bi.eQ

i 3
fg(XeY) & 21X + 219y + .00 +ay v, =

X + 2,,Y ; =
k k171 + ... + 2y n¥n
ByX + Byy¥y + ;e * Ry, <0A

_}gmx +l>llyl+ ces + b Yy <0

Primenom pravila (2), (3), (4) na poslednju formulu,
dobija se tese B*y (x,¥).

Sada dokazujemo da je svaka formula jezika LQ ekviva-
lentna formuli bez kvantifikatora. Dokaz se sprovodi induk-
cijom po sloZenosti formula. Jedini netrivijalan sluaj je
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€= 3x ¥Yx,9). po induktivnoj hipotezi ¥ dopusta elimina-
ciju kvantifikatora, odnosno postoji formula 6 bez kvanti~-
fikatora tako da T* | ‘/’(x,y') & 6 (x,V). Prema prethodnim

tvrdjenjima, moZe se uzeti da je © = elv ...ven, gde je ei

oblika
x=u (@A ... Ax = uy (¥) A x < ¢C1(§)A ceAX < on(i)A x> ;1(3'7)
Ao A S _(¥).
X > q(y)
Buduéi da je ax(elv...ven) <> axelv...v axen,

dovoljno je eliminisati kvantifikator 3 u formuli 3Ix 8, .

Ova eliminacija se sprovodi preko formule:

Ix ei(x,i}) &> 4<AﬁsK ui(S;) = u:i (¥) A 1Aq Si(y) <

! 1s3sp
p(j(y) A 15eg EE) éuj(?) A“/‘_\tkui(y) < o(j(y)
1e7 2k 1) P

Stoga je formula ‘€ ekvivalentna formuli bez kvantifi-
katora. Racionalni brojevi u formuli ¥ mogu se eliminisati
s obzirom da su oni uvedeni u definicionom profirenju teori-
je T*. -

TEOREMA 2.19. Teorija Abelovih linearno uredjenih deljivih
grupa je modelsko upotpunjenje teorije Abelovih line-

arndé uredjenih grupa.

DOKAZ: Ovo tvrdjenje je neposredna posledica prethodnih dve-
ju lema. |

POSLEDICA 2.19.1. Buduéi da T* .ima prost model (Q,+, <,0>
to je ona kompletna. Takodje, klasa Abelovih linear-

nih grupa je Jonssonova klasa. Kako je T modelski potpuna i

{Q,+, £,0>, <R,+,%,0> k T*, to je

<Ql+l SIO> '< <Rl+, é 10> .



129

3. Zasideni modeli
i modelsko kompletiranje teorija

U prethodnom paragrafu prikazano-je viSe metoda u od-
redjivanju modelskog upotpunjenja neke teorije. Medjutim,
zasifeni modeli mogu se takodje koristiti u ovom odredjiva-
nju. Ovakvi dokazi su manje konstruktivni od prethodnih, ali
ipak daju uvid u strukturu modela o kojima je red. Jedna od
prednosti ove metode je njena uniformnost. Problem koji se
javija je da su zasidene strukture retke, u opstem sluaju
njihova egzistencija je obezbedjena jedino u sludaju da se
pretpostave neke od ekstremnih aksioma teorije skupova, kao
na primer generalisana kontinuum hipoteza ili postojenje ne-
dostiZnih kardinala. Ipak, ovaj problem se moZe reXiti na vi-
Se naéina:

1. Roriste se neke aproksimacije zasidenih modela, kao
Ina primer takozvani specijalni modeli, ili J -zasideni mo-
deli (d je kardinal).

2. Mnoga svojstva teorije, kao Sto su neprotivure&no-
st:, potpunost, <« ~kategorilnost itd. su apsolutna, drugim
re€ima, ako se dokazuju uz pomoé jakih aksioma teorije skupo-
va, kao Sto su generalisana kontinuum hipoteza ili V = L,
onda postoji dokaz i bez njih.

DEFINICIJA 3.1. Neka je ¢ £ %. &5 je prosto prodirenje mo-
dela Ot ukoliko postoji ce< B tako da je podmodel mode-
la % generisan skupom A U { c} jednak modelu % . Da je &
prosto proSirenje modela Or , oznadavamo sa & = (c).
Sledece tvrdjenje pokazalo se efikasnim u dokazivanju
modelske potpunosti teorija. v

TEOREMA 3.2. (L. Blum) Neka su T i T* teorije u istom jeziku
tako da T & T*, T je univerzalna teorija, svaki model
teorije T je podmodel teorije T* . U takvom sludaju, T* je
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modelsko kompletiranje teorije T ukoliko svaki diagram

- A N ) g, O(c), gae ot , H(e) e T, b 1%, B je
IAI+ zasicen model, ima prikazano kompletiranje. -1
Dokaz ove teoreme moZe se nadéi

&
na primer u /38/. Primetimo da se pre-~ 5// \\\\
g

ma lemi prenosa moZe uzeti da su pre- .-
(c)

slikavanja f,g inkluziona. ot

Primenu prethodne teoreme ilustrovademo na primeru
linearno uredjenih komutativnih grupa.

TEOREMA 3.4. Neka su:

T = Teorija linearno uredjenih Abelovih grupa.
T* = Teorija linearno uredjenih deljivih Abelovih grupa
T*je modelsko kompletiranje teorije T.

DOKAZ: (1) Jasno je da je T univerzalna teorija.
(2) Prema lemi 2.17. svaki model teorije T je podmodel

teorije T*,
(3) Neka je (@ linearno uredjena Abelova grupa, I(c) pro-
sto proSirenje modela ¢/ , & lA[+-zasiéen model za T i neka
je (4) L& 2 UL € U(e).

Za element c postoje sledede mogudénosti:

1° Postoji né€N, postoji aeA tako da nc = a.

o Za svaki ne N, za svaki a¢ A nc # a.

2

lKeka je ispunjeno na primer 1°, odnosno za neki neN
1 ae2, nc = a. Neka je n najmanji takav prirdan broj. Buduéi
da je & deljiva grupa i Ut %, to postoji ¢” & B tako da

nc” = a.

TVRDJENJE 1°.1.. za svaki element be A(c) postoje men, ded,
tako da b = mc + d. Pritom, m 1 d su jedinstveno odre-

djeni.

DOKAZ: Buduéi da je X(c) komutativna grupa, postoje ke N,
d°e A tako da b = kc + 47, Neka su j,meN takvi da
k=nj +m, men. Otuda, b = jnc + mc + d"=mc + ja + d".

Buduéi da je ja + d"€A, to je zad = ja +d°, b = pc + 4.
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Neka jeb=mc +d=n"c+d”, mzm’, mm°en, d,d%€A.
Tada, (m - m“)c = d - 47, odnosno (m - m')c € A. Buduéi da
jem - m“¢n, prema izboru broja n, sledi m - m”= O, odnosno
m=m". Otudad =d°. A

TVRDJENJE 10.2. Ako su u, v elementi uredjene grume, tada:

nusnv = uxv, (neN).

DOKAZ: Neka je nu»nv i u<v. Tada v - u>0. Sabiranjem ove
ove nejednakosti n puta, dobija se n(v - u) 20. Ure-

djena grupa je bez torzije, stoga n(v - u)> 0, odnosno

nv >nu, S5to je kontradikeija. -

TVRDJENJE 1°.3. n je najmanji prirodan broj za koji postoji
a‘e a- {0} tako da nc” = a’.

DOKAZ: Neka je O<gk<n tako da kc™= aJ Tada knc” = pa’. Otu-

da, ka = na’, te knc = na” , odnosno n(kc - a“) = O.
Buduéi da je re& o grupama bez torzije, to kc - a” = 0. Pre-
ma izboru broja n, sleéi a’= O,

Neka je h: A(c) ——» B preslikavanje definisano sa
h(mc + d) = mc” + d. Dokazujemo da je h utapanje.

Lako je proveriti da h prolazi kroz operaciiju +.

h je 1-1. Neka je h(mc + @) = him"c + d7). Otuda nc’+ &

-

m°c” + d°. Prema prethodnim tvrdjenjima vaZim=n"1id =4a”.

h je monotono preslikavanje. Neka je ic + dgjc + @7, ade

i,jen, d, d"€R. Tada (i - jdnc<n(d - d7), odnosno

(i - jJagn(d”™ d). Otuda (i - j)nc’g n(d’~ d), stoga prema
tvrdjenju 1°.2, (i - jlc“¢gd”™ d, odnosno ic™+ & «jc ™+ d”.
Prema prethodnom, h je utapanje koje kompletira diag-
ram (4).
Pretpostavimo sluéaj 2°, odnosno da za svaki ne¢N,

a€EA, nc # a.

2°.1. Neka je {U, V> Dedekindov presek u (/f odredjen elemen-
tom c, odnosno U = {beA|bsc}, V ={be Albzc} i
neka je ¢ n,a(X) formula jezika L, definisana sa f{’n’a(x)=

nx < a ako je nc<a, € _(x) * nx>a ukoliko je nc> a.
, n n
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DokaZimo da je skup formula
2(x) = {uex|ueu} U{x<y|vev}u {‘en'a(x)lneN, aer}

neptrotivure&an sa Th(.‘&A). Neka je Zo € 2.(x) kona&an skup

-

q
ji se pojavljuju u 7_-0' i to tako da je njc<ay, pj’c >aj' za

i€ {1,2,...,p}, 5€{1,2,...,q9} .
MoZe se pretpostaviti da je ueu (<o <u1 i vy <

i Uyreeet Vyrese Vo al,...,ap, al‘,...,a elementi ko- -

n

«e+&V 1<V . Buduéi da je U(c) Fuy<c<vy to Nruy <vy,

stoga

Dalje, svaka jednalina jx = b, j # O, b&B ima rése-
nja u &5 . Neka su ai/ni,‘ a{/n{ respektivno refenja u B jed-

naéina ngx = a;, hix = a{. Ne gube¢i opStost, moZe se pret-
postaviti da je aé/né Ziviere <al'/nl‘ i al/nl< P <ap‘/np.

Po pretpostavei je L(c) t:aic Eic, nyc <a,;, stoga
UL(c) k njaf < nynje <nja;. Otuda Uk njaj<«nia,, odnosno
% Enjaj<nra;. Stoga u modelu vaZi:
2ymy (@y/my) = ny2y >mya; = myny(ay/ny), odnosno nym (ay/n)) >
p_lnl(al/p_l). Otuda
{(2) Lk aj/n{ < a;/n;..

Budu¢i da je Ul(c)ku;< c<av,;, to nynjuy < nyngc
< nynyv,. Otuda njajennic<n nivy, odn?sno
njajennivy, tj ai;givl. Stoga a;/n{«v,. Kako je vy>Uy,
to v;> max(ul,al’/nl'). Sli¢no se dokazuje da

al/nl > max(ul,al/nl) , stoga

(3) L E max(ul,al‘/ni)<min(v1,al/nl).
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Model & je gusto uredjen, te postoji c e B tako da

max(ul,ai/n£)<c <min(vl,al/nl). Stoga c¢_ ostvaruje Zo(x)

° o
u Y% , odnosno Zo(x) je neprotivuredan skup formula sa Th(z‘,’.A)
Prema stavu kompaktnosti, 2 (x) je takodje nenrotivuredan

skup formula sa Th(}fvp). Bududéi da je 5 |2} *_zasicen model,

to L realizuje X (x), odnosno rostoji ¢“&€ B tako da

(4) L EX(c7).

-2. Za svaki beaA(c) vostoje meZ, éd €A tako da b = mc+d.
Pritom, m i § su jedinstveno odredjeni.

DOXAZ: Buduci da je Ul {c) komutativna grupa, postoje me Z ,

deh tako da b =mc + d. Neka jeb=mc +d =m’c +d".
Otuda (m -~ m“)ceA, stogam -~ m"= O, odnosno m = n~°. Otuda
sledi 4 = 4~°.

Primetimo takodje dz vaZi: mc™+td=n'c™+d"  —m=mn

i d=4% ¢gden, ne &, 4, d ¢ A.

Neka je h: A(c) —» B definisano sa h(rmc + d) = mc™+ 4.
Na osnovu 2°.2. sledi da je h 1-1 preslikavanje i ta-
kodje za sve u, v & A(c) h(u + v) = hu + hv. DokaZimo da je

h monotono preslikavanje. Keka je nyc + a,<n,c + 250 al,aZeA.

Ne gubefi op3tost mofe se pretpostaviti da je ny>n,. Otuda,
(ny - nylc<a, - a;.Neka je n=n,-n, ia-s= a, - 2,. Tada je

nc <A. Buduéi éa je %7 4{c?) to ncza, stoca n,c"* a,; <
Ii, - —_

1 1

p_zc'+ 2,- Otuda, h je monotono preslikavanje.

Prema prethodnom, h: Ul(c) — & je utapanje i pri-
kazani dijagram komutira.

S n
< \
A c Utle)
Prema teoremi 3.2., T* je modelsko upotpunjenije tecri-
je T. 4
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U sledeéim tvrdjenjima videfe se da zasideni modeli
nodelskog komplatiranja T* teorije T imaju algebarski opris
prreko modela teorije T.

Modeli U, % £ T su uporedivi u T akko postoji Ce T
tako da Ol —*L «— X . Uporedivost modela CX, % ozna&avamo
sa = &. U najvecen broju sludajeva koristimo oznaku
== , buduéi da je jasno o kojoj je teoriji T red.

Yodel NET je poluuniverzalan model teorije T ukoli-
ko za svaki model & k T va¥i: Ako je =% i |Bi=|al, '
tada &5 — Ul. Drugim re&ima, O je univerzalan model u klasi
nodela teorije T, uporedivih sa ¢t .

Model UL E T je poluprost model teorije T akko za svaki
model & B T va¥i: Ako je & == U , tada f—%. Otuda,
¢ je poluprost model akko je (X prost model u klasi svih
modela teorije T, uporedivih sa o,

Model U k T je pun model akko je ¢X homogen, poluu~
niverzalan model teorije T.

PRIMER 3.6. 1° Neka je T teorija polja. Tada je za svaki
prost broj p , polje Zp poluprost model teorije T.

Ako je Fp algebarski zatvoreno prebrojivo polje karakteristi-

ke p sa beskonaéno (prebrojivo) mnogo transcedentalnih eleme-~

nata nad Zp, tada je Fp pun model teorije T. Op3tije, ma koji

univerzalan domen (u snislu teorije polja) je pun model teori-

je T.

2° Neka je UET i %= . Tada X = &. zaista, ako

je O =& tada postoji [ tako.da 4L , % S L. Jasno,

da je u takvom sludaju (L ET.:

3° Ako je X — %, tada U == B,

Lako je proveriti da je relacija == refleksivna i si-
metridna u klasi TRYT). '

U nekim tvrdjenjima koja slede, dosta je da se pretpo-
stavi da teorija T ima svojstvo amalgamiranja. Medjutim,
ovde se ograniavamo na teorije koje imaju modelsko kompleti-
ranje. stoga, odavde pa do kraja ovog paragrafa, pretposta
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vljamo_ aa T ima modelsko kompletiranje T*. Takodje, pretpos-
_tavljamo da je |IL(TMl< w .

LEMA 3.7.‘-’ 1° Relacija == je relacijai ekvivalencije u klasi

m(T). ]
2° © Nekasu " U, %, L RT. Tada': Ako je A = % i
%o, tada =L, *
3° Ako su U, $ E T*, tada: (U =D ) «s (Ur==2).
4° Neka T ima prost model. Tada je svaki poluprost model

4
teorije T prost. Svaki poluuniverzalan model teorije T je
univerzalan, Stoga, u takvom sluaju, ¢4 je pun model za T
akko X je homogeno~univerzalan model za T.

DOKAZ: 1° Buduéi da je 2= refleksivna i simetriZna relaci-
ja, dovoljno je dokazati da je == tranzitivna rela-
cija. Neka je 2= bG i % ~ (. Otuda postoje 001, "Dz BT
tako da vazi dijagram (1). D
o, D

D, 2, %
P
(1) /S N (2) N
7,4 % C A %
Budu€i da T ima svojstvo amalgamiranja, postoji model
&L tako da va%i dijagram (2). Otuda ¢ — L <%

o 4

2 Prema prethodnom primeru, (H=%5) — ( X = ),

Otuda, prema 1° tvrdjenje vaZi.

: Neka Ut , % & T* . Prema prethodnom, (X = % )—>
(= %).
4° Neka je (f prost model teorije T. Pretpostavimo da je

Z poluprost model za T, £ poluuniverzalan model za T i -
proizvoljan model teorije T. Tada, H— & , L —> [,
Stoga, == %, UL =L, te % =[. otuda [ = 0.
Dalje, takodje ¢t — D, stoga N —L ., otuda L = D .
Stoga, ako je Icl € \Dl , onda [ — D , -

TEOREMA 3.8. Neka je [ zasicen model teorije T*. Tada je
C pun model teorije T.
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(<]

DOKAZ: 1 C je poluuniverzalan model za T.

Neka je Icl =& i O(E T xardinalnosti < L, X =L
Tada postoji DT tako da O _ﬁ_.._a"__&-_c_. 6a1je, po-
stoji f ET* tako da D'—s.D, stoga se mo¥e uzeti da je
w P .o % [ . Prema DLST postoji & tako da
o el < H1 1Bl = . T* je modelski potpuna, te je
q elementarno utapanje, stoga G=LC. C je elementarno uni-
verzalan model, stoga &% —<» [. otuda = or —=(.

2° ‘'C  je homogen model za T.

Neka je U model za T kardinalnosti <L i neka je
C «f ot 9.,c . Defini¥imo parcijalni izomorfizam
p: C—I[ sa pfa = ga, a€ A. Buduéi da je T* modelsko kom-
pletiranje teorije T, to je

<C, fa )ac AS <E,ga>aeA

C je zasiéen model, stoga je C elementarno homogen model.
Otuda postoji automorfizam h: T =~ [ tako da p ¢ h. Prema
tome, prikazani diagram komutira.

C —2.t
| -4
N A |
74
TEOREMA 3.9. Neka je ICl= & >w. Ako je C pun model teorije
T, tada je [ elementarno univerzalan model teorije T*.

, odnosno <L ,fa)> . <c,pfa en®

Dokaz je podeljen na dva dela.
TVRDJENJE 1. [ je model teorije T*.

DOKAZ: Neka je p = cfL . Tada postoji niz skupova Xy
}q} , tako da

< , X , c=U x
(1) F< 3 — Xy € Xy, (2 [xgj<d, 3 Fep 5
1° Prema DLST postoji model (<[ tako da x_ g2, i IAj|=Ww.

Otuda, L je model teorije T, te postoji 2~° E T* tako da

o, < Z.O. Prema DLST moZe se uzeti da je tadkoje lB°|= w ,

o



[
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T" ima svojstvo amalgamiziranja, stoga se diagram C 9_0!,92;
D
Sy,
C
N &
u,

dopunjuje do armalgama

Otuda Z»oa C.
C  je poluuniverzalan model teorije T, stoga postoji
£: b, — C . otuda imamo diagram (4). Buduéi ca je [

L -homogen
E

& ¢«
(4) g f (s) L, \

0‘09623"——*[ ’ \Qz' f

model i L>w , to se ovaj diagram dopunjuje do komutativnog
diagrama (5).
reka je B, = ne{B ). otuda B, T &, te L)k T*.

Stoga postoji model .‘Zf»lk= T*. tako ca UI_ & zl el i
|BI[ <& .
2° Induktivno se definifu nizovi modela Uff, Z;, F‘ﬁ '
tako da vaZi:
(6) za §<§, U’;E%, (7 Z‘gg Ugcl, (® x_ 2 a
(9) 2], IBgl<L, 100 &5, k7.
lieka su 0?0. ‘31 rodeli odredjeni u 1°. Pretpostavi-
ro da je §21 i da je rmodel &y odredjen.
Model 01; se odredjuje na slededi nadin. Prema induk-
tivnoj hipotezi, \E}|<¢(. Otuca, kruduéi da je txfl <L,

Iy UV x§| < IB¥| + ‘ng < &£ . Prema DLST postoji 0t§< L.
tako da By v Xy 4 AF 1A =[xaE v XE" Stoga,
agr<dL -1 B, 0.

Model d'f’? odredjuje se na sledeéi nalin.

(11}  2ko je ¥< { grani&ni kardinal, tada -'?-’*; = 72§b7 .
Buduéi da je T* modelski potpuna teorija, to je ona crerma
posedici IV.6.2.3. zatvorena u odnosu ra unije lanaca, pa

prema tome -lv); E o7x,
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(12) Neka je f = 7+ 1. Prema induktivnoj hipotezi va%i
ey lA.‘j < L . Dalje, postoji L E T* tako da 28I 4
Prema DLST moZe se uzeti da je \Bl=lA,| , odnosno |Bl< L .

T* ima svojstvo amalgamiranja i, stoga se diagram L[ 2 U(§ =3
dopunjuje do amalgama D

S
C
S o, @
Otuda L = L. Budud¢i da je E poluuniverzalan model,
to postoji £: & —LC. [ je -L-homogen model, stoga postoji
automorfizam h modela [ tako da prikazani diagram komutira.
Neka je L5 = hf [ 8] otuda -‘6“. E T*,

h
o*regz»;i\s,1<&. C «=—LC
f5 je grani&ni ordinal (jer je (> kar- Ul \f
dinal), stoga za svaki §< [ model x;+l

c
je definisan, te U‘; 5-'??4_1. Otuda o < 2

= U = U :

X S By,yr teC ?<PB§ , Otuda L ¥<px§ . Teorija T*

je zatvorena u odnosu na unije lanaca, te [} T*. 4
TVRDJENJE 2. E je elementarno univerzalan model teorije T*.

DOKAZ: Neka je S kT* i IBl «dL. %L =0 . otuda Z =L,
C je poluuniverzalan model teorije T i T* B T, te

L E T. Otuda postoji f: & — [. Teorija T* je modelski

potpuna, stoga je £ elementarno utapanje. -4

POSLEDICA 3.9.1. Neka T ima prost model. Tada, ako je L ho-
mogeno univerzalan model teorije T kardinalnosti. 2w,
onda je [ elementarno univerzalan model teorije T*. <

TEOREMA 3,10. Neka je T* modelsko kompletiranje univerzalne
teorije T. Ako je pun model teorije T, tada je za~-
sicen model za T*.

DOKAZ: Prema prethodnoj teoremi i teoremi I1.9.5, dovoljno je
dokazati da je [ elementarno homogen model.
Neka je p: C—C parcijalni elementarni izomorfizam,
takav da |pl< & . Otuda, za X = domp vazi <[,x)

<C,px

xex =

xeX’
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Neka je Z»os_c podmodel generisan skupom X i Z»l <C
generisan skupom p(x]. Otuda % _, & E (r+)q . Buduet
1
da (T*)n =T, to
1

1y L,

(2) 2a svaku formulu ¥ jezika L i 4 eX, [HGE] «— Ehef[pé]

Zl E 7. Takodje va¥i:

(3) Buduéi da je [nisw , Ix\, |plxll<d, & e(>co1, to
(851 + IB;) < L.
(4) a EBO akko postoji term t jezika L i b ex tako da

g -

a=t [b]. slidno, ako je 3 €B;, tada postoji b €X tako da
3

a=t [p'l‘:].

(5) Neka je p: B,—> B, preslikavanje definisano sa Pa
C - - -~
t (pbl,...,pbn) r gde a = t: (b), b €X. Dokazujemo da je P

izomorfizam.
Prema (4) P je preslikavanje na.
Neka je Ta = Pa’. Tada za neke terme t, t° jezika L i

-h

- c - -
B, B'ex,a=t (5), a" =t LB, te Crt(d) = t (sh7).

Prema (2) va%i C ht('_ﬁ_) = t’(E’), stoga a = a“. Prema pret-
hodnon, :5 je 1-1 preslikavanje.
Neka je R predikat jezika L, a €B i Z-Ol-' R{Z]. Tada
postoje termi tl""’tn i nizovi Bl,...,Bnex tako da a; =
L = > . 5
ty (by). Otuda x’ok R[tlbl,...,tnhn) te buduéi da je $osC
to [k RrRit:D t b 3.. Prema (2) va¥i [k R(t,pb
0 S RATM A A (6 S AR b i b
tnp%n], odnosno x,k R[tlpl-al,...,tnp%n'] , buduéi da &, <.
Prema prethodnom vazi: /M % oF R(E] —’xlk R[Fa].
o
Sli&no, A zi kER[pa]— zok R[3], te

2 E€B
o
A

2€B z’o E rlz) — x‘l B r[p3].
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Na slican naéin se dokazuje da P prolazi kroz operacije,
stoga je prema prethodnom P izomorfizam.
Model [ je {-homogen, prema (3) lBol v lBl|<-(i

takodje .'Z»O, z-l E T stoga postoji izomorfizam h tako da

prikazani diagram komutira.

(Lot 27 yex -—-—-p——*<"‘%1'px> xeX
N| N
<C %2 cex ..___h__,<[: PP e xt "

POSLEDICA 3.10.1. Neka je L(T) prebrojiv, UleT 1 [A]l> w-.
Pretpostavimo da je T* modelsko kompletiranje univer-
zalne teorije T. Model (U je pun model teorije T akko Ut

je zasiden model teorije T*. -
Neka je T kao u prethodnoj posledici i neka T ima prost
model. Tada za model U k T va%i: Ol je zasiéen model

teorije T* akko je Ul homogeno univerzalni model teorije T.

POSLEDICA 3.10.2. Ako su (I, & elementarno ekvivalentni puni
modeli teorije T iste kardinalnosti & ., tada a =5,

DOKAZ: Buduéi da su W, % puni modeli teorije T, oni su za-
si€eni modeli teorije T*. ¢, % su iste kardinalno-

sti i elementarno ekvivalentni, stoga X = &, .

Neka teorija T ima prost model. Ako su U, & puni mo-
deli iste kardinalnosti i N =% tada A = &.
DOKAZ: Buduéi da A, & = T* to onda U= & . Prema pret-

hodnom X £ %

Neka teorija T ima prost model. Ako su &, % homogeno
univerzalni modeli iste kardinalnosti > @y, tada =D,

DOKAZ: X , & su puni modeli i Ul=2. Prema prethodnoj pos-
ledici =& .
Ako je teorija T* kompletna (za to je dosta da T ima
prost model), tada su ispunjeni uslovi prethodnog tvrdjenja
za ma koje homogeno univerzalne modele . 1iste prebrojive

kardinanosti, te prema prethcdnom
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Neka su £, 3,V kardinali. Tada se definife oCe=

]

..;,; £ . U édaljem, pretpostavljamo da T ima prost model.
Pretpostavimo da T sadrZi u sebi uredjenje < koje je

bar mreZa, i neka su svi modeli za T* gusto uredejeni, tj.
vaZzi:

X<y —= x<z <y.

X, V€A zZ €A
Pretpostavimo da je N =<4a,<,... > homogeno uni-
verzalan model teorije T, odnosno prema prethodnim teoremama
0[ je zasifen model teorije T*. Neka je g maksimalan lanac

bez krajeva u A i X, YE€g tako da X<Y, tj. u<v,

A
ue¢x vey
1xvY] <, gde |al=d. Tada je skup formula 2 (x) ={g < x|
uex} U {x<cylv eY} kona&no neprotivuredan sa Th(U(XuY) .

Budu¢i da je O zasicen model, postoji a€hr koji realizuje
Z(x), tj. XEZ(a). Otuda X< a< Y. Pretpostavimo da adg.
Neka je b€g. Tada postoje sledefe moguénosti za element b:

1° Za neki ué€x b £u, stoga bs<a.
2° Z2a neki vey v &b, stoga a<b.
3° X<b<¥Y,

Otuda, ako 3° ne va%i ni za jedno b €g, onda je gu{a}
linearno uredjen skup, te zbog maksimalnosti lanac g.g U{a}= a,
odnosno.a €g, Sto je kontradikcija. Stoga ae€eqg ili postoji
beg tako da X<b<Y, u svakom sludaju rostoji ceg takeo da
X<c<Y. Otuda, g je X« skup, te g} 2. S druge strane,
gea, |al =d , te [g]= L . Otuda g je M« skup kardinalnosti
& , te prema poznatom rezultatu (Gillman, vid. /29/) o(=o“"".

§ druge strane, prema teoriji Jonssonovih klasa, ako
je o = L& i &>w tada postoji homogeno univerzalan model
teorije T (vid. /4/ ili /29/). Otuda, za teoriju T sa gore
opisanim uredjenjem vaZi:

TEOREMA 3.!11. Teorija T ima homogeno univerzalan model, odnos~
no T* ima zasifen model kardinalnosti £ akko L = £%,
Prethodna tvrdjenja mogu se primeniti na primer na sle-

defe teorije:
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(1) T = Teorija linearnog uredjenja, T* = Teorija linear-
nog gustog uredjenja bez krajeva (Fausdorf).

(2) T = Teorija linearno uredjenih Abelovih grupa
T*= Teorija linearno uredjenih deljivih Abelovih gruva.

(3) T = Teorija Booleovih algebri.
T*= Teorija bezatomi&nih Booleovih algebri (Neorepontis)
(4) T = Teorija distributivnih mreZfa sa krajevima
T*= Teorija distributivnih, komplementarnih, gustih
mreZa. )
(5) T = Teorija uredjenih polja (Erdds, Gillman, Robinson)

T*= Teorija uredjenih realnih zatvorenih polija.

U nekim slucajevima tip uredjenja modela ozuzrokuje
da je ¢ homogenouniverzalan model. Uslov Hy (H po Hausdorfu)
x0ji treba da bude zadovoljen je:

RAko su X, YE€A takvi da

1° x<v, 2°fxvyl<edL , gde Jal= & , 3° Ako su 0,1 krajnje
tatke u Ul (ako ih ima), tada O€X, 1#£Y. 4° X je usmeren
skup na dole, Y je usmeren skup na gore,

tada postoji c€A tako da XL c<«Y,

Ovaj uslov navode Negrepontis-Comfort (/29/) za Boole-
ove algebre. Ukoliko je uredjenje £ linearno, tada se uslov
H, svodi na to da je uredjenje <A, &> tipa ‘l‘ . VaZi slede-
ée tvrdjenje.

TEORENMA. 3.J2. Ukoliko je uslov H 4 ispunjen za model O%, [A|>w
bilo koje od teorija (1)-(5), tada je O homogeno uni-
verzalan model teorije T a time i zasicen model teorije o*, 4

Ovo tvrdjenje su dokazali: za teoriju linearnocg uredje-:
nja Kausdorf, za uredjena polja Erdds, Gillman i Henrickson,
za Booleobve alaebre Negrepontis.

U sluaju uredjenih Abelovih grupa, dokaz prethodnog
tvréjenja moZe se izvesti adaptacijom odgovrajudeg dokaza

(/7/) za uredjena polja.
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VI DEO

Apsolutnost u teoriji modela

U razmatranju razlic¢itih koncepata teorije modela,
slobodno smo koristili izvesne konstrukcije u kojima se im-
plicitno podrazumeva vaZenje izvesnih principa, kao na primer
aksioma izbora, a po negde (prilikom iteracija nekih konstru-
kcija) i univerzalna aksioma izbora. S druge strane, ako je
red o sintaksnim svojstvima teorija (spomenimo neprotivured-
nost, potpunost, odlufivost, eliminaciju kvantifikatora) ,moZe
se postaviti pitanje da 1i je zaista nuZno uvek podrazumeva-
ti ove principe. Na primer, primenom Lo3-Vaughtovog testa
(kao %to smo to vife puta &€inili) na izvesnu teoriju T sa re-
kurzivnim skupom aksioma, dokazuje se da je T kompletna teo-
rija, a otuda da je i odlu&iva. U dokazu Lo3-Vaughtovog testa
koriste se pored ostalog DLST, odnosno GLST koje su ekvivale-
ntne aksiomi izbora (AC), dok odluiivost teorije po svojoj su-
8tini ne bi trebalo da uplife takav transfinitan arqument kao
Zto je AC, pa ni bilo kakvu aritmetiku bezkona&nih kardinala.
Otuda, ukoliko je dokazano primenom Lo¥-Vaughtovog testa da
je izvesna teorija T cdluliva, postavlja se pitanje da 1li je
T zaista odluéiva Drugim re€ima, da 1i bilo 5ta gubimo (oéno-
sno dobijamo) u odnosu na sintaksna svojstva teorija, prime-
nom metoda teorije modela i teorije skupova. Upravo se takvim
pitanjima bavimo u ovom delu. Pokazuje se da pri odredjenim
uslovima sintaksna svojstva teorija apsolutna u sledefen
smislu: Ako je 2F + € bk (T ima svojstvo P) onda
ZF b+ (T ima svojstvo P), ¥ je neka aksioma teorije skupo-
va.

Prilikom razmatranja ovih pitanja koristifemo Godelovu
teoriju konstruktibilnih skupova i u vezi sa tim Levyevu hije-
rarhiju formula. Iz tog razloga navodimo nekoliko osnovnih
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¢injenica ove teorije, uglavnom prema /16/.

1. Levyeva hijerarhija formula

DEFINICIJA 1.1. Formula ¢ jezika {&} je A, formula ukoliko
je izgradjena iz atomi&nih formula, iskaznih operacija
A v ,T7 1 uslovnih (ograni&enih) kvantifikatora (I xevy),
(Y xey).
Formula © je Zn formula ako je € obilka ’
Ix, 4 Xoeoe ann?’ » gde je O jedan od kvantifikatora v,
g i ¥ je 4, formula.

Dualno se defini¥u nn formule, one pofinju kvantifi-

katorom V .
U daljem koristimo sledefe oznake:

ZF - o© je teorija 2ZF bezaksiome beskonanosti.

ZF - P Jje teorija ZF bez aksiome partitivnog skupa.

ZFC je 2F + AC.

ZF + GCH je ZF + generalisana kontinuum hipoteza.

ZFL Jje ZF + V = L, gde je V = L oznaka za aksiomu

konstruktibilnosti.

x €L stoji umesto formule "x je konstruktibilan". Pri-
metimo da je ova formula izraziva u jeziku {é}.

Prema /16/ uvodimo ‘E:gF-P R n ﬁF-P formule.

DEFINICIJA 1.2. € Je Z 2P formula akko postoji z

formula Y takoda zZF ~-pF &Y, ¢ je n ﬁF-P for-

mula akko postoji r7n formula ¥ tako da ZF - PF¥es ¥ .
¢ s A ﬁF-—P formula ako je J. ﬁF-P i ”ﬁF-P formula.

Umesto ZfﬁF‘P, rlﬁF-P moguée je definisati Z'iF,ﬂgF formule

(vid. na pr. /14/). Pritom se pokazuje da obe vrste formula



145

imaju sli¢na svojstva, odnosno da ZF-formule zadovoljavaju

odgovarajuéa tvrdjenja, koje ovde iskazujemo za 2F - P formu-
le.

TEOREMA 1.3. (Osnovna svojstva Levyeve hijerarhije).

- zr-p
(1) VaZi: Z,zr F . Z{
7
2F-P 0/ \Q ZF-P
A,c A a -5
o = 1 Q
< n,“" < N pze-f
1

2F~P

(2)  skap X |

formula je zatvoren u odnosu na A, V,
(Y xey), (3Ixey) i 3Ix.
ZF-P < "
(3) Skup ” i formula je zatvoren u odnosu na A, V,
(Ixey), (¥Yxey) 1 Vx.

(4) skup A iF-P

formula je zatvoren u odnosu na A, V ,
T, (¥Yzxey), (Ixey).

(5) Ako je ¢ ZgF-P formula, tada je 1¢ ﬂiF-P formula.

Ukoliko je ¢ n iF-P formula, tada je ¢ P :F-P for-

mula.

PRIMER 1.4. Sledeée formule su Ao—formule:

x=¢, xe{yl,...,yn}. x={yl.....yn},xgy
x =<y, z>, x¢VUy, xeNny, x=Vy, x=~Ny

x je skup uredjenih parova, x je funkcija, x je 1-1 funkecija,
x € dom(y), vy = dom(x), YE range(x), y = range(x),

X je ordinal, x je grani&ni ordinal, x¢ w (tj. x je kona-
Zan ordinal), x =w .

Ako Je x€t(¥) A, to je i xCt(y),

Ako je x = t(y) A, to je i t(y) € x.

DEFINICIJA 1.5. Preslikavanje u ZF-P je formula %®(u,y) tak-
va da zZF-P - Vu 3!y ¥ (u,y). U takvom sludaju
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koristimo oznaku y = F(u).

Niz u ZF-P je formula % (u,y) tako da

ZF-P F VYu(u je ordinal =» Jy €el(u,y))

zZF-P Flu(u nije ordinal = J3y < (u,y))

Simbol y = F(L ) koristimo za nizove i ZF-P.

Na sli&an nadin se defini%u preslikavanja, odnosno ni-
zovi od vi3e promenljivih, kao na primer y = F(u,«{).

TEOREMA 1.6. ( Teorema transfinitne rekurzije). Neka"jé :
y = H(u,d ) preslikavanje u ZF-P. Tada postoji jedin-
stven niz y = F({) u ZF-P tako da ZF-P FYLF@=a(FrL,L)).
U sledeéim tvrdjenjima se pokazuje da su A ZF-p formu-

le zatvorene u odnosu na neke operacije.
1.7. Zatvorenost A ZF-P formula u odnosu na rekurziju

Neka je y = H(u,ak) 4 ZF-P preslikavanje i y = F(o{)
definisano iz H rekurzijom. Tada je y = F(d) A ZF-P presli-
kavanje.

1.8. Svako ZiF-P preslikavanje ili niz u 2ZF-P je 4 iF—P pre-

slikavanije.

1.9. Pravilo podskupova
Ako je? A ﬁF-P formula tada je y = {x¢u] ‘f(x)}

i iF-P formula.

1.10. Pravilo zamene .

(1) Ako je y = F(u) szlF—P preslikavanje, tada je
y =«{F(u) luex } A iF-P-formula.

(2) ako je ¢(x) 4 gF-P formula L y = F(u) je A erF-P pre-
slikavanje, tada je ¥ (F(u)) takodie diF-P.

Prema prethodnom tvrdjenju, ako suy = P(u), v = H{(u)
AP tosut xer, y=HFM@), (VxeF(w)e

Skup R(o() se definife transfinitnom rekurzijom:
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1° R(O) =g , 2° R(d+ 1) = s(R(L))
3° Axo je A grani&ni ordinal,,tada R(d) =¢U4R(P)'
€

Lako je videti da R(w) sadrZi prirodne brojeve. S dru-
ge . strane, R(«w ) se moZe predstaviti u strukturi prirodnih
brojeva. R(w ) je tranzitivan skup nasledno konadnih skupova
i zatvoren je za skupovne operacije, pored ostalog i na formi-
ranje kona&nih skupova, te otuda i-na formiranje uredjenih
n~torki. Stoga je jasan pozitivan stav autora {(G.Kreisel i os-
tali) u /17/, str. 40, prema ulozi R(w ) u metamatematici.

U tom &lanku oni ukazuju na izvesnu nepogodnost kori¥éenja pri-
rodnih brojeva u nekim konstrukcijama (na pr. u Gddelizaciji).

Neka je - jedna Gddelizacija definicionog proZirenja
jezika teorije skupova u R(w). Izmedju ostalog, u domenu pre-
slikavanja -~ nalaze se prirodni brojevi, elementi skupa R(ew),
termi i formule jezika teorije skupova. Otuda, ako je ¢ for-
mula teorije ZF, onda ¥ € R(w).

DEFINICIJA 1.11. X ¢R(w) je reprezentabilan u ZF-P akko po-
s.toji ¥ tako da
a € X —» IF -« F P(a)
a ¢ X — ZF - «o FI¥a) (a¢R(w)).

TEOREMA 1.12. X< R(w) je predstavljen u ZF - e akko je X
rekurzivan. -4

- DEFINICIJA 1.12. XS R(ew ) je definisan u modeluM za ZF ~wo
akko postoji formula % tako da za sve a€R(w) va¥i:

a € X — ME¥a)

a ¢ X — mElta.

Primetimo da je J{ R(w),€> prost model za ZF =- =@ ,
Takodje., ako je X SR(w) rekurzivan ( prema T.1.12 predstav-
ljen u ZF -~ © ) onda je X definisan u svakom TN F ZF - o ,
otuda i u {R(w), €)> .

PRIMER 1.14. Sledede formule teorije 2ZF su A?_F_Pz

X je konaZan, y € tcix), y = tc(x) ( ovde je tec(x)
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tranzitivno zatvorenje skupa x), x€ R(w), x = R(w). Tako-
dje, svaka relacija na R(w) koja je definisana u ¢R(w), €>

je takodje A iF-P

formula.
Slede€e tvrdjenje je kljudno za dalja razmatranja.
TEOREMA 1.15. ( Levy-Shoenfildova teorema apsolutnosti). Ako

je ¢ M ?_F-P refenica, tada ZF-P F ¢ &> ‘fL .

Otuda, ako je ¥ [l iF'P redenica i ZFLF¥ , tada zZFF € . 4

L
Ovde je € relativizacija formule ¢ po L.

Otuda, prema prethodnoj teoremi, vaZe sledeéa tvrdje-
nja.
% ZF-P L
POSLEDICA 1.15.1. Ako je € 47 formula, tada ZF-PF €& €

Otuda za A iF_P formulu ¥ wva¥i: zZFL F € — zFF€.

Ovo tvrdjenje neposredno sledi iz &injenice da je svaka

A IF-P n ZF-P
1 T

formula takodje

POSLEDICA 1.15.2. Ako je ¥ AiF'P (i1i ﬂﬁr_p ) formula,

tada vaZi:

2ZF+8 Y — zZFF ¢ , gde je ® bilo koja od sle-
deéih aksioma

(1) AC , (2) Univerzalna aksioma izbora (UAC), (3) GCH.
Dokaz ovog tvrdjenja zasniva se na &injenici da je
ZFL F 8 (Gddel). ‘

2. Apsolutnost sintaksnih svojstava teorija

U daljem pretpostavljamo da je %2 prebrojiv rekurzivan
jezik prvog reda i T teorija za £ sa rekurzivnim skupom aksi-
oma. Gddelizacijom mofe se uzeti da je ¥¢R(cww). Kako su ak-
sime iz T kona¢ni nizovi elemenata iz £ i logi&kih simbola,
to se takodje moZe uzeti da je TCR(w). Skupovi & T su
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rekurzivni podskupovi od R(w), stoga su prema teoremi 1.12.

&£ i T predstavljeni nekim formulama €y + 8, u ZF -0,

T

Otuda su skupovi £ i T definisani u {R(w), €>, te prema

A ZF-P
1

primeru 1.14. formule x =X , x = T su formule. Pre-

ma pravilu subsitucije, formule xeZL, xeT, (Vxe¥) €,

(I xel)?, (¥xeT)? , (I3xeT)¢ su takodje §F~P formule,

ukoliko je ¢ A iF-P formula.

LEMA 2.1. Sleded¢i (meta)pojmovi imaju svoju formalizaciju u

jeziku teorije skupova i one su 4 iF—P formule.

1° x je term jezika £ + Ternm, (x).’

2° X je formula jezika £, For ¢ (x).

37 x je redenica jezika & , Sent o (x) .

4° x je N1 relenica (X _ redenica, N_ formula, £ for-

n n n n

mula u smislu IV.1l.) ’ Sentnn,, £ (x) , Sent anx (x),

For n..% (x), Forz n'x (x).

5© x je dokaz ( izvodjenje) za y u teoriji T, dedT(x,y).

Primetimo da je dedT(x,y) formula sa tadno dve slobodne

promenljive, budu€i da je T predstavlijena formulom O+

§@ x = RMw), gde R™(w) = {<xpreeeix > | X € R(w)}
Primetimo da je Rn(w) CR(w).
72 Relativizacija formule ¢ po R(w), YR(w) (;) ¢ gde

je € ma koja formula teorije skupova.

DOKAZ: Dokazi ovih tvrdjenja svode se na formalizaciju odgova-
rajuéih pojmova. Ovde izvodimo potpun dokaz za 1°,
Terme je mogufe definisati rekurzivno na sledeéi nadin.
Teméﬂ,o = VUC, gde V ={gi[ vy je promenljiva, iew}

C = {g | ¢ je konstanta jezika £ }
Termg .= Termge U {f(tl,...,tn) If €Fung ,

tireeast € Temx,n }
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= VU
Termy, = 2, Termo o

skih simbola jezika £ . Otuda, Termx je jedinstvena funk-

. Ovde je Fun , skup funkcij-

cija definisana rekurzijom iz H(u):

H(u) =VvU cuu v {<x,( 1Yyele Yoreeer¥ yrLe> xé&Funy, ,

ar (x
Yyreeer¥ar(x) € u} , gde je ar:Fun, —scw , ar(f) = arnost
funkcija f. Preciznije,

H(u) = VUCvuu {v](3xeFun,) (2ye R ™ () (View)

{ § aap(m) w> & ir (x)(y) Eu A ,Iézar (x)+2 (v) = x ol iar (x)+%v)___

(A E-Zar(x)-i-z(v) =u-;1r(x) (vy) A (1ei<ar(x) = D:Zar(x)+%v)___

- 2i 2i+1
7 2ar(x)+2 _
L oAE ez =L L

Ovde je W ?(x) projektujuéa funkecija,

Ti‘;(<xl,...,xn>) = Xy, 1<i<n. Funkcija 78 ?(x) je rekur-

zivna, stoga je A iF-P.
Korak po korak, nije teSko dokazati da je H(u) AiF-P

preslikavanje. Prema teoremi rekurzije, postoji jedinstven

niz Term tako da Term(d) = H(TermPd ). Prema pravilu rekur-
zije, x = Term(d ) je A iF-P preslikavanje. Otuda, prema pra-
vilu substitucije, x = Term(w) je A iF-P formula. S druge

strane, jasno je da Term g = Term(cw) .

Mogué . je i drugi prilaz dokazu ovih tvrdjenja. Svaka
od relacija, odnosno skupova (ako je u pitanju unarna relaci-
ja) u 1°-6° je odlucdiva. Otuda, prema Churchovoj tezi i teo-
remi 1.12., ove relacije i skupovi predstavlijeni su u 2zZF -
Stoga su navedene formule AiF-P. 4

Neka T +x oznacava (3y¢ R(w)) dedT(y,x). Otuda Tk x

oznalava da x ima izvodjenje (dokaz) u T, odnosno x je teore-

ma teorije T.
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-P

LEMA 2.2. T+x Jje A iF formula.

DOKAZ: Formula dedT(y,x) je AiF-P formula. A iF-P formule
su zatvorene u odnosu na ogranifene kvantifikatore,

stoga. je (3ye x) dedT(y,x) fal iF_P. Prema pravilu substitu-

cije, (3yeR(w)) dedp(y,x) je takodje A > ', buduéi da je

x = R(w) a3 L. .

Primetimo da je Tkx formula jezika teorije skupova
sa ta&no jednom slobodnom promenljivom x.

T je neportivureéna teorija Jje formula_ConT =TKL),
gde L = 3x(x # x). Otuda (T L) je formula -
T(IyvyeR(w)) dedT(y, L.

TEOREMA 2.3. Neka je T teorija sa rekurzivnim skupom aksioma
(odnosno skup {x {x €T} 3je rekurzivan podskup R{ew )}.
Tada:

ZIF + ¢ + ConT - ZFF ConT,

gde je ¢ bilo koja od aksioma AC, UAC, GCH, V = L.

DOKAZ: Bududé¢i da su x = R{ew ), dedT(y,l ) A %F-P, prema pra-

vilima o zatvorenosti A iF_P formula, formula ConT (primetimo

da je Cony, ¢ T(3yeR(w)) dedy(v, L)) takodje AiF'P.

T
Prema Levy-Shoenfildovej tecremi apsolutnosti, tvrdjenje sle-
dai. +4

Znalaj prethodne teorerme moZe se sagledati u slededen.
Dokaz da jé neka teorija T neprotivureéna, najleide se svodi
na konstrukciju modela ¢U za T. Tom prilikom mogude je da se
koristi aksioma ¥ od nabrojanih. Teorema 2.3. iskazuje da se
€ moZe eliminisati.

Neposredna posledica prethodne teoreme je

~ZFL b+ ConZF

Zaista, ako bi bilo ZFL b+ CanF, prema teoremi 2.3.

(1) ZFrCon,._.. & drugs strane, prema Gidelover stavu
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nepotpunosti, za ma koje kona&no (rekurzivno) proSirenje T
teorije 2ZF -o0 vaZi AT+ COnT. Jasno je da je ZF kona&no

proSirenje teorije 2F -~ e , stoga ~ ZF P-ConZF, 5to je u
kontradikciji sa (1).

U vezi sa prethodnim interesantan je drugi Gdédelov
rezultat:

Z2F ConZF - ConZFL.

Dalje, vaZi ZFCl “stav potpunosti”, odnosno

ZFC + (ConT < Postoji model za T).

Otuda,
ZFL }~ (Postoji model za T)—» ZFC (Postoji model za 7T)

Za formulu 6 kaZemo da je apsolutna ako va¥i:

2F +¥+6 — 2P+ O, gde je ¢ jedna od nabrojanih aksi-

oma u teoremi 2.3. Prema Levy-Shoenfildovoj teoremi, dosta je
da je © rliF—P formula pa da © bude apsolutna.

Pojam T je kompletna teorija ima slededu formalizaci-

Ju:

Compl(T) = VxeSentx (TrxVv T+ 1x).
TEOREMA 2.4. Compl(T) je A iF—P formula, stoga je i apsolutna.
DOKAZ: Tkx, x = Sentx, X =1y su A%F-P formule. Skup

A ZF-P formula je zatvoren u odnosu na disjunkeiju, og-
1

raniene kvantifikatore, stoga je prema pravilu substitucije

Compl (T) A?_F-P formula.

Cest je slufaj da sevdokazu da je izvesna teorija T
kompletna, koristi jedna od aksioma €. Izmedju ostalog, ta-
 kav slu€aj se javlja u slededim argumentima.

1° Svaka dva modela teorije T su elementarno ekvivalentna.
2° Primena LoS-Vaughtovog testa.
3° Svaka dva zasifena modela kardinalnosti u)l (i1i k;CUl)

su izmorfna.

U prvom slu€aju koristi se stav potpunosti, stoga i AC
(111 bar da se u svakoj Booleovoj algebri svaki filter produ-
Zuje do ultrafiltra), u drugor sludaju primenjuje se DLST i
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GLST, te otuda i AC. U trefem sludaju koristi se CH (GCH).
Prethodna teorema iskazuje da se u svim slucajevima moZe eli-
minisati aksioma ¢ .

Dalje, buduéi da je T teorija sa rekurzivnim skupom ak-
sioma, relacije dedT(y.x) P dedT(y, 1x) su rekurzivne. Ako je

T kompletna (neprotivure&na) teorija tada za skup
Cn(T) ={e[Tre wva%i}
a€Cn(T) — (dyeR(w)) dedT(y,_a_t_)

aécn(T) — (3y R(w)) ded  (y,]a). Stoga,

a€écln(T) «* R(w) k 3y dedT(Yré)

adcn(T) o R(w) k Iy ded (y,7a).

Otuda su skupovi X ={a|a & Cn(T)} : R(w) - X,
prema teoremi projektovanja: (vid. /35/, str.66 T.X,XI) rekur-
zivno prebrojivi. Stoga je T odluliva teorija.

Pojam T je n-kompletna teorija ima slededu formaliza-

ciju:
Compl (1) & Vx eSent,, n_ (TFxVTEFIx).
. ZF-P :
TEOREMA 2.5. Compln(T) je Al + te je stoga apsolutna.
DOKAZ: S1i%no kao u 2.4. =

Sintaksno svojstvo teorije T koje odgovara modelskoj
n potpunosti ima slededi oblik:

M = (Y &y,

odn(T) ( xeSentz)(gyeSentx,nn+1)(Tl-x y)

TEOREMA 2.6. Mod_(T) je A iF-P, stoga je i apsolutna.
DOKAZ: Formule x = Sentx P X = Sent::‘f n r 2= (x&y) 1
"n+l

Th x su A iF-P. Prema pravilu substitucije, Modn(T)
je takodje AiF-P. .

Prema teoremi IV.6.7., teorija T je podmodelski potpu-
na akko T dopu3ta eliminaciju kvantifikatora. Pojam eliminaci-
Jje kvantifikatora ima sledeéi zapis:




Tmod (T) & {V’féSentx L BY'éSentx n T + = V).
7
o

AiF-P, otuda je i apsolutna.

TEOREMA 2.7. Pmod (T) Jje

DOKAZ: Sli¢no dokazu u T.2.6. 4

Prema prethodnom, moguce je drugalije pristupiti ispi-'
tivanju da 1li je neka teorija n-modelski potpuna (podmodelski
potpuna) . Na primer, u teoremi V.3.2. umesto IAI+ zasiéenoa
modela moZe se uzeti zasiden model kardinalnosti lAl+, bududéi
da prethodna tvrdjenja obezbedjuju eliminaciju GCH, uz koju
se inale dokazuje da za proizvoljnu teoriju T u prebrojivom
jeziku u svakom kardinalu postoji zasiden model.

TEOREMA 2.8. Neka je T kompletna teorija. Tada:
ZFL F (T je v -kategori&na) — ZFC F(T je w-katego-

ric¢na).

DOKAZ: Prema T. XII.3.5. vaZi ( u 2FC):

1° Compl(T) =» (T je w -kategoridna <

(Fnew) IB (T]e w).

Dokazujemo da je (¥new) IB (T)l € w A iF—P.
2° Ixl &€ w {tj. x je konaan skup) je A iF-P. Zaista

x| € w &>ImewVE((Fun(£f) ADom(f) = x A Range(f) = m) =3
£ je 1-1).

Stoga je formula |x|éw ekvivalentna [l iF-P

formuli.
Dalje, ‘

Ixle w &= Imew If(Fun(f) A Dom(f) = x A range(f) = m
A f je 1-1), te je formula [xjew ZgF-P formula. -

ZF-P
A

1 formula.

Prema prethodnom, |x|]€¢w je

3° x = B_(T) Je AiF-P formula.

Zaista,primetimo da jé »
x =B (T) & x={%] Slvar(¢)&{xy,...,x,}} . gde
¥ = {?’E Forx!'r!- ey , Slvar (€) =Slvar(Y‘)}.
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Simbolom Slvar(x) ozna&en je skup slobodnih promenlji-
vih u x.

Formule xeForx r ThFx &= v su 4 iF-P formule.
-D
Slvar (x} definife se rekurzijom preko A iF °  forrmla, sto-
ga je i y = Slvar(x) takodje AiF-P. Dalje,

Slvar(x) € {xl,...,xn} & Yyesivar(x) (y=x;Y ...V Y=X_),
ZF-P

te je prema pravilu substitucije ova formula Al . Prime-
. b . -p .
nom pravila substitucije x =€ , je A %P , stoga je i

x = B_(T) A :ZLF-P‘ Prema 2°, onda je 1Bn(’r)l&‘w takodie
AiF_P, te je (Y new ) ([Bn(T)l& w ) apsolutna.
Otuda , ako je ZFL F (T je w -kategorina), tada
prema 1° je 2ZFL b (¥n eco ) (B, (T)€w ). Zbog apsolutnosti,

ZFCH (Yneew ) (B (T)éw). Prema 1° vazi
ZFC F (T je w -kategori&na).
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