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ABSTRACT

Finite difference method is one of the most important tools for the
numerical solution of partial differential equations. It can be applied
to the solution of different boundary and initial-boundary value
problems for all types of partial differential equations.

When we approximate differential equation with its finite-
difference counterpart (finite-difference scheme) there arise two
groups of the problems. The first one is connected with the questions of
approximation and convergence, while the second relate with the
effective solution of the obtained discrete problem.

This work deal with the problem of effective solution of finite
difference schemes, while the problems of approximation and
convergence are treated only sometimes and dindirectly. The main
subjects of this work are iterative methods for solving difference
analogues of ©boundary value problems for partial differential
equations of elliptic type. The work consists of six chapters.

The first chapter is introductory. It is devoted to well known
iterative methods, such as simple iteration, Richardson method and
implicit alternating-direction method. For each of them the optimal
choice of iterative parameters is given. It is shown how the numerical
instability of Richardson method can be eliminated. Iterative methods
are compared by number of elementary operations necessary to reduce
error norm for 1/¢ times (0 . & . 1). In the case of two-dimensional
domain, for the method of simple iteration the number of necessary
operations is O(h™" log &™'). For the Richardson method this number is
0(h™ log €), and for the implicit alternating-direction method - 0O(h™2
log h™ log &¢™'). Here h is the step—size of the mesh.

The main results of the work are given in the chapters 2-5, and
relate with the relaxation iterative method proposed by Russian
mathematician Fedorenko in .31., .32., and developed by Bakhvalov .4.. For
this method the number of necessary operations is 0(h™® log &) and it
is asymptotically close to optimal. The method is based on the use of a
series of meshes of different densities. Methods of this type are now
known as "multigrid" methods. They are widely used in practice.

In the second chapter it is shown that the Fedorenko-Bakhvalov
method can be applied to the solution of the Dirichlet’s and Robin’s
boundary-value problems for the general elliptic equation with
variable coefficients on the series of quasi-uniform quadrilateral
meshes in a rectangle. In the third chapter this method is applied to
the Poisson’s equation in a cylindrical coordinate system, while in the
fourth chapter we considered finite-difference approximation on a
triangular mesh. The fifth chapter is devoted to the application of
Fedorenko-Bakhvalov method to the difference problems of higher order.
In all cases it is shown that the previous estimate of necessary
elementary operations holds true.

Several numerical experiments presented in the sixth chapter
support the theoretical results.



APSTRAKT

Metoda kona¢nih razlika predstavlja jednu od najvaZnijih metoda za
numeric¢ko reSavanje parcijalnih diferencijalnih jednac¢ina. Danas se
ona koristi za re3avanje najrazlic¢itijih grani¢nih i poc¢etnih problema
za razlic¢ite tipove jednac¢ina.

Pri aproksimaciji diferencijalne jednac¢ine njenim diferencijskim
analogonom (diferencijskom shemom) pojavljuju se dve grupe problema.
Prva je povezana s pitanjima aproksimacije i konvergencije, dok se
druga odnosi na efektivno re3avanje dobijenog diferencijskog zadatka.

Ovaj rad se bavi drugom grupom problema, dok se problemi
aproksimacije i konvergencije samo mestimiéno i uzgred dodiruju. Tema
rada su iterativne metode za reSavanje diferencijalnih analogona
graniénih problema za linearne parcijalne diferencijalne jednacine
eliptic¢kog tipa. Rad je podeljen na 3est glava.

Prva glava je uvodnog karaktera i posvelena je poznatim metodama
proste iteracije, Ric¢ardsona i promenljivih pravaca. Za svaku od njih
pokazan je optimalan izbor iterativnih parametara. Takode je pokazano
kako se moZe otkloniti numeriika nestabilnost Ri¢ardsonove metode.
Metode se uporeduju na osnovu jedinstvenog numeri&kog kriterijuma -
broja aritmeti¢kih operacija koje je potrebno izvr3iti da bi se norma
gredke smanjila 1/¢ puta (0 . € . 1). U sludaju dvodimenzione oblasti, za
metodu proste iteracije ovaj broj iznosi O™ 1log &™), za
Ricardsonovu metodu O(h~’ log eh), i za metodu promenljivih pravaca O(h~
?1og h™* log £%). Pri tome je h korak mreZe.

Glavni rezultati rezultati rada nalaze se u glavama 2-5, i odnose
se na relaksacionu metodu koju je predloZzio Fedorenko u .31. i .32., a
dalje razvio Bahvalov u .4.. Za ovu metodu pomenuti broj aritmetickih
operacija iznosi O(h™® log &) i asimptotski je blizak optimalnom.
Metoda se zasniva na korisenju niza mreZa razlitite gustine. Metode
ovog tipa kasnije su dobile naziv "multigrid" i danas se 3iroko koriste
u praksi.

U drugoj glavi je pokazano da se metoda Fedorenko-Bahvalova moZe
primeniti za re3avanje prvog i treCeg granitnog problema za elipticku
jednac¢inu s promenljivim koeficijentima na nizu kvaziravnomernih
mreZza u pravougaonoj oblasti. U trecoj glavi se ova metoda koristi za
reSavanje Dirihleovog probema za diferencijsku Puasonovu jednacé¢inu u
cilindri¢nom koordinatnom sistemu, a u ¢&etvrtoj - na trougaonoj mrezi.
U petoj glavi se ista metoda koristiti za re3avanje nekih diferencijskih
zadataka viSeg reda. U svim razmatranim sluc¢ajevima se pokazuje da vaZi
ocena broja aritmeti¢kih operacija dobijena u drugoj glavi.

U Sestoj glavi je izloZeno nekoliko numeric¢kih primera koji podrZavaju
teorijske rezultate.
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0. PREDGOVOR

VaZno mesto u savremenoj numeridkoj analizi zauzimaiju

metode za redavanje parciijalnih diferesnciialnih jednadina.
Medju nijima se narodiio istife metoda mreZa 1li konaénih
razlika . Intenzivan razvoj ona doZivljava posle poznatog

rada Courant-a, Friedrich-a i Lewy-a [36] u kome je teorij-

=

novana, a navoflto u toku poslednjih 20-30 godina s

3
e
¥
Sade

v

pojavom 1 razvojem elektronske radunsks tehnike. Danas se
ona koristl za refavanje najrazliditijinh granilnlih i polet-
nih problena za razlidite tipove jednadina. Ovon krugu pro-
bloma posvefena je brojna éasopiéna i monografska litecatura,

u preiasku od di-

44

Osnovna 1deja metode mreZa sastojl seo
ferencijalne jednadine na njen diferenciiski analog - tako-
zvanu diferandijsku Semu, Pri tome se pojavlijuju dve grupe
problema:s

1. da i1 1 u kom snislu diferencijski zadatak aprokzimi-
ra diferencijalni, 1 da li i u kom smizlu reSenie prvog kon-
vérgiza ka redenju drugog pri beskonadnom usitnizvaniu mraie;

2. efektivne resfavanie difevenciiskog zadatka,

Ovaj rod zeo bavi drugonm grupon problaag, dol oo problend
aproksimacije 1 konvergenciie sonmo mesuivilno L uzsgred
reju. Rezultati u vezi nproksimncije 1 lonvergenoiie diferen-

-

cijekih Zema koje se v vadu

e

cosiste datl ou omapy. w1293, L300

1T e T

fab.tas),nsd L o[28].

2 S on g SO g g B b e Don - P P I . W VI
Tame oveg rada su dterativoe melods g0 resayl
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(tecreme 2.1, 2.2, 2.3, 1L 2.4). Ocene tipa {1) za svoie
styrane se bitno oslaniaju na kcercitivnost diferencijskog
oparatora, tj. megudénost da se norma podeliesnih razlika

A Ayl . o
drugoeg 1 nifeg reda oceni sa Vi (leme 2.2 1 2.85).

U tredo] glavi se uvedena relaksaciona metoda koristi
za redavanie Dirichlet-oveg problema za diferenciisku Po-
isson~cvu jednadlinn n cilirndridnon koordinatnom sistemu,

a u cetvreoj -~ na trougaonoj mreii. U oba slucaja se poka-
zuje da vaZi ocena broja aritmetifkih operacija dobijena u
drugo] glavi,

Cecene ostatka tipa (1) se izvede uglavnom u diferen-
ciiskoj noxrni \N{4(QW (sa izuzetkom druge glave, gde su
poraed toga ocene dobljene 1 u normd LzﬂwB + 1 pete glave),
gto odgovara oceni greske u normi VVSCOJ) . Ova norma se
prizodno javlia jer uopSteno refenje cdgovarajudleg granid-
nog problema za percijalnu difercncijalnu jednadinu pripada
prostoru Cotones-a Vf\32>(pokazano napr. u [141,7151,127)).
Da bi se norma ostatka mogla cceniti u Llﬁu) refenie mora
pripadati vrostoru Vﬂ}<51) » Z2a ovo Je potrebno da ulazni
podzcl imaju vedu glatkost, Sto se u pavagrafima 2.6 1 2.7
imﬁlicitno i pretposiavlia.

G ﬁetoj glavl se pckazuje se uvedena relaksaciona

meioda, g lutin uspehom, moZe koristitl 1 za redavanije iz-

vesnih diferencijiskih zadataka viseg reda., Za possatranu

[
faie

jedrnadinu 2w ~tog reda dobijene su ocenc ostatka tipa (1)

3 . ‘.?"k/ -+
normama Ly 4 W, (W) (k=A 2,0 ., % ), (tcoreme

[

3
-

o JPR S j- 502):

Sesta glava sadrii numeridxe primere.

gibrn 1075, B.S.d00anovid
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NMJTHOVE OSCEINHE I NEXKD METODE

1.1, O difervencijskin aproks ol

LY SN T oy e ey N - Yy K] P I, R -
Matoda mrefa, sa razliditin sveoilinm varijiantama, u do-

L

‘i&k@g regavau’a graniénih pro-

za erencijaine jednadine, U daljem radu
zoedriodemo se uglavnom sa linesrnim eliptickim jednadinama

Neka 3o 520 ¢ K" ogranldena, kouveksna, jrodnostruk
povezana oblast, 1 7 ajena granica, Neka funkciija #= W{x, %,

unutar §2 zedovolijava jednadinm

(1 Le s Day

a na | Jedan od slededih granifnih uslova

oy
o (B et L7 s s es om0 v en]] = o
Owidn jevspolina novmals na [ . Zadatak (1)~{2) nazivamo
prvin 11i Dirichlet-ovin, a zadatak (1)-{2}) tredinm granidnim
™. ficijenti Ao G, , €, 4 18 su funkoije od

. Smatrenn da je ioounien uslov elip~

)f

N

)



Time sa granidni problam svedi na sisten

£
Uzmimo korak A20 1 oznadiso Ra" {”n

Nelka je (U,

P
s
e
¢
£
;

Caka X & Ky koje pripadaju . zajedno sa
1

QVOV‘“} okolinom L?(“\) = (-/‘j(xw“wxﬂ} = J{ (“<¢i"¢1&>-~-~ )X“A "wg‘) l Yty T 0,% })

I

e N : - - - »
stkup tadaka u Ry koje pripadaju 3C ali ne pripadaju ey

Lydeg=en im ){I'Q‘)““‘)‘L‘"'A')

i W= WYY, . Cznalimo VU ... = Vi, b
Delinisimo operatore podeljenih razlika

' 'U,‘”‘ )bt ! h\“ \}’LH"'\‘L\(!'“I;'H
(UKK)L\'“':;‘Kn'w;ﬂ: - ‘e" ‘ (U )qu '\.x'l',‘;-.
(5)

(U;k) = % (Vy, ™ Vz,)

i n

deljenih rarlilka, 1 ako je to p@r?ebna, vrednostl koeficije-
nata u Jvorovima mrefa nekim usroednjenim wvrednostima, umesto
(1) dobijamo

(6) Av = @ . RE Wy

Uslov (2) zamenjujemo sa

(7) v, = 0

\6B~

riredno e uvestl skup }&‘funkcija definizanih na Wy 1 jed-~

Ht

nakih nuli na {, . Tada A moZems dodefinisati stavljajudi
(8) Av = 0 X e ¥y

>

Tako dohijamo operator ﬂ\ Hkﬂﬁlﬁk , 1 umesto (H)=(7)

(9) Av = ¢ - v.ogeH,
ligno se postupa u sluaju tredeg granicnog problenma (videti
. [23] 28] .

U skupu }i, wofemno definisati skalarni preizved L normu

w0
(2

&

nap

na slodedi nadin

(lo) (VW) = A" 2 vehwey Wl s (v, )
K& Ly,

Aproksinaciiu parciijolnih izveda u (6) vrdimo tako da pu~
du zodovolieni slededl zahtevi:

2, .
i, Zadatalk (%) ja kowrektan, ti. za ﬁxih ima jediastveno

¥ Ay o~ b v T - -4 v
reSenje UE [, za svako €€ H&'@ 70 refenje neprekidno zavisi



0% 3 % N . n
ML o raveonarng PO A .

E 2 7 y . R iz - P C .
2. Kad #H-»0 reSenje zadatka {9) konvergira (u smislua
neke norme) ko rodfenju zadatka (1)~ (2).

ﬁjlvh“\hjski cperator A\

e
&
=

Pored bogz trudimo sa o
zarZl 1 druge kavakteristidne oszubine dif _ﬁfiialou opera-
tora L. , N primer somokonjugovanost, pozitivau dofinisa-
ast 1 sl.

Naka je na priner didorencijzlnd operator i. wu zadatku

{(1)=-{2) deiind

(11)  Le = - 20 S ";“;{"J.) oou

e»0 , Ay i € gu ogranifeni, i neka je ispu-
njen uslov {43 . Tada njegovu diferanclisku aproksimaciju (9)
mozZemo deflinisatld sa

l(ﬂ\,é de-}x. + <d'i' 'UKJ. )z‘ ] + oV , & Wy

{(i2) £y o=

o EAYY

leposyodno wn proverava jednakost

l)'ﬁ n \ ~
A A gt S g, VW |+ 4 U
an (M= (0 Tagugug v Toag iy )0 £ eo

~ LIJ <1 t }4. ) Q\ {Ut;:’('\ (A);:“

3

. . 1 e N
gde e &aﬁ={x=0nmﬁum%n)QXGw¢ il Xxey, ,a“m,xp&,wwxn)&eu&}

Q,);f = 4 X o= (x“.,,,x;_‘.-.,xﬂ_){ Xeew, 1li XEY, y (Kayeon, X+, X0 ) & WL)”

Gdatia sledl da 3o operator A sanckonjugovan. Staviiajudd

(123

4

Vi keristedl oretroutaviu o ogrsnidenostd au

u
i -~ , cdnesno nojednakost (4) debljano

A AT TS &,
(14) € £n ({n Vi, % (/\Q;’ﬁr> & = (v,V)
(oY i

Kovistadi dalie najednakost

Hed A e
Ao e . CU W} 4 7‘ Sy \® a7t -
(15) e L VL - T ok ded NV R i Ve = ,UN 0



Ca Z‘ "co i
(16) c4<1;,v) % (/\tmﬁf) % Eﬁ (v,v) <, = -"1;;““

gde je o dijametsr oblasti S0 . cdatle sledl pozitivina de=~

vene vrednocti operatora

&
ot

finlsanost operatora A . sve sops

N\ su pozitivne 4 zadovoljavaju nejednzakost

(17) ¢, € A & -3

Sopstveni voktori su medjusobno ortogonalni u smislu skalar-

noy prolizvada (lo).

1.2. SpecifiZnost diferencljskih sistema

Difercncliski sistemi izdvajaju sz iz opstih sistema 1li-
nearnih jednadina slededim svejstvima (videti {1o] [111):

a) velikinm brojem nepoznatih, b) retkosdu matrica, ¢) speci-
fid¥noddu nesta na kojima se nalaze nenultil elementi, d) veli-
kot razbscano3du spektra.

Zbog prveg iz nabrojanih svojistava pri izudavaniu razli-
¢itih metoda reSavanja diferencijskih sistema narofita paZnja
se mora posvetiti njlhovim asimptotskim oscbinama kad } ~» =
gde je N red matrice.

Za izvicvanie ogobilna matrica diferenciiskih sistema pove-
zanih sa szvoistvima b) 1 ¢) uvedimo nekoliko definicija.

Neka je A = gQ%) kvadratna matrica N -tog reda u &ijoj se
svakoj vretil 1 svakod koloni nalazi nenulti elementi. Sa wW(A)
oznadimo slup indeksa (4,j) Xkoji odgovaraju nenultim ele-
mentima A , a sa LQ(A i njihov ukupan broj. Tada ¢e nam

(18) 15(,4\) = -=-—~——-ﬁ~«m-—.

davati informaciiu o ratkosti nafe matrice.

Prelaz od jedncy indeksa (4,j) € W(A)} do drugog
(b, ) EW(A) » kod kojeg je 111 4= {11i 3, 3 naziva-
¢emo skokonm. Matricu A demo zvati nesvodliiven ako za sva-
ki par (4,]), (xﬂ,“xﬁiJ(A) poztoil niz skokova koiji ih spaja.
Lako se vidi da se nesvodliiva matrica ne noie paermutaciion

A, ©
. PR . : . 1
vrsta 1 kolona svestl na oblik ,& = { 0 A .
§ “».-2. .
Za karaktevistike slolenosti sirukbture nesveodliive matrice
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gde je Q(LJ;%in) adndwalan broj skokova koidl spaja indekse
NI e " v I I 3 2
G,1Y 4 (Besde) . Lako se vidi da {4t d.) i §(A)
i ¢ \ d
pernutaciizs vyesta 1 kolona matrice A Takodje

(20) why aoiel N RS

kao mera "relatdvne slofenosti strukture” matrice AL
0 go proverava da de u sludaju matrice A koja cdgova-
. P 3 $ - e § = [o 13"
ra oneratorn {12) 1 oblasti acd !
a . -4
(21) Py~ emed gAY N A “WA) ~n
3 ¥, 2. @ - ,i . 1
gida a~4 znacgi  umnm g‘ = . Vidino da se karakteri-
o on
stike nabwics kvare ori povedaunijn broja dimenzija n . Na

sanova ovil jednakoscl meZe soe dokazati slededa

L ema 1.1 (videtz Llo]) Za N o} matrica A sz ne mo-

Fo permutacijom vrota € kolona svesti na - (29 + 1) -dijago-
nalnu maliricu.

Dok & z: Neka je R |A2i+1)ﬂdijagonalna matrica, tj.
GB) G Wy F D] s g } . Meka je ( matrica takva
éa je L) = Wy . Tada je Q(B) > ?(C) . Velilina ¢(C;
se lako ozenjuje: ?{C) T N N T T | ?(9) p<M
k » 0 ., Hedjutin e(A) ~ Ny ¢(A) ne zavisi od

ermutacliia vrsta 1 kolona pa so znadi A ne mo¥e transformi-
satl u {&2§‘+ i) ~ditagonalna matricum

h PN - W e e -4
U gliuloddn n=l wmatri A <

na. Primenom

Gaung-ove watoade sisten sa ovae se nefe veiiti sa

(N} aritwetidkih oporacija. Iz dokozane leme sledi da se u

gluZaju 7wl Gauss~ova metoda ne mofe primenitl sa istoa efi-

kasnosddu. Zato smo vrinadjeni cbratlil vosebnu oadnju metodn-
bl

ma resavania visSedinor

Posledi s Lz nobrojanih

LWL
. S e g . S S ST S o cerer 4T ey e d 3 g3
sraczva da sowstvecsoe vrednosti sanok IGOTVATCTT AL QoL =

&

1 mp m g A 1. AN 2% R = T A T Lo L L i T
Sy VORIAR L1 QLA B0 QWAL NeCGHTAaNLO8R0




. 4 " . max A(A) i
povedava kad A - 0 . Za operator (12) ide e = (J(4&
YH{}‘( I\(n]\l

dok je za difevrencijske operatore reda vifeg od dva ova zavi-
i

A 7
snost g ; ;%§3 od 4 jod gora. Posledica velike razbacano-
i

sti spektra matrice A je spora konvergencija klasidnih ite-

rativnih metoda.

1.3. Iterstivne metode za raelavanie
eliptic¢kih diferencijskih zadataka

U prethodnom paragrafu smo videli da primena direktnih
eteda linearne algebre za reSavanje eliptickih diferencij~-
skih zadataka nije celishodna zbog vellko: broja potrebnih
aritmetickih operacija. Zato se za niithovo reSavanie obiéno
koriste iterativne metode. Pri tome se, zbog ukazancyg utica-
ja razbacanosti zpektra na brzinu konvergencije, biraju ta-
kve netode kod kojih je konvergencija ¥to je mogufe bria,
Iterativne metode Cemo uporedjivati na osnovu broja aritme-
tidkih operacija potrebnih da se norma gredke (ili ostatka)

smaniji gr puta.

zadrZadero se prvo na opstim karakteristikama pojma ite-
rativiae metodsa (feme). Neka je potrebno reiiti diferencijski
zadatak
(22) Av = £
Razmatracdemo A kao linearni cperator u Hibertovom pros-
toru H , & § kao proizvolijan element iz H.

Kod iterativne metode polazedi od neke pribliZne vredno-~
sti v°¢ H refenjs jednadine (22) redom odredjujeno sledede
pribliZne vrednosti v , Vv .,.,'v‘;> 17“1,..‘

Pri tome se V"‘ izraZava preko prethodnin .’Vé,?fr ) meey VO
Ako se za odredjivanje VI poristi samo V' kaZemo da je
iterativne metoda prveog reda. U ovold glavi demo razmatrati
samo ovakve iterativne matode. Saglasno definiciii svaka od

niih se moZe preodstaviti u obliku

(23) By vt = Gl b f

)s



).J

gde su O 4 Cf linearni operatori na H , a “Tirq ckalar=

nl parvametri. 2rirsoedno jo zahtevatl da refende VWV Jednadine

(22) =zadovoljava (23), tj. oV = GV 04 . Posled-
C

nja nakost Ce biti ispunjena ako je Dy i - it A

szﬂ"vaixéj odatle (j {23) se svadi na

(24) Fu‘j /\) "g‘:di i E}J ’3./»‘! e E'Alr:d"‘,f (/‘\ 'VJ - ﬁ )

. " . P
Fao Bte swo rekll, oporatore %J i paramotre g bi-
rawo Lz uslova da broj aritmetidkih coperacija potrebnih za
- P e, ) 22 s :
odredjivanje V& takvoy da vazi

(25)  Nu—vi e enwevl (At JAVS-QL s ENAV- L) za koake

» Q)
bude 5to manji. Ukupan broj operacija je G(&) = j”]flj s
eSS
gde de %J broj operacija potreban za odredjivanje J-te
1 )
iterceije. Ako 7. zadovoljava uslov ekonomiCnosti ( 1; ° owy,

gde j= N ukuven broij Svorova mreife ¢, u sludaju diferen-
m

t

cijskeyg zadatka) tada se zadatak o minimumu QE) svedi na

zadatak o minimunug broja iteracija k<) . Iz (24) je Jasno
da 9, j+1 zavisi samo od Dd . Uglov ekonomidénostl je zado-
voljon nany. ako je Ba dijagonalni ili trougaocnl owperator,

114 proizved od konadno mnogo takvih operatora,
1.4, Proesta iteracija

Metodu proste iteracije dobijamo iz (24) stavijajudi

Eﬁ == jediniéni operator i qgf‘ﬁ“c . Za operator /A pret-

pestavimo da i samokonijugovan i pozitivno definisan 1 da
njegove sopstvene vrednostl zadovolijavaju uslov 0<Jd <A< A,

(Ove usilove ispunjava napr. oparator (12); za njega je JVch

oy s ity T A ) s ([ A YUt )

e
i
-
-
i
-
3
S
.,
—
p—
X
~
<
i
=
=
e
ke
e
®
-
7
fagonst
e
laan
3
-
e
&
<
o~
ey
=



4 . . v i A AR
Opavator I ~TA  de samckoanijugovan pa je zato W1 -v A=

-

o

e po0H . _— .
=R {~tAL . Norma samokenjugovanog operavora jednaka je mak-
imuna modula njegovih soepstvenih vrednostl, odakle sleddl
gH TAL = max | L-7TA ] & max |4 -TA]
A¢ Ac 4, al
Ma taj nalin dobljamo

(23) fvi=vi & C mas M=TA ) v vy

S1i¥no, mro¥edi (27) sa A, dobijano
(28 WAV =11 4 ( max =AY JAve- 1]
Parametar T odradijunjens iz uslova minimalnosti norme

, A .
operatora [~/ , odnosno

(29) mive wax |4~ A |
T ni {4 A]

L ermna 1.2 zlrw je 0<dgne A tada je o min max |1-TA|=

@ ———e 1 dostiiz 3e aaq T o= T, T o

D o k a z: Funkelja ﬁ(?\): |1-wA| dostife na intervalu
[8,A] maksimum odevidno 1ili za A=d 1ili za A=4 . Razmotrimo
sada funlkaijt Gley= M-ed| 1 &)= [1-T Al . Prva od
.5 4

K .y 4
i raste za ¥> & , a druga opada za V<

O‘w}-&.

njih opada za T

D ta

i raste za V> . Polto je 0<§<4 krive 7= F () i 9= G
se seku u tacki '1’:“’{",'O£(f§> é\) pri Cemu je A-T,d = (%)= F, (V)=
= T, 4 ~1 (na slici) .

A1

~\

N /
\\\ /[ . ~
N/ e

\\ : ™~ Py
N\ \~ ~ e
0 Lo, KR t
& A
5 . A~ A\
y 3 E PN v ~ 3 [ 57O CDor ] T "
Chdatle dobijame T, = ~-De 3 L) = Ni)e e, U talki 9
- 2 N 4 1 A "
A é A3

nr

dosztiZe zeo nindmum funkedje

a agamim Lim 1 Ym Anoax
- 3L



Pri ovakvon optimalnom izbory U ocene (23) 1(287)

glase .
1 ! Ao \ Wy B
(30) fo*-vi{ < ('g‘;jg } - , odnonno

o M AR P (i::i\“i‘Awoﬂfiz
(307) AN "?h 2N ACS il ¥
Da bi bila ispunjena nejednakost (25) dovolino je da bude

S
(A=Y ¢ ¢

Kd4z>/ , odakle d~biJUs
(31) K > “‘,,T’” A E 2 k(€)
A e s
LATST |
U sluZaju kada je d'=¢ 4 A=:}§ , koil je tipilan za diferen-

cijske oporatore drugoy reda, dobijamo k(6)2=(9(éflziq£'4),
dok je undpsn broj aritmetitkih oper ciJa QE) = 5%@wf€w“”q

~u siudaju dvodimenzicne cblastl, adnosno C‘@)~‘G%A'1151’”>
-u sluia’iu n-dimenzione oblasti .

1.5. Richardson=-ova metoda

Richardson~ovu metodu (videti {22] [34] ) dobijamo iz (24)
stavliajudi B = [ . Kao u prethodncn paragrafu pretpostavimo
da je operator A samokonijugovan i pozitivno definisan 1 da
njegove copstvene vrednosti zadevoljavaju uslov 0<d€AlA)< A

Tada se {24) svcedi na
j+1 i -
(32) U =l g (A= )
Odatle dcbijamo
(33) VU= U = T A=) = (- G A ) (V=)

K
Sledi. gy = 'H' (I—-‘E’d /\) {(v° w-’U’) , 1
=

" i 5 T o i
34 - dvs-vl s U T gAY foe-v
lj:
N~ E AA
Sliéno, nneoZedi {(33) sa [\ , dobijamo
. ® .05“ A x
(347) !z,«\v H1(I~q A AV~ £ ]
&
Oporator (I“ 'u) je sanohonijugeovan na je zato njegova nor-
ma jednakz makuimUFu modula njegovih sopstvenih vrednosti,
5leds
( ) i -f:- { A 2 *{. / 4 t .IK e \ g
35 s (T A = omar DT (T A & omax (T (=1 A)
.a'l\ d ( ,)\1 I)‘f\ "’ v ';"\{,fétt“\] }:’\\' Q' N ;
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Parametre % odredjujemo 1z uslova minimalnostl ove norme.

Tako dolazimo do slededoy zadatka minimax-a @ odreditl niz
DAY G CALE oy e K 4 < ‘.' 3 H ;.}"..i‘i 2
pArGnetara T, T, T za koji se dostiie
W,
(36) MmN hw\x % 1 (4~ & ») l

{5} »sidhAl i1
Iz teorije Heowwes- ljevih polinoma (videti [2]) sledi da je

K
PGQm}i(%”QA) UgEuwes- ljev polinom normiran uslovom
P (o) = 1 ¢ L da se ¥ izwalunavaju po formuli
. 2 .
o S -O —:: . e e e =
(37) T A+ S Qxéﬁco:ig~ > §= A h ok
Sledi .
b, 3 ) {2{“ \é‘\
3 M A ( = S I—— T ": / SRR
(38) & ‘SL H ERCAPHTRS g (( % ! IVEE wn1 T 2\\‘\4& PR
Wa-ys/ WA+ /

(E-F
(39) oS vll s &( ;‘s) - vl , odnosno

(397 HAv=-£{ <2

Da bi bila ispunijena nejednakost(25) dovoljno je da bude

ELﬁTE? % & odakle dobijamo
Y&
9
.~ e rz ]
dr It s e - P 153
- \¢

U sluéaju kada je d&=c¢, , A= Ei ocdavde se dobija k@)s@%(3&€1k
Ukupnan broj ariltmetidkih operaclija potrebnih da se norma
graske (odnosno ostatka) smanjii é' puta je (7(~bn 8"0 u
sludaju dvodimenzione oblasti, odnosno vaqxq ) u slu-
¢aju n-dimenzione oblasti

Pri ovakvom uredjenju parametara ¥ Richardson-ova metoda
je nestabilna u odnosu na gredke kaokrugliivania (videti [37])
Do toga dolazi zato 3to je norma cvaratora prelaza SJ: I“TQA

za dovoljno veliko 4 veda od 1:

q
NSl = BT Al = man =g =
: AL :

Iz uslova ﬁgéﬁ s 1 dobijam %(QCmgiHA

ok . .
Za |4y Je ispunjen pr vi uslov tj.
raste, Za j&k je

el L-J ~ % k--:l e ) e A gy i ‘z‘:

.2 ‘ con, .::;rf. T ‘ — 0% JNZK Ji ) e Co5 Ek



~ . o o e
a ovo ja, u slulaju d=¢,, A= 53 , woide od TAUET pras
. T ¢ >
R | . v . . b .
xtidno za svako K »Z . Zpaéi, postedl indeks J{, > & takav da

jo za svako f iemaediu i} i k iegpunicna nejodnakos ﬂ@ﬂ2>7-
Prema tomo, u iteracijama posle qo*tg ce greska nastala usled
zaoxrugliivania povedava,

Kao rezultat grefaka zaokrugljivania mi umesto zadatka

e

(41) A Ty § > Sjra = Iy, A

rejavamo zadatak

a»:‘ e f-: N . (‘ N A,'
e Sd"*““ Ad T, P s ga

Y

{42)
Da bismo ocenili gresku vi-yUd = 24 teeba da ocenimo refe-
nje zadatka

.4" _,“ d- r
{(43) AR Sd'-ffl :i’f{ + Tiyy e+ (d

e d
pomodu ECS'EO"VN) Wi= §i-f i K& s Sledi
E3 ~4 [ .
& - e A o 6 . e " ™ f‘- d". + CE‘ ’)K 4 +
@ = TTS = 4 (fi‘, T TJI;1 S. ¥ « )
k-4 K -4 ® -1 .
A N KJ + g ) sy
‘!:1 L‘,&*4
L3 ' 3‘5- i : :-:' X W ks 3]
(a) J2% < NSl + (25T s+ vl *( !% Cs )it
= * ‘.:1 i'J*4 L= J’H

je ﬁ%@§x1M?XiP%ﬂl, H{l=max U3l | 2zna%i, pored

" J K- i'i X | ] ‘j.__t 55
W17 Sill moraju se oceniti i PR ) Si»l i L “.. s i
=4 451 ‘.*:‘i'M 471 '4

Parametri %) mogu se uredltl na drugi nacin tako da meto-

da bude stabilna u odnosi na grelke zaokrugljivania (videti{19];

slidan rezultat debhijen je i u {ls})‘ Pri tome se Tg , odno-
2ia Frypb 82 % %

£NnO Cos%ﬁiu , grupigun u Cetvorike na slededd nadin: CO$F>,vaO$P,

%wxras«’L71i . Pretpostavime da je k= 2' . Potrebno je odre-
-..‘ Ay ("’)"
diti % = QP paramaetcara |+ . Pri tems je F%; + B% =y pa
4

. . . kK . ofD .
je dovoljne u stvari cdrediti 4 hwvaabtarv P1é+1 .

Oni se odredjuju rekurzivao

. . 3, .
cdradjeni ?hﬁq za 09§ %4

[y} }‘“1 sy LR i ) .
a Plﬁq za £ &l 52 se cdredijuije lo formula za prethodme
i ’ . . P 4 . L-'
ﬂ%iy{ povedavaijudi prl tone sve indekse u niima za 2

Pri ovarkvom rasporedu ocena (44) glas ‘

]
LY /% oo l €
Lo : IR . D\

{(45) Bari % £ 'g~ ‘g}} I Ea:cn x
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Iotu azimptotika broja aritmeticdkih mperacija {(2li 5 ve-
dim koeficiientom) kao Richardson—-ova notoda ima 1 motoda

s b 3 WES
.
i

gornie relaksaclije (videtd [38},L3§j). ova metoda
ichardson-ove, 2li joj je

(SN
B

primen=

Ljiva na uiaz klasu zadataka od R
prodnest bila u numeridkoj stabllnosti. Posle pojave radova
7 1119 koji ctklanjaju nestablilnost Richardson-ove metode

t“f\?u

Eak
1 S
Y

P

1
ova gse prednost gubi,

1.6. Metoda promenliivih pravaca

3 "\ 3 A 4
Meka d2 A= A,*!ul s gda su A1 i /A, samokonjugovani,
pozitivino definisani i mediuscbhbno kemutativnl operato-
ri. Neka za sgopstvene vrednosti OpeLaLoh A1i f\Lvaﬁe ocene

oo S 4 ACA) 4 A 1 043, §N(A)) 4 4, . Ove uslove zado-
i e

“a -'..}/' Ty Al

‘

voljavaju na primer diferenciiskil operatori

(46) f"\1 U= - (AUg)x ) Av = - C*@Ui)‘f

3

u sluaju da je @, pravougaonik, da funkcija a zavisi samo
cd x , funkcija 4 samo od Yy 1 da je aya,70, 23 £, vo0.
Zza refavanie jednacine (22) primenimo sledecu iterativnu
netodu (videtd [211 5 takeddje [9],[241):
witt ol w " (A, it A vl ~-f) =0
47 w0 N 4 ] '
Wi i vy (A, PRI URTLANAY & B

-

i+
Eliminisanjem v : netoda se svodi na oblik (24) sa
(1> i) (1)
F I“' ,jm \ \<I + /\ ) i Tirt 5 ‘-{Jfl + EJH
i+ Pt [ e _,I’J 4
([ RG } (r(l. '\ \mi - (i"f‘ L.;;"/\ VT“UJ\,:xAz)U ( o d“>(/ i, (’)

MALE I .}H
Oﬁerwtor . Je samokonijugovan 1 pozitivino definisan. Sema
kS 4 3 - £
A
{(47)-{48) je implicitna. AKo su operatori .ﬂﬁi i\, definisani

sa {46) tada je operator b exononidan. Toénije, operator B

je proizvod dva operatora kojima cdgovarain matrice koje se
permutacijon vesta i kolona svestl na trodijagonalni ob-
lik, U tom sludaiju je za odredjiivanie T iz (13) potrebno
Q) sritmetidkih operacija, gda de N hroj Svorova mreie .

'
|

Iz (48) dobijamo

R O S Trpat e @ !
CANE IR R (A= gy, i
’ )



u‘lB"

gde je

- o - . \ g JU
(49) S, = T-w,, B ”,f\ (Ie-*s;;;f; :’\4)1(1"%;:; 1'14)(1#?;?‘; ) (1-% 4;11 )

gt dt1

Odavde dalie dobiljamo

50y Vv o= WS, (v -
4™
w
(51) fusul ¢ | {fﬁ 5, o=l
1 slilno, pousle nncsienia sa A e
)
(56'.) ,’\ ‘\Jk— ,{; = n Sd (\/\/U - .&.)
1 n 3 4
(517 A=l s BT S T Ave -G
y' «
Iz osobina opsratora 4 A sledi d&a Je operator H‘SJ

i
samokonijugovan, pa je zato njeqova norma jednaka maksimumu
modula njegovih sovstvenih vrednostl. Komutativni’s&mokanju—
govand overatori imaju ”a]"znlcki sistem sopstvenih vektora,
Lako se proverava da iz /\4:/h , A= Aﬁ 1 A=A A4 sle-
ai AA AN AADAAY ) ACAT A )= AAVEAA) | A(AY) =[ AA, )]
gda su AAN 1 AlA) s opstvene vrednostl operatora z44, cdno-
5no rﬂz, koje odgovaraju jednom istom sopstvenom vektoru.

wk ‘,(?.)}\5() /’__ _.(H /’\(2) .
siedi AT $;) TT L i

4 + 7:m ,\(4) A * (z»mAm 3

451
K . “’Am -i'-"‘”A(” 1_."'“‘;\") 4= ‘lmﬁm
=} ET ‘fl‘,:l w2 '\ f t.. . .__.,4....._._.. l ’ A C\‘(
f’)

AU» {.’Su 1]
. 4 . () N
Parametre ?5), T? biramo iz wuslova minimalnostl ove norme.

Tako dobijomo slededéi minimax zadatak: odrediti nizove para-

L) “) (2] (2} - (20 w
retara e, Ty I T s Ty za koje se postife
‘ W »—“L /;)A q - ,t:im A(:)
;- wm i SN i 5 - s
(53) {Q,m} (¢ lu} }\ [ Lwl‘a} e 4+ cr-d’!, A! 3 4+ C{‘;‘? A
d t ',\ /i ) J

Pre nego to pristupimo refSavoniu ovog zadatka transformifimo

funkeiju

() o iy 402
= ‘/ “) rt-t‘r.) A(f‘ »\(2)\ 4= cf’ . ..._i‘_.ciﬂ m.‘\.,......
(54) F r \T ) 3 ‘ f"i“\"u‘\'l ’,l+_q~"<”:'}\(1)

{ {0 s s
Umesto A i A uvedimo nove promenliive « i [> koje sc

)
L. . Al e - w_. Al
menjaju na Intervelu [7,1] gle je 70 . Stavimo A - %é i

Yo, P {
AGY cor 3 U ) " g @) 5
ATE TR . fzouzlova ASPTA oza A7=0, 1 AT = 9y
O
- @) TP Y . W
1 == za A=Ag 1 N Tm A, dobijamo Zetiri jednadine

za odredjivanje P, 9,7 1 A 6}@}?%):V7MP ’ 53&Z¢?1)“’7+f,



) Ao F
Av‘{ﬁ;;-")a . Odatle dobijamo n = 17-3}
X A, E e
F;; \, t_/ = - A ::\ »é“ , gde je
E g’ =94 3 (D502 ] g e LA "-H}-: . Lako =sa vidi da je
> “A,u&sz Y(a, ¥50 (*‘z*w) &y
o<« , 2% i pzpo. Nataj nadin se I transfor-
mife u
» )
| 1= Py 4= WP o
(55) F = ay g o N3 7 = l"’<I I'J €1
44+ 44w !) )
. gL @ P+ ) )
gde je 4y = ?‘;‘ﬂ:‘gz;r}; i ' = n';;‘ 'C'(Z) ;3 . Podto w4 &.)(l

uwalze u (55) simetrilno, a « i P se menjaju na istom in-
N (()

tervalu prircdno je staviti "= @M= 3 c(‘-“j3 . Tako

unasto (53) dobijamo slededi minimax zadatak

i
N T - Ltsy @ 2
(56) Yaim  max [ { f___f’ﬁ,)
feojb aelmt] N vl

Dademo pribliZ¥no rcienje zadotka (58) (videti[21], [25]),
tj. prl pogednom izboru @; ocenidemo broj iteracija kg)

: - Xy, \R
pctreban za vaZenje nojadnakosti (25). Oznadimo Fk @ ]‘ (’L_ti -54)

Are; &
Niz parametara (Cdd-) sagtoiji se od kc ciklusa fd,,w, 3y Wng
(k= 7, k., ) tako da je Wy, *J:'wd , Al ket 4‘= 1,2+, M0
Parametre (,,0, -, Gy, biramo tako da bude F, ¢¢ <1,

-y

gde < ne zavisi od 7 . Lako se dokazuje slededa

k4 * & 1 x i
L ema 1.3.: Neka su dati funkeija F(x)= 4’;() » 1 dva

[

broja m i M takvi da je 0<¢™ <14 M | 1adg je

max Fo) = max {(B2) (M) < % < 1

x&[mM]
Iz leme sledi da ako je i >0 i uslov m 4y el
iéPL’snjen bar za jedno j=172,--.,M, za svako o & [*{,4] tada je

& M

I-"\_ g‘)xﬂ Fno s € . Niz (cfoé-) biramo tako da se za svako

Q‘.LM"'\‘; .

oL & '”'? 1] nadje bar jedno w;  (f =4,2,.-., M. ) takvo da va¥i

mo g el &M, 4 znal max  F, o« € . Konstruili-
/u!"‘ 1] * ‘

i
mo niz intervala [E ,,,,] koii pokriva [7,1] stavljajudéi
227, R, S B, 0t ne s B AT B, 2 (3,,-,8,,,1n
treba codrediti). Tada svako < {,i‘;ﬁ_} pripada nekom intervalu
[E{;_y‘,‘“‘@;!] PoEL 4K &g, . Bledl @i, 0L S W g

Zahtevamo da buadus ispunijeni uslovi

157> C:_)‘!: ,:. 72 A 4 3 ({ ,',. = IV‘ 7 ,J’_ R ; tx '7



ml5..
tivni brojevi kojil ne zavise od 7 .

1. e Li_. . Kyl
b~ id‘ ,_,Q =S ‘?LJ 72 s r,{ o };{ < 1

Fu

aen 1 bilt zadovoljeni mora biti
sledi
'@W. "/NL J?ﬂ 4l/’ (’.1

T 0 S T )

zamenjujudi ZJ 1z (58) u (57) dobijamo

(60) w; = iJ L (%)? n
¥ ] ? M 1

Posle W, iteracija s parametrima (2, ),,...,%,, zbog F, % 3

vail ocena

(61) fv™-vll ¢« €& {v-vl

. " (/=MD 2 4= M ,
gde je € ® Amaxn \ %r’) )(TIH) jr,a m i M su brojevi koii
ne zavise cd ¥ i zadovoljavaju uslov o<m<i< M | 1pvr-

Simo sada joi k;i ciklus od po N, iteracija stavlijajudi

Cingrj = Wi, B2, kel 5 ge 42,0, M, Tada e vaZiti
ocena
- K, .
(62) ey & § 7 vS-al
Uslov po et 4 & flve-u bide ispunien za % ‘% 8,
fodye
Sladl ko 2 ;%16§4 . Ukupan broj iteraciia jednak je
"‘iﬂ‘ Q. [ 4 7 ]
B A Ly e
(63) L’\(éﬁ) = n,k, = S A e

g £ 1/
A 1_ L ¢
Velicina ¢ = T»DMNT:[M je konuztanta koija zavisi od parameta-

AT %

ra ¢ i € . Pri fiksiranom 9,7 je minimalno ako je ¢ *hfﬂ1~

Far)
- , A=#1 4=
malno, Minimun & se dostife za 4+szi2+‘ . Odatle je F4~’“,
- M\ . (o,
ﬂ../4wwi> i P=Fh) s —— qumT~m_, Minimum f0m) se od-
§ 7 \aem VT AR T
) T 4 tmm L by
redjuje numeridki: m= 0.4 4 ¢ =202z, Pri takvom i: zboru
je
kees = 0.32 Pot Ayt
(64) <£ )i Nt @ N A ERt 1 ;
c
. o e RS e A . .
Ako Je g,=¢,, o, &y | 4= 7L i By 7i odatle dobijamo
78] re1 w ?
(£5) L (¢ = (/ (: 4’,7;1 # ~£‘¥1 £ )

5

Ukupan broj aritmetldllih operaclia potrsbnih da se norma gr*‘

-

nre O ~t 0 ~=1

ke {odnosno ostatka) smanid j puta u Hiuéaju oparatora A“/M'Az
definisancyg sa (46) deduak je f?{ AN AR .
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Tadno refenije zadatka (56) nadaoc je Joxdan, a navodl se
% M P | .
u &lanku{7]. Onn je dosta glomazno 1 zato dajemo same krajnii
€3 se odredjuju po formuli

d
-y ) ' i x ] >
‘!‘.__.i.:i 5 J = A, ,i; —ee I ; O = ,,é (,1 4 .2 )
L REY? ~Q
ROy + T ) LGl T
L L= g @ ._;.,__.: —— e
" /f + {)wd i “d g - r (l")d . ¥Formula

za poitrevan broj lteraciia glasi

p Y 4
(67) kiey = g dn / b ‘e

vidimo da rezultat (64) kojl su dobill Peaceman i1 Rachford
[21] nije optimalan alli je istog reda veliline,
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2+ RELAKSACIONA METODA REIAVANJIA
ELIPTICKIN DIFERENCIJSKIH ZADATARA

Kao 8to smo istakli u prvoj glavi, vaZnu, ako ne i najvaZ-
niju, ulogu pri relavanju granidnih problema za eliptidke par-
cijalne diferencijalne jednaline metodom mrefa imadu iterativ-
ne natode, Za karakteristiku kvaliteta iterativine metode uzell
zmo broj aritmetidékih operacija potrebnih da se norma greke,
1li ostatka, smanji % puta. U sludéaju dvodimenzione oblasti
oval broj iznosi O(quemﬁd) za metodu proste iteraciie,

Of 47 dag") za metodu Richazdson~a i (A Amd " ln £7")
za netodu promenljivih pravaca. U radovima gepopessa B31] , [32]
pradloZfena je, zasnovana na sasvim novin idejama, relaksacio-
na matoda refavania diferencijske aproksimacije Poilsson-ove
jednatiine u kvadratu (videtl takodje [33} ). Za t”anjivahje
norme ostatka ? puta ovenm metcdom potrebno je (/(F "”)
aritmatidkih Opéracija. U radu Gaxsanosa [4] dckazana je
primenliivost ove metods, s istom ocenom broja aritmeticdkih
operacija, na gludaj proizvoljinog eliptidkog operatora s ne-
prekidnin keoficijentima, AcTpaxawues je u [2] primenio istu
metodu na rofavanje tredeg graniénog problema. U ovoj glavi
éemo opigati metodu i dokazati njenu primenliivost na redava-~
nie prvog i tredeg granifnog preblema u pravougacniku u sluca-~

ju Léiavnowarne mrefe. Ocene ostatka se lzvode u diferenciijskim
normama Vﬁz oy 1 () . (0 prostorima funkelia L_Pdﬁﬁ) ,
i prostorima CoGonesa W @S’; videti [27] ). Deo rezultata
koji se odnose na ocena u normi N; 003 abjavlijen je u [15 o

2.1. Definicije, oznake 1 pomoéni stavovi

Neka se u pravougacniku G = {(x,Y)\ Osgxfgﬁq) 0%Y§ jz§

re$ava parcijalna diferencijalna jednadina

b - aen ) = 28 ) < e i) -
o - §%<¢(&?) i3 ) + ttx,y) noo= $Cx1€} ‘
pri granilnon nsiovg
(2) w0
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Pretpostavimo da je ispunjen uslov eliptiénosti

(3) (%Y 12. +2b(‘( ‘f',ov i 3y 4 Cx, /)}J ;} C{ (c{:_;_{\_}) s Cf' >0

Pretpostavimo dalje da je a,b,¢ ¢ ¢, , 05p %<y, { da
e, &,¢c 1 p imaju ogranilene parcijalne izvs | “a ¢, Cemo
1 daljem radu oznolavatl konstante.

Uvedimo mrefu c?)uf:?.),\m:ffﬁ,mﬁz . gde je O, = { 0= X 2 X &
.”~<XH=§%1 D, 2 {o= Yot Y& <Yy = {, } . Neka je §= @nal
1 = 3Ny . Oznadimo A= XmX, kT Yove
g2 L (hr a1 ks g <L +hy,)

149

wax { Ay, K .

Heka je €, & . ‘&x {"“%U Kd } < C‘S i ’Z‘ = M {.2”4)“")’8\51) ’&“__,, l'<M i .
1 LR { ,',\) 47;

Uvedino skup funkcija definisanih na mrefi &

H = HNM = {(vi"‘) 5(1«’?{“&7\/‘[))1 i-‘-O,‘?,...,N 3 J:,o)q)"_)‘v\ 5 \Tlx =0 } .

Definifimo operatore

), -
- ’Um_}“"-"i.;; Vi~ Vy . YV o,y s S
W) = (O ™ — T3t (ug), = =L (rgd s S (Ut TR
i d TN Y i ¢ ~i g
A Vi VY oy m V=Vl (o), =D Vg
Y ) = (\Us) V\. 4 __;} ’UA o ___l..“....__a__'l A o o (Uo .
(JYWJ ( 7)“-3“ 4{-——& , (V3 ij y \Vy! i i‘J P Yy Ay 2 Fd
Jr 4
,4
TG PG IR T -—(@@;); R TR
Aﬁﬁf i AHLU-=
0, My 0, mnay
Ry —(DyaNe
- '“""L(: )7 (C'?)yh'] U w C""‘Ux))’ , W

A= , AV =
0, na ¥ ‘ 0, may

i PU L, U @
A A“*i\ + Au Ao L A, v= { na X% .

0
Operator A= ANM=:/\(rA2 preslikava H u H. zZadatak (1)-(2)
aproksimiramo sa
(4) Av = & 5  wfcH

! . . .
U skupu i definifimo skalarni proizvod 1 nosmu

Hlaa ¥
o T ﬁ- . - RS 2

(%) (U W)= ;%) . Z. 4:;. q)q’w".j"'«;%‘j . Bl gy . m,, (1, V)
Kt fod d

Lema 2.1.: Opevrator N:H -+ H je samckoniugovan i po-

zitivno Jayinigan. Za njegove sopstvenz vrzdnosti vait ocena
, ‘y |
O £ Cg & A & ~Ir .

i
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,g!% ka (AR ’%4J k)y ¥ %\nyﬁ Oy %J ¥

=
v bV g+ U, )‘d' +

I
A b u~’4(} + O 7)-- =)t
? 7 i >d

g osnovu lame 2.1. moZemo dafinisati sledede norme

i oo {Ua)
Vi = (AV, " i Vil an ™ (/\ V) = Sup .
(6) 1 d,\ (AY, ) vu‘/w U ) e Ii! i ii

4
1

Norma 4Vip ekvivalentna je sa normom )
N Bl 2 N i M 2 ) 2 /1
LAyl o - Va . t < v il )
(7) IRVR W) ::.;AM ER ¥ e

T
a norma ;ﬁfﬁAq A NOTrmMom
(v, qu)
hpiey T medl TN
Ako je 7 refenje jednaline (4), a ¥ njegova priblifina vre-
dnost tada e MV =vl, = BAYV =~ £ N

(8) ROt

L ema 2.2.: VaZi nejednakost

N-1 M-q 2 . N M N-q M-~ 4 .
5- \g;”‘ ar® -{2. L . R el el .
( ‘m\‘i /_ U‘Q i “LKJ y _’;d . ‘,, a + >1 { 77 '-J } < 'CS “ /\ru- u
¢ vy = -

Dokaz je analogan dokazu odgovaraijude ieme za diferencii-

ske oparatore (videti [14] str. 115, [15]): Predstavimo ope-~

rator A u obliku A= Asf.x; gde jeo A3v = Ctvg;4-2§Ww9 + 2 Uge
¢ oL A » Sledi
Cw: 25. U gi/\ :": (‘:49 “ A/\} ;l;

au A uéestvuju 'UX;V~)ny
!
H

o
AA U & JAV T+ B Agv Y 4 0 Avil

" 4wt A | i ", 7 \1‘ a0y A doaagn ey ar A:'.!‘{,"r:} AV m e (51N ‘] e
N 41'“"-‘»‘- l( @ ‘\“C\'L'R;‘ L ")5"“1). 0 :’J"“f/ ; - C(‘:\ “xy Ll % Uy v DR ) o

4 FRl w4 | ax Xy 5y ¥y
2 N .
] | PN ! ) Ay » A} qy if Foroy "
RO . - { Vi3 Vsg Vs -
+ "é":LH 3 Pa{ae 20U ey 2V ) +c{an x,b e Vs e Vs )*5‘».3 i
\ - r % Y
/ afoaris + “éf?m/‘g)— cennE Y poefanht 4 Q.Qq):- Mo 4o ”‘."»"‘} .
}- (\ v’{“.‘L \r“‘ X AR YRy ¥ My ot TaY WoVag TY¥T 7Y ~nd
d
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JH [_ "-“) Ug' vx\/ 'L({’LC")X /Uy (UX}/ * <‘1C)xy 'U,"{ ’UY ]‘J +

LTS Y(m) Dy Ung +(20), Uy Vs +00),5 U Uy }, *
Fo T v
-c'-—v- ;M;I /| g f )
3 5 1,100, Gy (0 By G 0 ]
fogr 7 l .
5 x. - 4) - 7
v 20 Ak Tlacdy Vz Vgy v (a0)y Uy Ugg + (@ zy Yz Vg ly } g
L:.‘( Jg " q -
b M- M-

A 2 v 2 St ":‘ qrz —
AR gt Uy ly v 2 Zz Lik; Vss g ]

=t 4"1

GUNT S - < (co-c )t Hin 2
me Ak Uy - 28, L by Uiy = G (v -
1= §=1 1 ] - L1 o 4 4
c ; \ " .‘M‘( ; N H-l M o N
.-—»-..1...’_ s C (5,.. . } K R t:;* “' 'U_ ) )
(%4 “/< e f, AR YRy T LZ, =gV
’:Z
Stavljajudi E=2¢&, = 2% dobijamo
Hel Mg »
Sholuh v vk)y T AL U %
5 ?{:’ S ! NUKR + U 7y q b ?:, f« '(f.il/(d‘ U\y \’ RN
r) C,m C1\1 2 ll “'IZ 1 & 2 il/\ 2

Sto Je i tra_balc dokazatim
P‘ (e < l e d i cC a: “f’\l“ir”)”/\ilq}ii)” /‘\?_14’fﬁy “/\121;” é C‘-’Hl “ /\ Uh’“ ‘

Pretpostavimo da su N 1 M pz

t

rnl brojevi 1 uvedino mreZu

7

-t S o i Yoy Sap A ™
O Dpy = ALY Y &= ka im0, 5 5 ey, g0, "Ll}

&

PR LD A Y- W T .
Sledi A, 7 hyth, BT g T e itd. Uvedino od-

Ll L Lo 4 ! {,
0] o " bl 4
govarajudl prostor funkciia definisanih na mreizi o
- far . ¢ - ML P S . 4 w2 k
Hr.i.;-z é(' Y=Y -’,‘;4‘}\3‘;~0.4,~--,¢_ : ;"C’,‘:-~'pp_ Y !Q» o1,

1 A . ’
gkalarni pro izvo& . normu, i operator A= /\{’») = H . De-

finifimo operatore (T iH -7 i Pu-rH na aJ.edeéi nadin
g " £
M2 = 5y Hmm” S '

(9)

NN
e 2 k“* R LT L Az
R Com it Ee L WA X!
2o+ ’ 4 )
d Mg g’"‘lxs‘l
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; Lo
RTINS, T -E UL SN N Y S I 1 SR N
2t Vi azw.vdw 2ozt (1;_34,-4,‘ T "”:j\’*'l !_3;,31.1(‘1;»1 Wy Y x,?_-‘,,%‘

(roy  +Ak o vl koo ke )

T L A "{‘ , '2 Lo ke
cyik ‘-’4 k'i_;H.mJ i3 z:,~-t.::ai---; (18 ?d~< ?_1.’),1{-f eirz 2jt ,‘2.1%1&_'1

e
¥

o 28
X

v , . oy ]
L ema 2.3.: VaZe nejednakosti HTEl, < c. Nglly |
“ P? :‘i At -1 & C,qg H“’l 3! At
D o k a z: Prva nojednakost neposredno sledi iz jednako-

i HE: = ¥ .. = {1z . w2
sti C‘T"}:—'h»zi.z‘i _ Iax,a} kTri'a\)x,zi,M.‘ld 2 Cﬁg‘,)x.zi.ziu

—

1 5

(‘é;“{)qz)l -

‘( . ;: L + k N é.' v,
T ALY SaHl R o . ) .
l L4 k.. = (né;h,um.'zdm sl.
R Tadea

Druga sledi iz prve i iz jednakosti (7%E,7)

4]

2.2, Korak iterativnog procesa.
Ocena u normi \V;{¢d>.

Sema procesa sastejl se u slededem: Neka mi umenmo smanjiti

I P N Walae g ) o ER . Y
normu ostatka WA W ((szgd) ¢ puta sa (s, 5, %

aritmetifkil operacija pri proizvoljnoj funkciji 9 ¢ H' 4
* ’ '
proizvolinsi podetnoj vrednosti we H . Korak iterativnog

. o o ¢ L
procesa koiin se smanjuje norma ostatka NAV - £ -y v

puta (t»1) szstoji se iz tri etape:

1. Vriimo ™M iteracija po formuli za prostu iteraciiju

{2
(ll) VGT:- Vo’ q]k+"€: 4\7{(“ q:l (,’A“'ukhg)) , Ct':: E—; !(’.: 0’/,’..._)7""1

93

Ozna&imo Avm- f = q .
1
2. Nalazimo pribliZau vrednoszt wWe H resenja & jednadine
’? » 5
A£“=P3 koja zadovolijava uslov

]

. :‘ b, &0 ] a
(12) “ lf\\ W~ PS “ ‘a,,';'(q_\‘) Gy 51 P’z i \a’;"('(,d')

Po na¥oj pretpostavel za ove nam je dovolino GZC£O,§, %~)
aritmetifkih operacija,

3, Interpoliramo funkeiju 47 s mrefe @& na mrefu « ,
pomodu operatora 1, Stavliano

(13) Via gl T an
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2,3, Ocena smanjivania ogtatka na

jednon korzku {terativnog procesa

Meka su AP (p=Ai2,s, (8-1)-(M-1)) sopstvene vrednosti ope-
\ 4y p . . .
ratora N, 1 WP edgovarajude sopstvena funkcije. Neka je

)

) 0 y .
0 <& <1 | sa Hp ozncéimo podprostor linearnih kombina-
cija onih WP s koje je Apiiii%' a sa [Hg podprostor

lineacnih kombinacija preostalih W' . Funkcije iz Ha no-
Zemo uslovno zvati glatkim, a funkceiije iz H; oscilujudin,
Pokazademo da se u prvod ctapl iterativnoy procesa bitno
smanjuje oscillujuéi deo ovstatka, dok se u drugoej, zzhvalju-
juéi bliskosti glatkih sopstvenih Tunkcija operatora AN
(1 jedne 4 drvge su aproksimacije prvih sopstvenih funkcija
diferenecijalneg operatera [. ), bitno smanjuje glatki deo
ostatka. Tu se palazi izvesna analegija s relaksaclionom meto-
dom Gauss-a 1 Southwell-a (videti [34]). Ked nje se na svakon
koraku popravlija vrednost reSenja VY u jednoj ta&kil {X,V;)
i to tako da sz¢ pri tome ponidti, ili smaniji, najveda kompone-
nta ostatka [AV -~ ﬁ)q . Kod razmatrane metode glatki deo os-~
tatka posle prve etape predstaviia u drugom, spektralnom, smi-
slu njegovu najvedu koaponentu, Ova komponanta se gmanjuje u
drugoj etapi.

Razviimo poletnl ostatak po sistemu funckija wre
NC-€ = e Fol ¥ = Z Ap¥he 2 e AN

P VMg gx WMy L i
0Figloino je WP, s ;_:_ &:; - Bl e + 9 %

Dalje je ¢ = AV = f e (T AV (AV- £) = (T-TAY"H =
= (T-TAY"ge + (T-TA)" gt < gor 9", g°e Hy | g'e Hj

J

- £ : g-:, + 0 i LIPS e .
Oznadimo W = W +w! gde Je AW = Pr 4 WA - Pgtl S

, N
& &, Pg il .« Tada ostatak AN -4 nofemo predstaviti
u obliku
1
L et ame 4 e e (oAb AT )
an) A= s AT Al =€ s g AT (R TRy (1A ATE)

L B 3

- N N 1A R 3 t v 4 A
Nad cili je da ocenimo AV -4 U oYy, odnosno AN ﬁ;lhq
zbog uvkazane ehkvivalentnostl normi.

Coanideno possbno svaki od sabiraka u {(14).
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(15) £ 0 (1= 0)" LI

oy
-l
H
D
N’
e
L
{
4
.../
o
5,

4
£

AT
- g I U I :
& ¢ [ I Pyl Pt ] < u,,s.[fw,é W'~ Pe ‘i“"ﬁ(-’k”) k
n i T . A CoH D L ohp T .
+ ii‘b%iii gty & Cis LCIC &, il J“w;t(w,) o ?‘5{'5{ u-l_! %
, " . - . T i,
(18) & Cys I"r(\»’.ci;f:q HPQ’ ”i‘.'“i -t ;113!,‘”1] & C,& fC 12 Sa i J{{,\ !+
2 hg'aa 15 el [egen e, + (-0)"] 190 4e

G Tie \eg

"

= T, & e lwlle = e TA

3. - TP ) & Hgi- - TTP A

(
2 3 o - PSS —
Dal_’}‘.) __}e (? TTP"? >2‘L-‘L" g,lt ‘i’: i‘(‘J' L’hl\,- k \{+2k it .) 74! 11‘{*’ > +
+ 2 Z" [ . it ( ‘Hli.'tj. )},{7‘ i
) i “f‘ ) ¥ £ -
+ 2 My 24 \4?1. A q? xH’l) + ;‘mu (24 1 (2 L-'l; ],_;._,.24'_,) +2;§:"z_i KZ;_(P{ ("7;.411 Zli-lfﬂ} +

h §
+ ’{”zim i&';z (72

e

s.H" l"fl('y?zi J“ 1“1,1‘]“ ;‘tglt“( 7J<21L?4~ )ZZL“l’LJ) +

u-{( m 1‘; z)]
Sli¢na reprezentacija vaZi 1 u ostalim talkama. Sledi
-l & Cﬂ‘&if?ﬂA , odakle dobijamo

(17) hg=TP o lae e LU € ¢l \F’;c%; gl & Cg\fE Hellp

4, Polah 2di od

/
. N o/ 4
e o . —_ ) o
A,.i;”_‘!/ )) s '“‘,‘"' A RIS e [(a.,- P S E 7)) ..f‘((‘,l,;_ - R W ]
( L] ,,,;‘14 s l\ﬂ i Z:Z:z( ,11»2.7_4 ZLH.ZJ) Xoif MU 1.‘2J 14__3__4) At
,j ,
Y P . , A Vs
(A“ At /mp 24 zﬁm_'((\ium'l_! azi'zJ) "ljx Y
o A
( A :'Tn)>- - 5 k‘u‘n /"“’ gt ‘un_/\ ey - 1
gy 2 ' P W)
U ?{{u ma t kz,{n £ ‘?*2'»0‘21"'{ KIJ”)
Y - \ W
'{!‘:gr_‘é zu.z;iﬁ*qze.zjn Qaivaay af aie 31“ %4y *(Aa TR 23y ll”d“ 2yt ) Y, L"] i

a,... ta. <@

Iz + SRR A ats SPINE
+ kléﬂi.’\lziuqﬁt azi-‘t{w azm.z,'n “'Bt-?-[?‘*l) \X,l-{H AR SN T S yn 23+t 2""-‘;‘”1) ki {“J

(’/“'\_“‘= ””} e =

dcbijamo

1

[ W )(r ok Wy e )
. , ST i T2 ¢ TR 47 *( 1 3 X,l-;*H
)zm.zdn a:,v(,\_l\wi(!{llj»“-l m;n) ¢ d 4 L ;

/ -9 . - o =n Y]+
4357211*1 y_é [i,»tl?J\} }(ql"i«ﬂ-l‘ \~'~‘-9 >(‘L'&"’]’ (ll,?-ll )]

- fan
v ] W - )'f‘,{i i 7\,,,, . D '. »] ‘i
.w Poiea lasinfet (IL-lA-H ‘-';».;-'z*-izm—q.zdh i
\ - g Y {9 9 . |
< 2 s T C] [ - . ) - i
2irt. "j” RN i N larnagr G d 0
~ AL s ‘) l, - \ ‘[ A
Ak *?zm.zm ] /}.;.v_!‘; 1] L
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7 o -
‘.::.j—l)\ g'uH 2j-1 7¢‘ 2j~1 1]

. N
Lk e ] i,

US

Ny 4 L - +
i RFT “d\k'(gdﬂ v }';i.i' ; LZ((' Iujhifj) ;

7 2] 7
Lol b e Ay Aok ¢ W % WRy i J
it oz, ?3( e Waygg T i “x?'"vi) + P2ivtaf b g “\’ i <2<! ny'”)

]
\}( S ,,:‘.f-i.j + Kaf “‘)*}', LM.J’)

-+
il\;*"'f {'Mri 'LJ (k?’ji-l LJX)‘ Ld L,d IZUX\;;, ,v)}

+ &

v‘\
(/3 HA’ 2\*"21

(4, 4

sty aiafis

i
, |
-4 ) — K p J -
(’A\" h/{rT)ZL 2 H --—-»--f--~ L!:< '{""3?.{2-‘..?{;?4 leu'h'l\i M> <7 N w;z. R Z . R 4(})(7‘ \L{} +

YiLJ 20 T2ttt

3 N - t{ A
A Tiw) ek L+ -0 Nag .t
Ny 11 Bithafr 7% L< T2 inﬂ.?,jﬂ ) wyl“”‘d (gﬁ*“%” <li-’-§j“) '}\'" Y
N o WL
N i P - i .
Pirt baigiagee Wayip
debijamo /
;;L‘g H“ ’
- 4 %" [
DT . H e —_ 2 .. l
(ﬁ,’tna A T{U) ‘Y(\'i._. e L b aﬁ,m 2§ ("wa{ 23 )f,\,u &24(71“" wlj)
PR \j
A A — \ o -l}. - —F Y # ! -7 \ +
+ 2 pAEY Lz&m( 2“?1{‘“ [7_. 2 R "»2; ka_,( :i';i-“' {zi, Y l# e qiL\ lmﬂqﬂ 2 é
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T eorema 2.1.: Za svake L1 megu 8¢ odredt
dJevi m 4 £, , koji zavise od T, koefiecijenata pareijalne
difevencijalne jednaiine (1), 2, , fli Ch sy 5 Takvi Jde v
nejednakost (21).

Dobijeni rezultat moXe se preformulizati tako da se unme-

13 2 ] P
sto ocene norme ostatka ﬂA¥*wghwj@n dobije ocena norme gre=-
ke WV-VH ey o U tom cilju pretpostavimo da umesto (12)
vazl slededa nejednakost
- i
" . s g - A ! & & WE N wrrw
(22) ” AV W ey =i /\ f’g ii W{(w') T Sy 2 {e0")
Tada ¢e se promeniti samo izvodjenje ccene (16):
- ] e N
AT s = Tty & Cus W0 & Gy (fw'-A Pg’h a T
“ ) , 4.4 it 1oty )
‘+ :! A, F34$!Al ) < C1s ( C"i?‘ ﬂw head A %331 ”W."Cfd‘) + “ A P(f “ A’ é
-4

!

é‘o HA Pg ”A) +

-
bl

L Cug <Qm€a£‘Ai P?“\“@f)+ HA! Pj’ﬁﬁ) % QS(%éc
AP ) = o5 (Gt & IPY “w +APg i) <
¢ cp (6,6 8 Bl pa g Upa) £ [.616 Cez & “-6y" 1 el A~

Znac¢i, takedje dobijamo ccenu (19) odakle sledi
BVl s Dy &g v oy (1=0)" + ¢ V8 1 wve-vih
i, zbog ekvivalentnosti normi

) . - A Y — m 1 piy
(23) IVED ey & [Gn 8 ¥ Coy (-6)" e V6 1 V=V il g,
2

Odredjujuéi €,, 8 1 m na pokazani nadin odavde dobijamo

“*

e goom

(24) V-l & V& TV Vi

Na odevidan nac¢in se moZe preformulicsati 1 teoremwa 2.1,

* 2.4, Ocena broja aritmetidkih operaciia

1 2 N A ;z Al
Neka je T»1 ceo broj, N=MN2", M=ii,2
puta korak itoracije moZemn smanjlti

, o, )
lwrtgoy (odneso nermu gredka {V°-vilylg) )

Z. I ‘.1 ‘
’ iy j I o "kOn"

stante. Ponavljajudi *
normu ostatka HAV™- €

4 . . .
~  puta. Za 1zvr§enje svakog koraka potrebno j& ne visa
N 4 , . o s
od iﬁ(&o,i ,Q3)+ C.. t"f aritmetidkih Q?GraClja. Validing
- 4 ~ '
I ;\i’. . f-\-‘\. -~ R o ] o e . B ey
ST ) scenijuie cuozgo broj operacilia potrebuan za 1z~

; u
C . g s \ I T, ¥
vrdenje W iteracija po formuli (11} 1 odrediivenje T3 4 d%ﬁ.



Ve

1Y
Odatle sledl nepdnakost Q6. N, MY ¢ t[iig(;é@.,-g,;ﬂ Y b g : ;] )
Dalia « bijaﬂm
Lo it
(25) (B, M, M) & TV Q (B, Mo, M)+ Cy NI (5 ‘,‘ R ) )

MoZawo smatratl da je tQ (Eo, Mo, My ) = C33 = const |

jer napr. ako diferenciijski zadatak na mre¥i Op . rela-
. )

vamo Gauss—~ovon netodom Q@ (€., MNe, M) ne zavisi od £, .
Najjafe po poretku ocene kad g« dobijaju se iz (25)
za t=2 1 t=2 ;
- N -2
(26) Qe N, M) & 55 NN = O(7F)

. )
za L= Je (&, N, M) € ¢y /i?” + Cog :’)NM = O

A b7y,

. . ~Log b
a z2a t/!f Jje Q,<(£o,“ fl) (Cs-},‘c\g‘;NoMo;:”z{)t‘}'“ (:}( “n 4 ) .

Ako je normu ostatka (odnosno grelke) potrebno smaanjitd }

puta, & « &, tada €itav postupak ponavlijamo (€Q1<£{ puta,
pa je broj potrebnih aritmetidkih operacija O(4 wa”“)q
2.5, Tredéi granilni problem.
Ocena u normi W' (w).
Razmatrzwo sada u pravougaoniku g?. jedna&inu (1) s gra-

ni¢nim usloveom

du
(27) a(x.v)wt@ L (D,X) »rm.«,vry tos (,%) + Ley) 32 cos (V,Y) +

o .
+ c(x,y) 3y os5(P,y) + Shy)Uh = 0 | vy e |
Ovde je Y spolina normala na |° . Za &(uy) pretpostavime
J poL] )
da je ograniBeno: 0 <3, & FK&,¥) <75 , i da ima cgranidene

prve parceijalne izvode, Ca bi vaiio analog leme 2.2. pretpo-

stavimo jo¥ da je 4(y; na granici [ dovolino malo, tj.
ey d \
(28) ‘ g (i‘l.Y)l sr % ’i}"é}—’;’? 5 0% <4
Mreu @ i korake 4, ké,'ﬁi,ig » uvodimo kao u para-
grafu 2.1.. Gznacdimo j&f‘é;|,4tﬁx§‘&ﬁy R, = é'k4 i “Qmuﬁfgq.
Skup H sada defini¥ewo sa H= Hy, = §(Vﬁ):(tkhua)){-“mxr,ﬂ
d7 0, M . Operators Aﬁe, AT Aae i Amz rxoweﬂi~
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¢ r] es T . it Partiogtraid = Warl =y yul?
(29) [V, w)=[v,wl,,= ::b\?;.j: Ry, V=V g Tl = [V V]

VaZe apalozi lema 2.1. 1 2.2.:

L ema 2.4.: Operator fa: %H Jje samokonjugovan 1 po-

31ttvno definisan, Za njegove sopsty nragdnoeti vaili ocena
c < Ca )
O = Fag £ A S R
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D o k a z: Samokonjugovanozt operatora A i nejednakost

iz
N

> 0 s A

o ey 4\,&‘\);‘1.\,‘,;,_' PoUgWs ooy b € Vi wly )
Hel 4

L24 &?-1

» 1
Mo i Mo e J*
ML N . p
Wetn o+ 20 A e {aven, v o ap 4d A, e o
;i /L“g {;;-“:c by e A PRy “x' y y
\ M
- AU o 3 = N\ 3 )
ah ey ) W) IR *{ NGRS A W, {
£ ig L T W LI 3:5 ¥ 3 AT I »’J% £ " Vg V,er )
C

3 Wik IR .,}\ + 44 \.,y i e, "s&)y )1;&‘ + :; Z 4 L K,{ (C&wax A 15}*}‘.4‘



...29.-.

oM -
L AT s NN W ) e AP
_*. ) -:i Pl e de o F‘:}:i AJ‘: . ';-‘!,r.:&- 2 L Y ) AA"A}F ]

162 ) ‘l M a9 f* M
}{ uwt o pild) vi Bt“ u2 k +4 A vy & L) . i,’f‘.;’f} VIR t U‘ o
v A ﬁﬁﬁﬁf7(ﬂ;qm‘ RL"‘ 2 ‘f'“xu Vo g A NV W M)k“
| A f‘fz ) EL] d:" 4 6 L=C (f ; \ Y . Sy + {?‘ 450 < ‘! 4
» 7 7P /
9 Q:‘ {f/'7 M ( . . ) o . (3' - : 212{'{.? £ i.. A U
AL TN PO TS Y At e VAR T RErarre ST AN I .}
R e et > Wipg F Wi = i ey b 2,03y 1V
424“‘*“2;{ e Lo L ..C,CVK 22y G4y “1) M.(i +01)

Na osnovu leme 2.4. moZemo kao u p.2.1. definisati norme
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(o) vl e [Avv]™ 4 Wl U\vﬂ*,g‘gf i

) ) .
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Kao u slucaju prveg granidénog zadatka uvedi se mreZa

3 & funkeija H'= I A= A
(o =tdyp ; prostor funkcija Ho= L , operator NA=figm
%2 L S EIEY
TR . ' “
i operator T His i Operator [’ menja se i granicnim
tadkama, tako da vao¥i jednakost [, §’]] = { (% ? :

4
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(55) [ 't; (£4 L{)x 5‘, + 2-,1 H)x rq )] L [2; f{‘_ (‘(4 7"»7:,10"* l‘;_gw;:‘,iM)] & =

s Cu VE C Wawoge U + lawgp ') & cag V& I AW gl
Tz ocena (49)-(54) sledi

NATL = AW,y & oo ( iAol + g A‘W"l!':/1 (i /\'A’w"ﬂ':/lﬂ-
+ G ')+ egg T Aol € Coo b U g7 TR Rt
v e IRTH & coy evu«vu’l\/i&? TR PR
< Cos (VL + 819U, ey

Iz ocena (43), (44), (45) i (56) sledi

(57) | A\"~$(!chw) ¢ [egsVh + Cocbot c 6w cgeo-0)" [ HIAVET I )

(56)

Iy
Uzmimo neko t>1 i odredimo &, iz uslova (g &, & %f ,
e, VE
4., 1z uslova ng‘r; “7;‘9 , & iz uslova c_%\ré <, 3;:'—’ i om
1z uslova Cgg (1-6) % e . Tada se (57) za A<h,, svodi na

t Cau
(58) AV “g‘“L,_@J) & V&, BAV-§ 1 )
Uzimajuéi u obzir jednakost HAV—Hﬁan“n = JV=v e
i ekvivalentnost normi Jlliax 1 I Ry, Ocena ostatka (58)

se lako mofe transformisati u slededu ocenu grelke

4 . t | I .
(59) Y “1}£iw%@0) & e, hye-v W2 (o)
Na taj nacin je dokazana

Y e, o ..
T eorema 2.3.: Za svaeako V71 nmogu ¢ce odredzli bro-
. . . {1 ! . . ¢
Jevi m , &, © 4, (odnosno N, i M.} keji scvise od 1 , koe~
b4

. . . e - v s ¢ . / 1,1
fieijenata parcijaine diferencijalne jednadine (35), £, , £,

P
o

- . A [2) - ’ . PR ;
€, s ¢ takvi da za svake £k, (odnosmo NuoNo 1 Ml )



vafe nejednackoatt (53) 1 (859).

Iz tecreme 2.3. sledl vafcenje ocene broja arltmetidkin
operacija izvedene u p.2.4.

2.7, Treéi granidni problen.
Ccena u nogini inuﬂ~

U ovom paragrafu demo pokazatl da se¢ rezultati pretho-
dnog paragrafa mogu prenetl na trefl graniéni probliem,
Razmotrimo jednadinu (35) ga tredim granicnim uslovom

(60) Q(X,‘/) g“:f COS(Q;X> + c<x17>§_;' C‘;5C9;>) -+ 63(le>"¢‘ = O

Kao u p.2.5 uvedimo mre¥u & , prostor funkcija definisanih
na mre¥i H , 1 diferencijske operatore. Zadatak (35)- (60}

aproksimirademo sa (4), gde je A= A,

4*‘Arl*'“z}

%ixdﬂ&)f'”CﬂUx)i] , oA A2, Kot J: 0,4~ M

; Ref +Q .. . M
1 - L (- gy, +é-’U-> i= 0 oy
() =R £ < Vet ) ;
A - e .. M
4 < *"J+Cj'4 JNJ’ v= N ) oy i
: i = n - ¢= G, .- N
- %r A R G N N e N I ey
[ = ey N
4 Ci 'f( i Y L= (} '1. .y
(M), = LSS v eduvy) =0 A
LY A u N
! e _ oA W
% (.E.s:!i%{i_f‘.,‘.’i ,:. réu u‘“) ) I M T R o
14
- N PR
<Az”)q = %Wfd p ot N R M

MreZu @& produZimo simetriéno preko granice, kas u p.2.7,

%
. . R 1 . > « - s
takodje funkelje &, ¢ 1 © | Najzad, funkeije V={y)& H
produZimo preko granice stavlijuaiudi
N P S A 2 Ny |
A Vo = "‘[(qu *ﬁl”x>i}cq ) A, UVERS: (U8 + (D5
== L (cvg)y H | T eUs ) + (VI
/\"A’ZULO* %LCC’U ’\; + CU \)"7.! e A'J.’L,L‘Ll { C } 4k
Sledi ¢
44, & ALy C“J/';'
‘ Lt v o =Y i Y [ 4,2, een, M1
- /7‘. — v N ," H } J
'\I_u i qu e mu Nty qufamv. R
J
(61) 4 §< o ‘)‘ikM(’LM
B .

I Lo o4 - Y}, v e i , i ot
V., ~ (‘ri, 4 T T t /UL,MM - ,L)L,N-i C.,..+ (. 1")u' S A
BT R



7 uglovima stavljamo

LE o A
- i, G, .- Ry Y
U ‘ on /U’ FRTRE S, Sl <X M ’ B DRA: SN R r ‘
(62) “4;74 1 o ta, ‘e Coy i Cro Vi

ited.
Operatore interpolacije T, 11, i P uvedimo kao u ».2.6. Po~
red normi (29)-(32) vvedimo jof analoge normi (36) 1 (37):

(63) folle = 1AV
HoM
€4 1 e 2 i by oA $ A
ted \W“w;ﬁ(w) [LZ—O% 0( %X 7¢ Uy l[u]\w @,j
i ; o )x 01 “C‘?aifuoj
gde je, slitno kao u lemi 2.5. oznaZeno Uig, = Zoi 22 S S
itd. {
VaZi analog leme 2.8. Formule (41) 1 dalje vafe, Za t=o0

prva od nijih glasi
£ L) Qg ta

(/\41-” i> E; - % /,/ AN 2 4 (‘). SR, 7 ":‘5;1 ,c‘,‘i) +

o z{C <1 of ERERT dj»ﬁ:)
! + Zx Baai=Raag oy I -
| 6,7 By g (T M) B

U poslednjoj se za [=0 javljaju sabirci sa y=v, !

‘( k (kz"‘ 53 . ) )
7 ,/,r & +L’\"lﬂ<ﬂ. T ATE "ah (TF N‘,"x 1 -2 t L‘“"xz't“-';N 4
k (,( G (ki i) 2% 17X, ot Y

iC)(ll"l(:).::l'lo
ki, (Kot k) 2 Qq 4 Agy o i
7 4;1: 7 2 T2 _....f.,.,,‘f_,.,{ﬂlz)x 02 -‘63 (’“ﬁn\f‘) n ) 15 Q
Gy k) £y L 2 (580,
Dalje je
G},
L= X o= bl Cie x )
Kyema EL TR vy \C‘/“)'C-) ‘*:;_ojx , TE O, .. N~




WL Amt TS pm0 ® WRE 1 T W omq T I+
AX
ld , /
n 8Ly <.~ Goo_
0t 7 7
4 Coyt Coo

Takeddje vaZi analoyg (49).

Iz svega prethodnog sledi da aqalcﬁ ocene (50) glasi

\(/\TTfu~W/\w < 6(&5{*,:”'£t< (ALwr)s

T
|

_||L / 7) S :{ -
/. é“{/"j’[’ /‘ ‘}\, 7/1
4 [22 (< (/\ 'W) '”“2; ) (J + {f)c“-' Wy “' { EP R gl +
wo g ¥ ‘A
o l/ ,:2'. oo ‘l’l‘,. - )
+ Tl + gs'l."“»y\j?ﬁf l{’(;.{“;?:q fil, w;ﬁg: P ATl [~
M
( gt ‘ Q- (__ ‘o 1 )
+ CGQ \ {: J/:)K <C‘1 J’] (k W‘/ 1o k%"l./-i“.“)_] j'. +
/.7 / 2 4}1
*‘qm(aﬁﬂ%§+&kgw, ' “M '*Luk gg>
U pretposlednijem sabirku zamenifemo Wxof , %z %, , Wy, e
i Wy, na slededéi nadin:
0 27 »&’
- o4 ¥ 1 / i
wx,oé‘ - a’c. + Ck,‘ Oql a + a Arf’i 100(1‘ itdt
L °f g
Sledi: "
. %,
[P0 -Tr w0 Ty € e £ { T S otk (K, g1
2 " e e Wl
/ S 27 p - A
+ [ G;Zﬁ-\'tk (Aﬂw) Ld] l+[‘ [:u "I-.t‘ /All u;))‘ LJJ n + f::—:«t’r{ki& Aﬁl ) LJ .! j‘ -
[ N 1 ~“
/ 4 v--:‘—‘ / "/
t g b { LWl + ooy 1l '+ (5' (ot ) (226K 'v«iq) e

% 4 ’ 2 2 1
twit’ + [ 2% (4 (A”w)c. + aﬂ (/\‘1 WYy 117

20
“

14
Lz ' AL+ Ky AL Wiy 1" o+

+ g Vb {f

Prvi sabirak se oceniuie kao u p.2.6 sa (52) 1 dalie, drugi
. I/ ! ! . - I }
se ocen;ug@ sa Cqn A LA wll ,y a tredl sa Cg VA K”’ﬂA &

Tal o , .
& Cs« ‘ WJ » Prema tome, vaZe 1 analozi ocens (56} i (57}

o
a

e

1
t\'(w’wyu )] +L,,’,b W2t U L‘g_)}’l 7}

odakle sledl da za diferencijsku arroksimaciju tredeqg urani-
¢énog problema (35), (6o) vaZi

T eorema 2.4.: Za svako t>1 mogu 2e odrediti brojeui

PR 3 A PR . e n & ..
m , &, 1 4, (odnoane Ho £ M,) koji zavise c¢d T, keefiaiienata

pareijalne diferenci

-

. . . " Sy, g ;.
jalne jednadine (35), Say), £, . < Ty Co

. T X A + 4 A P - 4 T
takvi da ze evako 4 44, (odrosme Nilde £ M2M.) valle nejedne-

R’.
e

agt



-l o
. Loty ’
(68) ‘[ w.\vm“ 'f ]' Lyt A H‘/\\”m‘ gz Ly ()
i
l[ V-1 7 “ < t{":' §§:¥f ’--1; F | |
(66) SVl Ve L TV WGy

o

Iz teoreme 2.4 sledl vaZenje ocene broja aritmetilkih

operacija izvedene u p.2.4.



3. PRIMENA RELAKSACTIONE METODE NA RESAVANJE
DIFERENCIJGKE POISSCU-OVE JEDNACINE

U CILINDRICKOM KOORDINATNON SISTEMU
U ovoj glavi se uvedena relaksaciona metoda koristi za re-
Savanje diferencijske aproksimacije Poisson-ove jednaline u
slugaju osne simetrije. Dokazuje se njena primenlijivost na He-

me drugog i Cetvrtog reda tacnosti.

3.1. Definicije, oznake i pomodni stavovi

v, . _,1.//! » v
Neka se u oblasti g?=“k7&)Ukl~Q,,4w4} redava jednadina

(1) Lo =L, L) = - %i(? 3‘3\ - é:::;. = Louw

pri graniénom uslovu

(2) w(R2) = u(yo)= w(, L) o | 3?{120= o

Kao u [35], [3] zadatak (1)-(2) aprcksimiramo diferencijskin
zadatkom na slededi na&in. Uvodimo mrefu = g, = 3, % Gy
gde je (:51 = { T (“ :"t :"Q’“L : (=0, N ?‘fzt'f\/,ng } . C:‘%—d{;’t h

= / : p A s 9%
“kﬁilk: Oty oy My = M}- Pretpostavime da je N=N, 27, M=M.2
gde su No i M, konstante. Neka je Y= &~ T , gde je T gra-

nica oblasti e , i w=NY . Uvedimo skup funkeija defi-

}
Moy v

D

!
nisanih na nrefi: H= Hum {(ow\ Lokc”ﬁhd,‘ TR nikum1ww PV
U skupu H defini%ino skalarni proizvod i normu
H-f pay .
- P Y o Aty ita ari = {1 ‘““A
(3)  (VY) = (U, 1) = AL 2T WVuVue , WVH IV s Iy = (0,



Definisimo diferencijske operatore

(U"L>'\.k = <’U'T. ) e T Dt \%\_—;}—i 5 (fuz)w‘ = (U% >i.'<+»1 h ji&ti{”gf
- ??am « (Vadax s ieo ke 0,4,..., ™
(A“’ uc = - ?C: (Evi)m,i&: Pol=d2, Nty kao 4,0 M ; ;"?i.“"zz,d/g"" i
0 , v= N ke 0,4,..., M

i

(AEU )LK

= sz, i PiRo L N ke, M-y
{ o Pl o, NG k=0 ] k=M
operator A= A,,= A,+A;  preslikava H u H. zadatak (1)-(2)
aproksimiramo sa

(4) Av= ¢ v, § € H

Gre$ka aproksimacije je, pri dovoljnoj glatkosti redenja 4«
zadatka (1)~-(2), jednaka Aﬂ"ﬁ'“(?C%;*ééj(videti [35},[3]},

Operater A je samokonjugovan u prostoru ‘4:

N M4 M- \M
‘ e KT = BN AT N - g b
! (5) (A'U,Y ) :: “’ti:)'-z :)‘? hLL AJ;'(:.LKY;"‘" ;-K 4- 41'{), ?... 4.(.(.:,1 "_ Uz"\,k Yzl‘l\( hd (4\)) /\} )
=1 K=t

Neposredno se proverava da su operatori /M i Az komutativni.

Sopstvene vrednosti operatora Aa su dobro poznate (vi-
i. s .’ffjﬁ?l’ frw 4,2, M-

()
deti napr. [23] str. 48): A, = Ly R
2

@ , &
sledi é&é% SR

»

ey Kis .-Z
M ..._,_..”y.....-

I’M
« Sopstvene funkcilje su ¢; £

U [12] je pokazano da su sopstvene vrednosti operatora A

. y_ 2
jednake ﬁ: Ql(4"ﬂa) R nw 1, 2,..., N-1 gde su X, ko-

reni polinoma Legendre-a N~ ~tog stepena. Sopstvene funkcije

(diferencijski analozi Bessel-ovih funkcija iﬁiiﬁzlgde su &,
PL'n

korenl jednaline LCERY: 0) su %ﬁ ::1%(xﬂ), gde je 7} Le~

gendre-ov polinom 1-tog stepena. Zaista, iz

/\ng 3‘3“““"( [U‘“\f ~ (i) Y, +1 Yy

| S|
i
Na
]
<

sledi  (I+1)Y, ~(3L+4)x Yo viY,. =0, =41, N1



: A
gde je X= A~ -, Dobilijena je rekurentna relacija za Le-
gendre-ove polinome (videti [51), pa je znadi Y = R(ﬁ). Iz
Y, ® W (31 0 dobijamc uslev koji treba da zadovolji X, od-

nosno A « Neka su X, nunerisani u opadaiuden poretku:

12 Xy 2 Ry > omm > Ny 2 -4 . Poznata je ocena (videti [51})

- 0 20-4 2y 3 ¢ i ;
X,= Cos 10 ST S 0, & TR iz koje sledi |

Iz prethodncg sledi da je operator A pozitivno definisan.

. ® )y 2 ...
Njegove sopstvene vrednosti su A, = Pt Aa = 7 {(1-%,.) +

’M_ffp
+ %‘7_ §imt ?‘e‘;?; , n= 4,2)‘._,#/ ; " =4,2,..-,f‘4-'1 .« Va¥i ocens
tz A
c o
4 j_ flﬁ_ o+ ..{iw é_ -k {“ + 5%
(6) C1 = "é‘l"‘ ez i‘ 9,,,\4% é é,f; ‘Dt ) :ri-: N b
N v U B
Sopstvene funkcije A su ?ﬂk = Fl(xﬂ) Sim ”75*“ .

; VaZze sledece nejednakosti

7 BA vl < fAE | A vl o HAV

Zaista, ako je VU= ch‘i“”“ tada o [ A,V I {v( i |
T 2) \z. l 1 . - . . 5

Uhawll= [E @FFer]™ 1 MAuke [Z (6008 e

! P ot

Definisimo norme

. ” 4/2 - (:/‘Lr‘ :"}
(8) ol = (Aw, ’U) L vl = (f\ VU ) dup TR
Yeh o HTHA
Prva od njih je ekvivalentna s normom
, N Mel s P s ”‘_'>:'Z‘ \ b \7e
e (D055 7, Vi +4. 0 2.2 Vi 4
(9) v t'W‘(',w) (Feta G T T “'zf:" pas o /
a druga s normom
(v, Y)
(10) i “‘W{"C(O) o S P Y “.'_

Yet i

Ako je vV refenje jednadine (4), a 4 nijegova priblifna vred-

‘wl((u)

o s o HAS ok
nost tada je BV -, = BAV =40,

Po¥to su N i M parni brojevi mo¥emo uvesti mre¥u



AL [y N M
4 wl &5 e . P o .
W' =y y 1 ¢ w,a,{) I 1 oty T kw0, & } gde e
7 G ) ¥
’ T N SO g K Yy
F R N (A o e Booal [\ - . b
LTEMIE B R T R Ry BT, T, Uvedimo takodie odgova-

. d B , . ”/- ll \ s C,U. N
rajuldl prostor funkcija G YA , skaloend orolzved V)=
2

;a Al
= (V,¥Y)yu 1 operator A= *"‘.::' Mo
s % PN

Defini¥imo operatore T0,: H=»H , T H=H 1 PiH-j

—
2
{

=

f‘\’f

4

o

2 ™2y 2 204,28 ik
(11)
K4 = 1 me Ind ‘*
TT@ S La g 2 ( fo % ng + 1, 2 3 L K2 )

.. &
2.1 B oex
a

I, ih‘.mﬂ‘“‘g,;ﬂ( Moy vy ] iz

-

AN N . w .
b B s T LA G e
(12) Tr" 5;:&E;n,z‘.t (( (b’x +(2 r l) éivrax.:‘-.] y b

W

ﬂ"i E:;‘ Tery ’?: (n"‘?‘éi‘ik t -ﬁ*!%i»zwm.)

, 3 ‘
1r0iet e g g L2, w4 '
(13) P‘*],w‘ B n’»‘r?«,ﬁ (}!z‘mw it B ) 2041 !,2.34'_'7_“_’,‘."'&2,34»,&V’zm.?.mm}j
1
7 | = 0
{1

Operator 11, je tafan za polinome pxvog stepena, a operator (lo

za polinome nultcyg stepena.

oy
o

ma 3.1.: VaZe nejednakosti e li, & V2 12 lla

ML EMN, <{F Mgty ¢ NPl ¢ V2 A7l

At

D ok a z: Prve dve najednakesti neposredno dobijamo iz
o7
: : Pl b - ,--:z.. v
(8) i (5) =zamenjujuéi vrednosti (I, & T,2i.0% 7 i, ik e
(T,‘.Z;\,,L nae S Sy, ik itd. Treda nejednakost sledi iz '

~ M4 2 . /
prve i iz jednakesti Gk?”ﬂ*ﬁ{“ﬁg}(ﬁ,Pv) 83
' z
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3.2. Koralk iterativnog procesa

Sema procesa je ista kao u p.2.2. Neka mi uneno smonjiti

iy .
normu ostatka 'iA.ﬁ~-§§ﬂAf@J> é puta sa fonzé)t) aritme-

tifkih operacija pri proizvoljnoj funkciji ¢ & H/ i proiz-
voljnoj podetnoj vredrosti A€ H’ . Rorak iterativnocg pro-
cesa kojim se smaniuje norma ostatka !AV i {W‘@ﬂ é%i pu-
ta (t>1) sastoji se iz tri etape:

1. VrSimo P iteracija po formuli za prostu iteraciju

° o 4 { | . H . , 4 4 -4
S A CUAE D IR AT S S s

oznagimo Av'- §
2. Nalazimo pribliZnu vrednost el refenja Y Jjedna-
}
&ine A7z§2; koja zadovoljava uslov
i [ 5%
(15) n A W P@ “W-dcw & 66 h‘ a “ W£1<<d')

. (] < J
Po naZoj pretpostavci za ovo nam je dovolino CQ(89,2,24) ari-

tmetickih operacija.
3. Interpoliramo funkciju W s mre’e &’ na mrefu © po-
nofu operatora TD. Oznacimo

(16) Vi = wfo mw

3.3. Ocena spanjivanja ostatka na

jednom koraku iterativnog procesa

T

Neka su A“M sopstvene vrednosti operatora N, Y odgova-

0
: 13 N ,‘ . ) N huid he
rajuce sopstvene funkcije 1 0 < 6 %1 . sa M oznadimo pod-
K K

. . . W . .
proster linearnih kambinacijs onih 1 za kole je

1
a sa Hp podprostor linearnih kombinacija preostalih

RazloZimo poletnl ostatak po stemu funkciin



/\\” o-- g)‘ = C(J = i;-‘ o(, “f’ ?xw\m ;'_ f“{"\vﬁ-%r».:"it"%q“"' ;S ,':}J“”“"“‘\y o = &‘ﬂ 0+ LF/:
:1::“ MAan ‘V“ ¢ L‘ . \Pw&“f‘
!
. FA AN e it R
Otigledno je M@ Ni, = 2. Zmm o RO+ 075

My A 41 3

palje je  g= AT ~§ = (TowAY(AYREY = (T-TAY
= (@-TA e (T-w A et = g7t g7, gre HG, gle Ho .

~ A4 1 J o . 4 ;
Oznadimo Wew +#' gde je Awxly" 3 LAL”J“ Pyl

by S
é’eolngﬂvQMw). Tada ostatak AV‘—.£ nozemo predstaviti u
obliku

a7 AVEG = AT-AT- § = "= AT (g™ TP ") + (AR A )

4

A 4 7 s i feln i
Na% cilj je da ocenimo “AV-~£f!w;QLg , odnosno AV~ L[

] fgi"f
zbog ekvivalentnosti ovih normi. Ocenidemo poschno svaki od
sabiraka u (17).

2:6 ;2 “ 4/;

Lo gl h@ Aol = [ 2 (-eh )t g | ¢

f (18) .2 Q“V”ME zi ?\Gng
! (4 fa) )P ( Z ..'.:_;;{1‘_?_‘_‘_ \)fl & (/iw 3} )f n (f, n At
“"é “ (A

vAl - z’. 1 ! { e
2. “/‘\T /LU '!A-. = 1 LU !!/\ 2 ‘r !”L“13 - \fﬂ— H/\ "‘4.)4‘3/.\\‘4 ~

= e ase

< VB (M= Pyl e+ 1P mr) <\’ (mu« A

d :Vy‘;“»)/
4 . \’:’: a ,r m; ; l A \ .

P 3} % F[é:,[,i; + (4= o\” .'sz:%,.

3. (g™ TLPg® 7 )= (3% 7= ToP9) « 17 i-TPy |
3 3 4 A . j. _EAE........."'::'.'». ¥ ity - 7 4,
Palje Je ( Z“TYOF’VZ ) ¥ - 6[- R (“ /}'/.i 24 1+ . 'ZZC 2k ,‘/A?,.?x«!}ll‘
21+ 3
vt 2

7/ I % - F
* EY (‘i F?zi u:wq?hm Lhey }(LrT ik ??Jwi.’mcw)]

Na slidan nadin se - Lofﬁ Aﬂﬂatavljﬁ i u ostalim talkama
P

mrefe. Sledi M= Pl ¢ exl Im ., | odskle dobidsno
( 1 rAY P

o e s e

20y Ig=TPgell,, ¢ gl s c AV i) gl coNGVE I

\ 5]



4, Polazcedi od jednakosti

»
/ P x/ \ P
A 7 i1 coaN 2
r PO il - LR Y BN
/\2’; MLK Pn LF “-Jr ) ,’_”_K]

: 3 / {4 .
2 2 e Al Weu 7 ("Z,, 2nhq 2'70 2t 070.15«.-1)"*

Lipf R be ) +

e

Zaid 24,
. L5

AN

~

P R AR TR IR Ul oty o7 M ) ) |
< Cyie AW -+ hfﬂztuﬁ AL W }'}QVIsA . }
Y Vi [
Sli¢no, iz jednskostd ,

' é’: . «./',,.A_ﬁ. FATEE T
R: [( HJ{'“}V’J’ >W’LH\K ku'? A )b’[K 4 ")5...‘@‘




~ ."‘ N
1la Ye Ao Yo T AL ¥oricstedi gse Jednakod
gda je oznadeno (" %(ﬂtuw1 Aa& &lwg. ¥Xoristedl se jednakoidu
Med M1 Met oy YooE Y AR 2 .
: . - a7 i 2
. 1K poam L0 ST g g2 + 0 " (“m‘“) + Ve + Y.
t! /l\,{, \[ ’J\ = g L o ::i. "L f: ik + ey, 2... 7. 2 L «/'z_ 1% ”LINK
bor £ g:-'t [icH 1 L

- \ A “ y » ! ! ) ? '
dalje debijamo Cﬂoﬂl'w = A, Tw, M) % CSJ&‘HAquH -NQHA.
Iz dobijenih ocena sledi
\ , TV al
l} A.n, . /\ { A ““\_4 < cﬁﬁ({i/ﬁ;wo{!hﬁ ,l A;:mvﬂ !. uroy"ﬁ> cef g{;':l’ld“’!]&

CH gLl « o LIpget ¢ ol gl & e VE VE 120 s

b

EEAN

Sabirajudid ccene (18)-(21) kona¢no dobijamo
a‘e Ny h r'\ fad £
(22) BAV=Ston & L% + (03 (4-0Y ¢ 08 ] FAVS- 21,

Odatle dalje sledl

! !' ] "f 3_ + i . ! =
h ,l\x‘, . f\ ii\ \,ﬁj;’(w) \‘ 1+ 1 Yf 2150 (1{"\].. >(’{ J> +- C \ 0 .j i./‘{ "g' i \AJ& (/w)
23) a) \P
(23 2 Ly & v e Cm0)Pe € B IS,
L
. s ) . . \Z:J
Uzmimo neko L >»1 1 odredinmo ‘80 iz uslova 41350 < O 8
. \f““" . ‘t.\{“é - F e
iz uslova «, V9 % 3 1 P iz uslova ch”e) g . Tako

dobijamo ocenu

(24) (FVANE S NPV S A EVAEE 8 (W
Dobijena ocena ostatka lako se moZe preformulisati u sle-

dedu ocenu greske

. RN T ay
(25) iV AR S VE, dve- ”wfau)

iy (03)

Na taj nadin je dokazana

"

T e orema 3.1.: Za svako t>1 wmogu se odrediti bro-

/ ¥
g ¢ M,

Jevi p < &, , koji zavise od T, K , s Eakvi da

vaii nejednarcst (84), odnogno (25).

Tz dokazsne teoremc sledil ocena broia aritmetidhin opera-



povidonoyg reda tadnosti

Za resavanje. zadatka (1)~-(2) u radovima [l?},{lé] predlo-

Zena je diferencijska 3ema Cetvrtog reda tacnosti. Neka je
5 ! A .
KR Yoot luoet . S P N Q AL LN o
(a ‘b {.'1 + v 1 \“1 }/v\,: i L Gy IM i A“"’L ff@?-i—;}: 5 1 &) g (4.)1 R fﬁ)f’i‘; . Oznac i
S 123

-
o~

A -~ S
¥= Nl 1 w=wNY . Prostor funkeija definisanih na mre¥i
Fa Fd

{:fiNM ¢ Skalarni prolzvod i normu wvoecimo kao u p.3.1. De-

—tp

finidimo diferencijski operatoxr

SR .
- 'I,O&‘t L4 T, . t= 0, b = O"i‘--.'M
A 1
\: =2 A } " A N \
( \'L )LK — Ti:, (rL ,\):i)r‘blik ‘ L-'l"?‘,.‘__}?' i \ '\.~O{/I’~~ } 3
' v
, 0 : : L= Ny K = O, 4 -~ M
i 2
]Oznaé no j T.= & 'Qi " o Lf_i,> 0
b v = I R an o o e AT
e Je L L 3 é‘? ,[" 2 1 Lo :3. \n‘z i£3
v vt
Zadatak (1)-(2) aproksimiramo sa
Ao " - A
| (26) Ao = £ | v, ¥ ¢ H
’ ) . -
TR, A a H &
gde je /\ = /\r[“"/\"z 12’ )ﬁ‘\rb lf\g 1 ».fi - 3; . -«-ii- L " ‘,‘ bl /'f't,\j LQ .% .

Pri dovoljnoj glatkosti reSenja 4 zadatka (1)-(2), grefka
n if
L K3

‘ ’l‘l'l :é v g
aproksimacije jednaka je Aatw4; 67( é ) (videts {1713

o

Operatori Am i ‘4% su samokonjugovani i komutativni.

Sli¢no kao u p.3.1 za operator ﬁvt, pekazuje se da su sope

A ORI 1 |
stvene vrednosti opevatora A, jednake AT PR CRCTS I R VRS E
tiy

4.
" . > (e, ¥% ) . S
koreni Jacobi-evog polincna fq ¢ Xy (videti[17])

i 7

- 4 1 (;
N (SR B — T A e T e e
Iz /\'?- L Aidas g A \;",«'M [2L+ o Vi A fs.
,n;_,(\’t‘-f i H‘i, - | RTA [ \\\,( g
. A - Al
A J ve ] it - i ] Y. be 27y sledi.
{7,@_;«“,L> ¢ Y1 fiz(u»‘* i~ T

Vi



RN
sy AN Pl
Q.(l-&»'?/f\!wvi‘ Vi ‘{L'?' i A
)
.
gde je oznacano veza
za Jacobi~eve polinome znadi

4,
){O, ‘,.'\:}

Viom P00 . Iz
e (25 )
koren polinoma Fe o (x) '
4 S N e
Odatle sledi da vaZe ocena f@ < A &-éi *ﬁ'~272h{7 Ay
C N
A ~ o "‘,\
Sopstvene funkai operatora An su %ﬁﬂu = ?ﬂf"z§ns .

S

Iz prethodnoy sledi da su sot:%Vrno vrednosti operatora
NP

" 62 .
A ew () ‘ £ I CIIN LS. -
jednake A = A Wéﬁ“‘“yéw“'ﬂ; 2. Va¥e ccene
A T R ST JN S AL R R
(27) C.. = ¢.<.f Il I G N SN B SRV SRR
2 3 N 5N - / e : [P ¢

A o

| -
Sopstvene funkcije operatora A su Y, =

! Iz (27) slede nejednakosti

| iy T ?’ HA 1 o ! & At 8 & ?: il y H
(28) ﬂ A"\."‘) IS Z ‘{'/\“‘"T H 1 I AV R % g VU

- ~
| Oznaimo A=A, = A" /"t;g i uvedimo norme

(20)  Mvil, = (Avw)” il

. q, A
Njima ekvivalentne norme \W,{&)
*JM;

(30) Bty = (A2 RUSPES.

“'\

v et
i} (W, ¥)
(31) Il NS DU S
ek o Ty
Kao u p.3.1 uvedimo mre¥u = (U 4 ¢ prostor funkcija
KON e
al A o0&
He=ty po skalarni proizvod (v,vy3)' = yw;yDg,@ i operato-

- F -

2.
re A= f'\w A=Ay -
oS

O 4T AT AT A
D@flniéimo operatore G Q"rii ¢ fg:!lwb?f i & Her

T
IS

e

P

gde e il biti talan za polinone nultog, a 1¢4 za polinome

prvog stepena. Stavimo



A~
T - - = . .
“-" z 242k ey ik + <4'" Bkt ) éj{{—-‘f. S

AL
T o ‘t:zu-z 2w ‘Q\ S (1~ gi) %x’*mm
A . i ~ S
ﬂl" %i-‘i‘ﬂ“l = ;1'( ﬁ"zii..%x + —”0 %i.tam—e-z.B
2 .
A 2 W [H+4var VL B v
Operator P odredjujemo iz uslova (ﬂ;Eﬂ”)=Lw~»~fﬁw§{§,P?),
‘{\§+ii-*i: id' N
. 2 A
Sledi
A 1 P R 1>.+4)A N ,L):ﬁ i
W s el L A = S S ’
PQOK zi("'-#f,fu_'\i“ 2 “’}{cx aa(z Vi 74:: ‘¢ 1!&-3
2 el
fsfrl = f_,__ [(t-a; )(2i-3 £+ VT gl Y2k e R T+
ik [,("w-éw ) LI LA 2 vz’ Liw
77
& _ L& AN g ]
+a; (2i+ ﬁ> Taiorne T & (2i+3+ w) (e
A
Pﬂ? (“l = O
gde je, kao ranije, oznafeno % = s(n. +??Zx"*“72y”43
N 12K+ ] beein
Za @&; i -@i postavljamo uslove
4
44+ 4 %é-i-) + (§:+-i' = i'*':F)
"Z+m+a(2 i @Qz iz 4(2‘.;'4:
| A4, 4 .4 . TRV SR
(4*@\“1)(‘2(_—-2 + m) b (4-»@,;‘4)(:2&& 2+},ﬁ‘:\ “+ {(21’9‘2 'f§=;;‘“i}‘ i
4
e Ly L

(?‘+ {'3 4(i+3 Vﬁ)

2,
3 4 ‘ .f!.. > - LR " " ,%, ,;,, :.:._

: 2 4 mm ) il = 247 ¢+ y
Sledi a; ("1—"‘2 \{'2) " (“ 2 ( Yz 4 42
Dalje pretpostavljano da aifelé [O,<] (za to je dovoljinc

o
napr. staviti a;=4, ).Operator I!, definifeme linecarnom in-
terpoiacijon
o - S
4 &:‘o.z& - ‘go{a‘.
3 M N N 4 \
A 4 A R A (ﬁﬁﬂ IS P g
[z R l<'f' ols 2 il S + ‘I \iz T ¥ilw
1 ™ b2k N+§-1~¥?‘-_;- k WAz Pi e
77
‘ i 4 A W N l-;/i»rg« ¢
- 3, 1 ﬂﬁu.(! L*'Sz’“‘:"“’ﬁ;\}; + ""m:}:‘:.i 4'”1 ‘T; -
TR S2isnak Nﬁi+ﬁz(* dip 2 Wiz 2 Vi tw VT2 )
I Va2
- A fe o AN
h”:: ‘ii.’lk.#:: 2 T, Biaw T 4‘51-2‘“?«3

Neposredne se dokazuje
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2,: Vaie nejednakostt

i Bl € Cully Hger

3.5. Ocena smanijivanja ostatka na
jednom koraiku iterativnog procesa

za Semu poviSenog reda tadnosti

4]
Na isti nadin kao u p.3.3, definisimo podprostore *49 i

4
He . Ostatak posle prvog koraka ilterativnog procesa opet

predstavimno u obliku
A

” P ’\’t. f\ a Iy N A ~? B o [
AV-£ = g7~ ATt 4@ - 1,P"Y + (T A w7 = AT, W7

Ozciluijudi deo ostatka ocenjuje se kao 1 raniije sa!

1.
(32) TS CEN DU L P odnosno
“n 3
(33) NATG w5 & 5 c:.,sc,‘,[\ g + -0y | lice ,&'4

2. (3-TLBgo9) = (37 *mf‘?) < g=i-iq- TPy

. : SR I § - )
Dalje je (? - 239')’7 )zi.-M 2K - z! (G?:Liqﬂs.'lx-:-»f 2,"]1“'4 fu:+ 7’1&4 LR~ t

n /
A 2 SN

2‘ VT" }\ S XFVRYS

1‘(1‘ l.;..m

T L S S ST L L
+&@uz+ﬁg@kﬂg'gﬂ.yy%*(“ +{) ( (27 " 2t Lagpan
i iz I\ oa A
t Riag (“‘" +\“ﬁ_)( ”r?m,g,k\)"g'% ‘/?"“‘ m+ihz)(?u+u< 2c+4«5=)]
f\/\

Slidno ce v ﬁ;f7 predstavlja i u ostalinm talkama. Sledi

7~Tk77/! &G g, 71z odakle dobijano

“ A F e
h‘g"’m !Tp }:) i?o ﬂ K—«( é. C’f‘; “,34/ g;ct !‘x*{

(34)
3. Iz jednakouid
N : 9 read M1 ; A T AT, I WY
[ERUL-SR | !":“J..J »L_.i.ﬂ-v\ N ek W M I —-—~ < -~ K arlie “ }.'W_ ;/\ ,
(’Ka’n;” ){,1mx A N AR T nﬂ}"ﬁ i ( O IRV
A T ’
. s 2.\, T
! “1-_'*__./,:,,.,{, \i;h’q\ + IE,‘*- ﬁ{: "l‘;"{i ’1’}-;:')1}&714};41“}
2 MY U e T 2 e e
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— m
'y .
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o
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-5 et
e ~
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1 i ===
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e —_
s ._.... -~ A
N~ - 3
ey < -

v - ~~
HHE
- R L WIL
i s L)
fal E:
& - o 4 ool i
o .s MW .MM < fu.
$ aa O o
» <
o ;
Pl i
! -t
. d s,
R O =
T “§= -
s -
s » <
¥ N < vy < Pouu
.un.o i @ =
P - 43 ~—
N s 2]
7 - ¥ o
ond # - H
i 2 3 8 E
i H = o~ o mw
¥ - Z ™ O
< 3 .
8 .3 ~ Py e}
o~ AT ) o~
o~ = 4 N
= = = ‘—® o o
= ot i < . o & m
I S U (G o ey
8 B y Ty ~/ bal
~T = 4 — (o] o)
e} ol it = o]

&

-
w

dlanovi se lal

Preostali



Iz dobijeﬂih ocena sledi
c

b s A Ot I Ve ot I S TP
3 o R I R . N 5 i <o g 3 g: I
(35) h lo /Q‘ ’i/,,rr‘ con /‘\ f‘f ‘u{fﬂ i ?;-1 {: 2‘1{& \‘\ iy T34 25 T i.. r‘:’ ] ) S C.,}?. : :) M (.(" s H
Sabirajudi ocene (32)-(35) dobkijamoc
b o e R e
T P y - I -2 N A TAS o (e
(36) “A\/ ," 4;\«..1 E 2% -‘o+ ? &*; + ('7\('(1 J HEFAR y'e \/\ i

odakle dalje sledi

- o~ »NF " ] AR
(37)  MAVIT gy & [one o Gl v cag ooy LAV - Sl

Odredjujuéi €, , 6 41 P kao u p.3.3 dobijano

“a s b Ay BTN 4, "
1N & ¥ Y A i / 4 £ 04
(1, f 4 e . Y ~2 ;G t v [ AN
(3'- ) g’ AN ) i ';‘,‘[2,'%/‘.) ¥ ~e * o \‘;.v:?’ W}

i sliéno
A |l TE “ Ve *f}h
(39) ls View lt Wiy ST AE)

Prema tome , 1 za $emu poviSencyg reda tadnosti vale teo-
rema 3.1 i ocena broja eritmetickih operacija izvedena u

P.2.4.



.,.GO.W

4. PRIMPNA RELAKSACIONE METODE NA “‘

RESAVANI DIFERERNCIISKE POISSON-

~OVE JEDRECINE NA PROUGAONOT MHREZI

4.1, Definiciie, oznake 1 pomolni stavovi

/"‘L = ’7 u

Neka je ABC jednckostranilni trougao stranice

ravni Oxy . Neka tadke €, i (., privadaju odselku AD ,
A, 1 A, odseéku BC 1 B, 1 B, odselkn CA . Neka je dalje
Aby AR BCl BC 5 e A fCh G2 $1mo 3

28y 0 , R Sh o L L AL ECR | Ba 3t oxnadimo Sestougao
A’A7“ £,6¢,, a sa I’ njegovu granicu. Pri tome dopultamo da

neka od stranica 8estougla moZe degenericati u taclku. Pretpo-
| A
|
\
A \\
\
\
\'\
2y [
stavimo da su stranice Sestougla i jedinilni odsedak medjusol~
N o e oo L
no samerljivi i da im jec zajednicka mera A, o .

U oblasti ${ razmotrimo Dirichlet-ov problem za Polssc

-ovu jednalinu
(1)
(2)



Pod datim preipostavkams u oblasti 38 mofe ge konsiruisa-

ti mrefa jednakostrani®nih trouglova stranics 4

N prirodan broj. Neka je M tadka uvnutar trougla ARC

M, 1 M, niene projekeije rodom na [He , CA

e nA f SRR W) m~ _,':.
moZemo definisatl sa W= idp = {‘“35'“4“ 2
\g’ " . ., 4 . . - PR J /
MMB: 5 A, t{ , EEE Rowm i = NN, , 0% s L , @8 Iy 04w s I (‘

Oznadino \6}; 0‘€:: [:3 Y r i £ = Co_,’.‘a k= C:C) “a \G’ . MNeka je H o ”a o=
. b
“{(UqK U(M)\{ () ,Uﬁf@é skup funkcija definisanib na

mreZzi. DefiniSimo diferencijske operatore

Yiasar Viregina1” Vi
N o ZhietRr T Voo s . = A Lk 9
'Vx,qk v)&,t.l%,kﬁf% 3 > Vy " VY it e 7
T
- \«1&} kdt( -
4 ‘s 4 [ N o = - } . — T N .
JE,LJK v'i’;,t.-&ﬁ#.k ’5\ vy, IYIIR Uy, e ke
fﬂ A\)X): 3> €2 )"" "U\’\: y %] jw- '?'-‘;ﬁ 5 [
' A ®

/\4’\7 = 1 } Azf‘j’ B
o, 3

i 2

‘j/\= Ai:: '5(/\.;1'/\2_-(* Ag},

:peratori A«, A; ’ A3 i A preslikavaju H u 1,
Zadatak (1)—-(2)} aproksimiramo sa

(3) Av=§ | v, £ ¢ H

U skupu H defini¥imo skalarni vroizvod 1 nornn

,'L L ad . N
AN, U, 10 S UMY MY Hog= o vl = (U,
(4) ( \) ( )ff\ l\l_(,c& N ‘ fi= 1 s i ‘L:;.’:f‘»’) My
- . XY U i'{J) Wae bty =
Lako se provcrava da je (A v, W ;" 1tﬁ:‘ S S
[P

" ¥ £y L ™
= (”>A1’“f) ¢+ gde je Wy = WLy /»:..L‘rf.1\, wive By

~

) 3 & L4 w2, .,L / PRSI o ,:‘. )
Iz [23] str. 55, sledi lﬂ}EAktkgﬂﬁt)U} & az{x] Analogna

C . v 4 Na o a e e
tvrdjenja vaZe za AL i /i, « Sledi as je operator A snmoko-

njugovan, pozitivino definisan i da vaii ocena
2
) 9. ) ‘ p ¢ Ly Noar 12
(5) Ellunt « (Av,¥) & 2 Jvl

Tako moZemo definiszati norme

(6) ol = CAv, U3 L v




koje su zbog (5} ekvivalenthe sa

i - I 2 Ly, 1~ L2 gyt N2
(7) vl bty 7 (W2 vg w87 AR A R LS 1
b (A)x &) ¥ («.‘}; - !
, (v, )
FER TR - TR S .
(8) v “wﬁ;om ”D’ { D
ot We - b ey
e R
. Ao\ 7R § S R
Lako se proverava nejednakost (A1U,/ﬂ\» y A2 Vg (00

z"’\ !i \!-‘u)x y
] u / R v/ s ] Y
gde je Q&Y’-@)U{X“ﬁ%ulyﬁggﬂﬁﬁﬁﬂ.Odatle, i iz analounih ne-
jednakosti za (A5V>A§V} i (Asﬁ}/hlw dobijamo

A R - , .
(9) iffi‘ﬂ)!.’ 'f‘[’,"/‘i?'{F{f' h."% \r (7 -n‘s" f*&.” U

({"x ¥ Wy by (‘

o x ¢
r\,
?\‘
x\,‘i
,.a
TN

j
>
-~

Pretpostavimo da je // paran broj i uvedimo mreZu CS:‘EQQ
prostor T H,: + skalarni proizvod (V% e (v, w), i ope-
rator Ag=ﬁzﬁ . DefiniSimo operatore Il :H->H 1 F:H-~> 1
na slededi nadin

.
TE, B T8, 2{Eg o

¥ et ‘é 2k Lik i ) 1:,--1").,‘;.1»:.*'

(10) ..f. T 4 Y
IF%L{ AR 4 <-"ték L&'M.kw) [ it :gmnd SRP Z(“’% k /"“"""&"""j

T +’7 de- 3 ..i.
qz,:gk & <4?2L24'41.u:»4 Zli.'ld'wt-’i..b('}'t LL-1.2J.:~:,1 + zzf_@»f:‘_j‘.‘z.xv;
+ Y y .
(ll) f"z,un [-1.‘LK [’Li-q.z.i‘u.'mzsr 2 77.-;.“'-2?:. : >
P {x, = 0
7 g ¢ o .
Lako se proverava da je (TFE,W)x:(E”1”7) i da va¥e relaciie

(12) BTzl = gl 1o Pl S Uyl o

4.2, Iterativni proces. Ocena

smanijivanja norme ostatka.

Sema procesa je ista kao u p.2.2. Neka mi umemo smanjiti

[
k]

- puata sa @ {&, Z&) aritneti-

[
N e, &
Vi (-&“) S oy

Y
normu ostatka HAw- 3‘%

i
¢kih coperacije pri proizvoljnej funkeiii ﬁﬁEHl i proizvoli-

4
noj pofetnoj vrednostli W& H' . Korak iterativnog procesa

. - npye g g
kojim se smanjuje norma ostatka BAY - 2, . \ +~  puta
\nuu o
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(t>4) sastoiil se iz tri etapo:

1. VrSimo m iterccija po formuli

o
"‘4”" 2 s F oA - T I it . {:, - P
(13) v y° | v et (AvTe D) ws o 0 b0 e e
Oznadavamo  Av™ .. { = g .
!

2. Nalazimo pribliinu vrednost W ¢ {{ refenja § jedna-
) A’ = Pa P R 2y ‘
gine AT=17 9 , keja zadovoljava uslov j
Y LTRSS 4L £ Y]
(14) HA 4w | ii i »"-ZA'(“'*)') A VN it U! t Wyt
3. Interpoliramo funkeciju 4/ g mreZfe &' na mrefu ¢ pomo-
éu operatora 1. Oznadavamo

(15) Vis v T

Kao u p.2.3 uvodimo podprostore Hg i Hg i vr#imo razla-
ganje g=g°+;;”' 1 w=ww!, ostatak AVL £ predstavljamo u
‘obliku
5(16) AV £ AR EDRN LS () “1*(11A ) ATTw )
‘Prva dva ¢lana se ocenjuju slicnc kao u p.2.3:

(17) gl per & (=Y Bl 4o

2.

(18) BAT ey & [V50 cot -0y [l

i
-~

Dpalje je  (g™=TPg", 7 ) = (:‘(3 7-TE ) s g
Ty . .?.?. 7w 4
Iz (7 -0 [?Z 212 A6 G A 7{1{.1&.1« >
f’- ?)‘.[:,2‘ I'd

‘ o o a S - \}7 e b “,‘
("l“ 7”)7 )%.14‘-1.1“1 < / ! ['Li.vd'-—'z_?.wr'z 32 \f' "2.6.13‘-':.34* A ?1{::@«1.1&.%-:"

sleai [~k nll & §

odakle dobijamo
3 rr" | & T\ T
(19) “Q - TP l¢~ &5 @‘

Najzad, iz jednakosti

- al . * wt " "
( b Aoy o /1\ R Wy )d_ . T "‘ “"ri.g_"«:
¥

L.'z.d SR

] '{ “, Tay
(A - ATT) = g (Ao A

L”d 4.t

=
-~
-~
S
Iy ‘Cl’.‘

Yf L.w



itd., sledi

(r‘;ﬁ ar - AT ,i;‘) = ;Z‘ :\,? {\2 ;i; Awr q'f;_g.;,(;,z.x -

- ':’; PO TT L{}yg.\dg }1}«?.',7,£,.'7.{-w|.uc\<1 BAE 2 PR Ty#, 2 2jia%-1 ¥

+ A0 7 Wiy tix 1() ‘z?fé,?4‘,.;4.'?_‘5"‘.-'1.2k) & : 22 Ay A Yl Lo+

+ LI [ QAP T gy QLT Tlagy 4 GRY T l{\/‘m A 1A | )
AN 0y Xy

< (F+ yé?; Y a6 O YA L i,

odakle dobijamo

{,! m‘.‘}"/\"hf ? e ,':; ) {! AT S‘ 3 ("! i ‘;é': '?\ “ /l}”"'fd“ £
(20) Av . e oy s
< B(1+ ,ﬂ;' )fq fl g o« > (" + Vg ) \rO il A1

Sabirajudi ocene (17‘~(20) do~¢Jano

§ " m e bl o _ D
21y WAVl & [y e+ i e STEE ra(t-0) ]W -1

odnosno
1?‘.' - S, ,4&
i' o . [ S T kY ¢
(22) AV ‘*éwgJ’u) < [ vy wofiﬁzj. + ¥ﬁ? (4~ Q) ] LAV - f “M,? ;

Odredjujuéi &., © 1 7 kao u p.2.3 odatle dobijamo f

1 g .ot
(23) H /“.\.’”"‘ Lz ﬁ 'ﬂ.ﬁ_.:“(m) 3 \‘!»125 x,A\/’o“' ? “ \\/‘;1((&’) > E>A

Dobijena ocena ostatka se lako moZe preformulisati u ocenu

greske
tr

(24) IVl ey & VE VR,

Na taj nacin smo pokazall da za diferencijsku aproksima-
ciju (3) zadatka (1)-(2) vaZe analoy teoreme 2.1 1 ocena bro-

ja aritmetidkih cperacija dobijera u p.2.4.



5. PRLL, A RELAXSACIONE METODE NA REEAVANJE

DIFERENCIJSKTIH ZADATAKA VISEG REIDA

5.1. Postavka problema. Pomoéni stavovi.

U ovoj glavi demo pokazatl da se uvedena relaksaciona me-
toda moZe primeniti i na relavanije diferencijskih analoga iz-
vesnih granicénih problema za eliptifke parcijalne diferenci-
jalne jednadine vifeg reda.

)

Razmotrimo u kvadratu 525=C0,4]%EGM] glededi granidni

problem
M - . :92 2'\}
(1) (~a)y m = :‘¢ N A Dxe * Qm;z
D L7 ! P et
= S m Soeee | omwmm—en = Q
(2) '“!r* dvrir 2w 9:2“"“

——

Ovde je I' granica kvadrata SE, a Y spoljna normala na [ .
Uvedimo nrefe Ré‘"‘ {(“:’Q*:é%)i Cf= O EA 2 [ F N?‘ i D=y T

= R?é."gz . Ozna&imo Y=Y¥,= WAl 4 W=wy=@ONY, xeka je H = ﬁﬁx

.-.{@..)u(v(;ﬁ,({&))j Lot b i Hely = { ) =wag,jo)e it |

.Uf«:o R “LJ v%;vaué 'UN.LJ, e "UL-J‘ P Viue = Veg }r Kao 1 chidno de-
finigimo diferencijske operatore

S . Vg -~V Usieq — Vif
vx,i.d - UX,W‘"-& - & ' UY, ‘-\( B ‘i)’?’ ‘.--é.""f e .m_xiw_’a_w«_

A = = Vyg N Vs~ Uy i A=A, = Ar AL

?
Operatori A, , Ay i A presiikavaijuv M u H. zadatak (1)~(2)

aproksimiramo sa
Hn )
(3) A" o= £ v,
U skupu H definiSimo skalarni prolzvoed i normu

Rt
(4) (v,su;).w:("v,w) o v;f.f:x-l@. , MU I Ul gy e 1,)”

(.':'f



- Oznacimo takodje P
: e

r . . a, ) % AP, { . 7"' = f) =
(5) (V)= (W), =L ‘:_:f AT vl = Vi, o= (W)Y,

L,é

. re il Ad ) = (U, ) |

Jasno je da ake UWEN cnda (VW)= (V) .
Neposredno se dokazuje da su operatori A., h A.'z. samoko~

njugovani, pozitivno definisani £ komutativni u H sSopstvene
funkcije operatora A su YPh= 2 oinplx simg Ty (x=ih, y=it),
a sopstvene vrednosti su  Apg ~ é{mcv’:ﬁ bk esin f) (videti
napr. [23]) . Za Api prema tome va¥i ocena (za N3 %)

16 4 ?“?i. & 2}_ . Sopstvene funkcije operatora A su tako-
dje Pre , a sopstvene vrednosti su Q\:i( Ked,2,... ), Sledi

(6)  (A,0) 2 4 (Av,w) 2463 (A% ) 5 o 5 L6 (V)
Na osnovu ovoga moZemo definisati sledede norme u H:

g & 3 ' w..,_.wm.... ro AT
M NVl = (Av0)” i Bl (K v, )= Sl SR

" Lema 5.1.: Norma ZIUL’M ekvivalentna je s normom

‘W“me = ( ”qun) H!'VL';,% (w)\%" gde je [j't)ffw§ Cry iiv ”LZ(‘Q’:‘ :

Kok
’IWH(T(): Z——(S)If U.E{_i‘z.,f:_:t."] {&:5_} 3] L&]( Norma [vViijx ekvivalentna
S=zo

(v, .

Jje & normom (v,
Wity T vweH i V‘f“w“é«»)

Dok a z: Iz komukativno L,tl operatora /\4 i ft sledi

& oky , ke <y TSEET AT ERT IR
(o) = Z(6E) (AR v,0) = :: YA A7)
=0

-
Pl

Odatle 1 iz (6) 1 (7)) sledi
(L . o
u””,\p.“ (A fv qr)/z [(-u qx)+( b, ) o+ +(4 <, v)] iKY ”Wzkc‘u}

(4% m+ e — “ )(;s\ ) \I.::"g. LV

Drugi deo tvrdijenja sledi iz prvog €3

L ema 5.2", VaZi neiedwﬂfcst
| K

4.
(8) DA R T Ll Ve Y LR R

A
-
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Dokaz se ilzvodl indukciiom =

. » 5. et "Z
Pretpostavimo da je N paran broj i uvedimo mrefe Ky i
—r " SUn .yl !
ok prostore H=H, 1 H'= (’“i'y,g i operator A= Az{ .
. . . U
Sa | T ocznadimo skup operatora interpolacije 1T+ H -»H

definisanih formulama sledefeg oblika
st ..
Tz, =~ 2. Ly By

ti~zsh lj-2tt g ¢y
Pri tome pretpostavljamo da vazZi nejednakost

LI Z_. l"{sti % cz
L!J ot 4

Pretpostavimo takodje da svi operatori interpolacije W& NN
zadovoljavaju sledeéi uslov: ako %€ H' onda Tg el . vazi
o¢igledna nejednakost

(9) frell & e, HEY’

gde &, zavisi od ¢, i ¢, .

Lema 5.3, (videﬁi [4]): Reka je

(10) QU = Z“-Zg{{,".‘ , (vel)

L""k d-‘:‘iM ld
i neka je QV«0 ako je ”*»f“("fad‘):(v(f‘ﬁ,g"a)) protzvoljan po-
linom stepena g-1 po A Jﬁ . Tada se QU mo¥e predsta~

viti u obliku

- ’}s'{: s+t
1 (Q"U":: Q g o= Z. {744 V\- (\J& t)
(11) z R<L<€—f‘, s, t2o 7
4«‘-44"” ;‘.3 "f:hZ
u

Doka z: Svaka vrednost ‘V‘,J oblasti G= {(t,é){k&ii:’i}
m &l &N ,iq’:ﬁfiﬂbﬂ { izraZava se linearno pomocu veli&ine
s+t

st"/""'ﬁ{ i vrednosti V., =za koje je d¢dL girs gL [%5ps

P

< Jﬁ:.&‘m) 51—‘{;«%\ , |'.+6i< o 4 ,‘5 . Zamenjujuci u (10) redom

vrednosti Uf»g u tadkama dﬂ:;‘m} , (‘«i-%ff,w) ey (B ) (i i) L € 6
dobijamo jednakost v “*‘QKU + = h,« . Pretposta-

ksigd, w:-& !
£-{41- 7:': u-d
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vimo da je neki koefilcijent KE»(;JD vazlidit od nule. PTostoji
(videti [6]) polinom "’té»‘% stepena -7 po A i Q{”ﬁ; w03l de
jednak 4 u tadki @oé\:éa'&) 1 jednak 0 u cstalimitalkama (:it?jff'wf,‘;
takvim da je t&€, %™ )‘Qn‘"’ﬂ'-i';_ <it{ . Rako je u-"':gyt "0 pri
s+‘f:==i to je KLM.G* QW= 0 tj. dobijamo protivred-

nost. Sledi RV = Qv |

L ema &§.4. (videti [4]): PNeka je @ operator koji

preslikava H;(& u H& (k=42 ) definisan sa
t.

QE 4y = 2. ¥l o Ea(Be) e fyy

tkeo-il, lkt-jl & c4
Neka je Q}E‘q:O u sludaju da je Zi S(W {ui) proizvolian

/5L
polinom (f-1)-og stepena, i neka je fw_cixx & Z Y ‘ Ce
7 4
e ‘a'ﬁ*ﬁ L ’
A R H . { é, v‘
Tada je Qe !{0:9» & ¢, 2 (kEY Tl Sxbyt Lf”;k.’;’,_ & e b “Ci) o -

! sttsq
1
’ Dok a z: Svaku vrednost G?.Z%f;;é- predstavimo u obliku

(11). O¢igledno su sve vrednosti fq kodje odgovaraju razli-
itim tadkama (£, n) ogranifene ravnomerno po £ ,wn , L, cg';
$ , t nekim brojem ¢3 koji zavisi od C;,, » S 1L ¢ . Ctuda

sledi tvrdjenje leme &3

U skupu operatora interpolaciije ﬁ' izdvoimo podskup ﬂ(
' 5t
simetriénih operatora interpclaciie, ked kcjih c*{gé zavisi
s
samo od modula razlike koordinata: oiq = cénqzsh;g»z‘ti + Ova-~

kvi operatori se ofigledno mogu predstaviti na sledadi nadin

(41151
TI-E z.t.n.d "i- > °(«’-" 2€ ("nrk 54£+ Crivk, | -t } ? it j+L t+ E{uk't{'ﬁ: )

Kwn £xo
[ 1%
[Py -~ \2: ‘)

W '5:« LA STy, (g é«: gt TS jre T Simk g2
TTZng,z‘ eop Lm0 +{.2. > LHe J-‘f{, -+ d-< % J i !

[.:41 f&mj - \
. LE . . .
2_' .20“‘ c{'}.‘_" 20,},:( E‘i’!“i.(s‘\"‘{"«"ﬂ {wé L+K.J—"ﬁ + E‘i-k‘é“wf%ﬂé ’ Lj‘imk'dﬁ('wi

iz Cxe

TZ “MHJH



[ioiftes]

T = Z, +E, . L+ E + &
1‘?3:,&-1.14‘ f::"e"?_'ab{'lk.g-g 2844 Q‘vmm,ﬁwa ‘*as*rf:m.d»{ S gmit, fti+e J-—a)

- o . R i
Svakom operatoru W&l Ny pridru¥ujemo operator P : H=2H' ta-

kav da je CTH’;,”[ Y= (& P’]) et t, 76 H, Tako dobijamo skup

[P, = { P % Neposredno se pokazuje da je
L iil.fle
'{3-1'1 L& = -2« 1‘;-« "Lm.ze C’?zmu. 2{4'2{ + 7:'. i+za¢.14‘~2e + 72{-4%.?.4‘@ 2L +4{u-2k.1d'~zé’.) +
i

Yy /- {;, Lrierr e C42'L£+u+-1-aj+zé+o7z§+z_::»n.zf-ze +'7z€_m%w.+u i seen, -l )*'
SRAY

v ; » \
UL RS ( Z'z,inx.zjv}z&w‘ﬁz ﬁnk.?{dfi’-f +47u—*ak.zd'+ze+4+/fz£-2x, 1,/'_.23-, R

2

4. = + . +
+ éfiz "lmm.zﬁu (Ymucwnfwu—f 71&2%4.1{(-—22»1 ﬁ—Zk-'!.2j+zl+f 774-—2»‘:4.7{»22-1 \)

Lako se proverava da ako ie T tadan za polinome #-tog ste-
fon s . . .
pena Z '"“Q; (42&,42{{\) , onda je i P tac¢an za polinome #~toy

stepena 7 = (f:{(iﬂ,i&)) .

Lema 5.5.: Neka su ??‘,,,,ém z &,f‘-ﬁ operatori inter-
polacije tadni za polinome (%\-—4)—057 stepena. Tada vafe ne-

Jjednakosti :’ITTMMZ‘,”A«“« € ¢, ilE ”A’ mer % HPW"'?”/‘\'%”'“) ¢ C, U"? ”A-(wx)

gde je ko, 4,...,m Cg= Cq(k) 1 ¢, = Cyp ()

Do kaz sledi iz prethodne leme 8

5.2. Iterativni proces. Ocena u normi L., ()
i

Sema iterativnog procesa je ista kao u renijim sludaje-
vima:

1. Vrdimo "™ iteracija po formuli

2

® { 4 o

(12) ACRTAN Mok r(/‘\vﬁ_,) (‘g) , kso,1,...,m=1
Ozna&avamo A" £ = g .

7 ) . i
2. Nalazimo pribli¥nu vrednost WéEH reSenja B jednadi-,



N - 70 -

N

n
ne A &= Pg koja zadovcoljava uslov
\ i S 4 1 Sy .
(13) WA W= Paili, & ENPIL

Ovde je P operator koji preslikava H u éV definisan sa
(14) Py = Ty

Broj aritmetickih operacija potrebnih da se norma ostatka
| A% —g“ smanji é; puta oznadimo sa QC.,28).

3. Interpoliramo funkciju W s mreZe Qia na m%eﬁu Rﬁi
pomodéu operatora Tﬁﬂéﬁjrtaénoq za polinome 2nwt0§ sgepena.
Oznacimo |
(15) Vie o™= T,

Kao u p.2.3 uvodimo podprostore Hg i l¥é i vréimo razla-
ganje g=g7¢g' 1 W= W', ostatak AV:£ preastavija-
mo sada u obliku
(16) AN g = A" T+ (3°- M Pge) + (Mo AN A", 207
Ovde je T, operator interpolacije iz TT tazan za polinome
nultog stepena.

Ocenidemo posebno svaki od sabiraka u (16).

1. %‘ se ocenjuje kao obil&no
(17) (g'h < -0y NAV-£1 = (1-0)" lill

2., Na osnovu lema 5.1 1 5.5 je

WA T, w 'l = ([Tl pn € Ca (00 2 = Cal Rl <
(18) & ¢, ((W”w’.. })(,4({’4. HPg'!{') & Cou (o NPgl'+lPgl) <
¢ 2¢, (E Mg QM) ¢ 2cqlEat-0)"] <l

3. §°- WLPQG; O , ako je g° proizvoljan pclinom nul-
tog stepena . Zato je na osnovu lema 5.4 i 5.1:
Af
1g°-TPg°ll & cubllgly, = cul (Age o)™
A 4 1
Dalje je na osnovu leme 5.2: (é\g g ) 3 lg‘fhizAg
4. :'_)

4 -1 L4 4
el (et “HA e )R- ¢ Ngoh S gon® ™
g

0"
i
i

(A gl
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Sledi L L
H %o__ n-@ ?50 “ {L‘ ‘:42 g" ” gcz” &’ﬂ. ” ,;.\M g o ” v
R AV ETC S A G

FA

|
PETIP I R " " e :
4. & (A uﬁﬁid ~ T A 4”'):ﬁ, ako e -° proizvelijan po-

linom 2% ~-tog stepena. Zato je na osnovu leme 5.4

-). i
! lf/".
. ! p 2t b=
I Aﬁﬁz«'wa“ o Nﬂ’wc !l & Cay flar® i'tf(zsu.ﬂ = C’f:l: £ (A .’ 'Wc') =

i

~ e o o\t 2
(200 = b (AR, Awe) m ey 8 (A'Pg7, Pge) ™
- s 2’,“ o
Cad UPg llYyy & Cu dVT ligolley & Cus Vo il
Iz ocena (17)~{(20) sledi
21 WAVl & [t Ca N6 + cgq (=60 ] A4
Odredjujuéi &o, & i M sli&no kac u p.2.3 cdavde dobijamo

(22) I /\”Vti | L, () < t\"l}; AV £ Lo, () ) trd
fPoslednja ocena se lako moZe preformulisati u slededu ocenu
?greéke
(23) WV 0 gy & VB IVo= ¥ ey

Na taj nafin je dokazana

T eorema 5.l.: Za svako t»4 mogu se odrediti bro-

jevi E,€(01) 1 @1 koji zaviese od t, @« 1 operatora Them ,

takvi da vaZi nejednakost (22), odnosno (23).

Iz teoreme 5.1 sledi ocena broja aritmeticdkih operacija

izvedena u p.2.4.

5.3. Ocena u negativnoj normi

Ako se u (15) umesto Iha koristi operator interpolacije
tacan za polinome niZeg stepena unmesto ocene (22) moZe se do-

biti analogna ocera, ali u slabijoj normi. Preciznije: neka
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je TTM%—H;E mn operator interpolacije tadan za polinone
(2m - 2k) ~tog stepena, 0 <2k &% | Reka su dalje 10, ﬁko
i Qk_f {?'@ ‘operatori interpolaciie tacni za polinome Q’ »4)*0(7
stepena takvi da je

# ® t
(24) (Tl B, 1 ) = S0 7‘1,{,_,7)

Umesto (13) 1 (1%) pretpostavimo da vaZi

% - ‘
(25) WA - B gl Wy ety § & Mhu, 3 I Wi B (et
odnosno \ .
(26) ANEETA I |

Ostatak /\ﬁ\/t-ﬁ predstavljamo u obliku
A'“V".,.. 5; = 34 - /““Trﬁm-'zt&w‘ + (3’9“‘!7-114. Pkt ?") b

n- o ,o)

(27) +(-".u“A| WO A T[;K/\M be 0) +(/\k'ﬂ'u§ /\ wr - A 2«:1 e

gde je T, proizvoljan operator iz ﬂo tadan za polinome
2k -tog stepena. Ocenidemo posebno svaki od sabiraka u (27):
(28) 1. WgHll yoae & (=00 Bl poane
20 MK Thmeae W ll g = HAT T, w7l & AT |l =

= Cyq IM' “y “A,-?-u ¢ Cpq (UN T2 (A o PP B A | ,-u)
) €¢ ( 6° ”P“%% H/\"z"+ ”P s ‘/‘"’“”) ¢ GG ({;"? & ‘5’("/\ e

F08Mpne ) € CuColViE €, + -0 ] Ul a

3. Iz (24) sledi

(4T u B 85 7)) = (8% 7= Mo B 7 ) S B2 = Mo B 70
Na osnovu leme 5.4 je
U Moier By M & 87 U llay = Cad b7 MM g
Sledi

o 4o A VI AP
(30) ug“wz«c-f .J.-«tvl"h‘”‘"- = C“a ) ‘é < 24’9- i’& 3(”‘/ } R% “A*llt =
n Vo5 19l € G VO BCE poax

| Bm-% o .
4. Oznadimo A W= ZE | mada je



"
5o .S K N
.s.r- A 4‘.}. = ﬂ\ T’K?kf\ W= T{:.i-:’-a v 5; et /\. !,2;\ £ e LRIEE
2k ¢ . . e
A { '294/‘f - A" Tw %, Jeovak Je nuli ako Je & pelinom
! ~ e 1 o ”?r'r Ty a7 \‘

Zkvtog ste}:).ena, Posto g, "ie:,‘l: “ 4 Hy bide
<oy

*«: Ml A Y t 2 P s : P A, Z...., fzs 24 oy Faob o9 .- o

.u:. A 4_.7.‘;' {’+‘3;5:k L s"t:»u ' HRTNV Y Y IR A

= rxPEPytyt i-s fet
c?,

e cj)g?x?yiyw)“'*s Pt e E;,XPKPY“ ;’ﬂ;}li_s'é.t ).]

i slidno u ostalim tacdkama mrefe. Uzimajudi u obzir jednako-

Nt ;4-:

. o - ] 4 M

sti Z <E X% ws E)?/z{' * f""{ x+51.:§c.~‘) XX els te (5828 ¥ Uxg el )
L‘-"-'

o . 4 o 7 \

~ - o e 1,_ .....( . . l. — . 4“11;‘ P

i Z (%x& AR s+ Exs -5 (24‘1'-: ‘i,d;‘;, (ghws ‘?:,:,,5)«? 73:&':1:.%1 7’&'*:"’«"’4 Pt d

dobijamo
(n;l< K - AT, %, DY & g B N2 Pl = Cag AN T pa

|
Odatle sledi, na osnovu leme 5.5

A N o 2 c -
ﬁTTs.;e.q ’\"Wé"‘f(‘t Tr?_.. Nq f‘”"f{/\uu‘ & ztf’g\ H/\ 'fb" { =

&
-~

= Gl HATwe e = o B TR, 670 e §

ﬁ»‘m
& G AN s & Cae VE RN g

(31)

5. Poslednjl sabirak se lsko ocenjuje na osnovu lema 5.4

i 5.5 ¢
M-k o4 o PR L Mede T
i /\K !Tz;,c !\! W= A ﬂ;ﬂ_mw fl= I T A ad = A | fi =
" — i D o . o
(32) & cz;[x “Cz.ﬁw.l c44) Cz;s:, “{z. H Al ‘JJ"GH’,‘;"Z.MCM - Cz:'s’[x H {;J{_1 ?j H/\,‘“i-r’ti-'i ™

(4 rva-

{: ng ‘g\ ” 1 fii;‘ ~2idq é Cz‘:’ \!9 !
& A

s

Iz ocena (28)-(32) daobhijamo

(33)  FA"V™=LH ... & le,&et H‘/G + ¢y (-6)") RAVSEE o
v -k A

odnosno

(34) AV § ) € TeaaBat Oy o+ cor (-0 TUAVES U o2x
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Odredjujuéi £, , @ i ™ kao vanije odavde dobijamno

o
4 o S 4 g .-,
- t -t £ & . ‘- P [ od
(35) ”/\ V E \lek(cu) & ‘!’é-a \/ g‘h\’m”\{(«) , f) L*’c:& (n;f"}
|
Peslednja ocena se lako ncie preformulisati u ocenu greskuy
4 & .E"Fj e L
(36) “V -] U\,:’ n»«.,!f(,ay i \;80 I \f ~ ) “ W:‘%”:"K(‘K’)
. , _ -2k~
Na isti nalin se izvodi ocena i u sluézju norme W, 1

s neparnim indcksom, za 4¢ik+ien ., Tada se ostatak A“V{:4
predstavlja u obliku

KV gt A Ty + (4% T R °) +

ST N = AT A (T (A 200+ A (T (A 0 Dz +

o o s

A (M, (N ) Dy + A (T (A" 0), N T 4
a AL (g €A™ T02) )+ A (T (N 2000

' L3 2

A (TU‘H((NN k":j) Dy A (e (A 2oy Wy 1= A e ™ J

|
I
]i pojedini sabirci ocenijuju kao u prethodrom sludaju.

| Na taj nadin je dokazana

T eorema 6.2.: Za svako k, 1¢k €M |, £ svako t v
}mogu se odrediti brojevi &, €(o,1) 7 m, koji zavise od t R
n, k. 7 kori3denih operatora interpolacije, takvi da vaii
nejednakost

-
“14 f
- Ld ‘&' 4 ‘.- /
(37) BA™Y ﬁllka@ﬁ VE, TA"V =Ll -k

odnosno

4 tr- o _.
(38) V- v |l w:ﬂ"k(k‘) s VE, NV e~ W2 Ry



6. PRIMERI

Primeri su radjeni na elektronskom racdunaru IBM 360/44
Matematicdkog instituta u Beogradu. Redavana je diferencijska
Poisgon-ova jednaclina

Ve + Vsy = feuy) = 200 [ 27+ 30y + 9% - 207 307y -

—Cxyt-y? +xkf3K3yn+éxgﬂ-kgxy3.y(yky):4éao}

u jedini&nenm kvadwatu [0,1]1%[0,1], s granidnim uslovem Ui{.= 0,
. Koriscfena je ravnomerna mreZa s korakon £.=Z% . 2a pofetnu
iteraciju uvek je uzimana V°2 0 .

zZa 5=!54 teorijske ocene potrebnog broija iteracija za
metode proste iteracije 1 Richardson-a (formule (31) i (40]
iz glave 1) iznose 3000, odnosno 126. Izradunavanja Richard-
son-ovom metodom vrEena su sa 128 = 27 iteracija. U sludaju
‘prvobitne nestabilne verzije metode proces izrafunavanjs je
prekinut posle 125. ilteracije usled prekoracdenia kapacltets
raCunara. U slulaju stabilneg uredjenja iterarivnih parswueta-
ra dobijen je rezultat u teoriijskim granicama talnostl
(“Vng‘vwg220'83“0235‘4dw"lva“'vli ). Izradunavanje meto-
dom proste iteracije s istim brojem iteracija (128) nije dalo
ni pribliZno zadovoljavaijuéi rezultat { BveE vl o=
= 0.612540%7 - V- vl ).

L]

Za metodu promenliivih pravaca izredunavanja su vrfena
€ =40"° | Teorijski broj potrbnih iteracija (formula (63) iz
glave 1) iznosi 24 u “celim" koracima, odnosno 48 v "poluko-
racinma®”, Dobijeni rezultat je u teorijskim granicama taénosti

( fv¥—~ vl = 0,420499%5 - 4075 . V- vl ).
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za relaksacicnu metcodu s occenom ostatka u normi vg4<qn
pri t<% , dobija se €=y i =12. Da bi se dobila tadnost
é = 407° potrebno je izvriiti 9 ciklusa od po 2 iteruciije opi-
sanih u p.2.2. KeriSc€ene su dve pomodne mreZe: 20 %20 i
10 x 10. Sistem je na mre¥i 10X10 refavan Richardson~ovom
metodom ga stabilnim uredjenjem parametara. Dobijen je rezul-

tat u teorijskim granicama tadnosti. Na slededim sﬁranicama

nalaze se program i izlazna lista rezultata. : ,

i



100

1ul

200

102
103

104
105

106

107

108

RESAVANJE DIFERENCIJSKE POISSON-CVE
JEDNACINE RELAKSACIONGM METODCW

REAL¥8 FoFFsVeVMgPGoWeWM  PPGoWh oW WMy AR ,C
DIMENSION FF(41,41),V(4]1,441),VN(41,441),
¥PGI2L9 2 sW {21421 ) o WM(21421)4PPG{114s11),

*WW(1ls11)oWWM{1L,411),02(41)
FIXg¥)2=200a2(XRX+IqBARY4YRY=2 o X2 I=G b ) R)XRY
LT PESEAZARAEL KRS LI T XIS AL ER ERL.PE DEIEAL D L/
WG EXRYRR 4 (YRY-Y)*],025%0,025)
UlXeY)=100skXRXK(1a=X)YR(Lla=Y )R (XtY)
H=06,025

DO 100 I=1,41

DO 1090 J=ml.41
FF(IoJd)aF((I=1)%H,(J=1)%H)

V{isJi=Da

CONTINUE

Anl,

00 101 I=1,40

CQ 101 J=2,40 ,

AmA+ (ULTI*Hy (J=1)1®H)=U((I=~1)®H (J=-1)%H) )42
CONTINUE

0O 200 [=2,440

00 290 J=1,40

AmA+ (U((TI=1V*HyJeH}=U((I=1)*H, (J=1)%K} )22
CONTINUE -

A=0SQRT (A}

1I=}

CONTINUE

KK=Q '

CONTINUE

CALL ITER(V4FFsVMPGe41421)

00 194 Im1,21

CO 104 J=1,21

N(I’J’“OQ

CONTINUE

KKK=0

CONTINUE

CALL ITER(WoPGyWM,PPG,21,11)

PO 196 I=1.:11

DO 106 J=1,11

WW(lsJ0=0,

CONT INUE

CALL RICH(WWsPPGyWWNM}

CALL INTER1(WWMeW,21,11)

pC 1n7 I=1,21

DO 197 J=1,21

Wil J)muWM(I, J)=W(I,d)

CONTINUE

IF(KKKeZQel) GO TO 108

KKK=KKK+1

GO TQ 105

CONTINUE

CALL INTER1(WeVe4le21)

DO 149 Iwml,41



199

110

111

112

201

113

114

115
116
117

118
119

120

DO 109 J=1,41 v

VI J)=aVM{IJ)=VII,J)

CONTINUE

1F{KKeEQel) GO TO 110

KK=KK+]

GO TQO 1903

CONTINUE

IF(I1.ECe%) GO TO 111

II=11+1

GO TO 1492

CONTINUE

B=0e

0O 112 I=1,40

DO 112 J=2,440
BaB+{V(I+14J)}=~U(T2H 8J=1)2H)}=V (I J)+U{{I=1)%H,,(J=1)%p))H%2
CONTINUE

DO 201 I=2,440

00 2401 J=1,40

BB+ (V I Jel)=Ul(I=10%HaJd¥HI=NV(I 3 J)+UC(I=1)FH,y(J=1)%H))%%2
CONTINUE

BaDSQRT(B)

C=B/A

L0 113 I=1441

Z(1)=(1=1)%H

DO 113 Jal,4l

VM{IJ)=U((I=1)2H,(J=1)%H)

CONTINUE

DO 12¢ 1J=1,12

WRITE(6.114) A,.B,C

FORMATUIH1 85X *NORMA L¥x(=1)(F) = ',El44745X,

*'NORMA L33 (=~1)1(LV=F) = *4E144T74//+5X%,

*'NORMA L¥3(~1){LV-F)/NCRMA L*%{=1)(F) = % ,£14,7)
WRITE(6,115)

FORMAT(LHL9 /777777 +45Xys *TZRACUNATE VRECNCSTI VIXyY)*,/7/)
FORMAT(1HY,//77/422%Xs 8L2X 4 X2 4F54342X)4//)
FORMAT(1H 510Xe*Y=®4F5,342Xy 8(2X4F9¢51))

CO 118 K=2,34,8

L=K+7

WRITE(6s116) (Z(I), ImK,L}

D0 118 J=2,40

WRITE(64117) Z2CJ)o(V(I,J),I=K,yLl)

CONTINUE

WRITE(6,119)

FORMAT(1IHY2///7/7/7/+445% *TACNE VRECNOSTI U(X,Y)¢,//)
0O 120 K=22,34,8

L=K+7

WRITE(69116) (Z(I)y ImK,L)

00 120 J=2,40 '

WRITE(64117) ZUJ)(VMII4d)sI=K,yl)

CONTINUE

STQP

END

SUBROUTINE ITER(YFsZPGyN,L)
REAL*8 Y F924PG



10
11

12

13

14

15

16

11

12

13

CIMENSION Y(NgNIoF(NeN)Z(NyN)PG(L,L)

MaN-1

TAU=1e/(8e*(N=11%(N~1))

DG 10 I=l,.N

00 10 J=1,N

1(14J)=0,

CONTINUE

Km}

CONTINUE

CO 12 I=2,M

DO 12 Jm2yM

Z(EaJd)mY (Lo Jl=TAUX((4e2Y (I yJ)~Y{I=1,d)=Y(T41,J)=Y(I,J-1)
#=Y(IgJ+1) J*(N=1)*(N-1)=F(I,J))

CONTINUE

IF(KeEQel2) GO TO 14

DO 13 I=24M

CO 13 J=2,M

Y{1sJ)=2(1,J4)

CONTINUE

K=K+l

G0 T0 11

CONTINUE

00 15 I=24M

00 15 J=2,M

Y(Eed)=({4adZ (1 9d)=2(1=14d)=2(14)yJ)=2()sd=1)=2(1,0+1))
*k (N=1)*(N=1¥=F({I,J}

CONTINUE.

00 16 I=1,L

00 16 J=1,L

PG(IgJinY(2%]=]1y2%J-1)

CONTINUE

RETURN

END

SUBROUTINE RICH(Y,F,2)

REAL*8 YoFysZ¢BETA,T9TAU,D1,402,4PI
DIMENSION Y(11411)sF(23511)42(11420)+BETA(2),T7(8),TAU(S)
PI=34141592654
C1l=8+#(DSIN(PI1/20.%)%42%100,
D2=8,%({0COS(P1/20s))#%2%100,
BETA(1)=P1/16.
BETA(2)=3,%P1/16.

00 11 I=1,2
T(4%[-3)a=-DCOS(BETA(I))
T(4%I-2)= DCOS(BETA(LI))
Y(4%]-1)==0DSIN(BETA(I})

Ti4»]1) = DSIN(BETA(I))
CONTINUE

00 12 I=1,8
TAU(T)=24/(D2401+(02=-D1)2T(1))
CONTINUE

00 13 I=l,11

00 13 J=1,11

I(I:J)=0.

CONTINUE



K=0
14 CONTINUE
DO 15 I=2,10
00 15 J=2,10
Z(I4Jd)=Y (R odd=TAU(K+LI®((4e*Y (T 3J)=Y(I=19J)=¥(I¢1l,J)
*=Y{Igd=1)=Y{19J+1)1%100e~F(1,J)}
15 CONTINUE
IF(KeEQe7Y GO TO 17
K=K+1
DO 16 I=2,10
00 16 J=2,10
Y(I4d)=2(1,J)
16 CONTINUE
GO TO 14
17 CONTINUE
RETURN
END

SUBROUTINE INTERL1(YsZ.NylL)

REAL*8 Y,2

DIMENSION Y(L,L)gZ(NyN)

M=l-1

00 11 Jd=1,L

DO 10 Iwl,L

2(2%]=1,24J=1)mY(L,J}
10 CONTINUE

DO 11 I=1.M

Z (2% 2% J=1)Im0 oS (Y(I,J)4Y(I+),J))
11 CONTINUE

CO 12 I=14N

DO 12 J=1,M

Z(Ly2%J)m0o 5% (2(192%J~1)42(1,2%]+1))
12 CONTINUE

RETURN

END

REZULTATI

Il AV® = Fllar = 10e96161
| AV*® - Fll,s = 0400005570798

WAV = F Il oe
NAVS = Fll por

= 0000005082099



Yo 4025
Y=0.050
Y=Q0,075
Y¥=04100
Y=0e125
Y=0,4150
Y=0el1l78
Y¥Y=0.200
Y=(,225
Y=0,250
Yu0,4275
Y=06300
¥Y=04325
Y=(4350
Y=04,375
Y”0.400
Yu(,425
Y=0u.450
Yu(,475
Y=0e4500
Y=0o525
Y=(.550
Y20e575
Y=04600
Y=u(0,625
Y=0,4650
Y=(Qa6675
Y={4700
Y=0e725
Y« Q,.1750
Y=0e775
Y=0,800
YuQo,825
Y=Q,.850
Y=04875
Y=04900
Y=0,9289
Y=0.550
Y=0e975

X=0e4025

0«.€0007
0.,00022
0400042
0.00069
000100
0.0013¢
0.0017¢
0.002156
0.00266
0.00314
0.00364
000416
0400468
0.00520
C.00571
Qe.00622
0.0067¢
0400716
000760
0.00800
0.0083¢
0.00867
000894
000914
000928
0.0093¢
0400936
0e00G28
000911
0.00886
0.0085¢0
000804
0.00748
0.00680
000600
000507
0.00402
0.00282
0eC0149

X=04050

000043
000113
0400206
0e.00321
000455
0.00606
C.00772
000550
Qe01139
0s0132¢
0e01539
0e01746
001954
002161
0002366
06025645
00271517
0.02939
0031059
0403286
0e03406
0.035827
0e03627
0e03705
003787
C.C3782
0403777
G.03741
0e03670
0e03563
0.03417
C.03230
0.030CC
0.02725
002403
0.02¢031
001606
0.01128
0.005623

X'Q¢075

0.00127
C.00309
Ce0054])
0.0082¢C
0.01138
0e014¢3
0e.01878
002289
0.02722
003171
Ge03631
0.04CST7
0.045¢€6
0.05C31
Ce05488
0405932
Q0e0635¢
C.06€7¢1
0«07136
CeQ748C
CeQ778S
Q08046
CeQ08265
008429
0.08536
Ce08582
Je085¢1
0.084¢8
0.08296
0e08C4S
0.07712
Ce07284
0.0617¢1
0.0613¢
Ce05406¢
Ce04S5EE
0eC3610C
0402523
0.013322

X=Q.10C

0e00274
0eC(641)
C.010¢2
CeCl6€2¢
0e0221F
CeC286¢
003572
Q.C4320
Ce051CC
0.089¢06
CeCt729
CaC715¢€0
0.08391
0.06214
0e1002¢C
0.,1080¢
Cell547
0e12251
0.12903
Ge13500
0s140217
Oel4415
Cel4846
CelS5120
0el18293
Ce15356
Cel15301
0el1512¢C
Cel48C4
Celdlb4
0s13722
0412960
Cel2C19
Cel1C€9C1
0406598
0.08100
CeC64Q0C
C.C0448¢
0e0235¢

X=04125

0.005C0
001136
001897
002769
0,03738
Qe04764
0.05922
007109
0e08344
0.05¢13
010503
0e12202
041324497
Oeldl74
0616022
0417227
0418376
016457
0620457
0e21362
0e22161
0422841
022387
023789
0e24033
0624105
0e23994
0e23¢€87
022170
Q022430
0e21456
0620234
0.18752
016996
0014954
0e12612
0606959
0.06581
003666

X=0415C

C.0C816
0.01817
002985
0.04303
0.08752
007315
0e0€S74
0410710
Cel25C6
0el4344
0a1£205
06418073
0e1692¢
0421755
0e2236533
0e25248
QeZ6874
Cedl401
Ce26808
Ce31078
0e22193
0633134
Ce22884
0e34425
0634739
Ce34807
0e34613
Ce34138
0e33364
032273
0e30848
045070
Qe2é921
Ce24384
0e21441
C.18073
Ce14263
0e05693
CeC5244

X=0.178%

C.01222
Ce027CC
Ce04382
Ce0€252
C.0828Q
Cel046€S
Cel2767
0el5156
Cell€23
Ca2C124
Ce22€6€
0e2852€C2
Ced217132
CelC1i1
€Ce32%6€S
Ce348617
Ce37C4¢
Ce39CE3
CatCS54
Ceb2€36
Ceb4104
Ceb8236
Cebé2CT
Ce46694
Ce47273
Ce47440
Ced7112
Cat €426
Ce4533¢
0e.4382¢C
Ceb1£%4
Ce39414
Ce3€417
Ce33C18
Ce29C16€
Ce24445
Cel92€1}
0.135C1
0.07CE2

XzCe2CC

C.C17%¢
CeCIECC
C.061CE
CeCEE4C
Cel137E
Ce142€C
Cel722E
Ce2C4EQ
Ced271E
Ce27CCC
Ce3C3CE
Ce22€CC
Cele€8EE
Ce40QC4C
Ced31cE
Cad€CEC
CodteET"
Ce814€C
CeS2E€E
Cef€CCO
Coe5785¢
Ce864CC
CebCECE
Ce€144C
Ceé1€75
Ce€lEEC
Ce€l426
Ca€C4ECQ
Ce56C1E
Ce270CC
Cef44(S
Cef12CQ
(PENERS
CebdE4C
Ca37625
Ce21¢€EC
Ced4S7°
Cell4€C
CeCS1€E

(l‘!’g bA IISONGIYA ALVENIVEII



Y=04025
*-0.G50
Y‘00075
Yu(,100
Y=0,125
Y=0.15%0
Y=(,175
Y=(,.200
Y=0e225
Y=0,4,250
Y=0e275
Y=0.300
¥Y=0e325
Y=04350
Y=Q,375
Y=(0+400
¥Y=0e425
YaQ,45Q
Y=0e415
Y=(,500
Y=0,525
Y=0e550
Ya(4575
Y=0,600
Y=a(,625
Y=Q,650
Y20,¢£75
Y=0.,100
Y=0e1725
Y=0e15Q
Y=0,1775
Y=0.,800
¥Y=(04825
Y.°.85°
Y=0e4875
Y=(,900
Y=04,925
¥=0,950
Y'0.975

Xu{q4225

0.02391
G.05125
0.0816¢
0611476
0615019
0618759
0e22658
0.26679
030787
0e34943
0.39112
0e43256
0447339
051323
0.55173
056652
0062321
De65546
0e68488
Qe71112
0e73381
0e75256
0e76703
077684
0.78162
0.78101
0774632
0676213
0474312
0e71728
Qe6E415
064344
0659417
Ne83776
0647204
0439725
031302
0e.21898
0ell47¢

X=04250

003142
Ue«06680
010569
0el476€6
0.19226
0e23906
028762
Ce33750
0.38826
0643945
0e 49065
Ce54141
059128
Ce63584
Qeb8665
0e73125
0e77322
Ge.81211
Qe 84749
Q0.87£61
0.90593
0e.92812
Q694504
0e95625
096130
095917
0e95120
0e93516
0e91121
0+87891
0.83782
0781750
0.727151
0e65742
Ce57678
0.48516
0e.38210
0e26119
Q13997

Xm04215

0.04009
Ce0846€4
013312
0e18%04
Ce23987
Ce2971¢
Ce35621
Oa416¢€9
Ce47803
0+536171
0e.60122
Qe662C5
Ce?2161
077959
083527
Ce€8822
093176¢Q
0.98382
1a0254¢
1.06226
1.06382
l1e11652
1.13888
14151369
1415653
1615376
1s14265
1.12261
1.09314
105373
1.,00387
Ce%43C4
0.870174
0.78644
Ce686¢€2
0.57981
Ceb5€44
Ce315C13
Cel87Q5

X=(4300

0604991
CalQ474
O0e1£39¢C
0e2268Q
Ce26285
0es3614¢
Ce42204
Qe 5Q40C
0e8576715
0eb496S
0e12224
Qe 7638Q
0.8637¢
Ce53161
CeS66E
leC584C
le11618
1.16944
121787
1.2€¢00¢0
1426613
1432536
134712
1.3608¢C
1.,36582
1636159
1434751
132300
1628746
124031
1.1808¢%
1«1088C
1e0232¢
CeS2374
Q.8€965
0.68040
0e5354¢
037406
061685178

A= 4325

0.,0¢6083
012700
0.19785
04272171
0435091
0e43179
0e514617
0598869
0.,68378
C.768617
0.85289
0935177
1e01665
1.05485
16416971
124056
130674
1436756
1442237
1447050
1e51127
1454402
1.568409
1.562179
1.58747
1458145
1.56407
153466
1¢4S285
1443708
1436156
1.28334
1.18375
1.06812
06925717
078605
0.61828
0e43179
06225892

X=0,4350

007278
Cel15129
0e224717
0e32248
041368
0e50761
0460353
0.7¢070
0.76836
Q69578
0e55220
1«08688
le¢17507
le26803
16435300
1442325
1.50802
1657657
l1a62816
166203
1713744
1477365
1476680
1e81545
1661956
181147
176044
175573
170659
le64226
1456202
1e4€510
143%C76¢
1.21826
1.06685
0.895178
0e7C431
0e45168
Ce251716

w0435

Ce0856€S
Cel7743
Ce271473E
Ce37873
Ceb8CES
Ce88€322
065791
Ce8CE%S
(91685
1402697
113401
1424%¢5
1e¢349%¢7
leG4GEE
1654495
1e6347¢€
1e7182¢
1476462
14863C1
leG22¢1
1e9728%6
26401215
¢e04C44
ie0%5664
205694
d.046%5¢C
de024%50
19€4]12
14927155
185394
14763248
le65234
165227C
1¢37£674
le2€1¢23
1.00€%4
Qe7G52¢86¢
fe5831¢
0e28621

Xal, 400

CaC564¢
Ce2C520
Ca3lé2E
Ceb32CC
Cet512¢
Ceb732C
CelGESE
CoS216C
1eC464°¢
1.17CCC
1426165
144112€
1a%26EE
1e628CC
14743718
1e€432C
1aG6254°%
24C16¢C
deCS47¢
2416C€C0O
2421445
i02%174C
2028728
de3C4CC
ée30€2E
2e2%32C
Zedb36E
dedlieC
cel%32F
d¢CICCEC
1o0GE€€SE
1.86433C
1e6STES
1e¢583CCC
1¢2287F
leld220Q
CebE24¢
Cabls€C
Ce22115



Y=04025
Ys(0,050
Y=0,0175
Y=(0,100
Y=0e125
Y‘Oolﬁc
Y=Qe,175
Y=0,200
Y=04225
Y=0.250Q
Y=0e215
Y= 4300
Y=Q4325
Y=0.35O
Y=(,4375
Y=Q04400
Y=0,425
Y=(e450
Y=00475
Y=u(4,500
Y=(0e.525
Y=0e550
Y=u(e575
Y=0,600
¥Y=0e625
Yu0,650
Y=0e675
Y=0,700
Y20q4725
Y=0,150
YuQ,775
Y=0,600
Y=(o4825
Y=(0e485Q
Y=(0,875
Y=0,900
Y=0,625
Y=0e$50
Y=0,975

XuQe425

Q0611392
Ced3433
0e3602¢
0649074
0e€2478
0e76142
0489568
103859
1417718
1431447
le44549
158126
1.70881
1¢83117
1.94736
205641
2157135
2624929
2433099
240175
2046049
2e50626
2453806
2055494
2055591
2454001
2e50Q€26
2445368
2¢3813¢C
2028815
2417326
2403564
le87434
1.6883¢
14476175
1,23852
057271
0e678313
35442

Xm0 4450

012885
0e26452
Ce40565
055131
Ce 70044
0.852C2
1.00468
115834
14310962
146180
le 60988
175415
189355
2002702
2415354
227205
2038151
2448088
2056911
2464516
2070768
26415653
278977
280665
2080613
278716
274870
268971
260913
2450594
24379017
222150
205017
le84604
16614017
1.35321
1.06241
(e74064
0e38685

XuQ4415

0e1443¢
Ce26539
0s45197
Qe6129%
Ce77735
CeG4392
1e¢11161
127926
le44587
1461C22
1e77124
192782
2.0788S
2022322
2435681
2048781
2605213
2071183
26806243
2.881729
2495362
3.,005C1
3603643
3.05609
3.053817
3.031¢¢
2498635
2492283
20833959
2472072
2458161
2041644
2022322
2600112
174904
le465E¢
le¢15048
Ce801178
0.418¢¢

xn(,50¢

C0e1599¢
Ce32656
0e45863
Cs67500
0e85445
1603594
121816
14€00¢C
1580217
1475781
1493144
2410000
242623¢C
24411719
2056347
2+47000¢
282558
2093906
340392¢
312500
316512
3424844
3428379
343000¢C
3e2959Q
327031
3422207
3415000
3.05293
2492969
27791¢C
2¢6C00C
2039121
2¢1815¢
l«8758€
1.57500
1423574
0860654
Cead4%4]

Xu0.525

Gel7552
0e25758
0546496
0e.736413
04930717
1¢12675
le32213
1051866
le71221
1490246
2.06820
2426822
2644128
2460€16
2476163
2090646
3.,03943
36156131
3e26486
3435487
3e42811
3448334
3.51934
3453489
3,52818
34499171
3044652
3643617197
3,26282
3412685
24961784
2471855
24551175
2426823
2000474
1467507
1.31699
0911727
0e47868

. X=Q4550

0.190179
Q038796
0.59023
06765633
1eCC458
1e21491
1e42484
163350
183560
2404187
20423604
2.42683
2461296
2781716
2455115
3010365
3.243329
336509
347948
3.51328
3464921
3.7060C
3474237
375708
3474875
3.71621
3.65818
Je51328
46034
3031805
34145123
2454030
270230
2442983
2¢12164
1477643
1436294
0696989
0.5C600

XxuQ,518

Ce2055C
Ce411716
Cab22¢4
085362
1e07%82
Je29886S
Ye52152
1e74439
1e9€C169
de1726C
¢e3€13C
258187
de1743¢C
$e95¢€S7
2e128¢€7
2.288C6¢
1443385
245647C
2067521
147763¢
24854852
2eG1248
1494863
1.96254
2495200
3e91859S
3.8%32¢
27623}
264158
3469064
30301863
140613%
2¢84C17
2¢553CC
celdlEAS
1.8¢%3%
lab63344
140178¢
Ce53C8S

XaG€CC

€edlS37
Cadd4ec
Ce€ib&22
CeSCi20
I PRER R
1277CC
le€l1122
1¢€64322C
2407187
dedS5CC
2e%512132
delclél
de922CT
1.1124C
31429C¢€2
Je45€CC
248CE€%7
2.7422¢
JeE€02¢
JaSECCQ
44C26E7
44C5E€C
4413482
441472¢C
4412437
44.055CC
44€271732
3463)52C
24804CE
24845(C
3e4%Z623
1e2e56C
2eS5625E
cebéii(
24323213
1eG44CC
1452348
1sC€C30
Ce8%282



YaQ,025
Y=0.050
YaQe(075
Y=04,100
Y=0e4125
Y=0,150
Y=0e175
Y=0,200
Y=0,225
Y=0,250
Y=Q4275
Y=0,4300
Y=0e4325
Yu(,4350
Y=04375
Y‘OoﬁﬂO
Yu( o425
Y=0+,450
Ya0e415
Y=( 4500
Y=0e525
Y=Q,4550
Y=0e575
¥Y=04600
Y=(,625
Y'00650
Yu048175
Y=0.700
¥=0e725
Y={,750
Y=20e115
Y=04£00
Y=0,825
Y=04850
Ye(.875
¥Y=0,500
Y=0a925
Yu{ 4950
Y=0.9175

X=0e625

023209
0446966
0671136
0e95581
1020163
le44T45
1e£69189
1493359
2417117
2040326
2462848
2084546
Je05282
3.24920
3043322
3060351
3075869
385740
4401825
4,11987
442009C
4425995
4429565
4030664
4029153
4o24896€
4611755
4007593
3454272
3477655
3457605
3433985
306656
215482
2040326
201050
157517
1409589
057129

X=046%50

0e24330
0e491¢8
0e74376
Ce99816
125347
l1e50822
le761323
2«01110
2425625
249539
2472714
20495010
3016290
3e36415
3e55246
JeT2645
388472
4,02589
4e14858
4425140
4033281
4.39189
4442678
4043625
4041852
40317340
4029831
4419226
40085386
3.88172
3067441
3443070
3414905
282811
2446651
206286
14618717
1.12385
0.58572

X=Q04617°2

025266
050944
Ce770417
1403284
1426568
1e5575¢
1481719
24073C9
243236¢
2456823
24804€5
3.0316¢C
3,2484¢
3445299
3.64411
3.82041
3.98052
4012305
4024680
44349779
4443124
4448954
4452332
4053119
481176
4e46362
4438543
4027576
4613323
3,G956417
3474407
3049465
3,206¢82
2487620
2451039
24096C1
1464367
1e14268
059555

XuQ.70C

Ca25G78
052366
0e76035
140584¢C
l1e32644
1456311
1485702
2411680
2437106
2061843
2+85784
3.0€700
31.30543
3e51146€
3.703171
3.8808¢0
4404135
4016368
4430733
4041000
44646C62
4.54781
445802¢C
445864C
4456504
4651474
4443412
40.32180
4017641
24656517
3.7808¢
352800
323653
2¢9C5Q0¢
2453231
2411680
1.8872C
1e15211
0.60017

X=0e125

0e26425
0453211
0.80223
107326
134383
161260
1.87820
2013629
2¢36451
2eb4249
2.88190
3411137
34324654
353507
372660
3,90276
4406222
4420360
4432556
44426175
4.50580
4056136
4,859201
4456656
445171356
4052161
4443940
4032551
4417876
395763
3.78081
3452695
3423469
2490269
2452951
211400
1465461
1415005
055897

X=Ca750

Qel2t56S
0.%2437
0.80486
1eC1578
1434582
1461367
1.£78C0C
212750
2435084
2«63672
24£817380
3.1€078
3431633
351914
3.7C788
3.£E£125
4403781
bel17656
4429587
4436453
4447122
4e52461
455339
4e%5625
4453186
4.47891
4436607
4026203
4413548
3.55508
3673953
3.4€6750
3416769
24568176
2046939
208829
1463411
112555
Ce&612¢

a0, 7178

Ce2€3%2
CeS529%E
Ce16€S1
1e0€422
1¢33C€29
le55381
1485354
Zs10€1¢
ée35€81
24597413
de82¢CE
2405CEC
3628111
Je45E1S
2464246
Je81CGE
34962CC
4409729
4021259
403C7¢1
4e38106S
46643111
4,45837
bGe45G64
444343C
44381€S
4426674
4018568
440418%¢%
2.8641¢€
leb526€C
2,40558
2e01217F
cel1SGSE
cehIEET
ie0372%
1e59382
1410731
Ca5784¢

=0 ECC

Cedf14C
CaflCEC
C777CC
1eC3IEEC
le2SECC
leS5C4C
1eEC1EC
deC4ECC
ZecE1EC
de82CCC
de14340
deSEEEC
3e1856(CC
Te348¢EC
J4525CC
24686€4¢
34E21¢8C
2496€CC
4,066¢€C
4e16CCC
QeddS4C
fedTEEC
§43C1CC
443CCEC
4e2715C0
becaib(
G4141EC
4eC22CC
34651€6C
3st2CCC
345154)
24276€E1)
3.€C3C1
ce€GZE€E1
de24%5CC
149%84¢C
14631€C
1eC€4CC
Cat%28C



Yu(,025
Y=0,050
Y®04075
Y=(.100
Y=0e125
Yu(4150
Y=0e175
¥Y=0e200
Yu(e,225
Y=Q0e250
Yn(0e275
Y=04300
Y=0e4325
Y!O.BSO
Y=04275
Y=0+400
Ya( 4425
Y=04450
Y=0e415
Y=, 500
¥=0e525
Y=0,550
Y=0e875
Y=(04600
Ya(,625
Y=0a€50
Y‘01675
Y=(,700
¥Y=0,725
Y=0,750
Y=0o175
Y=0.800
Yn0.825
Y=Q0oe850
Y=0e875
Ya(,900
Y=0eG25
Y=0e950
Y4975

X=(Q 4825

0e24678
0449505
074369
0eSS158
1ed3762
1448068
171564
195336
2.18081
2440079
2461221
281396
3.0045¢C
3418394
3434995
3.50181
3,63842
3. 75864
3486138
3454550
4,00989
4405344
4007503
4401354
404786
3659687
30516945
3481448
3.6808¢6
3.51745
3432316
3.09¢85
2083741
20454373
de21469
1.84918
144607
1400424
0e52256

X=0.850

0423114
Q0e4é330
Ce6954¢6
0692660
lel15572
1.38178
160378
182070
2403152
2023523
2043081
2461725
279353
2495863
311154
3.25125
3637673
348656
3458065
34651766
3e71608
3475519
36477399
377145
3474656
3.69830
3.625¢668
3.52761
3440315
3025128
3407091
ce86110
2662082
2434603
2404474
le70661
1¢33454
0e92661
Ce48210

X=Qo,875

0s20965
Ce42C4S
Ce63C74
0.8367%
1a04675
1le25Q72
1.45CE0
164609
1,8357¢C
201873
2419429
236147
2.5163¢8
20661712
2480380
2452851
304027
3el384¢€
3e2215¢
3.286¢8C
3e34124
337533
3636118
3438789
3036457
3432020
3425421
3.1653¢
3e05262
245155¢€
2675356
2.564¢€5
2434862
2e104€E¢8
1.83182
le528¢EE
1419510
0s82G¢€3
0e4315¢

XtO.?OC

00182613
Ce36551
054786
Ce129CQC
0.5C8C¢
1.C€432¢
1425114
1442560
1.58869
le746€56
1489755
2.0412¢C
2617615
2030343
2442051
245212C
2462215
270641
2717741
2835C0
2487841
260689
24919¢7
246160C
2086512
285621
2076868
207216¢C
2062428
2650564
2036584
2420320
2401728
1.80732
1457254
le3122Q
102554
Ce71118
€«37020

X=04825

0el4860
0e29720
0e44519
0459198
013667
0.87955
1019113
115509
1.28684
1641378
1.53531
1665082
175671
186138
195524
2404066
2411707
2418385%
2024040
2428612
232042
2634268
2435230
2034869
20331245
2029936
2025244
2418587
211106
2401540
190230
177115
1662135
le45229
l.26339
105403
0e823¢1
O0e571513
0629720

X=0e¢550

0.10724
0ec1434
04322088
CedZ643
0453057
0.63288
072293
0.83030
052457
1.C1531
1.1€211
1418452
le28216
1433457
140134
1646205
151627
le5€358
1460356
1463578
1e¢65682
16671527
1.68168
le67865
1.6€6575
1e€4255
1.60864
1456358
1450697
1443836
1635735
1626350
115640
leC23562
0.9C074
15133
C.56698
0e40725
021174

X=0.97¢

Ce057193
Cellfl
Cel7212
Ce22692
Ce28563
Ce34(08S
Ce3G4%E
Cad b€
0«4912¢
CeS545817
Qs5622€
Ceb2¢322
Ceb7717
Ce71¢€3E
CeaTE168
078427
0e813CE
Ce8381E
Ce85638
CaB7€3¢
C.88868
C.867C0C
0e9CC2C
CeB8GE34
C.85121
C.876E59
Ce8¢€C24
CeB8386¢
C.80%51
QeT1€8€T7
CeT72%22
Cab14SE
Ceb61761
0e5520C
Ca48CEE
Ce4Q1C5
Ce3127¢
Ce21731
CellcGé

Xx1,CCC

GeC
Cel
CeC
CeC
CeC
Cel
CeC
CeC
CeC
CeC
CeC
CeC
Co€
Cel
CeC
Cel
CeC
CeC
CeC
Cel
CeC
CeC
Cel
CeC
CeC
CeC
CeC
CsC
C.C
Cef
CeC
CeC
CaC
CeC
CeC
CeC
CeC
CeC
CeC
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Za relaksacionu metodu s ocenom ostatka u normi L20u>, pri

A
360
potrebno je izvr3iti 2 ciklusa od po 2 iteracije. Dobijen fe

t=2, dobija se ¢ 1 m=23. pDa bi se dobila tafnost &=

rezultat u teorijskim granicama tadfnosti:

AV -F I,

1

73.35224

AV - Fll = 0-00001841387 . -

NAV{‘FIhﬂw)= 106 |
IAVF o 0.2510336 - 10 |

Na slededim stranicama nalazi se 1zlagna lista s vrednostima

4
V dobijenim ovom metodom i s tadénim vrednostima.



Y=0e025
Y=(0,050
Y=0.0175
¥Y=0,100
Y=0.125
Y=0,150
Y¥=2Qe175
Y=(,200
Y=0,225
Y=0,.250
Y=0,275
Y=0,300
Yu(,4325
Y=0,350
Y=20e375
Y=0,400
Y=0e425
Y=(0,450
Y=Q.475
Y=20.500
Yu(,525
Y=0,4,550
Y‘00575
Y=(Q,600
Y=04£25
Y=Q,4,650
YuQe675
Y=0,700
Y=0,728
Y=(e750
Y=0e1715
Y=(0,800
Y=0.825
YaQ,850
Y=(.875
Y=0.900
V'°.925
Y=0,950
Ya°.975

X=04025

0.00007
0.00022
0.00042
0400068
0.0010C
0s0013¢
0.0€176
0.00219
0.0026¢
000314
000364
000416
0.00468
0.00520
000571
000622
0,00670
0400716
0.00760
000800
0.00836
0.00867
0.00894
0400914
0.00928
0,00936
000936
0000928
000911
0.0088¢
0.0085¢
000804
0.00748
0.00680
0.,006400
000507
0,00402
0.00282
Ce00149

X=04050

000043
0.00113
0e00206
C.00321
000455
000606
0600172
000950
001139
001336
0.01539
001746
0401954
0e02161
0e023¢6
002565
0027517
002939
0.03109%
003266
003406
0+03527
003627
0.023705
003787
Ce03782
Ce03777
003741
04036170
0.03563
003417
003230
0.03000
0.02725
0.02402
0.02031
001606
0.01128
€.00893

X=04075

0.00127
0.003¢Cs
000541
0.00820
0.0113¢
0001463
0.01878
Ce02289
G.02722
0.03171
0403631
0.04057
0.045¢¢
0+05Q121
Ce05488
0405932
0e.0635¢
Ge0676€1
0.071136
Ce0T7480
Ce07785
Ce0804S
Ce(B8265
008429
Ce08536¢
Ce08582
0.08561
Ca08468
008296
C.08049
CeQ7712
Qe07284
0.CQ6761
0e061136¢
Ce054C6
C.0456¢
0403610
0e02532
0.01332

X=Qe10C

C.00274
0sCC641
001063
0.0162¢C
0.02215
0.028¢669
003573
0.04320
0.051C0
C.0590¢
0.0€6729
Ce07560
008391
0.09214
€.1002¢
041080¢C
0.11847
0.12251
0012905
01350¢C
€e14027
Oel44is
014846
0e1%12C
015293
0e1535¢
015301
CelS12¢C
0e14804
0el14344
0s13732
0612660
Cel2019
0e 10901
Ce0559¢
0.0810C
Qa064CC
CeC4486
Ce02358

X=0e125

0.00500
001136
001897
002769
0,03738
0.04794
0.05922
007109
008344
009613
0.,10903
0012202
0012497
Qelall4
0.16022
0s417227
0.18376
0419457
06204517
0s21362
0s22161
0422841
0.23387
0.23789
De24033
0424105
0.23994
06232687
0623170
0e22430
021456
0420234
0e181752
0016996
0e14954
0.12¢12
009959
0406981
003666

Xxu04,150

0.00816
0.01817
002985
004303
0.05752
C.07315
0608974
Ges1€710
012506
Oeld344
016205
018073
0416629
0421158
0e23533
0425245
0e26874
0.28401
0.26808
U«31078
0432183
0e32134
0033884
0e34425
0a34739
0634807
0a34613
Ca34138
0e33364
0s32273
030848
0625070
0e26621
0424384
0e21441
0418073
0e142613
0409993
005244

Xm0e115

Ca01222
0.02170¢C
C.041382
Ce062823
C.08250
Ce104¢€9
Celciél
Celf129
Cell8223
C0e20134
Ce226€8
Ce25202

Ce27712

030177
Ca32t¢S
Ce34867
Ce37C4€
Ce350E3
Ce406%4
Ceb2€3¢
Ceé41C4
Qeht336
Cabé307
Cet6554
Ce413213
Ceb142¢
Ce47112
Cehi€b2¢
Ce4523¢
Ce4d382C
Ce418%4
0635414
Ce364711
Oe32¢€19
Ce2SC1E€
Celdd4s
Ce1G2E1}
fel135C1
Ce07CE2

Yol o2CC

CeCli85
CeC28CC
CaCEICE
CaCEE4C
Cell3758
CeldZEC
CeliZe®
CedC48(
Cad371%
Ca27CC0O
Ca2C€2CS
Ce236CC
Cel3égEs
Ca4CC4C
Ced2125
CadéCEC
Cedt87S
Ce514EC
Cef286€%
Ce5€CCC
CeE785¢
CetG4CC
Ce€CEQCS
Ce6144C
CetlE7¢
Ceb18EQ
Ceblést
Cob04EC
Ce86C1E
Ce57C€CC
Ce544CE
Ces12CC
Cedi355
Ceb2E4Q
Ce276€45S
Ce31EEC
CeidSiE
Call4E(
CeCS16€5
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Y=0e025
Ya(,050
Y=0.075
Y=(,100
Y=0.,125
Y=0,150
Y=(0,e4175
Y=0,200
Y=(Qe4225
Y‘OQZSO
Y=Q4.2175
Yu(,300
Y=0e325
Y=04350
Y=(0,375
Y=0,4400
Y=(0e425
YuQ,450
Y'00475
Y=0.500
Y=0,925
Y=0.550
Y=Q,515
Y-O.GOO
Y=Q0e625
Y-°.650
Y=0,€75
Y=(.700
Y=0,725
Y=0e150
Y=0,175
Y=0,600
Y=0o4825
Yu(0,850
Ys0.8175
Y=(0,900
Y=20e925
Y=0+950
Y=0,9175

X=u0o225

002391
0.05125
0.,0816¢
0011476
0.,15019
0.1875¢
0e22658
06266179
030787
0034943
0.39112
043256
0647339
051323
0655173
Qe58852
0.62321
Ce65546¢
0e.68488
0071112
0,73381
0.75256
0.76703
077684
0.78162
0478101
0e77463
0e76213
0e74312
071725
0.68415
0eb4344
06594177
0.53776
0447204
0439725
031302
0.21898
0«.1147¢

X=Q4250

Ce03142
0s066E0
010569
0el4766
019226
0e23906
028762
033750
0.38826
0643945
049065
Qe 54141
0.59128
0063984
0.68665
0e73125
QeT7322
0.81211
Qe84749
0.87851
050593
0e92812
Ce945C4
095625
0.96130
06959717
0e951240
0.%3516
0s591121
0.87891
0.83782
0e78750
0e72751
Ceb65742
0.57678
048516
0038210
0e261719
064136517

XuQ4278

004009
08464
Ce13313
Cs185C4
Ce235€7
0.2971¢
0s35621
Ceb166€9
Ce47803
Ce5397171
Ceb0122
0e66205
0a721¢7
0e77959
0.83527
C.88822
0493750
0.98362
102546
1.06225
le0G382
1e11652
113868
1415139
1415653
1¢15379
1e142¢5
1612261
109314
1.052173
100387
0e943C4
0.87074
Ce18644
Qe68G62
0e57981
0e45644
0e31602
Cel6705

x=(C,300

0.04991
0elC474
Cel€39C
0e22680
026285
Celb14¢
0443204
0+50400
Ce857674
0e€496S
Cel2224
0e7938¢C
Qe 86375
083161
Ce§986E
1.C5E84C
lelléle
1e16S44
1.217517
1426000
1426613
1432936
1434712
13¢08¢
le36582
1036156
1634751
14322300
1e2874¢
1424031
1.1809%
l1.1088¢C
102326
092374
Ce8C9E5
0e6804C
0e53540
0e374C¢
Cel557¢

XuQ,325

0.06083
0e12700
0616785
042172171
0435091
043179
0s51461
0.55889
068278
0,76867
0.85289
0e93577
101665
1409485
1416971
124056
1.30674
136756
le42237
1.47050
151127
154402
1.56€09
158279
1458747
158145
156407
153466
1449285
1443708
14361756
128334
1186375
1.,06812
069351717
Qs 78605
Ce61828
0.431179
0622592

Xm0 4350

0.07278
0el5129
Ced2417
0e32248
0.41368
Ce85C761
0.€60353
0e7€07Q
0.76836
C.85578
066220
1408688
l1e17901
1.2¢803
135300
143325
150802
le57657
le63816
1466203
173744
117365
176965¢C
181548
1¢81656
181147
1476044
1755713
le7C659
1e64226
156204
1.4€510
14350768
1421826
1.0668%
0.84578
0e70431
0e45168
0e2%716

Im0 4278

0.08%¢S
Cel7742
CelT43E
Ce37%13
CabbCES
Ce58€32
Ca651S51
Ce808%S
Ca91655
1,02¢¢7
1¢4135¢C1
Je24%E5
1e346G6€17
Jeab45€5
le5446S
1a6347¢
1a71826¢
1276462
1¢862C1
14622¢1
1eS72%S
2601415
2e04C44
ce05€E4
2005694
ie¢0465¢C
ce024%¢C
19£€4132
1e9275%
1485364
le76248
le65234
145227¢C
1¢37474
1e2C01€3
100654
Cel5éété
Ce558321¢
Ce28%21

xu(,4CC

CaC5645
Ce2CtacC
Cell€2E
Ced22CC
Cef512¢
Ceb734C
Ca796€SE
CeS2léC
1404625
1el17C€CC
led61¢8
1441125¢C
JaEZ26EE
1e€3ECC
1474375
le8434C
146384¢
2e¢016¢C
e(547¢
d¢1€CCC
tedlb45
£e2%17:C
de2825
243C4CC
243C€25
ded9320C
Zedb368
2e411¢0
del822¢
24€C7CCC
JaGEESE
184220
Te€G165
1453CCC
132878
1eli2iC
CebE24E
Ce€156€0
Ce3217F
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Poredijenje madinskog vremena potrebrnog za dobijanje re-
zultata pokazuje da relaksaciona metoda ima prednost pred
metodama proste iteraciie i Richardson-a, dok je neltc zao-
stajala za metodom promenljivih pravaca. Poslednja &injeni-
ca se delimic¢no moZe objasniti duZim programom, a samim tim
i duZim vremenom potrebnim za njegovu kompilaciju. Drugi
razlog su nedovoljno precizne ocene m 1 €., & tr%éi i naj-
vainiji - veli&ina koraka 4 . Ved se i na sadaénje% stupnjn
razvoja racunske tehnike u praksi koriste mreZe sa znafno
veéim brojem tacaka od 40 %X 40. Po3to je red velicine broja
potrebnih aritmetidkih operacija za relaksacionu metodu ma-

nji s pravom se moZe ofekivatl da pri manjim vrednostima b

ona pokaZe prednost i pred metodom promenljivih pravaca.
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