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PREDGOVOR

. Tema doktorske disertacije "Univerzalno algebars-
ki prilozi algebarskoj logici" spada u medjuoblast algebre
i logike. U radu se uglavnom koristi univerzalno algebarski
pristup u izucavanju dve vrste problema: problema aksiomati-
zabilnosti i probtltema odluCivosti.

Rad je podeljen na etiri glave. Glava 0 sadrii
opis oznaka koJi se koriste u radu, osnoi£§1dgfinicije kao 1
neke stavove koji ¢e se kasnije koristiti. Model-teoretske i
univerzalno-algebarske oznake su preuzete i1z [CK],[G] i [BS].
Osnovne pojmove O Boole-ovim algebrama sa operatorima smo pre-
uzeli iz [Jd], [JTI], [JTII} a o relacionim algebrama uglav-
nom iz [McK], [J] . Sve stvari na koje se pozivamo iz teori-~
je relacionih algebri mogu se nacdi i u [mag].

- Glava I sadrzi osnovne pojmove iz teorije cilin-
driénih algebri. Opisuje se proces algebrizacije logike I re-
da, uloga cilindriénih skupovnih algebri, veza cilindri&nih
algebri sa drugom algebraizacijom logike I reda-sa relacio-
nim algebrama ; reprezentacija Roole-ovih algebri sa operato-
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rima (pa time 1 cilindrfénih'a?gebrf] pomoCu algebri komplek-
sa. Na kraju se navode najvazniji rezultati o aksiomatizabil-
nosti 1 odlucivosti u teoriji cilindriénih algebri. Litera-
tura na koju se oslanja ova glava je ualavom[HMTI }, [HMTII],

[g1 i [dTI]. |
Glava Il 1 Glava III sadrZze originalne rezultate.

Glava II sadrii rezultate o neaksiomatizabilnos-
ti. Prvo se dokazuje neaksiomatizabi1nast klase tzv. semi-
grupnih relacionih algebri (to je re3enje problTema koji je
ostao otvoren u [magl). Zatim se daju neki dovoijni usiovi
da se neaksiomatizabilnost neke klase relacionih algebri pre-
nese na odgovarajucCu klasu cilindrilnih algebri. Na kraju se
metod dokazivanja neaksiomatizabilnosti koriScen za Semigrup-
ne relacione algebre prenosi na bilo koju klasu univerzalnih
algebri. Literatura na koju se oslanja ova glava je uglavnom
[CM87t] i I[magl, a originalni rezultati ove glave se mogu na-
¢i u radovima [CM88] 1 [M89].

U Glavi III se uopStavaju metode dokazivanja neod-
lutivosti iz [magl. Cilj tih uop3tenja je da se pokaZe da je
uloga semigrupa u problemima odiufivosti, festo suStinska.
Takav pristup problemima odiuivasti omoguluje dobijanje re-
zultata o neodludivosti za &itav niz klasa algebri na unifor-
mén nac¢in. Na primer, tako se moZe dobiti rezultat o neod-
tué¢ivosti za neke klase algebri binarnih relacija kao i za ne-
ke "klasicne" algebre. PomoCu univerzalno algebarskog pristu-
pa teoriji formainih jezika dobijaju se rezultati neodlucivo-
sti o algebrama jezika kao 10 dinamickim Togikama. Pored to-
ga u toj glavi se nalazi pregled nekih poznatih rezultata ne-
odiuCivosti, kao i veze medju raziic¢itim problemima odlulivo-
sti. Za problem reci se daje Jedna takva ekvivalentna forma'
koja se uklapa u opdtu Semu definicije problema odlulivosti.
Od literature, Glava III se oslanja uglavnom na [ES51], [EB3],
(J], [TG), IN87]), [N82], INBB], [Malj 703, [ELTT] i [TMR].
Originalni rezultati te glave se mogu nacéi i u [CM89].
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Sto se ti€e originalnosti stavova navedenih u te-

zi, imamo pet vrsta.

1. Stavovi kéji rredstavijaju originalan deprinos autora te-
se. Ti stavovi su uvek dati sa kompletnim dokazom. U tu
vrstu spadaju svi stavovi iz Glave Il:Teorema 1., 2., 3.

i 4,, Tvrdjenje 1. 1 2., Lema 1., 2., 3., 4., 5., 6., 1..

1.7, kao i-Posi&dica.lini-ZtIJDafinicijeﬂnimglinahja,d
pravoag funkcionalnog elementa kao 1 definicije karakteris-
ti¢nog broja (Def. 1., 2. 1 3.) su takodje nove, dok se
definicija definabilnog skupa (Def.4.) moZe nac¢i u raznim
oblicima u literaturi. U Glavi III originalne su Teorema
4., 5., 8. i 10., Lema 1 1 Posledica 4..

2. Stavovi koji spadaju u tzv. "matematidki folklor”, altl u
itteraturt nismo nadlt dokaz. Cesto se u literaturi 1 ne
nalaze eksplicitno formulisani, ako se negde i navode, to
je bez dokaza, bez citiranja odgovarajuce literature i
bez autora. U tezi su dati kompletni dokazi. U tu klasu
spadaju Teorema 1., Posledica 1., Tvrdjenje 1., Posledica
2. 1 Posledica 4. iz Glave III.

3. Stavovi koji se nalaze u literaturi, dokazani,ali autor
daje svoj dokaz, koJi1 Je razlicit i najfesSce kradi i jedno-
stavniji od onog u literaturi. Takva je Teorema 2. iz Gla-
ve I, zatim u Glavi IIl Posledica 3., Teorema 3. i Teore-

ma 6.

4. Stavovi koji se mogu nadi u literaturi, ali bez dokaza.
Dokazi tih stavova su €esto sa dosta tehniékih detalja’i
autor 1ih na ovom mestu daje kompletno. Takvi su u Glavi I
Tvrdjenje 1. 1 3., Lema 3., 5. 1 7., a u Glavi III Tvrdje-
nje 3. 1 4,

>. Stavovi koji se mogu nadi dokazani u literaturi, a u tezi
su samo navedeni bez dokaza, i1i je dokaz prenet iz lite-
rature., U tu vrstu spadaju sve teoreme iz Glave 0, u Gla-
vi [II Teorema 2., Tvrdjenje 2., Tecorema 7., Teorema 9. i
Tvrdjenje 4., kao i sve teoreme i tvrdjenja 1z Glave I ko-
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je nismo ranije ve€ svrstali u druge"kategorije".

Da se kontinuitet izlaganja kasnije ne bi prekidao, autor u

daljem tekstu teze Cesto nele posebno naglaSavati koje tvr-
djenje je koliko originalno, odnosno u koju od navedenih pet
kategorija spada. Zato, da bi se Citalac lakSe 1 brie orijen-
tisao, gore navedene podatke o stavovima smo raspodelili u

cJedeéu tabelu:

GLAVA 0 GLAVA 1 GLAVA 11 GLAVA 11
stava
I.0riginalan Teoreme: Teoreme :
" doprinos 1.,2.,3.,4. 4.,5.,8.,10.
Def. 4
Typrdjenja: Lema 1
1., 2.
Leme:1,2,3, Posl. 4,
4,6,6,1°,7 Def. 7
. Posled. 1,2
s. Iz matematid— Teorema 1.
kog folklora; Posl.1.,2.,4.
U literaturt Tvrdj. 1.
nema dokaza . o
5. Dagemo svoj dor Tepremag 2. Posl. 3.
kaz,razltdit Teor. 3,6
od onog u Liter.
4, U literaturi Tvrdj.1. < 3. . .- Tvrdg. 3. ,4.
je tzostavijen Lema 3,4,5,7
dokaz
o. MoZe se - Sve 8to nije Teor. 2,7,9
nacéi u lite- Teorema  navedeno gore Tvr. 2,4.
raturt 1.-7.
(Ck1,1G] [mMT T] [mag ] [(E51],[E63]
Glavna [BS] (EMT IT] (CM87D] (7], [TG],
literatura ls1, tsrr] (4] LCMmss] [N87],ws2]
[JTIT], [(JTI] (M89 1] (TMR], [CMBI 1]
(Me K] (Mali?0]
[mag] [ELTT], [N86]




Kao Dodatak, na kraju rada se nalaze neki problemi
koji su se pojavili tokom izrade teze, a do ovog trenutka ne-
maju reSenje. Neki od navedenih problema su direktno preuzeti
iz literature(Problemi 5., 6.,7.,8.), neki se priradno javija-
ju uz teme koje su ispitivane (Problemi 9., 11.,12.), neke su
postavikll prof. H. Andréka i I, Németi tokom Korespondencije
sa autorom (Problemi 1., 10., 13., 14.) a neki problemi su te-
sno vezani za sadrZaj teze (Problemi 2., 3., 4.).

Na kraju, Zelim da se zahvaiim onima koji su mi po-
magali pri izradi ovog rada. To je, pre svega, dr Sini%a Crven-
kovi€¢, €ija me nesebicéna pomo¢ pratila od mojih studentskih
dana, kada sam Cinila prve korake u "svetu nauke", pa do danas.
Dugi razgovori vodjeni sa njim bili su Cesto osnova za dobija-
nje mnogih rezultata iz ovog rada. Dr Gradimiru Vojvodicu i
dr Branimiru SeSelji se zahvaljujem za korisne savete i suges-
tije koje su mi Uuputili na mnogim sastancima Seminara za Uni-
verzalnu Algebru. Njihova pitanja postavijena za vreme semina-
ra ¢esto su mil suStinski pomogla u boljem sagledavanju prob-
lema.

Predavanja dr Zarka Mijajlovica na. sastancima seminara Mate-
matickog Instituta Srpske Akademije Nauka, koje sam sluSala

Za vreme postdiplomskih studija, podstakla su u meni radozna-
lost prema logici i teoriji modela.

Or Hajnal Andréka 1 Istvan Neémet (sa Mateﬁatiékoq In-
stituta Madjarsks Akademije Nauka) su mi detaljnim Citanjem
rukopisa originalnih rezultata ovog rada takodje pruzali ne-
prestanu,pomoﬁf,Razgovori.vodjenigSﬁﬁnjima.su mi uvek znadili
podstrek i inspiraciju za dalji rad. |

Zahvaljujem se i Milanki Jaki¢ za kucanje rukopisa i za
pomoC Sto mi je pruzila u poslednjoj fazi izrade rada.

Autor
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UVOD

Danas, u eri kempjuterizacije, mnogi mislie da je
prestala potreba za matematifarima "klasiénog kova" i da ce-
mo se u bliskoj buduc¢nosti svi prekvalifikovati u programe-
re raznih profila 111 radnike kojima je jedini zadatak da
opsluzuju sve moc¢nijJe racunske maSine. Neosporno je da je ra-
cunarstvo uspelo da “zarazi" mnoge oblasti klasiéne matemati-
ke i da izmeni dosadainje metode rada mnogih matematifara a
1 nauCnika uopSte. Bas zbog tog ogromnog prodora i neosporno
1 uspeha racunarstva, vrlo je nepopularno zastupati stav ko-
J1 nas upucduje na opreznost prilikom progiadavanja racunars-
tva za Carobni §tapi¢ koji resava sve. Cilj ovog rada i nije
direktno dokazivanje nemo¢i racCunarstva u nekim problemima.



Ono Sto Jje osnovna ideja 1 nit koja povezuje tri
dela ove teze jeste ideja algebratzacijeu Stirem smislu, dak-
le ispitivanje moguénosti diskretizacije, mogucé¢nosti "uhvat-
1iivosti™, mogucnosti reSavanja raznih vrsta problema pomocu
algebarskih metoda. Drugim reCima, Zelimo ispitati proces ko-
ji stoji Zazmedju nekog matematickog problema (koji je u naj-
zirem smislu uvek TogiCki problem) i njegovog reSavanja al-
goritamskim putem (5to skoro uvek podrazumeva algebraizaciju
problema u naj$irem smislu tj. opisivanje problema pomocCu
tacno definisanih diskretnih pojmova 1 relacije medju njima,
i to pomocu konaéno mnogo znakova). | |

Taj proces moZemo podeliti na tri faze. Prvi ko-
rak jeste pokuSaj da se logika koju koristimo tokom rada pre-
.cizira, argumenti'na koje se poz;#amo nekako algebarsk® "uh-
vate", a intuitivni met;—pojmovi tacno definiSu 1 stave unu-
tar formalnog sistema. Logika koju koristimo Jeste tzv. lo-
gika prvog reda - sa logiCkim veznicima, kvantifikatorima,
definicijom vazenja neke formule u modelu itd. Prvi korak je-
ste algebraizacija te logike. Naravno, postoji visSe nacina
da se to uradi. U tezi je opisan proces algebraizacije pomo-
¢u tzv. cilindricnih algebri. Motivacija za takvu algebraiza-
ciju poti€e iz dva izvora. Prvi izvor jeste Einjenita da lo-
giku prvog reda moZemo shvatiti kao "igru formulama" tj. ig-
ru u kojoj je medju formulama definisana operacija konjukci-
je, disjunkcije, negacije i kvantifikacije pomocu egzistenci-
Jalnog kvantifikatora. PronalaZenje pravila te igre dovodi do
tzv. eilindridne algebre formula-i-do ispitivanja -osobina te
algebre. Drugi izvor jeste Cinjenica da logiku prvog reda
mozemo shvatiti kao igru skupovima valuacija (na kojima vaZi
Odmﬂuena formula). U toj igri se koriste uobiéajena unija,
Presek, komplement i jedna nova operacija tzv. cilindrifika-
Cija. PronalaZenje pravila te igre dovodi do tzv. eilindrid-
ne skupovne algebre. Cilindridne algebre predstavljaju zajed-
nicku "algebraizaciju", tj. apstraktnu verziju tako dobijenih
cilindri¢nih algebri formula i cilindriénih skupovnih algebri.



. Pitanje koje sé kod takvih apstrakcija prirodno
postavija jeste: koliko smo se apstrakcijom Udalji]i od po-
cetnih pojmova ? Koliko su tako dobijeni apstraktni objekt:
b1izu konkretnih pojmova zbog kojih su pravljeni - koliko su
oni reprezentabtini ? lako apstraktna klasa cilindriénih al-
gebri uspeva da interpretira i reSava mnoge probleme iz lo-
qgike prvog reda, problem reprezentabilnosti 1ma negativno
reienje: klasa tako definisanih algebri je Sira nego sto smo
hteli. Izlaz koji se nameCe jeste da u daljem posmatramo sa-
mo "dobre" (tJ. reprezentabilne) algebre. No, tada se i u
slucaju cilindriénih algebri deSava kao u sluCaju relacionih
algebri: takva podklasa visSe nije tako lepa za izufavanje -
- neuhvatljiva Je.

] sada stiZemo do druge etape u algebraizaciji.
pretpostavimo da smo zadovoljni algebraizacijom logike prvog
reda i da nam je dovoljno da neku klasu opiSemo sredstvima te
logike. Problem koji se sada postavlija jeste sledeli: ako
je data neka klasa modela, izdvojiti skup onih osobina prvog -
reda (tj. opisivih u logici prvog reda) koji je potreban 1
dovoljan da opiSe tu ktasu. Ako klasa modela dopuSta takvo
opisivanje, kaZemo da je klasa gksiomatizabiina. NaZalost,
ni ta druga etapa (naSeg zadatka algebraizacije) se ne moze
Spro#esti kod mnogih klasa. Drugi deo teze daje dokaz da jJe
takva recimo klasa tzv. semigrupnih relacionih algebrz. Ta-
kodje su dati uslovi pod kojima neka proizvoljna klasa uni-
verzalnih algebri nije aksiomatizabilna. Glavna ideja jeste
da se u ultraproizvodu nekih algebri iz te klase pronadje
tako "komplikovan" element, koji "beZ{i"jznad komplikovanosti
bilo koje formule prvog reda. | R

No, pretpostavimo da smo prebrodili 1 tu drugu
fazu algebraizacije tj. da imamo posla sa aksiomatizabilnom
klasom, ak ni tada nije sve reseno. Naime, 1 medju takvim
klasama postoje one, u kojima ne znamo §ta se deSava : ne
mozemo nacCi algoritam koji bi nam rekao koja osobina prvog
reda vazi, a koja ne vazi u toj klasi. KaZemo da klasa nema



odludivu elementarnu teortju. Cesto takav algoritam ne pos-
toji ni ako se ogranic¢imo na neke specijalne osobine prvog
reda - recimo na one koje se mogu iskazati pomolu identite-
ta i1i pomocéu kvazi-identiteta. U tom sluCaju kazemo da va-
rijetet ima neodlu&ivu jednakosnu teoriju odnosno neodlu-
Gty skup kvazi—tdentiteta. Postoje takodje varijeteti u kojima
we moZemo rediti tav. problem reéi t]. ~u tom varijetetu
‘Hostoje algebre koje su definisane pomocu-konainog broja ge--
neratora i konalino mnogo relacija medju tim generatorima,
11i za koje ne postoji alaoritam koji bi dao odgovor da 11
su proizvoljne dve rei (nad tim skupom generatora) jednake
4 toj algebri ili nisu. U trecem delu teze dat je Citav niz
varijeteta sa raznim neodlucivim prob1émima. Ono §to im Je
zajednicko, jeste da se u dokazu peodlucivosti svuda pojav-
ljuje zakon asocijativnosti kao glavni argument.

MoZze se mo?da zameriti radu da je u nekom smislu
zbirka "negativnih rezultata" : prvo, logika prvog reda se
ne moZe algebraizirati na zadovoljavajuc¢i nacin, drugo, mno-
ge klase se ne mogu opisati ni pomocu "cele" logike prvog
reda, i trecde, Cak 1 ako neka klasa dopuSta opisivanje for-
mulama prvog reda, za nju vrlo Cesto ne postoje algoritm
pemocdu kojih bi je uspeli ispitati. |

No, svaki od tih negativnih rezultata se moZe shva-
titi i u pozitivnom smislu. Naime, oni potvrdjuju da bas zbog
nepostojanja konaénih i jednostavnih re3enja, postoji potre-
ba za njihovim daljim ispitivanjem, za razvijanje novih meto-
da istraZivanja, za traganjem za novim_puteyimadgjwknajnjqj.dm
liniji da i1 dalje postoji potreba za matematikom 1“matemati-
carima klasicnog koval .



GLAVA O
OSKOVHI POJMOVI 1 OZAKE

Ova glava sadrZzi opis oznaka koje €e se koristiti
u tezi, osnovne definicije kao 1 neke teoreme (bez dokaza)
iz teorije modela, univerzalne algebre, teorije Boole-ovih
algebri, Boole-ovih algebri sa operatorima i iz teorije re-
ltacionih algebri. Teorema 1. daje jedan potreban i dovoljan

ustov za aksiomatizabilnost odnesno~za konacnu-aksiomatiza=--

bilnost neke klase modela (tu teoremu ¢emo koristiti u gla-
vi II). Teorema 2. je poznata teorema Birkhoff-a o varije-
tetima. Teorema 3. je tzv. teorema rEprezéntacije,'a Teore-
ma 4., teorema o potanmanju Boole-ovih algebri. Teorema 5. Jjes-
te analogon teoreme 4. za sluiaj Boole - ovih algebri sa
operatorima. Teorema 6, sadrZi najvaznije Cinjenice o0 repre-
zentabilnosti 1 aksiomatizabilnosti relacionih algebri, dok
Teorema 7. o odluivosti raznih klasa “bliskih" klasi rela-

cionih algebri.



& 1. SKUPOVI

Skupove ¢emo oznacavati velikim slovima latinice.
4 je oznaka za prazan skup, a P(X) za partitivni skup sku-
pa X. Simboli €,c,U,N,~,~ imaju svoja uobifajena znacCenja.
7a direktan proizvod familije skupova {Xi:iEI} koristimo o0z~

‘naku H{Xi:iEI}_ilinsamﬁimXTL
- i
Ako je f preslikavanje skupa A u skup B, pidemo

f:A>B. Ako T:A-B,XcA 1 Y=B

Fr(X)={bEB: (JaEX)f(a)=b},

-1

f ' (y)={a€A: f(a)Ey}.

Kardinalni broJ skupa A oznacavamo sa |A], a Xo je oznaka za
kardinalni broJ skupa prirodnih brojeva .

&__2. JEZIK I MODEL1Z

| Osnovni model-teoretski pojmovi koji se koriste u
ovom radu se mogu naci u [CKI. Tokom rada koristicemo jezik
prvog reda sa jednako$Scu w~(festo necemo posebno nagladava-
ti da jezik sadrzi i simbol jednakosti). Logicki simboli je-
zika prvog reda su:

VosVqse--sVos... (promenljive)

() (zagrade)

ViAs | (Togicki veznici)

= (egzistencijalni kvantifikator)

N (simbol jednakosti). |
Simbole x,y,z,... €emo Cesto koristiti kao oznake za neke

promenljive. A=B je zamena za ]AvB, a A=B zamena za (A=B)a
A(B=A). Kvantifikator Vv se uvodi na sledeéi nacin:



vxA je zamena za |3xJA. Formule jezika L koje ne-
maju slobodnih promenljivih nazivacemo redenicana.

Relaciju sintakticke posledice c¢emo oznafavati sa
"}~ . 7a skup reienica I jezika prvog reda L cemo rec¢i da je

teorija prvog reda ako jJe

z={@:¢p je refenica jez.L i T+ @}. Ako je A mo-
.del jezika L, a .F neki nelogiCki simbol jezika - L, onda sa

FA cznacdavamo interpretaciju tog simbola u modelu A . Nekad
cemo za simbol i njegovu interpretaciju koristiti <s¢i sim-
~bol.

Ako je A model jezika L , ¢ reCenica na tom jeziku,
onda sa Ak oznaCavamo da ¢ va3Z u modelu A . Ako je I

skup refenica jezika L , onda
A kX ako za sve @QEX vazii AEo.

Ako je K klasa modela istog jezika (kazemo jo$ da su modeli
istog tipa 111 da sSu sliéni ), onda sa K)=¢ oznafavamo da za
sve AEK vaZi Aky@. Oznaka K kX znaéi da za sve AEK va?i A Erx.

Ako je A kX, kazemo da je A model za T. Klasu svih
modela skupa X oznafavamo sa mod (Z). Skup svih redenica na
jeziku L koje vaZe na modelu A zovemo (elemeﬁtarna) teorija
modela A i oznaCavamo sa Th({(A). Za dva modela 4 i B jezika
L kaZzemo da su elementarno ekvsivalentni ako je Th(A)=Th(R).

Za neku klasu K istotipnih modela kaZemo da je agk-
stomatizabilna (111 elementarna) ako postoji skup redenica
2. tako da je K=mod(Z). U tom.sltufaju X zovemo skup aksioma
ze K. Kazemo da je klasa K konadno aksiomatizabilna (ili
bazno elementarna) ako postoji konaian skup aksioma za K.

Neka je {A.:i€I} familija istotipnih modela, D ul-
trafilter na I. Tada. sa H{Ai:iel}/D 111 sa WAi/D oznatavamo

uttraproizvod familije {Ai:i€I} po ultrafiltru D.

TEOREMA 1.

Ktasa K modela jezikalL je aksiomatizabilna akko
Je zatvorena u odnosu na ultraproizvode i elementarnu ekvi-



valentnost. K je konalno aksiomatizabilna akko su i klasa K
i njena komplementarna klasa (v odnosu na klasu svih modela
jezika 1) aksiomatizabilne.

2

& 3. UNIVERZALNE ALGEBRE

'Univerzalno—algebarski poijmovi i definicije se mo-
gu na¢i u [BST ili [G]. Neka je L jezik prvog reda koji ne-
ma predikatske simbole. Model A=(A,Q) jezika L zovemo univer-
zalna algebra (111 algebra). Skup A je nosad algebre, a ele-
mente skupa § zovemo Ffundamentalne operacije algebre A:.74p
algebre A je niz arnosti simbola iz @

Algebra (A,Q]) je redukt algebre (A,Q) ako jJe
2, <¢. Ako su A i R algebre istog tipa, onda sa A<B oznala-
vamo da je A podalgebra algebre B. Ako je K klasa istotip-
nih algebri, S{(K) je oznaka za klasu svih podalgebri svih
elemenata klase K. Direktan proizvod familije (istotipnih)
algebri {A{:1€Il} obeleZavamo sa nm{Ai:i€l} i1 sa gAi. Klasu

svin direktnih proizvoda elemenata klase K obeleZzavamo sa
P{K), kTasu svih homomorfnih slika sa H(K), a klasu svih al-
gebri izomorfnih ailgebrama iz K sa I(K].

Ako su t, 1 t, termi na jeziku L, onda formulu

t1k¢2 zovemo identitet. Skup svih Jdentiteta koji vaZe na
algebri A obeleZavamo sa Eq(A). Eq(K) znaii skup svih onih

ldentiteta (na odgovarajucem jeziku) koji vaZe na svako] al-
gebri AEK, |

Za klasu K kazemo da je varijetet (jednakosna kla-
sa) ako postoji skup identiteta ¥ tako da je K=mod(Z).

TEOREMA 2. (Birkhoff)

Kiasa algebri K je varijetet akko HSP(K}=K. D

Neka je K klasa algebri. Za algebru A generisanu skupom X ka-



semo da je slobodna algebra Klase K nad skupom(slobodnih
seneratora) X, ako se za sve PBEK, svako presltikavanje f:X-B '
moze prodiriti do homomorfizma f:A»B. Slobodnu algebru kla-

Ise K nad skupom X obeleZzavamo sa FK(X).

Neka je A algebra. Sa Con{A) oznacCavamo skup svih
kongruencija algebre A, Ako je p kongruencija na A, i XxEA,
onda sa x/p obeleZavamo klasu kongruencije koja sadrzi x, a
sa A/p odgovafajuéi koliénicki skup. Faktor-algebru po kon-
gruenciji pobeleZavamo sa A/p. Cesto operacije algebre A 1
faktor-algebre A/p obeleZavamo istim simbolima.

& 4, BOOLE-OVE ALGEBRE I BOCLE-OVE ALGEBRE
SA NPEPATCRIMA

Algebra B=(B,+,.,-,0,1) tipa (2,2,1,0,0) jeste
Boole-ova algebra (BA)} ako zadovoljava sledece jdentitete:
(BO) X+ymRy+X, X-ysy-X
(By) x+(y-z)m(x+y)-(x+z), x-(y+z)m(x-y)+(x-2),
(82) X+0=x, X-1=x,

(B} x+{(-x)=1, x-(-x)}=0.

3

Kiasu svih Boole-ovih algebri ¢emo takodje obeleZavati sa BA.
Ako su x,y€EB, pisacemo xéy_aqum$y=yr.&zgakuwzﬂxi:iallLcema_

koristiti za supremum (ako postoji) eTemenata {x;:i€I}, a
M{x;:i€I} za infimum (ako postoji).

Ako je X skup, algebra B(X)=(P(X),u,n,-,98,X) Jeste
BA. Svaku podalgebru od B(X) zovemo Boole-ova skupovna alge-—
bra (BSA).



TEOREMA 3. (Stone)

Svaka BA je izomorfna sa nekom BSA. O

Neka je BEBA. Za element a€B kaZemo da je atom ako Jje a#0 1
ako pokriva nulu tj. za sve x€B vaZi x-a=0 111 x-a=a. Skup
cyih atoma algebre B Cemo obeleZavati sa AtB. /a BEBA kaze-
"mo da je atomarna ako za svaki element O#xEB postoji atom a
”tako da je a<x. Za REBA kaZiemo da je kompletna ako za svaki
skup XcB postoji supremum i infimum od X u B. U svako] kom-
pletnoj i1 atomarnoj BA B svaki element xEB jestelsupremum
svih atoma manjih od x tJ.

x=X{a€At_,:as<x}.

B
]z prethodne teoreme sleail:

TEOREMA 4.

Svaka BA se moze potopiti u kompletnu i atomarnu
Boole-ovu algebru. |
O
-Neka je BEBA i F:B">B. Kazemo da je F operator od B ako je
F aditivan po svakom svom argumentu tj.

F(xi,xz,...,z{yi:iék},...,xn):Z{F(x1,x2,...,yi,...,xn):iék}.

specijalno, za operator F kaZemo da je kompletno aditivan
ako za svaki indeksni skup I za koji postoji Z{yi:iEI} u B,
vazi
F(x1x2,...,z{yi:1€I},...,xn)=z{F(x1x2,...yi;...;Xh):iEI}.

Za operator F kaZemo da je normalan ako za sve ai,az,...,

a = .
nEB VazZ i

ako (akén)ak=0 onda F(a1,a2,...,a )=0.

n
Neka su F {G dva preslikavanja Boole-ove algebre B. KaZemo da
Su F G konjugovani ako za sve x,yEB vazi

F(x)-y=0 akko x-G(y)=0."



TVRDJENJE 1.

Ako preslikavanje F Boole-ove algebre B ima konju-
govano preslikavanje, onda je F kompletno aditivno.

»

Za a]QEbTU B=(B,+;',",O,1,F. kaZzemo da je Boole—owa CIZ_{?’E"‘

) i e
bra sa operatorima (BAO) akg ggrredukt BE(B)=(B,+,.-,-,0,1)
 _Boole-ova a1gebra_1_svevopenacije”FJ(j€y),su.operatori Boole-

ove algebre BEL(B).
Sa BAO oznacavamo i klasu svih Boole-ovih algebri sa operato-
rima. Za teoriju BAO videti u [JTI] i [JTI1].

Za BEBAO kaZemo da je aqtomarna ako Je Boole-ov re-
dukt BE(B) atomarna BA. Skup svih atoma od BZ(B) ¢emo ozna-
Ziti sa AtB. Za BEBAO kaZemo da je kompletna ako je BL(B)
komptetna BA 1 svi operatori od B su kompletno aditivei. Za
BEBAQ kazemo da je normalra ako su svi operatori od B norma-

Ini. Kompletnu, atemarnu 1 normailnu BAO zovemo dobrg BAD.

TEOREMA 5.

(1) Svaka BAO se moZe potopiti u kompletnu i1 atomarnu BAO.

(11) Svaka normalna BAD se moje potopiti u dobru BADO.

O

& 5. RELACIONE ALGEBRE

Za algebru A=(A,+,.,-,0,1,0,1°,” %) tipa (2.2.1.0,
0,2,0,1) kaZemo da je relaciona algebra (RA) ako vaZe slede-
C1 identiteti:

(1) aksiome BA (80,81,52,83)
(i7) (Xoy)ozmxo{yoz)
X0l "=l "oxXmsx

(171) (xoy)_1my-1ox_1-

(x™ 1) Tax



-1 -1, -1
(iv)  (xty) ex oty

xg(y+z)m(xoy)+(on)

v (7 sl (xay)) ) y0.

rlasu svih relacionih algebri Cemo takodje obeleZavati sa RA.

A]gebra E(X)=(P(x2),U?ﬂ,-,ﬁszio,ﬂ -1) gde S5U Za R,SGP(XZ)

x!

‘operacije o i 7, kao i konstanta Ax definisani sa
ROS:{(x,y)EXZ:(HZEX)«X,Z)ERa(z,y)GS)},
AX:{(a,a):aEX},

R ={(y,x): (X,y)ER},

jeste relaciona atgebra, Zvacemo je puna RA. Ako je p neka re-
lacija ekvivalencije skupa X, onda svaku podalgebru algebre

ETb)=(P(Q)gn,U,',ﬁ,D, O s ﬂxlﬁi)

zovemo algebra relactja.
Za AERA kaZemo da je reprezentabilna ako je izomorfna poddi-

rektnom proizvodu punih RA (i1, ekvivalentno, ako je izo-
morfna nekoj algebri relacija A<t(p)):Klasu svih reprezenta-
bilnih RA oznacavamo sa RRA.

TEOREMA 6.

(1) Postoje nereprezentabilne RA.(Lyndon, 1950)
(2) RRA je varijetet. (Tarski, 1954)
(3) RRA nije konaino aksiomatizabiina (Monk, 1964).

|

Za neki skup formula kaZemo da je odluéiv,'ako je skup Godel-
-cvih brojeva elemenata tog skupa rekurzivan.

Klasa SA se dobija iz klase RA ako se umesto aksio-
me asocijativnosti za o stavi |

(x01)olaxg(101).

Kiasa WA se iz RA dobija ako se umesto asocijativnosti za o
stavi |



({(x-1 Yol )olm(x-1"}o( 1),

a klasa NA jeste klasa koja se definiSe kao RA, ali se aksio-

ma asocijativnosti za o jednostavno izostavi,.

TEOREMA 7.

(1) Eq(RA) Je neodluc¢iva. (Tarski, 1953)
(2) Eq(SA) je neodluciva. (Maddux, 1978)
(3) Eq(WA) i Eq(NA) su odluCive. (Németi, 1987)

o o o



GLAVA 1
0 CILINDRIZNIM ALGEBRAMA

U ovoj glavi su date karakteristicne osobine teo-
rije cilindriénih. algebri. Cilindri¢na algebra (CA) se uvod?
kao zajedniika apstrakcija dve oblasti: model-teoretske
(preko algebre formula neke teorije prvog reda) 1 skupovno-
-teoretske (preko skupova valuacija ‘tj. cilindriCne skupov-
ne algebre). U paragrafu 4 se daju neke aritmeticke osobine
cilindriénih algebri 1 definisSu se dve jzvedene operacije:
zamena 1 razmena. Pomoéu tih operacija se u paragrafu 5 us-
-postavlija veza izmedju relacionih i cilindriinih algebri (Te-
orema 1.).

Kao 1 u slucCaju RA, problem reprezentacije za CA
ima negativno refenje. Medjutim,'postoji jedan drugi pojam
reprezentabilnosti koji daje pozitivan odgovor i u slufaju
RA 1 u slu€aju CA - preko tzv. algebri kompleksa (Teorema 2.).
(Tenniku algebre kompleksa ¢emo koristiti kasnije u Glavi 3.).

U poslednjem paragrafu ove glave je dat pregled
najvaznijih rezulata o aksiomatizabilnosti i odludivosti u
teoriji CA (Teoreme 3., 4. i 5.)f



& 1. ISTORIJSKE NAPOMENE

Osnovni zadatak a]gebaréke logike jeste da odredje-
nom logickom sistemu pridruzi neku klasu univerzalnih algeb-
ri, tako da se problemi logickog sistema mogu interpretira-

westi i -reZavati unutar te kTase algebrialgeberskim- -metodama. "

MoZe se rec¢i da je a]gebarska logika u modernom
smislu pocela radom Tarskog iz 1935: "Grundziige des Systemen-
kalkiils. Erster Teil. Fund. Maty., 25 (1935), 503-526". U
tom radu je Tarski uveo pojam algebre iskaznih formula 1 de-
finisao relaciju = na skupu formula na sledec¢i nacin:

(1) ¢ = ¢ akko (|— ¢=y 1 | y=0).

Retacija = ima osobine relacije kongruencije na algebri is-

kaznih formula a odgovarajuéa faktor algebra je Boole-ova al-
gebra. Skup teorema te logike (tj. skup tautologija) se po-
klapa sa skupom onih formula koje'su ekvivalentne sa T (111
sa nekom fiksiranom ali proizvoljnom tautologijom). Drugim
relima, ako Je Form (Form,a,v, |.,1,T) "@¥gebra svin iskaznih
f«:}rmum,-onda je faktor algebra form/_ Boole-ova algebra j

I

za svaku formulu © vaii:

p akko Form/- E({@/=z)=(T/=)
3. - 4p akko BA =T,

Tako je uspostavljena direktna veza izmedju deduktivnih oso-
bina klasiénog dskaznog ratuna i-varitjeteta BA.

Kasnije je velik broj razlicitih neklasiénih iska-
znih logika algebraiziran na taj nalin - na primer intuicio-
nistitka Togika Heyting-a,viSevrednosne lTogike Post-a i Luka-
siewiecz-a, kao i modalne logike S4 i S5 Lewis-a.

Faktor algebra dobijena faktorizacijom a1gebré for-

I

mula pomocu kongruencije = (def. sa (1)) je postala poznata
pod imenom Taqrski—-Lindenbaumova algébra'1ogike. Ako logika
dopudta formiranje te algebre, onda se deduktivni aparat te
logike moze interpretirati u jednakosnoj logici njene Tarski-
-Lindenbaumove algebre. Medjutim, postoji dobar broj logika



na koje se metod Tarskog ne moze direktno primeniti (recimo,
ako re1acija = nije kongruencija odgovarajuce algebre formu-
la) i1i ako se i moZze, onda ne daje "oCekivane" rezultate.
Tada se algebraizaciji mora prici na drugi nadin (videti
[(BP881).

Tarski je takodje pokrenuo istraZivacki program za
algebraizaciju klasicne predikatske Togike prvog reda. 0Od
raznih algebraizacija logike prvog reda Tafsﬁf”je smatrao
da su najpogodnije dve: relacione algebre i cilindricCne al-
gebre. Do kraja sveog Zivota on Jje paralelno izuCavao obe teo-
rije.

Sto se tide relacionih algebri, one su nastale vr-
lo prirodno, apstrakcijom nekih osobina konkretnih algebri
binarnih relacija. Tako vrio jednostavno definisane (vidi
Glavu 0,&5) igraju vrlo znaéajnu ulogu u algebraizaciji ma-
tematike uopsSte. Poznato je, da se svaki probliem koji se ti-
e izvodljivosti matematickog tvrdjenja 1z datog skupa aksi-
oma moze svesti na problem da 11 neka jednakost vazi identi-
Cki u svakoj relaciono]j algebri il1i ne. “Tako se moZe reci
da, u principu, celo matematicko istrazivanje moZemo izves-
t] studirajuéi identitete u aritmetici relacionih algebri™
(ICT]1). Taj program u matematici Je 1 realizovan u knjizi
[TG]. ' |

Koreni teorije cilindriénih algebri se nalaze re-
lativno vrlo daleko u prosSlosti. Algebre "cilindriénog tipa”
su se 1zufavale ve¢ u proSlom veku u radovima De Morgana
{1864 g.),.Schroder=a (1890 g.), Macfarlane-a (1880 g.) i - .
Murphy-ja (1882 g.). Prva istrazivanja algebri tog tipa Tar-
ski je zapoleo ve¢ 1929 god.; all cilindriCne algebre u da-
nasnjem “modernom® smislu su se pojavile u radu Chin-a iTar-
skog god..1948. Pedesetih i Sesdesetih godina se pojavio Ci-
tav niz radova iz algebarske teorije cilindriénih algebri,
vezano za imena: A, Tarskog, L.Henkin-a, D. Monk-a, S. Comer-
-a, B. Jdonsson-a, D. Pigozzi-a, Birkhoff-a, R. McKenzie-a i
BE. Schein-a. Teorija cilindrié¢nih algebri je debila SVO0J izu-l
zetno elegantni oblik pojavom monografija [HMTI] i [HMTII]



kao i radova R. Maddux-a, H.Andréke 4§ I, Németija.

Veza cilindriénih algebri i logike prvdg reda je
analogna vezi iimedju Booleovih algebri i kiasiénog iskaz-
nog racuna. Ta analagija je mnogo jasnija nego u slufaju re-
Jacionih algebri. No, kao 1 u slucaju Boole-ovih 1 relacio-
nih algebri, teorija cilindriénih algebri ima interesantne

realizacije i primene i van logike.:
& 2. ALGEBRA FORMULA

Pojam cilindrine algebre se moZe smatrati za za-
jednicku aTgebarsku apstrakciju dve oblasti: model-teoret-
ske 1 skupovno - teoretske. Krenuéemo od prvog izvora.

Neka je L jezik prvog reda sa jednakod¢éu ~ , sa
skupom promenljivinh {Vk]k<m}, a FormL skup svih formula na
tom jeziku. LogicCke simbole koje koristimo (v,a,], T,l,avk)

algebarski gledano moZemo smatrati za operacije na skupu
Form,, tako da je rezultat primene operacije v na formule

@ 1 Y Jjednostavno formula vy, rezultat primene operacijea
na formule ¢ 1 ¢ formula @ay itd. Algebra koja se time dobi-
ja je ustvari ansolutno slobodna algebra nad skupom atomar-
nih formula. |

DEFINICIJA 1.

Neka je Atom (L) skup atomarnih formula jezika pr-
VOg reda L sa jednako§cu ~, 1 neka je V varijetet svih alge-

bri jezika (v,h,],L,T,Hvk,vk gde su operacije re-

S
ATk, i<
dom arnosti 2,2,1,0,0,1,0. Slobodnu algebru

F, (Atom (LY)=(Form ’V’A’l’l’T’avk’Vf‘Vl) 2ove-

L kK, A<a
mo algebra formula jezika L, i obeleZavamo sa Form, .

=



Naravno, u algebri Form ne vaZi ni jedan netrivijalan iden-

‘ L
ti1tet.
Neka je ¥ neka teorija na jeziku L. Definidimo re-

Taciju éz'na skupu Form, na sledec¢i nacin

(1) O= akko -9 & Y ,
(gde je ¢ ey zamena za formulu (Jovy)a(lvve)). Ako je

GESP kazemo da su ¢ 1 ¢ ekvivalentne u odnosu na £ . Lako
razbija skup svih formula na disj-

111

je videti da relacija

=
unktne klase tj. da je =5 relacija ekvivalencije na Forml_.
Vazi 1 visSe od toga. Relacija =y se "slaze" sa operacijama
algebre formula: | -
ako je m152¢1 i mzz.wz onda je
PIvey Sx¥ivvy
ISP AN PRI LT

3vk$1EX 3vkw1, za k<w.

DakTe, je kongruencija algebre FormL.

DEFINICIJA 2.

Neka je X teorija na jeziku L. Ako je = relacija
definisana na skupu Form, sa (1), onda faktor a1gebn1Form/Ez

zovemo algebra formula teorije X.
3

Neka je u daljem L neki fiksirani jezik prvog reda
sa jednakosc¢u, i X neka fiksirana (ali inale proizvoljna)
teorija na tom jeziku. U da]jem cemo izostaviti indekse "L"

1 "Z% t3. umesto Form, i FormL pisacemo Form i Form, a umes-
to = Jednostavno =, |

Zbog konstrukcije, faktor algebra Form/. je homo-
morfna siika algebre Form, i u njoj veé vale neki_netrivija1*
ni identiteti. Na primer,



Form/ _ = x1vx2mxzvx1,
jer za svake dve formule o,¢€ Form vazi

T ROVY ¢ YPvo tJ.

PVYIiy @ t].

Form/_ = (0/ )v(w/2)=(¥/)v(o/ ).
““U”opétem S]Uéajq3 akD'SU t1fi?if;?:xh)'i”tZ(x1if’V!xh)'ter'“”"
mi na jeziku algebre formula, onda

Form/E = t1(x2,...,xn);atz(x1,...,xn) akko za

sve formule ©,,...,0 €Form vaZi
2 = t1(m1,...,mn) o t2(@1""’¢n)'

Teko smo pitanje ekvivalentnosti formula u odnosu na = sveli
na pitanje vaZenja i1dentiteta u algebri Form/-.

Kakve opSte osobine ima a1gebra Form /= ? MoZzemo
dokazati sledece:

TVRDJENJE 1.

Algebra formula teorije X zadovoljava sledece iden-
titete: |

sve aksiome Boole-ove algebre
(F1) Evk(L/E)m 1/ -

(F,) X Adv XX

(Fs) avk(anvky)a4avkx)n(avky)

(Fg)  3viav x~3v,3v, X

A A
(F5) ((vmipy )T/ 2)
(F6) akko k#laﬁ onda

(Vi Y= Ry vy )/ 2) (v )/ 2)
ako k# A onda

(R (729, )/ 2Ax) 839 (Vv )/ on 1)) de( L/ 2)



DOKAZ
(F,) Poznato je da je iskazni deo (Form/_ s vens]sL/_»T/_)
algebre formula svake teorije x Boole-ova algebra. Na-
ime, za sve @,y,0€ Form vazl daa su sledecCe formule
valjane (pa dakle slede 1z svake teorije X):
(Fg) oV & Yvo
OAY e YAP

(B1)  ov(yaB) e (oVi)alpVve)
oA (PVB) & (pay)Vipa®)

(82). PVL & @
AT & @

(83) (Dvhtp o 1

(,DA_-(Q e L
a to su aksiome BA (vidi glavu 0,&4).

(F1) Trivigalno vazi, jer za svaku teoriju I,
2. F EIVkJ_ « 1.

(F,) Treba dokazati da
= (eAdvi0) « @

Jasno, Zk=(wn3vkw)=.w.

Obratno, ako A€ mod (£), onda treba dokazati da za
svaku valuaciju V€AY vazi ako AEg onda Akoadvie tji. ako

A}jw onda (A~;w i Akﬁava). Dakle treba dokazati da posto-
ji a€A tako da je AR - ¢.No, za a moZemo uzeti bas element
| v(a/k) -
vik).
(F3) Treba dokazati
Z}:HVk(whHka) & (avkmnavkw)
Neka je A€ mod (X) i neka je veEAY tako da
A'?BVk(‘p"‘avk‘P)‘
Onda postoji a€A tako da '~



-~ 21 -

AR o3V t]. posto)i aEA tako da

A = X0 1 A E kaw akko
(a/k) v{a/k) :

pcstoj1 a€A  tako da

AE @1 postoji bEA tako da
v{a/k) | a o
AF  Y,9de je vi=v{a/k).
v (b/k)
Onda
Aﬁﬂvk&p 1 A%Hvkw

(Jer je v™(b/ )=v(b/ }).

Dakie,A 5=3Vkmnavkw.
Obratno, néka je za neku valuaciju veA®

A#;Evkmhavkw , onda

v

Akﬁavk@ i Atjavkw , onda

postoji a€EA, Af(a/k)go i A }“—Javkw , -onda

postojil a€A, A = © A= , Onda
V(a/k) V{a/k)w

postoji a€A, A Fhum)waavkw | ',_onda

Ak 3vy (padv, p).

(Fq) Treba dokazati
z}=3vk3vkm-u-avxavk¢.

Slucaj x=k je trivijalan. Neka je »#k, A€ mod (%) i vEA® tako
da je

A- N
#:Svkavkm , onda



postoji atA, A F 3 V0, onda
via/k)

postoji a€A, postoji bEA tako da -

A ©,9de je v =v(a/k).
vi(b/Aa)y

Posto je  v(a/k)(b/x)=v(b/3)(a/k), onda jmamo :

postoJ1 bEA, postoji a€A tako da

A k= © , onda
v{b/A)(a/k)
postoji bEA, A 3v, o , onda
v(b/A)
A}?Hv Elvktp.

(FS) Treba dokazati

vEA®, tako da
= .
A;VT, treba dokazati Arﬁvkmvk.
No, to Je tacno, jer v(k)=v(k).
(Fﬁ) Neka je k#x,u. Treba dokazati
IS VAFW}J o (avk)(v)\ﬁvkﬁvkﬁvul'
Neka je AE mod(z) i veA® , tako da

A}?vkﬁvu, onda v(X)})=v(u). Treba dokazati
Alﬁ(avk)(vxmvkhvkﬁvu) tj.da postoji a€A,

Al= V oV Aﬁ V.
- kMTk=Yy0
v(a/k)? .

a to Je tacCno, jer za a moZemo uzeti bas v(X).
Obratno, ako je

Afﬁ(HVk)(VkmvknkaVﬁ);““*ondaﬁ'

Smer (-} Jje trivijalan. Obratno, ako Aemod(x),



postoji a€A tako da jJe

AE  v.mv Av, sy , tj.
via/k) ATk TR

postoji a6A tako da je v(x)=a i a=v(n), dakle v(Xx)=v(u),
$to daje
A E‘vk%vu

(F5) Neka Jje k#X.Treba dokazati

)3 %((E-Wk(Vkmv}\nfp)navk(vkmvkh]w)) o L.

Neka je A€ mod (xz), vEAY. Treba samo dokazati da

A {3V (Viav,A0) A3V (v ~voade).

Pretpostavimo suprotno.(QOnda poStoji atA 1 postoji bEA tako

da Je
AE V™Y A0 i Ak Vkﬁvlh]$,
v({a/k) - v(b/k)
Onda a=v_(l) -i b=V(;\) i A h (.0 'i A F -](D-

v(a/k) v(b/k)
Ali a=b, pa v(a/k)=v(b/k) i kontradikcija, jer smo dobili da
u modelu A za neku relaciju vazi i o i Jo.

|

& 3. CILINDRIGNE SKUPOVNE ALGEBRE

Citalac koji Jje paZzlijivo pratio dokaz prethodnog
tvrdjenja mogao je primetiti da se dokaz u sud3tini sveo na
"igru sa valuacijama". Naime, kada proveravamo da 1i na ne-
kom modelu A vaZi neka formulae¢ , mi ustvari traZimo skup |
tﬁqsvih onih valuacija ve€EA za koje je zi%qp Ako je;ﬂA=A‘il
formuia @ vazi naA. Ako je u pitanju implikacija g=>y , onda

ta formula-vdZzi na ‘Aakko odgovarajuci-skupovi valuacija {pA



A A A . .
i ¥ stoje u odrosu na ¢ < . Dalje, odgovarajucéi skup valua-

. A .
cija za formulu ©v) Jjeste (ow) =@AUpA; Za ©AY jeste (mﬁw)Az
A) : Au

:wAnwA, a za |© jeste (]wf4=-(w , tJ. komplement skupa ¢

Lu . .
odnosu na A . Ako znamo skup svih valuacija na kojima vazi ©,

kako dobijamo iz njega skup odgovarajudih valuacija za 3vk@?
Po definiciji vazenja formule na modelu,

AV

[ kona€no, formulama oblika ViRV odgovaraju skupovi valuaci-

..ﬁwa(HVkQ)A={VEAw:(EQEA)(V(aﬂKl€@

Jja
(v ) N veRS v (0=v () ).

Tako, prilikom dokaza da neka formula vaZi na nekom
modelu, mi ceo problem prevedemo na operacije sa odgovaraju-
dim gskupovima valuactja. Nasi argumenti pri dokazu su ustva-
ri odgovarajuce osobine skupova valuacija u odnosu na te ope-
racijJe. Prirodno se namece da se, nezavisno od formula, ispi-
| taju osobine skupova valuacija u odnosu na one operacije ko-
Je su se pojavile tokom rada sa formulama prvog reda. Te ope-
racije su bile: skupovna unija, skupovni presek i komplement
kao 1 operacija koja se pojavila kod*formuléiavkm. Oznacimo
tu operaciju sa Ck. Tada, ako je X neki skup valuacija (XcAm)
imamo |

C, (X)={vEA™: (3a€A) (v(k7/a)€EX)} tj.
C (X)={veA™: (32€X) (va<w) (a#k=2(3)=v(}))) .

Pogledajmo kako bi izgledale ove operacije kad bi
umesto valuacija tj. nizova duZine ¢ radili sa nizovima du3i-
ne 2.

Neka je Xgﬂz. Taj skup moZemo graficki predstaviti
u koordinatnom sistemu sa osama na koje smo naneli elemente
1z A.
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Stika br., 1,

Operacije unije, preseka i komplementa mozemo graficéki prika-
zati pomocu dobro poznatih Venovih dijagrama:

Al ' A b
v X Y- %‘

S1ika br. 2.

0d operacija Ck imamo dve :(C
2

0 1 C1

C x={y€A (IXEX)x4=y 41,

2

ij={y€A (3x€X)x0=y0}.



Stika br. 3.

Dakle, COX je cilindar koji obuhvata X, a paralelan je sa ho-
rizontainom osom, a C1X je cilindar koji obuhvata X, a para-
lelan je sa vertikalnom osom. Skup valuacija na kome vazi

formula Vo g je oblika

2
Do1={(x,y)€A DX

I

y}

S5to je ustvari dijagonala:

Slika br. 4 .



Sada smo spremni da sve ove operacijJe uredno "posiazemo" u
algebru, koju ¢emo zbog operacija Ck zvati ctlindridna Sku-

povna algebra.

DEFINICIJA 3.

Neka je o neki ordinal, U skup, 1 g#AcP(U®). Alge-

. CI ' + a | L
A=(A,U,Nn,-, 8, U ’Ck’DkA)k,A<a sa skupoviim operacija-
ma U,N,-, operacijama ecilindrifikacije Ck’

Ckx={yeua;(axex)(vx<a)(k#k=x =yk)} i konstantama g,

A

c

U™ i Dy, (dijagonale),
_ &, -
Dkk-{yeu .yk-yk},
zovemo cilindridna skurovna algebra dimenzigje o (sa bagzom U)

i obeleravamo sa Cs . Klasu svih takvih alqebri takodie obele-
o

zavamo sa Cs .

o

O

Tako, u dokazu Tvrdjenja 1. mi smo sa algebre formula teori-....

je £ presSlii na cilindriCnu skupovnu algebru &iji su elemen-

t1 skupovi_ valuacitija na nekom modelu A€ mod (x). Dakle:

TVRDJENJE 2.

Svaki model f jezika prvog reda L odredjuje cilin-
dricnu skupavnu algebru ¢58(p) dimenzije w sa nosacem

CS (M) = (oM |t Form |},

gde je o= (veM® |\ ko).

DOKAZ

Treba samo dokazati da je skup CS(M) zatvoren u od-
nosu na operacije cilindrilne skupovne algebre. To sledi iz
(vec diskutovanih) osobina:



)M M, M

(ovy) =0 Uy,

(oap) M=o nyM,
(Jo)M= - (o),

_(l)Hz g
(THM=m®

(3vi0)¥=C, (o)

)M

(vkﬁvk =Dy -

!

"Prelazak" sa algebre formula neke teorije I na skupovnu ci-
lindriénu algebru moZemo i matematiCki precizirati: to nije

niSta drugo do homomorfizam.

POSLEDICA 1.

Neka je Form_ algebra formula neke teorije ¥ , &

)2

M ¢ mod (X£). Tada postoji homomorfizam iz Fbrmz na c¢ilindri-

Cinu skupovnu algebru CS(M).

DOKAZ

Videti dokaz. Tvrdjenja 2.

TVRDJENJE 3.

Svaka cilindriéna skupovna algebra A dimenzije gy -
sa bazom U, ima sledece osobine (za sve X,YEA):

(CS0)  (A,u,n,-,8,U%) je BA

%
(CS3) € (XAC, Y)=C, XNC,Y
(CS4) €, CyX=C,C X
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(CS6) ako k#A,u ondd

DO Dy PBy )

(CS7) ako k#A onda

C nx)nc

Dk DN (-X))=9.

i

DOKAZ

Primetimo da smo te osobine implicitno ve¢ dokaza-
1i u Tvrdjenju 1. za specijalne skupovne algebre CR(M). Do-
kaz za proizvo]jnulCSG je vrlo slican,

(CSO) 1 (€CS1) trivijalno vaii.

(CS2) treba ustvari dokazati da je XCCkX.
No, ako je y€X onda yECkX jer

(IX)(X€X A (VA) (Afk=x4=y,),
jer za x mozemo uzeti bas§ y. |

(CS3) €, (XNC Y)=C XNC, Y.

k k k

Neka Jje yECk(XanY). To Je ekvivalentno Sa

(Hx)(XEanECkYA(VA)(l#k:xk=yk)) YRS
- (QX)(XEXA(EZ)(ZEYA(VB)(B#k=ZB=XB))A(VA)(A#k=Xh=yA)_
“«-r (HX)(32)(XQX&ZEYA(VB)(B#k:ZB=XB))h(VA)(A#k=XA=yl)
“r {EX)(32)(X€Xh2€¥h(VB)(B#k=ZB=yB))A(Vﬁ)(l#kéxl=yl)
<> (3x)(32) (ZEYA(VB) (BFk=zZ =y o) ) AXEXA(Y ) (Afk=xX =y, )
«= (BX)(XEXA(V})(Afk=XA=yA))h(EZ)(ZEYn(VB)(B#k=ZB=yB)
“> (YEC, X)A(YEC,Y)

< yECanCkY.

(CS4: v
;CkCAA pACkX.
ZGCkC

X -~

A
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> (jx)(XECAXA(VY)(y#kﬁxY=Zy))

- (BX((ﬂy)(y€XA(VB)(B#A=xB=yB))A(Vwﬁ(v#kﬂxY=zY))

Y=ZY)) |

< (ay)(HX)(yEXa(vfﬂ(sﬁlax8=y8)ﬁ(vw)(v#kwa=zY))

<7 (3X) (B ) (yEXA(V 8) (BFA=X =Y o ) A (V ) (Y7 k=X

< (3Y) (YEXA(YY) (vEkay#d=y =2 )

Ce o (3y)(yEXA(3u) ((VB) (BEk=U =y5)#(V6)6#h*u5=zg))=*

6

(jer za element u mofemo Uzeti

Us = Zy ako 1=k
Yy ako 1=X
Y ako ig{k, 2} )

1

< (3y)(3u) (YEXA(Y B) (BFk=u =y

<> (3u)(3y) (yEXA(V g) (Bk=u =y ) A(V8) (§FA=U =2 ))

) A(Vg) L8# A=l (=2 ()

Ains (au)«ay)(yEXA(VB)(B%kau8=y6))Afva)(6=xéu6=25))
AR (au)(ueckxn(v5)(6#kau6=za))
< > zECACkX,
dakle CkaXngCkX.
_ a _ O
(CS5) D =tyeu™ yk-yk}—U
(CS6) Treba dokazati da ako k#i,u onda
Neka Jje yEDkA’ onda yl=yu. Treba dokazati
(Ez)(zEleAZEkaA{VB)(B#k#zB=yB))
ti. (Hz)(zk=zknzk=zuh(VB)(B#k=zB=yB)).
NO za z moZzemo uzeti sledeéi element:
{z8=y8 , Za Sve Rxk,
Z

k=Y )



Dakle, Dkugck(DAknka).'
Neka Je sada1yGCk(DAknDku). Onda

(32) (2, =2,A2; =2 A(YE) (8FK=2gY())
+ (32) (2,2, A (VB) (BFk #25=Y,))
N
> yGDAﬁ,
Sto znadi Ck(DAknka)CDAp'

(CS7) Treba dokazati da ako k#X onda
C (D, 0X)NC, (D 0 (-X))=4.
Neka je x€C, (D, ,nX) i Xx€C, (D 4 n{-X)).
Onda . |
(HU)(Uk=UAAU€XA(VB)(§#k wx8=u8))h
A(Hz)(Zk=zxanXA(V6)(B#k=x8=zs))
+(3U)(HZ)(Uk=UlAZk=ZAAU€XAZEXA
A (VY )(B¢k#xB=UB:ZB))’_
ali poSto k#A onda

(u) (IZIUEXAZEXAX=UAX=Z)

> XEXAXEX, kontradikcija, Sto smo 1 trebali dokazati.



& 4. CILINDRIZNE ALGERRE

Jedan od najvaznijih pojmova u teor?ji modela jes-
te pojam interpretacije tj. prelazak sa sintakse na semanti-
ku. Videli smo u Posledici 1. kako pojmu interpretacije od-

«-govara pojam homomorfizma. -Naime, svakoJ interpretaciji te-.
orije £ u nekom modelu ¥ odgovara homomorfizam fip-p alge-
bre Form_ U algebru Cs(M).

Prvi korak koji ¢emo sad uraditi je motivisan sle-
deCim razmatranjem: Ako sintaksi neke teorije odgovaraju al-
gebre formula, semantici cilindriine skupovne algehre {a ta
dva pojmarsu U sustini ista) koje osobine mozemo izdvojiti

~koje b1 bile zajedniCke za obe vrste algebri?

[zdvajanjem zajednic¢kih osobina konkretnih algebri
ustvari nastaje (kao 5to smo i ranije navikli u algebri)
apstraktna verzija tih pojmova.

DEFINICIJA 4.

Cilindridna algebra dimenzijecx(CAu), gde je g ne-
ki ordinaini broj, jeste algebarska struktura

A :(A,"I’,' ,-,0,1!Ck,dk}g)k,}\{a,

tako da su 0,1 i d,, istaknuti elementi od A (za sve k,i<a),
Cp 1 - su unarne operacije na A (za sve k<a), + 1. su bi-

narne operacije na A, tako:.da za sve x,y€A.{ svaki k,),u<a
vazi;

(Co)  struktura (A,+,- -,0,1) _je BA

(C1) Ck 0=0

(C2) x:Cpx=x

(C3) Ck(x-Cky)=Ckx-Cky

(C4) CkCszc C, X

A"k
(C5)  dp,=1

(C6) akKo k#A,u onda dkuzc d

. d .
k( Ak ku)



(C7) ako kfk onda Ck(qkl'x)'ck(dkk"x)=0'

{1

(Ova] sistem aksioma za'cf1indriﬁne algebre pryi put Je pu-
hlikovan 1952. god.u jednom radu Tarskog i Thompson-a. (Aksi-
oma (C7) je prvo glasila: ako k#A onda dkl-ck(dkk-x)éx. Sa-

~dasnju aksiomu (L7-).3e -predlozio. Lyndon).
Na osnovu ranije dokazanih osobina algebre formula
neke teorije X odnosno cilindriéne skupovne algebre, odmah

imamo:
POSLEDICA 2.
(1) Algebra formula bilo koje teorije prvog reda jeste
cilindriCna algebra (dimenziie w).
(2) Svaka cilindriCna skupovna algebra je cilindrilna
algebra (iste dimenzije).
DOKAZ-
(1) Sledi iz Tvrdjenja 1.
(2) Sledi iz Tvrdjenja 3.
§

Koliko je jak aksiomatski sistem (CQ)-{(C7)? Koje
osobine konkretnih algebri Formz i Csu se mogu dobiti iz ak- .
sioma, a koje osobine su se izgubile tokom procesa apstrakci-
je’? | |

Prvo cemo se zadrzati na "pozitivnim" osobinama
sistema (Cg)-{(C7).Postoji iznenadjujuce veliko bogatstvo
osobina formulskih 1 skupovnih <c¢ilindri¢nih algebri koje se
mogu dokazati samo na osnovu aksioma (C0)-(C7). Monografija
[HMTIlgovori upravo o tome: o aritmetiékim osobinama cilin-
dric¢nih algebri.

Mi ¢emo na ovom mestu izdvojiti samo neke aritme-
ticke osObine CAG, uglavnom one, koje ¢emo kasnije koristi-

ti. Prvo takvo tvrdjenje govori..o .tome,. da svaka cilindrifi-...



kacija "Cuva nulu", "Cuva jedinicu" i da je idempotentna.
LEMA 1.

U svakoj CA_, svaka cilindrifikacija C, (k<a) zado-

voljava sledece:

(i) € x=0 akko x=0.

(11) C 1=1.

(i11) C C y=C,y, za svaki element y.

DOKAZ

(1) smer («) sledi iz (CO0). Dalje, posto po (C2) imamo
x<C x, onda ako C, x=0, onda x<0 tj. x=0. |
(11) Ako u (C2) uzmemo‘x=1, dobijamo

1<C, 1 ti. 1=C

<L, _k1'

(ii1) Stavimo x=1 u (C3), onda

Ck(j-Cky)=Ck1-Cky, onda zbog (ij)

Ckay=1-Cky=Cky.

/namo da se kvantifikator avk “"dobro slaze" sa
disjunkcijom tj.

S11¢no, u svakoj cilindkiénoj_skupovnoj'algebri Ck se slaze

sa unijom:

C, (XUY)=C XuC, Y.

k
Vazi 1 viSe. Za svaki indeksni skup I,

C.( U X.)= U C X..
Kijer 17 jep ki



Cilj nam je da dokaZzemo da se analogna osobina moZe izvesti
iz aksioma cilindric¢ne algebre. Jedan nadin da se to dokaZe
jeste pomocu Tvrdjenja 1.1z Glave 0. Naimé, dokazademo da je
operacija Ck samokbnjugovana operacija Boole-ovoq redukta BLA

u svakoj cilindriénoj a]gebri-AGCAa.

~ LEMA 2.

. s erdwmas

U svako]j CAaza sve Ck(k«ca) vazi

x-Cky=0 akko y-Ckx=0.

DOKAZ

Neka je x-C y=0. Tada zbog (C1)

"

Ck(x-Cky) 0, pa zbog (C 3)

> Ckx-Cky=0, pa zbbg kqmutativnosti
N Cky-Ckx=0,: pa zboq (C3)

N Ck(y-Ck )=0, pa zbog Leme 1(1i)

- y'Ckx=O.

TVRDJENJE 4

U svako] CAG vazi sledece:

(1) Ako _Elzi postoji, onda postoji 1
1

X C, 2. 1 vazi

jer K

C,{(Zz.)=XC,z..

igl 1 je1 K

(11) Specijalno, Ck(x+y)=ckx+cky.

k

(111) Ako x<y onda Cpx<C y.

DOKAZ

{1} -sledi iz Tvrdjenja 1. iz Glave 0 j Leme 2.(gore dokazane).



(11) sledi direktno iz (1).
(ii1) sledi iz (ii). Naime,
x<ysx+y=y-C, (x+y)=C (y) =

> C

k;+Cky=Cky—+Ckx£Cky.

0d izvedenih operacija CA_ razmotricemo dve: tzv.

zamenu SE i tzv. razmenu usi . Obe izvedene operacije 1gra-

ju vazinu ulogu kada govorimo o vezi izmedju RA i CA, kao 1
u problemima reprezentacije cilindrilnih algebri.

DEFINICIJA 5.

Neka je AECAG.Za svaki k., x<o 1 XEA definiSemo:
sa_x=*{x’ ako k=X
Cp(dpy %), ako k#A .

O
Pogledajmo Sta je metalogiCka interpretacija te
operacije s§ (koja se Cesto zove i "zamena"). Neka je I ne-

ka teorija prvog reda. Tada, odgovarajuca operacija u algebr]
Formy 1zgleda ovako: ako Je k#X onda

Sk

A

Dokazimo da je 3v (v ~v,A@) ustvari zamena promenijive v, ume-

(@/E)={¢€Form:i:=¢¢r3vk(vkmvknw)}

sto svih slobodnih pojavljivanja vy u formuli .

LEMA 3.

| Za svaku formulu ¢ jezika L i svaki model A jezi-
ka L vazi: ako je vE€A®, k,r€w(k#X) onda

Ak © akko AV (V) =V, A0)
v(k/v(r)) Y



DOKAZ

Al:vav.k.(vkwlmp) akko

postoji a€A tako da

Al v, i AE @ akko
v({k/a) v(k/a)

postoji aEA tako da

a=v({ A) 1T AE ¢ akko
vik/a)

Kao posledicu Tvrdjenja 4. moZemo dokazati:

POSLEDICA 3.

U svako]j CA,, operacija sk jeste kompletno aditiv-

na. A

DOKAZ

Neka Jje k#A 1 neka 2z postoji. Tada
it |

k
SA (%Zi)FCk(dkA‘izi)zck (%dkh'zi) —
- ‘ _ _ k
" okl 2= 28y

O

Druga izvedena operacija se dobija uzastopnom primenom opera-
racije zamene. |

DEFINICIJA 6.

Neka je AGCAG. Za svaki Kk,\,u<a 1 XxEA



neka je

us(k,})x=stsisﬁx.
O
Razlog Sto se ta operacija Cesto zove "razmena" lezi u nje-
noj metalogiCkoj interpretaciji. Naime, ako fofmula @ Ne sa-
drzi promenljivu VU onda u algebri Fom%:fomu1i wEﬁs(k,A)(m/g)

-odgovara formula. ¢ u-kojoj.. smo razmenili mesta.promenljivama. .
Vi T vy. Da bi to dokazali, uvodimo sledele pznake:
1) si neka znaCi bilo koju formulu
| : k _
takvu da je wESA(@/:) u Formz

2) Slicno, us(_k,;\)gp neka znacdi bilo koju formuilu
YE us(kal)(w/') u Form

H

2

jada Lema 3. ustvari tvrdi da je

A © akko A f=s§¢.
- v(k/v(R)) v
LEMA 4.

Za svaku formulu ¢ jezika L, koja ne sadrzi slobo-
dno pojavljivanje promenljive Vu’ 1 svaki model A jezika L
vazl sledecde:

Neka je vEA“ neka valuacija, a v° je valuacija de-

finisana sa

v(i) ako T
vi(i)= {v(k) ako i=)
V{A) ako =k,

ARl - akko Ak US(k,A)@;



DOKAZ

Na osnovu Leme 3 imamo

| u k X
Aij SkSa Sy @

A}$1sisiw= gde je v1=v(u/v(k)),

A!T.,z Sl};q) gde e v,=vy(k/vy(R)),

Aiﬁ3m ; gde je V3=V, (A/vo (1))

A¥3’$ , (jer ©® ne sadrzi slob. pojav1j.prom.vu).

"Nastajanje" valuacije v~ iz valuacije v moZemo pratiti u

siedefo] tabeli:

indeks — -

l21ﬁazija1 A H k-
Voo v{Ax) | v(u) [ v(k)
v, v{A) | v(k) v{k)
v, v{x) | v(k) | v(})
Vg v{k) vik) v{A)
v vik) [ v(u) | vix)

3
POSLEDICA 4.
U svako] CAa, operacija-us(k,k) jeste kompletno
aditivna.
DOKAZ
- Sledi iz Posledice 3. i definicije operacije
Us(k,k). |

0



& 5. VE7A CILINDRICNIH I RELACIONIH
ALGEBRI

U prethodnom paragrafu smo videli metalogilke in-

terpretac13e operacija zamene si i razmene s(k,k) Sta su

interpretacije tih operacija u skupovnim c111ndr1cn1m alge-

Drama ?

Neka Je AECSZ;XQA. Tada operaciju s? mozemo ilus-

trovati ovako:

STika br. 5.

Lepsa Jje 1ntuicija kada je X veé cilindar, recimo X=C1X:

/7_______

N\ o
{ﬂ§. \\\ 53X

X

S1ika br. 6.



Dak]e,;s?X jeste rotacija cilindra X za 90° odnosno reflek-
sija na dijagonali.

Da bi {lustrovali operaciju razmene, potrebna nam
je cilindriéna skupovna algebra bar dimenzije 3. Neka je

ASCs, 1 XcA neki 2-cilindar tj. C,X=X. Tada ,s(0,1) nije

2
ni$ta drugo nego refleksija preko ravni D0] tj. zamena 0-te

i 1-ve koordinate: - ___ .

2|

.5 (0,1} X

v

|
|
'
|
|
|
|
|
!
|
1
i

h-——-"—-u-lr—

Ao

Slika br. 7.

Naime, moZemo dokazati sledede:

LEMA 5.

Neka je &ECSB sa bazom U, X<A tako da je C,X=X.

2

Tada

5(0,1)X={(x,y,z)€U3:(y,x,z)EX}.

2



DOKAZ

. 2. 0o 1,
(x,y,zZ)€ 505150X

«-> (321)(x, y,z1)6002n5?5;X
0.1
+-> (_X,}’,X)ES,ISZX

» ]
> (3x1)(x1y,x)€DG1n52X

- (y,y,x)Es;X
- (Fy4)(y,y x)€D, NX

PN (¥ s X, X)EX

— (y.Xx,2) €X (Jer X=C,X).

Time smo stigli do prve veze izmedju operacija ci-
lindricne 1 relacione algebre. Naime, akoc binarne relacije
na U indentifikujemo sa 2-cilindrima u_U3, tada .operacija

s{0,1) nije niSa drugo nego inverzija.

z

DEFINICIJA 7.

Za svaku binarnu relaciju Rc_:jU2 definisemo

R* =R x U.

0

LEMA 6.

Neka je R binarna relacija skupa U, Tada su RE
(R_1)* 2-cilindri u Cs3sa bazom U 1 vaZi

,5 (0, 1)R*=(R™")*.

DOKAZ

Direktna posiedica Léme 5.
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Operacije sﬁ_ée nam omoguciti da interpretiramo
kompoziciju binarnih relacija u cilindri¢nim algebrama. Mo-

7emo dokazati sledede:

LEMA 7.

- Neka su R_i.S binarne relacije skupa”U..Tada_u_Cs3

sa bazom U vaizi

1 0
Cz(szR*nszs*)=(R 0 S)*.

DOKAZ

(x,xz)ecz(s;R*nsgS*)

o (X,Y,2)€CH(Cq(Dy,MR*)NC (D ,NS*))
- (327)((X,¥52 )EC, (D, HMR*) A(X,y,2 )EC (D, ,NS*))
“r (327)((3y ) ((X,¥ 22 )ED,,AR* ) a(3x ) ((X] ¥,z )ED, ,NS*))

< (327)(3y ) (3T ) ((%sy .22 )ER* Ay =2 ) A( (X5 y,2 )ES*AX =2 "))
<+ (3z2°Y((x,2 7,2 )ER*A(Z2 ,y,z )ES*)
<+ (3z27)({x,z YER A(z ,y)ES)

~+  {x,Yy)ER 0 S
- (x,y,z)}E (R o §)*.

Te dve poslednje leme daju ustvari glavnu ideju za vezu izme-
dju CA i RA. Naime, veza izmedju skupovnih - CA 1 skupovnih RA
se moZe preneti 1 na njihove aprstraktne analogone.

| Pre nego sto predjemo na precizan opis te veze, poO-

trebni su nam neki novi pojmovi.

DEFINICIJA 8,

..NekanEJAECAa_ Tada;.f



a) Ako Je xcA, onda
Ax={k<a : Cypx#x}.

b) Ako je Tca ,onda
o -{xEA : AxNT=¢},

c) Neka Je B<a, tada

R(S_BA:(A’-I_’. ’“’0,1,Ck’qk}g)k,)(_{6'

d) Neka Jje 8<a , tada

‘NrBA=R<Rd A, tako da je

B
B= C& A .
o

~B

Primetimo da sy elementi specija]nog'podredukta-NrBA samo oni
elementi x€A, koji imaju osobinu da

ako kE&aB onda C. x=x,

A
tj, da su elementi A-cilindri za sve x>»pR. NosaC algebre

ﬁ#SA ¢emo oznacliti sa NrBA. Sledeé¢i metod pridruzivanja rela-

cione algebre svakoj cilindridnoj algebri dimenzije a>=3 potice
od L. Henkina 1 A.Tarskog.

DEFINICIJA 9.

Neka je AECA . DefinisSimo algebru
v

Ra AZ(erA:'l':'5'50:1:;:u:d01)

tako da za sve x,yEerA. imamo

1
x;y=C2(52x-sgy)

xV= 5 (0,1)x

Dakie, nosal strukture RKaA Cine svi oni x€A za koje vaZzi

(A#0 1 l#i):CAx:x Za sve A<qo.

Motivacija za definiciju ocperacija

] i se vidi u lemama 6 i 7.
Moze se dokazati sledece: I |



TVRDJENJE 5.

Ako je AECAa,<x24, onda KaAERA.

DOKAZ

Nije teSko videti da je skup erA zatvoren u odno-
su na sve operacije +,:,-,3," 1 da O,1,d01€Nr2A (treba isko-
“ristiti da je operacija cilindrifikatije aditivna, da je ide-:
mpotentna, da Cuva 0 1 | 1td). Tako, KaA je algebra tipa
(2,2,1,0,0,2,1,0). Da bi bila relaciona algebra, treba samo
proveriti aksiome RA. Dokaz je po prirodni tehnicki, kompie-
tan se moZe nac¢i u [HMTII], Teorema 5.3.8.

o
No, moze se dokazati 1 viSe: sve relacione algebre nastaju 1z

jedne podklase CAB.

DEFINICIJA 10.
Neka je AECAG, XcA 1 neka SqAX oznalava podalgebru

od A generisanu sa X. Klasa McCA5 Jeste
| A .
M={A€SNr3CA4:A=Sg {xEA:Ax=2 }}.
O

MoZe se dokazati sliedede:

TEOREMA 1.

(i)  Ra*M=RA.
(ii) RKa indukuje. "1-1" preslikavanje tipova izomorfiza-
ma elemenata od M na tipove izomorfizama elemenata

kiase RA.

DOKAZ
Dokazi za (i) i (ii) su tehnitki dosta komplikova-

ni. Za dokaz (1) videti Teoremu 5.3.17 u [HMTII], a za (ii)

Teoremu 5.3.15. u [HMTII].

O



& 6. REPREZENTABILNOST

Aksiome cilindriénih algebri smo dobili apstrakci-
jom nekih osobina cilindriénih skupovnih algebri odnosno for-
mulskih aTgebri,ﬁKoliko_jeﬁgajfaksiomatski_sistem“ﬁjquggﬂaf_
zan®. da 11 pored skupovnih i formulskih cilindrignih algeb-
ri ima i druge modele ? Problemi tog tipa su poznati pod zhi-
rnim imenom “"problemi reprezentacije". Dok recimo u sluCaju
Boole-ovili algebri imamo pozitivan odgovor (svaka BA je 1zo-
morfna sa nekom BSA), dotlie u slucCaju CA odgovor je negati-
van.

- Prvo, Sto se tice kona¢nih dimenzija, moze Se poO-
kazati da je svaka konalno-dimenzionalna (s  prosta, dakle 1
poddirektno ireducibilna. Prema tome, posto direktan proiz-
vod dve netrivijalne algebre sigurno nije poddirektno iredu-
cibilan, kada razmatrémo problem kogje CA& su iTzomorfne sa
CSGJ mi su3Javamo nada razmatranja na poddirektno ireducibil-
ne algebre. No, podto~je po teoremi Birkhoff-a svaka CA& 1z0-
morfna sa poddirektnim proizvodom poddirektno nesvodljivih
algebri, onda problem reprezentacije mozemo formulisati na
sledeéti nacin:

Karakterisati one CA _ koje su tzomorfne poddirekt-
nom proiazvodu nekih Cs&. Takve algebre Cemo zvati reprezen-
tabilne. '

Definiciju reprezentabilnosti mozemo formulisati
ekviva]entnorna jedan drugi, viSe geometrijski nacin, uops-
tavanjuéi pojam skupovne algebre.

Uzmimo da nam jedinica V Boole-ovog dela cilindricC-
ne skupovne algebre (sa bazom U) nije U% , nego unija uzaja-
mno disjunktnih Dekartovih prostora tjJ.

V=u U , UinU, =8 za  i#].



Uy

stara Jedinica | nova jedinica
Slika br. 8.

Definiciju cilindrifikacije ¢emo izmeniti tako 3to cemo U®

zameniti za V tj.

C X={xEV: (3y€X) (VA) (A#k=x, =y, )}

STié¢no kod dijagonale

V Iy fV-ey =
th_{xevcxk“xx} .

Drugim recima, cilindrifikacija nekog skupa XgV se vr3i tako
$to izvr§imo “"obi&nu" cilindrifikaciju svakog dela od X-u.. ...
onom kvadratu, u kome se nalazi. Dijagonala je jednostavno
unija svih dijagonala datih kvadrata (vidi sliku br. 9.).

Tako dolazimo do pojma generalizovane cilindri&ne skupovne
aigebre.



(0}

Do

cilindrifikacija | dijagonala

Slika br. 9.

DEFINICIJA 11,

Neka je V= U u? , Ugnls=¢ za 43,1 AcP(V). Ako
i€l
je skup A zatvoren u odnosu na sve Eoole-ove skupovne opera-
cije, kao 1 operacije CE (k<a) i sadrZi skupove @,V i DEA

(k, <o), onda se algebra

A =(A’U’n’“’¢’V’CE’DEA)k y<q LOVE generalizovana ci-

lindridna skupovra algebra dimenzijeci(Gsa).
0
MoZze se dokazati da za «#0, CAa je reprezentabilna akko je

izomorfna nekoj Gs&. Tako, se reprezentabilne CAa definidu
cesto Kao one algebre koje su izomorfne sa nekom GS_

NiJe teSko videti da su sve CA dimenzije 0 1 1 re-
prezentabilne. Medjutim, veé za a>Z postoje nereprezentabil-
ne CA&. Idejadokaza te Cinjenice Jeste sledecda : poStoje
tdentiteti koji vaZe u svim Gs&, alt ne 1 u svim CAa. Na pri-_.

mer, takav identitet je -



C1(x*y*EO(X*-y))f—CO(C1xf-d0])=O (videti [HMTI],

lema 2.6.41 i Lema 2.6.42.) U [HMTI] je data jedna metoda
konstrukcije nereprezentabiinih CAa, a u [HMTII] se opisu-

je jo§ %est metoda. U [HMTII] se takodje daju 1 razni uslo-
vi za reprezentabilnost,

§to se tice formulskih algebri, naravno, nije SVa-
ka CA izomorfna. nekej formulskoj algebri. Jedan.od osnovnibh .

ra%loga jeste sledec¢i: ako je A algebra izomorfna formul -

skoj algebri, i x€A, onda postoji samo konacno mnogo indeksa
A tako da je Clx#x. Tu osobinu nemaju sve CAa |

No,postoji jedan trecCi pojam reprezentabiinosti ko-
ji potice iz nekih op§tijih razmatranja i daje pozitivne re-
sultate i u slucaju CA. Naime, jos su 1951.qg. Jdnsson i Tar-
ski dokazali da se svaka CA moZe reprezentovati kao tzv. al-
gebra kompleksa. Taj rezultat je posledica opstije teoreme o
Boole-ovim algebrama sa operatorima. Po3to ¢emo tehniku alge-
bre kompleksa kasnije koristiti i u nekim sluCajevima razli-
Eitim od CA, u sledecem paragrafu c¢emo taj rezultat o repre-

zentabilnosti dokazati u tom op3tijem obliku.

& 7.BAO I ALGEBRE KOMPLEKSA

U Glavi O smo definisali. Beole-ove algebre sa opera- .
torima kao Boole-ove algebre sa nekim dodatnim aditivnim opera-
cijama. Za BAO kaZemo da je dobra dko je kompletna, atomarna

1 normalna. Direktna posledica Leme 1.1 Tvrdjenja 4. jJeste

POSLEDICA 5.

a ) Svaka cilindricna algebra jeste normalna BAO.

b} Svaka cilindricna skupovna algebra jeste dobra BAO.



Analogon teoreme o potapanju BAO (vidi Glavu 0, Teorema 5.)

za cilindrigne algebre glasi:

POSLEDICA 6.

Svaka CA se moZe potopiti u neku kompletnu, atomar-

nu CA iste dimenzije.

G

Tako, ako dokaZemo teoremu reprezentacije za dobré BAO, teo-
remu reprezentacije za CA dobijamo kao direktnu posledicu.
Neka je dakle B kompletna, atomarna BAO. Nije tes-
ko videti da je tada dovoljno znati kako operacije "rade"
na atomima. Naime, sve operacije su aditivne i svaki element
je "zbir" atoma. Drugim reima, ako je F n-arni operator od
B, onda je dovolJno znaEi restriciju F na skup (Atg)n . De-
finisimo preslikavanje F: (At,)'>P(At,)

na sledecé¢i nacin:

Fla s a,,...,2,)=0(b) akko F(a;,...,a,)=b,
gde Je

¢(b):{a€AtRIa£b}.

Ako znamo presliikavanje E, znamo 1 operator F na celoj alge-
bri g. Naravno, preslikavanje E nije operacija u klasicnom
smislu. Ovaj primer nas motiviSe da uvedemo pojam poly-cpe-
racije u opstem sluCaju.

DEFINICIJA 12.

Neka je A neprazan skup. Svako ﬁres]ikavanje

f:An+P(A) zovemo poly—opefacija skupa A. Uredjen par (A;F)
ZOVemo Tpoly-algebra ako je F skup poly - operacija na A,

0

PRIMER 1.

~~-Svaka "™obic¢na" algebra se moze smatrati za poly-
~algebru. Naime, ako je f n-arna operacija algebre A, onda



odgovarajuca poly—operacija f . An+P(A) se definise sa

yEf’(x1,...,xn)"++' FlXqseenx )=y,

O

PRIMER 2. .
0 0dosvake ré1acije R arnosti n+1 moZemo napraviti
poly-operaciju arnosti n: |
R(f)(x,lji-_._'.,xn):{ye}-\ 1 (XysXgsee XY JER}. Obratno,

svaka poly-algebra se moZe smatrati za relacijsku strukturu.
Naime, ako Jje F:An+¢%A) poly-operacija, onda moZemo definisa-

ti relaciju arnosti n+1 na slededéi nacin:
o .
F )={(x1?x2,...xn,y) : yGF(x1x2,---=Xn)}-
- Naravno,
(F(r))(f)=F 3 (R(f))(r)=R.
O
Poly-algebri koja se indukuje na skupu svih atoma neke kom-

pletne 1 atomarne BAQO dademo i 1ime:

DEFINICIJA 13.

Neka je B:kompletna 1 atomarna BAO sa skupom ope-
ratora F. Neka je FEF bilo koji n-arni operator algebre BR.
Pefinisimo preslikavanje

F:(AtF)n+P(AtB) na slede¢i nacin

M

F (b,.,b b )={a€Aty : asF(by,by,...,b )},

»]5 2,....,

Poly-algebru sa nosaﬁem AtB 1 skupom poly-operacija {E:FeF}
Zzovemo atomiléna struktura od B 1 obeleZavamo sa At(B). o
Kako mozemo rekonstruisati algebru B akoe znamo samo njenu
atomiénu strukturu ? Da bi razmotrili to pitanje, prvo Cfemo
definisati jedno pridruZzivanje Cm koje ¢e svakoj poly-alge-
bri A pridruZziti BAO.



DEFINICIJA 14,

Neka je A poly-algebra sa skupom poly-operacija G.
Neka je GEG n-arna poly-operacija. Definisimo prestikavanje
"

G: P(A)>P(A) na slede¢i nacin:

G(X, X X )= {y€A: (Vi<n) (3x6X;)y66(xys . oxy) ).

Dyt
Tada algebru sa nosaem P(A), sa Eoole-ovim skupovnim operaci-
jama 1 operacijaﬁémm{&:GGG} zovemo algebra kompleksa poly-

~algebre A i oznalavamo sa Cm(A).

.

PRIMER 3.

Neka je A=(A,-) grupa a Ap=(A,o)-odgovarajuéa poty-

~algebra (vidi Primer 1.). Onda u Cm(A ) operacija o nije

)
p
niia drugo nego poelementno mnozenje podskupova od A:

X 0 Y={x'y : XEX,yEY}.

Kakve osobfne ima aTgebra kompleksa neke poly-alge-
hre A? Naravno, Boole-oy redukt od Cm(A) je kompletna, atomar-
na BA. Nije tedko videti da su sve dodatne operatije aditiy-oe
ne. Recimo, ako je & n-arna poly-operacija od A i Xq:%0,Y5,Y3,
...,YncA onda

N |
G(XqUXy,¥os gy, Y )= {yEA: {3y €X UX,) (BY,6Y,) . . .

...(EynEYn)yEG(y1,...,yn)}=
=1 yEA {3y X)) (Fyp€Y,5) ... (By, Y )YEB(Yys. sy )V
.V(3y1€XzM3y2€Y2)...(aynEYn)yeG(y1,...,yn)}=

A BEAY
= G(X1;Y2,Y35-'.-3Yn)UG(X2,Y23Y33:_,5Yn)-

Staviie, sve te operacije su i kompletno aditivne i normal-
ne. Dakle:

TVRDJENJE 6.

Za bilo kdju poly-algebru A, algebra kompleksa
Cm{A) je dobra BAD. | | |

a



Zanimljivo jé da vaZi i obrat Tvrdjenja 6. Naime,
svaka dobra BAO. jeste algebra kompleksa neke poly-algebre.
To i jeste obecana teorema o reprezentaciji dobrih BAC. Do-
kaz teoreme ujedno pokazuje kako se od zadate atomicéne struk-

ture At({(B) neke dobre BAO B moZe rekonstruisati algebra B.

TEOREMA 2.

Neka je R dobra BA(Q. Tada

B=Cm{ ALt (R)).

DOKAZ. .

Imamo sledede:

B dobra BAO At(B) Jje poly-algebra
sa nosacCem B At(B) Sa nosacCem AtB, 1 0p.
F operator na B F(b1,...,bn)=

={a€AtR:a€F(b1,---abn)}

Cm(At(R))
v
Cm(At(B)) je dobra BAO
52 nosalem P(AtB) 1 op.

F(XqsonesX )= {y€AtR: (Ix €X; )YEF(Xp,. ..

Dokazacemo da je preslikavanje
¢:5+P(At8), definisano sa
w(b)ﬁ'aEAtB:agb}

trazeni izomorfizam.
Treba dokazati da za svaki n-arni operator F od B i sve

bysb,s...sb EB vaZi

).
(1) W(F(byseeasb ))=F(0(b ), (b ).

Ako je bar jedan b{=0, onda zbog normalnosti operatora F ima-

T2

mo da (1) trivijalno.vazi..



Neka Jje u daljem (Vh@ﬂbi#O‘
Dokazimo prvo smer < relacije (1).
Neka Je aew(F(b],...,bn)), onda
(2) atAty 1 aﬁF(b1,...,bn)‘

Treba dokazatq
av

aEF(w(b1),...,¢Qbh)]-++
aEAt, T (Wi<n) (3x € (bs))akF (xg,. .. ,x )<
(3) aEAtB T (vien)(3x;€9(b.))asF(xy,...,x,).

Po3to je (vi<n)b,=Zy(b;) , onda znamo da je

acF(Z¥(by),. .., Z0(b ),

i poSto je R atomarna, 1 VbiﬁO, onda

(Vign)W(bi)?ﬂ-

Neka Je
Tada, zbog kompletne aditivnosti operatora F imamo
F(ZW(b‘I)!"'!zw(bn)): z F(X“( X2k 8 + %
k.€I., 1 fa
J ]
je{1,...,n}

Posto je a atom, onda za sve kJEIj(jén) 1mamo
a-F(
1 2 1

Ako bl uvek vazilo ovo drugo, onda bi bilo

a-F(b.l,...,bn):a' E F()(,]kr,.__,xnkn):
k . .
JEIJ’

j<n
= ) a*F(x1k y oo Xy 1=0,
kjEI., 1 MK

N
J<n

a to Je u kontradikciji sa (2). .Dakle,

X1k gKZk ,...Xnkn)=a -i‘li a'F(X1k ,.-...,Xnk )



(v1£rﬂ(3x1€w(bi))a'F(x1,...,xn):a;
(V<) (3x;€0(by))asF (X h...0x ),

Sto smo i trebali dokazati (vidi (3)).
Obratno, dokazimo smer 2 relacije (1).

3y

Neka je a€F(W(by),....0b )) <>
aEAt i_(Viéﬁﬂ(axiEUKbi))aQF(x1,...,xn).

Posto

(Vigmu(xi€#(bi)) onda X;<SLY(by) =b..

Funkcija F je aditivna pa dakle 1 monotona, pa imamo

aEAt_ 1 (Viﬂrﬂ(axi€u4bf))aﬂF(x1,...,xn)gF(b1,...,bn)

R
dakle,
aGAtzg1 aﬁF(b],...,bn)
sledi
a€¢(F(b1,. ,bn)), QED

POSLEDICA 7.

Svaka CA se moZe potopiti u algebru kompleksa neke
poly-algebre.

DOKAZ

Sledi 1z Teoreme 2., Posledice 5. 1 Posledice 6.
B

U [HMTI] se moze naci taCan opis onih poly-algebri koje su
atomicCne strukture kompletnih, atomarnih CAa(videti Teoremu
2.7.40 u [HMTII).

Spomenimo na kraju da i poly-algebre imaju odgova-
rajucu teoremu reprezentacije. Svaka poly-algebra je atomic-



na struktura neke dobre BAO, Naime, moZe se dokazati da za

svaku poly-algebru vazi

A=At ( Cm(A}).

& 9. AKSIOMATIZABILNOST I ODLUGIVOST

Osnovni razlog za3to se jzulava teorija cilindric-
nih algebri Jeste njena veza sa raznim IOQiEnim sistemima.
Tokom istrazivanja tih medjusobnih veza, unutar teorije ci-
lindric¢nih algebri se pored problema reprezentabilnosti na-
roc¢ito istakla dva podrucja i1straZivanja: problemi aksiomati-
zabilnosti 1 problemi odlucivosti. Zbog same prirode citin-
dricnih algebri, za oCekivati je da su ti problemi netrivi-
jalni.

Sto se..tiCe aksiomatizabilnosti, situacija je slic¢-
na kao u slucaju relacionih algebri. Klasa relacionih alge-
bri se definiSe pomocu kona¢no mnogo aksioma, a klasa repre-
zentabilnih relacionih algebri je “neuhvat]jiva“—ﬁako je va-
rijetet, nema konalnu bazu identiteta (Monk, 1964). VaZi i
stroZa verzija Monkove teoreme (vidi recimo {Jd1): . Svaka
jednakosna baza za RRA sadrZi identitete sa proizvoljno mno-

- go promenljivih. -Prvi rezultat o aksiomatizabilnosti za CA "~
prinada takodje Monku:

TEOREMA 3. (Monk, 1969)

Za 3<a<w, klasa reprezentabiinih cilindriénih alge-
by IGSa nije konaéno aksiomatizahilna.

O

U svom dokazu Monk pokazuje da klasa CA&xIGSu nije zatvorena
u odnosu na ultraproizvode. Monk je definisao i pojam defi-
nabilnosti pomocu konagne odnosno prebrojive Seme jednakos-



£ti. Intuitivno, za skup identiteta £ kaZemo da je u obliku
konadne Seme, ako postoji koracan skup identiteta Z, 1 Oor-

dinal o tako da se identiteti iz % dobijajp tako Sto se u
jdentitete 12 L, zamene redom svi ordinali manji od o. Re-
cimo, ako Je oW, onda'skup aksioma (CO)-(C/) za CAa nije

konacan, ali Jje u obliku konaine %eme. MoZe se dokazati:

TEOREMA 4. (Monk, 1969)

Za oFw, Y1Gs nije aksiomatizabilno pomoCu konacne
Seme jednakosti.

w

Posto Je 1Gs, jedhak@Sna klasa, ipak je prirodno trazZiti ne-
ki jednostavan skup jednakosti. Moze se pokazati da se za o=w
IGSéﬁﬂ-mﬂfe aksiomatizovati pomocdu prebrojive Seme Jjedna-
kosti. U [HMTII] su data tri takva skupa, medjutim svaki od
tih opisa je jo§ uvek dosta kompiikovan.

Glavni rezultati o odludivosti u teoriji cilindric-

nih algebri su sledeén:

(1) Jednakosne teorije za CA, i IGs, su odlulive.
(2) Za 3o i_IGsacKcCAa, jednakaosna teorija od K jJe

neodluiva.

(3) Elementarnﬁ teorijauadHCAT.je,neod¥uéiua,

3

Prvi rezultat su dobili Henkin i Dana Scott.

Drugi rezultat za a?ﬂ_i Za K=IG53 jeste rezultat Tarskog, dok
je ostale slufajeve uradio Maddux. U [HMTII} se moze nadi
Maddux-ov dgkaz. Njegov dokaz se bazira na rezultatu Posta i
Markova o neodludivosti problema reci za semigrupe. Ta] re-
zultat se koristi tako 5to se za sve CA ,a>3 definise opera-
cija ; R



Xx:y=C (STC x+s°C y)
2 7 2 2 2

(unorediti sa Lemom 7. u Glavi I.)

Mi ¢emo u tredo] glavi takodje 1skoristiti rezultat Posta i
Markova za neke druge rezultate neodlucivosti.
Treé¢i naveden rezulat, da je elementarna teorija od CA1 neo-
dluc¢iva je od M.Rubina (19769, a dokaz se bazira na neodlu-
Civosti elementarne teorije dve relacije ekvivalencije.
Spomenimo na kraju da rezultati odluéivosti imaju
(pored toga Sto su interesantni sami po sebi) i jake metalo-
giCke posledice. Intuitivno receno, ¢injenica da je neka jedQ
nakosna teorija odluliva govori o tome. da se u njoJ ne moze
interpretirati ni1 jedna 1ole "jaca" teorija. Na primer, dok
se u jednakosnoj teoriji RA moZe intrepretirati aritmetika
111 teorija skupova, dotle su jednakosne teorije tzv. sla-
bih relacionih algebri (WA) i1i neasocijativnih relacionih
algebri (NA) odluCive tj. suvise "jednostavne" da bi se u
n]ima mogla interpretirati neka jacCa teorija. S1iéno, dok
CA3 dopudta takve jake interpretacije, dotle klasa NCA3 (ko-
ja Je definisana aksiomama CA bez aksiome (C4)) ima odluéivu
Jednakosnu teoriju i ne dopuSta jake interpretacije. Rezul-
tati tog tipa (novijeg datuma) mogu se nacéi u [N86].



| GLAVA [1
AKSIOMATIZABILNOST

U ovoJ glavi su nastavljena istrazivanja zapoceta
u lmagl . Teorema 2. re$ava probleme 6. i 7. iz [mag]. Doka-
Zuje se, naime, da klasa semigrupnih relacionih algebri S
nije aksiomatizabilna (elementarna). Da bi to dokazali, uvo-
de se pojmovi nive]franja (Def.1) 1 karakteristicnog broja
(Def.3). Glavna ideja dokaza je sadrZzana u Teoremi 1.Lema 4.,
5. i 6. govore o nekim osobinama beskona&nih EBoole-ovih grupa-
~te. osobine su se takodje pokazale 5u§tin&ke#uad&kaauﬁlaanamezm
U paragratu 4 1izucCavamo kako se presiikavanje
Ka:M>RA pona3a u odnosu na ultraproizvode (Teorema 3.). Ta
istrazivanja nam ombguéuju da se daju neki doﬁoljhi uslovi
da se neelementarnost podklase relacionih algebri "prenese"
na odgovarajucu klasu cilindriénih algebri (Tvrdjenja to1 2.).
Posledica 2. primenjuje neke od tih rezultata na klasu

Ra_1(8¢) (odgovarajuca klasa cilindriinih algebri za klasu
semigrupnih relacionih a1gebr1),

Na kraju glave, u parahrafu 5 je.uopSena metoda. do-. .
kazivanja neaksiomatizabilnosti (iz Teoreme 1.)na bilo koju

klasu univerzalnih algebri (Teorema 4.).



& 1. SEMIGRUPNE RELACIONE ALGEBRE

U radovima [mag] 1[CM87p] je uvedena 1 proulavana
jedna nova klasa vrelacionih algebri, klasa tzv. semigrupnih
relacionih a1gebri'(5¢). Ona je uvedena sa ciljem da se nere-
Sivost problema reci za klasu semigrupa "prenese” na klasu
relacionih a]gébri. |

Poznato je da se svaka Booh&ﬂva'a]gebra moZe "obo-
gatiti" do relacione algebre. Za semigrupe to ne vazi. Nai-
me, za svaki kardinalni broj =3 postoji semigrupa S kardi-
nalnosti A tako da S nije semigrupni redukt ni Jjedne relacio-
ne algebre (Vidi [CM87b1). Medjutim, lako se vidi da se sva-
ka semigrupa moZze potopiti u semigrupni redukt neke relacio-
ne algebre. Da bi to dokazali, u [mag] smo postupili na sle-
dec¢i nacin: |

Neka je S semigrupa. PoSto se svaka semigrupa mo-
e potopiti u semigrupu sa jedinicom, u daljem mozemo pret-,
postaviti da S ima jedinicu. Semigrupu S moZemo reprezento-
vati kao semigrupu transformacija T(S) na sledecCi nacCin:
svaki element SES se reprezentuje kao desna transtacija

S={(x,x-s);s€5} i skup tako dobijenih desnih translacija
se posmatra u odnosu na kompoziciju funkcija. Zatim se u pu-
noj relacionoj algebri R(S)=(P($%),u,n,-,4,5%,0,8., ") pos-

matra relaciona algebra koja je generisana elementima od
T(S). Ta relaciona algebra se oznaava sa ¢(S). Naravno, S
je izomorfna podsemigrupi semigrupnog redukta od ¢(S).

Za relacionu algebru A kaZemo da je semigrupna re-
laciona algebra ako postoji semigrupa S tako da je A=¢(S).
Svaka semigrupna relaciona algebra je orava relaciona algebra.
Obratno ne vazi. Za svaki kardinaini broj A=3 postoji prava
relaciona algebra nad skupom od X elemenata takva da A nije
semigrupna relaciona algebra (vidi [maql! strana 59, Tvr-
djenje 6). Takodje, ako je waeékonaéanw&kup1~puna~re1ac40na



algebra RK{(X) nijc sémigrupna relaciona algebra (vidi [CM87/b]
Corollary 1,}. S druge strane, svaka konaé&na puna relaciona
algebra R(n) se moZe dobiti od neke semigrupe S pomocu pre-
slikavanja ¢(vidi [CM87b, Teorema 1]).Tvrdjenje 7.ulmag] da-
je potreban i dovoljan uslov da neka prava RA bude semigru-
pna relaciona algebra. Medjutim, ta karakterizacija niJe na
jeziku prvog reda. Prirodno se postavlija pitanje da 11 Je

kTasa'S“=I¢*(SEM);ftjf:klasa svih relacionih algebri koje su -
izomorfne nekoj semigrupnoj relacionoj aligebri, moze opisati
redenicama prvog reda ? U radu [mag] to pitanje je ostalo

otvoreno. Ovde éemo dokazati da je odgovor negativan. U da-
ljem ¢emo i elemente od Si zvati semigrupne relacione alge-

bre.

& 2. NIVELIRANJE I KARAKTERISTICAN BROJ

Potreban i1 dovoljan-uslev-da neka klasa K modela
jezika L bude elementarna jeste da je K zatvorena u odnosu
na ultraproizvode i elementarnu ekvivalentnost. VeC smo u
[mag]l dokazali da S, nije ni varijetet ni kvazivarijetet
(Posl. § na str. 64?, kao 1 da S¢ nema Hornovski skup aksio-
ma (Posl. 10 na str. 65). 3to se tie ultraproizvoda, u [mag]
smo dokazali (pozitivan !) rezultat da je ultraproizvod ele-
menata k]aSé“S&”izomorfan sa pravom relacionom algebrom (Tv-
rdjenje 12. na str. 66), $to je govorilo u prilog hipotezi
da Je S¢
ljem éemo dokazati da Sdj nije zatvoren u odnqsu na ultraste- |

zatvoren u odnosu na ultraproizvode. Medjutim, u da-
pene. Da bi to dokazali, potrebni su nam neki novi pojmovi.

DEFINICIJA 1.

Neka je 7w skup svih termova na jeziku relacionih
algebri.Za familiju [nn:new}cP(ﬁ) cemo reéi da je mnivelira-
nje skupa w ako vaZi |



(1) n<sm +1TnETTm,

(2) U{ﬂn:n€w}=ﬂ.

PRIMER 1.

heka je m_ skup onih termova iz w koji imaju najvi-

n
te n promenljivih. Tada je{ﬂn:nEw} niveliranje od .

PRIMER 2.

Neka je m skup onih termova iz = koji imaju najvi-
ze n funkcionalnih simbola. Tada je {ﬂn:new} niveliranje od .

O

Neka je A relaciona algebra 1 X&A. Oznalimo sa n (X) skup

svih onih elemenata iz A, koji se mogu dobiti kao vrednost

nekog terma iz T nad skupom X tjJ.
a€wn(X) akko (3t€wn)(aa],...,akEX)a=t[a1,...,ak].
Ako Je aEWn(X), kaZemo da se element a moze konstruisati od

elementa od X u najvide n koraka (relativno u odnosu na nive-

firanje {m :n€uwl).

LEMA 1.

Fi

Neka je {ﬁn:nEm} neko niveliranje, A relaciona al-
gebra, Tch. Tada
T generise A akko A= u w (T).

nEw
DOKAZ

Sledi 1z definicije niveliranja 1 definicije gene-
ratornog skupa neke algebre.

m



DEFINICIJA 2. (vidi [mag])

Za neki element a€A neke ré1acione algebre A ka-
7emo da je pravi funkeionalni element ako vazi sledece:
(i) & ! o a<t-

(ii) a o 2”11

LEMA 2.

Neka je A relaciona algebra, PF(A) skup svih pra-
vih funkcionalnih elemenata od A. Ako je ¢(S) nosaC algebre
¢(S) tada za svako niveliranje {m [n€w} vaZi

6(S)= U T (PF(8(S))):
new

DOKAZ

Sledi iz Leme 1. i definicije preslikavanja ¢

Glavna jdeja aokaza neaksiomatizabilnosti klase S¢ jeste da

se nadje

1) niveliranje {ﬂn:nEm} 1

2) semigrupa S,

tako da za sve nE€w postoji relacija o, iz ¢(S) za koju vazi
o BT (PF(6(S))).

Stedeca teorema pokazuje da ako nadjemo takvo niveliranje i
takvu semigrupu, onda moZemo konstruisati ultrastepen semi-

5

ce bitl prava relaciona algebra (zbog Tvrdjenja 12. u [mag}])

grupne relacione algebre koJji ne pripada S Taj ultrastepen

ali necCe biti generisan skupom pravih funkcionalnih elemena-
ta. |



TEOREMA 1.

Neka je {ﬂn:nEw} niveliranje od w, a S semigrupa
<3 osobinom da za svaki nEw postoji relacija o, 12 »(S) ta-

ko da Je

(*) o (PF((S))).
Tada, za svaki negiavni- u]trafilier.D1.ultrastepen.5¢(s)/a_

nije semigrupna relaciona algebra.

DOKAZ

Neka je D neki neglavni ultrafilter nad w, 1

Dolkazacemo da AE%b.

Pretpostavimo da AES . Zbog uslova teoreme imamo da

b
U:(on:new)/DEA. Tada, zbog Leme 2, postoji néuw tako da Je
UEWH(PF(A)). To znali da Je

o=t [F1 £, ..., £5]

za nekl term teﬂn ] f1,f2,...,fk€PF(A).

Zbog definicije ultrapoizvoca

T B k
B={i€wio =t [f. 5, .., f;1)€D.

Flementi f1,f2,...,fk

na "biti pravi funkcionalni element” je jzraziva preko formu-

su pravi funkcionalni elementi. Osobi-

le prvog reda. To znali da imamo

A1={i:f1€PF(¢(S))}€D,

A

A,={i:fSEPF(9(S))IeD,

~~—

Ak={i:f3€PF(¢(S))}€D.

—

Neka Jje C=n{AS:5€{1,2,...,k}}. Tada zbog osobine ultrafiltra

imamo da CED, pa podto je i BED onda BnCeED. Posto je svaki
element neglavnog ultrafiltra D beskonacan skup, imamo da po-
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toji beskonaclno mnogo indeksa J takvih da je

Tako,

2

- , - L]

J

.,fEEPF(¢(F)) 1

t[fl,f
757t

1 .2

J-,..

k
c,f" L]
il

(1) UjEﬂn(PF(¢(3))) za beskonaCno mnogo indeksa J.

Medjutim, po pretpostavci

tegreme

1mamo

o Em (PF(#())), za s>n.

Pcitp Je T

c T, to implicira

o Em (PF(9{S8))), za sve s>n,

Sto je kontradikcija sa

(|

(1).

da

Tako, dokazali smo AgSg.

U naSem sluaju nije zgodno koristiti "standardna" nivelira-

nja po broju promenljivih i1i broju funkcionalnih simbola u

termu.

Definisademo Jjedan novi

DEFINICIJA 3.

tip niveliranja.

Neka je t term na Jeziku relacionih algebri.XKarak-

teristidan broj od t jeste prirodan broj ch{t) takav da

(1)

ako
ako
ako
ako
ako
ako

ako

je t promenlijiva
je t=0 113

e

je t=t1+t2-tada
je't=%1, tada
je t=t;1 tada
PRIMER 3.

Neka Je t=(xof
ch{t)=ch(xo(y+

111

t=1 onda ch(t)=0 ;

t=1"onda ch(t)=1

t=t,-t, tada ch(t)=ch(t1)+ch(t2) 3

ch(t)=ch(ty)+ch(t,) ;

ch(t)=ch(t1)

ch(tj=ch(t1)-
ch(t)=ch(t1).

]
¥

ch(tz) X

Tada



=ch(x)-ch(y+Z)+ch(17)+ch(y )=
=ch(x)-(ch(y)+ch(z))+ch(1")+ch(y)s=
= 1(1+1)+1+1=4.

LEMA 3.

——————-

~Neka je m ={t€n:ch(t)<n}. Tada je-{ﬂh:new}"jedn0~--

niveliranje od .

DOKAZ

Sledi iz definicije niveliranja i karakteristicCnog

broja.,

0

% 3. AKSIOMATIZABILNOST KLASE sé'

Da bi dokazalil neaksiomatizabilnost klase S¢, osta-

1o je nacéi semigrupu S tako da Je za neko niveliranje
{Wn:nem} zadovoljen uslov (*) Teoreme 1.

U daljem, akc je S semigrupa, sS€S, onda
ps={(x,x'5):x65} i
T(S)={pszs€S}.

Dokazacdemo da za semigrupu & mozemo uzeti beskonalnu Boole-ovu
grupu. Naime, svaka takva grupa S ima sltedecCu vainu osobinu:
Skup pravih funkcionalnih elemenata PF(¢(S)) se poklapa s
skupom T(s) generatornih elemenata od ¢(S). Dakle, za svako

niveliranje {ﬂn:nEw} vazi

m(PF($(S)))=m (T(S)).



LEMA 4.

Neka je S Boole-ova grupa i neka je F_ Boole-ova
podalgebra Boole-ove skupovne algebre P(S), tako da je f_ ge-
nerisana Skupom svih konacénih podskupova od S. Tada

¢(S)={U{pa:a€X};X€FO}.

DOKAZ

Oznacimo Sa@ R skup {u{p,:a€X}:X€EF }. Jasno, svaka

relacija jz R pripada skupu ¢(S). PoSto za sve razliCite ele-

mente a,bES vazi pahpb=@ 1 {pa:aGS}=52 onda imamo

(U{oa:aGX})n{U{pb:bEY})=U{pc:c€xoY},

(U?pa:aGX})=U{pa:a€?}.

Dakle, skup R je zatvoren u odnosu na Boole-ove operacije. Tako-

-1

dje, R je zatvoren u odnosu na , jer za sve ¥cS, relacije

ox=u{pa:aex} sy simetricne. Na kraju, dokaZimo da je R zatvo-

ren u odnosu na kompoziciju relacija.
Za sve X,Y u FO vazi
(U{pa:aEX}kﬁu{Db:bEY})=U{pd:d€XY},
gde je XY={xy:x€X,yeY}. Tako, dovoljno je dokazati da jJe XYEFO

ako Je XGFO,YEFO.

Primetimo da se F0 sastoji od svih konacnih
i kofinitnih podskﬂhova od S {(za X=S kaZemo da Jje kofinttan
ako je X konacan). Lako je videti da ako jeX il1 Y prazan
skup, onda- je i XY prazan i ako su X i Y konaéni,onda je 1 XY
konacan. Ako su X,Y#g i X 111 Y je kofinitan, recimo X Je
kofinitan tada Je XYoXy za sve y€Y. Tada f?cf? . Medjutim,

'Xy|l=|X| jer je S grupa. Tako, i XY je kofinitan. Tako, R je
zatvoren u odnosu na sve relaciono-algebarske operacije.
Dakle, ¢(5)=R.

1



LEMA 5.
Neka je te€m , gde je {ﬂn:nEm} niveliranje po karak-
teristiénim brojevima, i1 neka je S beskonacna Boole-ova grupa.

Tada, za sve p]=92""’gk€T(S) vazi

(1) ako t[p1,pz,...,pk]=U{pa:a€X} tada [X|<n 111 [X| <n.

DOKAZ

Dokazacemo indukcijom po sloZenosti termova U 7 da

Za sve p1,..,pk€T(S) vazi

(2) ako t[p],pz,...,pk]=U{pa:a€X} tada
| X|<ch(t) {11 |X|<ch(t).

To je dovoljno za dokaz (1) Jer po pretpostavci tewn, a to
znaci ch{t)<n.

Ako je t neka promenljiva i1i neki simbol konstan-
te, tada je tvrdjenje ogigledno. Pretpostavimo da (2) vazi
-3 sve terme manje slofenosti od t i dokaZimo da (2) vazil za
t. Tada imamo sledeée mogucénosti:

_ s o= o _
t:twﬂtzgt—t‘lUtzgt“t»],t—t1 -].[1 t‘-t10t2.

Ako Je

ti[p1,...,pk]=U{pa:a€Xi}, i=1,2,

tada, na osnovu dokaza prethodne Teme imamo da Je
t=U{QC:cEX}

qde Jje X=X1ﬂX2,X=X1UX2,X=X1,X=X1 714 X=X1X2

respektivno. Po indukcijskoj hipotezi imamo

(Ixql<ch(t,) 913 I<eh(ty))

>< | ><|

([leﬁch(t ) 114 ich(tz)).

2 2



Nije teSko dokazati da zbog definicije karaktefistiﬁnog broja,
"y svakom slucaju [X [Kch(t) i1i |Xi<ch(t).

O

LEMA 6.

Neka je S beskonalna Boole-ova grupa i neka Jje
{ﬂn:nEw} niveliranje po karakteristiénim brojevima. Tada, za

svaki n€w postoji relacija o €¢(S) tako da je

0 €T, (PF(9(S))).

DOKAZ
Neka je a1,a2,...,an,... niz razlicitih elemenata
iz S. Neka je Xn={a1,a?,.;.,an} i an=U{pa:a€Xn}. Prema Lemi

5. 1mamo da ako

U{Da:aEX}E T (PF($(S)) tada ]Xj;n i11 | X[<n.
PosSto je ani=n, onda zakljulujemo

o ET (PF(4(S))).

TEOREMA 2.

Klasa S¢_semigrupnih relacionih algebri nije elemen-

tarna.

DOKAZ

[z Teoreme 1. i Leme 6. sledi da klasa S¢ nije za-
tvorena u odnosu na ultrastepene, pa dakle nije elementarna.



& 4. ULTRAPROIZVODI 1 PRESLIKAVANJE KRa

U Glavi I smo videli da postoji vrlo tesna veza
izmedju klase relacionih algebri i kilase cilindriénih alge-
bri. Videli smo da svako] AECAG, a=3 mozemo pridruziti
ctrukturu KaA, tako da je ta struktura relaciona algebra
ako je o=4. Definisali smo klasu MgCA3 koja ima osobinu da
je preslikvanje Ka:M-RA sirjekcija, i da indukuje "1-1"
orreslikavanje tipova izomorfizama elemenata od M na tipove
izomorfizama elemenata od RA. U ovom paragrafu femo videti
pod'kojim uslovima se prenosi osobina “"klasa nije elemen-
tarna" pomocu presiikavanja Ra. Na kraju ¢emo, u tom kon-
tekstu, videti §ta moZemo rec¢i o klasi onih cilindriinih al-
gebri iz M koje se preslikavaju pomoCu Ka na klasu semigru-
pnih relacionih algebri S

Poito za svaku relacionu algebru A postoji, do
na jzomorfizam jedinstvena, cilindriina algebra BEM tako
da je Ka(B)=A, onda ima smisla uvesti slededu oznaku: ako
je KcRA, onda

Ra”1(K)={BEM:Ra (B)EK}.

Tu klasu zovemo odgovarajuda klasa cilindriénih al-
gebri (u odnosu na K). U daljem ¢emo pretpostaviti da Je
klasa K apstraktna tj. zatvorena u odnosu na izomorfizme.

TVRDJENJE 1.

Neka je K klasa reilacionih algebri koja nije zat-
vorena u odnosu na ultraproizvode. Ako za sve ultraproizvo-

: -1
de TA1/D (A;€Ra” " (K)) wvazi
R o=

onda odgovarajuca klasa cilindiénih algebri Ra_1(K) nije
elementarna.



DOKAZ

Posto klasa K nije zatvorena u odnosu ha ultrapro-
izvode, onda postoje B;EK(i€l) 1 ultrafilter D nad I tako da

UBi!DEK.
1

Poéto za preslikavanje Ka:M-RA vazi
Ra* (M)=RA
onda za sve i€l postoj? AiGM tako da Jje
Napravimo ultraproizvod M A /., i dokaZimo da 1 A/ ERa"j(K).‘
D Kazin i/pf
inamo da mA_/ €Ra”!(y) ako Ra(1A;/;)EK.

iz uslova.tvrdjenjaﬁimamo

!

ka(ﬂAifD)EﬂRaAi/D=ﬂBi/DEK, dakle ”Ai/DERa (K) pa

ka-1(K) nije elementarna,

. Uslov (%) Tvrdjenja 1. govori o tome da operator

Ra treba da komutira sa operatorom ultraproizvoda Up. Ono Sto

znamo da operator RKa komutira sa operatorom direktnog proiz-
voda:

Ka*PK=PRa*K, za KgCAﬁ,a 23 (videti [HMTIII,
str. 218, Lema 5.3.11.) i sa operatorom podaligebre S:

ka*SK=SRa*K, Za Kr;_:SNr3CA4
(videti [HMTIII, str. 219, Corollary 5.3.13).

Pitamo se da 1li je

Ka*UpK=UpKa*K za KaeM?
Dokazacemo sledece:

TEOREMA 3.

. Neka su A;ECA_,1€I,0>3. Tada za svaki ultrafilter
D nad I vazi da je

?RaAi/D 1zomorfno podalgebri od Ra(UAi/D).
i



DOKAZ

Poito je nosacd algebre'kaAi skup erAi’ definidi-
mo preslikavanje

na sledeé¢i nacin: ako Jje x/De erAi/D, onda

V(x/ )= LYETAL LT xg=y41 €D

Primetimo da Je w(x/D)'ustvari klasa elementa xEUNrZAi u
i

algebri ?Ai/D'

1. DokaZimo prvo da Je w(x/D)ENPZ(”Ai/D)
Po definiciji operatora Nr,, 1o vazi samo ako Je
Ch(w(x/D))=¢(x/D) , Za sve A=2 (A<a). -

Po definiciji operacije na ultraproizvodu, rezultat ope-
racije CA na nekoji klasi se dobija tako Sto se uzme Jedan
predstavnik te klase, primeni se operacija na njega, pa na
kraju uzmemo klasu &iji je on predstavnik.

Po definiciji preslikavanja ¢ imamo da Je
x€Y(x/p)
a U Nr,(MA vazi
.Ck(w(x/D))=@Ax)/§dXD, za A=2, jer zbog xEﬂersﬂ,

7a sve A=Z2 vazi Ckx=x.

2. Dokazimo da je ¢ dobro definisano tj. ako x/D=y/D u

HNrZAi/D onda
IP(X/D):UJ(}’/D)
namo da je

w(x/D)={z€ﬂA_I{1lx_=z_}€D},
i i

Y (Y/D)={U€ﬂAi|{i[y1=ui}€D}.

Dokazimo recimo da jé'w(x/D)gw(y/D).



Neka je z€w(x/D). Tada
{iGIjxi=zi}=D1€D.

Posto je x/D=y/D U ﬂNrZAi/D onda
{i€I[x,=y;}=D,€D.

7bog osobine filtra D imamo da Je D1nDzeD t].
{1EI|xi=y1=zi}=D1nD2€D.

Posto Je

2‘.&
onda zbog osobine filtra D imamo da jJe

{1€I!yié;i}:D1nD

pa onda zew(y/D), $to smo trebali dokazatq,

3. DokaZimo da je w"1-1".

Neka su x/D,y/DEUerAi/D i neka

w(x/)=v(y/p).

To znaci

xE{uEﬁAil{i|xi=ui}€D}={z€ﬂAi|{i|y1=21}€D}
S xe{zenAil{i|yi=zi}€D}

N {1|yi=xi}ED = x/D=y/Du ﬂNrZAi/D‘

4. 1y je trivijalno homomorfizam  Jer ako Je xEnerAi onda

Ww.preslikava klasu koja sadrZzi x u HerA?/D.MhKJasumkoj@»w“

sadrzl X u NrZHAi/D’ a operacije u ultraproizvodima su
definisane preko predstavnika odgovarajucih klasa.

B

Da 11 nekad mozZe da se desi da jJe

?*‘“i/o =RamA s/ 7

Moze, recimo trivijalno ako je D glavni ultrafilter.



Pretpostavimo da je D neglavni ultrafilter. Tada moZemo doka-

zati sledede:

POSLEDICA 1.

Neka su A1€CAu,(1€I),a}3, D neglavni ultrafilter
na [. Tada

' = K
QkaAi/D ani/D
ako za svaki xeerﬂAi postoji element
yE TTA sa nsobinama
i

(1) C y=y, za sve a>r=2Z,

(1)  {i€l|x;=y; J€D.

DOKA/Z

Uslovi (i) 1 (i1) nam daju da
(vx/p€NromAL /) (3y/ p€nNr A/ p)uly/ ) =x/

to znalCil da Je preslikavanje ¢ "na”. Ostale osobine presiika-
vanja slede i1z dokaza Teoreme 3.
2

HIPOTEZA 1.

Postoje algebre AiECAu,(iGI),a;3, tako da za neki
(neglavni) ultrafilter D nad I

MKa ﬁxi./D % RamA

I I i/

Tvrdjenje 1. nam daje jedan dovoljan'uslov da neelementarnost
Klase KSRA prenesemo na odgovarajucu klasu algebri R3'1(K).

Imajuci u vidu Teoremu 1., moZemo dokazati sledece tvrdjenje:

TVRDJENJE 2.

Neka je klasa KzRA takva da je S{K)=K, a nije zat-
vorerna u odnosu na ultraproizvode, Tada odgovarajuca klasa

cilindriénih algebri Ra_1(K) nije elementarna.



DOKAZ

Posto klasa K nije zatvorena u odnosu na u]tfapro-
jzvod, onda postoje Biek,iEI, tako da za neki ultrafilter D

nad I

(1) 8/ pEK.

Neka su A.EM(i€Il) takve algebre da
(2) Ra(A )=B.,  i€l.

1 1

(Naravno, AiERa_1

(K).)
Tada zbog Teoreme 1. imamo
nEaAi/D = A<RamA /
Pretpostavimo da Jje ﬂAi/DERa_1(K). Onda Ra(nAi/D)EK, pa posto
S{K)=K onda ﬂRaAi/DGK, ali to je kontradikcija sa (1) i (2).

Tako, Ra'1

je elementarna.

(K) nije zavorena u odnosu na ultraproizvode, pa ni-

-
Sta mozemo rec¢i o odgovarajucoj klasi cilindriCnih

1
(S 4)

podalgebre (vidi rmag 1,strb63), onda kriterijuh za neelementar-

algebri Ra ? Podto klasa S nije zatvorena u odnosu na

ncst koji je dat u Tvrdjenju 2. ne mozemo koristiti. MoZemo

dokazati sledece:

POSLEDICA 2.
.q-*ﬁKJasaﬁRa-i(S¢) nije elementarna ako vazi bar: jedan..
od sledecih usiova:

(1) Neka je B beskonacna EFEoole-ova grupa, AEM tako da je
Ra(AY=¢(B). Tada postoji neglavni ultrafilter D nad w
tako da Ra(MA/p) nije semigrupna relaciona algebra.

| " |
(11) Za svaku algebru AERa_1(S¢) i svaki neglavni ultrafilter

D nad w vazi

(%) Ra (TTA/)=TIRaA/



(111}  Za svaku beskonagnu Boole-ovu grupy B 1 svaki neglav-
ni ultrafilter D nad o vaii da ako je Ka(A)}=¢(E)
onda | |

Ka(EA/D)EERaA/D'

DOKAZ
(i} - Posto je Ra (A)E%} to znaéi
da je AgRa™'(S ). Ako pos-

toji neglavni ultrafilter D
nad w tako da Ra(EAKD)ES ’
e 4. ' -1
to zna&i da EA/DERa (S
1

pa klasa Ra (S¢) nije zat-

vorena u odnosu na ultraste- c1ika br. 10.
pene,
(i) Ako za svaku algebru A€R6-1(S ) vaiZt relacija (+) .
P qeku beskonac-

uzmimo da je A takva algebra da je za

nu FEoole-ovu grupu
Ka (A)=¢(B).

Iz dokaza Teoreme 2.(odnosno Teoreme: 1. 1 Leme 6.)

znamo da je za svaki neglavni ultrafilter D nad w,

M9(B) ,p £Sy-
RAREVA RS

Imamo dalje

ka (A7 )=nRaA/  =TI6(B)/yE S,
® W 0w *
pa znaci |

A/ g&Ra™ 1 (s

5
a to znacll da klasa Ra“1(5¢) nije elementarna.

(111) Videti dokaz za (ii).



NAPOMENA U ustovima (i) 1 (iii) zahteva se da
ako je B neka beskonacina Booie-ova qrupa , onda postoji alge-
bra AEM takva dé vazi uslov Ra{(A)=¢(B). Takva algebra A pos-
toji ne samo;za bilo koju beskonalnu £Boole-ovu grupu B, nego

za svaku semigrupu S (tj. za svaki SESEM, postoji AEM tako
da je Ra(A)=¢(8)). To sledi iz ¢injenice da je za svaku semi-
grupu S, ¢{(S) relaciona algebra, a Ka*(M)=RA. Razlog, zasto

su uslovi (i) 9 (1ii1) iskaZani za beskonalnu ‘Bgole-oyu grupu -

B (a ne za proizvoljnu semigrupu S) jeste &injenica da smo
neelementarnost klase S¢ dokazali upravo pomoc¢u takvih speci-

jalnih semigrupa.

HIPOTEZA 2.

Neka je B beskonaina Boole-ova. grupa, i AEM tako da
je Ra(A)Y=¢(B). Tada za svaki neglavni ultrafilter D nad w va-

zi da Ka(JlA/p) nije semigrupna relaciona algebra.

£l

HIPOTEZA 3.

Klasa Ra_l(S ) nije elementarna.

0D

Naravno, potvrdan oOdgovor na Hipotezu 2. potvrdjuje ujedno i
Hipotezy 3, a obratno ne vaizi.

& 5. AKSIOMATIZABILNOST KLASE UNIVERZALNIH
ALGEBRI

Cilj ovog paragrafa je da uop§timo metod dokaza Teo-
reme 1. na sluCaj univerzalnih algebri.

Pojmovi koji se ticCu niveliranja su potpuno analog-
ni kao u slucaju relacionih algebri. Ako je L neki jezik pr-

vog reda (bez relacijskih simbola) onda sa wl ozna¢imo skup



svih termova na tom jeziku. Ako fiksiramo jezik L , onda ume-
sto rL mozemo pisati samo 7.
DEFINICIJA 1°
| mili-
Neka je 7 skup svih termova na jeziku L. Za fa

- 7 i
ju {r mo ‘n€wlcP(m) kaiemo da je niveliranje skupd ™ ako va

(1) n=m . U=

(2 ) U{Wn:nﬁm}zw.

PRIMERI

Videti Primere 1. 1 2. u & 2.0ve Glave.
0

* d
Neka je A neka univerzalna algebra, XchA. Kao d ko

S ,
retacionih algebri, =« (X} znali skup syih onih clementa i

jz W nad

A kojil se mogu dobiti kao vrednost nekog terma n

skupom X.

LEMA 17

£

Neka je {m :n€uw} neko niveliranje skupa termova

jezika L, A univerzalna algebra jezika L , 5gh- Tada

G generiSe A akko A= U m (G} -
neEw

DOKAZ

| | e-
Sledi direktno iz definicije generatornog skupa n

ke algebre 1 osobine (2) iz definicije niveliranja.

O

: : .. < inicije.
U literaturi su poznate razne varijante sledece defin ]



DEFINICIJA 4.

Neka je A univerzalna algebra jezika L. Za skup
BcA kaZemo da jJe de finabilan u A ako postoji formula @( Xx)

na jeziku'L tako da je za sve bEA
bEB akko AR @(x).
| X=h -
U tom slucCaju kaZemo da je B definabilan preko © () u A.

a

PRIMER 4.

Neka je Z=(7Z.,+)aditivna grupa celih brojeva. Tada
je skup parnih brojeva P definabilan u Z jer

aEP akko k= (3y)(y+y=x).
X=a

PRIMER 5.

Neka je N=(N,",1) gde je N=w~{0}, a- obi€no mnozZe-
nje. Skup prostih brojeva Np je definabilan u tom monoidu jJjer
aEN. akko NExFTA(vy)((3k){k-y=y)=(y=1vy= x)).

P X=d
O

Neka je A algebra jezika L, o{x) formula na tom jeziku. Ozna-

gimo sa @{A} skup svih elemenata a€A za koje vazi

Neka je A univerzalna algebra jezika L. Skup B&A

je definabilan u A akko postoji formula w(x) na jeziku L ta-
ko da je B=@{A}.

DOKAZ

Stedi 1z definicije definabilnosti.

O



TEOREMA 4.

Neka je K klasa univerzalnih algebri jezika L, =
skup svih termova jezika L[ , {ﬂn:n€m} jedno niveliranje od 7.

Neka postoji formula ¢(x) na L tako da

(ii) postoji—-AEK tako da
(VnEM)(HaHGA)(angﬂn(${A}))_

Tada klasa K nije elementarna,

DOKAZ

Neka je AEK algebra iz uslova (i11), D neki neglavni

ultrafilter nad w. DokazacCemo da
8=HA/DEK.
{1
Zbog uslova (ii) imamo da je

a=(an:n€m)/D £B.

Pretpostavimo da BEK.

Tada zbog uslova (i) 1 Leme 17, imamo da pasfoji nEw tako da je
a€m (@w{B}).

To znaci da jJe

a=t[f!, %, . .f

za neki term t€m i fl,f . fRepiB).

Zbog definicije ultraproizvoda

(3 Cmea = 1 .2 k
Dal-{]Elﬂ.a_i—t[fi,f_i . s e s ,‘F.i]}ED.



a formula @ je prvog reda, onda zbog teoreme Loda imamo

{iewiAﬁﬁw[fgl}en.
Drugim recima,
A1:{i9wlf}€w{A}}en

A= licw|foew{AlleD

A ={i€w|f¥eo{A}IeD.

Zbog osnbinezu1trafi]tra‘0 imamo
n{ASls=1,2,...,k}=D2€D‘,
pa posSto je D1€D onda D1nD2€D.
Posto Je D neglavni ultrafilter, onda je svaki XED beskona-

¢an. Imamo dakle da vostoji beskonacéno mnogo indeksa jEw tak-

vih da jJje

£1,¢2

k * B 1 .2 k
R ) A}, a.= R S A
T fJEw{ } 3 t[fJ fJ fe ]

J
Tako,
(%) ajEthp{Aj) za beskonac¢no mnogo indeksa j.

all, zbog pretpostavke (ii) teoreme imamo

asgﬁs((p{A}) Za S>n.

Posto je onda g T to implicira

ns'"s °?
asﬁnh(m{A}) za sve s>n,

sto Je kontradikcija sa (x).

Tako, BEK i K nije elementarna.

a



Primetimo da uslov (i) ove teoreme nije suviSe Jak,
jer za svaku algebru A postoji formula @{x) tako da je A ge-
nerisano sa w{A} . Naime, za ©(x) moZemo uzeti formulu x=x.
U slucaju semigrupnih relacionih algebri za (x) moZemo uze-

ti formulu

[(x

U tom sluéaju Tearema 1. jeste na neki nalin posledica ove po-

"1ax)-1'wx-1u XIh[(xﬁx"1)-1f ~1 7).

slednje teoreme.



GLAVA 111
ODLUCIVOST

Osnovni zadatak ove glave jeste da se uopSte metode
dokaza i1z [ mag] koje su dovele do rezultata o0 neresSivosti
problema recCi za relacione algebre Glavni zakljuCak do koga
smo dod1i jeste da Jje uloga semigrupa u problemima odlucCivo-
sti Cesto susStinska. Teorema 4. daje takav pristup problemi-
ma odluCivosti da omogucduje dobijanje rezultata o neodiucCivo-
sti za Citav niz klasa algebri na uniforman nac¢in. Na primer,
na osnovu te teoreme mi dobijamo nov rezultat neodlulivosti
za neke klase algebri binarnih relacija (Teorema 5.}, dobi-
jamo nove,  jednostavne dokaze klasicé¢nih rezultata (Teorema 6,
Rosledica - 4), zatim pomocu univerzalno-algebarskog pristupa
teoriji fOrmalnih jeZika.dobijamo nove rezultate neodluéivo-
sti 1 o algebrama jezika (Teorema 8.), kao i nove rezultate o0
dinamickim logikama (Teorema 10.).

Pored toga, u prvom paragrafu ove giave se moZe naci
pregied nekih najpoznatijih rezultata neodlulivosti. U drugom
paragrafu je data veza medju problemima odluc¢ivosti. U Defini-
ciji 7. uvedeno preslikavanje I' kao i Lema 1. omogucuju da se za
problem reCi nadje +takva ekvivalentna forma koja se uklapa u
opstu semu definicije problema ddlucivosti. PoSto u literatu-
ri nigde nismo nadli dokaz te ekvivalentnosti,u ovom radu smo
dali Jedan dokaz te Cinjenice{Teorema 1.).Lema 2. 1 Posledica
2. nam omogucuje da dobijemo nove dokaze dva rezultata o neodlu-

Civosti za klasu -relacionih-algebri (Posledica 3. i Teorema 3.).



& 1. PROBLEMI ODLUCIVOSTI

- MatematicCk1l precizna-definicija intiuitivnog-pojma -
"algoritama" bila Jje implicitno data u radu Kurt Gddel-a o
formalno neodlucivoj reCenici u aritmetici, godine 193]. To-
kom tridesetih godina, u radovima matematicara Alonzo Church,
Stepnen Kleene, Barkley Rosser i Alfred Tarski, Gode-
lova ideja je prerasla u pojam rekurzivne funkcije. Po opste
prihvacenoj tezi Church-a ,pojam efektivnog algoritma je ek-
vivalentan pojmu rekurzivne funkcije. Sa takvim konceptima
postalo Je moguce dokazati da su mnoge poznate teorije neod-
lucive (ne-rekurzivne) tj. da ne postoji efektivni algoritam
(rekurzivna funkcija) koji bi omoguéio da se odredi koje re-
Cenice pripadaju datoj teoriji, a koje ne.

U opStem slucaju, ako je ¥ skup nekih recenica na
jeziku L prvog reda, kazemo da je ¥ odludZiv ako postoji algo-
ritam koji za bilo koju relenicu ¢ na L 0d1uéuje da 11 ¢ pri-
pada » 111 ne. Prelazak na rekurzivne funkcije je jasan, kada
je Jezik L konacan il1i prebrojiv, jer tada svakoj recCenici
mozemo opredeliti prirodan broj (tzv. Gddelov broj), pa je
skup = odluCiv akko je skup GOdelovih brojeva redenica iz ¥
rekurzivan (tj. ako je karakteristiéna funkcija tog skupa re-
kurzivna). (Postoji viSe standardnih nac¢ina da se ta Goédelova
numeracija uradi, ali svi oni dovode do istog rezultata). Ako
je L bilo koji jezik, T skup reienica na L , onda kaZemo da
Je  odluciv akko za svaki konalan jezik L~ , skup svih re-
Cenica iz ¥ na jeziku L” jeste odlu€iv. Skup & je neodiudiv
akko £ nije odluciv.

Prva vrsta problema odlu¢ivosti 3to ¢emo navesti jes-
te problem odlu¢ivosti elementarne teorije.



-85_.

DEFINICIJA 1.

Neka je K klasa modela jezika L[ prvog reda. KaZemo

- da je elementarna teorija klase K odluciva ako Je skup

Th{K)={e|Kk@,p je refenica na jeziku L}

odluciv.

D .
Jo& 1936. je Rosser dokazao, da je teorija aritmeti-

ke prirodnih brojeva neodluéiva. 0d 1950-tih godina postalo

je jasno, da je vecina poznatih elementarnih teorija neodluCi-
va (vidi Tabelu 1.).

NEGDLUCIVE TEORIJE

1. Aritmetika prirodnih brojeva Rosser, 1936

2. Predikatski racun Church, 1963

3. Grupe Tarski, 1949

4. Proste grupe | Ersov, 71964

5. Polugrupe Tarski, 1949

! 6. Komutativne polugrupe Tarski, 1949

7. Prsteni Tarski, 1949

8. Integralni domeni Tarski, 1949

9. Polja | D.Robinson, 1949

MrezZe

Tarski, 1949

Modularne mreze

Tarski, 1949

Distributivne mreie

GrzegorCik, 1951

Tabela



Mogli bi reéi, da je svaka i1ole sadrZzajnija teorija neodluCi-
va. Taj zakljucak bi bio donet brzopleto. Naime, postoje od-
fudive teorije,léiji modeli nimalo nisu trivijalni (vidi Ta-
belu 2.)

ODLUCIVE TEORIJE

1. Abelove arupe . Smeleva, 1949
?. Algebarski zatvorena polja Tarski, 1949
3. Realno zatvorena polja | Tarski, 1946
4. Boole-ove a]gebre | -~ Tarski, 1949
5. Linearno uredjeni skupovi ErenfoJht, 1959
6. Sabiranje prirodnih brojeva Presburger,1929'

7. Vektorski prostori na kon.poljem Eklof,Fisher

8. Varijetet generisan primalnom alg.ErSov, 1964

9. Prsteni koJ1 zadov. % Masx Comer, 1974

10. Rez.konacni varijeteti monadiénih

algebri Comer, 1974
11. Rez.kon.varijeteti relac_ alg. ‘Burris,Werner, 1979
12. Rez.kon.varijeteti CAg,a<m Burris,Werner, 1979

Tabela br. 2.



Problem opisivanja odluCivih klasa aigebri je daleko od ko-
nacnog redenja. Problem nije potpuno reSen ni u sluéaju va-
rijeteta. Nedavno je dat opis odlucivih lokalno konacnih va-
rijeteta (vidi [BMcK 1 1 [Mckvl]). |
Druga vrsta problema odlucivosti je problem odlucCi-

vosti Jjednakosne teorije.

DEFINICIJA 2.

Neka je V varijetet na jeziku L . KaZemo da V ima

odluldivu jednakosnu teoriju ako je skup

Eq(V)={e|Vi=e, e je identitet na L} odluciv.

MoZe se rec¢i da je izucavanje jednakosnih teorija
i tzv. jednakosne logike u sustini pocela 1935. godine ,
radovima Birkhoffa. Te godine Birkphoff je dokazao dve*'"veli-
ke" teoreme. Prva teorema govori o ekvivalentnosti varijeteta
i jednakosnih klasa. Druga je analogon Godelove teoreme o pot-
punosti 1 daje potpun sistem aksioma za jednakosnu logiku
(videti recimo [BS]). |

0 tome, ko je dao prve rezultate o neodliucivosti ko-
natno baziranih jednakosnih teorija, (tj. teorija sa konacl-~
no mnogo aksioma}), misljenja su podeljena - i to uglavnom
zbcg toga Sto pedesetih godina mnogi matematiCari nisu redov-
no objavljivali svoje rezultate u Casopisima (o0 tome videti
u [TG] u Sect. 8.7.). Neki smatraju da pravo .na prvenstvo .ima .
rezultat Tarskog iz 1953. o0 neodlucCivosti jedngakosne teorije
relacionih algebri. Drugi daju prednost Markovu, Postu éfji
rezultati 1z 1947, sadrze implicitno i rezultate o neodluli-
vosti nekih jednakosnih teorija sa jednom binarnom operaci-
jJom 1 konacno mnogo konstanti. Medjutim, njihovi rezultati
su dati u terminima problema rei, a veza izmedju problema
reCl 1 Jjednakosne teorije se nije prepoznala josS dugo vreme-
na. Maljcev je 1966. pokazao da postoje kona¢no bazirane neo-
diuCive Jednakosne teorije sa samo dve unarne operacije, 1



da su razne konalCno bazirane jednakosne teorije grupa i kva-
zigrupa neodlucive. Perkins Je 1966. dao primer neodlulive
jednakbsne teorije QFLDOida, a Murskii je 1968. prezentirao
konaéno baziranu neodliulivu teoriju semigrupa. Napomenimo,
da je jednakosna teorija grupa odluCiva.

S$to se ti¢e novijih rezultata, dokazano Je da Je
jednakosna teorija cilindriénih algebri dimenzije 2 odiuliva
(Henkin, Dana Scott). Ako Je 3<o<w - jednakosna teorija od
CA je neodluc¢iva (Tarski, Maddux). Jedan od najnovijih rezul-
ta%a dobio je R.Freese: ijednakosra. teorija modularnih mreza
je neodluéiva. Interesantno je, da je jednakosna teorija va-
rijeteta svih mreza odluliva (Vhitman). .

Slede¢i problem odluéivosti koji ¢emo navesti, prob-
lem rec¢i, jeste neSto drugaliji od prethodna dva. Za preciz-
nu definiciju problema rei potrebni su nam neki novi pojmovi.

U daljem ¢emo sa L oznaciti neki jezik prvog reda
koji sadrzi simbol identiteta ~ 1 nema relacijske simbole.

Ako je G skup novih konstantnih simbola (LNG=¢g), onda sa Lo
ocznacavamo Jezik LUG. U op$tem slucaju, simbol 1z G 1 njego-

vu interpretaciju oznacavamo istim sltovom: Neka Jje A algebra

i GcA. Tada sa AG oznacavamo algebru (A,x) Ako je R

XEG"
skup identiteta na Jjeziku LG’ bez promenljivih, onda uredjen

par (G,R) zovemo prezentacija d LG'

DEFINICIJA 3.

Neka jJe 8 skup formula na jeziku L,K=mod(8), i (G,R)
neka prezentacija u L.. Za neku algebru A na jeziku L kaZemo

da je prezentirana $a (G,R) u K ako vaze sledeci uslovi:
(1) A je generisano sa G

(i1) ALk BUR

(i11) Za svaki identitet e u LG, bez promenljivih vazi

ako AG£=e onda 8UR ke,




Ako je neka algebra A prezentirana sa (G,R) u K, on-
da ¢emo pisati Asz(G;R). Za algebru B kaZemo da Jje konal-
no prezentirana u K ako postoje konacni skupovi G 1 R tako
da je B prezentirana sa (G,R) u K. Primetimo da Je algebra
prézentirana sa {(G,R) u K jedinstveha do na izomorfizam.

PRIMER 1.

Neka je (G,R) prezentacija u LG' Neka je 8 skup iden-
A | | |
titeta jezika L 1 v varijetet definisan skupom QUR. Tada,

redukt algebre F;(ﬁ)'do jezika L jeste algebra prezentirana
sa (G,R) u V=mod(0).

0

U ovom primeru 6 ne mora biti skup identiteta. Ako je g skup
formula na jeziku [ , i ako je K=mod /gy R) onda, pod uslovom

da ng(é) postoji, njen redukt da jezika| Jjeste algebra pre-
>sentirana sa (G,R) u K=mod(g). Medjutim, FQ(é) ne postoji

uvek,

DEFINICIJA 4.

Neka jeg skup identiteta na jeziku [ K=mod(g), A al-

gebrz konalno prezentirana Sa (G,R) u K. Problem recét za

A=P (G,R)u K pita da 1i postoji algoritam koji za svaki iden-

titet e na L., bez promenljivih, redava da 1i vazi A, Fe

G!
i1i ne. Ako takav algoritam postoji, problem reci za A je

pesiv 3 u suprotnom, kazemo da je problem reli za A nerediv.

NAPOMENA 1.

Primetimo da, zbog definicije konaéno prezentirane

algebre, imamo da za svaki identitet e u L bez promenljivin,

G!
vVazi

A = e akko 6UR .=e.



Zbog tepreme kompletnosti jednakosne logike, umesto "semantic-
ke rampe" k= mozemo staviti "sintaktilku rampu” .

NAPOMENA 2.

Neka je © skup identiteta na jeziku L[ 1 V varijetet
definisan sa © . Neka je A algebra prezentirana sa (G,d) u V,
gde je G neki prebrojiv skup (novih) simbola konstanti, Al-
gebra A nije konaéno prezentirana sa (G,d), ali, se problem
rec¢i za A u V moZe definisati na isti nalin kao da je A ko-
natno prezentirana. Tada je problem reéi za A u V ekvivalentan
sa problemom odluéivosti jednakosne teorije varijeteta V. Po-
Sto je algebra A izomorfna sa slobodnom algebrom FV(M), cesto

se problem jednakosne teorijJe za V zove 1 problem reli za
"slobodne objekte" u V.

O

DEFINICIJA 5.

Neka je 6 skup identiteta na jeziku L 1 K = mod(9).
Tada

(W.P.1) Problem reéi za K na pfvom nivou pita da 11 postogi
Jedan univerzalan algoritam koji reSava problem redi
za sve konacno prezentirane algebre u K.

(W.P.II) Problem reédi za K na drugom nivou pita da 11 za sva-
ku konacno prezentiranu algebru A u K postoji algori-
tam kojti reSava problem reci za A u K.

Prvi rezultati o problemu reéi dobijeni su na drugom
nivou. 1947. Post i Markov su dokazali da postoji konaino pre-

zentirana semigrupa sa neredivim problemom reci. Kasnije je
Cejtin dao jednostaviji primer.



PRIMER 2. (Cejtin)

{a,b,c,d,e}

Neka je G

R {ac~ca,ad~da,bcmcb,bd=~db,

abacm~abace,ecamac,edbrbe}.

Neka je A semigrupa prezentirana sa (G,R) u varijetetu svih
semigrupa. MoZe se dokazati-da A ima-nerediv -problem reci.

O

Godine 1955. Boone 1 Novikov su dali primer konaéno prezenti-
rane grupe sa neredivim problemom reé&i, G. Hutckinson 1 Lip-
shitz su dokazali da ni modularne mreZe nemaju reSiv problem
reéi na drugom nivou. Zanimljivo je primetiti da varijetet
svih mre?a ima rediv problem reli na prvom (pa znafi i na dru-
gom) nivou (Evahs). Zar to ne znaCi da i1 svaka modularna mre-
7a ima reSiv problem reCi? Ne. ObjaSnjenje te prividne :protiv-
recnosti jeste sledece: resivost problema reCi za mreZe znaci
da svaka konaino prezentirana mreZa ima rediv problem redi.
Cinjenica da postoji konacno prezentirana modularna mreza L
sa nereSivim problemom reC1 znacCi1 samo da ta mreza [ nije ko-
nacno prezentirana u varijetetu svih mreza,

Interesantno je primetiti kako dodavanje komutativ-

nog 1 asocijativnog zakona utiCe na re$Sivost problema reéi.

NERESIV W.P.I RESIV W.P.I
GRUPE - | ABELOVE GRUPE
KVAZIGRUPE

KOMUTAT.PRSTENI

PRSTENI . NE-ASOC.PRSTENI
SEMIGRUPE KOMUTAT.SEMIGR.
MODULARNE MREZE MREZE

Tabela 3 °



Slobodno govoreci, mogli bi reci da dok komutativnost dopri-

nosi re%avanju problema rei, asocijativnost oteZava reSava-

nje.

2 2 VEZA MEDJU PROBLEMIMA ODLUCIVOSTI

Kakva je veza medju problemima elementarne teorije,
jednakosne teorije i problema reCi? Ono sSto je jasno 1z sa-
mih definicija, jeste da redivost problema elementarne teori-
je nekog ﬁarijeteta povladi i odlulivost jednakosne teorije.
Obratno ne vaz?i. Na primer, grupe imaju odluCivu jednakosnu
teoriju, a elementarna teorija je neodluciva. Dalje, ako je
za neki varijetet problem rec¢i re$iv na prvom nivou, on je
rediv i na drugom nivou. Primer klase (koja nije varijetet)
konacno prezentiranih algebri za koju je problem reli reSiv
na drugom nivou a na prvom nije, navodi Mostowski u [Mos /731]:
ako sa V oznacimo skup svih konacCno prezentirahih grupa sa
reiivim problemom rec¢i, onda postoji skup Zcl za koji ne pos-

toji uniforman algoritam za reSavanje problema recCi.

U radu [MNS] se navode trilvarijeteta koji imaju osobinu da
je problem reéi na drugom nivou re§iv, & na prvom nije. Prvi
varijetet je konaénog tipa (ima konalno .mnogo operacija) 1.
ima konad&nu bazu (definisan je sa konaéno mnogo aksioma). Dru-
gi varijetet je konafnog tipa sa rekurzivnom bazom, s tim da
definicione jednakosti ne sadrZe promenljive. Na kraju, za
one koji su zadovoljni i varijetetom sa beskonalno mnogo fun-
damentalnih operacija, navodi se primer varijeteta koji ima
jednu konstantu, jednu binarnu operaciju i prebroJivc mnogo
unarnih operacija. Taj poslednji varijetet je ustvari nesto
modifikovan primer koji je preuzet od Wells-a (Wells,B.,, Pseu-
dorecursivevarieties and their word problems, Ph. D. thesis,

University of California, Berkley, 1982, str. 161). PosSto Je



taj poslednji varijetet neuporedivo jednostavnije definisan

od prethodna dva, navodimo njega.

PRIMER 3. (Wells, videti [MNS])

Neka je V varijetet sa konstantom 0, binarnom opera-
cijom-, i1 prebrojivo mnogo unarnih operacija h, (n€w) koji

zadovoljava sledee i1dentitete:

x-ymy-x
X-(y-z)=(x-y)-z
X 00

szO

X-hn(yyao, za sve neuw,

npthp(x))=h (x} , za sve netw,

hy(h (x))=0 , Za SVe n#k

gde je {mn: neEw}l Jedno rekurzivno nabrajanje{"recursive 1i-

sting") nekog nerekurzivnog skupa X.

Tada varijetet V ima nereSiv problem reCi na prvom
nivou, a resiv problem rei na drugom nivou.

Kakva je veza izmedju problema jednakosne teorije 1
problema rec¢i? U opStem sluCaju iz Cinjenice da je problem
re¢i za V nereSiv (na prvom i1i drugom nivou) jo$§ ne sledi
neocdlucivost jednakosne teorije od V. Za primer moZemo uzeti
recimo varijetet svih grupa (W.P.I 7 W.P.II su nereSivi a
jednakosna teorija je odlucCiva). Medjutim, ta implikacija va-
zi recimo za sve varijetetesa EDPC (vidi [BP82]). Da 11 va-
Z1 obratno?=-Ba -t1-iz-neodiucivosti=jednakosne teorije sledi

nereiivost problema redi na drugom nivou ? U opitem slucaju




"ne sledi, jer neodluéivost Jjednakosne teofije varijeteta V

znali da je "problem reci za F (w)" neresiv, ali ta algebra

nije konaéno prezentirana u V.

/a kontraprimer koJji potvrdjuje da iz neodluCivosti jednakos-
ne teorije ne sledl nereSivost problema reci na drugom nivou, -
moZzemo uzeti gore pomenuti Primer 3. (videti [MNS], str. 60).

RESIVOST
DA
— -
Th(¥) |, Eq(V)
ot _
NE
- DA . ]
IW.p_I W.P.II
et}
NE
| ME
, L
Eq (V) | W.0.11
* -
NE
NE
P
$.P. T | Th(V)
—
DA

S1ika br. 11.



Primer varijeteta koji pokazuje da iz neodlulivosti

elementarne teorije ne sledi neredivost problema reli jeste

varijetet komutativnih semigrupa (elementarna teorija Je neo-

dluc¢iva, a W.P.I resiv). Da 1i obratno vazi ? Da 1i iz nere-

§ivosti problema reci sledi neodlucCivost e1ementarne teorije 7
Da. Da bi to dokazali, problem redi na prvom nivou Cemo tran-
sformisati u takav oblik, koji ¢e biti pogodan za razmatranje.

U tom ekvivalentnom obliku W.P.1 Je mnogo s]iéniji problemima

elementarne odnosno jednakosne teorije.

DEFINICIJA 6.

(i) Ako SU ®y,E,,...,e ,e identiteti na jeziku L,

onda formulu

4 A AL .. =
1&2 hene

zovemo kvagzi= tdentttet ((L) je oznaka za skup svih kvazi-id.na Jez.

(ii) Neka je V varijetet na jeziku L. KaZemo da je
oroblem kvazi-identiteta za V rediv (odludiv) ako je skup

0(V)={q|V=q,q je kvazi-ident. na L} odluliv.

Ono §to se moze dokazati Jeste da za svaki varijetet,

problem kvazi-identiteta je ekvivalentan sa problemom reCi na
prvom nivou (videti [Malj58] ). PosSto u literaturi nismo nas-

11 ni jedan dokaz te ¢injenice, a kasnije cemo koristitil u

ovom radu, dajemo jedan dokaz.-: -

Glavna ideja dokaza te ekvivalencije je sledeca: Sva-

kom q€Q(L) pridruZujemo uredjenu trojku P(q)#(Gq,Rq,T

gde je RY konacan skup identiteta a i% jdentitet na jeziku

L.q, bez promenljivih. Pokazacemo da je problem, da 11 kvazi-
-identitet g vazi u svakoj algebri iz K ekvivalentan sa prob-

lemom da 17 identitet i9 vazi u algebri prezentiranoj sa

(69,R%) u K.

.- U daljem neka je~G®z{96;g1;;:;,gn;;:.} beskonacan

L.



prebrojiv skup novih konstantnih simbola (G“%1L=¢).Moiemo
pretpostaviti da ako je (G,R) konacna prezentacija tada

oo

Ge5G . Neka je t=t(x0,...,xn) term Cije su promenljive 1z

SKupa {x ,...,xn}. Oznalimo sa t(go,...g term konstrui-

0 N
san 1z t zamenom svakog pojavljivanja promenljive X: U t

sa odgovarajuc¢im simbolom gi(i€{0,1,...,n}).Pres]ikauanje
-y skupa Eq(L) tj. identiteta na Jeziku L, u. skup.Eg(L.%).
definisSemo na sledeéi nacin:

ako Je b=t (x ,...,x ) 1 to=to (% ,. .. %) ondq

Y(t1mt2)=‘t1(g0,...,gn)mtz(go,...,gn).

Drugim recdima, pres11kavanje Yy zamenjuje u datom identitetu
svaku promenljivu. sa odgovarajuéim konstantnim simbolom.
Primetimo da Je preslikavanje vy definisano sintakticki i da
se term t(g,,...,9,) razlikuje od vrednosti tlgys.-vng, ]
terma t u valuaciji (90""’gn)'

Sada cemo definisati preslikavanje T koje svakom
kvazi-identitetu q€Q( L) pridruzuje uredjenu trojku (G9,R9,i9).

DEFINICIJA 7.

Neka je q€Q( L) tako da je q=eq he, A..re=e ;

€18,5,...,e ,e€Ea(L) 1 neka je X=£xi )X ,;..,xi} ;
0 1 'k
ijeuh skup svih promenijivih formule gq. Tada_neka je

r(q)=(G3,R%,19)

gde Je



Iz definicije preslikavanja I se vidi da je G%<G”, RIcEq(L.q)
i iQEEq(LGq)- Primetimo takodje da je I dobro definisano i da

je "1-1" do na poredak formula e: u q. Dalje, T je "na" u

sledecem smislu. Neka je (G,R) konalna prezentacija a i iden-

titet bez promenljivihnra jeziku LG' Pretpostavimo da se sva-

ki simbol iz G javlja.u identitetima skupa Ru{i}l.. Tada posto-

ji kvazi-identitet q€Q(L) tako da je I'(q)=(G,R,i). Naime,
ako Je R={r1,...,rn} onda moZemo definisati e=Y_1(i) .

ek:Y'1(rk),kE{1,2,...,n}. Ako jJe q=€4 A. .. AR =0, onda
(

q)=(G,R,1).

Sledeca Tema pojasnyje vezu izmedju kvazi-identite-

I

ta g 1 uredjene trojke (Gq,Rq,iq).

LEMA 1.

Neka je QEQ(L),B skup formula od L, i T(q)=(Gq,Rq,iq).
Tada |

o—q akko BURTY—i9,

DOKAZ

Neka Je q=e1he2n...nenﬂe i neka je X niz svih promen-
ljivih formule q.
(=). Ako je 0r g onda jaéno

O (VX)q.

bokazimo da tada postoji dokaz formule y(e])h...ny(en)=y(e)

12 6 na Jeziku L,q. Zaista, treba samo produZziti dokazni niz

formule (vX)_  tako §to ¢emo odgovarajuéi broj puta primeniti

q
aksiomu kvantifikatora (K2.):



(K2) Ako je term t slobodan za promenljivu x u formuli ¢ a
v je formula koja je nastala zamenom svakog slobodnog

pojavljivanja promenljive x u formull o sa t, onda je

formula (v¥x)o=sy aksioma.

posle svake primene aksiome (KZ) treba koristiti pravilo mo-
dus ponens. Za term t u aksiomi (K2) treba redom uzeti simbo-

le gs s gde xiex.
Tako dobijamo

8F~Y(e1)n...ﬁy(§n)=y(e).

No, odavde odmah sledi
GU{Y(e1),...,Y(en)}F-Y(e), dakle
guRI - i ¢

(+). Neka je BURqF-fq. Jasno, odavde sledi

GU{Y(e1)A...Ay(en)}F-Y(e).
Pcito je formula Y(e1)n,..my(en) reCenica, moZemo primeniti
teoremu dedukcije, pa

O v(eq)a. .. av(e )=Y(e).

n
Neka je [G9]|=m i neka su VETPRI (oznake za) promenljive ko-
je se nisu pojav?jfva]e u dokazu formule 7(81)n...ﬁy(eﬁ)¢y(e).
Bez gublijenja opStosti mozZemo uzeti da Je {x1,x2,...,xm} skup
svih promenljivih formule g. Tada

q _ :
G —{g1,...gm} i

Q(91:---sgm)=Y(ei)“---“Y(en)=Y(e)-

Neka Je
w1,w2,...,¢5 (1)



‘dokazni niz formule q(g1,...,gm) iz 8. Oznacimo y, sa
-wi(gi,...,gm) z;'i€{1,2,...,s}. Formula wj(y1,...,ym) nasta-
je iz ¢1(91""’9m) kada umesto simbola g ; u formuli Y. svu-

]

da zamenimo simbol yj,j6{1,2,...,m}. Tvrdimo &a'je
PRSI I PIS ZTRRRI ) PR T S SRR (2)
dokazni niz formule q(y1,...,ym) u €. Ta ¢injenica se lako
dokazuje indukcijom po broju koraka s.

Za s=1:

w1(91,...,gm) je logicka aksioma ili je iz 0.

Tada 1sto vaZzi 7 za ¢1(y1,...,ym). Na primer, u aksiomi kvan-
tifikatora (K2) za term t mozemo uzeti bilo koju promenlji-
vu 12z {y1,...,ym}, jer Je term t=y1 slobodan za bilo koju pro-

menljivu u svim formulama niza (2).

Pretpostavimo da vazi

Bk-wi(y1,...,ym), Zza sve i<s.

Tada vazi i

ek-ws(y1,...,ym).
Zaista. Postoje sledece mogquénosti
1. ws(g1,.,.,gm) je Togicka aksioma. Tada je aksioma i

ITUS(Y‘]!"*Sym)'

2. ws(g1,...,gm) je iz 6. Tada ona nema simbole iz G , pa Je
w5(91:---sgm)=w5(y1s---=ym)-

3. ws(gl,...,gm) se dobija pomoéu modus ponens od nekih pret-

hodnih formula u nizu (1)}, recimo 1z wi(g1;...,gm) 1

}bj(91,...,gm)-
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4. ¢S(g1,...,gm) se dobija iz wi(g1,...,gm) pomoc¢u generali-
zacije. Tada_ws(y1,...,ym) dobijamo iz wi(y1,...ym) isto
nomoéu generalizacije, Jjer promenljiva x po kojoj se vrsi
genera]izacfja nije i1z skupa {y1,...,ym} pa ako je

Ve (gqs.v59, )XY (9y5..59,)  onda

¢5(Y1s---,ym)=VXw1(y1,...,ym).

Tako, u svim slucajevima dobijamo

O P -
S(y1,...,ym) tj.

O a(Yqsa-eny )
Posto formula q(y1,...,ym) ne sadrZi druge promenTjjve sem
y1,.;.,ym,:1zubdim0 |
9%q(x1,....,xm)
Sto smo trebali dokazati.

O

Sada, za slucaj varijeteta moZemo dokazati gore spomenutu ek-

vivalenciju.

TEOREMA 1.

Neka'je 6 skup identiteta na.jeziku L. i K=mod(6).
Tada, problem reci na prvom nivou za K je ekvivalentan sa pro-

hlemonm kvazi-identiteta za K.

BOKAZ

Neka je A univerzalan algoritam koji reSava problem
rect Za K na prvom nivou. Treba da konstruisSemo a]goritam B
koji za svaki g€Q(L ) odlu¢uje o tome da 1i je Kk g i1i ne.
70 Jje ekvivalentno sa pitanjem da 1i g+~q 111 ne. Zbog pret-

hodne leme, za a'goritam B moZemo uzeti sledece:
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1. Konstruisati skup RY i jdentitet iY.

2. Koristeci algoritam A, odrediti da 1i je

ouR% - 9.
(Vidi Napomenu 1.)

3. Ako je odgovor u 2. DA, onda B daje odgovor DA. Ako je u
2. NE, onda i B daje odgovor NE. B

Obratno, neka je B algoritam koji reSava problem kvazi-identi-
teta za K. Treba da konstruisemo algoritam A koji za svaku
konacnu prezentaciju (G,R) u K 1 za svaki identitet i od LG

bez promenljivih, daje odgovor da 17 je BUR+ 1 i1i ne. Bez
gubljenja opStosti moZemo pretpostaviti da se svi simboli iz
-G pojavljuju u RU{{i}. Tada, zbog prethodne leme, za algoritam

A moZemo uzeti sledece:

1. Za prezentaciju (G,R) i identitet i konstruisati (vidi dis-
kusiju posle Definicije 7.) kvazi-indentitet q€Q(L) tako
da je T'(q)=(G,R,1).

2. Koristec¢i algoritam B, odrediti da 11 je prq.

3. Ako je odgovor u 2. DA, onda A da je odgovor DA. Ako je
odgovor u 2. NE, onda A daje odgovor NE.

POSLEDICA 1.

Za svaki varijetet V, nereSivost problema re&i na
prvom nivou implicira neodluCivost elementarne teorije.

DOKAZ

Direktna posledica prethodne teoreme i Cinjenice da
za svaki varijetet V,

Q(V)=Th(V).



Naime, 2ko je W.P.I nere$ivo za V, onda je nered3iv i problem
kvazi-identiteta za V, pa je skup Q(V) neodluéiv. Podto je
skup Q(V) odlu€iv relativno u odnosu na Th(V), onda je Th(V)

neodiudéiv.

0

Sada mozZemo kompletirati tabelu koja pokazuje medjusobnu vezu
problema odluCivosti {Tabela 4.}, kao 1 tabelu koja daje kon-
traprimere za slufajeve kada neka implikacija ne stoji. (Ta-

bela 5.).

RESIVOST
. Thvy T o(v)y | Eq(v) | W.p.1 W.P. 1]
Th(v) | ~ | DA DA DA DA
10(V) NE / DA DA DA
Eq(v) | NE | NE /| NE NE
W.P.I | NE | DA DA y DA
W.P.IL1| NE | NE NE | onE y

Tabe]a br. 4.
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RESIVOST KONTRAPRIMER

Q(V) £Th{V) komutativne semigrupe
Eq(V) 4Th(V) | grupe '

Eq (V) #Q(V) grupe

Fq(Vv)4W.P.T. grupe

Fq(V)AW.P.II grupe

W.P.1.#Th(V) komutativne semigrupe
W.P.II#Th(V) komutativne semigrupe
W.P.II4Q(V) Mekler-Nelson-Shelah [MNS]

W.P.IIAEGq(V) Wells, [MNSI

W.P.IIAW.P.I Mekler-Nelson-Shelah [MNS]

Tabela br. 5

J Teoremi 1. smo dobili takvu ekvivalentnu formu problema re-
¢i na prvom nivou, koja se uklapa u opitu Semu problema odlu-
Zivosti: treba odluciti da 1i neka recenica pripada il1 ne
nekom skupu. U svojim radovima T.7Evans daje drugi potreban i
dovoljan uslov za reSivost problema rec¢i na prvom nivou (vi-
deti [E531 ). Definide se tzv. problem potapanja za varijetet
K: Da 11 postoJi algoritam Za odluéivanje da 1i se konacna
parcijaina algebra moie potopiti u neku d]gebru iz K 7 MoZe

se dokazati sledece:

TEOREMA 2. (Evans) )

Problem potapanja za varijetet K je ekvivalentan sa

problemom refi za K na prvom nivou.

DOKAZ

Videti [ES51], [E53] 111 [G ].

O

U radu [CM87a] je uspostavijena veza izmedju problema rei na
prvom nivou i jednog drugog problema u vezi sa parcijalnim al-

gebrama.



& 3. SEMIGRUPNI PRISTUP

Postoji nekoliko metoda dokazivanja neodlucé¢ivosti,

medjutim sve te metode moZemo podeliti u dve grupe:

1) direktne metode, koje koriste najdublje rezultate teorijJe

algoritama i rekurzivnih funkcija ;

2 ) indirektne metode, koje koriste potapanja i interpretacije

nekih osnovnih neodluéivih teorija.

Naravno, indirektne metode su se razvile tek posle rada na
razvijanju direktnih metoda (Gddel, Church, Rosser, Turing).
Dokazi druge vrste uglavnom koriste potapanje prirodnih bro-
Jeva (metoda Tarskog) ili potapanje konalinih grafova (Ershov

1 Rabin). Na primer, u [TMR] se koriste potapanja strukture
(N,+,.,1) da bi se dokazala neodluGivost elementarne teorije
prstena i elementarne teorije grupa. J. Robinson je takodje
koristio potapanje prirodnih brojeva da bi dokazao neodiucli-
vost elementarne teorije polja. Grzegorczyk je koristio pota-
panje klase konaénih grafova za dokazivanje neodlucivosti e]ef
mentarne teorije distributivnih mreZa. Rubinov rezultat o neo-
diucivosti teorije CA1 (monadic¢kih algebri) u krajnjoj kon-
sekvenci takodje koristi potapanje klase kona&nih grafova.

U literaturi takodje postoji nekoliko dokaza neo-
dluc¢ivosti koji koriste.-rezultat. Posta..i Markova o potapanju
konatno prezentirane semigrupe sa neregivim problemom reci.

Na primer, R. Maddux je u [Madd80] iskoristio tu &injenicu
da bi dokazao neodlulivost jednakosne teorije CA3. Ta metoda
se moze koristiti i u dokazu neodluc¢ivostsi jednakosne teori-
Je klase K, ako je IGs =KsCAg, za 3<o<w(videti [HMTIII).

(Primetimo da je originalni Tarskijev dokaz te Einjenice za
ao=4 duzi 1 koristi pojam "pairing" elemenata iz teorije rela-
cionih algebri.).
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U radu [mag] dokaz neredivosti problema reli tako-
dje koristi nere$ivost problema reCi za semigrupe. Primetimo
da je dokaz relativno'jednostavan i da se raz1ikuje od dokaza
koji se naltazi u [TG]} Pitanje koje se prirddno namece jeste
sledece: Kako iskoristiti taj "trik" da se dobiju {(na stican
jednostavan nacCin) i drugi rezultati o neodlulivosti ?

to se tice problema refi na prvom nivou, lako mo-
semo dokazati sledecu Einjenicu (implicitno se moze naéi u
[Mal1j70].

LEMA 2
Ako su K, 1 K, klase algebri tako da je
(1) K1§K2,
(ii) svaka algebra iz K2 se moze potopiti u neku algebru 1z

K1,

onda se teorije kvazi-identiteta klasa K] i K2 poklapaju.

DOKAZ

Podto jJe K1gK2 onda jasno Q(KZ)QQ(K1). Obratno,

ako Jje @EQ(K1), dokaZzimo da Jje wEQ(KZ). Pretpostavimo sSu-
protno, da je mEQ(KZ). Tada postoji algebra AEK2 tako da je

AE ©. Posto va?i (ii), onda postoji algebra BEK1 tako da
se A moze potopiti u B. Ali BE=o i ¢ je univerzalna formu-

1a, dakle mora AEg 5to je kontradikcija. Time smo dokazali
1 Q(K1)§Q(K2)-

0

Primetimo da se dokaz te g¢injenice moZe nac¢i 1 u
[Ko]. Medjutim, dokaz se oslanja na tvrdnju da se univerzal-
na teorija klase K i univerzalna teorija klase Sw(K) svih
konacnih podmodela uvek poklapaju. Mozemo dokazati sledecCe:
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TVRDJENJE 1.

Postoji varijetet K takav da se univerzalne teorije
klase K i'Sm(K) ne poklapaju.

DOKA/Z

Postoji nekoliko poznatih varijeteta V sa osobinom
da su svi konacni modeli iz V trivijalni tj. da varijetet sem

jednoelementnih algebri sadrZi samo beskonaéne algebre. (Reci-
mo, videti [Dul 117 1D 7.) Na primer, u radu [Dulse navodi iden-

titet .
(X'y)zay

koji ima osobinu da Jje svaki netrivijalan model tog identite-
ta beskonacan. Neka je K=mod {( (x y)z~y). PoSto klasa K sadr-

Zi 1 netrivijalne modele, onda

S (K)EVxVy(xay) ali KEVvxVy(x=ay), Sto dokazuje

W
nasu tvrdnju.

[

Na osnovu Leme 2. i ranije dokazane ekvivalentnosti
problema kvazi-identiteta i W.P.I (Teorema 1), imamo sledece:

POSLEDICA 2.

'
-

Neka su K1 i K2 klase algebri tako da je K1gK2 ]
. svaka algebra iz K2 se moze potopiti u neku algebru iz K1
-Tada su problemi re¢i na prvom nivou za Ky 1 K, ekvivalentni.

DOKAZ

Direktna posiedica Leme 2. i Teoreme 1.

Na primer, ako je K2 klasa semigrupa i K neka klasa

algebri tako da klasa K, nekih redukata algebri iz K zadovolja-
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va uslove Posledice 2., onda K ima nerediv problem reé¢i na

prvoem nivou.

Kao posledicu Tvrdjenja 5. iz [mag] i Pos}edice 2. dobijamo

sledece:

POSLEDICA 3.

Problem reci:na prvom nivou za relacione-algebre je

neresiv.

DOKAZ

U Tvrdjenju 5. u [mag] smo dbkaza[i da se svaka se-
migrupa mozZe potepiti u semigrupni redukt neke relacione alge-
bre. Dakle, ako za k}asu K1 uzmemo klasu svih semigrupa, a za
K2 klasu svih semigrupnih redukata kiase RA, onda na osnovu
Posledice 2. dobijamo da klasa Kz_ima nereSiv problem reCi na
prvom nivou, a to znac¢i da isto vazi i za klasu RA.

0

Primetimo da se ova] dokaz razlikuje od dokaza te
Cinjenice u [mag] . Tamo smd ustvari u Tvrdjenju 17. dokaza-~
1i jacu tvrdnju, da je W.P.II neres$iv za klasu RA. No, vec¢ je
i ovo slabije tvrdjenje iskazano u Posledici 3. dovoljno da
dobijemo nov, jednostavan dokaz teoreme Tarskog o neodlucivo-

sti jednakosne teorije RA.

TEQOREMA 3. (Tarski)

Jednakosna teorija klase relacionih algebri je neo-

diuciva.

DOKAZ

Poznato je (vidi [J1) da je u sluéaju varijeteta re-
lacionih algebri svaki kvazi-identitet ekvivalentan sa nekim
identitetom. PoSto u sluCaju RA postoji algoritam da se za sva-
ki kvazi-identitet konstruide ekvivalentan identitet, onda su
problem kvazi-identiteta i problem jednakosne teorije ekviva-
Tentni u sluCaju RA. S druge strane u Teoremi 1. smo dokazalj
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da je za svaki varijetet problem kvazi-identiteta ekvivaien-
tan sa W.P.I ; podto je u slucaju RA problem rei na prvom ni-
vou nerediv (Posledica 3.), onda je i jednakosna teorija k1a-

se RA neodiuciva.

Primetimo da se taj dokaz razlikuje od dokaza te gi-
njenice u [T53]1 i u [TG]l.Posledica 2. nam ni§ta ne govori o
problemu reéi na drugom nivou. Da bi dobili rezultat o tome,
potrebne su nam dodatne pretpostavke. Sledec¢a teorema nam da-
je, u slucaju da je klasa K, klasa svih semigrupa, neSto vi-
te od Posledice 2. Takodje, ta teorema uopStava metode koje
su koriécene u [mag) u sluéaju varijeteta RA na bilo koji va-

rijetet univerzalnih algebri.

TEOREMA 4,

Neka je V varijetet na Jjeziku L[, koJ1 sadrzi binar-
nu asocijativnu operaciju . Ako se svaka semigrupa moze po-
topiti u =*-redukt neke algebre iz V, tada V 1ma nerefiv pro-

biem re¢i na drugom nivou.

DOKAZ

Oznacimo sa SEM varijetet svih semigrupa. Znamo da

SEM ima neresiv W.P.II. Neka je

konaéno prezentirana semigrupa sa nereSivim problemom reci.

Neka je & Skup-definicionih identiteta varijeteta V.t].
A

V=mod (Z). Neka je V varijetet na Jjeziku LG tako da je

ﬁ .

v = mod (ZUR),

A
a Fﬁtg) slobodna algebra od v nad praznim skupom generatord.

I konacno, neka je A redukt od F;(ﬁ) do jezika L. Nas cilj Jje
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da.dokaZewo da je A konaino prezentirana algebra u V sa nere-

Sivim problemom reéi.
Na osnovu Definicije 3, vidimo da je A =Pv(G,R).

Dokazimo da A ima nereSiv problem reli. Pretpostavimo suprot-
no tj. pretpostavimo da postoji algoritam koji za svaki iden-

titet umv bez promenljivih, na jeziku L., odluiuje da 11 je

Ao b= umv.

Tada bi imali algoritam i za identitete na jeziku {*x}uyG. No,
tada bi problem reli za § bio reSiv. Naime, moZemo dokazati
da za sve identitete usv na jeziku {+}UG vaZi sledefe:

(1) S Euev  akko AG.&umv.

Dokazimo (1).

= vt= URS V
(2) = ZUR = umv.

Pretpostavimo S, & usv.

Zbog uslova teoreme, semigrupu S moZemo potopiti u neku alge-
bru BEV. Ako odgovarajuce elemente od G<S oznacimo istim sim-

bolima i u B onda imamo

BG =R 1 BG B umsy,

ali to znaci da

BGl= ZUR ali B~ ¥ ussv

Sto Jje kontradikcija sa (2).
(—). SGk= ursv  onda (asocijativnost +R)} = umv,

PosSto Z ¥ asocijativnost, sledi da

ZUR E= umv,

Posto imamo da je A =P (G,R). onda



i | AGk= usey .

Time smo dokazali (1), 3to znac¢i da u slufaju pretpostavke
da A ima rediv problem re¢i dobijamo da bi i S imao reSiv
problem reéi. Dobijena kontradikcija dokazuje tvrdjenje teo-

reme.

O

NAPOMENA 3.

Naravno, Postoje varijetet{ V sa binarnom asocija-
tivnom operacijom * tako da se ne moZe svaka semigrupa poto-
piti u *-redukt neke algebre iz V. Na primer, takav varije-
tet je varijetet svih grupa. Takodje, postoje varijeteti V
takvi da se svaka semigrupa moZe potopiti u x-redukt neke
algebre iz V, ali % nije asocijativna operacija na svim al-
gebrama iz V. Na primer, za V mozemo uzeti klasu svih gru-

poida.
L

Teorema 4. nam omogucduje da dobijemo§éitav niz re-
zultata o neodlucivosti na uniforman nadin. Na primer, ta te-
orema daje rezultate o neredivosti problema rei na drugom
nivou za neke klase koje su dobijene iz algebri binarnih re-
lacija.

Za neku algebru A=(A,Q) kaZemo da ‘je algebra binar-
nin relacija ako je A=P{52) za neki skup S,-a Q0 neki skup

operacija definisanih nad binarnim reltacijama.

TEOREMA 5.

Neka jeRQ klasa svih algebri binarnih relacija na
jeziku @, gde Q sadrzi operaciju kompozicije dve relacije (o).
Tada varijetet HSP(KQ) ima nereSiv problem reci na prvom i
=dfugom nivou, kao 1 neodluéivu elementarnu teoriju.
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DOKAZ

Posto je operacija o kompozicije dve binarne rela-
cije asocijativna, onda da bi mogli primeniti prethodnu teo-
remu, dovoljno je dokazati da se svaka semigrupa moze poto-

piti u o-redukt neke algebre 1z RQ

Neka je S neka semigrupa, PoSto se svaka semigrupa
more potpiti u semigrupu sa jedinicom, mozemo pretpostaviti
da < ima jedinicu. Za sve s€S definidimo

ps={(x,x-s)|x65}.

Preslikavan)e
I‘U:S 1.__;,[.'.15
jeste traZeno potapanje semigrupe S u o-redukt algebre

(P(Sz),Q) iz RQ. ¢ je "1-1" jer S sadrii jedinicu, a da je g
homomorfizam, dokazuje se direktnom proverom.

Tako, Teorema 5. nam daje nere$ivost problema reci
i problema kvazi-identiteta kao i neodiuCivost elementarne

teorije na primer-zd sledece klase:

a) semigrupe binarnih relacija (Q={o} ) 3

b)  involutivne semigrupe binarnih relacija
(Q={Q:—1}) ;
¢) (reprezentabilne)frelacione algebre-Tarskog

(ﬂz{U,ﬂ;—,o,_1,A}) .

1

d) Relacione algebre Jdénssona (Q={n,o, ' ,A}) ;

e) Kleene-jeve a]gebre-(9={U,¢,o,&,_1,rtc})

i tako dalje. (Neki od njih nemaju specijalno ime, reci-
mo za Q={v,o} ili Q={n,o0}.).

Pomocu Teoreme 4. moZemo dobiti nov dokaz za neke
kilasiine teoreme o neodluc¢ivosti. Na.primer, moZemo dokazati
Sledece:
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TEQREMA 6.

a ) Problem .rec¢i na drugom nivou za prstene Je neresiv.
b) Flementarna teorija prstena je neodluciva.
(Tarski)
DOKAZ
a) Poznato je (videti [Kul) da se svaka semigrupa moZe poO-

topiti u multiplikativni redukt nekog prstena. Na osno-
vu Teoreme 4. dobijamo neredivost W.P.I11.

b) Po&éto iz neredivosti W.P.II sledi 1 nereidivost W.P.1,
onda zbog Posledice 1. dobijamo neodiufivost elementar-

ne teorije prstena.

B

Napominjemo da originalan dokaz Tarskog ¢éinjenice b) koristi
potapanje strukture prirodnih brojeva. Einjenicu a)iz pret-
hodne teoreme moZemo iskoristiti da dokazemo sledede:

POSLEDICA 4.

Neki varijeteti rodula - imaju neodluCivu jednakos-

ny teoriju.

DOKAZ

‘Poznato je da se svaki prsten R=(R,+,-,0) moze pos-
matrati kao K-modul

M:(R,*i',—,o,'(f_r)rER),
gde ge fr(x)zr-x za sve XER.
Poito se svaki prsten moZe potopiti u prsten sa jedinicom (vi-
deti recimo [Kul) moZemo pretpostaviti da R ima jedinicu.

Svakoj jednakosti medju reiima koje od operacijskih simbola
sadrie samo mnoZenje, odgovara jedan identitet u M:



R e a akko

]az n 1

MF=VX(E1 faé...faﬁ(x)mfbjsz...fbm(x)).

Ako specijalno za K uzmemo neki prsten-sa nereSivim problemom
reCi (videti Teoremu 6.a)) onda €e jednagkosna teorija odgova-
rajuceg modula M biti neodlu&iva. Isto vazi i za Jjednakosnu

teoriju varijeteta HSP({M).

1,

Upravo ideja iz dokaza Posledice 4. se moze iskoristiti u slu-
Caju Kleene-jevih i dinamiCkih algebri - to Cemo uraditi u

sledecem paragrafu.

& 4. KLEENE-JEVE I DINAMIZKE ALGEBRE

PostoJi1 nekoliko algebarskih struktura koje odgova-
raju kohteptima 1Z racunarstva. Jedan od njih je pojam Kleene-
-jeve algebre. Naime, jedan ne-deterministié¢ki kompjuterski
program moZemo shvatiti kao binarnu relaciju K na skupu U
syih stanja: u tom smislu sRt znac¢i da ako se program R pri-

meni na stanje s, onda Je t jedan .od moguéih terminalnih (za- _

vrsnih) stanja. Tako, metodama konstrukcije novih programa

12 nekih datih odgovaraju operacije na binarnim relacijama.
Operacije koje se u tom-kontekstu najvise koriste jesu : uni-
ja, kxompozicija, refleksivni i tranzitivni operator zatvore-
nja. Dva programa igraju specijalnu ulogu: identiéni program
E 7 nul-program ¢. Nekad se posmatra i inverzija - to odgova-

ra realtzaciji programa "unazad".
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DEFINICIJA 8.

3) Kleene-—jeva relaciona algebra Je algebra
| . -1 rtc
K(u)=(ke(U),VU,8,0,8,7 ")
gde je U neki skup, a thc refleksivno 1 tranzitivno za-

tvorenje relacije R
(R7EC_AurTuRCy. . UR Y. .. ).
b) Kleene-jeva algebra jeste algebra
B=(B,+,0,5.,e,",%).
tipa (2,0,2,0,1,1) koja pripada varijetetu genefisahom

a]gebfama K(U).

Ako 1z skupa operacija Kleene-jeve aTgebfe izosta-
V1mo operacijuj odgovarajuc¢i redukt zovemo - slobodna Klee-
ne-jeva algebra. Na analogan nacCin definiSemo 1 * - slobod-
nu Kleene-jevu algebru. Za Kleene-jevu algebru B kazZemo da
je standardnag ako Jje izomorina podalgebri neke Kleene-jeve
relacione algebre K(U). Standardna “-sliobodna odnosno *-sio-
bodna Kleene-jeva algebra se definiSe na sli¢an nacin

Jedna varijanta konstrukcije algebri kompleksa su-
gerise metod konstrukcije Kleene-jevih algebri.

Neka je u=(U,R,E,S) poly-algebra tipa (2,0,1). De-
finiSemo Kleene-jev kompleks KC{U) na sledeci na&in : iz al-
gebre kompleksa Cm(U) izoStavimo operacije preseka i komple-
menta, ali dodamo unarnu operaciju *, gde je Y* zatvorenje od

Y u odnosu na poly-operacije R i E. Dakle,
KC(U)=(P(u),u,6,%,E,5,%)

gde jJe
XRY={z€U|(3IXEX) (IyEY)ZER(X,y) ]},
S(X)={y€U| (3xEX)yES(x)},
V*=n{Scgl|(vx,y€S)R(x,y)cS & YUE=S].



PomoCu analogne konstrukcije dobijamo Kleene-jev kompleks po-
ly-altgebre l=(U,R,E). Do sada se ne znaju potrebni i dovoljni
uslovi da K1eene-jev kompleks poly-algebre U bude Kleene-jeva
i1 ”-s]dbodna K]eene-jeva a]éebra; all neki najvazniji pri-
meri nastaju na taj nacin. |

Mi ¢emo u daljem uspostaviti vezu medju algebrama
jezika i Kleene-jevih algebri.

Neka je X skup. Oznaéimo sa ¥ i skup svih reci nad
'L (2" se moZe shvatiti i kao skup svih konaénih nizova nad

). Sa A ¢emo oznacCiti praznu red. Svaki podskup Lgxz zovemo
jezik nad ¥ . Dakle, P[£) jeste skup svih jezika nad gy .

U skupu svih jezika nad istom azbukom definidu se
sledece operacije : unija U, konkatenacija -, 1 iteracija *

ako su A,B dva jezika nad ¥ , onda
AUB = {W|WEA i1i WEB},
A-B = {w1w2[w1EA & NZEB},

AT=n{Scr |{A}UASS & 5-5=5}.

Algebru

*

Ls=(P(E " )usb,,{2},7)
Zovemo algebra jezika-nad .
- U toj algebri izdvojimo podalgebru generisanu jednoelementnim
jezicima
Regy =<{{a}[a€z}>.

Tu algebru zovemo algebra regularnih jezika (111 regularnih
dogadjaja) nad Z. Direktna veza medju algebrama jezika i
Kleene-jevih algebi se vidi iz sledec¢ih tvrdjenja:

TVRDJENJE 2.

Za svakil skup ¥ , algebra jezika LZ jeste algebra
Kleene-jevih kompleksa neke poly-algebre.
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DOKAZ

Neka je U=(",-,{a}) poly-algebra nad skupom svih

reli od X, sa operacijom konkatenacije ", i konstantom {l},

A je prazna rec. Tada, po definiciji,

ke(U)=(r(*),u,8, ,{x}l,*}

gdé je - definisano sa
x—v;{w1w2|w1ex & W, €Y}, 1

X* ={3}uXuXX ¢....uX u...

Dakle,
Kc(u)sz.

TVRDJENJE 3.

Za svaki skup = , algebra jezika'Lz jeste standar-
dna, ” -slobodna Kleene-jeva algebra.

DOKAZ

Neka Je

Lzz(P(z JsUsBs 5{AYs™).

Definisimo preslikavan]e
p: P(Z*) —z *x*
na sledeci nacCin:

o (X)={{usu-Vv)|yes* & VEX}.

L

Dokazimo da je ¢ potapanje algebre Lz u - slobodnu Kleene-

-jevu algebru

K (s*)=(Re(x*),U,8.0:8, °C).



Prvu, jasno Jje da je

oP)=0

i da Je
O({x} )={ (usur) € T} =8y

DalJje,
@O AUB)={ (u,u-v)|uEZ™ & VEAUB} =

={(u,u-v)|ue* & vEA}U{u,u-v)[DGZ* & vER}=
= @(A)Uep(B),
@(A-B) ={ (u,u-w)|ueZ™ & weA-B}=
={(u,u-v1;vglu62* & v4EA & v,EB} =

={(u,z)lu€z*, z=u'v1v2,v1€A,v2€B}=
={(u,z)[(3v1€A)Qu,U'v1)Gw(ﬁ)&(U‘V15Z)€®(B))}

={ (u,z)} (Ay€s™)((u,y)€p(A)&(y,2)Ep(B))}
-_-q)(.A_){}gD(B)s

@ (A*¥)=p (UA")=
new

={(u,u-v)|ue™ &(VG{A}V(anEw)vGAn}=

= U (e(A))" = (p(A))"TC.
new

Lako je videti da je ¢ "1-1". Dakle, @ Je potapanje.

O

Veza izmedju algebri regularnih jezika i Kleene-jevih algebri
S€ vidil 1z sledece teoreme:

TEOREMA 7. (Németi)

Algebra regularnih jezika Reg_ jeste slobodna, 7 -
slobodna Kleene-jeva algebra nad skupom ¥. |
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DOKAZ

Videti [N82],

Dakle, Kleene-jeve algebre su ustvari jedna alge-
barska interpretacija dela teorije jezika odnosno teorije re-
~gularnih jezika..Primetimo, da se do.sada ne .zna ni Jedna.
jednakosna baza ni za varijetet K]eéne—jevih algebri nil za

“J

varijetet Y- slobodnih i1i *-slobodnih Kleene-jevih algebri.
Cak se ne zna da 11 ti varijeteti imaju konacnu bazu. Ipak,

mozemo dokazati sledece:

TEOREMA 8.

Problem re1 na drugom nivou za varijetet Kleene-
-jevih algebri je nere3iv. Isto va?i za varijetet “-slobod-
nih i *-slobodnih Kleene-jevih algebri. Ti varijeteti imaju
i neodluc¢ivu elementarnu teoriju.

DOKAZ

Neka je Q={U,8,0.a, ',"%C3. Tada, klasa svih Klee-

ne-Jjevih relacionih algebri R(U) jeste klasa kK. iz Teoreme

§2

5. Klasa svih Kleene-jevih algebri jeste'HSP(RQ).

Tako, na-
Se tvrdjenje sledi iz Teoreme 5.

PolazecCi od Kleene-jeve algebre, dolazimo do pojma dinamicke
logike i dinamicke algebre.

Dinamicka Togika se dobija iz klasicéne iskazne lo-
gike dodavanjem nekih modalnin operatora <a>, indeksiranih
eiementima neke K]eené—jeve algebre.

Neka Jje K=(K,+,0,;,e,",*) neka (fiksirana) Kleene-
-Jeva algebra. Iskazne K-formule su elementi apsolutno slo-
bodne formulske algebre.
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FeelFgYatua, fu],<a>(agk))

nad nekim beskonaénim skupom P{iskazanih promenljivih).Binar-
ne operacije @ i <>se definiSu na uobicajen nalin, a [a] Je

poznaka za operator ]<a>].

DEFINICIJA 9.

Neka je K neka Kieene-jeva algebra. Za skup rcfF

jskaznih K-formula kaZemo de je (Zskazna) dinamicka K-logika

ako za sve a,bEK 1 sve x,yEFK vazi

(1) Sve klasiéne tautologije pripadaju I ;
(1i) X>ry€erl onda {a>g+<a>y€r .
(iii){altelT i <a>(xvy)«>(<arxv<a>y)eT ;

(iv) T je zatvoren u odnosu na modus ponens ;

(V) ' je zatvoren u odnosu na supstituciju ;
(vi) ledueée ‘ormule su u I':
(vig) <a+b>x *>(<a>xv<b>x)

(Viz) <> x<>F

(Vi3) <a;b>xe+<a><b>x

(V14) <@> X< X

(vig) <a¥>[alx~>x

(Vig) Ca*>x++(xv<a><a*>x)~-
(v17) <a*>x++(xv<a*>(]Xh<a}x)'

Kao 1 u slucaju klasiénog iskaznog raiuna, moZemo
definisati relaciju ekvivalentnosts medju formulama.
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DEFINICIJA 10.

Neka je K Kleene-jeva algebra, a Fc_:FK dinamicCka

{-logika. Relacija =~ je definisana na sledec natin: za
sve Xx,yerl

XY akko X++yET,

Algebarska verzija dinamickih logika su tzv. dina-
micke algebre. Dinamicka algebra je Boole-ova algebra sa nor-
malnim unarnim operatorima koJi su indeksirani elementima ne-
ke Kleene-jeve algebre. Podsetimo se da ako je BO:(B,+,-,—,O,1)

Boole-ova algebra, onda za F:B-»B kaZemo da je operator na B,

ako'je aditivan tj. ako za sve X,y€B va7i

F(x+y)=F(x)+F(y).

F je normalan ako je F(0)=0.

DEFINICIJA 11,

Neka je K Kieene-jeva algebra. Dinamidka K-algeb-

bra B je Boole-ova algebra BO Sa normalnim unarnim operatori-

ma F_(a€K)

B=(BO,Fa(a€K))
tako da za sve a,b€K {1 x,yEB vazi
(1) Fasp (X)=F(x)+F, (x)
(1i)_ Fo(x)=0
(111} Fa.p(x)=F Fp(x)

(1v) Fe(x)=x

{v) Fau Fa(x)gx

(vi) Fa*(x)=x+Fa*(E'Fa(x)).
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Slede¢a teorema nam pokazuje da su dinamicke alge-

bre ustvari Lindenbaum-Tarskijeve algebre dinamickih logika.

TEOREMA 9.

Neka je K Kleene-jeva algebra a FgFK skup iskaznih

K-formula. Tada
I' je dinamicka K-logika akko Jje R potpuno invari-

jantna kongruencija na F  tako da je F /=~ dinamitka K-algebra.

DOKAZ

I- klasicne iskazne logike je'poznato da je konJjuk-
cija usltova (1) 1 (iv) iz Definicije 9. ekvivalentna sa us-

lovom da je mﬁ,re1acija kongruencije na reduktu F~ od FK ko-

ji se dobija izostavljanjem operacija <a>{a€K), i da Je F‘/.c.sF

Boole-ova algebra. Uslov (11) nam daje da = cuva operacije

r
<a>(a€K), pa Jje o kongruencija na FK.US1DV (v) znaCi da je

kongruencija =_, potpuno invarijantna. Iz uslova (i11) dobija-

I
mo da su operacije <a>/mr normalni operatori. Aksiome (vi,)-

~(vig) iz Definicije 9 nam direktno daju aksiome (i) -(vii)

u Definiciji 11. Dokaz u suprotnom smeru je potpuno analogan.

Primetimo da nam ova teorema omogucuje da usposta-
vimo vezu izmedju klase svih dinamigkih K-Togika 1 klase svih
varijeteta dinamickih K-a1ge5ri (videti[d]).

Do glavnih modela dinami¢kih K-algebri dolazimo teh-
nikom algebri kompleksa. Pre nego §to predjemo na dokaz sle-
deceg tvrdjenja, primetimo da ako je R neka unarna poly-ope-
racija na nekom skupu S, onda se R moZe smatrati za binarnu
operaciju na S na sledecCi nacin:
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(x,y)ER axko YER{x).

Tako, svaku wunarnu poly-operaciju R:S+P(S) moZemo smatrat]

za element Kleene-jeve relacione algebre K(S).

TVRDJENJE 4. (videti [J7)

Neka je K Kleene-jeva algebra. Za multiunarnu po-

ly-aigebru U=(Q,RE{aEK))‘a1gebrawkomp1eksa Cm{W}-je dinamic- -

ka aigebra akko Jje preslikavanje aim%Ra homomorfizam iz K u

K{ u).

DOKAZ

Dokazacemo samo smer («).(Za smer (=) videti [J],

str. 54.)
Neka je @:K— Re{lU) definisano sa
=R, ,
e(a)=R,
gde Je (x,y)ERé +ﬂ-y€Ra(x);

/namo da Je @ homomorfizam izmedju K i K{(U) pa dakle imamo
Bl Raup=RaUR,

2) R, =p

3) Rasb~Ra o Ry

Napravimo sada algebru kompleksa

Cm(U)=(P(U),u,n,-,6,U,R_(akK)),
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gde je

R (x)={ye Uj@ xeX) (x,y)ER} .

Znamo da je Cm(U) kompletna 1 atomicna Boole-ova algebra sa

normalnim unarnim operatorima (vidi Tvrd.6, Glava I). Treba

samo proveriti aksiome dinamifke algebre.

L ¥

1) Ra+b(X)=ﬁa(X)Uﬁb(X), za sve Xcl.
YER_ L (X)<>(IXEX)YER_,\ (x)
(HxQX)yGRa(x)URb(x)

— (axex)(yeRa(x)vngb(x))

a+b

“« (SXEX)yERa(x)v(HXEX)yGRb(x)
- yeﬁa(X)?yEﬁb(X)
- yeﬁa(X)uﬁb(X).

2y R (X)=¢ jer znamo da je R =g
3) ﬁa;b(x);ﬁa(ﬁb(X))
yeﬁa;b(x)++(3x€X)(x,y)€Ra_b

4

<> (2xEX)(X,y)ER, o Ry

> (ExEX)(EZEU)((x,z)SRbn(z,y)ERa)
<> (3z€U) ((IxEX)(x,2)ER A(Z,y)ER )
< (3z€U)(ZER (X)a(z,y)ER,)

R yEﬁa(ﬁb(X)).

(Primetimo da smo u trecem koraku dokaza koristili dualnu

(funcijsku) definiciju kompozicije R, 1 Rb).
4) R (X)=X, Jer je R = A

S
5)  Ru (R (X))eX

i Sy

. 8 Z
gde je ﬁa(X)-(RaI )) dual od R_.



“boa definicije konjugovanosti , dovoljno Je dokazati da su Raui

L ¥

R, uzajamno konjugovani. Na osnovu Teoreme 222 u [J] posto je

-1 ~

onda su ?au i R. uzajamo konjugovani.

Rar = (Ry) a

et ~

6) R_%(X) =X UR,R_x(X).

Mofe se dokazati (rJ], Teor.4.2.2.) da u svakoj Kleene-je-

voj algebri vaZi a*=e+aj;a* , dakle

7y R« (X)=XUR £ (XNR, (X))
Znamoe da Je

rtc 2 h
= = UR=U URU
Ra*— Ra ﬁL“an‘ Ra . = Ra CI T

Jedan smer inkluzije (2) je jasan, Jer

(2) R_TPC(XnR . (x))<RT e (x) .

Iz (1) i (2) sledi

LETEC , Ta ~rtc
KURT “C(XNR, (X)) R, 75 (X))

Treba jod dokazati smer (g).
( X

yeﬁ:tC(X)ayEXUﬁ;tc(inﬁak ). Dovoljno je dokazati sledele:

ako yE?i'yEﬁrtc(X) onda yEﬁth(gﬂE(X)).

nTtC(X) onda

Posto YER

(HXEX)(x,y)ERn za neko n tj.
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(BXEX)x0=xRx1Rx2R...Rxn_1Ryéxn,!za'neke X .

Neka je i najveéi indeks (i€{0,1,...,n-1}) tako da x;EX

(takav 1 sigurno postoji jer recimo x,€X). Tada

iPRx1R"‘R;i—iR:ini+1R‘“RxnﬂlR; ,
, M ) S (]
X XXy X X
pa Je
x:, EXR(X) i yeR""(XnR(X)), Sto smo i trebali do-
kazati.
0

Napomenimo da se moze dokazati da Je svaka konaCna dinamicka
algebra reprezentabilna kao alaebra kompleksa neke poly-alge-
bre (videti [J]).

U daljem Cemo koristiti sledeci specijalni sluCaj gornjeg
tvrdjenja:

Neka je K=K{L) Kleene-jeva relaciona algebra, a
@: K{u)-=»K(u) identiCko preslikavanje, onda je ¢ trivijalno ho-

momorfizam. Na osnovu Tvrdjenja 4., ako Kleene-jevu reiacionu
algebru posmatramo kao poly-algebru

“=(U,RD(DERE(U))

gde je szp, Rp(x)={Y[(X=¥)€D})=
onda Jje algebra kompleksa Cm(uU) sigurno dinamiZka algebra.

Nas§ cilj ge sada da prenesemo rezultate neodludi-
vosti sa kleene-jevih algebri na dinamic¢ke algebre. 1z Teore-
me 8. znamo da postoji Kleene-jeva algebra K, sa nereSivim

problemom reli. Prva ideja koja se namece jeste da se posma-

tra neka dinamicka algebra R=(RO,Fa(aEK0)) tj. neka dinamic-

ka algebra sa operatorima koji su indeksirani elementima te
Kieene-jeve algebre Ko' Ali, 1z dokaza Teoreme 8. je jasno,
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da ta Kleene-jeva algebra Kb nije K1ene-jeva'relaciona alge-

bra. Za takve apStraktne Kleene-jeve algebre ne znamo Kako
treba definisati operatore Fa(aQKO) tako da vaZze uslovi Tvr-

dienja 4, tj. tako da B postane dinamicka algebra. Zato,
ako hocemo da iskoristimo neredivost problema reli za Klee-
ne-jeve algebre, onda to moramo ¢initi na drugi nacin.

TEOREMA 10.

Neki varijeteti dinamickih algebri imaju neodluc-

vu jednakosnu teoriju.

DOKAZ

Neka je S neka semigrupa sa nere3ivim problemom

S (G,R).

=PseM

Bez guwljenja opétosti-moiemo pretpostaviti da & ima jedi-

nicu e. Neka jJe
T(S)={f515€S,fS je leva translacija u S}
(.[:S(x)zs*x , VXES)

Tada Je
T(S)=(T(S), 0 )

semigrupa koja Jje izomorfna sa S. Neka je

G =1f _:g€G ).

{ g: 9 }

Znamo da je svaki element iz T(S) oblika

f o f .o...of

o X2 n o

Z:& neke x1,x2,...,xn€G, jer je G~ skup generatora za T(S).
Tekodje, ako x1,xz,...xn,y1y2,...,yk€G i

X1X2...Xnﬁy1y2...}’k€R

onda odgovarajuci identitet
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f of o...0f =f o...0f
X1 % n o ¥y Yk

vazi u T(S). Zbdg izomofizma semigrupe S i T(S), skup

R ={f of o...o0fF =T of o.:..of Xy ee X RY LY ER}
X4~ X X, Y Yo Y 1 n 71 K

jeste skup definicionih relacija za T(S). Semigrupa T(S) Je
ustvari prezentirana sa (G7,R7) 1 ima nereliv problem reci.

Posmatrajmo sada u Kleene-jevo) relacionoj algeb-
ri K(S) podalgebru generisanu sa T(S). Oznalimo tu algebru

sa w(S). Primetimo da je y(S) generisano i skupom G° pa je
T(S) konacno generisand. Medjutim, ne znamo da 1i je y(S)
konacno prezentirana_u varijetetu Kleene-jevih a1gebri.
7ato nema smisla postaviti pitanje redivosti problema reci
za V(). |

Medjutim, mi moZemo posmatratl samo one elemente
iz ¥ S) koji su u T(S). Ako su dve reCi 1z T(S),

fx1ofx20...ofX i fyio...ofyk jednaki u T(S),

onda su oni jednaki j-u p(S8) i obratno. Tako, ne postoji al-

goritam koji bi za bilo koje dve reci

f ...nf . e : C V.
.fx1o XZC} 0 X fy1ofy20 Ofyk (X1 FJEG)

odlucivao da 11 jJe

111 ne, Jjer to vazi akko

T(SY .E&f of o..,0f =f of o...0f
=g Xy Xg hno Y1 Y2 Vi

a u 7(S) takav algoritam ne postoji.

Konstruisimo sada, polazeci od Kleene-jeve rela-
cione a-lgebre w(.s):(_w(s)ausﬁsosﬁ:-‘l-rtc) multi-unarnu DD]:{-
-algebru

m(8)=(S,R_(c€Y(8))

gde za unarne poly-operacije RG:S+P(S) uzimamo
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R, = {yES[(x,y)éﬁ};

.bog Tvrdjenja 4. mi znamo da je algebra
D(S)y=Cm(m(S))=(P(S),U,n,-,8,S,R(c€y(S))

dinamic¢ka algebra.

Naravno, preslikavanja ﬁg:P(S)+P0&}wsu definisana kao

T _(X)=1{y€S |@ x€X)(x,y)Ea}.
Pcito je G y¢(S), onda za sve fg€G‘, Ef je onerator u U(%).
q

...OR (f  €G~)
£ © OFs X
}5’.1 x2 ,Xl"t 1

Takodje, svaki

jeste operator uV(S). Zbog aksiome (iii) u definiciji dina-
micke algebre (Def. 11) 1 zbog Cinjenice da Jje $=T(S) imamo

da za sve XS vazi

R R X)=R_ . =R
( Fx O O TX )( ) .Fx 0 of (X) Rf (X)
1 n 1 A X1 Xy
Zbog toga, ako je
S F XqXp- - X FY¥a. .y
onda
NS)4=f of o...0f wf of o...0f
G x1 x2. Xn y1 yz Vk
pa Je
V(s) %=Rf . (X)@Rf . (X)),
x1...xn Yi---Yy
Obratno, ako
SG t_——_;é X1X2...Xnm y']‘yZ"'yk .
onda 1 o "
: S . ] . R
G x1x2...xn Yq¥p. - ¥y
Tako, ni identi R Y~ P
- .ﬁ jte# fo ) (X)Faﬂfv V V (X)
ne vazi U U(S) jer 172 n 12 k
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::JEJ

F E( {e}):{yGS:(e,y)efx . ...)(- }=
X g Xneo o X | 172 n
1 2 by
={x1x2...xn}
R (fe})=1yes: (e.y)Ef .
' | ’ Y, YoueooV
Yq¥op---Yy 192 k
:{y1‘y2'.',‘vk}'

Dakle, za sve x]xz,...,3n,y1,y2,.,.,yk€G

SG¢x1x2;_;xnmy]y2...yk akko ﬂ(S)%ﬁf (x)me (X).
. x"i.--xn }’1...yk

To znaci da ne postoji algoritam koji odluCuje o tome koji
identitet vazi 1 VY(8) a koji ne.

Tako, V(S) ima neodlu€ivu gednakocnu teoriju, pa i varijetet

HSP(VY(S)) ima isto neodluCivu jednakosnu teoriju.



DODATAK:

NEKI PROBLEMI KOJI SU OSTALI OTVORENI

~Na ovom mestu Zelimo da navedemo neka od pitanja na. .
koja je autér natsSao tokom izrade ovog rada, a na koja je od-
govor ostao nepoznat do ovog trenutka.

Pitanja se odnose uglavnom na sadrZaj koji se nala-
z17 u Glavi II1 1 Glavi III.

Prvo, Sto se ticCe aksiomatizabilnosti, primetimo da
Teorema 1. 1 Teorema 2. iz Glave Il reSavaju Problem 6. i Pro-
blem 7. postavijen u [mag]. Medjutim, Problem 8, ostaje i da-
1je nereSen. H. Andréka i I. Németi su predlozili da se deta-
linije ispita klasa svih podalgebri klase S¢. Naime, "u alge-
barsko]J logici se Cesto deSava da jedna konkretno definisana
kiasa nije zatvorena u odnosu ni na 5ta, ali klasa podalgebri:
je veC "lepa pravilna", recimo aksiomatizabilna. Takve su na

primer klase NPQCA Ka*CA,,Cry . -

a+k’?

PROBLEM 1. (Andréka, Németi ; vidi [mag])

Da T1 je klasa S(S¢) elementarna?

- U .Glavi I, &5, smo definisali presliikavanje Ra ko-
Je svakoJ cilindricnoj algebri AECAqy (a>4) dodeljuje relacionu

algebru Ka(A). Pitanje na koje smo naisli prilikom izuéavanja
probiema aksiomatizabilnosti je:

PROBLEM 2.

Da 11 postoje algebre Ai€CﬂDL (1€1),024, tako da za
nekl {neglavni) ultrafilter D nad [ vazi

I I



U Glavi I, &4, smo definisali preslikavanje Ra_1
koje svakoj klasi relacionih algebri KcRA dodeljuje klasu ci-

lindric¢nin algebri Ra"1(K)_ Dali smo i neke dovoljne uslove,

pod koJjima se_neaksiomatiiabi]n05t7k1ase K prenosi na klasu

Ra_T(K). Pitanje u opStem obliku jJe:

PROBLEM 3.

Neka je KCRA neaksiomatizabilna klasa relacionih al-

gebri. Nac¢i potreban 7 dovoljan uslov da odgovardjuéa klasa

cilindricnih a]gebrilka_1(K) takodje bude neaksiomatizabilna.

i

I specijalno:

PROBLEM 4.

1

Da 11 je klasa ka (S4) aksiomatizabilna?

Izgleda da semigrupe igraju vazZnu ulogu u proble-
mima odlu&ivosti. Na primer, videli smo da (asocijativni)
prsteni imaju nere8iv problem rei (na prvom i drugom nivou),
dok ne-asocijativni prsteni imaju resiv W.P.I i W.PII. Vari-
jetet svih grupa ima nerediv W.P.I i W.P.II, dok kvazigru-
ne imaju re§iv problem reli na oba nivoa. Takodje, Németi Je
u [N8A dokazao da ako iz skupa aksioma za relacione algebre
jzostavimo aksiomu koja govori o asocijativnosti operacije o,
““dobijena jednakosna teorija Ce biti odlucCiva, dok “Eq(RA)*ni;

je odluivo. S1iino se deSava 1 u sluCaju CA:jednakosna te-
orija za CAu(aE3) je odlué¢iva, ali ako izostavimo aksiomu C4
iz definicije cilindrine algebre, dobijena Jjednakosna teo-
rija e biti odliucéiva. pilo bi moZda zanimljivo videti Sta
se deSava u tom smislu u siucCaju K]eene-jevih i dinamickih

algebri.

Medjutim, za razliku od prstena, grupa, relacionih
i cilindri¢nih algebri, do sada se ne zna ni jedna jednakosna
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baza za varijetet Kleene-jevih algebri. Ne zna se ni da 11 taj

varijetet ima konacnu bazu. Dakle:

PROBLEM 5.

Da 1i varijetet Klene-jevih algebri ima konalnu ba-

Zzu 1dentiteta 7

A
PROBLEM 6.
Naé¢i jednakosnu bazu za varijetet Kleene-jevih alge-
bri.
a

U radu [MNS] su data tri varijeteta sa oscbonom da je
probiem rec¢i na drugom nivou reSiv, a na prvom nijé. Prva dva
varijeteta su definisani dosta komplikovano, dok trec¢i ima bes-
konacno mnogo aperacija. Pitanje koje se namece jeste da 1i po-

stoji 1 "prirodan primer” sa tom osobinom 7 U samom radu se

pita konkretno sledele:

PROBLEM 7. (Mekler, Nelson, SheTah)

Da 17 postoji kongruencijski modularan varijetet V
sa osobinom da je W.P.II re3iv a W.P.I neresiv 7

A

Teckodje se postavlja 1 sledecCe pitanje:

PROBLEM 8. (Mekler, Nelson, Shelah)

Da 17 svaki varijetet umarnih aligebri sa konacnom
bazom ima osobinu da iz reSivosti W.P.II sledi redivost W.P.I?

»

Naravno, u opStem slucaju mozemo pitati:

PROBLEM 9.

Koji varijeteti imaju osobinu da iz reSivosti W.P.II
siedl redivost W.P.I 7

o
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Napomenuli smo (Glava III, 42) da neodluc¢ivost Jjed-
nakosne teorije varijeteta V znaci ustvari da je "problem redi
Za Fv(m)“ nereSiv, ali darodatle ne sledi da je problem reci
na drugom nivou nerediv za V,jer ta algebra u opStem stucCaju

nije konaéno prezentirana u V.

PROBLEM 10. (Andréka, Neémeti)

Za koje varijetete V je slobodna algebra Fylw) konac-

no prezentirana u V 7
0

Problem u opStijem obliku:

PROBLEM 11.

Za koJe varijetete V vaZi da iz neodlu€ivosti jedna-

kosne teorije sledi nere§ivost problema re&i na drugom nivou ?

O

U radu [MNS] nalazi se primer varijeteta koji ima
neodluCivu jednakosnu teoriju, ali re3iv problem re&i na dru-
gom nivou. Medjutim, varijetet nije konainog tipa (ima prebro-

Jivo mnogo unarnih operacija).

PROBLEM 12.

Da 11 postoji varijetet V sa konacno mnogi fundamen-
talnih operacija takav daje Eq(V) neodul&iva, a W.P.II resiv?

I

PROBLEM 13, (Andréka.Németi)

Da 11 postoji diskriminatorni varijetet V takav da je Eq(V)
neccluiiva, a W.P.II rediv ? |

|

PROBLEM 14. (Andréka, Németi)

Da 11 postoji EDPC-varijetet V takav da je Eq(V) neodluciva,
a W.P.II re§iv 7

a
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Uz poslednji problem napomenimo, da za EDPC varije-
tete vaZ?i samo da ako im je odluCiva jednakosna teorija, onda Je

re3iv 1 problem reci na drugom nivou.
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LINEARNA ALGEBRA I ANALITICKA GEOMETRIJA (R}
Pismeni deo ispita - |

1

. juni 1987.

Endomorfizam L: V-—>V vektorskog prostora'v nazlva se Ie-
Fleksijom ako Jed rang(LPI)_l i I° =T. Dokazati:
ako e L refleksija, onda Je V-—Ker(L+I) @Ker(L—I)

e U ?andardnog bazi e vektorskog prostora IR3 operater Lxlma

8,

—

matricu 1 % 0 fT |
A ( 1 2 . l) " ( c{ém parametan)-.
-1 o0 1) - ) -
(a) Ispitati dijagonalizabilnost operatora L u zavisnosti od
parametra ol. Za svako &K za koje jJe Irdljagonallzabilan-
nadéi bazu u kojoj je matrica L dlgagonalna.;

(b) Za sve ol nadjene u (a%y izracunati L Oex) (x €1 3’, n &€ XN).

U afinom euklidskom'prostoru E‘l+ date su ravnl
. = &+ X(ag,8) 5 = Br L (bg,b))
gde je B -

al={l 2y3,4) &, =(2,3,1,2) , A(1,1,0,0)

by=(1,1,1,-1), b =(0,1, A\ 1), B(0,0,2,2)

(a) Odrediti VIEanStl parametra tako da se ravnl seku po
potprostoru [ najvede mogude dlmenz1ae.

(b) Hapisati parametarske jednacine nadaenog notprostora T}

(c) Naéi rastojanje izmedju prave kroz tacke A, B i potpro-
atora [1 | | -

U afinom euklldskom prostoruE3 data ae povr§ drugog reds

B x2+5y +22+2xy+6xz+2yz—2x+6y+2z_='0 R

i ravan JC: 2x-y+22+ oo =0 (L& Ii parametar)

(a) Naégi jednaginu krive S-[an'u zaV1snost1 od K .

(b) Izometrijskom transformac1aom ravni svesti js na kanon-
ski oblik.

(c) Nagi sve vrednosti parametra K za koje se S sastoji od
dve prave. o
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