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Uvod

Osnovna tema ovog rada je centralna grani¢na teorema i brzina konvergencije u njoj. U radu ce biti
razmatran jednodimenzioni i viSedimenzioni slu¢aj, kao i odredeni primeri i primene ove teoreme.

Rad se sastoji od tri dela, koji su numerisani jednim brojem, dok su paragrafi unutar njih numerisani sa
dva broja. Unutar paragrafa su numerisane teoreme.

Prvi deo rada je bio usmeren na centralnu grani¢nu teoremu u prostoru R'. Lindeberg-Felerova teorema
je osnovna teorema ovog dela, kao i njen dokaz uz sve potrebne pomocne leme, dok je poslednji
paragraf bio slucaj centralne granicne teoreme za zavisne slucajne veliCine. Literatura koris¢ena za
pisanje ovog dela bile su dve knjige : Verovatnoca i statistika — Pavle Mladenovi¢ i Statisticka analiza
vremenskih serija - T. W. Anderson .

Drugi deo se odnosio na primene ove teoreme u aktuarskoj matematici pri odredivanju raspodele za
ukupnu vrednost odstete, kao i na odredene primere centralne graniéne teoreme. Za ovaj deo su, pored
knjige Verovatnoca i statistika — Pavle Mladenovi¢, koris¢éena i predavanja sa kursa Aktuarska
matematika koji je drzao Pavle Mladenovié.

Tredi i zavréni deo rada ti¢e se centralne greni¢ne teoreme u prostoru R". Teorema Beri — Esena se
izdvaja kao najbitnija u ovom delu, a odnosi se na brzinu konvergencije u centralnoj grani¢noj teoremi,
dok je literatura koja je bila koriS¢ena za pisanje bila knjiga Normalna aproksimkacija i asimpototski
razvoji — R.N. Batacarija, R.Ranga Rao.

Zahvaljujem se mom mentoru profesoru Pavlu Mladenovi¢u na pomodi u pisanju rada.



1. Centralna granicna teorema

Centralna grani¢na teorema je zajednic¢ko ime za Citavu familiju teorema u kojima se dokazuje da niz
parcijalnih suma S, = X, pri ¢emu je ( X,, ) dati niz slu¢ajnih veli¢ina,normiran pogodno izabranim
konstantama, ima asimptotski kad n = @@ normalnu raspodelu. Slobodnije re¢eno, centralna grani¢na
teorema tvrdi da zbir velikog broja slucajnih sabiraka, pri ¢emu je udeo svakog pojedinacnog sabirka u
celom zbiru mali, ima priblizno normalnu raspodelu. Odatle sledi i veliki znacaj koji centralna granicna
teorema ima u prakti¢nim primenama, jer u mnogim konkretnim realnim situacijama slucajne veli¢ine
jesu rezultat delovanja velikog broja slu¢ajnih faktora, pri ¢emu je uticaj svakog od njih ponaosob mali.

Slucaj nezavisnih slucajnih veli¢ina sa istom raspodelom

Teorema: Neka je (X,) niz nezavisnih sluc¢ajnih veli¢ina sa istom raspodelom, matematickim
olekivanjem E(X;) = m i konaénom disperzijom D(X;) = 6* > 0. Ako je S, = ¥ %—1 X, onda za svako x € R pri

n - oo vazi

PRy — [F e 2ar. (111)

ovn Wag T

Tvrdenje teoreme 1.1.1 mozZe biti formulisano na sledeci nacin:

En—E(5n)

B Sn]

— N(0, 1).

Dokaz: Neka je @ karakteristi¢na funkcija slu¢ajne veli¢ine X; —m, a @, karakteristi¢na funkcija sluc¢ajne

sy Sn—nm .
veli¢ine — .Tadaje
ow i

@(t)=1-0t/2+0(t’),t >0,

a sobziromda teorema 1.1.1 moze biti formulisana na slededi nacin:

En—E(5Sn)

4 B Sn]

= Yi=1 % , to dobijamo

@q(t) = [(p(ﬁ)]“ =[1-0%%/20’n +o(t)]" S e = ,n—ca.

£

Postoje e = karakteristi¢na funkcija N(0, 1) raspodele, to na oshovu teoreme (10.5) sledi tvrdenje
(1.1.1), odnosno (1.1.2).



1.1 Lindeberg — Felerova teorema

U ovom delu da¢emo generalizaciju centralne grani¢ne teoreme na slucaj takozvane sheme serija. Neka
je data shema slucajnih veli¢ina

Xlll XlZI X13I .. Xlkl
Xle XZZI X23I .. XZkZ

X311 X321 X33I .. X3k3

an; XnZ; Xn3; Xnkn
(1.1.3)
Takva da vaze slededi uslovi:

a) lim, ..k, = +0o0(1.1.4)
b) za svako n slucajne veli¢ine X,1, Xn2, Xp3, ... Xnkn SU Nezavisne (1.1.5)
c) EX,=0zasvako za svakonisvakoj€ {1,2,3...k,](1.1.6)

d) DXy + DXpo+ ... + DXpwn = 1 za svako n. (1.1.7)
Teorema 1.1.2

Data je shema serija (1.1.3) takva da vaze uslovi (1.1.4 — 1.1.7). Tada sledeéa dva tvrdenja

, o . )
2y Xn; = N(0,1), n—=c0, (1.18)

(Ve > 0) lim, . maxy_ ;. P{|X,]| >} =0 (119

=R

Vaze akko za svako £ = 0 vaZi slededi Lindebergov uslov (F; je funkcija raspodele slu¢ajne velic¢ine X,;) :

kn

1mZJ3HQm=u@um

Fl—*aoc

J=1 x| »s

Teorema (1.1.2) je poznata pod nazivom Lindeberg — Felerova teorema. Tvrdenje (1.1.8) zove se
centralna grani¢na teorema. Uslov (1.1.9) zove se ravhomerna asimtotska zanemarljivost. Lindebergov
uslov (1.1.10) mozZe se zapisati i u slede¢em obliku



1

W

lim Z E(x2; I{]| X,

F—*oc
;=1

- .-_-'}) = 0.

Pre nego Sto dokaZemo Lindeberg — Felerovu teoremu formulisaéemo i dokazati nekoliko pomoc¢nih
tvrdenja koja ¢e biti koris¢enja u dokazu te teoreme.

Pomocna tvrdenja

Lema 1. Za svaki realan broj z i svaki nenegativan ceo broj n vazi nejednakost

ix n lLix)® 1 oz|x|"

RS0

le | = min{ 1 (1.1.11)

| =™
(n+1)!" n!

Specijalno, za n=2 i svaki realan broj x vazi nejednakost
e —1—ix+>| = min{le:,_r: } (1.1.12)

Dokaz: Prvo indukcijom po n dokaZzimo jednakost

."._x L] M+L

R +‘n—j";ij_r —t)"edt (1.1.13)

k! !

Za n = 0 jednakost (1.1.13) jednakost vazi (e* = €%), a za indukcijski korak dovoljno je primetiti da
parcijalnom integracijom integral na desnoj strani jednakosti (1.1.13) dobijamo

M. .v'.::'_L: 2. _ ayndlitgs
Iy (x t)"eltdt = PPl J, (x t)" leitd  (1.1.14)

Dalje primetimo da ako u jednakosti (1.1.14) umesto n stavimo n-1, onda ta nejednakost prima oblik
Lolx =) tetdt=S+ = [F(x — t)me¥dt.  (1.1.15)

Iz jednakosti (1.1.15) dobijamo

STI+L S ym

e - (i n {n X
(v — #)"alf gp = —- (v — B lgitgy 2 _ ¢ (v —t17 178t — 10d
Jo (x t) et gt = Jo Cx t)nlaitdt — =T o ¥ t) G 1)dt,

.

pa dalje jednakost (1.1.13) prima oblik

e = E-\=c Z + :_"1‘-,: F;(‘c _ r.}n—i{e.‘f_ .ljn'r (1.1.16)

Procenjujudi integrale na desnoj strani jednakosti (1.1.13) i (1.1.16) dobijamo nejednakost (1.1.11).



Lema 2:

Neka su z4,2,,...,2, ,W1,W,,...,w, kompleksni brojevi takvi da je modul svakog od njih maniji ili jednak 1.
Tada je

=gz = [img wil S Eioqlz —w . (1.1.17)

Dokaz. Primetimo da vazi nejednakost
oy 2 — ey wil=l(zy — wy) IThes 2 4+ wy (Thos 2 — [Thoo wi IS
< |z =wyl + I[T5=22k — [TE=awil,

odakle indukcijom dobijamo nejednakost (1.1.17). Za n = 1 nejednakost se lako dobija, dok slucaj
kada za n+1 pokazujemo tako S$to gornju jednakost primenimo na z,.; i Wp,1.

Lema 3:

Ako je x realan broj takav da je |x| = %, onda vazZi nejednakost |e* — 1 — x| = x

Dokaz:

. . . e . x* ..
Neka je |x| = -.Koristeci ovaj uslov i ¢injenicu da je e* = },5-,—, dobijamo
A .

Bl

L X B xlk_
e*—1-x =[BT = S =

e - e
= x* ¥pza x < — Y=l

Lema 4:

Ako je z kompleksan broj i |z|< % , onda postoji kompleksan broj w takav da vaZi [w| <1iln(1+z)-z=

wlz|?.

Dokaz:

. it
- =2
e AL

Neka je |z| <% . Koristedi taj uslov i ¢injenicu da je In(1 + z) = Ek:CTZk , dobijamo

._1"\'—"’. ; - ;|;¢‘:

n(1 + z) - z| = |z;:::-

Dalje sledi da postoji |w| < 1 takvo da vaZi gornja nejednakost.



Lema 5:

Neka je data shema serija slucajnih veli¢ina (1.1.3) i neka je @, karakteristi¢na funkcija X;. Uslov (1.1.9)

ravnomerne asimptotske zanemarljivosti vazi ako i samo ako je

(V €R ) lim,, . max o ez |0, () — 1] = 0. (1.1.18)
Dokaz:
a) Pretpostavimo da vazi (1.1.9). Imamo da je
|0, (1) — 1| = [T (e — 1)dF,;(0)| = [7_|e*™* — 1|dF,;(x)
= flyode™ — 1|dF,; ) + [ le™ — 1|dF,;(x)
< 8] f g JxldFp;(x) + J 4 2dF,;(x)
= lt] +2p{|x,,;| = ).

Sada se dobija

Masy ey | 0 (£) — 1] = eltl +2* max p{|X,,;| > e}

lim,, . ma.xii'.Eknhu,,: ) —1| = =ltl+2*lim, ..  max P{|X_.U > ] (1.1.9)

=j=kn

Posto nejednakost (1.1.19) vaZi za svaki pozitivan broj pozitivan broj , to iz nje pri £ 1 0 dobijamo
jednakost (1.1.18).

b) Obrnuto, pretpostavimo da vazi nejednakost (1.1.18). Koristeéi teoremu koja nam govori da
za svaki broj a > 0 vaZi nejednakost F(2a) —F(—2a—0)=a J__GG_F._fp{tJa't — 1(F-funkcija
raspodele i ¢o odgovarajuca karakteristi¢na funkcija) , dobijamo

-
{|¥n;] < e} =F(e) =F(—=-0) =:— Jiap(®)dt| =1 i

-

P“X.-:_J' s Iﬂﬂ: "@'.:J(r)dd

> g} <2-

_:"_: J]HE:I."; @H_} r\r}ﬂr| 1:_::%

= g J"|:-53 ;{l - cﬂ.ufﬂ}ﬂr| = EJ]:IE:I.-';Il - {Ia?'_,(t)ldt'

pa na osnovu toga dalje sledi



I'I’IE‘L": P{l | = F} c:‘ mﬂl-]_ jekn -'I|

"1'=C

1- qﬂ!’!j{t.}|dr

i
O=2/x

1= gny@®]de=0,n .

= Zz -
=3 jIr c2/s M3z joky

Dokaz Lindeberg — Felerove teoreme

Dokaz 1.1.2:

a) Prvo dokazujemo dovoljnost Lindebergovog uslova. Primetimo da je

nz P{Ix,

E} = Ej:;‘l j‘lx' }:dFM - -:.

o Js e 2dF (),

odakle dalje dobijamo da iz Lindebergovog uslova (1.1.10) sledi uslov ravnomerne asimptotske
zanemarljivosti. (1.1.9)

Dalje, neka je @, karakteristi¢na funkcija slu¢ajne veli¢ine X, i oznj = DX, . Da bismo dokazali da iz

Lindebergovog uslova sledi (1.1.8) dovoljno je dokazati da iz Lindebergovog uslova sledi da za svako t £ R

vazi

r'i
!I

lim,, .. T2, @,,;(t) = (1.1.20)
S obzirom da je EX,; = 0, to je @, (t)= 1 —t°0°,/2 + p,(t), pa dalje dobijemo

pult) = @y (t) =1+ P02 = [ (e — 1 —itx + == ) dF,(x)

K r k T2
Pn= X5 Pnilt) = ] nl.'—.x {e“x —1—itx+ = )aFn::hx) ,
kn ol o kn % | i _ 23] .
=1 |§ﬁ‘n} |t}— 1 +T = z:zij_m|8 - 1-!f.1'+?| CIFM-L‘.I}.
Koristeéi lemu 1 dobijamo
lpal = E:f::l (I-I-..rlq:z + -'I-' x|zs ) IEEDr ?'" (x)

|ef®

= ; Eh:i- eles x|? dF,j(x) + t* E =1 Irl:—z'r -:iF}!’.{.r)
el® n k 2, N
= la £ E: 1On; + 2 E n I,YlEEJr*ﬂF,!’.u).

Dalje, na osnovu Lindebergovog uslova dobijamo slede¢u nejednakost



t:ﬁj

=

. : |
M 57, |00, 1)- 1+ =

S obzirom da £ moZe biti proizvoljan pozitivan broj, to sledi

t“o nj

M, I8 |0, -1+ =0 (1121)

Koristedi lemu 2 i jednakost (1.1.21) dobijamo

t:r,.

I

‘1'[ = @n;(t) — l'['“ (1- }‘ %2 @ -0 (1.1.22)

Dalje je

0’ = DXy = Ulm o5 e )I:d"—"‘n; () = e2 + [, x7dF,;(x),
pa koristeci jos jednom Lindebergov uslov dobijamo

lim,, .. maX, gy, 00 = 0. (1.1.23)

Koristeci lemu 2, lemu 3, relaciju (1.1.23) i jednakost (1.1.7) dobijamo

13

. _ then; -
Mz, exp (-2 — 1182, 1 -

e og;

)

-4

kn 4
= T_;ll "”.—*D,'n—>m.

exp( : f)— 1+ — rcm

Km
< vk
= ykn,

Iz (1.1.21) i (1.1.24) dobijamo

:'4.‘.-‘;.' _i
T2, @,,(8) = TI2, exp (- —2) + o(1) = &7 + o(1),

¢ime je zavrSen dokaz jednakosti (1.1.20).

b) Dokazujemo neophodnost Lindebergovog uslova. Pretpostavimo da vaze uslovi (1.1.8) i
(1.1.9) . Ti uslovi su ekvivalentni sa

r!
(wt) 11n1n_.I]'[._1(pn (t)= &7z, (1.1.25)
(¥t) lim, .. magy_;; |@,;(0)— 1| =0. (1.1.16)

Neka je t fiksiran broj . 1z jednakosti (1.1.26) sledi da postoji prirodan broj ng = ng(t) , takav da za svako
n = ng vaZzi nejednakost

B

MaXs ¢ e, |@n; () — 1] =



Na osnovu leme 5 za n = ngvazi nejednakost

in @n_,l'{:t} = fpn;’(r) -1+ c"n,l'l‘;un;(t} - 1|h’
gde je |¢,,_~| = 1. Dalje dobijamo
(1.1.27)

S I 0, (1) = B (a0 — 1) + T2, 0|0, (0 — 1

Odredimo grani¢ne vrednosti (pri n— ) zbirova koji figurisu u jednakosti (1.1.27). Iz jednakosti (1.1.25)

- I = .. . .
sledilim,, ... 5 %, Ing,, (t) = — <. Oznatimo M, = max; . jop |@,;(¢) = 1| . Tada je

e |@n}'(r)_ 1|2 = *HHE;C;J‘PE;(t}_ 1|
= M, T/ (e — 1)dF,; ()

_u; (:'rx + ﬂ% - 1) an’,{x]I

=M, X2

1, 1915 B2, [ x?dF,(x) = 25 5 0n - .

Prema tome iz jednakosti (1.1.27) dobijamo llmn-xz 1 @n; (t) — 1)= ——, odakle uzimajuci realni

deo dobijamo

“r J7.(1 — costx)dF,;(x)=—+0(1), n = o, (1.1.28)
Neka je £ = 0. Koristedi jednakost (1.1.28) dobijamo
|— — Z lelq 1-— cmtx)d!—'_,,}-(x)|

|Z I|I‘|‘=~'-' costx}d!—'_,,}-{x)| +o(1)

<237 P{|X,,| = elro(1)

ET’E _‘=%+u(1},n-\-m,

. . . 7. . Ve a
Dalje, uzimajuéi u obzir da za svako x vazi 0= 1 — raosx = —, dobijamo

0<1-38 f  x%dF,, () =1- 5% [ “=dF, (1)

il——E 14 (1 — costx)dF,;(x)



= _( - TM ||r (1 - mstx}df—"_,u-:'_x})

-~

B | B2

+o(1) =—+D-.l) (1.1.29)

Koristeci nejednakosti (1.1.29) dobijamo

0 <lim,... (1 - %%, . x%dF,;(x)) < ~ . (11.30)

Kako nejednakost (1.1.30) vazi za svaki broj t, to sledi jednakost

= k: )
lim,, ... E’.:i -J'.YIEI

x?dF,;(x) =1,

koja je zbog uslova (1.1.7) ekvivalentna sa Lindebergovim uslovom (1.1.10).

1.2 Centralna granicna teorema - slucaj zavisnih slucajnih velic¢ina

Teorema 1.2.1 Neka je:
1) Si=Ypu+XeT=1,2,..,k=12, ..
Pretpostavimo da za proizvoljne brojeve & = 0, £ = 0 , postoji ko takvo da za k > ko vaZi
2) PrilXys| = &8} < szasvakoT
i neka je
3) Pr{Zyr=z}=Frl(z)— F(2)
zaT—wm,a
4) lim,_. F.(z) = F(z)
za svaku tacku neprekidnosti F(z). Tada vazi
5) limy.. Pr{S, = z} = F(z) u svakoj tacki neprekidnosti F(z).
Posledica 1.2.1:
Neka za niz { My} vafi
(6) EXpy = M,

(7) limy .. M, =0

4



i, prema tome vaze 3) i 4). Tada vazi identitet 5).

Ovaj rezultat je dao Anderson 1959. godine.

Navedimo nekoliko primera centralne grani¢ne teoreme. Teorema 1.2.4 sledi iz teoreme 1.2.2.
Teorema 1.2.2: (Centralna grani¢na teorema Lindeberga)

Neka je w; , ..., @7 niz nezavisnih sluajnih veli¢ina, T=1,2,... . Neka je F,” (w] raspodela slu¢ajne veli¢ine

1’.-'.1-':-; ’ EUJ;J: - {}; t= 11"'1T1i

-
i

(8) Xizy Var mg =1L

£

Dovoljan uslov konvergencije raspodele sume 3. _, m]:; ka N(D,1) je
(9) B2y fi 5@ dET (@) = 0

kada t— o= za proizvoljno & = 0.

Uslov 9) se javlja kao neophodan i pri konvergenciji raspodele sume E;T:l uﬁ. ka N(0, 1), ako

max,—y 1 E( w];jl: — (. Ova je rezultat je dao Loev(1963. godina).

Teorema 1.2.3: (Centralna grani¢na teorema Ljapunova)

Neka je w{. w; , T=1,2,... niz nezavisnih slucajnih velicina, takav da je Ew; =0,t=1,..,T,ineka vaii

(8). Dovoljan uslov konvergencije raspodele sume Z;;i w]; ka N(0,1) jeste uslov
- .

(10) -, E| [ =0

ako on vazi za neko & = 0.

Teorema 1.2.4: (Jednako raspodeljene slucajne velicine)

Ako su Uy, U,, ... nezavisni i jednako raspodeljeni, ElJ, =01 EU.-: = 7, tada raspodela

%1, U./(oVt) konvergira ka N(0, 1) za T— eo.

Teorema 1.2.5:

10



Neka je y,,y,,... stacionarni slucajni proces, takav da za svaki ceo broj ni cele brojeve t,,...,t, (0 <t; <...<
t,) raspodela ¥, ..., ¥ nezavisiod ¥y, ..., Ve, _pn_11 Vi s7ms1,... . Ako je Ey. = 0 E‘).f < oo, tada

E:-:i Ve ,-"*.-"-t ima grani¢nu normalnu raspodelu sa srednjom vrednoscu 0 i disperzijom
(1.2.6) B3y’ + 2Eyyy2 + -+ 2EV3¥m+a-
Teorema 1.2.7:

Neka je ¥y, ..., ¥, niz sluéajnih vektora koji zadovoljavaju uslove teoreme 1.2.5,, gde uslov E‘j.',z < oo
zamenjujemo uslovom Ey;y, < eo. Tada (1/4/t) ¥ 1=, y:ima grani¢nu normalnu raspodelu sa srednjom

vrednoscu 0 i kovarijacionom matricom

Eyyyy + Eyyyy + Eyd)y ++ EVy¥pey + E¥merdy- (1.2.8)

Teorema 1.2.9:

Ako je niz sluéajnih matrica Wy, T=1,2,..., takav da svaka linearna kombinacija elemenata tr ¥W; ima
grani¢nu normalnu raspodelu sa srednjom vredno$¢u 0 i disperzijom trY, WA, tada W ima visestruku

grani¢nu normalnu raspodelu sa srednjim vrednostima 0 i kovarijacijama

ELI\JS:LLJ;U = ﬂﬂh I?':’.. i:l.:.lﬂ\r

2.Primene centralne granicne teoreme

2.1 Posledice Lindeberg-Felerove teoreme

U ovom odeljku naveséemo nekoliko posledica Lindeberg-Felerove teoreme.

Posledica 2.1.1. Neka je (X,) niz nezavisnih slu¢ajnih veli¢ina, takav da za svako n vazi DX, € (0, +oo) i
neka je (F,) niz odgovaraju¢ih funkcija raspodele. Oznadimo: Sn = ¥7_, X i n? = D5, . Ako dalje

stavimo da je

11



X;=EX;
- i — 3
Xp; = = - jt{l.z,...,n;,

onda za shemu serija [X_,,_:}Jl =j=n,n=1.2, .. vaze uslovi (1.1.4) — (1.1.7) . Prema tome, u ovom

slu¢aju Lindeberg-Felerovu teoremu moZzemo preformulisati na sledeéi nacin: Sledeéa dva tvrdenja

— 3

of - »

(Ve > 0)lim,_., max; . ;.,, P{|X; — EX;

> eB,} =0,
vaze ako i samo ako vazi Lindebergov uslov

(Ve > O)lim e 2 Tt g ous, (x~ EX,) a0 = 0.

Posledica 2.1.2. Centralna grani¢na teorema za slucaj niza nezavisnih sluéajnih veliina sa istom
raspodelom, tj teorema 1.1.1, je posledica Lindeberg-Felerove teoreme. Zaista neka je (X,) niz nezavisnih
slucajnih veli¢ina sa istom funkcijom raspodele F, matemati¢kim ocekivanjem EX;=m i disperzijom

DX1=0%€ (0,400).

Dovoljno je proveriti da vaZi Lindebergov uslov. Ako ozna¢imo Bn* = DSn gde je Sn = ¥, X}, onda se

zbir u Lindebergovom uslovu svodi na

n
3 E}':

L=t

) paer v 1o o NZapr
AT m:l‘ﬂf::.-‘.l:' T net -'I'x—mEEE'P.“'x m) dF(x),

- I |
B 1| z—mlzz5, ¥

1]

a izraz na desnoj strani poslednje jednakosti teZi nuli prin — oo, jer je o< pozitivan konadan broj.
Posledica 2.1.3. Ako je raspodela slu¢ajnih veli¢ina niza (Xn) data sa
PlX,=0}=1—p, PIX,=1}=p,n=12.. (0<p<1),

ondaje E5,, = np, D5, = np(1l —p), pa na osnovu posledice 2 sledi da za svaki realan broj x vazi

En—n 1 px —s2 1
Snnr oy £2/2
y np{l—p}

lim,, ... F{

Ovo tvrdenje je poznato pod imenom integralna Muavr-Laplasova teorema.

Posledica 2.1.4.Ljapunovljeva teorema. Neka je (Xn) niz nezavisnih sluéajnih veli¢ina, i neka za neki broj
246
4 = 0 i svaki indeks j vazi E|X~| < +ot. Oznadimo sa F; funkciju raspodele slucajne veliCine X; ,

oznatimo B: = D(X, + X, + ---+ X, )i pretpostavimo da vazi sledeéi Ljapunovljev uslov

OO 248 .
e oy g ool — B,y (0) = 0.
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Tada za niz (Xn) vaZi centralna grani¢na teorema. Da bismo to dokazali, dovoljno je proveriti da vazi
Lindebergov uslov. Proveravamo:

1 " r i Y-S
B2 D [ EX;)" dF;(x)
1 = -
. 1 a I ) o |3FE o
= mz;n J x-z;_-_;-'-gc-sn|-* —EX;|" dR()
1 o T I
= sl S L —Ex| T dR () 20, n oo,

2.2 Primer centralne granicne teoreme za broj ciklova slucajno izabrane
permutacije

Neka je f1, skup svih permutacija skupa {1, 2, ..., n} i neka svaka permutacija f e (1, ima verovatnocu
(n)™. Predstavimo svaku permutaciju f e f1,, u obliku proizvoda ciklova.
(1, f(2), (1), ..., (1), 3, f(a), (), ..., ¥ (@), ..).  (2.2.1)

Prvi cikl je oblika (1, f(1), f(1), ..., f**(1)), gde je ki najmaniji prirodan broj za koji vazi f*(1) = 1. Drugi cikl
je oblika (a, f(a), f(a), ..., f2(a)),

gde je a najmanji od brojeva 1, 2, ..., n koji ne figuriSe u prvom ciklu, a k, najmaniji prirodan broj za koji
vazi f(a) = a i tako dalje. Definiemo sluéajne veli¢ine (Xnj)15in Na slededi nacin:

Xnj = 1 ako se na mestu j u permutaciji (2.21) zavrsava cikl;
Xn; = 0 ako se na mestu j u permutaciji (2.21) ne zavrSava cikl.

Tada je 37—y X,,;(f) broj ciklova permutacije f. Raspodela slucajne veli¢ine X,; je data sa
n—j

PiX,;=1lj=——, PiX,;=0=——""—

{ i } { n } n _Jr _— l

i das u X,1, Xna, ... , Xnn Nezavisne slucajne velicine. Osim toga je i

1 1 1
EA_:F_1 = . ijrﬂ = - - . 7
oon—j+1 fon—j+1 (n—j+1)°

Oznatimo §,, = ¥, X,,;. Tada je

1
ES.L=Zj\lnn. n—ow
4

=1

13



!

DS, =
I

—=J)~lnn, n-—=oo.
IE

n
l-\.
=1

Pa na osnovu centralne grani¢ne teoreme dobijamo

x
_ Spy—Inn 1 T
lim P —— = — J e " /=dt.
e vinn yam o

2.3 Primene u aktuarskoj matemetici. Ukupna vrednost odsteta

K(t) = K(0) + p(t) - T)25 ¥,

K(0) — pocetni capital, p(t) — premija osiguranja, kod Kramer — Lundbergovog modela p(t) = ct(brzina
akumulacije premija), X; (claim sizes)

S(t) = E';i).- - ukupna vrednost odstete (The total claim size)

Za slucajne veli¢ine (X;) pretpostavljamo da su nezavisne slucajne veli€ine sa istom raspodelom i
konaénim matematickim ocekivanjem E(X;) = m.

2.4 Matematicko ocekivanje i disperzija ukupne vrednosti odstete

ES(t) = Do EGS (@) IN(E) = W)P{N(E) = k) = TimoE(T my X, IN() = KP{N() = K} =
= Do ETkey X,)PIN() = k) = TizgkE(X)P{N(E) = k} = E(¥y) Lo kP{N(t) = k) =
= E(X;)E(N(t))

D(S(t)) = E(S(t))2 = (E(S())? = E(S(t))2 — (E(X)(E(N())? = E(E 5 %)% - (EX)HEN(1))? =

=3 E 2D X)) IN() = kPN = Kk} — (EX12(EN(D)) =

= NE B X)) PIN() = k) — (EX1)?(EN(D) =

14



=TI ADER, X))+ (BT, %) PN = k) — (EX,)2(EN() =
- T= {kD(X,) + (KEX,)2)PIN(E) = k} — (EX1)2(EN(D)) =
= D(X1)EN(t) + (EX1)’E(N(t))? - (EX1)*(EN(t))? = DX; EN(t) + (EX1)*D(N(t))
Kod Kramer — Lundbergovog modela

EN(t) = DN(t) = At

DS(t) = {DX; + (EX1)’} At = (6% + m?) At = AtE(X,)*

N(t)=#{= 1|T,<t}

0<T.<T,<T3<... niz trenutaka u kojima dospevaju zahtevi za isplatu.

T.=Y:+Y,+...+Y,,gde su (Y, )nezavisne slucajne veli¢ine sa £(A) raspodelom. Posledica toga jeste da je

N(t) homogen Puasonov proces sa intenzitetom A, pa je EN(t) = DN(t) = At.

2.5 Funkcija raspodele slucajne veli¢ine S(t), normalna aproksimacija

Na osnovu centralne granic¢ne teoreme dobijamo da za svaki realan broj x pri t — == vaii:

1 px B
IIE = dt,

N i

S — ENCEER,
JEN(e)DX,+ DN(£)EX.

P{ =x} = olx) =

gde je ES(t) = E(X;)E(N(t)) i DS(t) = DX; EN(t) + (EX;)’D(N(t)) .
Prethodno vazi za proizvoljni proces obnavljanja N(t).

Kod Kramer — Lundbergovog modela dobijamo:

Sie)— ArEX,
o ATE(X,)E

P{

=x} = ¢lx)

2.6 Aproksimacija za funkciju Gy(x)

- x— AtEX,

Gi(x) = P{S(t) =x} = @

x—Atm

)=

| arE(%.7) y Ar{e® +m*)
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Postoje formule koje daju bolju (popravljenu) aproksimaciju. Greska u aproksimaciji uslovljena je
stepenom asimetrije raspodele F, a ta asimetrija je odredena formulom:

E(X(t) — EX(2))3

v(t) = -
(DX(t))3/2

Popravljena formula (the Elgeworth approximation)

5(el— ENUHEX,

JEN(e] DX, * DN(z)EX,

b=k

P{

(i

x} ¥ o) = - v(x(1)p @ (x).

[

3. Centralna Grani¢na teorema u R"

3.1 Slaba konvergencija

Na pocetku ovog dela daé¢emo karakterizaciju pojmova koji ¢e se koristiti u daljem tekstu. Slovo S ée biti
oznaka za metricki prostor s metrikom g. Borelova @@ algebra B na prostoru S, sadrZi klasu svih otvorenih

podskupova skupa S. Kazemo da je i mera na S, ako je i uopStena mera na B. Klasa svih uopstenih mera

na S oznaciéemo sa M a njenu podklasu koja se sastoji iz svih verovatnosnih mera oznacicemo sa P.

Neka je C(S) predstavlja klasu svih kompleksnih, ogranic¢enih, neprekidnih funkcija na S. Slaba topologija
na M jeste najniza topologija, koja pokazuje da je

p— [ fdp [feC(5)] (3.1.1)

M u algebri C neprekidna. Pod integralom u jednakosti (3.1.1) se podrazumeva Lebegov integral funkcije
f po S. Lebegov integral funkcije f na borelovom skupu B oznacava se kao

I fdu.  (3.1.2)

Radi jednostavnijeg zapisivanja u daljem tekstu ¢emo umesto | f(x)du(x) pisati | fdu .

Nase interesovanje bi¢e usmereno na topologiji slabe konvergencije klase P svih verovatnosnih mera na
S. U toj topologiji konvergencija niza {@,,] verovatnosnih mera ka verovatnosnoj meri Q oznacava se kao

lim, [ fdQ,= | fdQ@ (3.1.3)
za proizvoljnu funkciju f iz C(S). Sledeca teorema daje nekoliko karakterizacija slabe konvergencije niza

Teorema 3.1.4
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Neka je S metricki prostor i Q, (n=1,2,...), Q verovatnosne mere na S. Slededa tvrdenja su ekvivalentna:

1 Q, slabo konvergira ka Q

lim, | fdQ, = | fdQ za proizvoljnu neprekidnu funkciju f iz C(S)

w N

)
)
) lim,, Q,,(F) = Q(F) za zatvoreni podskup F = S
4)

lim,, @,.(G) = Q(&) za otvoreni podskup G < S.

Neka je B(x, £) otvorena kugla s centrom u x i poluprecnikom :

Blx,g) = {yv:veS plxy) <=} (xe5,e>0). (3.1.5)

Za proizvlojnu funkciju f na S pri proizvoljno malom £ definisemo funkciju varijacije kao wg:

wglx:g) = supl{|flz) — f(y) : y,zeB(x:£)|} xe5 (3.1.6)

Neka je sada Q verovatnosna mera na S. Kompleksnu funkciju f na S nazivamo Q neprekidnom, ako
njene tacke prekida obrazuju skup koji ima Q meru nula.

Granicu skupa A definisemo kao d4 = CI{A)Y Int(4] gde je CI(A) zatvorenje skupa A, a Int(A)

unutrasnjost skupa A.

Lema 3.1.7:

Neka je Q verovatnosna mera i f kompleksna ogranicena i po Borelu merljiva funkcija na metrickom
prostoru S. Sledeéa tvrdenja su ekvivalentna:

1) f je Q neprekidna funkcija
2) lim,,;p Q({x : ws(x:2) = &}) = 0 za dovoljno malo &

3) lim. o | ws(x:£)Q(dx) = 0.

Sledeca teorema dace jos dve karakterizacije slabe konvergencije verovatnosnih mera.

Teorema 3.1.8:

Neka su Q, (n=1,2,...), Q verovatnosne mere na metrickom prostoru S. Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:

1) {Q..} slabo konvergira ka Q
2) lim,, Q,,(4) = Q(4) za svaki Q neprekidni Borelov skup A
3) lim, | fdQ, = [ fdQ zaproizvoljnu kompleksnu, ograni¢enu i po Borelu Q neprekidnu

funkciju f.

17



3.2 Aproksimacija karakteristicnih funkcija normiranih suma nezavisnih
slucajnih vektora

Neka je Xy, ..., X, n nezavisnih slucajnih vektora iz Rk, gde svaki ¢lan ima nultu srednju vrednost i konacan

A+ Xp)m

treci (ili Cetvrti) apsolutni moment. Ovde ¢emo analizirati brzinu konvergencije *5.' ¥ <. . =zka ¢*D ,
gde je V aritmeticka sredina kovarijacionih matrica vektora Xy, ..., X, . Potreban nam je Tejlorov razvoj u
slede¢em obliku.

Lema 3.2.1:

Neka je f kompleksna funkcija, definisana na otvorenom intervalu J i ima neprekidne izvode " redar=
1,...,s. Ako x, x + h €], tada je

- . . —1 R Lreyr o ?
flx+h) = flx) + E_i:iir— R+

[y (1 —v) O (x + vh)dw. (3.2.1)

Posledica 3.2.2:

Za svaki ceo pozitivan broj s vaZzi nejednakost

poon gt L
expliu}—1—iu—---— ""‘"1 .
(—

(3.2.2)

Sledi, ako je G — verovatnosna mera na R* sa kona¢nim apsolutnim momentom g. reda s pri nekom

celobrojnom s, tada je

G(t) =1 — iy (8) = — T pea (B)] = 3;"- =25 (teR¥) (323)
gdeprir=1,...,s
u,(t) = [(t, )7 Gldx) = 5, = — u,t”

~
B.(8) = [I{t, x)|°G(dx).

Nejednakost 3.2.2 slediiz leme 3.2.1, ako uzmemo f(u) = exp{iu} (ueR¥)ix=0, h=u. Nejednakost

3.2.3 dobija se zamenom u sa {t, x) u 3.2.2 i integraljenjem po G(dx). Dobija se :
B.(t) = Jltr. G (dx) = ||2]l¥ps.
Neka je Xy, ..., X, n nezavisnih slucajnih vektora iz Rk, gde svaki ¢lan ima nultu srednju vrednost i konacan

apsolutni moment reda s za neko s = 2. Pretpostavimo da je srednja kovarijaciona matrica V, odredena

jednakoséu
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V=130 Cov(X) =250,V (329)

n

i da je neprekidna. Uvedimo sada ljapunovljev razlomak (decimalan broj) I, po formuli

=n~ 02 (52 2) (3.2.10)

Primeéujemo da [, ne zavisi od obima. Ako je B neprekidna kxk matrica, tada ¢e BXj, ..., BX, imati
ljapunovljev razlomak, kao i X, ..., X,. Ako zapiSemo

Pr; = E(||A;||' ) (1=j=n) (3.211)

pr=ntThip,,  (rz0),

iz 3.2.10 imaéemo

Teoreme koje slede pokazuju meru odstupanja proizvoda funkcija raspodela niza nezavisnih sluéajnih
vektora od normalne raspodele . Odstupanje je predstavljeno u obliku apsolutne razlike proizvoda

. . 1 2 . 4 Y . .
funkcija raspodele i exp {— - IItII*}. Rezultati su slededi uz pretpostavke o konaénosti momenata treéeg

i Cetvrtog reda.
Teorema 3.2.4:

Neka su Xi, ..., X, n nezavisnih slucajnih vektora sa vrednostima iz R¥ ¢ije su raspodele Gy, ..., G,.
Pretpostavimo, da svaki vektor X; nultu srednju vrednost i konacni apsolutni moment treceg reda.
Pretpostavimo, takode, da je srednja kovarijaciona matrica V nedegenerisana. Neka je B simetricna
pozitivno definisana matrica, koja zadovoljava jednakost

B =vV"1, (3.2.15)
Definisemo
ald) =237, r (52,

bn(d) ==

—d(da(d) +3) 13, (3.2.16)
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Tada za svako de(0, Ei} i za svako t za koje je

.y—1/3
lell < di;”,

vazi nejednakost
M-.6, (25) —exp{=20e17]] = (dal@) +3) s, lielPexpl-b, @IIeI?). (3.2.18)

%

Ako su u teoremi 3.2..4 X; nezavisne i jednakoraspodeljene sa opStom raspodelom G tada je

Bt

|67 (25) - exp {=2116112)| = (da(@) +2) t3ulitlPexp{—b, (@IEl1?) (3.2.20)

%

za svako a‘e‘{ﬂ.a‘ij i svako t koje zadovoljava nejednakost
el < @izl (3.2.21)

Sledeée dve teoreme poboljSavaju ocene (3.2.20) i (3.2.18) uz pretpostavku da je moment Cetvrtog reda
konacan.

Teorema 3.2.5:

Neka je X slu¢ajan vektor iz R* koji ima raspodelu G. Pretpostavimo, da X ima nultu srednju vrednost,
pozitivno definisanu kovarijacionu matricu V i konac¢ni moment cetvrtog reda, p4. Za svako t za koje je

—-1/2

&mn

el =

Fa e

]
I
b

(n>1), (3.2.22)

vazi nejednakost

. { Bt LETPRTS ORI RN
En (Hl—lz)—exp{—§||t||‘}[1+g!3n :_ugtril_}‘
1 . Lo

< [{ﬂ,lEES}n“ + ﬁ] I¢ll% exp {-5 llrll'}

+(0,0272)12_|Itll®exp{—(0,3835)|t]I*} (mn=1), (3.2.23)
gde je u5(t) = E{t, X)* i B definisana kao u 3.2.15.
Teorema 3.2.6:

Neka su X, ..., X, n nezavisnih slucajnih vektora sa vrednostima iz R¥ Cije su raspodele G, ..., G,.
Pretpostavimo, da svaki vektor X; nultu srednju vrednost i kona¢ni apsolutni moment etvrtog reda.
Pretpostavimo, takode, da je srednja kovarijaciona matrica V nedegenerisana i

l4n = 1 (3.2.25)

Za svako t za koje je
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-1
el < 21t

-.',v

(n>1), (3.2.26)

vazi nejednakost

n -
f Bt 1 i? .
| N 22 Y ovm I =2 4112 =172 )
| G, (ml"':) e.xp{ > ltll=(1+ =N _113(!‘,1}}
j=1

U 1
< =\0,1?5):_._,n||r||'=~.rp{—; ||r||-}

1 . , .
[ (0,018)12,,II£I% +£s§“||r||ﬁ] lt]l*exp{—(0,383)I£]12}, (3.2.27)

gde je B pozitivno definisana matrica simetri¢na matrica, definisana u 3.2.15, i

u3(t) =n1 T E( X)),

S . . T SR - .
Primecujemo da u prethodne tri teoreme stepen odstupanja ne prevazilazi —, $to je slucaj u teoremi
=

3.2.6. U teoremi 3.2.5 stepen je : , dok je u teoremi 3.2.4 taj stepen é .

Teorema 3.2.7 :

Neka je G verovatnosna mera na R* sa nultom srednjom vrednoséu, nedegenerisanom kovarijacionom
matricom V i kona¢nim apsolutnim momentom treéeg reda. Za svaku vrednost t za koju je

el = zY2133, (3.2.28)

vazi nejednakost

< exp {— G- 2} I1£113 } (3.2.29)

gde je B=B’, B>=V™.
Lema 3.2.8:

Neka su X i Y dve nezavisne slu¢ajne veli¢ine (u RY), i neka imaju istu raspodelu. Ako je u zajednickoj
raspodeli nulta srednja vrednost i kona¢an moment treceg reda tada je

E|lX—Y|® =4E|1X):.
Teorema 3.2.9:

Neka su X,...,X, n nezavisnih slu¢ajnih vektora u R* koji imaju raspodele G,,...,G,. Pretpostavimo da svaki
vektor X; ima nultu srednju vrednost i kona€an apsolutni moment tre¢eg reda. Pretpostavimo takode, da

je matrica V = n"1¥", Cov(X,) nedegenerisana. Tada za svako §&(0, =) vaZi nejednakost
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Bt & .
6,(—)| = e.rp{-—llzll’} (3.2.30)
1 e 3
L

3

za svako t takvo da je [|t]| = ( - 5.} 171 lovde je B=B’, B*=V™".

3.3 Teorema Beri — Esena

Pre same formulacije i dokaza teoreme Beri -Esena, naves¢emo nekoliko pomoénih lema koje ¢e biti
koris¢ene u dokazu.

Neka je P kona¢na mera i Q kona¢na uopstena mera na R' sa funkcijama raspodela F i G:
F(x) = P({—oo,x]), G(x) = Q((—oo,x]) (xeR1).

Pretpostavimo, da je K. verovatnosna mera na R!, za svako

a=K.((-58)>1/2 (3.3.1)

pri zadanom £ > 0.

Pomocéne leme.

Lema 3.3.2:

Neka je P kona¢na mera i Q kona¢na uopstena mera na R' sa funkcijama raspodela Fi G. Ako Q ima
gustinu, koja je sa gornje strane ograni¢ena brojem m, i ako je K. verovatnosna mera na R" koja

zadovoljava nejednakost 3.3.1, tada je

sup,g:|F(x) — G(x)| = (2a — 1) [sup, 5 |(P — @)K ((—0o,x])| + ame].

Lema 3.3.3:

Neka je P kona¢na mera i Q kona¢na uopstena mera na R' sa funkcijama raspodela F i G. Pretpostavimo
daje

[1x| B(dx) < oo, [1x1QI(dx) < =, P(RY) = Q(RY).

Ako Q ima gustinu, koja je sa gornje strane ograni¢ena brojem m, i ako je K. verovatnosna mera na R'

koja zadovoljava nejednakost
' 1 -
a= HE{_{._EJ EJ} = S |ﬁ=- :_f}| < oD
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zaneko £ = 0, tada je
sup,g:|F(x) = G(x)| = Qa—1)"1x [{’_2,-1}'1 flel~t |(ﬁ:jr) - @{r}) K‘.I:r}| dt + a:-ne]. (3.3.4)

Lema 3.3.5:

Neka je P vreovatnosna mera na R' s nultom srednjom vrednoicu i disperzijom koja je jednaka jedinici.

Pretpostavimo da je F funkcija raspodele P, a @ standardizovana normalna raspodela na R*. Tada je

sup,q:|Flx) — ®(x)| < 0,5416.

Teorema 3.3.6 — Teorema Beri —Esena

Neka su Xj,...,X, n nezavisnih slu¢ajnih veli¢ina, gde svaka od njih ima nultu srednju vrednost i konacan
apsolutni moment treceg reda. Ako je

n

pa = n-izij,

j=1
tada

sup, gt |F(x) = ®(x)| <(2,75)1;, (3.3.6)

gde je F, funkcija raspodele sume (np:)_i{i’i + .-+ X, ), a & standardizovana normalna raspodela i

3. ljapunovljev razlomak
N -: =1t o |2
lan=|"3/: nz, pz=n 1Efch|-1;| :

Ako pretpostavimo da su Xs,..., X, jednakoraspodeljene tada je

SuPyert| B (x) — @(x)| = (1,6)15,,. (3.3.7)

Dokaz:

Za dokazivanje (3.3.7) prvo pretpostavimo da je gz = 1. Zbog lakSeg zapisa oznacimo
ly=13,. (3.3.8)

Iz leme 3.3.5 imamo da je
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sup, g |F(x) — ®(x)| = 0,5416, (3.3.9)

pa moZemo smatrati da je

l,,=0,5146/2,75 = 0,196. (3.3.10)

Neka P, oznacdava raspodelu sume n'l/z(X1+...+Xn). Uzmimo da je

£= 2(3,25}:”. (3.3.11)

i neka je K, raspodela, definisana u prethodnoj lemi 3.3.5.

Iz leme 12.2 i nejednakosti 12.12 dobija se da je

(B (£)-s=1/7)

sup, ozt |E, (1) — d()| < (ﬂ,SE}“[(En}“ [ x (1=21,1tl)dt +

{2::)‘?[3,25}(0,?9)%:,,].

T

(3.3.12)
Napisimo da je

_ (B (2)—eU )| . 2 \
i= J;|=|5qs,r:;q=}|+‘ {_1 —Einltl)at =L +L+I1;+1,+1; (3.3.13)
gde je
- ]
fi = J:.’I ﬂgg:”} L N ‘ dt,
B (t
I = J‘ (B, E( )) i,

Eten| e, 2,
ax) I(i 3,_.,|r|)dr, (3.3.12)

g

Primenimo teoremu 3.2.4 za d = 1 i ako iskoristimo (3.3.10), dobijamo



I, = (0,36)1,, f t2exp({—0,3779t%)dt = (1,3118)1,. (3.3.13)
R"_

Iz teoreme 3.2.9 (za & = 1) imaéemo

HII‘I

ER
I.n!ll-l

L=l

= z
_E}E_Tdtii!: j{ 5 ltle” adt—Elaexp{

[I.—Jnin‘ {Irl =, h

3zn(z;53xp{—§zf}) = (1,9320)1,,.

(3.3.14)

Primenimo opet teoremu 3.2.9, sada za & = %, imademo

we [P

(Guptaid=s?] lels(i/2)i7? lel<(i/2)iz?

-2

= 1612 ex’p{ b }«:(10&): (3.3.15)

24

Primetimo sada, da je teorema 3.2.9 dokazana uz pomo¢ nejednakosti

. t* 1
. - 3
|B.(0)] Eerp{ S +3l zn},

. 3 _ .
koja vaZi za |t| = -1 Pa odatle imamo

I t:l..? = 1||?f.! d 1: - [ 1!:" 3.!‘1 ItI]d
3 exp 2"‘3!' n f—3n J exp 3n(2n Jrdt
fi7%=lel23/207%) i *ltles/2g %)
= j { (—)(—E 1 |r|)}dt=_:jerp{—(”?)u}du=zrf,
{:;‘::rlsz.-":z;—} 0 '
= (0,3920)1,,. (3.3.16)
I na kraju
et /2 2/3 22 2/3 1 213
I: = j — dt =1, j ltle=*"/?dt = 21 exp[—i-:‘,, ' ]

{ie1>5"") (CE

= (0,8096)1,. (3.3.17)

Zamenom ocena (3.3.13) — (3.3.17) u (3.3.13) dobija se

2 . 2
r1—-: LltDdt = 320 f e~* -’5drs§(2:n)2 f It|e~t ‘edt
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1=(55054)],. (3.3.18)

Ako objedinimo ovu nejednakost sa (3.3.12) dobicemo

- 2
SUPLge | Fpl(x) — ®(x)| = (0,58) 7 |(27)1(5,5054)1,, + (2m)~1/2(3,25) [:ﬂ,?g}gi,,
= (2,676)1,, (3.3.19)

Sto dokazuje (3.3.6) uz pretpostavku da je g2 = 1. U opStem slucaju treba razmatrati slucajne veliéine

X g )
= ‘;" 1:,13]3[‘\.
P:

}r}.

DokaZimo sada (3.3.7). Opet pretpostavimo, da je EX- = 1idaje

05416
o 1,6

- 0,3385. (3.3.20)

Kao i ranije, potrebno je oceniti I. Zapis$imo da je
I=I +1,+13,

gde je

|(B.(t) — e=t"/2)t|dt,

[lel eatra=2}
{lele2t205}

o
I

B.(2)

(1—21,1t1/3), (3.3.21)

22|l 23 205 1)

: E_:T 21,8

2ozt =l el <3/215 %)

=

Pretpostavimo da je

a= E(exp {g”, b=exp{—t*/2n}, (3.3.22)
n2 J.

Imacemo
|B.(t) —e=/2]| = |a™ — b™| = |a — blla™ 1 + @™ 2b + -+ b™"1|, (33.23)

Dalje, ako ozna¢imo p; = F|X;|*, za svako t, dobijamo



1 1
la—b|l =la—1+t2/(2n)|+ e~/ —1+¢2/(2n)| = p3|t|3 -3~+8r* —2, (3.3.24)

iza|t| = 221 veligina 1 — t2/(2n) nenegativna, pa je

-

t?  0,2358t2 0,2642¢2 ]
lal £1- o+ = =1-———— = exp{-02462t?/n}. (3.3.25)

Sledi da je

c=02462 (3.3.26)

i povezujudi(3.3.24), (3.3.25) i (3.3.23) imaéemo da je

|2 () —e /7| < (::ll I" ﬁ)zf;,ﬁexp {— n_:_rctf —:—nt’-’}. (3.3.27)

Dalje je

n—1 n

LGN e
-t —— e = —— e —|l=-—cltr/n

_uexp n : 2n =P {‘Zﬂ ) _lxp 2

Primena ocene (3.3.28) u (3.3.27) daje ham

(P (t)—e = )xr
1\ ps Itll 1y (n—1e2))
= (E - C) (ﬁn%) + a x (El’p{— (rﬂ.’ — E) f‘} — EXP{_T}) L3329}

Primetimo, iz (3.3.20) vidimo da vazi psn~1/? = 0,3385, pa je n 2 9.0davde proizilazi da je

- G- o () o (e ~2) ) e (- - 2
R AR RSN TR

.1 [‘F _f - 2]] = (1,465)1,. (3.3.30)

L.“

Ako nastavimo ovako, dobijamo
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[ 2 3 \ . .
1. J e.rp{— 5!;1 X (_E:‘.ji — |¢t] )}dr = (0,0404)1,. (3.3.31)

1 - 3 " ::
I < (2‘5.-‘_,_) (1 ——) J Itle~Z dt = (0,00002)1,. (3.3.32)
\ f2s 21722 el=a/205 %)

I na taj nacin dobijamo da je

1 =(1,506)1,. (3.3.33)

Zamenijujuci (3.3.33) u (3.3.12) dobijamo da je

sup.s: B (x) — ©(x)| = (0,58)"Y(27)"1(1,506) + 0,6829]i, = (1,6)1,. (3.3.34)

3.4 Asimptotski razvoji naresetkastih raspodela

Funkcije raspodela Q, (koje se odnose na pogodnim brojevima norimrane sume niza slucajnih vektora
{X,},n = 1) dopustaju asimptotske razvoje do setena n™?, gde se ostatak razvoja javlja kao

beskona¢no mala veli¢ina. Ako je za proizvoljno mali celobrojni s= 3 apsolutni moment reda s slu¢ajnog
vektora X; konacan, funkcije gustine B.(—: {y,}) ,0 = r = 5 — 2 imaju oblik polinoma umnozenih za

normalnu standardizovanu gustinu ¢. Dakle, Py =4,

5—1

Jﬁ expli(t,x)}Q, (dx) = Zn"'-": J exp{i(t, )} B.(—o: {x, D (x)dx +o(n~'""% :}

r=0

(t € R%,n = )

Funkcija x — {i{f, x}} moZe biti zamenjena polinomom, &iji stepen ne prevazilazi vrednost s. Zato §to
raspodele vektora X; imaju ogranicenu funkciju gustine, mi dobijamo asimptotske razvoje za gustine
raspodela Q,, a takode i za | fd@Q,, za proizvoljnu ograni¢enu funkciju f.

Lokalna grani¢na teorema i asimptotski razvoji za funkcije gustine

Pretpostavimo prvo da je {X,:n = 1} niz nezavisnih slu¢ajnih vektora sa raspodelama {Q,,;:n = 1}

normiranih brojevnih suma sa gustinama {g,.:n = 1} i da za dovoljno veliko n vaZi uslov
lim,_...q.(x) =¢(x) (xeR¥), (34.1)
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gde je 1(x)} graniéna funkcija gustine raspodele ¥ . Jednakost (3.4.1) se naziva lokalna grani¢na

teorema(za gustine raspodela {Q,,:n = 1}).

Ako u jednakosti imamo uklju€ene gustine g,, smatraéemo da su one neprekidne. |z Sefeove teoreme
sledi da je

limy~..[[Q,—¥ I =0. (3.4.2)

U daljem tekstu razmatra¢emo ravnomernu lokalnu grani¢nu teoremu, odnosno
lim,, ... sup, qx|q,(x)— @(x)| =0. (34.3)

Teorema 3.4.1:

Nekaje {X,:n = 1} niz nezavisnih jednakoraspodeljenih slu¢ajnih vektora iz R" i
EX; =0, Cov(X,) =V, (3.4.4)

gde je V simetri¢na matrica. Neka je Q, raspodela sume n (X, + X, + ... + X,) (n=1,2,...). Tada su sledec¢a
tvrdenja ekvivalentna:

1) @1 e L” (R“) za neko p = 1.
2) Za svaku dovoljno veliku vrednost n, Q, ¢e imati gustinu g, i

lim,, ... SUp, g%

g, () — @op(x)| = 0. (3.4.5)

=TTl

3) Postoji ceo broj m takav da ;™" ima ogranienu gustinu.

Teorema 3.4.2:

Neka je {X,:n = 1} niz nezavisnih jednakoraspodeljenih slu¢ajnih vektora sa vrednostima iz R, sa
nultim matematickim ocekivanjem i pozitivnom kovarijacionom matricom V. Pretpostavimo da je g =
EllX; |I° < =2 za proizvoljni ceo broj s > 3 i da karakteristi¢na funkcija pripada L° (Rk) za bilo koje p > 1. Tada
postoje neprekidne gustine g, raspodela Q, suma n"? (X, + X, + ... + X,) za proizvoljan broj n 2 p, i imaju
asimpotski razvoj oblika

gx(0) — T52in 2P (~eop : (1) @) = o(n~=272),  (3.4.7)

sup, (1 + [lx||7)
gde y, oznacava v - ti sabirak reda vektora X;.

Teorema 3.4.3:

Neka je {X,:n = 1} niz nezavisnih jednakoraspodeljenih slu¢ajnih vektora sa vrednostima iz R, sa

nultim matematickim ocekivanjem i pozitivnom kovarijacionom matricom V,, pri velikom n.
Pretpostavimo da je

29



limyen 'Y BB X <00 (3.4.8)

za proizvoljan ceo brojs 2 3, gde je B, pozitivha matrica za svako dovoljno veliko n, simetri¢na i
zadovoljava uslov

B:=V 1 V,=n1 E:,"'zi Cov(Xj). (3.49)

Takode pretpostavimo da postoji pozitivan ceo broj p takav da funkcije
G (L) = l'IJ,”:_f_JE{e.rp{:' (t, Bp X)) 0=m=n—-pnz=p+1)
zadovoljavaju uslov

¥ = SUpPo=m=n—p ngn{r)dt < oo (3410)

n=zp+1
i da za proizvoljan pozitivan ceo broj b

8(b) = sup{gmna(t): It =b, 0=m=n—p, n=p+1} <1 (3.4.11)

Tada raspodela Q, sume n/2 (Xy + X3 + ... + X,,) ima gustinu g, za svako dovoljno veliko ni

=o(n"z) (n—e) (3.4.12)

suprfR“ G ‘*—1:] Cn P I —g {.f‘l?"}
gde su ¥, sredidnji sabirak v - togreda (3 = |v| = 5) vektora B,X; (1 <j<n).
Ako je ceo broj s iz teoreme 3.4.2 veéi od k, sledi da je

H@r_— S5zEn B (~ %oy - {;n-}}” =o(n™=272). (3.413)

Analogno, ako je s 2k + 1, tada pri uslovima teoreme 3.4.3 imamo

10 = £5=3n 2P, (= %0y : {Tun)ll = 0(n"E272) (= c0).

Sledeéa teorema za niz nezavisnih jednakoraspodeljenih sluc¢ajnih vektora je opstija.
Teorema 3.4.5:

Nekaje {X,:m = 1} niz nezavisnih jednakoraspodeljenih slu¢ajnih vektora sa vrednostima iz RY sa

nultim matematic¢kim ocekivanjem, nedegenerisanom kovarijacionom matricom V i sa nenultom
apsolutno neprekidnom komponentom. Ako je g, = E||X||* < o= za neki ceo broj s > 3, i ako oznadimo

sa Q, raspodele suma n"?(X; + X, + ... + X,) , imamo

[+ 19|, - TZ3n B =00y ()| @0 =0(n"F) o), (414)

30



gde je y,. V- tisabirak reda X;.

Posledica 3.4.6:

Pri uslovima teoreme 3.4.5 vazi

S—24
”Q - q"r:.il = G(R : ) n - :-"-"}r 53415}
gde || || ozna&ava varijacionu normu.

3.5 Asimptotski razvoji pri ispunjenim Kramerovim uslovima

Verovatnosna mera Q na R ispunjava uslov Kramera, ako
limy |0 ()| < 1. (3.5.1)

Ovaj uslov se moze napisati i na sledeci nacin

supy—s| 00| < 1 (3.5.2)

za svaki pozitivan broj b.

Teorema 3.5.1:

Neka je {X,, : n = 1} niz nezavisnih jednakoraspodeljenih slu¢ajnih vektora sa vrednostima iz R¥, koji

imaju raspodelu Q;, i koji zadovoljavaju uslov Kramera (3.5.1). Pretpostavimo da Q; ima nulto
matematicko ocekivanje i konacni apsolutni moment s — tog reda za neki celi broj s > 3. Neka V oznacava
kovarijacionu matricu raspodele Q; i ¥, njegov sabirak v - tog reda.(s = |v| = 5) Tada za svaku merljivu

po Borelu funkciju f, sa vrednostima iz RY, vazi uslov
M, (f) <o (3.5.3)
pri proizvoljnom s’ , 0 < s’ <'s, i vazi nejednakost
[ Fd(Q,, — z_i;gn‘fazj—mw : {I,.}jj| = My (f)8(n) + Cls, k) ws (26757 : Dgyr), (3.5.4)
gde Q,, oznacava raspodelu n\/? (Xy + X, + ... + X)), d — pozitivna konstanta i

=o(n = ) (n —= o), (3.5.5)

Prema tome, C (s, k) zavisi od s, k i od veli¢ine d, dok &; (1) ne zavisi od f.
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Za slucaj nejednako raspodeljenuih slucajnih vektora uopstenje teoreme 3.5.1 ima oblik.
Teorema 3.5.5:

Neka je {X., : n = 1} niz nezavisnih slu¢ajnih vektora sa vrednostima iz R¥, koji imaju nulto
matematicko ocekivanje, pozitivno definisanu kovarijacionu matricu i apsolutni moment s —tog reda za
neki celi broj s 2 3. Pretpostavimo da je

najmanja sopstvena vrednost 4,, matrice V, = n~*¥"_, Cov{X,) veca od nule,

1 jmanja sopst dnost 4,, matrice ¥, 1E 7= CoviX)) d nul
by = v ..

2) srednji apsolutni momentin™* 3,7, E ||X || konaéni i

L H -1 T 1. i r o —

lim,,_.. n ’,=.1_II x;| > Vi) X;| =0 (3.5.6)

za proizvoljnu pozitivnu vrednost £ i

3) karakteristi¢na funkcija g, vektora X, zadovoljava uslov
]im'-:—w.c SUP||y :=b|§:«:{:tj| <1 (357)

za proizvoljan pozitivan broj b.

Tada za proizvoljnu merljivu po Borelu funkciju f, sa vrednostima iz R, koja zadovoljava uslov (3.5.3) pri
nekoms ,0<s <s, vai nejednakost

JFd(Qn—iin B (- : {X..._n}j_}{d_r}| = M. (F)8;(n) + Cls,kws(2¢74": @ ), (3.5.8)
gde je Q, raspodela nY/? (X +# X+ ... +X,), B2 =11

Veli¢ina &; (1) ima isto znacenje kao i u teoremi (3.5.1), dok je #,.,. srednji sabirak v - tog reda slu¢ajnih

vektora B,X; (1 <j<n).

| za strogo nereSetkaste raspodele pokazuje se slededi rezultat.

Teorema 3.5.9:

Neka je {X,, : n = 1] niz nezavisnih jednakoraspodeljenih strogo neresetkastih slu¢ajnih vektora sa
vrednostima iz R*. Ako je EX; =0, Cov(X,) =1ip*= E |X;1|* < oo, tada za proizvoljnu ograniéenu i po

Borelu merljivu funkciju f, sa vrednostima iz RY, vazi

[ fa(Q.— - =P(-® : {1, D] = @y (R¥)o(n"172) + 0(w} (8, : @), (3.5.10)

gde je Q, raspodela n™ (X, + X, + ... + X,), dok je ¥, sabirak v - tog reda slu¢ajnih vektora X; i

&, =o0(n"z), 8, ne zavisi od funkcije f.
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3.6 Asimptopski razvoji rasetkastih raspodela

Resetkasta raspodela

Prostor R predstavlja grupu vektora. Podgrupa L € R" se naziva diskretna podgrupa, ako postoji kugla B
(0, d), d >0, s centrom u koordinatnom pocetku, takva da je L 1 B(0, d) = {0}. Podgrupa L je diskretna

tada i samo tada, kada proizvoljna kugla iz R sadri u svojoj unutrasnjosti konacan broj vrednosti iz L.
Inace, diskretna podgrupa je zatvoreni podskup od R¥. Slede¢a teorema opisuje strukturu diskretnih
podgrupa.

Teorema 3.6.1:

Neka je L — diskretna podgrupa od RY, i neka je r—broj elemenata maksimalnog skupa linearno
nezavisnih vektora u L. Tada u L postoji r linearno nezavisnih vektora &; , ..., £, takvih da vazi

L=Z& +--+Z¢, = {m& + - +m,.&,.: my, .. m, —celi brojevi} (3.6.1)
(Y={0,+1,+2..)).

Skup vektora {&;, ...,#,.] se naziva baza L, a broj r je rang podgrupe L. Diskretna podgrupa od R¥ koja ima

rang k naziva se resetka.

Slugajni vektor X, sa vrednostima iz R* (i pripada ({1, B, P) prostoru verovatnoce) se naziva redetkastim

slu¢ajnim vektorom, ako postoji x, € R* i redetka L takva da vaZi
P(X exp+L)=1. (3.6.2)

Raspodela vektora X se naziva resetkasta raspodela. Slucajni vektor X (ili njegova raspodela) se naziva
degenerisan(degenerisana), ako postoji skup H oblika {x : {a,x) = ¢}, (gde je a- nenulti vektor c —

proizoljan broj) takav da je
P(X eH)=1. (3.6.3)
Lokalni razvoj

| ovde ¢emo {.E'J. o 1} oznacavati niz nezavisnih jednakoraspodeljenih resetkastih slu¢ajnih vektora
koji pripadaju (1, B, P prostoru verovatnocée i koji imaju vrednosti iz R¥. Pretpostavimo da je opsta

raspodela nedegenerisana i da ima minimalnu reSetku L, i da je
EXy=u, Cov(Xy)=1 P(Xel) =1 (3.6.4)

Uvedimo sada niz usecenih sluc¢ajnih vektora JL':" mnif= l}, {Ei,-__,,_ j= l}jednakostima
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_ (X akoje ||X}- — || £ n12

| = n-/2
Zin=Yn—EY;,,  (zLlnz1).
Pretpostavimo, da je p, = EllX; — ull* konaéno za neko s > 2, i uvedimo sledecée oznake
D, = Cov(Z;,), iy v - ti sabirak X; , | = det L,

Xwn V-tisabirakZ,, (lv] = =),

Yan=n"Y2a—ny),  yin=n"Y2(a—nEYy,) (ael),

Prn(Varn) = PO + 4+ X, =a) = P V2R (X, — 1) = v,

ph(n) = P(Yipt 4 Vo =a) =P S, 2, = 300), (366)

G = INTRIEINTPR (=0 {1D)

Grom = I TN TT2E (—g 5, ¢ {Hum))
(2<m<oa).

Sledeéa teorema je osnovni rezultat ovog paragrafa.
Teorema 3.6.4:

Ako je p. = E||X; = ul|® konadan za neki ceo broj s > 2, tada je, zan — o

)

Sup.:el(l + ”}'a_” F’.-:(}'a.n) - q.s(""an)l = G(H_I:k‘s_l: :II:)' {36?)

Osim toga jei
Eaﬂ'p‘: (}'ﬂc.r:) - Q."..s(}'a.n)l = a(n_l:s_l::"m)' (3-6'8)
Asimptotski razvoji funkcija raspodele

Pretpostavimo prvo da {X, : n = 1] niz nezavisnih jednakoraspodeljenih redetkastih slu¢ajnih vektora

zadovoljava uslove
EX,=u, Cov(Xy)=V, P(XeZ¥)=1, E|X,—pul’<o (3.6.9)

i da se minimalna redetka poklapa sa Z*. Neka je y proizvoljni vektor iz R%, V proizvoljna simetri¢na,

pozitivno definisana matrica i s ceo broj, koji nije manji od 2. Uvedimo sada sledeée oznake:
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Xan = TI_':(Q' —nyu) = _ﬂiF +nza (ﬂ’ERk)I

pn(xmn} = Prob(X, + -+ X, =a) = Prob(n 2(X; + ~+ X, —nu) =x_,.,
Qns = n—x/2 i;ﬁn_r'.:Pr[:_‘PG.V : {X'r}}'

gde v, kao i ranije oznacava sabirak v - tog reda od X.

Teorema 3.6.9:

Neka niz nezavisnih jednakoraspodeljenih redetkastih vektora {X,, : n = 1} zadovoljava uslove 3.6.9.

Neka F,oznacava funkciju raspodele sume n _i{:Xi + -+ X, — ny] .Tada je

SUP, gk

E,.(x)— Z nl_gl{:—l)'“'i, (n;.a . n%x‘)(ﬂ"‘@w)(rj
|elss—2

—-n ¥z Z n“%(—l}'“'.‘.i‘x (rrt_u + n%r) " (D“Pl{—t:]:a_:,- : {A’v})}(-‘f) — e
| el zz—2 )

5—2

= a{n_;)

- n_sz_:(Pl{—‘i'g.g' ; {;fv})(*t)

gde je S, periodi¢na funkcija.
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