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U ovonm radu proueni su problemi upravljanja i op-
timizacije kod nekih sistema masovnig odsluZzivanja kao i op.-
sluzivanje u uslovima velike optereéenosti kod visSekanalnih
sistema.

Rad je podeljen na tri glave: glave I, II i III.

Glava I sadrzi neke rezultate iz teotije uprav-
ljanja markovljevim procesima, i to kako rezultate drugih au-
tora tako i originalne rezultate. Glava Jje podeljena na tri
odeljka: odeljak 1, 2 1 3.

Cdeljak 1 sadrzi rezultate drugih autora o uprav-
ljanju markovljevim lancima sa diskretnim vremenom, konacnim
i prebrojivim prostorom stanja i konadnim prostorom upravlja-
nja. Najva®niji rezultati sadrZani su u teoremama 1.1 i 1.2
za markovljeve lance sa konalCnim odnosno prebrojivim prostorom
stanja, koje daju dovoljne uslove za egzistenciju i Jedinstve-
nost optimalne strategije u klasi homogenih markovljevih stra-
tegija kod problema minimizacije funkcionala oblika

T .
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Odeljak 2 sadrzi analogne rezultate o upravljanju
markovljevim lancima sa neprekidnim vremenomfkoji su manje
prouéenﬂ. Najvazniji rezultati sadrzani su u teoremama 2.1
i 2.2. koje takodje daju dovoljne uslove za egzistenciju op-
timlane strategije u klasi homogenih markovljevih strategija
kod problema minimizacije funkcionala gubitaka oblika

X ﬁf\A/(]% lgié} .
T—— o V5
Pri tome,teorema 2.2. koja se odnosi na makrovljeve lance sa
prebrojivim prostorom stanja. je nova i zahteva detaljan do-

kaz. Dokaz teoreme 1.2 veroVatno moZe biti nrllagodaen za
dokaz teoreme 2.2
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Odeljak 3 sadrzi m celini originalne rezultate =
upravljanju skokovitim markovljevim procesima. Za teoriju ma-
sovnog opsluzivanja od posebnog znalaja Jje proudavanje uprav-
ljanja skokovitim markovljevim procesima sa proizvoljnim fam-
nim prostorom stanja. To je narcéito vaZno za upravljanje pro-
cesima masovnog opsluzivanja u uslovima velike optereéenosti.
U tom pravcu uradjeno je veoma maio. U sadasnje vreme najbolje
su prouceni problemi upravljarnja di%uzionim markovljevim pro-
cesima. U odeljku je postavljen opsti problem upravljanja sio-
kovitim markovljevim prccesima sa aditivnim funkcionalnom gu-
bitaka na osnovu potpunih podataka /informacije/ o ponasangu
procesa do trenutka upravljanja. U siucdaju prebrojiveg faznrog
‘prostora stanja dati su uslovi egzistencije i Jjedinstvenosti
reSenja jednadine Belmana /teorema 3.1/, uslovi kada "cena'
zadovoljava Jjednadinu Belmana /teorema 3.2/ i nadin nalaZenja
optim&@lne strategije, i najzad uslovi pod kojima prosirenje
klase markovljevih strategija ne uveéava 'cenu" tj. u kom siu-
¢aju optimalnu strategiju mozemo traZiti u klasi markovljevwih
strategija. PrenosSenje ovih rezultata na opsSti sludaj zahtcva
dalja ispitivanja ali verovatno istim metodom mogu da se dobi-
Jju rezultati za opsti slucaj.

Na kraju primetimo da mnogi od ovih rezultata mcigu
da se primene na procese "razmnoZavanja' koJji igraju vaznu ulo-
gu kod procesa masovnog opsluzivanja posmatranih u glavi 1.

Glava II je u potpunosti originalna i u njoj «u
prouceni problemi upravljanja i optimizacije kod nekih sicsie-
ma masovnog opsluZivanja. . U osnovi ovih proudavanja lezi ide-
ja uvodjenja rezervnih kanala pri opsluZivanju raznotipnih
trebovanja kod markovljevih sistema masovnoh opsluzivangja.
Uvodjenjem rezervnih kanala, océigledno, pojaCava se intenzi:tet
opsluzivanja a samim tim smanjuju gubi_ci povezani sa redovima
éekanja; ali se sa druge strane uvelavaju troskovi odrZavaria
kanala. Usim toga, razne strategije koris¢enja rezervnih ka-
nala dovode do raznih gubitaka te se kao problem nameée odre-~
djivanje takvih strategija pri upravljanju rezervnih kanals za
koje su gubici Sto je mogude manji.

Glava I podeljena Jje na sedam odeljaka: to su ode-
ljei 4 - lo.
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Odeljak 4 sadrzi rezultate o optimalnom upravljanju
kanala kod "zatvorenog" sistema masovnog opsluZivanja sa dva
tipa trebovanja i ukazuje na moguéa uopStenja za sistem sa
N tipova trebovanja. Dokazana je teorema 4.1 koja daje vezu
optimalne homogene markovljeve strategije upravljanja kanalom
sa srednjim gubicima u stacionarnom reZimu rada sistema, i
ukazan Je metod nalaZenja optimalne strategije. Yedna od mogu-

¢ih primena Je opsluzivanje raznotipnih masina Jjednim radnikom.

Odeljak 5 sadrzi analogne rezultate za upravljanje
rezervnim kanalon kod zatvorenog sistema masovnog opsluziva-
nja sa dva osnovna i Jjednim rezervaim kanalom/teorema 5.1/kao

i moguée primene na opsluzivanje masina ekipom radnika.

Odeljak 6 sadrzi rezultate o sistemu masovnog op-

sluzivanja posmatranog u prethodnom odeljku kada je unapred
fiksirana strategija opsluzivanja rezervnim kanalom i to tzv.
"apsolutni prioritet" za Jjedan tip trebovanja. Po_nekad je vrlo
tesko na¢i optimalnu strategiju pa je razumno odreéi se tra-
zenja optimalne strategije i zadovoljiti se nekom strategijom
koja Jje, u izvesnom smislu,bliska optimalnoj. Za tu strategiju
odredjene su stacionarne verovatnoée stanja koje dozvoljavaju
da se 1ispita kvalitet funkcionisanja posmatrénog sistema 1 da
se odrede gubici povezani sa tim sistemom u stacionarnom rezZi-
nu rada.

Odeljak 7 sadrzi analogne rezultate o istom sistenu
kada Jje fiksirana druga strategija tzv. "relativni prioritet",
i ukazana Jje mogutnost ispitivanja efektivnosti rada tog sis-

tema.

Odeljak 8 sadrzi rezultate za "otvoreni' sistem
masovnog opsluzivanja sa rezervnim kanalom u koji dolazi neo-
granideni potoci trebovanja pri kori3éenju apsolutnog priorite-
ta,i ukazan nadin za ispitivanje &fektivnosti rada ovog sis-
tema u stacionarnom rezimu.

Odeljak 9 sadrzi analogne rezultate za sistem pos-
matran u prethodnom odeljku pri koriséenju relativnog prioti-
teta.



Odeljak lo sadrzi rezultate o upravljanju kanalon

u zabtvorenom sistemu masovnog opsluZivanja sa dva tipa trebo-
vanja, kada su duzine opsluzivanja raspodeljene po proizvo-
1jnim zakonima. Upravljanje se vrsSi u specijalno odabranim
diskre®tnim momentima vremena. Yokazana je teorema lo.l koja
daje vezu izmedju srednjih gubitaka i optimalne strategije,
kao i naCin odredjivanja optimalne strategije.

Glava IIT se razlikuje po karakteru posmatranih
problewa od prethodnih glava i sadrZi uglavnom rezultate iz
nog rada /41/ koji je u Stampi u "Zborniku radova" u izdanju
Akademije nauka U5SR.,

U toJ glavi su posmatrani viSekanalni sistemi ma-
sovnog opslufivanja sa rekurentnim ulagnin potokam:i ieksponens=
cijainim vrenenonlopsliuzivanja u uslovima kada je opterelenje
sistema /odnos intenziteta ukupnog ulaznog potoka i intenzite-
cz opsiuzivanja/ blisko jedinici. Dokazana teorema /11.1/ uka-
zuje na mogutnost aproksimacije karakteristika opsluzivanja
eisizmna sa rekurentnim ulaznim potokom, u tim uslovima, karak-
teristikamra sistema sa poasonovskim ulaznim potokom, koje se
inade relativno prosto mogu da odrede. U tom pravcu za sada
ima malc rezultata. Blucajni procesi koJji nastaju u takvim
sistenima su skokovitog tipa i u nekim slucajevima se mogu
aproksimirati skokovitim markovljevim proeesima, pa i difuzio-
nim procesima.

Na kraju. koristim priliku da se zahvalim na pomoéi
i rukovecdjenju pri izradi ove disertacije profesoru Dr. duri
Kurepi i1 docentu Dr. Zoranu Ivkoviéu.

Posebnu zahvalnost dugujem akademiku, profesoru
Moskovskog univerziteta, Dr. Borisu Vladimirovicéu Gnedenko ,
koji me je pomagao i upuéivao u naulno istraZivanje ove Jjos
nedovoljno istrazene oblasti. Svojim savetima pomogao mi je 1
¢lan MatematicCkog instituta ANSSSR u Moskvi Dr. Albert Nikola-

Jjevic¢ Sirjajev.
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GLAVA I

NEKT REZULTATI IZ TIZORIJE UPRAVLJANJA MNMARKCVLJIEVIM PROCESIMA

U ovoj glavi dati su neki rezultati iz teorije
upravljanja markovljevim procesima, 1 to uglavanom rezultati
za markovljeve lance sa diskretnim vremenom /odeljak 1/, za
markovljeve lance sa neprekidnim vremenom /odeljak 2/, i za
skokovite markovljeve procese /odeljak 3/.

Podrobniji rezultatid o upravljanju markovljevim
lancima mogu se naéi u radovima /3/, /4/, /5/, /lo/-/13/,
/23/, /35/, /36/, /%2/, /43/, /44/.

Cdeljak % sadrzi nove rezultate o upravljanju sko-
kovitim markovljevim procesima. Specijalan slucéaj, znacajuwza
teoriju masovnog opsluZivanja Jesu procesi'razmnoZavanja"
épadjanja i umiranja%
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1. O UPRAVLJANJU IMrRKOVLJEVIM LANCIMA SA
- DISKRITNIM VREMBNOM

Markovljevi lanci sa diskretnim vremenom
i konadlnim prostorom stanja

Neka je X - fazni prostor stanja nekog sistemsa,
koji se sastoji iz konacnog broja tacdaka. Poznato je da slu-
v N . - . - r g . N \/
Jajni proces sa diskretnim vremenom (=i ¢ h=04 .4 Lo X

2 e (SRS
H -‘\‘*‘«) - s ““’v -7

)
obrazuje markovljev /neupravljajuéi/ lanac, ako je ‘sa vetovat-
noéom jedinica /u odnosu na meru toga procesa/ ispunjeno

i.”‘/]' AN { - ~ [ e I ") ‘\ . N

P _L ‘)_ P ( /{: ’ i > J— \, }

) (yere 7Tbtd §5 vy ))” :C{+ﬂ Stj
i

Za definiciju upravlijajueg lanca preédpostavimo da

je dat neki prostor D upravljanja, koji se sastoji iz konad-
nog broja tadaka, i1 skup verovatnoéa prelaza /matrica vero-
vatnoéa prelaza/

(1 ) #)é t+4*'£'*7\

‘b Civz . =01
{

) A

koje zavise od upravljanja dtéf D

,__
(s

Predpostavljatemosida se u svakom od momenabta vre-
mena t=0,1,¢cc... resSenje o izboru konkretne vrednosti para-
mektra dt moze da realizuje na osnovu rezultata prethodnih

posmatranja: Xgyooees Xt dt= dt /Xo"°" Xt/‘ Svakae od tih
funkcija, definisana na prostoru . '
Xt+l= XiXeooo.X X 1 sa vrednostima u D, odredjuje

neko upravljanje u momentu vremena t. Taénije, ako su rezulta-
ti posmatranja u momentima O, 1,...... , b Kor Kyseo Xy i
ako Jje izabrano upravljanje odredjeno funkcijom dt /+/, to
stanje sistema u momentu t+1 odredjuje se verovatnolom prela-
za



Definicija 1 . KaZe se da familija funkecija

——s i v - e e~ S T A

dt = dt /XO,.,...Xt/

odredjuje strategiju D

Ako je izabrana strategija o , to skup verovat-

noéa prelaza /1.2/ za svako fiksirano podetno stanje X,

13

odredjuje stohastifku meru u prostoru nizova(gc g )
v s . . . j
Ovako dobijeni proces obelezimo ga sa - (é'%) 5
;h
da bi istakli zavisnost od strategije gf', nazivaéemo uprav-

ljajuéim /pomoéu strategije & / lancem.

Definicija 2. strategija & se naziva markovljevom, ako sva-

ka oG funkcija d, = dt/~/ u stvarnosti zavisi samo od posled-
njeg argumenta: d, = dt/Xt/‘

Definicija 3. lMarkovljeva strategija naziva se homogenom,ako

o _
J dt{X/s d,/x/, za sve t; 1 b,

2

Senim tim, homogena markovljeva strategija E; u potpunosti
je odredjena samo jednom funkcijom, recimo d= 4/x/, x& X
sa vrednostima u D. Na osnovu definicije 2 1 3 odevidno
sledi da nehomogena markovljeva strategigja 5§ odredjuje ne-
homogen markovljev lanac (grgﬁ, dok homogéna markovljeva
strategija dovodi do homogenog /stacionarnog/ markovljevog
lanca.

Oznadimo sa A skup svih strategija & . .
Cesto se sreéu takvi problemi , u kojima pri nalaZenju u
nekom smislu optimalne strategije nije potrebno da se pos-
natra Sitava klasa strategija A\ , veé samo neka njena
-, podklasa 4}! , Cijé elementé saglasno definiciji 4.
¢emo nagzgivati dopustivim strategijana.

Neka 8u Dt /x/, t 2 0 -~ neki fiksirani podskupo-~-
vi /uopéte govoreti razliciti za razlidite vrédnosti SJ‘L//

N
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prostora D, od kojih svaki ogranicava oblast vrednosti uprav-
ljanja df u momenitu vremena t, ako je §ttII
g,

Definicija 4. Strategiju beélﬁ nazivaéemo dopustivom ako je
ona. bvakva, da za svako +t vrednosti funkcija

d 7 ST Xi_ 19 x/ & Dt/X/ . D.
[
. . . A o ..
Prirodno da izdvajanje klase /) dopustivih strategija,

koja se karalktterise familijon

)L,A/y/ t 2> 0, Y':-X";-
} H
zavisi od suotlne svakog konkretnog problema. Sa Zk
oznac¢avacemno klasu onih dopustivih strategija za koje je

za sve vrednosti ©

(1.4 Dy /x/ =D /x/ /E&D/,

Da bi karakterisali kwalitet ove 111 one strategije, uvedimo
funkeiju \A/ﬁi,CL), definisanu na X x D, koje karakterise
gubitke od prihvatanja upravljanja d, kada se sistem nalazi
u stanju x. Ueka je sada izabrana neka strategija o . .

Posmatrajmo za nju velicinu

- T

5 P
- e A Iy ‘ .
('f ) K = im == - W (V 4
i. \D/ i "'I -\./L‘ ‘ r-p"\ .Jv+ "t
T Y . Nj: - 3

koja odredauae zZa strateglJu E; srednje gubitke u jedinici
vrenena. U(ﬁ “'.»”.fg oznadava matematidko oclekivanje za
proces (‘S S\ pod predpostavkom da je ifo) X

Stavimo
o &
(/[6> ’)(I\ Lnf 1,
Se\/\ )
Definicija 5 . Strategiju 5c:£§j nazivaéemo E£- optimalnon,

ako je za sve x€X

o

S rx>P

ptrategiju C%—optimalnu nazivaéemo prosto optimalnomn.

OCevidnoje da & —optimalna strategija postoji uvek. Sledela
teorema daje odgovor na pitanje kada postoji optimalna homo--

gena markovlijeva strategija.
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Teorema 1.1. Ako je O £V }““tiuéé C < no
L
to u klasi Z\ postoji optimalna homogena markovljeva

strategija.

Dokaz te teoreme moZe se naéi u radu /44/.

Drugi rezultati kojli se odnose na upravljanje markovljevim
lancima sa konacnim prostorom stanja mogu se naé¢i u radovima

/3y /8y /5/y /Lof, /237, /H2/, i /43/.

Markovljevi lanci sa diskretnim vremenonm i
prebrojivin prostorom stanja

Neka je sada X - fazni prostor markovljevog lan-
ca koji se sastoji iz prebrojivog broja tadaka, a D, prostor.
upravigjahja koji se sastoji iz konaénog broja tafaka. Oznali-

=W (x, o))

u slucaju homogene strategije.

mo sa

Sledeéa teorema daje dovoljne uslove za egzistenciju optimalne
homogene markovljeve strategije.

Teorema 1l.2. Ako su ispunjeni sledeéi uslovi:

A .
/A Q“’ t je ograniden skup brpjeva za xeX, d&D.

/B/ postoji ograniden skup brojeva %, gpé,xl koji
zadovoljava jednacinu

(17) | 3/.{-'2}; :Tniﬂ {UJ:L+ )’ wa&g , Df_éX
oy

’ A
tada u klasi [\ postoji optimalna homogena markovljeva
*
strategija E; takva da za uf:] koae xe€X 1 za svaku strate-

giju © € A % = R < R
d . < Loy
gde fx&. = P{ g_m::u =%, A (X) = OL} .

Dokaz ove teoreme moZe se naéi u radu /12/.

Drugi rezultati u vezi sa upravljanjem lancima sa prebroji-
vim prostorom stanja mogu se naéi u radovima /5/, /11/, /13/,

/42/ i /43/.
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2. 0 UPRAVLJANJU MARKOVLJEVIM LANCIMA SA
NEPREKIDNTM VREMENOM

Markovljevi lanci sa neprekidnim vremenon
i konaénim prostorom stanja

Predpostavimno sada da se proucdava evolucija
nekog sistema koJji ma u kom nomentu vremena 1%, (C\é*“<00),
moze da se nalazi u jednom od stanja X konacnog prostora
stanja X. Oznacimo sang skup svih merljivih funkcija
X/t/ realnog argumenta +t sa vrednostima x iz X. Sa

ZXZS oznalimo-skup takvih funkcija na intervalu {s,t/.
Smatracemo da se evolucija sistema opisuje homogenim nar-
kovlaev1m lancem s '

“Thi), 0 e, fmie X
¢ija ?eallza013a x/t/ pripada prostoru ;)C . Pri tome je
ispunjeno

1° xyed)

o | Pljteest) =)t toat) = Tragat oot
P e t) = 4t H2poylt )= Qyat + 418

a verovatnola, da ée za vreme /t, t+At/ u lancu doéi dc
viSe od jedne promene, Je beskonadno mala velidina visSeg
reda u odnosu na beskonacnu malu velid¢inu o t.

Ovde su By elementi matrice intenziteta prelaza homo-

genog markovljevog lanca fﬂ;“ﬂay%y ) }, > 0 /tkﬁﬂlﬁ)

Z gy e X

Dopustimo, osim toga, da postoji moguénost da se
upravlja sistemom, tJj. ma u kom momentu vremena odabirati
upravljanje d iz nekog konacnog prostora upravljanja D.

Upravijanje u momentu vremena t odabire se na osnovu pos-
matranja procesa do tog momenta i zbog toga zavisi, uopste
govoreéi od tog dela trajektorije procesa ali ne zavisi od
njegove budute evolucije:
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dy= d [ty ), onict = d It J'J
+

gde jeCLQ:§XlLQ ceu< S — realizacija procesa do
N

momenta vremena t.

Familija upravljanja da/t/ ( © <t <« o ) obrazuje
strategiju S:ECU‘C)) o<t <”‘~’>\), Ubuduée éemo posmatrati
samo merljive strategije, tj. takve za koje Je:

JE Y At JJ) P

gde je T =[0a0), a QQD je ¢ algebra borelovskih
podskupova skupa A.
Strategija E> se naziva markovljevom ako u ma kom mo-

mentu vremena +t ona zavisi od stanja Xy sistema sano
u tom momentu vremena i ne zavisi od Citave predhodne tra-
jektorije, tj. ako Je dft, x°J = a/t, x./.

Markovljeva strategija naziva se homogenom, ako
ona ne zavisi eksplicitno od vremena, tj. ako je 4/t Xt/ d/X

Upravljajuéin lancem éemo nazivati par obgekata(§c§3

Da bi ispitali kvalitet ove ili one gtrategije
uvedimo,kao i u odeljku 1,funkciju "gubitaka" W(”LO{J) ,
koja karakteriSe gubitke od prihvatanja upravljanja 4,
kada se sistem nalazi u stanju x. Yeka je sada odabrana
neka strategija S . Raznmotrimo za nju velicdine

f’T‘!

(2.2) \/(’T [{gw(x cum
(23) R;(T‘)z—!r—\/“m
ey R =4mAER(T

T'—ico

gde je E5
pod predpostavkom da je 2(@)_;x
Velicina \/ qﬁ)odredguge za strategiju 5 ukupne oce-

natenaticko ocekivanje za proces ('g S:

kivane gubltke u intervalu vremena [fO, T/, ako je podetno
stanje ¢ (0) = X . .

gf
Jg —da,,. .

@',.
Ak
S

L
i,
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>
AT . . .
] — odredjuje srednje gubitke u Jjedinici vremena

u intervalu fo, 1/;

>
{{x — odredjuje srednje gubitke u Jjediniti vremena

u stacionarnom rezimu rada sistena.

U odnosu na velidinu \/bfr)predpostavimo jos da Jje is-
X

punjeno: ry AT

— B

o J (T A Af+/ €
25) £, { QW e o) bt 7)o, T« ekt

Velidina V. <7ﬁ) zadovoljava sledecu diferencijalnu

,
'ﬁﬁm

jednacinu: _
hhﬁﬂ 4 C
)=o)

c(
gde o ; cf{ 7\ _ T\ =
Q~x§}.-£\t + zft) P{% (T#—AL g/} 3(7 )..x,) &(T) 4«}

pri datoj strategiji S .

Posledica: 2a pqoizvolgno malo &> 0 postoji takvo?:Q}
da je za svako A > f’(?}lspunaeno
iz
(2.7) 3\/ (TY= 2T +V, | <&
/2.7/ moZe se dobiti iz /2.6/ Laplasovom transformacijom
/vidi na pr. rad /23//. Prena tome, za velike vrednosti

T vazi
(2.8) V (T)w T +\/°

Ako je lanac ergodidan to je

v i /Sv"' 5!“‘" e
(z3) V(T)~ T+ V.
Iz /2.4/ i /2.8/ sledi da Je :

Yy 5 b

210 Ri= 9,

a za ergodidki 1anac sledi da Jje

ca \
(241 ) P (3/
; ne zavisi od podetnog stanja/.
Za:egzistenciju optimalnc strategije moze se pokazati an=
logna teorema teoremi /1.1/.
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Teorema 2.1. Ako je O (\‘W' (x,d» L C Lo

to u klasi ﬁf postoji optimalna homogena markovljeva
strategija, koja minimizira funkcional /2.4/.

Dokaz ove teorene moZze se naéi u radu /35/ a drugi rezul-
tati u radu /23/.

Markovljevi lanci sa neprekidnin vrenenon
i prebrojivin prostorom stanja

.Za lance sa neprekidninm vremenom i prebrojivim
prostoron stanja Jjo& uvek nema potpunih i zavrsSenih rezul-
tata o egzistenciji homogene optimalne marko¥ljeve stra-
tegije.

Sledeéa teorema koja zahteva naknadni dokaz,
predstavljala bi analog teoreme 1.2
Teorema 2.2. Ako su ispunjeni uslovi teoreme 1.2 to u kla-

AA)

h postoji optimalna homogena markovljeva strategija
za lance sa prebrojivim prostorom stanja, koja minimizira
funkcional /2.4/.

Dokaz teoreme 1.2 mogao bi da bude prilagodjen

za dokaz teorenme 2.2.
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3. O UPRAVLJANJU SKOKOVITIM MARKOVLJEVIM
PRCGCESTMA

Za teoriju masovnog opsluZivanja od posebnog
interesa Jje proucavanje upravlijanja ops$tim skokovitim
nmarkovljevin procesima sa proizvoljnim faznim prostoron
stanja, naroc¢ito za procese koji nastaju kod sistema masov-—
nog opsluzivanja u uslovima velike optereéenosti. U tonm
praveu uradjeno Je veoma malo. U sadasnje vreme najbolje
su prouleni problemi upravljanja difuzionin markovljevim
procesima /vidi na pr. radeve/14/, /15/ /.

U ovon odeljku mi éemo postaviti problem uprav-
ljanja op$tinm skokovitinm markovljevim procesima po potpu-
nim podacima i dokazati neke rezultate za sludaj prebroji-
vog faznog prostora stanja. Tin metodom verovatno mogu bi-
ti prenesSeni rezultati i na opsti sluéaj, ali to zahteva
dalja istrazivanja. Rezultati iz opste teorije skokovitih
marizovljevih procesa koje ¢emo koristiti u ovom odeljku
sadrZani su u radovina /17/, /18/, /24/ i /39/.

Postavka problema

MNeka je U konpaktan, konveksan podskup euk-
lid'skog prostora R. Tadke iz U oznalavadéemo sa u. leka
je dalje T>0 i i={ogt < T)x K

e, -

Pod dopustivin upravlganjem podrazumevacemo funkciju
u/t, x/ definisanu na QT sa vrednostina v U,  takwuida za
svako T’<T i za sve X, Xx'&R, 0 £ t<t’< T’ postoje

takve pozitivne konstante M, ¢/ £ 1/koje zavise od u i

\\

od T/ da su zadovoljeni uslovi: .,7 f o
H![{ A —’LH’ l\]“" /'/k 1 V:’ J
(&ﬂ) ot x"- Lu%‘l}j. ﬁﬂf iLXﬂ .
) J
: C.—j‘, X {A7~C3}
Familiju © =71 7 i Xy~

nazivadéeno straotegijon.
Neka je p/-/ mera, koja zavisi od parametra u,
definisana na 3,-algebri borelovsklh skupova prostora

C<:/°9} X.;<‘ EP?

R
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koja uzima celobrojne vrednosti, nezavisne na disjunktninm

skupovina iz Y& 1 za svaki skup oblika [t;, t,7 xA
[he 2t }f}\ - algobra boielovskih skupova iz R/ slu-

dajna velidina ( {t g XA}(:I’&SPUQC].JGH" je po

_{. ” _('[f/ A ) l,f ,

t, 4
gde je | ; /{ /»\), pri fiksiranom 1, -za-gvako t mera na Ji

Poasonovon zakonu sa paraL

i pri promvoianom Ae A merljive funkcija od t/t=z 0O/.

Stavinmo M F A A ML A
/}’U..”' + "){‘A)__‘& /“\.}? /i«' {U}‘{/A) ——r'g_,' /‘.l—f/'\s}.

Oznadimo sa {7@ klasu realnih funkcija f koje zadovolja-—

vaju sledeCe uslovej?Z ;) .

/i/ Yostoji takav brog M

{

b, - i x 1M de) € MTxt =l
; | .

za sve X, X,ve’_R, ueU,tz.O.

l da je ispunjeno

/ii/ Postoji takav broj M, da Je ispunjeno

(; i x ¢ '“”'n Al M, (A1)

za.sve x, VE R, uelU. )
Ogranicino se najpre klasom markovljevih strategija —/~~\-“'m.
Za dato upravlijanje u upravljajuéi proces [% u) moée;
biti predstavljen u obliku IR

{3.3)  Sltuj=2x U?”f"f x‘/”p (dedsi

gde je X = X = 3/t/, t3 O
vrednost procesa u momentu vremnena t.

Neka je dalje L /funkc1ab gubltaka/ takva re-
alna funkcija;definisana na QT x U, koja zadovoljava

uslove ; i1 4 - .
‘L‘-t4l_§"€f~}i\< ﬁ/‘a’ j
(2.4 Lt w =Lt 2wyl e M-

b .
za sve X, X & R, OcetgT, ué# UL
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Za svaku strategiju 5 € 1XV\pL1 pocetnoa
vrednosti proceaz 3/t/= =x oznalimo sa \/ /
sledeéi aditivni funkcional gubitaka:
T .
Co N T N T o ) e
NS CST T e U ) d S HIT 2 v | e
{3.5) \/ H,X'}: L 4( Ji—»{ o '") qz 4}.” BT 'T)‘

koji predstavlja oéeklvane gubitke od koriséenja strategije

<
U

S pri poéetnom stanju procesa x. Oznadimo sa

{3.6) /H ¥). _xeé it ) %
odgovarajuéu "cenu" strateglgc & . Naé zadatak se sasto-
ji u tome da nadjemo Jjednadinu koju zadovoljava 'cena"
i nadin za nalaZenje optimalne strategije.

ReSenje problema za slucaj homogenog procesa sa
prebrojivin prestoron stanja

Predpostavimo da Jje prostor stanja J prebrojiv
skup. Jednalina /3.3/ u tom sludaju dobija oblik

(37) Blrw=xs (| 407 % )T Tde,
t K | <7
gde je §frm e s < "f;-‘}f {1*) X 4o
EXTIE LS LI B "
ye'!
My = X e D
3 9) Si ; \dt}r; = ._.)\Ié , X& S,
As 1 We A

Y ’
; I8
7""’“ _.m(ﬁ!ﬁ
Lako Je videti da funﬁulga /3.%/ pripada klasi 4— , 1
da \/ /{,)zadovolgqva slede¢i sisten llncnrnlh diferen-

et

013aln1h gednaclna

i ) W . 1 |
Wt TN \J [t
310 -W = Lty a, /'t y)

~
J€3J
sa graniénim uslovon ‘Vl‘{fr

za svako x&d.
Nag cilj je kao Sto rekosmo, da dobijemo jednalinu za
"cenu". U tom cilju posmatrajmo sledeéi sistem kvazilinea-

rnih jednacdinae



‘ -y i ; 3
it w4+ TA" gl et
(‘Qﬁ ‘?’z\’ — ..!_JC-_ ._‘.,._,....! - !'n.s ‘\i ;{,_j { ,( j‘lt,‘. —+ / - \",\‘)("1/; i Id,-*'; ?
ST 1t ¥ . ~ {
(4. e Ui Ye 7

11i u kompaktnom obliku
P Ve ‘ ;’ P A ad —

¢ 4:""1' e - A
(%12 dt *ea

gde sno oznaéili sa

e\
EL? L R
G=1 - y /\’H/\“W P /.
\ . ;/ .
Mi éemo iskoristiti sledeéu teoremu Belmana /vidi /3/ /.

Teorena %.l. Predpostavimo da funkcije //\Q i 1’g

zadovoljavaju sledete uslove
/a/ AN |
P01 L) < AR

gde je h/t/ integrabilna funkcija ma na kom konadnom inter-
valu o<t&T.

Funkcija G pripada klasi funkcija \M koje
ispun@gvaju uslov:

-
/b/ ] {cd 1) <Cow

(£ - 2,
U FIG(ter fiTx, ) Grow[dr]
R

7c¢/ G ima neprekidni izvod pa t. & }5
Naazad, predpostav1mo da se infinunm izraza /A\ N7 4‘ L.
dostize za Se A\ na za koje fiksirane vrednosti t i G.
Tada pootoal Jnd1WSf§bno redenje Jed4a01ﬂe /%3.1%/ koje
zadovoljava jednac¢inu skoro svuda. Lo resenje moze da se
dobije kao granic¢na vrednost sukcesivnih aproksimacija

T

f‘ T2 I '75
—~ { "r — /r} O(( ‘7
na G =Crint{ IADG ] 4o
L b ')',*/( ‘\'QL_\ “

n:(:)ln‘,’..‘ -

-
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Sukcesivne aproksimacije mogu se izvrgiti i u prostoru
upravlijanja na slede¢i nadin.

Posmatrajmo jednadinu /3.1%/. Mi éemo podeti
aproksimacije uzevsi za podetnu strategiju 5‘, i odre-
diti GO iz jednaéine <
o

P i

o abe o4 Ca T
3.44) o7 = e +Lni G

Dalje, odredlmo strategldu a iz uslova da ona minimi-

s

m—
——

Pt

zira izraz /\ =, ,» i zatin odredimo Gy kao

redenje Jednacline
515" d¢G. . 5 Ty o
(3.15) ‘*/\C +1 ) G ITj=C

{ 5

Nastavljaju31 tlm puten mi éemo odrediti niz funkcija < Gn L

3

,,‘YE . Ostaje da pokazemo da taj niz
zaista konvergira. Mi imamo 5 S X
dG, _ S 4. @(*):C«

— ¢ - } L i

ETY =A TS /

- d < q /*
{246 d(f ,JK Gl > A L. Gl

zbog deflnlclae 5 , odakle resavajuéi gednac:.ne /3. 1?/ 3.
/3.14/ moZe lako da se zakljucéi da je

. S
i niz strategija ¢ &

Go> G, za t&TgT.
Nastavljajuéi tin putem mi dobijamo indukciju da jJe

G > Gn+l’ n=0,1.
K_ako je svaki ¢élan niza z ? uniformno ograniden veli-
.-r

( Kiride

(G*\iwdt)d+ ,

\ !

¢inom

to niz lG /t/l konverglra nekoj funkeciji G/t/, koja
zadovolnga Jednac:lnu /3.1%/
Koristeli teoremu -3.l1llpioZemo da dokaZemo sledeéu teorermu:

2 43 ;
Teorema 5.2 VG o= -+ .,(5&,”

Dokaz: lako je videti da je za svako O € AM &N
odakle sledi da Jje i G <V,
Sa druge strane koristeéd leme 1. i 2. iz rada /15/ sledi

/ 2

da Jje

nulﬂ.



'za proizvoljno £»C, gde Je éi elilﬁq takvo da Je

\/ i [AG + 0]

PNL*A:‘\ P ol \/'
Kako je & proizvoljno malo to sledi da Je T = VY-

Predpostavino sada da upravljanje u momentu t
zavisi od céitave trajektorije procesa do tog nomenta, 1
oznadimo klasu strategija koje zavise od ditave proslosti
sa .*lk . Mi ¢éemo dokazati sledecu teoremu

e {1t - of \/S 0 = Vit

,_)(' _
Dokaz: dako Jje videti da Je . / :"//3
Vzmi V.
. 5 eA
gh druge strane, za neko g ¢ ~Zﬁ ’ pomoéu formule
smene promenljivih Iﬁo - a /vidi rad /24/ / moée se po-
kazati nejednakost "\,{5);\‘/'
a kako je S< /\ proizvoljno to je ,,1,18 \, 0/ \/
&EA /
5

odakle ‘sledi \ /: {-,,f \v

Primedba: U slucaju procesa sa preébrojivim prostdrcn-stanja
uz predpostavke u odnosu na funkcije )\ EJ} 63"uéinjene

’ /
u teoremi 3.1, formula smene proncnljivih Ito-a je oprav-
dana.
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GLAVA iT

PROBLEMI UPRAVLJANJA I OPTIMIZACIJY KCD NEKIH SISTLMA
Ma30VNOG CPOLULIVANJIA

U ovoj glavi se posmatraju neki problemi uprav-
ljanja 1 optimizacije kod sistena nmasovnog opsluzivanja sa
raznotipnin trebovanjima. Vazni - specijalnis: sludajewi su
sistemi sa prioritetima, za koje vel postoje mnogi rezul-
tati. ©a druge stranc, manje su proucavani problemi opti-
malnog upravljanja kod sistema masovnog opsluZivanja '"sé
aspekta dinanickog programiranja. Ovde je ulinjen pokusaj
u tom pravcu.

Ovde su posmatrani probleni uvodjenja rezervnih
kanala i upravljanja tinm rezervnin kanalima kod raznih sis-
tema masovnog opsluzivanja.

lnogi rezultati za sisteme sa prioritetima sadr-
Yani su u reodovinma /1/, /2/, /6&/, /7/, /9/, /16/, /19/,
/20/, /22/, /26/, /31/, /32/, /36/, /37/, /Ho/, /H&/,/H7/.

Problemi ispitivani u ovoj glavi nisu izucavani

u literaturi.
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4, 0 OPTIMALNOM UPRAVLJANJU KANALA KOD
ZATVORENOG SISTEMA MASOVNOG OPSLUZI-
VANJA SA DVA TIPA TREBOVANJA

oI G: . . UOPSTENJE NA N TIPOVA TREBOVANJIA

Pod zatvorenim sistenom masovnog opsluzivanja
podrazumevaceno tokav sisten kod koga opsluZena trebovanja,
koja napuste sisten, mogu opet da se vrate kao trebovanje.
To ¢ée najjasnije biti ako posmatramo sistem gde radnici
opsluzuju madine koje se kvare. Zbog toga éemo u odeljcima
koji se odnose na zatvorenc sisteme ubuduée unmesto reci
"kanal" i "trebovanje" Cesto upotrebljavati redi "radnik"

i "masina".

Postavka problemagaefinicije\

Predpostavimo da inano dva tipa madina: m -
madina tipa 1 i n - maSina tipa 2. Madine rade u toku
vremena & (0$*r<991 usled slucdajnih uzroka one se kvare.
Neka je verovatnola kvara jedne masSine tipa 1 u intervalu
vremena (‘{ ,'t?"“ﬂt) jednaka A,0T + .4 (o) , pod predpostav-
kom da Jje u trenutku t bila ispravna, i slicéno, neka Je
verovatnoéa kvara jedne maSine tipa 2 u intervalu vrenena
(t,t+5t) jednaka A AL+ 8(8t), pod predpostavkom da je u
trenutku +t bila ispravna. MasSine tipa 1 i 2 opsluzuje Jje-
dan radnik. Predpostavime da su duZine vremena opsluZivanja
za masine tipa 1 raspodeljene po eksponencijalnom zakonu
sa paranetron /M1 a za nasine tipa 2 raspodeljene po ekspo-
nencijalnom zakonu sa parametromn M, .

Predpostavimo da su date sledeée velicline:

a - gubici u jedinici vremena kada radnik ne opsluzuje.
A /k=1,2/ - gubici u jedinici vremena zbog nerada
jedne masine tipa k.

O  A=2 =0
Ati' = 5‘ . j/ )
§ (A%t dte , Lyfo .
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Postavlja se pitanje kako treba upravljati radnika pri
opsluzivanju maSina u stacionarnom reZimu rada da bi ni-
ninizirali srednje gubitke u jedinici vremena.
Prostor stanja X ovog sistema moZemo pred-

staviti skupom 2-dinmenzionalnih gelobrojnih vektora
X= fxﬁ\, /k=1,2/, gde je xk?> O - broj pokvarenih masina
k -tog tipa u sistemu. FProstor upravljanja D sastoji se
iz dve tadke d=k /k=1,2/. Upravljanje d4/x/= k znadi.
da ako se sistem nalazi u stanju x, to radnik opsluzuje
nadinu tipa k /k=1,2/. Oznadinmo sa

Eij /i =o,m; j=d,n; k=1,2/ ono stanje sistenma
x= { Xy s Xei kada je Xl=i,' X,=3, &/x/=k.

k .
f; /t/ - verovatnoéu stanja E ij u nomentu vremena t;
k
pij - stacionarnu verovatnoéu stanja E'j .
Familiju upravljanja {d/x/, Xf‘Yj nazivacéemo dopustlvom
strategijom ¢ . Prema tomec mi Cemo za klasu.éx do-
pustivih strategija uzeti klasu 13 homogenih markovije-

vih strategija.

Ako gﬁﬂ oznadava sludajni proces koji opisuje
evoluciju stanja ovog 51stema to edevidno par (g 63,
pri fiksiranoj strategiji uezél predstavlijaée homogen
upravljajuéi nmarkovlijev lanac sa neprekidnim vrenmenom 1
konaéninm prostorom stanja. Na osnovu rezultata odeljka 2
postoji optimalna homogena markovljeva strategija. ReSimc
pitanje nalaZenja optimalne strategije.

Resenje problema
Ako fiksiramo strategiju 8 , to ¢e verovatno-

g

e pij zadovoljavati sledeci sisten diferencijalnih Jjedna-

(4.2) --J—;mﬂwuﬂ N R

: J o 3 ) 3
+ ('m-w‘y)}(? R_1 3 (t) #n-7+1) Ay Fi‘lj-? {t) xrfh_,! (d) ‘Ji.ﬁ,.j (‘t)+ NZ(JJ)FLJ” ) :



W N
N A v 3 .
b Pty =1 sde 5={du =eX]
‘;:()?:Q : .

(?3\‘ g ()= My {(J,) + (d)
ST SIS FRR————"

Odgovarajuée stacionarne verovatnoée, prema tome, zadovo-

ljavaée sledeéi algebar k1 sisten Jjednadina:

Y ; %5
(45) ~Lem-ihsrla=jht o Wpyrim-ien P *
RO S L
_Z.‘ [ KJ;“Q/'* .- o

d

v . o v . . .
Oznadimo sa 2&4,(t) ukupne occkivane gubitke ovog sistena
¥
u toku intervala vremena duzine t, ako se sistem u pocet-

ku nalazio u stanju x= Eij

Pri fiksiranoj strategiji ¢  veli&ine V. (t) zadovolja-

i prihvaéena Jje strategija ¢ .

-4 . . < . . . v
vate sledec¢i sistem diferencijalnih Jedna01na :

(-/ ){Ti_\i‘/ )_,__1 -[ (- VA +(’" )\14'{”‘(&”

: Ay
+{m-£) A \7" (n-(?)),z\f:,?th) + j{vb,‘_(c,\ _‘-,_1,}({:} 4
W (e )
4 A, (] L,é/'i L) ; \ RN
. rg "
Oznadimo sa Wﬁ:{t)t 1“f\65(t)'
g Sen

a sa 5 {G{,m” »‘“exs optimalnu strategiju u
klas1/\ . Mi écmo dokazati sledeéu teoremu.

Teorema 4.1. Velicine lf/ {f) i optimalna strategija u

. i1
klasi /\ povezani su slod001m sistenon diferencijalnih

jednacina:
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« : - i\ +AE N
(’7 5) 5? Vi H) THim .{’T,;J  ~{v('m-@)).‘w—\ﬂ—(})\z*fw( )]\VG{%){

' e ad s )
AL s AT 1

T

Dokaz. Na osnovu principa optimalnosti Belmana sledi da je

W oraty=min{[1-fminkosocg Ay + U] 6E] X
X E\KJ (t)_j',;-*{/t\j Ahq’Aﬂ(m%,)/\q/_‘st\(/zH ; )+m J’) r\f Wi 4 -;‘—

b SE VW (1 M5V gt

&/

Prenoseéi velicinu XV4J/(*:) na levu stranu, deleéi
sa Ai, i prelazeéi na graniénu vrednost kada At=0
dobijamo jednalinu '{fﬁ) ’

Optimalna strategija moZe biti odrcdjena metodom sukcesivniih

aproksimacija R.Howarda /vidi rad /23/ /. Kod tog metoda

Javlga se ¢injenica da su za velike vrednosti +t, velicine
\}’ H a51nptotsk1 llnoarne, 3.

(13) Wt~ gt oty
Ako (4f}> zanenimo u jednadinu ( g.é ) to dobijamo
sledeéi sistem algebarskih jednalina:

(4.5) :a, Lo «mw«f\zw W
k{ {O‘\,\)?:_,

,J’
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Metod sukcesivnih aproksimacija za odredjivanje optimalne
homogene markovljeve strategije mozZe biti realizovan sle-
deéon iteracionom shemom:

I Iz sistema jednadina, %.8) , za datu strategiju d
odrediti velidine \71‘3; i %/J , izjednadivii jednu od ve-
lidina \%ik sa nulonm /jer je broj jednadina manji za

jedinicu od broja ncpoznatih/.

II Za svako ftanje X= Ei" iskoristivsi veé dobijene u

I veliéine\&j 1 %ﬁ odrediti d /x/ tako da minimizi-
ra izraz na desnoj strani jednadine (L{.S} zatin 4’ uze-
ti za novo upravlijanje u stanju x = E

¥ﬂ1teracioni ciklus pocinje séaproizvoljnom stra—
tegijon 6’i zavrieva.se kade 8e za dve uzastopne aproksima-
cije strategije poklope. Oznadino tu strategiju sa 6f‘c§%
Ta strategija Je optimalna strategija uprgvljanja radnika
pri opsluzivanju masSina a velidina . ?% pred-
stavlja srednje gubitke u jedinici vremena u stacionarnom
reZzimu rada sa optimalnom strategijom.

Uopstenje na N  tipova masina

U slucaju N tipova masina, prostor stanja
X Dbice prostor N - dimenzionalnih celobrojnih vektora
X= {Xk}, k=1,N, gde je x, % O — broj pokvarenih maSina

k-tog tipa. Prostor upravljanja D se sastoJi iz N ta-
Saka d=k /k=1,N/. Upravljanje d/x/ =k oznadava da u
stanju x radnik opsluzuje masinu tipa k. Sada svi
rezultati za dva tipa madina mogu biti preneseni ma slucda]
N tipova masina.
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5. 0 CPTIMALNOM UPRAVLJANJU REZERVNOG
KANALA XOD ZATVORENOG SISTIHMA LASOCVNOG
A OPSLUZIVANJA

Kao 1 u odeljku 4 predgostavimo da imamo dva tipa
masina, sa istinm intenzitetima kvara. Neka sada masine tipa
[Jedan)opsluZzuje osnovni radnik 1, maSinc tipa 2 opsluZuje
csnovni radnik 2, i neka postoji jedan rezcrvnl radnik ko-
ji moze da opsluzuje kako masine tipa 1. tako 1 maSine
tipa 2.

Predpostavino da su date sledele veliline:

a — gubici u Jjedinici vremena kada stoji radnik 1
b - 1 " ] n ] ] 2

c - " n n n " rezervnl radnik

/
Ay /k=1,2/ - pubici u jedinici vrenmena kada ne radi
jedna masSina tipa k.
Oznacinmo dalje sa:

-
- . —— e

za+h+c < .= ol 4 /\z\\’. -
T B uog, (}/( 3/:2,“
‘er = O!,J"C-Jr-r.‘j.q "L“Ii - C’(z J
I - . ¥
T = D+ C oy T = id,Th —
. 1=1m
711; C '!'-"_'/\,"7"' (‘/I\Z .Z/&.,‘] — 4,(/\1

Postavlja se pitanje kako upravljati rezervnog radnika na
opsluZivanju magina u stacionarnom reZimu rada da bi minimi-
zirali olekivane gubitke u jedinici vremena.

Prostor stanja i upravljanja ostaje isti kao u
odeljku 4. Upravljanje d4&/x/=k /k=1,2/ sada oznadava da
ako se sistenm nalazi u stanju x, to rezervni radnik opslu-

Zuje nadinu-.tipa k. Ostale predpostavke ostaju iste kao
u odeljku 4.
Ako fiksiramo strategiju d , to verovatnole
pfg /t/ zadovoljavaée sledeéi sistem diferencijalnih jedna-
¢ina+
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+ (m-t+ 1)/\1 P““ +(n- }/J»'lh F 3}_1
{ d\’ ’H*‘\ \)+fv\l CH‘D 4»1 i’)‘ /(;(i(;\‘ ”; ‘
R 13l -\:\-r J
U2 o
{qr\q 1:;;\,9 .1,3‘(‘{/‘)-'1 ) g,\J e
510 prd)o{ 2
Lo, d=2

, (du — {\42_ \ &-:Ai
(\h?‘ \? {.1 rﬂz’} (3”:74

Odgovarajuée stacionarne verovatnole, prema tome, zadove-
ljavade sledeéi algebarski sistem jednacdina:

o 5
53) —T -V A, s A, # bk = Py
i 23

o

S . 6 o T
Fm-Lr)Ag P g g AP T A

L,

+ (v\z(dv)p;)ﬂ,_,,,, =0 (i=0m; 3=07)
m M '
N c'v
L \ ', =1. Iy
=0 ij (
Pri f1k31ran03 strateg131<§ velicCine \yij(t}zadovoljavaéx

sledeéi sisten diferencijalnih jednacina:

5 ) ‘i\f () :'zgj,*[(m-u>\1+(ﬂ—;})?\7fWdfﬁ(%(dﬂ\i}:ﬁfﬁ;~~s—»

p-

+ (m- i)f\ﬂﬁ“ (t}“ﬂ*,M ¥ 3” ) +

3
+ (40 ,,\\/” j [\Az(o{)\?’

LJL'- O,T"\, ]()l.:o—n\}‘

v,

1

_ ) _ . _ -3
5.1) E% P@}(t) = =] (m-1)h T —} hy + pm (dA+ /’!J‘JE)};

i
T



Za optinainu strategiju moZemo sads dckazati analognu *
renu teoremi 4.1

NV C
ViUl cptinalina strategija v

Teorena 5.1. Velidine y
. n . . LG v
klasi {} povezani Su sistemon jednacina ¢

F (), i'(“ (\ 1, (0 W/ }”4‘

i

Optinalna strategija mozZe biti odredaena na isti naciu

kao u odeljku 4.
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6. O OPALUZIVANJU REZERVNIM KANALOM PRI
APSOLUTHOK PRIORITETU KOD ZATVORENOG
SISTEMA MASOVNCG OPSLULIVANJA

Posnatrajmo isti sistem masovnog opsluzivanja
kao i u odeljku 5, samo sada fiksirajmo slcdeéu strategij
opsluzivanja rezervnim radnikon: rezervni radnik uvek ops::
zuje madine tipa 1 ¢inm Jje broj pokvarenih madina tipa 1 dv
ili visge, Cak prekida zapoleto opsluZivanje madine tipa 2
/ u ton sludaju mi kafemo da maSine tipa 1 imaju "apsolus
no" preimuéstvo u odnosu na nasine tipa 2/.

Za takvu strategiju Jjednadine za odredjivanje
verovatnoda Pij/t/’ na osnovu jednaéina [ 5.4}

dobijaju sledeéi oblik:

. 1) C%/pﬁ“* —[mMAT R

-
e

e
Al

C FU
(-‘»‘) + /W}"Jan( ') + /AZ

:"_ \fjr;..-!m/\—hn A -“‘J*;{F ‘ }”21:“-‘
+ i P,,'%) + ;V./A

—~ e

Pt

[ - —
— — — —
—

— —— -

d g tti==[ma s tnmjo, 2 TR 0+ e
at

+(“;?3,a;..__f7+ 2P It) 122

B "’/}:‘*1 ,

M t’f

>t

L

d A I = -[On-a)x 4 na + 1 14+ ma S+
+ *‘M ,pyr ‘(\Azi"u{f}

<0

itql“ {{m AYA, +in-1A, -1/\, *M;. ,1) ﬁ +w),":)p,z

= :T_"'—””’\"‘"‘*—g: T
7@144{%) AR H -f/v; +2m ]y 14‘ )+
" MM 79,’_ /Vl K ﬁ\*’i/y’ ‘3, LIy, 122

—— .
-~ —— -— — — — R —e—

-
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s

,}’“ =,

a1
Kako . nas interesuju karakteristike sistema u stacionarnomn

™
g~
L

= v’ ).:(‘_:

rezimu rada to ¢emo iz {£ .1} napisati odgovarajuéi sisten
algebarskih jednadina za odrcdjivanje stacionarnih verovat-

——

oéa .t e e —— —— e
noéa  pj 4

Sistem.(g ZJ je nehonogen sisten algebarskih jednacina sa
nepoznatin velicéinama plJ Ako n i n nisu suvise
veliki to taj sisten moiZemo redavati po formulama Kramera.
Ako su m i n veliki;tada nozeno da iskoristimo metod
funkcija generatrisa za odrcdjivanje stacionarnih verovat-
noc¢a Py ije Taj metod mi ¢emo prineniti u odeljku 8 kada u
sistem dolaze neogranileni potoci trebovanja.
Prinetino da verovatnoée Pi da u sistemu 1-
~-nmasina tipa 1 ne rade, ne zavise od broja pokvarenih nasi-
na tipa 2,¢nogu biti odredjene iz sistena Jednaclina:

[ i
-MmA, i+ Ve =0

1

C =AY A 4+ M > s I,—:\ Lo ,,D —
P iy i, i Ty A Vad ——
L 1 / 1 }‘ + r”-"-3 o ! -‘/V‘, 2 G

i - — . — .
e - e — — —— ———— . .
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Resenje tog ‘sistema kako ae poznato bice:

6.4 P =Ml e P diziz e d
St -1t ° ) S (W1
¥ !_, Qi“-\ 3 .< W,
P:’f‘j‘*‘h}i,‘i<‘1 H
AR IE Y

R ¢ 1 e
: £y ]
2_ (" m_+ 7 ATt ‘ a/!
1'\ Y] Z .
y ; _,____,.,.‘—-.. i 2! n)‘L‘&

! -3 .
L._ ‘ i"\ '- ;:3)

Udredjivanje stacionarnih verovatnoéa dozvoljava nam da
ispitamo kvalitet funkcionisanja posmatranog sistena i
gubitke povezane sa tin sistemom u stacionarnom rezinmu
rada.

Tako na primer, srednji broj maSina tipa 1 koje

oCekuju opsluzivanje ili se nalaze na opsluzivanju u stacio-

narnon rezimu rada biéei ¥ —
m S W
: — L
éé; 5) /V1 =5 ‘3h T L— Y
4 4—.. . ! i " -

‘5‘0

)
a srednji broj masina tipa 2 koje odekuju ili se nalaze na

opsluZivanju biée . % BN o .
P - { e, ; e «
{(a{;,l My = )8 L ,X|\.’
o ? i:t-_, a {
Prena tome, gubici u jedinici cmcna od stajanja masina

oba tipa biée (/.;;/ -’)(‘:,N{'q; +1\_\.?ﬂu(2 .
Analogno mogu se odrediti gubici ,jﬁ od stajanja radnika
u jedinici vremena, tako da ée ukupni gubici u jedinici vre-

mena u stacionarnom rezinu rada biti

{efi X: 04-4.'73.

g



7. 0 OPSLU ZIVANJU REZE RVNIM KANALCM PRI
RMLATIVNOV PQIORITETU ECD Z.TVORINOG
SLSTEMA WalS0VNOG OP:)LU’ ViANJA

Za razliku od uslova opsluzivaenja medina rezer-
vnin radnikom predloZenin u odeljku 6;f1k51raamo sada sle-
deéu strategiju: rezervni radnik uvek opsluzuje naginu tipa
1 ako je broJ pokvarenih nmadina tipa 1 dva ili vide, ali
gzapoCeto opsluZivanje masine tipa 2 ne prekida i dovodi ga
do kraja /u ton sludaju kaZemo da masine tipa 1 imaju"fela-~
tivni" prioritet pri opsluZivanju u odnosu na madine tipa 2/.
Drugim redima, sada se upravlijanja odabiru samo u nomentina
zavrietka opslufivanja mad$ina rezervnin radnikom / u tim
nomentina stanja sistema obrazuju "unetnuti" nmarkovljev

lanac/ . .
Oznacimo sa:
{
k - -
plj/ //5/ = / pia./t/, k=1
{ _
i qij/t/, k=2
tJ. lJ /t/ je verovatnoéa da se u momentu vremena b
sisten nalazi u stanju =x= E.., rezervni radnik opsluzuje

13?
masinu tipa 1,
qu/t/ jo verovatnoéa da se u momentu vremena T sisten
nalazi u stanju x= Eij’ rezervni radnik opsluzuje masinu
tipa 2.
Za verovatnodée p../t/ Qs /t/ ni dobijamo slcdeéi sisten
diferencijalnih J\qna01nu / u opStenm obliku za i, J 7 2/

a—— —— w— o— — w— e p—— et — —— ¢ ——— . .

{71 ) :i 'Pl*} - i’_”(m ":‘1)\14: (n_‘ LA+ 7 {, i\ a,,{u —1 TJ‘ ;\‘Sf_b 4

dt ') -

-

+1N~rﬂ\x§)ﬁf4&h i

e

——
b

Lagm

{
s
g
A

)

FSETN

s

+ Mol +2pa,
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d gt = Tim-i)2, +Inm)h TV 420, | ygi. [t] +

+?)/\\2 (,7{,'

)
4

it) -+

—y v/

. R [, in—
““ i")"' { 'f"/U /"-; }{ 5_1,"( f s A Y n ‘;I

)

/N [ i A /

{ =g it e /

-

i
- ’, . e i - -’ . . . 13 -
Odgovarajuéi algebarski sistem za odredjivanje stacionarnih
verovatnoéa bide:
— b
Y,
(7.2)

+ M- DL 4y AL Y AN
1 ° ' .,:_: !i, H ! s ;

]
-t

P+

4]

e

—
S

-

AN, Y =
/ - Li,}f! 0

e ——— —— SNSRIV e s e,
L —

- ——— W ————r— . —— b —

~ \ R T VR, ¥ ~ e
—| (- x, + (=) f\Q‘f‘{*‘x ' A-gp”“z“\! G+ iy AG,
= ' i \ e ' RIET

+(n-yh, 2 PN, =0

s L. i

i

/ L"\ /j‘/ T S Z, =1

P PR

. { . /
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OvaJ nehorogen sisten algebarskih Jednadina takodje moZeno
da reSavamo neposredno /sko m i n  nisu suvide veliki/
ili metodom funkcije generatrisa koji éerno prineniti kod
sistema sa neogranicenin ulaznim potocima.

Ako oznadino sa:
7.2) T =40 +¢
(' . "’:," 1 '] +[E’ )

e Jh: bitli stacionarna verovatnoéa da u sistenu i-masi-

o ¢
a tipa 1 j-masina tipa 2 ne rade tako da je, napr. srednji
broj pokvarenih masSina tipa 1 jednak

vl »

i X AT
= ; 2 B FH
(% 4) M, VAN I
i=0 =2
a srednji broj pokvarenih masSina tipa 2 Jcdnak
Ty 1 ‘1_ —
";/‘k‘; — w\”—, \‘.: ! " ,f .
.5 LT s VY
' ' b e ' s

Koo i u odeljku 6 , pomoéu verovatnoCa iﬂ{} nogu se odre-
diti ukupni i srednji gubici u jedinici vremena u stacio-
narnon reZinu rada pri koriséenju te strategije opsluzivanja.
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8. O OPSLUZIVANJU DVA NEOGRANICEN:Z PCTOKA
TREBOVANJA REZERVNIM KANATLOM PRI APS50-
LUTNOM PRIORITETU

Posnatrajmo sisten masovnog opsluzZivanja sa dva
osnovna 1 Jjednim rezcrvnin kanalom u koji sada dolaze dva
neograniena Poasonovska potoka trebovanja: potok 1 sa in-
tenziteton /ﬂ i1 potok 2 sa intenziteton /%Q ,' neka je

/\ /A +vA 1ntenz1tet ukupnog potoka. Sve ostale predpostav -
ke i oznake zadriimo kao u odeljku 6. Sada ¢e proces nasov-
nog opsluZzivanja biti homogen markovljev lanac sa prebroji-
vim prostoron stanja.

Nalazenje optimalne strategije sa prebrojivim
prostorom stanja povezano je sa velikim racunskinm teskolama-
Zbog toga éemo se ni ograniciti unapred fiksiranom strate-
gijonm kao i u odeljku 6 /apsolutni prioritet/ i za tu stra--
tegiju éemo reSavati pitanje nalaZenja ocekivanih gubitaka
u Jjedinici vremena u stacionarnom rezimu rada.

Verovatnoée stanja pij/t/ za tu strategiju za-
dovoljavaée sledeéi sistem diferencijalnih Jjednacdina:

i n reme — — — e e — — o —— T e

— —— an
A —— e — m— o— ——— e —— V. ————

{?.’!)

H=-L /\+}/\/\ .a-é‘u)/m?jl:) H) -+

!

+L/V‘ ")‘“ [T ,\(\2)

22, |30
0 )
\\a!/ \‘i
/_;/.,—-——\ /‘n. !\)12‘!*\‘ A )
i=0 ‘}2‘\) !
[t
. _ c . | =
dde e €{yj=4 , ! |
oo V2.
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Odgovarajuéi sistem algebarskih jednacina za odredjivanje
stacionarnih verovatnocta P; 5 bicte

— QXA c(:i’ / ~’1‘~ AL (D) -+
LA+ 2p,+ SN, | P AR AP
t ! I' H 11 ,
e o =0 t /

AP T e T w22, jn0

F0 *:”7

I S P, =1

Vi VARG :

t=G iz 35

To je nelomogen beskonadni sisten algebarskih jednacina i
za njegovo reSenje ni ¢emo primeniti metod funkecije gene-
ratrisa.

Oznadinmo sa:

:,/'\ -fﬁ.;,
Ot

g ('I;i;,‘)f‘/ ‘ P ¥ w j REETD

fo]

‘l I
j= C
1
MnoZe¢i jednaline sistema [£, 2 ) odgovarajuéin Ef
i sunirajuéi dobijamo sledeéi sistem jednacina za velidline fgyy
I'd 2, /
&{Q’.J> | D T - 4] { - \
R —Uh Ay 4w (- 2 VTR Yy =



- -0,
2/‘(4 Pi.-t\( \'}}"r/\i %Ag”’:j)“?’l/w T/ '2{ " U)ﬂ{ i[i)(k )+
! A éA 1
+ /\,th//) :/"”2('%"/{)6’3{_0 } L2 2

3 v £’ e Y v e . ] A - £ . o~ .{
MnoZeéi sada Jednacdinu sistena { g.?)) odgovarajuéin

i sumirajuéi dobijamo sledecu Jjednacdinu za funkciju ’53{} 4.
A Ut o fe

(8-4) Jp( Ky = 1 X
A(t -X) + A, H- 5’)-4-,7 W, 4—-)4_(\« i- 4y
y !

w/‘ﬁ M"i j (x c)+pf7 (v gl X ;w/w Y- ¥+
Ot )= 2p ] e TJ'”"I%C'*"';P.G'X_)~+

X U+ Py

—

N.._ A’
Conad

Velidine P /y/, Pl/y/ mogu biti odredjene iz sistenma {%.2)

, a ostale nepoznate mydau njinma i J t) )
uslova regularnosti funkcije "”“’/X \_” u oblasti \yv” it-;ifL/;
Neime, imenitelj izraza na desnoj strani jednadine 1%. ‘f/
predstavl ja polinon drugog stepena kako po x tako 1 po
vy i ima korene xq i y; koji su manji od jedinice /to

nije te8ko pokazati/. Kako red T \ P X ,j,)
‘. -t

konvergira za x=1, y=1 to on nora dh konverglra i za xl<l

_...——--...-——"

y=yl,<l, a to je moguéno samo tada ako su Xq i ¥ koreni
i brojitelja istog izraza. Iz tog uslova i uslova §{’i1"’ =
IR ;P

nogu se odrediti ostale nepoznate velicCine u(,g 7’}
Odredivsi funkeciju ‘jf'{x 1;)m. mozemo u principu
da izracdunamo verovatnoce pij po formulama :



@.51 Pi= 7,

U stvarnosti +ta izracdunavanja su veoma sloZena
i glomazna te zbog toga treba izvrsiti asimptotsku analizu
resenja sistena (,h.’ )kada neki od paranetara /napr. /M /
tezi beskonacnosti ili nuli: Mi to nedlend raditi. Prlnotlmo
da verovatnole da se u sisteriu nalaze i-trebovanja potoka 1
ne zavise od broja trebovanja potoka 2 i mogu biti izradu-

3

nate po forriulama |

lL),
- D,q_.d W”

ﬁﬁlhove vrednostl e bltl :

i

1r:¢
)

:\:‘O

I E;

4

N

o

a dobijaju se iz sistema Jednadina za dvokanalni sisten

nasovnog opsluzuranaq i —_ —

8-7) ':( /M)P—%/\ D +9/\¢LIP|:C‘

SR =1
Gubici u jedinici vremena za taj sistem nogu se dobiti po
formulama analogninm onim iz odeljka 6/éto nan daje nogul-
nost da ispitamo efektivnost koriséenja ovakvog sistema u

stacionarnom rezinu rada.
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9. 0 OPSLUZIVANJU DVA NEOGRANICENA POTOKA
TREBOVANJA REZERVNIM KiNATOM PRI RELA-
TIVNOM PRIORITETU

Posmatrajmo isti sistem masovnog opsluZivanja
kao 1 u odeljku 8, sano sada predpostavimo da trebovanja
tipa 1 imaju relativni prioritet /vidi odeljak 7/. Nas ée
interesovati odredjivanje stacionarnih verovatnola stanja
sistena pri takvo] strategiji opsluiivanja’koje ¢e nam onro-
guéiti da odredimo odekivane gubitke u jedinici vremena u
stacionarnom rezimu rada pri njenom koriséenju.

Keo i u odeljku 7 oznac¢imo sa :

K} ‘ pij/t/’ k=1
/5/=

Pi :
J _
qij/t/’ k=2

-

Za verovatnodée pij/t/ i qij/t/ ni dobijamo sledeéi sis-
tem diferencijalnih jednacina

e e - — — e ——e a— PE. . e —— p—_ ~m——— ot a—
- an——— -

G4 d - ; A T Ay [t
v g Piity=-[A+2pmr &, | )ii{t}*_/\‘ﬁ"-igfﬁ

s A 2M b My osgim g )
}2:)(»’{'{11‘) + !M‘ J;,+i’) +‘/M‘Vi”*:?_r i /}[ Lu.}-_#—; !

141 = ' 3y LA Q. It
dt \i;;ff!‘f') = -.{..>\+l/v..+2{~\2)cz’{f{ﬂ , ,s/\"‘i’i"'f 4
+/'&,«;91f;7_., + 9 (. i, ise

b L / ‘[ / A v
— — S— —p—— J— — ——— w—— A — — — ——
— —— — e = a— po— ——rr — v - — - ——

{

DR CLADED) 2,0t =4
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Odgovarajuéi sistem algebarskih jednadina za odredjivanje
stacionarnih verovatnoéa biée

(92} - e e
-('\J—f\ﬁ 4’~{”1{V\ !1" 4,_/'0\ ”~ A f.\ 4
1 { ,5! i |1Vl‘.’ . 2 [. '.1 H
} f{é { /
AR , : 0S4 G | .
."“‘!ﬁ' 1+5;+(\A21,3";+'+ /:t‘./;'-ru 0

iy lai-!!} -+
+ A, 9 o Q —
2 iJW!" fA'LJL+1 i =L
| /4

f"dr\ c N

gde ¢ |
e | =0

A= A A £if)= P

Ovaj nehonogen beskonalni sisten algebarskih Jjednadina re-

gavaéeno metodom funkcija generatrisa.

Oznadino sa:

. <0 - -y .‘? ﬂ:
. S oy N b ST
/);x e S P ey Payz) \?ﬁg;x
] L ! : / ’ (Y /J' I4 - : ‘.C_—-—':T- g - G .
S T T ho L =0 =0
.= i i
7 N2 o . . > #
fw( ~ R AN TS i
; T A —_ \, G . S { f Y = R g
(¢ ;j) £ AR 1”/ ;,’ X = \....,/ (-«i)g ~=——~,____,,>~(J{( - j).}L
F2 (=0 i;z | { =cC
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H
Mnozeéi jednaline sistema ! ¥ % ;odgovarajuéim X

i sumirajuéi po J dobijamo sledeéi sisten jednqéina

{ '3
_ LY 5 ok .
= ml-iip ~ 2 *"a-'_; (903—-- /\; (I-mﬁ x) :
! 4 B IR A X Rz ¢ ’ ! 1 4
‘ ;
™, . M, T ™
b X)) — (A Y - e A i — o
20, KX T = (AT oMy -y x i V04 A =
_ oL A ‘2{'1"“2 (Q’J! L > 2
:ﬁ'z{r AJ?QO - oy LX) “
; ! x ’ e

___('/\‘ﬂL-I/\/&“—-'} [M -2 3(..:‘:: Y€ 10) = pw, («--—1)u —

'z Loy

i" t22 a1 i_'lg J
M\ 7 Aoy
A+ L, A - PGtz 44, E (X)) =
X/ 7 i
l - \O — ’;: C 4 " D N, :
::/M’{y A"}/ °l ¥ d l/" »'—J'!,'I‘h\j 4/%4‘}[,1!3( -
;s { i
;

MnoZe¢i sada jednaline sistenaf %.3)odgovarajuéin Y
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Kao i1 u odeljku 8’druge nepoznate koje udestvuju u sistenu

(Z-4) nogu biti odredjene iz uslova regularnosti funkei-
. .(’"Nr s -up' / P N § 4
ja *-:__(,)(,x’n” : lx, ) unutar oblasti Sllé”i]}-fg{tg/}

: . /
. . Ll i & ‘ Sy, .
i 1z uslova 'J (1’1) ﬂw{;?(q 4} ““? .

at -~

v L 0 o
Odredivsi funkeije ‘@(x'xfru (;{fx,y} ni noZeno u princi-
o e I ;

pu da izracdunano stacionarne verovatnoée P; 5 i dj5 PO

formulana
\ ‘.r, ) s
Y z‘j»}g ax’ gy :")(:}I'—‘»‘O J
{Q.S} 5 SN IESP
’ / ~ ¢
? — _? > :"x./‘f)i
v'-‘-]. il 4l C}:}"t o1 Xz = 7
? ad' ,.1‘ 'f -
Ako kao i u odeljku 7  oznacdimo sa
V4 RS ,'*‘ IS 4 ,.L. N
. A :r? ’\"‘7 ""’T‘
a2 M= S i ML= 2,
9.7 M=z My Ty 7 Lo VAV /

to gubici u jedinici vremena u stacionarnom rezimu rada

bice :
f?«g} C(5;7ﬁ415{3’f'ﬂ4§_°<: )
Analogno moZemo da odredimo gubitke J% zbog stajanja

kanala u jedinici vremena tako da ée ocekivani gubici u
jedinici vremena od koriSéenja te strategije biti .

{9.9) V= oL+ B -
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lo. O UPRAVLJANJU KANATLA KOD ZATVORENOG
SISTEM:. MASOVNOG OPSLUY IViNJA SA DVA
TIPx TREBCVANJA AKC SU DUZINE OPSLU-
SIVANJA RASPODELJENE PO PROIZVOLJINIM
ZAKONIMA

Posnmatrajmo isti preblem kao i u odeljku 4,
samno sada predpostavimo da duZina opsluzivanja za nmadine
tipa 1 i 2 nisu eksponencijalne veé proizvoljne.

Naime, predpostavimo da Jje verovatnola da Ce
jedna masina tipa 1 biti opsluzZena u intervalu vrenena
tt{%.+£5i;}l pod predpostavkon da se ona nalazi veé na opslu-
zivanju, Jjednaka

i R ] ) o 4 . Ve
:h f{' ‘)[_-\T - AT /A'ff nala velidina,

i analogno verovatnola opsluZivanja za masinu tipa 2 neka

o Lt)at + Ciat)

/fl/t/ i f2/t/ su proizvoljne gustine raspodela/.

Za klasu dopustivih upravljanja sada uznimo up-
ravlijanja radnika samo u diskretne momente zavrsSctka opslu-
Zivanja mas$ina od strane radnika / u tim nomentima vrednosti
procesa fasovnog opsluzivanja obrazuju "umetnuti" markovljev
lanac/.

Definigino dij /N/ =k /k=1,2/ koo redni broj
upravlpanja koje se primenjuje u stanju Eij navN-tom kora-
ku.

Sada éeno redavati problem nalaZenja optimalne
strategije u klasi dopustivih strategija. Verovatnoée prela-
za ovogumarkovljevog lanca iz stanja Ei' u stanje Elr’
ako je u stanju E'j prihvadeno upravl janje d/E / k, bice

0 ,' N TR o WLy -AT ‘f L ,;—A,f N — »P
(1.1) /h’,“ ﬁ { *“n‘ )( jo My (“L o x
0

- !

X(*ul){," ~Ay ) ( t ‘){Zﬂ j.f. (1(::4/2)

w--j—75'7 <o

r"?)

o~

4



Odredino sada velidinu 1:}f%§4(v¥,kao ukupne oclekivane gu-
bitke za N koraka pri koriséenju optinalne /dopustive/
strategije ako sisten polazi iz stanja Eij' Kao i u odelj-
ku 4 mofero da dokazemo sledelu teorenu:

¥

Teorena lo.l. Velicine LEZ{YVU i optimalna strategija po-

. . . v i
vezanl su sistenon Jjednacdina

u - TN, K

”0;2;) \{/\/'1* }- m“}[_..sa'_/___;?:)i{,% {"‘h_ ':7 //p//
TR oo fr

K=1,2 N:O,’?l ..... ; :-1$($ ™ 1-1@‘( <{m

Dokaz ove teorene analogan Je dokazu teorene 4.1.

Sada kao i u odeljku 4 nozemo netodon sukcesiv-
nih aproksinacija odrediti optimalnu strateriju upravljanja
radnika pri opsluzivanju na$ina.

Prinedba U sluéaju neogranicenih potoka trebovanja, sisten
ée inati prebrojim skup stanja. Tada ée se verovatnoée prela-
za upravljajuéeg lanca

(¥ , DG - '
! i‘j.;{;’l ) ‘-‘f " ! )
: e
odredjivati iz ~ V) - ' =
e K} A 9 / ) { X \f)f’xf*\t:“
(10.3) o= Y Wix=y=o
| Yoke T il 3y 3y A
QC*Q ."‘» i‘!{; :‘0 LoiL N 4L .
‘. 4 BTV [ o= AT =X ‘—)‘-7_?: {"':ﬁj i 44
‘ # Te ;
Q

Zatin moZemo primeniti rezultate odeljka 1 za odredjivanje

optimalne strategije.
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GLAVA 11T

O GISTEMIMA MASCGVNOG OPSLUEIVANJA U USLOVIMa VELIKE
OPTERECENOSTI

Pod opterelenoséu sistena masovnog opsluZivanja
podrazunevateno odnos intenziteta ukuvnog ulaznog potoka j\
i intenziteta opsluiivanja./m ; obelezavadeno ga sa §3

‘G. - ~/'\ |

4 e———
Y -

4 v

Ukoliko je § Dblisko jedinici sisten radi u
uslovima tzv. optereéenosti, a ukoliko je Q’;>l nastaje
preoptereienje sistema. Napori nekih istrazivada posled~
njih godina usiiereni su na ispitivanja sistema masovnog
opsluzivanja u uslovina velike optereéenosti / vidi radove
/28/, /29/, /30/, /33/, /3%/ 1 /38/ /.

Mi éemo u ovoj glavi ispitivati moguénost aprok-
simacije karakteristika opsluZivanja visekanalnog sistena
sa rekurentninm ulaznin potokon i eksponencijalnin opsluzi-
vanjemiu uslovina velike opteretenosti,odgovarajuéin kara-
kteristikama kod sistema sa Poasonovskim ulaznim potokon y
koje se inacle relativno prosto mogu da cdrede.

U ovoj glavi su sadrZzani uglavnom rezultati moga
rada /41/.
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11. O OPSLULZIVANJU VI{EKANALNOG SISTEMA
SA R-KURENTNIM ULAZNIM POTOKOM U
USLCOVIMA VILIKE CPTERECENOSTI

Posmatrajno potpuno dostupni sistem masovnog
opsluzivanja sa redon za Cekanje koji se sastoji od =n
kanala. Oznadimo sa b /O<ftl <t, eoes/ = trenutak do-

g } - o c 1 ia & % =T.
laska 1i-tog trebov.naugsw 3 ti1 Lo
vrene opsluzivanja i-tog trebovanja. Predpostavino da se

svaki od nizova §{ T2 . 1 » 7 |
b "

LA

~

! .
sastoji od nezavisnih

i
sluéajnih vellclna sa raspodelana
44 - - z R . : ..
141.1) P({ Z;1<If£':( :F(I) | :'—_',2.,}-.-,
L‘ WX )
P!‘;ﬂ <sz..- {1" - * 20

F
i predpostavimo da su ti n1zov1 slu¢ajnih velidina nezavis-

ni Jjedan od drugoga.
Oznacimo sa:

1.9.) . (-2
| mk_SxJaF X \Hi)ﬂ)( cfo);
o)
9]
S (A
— Al = &
/\ "‘"1,)14 } ,.f = ',1{:-.4 / H ?’}’]!Q'
Primetino da iz n%jedﬁakosti Q
i .-', 2
7 .
[ £(o)of < #ll)m{
B ]
a

AR

sledi da Je
(14.3) 1< H

Oznac¢ino, dalje sa jﬁf%}'broj trebovanja koja se
nalaze u sistemu u trenutku vrenena t. Reéi éemo da se sis-
ten nalazi u stanju By /k=C,1..../ ako je :¥7t/= k



._4.7__.

%

Oznacéimo sa A:{ai Vr="y (1 Py Ay e s )

i odredimo stacionarne verovatnote py=1lin PiA = ki
L i

Doy

stanja Ek, koje postoje nezavisno od pocetnog stanja, ako
je optereéenje sistema K </ .

Ta ¢injenica Je bila utvrdjena od strane D.G.Kendall-a u
radu /27/. On je takodje pokazao da verovatncée

pn, pn+l, Pn+2 ’...00.
obrazuju geometrijsku progresiju sa koliénikon «J) , koji
je Jjednak onon korenu jednacine

koji se nalazi u intervalu /O0,1/.

Drugim recima, pod usloven da postoji red za dekanje u
sistemu, njegova duzina u stacionarnom reZimu rada ina
geonetrijsku raspodelu sa konstantnim parametron (O <w< 1,
Prema tome, uslovna stacionarna raspodela vremena cekanja |
za trebovanje, pod uslcvon da to vreme nije Jjednako nuli,

ima eksponencijalnu raspodelu sa srednjon vrednoséu

[npd-wi3™"

L.Takdcs je u svonm radu /45/ dobio cksplicitne izraze za
stacionarne verovatnole Py i za funkciju raspodele vrene-
na ocekivanja poletka opsluZzivanja nckog trebovanja u sta-
cionarnon rezinu rada. Te formule ¢emo i mi koristiti u ovon
odeljku.

! U slucaju kada Jje ulazni potok Poasonovski tada
Jje W= f . Ta ¢injenica je uglavnonm i odredila cilj nasScg
ispitivanja: pri kojim uslovima, u sludéaju rekurentnog ulaz-

e

nog potoka, Jje asimptotski ' i vy pri L= o ;ft——%ﬁc}.
Drugin redima, pri kojim uslovima stacionarne verovatnoce
stanja sistena masovnog opsluZivanja i druge stohastidke
karakteristike, povezane sa stacionarnin rezimom rada, mogu
da se, u prvoJ aproksimaciji, izracunavaju tako kad da Jje
ulazni potok Poasonovski?
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Intuitivno se moZe odekivati da u sludaju kada je optere-
¢enost sistena pribliZne kritifnoj § g’? ﬁ} , stohasticke
karakteristike sistena bife, u izvesnom stepenu, nezavisne
od stohasticke prirode ulaznog potoka i procesa opsluziva-
nja. Neka tvrdjenja takve vrste dobijena su uglavnon za
jednokanalne sistene /videti radove /28/, /29/, /3o/, /33/,
/38/ /.

i éemo pokazati sledeéu teorenu za pogmatrani

vigekanalni sisten nasovnog opsluzivanja.

Teorema 11.1 Ako Ej’?’ﬁ to i (&)Tk4 \ pri demu je

™

TV~ . ;‘,_ ClA 3y sy s Al A

w3y =S EUR<w -2 eU-R)
. & ) - W '

gde je i. = sup T G Bl

Dokaz. Za dokaz ove teorsme, kao i za dokaz nekih drugih
veza i odnosa, mi ¢eno Cesto koristiti nejednakosti, nadjene
u radu /34/ /vidi tekodje rad /21/ /:

\ i ~EZw i
-=M gy o L ASC k )
; P £ N 7 ] . :i - = i t t
Him e -Q‘{)\ i 7.

Pre nego Sto predjemo na dokaz teorene ispitejmo podrobnije

fu.nk.Ciju y= \" { 1:‘—: 5

Kako jJe
{’;"?) J.Y‘) -~ i il O
‘ ' S x) v C L7 ’

WrZi= ol F X -f;

N C o1 ,.,.‘ _ZT =7 .

v s ey lim [PdF0=0

W= l,t P 2 s
= ‘3
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to sledi da je funkcija y=%{ %! nenegativna, monotono
opadajuéa i konkavna za zz O. Pri tone je

Vel

I .

M
P , — -,y‘: o - §
i, = %)

_'>,‘.L

Posnatrajno suda funkeiju

(1.9 4= Wisy= ‘f"”,’»« 13537, GLS<,
ia nju je ispunjeno:
(1.10)
Visr s oo, Wici= Ykt xéf"u,t.-.wv);f;/

te je ona nenegativna, monotono rastuéa i konveksna. Prava
y=s stoga sece grafik krive y=ﬂy/s/ najvige u dve tacke.
Jedna od tih tadaka je uvek tadka M /1,1/, te jednadina

4’41.44') | W= My

ina najvise Jjedan koren (v , koji zadovoljava nejednakost
0 ’:n»< 1. Ako takav koren postoji, odnos 4—-¥Qg¢b/? W
aednak Jje Jedinici, te na osnovu teorene o srednjoj vred-
nosti postoji tacka x, koja se nalazi izmedju ew i1
takva da je izvod VY /x/=1l. Odatle sledi da jednadina (1.1/]
ina keren W< 1 sano tada kada je Y71/ > 1. Kako je
. N v 4

Y (4}=‘~“ﬁr =9 /

to se uslov egzistencije 1 jedinstvenosti korena (W

svodi na uslov. G 7 1
>
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Posnatrajno sada funkcije:

V] A -5 )M,
% | B ¢

Yisy= O

4 —hiAl- _)i'H!H A
e . A {/,j o A 3
Yis= 4L {1~ ) -

Na osnovu {1{.%)  sledi

- gLt .
Lo AL e o Xy £ ‘Pf‘s
(112} Wis) £ Wisyg T IS

A

Nije tesSko pokazati da su funkcije
. e e
j:“‘!’ S1or Y=Y s

istog tipa kao i funkcija y= ¥/5} +te prema tome, grafik
funkcije y=s sece grafike tih funkcijo u nekinm taclkana
L, ¢ @, respektivmo. Ako oznalimo sa

- s e - vt fT
W= NCETT W2 N L)

Ff 4 !
to ¢emo dobiti da je
- -t
(1 /?)} S g S < 1.
e ' ' >
Ispitajno kako se menjaju ) (AR Y /prema tome it/

kada @71 A . Potideno od nejednakosti

(? = g W}“%,H I

S AL ¥/ LY v . A .
{14 G"""(WM “IT L - ;’. - ] .

Logaritnujuéi te ncjednakosti dobidéemo ekvivalentne nejedna-

kosti ,_{v £ 3—-/1) ’ 5 _«4
[ | - (T 5 .

. [ ‘i? P - : - (A .
MAS] =TT L X¥E —— ; 04w )
A KRN TR Lt
. .. . ’ . 4 4 O f .
iz kojih sledi da pri T4 92714 | i obrouto.

Prena tone, kada €1 4 , veliline
: i
’f -4 ,1 - U,:'

———

(ng) 0*&1{-\4(@,-«))),&7-;! - 7 1 {8“7%{4’&2)%\1“ > S H

Y

4 e —
-, —_—

nmogu se sa zeljenom tadnoséu razloziti u Tajlorov red u
okolini tadke xi=1 .
Csinm toga iskoristiéeno nejednakosti za z >0
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§147) z 1 O
' o o = SMpEl D«
TR R G LS ] M ')
2 - ..‘ 4 §:3',71'"_
- "Z' Z* v ;’:L :J —
- A_E + 5 DF <~ t < 4-2 T 2 ! ; ’ (\' ’
Iz (1. 14] i (1118} dobijano . i
” S
B -l -0 (t- E) A 1 ~supfr” B
.19 weze ¢ 0 17“‘ o 202 ) oL 7
N ) : Deg<d }
odakle je .
. A_ A @ A-F )< Wi
w20y -9 )

1{4_ e i
Analogno iz W3 K 4 - *'L l G? ] / debija se

~° H

D) {/}- - %V"?i .

}; 3

da Jje

.,

tine Jje teorena dokazana.

Kakve zakljucke moZenmo da izvuccno iz ove teoreme? U tonm

cilju najbolje Jje napisati izrade za stacionarne karak-

teristike ovog visekanalnog sistema sa rekurentnin ulaznim

potokom, a takodje za stacionarne karakteristike sistema sa

Poasonovskin ulaznin potokom i uporediti te velicine kada
3 ‘P 1, koristeéi tvrdjenje dokazane teoreme.

Za sisten sa rekurentnim ulaznim potokom saglasno radu /45/

je 1ispunjeno

. m'(j’ Ay
(11.71) \fj“‘\‘”ﬁ“):fﬂf 4F )
P 4
Cc?:«;}f;’—?:.& ) U»‘:\??E’”f"’“‘mz.i{



- 52 -

K=y L Doty
| 3?? ;(T-qu [ (- 2l

D Do)
U <AL ‘7/ M(/ t, .|«» 4403 33

g

-1

i) " )
> [ 1\ (}L\}Z/LT/ )V:C)ji‘-.-)"f‘;»'
/\ KT Kzm, N+
\ W 4} )

?OK el

a za sisten sa Poasonovskin ulaznin potokom je

4 N ,/Y“ /‘ N }
»7/-—0 < mlA/’
11
I, x4
-n' { \ - ”I_,}‘
/L\ =70 "0)11 ) .

Polazeéi od neacdnakostl(ﬂl.(31 korlstp01({ﬁlf)1\,1 ﬂ))
noze se, napr., dobiti, u slucaju rekurentnog ulaznog

potoka, kada § 171



, f %
(ﬂ/_é) - ig* < T"’ < AT

Odavde se vidi da se te velicdine asimptotski priblizavaju
odgovarajuéin velicinana kod sistena sa Poasonovkin ulaznim
potokom. Prema tome, i sve stacionarne karakteristike sistena
sa rckurentnin ulaznin potokom u sludaju kada.g‘T 1 su,
grubo: . govoreli asinptotsko. jednake edgovarajuéin karakteri-
stikana sistena sa Poasonovskim ulaznin potokor.

_ N
vl i § Y R Pl
J?}:E’ogﬂed, M Liiteban "»-J/i{@;/a*’o’éfﬂﬁ
PR ~ ‘ 7
ARt 449e Q gud
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