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| TOPIBU U JOBU JIUMEC

Y oBOM Jieiry yBOJIMMO Ae(pUHUIM]E IO 1 TOPHhe TPaHHIIe HI3a U CKYyTla U HEKe TeopeMe.
Mepunnumja 1: Hexkaje Az u AU .

1.Peanan 6poj g 30BeMO A0H-a FPaHHIA CKyNla A aKo BaXKu
(Ox)(xOA)=(g<x).
2. Peanan 6poj G 30BeMo ropma rpaHuima ckyna A ako BaXu
(Ox)(xOA) = (x<G).
Teopema 1: 1. Mosxe mocTojaT HajBHIIE jeIHA JObA TPAHUIA CKYTIa KOja MY IPHITIaa.

2. Moske TIoCcTOjaTH HajBHIIE jeJHA TOPH-a TPAHMIIA CKyIa Koja My TpHUIIaja.

Hoxa3: 1.Hexkacy g, u g, nome rpanune ckyna A uHeka ¢ JA u g, A. Kaxo je

(OX)(xOA) = (g, <X)=>09,< 0,

(OxX)(xOA) = (9, £X) = 0,<0,
mnaje
0. =92
2. Canuano xao mox 1.
HMepunnnmja 2: 1 Jlowy rpanuiyy g ckymna A Koja My IpUIaZa 30BEMO MHHHMYM CKYyMa
A u nuiemo
minA=g.
2l opwy rpanuny G ckyma A Koja My mpumnaza 30BeMO MAKCHMYM CKYIIa
A u umemo
maxA=G.
Teopema 2. 1. Ako ckyn A WMa JIOBbY T'PaHHILY, OHJIA ITOCTOJH MAaKCUMYM CKyIla S CBHX
JOBUX TpaHUIIa.
2. Axo ckyn A mMa ropmy TpaHHUIly, OHJ@ TIOCTOjU MHHAMYM CKyna T CBUX
TOpHUX IPAHULIA.
Joxka3z: OBy TeopeMy J10Ka3yjeMo Ha OCHOBY IIpe/icTaBJbamba peaTHux OpojeBa momohy

JACOUMaIHUX 3aI1iuca.



1. Axo nocroju 1oma rpaHuna ckyna A onja nocroju u ¢, Ul koju je noma

rpanuia. Pa3zimkyjemo aBa cirydaja:

1.1.9,=minA. Taga je g, =maxS. 3aucTa, ako je § IPOM3BOJEHA JIOHA TPAHUIA 01 A,
OHJIA j€
(Ox)(xOA)=(g<x)=g<g,.
Jakie
(Og)(908)=9g<g,,
IITO 3HAYHM J1a je O, jeaHa ropmwa rpanuna ox S. Kaxo je npu tome ¢y 1S, To 3Ha4M 1a je
0, = maxs.
1. 2. (OX)(xOA) = (9, <X).
®opmupahemo vu3 ¢, , 93 ... ,0, ... Ha caenehn Ha4ymH:
1" . Hexa je k; mpuponan 6poj nim Hya KOjH 3aJ0BOJbaBa pelaryjy:
(Ox)(xO A) (g, +k < X) O(Dx) (xOA) (x< gy +k, +1).
CraBumo g, = g; +K;. Axo je g, =min A, nocrynak ce o0ycTaBjba U J0Ka3 je Aajbe Kao MOJ
1, camo 3a g,. Ako HHje §, = MiN A, unemo Ha cienehu kopaxk.
2". Heka je k, enemeHT ckyma {0,1, 2,.. ,9 KOjH 337I0BOJbaBa peliariujy
(Ox)(xO A)(g, +0,k, < x) O(IX) (xO A) (x< g, + 0k, + 0,3
V3amumo g; =d, +0,K,. Ako je g3 =min A, moctymnak ce 00ycTaBiba U JJ0Ka3 je 1ajbe Kao
nox 1, camo 3a g3. AKo HHje g3 = Min A, ugemo Ha cnenehu xopak ,, N*.
Hexka je k,, enement ckyma {0,1, 2,.. ,9 KOjH 3a/10BOJbaBa pelalujy
(Ox)(xOA)(g, +0,0... &, <x) O(X)(xOA)(x< g+ 0,0.. &+ 0,0. OfL.
CraBumo g =0, +0,0... &k, . Ako je g, =min A, moctymak ce o0ycTaBiba  J0Ka3 je 1abe
kao mox 1, camo 3a Q,,,; - AKo HHje O,,; = MIN A, uxemo Ha cienehu kopak UTxI.
Hexka je g nmerumalian Opoj KOju 3a CBaKH MpUPOJIaH Opoj n(n > 2) uMa IpBux N—2
JenumMana ucTux kao u g,,. Taza je g = maxsS.
Ilpe cBera, u3 camor HaumHa opmupama HH3a §;,0,,03,... ,0, ... CIEAU Ja je § JOma

rpaHuia ckyma A.



[IpernocTaBuMO caja Ja je § TPOM3BOJbAH peasiaH Opoj 3a koju Baxku (' > g. Kako
cy ' u g JaenmMaiHu OpojeBH, TO W3 pejanuje ¢ > ¢ clelu Ja NOCTOjU MPUPOJIaH Opoj |
TakaB 1a §' ¥ § uUMajy (j —1) —BY UCTY JIe[AMaIy, JI0K je

I

z, >z,

IpH YeMy je ZJ-' j —nmemumanaon g' a z; j—jgenumanaon g.
C 003upoM Ja U3 TPETXOAHOT OCTYIKA CIEIN
() (x0A) (x<g;,,+0,0... 01,
jep Jj+2 M § MMajy MCTHX NPBUX | JElUMAla, IMamo
(X)(xOA) (x<g').
Csaxu 6poj g’ (g' > g) HHje JI0ta TPaHuIla ckyma A, Ima je mpema Tome g = maxs.

2. Jlokasyje ce cImaHO Kao mox 1.
Ha ocHoBY npeTxo/iHOT TBph)ermha MOKEMO YBECTH HOBE TIOjMOBE:

HMepunnnmja 3: 1. Ako 3a ckyn A BaxH Ja je
(On)(nD0 ) O(X) (xO A)(x< -n)
OHJIa Ka)KeMO Jia CKyIT A HeMa JIomhe rpanuiie u mumemo inf A=—-oo,

2. Axo ckyn A uMma JI0BYy IpaHHUIly, OHJa HajBehy [0y IpaHuily ckyna A 30BeMO HHOUMYM

oA A W nuIemMo
inf A=max{g |(0x)(xDA)(g<x)} .
3. Ako 3a ckyn A Baxu J1a je
(On)(nO0 ) O(DX) (xO A) (n< x)
OHJIa K&KEMO Jia CKyIl A HeMa ropHe I'pPaHUIlE U ITAIIEMO
SUPA =00,
4. Axo ckyn A uMma ropmwy rpaHuily, OHJa HajMamwy ropiby IpaHuIly ckyna A 30BeMO

cynpemMyM o7 A U MHIIEMO

supA= mi{G [Ox)(xOA)(x<G)}.
Mepununmja 4: Heka je T cKyn CBUX Tayaka HaroMuJiaBama HU3a {Xn} 1 DeanHux OpojeBa

u A={a,|n0O0}.



1. Ako je inf A= —co0, OHa TUIIEMO
liminf a, =—oo,
U YATaMO ,,JiuMec HHpepHop o1 4, je MUHYC OECKOHAYHOCT"
2. AKo je SUPA = oo, OHJ]a TTUIIIEMO
limsupa, =,
U YATaMO ,,JIUMec CylepHop of &, je Iuryc OeCKOHA4HO".

3. Ako je ckym A orpaHudYeH, OHJa je

liminf a, =inf T

limsupa, = su .
VY ymotpebu cy jort u 03HaKe :

lim (unra ce , xomu aumec”) ymecro liminf u

Nn— oo

lim (umra ce ,ropmu Jumec”) ymecro limsup.

Neo
Ipumep 1: 1. Hexka je a, :%(nDD ) Tamaje T ={0} u liminf a, =limsupa, = 0.

2.Hexaje a,=1(n00 ). Tanaje T ={} u liminf a, =limsupa, =1.

3.Heka je a, =(—1)n(n i ) .Tamaje T ={—1,]} liminf a, =-1u limsupa, = 1

4. Hexa je a, = n(nDD ) Tama je T=6 u SupA=o, ma je limsupa, = nox
liminf a, e moctoju.

S5Heka je a, :—n(nDD ) .Tanaje T=6 n inf A=-c0, maje liminf a, = -,
1ok limsupa,, ze mocroju.
Mepununmja 5: Heka je {an}n[u HU3 peaHux Opojena.
1. Axo mocToju peasian Opoj & TakaB Ja BaXd
liminf a, =limsupa, =a,

OHJIa Ka)KeMO Jia je HU3 {an} KOHBEPI'eHTaH U IHIIEMO

nlJ

lima, =a,

n-o

¥ 3a @ KaxkeMo Ja je rpanmyHa BpemHocT (limes) Huza {an} OJIHOCHO Ja HI/IS{an}

nal '’ n

KOHBeprupa Ka BpeJHOCTH da.



2.Axo He noctoju liminf a,, a limsupa,, =« , onjga nuemo

lima, =o.

n— oo

3. Axo He noctoju limsupa,, a liminf a, = -, onra numemo

lim a, =—o0

n- oo

4.V crnydajeBuMa 2.1 3. KQKEMO JIa je HU3 {an} onpeheHo quBepreHTaH.

nTJ

5.Ako noctoju liminf a, u limsupa,,, 6uno xa cy pearHu 6pojeBr WM Ja Cy —o0 , HIIH o, H

IIpH TOME

liminf a, Zlimsupa,,

OH/Ia KaXXEeMO J1a je HU3 {an} HeozapeheHo nuBepreHTaH.

nlJ

Hpumep 2: 1. Huz {l} je KoHBepreHTas u lim 1 =0.
NJ no n-«n

2Hu3 {ZI} 1 je konseprentan u lim1=1.

n-oo

3Hu3 {n} -, Je onpehero mmBeprentan u lim n=oo.

n- oo

4Hwu3 {—n} 1 JeonpeheHo quBeprentan u lim (—n) =-00,

n- oo

5Hu3 {(—l)n} je HeozpeljeHO TUBEpreHTaH.
nl

n n
6.Hus {14-(2 1 n+ ! (2 : (‘n)} je HeonpeheHo nuBepreHTaH.
n

Teopema 3: Heka je {an}nEI] HHU3 ca MO3UTHBHHMM WIAHOBMMa TakaB aa 3a cBako &£>0

nocroju Ny UL Tako na je
n=ny, = (OkO0 )ay,, <a,+&
Taja je HU3 KOHBEPreHTaH.
Hoxa3: U3 ycrnoBa Topeme, 3a m3abpano &€ >0, oxrosapajyhe n (5) U puUKCcHpaHOo N =N,

nmMamo

lima, =lima,, <a,+e. (1)

n- oo

Osmaunmo lim a, = A u lim a, =a.Kako je a, >0 3a On00 ,t0je 0<as<A.

n-co n-oo



W3 penanyje (1), kako je 3a cBe N>,
A<a, +¢,
crenn

A< lim a, +e=a+e¢. (2)

Nn— oo
Hejennakoct (2) Baxu 3a cBe £ > 0. 3naun, A< a, omakie nodbujamo A=a, Te je Hu3

{a.} 1) KOHBEPICHTaH.

Teopema 4: Heka cy {a,} o M {bn}n[u OrpaHHYEHM HH30BH TAakBHU 1a je &, <0, 3a cako
n=n,. Tanaje

lim a, <lim b, u ima, <fimb, .
Joxa3: 3a cBaku N2 n, je inf {ak} <inf {h(| k> n} U KaKo je

lima, = liminf {a,} =supinf{a |[k=n,nOC},

n- o

TO je

lima, <lim b,
Ha nctu HaumH ce 10Kasyje J1a je 3a cBako N =1, Sup{ ak} < Su;{h( k= n} u 3001

lima_=limsu < limsu = limb. (nO0 k=n).

a, =lim sup{a,} < lim sug{b} = limb, ( )
Hanomena. YodeHe HejeHAKOCTH BaKe M 3a IIPOM3BOJbHE HHU30BE y MPOIIUPEHOM CKYILY
peannux Gpojesa [] =[] U(—O0,00).
Teopema 5: Heka cy {an} I {bn}nm OrpaHUYEHU HU30BU HEHETaTWBHUX OpojeBa. Tana
BaXXM HEjeTHAKOCT
lim a, im b, <lim (a,b,) <lim a, lim b, <lim (a,b,) gim a,im b,. (1)

Hoxka3: 1. Jlokaxxumo 1a je

lim &, im b, <lim (a;p, )
Kaxo je

lima, =liminf {a| k=n} u limb, =liminf {b| k = n}

n- o n- o

u 3a ceakd N[ u3aceaku kK=n je

inf{a k>n}<a,, inf{b |[k=n}<h,



OJIaKJIE CIEIN

inf {a } (hf { b} <ab, 3acrako k=n,

najewu

inf {a} nf {i} <inf {al} (k=n)
TO je

i ({a] fb}) = lim inf {a} Gm nf {n} simint {adb}(k2n),
Tj.

lima, Timh, <lim (a,h,).
2. Jlokaxumo J11a je
lim (a,b, ) <lim &, im b, .
VBenumo o3Haky d, =Sur{h< [k = n} n00 . Tana je
limb, = lim d, =inf {d,| nO0}.

3a ceakn nU0 m3a cakm k=n je b <d,, ma je a by <a.d, 3a ceako k=n,

OJIaKJIE CIeIN

inf{ab} <inf{a.d.} =d,inf {a}(k=n)

liminf {a b} <lim (d, @f {a})=lim d, Gminf {a}(k=n),

N N oo Noo " noco
Tj.

lim (a,b, ) <lim a, im b, .
3. Jlokaxxumo 1a je

lim a, 0im b, <fim (a,b,).

VBeaumo o3HaKy C, =inf{ak | k= n},nDD . Tama je lima, =1im c,. 3a ceaku N[

n- o

m3acBaku K=n je a =¢C,, majen ab, =c,b 3aceako K=n. Cnenu na je

sup{ab} = sugc.b} =c, sufh}(k=n)

Kao u

lim sup{a,b} 2 nllr[lo(cn sugb}) = limc, Dlim sugh} (k2 n),



ITO Ja je

lim (a,,) 2 lim ajim b,
4. JIoka)xuMo 1a je

lim (ayh,) lim a,jim b, .

3acaku N0 umcBaku kK=n je g < Sup[ ak} (k > n) b < Suﬂ)h(} OHJIa CJIeaU

ad, <sua} T (k= 1).
mnaje u
sup{a} < suga} Osufb} (k=n).
Crora je,
lim sup{a,b,} < nIiﬂr?o(sum{ak} Osufb,}) = limsufp,} O lim sifiy } (k2 n),
Tj.

lim (a,b,) <lim a, lim b, .
Hamomena 1. Hejemnakoct (1) je TauHa W y TPOIIUPEHOM CKYIy pealHHX OpojeBa
0 =0 U(—O0,00) YKOJIHKO ¢y mpoussoau ab,ab u ab neuHUCAHU, Tj. aKO HUCY OOJIMKa
Oldo .
Hamomena 2. I3 nokazaHe HejeTHAKOCTH HEMOCPEIHO CJeIu Ja jeé 3a KOHBepreHTaH HHU3

{an} ) HCHETaTHBHHX OpojeBa M MPOM3BObAH HH3 {bn} -

lim (a,b,) =lim &, im b, u lim (a,p,) =lim &, lim b, .

Hamnomena 3. 3a npou3BoJbaH HU3 {an} MO3UTHUBHUX OpojeBa Baxe ciejnehe jennakocTu

nJ
y O
, 1 1 — 1 1
lim|—|=——u lim| — |=——.
a,) lima, a,) lima,
Axo je lima,>0 wu Wan <o TBpheme cIeaM HEMOCPEeJHO U3 JOKa3aHe
HEjeTHAKOCTH
1 , — —
1:h_(anEl—JsI|_man[l]m—sllm (anE-!—le
u
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Axo je lim a, =0 mocroju nmoaHu3 {aﬂk} ., Husa {aﬂ}nm koju kouBeprupa 0. Taga
n

1 — 1 .
— - o g lim—=0c. Axo je lima, =oo, nu3 {an}nEU HETpaHWYCH HU3 { — nMa
a, a, % J
.1
Tadyky HaroMmiaaBama Ou lim— =0.
a,

I'opwa 1 JoWka rpaHUYHA BPEJIHOCT HU3A CKYINOBA
[TojMOBH ropibe U J0HE TPAHUYHE BPETHOCTH (JTMMeca) HU3a MOTY ce IPEHETH U Ha

HH30BC CKYIIOBA.

Hexa je {Ah}nm HU3 cKymnoBa. JIumec cynepuop ce aepuHuUIIE Kao CKYIl CBUX

eJleMeHaTa KOjH ce Hajla3e y 0eCKOHAYHO MHOTO YJIaHOBA, a JIMMeC HH(EPHOp Kao CKYI CBHX
elleMeHaTa KOjH ce Halla3e y CBUM, CeM y HajBHIIe KOHAYHO MHOTO WIAHOBA TOT HHU3a
CKYIIOBA.

YKOJHKO Cy Ta JiBa CKyIIa jelHaKa, 3a HA3 CKyIoBa {Ah} Ka)XEMO J1a je KOHBEPIreHTaH U

1)
Baxxu
lim A, =lim A, =lim A,.

Teopema 6: 3a mpon3BoJbaH HA3 CKYIIOBA {Ah} ] BaXW:

im A=) () A uim A= U A
n=lk=n n=lk=n
HMoxkas: 13 XDWA] CIIeJIM Jla 3a CBaKU npupojad 6poj N nmocroju K= n takas na je XU Ay,

00
onkie nobujamo xa X0 | J A 3a cako N, ma je mpema Tome
k=n

00 00

Tume cmo mokazanu aa je

- © 0
imA, O U A
n=1k=n
[IpeTrnocTaBuMO cajia n1a je

00 00

11



00
Make, no6ujamo na je xO | ] A, 3a cBako N, ma 3a cBaku npupogad 6poj N mocroju k= n
k=n

TakaB ja je X[ A, omakie cieau xOlim A, . Ha Taj HauuH cMo no6unu:
- ©
limA, O ﬂ U A .
n=1k=n

N3 xOlim A, cienu mxa moctoju mpupojan Opoj N Takas jaa je 3a cBako K=n xOA,

(o]
ojmakie mobujamo na X[ n A , Ia je mpeMa Tome
k=n

00 00

xOU N A

n=1n=k
Tume cMo mokazanu f1a je
[oe] [oe]
limA, O N A
n=1k=n

[IpetnnoctaBuMO caja 1a

00 00

[oe]
Jlakue, noGujamo na mocroju N taxas gaje X0 [| A, ma 3a cako K2 n Baxu XO A,
k=n

ojakie ciuequ XU A, .

Ha Taj mHaunn cmo go6mim
limA, O UM A
n=1k=n

Teopema 7: 3a mpon3BoJbaH HA3 CKYIIOBA {Ah} ] BaXW:

00

N A, OlimA, OimA, 0 A,.
n=1

n=1
00
I[OKa3Z Nz xO n Ah cleIM Ja X mpuIaja CBUM WiaHOBHMAa HH3a Ma IIpeMa ToMe X O h_m A] .
n=1

Axo je xOlim A, onna ce X Hana3u y 66CKOHAYHO MHOTO WIAHOBA HU3a, 1A IIPeMa TOMe

xOlim A,. U3 xOlim A, crenu fa ce X Hanasu y Oap jeJHOM WiaHy Hu3a, na X[ U A, .
n=1

12



Hus ckynosa {Ah} ) J€ peryhn (omamajyhn) ako 3a cBaku npupojiad Opoj N

Baku A, O A (A1 [ A1+1) . Hu3 ckynoBa je MOHOTOH ako je pactyhu uinu onanajyhu.

Teopema 8: CBaku MOHOTOH HH3 CKYIIOBA j€ KOHBEPIeHTaH.

1.Ako je { A} - bactyhn mms, tana je lim A, = J A, .

n=1

2. Axo je { A} o onanajyhu mu3, Tana je lim A, = () A, .
n=1

Joxka3s: IIpema Teopemu 7.yBek Baxu lim A, [J lim A, . OcrajeHam Ja JoKaxeMo OOpHYyTe
UHKITy3H]e.

Hexka je {Ah} T pactyhn Hu3 ckynosa. M3 X0 A, cnenu na XU ﬂ A, maje

k=n
x

|C8

ﬁﬁkﬂi_mﬁh
n=k

n=1

OJHOCHO

(o]

U A Dlim A,

n=1
U3 teopeme 7. nobujamo oOpHYTE HHKITY3H]j€ MMa IpeMa TOMe BaKd
_ [oe]
lim A, =lim A, = A,
n=1

Heka je {Ah}nm onanajyhu Hu3 ckynosa M3 X0 A, cnenu na XU U A, onakie je

k=n

xO N U A =lim A,
n=1k=n
mnaje

N A, Olim A,
n=1
N3 Teopeme 7. mobujamo oOpHYTE HHKIIy3H]€ I1a MpeMa TOME BaXXu

lim A, =im A, = (] A,

n=1

13



Teopema 9: Axo cy { Ah} i B { Bn}nm JIBa HHA3a CKYIOBa TaKBa Jia je 3a cBako N

1]
A DBy
Tana je
lim A, Olim B, u lim A, Olim B,.

Joxka3z: M3 xOlim A, 1a ce X Hana3m y 6eCKOHAYHO MHOTO WIAaHOBA HH3a {,%} o

N3 xOA, cienu X[ B, 3a cBaku npupoaas 6poj N, ma ce npemMa Tome XHalaa3u y

0ecKOHaYyHO MHOTO 4JaHOBA HU3a { Bn} opaxie ciequ XOlim By, . IIpema Tome Baku:

n1l '’
lim A, Olim B, .

13 xOlim A, crienu 1a ce X Hajla3k y CBHM, CeM Y HajBHIIIE KOHAYHO MHOTO, WIAHOBA

nusa {By} . onaxne cnexu XOlim By . Ipema Tome Baskn
lim A, Olim B,.

Teopema 10: Ao cy { A} m {By} , sBaHu3a ckynosa taza je:
1 (I|m,0h)C :II_(AS)
2. (limA,)° =iim (AS);

7. Alim A, Olim (ATA,);
8. Allim A, Olim (ATA,).
Hoxa3: 1. Kopumhemem Jle MopranoBux npasuiia 1001jaMmo

(Wh)%(ﬁ U Ak]:f](ﬁ A<]C=O 1) A¢ =tim (7).

n=lk=n n=1\ k=n n=1k=n

14



2 Kopumthemewm Jle MopranoBux mpasuia 1001jamo
. c -—
ama) =[O | =0 Aa) =10 5 =m(x).
n=1k=n n=1\k=n n=1k=n
3.U3 x Dll_m(A1 N Bn) CJIequ 1a ce X Halla3d y CBUM, CEM Y HajBUIIE KOHAYHO
MHOT0, YJIJaHOBA HU3a (Ah N Bn) :
ITpema Tome mocToju mpupoaaH 6poj M Takas 1a 3a cBako n=m, XUA, u xUB,,.

3HauM X ce Haja3|W y CBUM, CEM y HajBHUIIE KOHAYHO MHOTO YWIaHOBA HHU3a { Ah} U jace X

n1J

HAJA3H y CBHM, CeM y KOHaYHO MHOTO, wIaHoBa Hu3a { By} 7 - 1Ipema Tome
xO(lim A,) N (lim By).
4113 x Dm(ﬁh U Bn) clleln 1a ce X Hajla3d y O€CKOHAYHO MHOTO 4IAHOBA HHU3a
(Ah U Bn) . I[Ipema Tome 3a cBaku mpupojad Opoj M mocToju mpupodan 6poj N =M TakaB Ja
je XOA, um XOB,. Onaxie cienu fa ce XHana3y y 0eCKOHAYHO MHOTO WIAHOBA HU3a
{ Ah}nD] WK J1a ce X Halla3d y O€CKOHAYHO MHOTO 4IAHOBA HH3a { Bn} ) - [Ipema Tome:
xO(lim A, )U(im B,).
VY teopemu 10. — 3a Tauke 5, 6, 7u 8. MOry ce KOHCTpyHCATH KOHTPA IPUMEPH

U3 KOJHX CE Ce BH/IM J]a He Bake OOpHYTE MHKITY3H]je, OJaKIIe CIEH Aa y OIIITEM CIIydajy He

Bake oarosapajyhe jennakoctu. Ha mpumep, axo je
A= { a} u

Ay :{Ez}'t”}';];z:;l, onnaje: AJA, :{Ez},ﬁ},:::;l:rl

oJlaKJie ciIeau W,% :{a, b} : Aﬂmﬁh :{b} u W(Aﬂﬁh) :{a, b} , Ta IpeMa Tome y 5.8.
HE BaXKH j€THAKOCT.
Heka je A mpousBosbaH cKyl peaaHux OpojeBa. Ca ), 03Ha4aBaMO KapaKTEpUCTUUHY

¢yHKIMjy ckyna A eduHKCaHy ca:

_fo, xoaA°
Xa(X)= 1, xOA.
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Teopema 11: Heka je {A]} MIPOM3BOJbAH HU3 CKymloBa. Taza je
lim x (X) =X fma, -
Hoxka3: Ako je Ii_m)(,bh (X) =1 onza Qpynkumje X, y3umajy 6eCKOHAYHO MHOTO IIyTa

BpCIAHOCT 1 Yy TadKu X, OJAaKJIC CIeaH Ja ce X Hala3u'y 0OeCKOHAYHO MHOTO YIAHOBA HU3a

{ A]} TO jecT XDWA1 , TIa je TIpemMa ToMe Xima, = 1.
Axko je W}( A (X) =0 onna yHKIHUje X, y3UMa]y KOHAYHO MHOTO IIyTa BPEIHOCT

1y Tayku, ogakie ciaead X Olim A, 1ma je npema Tome Xima = 0.

16



I JEBEI'OBA MEPA U JIEBEI'OB UHTEI'PAJI HA CKYITY
PEAJIHUX BPOJEBA

YoBowm neny pajia nepuHUIIIEMO: O — IPCTEH, aTUTHBHY QyHKIH]jY, JleberoBy mepy,
CIIOJBHY MEpY Ha CKyIy pealHuX OpojeBa, MepJsbHBe GpyHKIHje 1 JIeOeroB mHTErpal.
HaBomumo u Heke 3Ha4ajHe TeopeMe 0e3 JoKa3a Koje KOPHCTAMO Y JJaJbeM Pay.

Konekuuja moackymnosa [J HempasHor ckyma X , 30Be c€ 0 — IIPCTEH aKo:

a) M3 A BOD cieqn A BOMD
6) M3 A00,n=1,2,.. cremn

UA 00 .

Oynkmmja f: 0 - (—00,00) je anuTuBHa ako 13 A,BO0 u ANB=0 cueau

f (AU B) =f (A)+ f (B) ,a o—amutuBHa ako w3 A, OR,n=1,2,.. cienn
f(UAJzZ f(A).
n=1 n=1
JleberoBa mepa. Hekaje [| o—mnpcreau A:[J - (0,00) O — aauTHBHA (QYHKIIH].
Axo 3a cBaku pactyhu Hu3 ckynosa A, L[l ,n=1,2.. Baxnu

limA(A,)=4(UA,)

onga je A JleberoBa mepa Ha O —npcTeny L .

Cno/pbHA Mepa Ha CKYIy peaJHHX OpojeBa. KoHauHe yHU]je OTBOPEHUX HHTEpBalia
30BY Ce eJIeMEHTapHU CKYITOBH M OHH YHHE TIPCTEeH eJIeMeHTapHIX CKymoBa. Mepa mHTepBaja
ce neduHHINE Kao Heropa Ay KuHa. Kako ce cBaku eJeMeHTapHU CKylnl A MOJKe TPeICTaBUTH

Kao yHHja JUC]YHKTHUX UHTEpBAJa, Tj.
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3a 6mio kKoju ckyn B mojackyn ckyma peaHux OpojeBa, leropa CrojpbHa Mepa
neUHUIIIE Cce pejIaiyjoM
w7 (B)=inf (4,).
rae je A,, mpeOpojuB MpekpuBau ckyna B eleMeHTapHUM CKyNOBUMA a HHPUMYM ce y3uma
MIPEKO CBUX TaKBUX MOKpPHBAYa.
3a ckynoBe A u B mozackymose ckymna peamHux OpojeBa, Heka je
d(AB)=m"(AIB)
rae je ca AUB o3naueHa cumeTpuvHa paszivka ckymoBa A u B.
Tana npecnukaBame d ca MapTUTUBHUM CKYIIOM peaHUX OpojeBa oOpasyje mceymo—
METPHUKH IIPOCTOP, Tj. HCIYELEHE CY CBE METPHUKE aKCHOME OCHM mTo 13 d (A, B) =0 ne
cieqn A=B.

A TIOJICKYT CKYIIa peaTHUX OpojeBa 3a KOjH MOCTOj! HHU3 {Ah} y MEpJBbHBHX CKyIIOBa

ndJ
TaKBUX J1a je
A=IlimA,,

rJie ce KOHBEpreHIiyja y3uma y cMucily metpuke d, Ha3uBa ce KOHAYHO MEPJBUB, & CKYII KOjU
je mpeOpojrBa yHHja KOHAYHO MEPJHUBUX CKYIIOBA 30BE CE€ MEPJHHUB CKYII.
Konekmuja meppuBUX CKymoBa o3HavyaBa ce ca M .

Konekmuja M MepspuBUX CKyIOBa je O —mpcTeH a ML Ha M je 0 —aguTuBHA
¢byHkuyja.

Pectpukigja criosbHe Mepe Ha Kosekiijy M 3oBe ce JleberoBa Mepa n oOnJbexkaBa

ca A.Ckyn A, 3axkojuje A (A) =0, 30Be ce cCKyn Mepe HyJia. 3a HeKy 0COOMHY Be3aHy 3a

peasHe OpojeBe, Koja He BaKd caMo y Taukama ckyma A, rjue je A (A) =0 xaxe ce Ja BaXu

CKOPO CBYJIa Ha CKYITy peaJlHuX Opojena.
MepssuBe ¢pynknuje. Heka je ca [| o3HaueH ckym pealHux OpojeBa.

Oynkuyja f :[1 - [J , je MepspuBa ako U caMo aKo Cy CKYIOBH

{xIf(x)>c}
MepJbUBH 3a cBako CLI[I .

Teopema 1: Heka je f, Hu3 mepsbuBux dynkiuja. 3a UXOLU  gedunumumo:

o (X) =supf, (x) , 9,(x) = inff,(x) h(x) = limf, (x),u hy(x)=lim f,(x).
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Tana cy pynkmumje ¢;,9,,h u h, Takohe mepspuse.
Teopema 2: Axocy f u g mepsbuBe a F :[J 2,0 HempekuaHa GpyHKIMja oHa je
h(x) =F ( f (X) .0 (X)) MepJbrBa QYyHKIIH]A.

Crnennjamno f +g, f —g, fg, u f/g (axo je g(X)iO,XDD ) cy MepJbHBe

¢byHkuyje.

Jle6eroB marerpan. Kapakrepuctuuna dpynkmuja ckyna E ce nedunuie ca

_fo, xOE®
XE(X)_{l x[E

Konauyna nuneapHa koMOMHaIM]a KapaKTePUCTUUHUX (DYyHKIIH]A
n
5(x) = 2 awxe, (%)
k=1
rae cy E, mucjyHKTHE cKynmoBu, Ha3uBa ce npocta ¢yHkiuja. [Ipumehyjemo na je S(X)

MepJbHBa aKO ¥ CaMo aKo cy cBU E, MepsbuBH.

Heka je S(X) IpocTa HeHeraTUBHA MepJbriBa PyHKIIM]ja JedUHUCaHA ca

s(x) = kzn:ﬂakXEk (x).

Wuterpan pynximje S(X) neduHMIIe ca

n
fuu:ls dA = Z/l (E).
k=1
Axo je f (X) MepJbMBa Ha | W HEHeraTHBHA, FbeH UHTETpall je

[fdA=sup [sdA

Oss<f
TJIe ce CYNPEMYyM y3HMa IPEKO CBHX MEPJbUBUX MPOCTHX (PYHKIIH]ja KOj€ 3a/I0BOJHABA]Y
nejeqrakoct 0< S(X) <f (X) 3a ceako X[ .
Axo f:[l - [l , meH MO3UTHBHH JIc0 ce TePUHHUIIE ca
f+(x):{f (x), f(x)z0 |
0, f(x)<0

a Ib€H HCTATHUBHH €0 Ca
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Axo je f MepsbuBa M aKo je WHTErpa JD f,dA wmu uaTerpan ID f_dA xonauvan,

Taja je uaTerpan GpyHknuje nepuHcaH ca
[, fdA=] fdA+[, fdA.
Ako cy o0a mHTerpasia KoHavyHa, GpyHKija f je mHTerpadwmiHA.

Perynapnocr Jleberoe mepe. Heka je ALl Jleber MepbuB CKyTI.

a) 3a cBakok £ > 0 mocroju otBoper ckyn V [ A TakaB naje A (V \ A) <&,aakoje A

KOHAYHe Mepe TO ce CBOM Ha A (A) >A (V) —&;

0) Ako je A koHauHe Mepe oHJa 3a cBako £ >0 mocroju komnakTan ckyn K [ A takas na
je A(A\K)=A(A)-A(K)<e.

Teopema Jly3una. Heka je f :(a, b) - [J mepspuBa dpynkuuja, u veka je £ >0. Tama
moctoju MepJsbuB ckym A [l (a, b) Takas Jia je A ((a, b) \ A) <¢,u f jemenpexkumna Ha A.
Teopema Jeroposa. Heka je f :[a, b] - [J HHU3 ¢yHKIM]a Koju KOHBeprupa ka f Tauka mo
tauka, ¥ Heka je £ >0. Tama noctoju MepsbuB ckyn A [ [a, b] Takas Jia je A ([a, b] \ A) <€mn

takaB n1a f, koHBeprupaka f paBHOMepHO Ha ckymy A.
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I JEAHA HEJEAHAKOCT O JIEBEPI'OBOJ MEPU

VY oBOM ety pajia HaBOAMMO HEKe MO3HATe TeopeMe O U HejeaHakoctuma Jleberose
Mepe Kao U IHXO0Be J0Ka3e koju cy objasmim MBan J1.Apanhenosuh u Jlojunu C.ITetkoBuh.

Heka je A o3naka 3a JleOGeroBy Mepy Ha CKyITy peaTHHX Opojena.

Teopema 1: Axo je {A]} Hu3 Jleber MepspbuBHX CKyoBa 'y [1 , Taja je:
1. A (II_mA]) <limA (A1) , JIOK 3@ HEJeTHAKOCT;

2. akoje A (U‘i"’:n A) < oo 3a 0ap jeqHy BpeaHOCT N, OHJ/Ia BaXKu A (WAT) <limA (Ah) .

Hoxa3: 1. Heka je B, = ﬂ A,,n=12,..tanaje B, pactyhu HU3 cKylOBa KOjU KOHBEPIUpa
i=n

ka ckyrmy B =1imA, . ITomTo je JleGeroBa Mepa HempekuaHa 0103710, 10OHjaMo 1a je
A (B) =lim A (Bn) . Kako je mepa pacryha pynknujau B, < A 3ai=n,maje A (Bn) <A (A)
3a i 2N ogHOCHO A (Ah) <inf A (3 )(I > n), OJIaKJIe ce Kax N — oo j00uja TpaxkeHa

HEJETHAKOCT.

2.Hexaje C,=|JA,,n=1,2,.., tanaje C, omazajyhu HA3 CKymoBa KOjH KOHBEPIrHpa CKyILy
i=n

C= WA] . [Tommrro je Jleberora Mepa HelpeKuIHA 0J03r0 Ha KOHAYHMM CKYIOBAMA
nobujamo 1aje A (C) =lim A (Cn) . Kako je mepa pactyha ¢pynkmmjan A <C, 3ai=n maje
A (A) <A (Cn) 3a i =N omgHOCHO SUPA (C, ) <A (A]) 3a i =N, omakie ce kajx N o nobuja
TpakeHa HejeTHAKOCT.

VY ommireM ciydajy uMamo cienehy HejeHakocT, Koja je Joka3ana ypany [2]:
Teopema 2. Heka je A Mep/bHB CKyIl MO3UTHBHE MeEpe U {xn} OTpPaHUYEH HU3 PEeaTHHX
opojesa. Tana je

A(A) = A(m(x,+ A)). (1)
HMoka3: Hekxa je K [O A kommakran ckyn. U3 M(Xn + K) O IIF(Xn + A) ciaenu
A (ﬁ(xn + K)) <A (ﬁ(xn + A)) , Ta IMaMo

A(K) =limA(x, +K) < A(im (x, +K)) < A(im (x, + A)) )

Kaxko je A (A) =sudA (K) | K xommakrtan nojgckym ox A}, to u3 (2) cinemm (1).
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[losnatu mnosecku Marematuyap Xyro Illtajuxay3en je noka3ao HapeaHe JBe
TeopeMme .
Teopema 3: Heka je A JleGer MepibHUB CKyn MO3WTHBHE Mepe. Tamga y A moctoje Oap nBe

pasnuyrTe Tavke gdje je Mmeh)ycoOHO pacrojarme parmoHaian 0poj.

Hoxka3. Heka je (qn) MPOU3BOJbAH OTPAHUYEH HU3 pallMOHAHUX OpojeBa, TakaB Ja Cy UM
YJIAaHOBH pa3nuuuTh. M3
0<A(A)<A (W(A+qn))
ClleIn Jla CKyI W(A+ qn) nuje mpasan. Tako mocroje p, p,0JA u i,] TakBu na je
P+ 0, = P, +0,, mro nosrawn | p, ~ p,| =g —q].
Teopema 4: Heka je AU [J JleGer MepsbUB CKyIl MO3UTUBHE Mepe. Taa BeroB cKyn
pazmuka A—A ={ X|x=a -a,a, a,] A} CaJIp’)Ku HEeKy OKOJIMHY HYJIE.

I[OK&B: HpeTHOCTaBI/IMO Ja TBpJAka HI/Ije Ta4dyHa. Ta,ua HOCTOjI/I KOMITaKTaH CKYII ITO3UTHBHEC

mepe K [0 AtakaB na pazmuka K — K He canpku okoymHy Hyse. Ofatiie mocToju

KOHBEPreHTaH HH3 {Xn} OO0 TakaB maje imx, =0 n {Xn} ﬂ(K - K) =0.U3
0<A(K) < A(lim(K -x,))

CIIe/TU 11 je CKyI ﬁ( K- xn) HeTpa3aH ITo noBiayn jaa nocroju t IR Takas ma

{xn +t} OK 3a 6eckonauno MHOTO Bpeaaoctr N. U3 lim x, =0 ciequ na tUK | jep je K

3aTrBopeH. Tako mocroje OECKOHAYHA HU30BH {aj} UK u {an} U { Xn} TaKBH /1A je

an =3a, —tUK =K, mTo je KoHTpaauKIIHja.

Y oBOM jienTy paja JajeMo Jajbe IMpuMeHe OBe HejeaHakocTh. [IpBa ox \bux je cneaehn
JI0Ka3 HEMPEKUTHOCTH MepJpbUBHUX perreha Kommujere Gpynknujonanae jeaqHaunae. [Ipu
JI0Ka3 OBe TBpAmE 1a0 je M. @perre [4], anu oH ce ocnama Ha akcuomy uzbopa. Jlokase

He3aBUCHE 0]1 akcuoMe u3bopa aanu ¢y C. banax [2] u B. Cjeprnuncku [9].
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Teopema 5: (M. @peme [4]) Hekaje f:[J — [J mepspuBa (pyHKIIHMja TaKBa Jia je
f(x+y)=f(x)+f(y),
3aMakoje X,y . Tamaje f HempexkmmHa QpyHKIH]a.

Joxa3s: [IpetnocraBumo na f Huje Henmpekuana. Tana nocroje £ >0, XU n
KOHBEPreHTaH HU3 {Xn} UL rakaB gaje limx, =X u ‘f (x,)-f (XD)‘ > ¢ . Tapna, npema
teopemu Jly3uHa, mocToju KOMIIakTaH CKyn no3utuBHe Mepe K TakaB naje f HempexumHa
Ha K. Hus {Xn} je orpaHuueH, jep je koupeprentas. Tana, mpema Teopemu 2, umamo
Aiim (K -x,)) 2 A(K) >0,
IITO TIOBJIAYM 1A je
Aiim (K -x,))# D
Tako, mocroju tU wu noxnus {X”;} D{Xn} TaKaB Jia je {t+)qqi} UK. M3 X - X%

crenu t+ X, 0K, jep je K 3arBopeH.

Taxko je
im (£ (x, +t)= (x+1)] =0,
jepje f mempexkuana Ha K. Ortyna

im (£ (x, +t)= (. +1)) =tim (£ (x, )= £ (x)) =0,

HITO je KOHTPAAUKIIN]a.
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Teopema 6. (J. Kapamara[7]) Heka je f :[J — [J mepJpuBa QyHKIIHja TaKBa Ja je
lim [ f(s+t)=f(s)]=0
3acBe tU[] . Tana je

lim sup[ (s+t)-f(s)]=0,

S=*° al
3a mpou3BosbHE @,b[][] TakBe maje a<b.

Hoxka3: Kopucrehu teopemy Jeroposa, ciemu na 3a cee a,b (a<b) mocroju mepspuB

ckyn Al [a, b] MTO3UTHUBHE Mepe TaKaB Ja je

lim sup| f(t+s)-f(s)]=C.

S—*® oA

V3umMamo cajia la KOHBepreHIrja Hije paBHOMEepHA Ha [a, b] . Tama moctoju
£>0,{)g1} D[a,b] ,{yn} UL , takBu maje limy =oco n
lim[ f(x,+y,)=f(y.)]>¢.
[Ipema Teopemu 2. mmamo
A(im (A-x))>2(A) >0,
mTo noBiaun Aa nocroju t UL u moguus {an} O { Xn} TaKasB Jia je {t + an} O A. Tanaje
‘f (Xni +yn,-)- f (yn,-)

Cana

s‘f ()gqj +t+yni —t)— f (ynj —t)‘+‘f (yni —t)— f (ynj) .

Iim‘f (%, +t+y, =t)=((%, —t))‘:o,

jep {t+xni} OAwu Iim(yni —t):

J 4k

im(1 (5, 1))

cJjaean
Iim(f (%, +, )1 (ynl))=0,

IITO je KOHTPATUKIIH]a.
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IV JIEBEJI CKYIIOBH U EIIN JIUMECH

VY oBoM jeny paaa qeduHUIIIEMO €U KOHBepreHnjy, PK-«oHBepreHujy u jeBen
HHU30BE M J0Ka3yjeMo JIBe TeopeMe Ha OCHOBY pajnoBa: Rogera J-B-Wetsa, Geralda Beera,
R.T.Rockafellara.

Mepmannmja 1. Heka je nara peanmna ¢pyakmuja f : X — 0 na METPHYKOM TIpocTopy X .
Oyuknmjy f 30BeMO moJryHempeKkuIHa 010310 110]T YCIIOBOM J1a je BheH enurpad

epi f ={(x @) [xOX,a00 ,a= f(x)
3aTBOpEH mojAcKym o X X[] . AHanorHo f je moJiyHempekuIHa 0103r0 110/ YCIOBOM Jia 3a
CBaKO peaJHO & JieBeNl HU3 y Tauku & ¢yHkmuje f ,

lev(f,a)={x0X|f(x)<a}
je 3aTBOpEeH cKym o1 X .

JMepununmja 2: 3a Hu3 { fn} MOJYHENPEKUTHUX (PYHKIIM]a 0J]03/10 HA METPUUYKOM MIPOCTOPY

(X , d) Ka)keMO Jla enu KoHBeprupa ka pynkiuju f u mmmemo f =e-lim f, 3a cBako

xdX.

3a cBako X[ X , Baxe cieneha apa yciosa:

Axo {Xn} KOHBeprupa ka X, ouja je f (X) <liminf f, (xn) ; (1)
[TocToju HU3 {Xn} KOjU KOHBeprupa ka X, takas jaa je f (X) =lim f, (Xn) . (2)
HNedpununnja 3: 3a Heke 3aTBOpeHe nim Moryhe npasne mojackymnose A, A A,,... ox X
KOHBEpIreHIrja { A1} no Painleve-Kuratowskie neneduurie ako je uCIymeH yCIIOB
A=LiA, =LsA,
rae je
LiA, ={XD X | ma moctoju HU3 {an} KOjU KOHBeprupa ka X Tako jaje a,[] A, 3a koHa4HO
MHOTO N }
LsA, :{ XU X'|ma mocroje n <n, <nz<...n g UA, Taxsu Ja Hu3 {ak} KOHBEprupa Ka
x }.

Kanaje A=LiA, =LsA,, onga mumemo A=PK —lim A, .

25



3Hauu /1a je Hu3 { fn} enu KoHBepreHTaH ka f ako u camo ako epi f = PK —limepi f,,.

VKOJIHKO HHje Ha3HAYEHO MOIpa3yMeBaMo Jia je X METPHYKH MpocTop ca meTpukoM d .

Kan pagumo ca MeTprKoM, MOpaMo BOJMTH padyHa o mpom3Bogy X X[ , u yBogumo ciegehy
merpuxy o (x,a,).(%.a,) |= maxd(x, x,) la-a }}.
JInumec nunpepuop U MMec cynepruop MoxkeMo AepuHIcaT U Ha cliegaehu HauuH.

Hexa je {SV Oo0"wv=12,. } HM3 CKyIOBa. Iberos muMec nHQEPHOP U TAMEC
CYIIEpUOP CY CKYIIOBH

liminf S :{leim x| X’ DSV,DV:].,Z,...}

Y - 00 V- o0

lim supS’ ={x:klim X |x*0S8* =1,2,.. sameke {v,} 00 }

| /Ny

Haxine, liminf S je ckyn rpanuyHUX BpeaHOCTH cBaKOr Moryher Husa

Vo0

{XV v=12,. .reje XO0S" } u limsupS’ je ckyn cBuX Tauaka HArOMHJIABarba TAKBHX

Voo
HHU30BAa.

OunrieaHo YBeK BaKu

l!iir:oinf SN !j[nmsupS”.
Heka je { f'v=12,. } uu3 GpyHKuja qepunucanux Ha [ " ca BpeaHocTuMa y 0.
Enu numec undepuop u muMec cynepuop cy GpyHkuje (Iief V) u (Isef V) YMjU enu rpaduu
0JIrOBapajy JIMMeC CYNepHopy U JInMec HH(EepHopy HU3a CKyIoBa {epi f'v=12,. } rIe je
epi g ={(x.a)lg(x)<a}.
W3 nedmHUMje 1 HaBeIeHe HHKIY3H]j€ CIICIN Ja je
li,f" <lIs f¥.
Huz { f’.v=12,. } ¥Ma eId JTUMEC Koju o3HagaBamo ca Im, f ¥ ako Baxu jenmakoct
Im, " =li f" =ls,f".

V TOM cilyuajy KaeMo 1a jia Hu3 enu —konseprupa ka Im, f" u mamemo " - (I m, f V) :
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3naum 1a je pyaknuja f enm—Tpanuna HE3a { fYv=12,. } aKO BaXU

Is,f" < f <li f".
Kopucrehu nepununuje auje temko younTu Jaa he gpyra HejeqHakocT OUTH 3a/10BOJbEHA 38

OxO0 |, ako:

(le) 3a OWITI0 KOju MOAHU3 (PyHKIIH]a { f k=12,. } 1 OWJIO KOju HU3
{Xk k=12,. } KOjU KOHBEprupa ka X BaXKu

liminf £ (x)=  (x),

n-o
a IIpBa HejeTHAKOCT BaxH, 3a cBako X[ "ako:

(26) MTOCTOjW HU3 {XV Vv=12,. } KOJW KOHBEprupa Ka X TakaB Ja je

Iimsupf"(x")s f(x).

V - oo

3a cBaku onaaajyhu Hu3 {SV,I/ =1, 2,...} noackynosa [ " moctoju lim S koju je

V - o0
naT GopmysioMm

lim S =(clS".

V- v=l
Cnu4HO, aKo je { | (R, [T} pacryhu uu3 pynkmuja 1j. ¥ < £, onmga mocroju

€My —rpaHulla Koja je neuHucana ca

Imf¥ (x) = limcl £”(x)

V -

riae je ¢l g Jome MOTyHeNpPeKUIHO OTPaHHYCH-e O] ( WM eKBUBAIETHO Cl g je dyHKIHM]a
TakBa ja je epicl g=clepig.

Crneneha TeopeMa HaM Jaje KapaKTepU3alldjy JeBeJ CKylnoBa OrpaHHYeHUX (QYHKIH]a
y OJHOCY Ha JIeBell cKynose GpyHnkuuja " .

Medpunnumja 4: 3a a Ul , a —naeBea ckyn QpyHknuje g je ckyn aedunucas ca
lev,g ={(x.a)g(x)<a}.

I'enepanto ako je f =lim f", 1o He 3naun na lev, f =limlev, f".

V- o0 V- o0
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Y3mumo onanajyhy Gpamunujy ¢pynkuuja
f'(x)=v'x*v=12,..
Koja emu—konBeprupa ka f =0. Kako je lev, f ={O} , 33 CBaKO V W ClIeIM Ja je

lim levy " ={0} wm levyf =0 .

Vo

Yax je moryhe 3a " ma enn xonBeprupa ka f, 3amexo a0, lim lev, f” moxna u He

V -

noctoju, 1rro 3#aun aa liminf lev, ¥ je ctpuxtro canpxan y lim suplev, fV.

V - o0 V - o

Teopema 1: Heka je { f=0".0,v=1 2} Hu3 ¢pynkuuja. Taxa 3a ceako a Ul Baxu

iim ll/iinoosup(leva, ) Dlev, (li ") 1)
n
lev, (Is,f*) Dlim,,, liminf (lev, £*). )

Hokas: Hekaje T, = limsuplev, f” u T =lim

V- oo

o1 a Vo - Kako cy nesen ckynosu (Ouiio koje

¢yurumje) onanajyhu kag a' | @, cnenn nacy u T, omanajyhu kax @' | @ u Baxu

T=lim, T,= )T,

a'>a
CkynoBu T, cy 3aTBOpeHH, IITO ClleAd U3 AeHUHULNjE TUMEC CYTIEPUOP.

Cnemu na je XOT ako u camo ako je XOT, 3acBako @' >a . Uukiysuja (1) je TpuBmjamno
3aJI0BOJbECHA aKo je T ={0} . IIperniocraBumo na T Huje mpasan ckyn. Axo je XUT, , u3
neuHHIMje TUMeC CyTIepropa 3a HU30Be CKYITOBa CIIENIU JIa MOpa Jia MOCTOjH IO THU3
¢byHkuuja { f k=12,. } U HU3 {xk k=12,. } KOjU KOHBeprupa ka X3a cBako k =1,2,...
X Olev,, f %
W €KBUBAJIETHO J1a 3a cBako K =1,2,... Baxu
(xk,a') =epi f%.

Kaxo je i (Iief ) = lim supepif * , ciemm na je
N

(xa')Olim (x*,a’) Depi(li ")

ma je xOlev, (lif*).
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Opaxie , ako je XUT, 3acBako @' > @ ciemn
xOlev, (lit").

IITO UMILTAIIAPA 1A j&
xOlev, (lig"),

TOIIITO j€ 3a CBaKy (QYHKIH]Y (

lev,g= () lev,g.

a'>a
Heka je

S, = liminf lev, ¥ u S=lm_, S, = Sy.

V- a'>a
Wuky3wnja (2) je TpuBHjanHa axo je lev, (ISe f V) =[. Pa3marpajMo city4aj Kaj Taj CKyII HUje
pasaH.

Axo je xOlev, (Isef V) cJIe/Id J1a OCTOju Hu3 ypeheHux maposa (XV : a’”) KOj¥ KOHBEPTHpa
Ka (X,@) Takas ja Baxu
(x”,a”)Depi £,

HOIITO je 1o AeGUHUNU]H €I (Isef") = liminf epi f".

V -0

Kako je a = lim @” , 3a 6uy10 xoje @' > @, noctoju oarosapajyhu V' naje a’ <a’'

Vo
3a cBako V 2V'. U3 ummmukanmje X' Olev, ¥ 3a ceako v 2V' cienm na je XOS,.. To Baxku

3a cBako ' >a maje XOS.

Teopema 2: Heka je X cenapaOunan METpUYKH OPOCTOp U Heka cy Gpynkuumje f, fy, f, ...
nporupere GYHKIHje TOTyHEIPEKUIHE 0703710 Ha X .

(1) Axoje f =e-Ilim f,, onna3acsako a [l mocroju HU3 {an} peannux OpojeBa
KOjU KOHBEprupa Ka & Takas Jia je Iev( f ,a) =PK —Ilim Iev( f an) :
(2) Ako 3acBako a [l mocroju HU3 peaHUX OpojeBa {an} KOjU KOHBEPTupajy Ka
Q' TakaB J1a je Iev( f ,a) =PK —Iimlev( fn,an) ,onmaje f =e-Ilimf,.
Hoxka3: (1). ®ukcupajmo Heko a [l . IlozHato je ma 3a 6110 KOju HU3 KOjU KOHBEPrupa

xaq , saxn Lslev(f,,a,)Olev(f,a).
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ITpernocraBumo 1a je X[ leev( f, an) , TJ. IOCTOje UHJeKcH Ny <N, <Ng<... n
X, Dlev( fnk,ank) 3a k=1,2,... TakBu 1a HU3 {xnk} - X.
3a cBaKo nD{nk kOO +} je X, =X.Onna u3 {xnk} — X, II0 €I¥ — KOHBEPIreHIIUj1 UMaMO

f(x)<liminf f,(x,) <liminf f, (x, )<liminf a, =a.

n- oo Kk - o0 Kk = o0

Jlokazanu cMo J1a XDIG\/( f ,a) .

Jloka3 uHKIy3Hje lev ( f.a ) O Li Iev( [ an) 3axTeBa cemapabuITHOCT U J100ap u300p HHU3a
cKajapa {an} :

Kaxo je epi f U Liepi f,, 3a cBaku mo3utuBan 6poj M, oHAa mocToju nmo3utuBad 6poj N,

TakaB Jia 3a cBako N= N, mocToju HU3 Tadaka {(agn,ai(nm)) li=12,.. ,m} u3 epi f, ma3za

CBAKO | D(l, 2,... ,m) AMAaMo

1 1
d( nm),xi)<— 1 ‘ai(nm) —a‘ <=.
m m
be3 rybuTka onmTocTH MOXEMO MPETIIOCTABUTH J1a j& HU3 { Nm} cTporo pactyhu HE3 .

Cana MoXeMo JeuHUCATH HA3 CKarapa {an} sy3muMo a, =a+13a n<N; uza
1 .

N, <N<N,, uonabepumo a,=a+—, m=12,... JlokaKuMo Ja je 0Bo 1odap u3oop.
m

3a j0Ka3 HHKITy3Hje Iev( f.a ) O Lilev ( f, ,an) y3UMaMo OJIaKinaBajyhy OKOJHOCT a pajuMo
ca Fell —Tomomorujom. Yamumo na je lev ( f ,a) NV #0,V orBopeH moackym ckyna X .
Nzabepumo Tauky xDIev( f ,a) NV u £>0 takBy na Se[x] UV . Kako X mpunana
KOJISKITH]U TayaKa HU3a {XI} , MoxxeMo m3abparu K [1[] * Tako ja Baxu

%< " d(xk,x)<§.

N | ™

3a ¢uxcupano N = N, onja noctoju Hajeehu M takaB naje N= N, .

N3 nejeqnakoctn
1 1 1
d( :),Xk)<a, ‘O’S;n) —C)"<E " fn(wﬁ,T))sa&;”) <G+E:an

UMaMo J1a je ai?)Dlev(fn,an).

30



Takohe Baku

d(a{?),x)sd(a{,T),xk)+d(xk,x)<%+§s%+%<g,

naje a&n) Ov.

To 3naunm na ma 3a ceako N> N, Baxu V N Iev( fn,a'n) # [J . Jlokaszanu cMmo j1a je
lev(f,a)OLilev(f,,a,)

TaKo Jia je Iev( f ,a) =PK —Iimlev( fn,an).

(2) U3 ycnosa lev(f,a)OLi Iev( fn,an) u cBako a UU u 3a Heku HU3 {an} KOjH
KoHBeprupa ka a , cienu naje epi f O Liepi f,. [la 6u nokasamu naje Lsepi f, Oepi f,
MPETIOCTABUMO CYITPOTHO Jia (X, ,B) OLsepi f, Takas na (X, ,B) Oepi f.Onmaje B<f (X)
Mosxemo Hahu pactyhu a3 Ny <N, <ng<... u (X, B ) Depi f, Taxas jna Hu3 {(xk , By )}
KOHBEPrUpa Ka (X, ,8) . Mzabepumo ckanap @ wsmehy B u f (X) U HEKa je {an} HU3
CKallapa KOju KOHBEHTHPAjy Ka & , 32 KOJH BaXXu Iev( f ,a) =PK —-1lim Iev( fr an) . Tama 3a
I0BOJbHO Bexnko K Baxu [ <4, . 3a csako takso K mmamo X, [llev ( fr s On, )

U3 ycnosa leev( fn,a'n) O Iev( f ,a) CIIe/In J1a je XDIGV( f ,a) . IIITo je KOHTpaaUKIKja Aa

jef(x)>a.
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