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UVODNA REC

Ideja da radim na ovoj temi proistekla je iz jedne diskusijecsaicimacetvrtog
razreda specijano-matem#idg odeljenja Valjevske gimnazije, kojima sam impidiku
da odrzim nekolik@&asova. Namera mi je bila da ih uvedem u oblastuatee algebre i da

im pokaZzem da se sa brojevnim intervalima moZze radiiglkao i sa oltnim brojevima.

Kako sama tema zahteva nekolilasova uvoda, dosetila sam se da nasSu raspravu
povezem sa svojim master radom, a kako da ovu idéjninu joS prakténijom i
primenljivijom pomogao mi je mentor, docent dr Miroslav Marispomenuvsi mi
platformu Moodle Iskoristila bih ovu priliku da mu se zahvalim na pruzenoj podrsci i
savetima koje mi je davao i time mi pomogao da oblikujem svajatpa zamisao. Takie
bih se zahvalila prof. dr DuSanu Tégii prof. dr Aleksandru Lipkovskom, koji su svojim

savetima i predlozima poboljsali tekst ovog rada.

Rad obuhvata 64 strane, 31 sliku i literaturu od 25 bibliografskih jedinica.
Koris¢ena literatura je dostupna u biblioteci Matewiaig fakulteta Univerziteta u
Beogradu, u biblioteci Valjevske gimnazije, Gradskoj biblioteci grada Valjeva, kao i u
biblioteci IstraZivéke stanice Petnica. Jedan deo navedene literatute gkektronskoj

verziji preuzet sa interneta i preveden sa engleskog jezika.
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1. MOODLE

1.1. UKRATKO O MOODLE-U I NJEGOVOJ INSTALACIJI

Naziv Moodle je skra&enica od, Modular Object-Oriented Dynamic Learning

Evironment”. To je softverski paket dizajniran da oméglreiranje kurseva za koje je

dovoljno imati pretraziva (Firefox, IE, Safari, Opera.). Njegova upotreba bi se mogla

dopasti naréito ucenicima i studentima, jer na jednostavartimamogu da postave,

razmenjuju i komentariSu neka nova saznanja i informacije. Korisnici kojima instalacija

moze predstavljati problem, informacijeMoodleu, njegovom razvoju i instalaciji mogu

nati na zvantnom sajtu [1].

Moodle je besplatan softver otvorenog koda za preuzimanje, ceojes i

modifikovanje. Izmene u njegovim
temama, jezkim paketima i
modulima mogu vrSiti poznavaoci
PHP-a,CSSa i HTML-a. Prvobitno
je pravljen za operativni sistem
Linux, ali razvijene su i verzije za
Mac OS X iWindows korisnike.
Upoznavanjem sa viSe verzija
Moodlea, paev od 1.5., preko 1.6.,
1.8. do 1.9.7.1 2.0., moze se uvideti
kako se razvijao, Sta je to Sto se

menjalo, Sta je ostajalo isto i koliko

Slika 1. Izgled stranice sa uputstvima za instalaciju Moodle-a
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paznje je poklonjeno kom usluznom elementu. Novije veMogedlea sadrze dodatak pod
nazivomXAMPP. Ovaj paket odgovaradem broju platformi i sastoji se ggpacheHTTP
servera,MySQL baze i interpretera za programske jeziddP i Perl. Uloga XAMPP

dodatka je da instalacijimi jednostavnijom.

Ako se pri instalacii naOS WindowsVistali Windows7 nakon zapé&etog
formiranja baze podataka pojavi beo ekran i instalacija da se nastavi, onda se predlazu

dede’i koraci:

Kreirati moodledatdolder negde na tanaru (recimo c:\wwwroot\moodledata).

Desni klik na foldermoodledata selektovatiProperties a potom selektovati
Securitytab.

3. Kliknuti na Everyone(Userg na vrhu prozoraGroup or User namgsa potom
kliknuti Edit.

Cekirati Aow read and write permissions for Everyone
Kreirati config.php(slika 2.) u glavnonMoodlefolderu.

I - a
File Edit Fermat View Help

01 unset ($CFG) ;

02 $CcFG->dbtype = 'mysql’; //Database Type

03 $CFG->dbhost = "localhost'; //Database Host

04 $CFG->dbname = "moodle’; //Database Name

05 $CFG->dbuser = 'root'; //Database User

06 $CFG->dbpass = ; //Database Password

07 $CFG->dbpersist = fa1se

08 $CFG->prefix = "md] //Tab1e prefix

09 $CFG->wwwroot = 'http //10ca1host/mood1e //Location where moodle is accessed
10 $CFG->dirroot = C \wwwroot\mood e’ //D1rectory of Moodle

11 $CFG->dataroot = "C:\moodledata'; //D1rectory of moodledata folder (Created in
step 1,

12 //should be 1naccess1b1e through HTTP)

13 $CFG->admin = 'admin’

14 $CFG->director perm1ss1ons = 00777; // try 02777 on a server in Safe Mode

15 $CFG->unicodedb = true; // If Datah . . .. .
16 require_once ("$CFG->dirroot/1ib/set Slika 3. Deo ekrana odnosno stranice na kojoj se bira
17 // MAKE SURE WHEN YOU EDIT THIS FIL H HPA H

18 // RETURNS, OR ANYTHING ELSE AFTER jezik instalacije

19 7>

a

Slika 2. Na slici je prikazan sadrzaj fajla Config.php
zivacu treba ponovo ukucati URMoodlea (ttp://127.0.0.1A4li http /llocalhosy, nakon

¢ega se instalacija nastavlja. Na narednoj stransiér se odlduje za jezik sajta (Slika
3.), potom se formira baza i ukoliko nema dodatnih smetnji, pojavljuju se poruke ,Success”
i ,Main databases set up successfully“. Na jednoj od é&lledtranica pojavie se forma u

kojoj korisnik definiSe parametre za svoj Mood&t i za naslovnu stranictrgnt page.
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Ukoliko se server ne pokrene nakon prvog odjavljivanja ili stopiranja, savet je da se
zaobile startovanje i stopiranjdoodlea saxampp_controi da se to &ni pomaiu BAT

fajlova @pache_start, apache_stop, mysql_start, mysql) gtaazanih na Slici 4.

Slika 4. Kontrole za pokretanje i stopiranje Moodle-a
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1.2. OTVARANJE I UREDIVANJE NALOGA

Kreiranje novog nalogaNew Account vrSi se nakon instalacijMoodlea i

definisanja parametara za naslovnu stranicu. Tipovi kékgnnaloga su:
» studentski - Studerfbmogtava jedino interakciju sa sadrZajima kursa)
* nastavniki sa dozvolom izmene sadrzaja eather with Editing Permissions
» nastavniki bez dozvole izmene sadrzaja eather without Editing Permission
» kreator kursa — Course Creator

* administrator — Administratomoguava gotovo sve u radu sé&oodleom)

Slika 5. Kreiranje novog naloga
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Slika 6. Modifikovanje i aZuriranje naloga

Uredenje pdéetne stanice tek otvorenog naloga omi@yaju blokovi sa strana.
Jedan od njih je prikazan na Slici 7. Klikom na PodeSavanjetpe stranetvara se strana
na kojoj se navodi puno i skeno ime sajta, opis petne strane sajta i drugo. Na Slici 8.

prikazan je izgled jedne petne strane.

Slika 8. Pdetna strana kursa Predstavnici brojevnih intervala u elementarnom

i algebarskom rainu
Slika 7. 1zgled bloka za

administraciju sajta
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Jedan od blokova prikazanih sa strana (odatlegatjihov nazivside blok$ je
kalendar Calenda). Ovaj dodatak omogava svim korisnicima da markiraju bitne
datume i dogdaje, a sve to u saglasnosti sa tipom njihovih naldgko se i razlikuju

sledei tipovi dogataja:

« globalni dogdaj
» dogataj na kursu
e grupni dogdaj

* korisniki dogaiaj

Slika 9. Pregled dogaja u bloku Kalendar

Postoji joS par blokova koje je moégidodati po potrebi
(Slika 10., Slika 11.). Neki od njih su: najnovije vesti,
aktivnosti, aktivni korisnici, poruke, predstéje dogaiaji,
prisutni korisnici, itd. Kako se iz samog naziva négja

njihova svrha, nije neophodno objasnjavati svaki posebno.

Slika 10. Dodavanje blokova
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Slika 11. 1zgled peetne strane kursa sa blokovima sa strane
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1.3. KREIRANJE I UREDIVANJE KURSA

Kreiranje novog kursa omogeno je blokom
¢iji je naziv Administracija sajta (Administration
blocK. Klikom na link Kursevi otvara se padaju
meni prikazan na Slici 12. Nakon klika Bevdajuredi
kurs otvara se prozor u kom se bira novi kurs ili nova
kategorija. U ovom koraku moze se odabrati neka od
ve¢ postojeéih kategorija pod kojom se otvara novi
kurs ili se moze formirati nova kategorija. Korekcije i

promene se mogu vrSiti naknadno.

Slika 12. Blok za uréivanje kursa

Slika 13. Deo stranice sa zahtevima zaiwanje kursa
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Sada kada je kurs formiran moze se pristupiti njegovordivangju. Na Slici 13.
prikazani su zahtevi na koje korisnik mora odgovoriti da bi mogao da radi na tek

otvorenom kursu.

Kako je ova tema algebarska, najpre je formirana kategdajgematicspa je u
okviru nje formiran kurs pod punim nazivorRredstavnici brojevnih intervala u
elementarnom i algebarskom ctanu Od korisnika se zahteva i kratak naziv koji se
pojavljuje uNavigation baru kao neka vrsta pte. Skr&eni naziv ovog kursa JBIEAR
Identifikacioni broj kursa ukoliko ga poseduje, korisnik moze uneti na ovom mestu, u
suprotnom polje treba da ostavi prazno. StdRegimeatice, potrebno je ukratko opisati
namenu i cilj postavljenog kursa. Pé@rmatomse bira kog oblik&e biti kurs. Neki od

ponudenih i nage&e korigenih su:
» tematski formatTopic
* sedméni format Weekly
* druStveni format$ocia)

Format koji je bio najpogodniji za izradu ove teme je tematski forfigpi€), u kome je

izabrano 10 tema:
1. Uvod
2. R&unski predstavnici brojevnih intervala
3. Neke transformacije tanskih predstavnika brojevnih intervala
4. Funkcija brojevnih intervala
5. Brojevni intervali u algebarskomdanu
6. Brojevni intervali i nizovi
7. Brojevni intervali i aritmetika, geometrijska i harmonijska sredina
8. Brojevni intervali i neki algebarski odnosi
9. Zakljucak

10. Prepordena literatura
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Nakon izabranog formata,d&u se:Broj sedmica/tema, Datum petka kursa, Dodaci za

upis, Obavestenje o isteku upisa na kurs, Grupe, Dostupnost, Jezik, itd.

Alati koji ¢e biti od velike koristi za sdevanje
navedenih tema prikazani su na Slici 14. Kako bi ovi simboli Slika 14. Simboli za
za editovanje bili dostupni, potrebno je Kkliknuti bi&ljuci editovanie teks

uredivanje (Turn editing of u gornjem desnom uglu. Strelice oméagwaju korisniku
pomeranje tema udesno, naviSe ili naniZze, odnosno promenu njihovog red’ # da;
omoguiava etitovanje teme X - brisanje aktivnosti® - omoguava skrivanje aktivnosti
od studenata, ili ponovno prikazivanje aktivnosti ukoliko jé tda skrivena; i koné&no
& - sluzi za prikazivanje grupa.

Sled€e dve opcije vredne pomena Bwdavanjeaktivnosti (Add an activity i

Dodavanje resursgAdd a resourse prikazane na slikama 15. i 16. Pod dodavanjem

aktivnosti podrazumeva se dodavanje:

baze podataka

« foruma
e izbora
* lekcija

e pri¢aonica

» recnika

e testa Slika 16. Dodavanje resursa
* upitnika

» zadataka

Slika 15. Dodavanje aktivnosti

Za kursPredstavnici brojevnih intervala u elementarnom i algebarskodoma
najprikladnije je bilo izabrati aktivnostekcija (Lesson Module Klik na ovaj link, iz gore
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prikazanog padagieg menija, vodi na stranicu na kojoj se popunjava paziv lekcije. Na
novootvorenom prozoru podene su i opcije zaocenjivanje, kontrolu toka lekcije,
formatiranje lekcije, kontrolu pristupatd. U okviru lekcija mogu se dodapitanja, grupa
pitanja, tabela grananja, stranica sa pitanjetd iznad navedenom kursu dege su

zastupljene lekcije sa tabelom grananja ili stranicom sa pitanjima.

Kreiranje lekcije korisnik p&inje klikom na ikonicu £ . Odavde odlazi na novu
stranicu (Slika 17.), na kojaje primetiti prostor za unos teksta neSt@asiiMicrosoft
Wordu. Sa dodatkon < se mozda «ena korisnika nije susretala. Njegova svrha je da

korisnika prebaci u HTMEditor, ukoliko ima potrebu za tim.
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Slika 17. I1zgled prostora za unos podataka

Korisnicima koji ¢e Moodle koristiti za kreiranje lekcija iz prirodnih nauka
(matematike, fizike, hemije i njima srodnih), zapis formula se moze na prvi pagiet u
problemattan. Postoji viSe r@na i modula koji mogu omogii jednostavan zapis
dozenih matematkih formula. PoStiMoodle podrzavarexi Algebarskunotaciju, kreatori
kurseva moraju zahtevati od administratora da aktivira ove filtere ukolikanij@ Na
poc¢etnoj strani u blokuAdministracija sajta (Administrationblock) potrebno je izabrati

Module U padajgem meniju klikom néaFiltere (Filters) otvara se stranica prikazana na
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Slici 18. Potrebno je aktivirati filter pod nazivohex notacijai Algebarska notacijaSada
je sve spremno za unos matertkdh formula, svakako pod uslovom da korisnik zna da

radi u Texu. Formule se prilikom unosa kucaju unufi@x] i [/tex] (prikazano na Slici
17.)[2].

Slika 18. Aktivacija potrebnih filtera

Ukoliko korisnik ne poznaje rad Tiexu, postoji viSe ndna da ubaci potrebne
formule. Neki od njih su instalacija dodatnih modula tj. filtera, kao na prify@iMCE, A
Wysiwyg Equation Editor, fully working HTML editor, FCK editibd, Navedeni filteri se
mogu preuzeti sa ¥espomenute internet stranice na kojoj se mogti haputstva za
njihovo instaliranje [1].

Ovim se zavrSava ovo kratko izlaganjdMoodleu. Namera je bila da se dotaknu
svi bitni alati, opcije i mogtnosti kojeMoodle ima i pruza kako bi rad s njim bio Sto
prijatniji i jednostavniji.
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2. PREDSTAVNICI BROJEVNIH INTERVALA

Za brojeve koji imaju beskotao mnogo decimala i za koje nije dma nikakva
zakonitost moZe se fiksirati samo jedbrojni razmaR, odnosno razmak na brojevnoj

pravoj za koji se moze tvrditi da se pomenutacugdi sigurno nalazi u njemu. Kao degi

primeri uzimaju se brojevi\/E ili =. Kada pred & padnu sve mogie greSke koje bi se
mogle ispreiti pri reSavanju nekog problema, ideja za dmae brojevnih intervala je

sasvim prirodna i razumljiva [22].
Neki od moguih problema na koje se moze ¢iau:
— nepoznate valine po samoj svojoj prirodi javljaju se kao brojeurtervali
— nekada sami uslovi zadatka ne zahtevajndadrelivanje nepoznatih vealina
—kada je nepoznatu iz nekih razloga nendegiano odrediti

—kada je nepoznata takve prirode da je dovoljné@ davoljno suzen brojevni interval u
kome se ona kée, pa se odmah ili nizom nekih¢tenskih radnji dobije njenadaa ili

priblizna vrednost
Radi ilustracije nekih jednostavnijih problema naeaso par primera.

Primer 2.1.Odrediti vrednosty za kojece kvadratna jed@nax?- 2x +y> -7y + 7 =0

imati realne i raztiite korene.

Potrebno je i dovoljno d& lezi u intervalu izméu 1 i 6, a to se lako moze pokazati

pomdaiu diskriminante za koju treba da vaZi® 0- Dakle:

D= 4- 4y’ - Ty+7)=— 4y° + 28y - 24= 46~ y)(y-D.

! Pojam brojni razmak preuzet je iz radova Mihaila Petrovi¢ Alasa. Danas bi se umesto ovog, moZda nekome
arhai¢nog termina, koristio termin brojevnog intervala.
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Primer 2.2.Stepeni red sa pozitivnim koeficijentinag+aix+a,+... bice konvergentan

ako sex nalazi u brojevnom intervalu R; R), gde jeR=lim . Sliéno, redce biti

1
— 00 n’an
divergentan ako semalazi van tog intervala, odnosno radijusa konvergencije [3].

Primer 2.3.Za velike vrednostn je teSko izraunati n! koji tada ima veliki broj cifara.
Stoga je nekada jednostavnije koristitijenicu dan! uvek uzima vrednost koja se kee
izmeiu sledée dve [3]:
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2.1. OSNOVNI POJMOVI

Neka je dat interva(a,b). Funkcija f (1) na ovom intervalu se moze formirati na
sled&i nadin:
1) zad=A, fA= a ,azal=4,, fAD=p,
2) dok A uzima vrednosti iz interval&ii. 4z). funkcija /) dobija vrednosti iz
intervala(a,b).
Tako dobijena funkcijaf (1) naziva seracunski predstavnik intervalga,b), a interval
()ll,/lz) se nazivgarametarski interva]7, 20].

Ady g Ah

, za r&unski
/]1 _/]2 /]2 _/]1

Ukoliko se sa® i £ oznae sledéi izrazi a =

predstavnik intervalz{a, b) mogla bi se uzeti bilo koja od sldile funkcija:

1) f(A) =ata+pgib,

1

2) (1) = (@D& +A08)n ,MIN,az0b=0,

3) f(1)= a” m”.

Svaki raunski predstavnik intervalfa,b) ima osobinu da moze uzeti bilo koju vrednost u
tom intervalu kada se za parametdr uzme podesno odabrana brojevna vrednost iz

intervala (A, A,).

Primer 2.1.1.Interval (2,5) imée za svog r&unskog predstavnika sa parametarskim

intervalom (1,3), funkcijuf (/l) = 20 +5p4, gde sua :T i ,6’:71, odnosno:

f(/])ZZLs_A +5|:ﬂ_1: 6—2A+5/]—5:1+3/].
2 2 2 2

Na osnovu prethodnog primera mogao bi se postaviti @ledbtev (Slika 19.):
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Slika 19. Izgled jednog postavljenog zahteva u Moodle-u

Sa r&unskim predstavnicima brojevnih intervala moze semati kao i sa olbnim
brojevima. Ov&injenica predstavlja jedan od razloga za njihovodevge. Predstavnici
brojevnih intervala, kao Sto se moze videti iz prilozenog, su niSta drugo do funkcije
definisane na tim intervalima. Kako je linearna funkcija jedna od prvih sa kojom se

sre&emo, u narednoj glavi uvodi se pojam linearnog predstavnika brojevnog intervala.
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2.2. LINEARNI RACUNSKI PREDSTAVNICI BROJEVNIH INTERVALA

Ako je f(A) linearna funkcija po paramatrdi oblika f(4) = u+vA, gde suu i
v vrednosti nezavisne odl odreiene za dati intervala, b) onda je:
u+Av=ai u+tA,v=h.
Odavde se nizom jednostavnih transformacija:
u=a-Ayv,
a-Av+A,v=b,

v(A,-A)=b-a,

dobija:

u= -
/]2_/]1 /]2_/]1

Izdvojmo sada dva jednostavnadglja u zavisnosti od vrednosti koje uzima paramgtar

Slwaj 1.Neka sud, =-11i A, =1, tada je rédunski predstavnik brojevnog interva(a, b)

funkcija:
f(A) = u+va,
gde je:
a=u-vib=u+v,
odnosno:

_b+a b-a
u= V=

2 2

a parametarski interval je (-1,1).
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MozZemo primetiti da su krajevi intervaléa,b) simetréni u odnosu na sredinu tog

intervala.
Ukoliko bi se trazilo da je funkcijd? =a zaA=-1i fA=5 za A =1 na intervalu
{a, b). dobili bismo:

u-v=ai utv=h.
Kako je a<b, v ¢e biti vee od 0 {>0).
Ukoliko bi se traZilo da j§d=a zaA=1 jfll)=b z34=—1 npaintervalula, b).
dobili bismo:

u+tv=ai u-v=h.
Kako je a<b, u ovom sldaju v ¢ée biti manje od 0y<0).
Slweaj 2. Neka sud, =0 i A, =1. U ovom sl&aju rasunski predstavnik intervaléa,b) je
funkcija:
f(A) = u+va,
gde je u= av=b-a, a parametarski interval je (0,1). Tada g& u b=u+v, Sto nam
pokazuje da su krajevi interva(a, b) nesimetrni u odnosu na vrednost.

Ukoliko se traZi da j¢4)=a zaAi=0ifdl=F za)l=1, dobija se:
u=aiu+v=h.
Kako je a<b, onda sledi da j&>0.

Slicno tome, ukoliko se trazi dafé2)=a zad=1i f(1)=b zaA=0, tada se dobija:
ut+tv=aiu=h.
Kako je a<b, odavde sledi da jg<0.

Intervali koji su korigeni u navedenim séajevima odabrani su kao

najjednostavniji predstavnici, s jedne strane sird@triintervala, tj. intervala oblik@ 4 4)

i s druge strane onih nesimétiih na koje se&e&e nailazi. Zbog svoje jednostavnosti,
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funkcije f(/l) dobijene u prethodna dva &hija nazivamonormalnim raunskim
predstavnicimantervala(a,b).

Funkciju:

f(A) =u+vAd, u= b+a, v:E
2 2

sa parametarskim intervalomd (-11) nazivamo simetriznim normalnim raunskim

predstavnikoma funkciju:
f(A) =u+vd, u=a, v=b-a

sa parametarskim intervalom D(O,l) nazivamo asimetrenim normalnim rgunskim

predstavnikonilntervala(a, b) [5, 7].
Dalje u tekstu sa. ¢emo ozn&avati broj koji pripada intervalu (-1,1), a gabroj

koji pripada intervalu (0,1). Uv®njem « i 6 simetrtne i nesimettine normalne

predstavnike intervaléa, b) mozemo zapisati na sledeacin:
1) simetrini normalini predstavnik:

b+a b-a_
tw =u+aw,
2 2

gdec¢lan u predstavlja sredinu interva(aa, b), aclan v njegovu poluduzinu.
2) nesimetréni normalni predstavnik:
a+6(b-a) =u+6v,

gdeclan u predstavlja prednji kraj intervalea,b), aglan v njegovu duzinu.

+
Primer 2.2.1. Simetréni normalni predstavnik intervalg0,b) je oblika 1Tab,

asimetréni normalni predstavnik istog intervala bi béb.

Primer 2.2.2.Simetrni normalni predstavnik intervald- a+a) je «a,a asimetiini

normalni predstavnik istog intervala ﬁz@—l).
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Primer 2.2.3. Ako je x broj sa p decimala, takav da je:
X=maa,...a,,
gdemOZ, a a, je njegova k-ta decimala [6], onda 8ese nalazi izmdéu brojeva:

maa... 30< x<x maa,...a,999..

Simetreni normalni predstavnik ovog intervala je:

S .
maa,..a,0+ {1+ w), ~1<asl,
Asimetricni normalni predstavnik gore navedenog interval je:

maiaz...ap0+li 0<6<1.

ek
Primer 2.3.4Broj 3,141 predstavlja broj zapisan sa tri decimale, pa mozemé@ da se
brojn nalazi izméu brojeva:
3,141 <n< 3,142.
Normalni predstavnici ovog intervala su:
simetrigni: 3,1415 +a 10,0005,

asimetréni: 3,1410 +6 10,001.
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Slika 20. Deo lekcije Linearni &anski predstavnici brojevnih intervala

3. NEKE TRANSFORMACIJE RACUNSKIH PREDSTAVNIKA
BROJEVNIH INTERVALA

Neka sud i u dva promenljiva parametrd{4} i @{u) dva raunska predstavnika
jednog istog brojevnog interva(aa, b), a ()ll,/lz) [ (,ul,,uz) parametarski intervali. Pitanje

koje se prirodno nande je - da li postoji neka veza iztheovih elemenata?

Posto su funkcijef (A) i ¢(,u) definisane na sleden&iin:
f(A)=aid(u)=a
f(A,)=b i $(u,)=b,

primetimo da je:

f(/]l):¢(ﬂ1)i f(/]z):¢( 2)-
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Na osnovu ovako uspostavljene veze, moze se odrediti int(aﬂya&z) parametraA

ukoliko je poznat interva(pl,uz). Naravno, vaZzi i obrnuto.

Tvrdenje 3.1. Neka je dat raunski predstavnik interval(n b) u obliku funkcije f (A1) sa
parametarskim intervalor(Ml,Az). Tada je normalni simetmi oblik ovog predstavnika

funkcija:

+a;f(/12); f(/]l), ~1<a<l.

£(A,)+ (A,
PRMUNSLN

Dokaz(Slika 21.): Trazeni predstavndle biti oblika:

dle)=u+av, —1sa<l

Kako je:
f(A)= ¢(_1) =u-vi f(/]z): ¢(1): u+v,
sabiranjem ove dve jedtiae dobija se:

2u=f(A)+ (%)

_ fA)+f(A,)

a njihovim oduzimanjem:

pa je traZzeni predstavnik:
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Slika 21. Izgled dokaza Tdenja 3.1. u Moodle-u

Tvrdenje 3.2. Neka je dat raunski predstavnik interval(aa, b) u obliku funkcije f (A) sa

parametarskim intervalon(Al,Az). Normalni asimettini oblik ovog predstavnika je

funkcija:
o(A)=t(1)+6[f(1,)- (1), 0<6<1.
Dokaz Trazeni predstavnik treba da bude oblika:
#(6)=u+a, 0<6<1.

Kako je:

dobija se da je:
u=f(A)iv=~f(,)- (1)
pa je trazeni normalni asimetni oblik predstavnika intervaléa, b), funkcija oblika:

#(6)= (1) +6[f(1,)-(1,)], 0<sH<1m
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Tvrdenje 3.3.Neka je dat simetthi normalni predstavnik f(e)=u+av, -1<a<1

intervala(a,b). Asimetricni normalni oblik ove funkcije je:
#(6) = u-v+26v, 0<6<1.
Dokaz Trazena funkcij&e biti oblika:

#(60) = u+6v, 0<H<1.

f(=1)=@(0) | f(1) = 1),
sledi da je:
U—V=U jU+V=U +1,
odnosno:
uU=u-v,
V= U+ v- (u—v),
V=2V,
pa je traZzeni asimetmi normalni oblik navedene funkcijé(a), funkcija:
#(6)=u-v+26s, 0<6<lm

Tvrdenje 3.4.Neka je dat asimetmi normalni predstavnik f(6)=u+6v, 0<6<1

intervala(a, b). Simetreni normalni oblik gornje funkcije je funkcija:

¢(a)):u+%+a)%, ~1< <.

Dokaz Iz:

f(0)=¢(-1) i £()=¢()
sledi:

u=u-v'i u+rv=u+v.
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Sabiranjem ovih dveju jeddi@ma dobijamo:

,_ 2u+v \Y;
u-= :u+

a oduzimanjem istih:

pa je traZzeni normalni oblik polazne funkcije:

¢(a)):u+%+a)%, ~1<sa<lm

6

1 :
- - n+— -n+ ] >~ 7 H H 1
Primer 3.1.Kako je A=+2mn 2e ', 0<6'<] moze se nma asimetréni normalni

predstavnik zan [3].
5

1
Uvodenjem da je N¥ 2n’ 2™, nl zapisujemo kaoi= N[&2".

Neka je:

A

f(A)= N&#>, 0<A<]

p(6)=u+e, 0<O<1.
Kako je:

f(0)=¢(0), i. N=u i

1

f(1)=¢(1), tj. NEE> =u+y,

dobijamo da je:
1
u=N i v= N{e12n —1].

Stoga je trazeni asimetri normalni predstavnik zal :
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L 1
N+«9N(812” —lJ = N[l+6(elzn —lJ], 0<6<1.

4. FUNKCIJA BROJEVNOG INTERVALA

4.1. FUNKCIJA BROJEVNOG INTERVALA
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Definicija 4.1.1.Neka je z:(x, y) jedan brojevni interval. Funkcijaf(z) ¢e biti jedan

brojevni interval oinka(N,I\/I), gde je N najmanja vrednost, a M najaevrednost koju

funkcija f(z) dobija kadaz uzima vrednosti oc do 'y .

Navedeni interval za simetriog normalnog predstavnika ideizraz:

Z= f(z): M;N+a)M;N —l< w<],

a za asimettnog normalnog predstavnika izraz:
z= f(2=N+6(M -N)0<H<1.
U slutaju da je f(z) monotono rastta funkcija promenljivez u intervalu(x, y), bice:

N=f(x) i M= f(y),
a u sl¢aju monotono opadaje funkcije bée:

N=f(y) i M=f(x).
Ako f(z) nije ni monotono rast@ ni monotono opadaja funkcija, tj. ako f(z) ima za
neko z=(x y) maksimume koji su \é& od obeju vrednostif(x) i f(y), onda za M treba
uzeti najveéi od tih maksimuma. Isto tako, aké(z) ima za nekoz=(x, y) minimume koji

su manji od obeju vrednoslﬁ(x) [ f(y), onda za N treba uzeti najmaniji od tih minimuma

[8, 19].
Primer 4.1.1.Ako je z=u+6&, 0<6<1 normalni asimetiini predstavnik jednog

intervala, odrediti kvadrat tog predstavniza= (u+ 6\/)2.
1z:
6=0, f(0)=N=u?
6=1 f1)= N+ M-N=M=(u+v),
M- N=V+2uy,

sledi:
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2= +6'(V +2uv), 0<'<1.

Primer 4.1.2.Ako je z=u+av, —1<a <1 normalni simetdni predstavnik nekog

intervala, odreditiZ2 = (u+ aw)?.

Ako je:
azﬂqf&ﬂ_M;N—M;N=@-ﬂ3
N=(u-v),
“=1 f(l): M;—N_l_ M;N :(U+V)2,
M = (u+v),

onda se dobija:

7’ = M;NHJM;N =W+ V +2uv, —1<a'<].

Primer 4.1.3Neka je z=u+&0<6<1, nai 7 =(u+&).
Kako je 0<6<], za:

6=0, f(0)=N, N=u?,

6=1 f)=N+M-N=M, M=(u+v)’,
dobijamo:
M- N= 30 v+ 3uv’ +Vv°,
pa je:
2= (¢ +(3v+3u? +v2)g, 0<@'<1.

Primer 4.1.4Neka je z= u+av-1< e <1 Nati Z =(u+awv)’.

Kako je —1<a <1 za:
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dobijamo:

M N B+3 w3 ui+ V+ -3 v+3uv -V
2

= +3uv,
2

M-N

=3U°v+Ve
Konano je:
2 =(d +3uf)+ (v +3utv), -1< @<l
Primer 4.1.5Neka je z=u+&,0<6<1 u> 0v>0. Na&i logz=log(u+&v).
Za:
6 =0, f(z): N, N =logu,
6=1 f(z)=M, M=logu+v),
dalje dobijamo:

log z= log u+ &'(log(u+ v) - logu),
logz= logu + 6'I0g{1+ Xj, 0<@'<1.
u

Primer 4.1.6Neka je z=u+ &/ ,0<6<1 Nai e* =e"?.
Za:
=0, f(0)=N, N=eg",
6=1 f()=M, M=e",
dobija se:

é=¢ +49'e”(eV - ]),Os g'<1
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Na Slici 22. prikazan je prethodni primer u Moodle-u:

Slika 22. Primer 4.1.5. i Primer 4.1.6. u Moodle-u
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4.2. FUNKCIJA VISESTRUKIH INTERVALA

Definicija 4.2.1.Neka suz = (x1 yl) Iz, = (xz, yz) dva data intervala. Funkcijaf(zl, 22)

dveju promenljivih bie jedan interva(N,M), gde jeN najmanja vrednost, &1 najveia
vrednost funkcije f(zi,zz) kada z, uzima vrednosti iz intervala(xl,yl), a z, uzima

vrednosti iz(x,, y,).
Navedeni interval za asimetne normalne predstavnike ima izraz:
Z= 1z,2)=N+6(M-N)0<H<1.

Ako su intervaliz, i z, i sami dati svojim asimetiim normalnim predstavnikom:
z=u,+6yv, i z,=u,+6,v,, 0<6,,6,<],

ondace biti:
X, =U, Yy =U +V,, X, =U,, Y,=U,+V,.
U slwsaju da je f(z,z,) monotono rasta funkcija promenljivihz, i z, na intervalima
(xl,yl) i (xz,yz), bice [8, 10, 27]:
N= f(x, %)= f(u.u,)
M= fy, y)= flu+v,u,+v,),
pa je asimettini predstavnik intervala:
z fz 2= {uwu)+o (u+vu+w)-fuu]
U slkaju da je f(zi,zz) monotono opadaga funkcija promenljivihz, i z, na intervalima
(xl,yl) i (xz,yz), bice [8, 10, 27]:
N= fly, y)= flu+v,u,+v,),
M= f(x, %)= f(u,u,)

pa je asimettini predstavnik intervala:
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z (fz2= Curvu+y)+e (yu)- flu+vu+v).
Primer 4.2.1Nekajez =u,+6Vv,i z,=u,+6,v, 0<6,,6, <LN&i Z=2z+z,.

Za:

N=u, +u,,

M=u+u,+v,+v,,

je:
Z=u+u +6'(v +v,), 0<@'<1.
Primer 4.2.2Nekajez, =u,+6,v, i z,=u,+6,v, 0<6,,60, <1 N&i Z= zz,.
Za:
N=uu,,

M= (u+v)(u, +V,),

dobija se:

Z= yy+a(uv,+vu, +wy,),

0<@'<l.

Slika 23. Primer 4.2.1. i Primer 4.2.2. u Moodle-u
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Primer 4.2.3Nekajez =u,+6,v, i z,=u,+6,v, ,0<6,,6, <1 Na&ti Z= 212 + 222 .

Za.
N=4u’+u,’,
M=(u+y) +(u,+v, ),
dobija se:

Z=Ju?+u,? +0'[\/(q+ v):+(u+w)? —\/ul2 +u22}, 0<6'<1.

Slika 24. Primer 4.2.3 u Moodle-u
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4.3. SISTEM FUNKCIJA BROJEVNIH INTERVALA

Definicija 4.3.1.Neka je daton intervala ;:( X, y), zZ :(>5, 35)2n =(xn,yn). Tada

funkcije 1(f1222,.. rj 2( Z Z... ;) L(;,zz,...zn) ¢ine sistem odp datih funkcija
tih intervala, gde svaka od funkcij§, ima svoj intervalZ, u kom varira, dok svaka

promenljivaz varira u svom interval(x ,y, ).

Ozn&imo sa N, i M, najmanju i najvéu vrednost koju dobija funkcijaf, kada sve

promenljive Z z,,...z, variraju u svojim intervalim.

Asimetricni normalni predstavnici sistema funkcifa, f,,..., f, bice izrazi:
lef1(4 ..... zn):N1+91(M1—N1),
z,=,(z,....,2)=N,+6,(M,-N,),

Z= 1(z...z)=N;+6,(M,-N,),

2= (2. 2)=N,+6,(M,-N,)

Ukoliko se znaju krajevix , y; intervalaz ,bice:
z=u+86'v,
gde suu v, odrefeni pomau X, Yy, jedn&inama:
X =U, Y=Uu-+Vv,.
Ukoliko je neka od funkcijaf, monotono rastta ili opadajia, odgovarajée vrednosti

N, i M, odreiuju se na vé&prethodno prikazan dan.
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Slika 25. 1zgled lekcije Sistem funkcija brojevnih intervala u Moodle-u
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5. BROJEVNI INTERVALI U ALGEBRI

5.1. TRINOM DRUGOG STEPENA

Na intervale, kao reSenja nekih zadataka, nailazi se u zadacima u kojima se traze

uslovi za realnost, pozitivnost ili negativnost nula datog polinoma. Ukoliko koeficijenti
polinoma sadrze promenljiv parameté onda bi se kao reSenje ovakve algebarske

jedn&ine dobio interval u kome se nalazi vrednost paranietra

Primer 5.1.1.Neka je dat polinom drugog stepema + 2bx+c, gde su svia, b,c iz R
Obe nule ovog polinoma su realne i suprotnog znaka akbjedac >0 i ac<0.
Da bi to bio sldaj sa trinomom:
(a- 9% - dax+a -2,
potrebno je i dovoljno da se vrednasnalazi u intervalu (2,5), tj. da je:
a=2+30, 0<6<1.
Primer 5.1.412] Neka je dat trinom:
(4-a)x® - 3x+a+4
Potreban i dovoljan uslov da ovaj trinom ima kompleksne nule je da sealazi u
=
2 2

intervalu (— , fj. da je:
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Neka je potrebno odrediti maksimum i minimum linearne funkci(ex )): ax+ by+c,
gde su pomenljivex i y vezane kvadratnom relacijom:
AX +2 Bxy+ Cy + 2Dx+ 2Ey+F =0.
Najpre se postavlja sleé¢kejednaina:
f(xy)=a.
Eliminacijom jedne promenljive, recimg, dobija se kvadratna jed&iaa po nepoznatox :
Mx’ + 2Nx+P =0,

gde jeP polinom drugog stepena po parametry koeficijentN linearna funkcija odz , a
koeficijentM nezavisan odr . Zadatak se sada svodi na alivanje intervala u kome treba

da se nalazir da bi promenljivax, odrelena gornjim jednganama, bila realna. Predniji
kraj tog intervala predstavljao bi minimum, a zadnji kraj maksimum funkdﬁx, y).
Uslov za to je:
4N? — 4MP > 0,
tj.
N? - MP>0.

Kako je N> -MP polinom drugog stepena po parameiry zadatak se dalje radi &tio

kao u prethodnom primeru. ReSavanjem ovog uslova, dobija se intgavdbnja granica

predstavlja minimum, a gornja maksimum date funkcije.

Primer 5.1.314] Neka se traze maksimum i minimum funkcije:
f(xy)=y-2x

gde su promenljivex i y vezane relacijom:
36¢* +16y° -9=0.

Eliminacijom promenljivey sa y=a + 2x, dobija se kvadratna jed¢ina:

36 + 16a + )’ -9=0,
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38° + 16r° + 6&a + 64x* —9=0,
100¢* + 64rx+ 160> -9=0.
Kako je:
( 64) - a0f16r® - 9)> 0,
tj.

(5+ 4r)(5- 4a)>0,

Nl

sledi daaD[—%, J Minimum funkcije f(x, y) je —%, a njen maksimuni—. Pa je:

f(x, y)zga), -1<a <]

za ma koju vrednosx .

Slika 26. Izgled Primera 5.1.3. u Moodle-u
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Ovakav ndin odralivanja minimuma i maksimuma funkcije, koji ne zahteva
upotrebu izvoda, moze se primeniti i Sire, a ne samo na polinome prvog i drugog stepena.

Analogno prethodnom mogu se odrediti minimum i maksimum funkcije:

f(x,y,z,...),

u kojoj su promenljivex, y, z,... vezane nekim datim relacijandgi je broj za jedan maniji

od broja promenljivih.

Neka je dat trinomax + 2bx+c, gde sua,b,c iz R Za koje vrednostx ¢e ovaj trinom

uvek imati vrednost sadrzanu u datom intervAlug)?
Trazi se da je:
A< aX + 2bx+c< B,
tj. da je istovremeno ispunjeno:
aX +2bx+c-A>01i a¥X +2bx+c-B<0.
Primer 5.1.4Da bi se vrednost trinoma:
x® — 14x + 50,
nalazila u intervalu (5, 26), potrebno je i dovoljno da bude:
x> - 14+ 50-5>0 i x*— 14+ 50- 26<0,
x? - 14x+45>0 i x* - 14+ 24<0,
(x-5(x-9)>0i (x- Yx-12<0.
Odavde dobijamo da(D(—oo ,S)D (9,+oo), aiz drugexD(212). Presek ovih intervala daje
interval u kom mora biti sadrzax:

x0(290(912).
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Slika 27. Izgled dela stranice sa Primerom 5.1.4. u Moodle-u

5.2. KOREN REALNOG BROJA

Neka zax[JR vazi da jel+ x > 0. Prema Bernulijevoj nejednakosti [11] je:

(1+ X" =1+nx,

gde jednakost vazi za=0, iliza n=0, ilizan=1.

Ukoliko se* zameni sax:%, dobija se:

(1+ D) >1+h,
n

1<¥Y1+h 51+D,

n

a odavde vazi:

za ma kakvoh .

Neka je z bilo koji broj veti od 1. Ako se uvede smeda h=z, dobija se:
1<yz<1+ 271

Odavde sledi:
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Ako je z pozitivan broj manji od 1, uzmu li se u nejetinarecipra:ne vrednosti, dobija

se:
1hSn,/ 1 <1l
140 1+h
n
Ukoliko je:
1
_:Z<
1+h .
odnosno:
1-=
h="——
dobija se:
L <vz<1
1-z
1+
nz

n —_ — 1_Z —_
Wz =1 —1+(n_1)z(1 0)0<6<1,

gde Yz tezi jedinici kada n tezi beskaire. Dobijeni obrasci su od koristi za priblizno

odrelivanje n-tog korena datog broja.
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6. BROJEVNI INTERVALI I NIZOVI

6.1. KOLICNIK DVA ZBIRA

Tvrdenje 6.1.1Neka je a, ,a,,...,a, jedan niz realnih brojeva ma kakvog znaka, i neka su

b.b,,...b, 1 A,,4,,..,4, dva niza realnih pozitivnih brojeva. Ozmao sa N i M

. L .. a a a ..
najmanji i najvéi medu brojevima— —% b—” Tada uvek vazi:

1 2 n

Ada +Aa, +..+A.a,
Ab +Ab, +..+ADb,

=N+6(M-N)0<0<1,

za ma kakvelanove nizaa, .

Dokaz Kako je da vazi:

dalje sledi:

A, < 2 cpp
b,

NA b, < a A, < MAD, .

Menjajui k od 1 don, dobija se:
Nib < 8, < MAD,

NA,b <a A <MAD,.

n~n=— “n""'n —
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Sabiranjem ovako dobijenih nejednakosti, dobija se:
N(Ab, +..+A h)<al +.+ald <M(Ab +..+Ab,).

Deljenjem poslednje nejednakosti zbirom:

Ab+...+ADb,
dobija se:
< ad, +..+ad, <
bA, +...+bA,
Odavde sledi:
At B Ny g(M - N) <<
bA, +...+bA,
Posledica 6.1.1Ukoliko je A, = A, =...= A, =1, tada vazi:

Primer 6.1.1.U sluaju dva para brojeva,,a, i b,b,, od kojih je prvi ma kog znaka,

vazice:
&Y% - N+o(M-N)pso<]
b, +b,
gde jeN maniji, aM veli od brojevaﬁ,ﬁ.
1 2

Slika 28. Posledice Tdenja 7.2.1.
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Primer 6.1.2Neka je:
A =1, =xA, =%, A, =x"", x>0.
Ako je:
g+ axt g X +..+ax" = f(x),
b+ Bx+ bX+. .+ X" =4(x)

gde su koeficijent, realni i ma kakvog znaka, g realni i pozitivni, onda je:

—~
~—

flx

#(x

gde N ozn&ava najmanji, a M naj\¥eod brojeva:

=N+68(M-N)0<6<1,

S—|

3 a &

bl
b, b, b

n

Primer 6.1.3Na osnovu prethodnog, mozemo zasiljuda vrednost racionalne funkcije:

2+ 5x+3x% + X3
4+ Tx+ 4x? +8x3

uvek lezi u intervalL(l E) .
8 4
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6.2. ODNOS IZMEDU ZBIRA I PROIZVODA

Neka je a ,a,,...,a, jedan niz pozitivnih brojeva. Zbir elemenata ovog niza

n

0zn&imo sa:
S=a+a,+..+ta,,
a saP sledéi proizvod:

P=(1+ g )1+ & )(1+ &).{1+a,).

(1+ a)(1+ a)=1+ 3 +a,+ aa,,
zakljwuje se da vazi sleda nejednakost:
(1+ a )1+ a)>1+a, +a,.
MnoZzenjem ove nejednakost s&d, dagbija se:
(1+ a)(1+ g)1+ a)>(1+ g+ a )1+ a)>1+a +a, +a,.

Nastavljaju¢i postupak, dolazi se do nejednakosti:

P>1+S.
1z:
. x x* x°
e =1+ -+ —+—+..,
r 2 3
sledi:
e >1+x.

Ukoliko se umestax menjaju vrednostia, a, ,.a,

et >1+a,
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e >”1.+an,
pa se tako dobijene nejednakosti izmnoze, dobijamo sealedgdnakost:
e >(1+ a )1+ 3,).(1+a,)
e’ >P.
Odavde je:
1+ S< P<e®,
pa seP moZe zapisati kao:
P=1+ S+4(¢ - 1- S)0<H<1.
Ukoliko se uvedu slede smene:
1+a, =h,
b+ h+..+ h = T=n+S,
Rh 0.0y, =Q=P,
iz jednakosti:
P=(1+ 9+6(e -S-10<6<1,
se dobija:
Q=(T- m+1)+6(€" -T+n-10<6<1,
¢ime je ostvarena veza izdwezbira i proizvoda proizvoljnog broja pozitivnih brojeva.

U slwaju da sua, ,a,,...,a, pozitivni brojevi manji od jedinice, dobijamo jos jedan

odnos zbira i proizvoda:

S= ai+a2+"'+an’

Q=(1-a)(1-a,).[1-a,).
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(1- a)1- a)=1-(a+ )+ a2,
sledi:
(1- 3)1-a)>1-(a +a,)
Mnozenjem ove nejednakosti sad, dqgbija se:
(1- @1- a)1- a)>[1-(a+ a)lt-a)>1-(a +a,+a).
Nastavljajui postupak dolazi se do nejednakosti:
Q>1-5,
a kako jeQ <1, dobija se:
1-S<Q<1,
odnosno:

Q(1- 9+650<6<1.
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6.3. ZBIR PROIZVODA

Neka sua, ,a,,...,a, i b ,b

dobija se da je:
AR 2 % 2
= Z(a+b) ‘Z(Q -b)*|.
i=1 i
Ako se saN i M ozna&e najmanja i najw@ apsolutna vrednost zbirova:

a+h,g+h,..a+h,

asaN' i M' najmanjai najvéa apsolutna vrednost razlika:

dobijaju se nejednakosti [17]:

E(N2 ~M?)<P i E(M2 ~N?)2P,

gde jednakost vazi za +bh =a +b;, i @ —h =a —b;, tj. kada su svi brojeva, medu

sobom jednaki, a isto tako i sl . P se sada moze zapisati:

p:E[NZ— |\/|'2+¢9(|\/|2 +M©2%-N?-N '2)],0s9£1.
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Posmatrajti izraz:

(a+04)* +(a, +b,A)* +..+(a, +b,A),

moze se zakliiti da on ne moze biti jednak nuli ni za kakvu vredndstjer su mu svi

¢lanovi pozitivni.
To zna&i da kvadratna jedri@na:
CA>+2BA+A=0,

gde je:

A=3°+a’+..+a’,

C=h’+b’+..+b 7

B= gh+ah+..+3ah =P,

nema realnih korena, jer je:

4B* - 4AC < 0.

Odavde dobijamo KoSijevu nejednakost [11]:
P < (qz +g +..+ af)(tf +b?+..+ bnz).

Iz prethodne nejednakosti i nejednako%(iN2 - M'Z)s P sledi daP uvek uzima vrednosti

iz intervala:

G(N2 —M'Z),\/Ej.
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Slika 29. Izgled lekcije Zbir proizvoda u Moodle-u
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7. BROJEVNI INTERVALI I ARITMETICKA, GEOMETRIJSKA I
HARMONIJSKA SREDINA

7.1. ARITMETICKA SREDINA

Prisetimo se formule iz glave 6.1.:

aA +..+a A,
bA, +...+b A,

=N+8(M-N)0<f<1

Ako se uzme da je:

dobija se:

a1+a2:---+an =N+6(M-N)0<8<1

gde suN i M najmaniji i najvéi medu brojevima a, ,a,,...,a,. Ovo zndi da se aritmetka
sredina jednog niza brojeva uvek nalazi u intervalu éznmeajmanjeg i najue2g¢lana tog
niza. Granice intervala se dostizu ucslu kada su svia, meiusobno jednaki. Tada je
M=N, pa se granice stapaju u jednu.

Izraz:

(a+b)+|a-H
—

za ma kakve realne brojexei b je jednak véem od nijih.

Ako je a>b onda je izraz jednak broja i obratno, ako jea<b izraz je jednak broj .

Ukoliko bi vazilo a=b, tada bi se vrednost izraza poklopila sa oba ova broja.
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Ako se saM obeleZi najvé medu brojevimaa, @, ,..a, ,onda vaZzi nejednakost:

(@"’%)"“a _aj‘
2

<M, zasve isvej.

Ukoliko se indeksj fiksira, a zai se uzmu redom vednosk 2. --.M. pa se potom
dobijene nejednakosti saberu, dobija se:

s2(ava)ro>la-alsm

13 n 13
_ZiZZl:ai +E .+§;‘q—aj‘snM.

Ako se sada u poslednjoj nejednakosti menja indeksedom vrednostima 1,2,n,,a

potom se dobijene nejednakosti saberu, dobija se:

n n n n 1 n n
Ezai +§Zaj +§ZZ‘ar —aj‘s n’M .

i=1 =1 i=1 j=1
Kada se novodobijena nejednakost podel$aonda se dobija:

n n n

13 1 1
2 ok T 223 TASM

j=1 i=1 j=1

Ozna&imo sa;:

+ +...+
Ao Atat.ta,
n

aritmetcku sredinu brojeva, a saR sledéi izraz:

Sada dobijamo da vazi:
A+R<M,

g.



Moodle e-kurs o predstavnicima brojevnih intervala u elementarnom i algebarskom racunu 58

A<M -R

Ovim je nalena gornja granica za Kako bi se dobila donja granica &atreba posmatrati
izraz :

(a+b)-|a-b

2 )

za ma koje brojeve i b. Ukoliko je a<b, izraz dobija vrednosa, i obratno, ukoliko je
a>Db, izraz je jednak broju b. Ako se Bhozna&i najmanji meu brojevimaa @, ,..a, ,
onda vazi sled@ nejednakost:

(‘?‘*aj)z“a _ai‘ SN

, zasvei | jiz skupaN.

Slicno prethodnom postupku, ukoliko se fiksira indgkai redom menja sa vrednostima

1,2,...n, pa se potom dobijene nejednakosti saberu, dobija se:
1 1
QZ(W 6})‘52\@ -a|2nN,
i=1 i=1

13 n
a +—

1n
24 zq‘gé\a-a,-\an.

Ukoliko se sada u poslednjoj nejedimh / menja sal. 2 -, ™ a potom se dobijene

nejednakosti saberu, dobija se:

n n 1 n n
gzai +22aj —EZZ‘Q - a].‘z n°N.

i1 =1 ERE
Koristeli iste oznake kao i matas, dobija se:
A-R=N,
tj.
A> N+ R,

¢ime je dobijena donja granica 2a
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Nejednakosti:
A<M -R i A=N+R
nas dovode do novih rezultata.

Oznaimo sa® sled&i izraz:

Mozemo zakljditi da aritmettka sredinaA brojevaa, ,uvek pripada intervalu:

(e Sm-2)
2n 2n

pa odavdé\ mozemo izraziti formulom:

A=N+ Sz +H(M —N—%),Os@sl.
2n n

Ako bi vrednostia, bile meiusobno jednake, dobilo bi se da je:
S=0 i M=N,

a interval u kom lezA sveo bi se na zajediiu vrednost brojeva, [24].
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7.2. ODNOS ARITMETICKE, GEOMETRIJSKE I HARMONIJSKE
SREDINE DVA BROJA

Neka sua i b dva pozitivha broja, i neka se AaG, Hozn&i njihova aritmettka:

A= a+b
2
geometrijska:
G=+ab,
I harmonijska sredina:
H = 2ab
a+b’
Iz identiteta:
ab:[ a+ sz _(a—bjz
2 2 )’
se zaklj@¢uje da je:
abs< [ ar sz
L2
tj.
G<A
gde jednakost vazi zs=b [15].
Iz drugog identiteta:
G? = AH,
dobija se:
G* = AH =GH,
odnosno:
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Odavde se dobija ¥gpoznata nejednakost:
H<G<A,
a dalje se moze zapisati da je:
G=H+6(A-H)0<6<1,
ili

_2ab 6g(a-b)

ab =
r a+bh 2 a+b

0<f<l

Prethodni obrazac se moZe upotrebiti zacimmavanje kvadratnog korena nekog

datog broja sa bilo kojomdaogu.

Stavi li se da je:

Slika 30. Postupak za izlanavanje kvadratnog korena

dobija se:
ab= G = AH=AH,=AH, =...
1z:
G=H+6(A-H)0<6<1,
sledi:

G=H,+6(A -H,)0<6<1,

za ma kojek.
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Iz identiteta:
L+H. 2A_H,._ L -H._, ) L -H._
Ak_Hk:Akl k-1 _ Akl k-1 :(A<1 kl) :(A<—1_Hk—1) A(l k-1 ,
2 AatHog 2AL+H) 2AA+H,,)
vidi se da je:
A1<_Hk<Ak—1_Hk—1’

pa se moZe zakiiti da clan 8(A —H,), iz obrascaG = H, +8(A, —H, ), opada kako

indeksk raste.

Za dovoljno velikok moze se uzeti da je:
Jab=H,.

Primer 7.2.1.Ako se uzme da jga=1 i b=2, dobija se:

Slika 31. Postupak za izmnavanje\/i

Ovim postupkom je dobijena priblizna vrednost brdjé,

V2=H,+6(A,-H,)= ¥1421H 60MO0004

na pet decimal [22].
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ZAKLJUCAK

Na temelju elaboriranog mozemo zakljuda ratunanje sa brojevnim intervalima
pri reSavanju pojedinih problema ima prednost nadnaii racunom. Ova prednost se vidi

u ¢injenici da se iz nepotpuno odenih odnosa moze diodo potpuno ténih rezultata.

U ovom radu:

— uvedeni su osnovni pojmovi intervalne algebre é&ureski predstavnici ovih

pojmova,

— prikazane su neke od transformacija koje se mogu vrSiti nad definisafunskan
predstavnicima brojevnih intervala, kao i konkretni primeri u kojima se navedene

transformacije mogu primeniti,

— izlozen je joS jedan k& za pronalaZzenje ekstremnih vrednosti funkcija bez

koris¢enja izvoda funkcije,
— izvedeni su obrasci za priblizno odreanjen-tog korena datog broja,
— prikazana je metoda za odreanje vrednosti zadate racionalne funkcije,

— izvedeni su odnosi zbira i proizvodnova niza pozitivnih brojeva, kao i odnosi

zbira i proizvoda dva niza realnih brojeva,

— prikazan je joS jedan t@m za odrdivanje odnosa aritmetke, geometrijske i

harmonijeske sredine dva broja,

— izveden je obrazac za iztmnavanje kvadratnog korena nekog broja sa bilo kojom

tanou.

Rad je urden u softverskom paketiMoodle kroz uredno izlozene lekcije.
Spomenuti paket predstavlja jedno od novijihdarwza razmenu informacija,cenje i
proSirivanje znanja. Jedan od razloga zbog kog je ovaj paketédorie njegova

dostupnost i otvoren kod. Time je omdgno njegovo modifikovanje, usavrSavanje i
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prilagaiavanje potrebama korisnika, a sve to u cilju da bar deo nadeestrsire zajednice

spozna lakéu kojom znanje i informacije mogu dopreti do pojedinca.

IMENIK

Bernuli, Jakob (Jacob Bernoulli1654 - 1705) je bio Svajcarski

matematiar i nawnik, prvi iz cuvene porodice matemadra i

profesor Univerziteta u Bazelu. Svojim radovima doprineo je

razvoju infinitezimalnog ré&una (izmeéu ostalog, otkrio je

lemniskatu i laganicu). Sa bratom Johanom z&po je izgradnju

varijacionog rauna, uticao je na razvoj teorije verovaiaa njenih

primena. Poznat je Bernulijev zakon velikih brojeva i Bernulijeva

nejednakost koju je dokazao za sve prirodne brojete ligednake

od dva. Kasnije je dokazano da Bernulijeva nejednakost vazi za sve realne brégeie ve
jednake od -1, a danas je poznato da ta nejednakost vazi za sve realne brgelie ve
jednake od -2. Vrlo je zanimljivo istada je porodica Bernuli u svojim dvema generacijam

dalacak osam matemaara, meu kojima su najistaknutiji Jakob, Johan i Danijel Bernuli.

Diofant iz Aleksandrije (ziveo oko 250. godine nove ere) uprkos tome Sto je bio istaknut
grcki matemattar, vrlo se malo zna o njegovom zivotu. Njegov rad j@n&n u Sest
poglavljaAritmetikekoja su dospela do nas, dok je ostalih Sest poglavlja izgubljeno. Ovo je
najverovatnije bio najstariji sistematski trakt o algebri. Diofant se prvenstveno interesovao
za teoriju brojeva i reSavanje jediaa. Mnogo je doprineo napretku algebre upotrebom
simbola za veliine, matematke operacije i odnose, jer su pre toga oveciadi bile
opisane r&ma. Mozda je najpoznatiji po svom otkui Diofantovih jednéina, neodréenih

jedn&ina s racionalnim koeficijentima za koje se traZi racionalno reSenje.
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Petrovi¢, Mihailo Alas (1868-1943) bio je jedan od

najistaknutijin  srpskin matemaéira, profesor Beogradskog

univerziteta, akademik Skprske kraljevske akademije i alas.

Zahvaljujui Petrovievim radovima iz oblasti diferencijalnih

jedn&ina srpska matematika je prvi put izaSla natumarodnu

scenu. Bavio se i drugim oblastima kao Sto su funkcije

kompleksne  promenljive, integralni ¢&an,  aritmetika,

nejednakosti, polinomi i opSta fenomenologija. Imao je mnogo ideja koje nije stizao da
obradi do detalja. Stoga se pEavanjem njegovih rasprava, naito iz oblasti

diferencijalnih jedn&na, mogu néi ideje za nova istrazivanja.

KosSi, Ogisten Luj (Augustin Louis Cauchy, 1789-1857) bio je

istaknuti francuski matema#r, profesor univerziteta u Parizu,

jedan od tvoraca teorije funkcija kompleksne promenljive.

Objavio je radove iz raznih oblasti matematike i njenih primena,

kao Sto su teorija brojeva, matenikéi analiza, teorija

diferencijalnih i parcjalnih jedréna, teorija poliedara, teorijska i

nebeska mehanika, matendkd fizika itd. Takde je postavljao i

reSavao nove probleme i uvodio nove pojmove i hove metode.

Uveo je termine modula i argumenta kompleksnog broja, konjugovane kompleksne brojeve
| ostale.[16]
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