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Teori ja linsarnih topolo®*kih prostora, a posebno
lokalno konveksnih prostora, razvijala ss je u poslednjih ne-
kollko decenija veoma intenzivno keso rezultat istraZivenja u
funkcionalnoj gnalizi koja se odnose na prostore nemetrizsbil-
nog tipa, Klasina funkcionalna analiza prostora Hilberta,
Benaha, 1, uopsSte metrilkih prostora, pokszale se nedovol jnom
u raszmatranju topologija nekih od funkclonalnlh prostora ko]l
su u poslednje vreme u centru paZnje metematidara, Ovds Imumo
u vidu mebtods teorije distribucijs, kole se veoma uspedno pri-
menjuju u teorijl diferencijelnih jednadina, Ma da se cpdtes L~
orl ja topolofkih linearnih prostora razvijsla i nesavisnc .4
teorl je distribucija, moglo bi se reii da su ba® metode ilesori-
Je distribucljs nejvi®se doprinels brzom razvoju teorilje topo-
loskih linearnih prostora,

PostoJl vise monografija posvedenih op¥to}] tso~
rijl loktIno konveksnih prostora (na primer [2], 11} ,[2’: s)

i mi se nedemo upuftati u detaljniju snalizu 6p§5te teorije.
Kratki pregled osnovnih definicija i rezultata dsjemo u wrod-
nom odel jku,

Lokelno konveksni prostor najprostijeg tlpa je
normirani prostor (odnosno Banahov prostor), U normiranom pro-
sf.oxfu E, sa normom p(:), topologija se lako opisuje, Zaists,
neka je S -{x ¢ Es: péx) & 1} zatvorena jedinicéna lopta u
E, tede je porodice skupova (0= { AS}‘-, gde su A skalari,
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fundementalnl sistem okolins nule u E, Jediniéns lopta S nore
mliranog prcstora jJje ograniden skup 1 svakl drug! ograniden
skup se sadrZi u nelrom multiplu jedinilne lopte, Drugim redime,
fundementalni sistem ogrsnidenih skupova normiranog prostora se
sasto3i od samo jednog elsmenta - jedinilne lopte, U sludaju
Banahovog prostora jedinic¢ns lopte S je 1 kompletns tj. svakil
Ko$i jev niz {_’Xn}, lopts S konvergiras prema nekom elementu x e S,
Sa druge strane linesrnl omotal Eg jedinine lopte S (vektor-
ski prostor obreszovan slementima lopte S) se¢ poklapa sa& celim
prostorom 1 S sa svoje strane odredjuje normu p(-) , Naime, zs
svakl element x ¢ E = ES Imemo p{x) = inf& Ayo s x¢ %'S} o

U lokslno konveksnom prostoru op=tijeg tipa sve
je dalsko sloZenije, Topologija u tekvom prostoru ne moZe da
se opife teko jednostavno, & fundasmentelni sistem ogranic¢enih
skupova se vi%e ne sastoji od jednog elements, Medjutim, svakl
ogranideni apsolutno konveksni skup (disk) # lokalno konveksd
nog prostors defini¥e normirani prostor u svom linsarnom omod
tadu E,, kojl se ne poklapa uvek sa cellm prostorom, Disk B &i-
31 Je prostor EB Banshov, nazlve se Banahovim diskom 11i  -dis-
kom, Na taj nadin ogranienl apsolutno konveksni skupovl lokal-
no konveksnog prostora definidu, slobodno se izraZavajuél, nor-
mirsne odn, Banshove prostore u ™melom",

Rad je podeljen na Sest odel jaka,

U prvom odel jku navedene su osnovne definlclje i
tvrdjenja opSte teorije lokslno konveksnih prostora koje se

neposredno odinose na dalji tekst, Tvrdjenja nisu dokazivena,
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U drugom odeljka smo definlisall f-lokalnu kon-
vargenclju 1 dokazall smo njena osnovna svojstva, Pokazalo se
da se mnoga svojstva lokalne konvergencije mogu dokazatl 1 u
sluéaju fs-konvergencije, 281i ne 1 sve poznata svojstve lokal~
ne kounvergenclje, Poznato Je da lokelno konveksnl prostor ne
mora bitl lokalno potpun, dok neposredno 1z definicije [~kon-
vergenci je proizilazi (b--lokalna potpunost svakog lokalno ‘
konveksnog prostora,

U tredem odeljku proufavana je refleksivnost sa
stanovidta po»diskovae U standerdno] teorijl refloksivnosti
lokslno konveksnlh prostora osnovnu ulogu ima porodica svih
agranidenlih skupova 1 Jaka topologlja tb. Mi smo zamenill po-
rodicu ogranic¢enih skupova porodicom svih {b~diskova, 2 jsku

topologl ju topolopgijom t uniformne konvergencije na ﬁ-dis-

(<}
kovima) 1 novl pojam refleksivnos ti nazvali p-refleksivnost,
Fovi pejen refleksivnosti nlje trivijalan jer je topologil ja t{s
strogo jeca od Maki jeve topologljs by (Stav 3,1), Pokazalo se
da je nova teorlja jedanostavnlja od stundasrdne, Nelme, jaka
topologi ja bidualnog prostora ne indukuje jaku topologiju u
polaznom prostoru [11} s 323.4(1)) tj. topologiju uniformne
konvergencije na ogranilenim skupovima, veé topologiju unifore
mae konvergencije na joko ogranifenim skupovima 1z dualnog
prostora, U nafem slufaju imamo potpunu simetrlju, jer p—ja—-
ka topologlja t[b biduslnog prostora Indukuje, u polaznom
prostoru, uvpravo ﬁ—-jaku topologi ju, Konadno u nejvaZnijenm
sludaju, 5js. v glud¢aju Banshovibh prostora, obe teorlje se po=-

klapaju. fako je porodica [5~diskova "manja" od porodice
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svih ograni¢enih skupova, prednost u dokazivanju ¢injenice re
leksivnosti trebslo bi da Je na strani nove teorije, Pomenimg
na kraju da su drugl tipovl refleksivnosti bili prouwdavani 1
na drugim mestima, U [11] se na pr, pominje tzv, polarma ref~
leksivnost, Polsrna refleksivnost je medjutim suvife '"gruba",
jer 3e svaki prostor tipa (F) polerno refleksivsen, ([11],§23
(5))e

U odeljku |} smo prouavall prostore tipa ((b Yo
Koristedi na®u definiciju (L-lokalne konvergencije dokazall
smo ds se mnoga tvrdjenja, koja su talna za bornolocke pros-
tore, mogu veoma slidno formulisati 1 dokazeti wa prostor ti
pa (f5) (Stavovi L,1, Le3, lLol). Nismo mogli dokazatl potpumu
sliénqst. Na&§ dokaz jedne teoreme stabllnostl ogranilenog zat
varenja dualnog prostora (Stav 4,8 ) smatramo prostijim 1 di-
rektnijim od odgovarajuiih dokaza Dijedonsa [ 5] 1 Mikija [13]

Lokelno konveksnl prostorl sa fundamentalnim ni-
zom ogranifenih skupova proudavanl su iscrpno u [6] ’ {7] 2
[11] 1 [20], U odeljku 5 dajemo neke rezultate koji se odnose
na prostore sa fundamentalnim nizom ﬁadiskova. Metrizablilaen
prostor sa fundamentalnim nizom ogranilenih skupova mora bitl
normirsn prostor [11], M1 ne moZemo doksaszati pomenute tvrdje-
nje ako metrizebllen prostor ima fundamentalnl niz fg,-diskova
umesto fundamentalnog niza diskova, U tom smislu dokazall smo
Stav 5,3, S obzirom na to da prostor tipa (LB) ne mora bltl
prostor tipa ( LF), pa se ne bl mogeo primenitl metod 1z [6]
(Corollaire 2, st,7o), dokazall smo da prostor tipa ( L B) ne
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moZe bitil metrizabilan sem sko jJe normiren (odn, Banshov pros-
tor) .

Ovaj rad zavrsavamo odeljkom 6, Tu smo dokezali
nekoliko tvrdjenja z2 prostore koje smo nezvsalil §~(IF) - ti~
pes Fundsmentalni nlz j%adiskova ne mora da se poklapa sa fun-
damentalnim nizom ogrenic¢enih skupova, i1 zsto smatramo prirod-
nim prouCavenje prostora tipa (IF) L7 u kojima ulogu ograni-
fsnih skupova preuvzimaju ﬂw~diskovi@ Pokazali smo da u prosto-
ru tipa.;guitﬁﬁ va¥i osnovna teorema Grotendiks (Therem 3,1 71)
(Stav 6,1) ;Umesto odgovarajudeg tvrdjsnja iz (6] (Lemme L,
v.72) dokazall smo Stav 6,3,

1, UV 0D~ U ovom radu smo koristili definici-
je 1 rezultete iz opSte teorije linsarnih topolofkih prostora,
Navedimo samo neke od njih:

Linearal topolofki prostor E(t%) Jeste vektorskl
prostor E sa topologijom t koja se slaZe sa vektorskim opera-

cijema, Dakle pregiiksvan]a
B(t) x B(t) > E(t), {(x B(t) = E(t)

dofinisans sa x+y i Ax su neprekidna, Skup kompleksnih bro-
jeva C sa uobidajenom topologijom, predstavlja poljs skalara
vektorskog prostora, Lokalno konveksni prostor je linearni to-
polofki prostor koji zs fundamentalnl sistem okoline nule do-
pusSta konvsksne skupove, Dalje Cemo uvek imati u vidu Heusdor-
feve lokalno konveksne topologilje, MoZe se pokazati das uvek po-

gst0ji fundsmentalnl sistem okolina nule lokalno konveksnog pros-
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tora, koji se sastoji od spsolutno konveksnih zatvorenih pod-
skupova, Pod gpsolutno konveksnim skupom MC E podrazumevamo

konveksni 1 uravnoteZeni skup (tj, AM C M za (Al < 1) 111,
"

n
ekvivalentno, Z«M ',\;‘xi €M za x; €M i 2(,_1‘%;_\ <€ 1, Apsolut

no konveksni omoted | A skupa A jJeste najmenji spsolutno kon-

veksnl skup koji dadrii A,
Apsoluino konveksni skup B apsorbuje skup M sko
postoil Ay o takav da Je AM C B, Skup M se zove ogranifenipy

ako ga mofo apsorbovsati svaka okolina nule, Zatvorenl apsolutwe
no konveksni skup, koji sprorbuje svaku talku 1z E, nazivalemd
1?3?..‘:3: Lokalno konveksni prostor u kome je svekl badvast skup
okolina nule zove se badvagtim prostorom, Prostor u kome sva-
ka balva, koja apsorbuje ogreniiene skupove, Jeste okolina nu-

le zove se¢ kvagi-bslvast,

Oznalimo sa E+skup avih skalarnih linsesarnih funke
cija (linsarne forme) definiganih na E, Dualni prostor prosto
ra B{(t) oznsiava se sa E' =(E(t) )' {to je skup svih neprekid-
nih linsarnih formi iz E+),

U vektorskom prostoru E'mogu se uvesti mnoge lo-

kalno konveksns topologijs, M1 pominjemo samo neke od njih,

Slaba topologija tg: topologi ja konvergencije u
svakoj talki prostora B, Dakle, ovde Js Ty —> f ekvivalentno
sa £y (%) —» f{x) u C za svako x € E a Lf;&k je generalisani
niz (net) iz E'u smislu definicije iz ([9] , ch.2),

Jaka topologija t topologlja uniformme konver-

b‘.’

gencije ne svim opranilenim skupovima iz BE(t), Ovde je £, —~> T

s

ekvivalontno sa £ {B) —» £({B) za svaki slsbo zatvorseni ograni-
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¢enl apsolutno konveksni skup B iz E(t),

Topologl ja Msakija tk: ‘topologl Ja uniformme kon-
vergenclje nad svim apsolutno konveksnim slabo kompaktnim skue
povima iz EB(t),

Pomenute topologlje se definifu dualno 1 u E,

Polara skupa M jests podskup M° iz E koji je de-

finisan sa
o ’
M =dere® :lf(x)l¢1, x eM

Bipolara je po definicl ji skup M%%=(M%°c E i
vazi M99 = ?"ﬁ sa adhersncijom u sleboj topologlji,

Za lokalno konveksnu topologiju T prostors E kefe
mo da se slaxe sa datom dvojstvenoZdu, sko ta topologije T ima
z8 svoj dualnl prostor, dualnl prostor polazne topologlje tj,

(BT)) = (Bv) .

Ovde su od osnovnog znaCaja slededa dva tvrdje-

Stav 1,1 L2}, Ch,IV, §2, Theoreme 3) Sve lokslno

konyeksna_topelogile kols se slaZu sa_datom dvolstvenoicu,ime-

Ju_dste famlliie ogrenicdenih skupova,

Stav 1,2 [ 2], ChelV, §2, Proposition li) Apsolut-

no konveksnl skup ACF ime isto zetvaranje u svim topologl ja=

ma koje se slaZe sa datom dvojstveno®diu,

Stev 1.3. (Maki-Avens) ([ 11}, §£21,4(2) Sleba to
pologlja t; u B jeste najslablja, a_ topologlja Makijjg_tk naj-

D W SR

jaéa lokalno konveksna topologija koja se slefe sa dstom dvoje

- g s -
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DEFINICIJA 1,1 ( [11], §21, st.257) femiliju op-
ranifenih skupova U«nz{l"\} zovemo zasilenom ako: 1) sveki pod

skup skupa Me \L(gggg_gg“aﬂ; 2) za_profzvoljni skalar A, iz

Medl sleduje AM € JA 3 3) sdherencijs_spsolutno konveksnog

omotaga unije skupova My el i M, € M, r (Ml’ M) gﬁpﬁ_@gmo

Nejmanje zasilenu famili ju skupe, koja sadrii de=

~ X
tu famlli ju skupova J\f s obole¥avamo sa N , Familije skupova

~
N se zove zesidenom sko je N = N

Stay 1.4([11], §21,(4) Potreban i dovoljan us~

lov_da_se topologlie uniformnih konvergencila i, odn. tyx,
na_familiji_osrsnidenih_ slkupove M odn N p_qklap_ ju_jeste
poklepanie odgovarajuiih zasidenis J.L odn, N ¢ DTvrdjenje

~ ~ ~ N
by ¢ ty 1ty # Sy je_okvivalentno sa JUACNGJMFN,

Neka je E vektorski prostor a E; neka je famili-
ja lokalno konveksnih prostora i neks je definisano lineerno

preslikavanje fi : E, =» E za svaki indeks §, Najfinija lokale

i
no konveksna topologlja u E, za koju su sve presliksevanje f‘1

neprokidna, zove ss¢ topologija induktivne granice koje Je de~

finisana sa familijom lokalno konveksnih prostora E;, Najleile
se u primenama radi o familljema E, (1 =1, 2y0ee) takvim da
su Ei votprostorli datog vektorskog prostora, E < Ej’ za

i Um E = B, Preslikavanja f,_ su tada identiéna pre=
slikavanjs Ji : Ei -> E, Ako topologija t1+1 prostora Ei+1
indukujs slabiju topologiju u Ei nego ¢to je topologlja ti

o

prostora 3, pisadeno
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E= 1im ind EI

ito ti +1 indukuje v E, upravo topologiun t:l’ induktivnu grani-

i
cu zovemo striktnom 111 strogom,

Metrizabllnl potpuno lokalno konveksni prostor zo
ve se tipa (F) ([6] » 3)e Stroga induktivna granlca prebrojivog
niza prostora tipa (F) (Fi C Fj’ i < I se zove prostog ti-
pa (LF) ([6] »3) ¢ Indukiivna grsnica {nes stroga obavezno) Ba-
nehovih prostora definl®e prostor tipa ([S). U slu€eju da je
E = lin ind E; prl dem: Jo B, C By za & < J, Ui By = B, a
E; Banshovl prostori, prostor E zovemo tipa (LB) ([20], 3,6,
Opredslenis 9), Ako su E; normirani prostori E je tipa (d)

113 bornolocki prostor,

U vezli sa prostorima tips ({L) koristimo 1 slede-
¢a dva tvrdjenja:

Stav 1,5 {{20}5, 3.2) #psolutno konveksni skupovi

@ lokalno konveksnom prostoru E{t), kojl apsorbuju sve Banaho-

ve dliskove, obrazuju fundamentalnl sistem okolina nule za nal

slablju topologiju &t + tipa ({&), kojs majorira polaznu to-

pologija t prostora E,

Stav 1.6 ([20}, 3.L) Lokalno konveksnl prostor_je

tipa () ako i ssmo sko, za ma kakav lokalno konveksni pros-

tor F, sveko linemzrro_praglikavenje  : E—3F, koje ogranide-

no_na_svekom Benahov disku jeste neprekidno,

Struktura prostora tipa (LF) 1zucena je iscrpno

ul6] , Prostori tipa (LB) imaju mnoga "patologks" svojstva{lﬂ
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Nz kraju navedimo 1 Jednu teoremu Grotendlks o
kompletnostl lokalno konveksnih prostora (u formulacijl Komu-
re [12] ):

Stav 1,7 Neks je B(t) lokalno konveksnl prostor,

5& norodiaa apsolutno konveksnih ogrenidenih skupovs iz B(t),

take da jo E st ﬁ 1 _neka za_svako 51%5\ ’ Aze 9- post -11.
A ¢ & takav da apsorbujg Ay 14,5, Oznalimo se ol prostor syih

linearnih formi na E(t), koje su neprelidne na svekom A €& W

topologi j"u t tada_ je boh . Sa topologijom uniformne konver-

gencije na skupovima iz & popuns prostora E' sa istom to-

pologljom,

2, SAWAHOVI DISKCVI I n-LOKALNA KONVERGENCIJA

Ogranifeni apsolutni konveksnl skup M zovemo disk, Neka Je
EM vektorskl prostor obrazoven skupom M, Tade Jeo

py(x) = inf] X70: x¢ X’M}
norma ne prostoru EM. Ako je EM" sa normom pM(-), Banshov pro~
stor, tada dlsk M zovemo Benahovim diskom (v.{20] ) 111 pros-
tije p-—disgm.

Za otvorenu lcpsu S 1 zatvordnu loptu S u prostos

ru Ey, se normom py, imeamo sledsie relacije ([20] , 1)

S={x ¢By 1 pylx) < JcMc { xe E,: p (@ <=1
1

s= U{gM: g « 1}

§=N{gM: 971

Neka je i algebarsko zatvaran}é podskupa M veks
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torskog prostora E tj, skup svih teéska y ¢ E takvih ds posto-
Ji tedka x € M zs koju [x, 5) C M({ x,y) oznalava realni seg-
ment koji spaja telku x 1 y, sadrfi tadku x a ne sadril tadku
y([11] , §16.2)).

Stav 2,1 Ako je M spsolutno konveksni skup, tada
Je M® =(\{gM : g 1),

Dokez: Neka jJo ye(1{gM : 9> 1} . Po¥to Je o0 ¢ M
dokaZimo da Je [o,y) € M, Iz z¢ [o,y) sleduje z = A §,

o £A{1, Ali zbog ye ¢M za sveko 8> 1 sleduje AyeM za sva-
X0 A <1 tje z ¢ M® Dakle, § C M2,

Neks je, sa druge strane, y ¢ Ma. Tada postoji
X € M tako da Je[x, y) € M, To znaél da %gy + %(1—-3‘) x
¢ ;’. M za svako 0 ¢ ¢ < 1, Po¥to Je M apsolutno konveksan
skup, ps .,.%51.. 3 ) x &M, sleduje j:; gy € M ti. 7€ Eye
Tz 1stih razloga x+ A {y~x) € M, za svako o% AL 1, Kako je
v = x + A{y-z)+{1eN) {(y=x) sleduje:

Py (1) & py (=% 2 (3-7))+(2~%}  py (3=x)
£ 1+ (1=n) pyly-x),
posto jo x +A{y-x) € M 1 zato pM(xe%' Al{y-x)) 4 1, Odatle za
“-»1 sledujes pniy) & 1, Dakle, y ¢ g Mza g> pH{y} tie
v € Q M za svako @ 1, Dakle, M3 ﬂ{gM : Q7 i}i dokaz Je

potpun, (U drugom delu dokaza postupill smo kao u (L), L., 16

[11] ).

Posledicn. Ako je M algebarski zatvoren disk M je

zatvorena lopta y EM"
Nokoliko osnowvnih osobina I?,o-diskova dati su u



slededem stavu:

Stay 2,2 Slike {z,«;diska pri neprekidnom presli-

kavanju jeste pudisk; slgebarski zbir @»dlskova Jeste (b-d.‘lsk;

presek proizvoline famill je rll,-diskova jeste (3, ~disk,

Dokazi tih tvrdjenja se mogu videti, na primer, u

[’4]9 [19]9 [20‘].

Pogledica: Algebarsko zatvaranje (:,-diska jeste

(5 -disk, To Je neposredna posledica stavova 1 1 2e

1, Stay 2,3 Svaki (-disk lokalno konveksnog pro-

stora E(t) jJeste_jsko ograniden podskup iz E(t),.

Ovo tvrdjenje dokazujemo kao u (3) % 20, 11 [11],
Naime, ako je B f~disk, a M’ sisbo ogranien podskup iz ol ?
tada restrikcije elemenata iz M definil¥u slabo ogranid¢en skup
& c Eg tls

sup|£{x)| o0
fe &

Tada je medjutim

sup [F{x)) &0
fed, x ¢ B

podto je EB Banshov prostor ((2;),, !315, 13[1]3 )o

Za niz x, iz lokalnog konveksnog prostora
B(t) kafemo da lokalno konverglra prema elementu x &€ E{t) akeo
postoji disk A 1 niz pozitivnih reslnih brojeva l\’xnl, ko ji
konvergira prema nuli, tako da jJe

Ip - % € T A n=1, 2.0
Tada pifemo x, -ﬁ)x ([20], §2) . Drugim redima niz gxnk lokal-
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no konvergire ako .{xn}c E,s za neki disk A, 1 tamo konvergira
po normi pA( o)e Ako je M proizvoljni podskup prostora E tads
skup H(l) s 8vih t& aka koje su lokalne granice nizova iz M,zo-
vemo lokalnim zstvaranjem skupa M, Skup M Je lokalno zatvoren

ako je M( 1) . M, Kona¢na unilje i prolzvoljni preseci lokalno
zatvorenih skupova su lokalno zatvoreni skupovi, Ta ¢injenlca,
medjutim, ne mofe bitl iskorisiena za dsfiniclju lokalnog zat~
varanja (v.[lU], (1, 5, 1)).

Definicijs 2,1 Ako Je B (b~disk, a niz konver-
inov Lovalno M GANIAY Mo B, Catome cka(sfvwz {ocwt &-Ioéat&o Konuvet—~

gira 11i, prostije da p~konvergira, Pisademo takodje x, £ x

da_oznalimo [-konvergenciju nize %xn} prema X, Lokaln%_ zatva-

renje u odnosu na f3~konvergenciju ozneCavaiemo sa M o Skup

M je lokslno fp~zatvoren ako Je M (1) = Mg

Mogu se dokazati sledede osobine {3~konvergencl]je,
ko je potpuno odgovaraju osobingma lokalne konvergencije ( UO ’
(1,4,2) 11 ( 13) , Theorsm IV-l),

Stay 2,1, 1° Ako xn.ﬁ, X, ynﬁpy sleduje xn-l-yn
-Q—y Z+y; ako A > A sleduje A x = A x;

29 Akcxné’xixrrﬁ)ysledue x = ¥3
3° Ako fe A epsolutno konveksen skup

sleduje Afb(l) Je_takodje spsolutno konvekssn skup,

Ako se ima u vidu stev 1,2 dokezi tih tvrdjenja
su potpuno istil kao odgovarajuil dokazi za lokalnu konvergen-~
clju,

PRIMEDBA, Nismo mogli dokazgtli tvrdjenje, kojJe bl
odgoveralo tvrdjenju (L) Theorem TV-l, 113], naime da lokalno
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p-zatvaranje f-diska jJeste (S-~disk,
Za p-konvargenciju moZemo dokazati i slededa tvr-
dlenja,
Stay 2., Neks e E lok, konyekspl prostor..s F

proizvolini drugl topoloSki prostor.
1° Linearno preslikavanie £ : E—F Je ograniieno

ng_svekom 3 ~disku iz E eko 1 ssmo_sko f preslikave sveki niz

xn‘@po u_ogranideni niz f(x,) iz F;

2° Linearno preslikavanje f : E-sF preslikava

3 ~disk iz E u ~disk iz F ako i samo sko je ispunjen us-

P LN WA

lov 1z 1°,

- Dokazl tih tvrdjenja se potpuno poklepsju sa do-
kezima odgovarajuéih tvrdjenjs za sludaj lokslne konvergenoclje
(vo[4]» (1,4,2)) 111 [19] , st.198-199).

Definiciia 2.2 Niz x| je lokalni piz Ko¥ija (odn,
p—lokalni niz KoSiia) Ako Je

Xp = Xy € Coph
gde Je A disk (odn, (A«diskz, Xrm 7 © p1 ‘fm—-)o z8& n, m-30,
Lokelno konveksni prostor E{t) zovemo lokelno potpunim (odn,
f-potpunim) ako svaki lokelnl nta KoZija (odn, (> -1ckelni

i S1
nlz Kosija) konvex:gira.

Lokalnu potpunost i nizove Ko3lja definlsao Je G,
Mackey ([13] s Be) Taj pojam, za lokslnu konvergenciju, pominje
se 1 razvija dalje u[l;] i fZO].

Stsy 2,3 Svakl lokalno konveksni prostor Jeste

r_\,-loka_l__no potpun,
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Lokelna konvergenclja se poklape sa konvergencl-
jom v svakom metrizabllnom lokalno konveksnom prostoru ((11],

%28, 3.(1)). Potpunost (111 samo sekvencijalna potpunost)

povlall za sobom lokelnu potpunost, Obrnuto nije taéno ([20],
253) ¢ Medjutim, lokalno potpun prostor prebrojivog tipa jeste
potpun ([20], 2.1).

0 lokalno] potpunosti imamo i sledela dva tvrdje--
nja:

Stav 2,5 (120}, 2,5) Lokelno konveksni prostor

E(t) Je_lokalno potpun ako 1 samo ako se_svakl njegov ograni-

¢en skup sadr?i u nekom f-disku,

Stev 2,6 ([20], 2,7) Syeki lokalno komveksni pro-
stor B(t) se_sadr?i kso gust (topolofki 1 vektorski) potproge

tor_u lokslno_ potpunom prostoru %', kojl Ims_sledels osebine:

za _proizvolijni lokalno konveksnl prostor F, gveks funkcijs
we L{E,F) go_produjuie po neprekidnostl ng B f.1. mofe da se
predstaviti u obliku ¥= %oi};,ggg_jg t - identi¥no potepe=
nleEu ¥, a ¢ecL(¥m.,

FaS
B jo_najmanil lokslno potpuni prostor u popuni E
lokalno konveksnog prosfora E(t) kojl sedrii E, Ako je E lokal-

nN
no potpun sledgle_ E =8,

3. {3; ~REPLEEKSIVNOST, U ovom odel jku uvodimo po-
jam ,gnrefleksivnosti 3 dajemo osnovne stavove u vezi sa njim,
Definlciis 341 Neka je E(t) linearni prostor sa
lokalno konveksnom topologijom t i neka Je E' dualni _prostor,

Topologi ju uniformne konvergenciie, u E na svim ﬁ-_-diskovima



iz E(t) zovemo (b-jskom_ topologilom 1 obsleZevsmo je ss tsa .
Stav 3,1 Topologija tn Jo slablja od jJake topo-

logije tb“ je€a_od Msakijove topologiie t, 1 razliita Js od

njih,

DOKAZ: Poito zatvaranje (-diskova ne mora bitl
p-disk ([20], 3,8 ZameZanie) familijaf svih p-diskova iz
BE(t) nije zasléena, Sa druge strans familija svih ogranidenih
skupova Mje ofevidno zssidena, Imamo neposredno &CM. Ako
doka¥emo da je @# M ,dokazali bismo da je b £t 1t #

o t,s Pre svega dokaZimo dase zasidenje & femilije f~disko~-
va moZe ovaeko opisati: svi ‘g-diskovi, svi podskupovi /&-—dis-—
kové i njihovi multipni sa skalsrims, i kons€no svl skupovl ob-

lika E, gde je B (5-disk. Dovoljno je dokszatl da ako su Bl i

B, p-diskovi tads Jo i skup [’ (§1 U "Bz) iz opisane familije,

Medjutim, imamo

PBy, B, = (B,uB,) C T'(8, UB) =] (B uB)

(;['(Bl o+ B2) 2 Bl + 32
&ime Je sve dokazsno, Jer je zbir (-diskova (b~disk,

PoSto je opisena famlilija zasidena 1 sadrZana je
v svako] zasideno] familiji, koja sadrii (3-diskove, sleduje
da je ona najmanje zasldena famillja koje sadrzil sve p-—disko—-
ve tj, da Je 033 ° -

Sveki element iz § j8 jako ograniden skup, Pre
svega, svaki [-disk je jako ogranilen (Stav 1,3), Adherenci-~
ja jako ogranilenog skupa jo jako ogrenilen skup, Zalste; neka
je M jako ogranidsn skup iz BE{t) ti,
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lf(m)\éCR,Q:O,m ¢M, f¢n
gde je n! proizvoljnl slabo ograsniden podskup iz E o Ako Je
m e?«fimamomozlélum m ,m € M1

o
tm )| ¢ > \em)) £ ¢

za svako T ¢ N’, tj.‘ﬁ Je Jako ogranicen skup, Odatle sledujs
da Je svaki skup iz &; jako ogranilen, Pofto svaki ogranileni
skup nije jJeko ograniden, sleduje t'p # tb.
Sa druge strane, sko bl svakl !%-disk bio rele-
tivno slabo kompekten tada bl svekl Banshov prostor blo ref-
leksliven, To nije tadno, pa Je &, & tﬁ i tk # t/& .
DEFINICICA 3,2 Qznadimo ga _&(E”) prostor (= (t’:, ))l

i nazovimo_ga p—bidua_lnim prostorom, Lokalno konveksni prog-

tor E(t) zovemo p-polu refleksivnim sko se ﬁ(Eu) poklaps Sa

E u_algebsrskom smislu (Uvek je EC(&(E"),

Stay 3,2 Prostor {E(E“) je zadat sa

EY =UTB
p(ET) Bt

a adherencija se odnosi na slabu topologlju u (g)+ definlseanu

dualnosdu &', B,

usa
B

Dokag: Posto jJe Bl + B, {5-—disk keda su By 1 B2

(>~diskovi 1 By U B, C B, + B,» pa polsre svih (s-diskova,
formiraju fundzmentalni sistem okolina nule tf-" ~topologije u
E'{ [Zﬂ, ch,IIT,2), dokaz se mo¥e zavriiti keo i u sluwdaju

standardne refleksivnosti (L’ll],: %23, 2(1)). Naime, ako Je £

neprekidna linearna forma na E'(t p ), ona je ogranidena na ne-
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koj okolini nule se jedinicom tj, na nekom skupu oblika B°,
gde je B [-aisk iz E(t), 0datle £ ¢(B9)° =B C (&')' ,
Obrnuto za sveki element f iz B%C vai |£(B%)| £1ti, f Je
neprekldns funkcija ns E’(tﬁ )e

P cg 1 Svakl pcdisk i1z E(t) je reletivno
slabo kompaktan u ((E"),
Pogledica 2 Lokalno konveksnl prostor Je fs~po-

lurefleksiven ako, 1 samo eko, Je svekl ﬁadisk 1z E(t) rela-
tivno slebo kompekten, _
Posledlopg 3 Svakl polurefleksivan prostor Je

/5 ~polursfleksivan,
Posledice Ii Na svakom potpumom (111 semo sekven-

cijalno potpunom) prostoru pojmovi polurefleksivnostl 1 (s-po-
lurefleksivnosti se poklapaju, Dakle, Banshov prostor je tads,
1 samo tada refleksivan kada jJe p—polurefleksivan tJs kada
je njegova jJedinidna gzatvordna lopta slabo kompsktna.
IEFINICIJA 3,3 Prostor 3 (E") sa_topologljom u-

niformne konvergencije na p-diskovime iz E'(t@) 7z ovemo &—ja-

ko bldualni prostor, Lokalno konveksnl prostor zovemo ﬁ—rof-

leksivnim ako Je f,k,-polurefleksivan 1 ako se njegove topolog};

Ja_poklapa sa topologijom koju indukuje p—-jako bidusini pros-

tor,

Za razliku od poznatog tvrdjenia ([11] ,%23, (1)),
za slufa] stendardne teorije refleksivnosti, sade imamo prosti-
Jo

Stay 3.3 Topologlja g-jako bidualnog prostora
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p(E") indukuje u E (!,’-jaku topologi.ju.

Dokaz; (d~diskovi u E‘(t(s) su slabo ogranideni
apsolutno konveksni skupovi ig B/ u duslnosti <E’(t{b ),(6 (E” ))
Na osnovu teareme Maklja ([11], §20.(3)) to su ogrenideni ap-
solutno konveksni skupovi iz E! (t{b ) e Medjutim ogranilen skup
Mu E’{tﬁ ) Jeste f~Jako ogranifen skup u dvojstvenosti {E, B
tj’

AMcB®, Befh (v < Cpp £ €M, DEB
za svakl (b-—disk B,

Dakle, topologlja ﬂ;-jako bidualnog prostora Je
topologl ja uniformne, konvergenclje na fb—Jjeko ogranidenim sku-
povima 1z E koji su (,’,udiskovi. Po%to Je svaklp-jako ogreni-
¢enl skup slsbo ogranifen skup u dualnosti (E, E') s Sleduje da
jo svaki tekav skup (-disk 1 u dualnosti {E, 'Y ., Obrauto,
sveki fp-disk 1z E/, v duslnosti (B, E!"/‘, na osnovu Stava 1,3,
Jeste jeko ograniden skup, pa Je tim pre pB-jeko ograniden u
5/ tJ. ograniden u E'(t(& )¢ Odatle proizilazi da topologilja
p ~Jako biduslnog prostora indukuje u E [5~jaku topologl ju,

Stav 3,3 izdvaja na prirodan nsfin sledséu klasu
lokalno konveksnih prostora,

DEFINICIJA 3,i Lokslno konveksni prostor E(t) 20~

vemo [-balvastim prostorom, ako se njegovs topolog__!gja poklapa

- o

sa t{b ~topologl jom u E,

(s-baévasti prostorl se mogu okarakterlseti na
sliden nadin kao kvezi-balvasti prostori,

Stav 3.4 Lokalno konveksni prostop E(t) Je (‘5~baé—




vast eko, 1 semo ako, u njemu syaks bedvy, kole guts sve
P ~diskove, Jeste ckolina nule,

Neka je M badva sa oplsanom osobinom, Tada je M
okolina nule u E(t) 1 zato je M° slabo kompsktan skup pa prema
tome feste (3-disk iz E!, Po¥to je M = M sleduje M = (M®)9 &
M jeostd okolina t[.’> ~topologl je,

S druge strens polara svakog f>-diska iz E' Je
badva koje guta sve (3-diskove, po¥to je (5-jeko ograniden
skup, 1 jeste okolina nule po definlci ji topologljle t, .

Stav 3.5 Lokelno konveksnl prostor E(t) Je

(5~refleksivan ako 1 ssmo sko je p-polurefleksivan i rs-baé-
vast,

D oty

To tvrdjenje je neposredns posledica Definlcije
3l

MoZemo dokazati, 1 u teoriji pnrefleksivnosti,
sledeés tvrdjenja:

Stav 3,6 {sojako dualnl prostor jednog (,l.-polu-

refleksivnog prostora je p -bacvest prostor,

t{b ~topologlja u E' je topologija uniformne kon~
vergenclje na ﬂ-diskovima iz (b (E") ti. tS(E‘)-—slabo ogranicée-~
nim skupovima iz ﬁ(E") koji su @ ~aiskovi, Medjutim, /S(E")= E,
zbog @-polurefleksivnostl, pa je tevrdjenje olevidno,

Obrnuto nije taéno ([11] ’ %23.3.()4))

Stav 3.7 Svekl zatvoreni 11neam§°p§rostor H (5-po-

lurefleksivnog pros tora E(t) Je p-polurefleks ivan,
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Doker je identilen sa dokazom tvrdjenja (5) §23.3
fll} ako se u dokazu ogrsnilen skup zameni 5~ diskom,
Stav 3,8 Lokslno konveksnli direktni zbir 1 topo-

lo%¥ki proizvod ﬁ-polureflekg_{.vnih prostora Je p-polurefleksi—-

van prostor,

Neka je B {3-—(3131: direktnog zbira ?L Ey @-polu-
refleksivnlh prostora Ey 1 p, projekeioni operator &, By »E
Keko je pg, neprekidno linserno preslikavanje 1 p, (B) = J;sle~
duje da Je By g-disk u Ey za svako & (To sleduje 1z Stava 2,2),
Medjutim, za svakl ogranic¢enl skup direktnog proizvoda, pa i za

B, Ilmamo

m
BC LBy

gde je B die = d»k(B)‘ Kako su B g, f~diskovl i po pretpostav~
¢i relastivno slako kompsektnl, sleduje da £ B mora bitl relative

no slabo kompsktan skup,

Stay 3,9 Projektivna granica P~poluref1eks ivnih

pros tora fje p—polurefleksivan prostor,
To je neposredna posledica Stava 3,7 1 3.8,
Oprevdanost na%e definiclje refleksivnosti moZe vi-

deti u tvrdjenju:

Stay 3,10 Svaki (5-polureflek,sivai prostor tipa

(LB) Je ﬁurefleksivan':

Dokaz ivrdjenja je neposredns posledica definiclje
1 Stava,

Za {g,-reflek.sivnost takodje vafi



Stay 3,12 Lokelno konvsksnl prostor E(t) Je

fp~refleksivan ako, 1 samo sko, je t Makljeva topologija 1 sve-

ki ﬁwdisk u E(t) i El(tk(E)) Je_relativno slebo kompakten,

To je u stvari tvrdjenje {(3) §23.5 flﬂ formulisa~
no za p—refleksivnost, Dokaz je 1dentican sa pomenutim 1z [l]].
Stav 3,13 Ako Je E(t) p-refleksivan prostor nje-

gov (3-jako duelni prostor E’(tﬁ) more_ tekodje bitl (5 ~reflek=

siven,

Potpuno odgovara tvrdjenju (5) § 23,5 [11.
Stavy 3.1li, Lokalno konveksni direktni zbir 1 to-

polo®kl proizved F,o;_"efleksivnih prostora Je ﬁwrefleksivan pro-

Formulacija i dokaz isti keo (9) §23,5[11].
Veza Izmsdju f},mpolureflaksivnosti 1@ ~badvastog~
tl se utvrdjuje kso 1 u stan‘&ardnoj teoriji ((3) §23,6[11] H

Stay 3,15 &) Ako js E(t) p-—-polurefleksiv:m Prog=s

tor, tada E‘(tk) mora biti @~balvast 1 obrnuto: b) E(t) jJe
{5 -polurefleksivan, all aifje f3-refleksivan,ako Je E’(tk) f},—baé-

vast, all ne 1 ﬂ«polurefleksivan, i obrnuto,

Dokaz je 1dentifan sa pomendtim 1ig { lﬂ o

Za svakl polurefleksivan prostor E(t) njegov jako
dualni prostor E‘(tb) mora bltl badvast ali ima lokslno konveks-
nih prostora §1j1 jako dualnl prostor nije bsivest ([11], § 23,
7) Lokalno konveksni prostori ¢iji jako dualni prostor mora bi-
t1 baCvest nazivaju se distengirenim (fé])

Ne osnovu Stava 3,6 uvodimo, za sludaj (5~reflek—
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sivnosti, slededu definiciju:

DEFINICIJA 3.5 Lokelno konveksni prostor E(t) na—

zivamo (3-distinglranim sko Je njeggir {s-jako dualnl prostor

B (t) p-batvasts

Primer nw is—distingiranog prostora daje primer

nedistingiranog prestors,

Naravino sada imemc:

Stav, 3.16 Za_svaki @adisk C 1z ﬁugako bidual-
mog_prostors (5(E") postofi p-disk B iz E(t), teko da Je

¢ & B®Y, Ovds BP® czneave polaru u @(E”) polara B° C E"a

lio PROSTORI TiPA () I (-LOKALNA KONVERGENCIJA,
Dobro je poznata uloge lokaslnih nizova u teoriji bornoloskih
prostora ({1119 S; 28,3)¢ Ovde pokazujsmo da u proulavanja pros-
tora tipa 5(5) odgovarajudu ulogu igraju f’:.«alokalni nizovi,

Pre svega imamo kriterijum da je lokalno konveks-
ni prostor tipa ((3):

Stay L.1 Lokalno konveksnl prostor E(t) jeste til-

px {A) sko 1 samo akc su ispunjeni slededi uslovi:
e s R aad

1° svaka linearna forma, koja Je ograniena na sva~

kom ﬁ)-»dis}cu, je neprekidnaj
d topologija t prostora E je topologlja Makl ja.

Doksz ovog tvrdjenje se izvodi slidno odgovarejucem
u sluCaju bornolofkog prostore(fﬂs li, Proposition 5)

Neka je E(t) prostor tipa ({53) i neks Je \f(B)K )"B
za svaki {?,—-disk BCE, 1 f & Ej Tada je £ neprekidna funkelja,

Naime skup
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{x: !f(x)‘éi} =V

Je apsolutno konveksan 1 apsorbuje svaki ‘s-disk zbog

| £( %BB)\SZ:? ipC v

Na osnovu Stava 4,5 V je okolins nule u ((5)-pro-
storu 1 £ zato jeste neprekidna funkelja, Po%to Je uvek t £ tys
ostaje da se dokaZe tk$, t. Kako Jje B(s—.-disk on je ogranifen skup
pe Je B? badvast skup u E' sa slabom topologi jom, Neka jo Q sle~
bo kompsktni apsolutno konveksni skup iz o s Kako polare Q° for-
mirgju fundsmentalni sistem okolina nule u topologl ji Makljs,
treba dokazatl da je Q° okolina nule za topologlju t, Medjutim
Q je Banshov disk i tada B® apsorbuje Q, Odatle sleduje da Q°
apsorbuje svaki Banahov disk, tj. Q° je okolina nule za t 1
) € to

Obratno, neka je t = tk i neka Je ispunjen uslov
1}, U tom sludaju topologija t jests tipa (rb). Neka jJe t.+ na j~
slablja topologija tipa (fs) ko ja majorira topologiju t prosto-

ra B (Stav 4,5), Po konstrukeiji Imemo t. & t , Treba dokazati

k’%
jos t+$ t, » Kako jeo (E (t))lc: (E(t*))l ostaje da se dokade

(B (t+))tCZ (E(t))’ » Jjor bl tada morslo biti t+=$ t,. na osnovu

k
teoreme Maki-Arensa {2) Lo §21 11 , Neka Je zato £ € (E(tD) ,
tada Jje V ={x :\f(x)l(ﬁ} okolina nule u topologl ji £ 1 zato
ona apsorbuje sve ig-diskove iz BE(t) (Stev 1,5) ti.
ABC V i |f(B)|g %.
Dakls, £ je ograniéeqa funkei Ja na svakom ﬁedisku
i, na osnovu predpostavke 1),t zatoﬂnepr‘akidna'\.u topologlji t=t,,

)
Tako je £ € (E(t)) 1 dokaz je zavrfen,
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Jedna varijente tvrdjenja 1z Stava 1,5 se sastoji

u slededem:

Stev 4.2 E(t) leste prostor.tips ((5) sko i semo

ako svakl apsolutno konveksni skup, kojl apsorbuje sve punula

nizove, jeste okolina nule u E(t),

Neka je V apsolutno konveksni pedskup iz E, Treba
dokazatl da V apsorbuje sve (‘5-diskove iz E gko apsorbule sve
(s -nula nizove 1z E, Neka nije tako, Tada postoji (S—disk B
koga V ne moZe da apsorbuje t]. B¢ n®V ni ze Jedan prirodan
broj n, Zato postoji za svsko n element x,& B, tako da Jo -i-xn
f/ nv, Al %xn € %'.B 1 zeto jestd (5-niz, koJi ne mode da bude
apsorbovan sa Vg

Nepreklidnost u prostorima tipa ({3) moZe da se opi-

Se ne sledsdéi nalin:

Stav le3 Linearno preslikavanje f jednog prosto-

ra_tipa ({5) u_proizvoljni drugi lokslno konveksni prostor je

neprekidno ako, i ssmo ako, Je lspunjen jedan od sledecih uglo-

vas

ey

1, £ jJe_sskvencljalno neprekldno preslikavanje;

2, T je preslikavanjis koje svakl (.S-nula niz pres-

likeva u_ogreni¢en niz;

3. § preslikava @«d}sk u (B-e-_gl__i_.sk!

Dokez: Pofto je prostor tipa ({3) bornolofki pros-
tor, 1 zbog Stava 2,2, dovoljno je samo dokazatl daje presliika-
vanje f neprekidno ako preslikava svaki ﬁ;-—nula niz u ogrenide-

nl niz, Medjutim, tsda f preslikava svaki (3,-disk u (!.--d;tsk
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(Stav 2,2) 1 zato mora biti neprekidno na osnovu Stava L1,
Dualnu karakterizaciju prostora tipa ((3) imamo u
slededem tvrdjenjus

Stav L0 Lokelno konveksni prostor E(t) Jeste ti-

pa ({‘5) ako, 1 samo ako, Je t = tk i ! potpun prostor u topolo-

giji unoformne konvergencije nad svim @—nula nizovima iz E(t)

Nsophodnost: Neka je {f&} C E' Ko#ijev generallisa-

ni niz (Cauchy net u 7, f?]) u topologijl uniformne konvergenci-
jo na svim (gwnula nizovime 1z B{t), Tada je %fd}Kos‘éijev gene~
rallisaeni niz u slaboj topologiji za Elo Neka Jje £ linearna for~-
na koja je granica generalissnog niza {%&u slaboj topologiji
(_E+ je slsbo kompletan), Odatle sleduje fd'*% f 3 u topologlji
ukagzane konvergencije tj,
\fak 4 xn\ ~f {xn‘“éé , d2dg,
za svaki (ganula nig jlxn‘S‘ To znati ds je funkclja f ogranilena
na svakom {5-nula nizu, Tada je ons ogranilena na svskom (_‘. ~dig-
ku, Zalsta neka to nije tadno, tj, neka Je
sup |£(b)] = o0
beB
za nekl ﬁ;-»disk B, Tada postojl niz {xngc. B, teko da jJe
1
§f(xn)‘2, n? 28 svako n, 211 iz xﬁé B slsduje 2*n jo p—nula

nlz i na njemu funkcija £ ne bl bills ograniiena zbog

EREER I
Dakle, na osnovu Stava l,1, sleduje neprekidnost funkcije f i El
Je potpun prostor uw ukszenoj topologiji,
Dovoljnost: Neka prostecr E(t) ima topologlju b‘r-tk

i nska je El potpun prostor u topologiji uniformme konvergenci-
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je na svim [b-nula nizovima 1z E(t) ., DokaZimo, pod tim uslovimea,
da topologija prostora E(t) jeste tipe (f,',). Ovde koristimo 1de~
Ju Ketea pri dokszivanju odgovarajuceg tvrdjenja za bornoloske
prostorse ([11], §28,5.(h). Mi ovde moremo imati u vidu éinjenicu
da zatvaranje ﬁ-diska ne mora bitl [ -disk, DovoljJno Je dokeze~
tl da je svakas funkecije 1z E+ skoja je ogrenidenm na svskom [p-di-
sku, neprekidna (Stav lj,1), Zato predpostavimo da je I ogranide-
na na svekom p—disku iz E(t), Za dokez neprekidnosti dovoljno
je dokazatl, na osnovu teorsme Grotendlka u formulaci jl Komure
{(Stav 1,7) da j}eo f neprekidna funkcija na Y{xn.g tj. n& apsolutno
konveksnom omotadu svih ﬁ,enula nizova, U stvari imamo oCevidno
&y?{xn" = E 1 treba, za primenu teoreme Grotendika, dokazati
jos ovgobinu filtraclije skupove tipsa H xn‘s, Neka su zato datl:
nizovi llxrk ’ % ynk u E(t), f~diskovi By, Bp 1 nizovl pozitiv-
nih brojeva{T,;"} ,{ '23"72“.2 ,» k0j1l teZe huli, tako da je
Xy €Tn Bys ¥y € T;Bze
Yads nig:
Zp =) Xye Ve Xps Toseees X Vpsees t
jeste ﬁ»nula niz, Naime,
2, € T, (By+By)
gde Je Yn ={T;s Tia T 32» Tép.ocp 2' f;,.“}novi niy
pozitivnilh brojeva koji tsZe nuli a B1+Ba novi ﬁsdisk. Tada je
?{zn}- > Hxnku Viyn& 1 osobina filtracije je dokazana, DokaZfi-
mo seda da jJe f neprekidna funkcljs ne skupovima oblika T {xn}
Svaki {}-nnula niz {xn% Je predkompektan skup u Ej sa topologi-
jom tp definisanom normom Ryle) . Po¥to Je, za P-disk B, Eg
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Banahov prostor, adherencl ja P{xn& jeste kompaktan skup u Eg sa

topologl jom tpe £11 t £ ty 1 znati da se t & tz poklapaju na

"1x.%e PoSto je f ogranilena funkcija na B slseduje njena nep-
rekldnost na Eg, pa jo neprekidna i na[‘)‘xn'g u indukovanoj to-
pologijl 1z Ep. Kako je t = tg na-—ﬂ—;; sleduje neprekidnost
funkeije £ 1 u topologiji koju indukuje %t na F4xn]5‘ Time Je do-
kaz zavrden,

Definicije "ogranilenog zatvaranja" Makije (bonnded
closureflﬂ, ¢h IV, 1) moZe se prilagoditi prostorime tipa (ﬁ;):

Dofintella U1 Potprostor ¥' prostors BV, kolt se

sastoji od svih funkelljs iz gt s oprani¢enih na (b ~-diskovima iz

B{t), nagiva se ﬁ ~ogranifeno zatvarenje duaslnog prostors E ,

‘1

~ » ’
¥ povemo f ~ogranifeno zatvorsnim ako je E' = B!,

Kso pozledica Stava lil} mo¥emo sade formulisatl za
prostore tipa ({5) sledeéa tvrdjenjac

b4
Pogledics 1. fi- ogranideno_zatvaran je B/ Jeste

vopuna dualnog prostora E’ u_topologlji uniformne k_g:g_werganci-

je ne @-nula nizovima iz E(t),
i

Posledica 2, Prostor Ei Je tada, 1 samo tada g?)-og-

ranidenc zatvoren sko Je potpun u topologlji uniformne konver-

genclje nsa {&-—-nula nizovima 1z EBE(t),

0 i v s S S i

Dokazi ovih posledica mogu se 1lzvesti sasvim na ig-
t1 nadln keso 1 za bornolodke prostore ([.‘Li}, %28,, 6,{6) ako ge
ima v vidu topologija Tl (Stev 1,5) 1 Stav h.l, Naime, tada je
::!.4” = (E(t‘?))i i (E{t-r) )l je potpun prostor u topologijl unlform-
ne konvergsncile na !};Hnula nizovima iz E(t ), Keko Je famlli]s

(3 ~diskova, pa prema tome 1 (banula nizova, lsta u E(t‘r) 1 B(t)
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(po definiciji topologlje t+) sledaje da je E' potpun 1 u topo-
logijl uvniTormme konvergencije na {3 -nula nizovima 1z E(t),
Sledeéi Maxija ELB] (5~ograniéeno zatvaranje moZemo
opizsati pomodu 4 ~nizova:

Stay 4.5 Tlement f & E+ ne pripsda ﬂ,-ograniéo-

nom zatvaranju K‘ dalnog_prostora r! o0 i samo ako fe Eo=i'-1(o)

lokalno (b -gust u B tj, za gvaki x € ENE  postoli négg&xn'g,

%, & B,s tako da ‘i;xn\ igakonver&ira prema x, Dakls, ! Je p-ogs

renilono zatvoren ako, 1 gamo_ak. Je svaki (Z:-nsekvencijalno 28~

tvorenl potprostor, faktor-dimenzlje 1, zatvoren,
-4
Dokazns Po¥to T € B/ postojl (3-disk B na kome f ni-
jo ogrenilena funkcija, Kako je i‘“l(o) = E_ fektor~dimenzije 1,

za srako b € B 1 proizmvoljno x € ENE  imsmos

b=t + Ayx, € 1(o)
slesduje
BEOIEREEY
i
Sup l)lb\ = sup ‘\—%(%3‘%’: + 00

b& B
Zeto postoil niw tg €E_ 1 niz brojeva Ag tako da je
b b b
bnatn-i-?tnx i Xn—_)oo
MnoZeél sa -1, ako je potrebno, nalazimo da jJo
_ +.b b
by = b, - ‘Xn\x € B
b
B, sko stavimo y, = n (V,[l‘;’], Theorem IV-3)

IAbi
Sto se tide stabilnosti (ga%graniéenog zatvaranja

+
1

tjo ¥ - x&

imamo i ovde sledela tvrdjenjis,
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- Stey U,6 ([13], Theorem IV-5) Ako jo M vektorskl

potprostor prostora E(t) 1 x prolzvoljni element iz E, tada je

EM + x) (3(1) = M (1) + X
Dokaz Je istl kao u[lﬂ ¢

Stav lisTe ('[13}, s Lerma) Ako Je E'r};wggganléggg

zatvoren prostor a M je potprostor, konaéne faktor dimenzije,

'i:akav da jo M B(l) = M, tada Jjs M zatvoren,

Zs dokaz sledimo idsju iz [-13] « Pre avega svaki
potprostor, koji sadrii M, je sekvencljalno F-zgtvoren. Neka
Jo zalsta KDM, Po“to je M konalne & tor-dimenzije u E sledu-
je M je konadne Tak tor-dimenzije 2 u K t]e

K=M@E] S oo dx])
Na ocsnovu prethodnog tvrdjenja sleduje
UM o) ®en® [xql} + [x} P -

x‘iM ®[xi—l$oau®ixn*ﬂ g(b(l) + [ XA = Lee =

= M Ml)@ [29]@eee @l %] = O[] D ... DL =) = K

Dakle, X P¢1) = g,

Sa druge strane svakl potprostor je pressk potpro-
stora, faktor—dimenzije 1 (tj. hiperprostora), a ovl moraju bi-
ti watvoreni zbog Stava l.5. Time je dokaz potpun, |

G, Maki Je dokazao u[lﬂ ( Theorem IV-8) sledsie

tvrdjenje

Stay L.8 Ako Je 5! ogranicéeno zatvoren potpros—

Loy prostora E+§ v! je konalno dimsnzioni potprostor 1z BT

Lada je E’q+ v! takodje ogrenileno zatvoren potprostor 1z E’.

I,.D1jedons (fS], Tasoreme 1) je dao drugl dokaz
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ovog tvrdjenja, Ma daje dokaz Di jedones ved bio prostijl od
originalnog 1z Elf}] mi ovde predla¥emo novi dokaz kojil smatra-
mo jednostavnijim 1 direktni jim nego oba prdthodns,

Dovoljno je dokazati tvrdjenje u sludsju kada Je
v/ potprostor dimenzije 1, Neka jo tadas V, generisan elementom
g€ BAE! ¢35, v/ = [ ).

Neka jo JM = IL M d} “lfundamentalni sistem ograni~
¢enih epsolutno konveksnih skupova u E(t) 1 neka Eq, »za svako
o » oznalava vektorski prostor koje je generisan sa My, , Ta-
da je Ey, normirsn prostor sa normom Py, (x) = inf {X»o $OCEAM
za XE€B, o

Ako js 6 = &

o
{11} normiranih prostora Ey tada imamo sledsdée tvrdjenje:

B 4 lokalno konveksni direktni zbir

Loma. & ima_ogranideno zatvoren dualni prostor &,.

U stvarl ako ge¢ f‘;’ tada Je E ogranidena funkcija na svakom
ograniéenom podskupu iz & » Pa prema tome i na svakom My . Ta-
da g € fp' o ( f;l oznsdava ogrenideno zatvaranje prostora &' )e
Da dokaZemo tvrdjenje Stava },8 pretpostavimo da
jo g’ ogrenideno zatvoren prostor i da g € E+\ ! Elementu
g odgovara jednoznalno element g & & (g = { gd}é.n- s &y € Ed’
1], %22,5( 2))e Teda g ¢& jer bi inasde g bio ograniden na
svakom Md. pa bl g morala biti neprekidna i‘unkcija. {Pretposta~
vili smo suprotno). Prema lemi &4—[3] je ogrsnileno zatvoren
prostor,
Pretpostavimo sada da je f € E+ 1 da je f ograni-
dena funkclja na svakom (E&-[g}) ~ ogranidenom podskupu iz E(t)

tj. da Je f ogranidena na svekom skupu na kome Je svaki element
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12 E g ogranien, Dokszademo da £ € E' +[g] 1 da je zato
E'+[g'] ogranieno zatvoren prostor, Zato neka Je Te 6+jed-
nozns¢no odredjeni element koji odgovara elementu f, Tada Je
£ ogranidena funkcija na svakom (é{-}—[ EJ) - ogranilenom potsku-
pu iz § o Da to dokafemo, primetimo da svaki (é’+[g]) ~ ogra-
niéen podskup LT & mora biti ﬁ/e—ograniéen i, prema tome, mo-

ra bitl sadrian i1 ograniden u potprostoru 2 E* s Kako

1=]
su £ 1 é-l—[s} odevidno dualni par, slabo ograniceni podskupo-

vi iz § , u duainost1{§, é«}[g]}, jesu upravo ( é +[zgl) - og-
ranident skupovi, Sa druge strane, relativna slaba topologlja %
Ey Jeste slaba topologija u Ey koja jJe definlsana dualnosdéu
<E°£ ) E; + [gd"}) o Prema (lj), 5, é 22, (117 sleduje da se rela-
tivne slaba topologljs wu Zi'?:l E%:poie da identifikuje sa to-
pologi jom lokslno konveksnog direktnog zbira prostora E& sa
odgovara juéim slabim topologljema definisanim u svakom Ed,, du-
alno&du (E& , 0‘«5 +0 gd;(> e Takoﬁcz I\Q‘:, gde su No(‘
(EoL +T de ) — ogranideni podskupovi iz E“ o Dakle,

| Tk ST -4\f(th) waf( N\
1 tako smo dokazall daje T ogranilena funkelja na svakcxn(é,-t—[g])
- ogranifenom podskupu iz & o Sleduje tada Te é+[ 8], zbog le-
me, i zato T "-'Z-f A2 za neki element Z ={€L}é&’. Odatle za~
k1l jucujemo da 'C’L= - ?\gd_ mora biti ograniena funkeija na

i

svakom M‘L ti. L= 7&3 mora biti u E po*to smo pretposta-

vili da jJe e’ ogranideno zatgoren potprostor, Time Je dokaz
zavrsen,

Odgovarajute tvrdjenje za sluta] f5~ograniéenog

zatvaranja nilsmo mogli dokaze i,
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Metod dokeza 1z [ 13] takodje ne dovodi do regzulta-
ta, TefkoCa se tamo sastoji u sledelem: Ako je B P-disk tada
je B )M disk u M (ne tome se zasniva dokez u [13]) all niksko
ne sleduje da je M (I B fi-disk u M, (M je petprastot prostona t
foncton dimenijE 4)

Metod Di jedonea iz ES) ne moZe da se primeni u na-
Sem sludaju, U [5] Je, naime, ograsnidenoc zatvaranje prostora o-
pisano pomoéu badvi iz dualnog prostora,imajuéi u vidu &injeni-
cu da polare baivi 1z E odredjuju fundamentalni sistem ograni-
¢enih skupova iz E, Medjutim, tu je blitan prost fakt da zatve-
ranje ogranienog skupa osteje ogrenilen skup, To, kako znamo, ni-
je telno za ({> -diskove,

Na$ dokaz Stava L8 nije mogude primeniti 1z slede-
¢ih re loga. Prvo, podskup [3-diska ne mora bitl [3-disk, sem
ako Je zatvoren podskup fs—diskaa Sa druge strane E"-ograniéen

(3 -disk iz E ne mora blti (E'-Hf g]) ~ograniden skup, ps ne mora
biti A~disk u E u smislu slabe topologije definisane dualnof&éu
@E'+E]).

Kako nismo mogli dokezatl tvrdjenje Stava L,8 osta-

je nereSen sledeli problem:

Problem: Da 11 je potprostor, konaéne fektor dimen-

zije, prostora tipa ((5) takod]e_ prostor tlpa (p)?

(D,Rajkov je formulisso taj problem u svojim lek-
cijsma na Moskovskom univerzitetu 1965/66 godine),

Za bornoloike prostore odgovor je potvrdan (fS].
Theoreme 2), Navedimo jednu vari jantu gornjeg problema,

Tvrdjenje je ofevidno dovoljno dokazati za fsk tor

dimenziju 1 1 za sludaj H= E. Kako Je H*={o} sleduje H"—'
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= E'/H‘Lg HI e Pofto jJe svekl prostor tipa (/3) bornolofki, on
ima topologlju Makija, pa se problem svodi, na osnovu Stava L.k,
na to da 11 Je 111 nije H‘ = EI potpun u topologiji uniformne
konvergencl je nad svim p-nula nizovima 1z H,
5+ PROSTORI SA FUNDAMENTALNIM NIZOM (5-DISKOVA, Lo-

kalno konveksnl prostoril sa fundamentelnim nizom ogranidenih sku-
pova su dobro prouCeni (ns pr, u L'a] ,[7],[1]3,[13] ,[2;_]). Tako
nlje sa lokslno konveksnim prostorima, koji imaju fundamentalni
niz fs-diskova. Takvih prostora ima, Trivi Jalen primer je svakl
Banahov prostor, Dualnl prostor metrizasbilnog lokalnog konveks-
nog prostora ima prebrojiv (beskonaian) sistem @—dlskova. Naime,
ako je 'ul‘)u 2D ees fundsmentelnl niz okolina nule takvog pro-
stora tada js U] C U5C eee C Ug «ss fundamentalnt niz {-dis-
kova (1 jsko ogranidenih skupova u E'(tb). Ug su teds slabo kom-
pektml skupovi (zato p—diskovi) i predstavljaju primer fundsmen-
telnog niza gatvorenih @«diskova. Situsc! jJa moZe biti kompliki-
vani ja, Svaki ‘s-dislc Je ogrenicen skup, sli fundsmentalni nig

(3 ~diskova nije obavezno fundamentalni niz ogranidenih skupova,
Tako, ne primer, sveki prostor tipa (LB) ima fundamentalni nig

(b ~diskova -{Bn"; 1 moZé 4a se nepife u obliku E = 1im ind E%
{ 20 » 3.7 e U[lS] jes medjutim, dokezsno da postoji ogranilen
skup u prostoru tipa (LB) koji nije sadrien ni u jednom EBn. Sa
druge strane, prema jednoj teoremi Grotendiksa ( {7], Theoreme 9),
svekl ograniden skup 1z E, tipa (LB), sedrZan jJe u gzatvorenom ap-
solutno konveksnom omotaéu konadne famill je ogranidenih skupova

M 1z E tj, u zatvaranju F-diska iz E, To znadi ds zatverenje
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p-diska nije wvek -disk ([20] , 3.7, zame¥anie). A11 zat~
varenje {s-diska je uvek ograniden skup, tsko da fundemental-
ni nig {smdiskova {Bni ne mo¥e bltli fundementslni niz ogranie~
nih skupova u takvom prostori,

Proutavanje lokalno konveksnih prostors sa funda-
mentalnim nizom (3-diskova po¥injemo sledesim tvrdjenjem koje
je u stvari varljanta jednog tvrdjenja iz [2] (Ch,JIII, 3,4 Te-
orema 1)

Stav 5,1 Neke je E(t) lokalno komveksnl prostor sa

. !
duslnim prostorom E! « Tad s. slabo ogrenideni skupovi u E pok=-

lavaju sa t, =ogranidenim skuopovima tj, slabo ogranileni skupo-
L8081 32 tn - = po=

vi_i_skupovl ograni¢eni u topologliji uniformne konvergencije na

(s ~diskovima 1z E,

Neka je V :{x eR ;| x|¢ 2}, prolzvoljnl zatvoreni
simetridni interval nule, brojne prave i M neka je proizvoljni
slebo ograniceni podskup iz ERG Dokaz se sada 1 ovde svodi na to
da skup

T = {} £(V)
feM
apsorbuje svaki (3 ~disk 1z E, Po*to je M slabo ogranien skup,
T je baéva 1, kako balva apsorbuje svaki Pudisk ([20], 1.7), do-
kaz je zavrsen,

Metrizabilni lokslni konveksni prostor ss fundamen~
talnim nizom ogranienih skupova moras biti normiren prostar ((11] s
$29,1(2)). Sli&no tvrdjenje nismo mogli dokezati ako se funda-

mentalni niz ogranidenih skupova zameni fundementalnim nizom
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Umesto pomenutog tvrdjenja dokaZimo slededi Stav

5.2 Neks Jje E(t) kyazi-bafvasi prostor ss sledeiim osobinsmg:

1° B(t) ima prvu osobinu prebrojivosti tjs_z8_svakl prebrojiv

niz ogranilenih skupova ﬁ = {An} postoji niz pozlitivnih broje~
}z_géﬁn} tako da_Je

Ur:l A""An

ograniden skup (svakl metrizabilni prostor ima ovu osobinu)

2° E(t) ima fundementalni niy R-diskova = { B}

3° E{t) je_lokalno potpun prostor;

Tada_je E(t) Banavhov prostor,

Dokaz: Ksko je svakl Bn& % ogranic¢en skup tada
postoji niz pozitivnibh brojeva A’n tako da Je

U@O

ogranilen skup, Odatle slsduje M }%,;’Bi, za 1 = 1, 25.0¢ 1 da

A B =M
n=1 W "n

je M apsorbujuli skup, Sa drugs strane, kako je E lokalno pot-
pin prostor 1 svaki ogranilenl podskup je sadrZan u nekom {5-&1-—
sku, postojl f-disk By € (A tekav da jo M By. Po¥to je M ap-
sorbujuti podskup sleduje ¢a 1 By mora biti apsorbujuéi podskup,
Skup By deliniSe normu ;PBM('*) s 1 E',, izrezom
PBM (£) = sup|r(x)l
! % & BM

Prema B8tavu 5,1, sleduje da su slabo ogranieni,

tg - Jeko ogranifeni i skupovi ogranideni po normi /FBM( ¢) iste
porodics skupove, All tada E‘(t/&) mora biti normiran prostor,
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jer je, zbog 2°, meirizebilan prostor ss fundsmentalnim nizom
ogranidenlh skupovn, ([11], § 29, 1 (2)). Pretpostavkas 3° ima
kao posledicu poklapan]e t[b ~topologije 1 tb-topologije u E’,
pa je tako E‘(tb) = Ei(t@) normiran prostor, Ostatak dokaga
siesduje 1z &injenlice da je E(t) kveazi-badvast prostor,

Poznato je ([11, §29, 112)), da je svakl metriza-
oilnl prostor sa fundamentalnim nizom ogranicenih skupova nor-
miran prostor, 8li sutor nije mogao dokezati sli¢no tvrdjenje,
zko wmetrizabllnl proster Ims fundamentalni niz @wdiskova, U tom
smislu Imawmo samo tvrdjenje iz »rethodnog stava,

Mi smo wutvrdili {Stav 2,3) da je svaki lokalno kon-

vekanli prostor (gm?ﬁ,o}:alno potpun, MedJutin, tvrdjenjs (1), 1.

n

é. ; E_'ll} omogudéu je Fformuladlju slededeg stava:

Stay 5.l Neka lokalno konvelsni prostor E(t) ims

funcanentalni niz AR -diskova B, € B.¢ ees & B C oes Ako E(t)

{3 ~progtoe tipa (ti, ne postoii A-disk i1z E koji_spsorbuie
f i‘, m.shmn‘&wfgnw .mﬁl-l—-»--m«-- § >

sval:l drug:’g“_gb—-disk) tada postoll podskup MCE koji nllie B~zats

voran 1 posle dodavanja svih granlca (LeKo‘fijevih nizova_1iz M,

Za dokar tog tvrdjsnja dovoljna je samo odgovaraju~
Ga interprotacija dokaza pomenutog stava iz Ell]., Zalsta; moZemo
i ovde, pre svepsa, pretpos tavitli ds su Pvdiskovi nizsa Bl < BoCeeo
takvi dz nijedsan od njih ne apsorbuje susedni disk tf], Ek da ne

apsorbujs b

. . 1
e DY za Jedno k, Neka Je sada x # o1l %, € 7 Bye

" ‘ ‘ U
ma svakl par (n; k) biramo sada Zﬁkér = B, bako da je

Ankf.{ {k+1) Bn-l“ Za fiksireno n imasmo tako
(xn + an)-gy X s k-—??@
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1

1
Zalsta (xn + an) - %X, =z é'ﬁ' B . Osim toga x, + znke.ﬁ Bl +
X

nk
Bn?®

Neka Je M skup avih x + 3 za n, k=1, 25,06 S

n nk

jedne strane imamo xn¢M 1 xn-Qy 0y a sa druge, X, * % ﬁax o
Dakle, %, su granice (3~-Ko¥i jevih nizova iz M 1 ne pripadasju
M (Ako Je ¥y @ lim y, tada Je )‘yn'g (’:;-Kocijev niz: iz
v, ¥ € 'E’nB sleduje y, - = (y ~Y) + (y~y,) € T,B +
+ YBCU ¥, + ‘A"m)B = ’e"mB). DokaZimo da © ne moZe biti p-gre-
nica niza iz M Eime bl dokaz bio zavr¥en, Neka je obrnuto, Tsda

postojli nie m o+ % ek M;, @ = 1, 25 .4es takav da je

o = g
ng & Ty Bn@" Indeksi n, moraju bitl neogranideni (fnade bl

Ty * Bpe Fp F Bppseses Ky 7

tog niza koji bl konvergirali g-lokelno prema Xyseess Ih )s Iz

ank predstavl jall podnizove da-

LN znekea medjditim, imemo z, =mg = ané- B + B C

NgXg
C EBn@, po def’in‘tciji odgoverajuéih nizovea, Odatle proizilazi

da, vosto je = Bhe indeks n, mora biti manji od n,, Jer

neke € E .
£ko bl postojao indeks ny>n, znlke € %, Bnlg 8 % € 213%9

imall bi gz, 1, [ ((k +1) Bnc (ke + 132, A1 n,» n, 1 zato

je & Sn. kg & (k +1) B ~1° To je medjutim nemoguie po definiclji
Ay 1

nk’ nyk, & %y Pay b Pngiy €

g~ ~1° Time jeo dokaz zmvysen,

Dakls, vako Jje svaki lokalno konveksnl prostor {3-pot-

e:emenata niza 2 jer bl imsll 3

& (x +1) B

pin, a potpunost Je definissna nizovima, ta potpunost neme preb-
rojiv karakter, Naime, svakl (snzatvoren podskup iz E Je naravno
(Swpotpun, all se ‘Swzatvorenost ne mo¥e dobitd " f&-popunjava—

njem " nizovima, U sludaju lokalnokonveksnih prostora prebroji-
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vog tipa (tJ, metrizabilnih) to nije teko, To tvrdjsnje nema ze-
to takav zneaj kao ima odgovarajule tvrdjenje 1w fll],
Prostor tipa (LB) nije, uop3te govoreii, prostor
tipa (LF) [ 6] 1 zato cokazujemo 1 slede’i stav:

Stav 5,5 Metrizabilni lokslno konveksni prostor

E(%) moze bitl tipa (LB) sko i samo ako je normiran prostor (u

stvarl Banahov prostor), Drugim redima jedan prostor tipa (LB)

moZe bitl metrizabilan semo u trivijslnom sluwdaju,

Dokez: Neka je E{t) metrizabilnl lokalno konveksni
prostor tipa (LB) 1 neks je UlD UsD ses DUn‘p ses Opadajudéil
fundsmentalini nlz okoline nule u E(t), tada, kako je poznato
([11], §29, 1.(6)), niz polera 0] C UZC ... c:Ugc_ vso Obrazue
je fundsmentalni niz ogranidenih skupcva u E'(tb) tj. fundemen~
talnl niz jako ogranilenih skupcovs iz Elﬁ Medjutim, premas pome-
nutom tvrdjeniun Crotendlika, svaeki ograniden skup u E(t) Je sadr-
Zan u gatvaranju (3-diska (pretpostavili smo da je E{t) tipa (LB)
1 zato jJo El(tb) = E,(t& )s Odatle sleduje da E(tﬁ) ima, za svo]
fundamentalnl niz ogrenidenih skupova, isti nig Ug < Ug C. eoo
M.c{‘ic sas S druge strane E‘(tf‘,’) mora bitl metrizablilan pros-.
tor, pofto E(t) ima fundesmentalni niz ﬁ—diskova {Svaki prostor
tipa (LB) ima fundamentalnl nig pediskova). Tako, zbog (2) 1,

§29 [lﬂ), E‘(t{s ) more biti normiren prostor, Keko je E’(tb) =
= E’{t@) sleduje da E'(tb) mora bitl normiran prostor, Odatle
sleduje da Je E(tﬁg- (E‘)) normiran prostor 1 - pofto je E(t) kve-

zi~halvast prostor, slsduje E{t) je normiran prostor,
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6, PROSTORI TIPA (A-DF, Ovde &emo definisati nowvn
klasu lokalno konveksnih prostora time #to u definiecl ji prosto-
ra tipa (DF) [ 7] viogu ogrenidenih skupova prepustamo p-disko-
vima,

Definiciis 6.1 Lokalno konveksni prostor E{t) z

—p—

vemo @-(DF') prostor ako su ispunjenl slsdeii uslovi:

1° E(t) ima_fundamentalan niz 3-diskovs;

2° Svaki {3 - Jeko ograniien skup MCE', koji je pre~
brojiva unija_sekvineprekidnih skupova Mn’ Jeste ekvineprekidan

skup,

Keo i u sluwaeju (DF) prostora, ne menjajuéi uslov
19, uslov 2° se mo¥e zameniti sledesim:

2 ° Neka Jje {Un} nlz apsolutno konveksnih zatvore-

o0
nih okolina nule u E(t) 1 neka U = nﬂ-‘Un apsorbuje_svaki

(Andisk iz B(t), tads je U okolina rule iz E(t),
Neka Je E(t) tipa }~-(DF), B prolzvolini (s—disk
1 v=\ U, DB,
oo % o 1 o o <
tada jo(ﬂn=1Un\= U C 2 B” t], U jJe @-—jako ogranicen skup,

(».
Keko Jo { nm1Un)° =T (U,;:‘ Ug) sleduje da je njegov podskup

[~ =
U Ug takodje F;.ajako ograniten skup, Kako je svakl Ug ekvi~-

= , o8
neprekidan skup sledujs, na osnovu 2%, da je Un,gUg skvinepre=
kidan skup 1 zato Je
Co o0
6 0,0 o0
%= 1 v°= \v

(n=1 n) r{:l n r;}l n

okolina nule u E(t).

Obrnygto, neka je ispunjen uslov 121 2 @, dokaZi-
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mo da jeasada E(t) prostor tipa ‘$~(IF). Pretpostavimo zato da
je M = U M ﬁajako ogrenicen skup a Mn da Je ekvinepreki-

n=l n
dan skup za svako n: Dakle, poZto je M @» Jako ogranilen
MCAsB°
Odatlie sledujs
3 1l oo 1
(1) M DO %B 2 % B

tj. M° apsorbuje svaki (y-disk B 1z E, Sa druge strane imamo

(2) MOS(S M)° = o we
‘ n=1 - n=l n

Kako su Mn ekvineprekidnl skupovi Mg su okolins nu-
1e w E(t), Dakle, M® ispunjava uslove 1z 2'°, 2sto je M® okolins
nule u B{t) 1 (M°)° mora biti ekvineprekidan skup, A11 M € M°°
1 zato je 1 M ekvineprskldan skip, Prema tome E(t) je prostor ti-
pa {3~EF@

Sledete tvrdjenje potpuno odgovara sli¢nom tvrdje-
nju u sludaju (DF) prostora (L[7J, Theorem 3},

Stay 6.1 Neka je E{(t) lokalno konveksan prostor ti-

pa @-(DF) sa fundamentalnim nizom rsesg_{skova )\Bn‘t‘ Apsolutno

konveksni skup UCE je tada 1 semo tada t-okolina nule kada fe

Uf}gn t=okolina nule u Bn za svako n,

Dokaz: U dokazu odgovarajulsg tvrdjenja za (IF)
prostore bila je predpostavljena zatvorenost elemenats fundamen—
talnog niza ogranidenih skupove, To se u nafem slucaju ne sme
pretpostaviti zbog primedbe, nalinjene na poletku ovog odel jka,
da gatvaranje p-diska ne mora biti Fs--disk, £A11 nama izgleda da
j® ta pretpostavka billa suviina i u pomenutom dokazu Grotendika,

Za to dajemo potpun dokaz ovog tvrdjenja,



Dovol jnost se dokazuje na sledeéi nadin, Induksil-
Jom se nalazl nilyg {;\i% pozitivnih brojeva 1 niz apsolutno kon-

veksnih zatvorenih okolina nule tako da Je

171
{3) ViﬂBiC

za svaki par (1, j).

Zalsts, pretpostavimo da su 9@1 i Vi definisanl ze

1€ n tako da 8 u uslovi (1), {2) 1 (3) zadovoljeni, Kako je

(1) A.B, < %—w, (2) AiBiCVJ
W

W n Bn.“'l okolina nule u© Bn+1’ postoji okollina nule V iz E(t),

L & 1

tako da je VOB _,‘_lc W, Izabravsl A 1 tako da je 1B 1 C
0 & ? 1

C % Vs, jer jJe B 1 ograniden skup, 1 A 1B - ,S,B F1° jer

i 1 1
je Bn+1 apsolutno konveksan, nalazimo da Je n+1 Baa & .3,( Bn+lﬂ
nv c %wa Teko jo (1) ispunjeno za { = n+l, MoZe se dalje
Ap+y Winitl teko malim de Je i uslov (2) ispunjen za 1 = n+l,
Ostaje da se niz V, (1 = 1; 2y .4sy n) pro¥irl sa &lanom vn+1

: +
tako da su ispunjsni uslovi (2) i (3), Neka je sada B = l;‘gi

}‘iBie Tada postoji apsolutno konveksna okolina nule U tako da
Jo Vi 4q = B 1 da V. zadovoljave uslov (3) za 1 = n+l, Usw
lov {(2) je tada ispunjen tzkodje, jer je ;\iBiC B C Vn+1 po
definici ji odgovarajudih skupova, Ostaje da ss doka¥e egzisten~
cija okolins U,

Pofto je B+U otvoren skup 1 B+U Cd(B+U), za o,
a vektorski topolofki prostor js uniformne strukture, sleduje
Vol = B+U C 2(B+U) = 2B + 20 ([1], ch,II, §1, Corollairs 1),
Okolinm U treba odreditl, prema toms, tako da Je (2B+2U)ﬂBn+1(
C W, Kako jo ECPF skvivalentno sa EN QF = @, za proizvol jne
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skupove E 1 F, dovoljno je, dakle, okolinu U odrediti ds bude

(2B+20) N\ M=g, za M = Bn+lﬂ Cw. Pofto je B apsolutno kon-

veksan tkup (B = «B) to je ekvivalenino sa 2U[l(M+2B) = @#, Eg~

zlstencl ja okoline U Je prema tome skvivalentna se tvrdjenjem

de nala ne moZe biti talka nagomilavenja skupa N=M + 2B =
n+l 1l

f\ (‘,w n )‘i T S druge strane NCC(? W), (Ako ta-

i=1

k. ne bi bilo postojala bi tadka iz N {) -3- W tj, taCka 1z

(7 + 2B) (1 M, Medjutim BC} W, na osnovu (1), pa je 3. W + 2BC

< Ly o+ .§. W =W, Kako je MC.QW to je protivureénost), Dovde je

na

e wuw

dokaz potpunoc jednsk sa pomenutim dokazom Grotendika, Sada
mi ne moZemo tvrditi da je N f}~disk, ali kako fe zbir (3.-dis-
kova @-disk 1 NcC B . +2( 2 Bytaaet %M ﬂ) postoi R-disk
B

g iz fundamentelnog niza, teko da je 3N C B, , Iz NC C (%—W)
©

sleduje 3N MW = ¢ , Dakle, (3N(I1W) (\Bno =38ON(WQAB ) = Ze

PoSto jJe W N\ Bno okolina nule u Bno’ u relativnoj topologiji, a
oé& Bng 13NcC Bo sleduje da 0 ne mo¥s biti tadka nagomllavanjas
skupa 3N u relativnoj topologiji, Tede 0 ne moZ%e bitl, takodje,
tadka nagomlilavanja skupa 3N i u polazno] topologi ji ([9] sChel,
16 Theorem), Time je dokaz potpun,

PosSte svakl prostor tipa (LB) ime fundamentalni nis
(3 ~diskova 1 podto svekl apsolutno konveksni skup kojil apsorbuje
sve {s-diskove jeste okolina nule u prostoru tipa (LB), sleduje
da je svaki prostor tipa (LB) prostor tipa (5~(DF‘).

Naravno svaki Banahov prostor je tipa ( (5-DF, i,
op&tije, talan je ofevidno sledeli stav:

Stav 6,2 Lokslno konveksnd prostox,. ss.fundsmen=
talnim nizom p-diskova, tips (G )» Jjeste prostor tipa {3-(1:1?)..
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U normirenom prostoru (prostoru tipa (DF)) jedi-

niéna lopta apsorbuje svaki drugl ograniden skup, Njeno zatva=

ranje, u jako] topologiji (tj. po normi), poklapa se sa njenim
elgebarskim zatvaranjem, Grotendlk je pokazao ({7], Lerme i,
ps72) da se na neki nain mo¥e govoritl o s1idnoj osobini u

prostorima E(t) tipa {DF), Naime, neka js A, rastudl niz zat-

i
vorenih apsolutno konveksnih ogranienih podskupe 1z E(t), ti-
pa (DF), takvlh da se svaki ogranieni podskup iz E{t) mo¥e ap-
sorbovatl nékim od skupova 1% Ai » tada je zatvaranje nJjilhove
uni je, u jako] topologiji, jednako sa slgebarskim zatvarasnjem,
Prirodno je da se isto pitanje proudl s obzirom na
[b««diskove u prostoru tipe ,‘,5-DF. Mi ne moZemo dokazati tvrdje-
nje koje bl potpuno odgovaralo citiranom u (bo-(DF)—-prostoru. Mo~
tod dokazlvenja iz [?] se ovde ne mofs da primenl zbog toge £to

je zahtev zatvorenosti elemenata niza A u['{] bitsn, Ipek,

b §
ovds imamo sledale tvrdjenje

Stay 5,3 Neka Je E(t) prostor tipa (3-(DF) i_ne-

m“

ka_Je B, fundementalni niz @~diskova u njemu, Ako Je B=U B
tada je t,-zatvarenjs Bt skupa B jednako njegovom algebarskom

ne ' ———-

zatvaranju B, (U stvari t, -zatveranje B(& sa poklspa sa alge-

gl it g3 AP S P D P

barskim zetvarenjem),

Dokags: Imamo uvek '};C ‘B;F’ o U 3tveri x é%/ jo ekvi~
valentno sa postojanjem y €B tako da je Ax +(1~A) y &€ B,
o0 {4 1, Sa druge strane fundamentalni sistem okolina nuls
t(b ~topologlje (polare (S—diskova (ogranifenih skupova) iz E'),

s8 sastojl od apsorbujuéih skupove, To znall da svaka tfs ~okolina
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talke x sadrZi talke tipa A x+{1-X) y & B ps prema tome x 6_1'3'"3

Ostelo je samo da dokaZsmo da Je EpC B 111, Sto
Je isto, da je C% C C'B?f-"

Pfetpostavimo zato xéc B. Postoji tsda A>1 tako
da Jo x § AB tj, x 6’;/?\.5“ za svako n, Sada & mo postupiti kso
u f?]. Dakle.primenjujuéi Banghovu teoremua nalaszimo fn & E’ ta-
ko da fn (EQ)O i da je\rn(x)\=?\ za sveko n, Tada sladuje da
je nisz {fﬁ% ograniéen na svakom ﬁ«ndisku iz E (poSto je ogra~
ni¢en na svakom 3;), To sleduje iz cinjenice de je svako fn
neprekidna funkcije i da je BS D Bg:. cos D B}:) eaa o PO
Sto smo prdtpostavili da Je E(t) tipa pi—(ﬁF), { gni more bl
tl ekvineprskldna porodica funkclja, pa prema tome relativne
slasbo kompaktan skup uz E , Tada nis {f£7g1ma adherentnu tadku
f eE‘ u sleboj topologiji pa sledujs \f(x)\ = A>11f & B°,
Dakle, Q,g C CEYS » Konalno iz %' c BPc “}:’:p zakl judujemo da

N v
je B= B b, Tako je dokas potpun,



- 1b =
LITERATURA&;

Bourbaki, N,: Topologie G‘hé}al, Ch 1 et Ch 2, Act,
Sei, et Ind, N° 1142, Hermann, Paris, 1961 (troisieme
y4

edition)

Bourbaki, N.: Espaces vectorisls topologiques, Act,Sci,
ot Ind, N° 1189, 1229 (1953, 1955), Hermann, Pais

Bourbaki, N,: Sur certains espaces vectoriels topolow-

'giques, Ann, Inst, Fourier 2, 5-16 {19S0o)

-G
Bouchwalter, H,: Esvaces vectoriels bornologlqués, Pube
lications du Dep, Math, Lyon, t, 2=1, 1-53, 1965,

Disudonne, J,: Sur les prOpriétJQ de permanence de cer-

tains espaces vectorlels topologiques, Anmn, Soe, Polon,
Math., 25, 50=55 (1952)

Dieudonne, J, et Schuwarty, L,:La dualité dans les es-
pacas (F) et (LF), Ann Inst, Fourier 1, 61~lol (1950)

Grothendiegk, A,: Sur les espaces V(%) et (DF), Summa
Brasil Math, 3, 57-123 {1951)

Gratheadieck A,: Produits tensoriels topologlquss et

ospaces nucléaires, Mém, Amer, Math, Soc, Nr,16 (1955)

Kelley, I,: Gencral Tonology, New York, D, van Nostrand
1955

Kelley, J..Namioks, I,: Linezr Topologieal Spaces, New
York, D, van Nostrsnd, 1963

Kothe, G,: Topologlsche Linsare Rawms I, Springer,
Berlin, 1960



[12]
[33]

[
(5]

&
[17]

[ 18]

- 17 -
Komura, Y,: On a theorem of A, Grothendieck, Sci,
Papers Coll, Gen, Ed, Univ,Tokyo 7, 169-170, 1957

Mackey, G: On infinite-dimensional lineer spaces,
Trans, fmer,Math, Soc, 57, 155-207, 1945

Makarov B,M,: Ob induxtivniih predelsh normirovenhih
prostranstv, DAH, 119, N® 6 (1958), 1092-109l

Maksrov B,M: O nekatoriih patologifeskilh svolstvah
induktivniih predelov B-prostranstv, Uspehi mat.neuk,

te XVIII, «3 (111) (1963) (171-178)

Mirkovié, B,: Neka zspaZanja o lokalno konveksnim pro-
storims tipe ( ), Mat,vesnik 5(20) sv,2, (221-227)
1968

Mirkovid, B,: Refleksivnost lokalno konveksnih prostoe
ra i Banahovi digskevi, Mat,vesnik 7(21) sv,2 (171«17k)
1969

Mirkoyié, B.,: A note on locelly convex spaces with a
basie sequence of @;wdisks, Mat,vesnik 7(22), sv,)l,
73~81, 1970

Schwertz, L. ¢ Théorie aes distributions a valeur
vectorielles I, IX, Ann. Inst, Fourier, 7(1-141)
19573 Ann. Inst. Fourler 8(1-207) 1959

Rajkov, D.A.: Eksponencijalni zekon dlja prostransiv
neprcrivnih linejnih otobraZenij, Mat. sbornik,

t.67(109) 1965
Robertson, A.P., Robertson W. Topological Vector

Spaces,@ambridge University Press, 1964



