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I.1. KomMmmuiekcHa paBaH, reOMeTPpHjCKa HHTepIpeTanuja cadupama KOMILIEKCHUX OpojeBa
U MHOKeHa KOMILIEKCHOT 0poja peaJlJHUM CKAJIapoM

Hedunuyuja 1.1 DopmaiHo MOJbe KOMIUICKCHUX OpojeBa, ca o3HakoM C, neuHHUIIEMO Kao CKYII
ypehennx mapoBa peanHux OpojeBa ca jemHakomhy (x,y)=(u,v) aKKo je X=u W y=Vv U Omepainjama
cabupama: (x,y)+(u,v)=(x+u,y+v) u MHOXE®A (X,)) (u,V)=(xu- yv, xv+yu).

Jla oBako neduuucaHa anrebapcka crpykrypa (R’,+,-) 3am0BoJ/baBa akcHOMe MOJbA

JIHMPEKTHO Ce MPOBEpaBa.

HeyTpanau eneMeHT y ogHOCy Ha cabupame je 0=(0,0), y omHOCY Ha MHOXeHe je [=(1,0) n
u3nBajamo eneMeHT (0,/) koju hemMo Ha3UBaTH UMaruHapHa jeJMHUIIA U 00eJIeKaBaTH ca i.

[Tokasyje ce a ce cBaku KOMIUIEKCaH Opoj z=(x,)) MOKe Ha jeJMHCTBCH HAYHMH MPEJICTABUTH
y O0NMKy z=x+iy, Ipu 4eMmy peasiaH Opoj X Ha3UBaAMO PEATHHUM JeJIOM KOMIUIEKCHOT Opoja z |
o3HavyaBamo ca Rez, a peaman Opoj y Ha3MBaMO WMaruHAPHUM JIEJIOM KOMILIEKCHOT Opoja z u
o3HayaBaMo ca Imz. OBako mpejacTaBJbamke KOMIUICKCHOT Opoja HasuBa ce anre0apcku OOJMK
KOMILIEKCHOT Opoja.

Jedunnmuja ckyma C xao ckyma R’ cBux ypeheHnx mapoBa peaqHux 6pojeBa omoryhyje
HaM T€OMETPHjCKO MOUMamke KOMIUIEKCHUX OpojeBa. Paau opmanne aedununmje mocmatpahemo
CKynm P cBHX Tayaka naTe paBHH /I ca yBeJIeHUM KoopAauHaTHUM cuctemoMm xOy. Ilocmarpajmo
oujektuBHy Qynkmujy ¢ :C — P, 3amary ca ¢(z)=M(x,y).

Hedunuyuja 1.2 Tauxky M ca JlekapToBCKUM KoopanHaTama (x,y) hemo Ha3uBaTH reoMeTpHjCKOM
CJIMKOM KOMIUIEKCHOT Opoja z=(x,y) (uau z=x+iy y anre6apckoM OOIUKY).

Kommiekcan Opoj z=x+iy Ha3uBaheMO KOMIUIEKCHOM KOOpAMHATOM Tadke M(x,y).
VYnorpebspaBahemo o3Haky M(z) na Ha3HauYUMO Ja je KOMIUIEKCHAa KOOpAMHaTa Tauke M
KomIutekcan 0poj z. (Y maseeM TekcTy he KOMIUIEKCHa KoopawHaTa Hajuemhe OWTH O3HAa4YeHa
oJrorapajyhum manum cioBoMm.)

Ckyn cBux Tadaka paBHH // Koje HICHTU(PUKYjeMO ca KOMIUIEKCHUM OpojeBMMa Ha3WBaMO
KOMIUIEKCHOM paBHH, WM ['aycOBOM KOMIUIEKCHOM paBHH, MOIITO je ['ayc CBOjoM pemyTamujoM
omoryhuo mmpe npuxBaTame OBaKBE HHTEPIIPETAIMje CKyIla KOMIUIEKCHUX OpojeBa.

[TomTo ce ckyn peamHux OpojeBa MpU OBAKBO] MACHTH(PHUKAIM]H TPECIUKaBa Ha X-0CY Y
HAa3MBaMO PEATHOM OCOM, a CKYIl YUCTO MMarnHapHUX KOMIUIEKCHHX OpojeBa (3a koje je Rez=0) ce

IpeciiiKaBa Ha y-0Cy, 11a je 3aT0 Ha3MBaMO UMAarHHAPHOM OCOM.
_ M(z,y) KOIYIHJ‘IGKCEIH 0poj z=(x,y) (z=x+iy) MOXKEMO BUJIETH U Kao
iy 7/ BEKTOp 4Hja je MOYeTHa TauKa KOOpIMHATHH mouyeTtak O a Kpajma
TayKa yIpaBO F€OMETPHUjCKa CIIMKA Tauke Z, M(z) I[ame IpU OBOj

uaeHTudukanuju 6pojy z—(x,y) O/IroBapa BEKTOp OM =z, rze jeM
tauka M(x,y). YKOIMKO ca j ¥ i O3Ha4YMMO jJeMHUYHE BEKTOPE X-
oce 1 y-0ce, MOWTO ¢y I[eKapTOBe KoopauHate Tauke M ynpaBo x 1

&)
<4
—

y IMaMo J1a je z=0M = x]+yz
(O3naka i 3a JeIMHUYHU BEKTOpP y-OCE C€ CIa)Xe ca YMELEHHUIIOM Jia j€ TO BEKTOp KOjH
oJroBapa KOMIUIEKCHOM Opojy z=i, o3Haka j Tpeba Ja acormupa Jia je TO BEKTOp KOjU OJroBapa

(peaHoj) jeTMHULIN).
[Tocmatpajyhu onepanujy cabupama KOMIIEKCHUX OpojeBa U ca61/1paH,e BEKTOpa BUAMMO
na je ztz= (xz,y1)+(Xz,yz) (x1+xz,y1+yz) JI0K je KOJI BEKTOpA

zT+z2 ()Clj +ylz)+(x2] +y21) (x, +x2)] +(, +y2)z Jaxie 30Mpy KOMIUIEKCHUX OpojeBa z;+z,

oATroBapa BEKTOP Z1 +22 . Axo HaBCACHY KOpeCHOILCHHI/ij ,, 401C€JbUBakba BEKTOPA KOMIIJICKCHOM

Opojy z“ o3Hauumo ca z umahemo z, +z, =z +z,. CIMYHO BaXXKU U 332 MHOKECHE KOMIUIEKCHOT

Opoja peamHuM ckamapeM ¢, Tj. Ouhe: az =a(x,y)=(ax,ay). A 3a BekTOpE:



a;l:a(x1}+ ylf):axl;'Jrayl;. Jlakne Baxku OTZI:aZ. OnaBne cneau na je KOpECHoJeHIH]a
m3mehy ckyma kxomrmuiekcHux OpojeBa C uw BekTopa ca moderkoM y () HEe caMoO y3ajaMHO
jenHosHauHa, Beh je u uzomopduzam.

N3 oBe uummeHHIlE ClIeId U TEOMETPHUjCKAa HWHTEpHpeTanuja cabupama KOMIUIEKCHUX

OpojeBa: ako KOMIUIEKCHE OpojeBe z; U z; OCMAaTPaMo Kao BEKTOpE z, U z, OHJA HBUXOBOM 30HpY

z;+z, oarosapa BEKTOp z, +z, KOJjA ce noOuja W3 BEKTOpa z, U z, YyOOMYajeHUM MPaBUIOM
1 2 1 2

napasenorpama.
Hexka Tauke M; w M, wumajy KOMIUICKCHE

A ﬂ'i_f_(_"ff-'_ﬂ"-“yfﬂf-’) KOOPAMHATE z;=X;+iy; U z;=xy+iy, ¥ Heka Tauka M uma
“”(fff) KOMIUIGKCHY KOOpJAWHATY z=z;tz, Tajga je BEKTOp

M—qu:(x1 +Xx, —xl)}'+(y1 +, —yl)f=x2}'+y2i:zz .
OpaBne crnenu na ce Tauka U M noOuja TpaHCHAIM]OM
Tauke M; 3a BEKTOp zj Jlakne nonaBame KOMIUIEKCHOT
M, ("“; v, Opoja z, KOMILUIEKCHOM Opojy z;, 4Hja je TeOMETpHjcKa
0 ciuka M; MOXEMO CXBaTHTH U Kao TpaHCIAIHjy Tauke M
3a BEKTOP Z (Tj. BEKTOD O—MZ , e je Mx(z2)).

Ako je z=x+iy xomIuiekcaH Opoj, KOMIUIEKCaH Opoj z =Xx—iy Ce€ Ha3uBa KOHYTOBAHUM

KOMIUIEKCHUM OpojeM KOju oJroBapa AatoM Opojy z W O3HayaBa ca z. I'eomeTpujcke cimke
KOMIUIEKCHUX OpojeBa z u z Cy y3ajaMHO CHMETPHYHE Yy OJHOCY Ha peasiHy OCy, Ma KOWbYTOBame
KOMILUIKCHOT Opoja MOYKEMO CXBAaTUTHU M KA0 CUMETPH]y Y OJHOCY Ha peanHy ocy. Baxu Z=Z aKKo
je ze R, Takobhe je 7=-z aKkko z €iR.

Moy KOMILIEKCHOT 6poja z=x+iy je peajaH, HeHeraTHBaH OpOj /X~ + )" M 03HadaBa ce ca
|z|. Eyknuacko pactojame Tadaka O(0) u M(x+iy) je r=0OM =x*+y°, na umamo na je
|z| = =0OM . 3naun moxyn xommiekcHor 6poja z je jeanak pactojamy Tauaka O u M(z), wro je y

CTBAPH MHTEH3UTET IPH/PYKEHOT BekTopa z = OM .

Beh je cnomenyTo na mocroju Oujexiyja u3mely ckymna tauaka KOMIUIEKCHE PaBHU U CKyIa
KOMIUIEKCHUX OpojeBa. YKOJIMKO Taukama (KOMIUIEKCHE) paBHH JonenuMo JlekapToBe mpaBoyrie
KOoOpAuHaTe A00MjaMo anrebapcku OONHMK KOMILIEKCHOT Opoja. YKOJHMKO MM JOAEITHMO IIOJIapHE
KoopauHate nohu heMo 10 TPUTOHOMETPH]CKOT (MIM TPUTOHOMETPH)CKO-CKCIIOHEHIIN]ATHOT )
00JTMKa KOMIUIEKCHOT Opoja.

Tauka M KoMmIUIeKCHE paBHHM, Koja je pasnuuurta ox O, je oapeheHa pacrojameMm r on
KOOP/JMHATHOT TI0YETKAa M BEJIMYMHOM TMO3UTHBHO OPHjEHTHUCAHOT yrJiia u3Mel)y MO3UTHBHOT Jiena

peanHe oce U BEKTOpa OM . Yxomnuko BEJIMYMHY OBOT yrjia ¢ nocmarpamo y uHtepsainy [0,27)
3BahemMo je TJIaBHOM BpeaHoInhy aprymMeHTa KOMIUIEKCHOT Opoja z Koju oaroBapa Tadyku M u
obenexxaBatu ca argz (makie p=argz). (Ymecto unreppaina [0,27) yecTo ce y3uma u uHTepBai (-m,m]
Y HEKa To OyJie Apyra riaBHa BPEIHOCT apryMeHTa. )
Koopaunataom nouetky O nonesbyjemMo pactojame 7=(0, a apryMeHT My He Je(UHHUILIEMO.
Usmehy ckyma C" =C\ {O} Y paBHU ca MOJApHUM KoopAuHATHUM cucteMoM (0,0)x[0,27)

MOCTOju OujeKIja. YKOIMKO OCTAaHEMO Ha €JIeMEHTapHOM HUBOY U HE 0aBUMO ce MHUTambHUMa
neduHUCama TPUTOHOMETPHUjCKUX (YHKIHMja, MOXEMO H3BeCTH Be3y wm3Mmehy JlekapToBor wu
MOJIAPHOT KOOPJIUHATHOT CHCcTeMa KopucTeh Kao MO3HAaTe OCHOBHE 0COOMHE (pYHKIIMja CHHYyCa U
KOCHHYyCa, HaKlIe X=rcoS@, V=rsing, OJaBJe WUMaMO TOJApHH WJIA TPUTOHOMETPHUjCKU OOJIMK

, p=argz.

KOMIUIEKCHOT Opoja z =x+iy =r(cosp+ising), r= |z



M(z,y) [Tomro je tgp = 2 y | xBazmpanry je ¢ = arctgl y Il u III

X X

KBaIpaHTy je @@= arcth+7z u y IV «xBagpanty je
X

(0=Cll”Cth+27Z', Ipy 4YeMmy je IJlaBHa BPEOHOCT apryMeHTa ¢ y
N X

uHTepBany [0,27).

YKOIMKO BENMUMHYy yria usMeljy MOSHTHBHOI Jena peaiHe oce u Bekropa OM He
orpann4yaBamo Ha uHTepBan [0,271) (i (-7,7T] WIK HEKU IPYTH MOJYyOTBOPEHH MHTEPBAI JTy>KUHE
27) nobujamo mpeOpojuB CKYIl BPEAHOCTH KOjU O3HaYaBaMo ca Argz (Ipu 4emy je z KOMIUIEKCHA
Koop/uHaTa Tauke M). AKo je ¢ =argz umamo 1a je Argz ={p+2krw, keZ}.

Viumajyhu y o63up 3Hamenuty OjnepoBy Qopmyiny e” =cosg+ising, ¢ <[0,27),
, p=argz.

, 32 A>0 BexTOp Az je uUCTOT cMepa Kao U z, a

JI0J1a3MMO JIO €KCIIOHCHIIUjaJTHOT 00JINKa KOMILIEKCHOT Opoja z =re'’, r = |z

Axo je A peaman Opoj Ouhe ‘12‘:|ﬂ”2

HHTEH3UTET MYV | zl. BEKT zZj TIPOTHOI' CM I z. AK 0, O3HAYUM
€H3UTE e |4 3a A<0 BekTOp Az je CympoTHOT cMepa O Axo ca Hp, 03HaUYUMO

XOMOTeTHjy ca nentpoM y O u xoeduuujeHToM A (Koja cBakoj Tauku A jonesbyje Tauky A’ TakBy

Jla je BEKTOp 04’ = /1@) UMaMo Jia je MHOXEHE PeaHUM CKajlapoM A y CTBapU XOMOTETHja ca
1eHTpoM Yy O ¥ KOSPUIIH]CHTOM A.



I.2. T'eomerpmjcku cMHCA0 MHOXKEHA KOMILIEKCHUX OpojeBa

Axo cy z; U z; KOMIUIEKCHH OpOjeBH Taja je |zlzz| = |zl||z2| u arg(zz,)=,, argz +argz,
(mmn Arg(z,z,) = Argz, + Argz,).

OBo TBphewme ce MOXKe H3BECTH YKOJIHMKO C€ KOPUCTH TPUTOHOMETPH]CKH OOJIMK
, p=argz, W  amuuuoHe  Qopmyie

KOMIUIEKCHOT  Opoja z=r(cos@p+ising), r= |z
cos(a + f) =(cosacos f—sinasin f), sin(a+ f)=(sinacos f+cosasin ).

Mehytum came aguimone Gopmysie UMajy CBOJy TEXHUHY, IIITO OJy3UMa €JIEeMEHTapHOCT
oBOM J0ka3y. McmocraBiba ce Aa ce aaunuoHe Gopmylie MOTY JOKa3aTH KOpUIThemeM YHHCHULS

naje R, (2)= ze' (poTaluja OKO HyJle 3a yrao o) M30METpHja U YMELCHHUIIE Ja je JYKUHA JIyKa

anuTuBHa (QyHkuuja. (OBO je J0cielHO CIPOBEACHO Y OleJbKy ,,KoMmruiekcHu OpojeBu u
eJIeMeHTapHa reoMeTpuja“ kmure ,,Kommuiekcue pynknuje, nmpodecopa M. MarespeBuha.)

MHOXeme KOMIUIGKCHUM OpojeM v = |v| e’ MOXkeMO CXBATUTH ¥ Ka0 KOMIO3UIIH]y jeHE
poranuje 3a yrao € (ca uentpom y O(0)) u jeqHe XOMOTETHj€ ca KOSPHIIMjEHTOM |v| U LEHTPOM Yy
0(0).

. v IH . I¢ . .

Heka je v, =—=¢", npou3BoJ KOMILIEKCHOT Opoja z = |z|e U V) je KOMIUIEKCaH Opoj

i

YHjH € MOIYO JEAHAK |z|ﬁ =
\%

yrao €. Ilomro je v:|v|v0, a MHOXEHE KOMIUIEKCHOr Opoja ca |v| je XoMmoTeTuja ca

|z , @ apT'yMEHT MY je jeaHak (G+¢)(mod2 r), nakie To je poTanuja 3a

KOE(UIIN]EHTOM |v| (1 uentpoM y O(0)) umamo HaBeneHH 3akibyyak. (IIpu yemy penocnen porauuje

U XOMOTETH]e HUje OUTaH.)



I.3. Be3a ckajapaHor U BeKTOPCKOI NMPOU3B0/a BEKTOPa ca
MHOKeHeM KOMILJIEKCHUX OpojeBa

Jenan on yoOuuajeHMX HaunHA /1a ce yBeJe CKaJapHH IPOU3BOJ KOMIUICKCHUX OpojeBa a u
b (cxBaTaMO MX Kao BEKTOpE) je Ja KaXXeMO Jia je CKaJapHU MPOU3BOJ BEKTOpa a W b jemHak

(a,b)=Reab.
Tana ce nokasyje ocobuna na je (a,b) = |a||b| cos@ rne je fyrao usmely BekTopa aunb.

Mebhytum kao aepUHULIN]Y CKaJapHOT MPOM3BOJA MOXKEMO Y3€TH M OBY OCOOHMHY (IITO ce
YECTO W YMHM Ha €JIEMEHTAPHUJUM KypCEeBHMa MaTeMaTHKe) Jakiie pehu ma je ckamapHu MpOW3BOJ

BeKTOpa a u b aeb :|a||b|cos€ ma JI0Ka3aTu Ja 3aucTa BaXKH JIa jeé Tako Ae(pHUHUCAH CKaIapHU

npousBo ash =Reab. OHO mITO je oBIE BaXXHO je Ja ce Taj JoKa3 ocjama (camo) Ha OCOOHMHE
MHOKEHha KOMIUIEKCHHX OpojeBa.

—

TaKone je eJeMEeHTapHM MeTOJ yBOhema BEKTOPCKOT NpOHM3BOJA BeKTopa a U b
(o3Hakaaxb) je 12 KKeMo J1a j€ TO BEKTOp jeqHaK 10 MHTCH3UTETY TIOBPIIMHN Hapasenorpama

HaJl BEKTOpUMa a ub JIOK j€ OH caM HOpMaJlaH Ha paBaH BEKTOpa a U b u yCMEpEeH Tako Ja je

cHCTEM BeKTOpa @, b M ax b 103uTHBHO opujenTHcaH. ITOMTO Cy CBH BEKTOPH KOMILICKCHE PABHM
6am y 10j, OHO IITO he pa3aMKOBaTH BEKTOPCKU MPOM3BOJI KOMIUIEKCHUX OpojeBa jenaH oJl Apyror
J€ HBEeroB MHTEH3UTET U MO3UTUBHO WM HETAaTMBHO YCMEpEHmE (0K je MpaBall yBEK HOpMallaH Ha
KOMIUIEKCHY paBaH).

—

3aro je pagu nepUHULM]je BEKTOPCKOI MPOU3BO/a BEKTOpa aub

6>0 b : JIOBOJLHO  YBECTH OpHjEHTUCAHY TOBPIIMHY  MapanenorpaMa  Haj

L

sin) / ~ BeKTOpHMa a H b. Vrao u3Mel)y BekTopa a u b hemo IIoCMaTpaTH Kao
' OpPHMjEHTHCAaHH KOHBEKCAaH yrao y HHTepBaly (—7,7] W HEroB 3HaK

a JOAENUTH TOBPIIMHM Mapajenorpama Haja BektopuMa a u b. Taxo
neduHMCaHa OpWjEeHTHCAaHA MOBPIIMHA [apajenorpaMa MOXXE HWIpaTu
YIJIOTY BEKTOPCKOT ITPOM3B0/Ia KOMIUIEKCHUX OpojeBa (BekTopa) a u b. 360r

HeMmapHOCTH (QYHKIHMjE Sin UMaMO Jla BaxH Zz®52|a||b|sin6’ (rne he

a®b OuTh 03HaKa 3a OBAaKO JehUHUCAH BEKTOPCKH IMPOM3BOM), Kao H
a®b=-b®a.

Ja Ou npokazanu nga u3 JepUHULIT)E a-b=|a||b|c050 ciequ ocobuHa ae<b=Reab
nocmarpajmo npeciukasame y : C — C 3agato ca w(z)=a-z. Axo je a =|a|e Guhe a=|ale™
na je y KOMIO3MIMja jeJJHe poTaluje 3a yrao -« U jeAHe XoMoTeruje ca LeHTpoM y O u
Koe(HUIIjeHTOM |a|.

Heka je M reomertpujcka civka Tauke z, P leHa pojeKIrja
Ha BEKTOp a. AKoO je z:|z|ei‘” npu yemy @, € (—z,7| Ouhe
0 =@p—a yrao usmMmely BekTOpa a vz (Tj. BpeQHOCT OpHUjEHTH-
canor yrma). IlomTo je w kKoMmmosuiMja poTalyje 3a yrao -o u
XxoMoTeTHje ca HeHTpoM y O U KOoepHIHjEeHTOM |a

, W CiIMKa

tpoyrao OPM y tpoyrao OP;M;, tae je M, reoMeTpHujcKa CiuKa

Tauke az, a P; mweHa mnpojekuuja Ha x-ocy. I[lpm ToM je
OF, =|a|OP=|a||z|cost9 u MF, =|a|MP=|a||z|sint9.

Hakne aez=Reaz u a®z=Imaz. OBo ce MOXe HU3BECTH U  AHAIUTHYKU:



w(z)=az=|ale " |z|e” =|a||z|e™ =]a||z|e” =|a||z|(cos @ +isin@) omakne cmemm ma je

|a||z| cosd =Reaz; |a||z| sinf=Imaz.

Y mutepatypu ce cpehe jomr jemHa neduHUIMja KOMIUIEKCHOT MPOW3BOJA KOMIUIEKCHHX

OpojeBa. Y o3Haum axb, Ta gedpuHUNMja  je axb:%(ab—al_a). [Momro  je

%(Eb—aZ) :%(;b—Z) =ilmab ¥Mamo ja Baxu penanuja axb = ia®b.

M,(z)=M,az)

7/ 2<0<T

—m<0<0

A(a)

M,(2)=M(az)

Kowenmap  OBaj (TeoMeTpHjcKH) JOKa3 3aBUCH O]
MelycoOHOr Tmosoxkaja BekTopa a ©u z. Mehyrtum mnomro
NOYMBa Ha YMIHCHUIM Ja C€ TpECIHKaBame ¢(z)=az MOXe

CXBaTUTH Kao KOMITO3UIIMja poTarje oko O 3a yrao -a=-arga
U XOMOTETH]j€ ca KOePULINjEHTOM |a| Uy OCTAJIUM Clly4yajeBHUMa

.
BOXU CIIMYHO pazMarpame, ¢ TUM IITO y CIydajy 5< O<rm

(kao u —7r<0<—%) ny’)x OP mocMatpaMo Kao TPOjeKIH]y

BEKTOpa z Ha BEKTOP a Te JjOj HAoaesbyjeMO HeTraTUBHY
BpPEIHOCT. 3ampaBo je pr;(}):—|OP|:|0M|cosﬁz|z|cost9.

Cmmuno je u pr; (Z) = pr; (Ez) = —|OP1

, ma je
pr}(Z) = |a|pr5(2) = |a|(|z|cos 0). Jacuo je Ja je
Rez, = pr (Z) , UAM€ je oTmpaBaaHa TBpama Re az=a-z.

Jla 6u npyra jeaHakocT Bakuiia moTpebHo je myxx MP
cMaTpaTy MO3UTHBHOM aKo je yrao ¢ mo3WTHBaH, a HETATUBHOM
ako je € wneratuBaH. Tako ma y ciay4ajy —z <6<0 umamo
M, P, = |a| MP = —|a||MP| = |a||OM |sin 6 =|d||2|sin 6 .



I.4. OcoOunHe Mooy 12 M BbUX0BA F€OMETPHjCKA HHTEPIIPeTalUja

OcHoBHE 0cOOMHE MOJTyJia KOj€ Clleie AMPEKTHO U3 AepUHULIN]E CY:

1. ZE=|22,

2. |Z|=;,

3. |z|=0 akko z =0,

4, |Rez|£ z|, Imz|£|z|.

Crenehe Tpu jenHakocTH UMajy OUTaH T€OMETPH]CKH CMHUCAO:
D |z+w|2 =|z|2 +2Re(zv_v)+|w2
(I1) |Z—W|2 = |Z|2 —2Re(zv_v)+|w

(A1) 2wl +|z—wf =20z +uf’).

b

2
>

I cneqn u3 |z + w|2 =(z+w)(z+w)= |z|2 +zwtzw+ |w|2 = |z|2 +2 Re(zv_v) + |w|2 . Cnnuno ce
nokazyje u I, Il cnenu cabupamem 1 u 11
[Tomro je Re(zw)=zew= |z| |w| cos X(z,w) Bumumo na cy I u Il uckasm kocuHycHe

TeopeMe.
Hexka cy z,weC u M(z), P(w) u Nz+w), OMNP je
P(w) : NMztw) napaienorpam. Ilomro je cos@ =cos(r—@)=—cos¢@ u3 Tpoyria

) ' OMN umamo:

|z+ w|2 = |z|2 —2|z||w| cost§?+|w|2 = |z|2 + 2|z||w| cosgo+|w|2 =

o) 1;(2:) =|z| +zew+ | = |2 +2Re(zw)+|w]".

Haxne dpopmyna I ce cnaxke ca yoOudajeHUM MCKa30M KOCHHYCHE Teopeme, MoK je To 3a Il
ounrnieHo (u3 Tpoyriia OMP jep je MP=w—z).

®opmyna III je mpaBuimo mapanenorpaMa: cyma KBajpara Ay>KWHA HMBHIIA Tapajenorpama
jeHaKa je CyMH KBaJipaTa JIMjaroHaa.

JlokaXuMo calla HEejeqHaKOCT Tpoyria: AKO Cy @, b, ¢ KOMIUICKCHH OpOjeBH Taga BaxKH

|a—c|£|a—b|+|b—c|. (a)
CraBspajyhu z=a-b u w=b-c mpeocTaje 1ja ce T0Kaxe |z + w| < |z| + |w| (*)
360r Re(zv_v)s‘zv_v‘=|z||w| nMamo 1a u3 | crmeam |z+w|2 S|z|2 +2|z||w|+|w|2 :(|z|+|w|)2.

[TomiTo je MOAyO HEHEraTHBAaH OPOj U3 OBE HEjeIHAKOCTH cliean (*).

Jennakoct y HejenHakocTH (*) Baxku kaga je Re(zw)= |z||w| Tj. Kaja je |z||w| cosf = |z||w ,
rae je 0 yrao m3mehy Bektopa z wm w, ma je cos@ =1, omakne je yrao 6=0. 3Haum na je
argz =argw, 1a Cy BEeKTOPH z M W HUCTOT IpaBlia U CMepa, IITO ce anredapcku MOXKe U3Pa3UTH
ycioBoM z = Aw, A > 0.

W3 Hejemqnakoctu (*) cienu HEjeTHAKOCT Hz| —|w” < |z - w|. ()
Y  HejemnakoctH  (**)  jemHAKOCT  BaXHM ~ aKKO e |z—w|2 = (|z|—|w|)2 =

< (z— w)(;—v_v) = |z|2 —2|z||w| +|w|2 = Re(zv_v) = |z||w , Tla Kao 'y NPeTXOJAHOM CIydajy




3aKJbYyUyjeMO JIa je argz =argw.
Axo y (**) ymecto w cTtaBUMO - W 100HjaMO Hz| —|w” < |z + w|. (%)

v HOCJ'IGI[H:OJ He]e,[[HaKOCTI/I _]e,I[HaKOCT BaXXH aKKO _]e yrao I/I3Meby BeKTOpa Z n — W _]e,I[HaK

0 1j. yrao uzmel)y Bektopa z u w je jeaHak m. J[pyrum pednma BEKTOPH z W W Cy UCTOT IIpaBLa
a CyIpOTHUX CMEPOBa, IITO ce MOXe u3pazutuca z = Aw, A <0 .

Ob6jenumaajyhu (*) u (***) noGujamo Hz| z|+|w| Y3umajyhu na je

z=a-b,w=b—c, ka0 W y J0Kaly  HEJeJHAKOCTH (a) uMamMo  jga  je
Ha—b|—|b—c”S|a—c|£|a—b|+|b—c|. (2,)

V3umajyhu na cy a, b, ¢ koMmIuiekcHe koopauHaTe Tadaka 4, B, C, peaom, mo0Oujamo
|AB—BC | <AC < AB+ BC, mTo je mo3HaTa reOMETpHjcKa HEJeHAKOCT KOoja TBPAM Ja je cBaka
CTpaHHMIIa TPOYTJIa Mama o] 30Mpa ocTaie JABe CTpaHuIle, a Beha of] ’bUX0OBe pasiuKe.

W3 mnperxogHor cieam  Ja JEIHAKOCT y JIECHO] HEJENHAKOCTH (a)BPEAM akKKo je
a-b=A(b—c), A>0. 3anucyjyhu OBy jeTHAKOCT IMPEKO BEKTOpa HMaMO BA=ACB, >0,
oJlaKie cieau jaa je Tauka B usmely Tauaka 4 u C (mpu dyemy penanujy usmely yzumamo Kao
UHTYUTHBHO jacHy). pyrum peunma AC = AB+ BC akko cy tauke A, B u C KoJIMHEapHE U
tauka B je m3mely Ttauaka 4 u C. IlomTo je oBAe y MUTamy CKBHBAJICHIIM]ja MOKEMO YBECTH
cnenehy aepuHHULIN]Y.

Hepunuyuja 4.1 Hexa cy A m C aBe pa3nuuuTe Tayke ca KOMIUIEKCHHUM KOOpAMHATama d U C.
Pehu hemo na je Tauka M(z) usmely tayaka A u C ako z # a, z # ¢ ¥ Baxu cieacha penamuja
la—c|=|a—z|+|z—.

VYnorpebspaBahemo o3naky A-M-C.
Pazmarpajyhu jemHakocT y JIeBOj CTpaHM HejeAHakocTH (a) gobujamo  (360r
z=BA,w=CB,BA=ACB, A< 0) nBe moryhnoctu 1) Tauka C je uzmel)y tTayaka A u B u 2) Tauka

A je mamehy tavaka B wm C, mTo je TOCIeauIla YMbCHHIC Ja (300r MOjyJja) JieBa CTpaHa
HEJETHAKOCTU (4, ) CAAPKU MPAKTUYHO JIBE HE)JETHAKOCTU.



I.S.  Jlyx u ne/beme 1ysKM y 1aTOM OAHOCY

Jla 6u nedunucanu nyx kopuctuhemo Beh nepunucany penanujy ,,u3mehy*.

Hedunuyuja 5.1 Cxyn tawaka {M: A-M-B} xoju hemo o3nauaBatu (4B) wim camo AB,
Ha3uBaheMo OTBOPEHOM Iy’KH ca KpajeBuMa y Taukama 4 u B.

Tepherwe 5.1 Tauka Me(AB), tae je M(z), A(a), B(b), akko je ucnymeH HeKkH of cieacha msa
ycIoBa:
1. mocToju Mo3uUTUBAH peanaH Opoj k TakaB 1a je z—a=k(b—2z),

2. mocroju peanan 6poj t(0,1) TakaB naje z=(1-¢t)a+tb.
Me(AB) akxo je A-M-B axxo je |a—b|=|a—z|+|z—b| (*).
Kana je 6uo peun o ToMe Kaja Baku JeTHAKOCT y HEjeTHAKOCTH TPOyTJa pedeHo je aa (*)
BaXH aKkko je z—a =k(b—z), k>0.
k

Hoxkaszyjemo na cy 1. u 2. exBuBaneHTHH. z—a=k(b—2z),keR" <:>Z=La+—b,
I+k 14k

cTaBJpajyhu t:ﬁ umamo na te(0,1) u z=(1—-¢t)a+tb. C npyre crpane u3 t:% “MaMo

k= ﬁ e t€(0,1) ma je k0. O

Heunuyuja 5.2 Hexa cy A(a), B(b) nBe paznmuuute Tauke W Heka je M(z) Ttauka mpaBe AB.
Kaxemo na tauka M nenum ayx AB y oaHocy keR\{—l} ako Baxu creneha penammja

AM :MB =k .

Tepherwe 5.2 KomiiekcHa KOopAMHATa z Tauke M, koja aenu nyx AB (rae je A(a), B(b)) y onHocy

a+kb
k,jemataca z=——, keR\{-1!.
jen Z=— -1

A_AZ:kA_IE:z—a:k(b—z)SZZaI—”;b.D
+

IMpumeTrmo 1a Baxu pacropen A-M-B ako je k € R™, pactiopen A-B-M ako k € (—0,—1) u

pacnopen M-A-B ako je k €(—1,0).
a+b
2

Ilpumep 5.1 Jlokazatu Ja ce TEXKHIIHE Iy KU TPOYTJa CEKy y Tauyku 1 KOja CBaKy OJ BHX JEIH Y
onHocy 2:1 (rnenajyhu ox onrosapajyher remena).

3a k=1 nobujaMo KOOpAMHATY CpeIUINTa Ty KU AB naty ca zg =

Heka cy A4;, B;, C; cpenumta ayxu BC, AC, AB penom. CBe KOMIUIEKCHE KoopuHaTe he
a+b _c+b _a+c

outH o3HauaBaHe oarosapajyhum mamum ciosuma. Tama je ¢, = 7 a, = 5 , b, . Heka
je T tauka 3a KOjy je TT:T—AI=2:1,Taz{aje t= a1+22al :a+§+c.HpOBepaBaMo B—T:TTRI:Z:I.
_l_
ﬁ:T—Bl:(t—b):(bl—t):(a+§+c—bj:(agc—a+§+cj:a+c3_2b:a+c6_2b=2:1.

CnudHO ce mpoBepana ja je CT: T—C1 =2:1.¢

Ilpumep 5.2 Heka je nat yerBopoyrao ABCD u nveka cy M, N, P, O, K, L cpenumta AB, BC, CD,
DA, BD, CA. lokazatu na ce MP, NQ, KL cexy y jeaHoj Tauku 1 Koja CBaKy OJ HbHX IOJIOBH.



CBe KoOMIUIEKCHE KoopauHaTe he OWTHM oO3HauaBaHe oOJroBapajyhum maium cioBUMA.

a+b b+c c+d a+d b+d a+c )
m= , W= ,p= ,q= k= = , Heka je T cpenuiure nyxxu MP, tana
2 2 2 2 2
je t:W. Axo je T; cpenuiure xyxu NQ Taza je ¢, :W, 3Hauu Tauke 7; u T ce
. . . a+b+c+d
nokyanajy. Axo je 7, cpegumure nyxu KL, tapa je t, = — 1 na ce u tauke 1o u T

MOKJIamnajy. ¢

IIpumep 5.3 Hexka je nat yerBopoyrao ABCD u uexa cy T,, Tp, T;, T; Texumra Tpoyriosa BCD,
ACD, BAD, ABC, penom. [Hoxaszatu na ce nyxu AT,, BTy, CT., DT; cexy y jennoj tauku T Koja
CBaKy OJ1 BbUX JenH y oaHocy 3:1 rnenajyhu o TeMeHa 4eTBOpOyTIIia.

b+c+d  a+c+d . a+b+d . a+b+c

Nmamo na je ¢, = 1 )1, ,t, =———— . Heka je T Tauka Koja
J 3 b 3 : 3 d 3 J )

nyx AT, nemm y opnocy 3:1 rnemajyhu on Temena A, Tj. ﬁ:T—Ta=3:1 na je

a+3t, a+b+c+d .
t= = . Tlokazyjemo pma 7T penm W ocTaje JOyKA Yy HCTOM OIHOCY.

4 4
ﬁ:t—bzw,ﬁzg—t:%ﬂ. Haxie ﬁ:T—sz&l. CnuyHo ce mokazsyje

u 3a gyxu CT,, DT,. ¢

Tauky 7 w3 npeTxoAHOr MpHMepa Ha3uBaMo TexulTeM derBopoyria. (IIpumernmo na ce
tadyka T Moxke neduHucaTi U npeko npumepa 5.2.) Ipumep 5.3 Ham yka3yje kKako 1a aeGuHuIemMo
TEXUIITE NeToyria: GopMHpaMo AyXkH KOje Clajajy TeMe IMeToyrja ca TEeKHUIUTEM YeTBOpOyIia
(dbopMHpaHOT Off OCTajla YETHPH TEMEHa JaTOr IETOyTIJa; TaKo JOOWjeHHX MET TYKH CE CeKy Y
jenHoj Tayku Kojy hemo Ha3BaTH TeXUINITEM NeToyria. AKo Cy TeMeHa neToyria aara ca A(a), B(b),

C(c), D(d) n E(e) buhe koopaWHATa HETOBOT TEXUINITA JlaTa ca [ = a+b+§+d+e‘ Ha cnudan

Ha4YuH CC ,I[e(bI/IHI/IH_Ie TCXUIITE n-TOyrJia.

Ilpumep 5.4 YerBopoyrao ABCD je xoHBekcaH, a tauke 1,, T, T., T; Texumra Tpoyriosa BCD,
ACD, BAD, ABC, penom. Jlokazatu na ce cpenmwe Jmauje yetBopoyrioa ABCD u T,T,T.T; cexy
y UCTO]j TauKU.

V3umajyhu y 003up 3akJbydke U3 MPETXO0JIHA JIBa IPUMEpa BUIUMO J1a j€ TOBOJHHO JTI0Ka3aTH
na ce TexwumTa yerBopoyrnosa ABCD u T,T,T.T; mnoxnamajy (jep ce, mo npumepy 5.2 cpeame
JIMHU]E YETBOPOYTJIa CEKY Y FbeTOBOM TEXKHIIITY ).

. b+c+d a+c+d a+b+d a+b+c

HNmamo na je ¢, = b, = 3 RS 3 ,td:T

3
a+b+c b+c+d b+d+a c+d+a
+ + +

. Heka je T; texwumre

gyerBopoyrna 1,717, Tana je t, = 3 3 3 3 = atbtc+d . Axo
4 4
ca T obenexumo Texuiire yerBopoyria ABCD  Ouhe t=w, na ce tauke I' u 71

MoKJIanajy. ¢
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I.6. Mepa yraa

[IpernocTaBUMO Kao MO3HATy YMHECHUIYY /1a CE paBaH MOXE OpPHjEHTHUCATH, Tj. Jla C€ OKO
cBake (MKCHpaHe TauKe paBHU MOXKE M3a0partu jemaH oj naBa moctojeha cMmepa koju he ce HazBatn
no3utuBHUM. Hajuenthe ce y3uma ja je MO3UTUBHU CMEp CYNpOTaH KpeTamy Ka3ajbKe YaCOBHUKA.
Ha Ttaj HaumH ce cBakoM yrily MOTYy MpPHIPY)XATH JIBa OpPHjEeHTHCAHA yTJa, jelaH TO3UTHUBHO
OPHJEHTHCaH, a APYTU HETaTUBHO OPHjEHTHUCAH.

Cwmatpahemo na je yrao £M;OM, no3uTUBHO OpHjeHTUCaH ako “kpehyhu ce ox moiymnpase
OM; xa nonynpaBoj OM; uneMo y cMepy CympOTHOM O] Ka3ajbke 4acOBHUKA . Mepa IMO3UTHBHO
OpHMJEHTHCAHOT yIJIa je BeJIMuYMHa yria (MepeHa y paaujaHuMma) ca IMpea3HakoM +, 0K je Mepa
HETaTUBHO OPHjCHTUCAHOT yIJIa jeJIHaKa FErOBOj BEJIMYMHHU Ca MPEI3HAKOM -.

Ako xohemMO Ja mpenu3upamo OBy, NPWIMNYHO HHTYUTHBHO OOjalltbeHy, ACPUHHIIN]Y
MO>KEMO TIOCTYTNIUTH Ha ciieeh HaunH:

Hedunuyuja 6.1 Hexa cy z; u z; KOMIUIEKCHe KoopauHate Tayaka M; u M,, penom. Heka je
p

Zl ZZ io . . . i

W :H un w, :ﬂ n w=e . TaI[a ocrojn  JICANHCTBCHO ﬂ TakBO Ha jJ€ W, =€
z Z
1 2

pe [a, a+ 27[) . Heka je P mpou3BoJpHA Tauka OTBOPEHOT JIiyka F P, Koja IpHIana yHyTpallkboCTH

u

yrna XM;OM, npu yemy cy P; u P, TeOMETpHjCKE CIIMKE Tadaka w; U w, peaoM. Tama mocroju
JEIMHCTBEHO J KOje NIpuIajaa [a,a +27z) TakBO Ja je w=e&”, Opu 4eMy je W KOMILUIEKCHA
KoopauHata Tauke P. Ykonuko je a <y < f pehu hemo na je XM;OM; nO3UTUBHO OPUjEHTHCAH U
IEroBa Mepa je jenHaka ¢ = ff—a . YKoiuko je a < f# <y pehu hemo na je £M;OM; HeraTuBHO
OPHjEHTHCAH U HEroBa Mepa je jenHaka ¢ = f—a —2r.

[puMmeTrMoO 1a OBa Ne(UHUIIKja JOMYIITA MO3UTUBHO OPUjEHTHUCAHE YTIIOBE y WHTEPBAIY
[0,27) w HeraTuBHO opWjeHTHCaHe yrioBe y uHTepBamy [—27,0), Jakie Hema BHIIECTPYKOL

“obuiaxkea” OKO HyJIe.

Osnaka 3a Mepy opujeHTucasor yriua £M;OM,je XM OM, =¢p.

npumep NO3UMUBHO OPUJEHMUCAHOZ Y2Ad — NpuMep He2amueHO OPUjeHmuUCcanoe yeaa

: . z .
Tepliewe 6.1 Mepa mo3utuBHO opujeHTHCAHOT yriaa XM;OM, je jenHaka arg—= (rme je argw
Zl
NpBa IJIaBHA BPEIHOCT apTyMEHTA).

Heka cy z; m z; KOMIUIEKCHE KoopauHare Tadaka M; m M, u Heka je z :|zl|e[“ u

z, =|z,| €”, npu wemy je B Taxo nsaGpano na je Be[a,a+2x). Ilo HaBenenoj aedurnUMK jo

11



Mepa NO3UTUBHO OpujeHTHcaHor yriaa £ M;0OM, jennaka ¢ = f—a . Cana uMamo

argi =arg _|22 [¢” = arg@ei(ﬁ )

ia >
Z1 |Zl|€

|Zl|

nowrro je B e[a,a+2rx), 6uhe f—a €[0,27) na Baxu arg2 = p-a .0
Zl

Tepherwe 6.2 TlocmatpajMo Tpu paznmuuute Tauke M;(z;) u Mx(z;) m Mj3(z3). Mepa mO3UTHBHO

opujeHtucasor yria £MM;Mj; je argﬂ.

Z, — 4
Tpancmanujom 3a BeKTOp -z; Tauke M;, M,, M; ce mpeBone y tauke M;, M’ M;’ ca
KOMIUICKCHUM KoopawHatama (), z»-z;, z3z;. Ocum tora XMoMiM; = XM>,OM;’, nok je
AM,OM, =arg 2~ 5 0
5 , =arg , IO TIPETXOTHOM TBphemy.

Z, 7

IIpumep 6.1 36up yrioBay TpOyTiy je 7.
Hexka cy remena tpoyrna ABC nara ca A(a), B(b), C(c). Tana je

XCBA =arg a _]Zj ,XBAC = argz_a , £ ACB = arg

Cc— —da a—c¢

ACCBA+ABAC+AACB:arga_b+argc_a+arg =
c—b b-a a-c

a-b c—a b-c
=, arg - : =arg(-1)=r.
c—b b—a a-c
[TommTo je cBaku oA yrioBa TPOYyIJIa CTPOTO MambH O 7, TO j€ BHUXOB 30UP CTPOTO MamH O]
37 (M MO3UTHBAH), 1A jJeTHAKOCT MO MOJYJY 277 MO’KEMO 3aMEHUTH OOMYHOM jeAHaKoIhy. ¢

27

Ilpumep 6.2 Tlepudepujcku yrao je jeAHa MOJOBHHA IEHTPATHOT yIiia KOjH OJroBapa HCTOM
YKy .
ITocmaTpaheMo nyk AB , MokeMo HpeTrnocTaBuTy na je A(r) u B(re'”), npu uemy je r> 0 n

pe(0,7). Tamaje £AOB=¢.Hekaje M(re®),r>0,6¢c(p,27) Tauka KOMIIEMEHTa TyKa AB,

ip . 0 ip i ) ig
tana je X AMB =arg re ri =arg ¢ i . Homto je 1-€%=-2ie*sin— Ouhe
r—re 1-¢ 2
. N () iZ P P) sin 2%
e’ —e’ e?(e?-e ?) e? iG-9  ig=) 2 2 .
—— = 5 = e —e =e OpaBne cneaqu na  je
1-¢" < 0 .. 0 )
—Die 2sin— 2isin— sin —
2 2
ip _ i0 . 1 -
arge i :Q,Tj. KLAMB =—XAOB . ¢
1-¢ 2 2
Tepherwe 6.3 TlocmarpajMo detupu paznuuure tauke Mi(z;), i€ {1,2,3,4}. Mepa opujeHTHCAHOT
yria uzmel)y opujeHTucanux npasux M;M; u MoM, je arg L5
Z3 - Z1

Opujentucanun yrao wusmely opujeHTHCcaHux mnpaBux M;M; wu M>M, je TNO3UTUBHO
OpHMJEHTHCAHHU YTao 3a Koju Tpeba potupaTu Bektop M, M, na Ou ce NOKIOMHO 10 NpaBIly U CMEPY

ca Bekropom M, M, .

Bexrop M M, tpancimpamo 3a -z, , Taga he ce Tauka M; npecnukatu y O, a Tauka M3y

Tauyky P ca KOMIUIEKCHOM KOOpAMHATOM z3-z;. Bekrop M,M, TpaHciupamo 3a -z, , Taaa he ce

12



tauka M, npecnukatu y O, a Tauka My y Tauky () ca KOMIUIEKCHOM KOOPJIMHATOM Z4-Z;. YTao

usmely opujenTucanux npasux M;Ms u M>M, je y ctBapu yrao usmely sekropa M\ M, u M, M, .
36or HaBeneHuX TpaHciauuja Ouhe X(M M, M,M,)=XPOQ. llo TtBphewmy 6.1 je

X POQ =arg “475 O

37
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I.7. IlpaBa, mosynpaBa, ycJIOB OPTOrOHAJHOCTH JIBejy NPaBUX

23—

Tepherwe 7.1 Tauxe M/(z;), Mx(z;) n M3(z3) Cy KOMHMHEapHE aKKO je eR" (R"=R\ {0}) .
Z 74

Tauke M;, M, u M3 cy KOnMHEapHE aKKO je yrao 4M2M1M3e{0,77}. [TomrTo je

2374 Z3

AM,M M, = arg MaMo Ja arg 1 e{O,;r}c>Z3_Zl eR.O
LTy Z 74 Z 74
Hlocneouya 7.1 Tauxa M(z) npunanga npaBoj M ;M tne je M;(z;) u Mx(z;), akko je ZTA R O
75

b

zZ—2Z * Z—Z zZ—Z . Z—Z zZ—Z
Venos L eR ce Moxe Hamucatd y OOJUKY L= L1 1 L=—"L
Z, —Z, Zy, —Z4 Z, —Z, Z, —Z, Z, —Zz

OJIaKJIE Ce, TIOCIE YHAKPCHOT MHOXKEa 00Hja (z1 -z, ) z—(z,-z,)z+ (zl z, -2z, ) =0.

Axo craBUMO B=z-z, m C= zlz_z—z_lz2 = 21‘-Im(z1 z_z) UMaMo da  je
Bz—B-z+C=0, BeC,Cei-R, omuru o6muK jennaunne mnpaBe. CraBmpajyhu b=B-i u

c=C-immamomaje b-z+b-z+c=0, beC,ceR Takohe onmTu OOJIHK jeTHAYNHE MTPABE.

z—2z z—2z,
Ilomrro u3 =——— cJIeau
T4 Z,7Z

z—z, z-z

=0 T0 OBa ACTCPMUHAHTA NIPCACTaBJba

2,74 Z;— 4

JOIII jelaH eKBUBAJICHTAH HAYMH Ja C€ M3pa3u NpUnaaHocT Tauke M(z) npaBoj MM, tae je M(z;) n
M 2(Z 2).
z—z,

Crapspajyhu =teR umamo z=(1-¢)-z,+¢t-z,, teR mTO je jom jenan HauUuH Aa

Z,—Z
2 1
ce 3a/1a jeJHaYMHA TIpaBe Koja Mmpoja3u Kpo3 Tauke M(z;) u Mx(z,).

Ilpumep 7.1 Heka je nat tpoyrao ABC. Heka cy K u H Ttauke crpanuna AB u AC, penom, TakBe

: 1 1
na je AK=—ABu AH =——AC. Jloka3atu na, 6e3 o03upa Ha BpeaHOCT p, p € R, mpaBe KH

p p+l1
MpoJia3e Kpo3 jeAHy TauKy.

Hexka je 4(0), B(b), C(c), K(k), H(h), Tana je k :ﬁ w h=—S— Tauke M(z) npase KH
p

p+1
. z—k ) 1 t
3aJI0BOJbABA]y YCIIOB =teR, omakie cmegm npa je z=— b+—((c—b)p—b) .
-k p p+1

CraBsmpajyhu t=p+1 nobujamo z=c-b, omakie ciaeau jaa cBaka mpaBa KH caapxu Taduky X(c-b).
[MomrTo je AX =c—b-0=c—b=BC, umamo na je X Tauka TakBa J1a je ABCX mapanenorpam. ¢

Ilocneouya 7.2 Tauka M(z) npunaga nonymnpaBo] (AB (ca moyeTKkoM y Tauku A) aKko je

279 cR", rae je A(a), B(D).
b—a

Z—a

M npunana (4B akko je £ BAM =0 < arg 70 e

b—a b—a

eR".O

. z—a .
Crasspajyhu b—=t, teR" umamo z=(1—t)-a+t-b, teR", mro je Apyru HaumH j1a

ce M3pa3u MPUMNAJHOCT TaYKe MOITYIpPaBoj.
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z .
Kopucrehn ocobuny aprymenra: arg— =, argz-—argw, IMaMo Ja je
w

z—a
O=ar
o

=, arg(z—a)—arg(b—a) < arg(b—a)=,, arg(z—a), MehyTum KaKo

arg(b—a) €[0,27) kao u arg(z—a) €[0,27) umamo 1a je arg(b—a)=arg(z—a). Crabmajyhu na

iarg(z—a

je p=arg(b—a) umamo na je z—a=|z—a|e ):|z—a|ei"’, ako craBumo ¢ =|z—a|eR" Guhe
z=a+te”, teR", rume je goe[0,27r) koHcTaHTa. OBO je MmapaMeTapcku OOJUK jeaHAUYMHE

MOJIyTIpaBe KOja MMa NoYeTaK y Tauku A(a) U 3aKjana yrao ¢ ca peaJHOM OCOM.

Tephere 7.2 Tlpase MM, 1 M3My cy OpTOrOHAIHE aKKO j& A75 iR,
z,—z,
(ITpu uemy je M (z;), Mx(z2), M3(z3) u My(z4).)

[TpaBe MM, u M3;M, Cy OpTOTOHAITHE aKKO je:

A(MIMZ,M—*3M4)E{£,3_”}@arg%-% {” 3”}@ﬁei.R*©ﬁei.R*.m
22

Z =
Z,—Z, 22 zZ,—Z, Z,—Z

4

llocneouuya 7.3  Axo je M,=M, y mnperxomHom TtBphewmy Tama cy mpaBe MM, wu M;M,

. Z;—Z .
OpTOroHaJHE aKKo je —= e iR". []
Z3 —22

IIpumep 7.2 Yrao HajJ NPEYHUKOM j€ MpaB.

Hexa je A(r), B(-r)u M (re”), ¢e(0,7).

r—re? 1-e?  1—(cosp+ising)

—r—re? —1-€” —1—(cosp+ising) -

—2isin(20(cos(§+isin(§j
—ZCOSQ cos£+isin£
2 2 2

(oBIE CMO KOPHCTHIIM aAMIIOHE (POPMYJIE 32 CHHYC M KOCHHYC IBOCTpPYKOT yria). [To mocnemumm
7.3 £BMA je npas. ¢

. . llzblz+b_12+01=0 _
Tephemwe 7.3 TlocmaTtpajmMo mpaBe /; M [, 3ajare jeaHayMHaMma: rae je

I :bzz+gg+c2 =0
b,b,eC’, c,c,eR.Tlpasel;ul;cy:

1) mapanense akko je —- = b ,
bl b2
2)  CeKy ce aKkKo je b # b—z,
bl b2

3)  OpTOroHajsHE aKKo je b +b—2 =0.
b b,

Hexka cy M/(z;), M»(z;) paznuuute Tauke npase /; TakBe Aa je z, —z, = b_1 i 1 M;s(z3), M(z4)

pa3IMyMTe Tayke mpase /; TakBe Aa je z; —z, =b, i. Takse Tauke ce Mory uzabparu, M; u M; cy
npou3BoJbHE a M) u My cy onpel)eHe TOpHUM YCIOBOM.
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=

=1leR’ <:>_——26R =

D LN, e MM,=AMM, icR <2
Z,— 2, b,i

QQER*QQZ ﬁ @E_Z
b, b, \b ) b b

)

: b
2) Ilpase ; u [; ce ceKy aKko HUCY mapajesHe (U He TOKIIAnajy ce), JaKie akKo — # —=
1 2

3) llJ_IZC>ZZ 2R <:>b eiR’ <:>b—el]R @—22(2—1]<:>

-z, b, i 5 b,

z
h_ bbb
b

bl bZ

Tephewe 7.4 Hexka je nata mpaBa [:b z4+bz+c = 0, beC',ceR wu tauka My(zy). Jennauuna

IpaBe p Koja CaAp:ku Tauky M,y napaneiHa je npaBoj / Ijacu: p:z—z, = —%(Z—g) .

Hexa cy M;(z;), M(z;) nBe pasnuuute Tauke mpaBe /| TakBe na je z,—z, =bi u M(z)

NIPOU3BOJbHA Tauka Npase p, pasmuuuta on My Tama je plll< MM,=41-MM,, 1eR <

Z —
&(z,-2)=A(zy—z) & 2—L=2€R’, naxne
Zy—z
zZ,—z bi bi ~bi bi- -
L2 eR < == —<:>Z—ZO=——(Z—ZO).D
z-z, z-z, z-z, z-z,

Tepherwe 7.5 Hexka je nara mpasa [:b z +hz+c = 0, beC',ceR wu tauka My(zy). Jennauuna
. . . b~ —
IpaBe /1 Koja caipKu TadKy My U HOpMallHa je Ha IIpaBoj / Iiacu: n:z—z, = E(z - ZO) )

Kao u pannje Heka cy M;(z;), M(z2) niBe pasnuuuTe Tadyke npase [ TakBe 1a je z, —z, = bi
u M(z)en je Tpou3BOJbHA Tayka MpaBe N pasiuuMTa 01 My. Tama je
—_— z— s Z—Zy & Z—2Z z—z b~ -
nlle MM, LMM, & ——"eiR & =teiR &= 0oz =2(z-2).0
z,—z, bi bi —bi b

Tephewe 7.6 Hexa je mara npaBa [:b z+bz+c =0, beC',ceR u Tauka My(zp). TlogrOXK]e
bz, ~bzo—c

2b
Heka je Tauka P momHOXje HOopMmaiie n W3 Tauke M) Ha mpaBy /, meHa KOMIUIEKCHA

HOpMaJe n u3 Tauke My Ha npaBy / UMa KOMILJIEKCHY KOOPJUHATY Z =

bz+bz+c=0 - —bz—c
— W3 npBe jenHaynHe IMamMo z = ———,
b(z—zo):b(z ZO)

. bz, —bzo -
Kajia TO YBPCTHMO Y APYTY JENHAUMHY UMAMO z = ——  —— . O

Tephewe 7.7 Pacrojame Tauke My(zg) on mpase [:b z+bz+c =0, beC',ceR je jemHako

KOOpJMHATA Z j€ PElICHhe CUCTeMA!

d(M,.1) _|bZO+bZO+C
” \ 26 |

Kopuctehu pesynraT u 03HaKke MpeTXOAHE TEOpeMe UMaMo J1a je
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bz, —bzo —c| B |sz +bzo +c|

d(My,l)=d(My,P)=|zy—z|=|z, - o ‘_‘ o ‘.D

IMocmarpajmo mpaBy [:bz+bz+c =0, beC',ce R u meHe aBe pa3IMYUTE TauKe

: - oz - bi b
M (z;), Mx(z,) TakBe na je z, —z, =b i, Tanaje L5 O -
Z1—22 b(—l)
KOJH 3aKJjana mpasa / ca MO3UTHBHUM JEJIOM peanHe oce, a ca K(k) tauky
M( J/M(z’) za=k+ne’, 1=l -k =KM,

= —%. Axo ca @ 00enexumo yrao

A

npeceka npase / u peanaHe oce uMaheMo

. 5
— p — _
P z, =k+re?’, r2—|z2—k|—KM2
/if/ 1 L :

2 > MPUMETUMO JIa CMO OBJI€ MPETIOCTAaBWIM Aa je pacnopen K-M;-M; nnu K-
(k) M>-M;, MelhyTuM Ta IpeTnocTaBka He yMamyje OMILITOCT, jep ce Tauke M;
M (;) .- u M, Mory u3abpaTu Tako J1a BaXXH jelaH o]l HaBelIeHux pacropena. Cama

2DNMYZ) e,

ip 7

z —Z n—=r)e . ) A

i B RS (ri=n) - = ¢’ nakne Baxu ——=e”’ | 1j.

n-z (r-n)e b

b b .
@ =—arg| —— |. Benuunna m, = —— ce Ha3uBa KOMIUIEKCHUM YTaOHUM KOE(PHIIM]jEHTOM IpaBe / u
2 b b

KapakTepHIlle leH Harud y oJIHOCY Ha peajHy ocy.

Ipumep 7.3 (Menenajesa meopema) Heka je nat tpoyrao A;A>A; v tauke M;, M, M; Ha npaBama
A1M3 AZMI A3M2 —

AxA3, A1A3s A1A>, penom. Tauke M;, M5, M; cy KonuHeapHe akKo je =-1.
M3A2 MIAB MZAI
A .ff_.-"\ Hexka je A](d]), Ag(ag), A3(Cl3), M](I’I’l]), Mg(l’l’lg), M3(I’I13) u
/7N AM, _, AMy _,  AMs A4 eR. Tam e
N\ {Ef M, 4, M, 4 M, 4,
. m, = a, + Aa, m, = a, +A,a, m = a, + Aa, (*).  Tauxe
N I+4 I+ 4, 1+4

—m *
——1 &R . Kopumhemem
m, —m

my—m _1+4, a,—a,+ 24 (a,—ay)+ A A (a,—ay)
m, —m, - 1+ 4, a3—a2+/12(a1—a2)+/112,2(a1—a3)

21-/12-23=—1:>23:—;, 3aMEHOM A, =— !

v v

- 1+ «
s =21( ) e R, 3Hauu na cy Tauke M;, M,, M; KonvuHeapHe.
m,—m, A4, -1

Axo ¢y M;, M, M; xonuHeapHe Taja

_ a—a,+A(a —a,)+ a,—a
e m1=1+/12' 1" }”(‘ 3) 212,5(2 3)ER*,HOUJT0je al—azz(al—a3)—(a2—a3)
m,—m; 1+4, a3—a2+12(a1—a2)+11/12(a1—a3)

m
M;, M, M; cy xKonuMHEapHE aKKo

(*) mobmjamo na je

y  ¢dopmyny  (**)  gobujamo

(az_as)
(1+/11)+(11/13—1)7
ouhe 22— — (1 4)(a —a)+ (A4 -1)( —a) - (a,-a;) eR".

my—m; A, (1+4)(a,—a,)-(1+4,)(a, —a;) /12(1+21)_(1+/12)((a2—a3))
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a, —d, a, —a,

[Tomro je arg

=X4 44, =0, 0<ow<rm, Ouhe w= |
a, —a, a, —a, ‘al_%

(+a)+(Ak-Nw oo (+A4)+(AA-Dw _ (1+A)+(Ak-1)w
A, (1+4)-(1+4,)w L(1+24)-(1+4)w 4L (1+4)-(1+4)w
NoCTEeMber  u3paza  jgobuja  Cce: (1+/11)(/12(ﬂ1/13—l)+(1+/12))(w—v_v)=0, nomro ~ je

Tpanchopmucamem

A#-1, wzw,jep weC\R, umamo naje 4 (44 —1)+(1+4)=0= 444 =-1.0

Ilpumep 7.4 Heka je nat tpoyrao ABC u Heka cuMeTpana yria Koj TeMeHa 4 ceue HaclpaMmHy
crpanuny y Tauku E. Tana je BE: EC = AB: AC.

A:\\ Heka je E;(e;) Tauka crpanune BC TakBa 1a je
M~ lc—alb+|p-alc
NN BE :EC=AB:AC=|b—a|:|c—d|= ¢ = :
. |c—a|+[b—q]
™ |c—a|b+|b—a|c
A lc—a[+[p—a] ~
| AN P Rl ~ -
B E=E, O XBAE, =arg A arg -
(b-a)|c—a|+(c-a)|p—-q |C—“|+C_a|b—a| c—a
=arg =arg b-a . Iomro je XBAC =arg = Ouhe
(b—a)(|c—a|+|b—a|) |c—a|+|b—a| b—a
c—a C—a| ia a
|c—a|+ﬁ|b—a| i |c—a|+ b—a e |b—a| i |C_a|(1+eia) _ 2|c—a|cosel_j e
|c—a|+|b—a| |c—a|+|b—a| |c—a|+|b—a| |c—a|+|b—a| ’

XBAE, = %. Onasne je XE,AC = XBAC — XBAE, = %. Haxne tauke £ u E; ce nokiamnajy, Tj.
tauka E 3a710BOJbaBa AaTH OJHOC. O

Ilpumep 7.5 V3paduyHaTu KOOpAMHATE LIEHTPA ynucaHOT Kpyra Tpoyria ABC.

An Hexka je E(e) Tauka y K0joj cUMeTpaia yria Kol TemMeHa A
TN ceue ctpanunty BC, a S(s) ueHrap ynucaHor Kpyra. Tama je
\\ |c—a|b+|b—a|c .
\g N = . . Y tpoyrny ABE je  AS:SE=AB:BE.
/ A \ [e=a|+|p—d]
. Iomrro je
B P K Nle—alp+p-de | |p-dllc-2]

BE =|e—b| b

_‘ |c—a|+|b—a| __|b—a|+|c—a|’
|b—a||c—b| B |b—a|+|c—a|

b—a|+|c—a| |c—b|

ouhe AS:SE:|b—a|:| . Hakie

c=b]  © ale-b|+blc—a|+c|p-d|
|b—a|+|c—a| - |c—b|+|c—a|+|b—a|
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I.8. VYciaoB npunaiHoCTH YeTHPH Ta4YKe KPYKHUIH

Tepherve 8.1 Paznuuute tauke M;(z;), Ms(z2), M3(z3), My(z4) cy KOnMHEapHE WK MPUIIAJIAJy UCTO]

KPY>KHHUIM aKKO je k = 575 575 g
Z,—-2, Z,—2,
Enerantan moka3 oBor tBphema he ce mMohm um3Bectn kama Oyae pedd O OWIMHEAPHO]
dbyuknuju. Jlokas Koju cienu CiykKd 3a WIyCTpaIyjy MpUMEHe apryMeHTa, TauH’je TIpaBuiIa;

arg(zw)=,, argz+argw (xoje cuenu u3 Arg(zw)=Argz + Argw).

Z,—Z zZ, —Z
3 2€R*, 1 4

Z,—2, Z,—2,

AKo cy naTe Tauke KoimHeapHe Ouhe

eR",mam keR".

UeTHpu KOHIMKIMYHE TayKe C€ Ha IIECT HaYMHA MOTY PacHopeiWTH Ha KpyxHHIH. OBle
hemo mokaszaTH TpH KapakTepUCTHYHA CiIydaja. ¥ OBOM J0Ka3y he X ABC o3HauaBatu Mepy
MO3UTHUBHO opujeHTHCaHOT XABC .

"'ir Hexa je AMMM,=60, AM MM =¢ (oBre ce

) TN pajy 0 OPUjEHTHCAHMM YIJIOBUMA). AKO cy Tauke M;, M, M;,

M, Ha KpY>XHHMIIM Tana je uetBopoyrao M;M>M;M, TeTuBaH,
YKOJIHMKO je pacriopen My,M; M, M; rnenajyhu y mo3uTUBHOM

cMepy ouhe MMM, + XM MM =0+p=r.
__ \ | O=LMM,M, = argﬂ, p=4AM MM, =arg D75
5\ o *ﬁ,{{ 2175 23— 2y
M,* y arg 575 A7 =,_arg 575 +arg 7% _ 7 Towro
zZ,—2, z,—2, z, -z, z,—z,
M, argwe|0,27) Ouhe arg (ﬁﬂJ =rx. Opasne je
P Z,—2Zy, Zy—2zZ,
/ NP p=2"5 575 g
X 2175 23T
Y 4 VY cnydajy na je pacnopen M; MM, M; rnenajyhu y
i_ / AN MO3UTUBHOM cMepy Omhe ¢ +6 =0, jep je yrao ¢ MO3UTUBHO
_ / g /;9 M OpHjeHTHCaH, a O HeratuBan ¢ = A M M /M,
M/ O=LMM,M, 275 =>AMMM, + LM MM,=2r.
AMMM, =arg 22 XM MM, =arg 222 | =
2372y 274
M,
ey —argk=arg| 2 2. 5175 =,, arg CE R R B = 0
yd Z,—zy, Zy—Z, Z,— 2z, Z,—Zz,
—argk=0=>keR"
VY cnyuajy ma je pacniopen M; M, M; M, rnenajyhu y
!. MO3UTHBHOM cMepy Ouhe @+6=—7, jep cy oba yrma ¢ u 6
U HEraTWBHO opujeHTHCcana. Cana je:
A/ — + 1\ { - _—
M“\Y N / O=LAMMM,-2r, ¢p=LM MM, 27 =

= AMM,M,+ L MMM, =3x.
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Z,-2z, 7,—Z Z,—-z z,-z
Opaxie cnenn argk = arg [ggj =, arg—=—2+arg—*= 37r= 7=
z,-2, z,—2Z, z,—2z, z,-z,
%
sargk=r=>kelR .
Ocrana TpH ciydaja Cy CIMYHA IPETXOTHOM.
Jla 61 1oKa3anu Apyry CTpaHy eKBHBAJICHIIHjE TIPUMETHMO Ja:

keR’ :arg(ﬂ‘ &l _24]6{0,72'}2

Z,—2, Z;—2,

3

1724 3~ 1”2y

Zy—2Z, z Zy—Z, z
= arg +arg =,, 0 v arg +arg
z, -z, z,—z, z, -z, z,—z,

= A MMM, + LM MM, =, 0~ LMM,M,+£MMM,=,_x.

[Tomro je 0+0=0, n+r=2r, 0+r=rx, 7+0=x, iMaMo 1@ KoauHeapHOCT Tayaka M;,M>M; y3
MIPETXO/IHM YCJIOB TMOBJIAYU KOJIWHEAPHOCT Tadaka M3 My M), Tj. clieau na cy CBe YETHpPU TaukKe

M, My, M;, M, xonnueapse. Y ciyuajy na £M M, M, ¢ (0,7} AMMM, ¢ {0,7} mmamo xa je:
. AMM,M,+ MM M, =27 nim
2. AMMM,+AMMM,=r nnn
3. AMMM, + AMMM, =31

ITpernocraBumo na je XM, M,M, =6 u Heka je [ KpyKHUIA KOja caxpxku Tauke M, Mo, M .

o T =

1. Tlomro je (MO3U3MBHO OPHjEHTHCAHHM ) Am =2r-0 un
AMMM,+AMM,M, =27, 6uhe
AMMM, =27 A MMM, = 2r—(27-0)= 0= £MM,M, ,aTame u M, npunaza [ .
[IpumeTrMo aa y OBOM CiIy4ajy JoOHjaMO YeTHPH OJ MIECT MOTYhHX pacropea 4eTHPH
Tauke Ha KpYXHHIU. To Cy (YUTAaHO Yy TO3UTUBHOM cMepy) M Ms;MyM>;, M MyMoMs;

M, M3,M,,,My; MM, M, M;. CIudHO 3aK/bydyjeMO J1a B 'y TIpeocTalia Ba ciydaja M, npurana /.
[Iputom je y ciyuajy 2. pacriopen tauaka M;, My, M; M>, nok je y TpeheM ciaydajy pacropes Tadaka

M, M5, M3 M, (4uTaHo y MO3UTUBHOM cMmepy). [J

Heunuyuja 8.1 bpoj k HazuBamo nBocpasmepom Tadaka MM, M; M, wu obenexaBamo ca
D(M M, M3,M,) .

JupektHo w3 neduHHMIM]Ee ABOCpa3Mepe 3akibyuyjemo ga je  D(M;MoM; M=
=D(M3,M4,M],M2)=D(M2,M1,M4,M3).

Ilpumep 8.1 YerBopoyrao ABCD je tetuBaH, a tauke 1,, Tp, T., T; Texumra tpoyrioBa BCD,
ACD, BAD, ABC, penom. [loka3zaru aa je uerBopoyrao 1,7,7.T; Takole TeTHBaH.

) b+c+d a+c+d a+b+d a+b+c

Hwmamo na je ¢, = 1, = =, =

3 3 3 3

b—c d-a

t.—t, t,—t 3 3 -b a-d .

DT, T,T,T)= <——t.« d_ . = . =D(A, B, C, D). Ilomrro je
(a b c d) ta_tb tc—fd b—a d—C —b —d ( ) .]
3 3

yeTBopoyrao ABCD Tterusan Ouhe D(A, B, C, D)eR’, 360r mnperxoaHe jefHAKOCTH U
D(T,T,T,T)e R", a tume je u 1,7,T.T,; TeTHBaH.

IIpumep 8.2 Jlat je Tpoyrao ABC, Ha crpanuuama AB, AC, BC nate cy Tauke P, N, M. Jloka3atu na
ce KpyKHHIIEe orrcaHe oko TpoyrioBa APN, BMP u CMN ceky y jeIHOj TauKH.
KommekcHe koopanHaTe cBUX Tadyaka Ouhe obenexxeHe oAroBapajyhuM MaiuM CIOBHMA.
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Mapna je TeOMEeTpPHjCKO pelIehe 3a/1aTKa HEYIOPEIUBO jeHOCTABHUjE, Paaul WIyCTpalyje
MeTtoJie HaBoauMo ciienehe periere.

Hexka je O mpecedna Tauka Kpy>KHHUIA OMUCAaHUX OKO TpoyrioBa APN u BMP. Tauke A4, P,

O, N cy Ha jennoj kpyxuuuu na je D(A4,P,Q,N)= 97P 97" (R*. Tauke B, M, O, P cy Ha
a-p q-n
. . ) qg—m b—p .
jenHoj kpyxuuun ma je D(B,M ,Q,P)zb—-—eR . Muoxehn mperxomHe IBOCpasMepe
-m g-p

g—m a—-n b—p g—m n—-c m—-c n—a p->b

no6ujamo e R", onakie je

qg—n a—-p b—m qg—n m—c n—c p—a m-—>b

S m—c n—a p-b m-—c
arg : : =, arg +
n—c p—a m-b n—c

e R". Cana umamo:

+arg n-a +arg p—lz =X NCM + LPAN + X MBP =

.
N/ =X ACB+ £BAC+ £XCBA=r.
AV v _ _ —
B\ M—C Onasze je m-c n-a p=b eR", aTume n

—~ n—-c p—a m-b

= D(N, o,M, C) e R", mrro 3uaun na cy Tauke Q, M, N u C Ha je[IHOj KPYKHHI[H. O

Ilpumep 8.3 Jlate cy uetupu KpyxHULE k1, ko, k3 ks . Heka ce k; u k, cexy y Taukama A; u By, k; v k;

y Taukama A, u B,, k3 u ky y Taukama A; u B;, ky u k; y Taukama A4 u By. JIokazaTu a ako Tauke

A;,A4,,A43,A4nipuniaiajy jeqHOj KPYKHULM, Taaa U Tauke B;,B,,B3,B, npunanajy jeaHoj Kpy>KHUIH.
Heka cy Tauke A4;,42,43,A4 v B;,B»,B3,B, nate

CBOjJUM KOMIUJICKCHUM KOOpauHaTtama koje hemo o0e-

JeXaBaTH OAroBapajyhuM MajanM CIOBUMA.

Tauke A4;,4,,B;,B, npunanajy KpyXKHUIH k;, 11a je:

D(B,,4,,4,B)=2""% bzh g

b,—a, a, —b

Tauke A4,4;3,B,,B; npunafajy KpyKHUIH k3, T1a je:
D(B,, 4, 4,,B,)=2"%. b g

by—a, a,—-b,
Tauke A43,44,B3,B,ipunianajy Kpy>KHUIH ky, TIA j€:

D(B4,A4,A3,B3)ZM-MER*.
b,—a, a,—b,

a,—a, b-—b
_4 T4 DT

Tauke A;,A4,B,,B, npunanajy kpyxuuuu k;, na je: D(B,,A,,4,,B,) R".

b—a a,-b,
OnaBae umamo:
D(B;, 4., 4,,B,)-D(B,4,,4,.8,) _a,—a, a,—a, b—b, b-b, _
D(B,,A,,4,B)-D(B,,A,,4,,B;) a,—a, a,—a, b—b, b,—b,
:D(AI,AZ,A3,A4)-D(BI,BZ,B3,B4)GR*

Hourro Tauke A;,42,43,44 npunanajy jensoj kpyxuuuu 10 D(A4,4,,4;,4,) €R’, a Tume u

D(BI,BZ,B3,B4)GR*, ITO 3HA4YM Ja Tauke B;,B,B3 B, mnpumangajy jemaHoj KPYKHHUIHA WU
paBoj.<
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Ilpumep 8.4 Yetnpn mpaBe ce CeKy Tako Ja o0pasyjy 4etupu Tpoyria. JlokazaTH ga 4YeTHpH
KPY>KHHIIE ONMCaHE OKO THUX TPOYIJIOBA UMAjy jeIHY 3ajeTHHUUKY TauKy.

W3 ycnoBa 3amaTka cieau 1a HUKOje
TPU TIpaBe HUCY KOHIypeHTHe. Ibuxose
npecevyde Tauke hemo obenexutu ca 4, B, C,
D, E, F, opxaroBapajyhe KOMILIEKCHE
KOOpAMHATE O3HaYMheMO MajluM CJIOBUMA.
Hexka ce kpyxHHIIE omKcaHe OKO TPOYyIjoBa
ABC n EFC cexy y tauku P. [lokazahemo na
cy tauke E, P, A 1 D KOHIIMKIIMYHE, CIIMYHO
ce mokadyje ma cy Tauke B, D, F, P
koHIMKIn4He. Kako je

D(B,A,P,C)=L79.07¢ (g
b-—a p-c
D(E.F,C,P)="L =P R

TO JCJBCEHHEM OBHX jEJHAKOCTH Mo0WjaMo 1a
—a b—c e- .
p-a, . S eR (*)
b-—a e-p c—f
Kopumhemem unmeHnIe a cy Tauke
E, F, D xonuHeapHe Kao W Tauke B, A, D

—a . . . .
p, =t, € R". 3amemyjyhu nocnenme aBe jenHakoctu y (*) mobujamo:
e— —a

b-c eR", a

t
e-p a—-d f-ct, f—c

7 =D(E,P,A,D)eR", mro 35auu na cy tauke £, P, A u D KOHUMKIHNYHE. O
e—p a-

Ilpumep 8.5 (Ilmonomejesa meopema) Axo je ABCD KOHBEKCaH W TETUBAH YETBOPOYTao Tajaa je
AC-BD=AB-CD+ BC- AD.

SN YerBopoyrao ABCD je Termsan ma D(A4,B,C,D)eR’, 1j.
- C c=b a-d

0 e R". Iocroje nBe opujentanuje uersopoyriaa ABCD,
AN a-b c—d

y clydajy Tno3uTHBHEe opujeHTauuje je X ABC =arg c=b ,

a
a

KCDA =arg , P 4YeMy Cy NpPETXOAHU YIJIOBU MO3UTHUBHO

c—
—/B ) opujentucanu. Caza je:

A y - arg(c_b-a_djzzﬂ argc_b+arga_d:&m+&@=3ﬂ.

~_ a—>b c—d

c—b a-d
a—b c—d
Ja W y CIOydajy HETaTUBHE OpHjEHTaIlMje BaXXH NPETXOJHA
|c—b a—d c—b a-d

|a—b.c—d T a-b c—d’

, OpnaBie umMamo arg( = 7. JeHOCTaBHO ce MoKa3yje

jennakoct. OngaBne je
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AD-BC |d —a|-|c-b| lc=b a—d| c=b a-d b—d a-c |b-d a—c|
+1= +1= . +1=1- . = . = : =
AB-CD |b—a|-|d—c| |a—b c—d| a-b c—d a-b c-d |a—b c—d|
_|p—d|-|a-c] BD-4C *
la=b|-|c-d| 4B-cD "
Jep je —C_b-a_d>0, TO je l—c_b-a_d>0 na u b—d'a—c>0' MHoxemeM
a-b c—-d a-b c—-d a-b c—

jennakoctu (*) ca AB-CD noGujamo TBpheme. ¢
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I.9. JennauuHa KpyxkHHULIE

ITomro ﬂ~ﬂeR* aKkko tauke M;(z;), M>x(z;), Ms(z;), M(z) npunanajy HCTOj
Z,—2, Z,—Z

. Z,—2Z, Zy,—Z Z3—Z, Z,—Z
KPY>XHHUIM MMaMO [a J€AHAKOCT . = =—==-=—= H3paXKaBa IPUIAJHOCT Tauke M
Zy=Zy, Z3—Z Z,—2z, Z3—2Z

KpyXHuuu k oxpehenoj taukama M; M, M;, Tj. 0Baj YCIOB Jaje jeqHAUYMHY KpYyKHHIE K.
Cpehyjyhu nperxoaHy jeqHakocT qo0ujamo jeqnaunny Azz+ Bz—Bz+C =0, e je

A:(Zl _Zz)<z_3_Z)_(Zs _Zz)(z_l_z_z)

B= (Z3 _Zz)(z_l_Z)Z_s_(Zl —22)(23 _Zz)Zl

C :(Zl —22)(2_3—2_2)2_123 _(23 _ZZ)(Z_I_Z_Z)ZZI )
npu yemy cy 4 1 C 4ucTO UMaruHapHu OpojeBH.

VY cnyuajy A=0 umamo | C/IHAYHHY TIPABE.

B

Axo A#0 oOuhe z;+§z—§;+%=0, craBibajyhu b= ,c=§ nMaMo m1a ceR u

b=

(T

B ) . - —
= —z , Tla TIPEeTXOJHa jeqHauuMHa aobwja obmuk zz+bz+bz+c=0, ceR. [ocnenmwy

—2
JEHAYMHY JETHOCTaBHO TPAaHCHOPMHUIIEMO Y ‘z+b‘ =|b|2—c. Axo je |b|2—c>0 cTaBJbajyhu

2 . 7 . . . .
|b| —c=r" nobujamo ‘z + b‘ =7 IITO MpPEJCTaBJba HajyoOnu4ajeH!ju 0OIHK jeTHaunHE KPY>KHUIIE.

‘z+b‘ =7 MOXXEMO YMTaTH Kao: CKyIl Tayaka 4yHje je pacrojame O] Tauke S (—b) KOHCTaHTHO H

jennako r. Jlakie HaBeleHa jeIHAUYMHA NPEJCTaBJba JeIHAYMHY KPYXKHHIIE Ca LIEHTPOM Y TauKH

S(—l_a) NOJyIPEYHHKA 7 = \/|b|2 —c.

Ilpumep 9.1 Koopaunara 1ieHTpa KpYXKHHUIIE ONMHMCaHe OKO Tpoyriaa M;M,M; 3anator ca M (z)),
(z _Zz)|zs|2 +(z, —z3)|zl|2 +(z; _Zl)|22|2

(Zl _Zz)(Z_Z)_(% _22)(2_1_2)

Ms(z2), M3(z3) je z, =

(Zl _Zz)(z3 _Zz)Z3 _(Zs _ZZ)(ZI _ZZ)ZI

z ——Z_)—E— u3pauyHaBajyhu Opojunar
¢ 4 (z-2)(5-2)-(5-2)(z-2)

MOCJIeIBET U3pasa 100ujaMo TBpheme. ©
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I.10. TIloreHumja Tauke y OAHOCY HA KPYT

ko ‘ Hexka je k=(S,r) KpyXHHMIA ca LIEHTpOM y Tauku S(s),
1 4 nonynpednnka 7. Jlakie weHa jeJHAYMHA je |z—s| =r Tj.
T/ zz—Sz—5z +|s|2 -r*=0. Heka je p mnpaBa Koja caapxku
| P xoopauHaTHH ToveTak O u ceye KPYKHULy Ky taukama M(z;) u
/M M(z). Tana jeargz, =argz, unau argz, —argz, =tz . 300r Tora

: - i(argz —argz,) . - =
5 Je 7z —|zl||zz|e eR, naje z,z, =zz,=A1€R. Ilomro

. - - - 2
z; WM z; npunagajy k Ouhe  zz,—sz —sz +|s| -r’=0 wu
- - ~ 2 .
2,2, —8Z, = S8Z, +|s| —r> =0. MHoxehu npBy jeHAKOCT ca 2, a
. - 2
apyry ca z; jobujamo z,A—sSA—sz,z, +(|s| —~ r2)22 =0 wu
- 2 .
M,/ 3 Z,A—SA—5z,z, + (|S| - )Z1 =0. Ony3umameM OBUX jeIHAYMHA

n >'4 n06ujaMo ( z, -z, )/1 + (|s|2 — 7/2)(22 - zl) =0. Ako je z; # z, Ouhe

' 2 . — —
S A= |s| —r*. Ocum Tora je A =z,z, = Re(zlzz) =Z 0z, =

N
Y
v

|OM1||OM2 , argz, =argz,

—|om ||om,

NN = OM,-OM, = {

, argz —argz,=xrx

C npyre ctpane je A= |s|2 —r* =0S* —r*, nakie cKagapHHM MPOU3BOJ O—MI-OM , HE 3aBHCHU O[
1oNI0Kaja pase p U jenHak je OS”° —r”.

V cnyvajy argz, =argz, ca I heMo O3HauUWTH JOJAMPHY TayKy TaHreHre ¢ u3 tauke O Ha
KpyXHHUILY k, na umamo na je OS° —r> =08’ —ST* = OT*. Jlakne 6uhe OT* =OM,-OM, .

TeomeTpujcku cMucao jemHakoctd OM,-OM, = OS® —r® Moxkemo BujeTH nocmarpajyhu
npaBy s Koja caapxku Tauke O u S u ceue Kpy>KHUIYY k y Taukama A; U A,, y cily4ajy argz, =argz,
je OM,-OM, =04,-04, =(0S -r)-(OS+r)=0S* -r".

V cnyuajy argz, —argz, =z mocmarpahemo npaBy s koja caapku Tauke O U S ¥ 1paBy n
KOja je HopMasiHa Ha mpaBy s y Tauku O W Koja cede KpyKHHUIly k y Taukama B; u B,. Tana je
WOOTWZ =-OM,-OM,=-OB,-OB,=-0OB’ =-OB;. W3 mnpasoyrnor tpoyra SOB;
umamo OB} =SB’ —0S” =r* - 0S”.

Ocum Tora je OM,«OM, = O4,+04, =—04,-04, =—(r-0S)(r+08)=0S* -1, o je
JPYTH HAYHH J1a 1aMO FEOMETPHICKO 0Opasiokerse jenuakoctn OM «OM, = OS> —r*.

Jemnakoct OM «OM, = OS” —r je u3BejieHa 1O PETNOCTaBKOM ja je M #M,. Y ciydajy

A k- o na je M;=M, ouhe M;=M,=T na no IlutaropuHoj TeopemMu omeT
‘ MMaMo J1a BaXKHM HaBE/IEHA jeTHAKOCT.
ITocmatpajMo cama Kpy»XHUILy k ¥ IPOU3BOJbHY TauKy A(a).
Jla 6u mouumu A0 MPETXOAHE CHUTyallHje U3BpIIMheMO TpaHCIalujy
3a -a. OBOM TpaHCIAIMjOM ce Tauyka 4 MPEeBOAM y KOOPAWHATHU
MOYeTaK, a KpyXKHMLA k y KpyxkHHLy k' ca ueHrpoM S'(s-a)
MOJTynpeyHUKa 7, Tauke M;(z;) u Mx(z;) y Tauke M'/(z;-a) n

'N(z,-a) penom. Buhe: k': ‘z —(s —a)‘ =7’ 1j.
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k' zz— (s— a)g - (E - 5) Z+ |s - a|2 — 7> =0. Ilo NpeTX0HO U3BEIEHUM 3aKJbYUIUMA je:
OM|-OM! =0S" —r* :|s—a|2 -’ = SE—aE—ES+|a|2 7’ (*)

Homro je OM|=AM,, OM.=AM,, OS'= ASwumamo na Baxu AM <AM, = AS* —r>.
Jakne nokazaHo je cienehe:

Tephere 10.1 Axo cy y paBHU AaTu KpyxHHULA k=k(S,r) u Tauka 4, Taga 3a cBaKy IpaBy p Koja
caipku Tauky A W cede KpyxKHHIly kK y Taukama M; w M, je CKaJapHU TPOU3BOJ

AM *AM, xouctauTan u jennak AS> —r>. [

OBa Teopema omoryhyje na ce yBene nepuHHUIM]a TOTEHIHMjEe Tauyke 4 y OJHOCY Ha
KpY>KHHILLY K.

Hepunuyuja 10.1 Koncranran npoussog AM,«AM, yCTaHOB/bEH MPETXOAHOM TEOPEMOM

Ha3MBaMO MOTEHIIMjOM Tauke 4 y OJTHOCY Ha KPYT k U 03HauaBaMo ca p(4,k).

[Tpumehyjemo na je MOTeHIMja Tadyke KOja je BaH KPYXXKHHIIE k TMO3UTHBHA, TAYKE y KPYyTy
HeraTHBHa, JIOK je MOTEHIIMja TauKe Ha KPY KHUIM jenHaka 0.
Henocpeana mociieauia npeTxoaHOT 3aK/bydnBama (Bugetn Gopmyny (*)) je u:

Tepherwe 10.2 TlocmatpajMmo  Tauky A(a) W KpPyXHUIly Kk 4uja je  jeAHaYMHA
- - - 2 . .
k:izz—sz—sz+ |s| —r*=0. Tlorenumja Tauke A y O;HOCY Ha KpyxkHUIy Kk je
- - = 2
p(A4,k)= aa—sa—sa+|s| -0
ITocMaTpajMo 1BE EKCLIEHTPUYHE KPYKHHLIE:
- - - 2 - - 2
k, :zz—slz—slz+|s1| -1’=0wuk, :zz—szz—szz+|sz| -1’ =0 (o).
Ckyn Tayaka M(z) Koje MMajy HMCTy MOTEHLHU]y y OJHOCY Ha Kpyrose k; u k; je, mo
. - - 2 - - 2 .
IPETX0JHO] TEOPEMHU, 33JaT Ca zZ —S,Z—S§,Z + |s1 | —K=zz-s5,z—5,z+ |s2| -1, 1j.
- - 2 2
(s2 —sl)z—i-(s2 —sl)z+|sl| —|s2| +1 -1’ =0
LITO je jeJIHaYMHA IpaBe p Kojy hemo Ha3uMBaTH pauKalHOM MJIHM MOTEHIIMjaTHOM OCOM KpyroBa k;
u kg.

Tephere 10.3 Axo cy tauke S;(s;) u Sx(s2) LEHTPH KpyroBa k; U k», paguKaiiHa oca p TUX KpyroBa
j€ HOpMaJTHa Ha mpaBoj S;S».

Hexka cy Q;(q;) n O(q,) 1Be pa3nuuuTe Tauyke pajuKaliHe oce p Kpyrosa k; u k;, Tana je:
(53-5) +(5 -5 ) +]s
(=5 + (52 =) a2 +s,
nobujamo (s, —sl)(q_2—q_l)+(g—s_l)(q2 —-¢,)=0, a omasme je Re(s, —sl)(q_z—q_l) =0 1.

(s,-5)(g,—¢,)=0, mro 3maun na cy mnpase S;S; u 0;Q; y3ajaMHO OPTOTOHAJHE, Tj. p je

2 2 2
—|s2| +r -1 =0mn
2 2 2 2_0. O . .
| —|s2| +r"—r"=0. Ony3sumMameM OBHX [B€]y JeAHAYMHA

oproronanHa Ha S;S>. [

Tephere 10.4 Heka je p pagukamna oca kpyrosa ki(S.r;) u kx(S»r2) n mexa je pNS,S, ={K}.
Tana Baxu: S,K*>—S,K*> =r"-r’.

Iomrro K(k)e p Guhe (s, —sl)%+(g—s_l)k+|sl|2 —|s2|2 +rt =t =0, (%%)
2

C spyre erpane o 5,675, =Ji-s [k=s = (5,5, (7 -5 )+l I
je 36or (**) S, K> —S,K* =r, —r>.00

, Tma
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Haxne pamukamHa oca KpyroBa k;(S;,7;) u kx(S>7;) je paBa koja je HOpMaJIHA HA TIPABO]
S,S, y Tauku K 3a xojy Baxu S,K°>—S K> =r"—r’.

VYKonuko KpykHUIE k; U k; uMajy Oap jenHy 3ajeJHUUYKY Tauky A, Tajga Ta Tadyka MpHIajga
BUXOBO] paaukaimHoj ocu jep je p(A4,k;)=p(A4,k;)=0. Jlakne ako kpyxnwuie k; u k, wumajy aBe
3ajeJHUYKE Tauke 4 U B BUX0Ba paJuKaiHa oca je mpaBa 4B, ako ce A0AupYyjy y Tauku A, Tana je
pagukaiHa oca TpaBa Koja je HopManmHa Ha S;S; y Taukum A (3ampaBo 3ajelHMYKA TaHTEHTa
Kpy>XHULA k; U k7).

Panukanny ocy kpyroBa k; u k; MOXeMO TOCMaTpaTH M Kao CKyN Tadaka ddja je
pa3nuKa MOoTeHILIMja y OJHOCY Ha KpyroBe k; u k, jenHaka 0 WM KOJIWYHUK MOTEHIIMjA Y OTHOCY Ha
KpyroBe k; u k; jemnak 1. Ha cimuan HaumH MOXEMO TMOCMaTpaTH CKyIl Tadaka M(z) uuja je
1) pa3nuka moTeHIU]ja jeAHaKa A=const WK 2) KOIWYHHUK TOTEHIMja Y OJHOCY Ha KpyroBe k; u k;
JeIoHaK u=const. Y IPBOM CIIy4ajy, YKOJIUKO Cy jeHaYHHE KpY>KHUIA k; U k» 3amare ca (e) UMamo

na je je p(M.k;)-p(M,k2)=2, Tj. (52—Sl)z+(g—§)z+|sl|2—|s2|2+r22—r12—/1:0, IITO je omer

jenHauynHa npase. CIMYHO Kao U 32 paJIuKajIHy OCy MoKa3yje ce Ja je Ta npaBa HopMayiHa Ha S;S>.
o pMk)
VY npyrowm ciyyajy je ————— = U, TJ.
p(M5k2)
z;—slg—s_lz+|sl|2 —r’ = y(zg—szz—gz+|s2|2 -1 =
- - - - 2 2

= (I-p)zz—(s,— us,)z— (s, —,L1S2)Z+|S1| - _/u|52| + pr,’ =0.
Cny4aj y=1 noBonu 710 jeHaYMHE TIpaBe, Tj. pauKaIHe 0Ce KPY>KHHUIIA k; U k).
S — S,

Axo je u#1 nMaMo jeqHauYuHY KPYKHULE ca IEHTPOM Y

VYKONMKO Cy KpyxHHIE k; u k> momynpednnka 0, Tj. Tauke S; u S, 6uhe p(M, k)= MS} u
p(M ,k,)=MS; . Jlakne 3a r;=0 u r,=( npeTX0/Ha jeJHAYMHA O3HAYABA CKYIl TA4aKa YHjH j€ OTHOC

KBaJ[paTta pacTojarma JI0 ABEjy JaTUX Tadaka S; u S, jeTHaK L.

AToJloHMjeBa Kpy>KHHIIA ce Ne(hUHUIIEC Ka0 CKyI Tavyaka YHjH je OJHOC pacTojama J0 JIBEjy
JaTHX Tauyaka KOHCTaHTaH (PelumMo jeHaK 77).

W3 nperxonuor cnemu (ctaBbajyhu u=n°, 1 =0, 7, =0) 1a je jenHaunHa AnooHHUjeBE

kpyxHute (1— 772)22 —(s,— nzsz ); - (S_1 - 7725)2 + |s1 |2 -n’ |s2 |2 =0.

Ilpumep 10.1 Ako je s pauKaldHa oca JIBajy €KCLUEHTPHUUHUX KpyroBa k;(O;r;) u kixO,r;), P
MIPOM3BOJbHA TaUKa T€ MCTE paBHU u Q) MOJHOXK]e HOpMaJe U3 Tauke P Ha MpaBoj s, T0Ka3aTh J1a je
p(Pakl)_p(PakZ) :2'0102.QP'
k1:|z—01|=r1 <:>k1:22—012—0_lz+|01|2—r12:0 '
JennaunHe KpyXHHLIA CY _ 5 ma je
k, :|z—02| =n <k, :zz—022—022+|02| —1 =0
- - 2 2
p(P,k))— p(P,k,)=(0,—0,)p+ (o, _01)p+|01| _|02| ""’22 _’”12 =
- - - - - - 2 2
=(0,—0))p+(0,—0)p—(0,—0,)qg—(0,—0)q+(0,—0,)q+ (0, _01)q+|01| _|02| +7'22 _’”12 =

=(0,~0)(P =)+ (0, ~0)(p =) + p(Q. k)~ P(O.k, ).
ITomro Tauka Q mpumaaa pagukaiHoOj ocu Kpyroma k; wu k; 6uhe p(Q,k)— p(Q,k,)=0.

Haxkne, ouhe: p(P,k)— p(P,k,) = 2Re(0_2—0_1)(p—q) = 2-0102oQ—P. o
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I.11. OjnepoBa kpyxkHnna (Kpy:xHuna 9 rayaka), Ojiaeposa npasa

Jlema 11.1 Hexka je ABC Tpoyrao 4mju ce LEHTap OMMCAHOI Kpyra Haja3d y KOOPAWHATHOM
nouetky. Ako je A(a), B(b), C(c) mokasaru aa je H(h), tne je h=a~+b~+c opronenrap tpoyria ABC.
A [TomTo je 1meHTap OMHCAHOT KpPyra y KOOPAWHATHOM
nmoverky Ouhe |a|:|b|:|c|:R. Ako je F Ttauka umja je
KOMIUTIEKCHa KoopauHata f=b+c, taga je yetBopoyrao COBF

pom6. 36or Tora je OF 1L BC. Axo je H Tauka uymja je
KOMIUICKCHa KOOpJAWHATa jeaHaka je h=a+(b+c) Ouhe

yerBopoyrao AOFH mnapanenorpam HaJ BEKTOpUMa OA u
OF , nmakine Ouhe AH ||OF . Ilomrto je OF 1 BC O6uhe
AH 1 BC. Cnmuno ce mokasyje nma je BH L AC wn
B C CH 1 AB, naxne Tauka H je optonenrap tpoyria ABC. [

Heka je ABC tpoyrao 3anar ca A(a), B(b), C(c), Heka

cy A;, B;, C;, cpemumnra nyxu BC, AC, AB, penom; A',B',C’

F noaHoXja BucuHa u3 A, B, C Ha crpanune BC, AC, AB, penom

u Heka cy A", B",C" cpenumira nyxu AH, BH, CH, penom, nipu 4emy je H opTolieHTap TpoyrJja
ABC.

Tepherwe 11.1 Y tpoyrny ABC tauke A;, B, C;, A',B',C',A",B",C" nexe Ha jeqHO] KPY>KHHUIH

gnju je ueHrtap E cpemumrte nyxxu OH, tae je O ueHTap omwicaHor kpyra, H oproreHrap, a

MOJIYTIPEYHHK O] je jelHaK MOJOBUHU MOJYNpPEeYyHUKa onucaHe KpyxHuue oko tpoyria ABC. (OBaj
KpyT ce Ha3uBa OjnepoBUM Kpyrom 9 tavaka.)

Hexka je koopAMHATHU CUCTEM TaKO MOCTaBJbEH Ja Ce
LIEeHTap omnucaHor kpyra (O Hala3d y KOOPJAWHATHOM
MOYeTKy. Tajga je KOoOopAuHaTa OpTOIEHTpa Jara ca

h=a+b+c. 3Hauu:
b+c a+c b+a , a+h b+c
alz ’b1: ’c1: , = = ,
2 2 2 2 2
b":b+a+c,c”:c+b+a " ezﬁ:LM. Canma je
2 2 2
a
E4 :|e_al|:|a+b+c_b+c|:u:£’ CJIMYHO je
| 2 2 2 2
b c —a
EBI=U=£ u EC1=U=£. EA"=|e—a”=|a+b+c—(a+b+cj=| |=£, CIIMYHO  je
2 2 2 2 | 2 2 2
" " R 14 " R : ” " 14 :
EB"=le-b =3 nEC :|e—c ZE.OBHMJC nokasaHo na tauke A4, B8;, C;, A", B",C" npunanajy

R .
KpY>KHULIU k ca LIEHTpOM y E, moiaynpedyHruKa bR Jla 61 HaNUIM KOOPAMHATY MOJIHOXK]a BUCUHE U3

temeHa C Ha cTpaHuIly AB nocraBuhemMo npBo jenHaunHy Mpase AB:
z—a z-a e s - -
AB: ==—z(b-a)-z(b-a)+ab—ba=0.
b-a b-a
Jla 6u Moryn 1a KopucTuMO GHOpMYITy 3a KOOPAMHATY TOIHOXK]a HOpMaJIe M3 JlaTe TauyKe Ha
JaTy TmpaBy, U3BEIEHY paHHUje, MOTPEOHO je MPETXOAHY jeJHAYMHYy MpaBe AB MOMHOXHTHU ca i jep

ab—ba €iR , a y noMmeHyT0] popMyH ce KOPUCTH jelHAYMHA MpaBe y Ko0joj je ,,CI000aHH uIaH
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peanan. Jlakne: AB:zi (Z —5) —;i(b — a) + i(;b —l_)a) =0, mo noMenyToj hopMynu je:

R e Y A P
Cc = — , ). C=—+—"7———=C———=—.
2i<b—a) 2 2(b—a) 2 b-a
R R
_ _ _ _ 2 7[7—76{
[MomTo je aa=bb=cc=R> Guhe c':£+lb—aR——l%:l(a+b+c—a—b].
2 2(R R)c¢ 2 B _R 2 c
b a b a

CangHo je a'zl a+b+c—£ ,b’:l a+b+c—£ . Caza umamo:
2 a 2 b

_bd R
2l 2

je mokasaHo na u tauke A', B',C' npunanajy kpyxuunu k. [

EA,:|e_a,|:|a+b+c_(a+b+c_b_cj

2 2 2a

. Ha cnmuan waunn je EB' = EC' zg. OBuM

. . a+b+c
Panuje cMmo mokazanu ga je koopauHata Texumra 1 tpoyria ABC pata ca f = .

V3umajyhu y 003up ma je koopauHata oprtoreHtpa H tpoyria ABC, kaja je 1eHTap OMHMCAHOT
Kpyra y KOOpJMHATHOM MOYETKY, JaTta ca h=a+b+c, xao u na je uenrap OjuepoBor kpyra jaaT ca
e_a+b+c

nMamo na cy tauke O, T, E u H xonuneapae. Ocum Tora je E cpenumte nyxu OH n

OH =30T. Jlakie umamo:

Tepherwe 11.2 Y tpoyriny ABC cy oprouenrap H, texumre 7, U IeHTap onucaHe KpyxHuue O
KoJInHeapHe Tavke u 1pu ToM je H-T-O u HT=2TO. (IlpaBa kojoj npunanajy H, T, O u E ce Ha3uBa

OjnepoBom mpasom.) L[]

Ilpumep 11.1 Hexa je H oprouenrtap tpoyria ABC. Jlokazatu na ce OjiaepoBe mpaBe TPOYIJIOBa
ABC, ABH, BCH u CAH cexy y jelHOj TauKH.

Hexka je neHrtap ommcaHor Kpyra oko Tpoyria
ABC 'y xoopauHaTHOM mo4eTky. Tama H wuma
KoopauHaty h=a+b+c. Tauka O;(a+b) je cumeTpryuHa
ca O y ofgHOCY Ha cTpaHully AB jep je 4yeTBOpOoyrao
OAO;B pomo. Cana je

3

01B:|a+b—b|=|a|:R, na je O; HeHTap OMHMCAHOT

Kkpyra oko tpoyria ABH. Cnuuno je Ox(c+b) uenrap
OTHMCAHOT Kpyra oko Tpoyria BCH, kao mTo je u
Os(a+c) ueHrap omucaHor kpyra oko Ttpoyria ACH.
Heka je 7T; texumre Tpoyrna ABH, Ttama je

a+b+(a+b+c
Oy (a+b) t = ( ) _2at2b+c . Ojneposa npasa
3 3
tpoyrna ABH je mpaBa 7;0; a OjmepoBa mpaBa Tpoyria ABC je mpaBa OH. Ilomro je
(a+b)+(a+b+c)+0 _
t, = 3 uMamo 1a je 7; Texwumre Tpoyria HOO,, na npasa 7,0, ceue nyx OH

a+b+c

Yy BbCHOM CPEIHUIITY Tj. Y Ta4uku E, T11e je e = . 3Haun mpecevna Tayka OjiIepoBUX MPaBUX

tpoyrioBa ABC u ABH je tauka E.
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b+c+(a+b+c) a+2b+2c

3 3
Os(c+b) uenrap kpyra onucaHor oko Tpoyrina BCH, 6uhe npasa 7,0; OjnepoBa mpaBa TpoyrJa

a—i—c’ﬂ? eR.3a 4, =% BUIMMO

Hexka je T, texuwmrte Tpoyrna BCH, tana je t, = , TIOLITO je

BCH. Jepnauuna npase 120; je z=0,+4,(t,—0,)=b+c+1,

na Tadka E npumnana npasoj 7,0..

: . +c+(a+b+ 2 2
Cnnuno, axo je 73 texumre tpoyrna ACH, Tana je t, = a-+tc (;l c) _ a+§+ c ’

nomto je Os(c+a) nenrap kpyra omnucanor oko tpoyria ACH, 6uhe mpaBa 7303 OjnepoBa mpasa
tpoyria ACH. Cnu4yHO Kao y NMPEeTXOJHOM Cilydajy ce mpoBepaBa jaa E mpumnazaa npasoj 7303
Haxine Ojnepose npase TpoyrioBa ABC, ABH, BCH u CAH ce cexy y Tauku E. ¢

Ilpumep 11.2 Heka je H opromnenrap tpoyrna ABC. Jlokazatu ma ce OjnepoBe KpY>KHHUIE
tpoyrioBa ABC, ABH, BCH u CAH noknanajy.

VY mpeTxoaHOM MpUMEpy je MOKa3aHO Ja KpyKHHIlEe omucaHe oko TpoyrinoBa ABC, ABH,
BCH u CAH wmajy uctu nonaynpeuynuk R. Heka je meHTap ommcanor kpyra oko tpoyria ABC 'y

KOOpPAMHATHOM ToueTky. Tama je E (%M] nentap OjnepoBor kpyra Ttpoyria ABC, a R/2

HETOB MOJTYNPEYHUK.

VY npeTxoaHOM mpHMepy je Toka3aHo aa je O (a+b) neHrap onucanor kpyra Tpoyria ABH.
IMomro je CH 1. AB n BC 1 AH, 6uhe C oprouenTtap tpoyria ABH. Ako ca E; 00elexumo
uenrap OjnepoBor kpyra Tpoyrina ABH a ca H;(h;) meros optoueHrap, ouhe h;=c u E; cpeauuire

(a+b)+c

nyxu OH;, 1j. O;,Cnaje e = =e,Tj. Tauke £ u E; ce noknamnajy.

CanuHo je Ox(c+b) neHrap onucanor kpyra oko tpoyria BCH, a A \eroB opToLeHTap, na

(b+c)+a

Jje ueHTap werosor Ojneposor kpyra £ nar ca e, = =e, Tj. Tauke £ u E, ce Mokianajy.

CanuHo je Os(c+a) neHTap onucaHor kpyra oko tpoyria ACH, a B 1eros opToLeHTap, na

(a+c)+b

Jje ueHTap mwerosor OjnepoBor kpyra E; 1aT ca e, = =e, Tj. Tauke E u E3 ce nokjanajy.

[Tomro je momympeynuk OjaepoBOr Kpyra Tpoyria jeJHaK IOJIOBUHU TMOMyNpPEeYHHKA
omucaHor kpyra Tpoyria To ce OjnepoBu kpyrosu TpoyrioBa ABC, ABH, BCH n CAH niokinamnajy.o

IIpumep 11.3 YerBopoyrao ABCD je TeTuBaH, 10Ka3aTu Aa:
a) Ojnepose kpyxuutie Tpoyriiosa ABC, BAD, ACD, BCD ce cexy y jeHO] TauKH,
b) uentpu HaBeneHux OjnepoBUX KPY>KHHIIA CYy TEMEHA TETUBHOT YE€TBOPOYTJIA.

a) IlomTo je yerBopoyrao ABCD TeTuBaH, LIEHTPU OMUCAHUX KPY>KHHUIA Tpoyriosa ABC,
BAD, ACD, BCD ce noknanajy. Axo ca E;, E,, E;, E; o6enexxumo nientpe OjiaepoBUX KpyKHHUIA

tpoyrnosa ABC, BAD, ACD, BCD penom, 6uhe e, = a+12)+c o= a+l;+d e a+;+d

2

b d :
e, = % Hexka cy &y, k», k3, ky OjnepoBe kpysxnuiie tpoyriosa ABC, BAD, ACD, BCD peaom

U R monynpeyHuk kpyra omnucanor oko ABCD. Hexa cy H;, H,, H;, H; opTOLIEHTpU TpOYTIOBa
ABC, BAD, ACD, BCD penom, Taga je hy=a+b+c,hy=a+b+d,h,=a+c+d,h,=b+c+d.

Hexka je E cpeaumre myxu DH; Tana je ezw u |e_el|:|a+b;c+d_a+127+c|:
=i=£,na Eek,.
21 2
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. R
CiyHO ce Mokaxe Ja je |e—ez| = |e—e3| = |e— e4| =5 na Tayka £ npunana u Kpy>KHULAMa
ks, k3, k4, naxne E ek, Nk, "k, Nk, .

0) Ilomro je |e—el|=|e—e2|=|e—e3|=|e—e4|=§, to Tauke E;, E,, E; E, npumanajy

R
KPY>KHHIIM ca LIEHTPOM y TaukH E, MoynpevyHuKa > o

W3 mperxogHOr mpuMepa ce MOXKE 3aKJbYYHTH Ja C€ TMOJMOBH aHAJOTHH OpPTOLCHTPY,
ueHtpy OjnepoBe kpyxkuuie, OjnepoBoj kpyxHuuu u OjaepoBoj mpaBoj MOry JaeduHHCATH 32
TETUBHH YE€TBOPOYTao, Kao U 32 TETUBHH N-TOYTrao (BUAETH Jarjiom).
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I.12. Cumnconosa npaBa

Tepherwe 12.1 Tauka D mpumaga KpyXKHHMLM OIHKCAHO] OKO Tpoyrina ABC akko OpTOTrOHajHe
npojekiuje Tauke D Ha ctpanune AB, BC, CA (tauke P, O, K penom) npunaiajy jeqHoj npaBoj (OBy
npaBy Ha3uBamMo CUMIICOHOBOM WM BanncoBoM npaBom).

[IpernocTaBuMO 1a ce LieHTap omucaHor Kpyra Tpoyria ABC Hama3u y KOOpAMHATHOM
MIOYETKY.

C CmuvHO Kao W KoX Joka3za Teopeme o OjiepoBoj

KPY>KHHUIIM UMaMo J1a cy KoopauHare Tayaka P, O u K nare ca

p= 1(a+b+d—a—bj,q— 1(b+c+d—b—cj,
2 d 2 d

k:l(a+c+d—£).
2 d

» c—a+2(a—c) d—c b—d
= = . =D(B,C,A4,D), nakne
p b-—c a-d

tauke P, O, K Cy KOJMHEapHE aKKo Z_—p eR" akko
4
D(B,C,A,D)eR" axko cy 4, B, C, D Ha ©CTO] KPyXKHHIIN. | |

Cana hemo U3BECTH jenHaunHy CHUMIICOHOBE (Bamucose) npase Sd

sd.ﬂ—z Lo, 47027 ql—?_£q=0.HOLHTOje
q—-p 4q-p q—p q-p
R® R’ R?
ab bc) c-a b - — c¢—-a b) o 4 b a—c d
-p=—|c—-a+———|= I-—|,g—p= 1-= € __d 11— = R? (1——]
qp( d jz(qupz(dj 2 R’ 2ac " b
d
)
ouhe 1—2 _ 2 d abe . Jla 6u noOunu BPEIHOCT CIOOOTHOT UJiaHa l_qp £ q
q—p Rza_c(l—d] Rd q—p
2ac b
kopuctuhemo ynmbeHuIy aa Kesg, Tj. l a+c+d—£ — abzc ;+E+3—£ +1/=0, onmakJe je
2 d R°d d
R* R®
[= abzc (5+E+2)—a—bf%—l(a+c+d)+l£:a—bf(a+5+g+3)—l(a+b+c+d)na
2Rd 2R°d R 2 2d 2Rd 2
d
j€ jeqHauYnHa IpaBe s, Jara ca z—achJr abe (Z+E+E+5)—l(a+b+c+d)—0
ot PaBe Sa Rd- 2Rd 2 '
i : : a+b+c+d
W3 jennauuHe npase Sy jacHO je 1a Tauka O, ca KOOPJUHATOM 0, = — MIPHUIIAJA Sg.

AKo ca sS4, Sp, S. obenexumo CumiicoHoBe mnpase Tadaka A, B, C y ogHocy Ha Tpoyriose BCD,
ACD, BAD penom, aHalorHo 3akjbyuyjeMo na Tauka (), mnpumajaa cBakoj o mux. [akie,
0,=s,Ns,N\s.NS,.
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Ako mocmarpamo Tauky E Koja TpuIiaga KPY>KHHUIM OMKCAHO] OKO TETUBHOT YETBOPOYTIIA
ABCD w nogHoja HOpMana U3 Tauke £ Ha mpase Sq, Sp, Sc, Sq¢ (00enexumo ux ca E,, Ep, E., Eq,
penoM) UCTIOCTaBJba ce aa Cy Tauke E,, Ep, E., E; komuHeapHe mTo Boau nedpuHumju CUMIICOHOBE
MpaBe TETUBHOT METOoyTrJa (BUAETH Jariom).

Ilpumep 12.1 Axo cy s, u s, CuMIICOHOBE IpaBe 3a Tauke P, () Koje mpunajajy Kpy>KHUIU
. . 1
omucaHoj oko tpoyria ABC, tana je £(s,,s,) = EACPOQ . lokasartu.

Hexka je uentap onucanor kpyra O, tpoyria ABC'y koopauHatHoM noyetky. Taza je

N abc - abc (~ - - — 1
s 1z— z+ at+b+c+p|l-—(a+b+c+p)=0,
abc—- abc

e |
VIR, 2qu(a+b+c+q)—§(a+b+c+q)=O.

: . b- ¢ .
AKo je mpaBa 3ajaTa jeJHa4lHOM Z+ZZ+Z =0, Taga je

b .
5 =¢"?, rae je ¢ yrao usmeljy MO3NTHBHOT Jiena peajiHe oce U

naTe mpase (OBO je pa3MaTpaHo Kaja je oOjalrmaBaH KOMIUIEKCHU
yraoHU KOe(UIIMjEHT).

. i, abc 0y, abc .
Kopucrehu npeTxoHy unmbeHUIy ©IMaMo J1a je e’ =% ue’”= o OJlaBJIE je
P q
abc
(o1 R’ R ™ o arg g —ar
e2z(¢1 ») bp :i: — — el(argq arg p) — O -0, =, g4 gp , M3 Yera CIIe/IH:
abc  p Re 2

R’q
1
£(s,,8,) ZEACPOQ L0
Ilpumep 12.2 Axo CUMIICOHOBA IIpaBa S, Tauke P Koja Mpunaaa Kpy>KHHUIH OIUCAHO] OKO TPOYIja

ABC npona3u Kpo3 Tauky Q) IujaMeTpasHO CYHpOTHY Taukd P Taja OHa Mpoja3u U Kpo3 TEKUIITE
tpoyria ABC. Jlokaszaru.

Hexka je nentap omucanor kpyra O, tpoyrina ABC y koopanHaTHOM mnodetky. Ilo ycrnoBy
3ajiaTka mpasa s, caapxku Tauky Q naty ca g = —p . Ilo npeTxoqHOM pa3marpamy Mpasa s, CaipikKu

Tauky O, ca KOOPIHHATOM O, :a+b+—c+p. Cania umamo: Q0. =0, —q =0, + p Zw.
2 2
Axo je T texuiute Tpoyriaa ABC 6uhe: @f =t—q=t+p= atbtc +p= a+b+—c+3p. Towro cy

P
3 3
Bekropu QT u QO, xomuueapuuu Q€s,,0, €s,,cnequga ' es, .0

Ilpumep 12.3 ]Jlokazatu ma CUMIICOHOBA TpaBa MPOU3BOJbHE Tauke M Koja TpHMaaa Kpy>KHUIA
ornucaHoj oko Tpoyria ABC, nonosu nyxx MH, rnie je H opToLeHTap Tpoyria.

Heka je menrtap omucanor kpyra O, tpoyria ABC y KOOpAWHATHOM TIOYETKY, Taja je
opronientap H tpoyrna ABC nmatr ca h=a+b+c. Axo ca F obenexumo cpenumre ayxxu MH,

- (a+b+c)+m a+b+c+m
uMamo 1a je: f = > = 5 =o0,,

MIPUIIAAA Sy, TOWTO ce F u O, oKIanajy, ciaenu TBpheme. ¢

rae tauka O, MO NPETXOAHOM pa3MaTpamby
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I. 13. H3omerpujcke TpaHncpopmanuje paBHI
- TPaHCJalMje U PoTalKje PABHH

Hedunuyuja 13.1 TpaHcianuja paBHU 3a BEKTOp v (03HaKa 7)) je MPEeCINKaBame KOje CBAKOj TAUKH
z noaesbyje Tauky z+v 1j. T(z)=z+v.

OBako neduHICaHa TpaHCIAIMja e TOKIAIa ca eJIEMEHTapHUM CXBAaTamkeM TpaHCIaluje 3a
BEKTOp V. YKOIHMKO ca M 00eIeKUMO reOMETPHjCKY CIIHKY Tadke z, a ca M' TeOMEeTpPHjCKy CIHKY

tauke z' =T (z) umahemo naje MM'=v,jepje z' =T (z)=z+v=>v=zZ'-z=>v=MM'".
TV(ZI)—TV(Zz)|:‘(Zl+V)—(ZZ+V)‘:|ZI—22|.

JIBe TpaHciamuje Cy jefHaKe ako Cy UM jeJHaKu BEKTOpH, jep ako je I (z)=z+Vv u

Tpancnanuja je uzomeTpuja jep je

T (z)=z+w Ouhe z+v=z+w=v=w.
Kommosummja tpancnammja T'(z) u T,(z) je tpancmammja Ty+u(z) jep je (7,°7,)(z)=
=T,(z+v)=(z+v)+w=z+(v+w)=T,, (z). YKOIHKO HACHTUYHO NPECITUKABAEE CXBATHMO KaO

Tpancianujy 3a 0-BeKTOp ojialie jokasyjeMo ja je 7, ' =T . Tlomro je cabupame KOMILIEKCHUX

OpojeBa KOMyTaTMBHO UMaMo Jia j€ ¥ KOMIIO3HIIM]ja TpaHCIalija KOMyTaTHBHA.
OpnaBze cieau 1a CKyIl CBUX TpaHCNAlMja paBHU 00pasyje KOMyTaTuBHY rpymy. Ocum Tora
Ta rpymna je u3omopdna ca aautuBaoM rpynom (C,+).

Hedunuyuja 13.2 Poranuja paBau oko tauke O(0) 3a yrao 6 € [0, 277) (o3HaKa R ) je mpecinuka-

Bam€ KOj€ CBAKOj TAuKH z AojieJbyje Tauky ze” Tj. R, ,(z) = ze"” .

A M:(z’)

OBako neduHHCcaHa poTammja ce MOKJANa ca eJIeMEHTAPHUM
cXBaTameM potaiuje 3a yrao 6 oko Ttauke (0. Ykoiamko ca M
00€eJIeKUMO TEOMETPHjCKY CIHMKY Tayke z a ca M' TeoMEeTpHjCKy

N\ CuKy Tauke z' = R, ,(z) Ouhe yrao KMOM'=6 w OM =OM':

: _ i . r_ _ 0 _
Kako je z=re", 10 nobujamo z' =R, ,(z) = ze"” =

M ( Z) ' i(a+0)

o : z re
=re“e’ =re' " = XMOM' =arg—=arg———=0 un
z re

OM' = |Z'| = ‘re“““”‘ =r= |Z| =0M.

Poranmja oxo O je nzomerpuja:

i0 i0 i0
[Ro 0 (2) = Ry o (2,)| =|2i6” = 2,6”| = (2, - 2,)e” | =(z, - 2,)

Kommnosumuja nBejy porarja oko O (4uju ¢y yriioBu « u f) je omet potanuja oko O (uuju

jeyrao a+p):
(RopoRy )2)=R, 4 (ze) = (z¢")e” = z(ee”) = ze' ) = Ry oip(2).

VYKOIMKO MAEHTHYHO TPECIUKaBamke CXBAaTUMO Kao POTanujy 3a yrao BenuuumHe ( (Wiau
2kr, k € Z), xopuctehn npeTxoany ocoOuHy nokasyjemo na je (R, , )y = R, _,.

Kommnosumyja poramuja oko O je KOMyTaTUBHA:

(Ryp°oR,,)2)= (ze)e” =(ze”)e" = (Rpy o Rp s)(2).

Jlakiie cKyT CBUX poTanuja oko O YMHU KOMYTaTUBHY TPYILy.

Jla Oucmo paeduHHCATM POTAlM]y OKO MPOM3BOJbHE Tauke A (4Mja je KOMIUIEKCHA
KOOp/MHATa @) YOUMMO Jia Ce poTalyja oKo Tauke 4 3a yrao € (eixeMmeHTapHO cxBaheHa) MOXe

MIPUKA3aTH Ka0 KOMITO3HIIHja TPAHCIAIN]je 3a BEKTOp -a, poTanuje 3a yrao € oko O ¥ TpaHCIaluje
3a Bektop a. ITowro je (7,0 R, T Nz)=(T,oR,,)z—a)=T,((z—a)e”) = (z—a)e” +a, Guhe:
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Hedunuyuja 13.3 Poranuja paBHH oko Tauke A(a), 3a yrao 6 e [O, 27[) j€ TpeciIuKaBame Koje
cBakoj Tauku M(z) noneivyje Tauky M', ca koopauHatom z' =R, ,(z) = (z - a)e’ +a.

HMowro je R,,(z2)=(z-a)’+a=zé’ +a(l-€’)=ze” +k, youaamo nma je
R,,=T,oR,,, taeje k=a(l-¢").

[owro ¢y Ty m R,, wusomerpujcke Tpancdopmaunuje umMamo na je u R, , Takohe
n30MeTpHjcka TpaHchopMmalyja (IITOo ce JIAKO MOKEe MOKa3aTH U TUPEKTHO):

IR, (2) =R, ,(2,)|=|(z” + k)= (26" + b)| =|(z, - 2,)e" | =|(z, - 2,)| .

OBako neduHUCcaHa poTanyja OKO Tauke 4 3a yrao € ce mMokjama ca eJIeMEHTapHUM
CXBaTambeM pOTaIlHje OKO Tauke 4 3a yrao 6. Ykomuko ca A, M u M' 06eneKuMO TeOMETPH]CKE
ciuke o @, z m z'=R,,(z) Guhe MA=|z'—a|= ‘eig(z—a)+a —a‘ = ‘ei‘g(z—a)‘ =|(z—a)|=MA4,

!

ACMAM':argZ —4 =arg
z—a z—a

W3 nedunummje je jacHo Aa je poTaija OKO MPOU3BOJbHE Tauke 3a yrao ) uaeHTUuTeTA.

e’ (z—a) _

0.

Tepherve 13.1 JlBe poTauuje, pasnuuure o1 uAeHTUTeTe, R, , U R, , Cy jennake axo je a=b u a=p.

Hmamo na je (z—a)e” +a=(z-b)e” +b, a,B€[0,27), 3a cBako z. Crasmajyhu z=q,
no6ujamo: a=(a—b)e” +b=(a —b)(e’ﬁ —1) =0, momTo je porauuja R, , pastMuuTa O HICHTH-
tere, Omhe SB#0=¢” =1, ma je a=b. Cama umamo (z-a)e”+a=(z-a)e’ +a=
=>e“=e’=>a=p,jepje a,f[0,27). O

R,;°R,, (2)=R,, ((z—a)ei“ +a) = ((z—a)e"” +a—a)e’ﬂ +a=(z—a)"“ " +a= R, ,.;(2)

Jlakie xoMmmo3uiMja ABejy poTalHja OKO HCTE Tadyke je Takole poTaluja OKO T€ Tauke 3a
yrao Koju je jemHak 30upy yTrjoBa MOJIA3HUX poOTalyja. YKOJIMKO HICHTUYHO MPECIHKABaHbe

CXBaTHMO Kao poTtanujy 3a yrao 0, ogasae umamo aa je (R Aﬂ)"1 =R, ,.
Takohe je R,,°R,,(z)=R, ;. (2)=R,, ,(2)=R,,°R,,(z), ma wumamo na cKyn

poraiuja oko (PUKCHUpaHe TauKe y3 KOMIIO3UIIN]Y MIPECINKaBamba YHHN KOMYyTaTUBHY TPYILY.

Jlema 13.1 Komnosuumja 7,0 R, ,, 0+ 2kx, je poTanuja OKo Tauke a = 3a yrao 6.

i0

Umamo naje T, o R, ,(z) = ze” +v, ako mocToju a Koje 3a10B0JbaBa ycioBe TBpherma ouhe:

ze’ +v=(z-a)e’ +a=v=a(l-€"), 0#20=>a= Henocpenno u3 nedunnmmje R, , ce

io -

nposepasa ja je R, ,(z) = ze” +v, omakne cnenu TBpheme. [

Tepherve 13.2 Komnosnuuja poraunja R, , u R, , 32 a+ B #2kn, keZ, je porauuja R, ,,
(taunmje 3a yrao @=, a+f, pe[0,27)) rme je Tauka C(c) 3amarta H3pasoOM

_ae’(1-e”)+b(1-e")
c= i(a+p)

o , IOK je y ciay4ya)y a+f=2kn,keZ To TpaHcinanuja 3a BEKTOD
v=(b-a)l-e").
Rys°oR,,(2)=Ry, ((z—a)eia +a) = ((z—a)eia +a —b)eiﬂ +bh=2ze"""P tae’ (1-e“)+b(1-€?)
Yromuko obenexumo v=ae’(1-e”)+b(1—e”) nmahemo Ry, oR, (z)=T, °R,,.,. o

nemu, y ciuydajy o+ f#2kr, k€Z wmamo na je oBa KoMmosuumja jenHaka R, ,, The je
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c= li%”’)' Bpahajyhu 3ameny 3a v no6ujamo TBpheme.
—e

Y cny4ajy na je a+f=2kn, keZ, nmamo pa je Ry ,o0R, (2)=z+v=T/(z), upu yemy
je v=ae”(1-e)+b(1-e”)=ae” —ae"“*” +b—be” = (b—a)(1-€"), unme je moxasan u apyru
neo TBphema. [J

llocneduya 13.1 Hexka je I=R, , oR, , ©°..oR, ,oR, , KOMIO3HLHja 1 POTAllHja U HEKa je

0=0+0,+...+0,. V cnyuajy na je 0#2kr, keZ, je 1=R., (3a ueky tauky C), I0K je, y
ciyvajy naje @ =2kn, keZ, I =T, (3a Heku BekTop V). [
Kopucrehu nperxomHo TBpheme mokasyje ce:

Tepherve 13.3 JIBe uentpanne porauuje R,, W R, ,, KOje Cy pasiuyure OJ HIACHTHYHOT

MpecInKaBama, KOMyTHPajy aKKO ce Tauke @ U b ToKJanajy.
B ae” (1-e“)+b(1-€")
Ca+pr €= |— o @h

Axo je a+f#2kn, keZ, 6uhe R, ,oR,, =R

_R Je be(1-e”)+a(l- e"”)
— 'Da+pe 1— ez(a+ﬂ)

Ry,° RB,ﬁ'

Axo je a+f=2knz, keZ, Ouhe R, °R,, =T, v,=ae’(1-e")+b(1-€”) u
Ry, oRy;,=T,, v, =be(1-e”)+a(l—e).

Hakne R, ,oR,,=R,, R, , = ae’(1-*)+b(1-e”)=be"(1-e”)+a(l-€"). (Opne
KOPUCTUMO YHMI-EHHILy Jla Cy JABE POTalldje jeTHaKe ako Cy UM HCTH LEHTPH M YIJIOBH, a JBE
TpaHCIAIMje Cy jeTHaKe ako UMajy ucTe Bekrope.) Tpanchopmurnyhu mocneamy jeJHAKOCT 100Hja
ce (a—-b)(1-e*)1-e”)=0. 360or ycmoBa na cy poTandje pas3IHYUTE OJ MICHTUYHOT
peciuKaBama UMaMo 1a je e“ =1, e’ #1, ma je a=b.

C npyre ctpase, ako je a=b, TBpheme je Beh nmokazaHo kaja je JoKa3uBaHa KOMYyTaTUBHOCT
rpyre poTanuja oko ¢pukcupane tauke 4. [

Kiacnuan reoMeTpujcKu TPHUCTYN je Ja c€ HM30METPUjCKe TpaHchopMaiuje H3paxkaBajy

IPEKo HaJJeI[HOCTaBHI/I_]I/IX Tj. IpeKo ocHUX peduiekcrja. Moke ce MoKazaT Jia ce TpaHcialyja 3a

BEKTOp V= PP’ moxe IpPEeACTAaBUTH Kao KOMIIO3UIMja OCHHUX peduekcuja S, u S, TakBuX 1a je
npaBa p HOpMaiHa y Tauku P Ha npaBy s= PP', a ako ca Q o0ene:xuMo cpeauinte ayxu PP,

MpaBa ¢ je HopMaJIHa Ha TIpaBy § y Tauku Q. Z[aKJIe Baxu I. =1, =5, 0S5, .

Takohe ce mokasyje aa ce HEeHTpajHa poTallja OKO Tayke S 3a yrao @ MoOKe MpeICTaBUTH

Kao KOMIIO3UIIMja OCHUX peduiekcuja S, u Sy, Iie Cy p U g IPOU3BOJbHE MIPABE KOj€ CE CEKy Y TaUKH

S nox yriaom /2. Jlakne Baxu Ry, =S oS, .

< OBy UHIEHHUIy MOXEMO HWCKOPHCTUTH Ja OHUCMO

4 3 pasMarpalii KOMIIO3ULIM]y JBEJy poOTaldja ca pazIuuuTuM

024_2 LIEHTpUMA.

Jla 6u mpencrasuim poraumjy R, , uzabpahemo npase p

Y ¥ g TakBe 1a je g=AB u £(p,q) = 5 asa R, , bupamo npase g
//; v():/? 9 urrakse naje g=ABwu £(q,r)= g - Maxie Baxu:
B A
P RyzoR,, =(S.08,)o(S,5,)=S8,0(S,05,)°8,=S5,08S,.

. . . . . . -1 _
(OBne je xopuuihieHa 4MmbeHHIA Ja je OCHa peduiekchja nHBONynMja 1j. 1a je S, =S, .) Cana
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B

. .a
“MaMo: ako ce p u r ceky y Tauku C (a OBO ce JellaBa y ciay4yajy Jaa je 3+3¢7z) ropma

KOMITO3HIIHja je poTaluja 3a ABOCTPYKH OPHUJEHTHCAHHU yrao u3Mel)y mpaBux p u » Tj. 3a yrao at+p,

IITO 3amucyjeMo ca Ry ;o R, , =R, 4.

. . .a .
VY cnyuajy 5a ce p u r He ceKy, TJ. p||r (oBo ce nemaBa Kaja je E+§ =7) UMaMo Ja je

Ry 4oR,, =T, 1€ je v BEKTOP YMjH € MHTEH3UTET jeIHAK ABOCTPYKOM pacTojamy u3mely npaBux

p ¥ ¥ YCMEPEH O/ p Ka 7.
Cana hemo mokasatu Ja je oBa TeOMEeTpHjcKa KOHCTPYKIMja y CKIaLy ca M3pauyHaBambeM
panuje ypahenum xon Tephera 13.2.

I. ciyua;j: %-Fg # 7 . Heka je mpaBa g=AB. Tauka C je mpecek MpaBUX p U r U3abpaHUX
) a Yo ) a
Tako 1a je X(p,q) 23 u £(q,r) :E' Hakne tauka C je TakBa na Baxu XCAB :3 u

ACABng. Ako cy a, b, ¢ KoMIUIeKCHe KoopmuHaTe Tadaka A, B, C wmamo npa je

b- -b b- -b
a H&ABCzargc , JaKJe arg a:gnargc :E.
c—a a— c—a 2 a-b 2
[Tokasyje ce na ¢ uzpauyHaro y Tephery 13.2 3amoBosbaBa 00a oBa ycjoBa, Ia je ¢ yupaBo
KOMIUIEKCHA KoopanHaTa Tauke C 1o0ujeHe IpeTX0JHOM FeOMETPH]CKOM KOHCTPYKIIH]OM.
2
[lomto je 1-€%=1-cosp—ising=-2ie? sin%, y3uMajyhu 'y o03up nda je

XCAB =arg

oo ae” (1-e*)+b(1—-e")

[oh owuhe:
A L. a LB N B % a+p
ae'” (=2i)e 2 sin — —2bie 2 sin | s ae e ?sin—+bsin—be 2 sin———
_ 2 2 _yp _e2 2 2 2 _
_ i p _ Y
a=b i 2 sin% P a=b (a=bye ? sin?P
b
P asin & +pe 2 ((cosa—isina)sinﬂ—sinacos'g—cosasinﬂ) s sin—
i 2 2 2 2 2 2 2 2) i 2 c—b
—¢ a+f B EY B P
(a—b)sin—~ sin— a=
2 2
. b-a «a
CIMYHUM MOCTYIIKOM C€ JIOKa3yje U arg =5
c—a

II. cnyuaj: a+f=27x. Y oBoM cnayuajy je wu3paduyHato y Tephewy 13.2 na je
Ry 5oR,, =T, npn vemy je v= (b—a)(1-€"). Jla 6u nokaszanu 1a je oBako J0OHMjeH BEKTOP UCTH

Kao ¥ BEKTOP KOju ce J00Hja TeOMETPHJCKOM KOHCTPYKIIMjOM Tpeba MoKa3aTH Ja je HheroB WHTCH-
3UTET jeJIHaK IBOCTPYKOM pacTojamy d u3Mel)y mpaBux p U 7 1 1a je OH HOpMaJiaH Ha p (Wi r).

Vi
v=(b—a)(1—eiﬁ)=(b—a)(—2i)elzsing 2N |v|=2|b—a|sin§.

C npyre cTpane, 0 KOHCTPYKIIU]H je:

sin£=i = d=ABsin£=|b—a|sin£ = |v|=2d.
2 AB 2 2
- — — ié _iﬁ iﬁ
Kako je £(v,AB)= argb a , ¥ TIOIITO je: Y = je> sin£:2e Ze? sinﬁz
v b—a 2 2
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{B_7 _ FEa _
=2€(2 2]siné = ba__ 1 6(2 2], ouhe argb 2 =£—£.
2 v 2sin B v 2 2
2
T Heka je M Tauka npase ¢ Takpa 1a je A-B-M u
R Tauka mpaBe r TakBa Ja je OPHjEHTHCAHH YTao
d AMBR = s . Tana je:
\ 5 2
"7 £(v,BR) = £(v,BM)+ £(BM ,BR) = £(v, AB) + {MBR =
Eire
% q , , B,
OBHUM je TMOKa3aHo Jia je BEKTOP V HOpMalaH

Ha TpaBy 7 U J]a My j€ HHTEH3UTET jJeHaK IBOCTPYKOM
pacrojamy u3Mel)y nmpaBux p u r.

Knacugpurayuja uzomempujckux mpancghopmayuja

[Ipema ToMe Na U MeHwajy OpHjEHTAIH]y YIJIOBa M30METpPUjCKe TpaHChopMalrje IeTUMO
Ha JUpEeKTHE (OHE HE MEHajy OpHjeHTalWjy YIJoBa) M MHIMPEKTHE (OHE MEHmajy OpHjeHTAIH]y
yrioBa). Jla GHCMO yCTAHOBHIIM 1A JIM je HeKa H30MeTpHjcKa TpaHcdopMaiija paHi £ IHpeKTHa
WIA WHIUPEKTHA JOBOJHHO j€ YTBPAWTH Ja JIM HEKE JBE onroBapajyhe Tpojke HEKOIMHEapHUX
Tayaka ozpel)yjy uCToCMepHE WK CYyIPOTHOYCMEpPEHE TPOYTIIOBE.
C zf-l’ Hedunuyuja 13.4 Pehu hemo nma cy tpoyrnosu ABC u
A'B'C' jennako opujeHTHCaHHU (Tj. HICTOCMEPHHU) akko ¢y XABC
u XA'B'C' ucToBpeMeHO MO3UTHBHU WJIN HETAaTHBHHU.

Cf . 'TaKo HIp. MCTOCMEPHH MOJYJAPHU TPOYIIIOBU ABC n

’ A'B'C"  oppelyjy IUpPEeKTHY JOK CYNPOTHO YyCMEpPEHHU
nogynapuu tpoyriaoBu ABC u A;B;C; oapelyjy MHAUPEKTHY
MU30METPHjCKY TpaHCchopMaIujy.

Crneneha Teopema je mpeys3era H3 T€OMETPH]jCKHX
yOCHHUKA U HAaBOJAUMO je 0e3 oKasa.

A ~

A BB A
Teopema 13.1 CBaka nupeKTHa H30MeETpHjcka TpaHchopmanmja Eykimuacke paBHH TNpeAcTaBiba
KOWHIIMJICHIIN]Y, TPAHCJIAIN]Y WK IIEHTPAJIHY poTanujy. [

Kopucrehu pesynrare koju cy paHHje [OKa3aHh J00MjaMO Ja ce CBaka JUPEKTHA
M30MeTpHjcKa TpaHcdopMaIja MOKe 3aMucaTh Kao KOMIIEKCHa GyHKIMja obnuka f(z)=e“z+v.
AKo je TUpeKTHa U30MeTpHjcka TpaHcdopManuja KOMHIMASHIMja uMaMo aa je f(z)=z=e"z+0,
aKo je JMpPeKTHa HW30METpHjcKa TpaHchopMalMja TpaHCIalHMja 3a BEKTOp V HMaMoO Ja je
f(z)=e"z+v men 3amuc y oONHKY KoMILIeKcHe (yHKIHMje. AKO je JMPEKTHA H30METpHjcKa
Tpancopmanuja portanmja oko Tauke A(a) 3a yrao € xao mocneauiy Jleme 13.1 mmamo na je
R,,=T,R,,,tneje v=a(l —e”). Jlakne R, ,(2)= ez +v, ma ce u poraruja Moxe MPeICTaBUTH
y HaBEJICHOM OOJIHKY.

KomyroBame KOMIUIEKCHOT Opoja MOXEMO CXBaTHTH Kao OCHY pedJeKcHjy y OJHOCY Ha
peanny ocy. [lomro je ocHa pedrexcuja WHANPEKTHA H30METpHUjcKa TpaHcopmaimja Ouhe u

KOMIUIEKCHO KOBYTrOBamke WHAWPEKTHA W30METpUjcka TpaHcdopmarnuja. Ykomuko ca J(z)
00€eJIe)KUMO MPOU3BOJBHY MHIAMPEKTHY W30METPHUjCKY TpaHC(OpMAIjy paBHH 3alUCaHy Y OOJIHKY

KoMIUTIeKcHe ¢yHKIHje nmahemo na je J(z) aupeKTHa u30MeTpHjcKa TpaHchopMallrja paBHH jep je

TO KOMIIO3WIMja JBEjY WHIMPEKTHUX W30METPHjCKUX TpaHcopmanuja (Tj. H3OMETpHUjCKE
TpaHchopmanuje J 1 KOMIUIEKCHOT KOlbYyroBama). [1o mpeTxoqHoM pe3ynraTy UMaMo J1a je:
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J(2)=€e’z+v = J(@2)=e’z+v=e"z+v=€Yz+w,raeje p=—0 u w=v.
Jlakie, cBaka MHAMPEKTHA U30METpHjcKa TpaHchopMalija paBHH c€ Y OOJIMKY KOMIUIEKCHE
QyHKIHMje Moxke 3anucati Kao J(z)=e’z+w.

3axwyuak: T'pymna n3oMeTpujcKux TpaHchopMallija je TeHepUCaHa KOWbYTalujoM, POTalHjaMa OKO
O u TpaHciauujama, NpU 4YeMy € MOJArpyna JUPEeKTHUX H30METPHjCKHX TpaHcopmaluja
reHeprcaHa poranujama oko O U TpaHCIamujama.

IIpumep 13.1 Hexka je ABCDEF npaBuiiaH 1ectoyrao, K, cpeauiure avjaronane BD, M cpenuiire
ctpanutie EF. Jlokasaru na je Tpoyrao AMK jeqHakocTpaHHYaH.

Heka ce nenrap mecroyrna ABCDEF mnokiana ca KOOPIMHATHUM IOYETKOM M HEKa je
2r

CTpaHHUIla IecToyria AykuHe a. Tama moxkemo y3zetu na je C(a), D(aelg), E(aelT), F(ae™),

~ Faiid s '% -iZ
A(a) = A(ae *), B(ae * ). Axo craBumo K(k), M(m), Guhe k:%:%,
L D 1 3
fres al ——+i —a
ae ? +ae” 2 2 3 3
= = = —=+i—|a
2 2 4 4
C z a 4—” lz 14—”
R, (k) =(k-a)e”’ +a—(5—ae 3 Je3 +ae ? =
_a z% [5{ 547”_ 3 \/g B
=—ed—-qge’ +ae’ =a|-——+i— |=m.
2 4 4

Opnasne cienu aa je Tpoyrao AMK jenHakocTpaHu4aH. ¢

IIpumep 13.2 Ha ctpanunama tpoyria ABC KOHCTPYMCAaHH CY jEIHAKOCTPAaHUYHU TPOYTJIOBU
A'BC, B'AC, na cnomaiumwy crpany, C'AB, Ha yHyTpammy. Ako je M uenrap tpoyrna C'AB,

. . . 2
nokasatu a1a je A'B'M jennakokpaku Tpoyrao u naje xXA'MB'= Tﬁ

Heka je A(a), B(b), C(c), Tama je R, .(a)=c. lla je

T
i—

z 3

(a —b')el? +bh'=c=>b'= C_a(; , cmmuHO je R, .(c)=b m
l-e?
b—ce’? b-ae® .
a'= C‘; , Kao u Rc,j%(a) =b u c'= al, . Canma je:
l-e? I-e
3 .3 e
c'= b-ae :b af =be 3 —ae * . Tla umamo:
1 N3 A
) l———i—
A ’ 2r T
o 1/ Paill iz
V4 mZM:la l-e? +lb I+e? =£+2—i£a+i£b.
A 3 3 3 2 2 6 6
Ha 6u noxasamn Tephere 3ajarka IOBOJBHO je Aa JOKaxeMo ma je R, ,.(a")=0b', Tj.

2

(a —m)elT +m=b". Umamo na je:
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= 2 2z — l% 27 _
oo )

= B o 7z Fua l-zl
l3+3a+3b4+b a+b a4a biﬁ:ce3—a[—%+i?J:ce3—ae3 =

c—ae?
V4

—i=

e 3

=b'.¢

=-b+ce

Illpumep 13.3 Han crTpaHuiiama mnapajenorpaMa Ha CHOJballllby CTpaHy Cy KOHCTpYHCaHU
kBajapaTH. Jloka3aT 1a \UXOBHU IIeHTpU 00pa3yjy KBaapart.

Heka cy KOMIUIEKCHE  KOOpAHMHATE  JaTe
oarosapajyhum mamum cinoBuMa. OcuUM TOora HeEka je
KOOpDJMHATHH  TOYETaK y  TMpPeceKy  JujaroHaia
napanenorpama, Tana je: c=-a, d=-b. buhe:

Rolﬁ%(a):b: (a—ol)e_iE +0,=b=—-ai+o,(1+i)=b=

b+ai c+bi
] =0, = , cmuHo je R ,(b)=c=o0, =
A Y o Ro5(0) Ry
d+ci a+di
R (c)=d=o0,= uR _(d=a=o0,= )
0,-(¢) A 0,5 (4) R Y
. —a +bi —-b—ai a-bi
Opnaspe je o, = —, 0, = —,0, = —.
1+ 1+ 1+
Caga nmamMo
—0102 —0,—0, =—(a+b)+.(b—a)l _0,0.,,
1+
0,0,=0,-0, = a—b;(é+a)z = i—(a+b1)+Fb—a)z =i(0, —o0,), mro 3Hauu aa je 0;0,0:0;
+1 +1

KBaJpar. ¢

Ilpumep 13.4 Han crpanuiniaMma 4eTBOPOYIJa Ha CHOJbAllbY CTPAHY Cy KOHCTPYHMCAHHW KBaJpaTH.
Axko je O; neHTap KBagpara Haj crpaHurioMm 4B, O, ueHTtap kBaapata Haja crpanunom BC, O;
LIeHTap KBaapara HaJ crpanuiiom CD, Oy 1ieHTap KBajpaTta HaJ CTpaHuLloM AD, E cpenuiire ayxu
0,03, F cpenumite nyxu BD, G cpenumre nyxu 0,04 H cpenumte nyxu AC, tana je EFGH

KBaJpar.
Heka cy kxomIuiekcHe KOOpAMHATE JaTe

onroapajyhum manum ciosuma. buhe:

Rol’g(b):a:(b—ol)el?+01:a:>012a1__€’,
0, CIINYHO je R, ()=b=o, =b1_cjl ,
¥ —
-
3572 —q
d—ai .
R, (a)=d=o0,= - . Onasne je:
457 —i
'. e_ol+03_a+c—(b+d)i _0,+0,
¢ 2 20-i) 2
=M, f=b+d, h=2"C 1
2(1-1) 2 2
AMAMO: ﬁ:f_e:b+d_a+c—(b+d)z:b+d(1+ i j_ atc _ b+d a+c ’
2 2(1-1) 2 1-i) 2(0-i) 2(1-i) 2(1-i)
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E=g—h=b+d_(a+c)l—a+c= b+d _a+c(1+ i jz b+d a+c _EF .
2(1-1) 2 20-i) 2 1-i) 2(1-i) 2(1-9)
FG:g—f:b+d_(a+C)l—b+d:b+d( 1 —lj—(a+c)l:(b+d)l—(a+c)l:iﬁ, onaKe
2(1-1) 2 2 \1-i 2(0-7)  2(-i) 2(1-9)

cnenu na je EFGH kBazpart. ¢

Ilpumep 13.5 Han ctpanuuama tpoyria ABC ca criosballllbe€ CTpaHe KOHCTPYMCAHU Cy KBaJpaTH
unju cy uentpu P, O, R. Han crpanunama tpoyrina POR ca yHYTpallllbe CTpaHe Cy KOHCTPYHCAHH
KkBagpatu. Jlokazatu na cy BMXOBH LIEHTPU CpEeAMINTa cTpaHuna tpoyria ABC.

Heka je O, uenrap kBagpara HaJ CTPAaHUIIOM
PR, O, uenrap xBanpata Hajn crpaHuiiom QOR, O;
IIeHTap KBajapara Hax crpanunom PQ. Tana je:

T

Rys(@)=c=(a=q)e* +g=c=q="-1
R, (c)=b=>p= b__c’ LR (b)=a=r= "1__1’_’ :
14 \ ()f / ,Hf RO l(r) _ p - 01 _ p —’jl ,
ooN 7 1-i
AN % r—qi
N S Ros(@)=r=o0,==—>,
R, (P)=q=o0,=1L2.
. ) a+c b+c a+b
3amemyjyhu p, g r y nperxonse Tpu gopmyie 1o00ujaMo o, = 5 ,0, = 5 ,0, = >
oJlaKJie cieau TBpheme 3aaaTka. ¢
Ilpumep 13.6 [lat je tpoyrao A;A»A; u Tauka Py y meroBoj paBHu. Heka je 4 =4 _,,5>4.

. 27
Konctpyucahemo uu3 tauaka P;, P,, P; , ... TaKO Aa C€ POTaIMjOM OKO A+, 32 yrao _T Tauka Py

cnuka y Tauky Pyy;. [Tokazatu na, ako je Pjgss = Py, Tana je Tpoyrao A;A,A; jeTHaKoCTpaHW4aH.
(YmecTto 6poja 1986 morxe na cToju Ouino koju 6poj nesbus ca 3, perumo 2007 nm 2010.)

Hmamo na je R, 2:(po)=pys R, .(p)=p,, R, .(p,)=ps,
R ,_zl(p3) RA _zi(p3) Ps> _zi(pmss) R ,_zl(pwss) Pross = Po - Ia je

A198( 3

( Aogerm 22 0. 0R, ZJORAZ,—%”ORAI,—%”)(pO)ZpO' Ocum Tora je R, ,,°oR, _MORAI,_ZT”zTV, jep je

3 3>773 2> 3

3 30773
27

3(_7}_2”' 36or tora je R, oo..oR, oR, . oR, . =(T)" =T =T, ma je

T (p,)=p,- Iomro je TpaHcmauuja Kkoja uMa (GHUKCHY TauKy uAeHTUTeTa, Ouhe
T,=id=>w=0=662v=0=>v=0=>T,=id=>R, ,,oR, , oR, , =id=>R, JJoRAlJ” =R

27!'
3073 2°773 15773 h>™3 Az,

[To reoMeTpHjCKOj] KOHCTPYKLHjH pe3yiTaTta KOMITO3MIIMje pOTaIMja ca PasIHYUTHM ICHTPUMA
umMamo na je R, ,.oR, .. =R, raeje {S}=nh, £(,44,)= —%, A(AA,L)= —Z. Jakne S
je Tpehe TeMe jeHaKOCTPaHUIHOT TpoyTiia crpaHutie A;A4;. [lomro je R e = R 61/11'16 A;= S, ma

je Tpoyrao 4;A,A4; jenHakoCTpaHU4aH. ¢
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I. 14. Tpancdopmanuje caimunoctu Eykanacke paBHu y 00JMKy
KOMILIEKCHOT NpecIHKaBamba

Hedunuyuja 14.1 Hexa je k peaman mno3utuBaH Opoj. TpaHchopmammjoM CIMIHOCTH ca
koe(urjeHToM k Ha3uBaMo OMjeKTHBHY TpaHChOpMaIMjy Koja MPeBOAM CBake aBe Tauke X, V'y
tauke X', Y’ rtakBe naje X'V =kXY.

W3 nedununuje tpancopmaiiyje CIMYHOCTH CIEIU Aa Cy M30METpUjcke TpaHchopMmalivje
crienjaJiaH ciydaj TpaHchopmarja ciaugHoctr 3a k=1. Takohe u3 neduHunMje cieam naa
A'B" kAB AB
C'D' kCD CD
TpaHchopMaluje CITMIHOCTH j€ XOMOTETH]a WM LIEHTPaHA AujlaTtanuja (o3Hake Hsy umd Dy ).

TpaHcopMalrja CIMYHOCTH YyBa OJHOCE pacTojama jep . Crennjanan ciyyaj

Hepunuyuja 14.2 Hexka je S nmpousBosbHA Tauka U k peanaH Opoj pazmuuut ox 0. XomoreTHja
(munaranuja) ca cpenumrTeM S U KOehHUIMJEHTOM k je TpaHchopmalyja Koja CBaKy Tauky X

npesoan y X' Tako xaje SX' =kSX .

W3 nedununmje je jacHO Ja ce XOMOTETHja ca IEHTPOM y KOOpAMHATHOM mo4eTtky O u
KOe(UIHMJEHTOM k MOXe NPENCTABUTH y OOJMKY KOMIUIEKCHE (yHkumje ca h,, (z)=k-z wmm
Di(z)=k-z.

Hedunuyuja 14.3 JlunatanpoHa portanuja ca IEHTPOM Yy KOOPAMHATHOM TmoueTky O,
koedurjentom k (k> 0) u yriom « (a € (-7, 7] ) je KOMIO3UIHja jeITHe XOMOTeTH]j€ (IuaTaIuje)

ca enTpoM y O U Koe(HUIMjeHTOM k 1 poTanuje ca ueHTpom y O 1 yrioM « (o3Haka Djy®).

Y KOMIUJIEKCHOM OOJUMKY OBO IIpEeCiIMKaBambe C€ MOXKE NpHUKa3aTH y OOJUKYy
Dy*(2)= (R, ©Dy)(2) = R, , (kz) = (kz)e™ = k(ze"™) = Dy (ze™) = (Dg o R, )(2) . Haxne, penocien

poraumje R,, u munaranmuje D, nuje Gurad. Ocum Tora je Dy”(z)=(ke)z, ma ako ca a

o6esiexuMo KoMILIeKcaH 6poj ke umahemo a Diy“(z) oaropapa MHOXeEmY az.
Nmamo na je:
ky,p ko _ ky, B io _ i i _ i(a+p) . _ kiky o+ *
(Dg" e Dy Nz) = D" (ke z) = (ke )(kie™ )z = kik,e z=Dy"""(2). (%)
OnaBne ce MOXKe 3aKJbYYHTH JIa j€ KOMIO3UIIMja JUIATAIIMOHUX pOTalrja ca eHTpoM y O
OTIeT JWIATAllMOHA POTAlMja ca MCTUM ILIEHTPOM, a aKO UIACHTHYHO MPECIHKABAKHE CXBATHMO Kao

1
D}’ saxspyuyjemo ga je (D5*)"' = Dg’ia , Ta Tuiataione poranuje oko O dopMmupajy rpymy y
OJTHOCY Ha KOMITO3UIIH]jy NpecirkaBama. (KomyratuBHoct Te rpyne cinenu u3 (*)) Ocum tora us3 (*)
clIeqn 1a je Ta rpyma uzomopdna ca mynturukatuBaoM rpynom (C,-).
JlunatanmoHa poTaiyja ca HEeHTPOM Y NMPOU3BOJBHO] TaukH S ce (TeOMETPHjCKH) AehUHUIIIE
Kao KOMITO3MIIMja XOMOTeTHje Hsj (Aawmarammje D;‘) U poTalyje Rg,. Opasne cnenu na je
IUJIaTalMoHa poTalyja TpanchopMaruja CIMIHOCTH.

WNHTYWTHBHO je jacHO Ja ce MUiIaTallioHa poTaldja oKo Tadke S(s) MOXKe MPEICTaBUTH Kao
KOMITO3UIIMja TpaHCallKje 32 BEKTOp -s, AUJIaTallMOHEe pOTalllje OKO KOOpAUHATHOT modetka O 3a

MCTH yrao W MCTH KOeQUIMjEHT U TPaHCIALMje 3a BEKTOp §, Tj. DE“ =T oD})“oT , na je nakie
Dy (z)=(T. oD oT )z)=(z—s)ke'” +s, mTO ce Moxke ynotpebutn 3a jaeduHMIE]Y
JUJIaTaIlMOHE POTAIlMje OKO Tauke S Kao KOMILIEKCHE (PyHKITH]e.

Hedunuyuja 14.4 Hexa je S(s) npon3BobHAa Tauka paBHH, kK MO3UTHBAH peajiaH Opoj U yrao o
(ae(—m,wr]lum a € [0, 27r) ). Jlunaranmona poTanuja ca eHTpoM S, KOSHUIUjEHTOM k U YTIIOM

je TpeciuKaBame KOje CBakoj Tadyku paBHH M(z) npoxmeibyje Tauky M'(z') Tako ma je
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Z' =D (2) = (z—s)ke" +5.

Umamo na je Di“(z)=(z—s)ke” +s=ke“z+s(1—ke'), na ako ca v 06eIeKUMO BEKTOP
v=s(l-ke) umamo na je Dy“(z) =T, o DS, Tj. cBaka nunaTanuoHa poTaluja ca HEHTPOM y S,
KOe(PUIMjEeHTOM k M YIJIOM ¢ Ce MOXeE MPETCTaBUTH KAa0 KOMITO3HIIMja JWJIATallMOHE pOTalHje ca
1eHTpoM y O, Koe(UIUjEHTOM k M yIJIOM ¢ U TpaHcialuje 3a Bektop v = s(1—ke™).

O6puyTo, Kommosuumja 7,0 D5%je 3a ke’ #1 nunatauuoHa poTamuja ca UEHTPOM y S,

. . A% . .
KOCUIIMJCHTOM k U YIJIOM @, IIPH YEMY J& § = —fe™ OBo cnenu u3: ke“z+v=(z—s)ke' +s =
—ke

=v=s(l-ke")=s= ﬁ (3a ke =1 nperxomHa KOMIIO3MIIM]a je TPaHCIAIH]a. )
—ke

YkomuKo TpaHcOpMAIMjy CIMYHOCTH ca KoedurmjentoM k obenexnmo ca S nmahemo 1a
1

je j=D§o s momerpujcka Tpancdopmarmja (oBze je Tauka P mpOM3BOJBHA), jep aKO je
1
SXY)=XY'u DE(XY')=X"Y", Guhe X'Y' =kXY, X'Y" :%X’Y’ = X"Y"= XY .

Cana je S =D} o 7. TlomTo je XoMoTeTHja paBHH (Tj. JUIATAlUja PABHU) AUPEKTHA TPaHC-

(dbopMaIija CIMIHOCTH UMaMO J1a je s JTUPEKTHA TpaHC(hOopMallrja CIMIHOCTH aKKO je J JUPEKTHA
nzomerpujcka tpancdopmarmja. Cama hemo ce mo3BaT Ha jeqHO NMPHIMYHO OYMIJIEAHO T€O-
METpPH]jCKO TBpheme.

Tephemwe 14.1 JlupekTHa HU30METpUjcKa  TpaHchopMmammja EyKIHJICKE pPaBHU j€ jeTHO3HAYHO
oapelhena ako cy 3a1aTa JBa mapa oaropapajyhux tadaka.

(Cxuna noxkasza: 3angato je A, B, A= J(4),B= J(B). Axo je C npou3BospbHa Tayka, MOpa OUTH
A C=AC u B'C=BC. 3a C duxcupaHo nocroje Taqydo ase Tauke C’Koje 3a70BOJbABAjy OBa JIBa
yCIIOBa, allu je caMo jeaaH oJ TpoyrioBa A B'C” ucre opujenranuje kao u ABC.) [J

Kopucrehu oBo TBpheme nmMamo /a je AUpeKTHa TpaHchopMalija CIIMYHOCTH jETHO3HAYHO
onpehena ca nBa mapa onrorapajyhux tauaka. Heka cy 1o Tauke 4, B, A= s A), B =g (B), u Heka
Cy BHXOBE KOMIUICKCHE KOOPJAWHATE PEIIOM Zz, Z2, Z; 4 z> Taja MmocToju mpecinukaBame f(z)=az+b,
TaKBO na je fzn=z;" u Az2)=z>" jep: zl' =az, +b, 22' =az,+b=

Zl, —Z '

> a= z 5 b
217z, 2172,

! !
_ 415 T 5%

, IpU 4emy je z, #z, jep cy Tauke 4 u B pazmuuure. [laxie,

nmMamo:

Tephere 14.2 Cpaka nupekTHa TpaHchopMaiyja CIMYHOCTH Koja pasziauuute Tauke A(z;) u B(z))
cmka y Af{z;) m Bflz;) ce Moxe mnpenctaButu y oOmuKy flz)=az+b, mnpu dYemy je

! !
z —z
a=—"—2_15)

Z1 72, Z1—1,

! !
A% 754 O
[IpecnukaBame f{z)=az+b, MoxeMo 3anucatu y o0muky f(z)= |a| e“z+b, a=arga,rteje

tako [ =1, oD‘O”"“ . [lo panuje nokazaHoM pe3yiaTary, 3a a # 1, To je TuIaTalMoHa poTaiyja DL“ b ,
b
1- |a| e’ l-a

raeje s = . 3a a=1 npecnukaBame fje TpaHcaauuja 7, .

Ilocneouya 14.1 JlupextHa TpaHchopmanrja CIUYHOCTH j€ WM AWJIaTallMOHA poTaluja WU

TpaHcnanyja. [
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Yxonuko S mHmnpextHa TpancdopMammja ciuunoctr 6uhie S¢ aupexTHa TpanchopMmarmja
CIMYHOCTH Ma je S'(z) =az+b, Tj. Sk(z)=5;+l;. CraBspajyhm na je c=aeC, d=beC umamo

S (z)=cz+d . 3naun cBaka MHIMpPEKTHA TpaHC(OPMALMjA CIMYHOCTH CE MOXKE HPEACTABHTH KAo
KOMIIO3HIIMja KOBYTOBamba, JUIaTallHOHe pOTaIdje OKO () ¥ TpaHCIaIuje.

[Ipumetnmo na ce 3a a| = ‘a‘ =1 nobuja mpencTaBbame U30METPHjCKE TpaHChopMaIije Ha

HaYMHA KaKo je crioMeHyTo y “Krnacudukaiuja n3oMeTpujcKux Tpancopmanuja’”.

Jlakie, rpyma AWPEKTHHX TpaHchopMalldja CIMYHOCTH TEHEpUCaHa je IUIaTallHOHHM
poranujamMa oko () W TpaHCHan#jama, JOK je rpyna TpaHcopMmalja CIMYHOCTH TEHEepUCaHa
KOIbYTOBambeM (Tj. CHMETPHjOM Y OJHOCY Ha peajHy OCY, JMUIATAIlMOHHUM poTaimjama oko () u
TpaHCcaIyjama).
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I. 15. Cam4nocT TpOyrJjioBa

Tephere 15.1 Heka cy KoMIIIeKCHE KOOpauHaTe Tadaka A;, Az, Az, B, By, Bz, penom ay, as, as, by,
. . a,—a, b,—-b

by, bs. Jennaxo opujenTrucany TpoyrinoBu A;A>A; u B;B,B3 Cy CIMYHY aKKo je: ——— = bz bl . (%
a; —a, 3 — 0

Axo je Tpoyrao A;A»A3; DMPEKTHO CIMYaH ca TpoyrioMm B;B:B; TO MOCTOjH JUPEKTHA
TpaHchopmalija CIMYHOCTH f TakBa aa je f(a;)=b;, f(az)=b,, f(a3)=b;. Ilomro je Beh mokazaHo na
je cBaka aupekTHa TpaHcdopmanuja cnuyHocTy f obnuka f(z)=qz+ p, q, p € C, ouhe b;=qga;+p,

b,=qa>+p, bs=qas+p, maje b, —b, =q(a,—a,), b, —b, = q(a, —a,), onakne cienu TBpheme.
bz_b1 _ b3—b1 —

a,—a, a;—4q

Axo je 3a TpoyrinoBe A;A»A; u B;B,B; ucnymen ycioB (*), Ouhe

=qeC=b,-b =q(a,—a),b,—b =q(a,—a)=b, =qa, + (b, —qa,), b, = qa, + (b, —qa,). Heka je cana
p=b—qga,. Ilocmatpajmo mnpecnukaBame f(z)=gqgz+ p. Ilo mperxomHO JOKa3aHOM TO je
nupekTHa TpaHcopmanmja ciamuHocTd. llomTo je wucmyweno fla;)=b;, flaz)=b,, flasz)=b;,
TpoyrioBu A;A»A3 v B;B,B3 ¢y TUPEKTHO CIUYHU. [
1 1 1
Vo (*) u3 npeTxonHe TeopeMe je eKBUBAIICHTaH YCIOBY |a, a, a,|=0
b, b, b,
I 1 1

a,—a, dy;—aq

jepjela, a, a|=

b,—b b,—b
bl b2 b3 2 1 3 1
Tephemwe 15.2 Heka cy KOMILUIEKCHE KOOpWHATE Tadaka A;, Ay, Az, B, By, Bz, penom a;, a,, as, by,
. . —a, b,—b
b, bs. CynpoTHO opHjeHTHCAHH TPOYTIIOBH A ;4,43 1 B;B,B3 Cy CAMYHH aKKoO je: e B b_2 b_l
a, —a, ., —b,

Jlokas je aHaJIoraH MPETXOAHOM, C TUM LITO MHAMPEKTHA TpaHC(OopMalija CIMYHOCTH UMa
oomuk f(z)=pz+gq, p,gqeC.O

Ilpumep 15.1 Y mpaBoyraonuky ABCD tauka M je cpemumurte ctpanunie AD, N je cpemuiire
crpanuue BC. Ha nponyxerky crpanuue DC, uza Tauke D nara je tauka P. O3naunhemo ca Q
Tauky npeceka npasux PM u AC. Jlokazatu na je £KONM = LMNP .

A P Heka je xoopauHatHu mouerak y Tauku N u B(-x), C(x),
A(-.-:: +iy) D(a-+iy) D(x+iy), A(—x+_iy), P(x+ip). Tana je M(iy). Jennaunna nipaBe PM je:
"0 M z(x—ip+iy)—z(x+ip—iy)—2ixy =0, 1j.

PM :Z_;xﬂp—ly_ 2ixy

— ———=0 (*). Heka je S(Zj peceK
xX—ip+iy x—ip+iy 2
\lg / npaBux MN n AC, tana ce npase AC u AS noxnanajy na je AC:
z(x+zj—;(x—zj—ixy =0, AC: z—sz_’y _ 2 =0 (x%).
2 2 2x+iy 2x+iy
Koopaunary tauke Q Hamazumo u3 jeanauuHa (*) m (**). buhe

© 5 Y ;P 1. ¢ = WA/
y D y+2p y+2p y+2p y+2p
B(-z) N=0 () Axko ca K obGenexumo mpojekuujy tTauke 0 Ha x-ocy Ouhe
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=—2
y+2p
WHAUPEKTHO ciauyaH ca  Tpoyrmom KQON. Pagum Tora  mpoBepaBamMO  jeHAKOCT
e AT A B0
(x+ip)—x _ y+2p y+2p) y+2p
0-x 0
y+2p
Ilpumep 15.2 Ha ctpanunama 4B, BC, CA tpoyria ABC xoHcTpyHcaHH Cy Mel)yCOOHO CIIMYHU
TpoyrioBu ABK, BCL u ACM (y ToOM MOPETKY TEMEHa), IpX Y€MY Cy IIpBa ABa Yy CIOJbAIIEBOCTH

tpoyrima ABC, a tpehu ca ucre crtpane mpaBe AC ca koje je u B. Jlokazatu nma je BLMK
napanenorpam.

. Jla 6u mokazanu TBpheme 3amaTka JOBOJHHO je Ja MoKaxkemo na je tpoyrao CPN

, 32 KOJy Ce UCIIOCTaBJba JIa je TayHa. ¢

TpoyrnoBu AKB w BLC cy AWPEKTHO CIWMYHH Ta je

k=a = I=b :l:b+(k—a)c_b . Tpoyrnosu AKB u AMC cy
b—a c-b b-a
. k—a m-a c—a
JTUPEKTHO CIMYHM Ta je = = m=a+(k—a)
b-—a c—a b-a

CwmjeEZ:l—b:(k—a)Z_b

c—a

KM =m-k=a+(k—a) —k:(k—a)(c_a—lJ:
b—a b—a
c—b
PR oJ1aKJie cieau TBpheme 3amarka. ¢
-a

Ipumep 15.3 (Ilanocosa meopema) Heka cy nare yerupu tauke A,(a;), Ax(az), As(as), Adaq) xoje
NIPUIIAAajy UCTO] paBoj b U Heka je S(s) BaH Te mpase. JlokazaTH 1a BaKu

megéﬁmz%_%-%ﬂ”:f@ﬁﬁ?{a:44&@ﬁ=445@y:4@&%5:4454.
a,—a, a,—a, sina siny

=(k-a)

Heka je P(p) mogHOXje HOpMaje U3 Tauyke A, Ha TpaBy
SA;, veka je QO(q) MOAHOXK]je HOpMaJie U3 Tauke A, Ha mpaBy SA43,
Heka je L(/) mogHoxje HopMasie u3 Tauke A4 Ha mpaBy SA;, HEKa

N\ je K(k) nogHoxje Hopmase u3 Tauke 44 Ha mpaBy SA3.
_ o Tana je Tpoyrao A;A;P TUPEKTHO CIWYaH Ca TPOYTIIOM
L \\ AAL ma je 47% _47%  Tpoyrao 4430 je AMPEKTHO
P _ (2 \\\ p—a, [— a,

P~ 7 N T\ B4, a;—a, .

b A A AN ~—}. CIM4YaH ca TPOyIIoM A4A3K, na je = . OnaBne je
o £ f, FAN q—a, k— a,
K G-a, @y—a, _a,-a, a—a, _g-a, l-a, g-a, l-q,
a-a, a;,—a, a,—a, a,—a, k-a, p-a, a,—k p-a,

[MomrTo je ZQH@: U UCTOCMEpHU cy, Ouhe arg(q—a,)=arg(a,—k)=¢ u ﬂllﬂ u
UCTOCMEpHHU Ccy, nIa je arg(/ —a,)=arg(p—a,) =y .
lg-a,| |I-a,
_|q—a2|e"” ' |l—a4|e”/’ B |a2—s| .|a4—S| __sinf sind

ja, —k|e” |p—a2|ei"’__|p—a2| |a4—k|_ sina siny

o

Canaje D(A,4,,4;,4,)=

|a,—s| |a,—s
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Hocneduya 15.1 Yxonuko tipaBe SA;, SA, SA3, SA4y npeceky ca nmpaBoMm c¢ (Koja je pa3jimduTa o
npase b) najy tauke C;, C, C3, Cy4 Tanaje D(4,4,,4,,4,)=D(C,,C,,C,,C,)

sin f sino

[lIo nperxognom mnpumepy uMamo na je D(A4,4,,4;,,4)=——"———, amu je u
sina siny
sin f sinod
D(c,,C,,C,,C,)=——"-——, Ila UMaMO TPaXCHH 3aKJby4aK. []
sina siny

Xapmonujcka wemeopka mavaxa u 08ocpamepa
VY reometpuju ce cpehe mojam XxapMOHHjCKE YETBOPKE Tadaka KOjH Ce MOXKE IOBE3aTH ca
yBEJIEHUM TI0jMOM JIBOCpa3Mepe, y Cirydajy kaaa cy tauke 4, B, C, D xonuHeapHe.

Hepunuyuja 15.1 Hexa cy A, B, C, D 4etupu pa3nuuute KoJauHeapHe Tauke. Kaxe ce na je map
Tadaka 4, B xaMOHUjcKu crpernyT ca nmapom tadaka C, D (o3naka H(A4,B,;C,D)) ako je 3aJ0BOJbeHA

penarnuja AC:BC=-AD:BD.
[IpeBeneHo Ha 0AHOC KOMIUIEKCHHX OpojeBa, ako je A(a), B(b), C(c), D(d) buhe

H(A,B,;C,D) < C_Z-Z_b =-1. O6enexuhemo D(A4,B,C,D)= c—b a-d —/1 A eR jep cy Tauke
C— —a a-—
A, B, C, D xonuneapre. Cana je 1_a—c+e-b d- b"'b ¢ ( d—b+b—0j=
A c—b d—a d-a
c—a d—

1
. . — na je AB/CD) o
c—b d-a c—-b d—-a A Je I ) c—b d a

& 4=D(4,8,C,D)=_

——1<:>—l+1_—1<:>
A

Hedunuyuja 15.2 3a uvetupu mnpase a, b, ¢, d ce Kaxe Jga Cy XapMOHHUJCKH CIpPErHyTe H
cuMOONMYKM O3HavaBa ca H(a,b,c,d) ako mpumnaaajy jeJHOM IpaMeHy U aKko MOCTaju MpaBa Koja ux
ceue y XapMOHHjCKUM TauKama.

Ja je mperxonna aepunuirja 1oo6pa ceeaoun nperxoanu npumep (Ilamocosa Teopema). Tj.
aKo TMOCTOjU TIpaBa Koja cede KOHTYpPEeHTHE IpaBe @, b, ¢, d y XapMOHHUjCKUM Taukama, Taja Mx
CBaka Jpyra mpaBa (Koja HE CaapKH HHXOBY NPECEUHY TadyKy) C€ue y XapMOHH|CKUM TadKama.
Hcto Baxku U y ciyuajy aa cy npase a, b, ¢, d mel)ycoOHO mapasienHe, alny TO je TPUBHjaJTHH €0
TBphema.

Ilpumep 15.4 (Menenajesa meopema) Hexka je natr tpoyrao ABC u tauke M, N, P Ha npaBama
AN BP CM

AC, AB, BC penom. Tauke M, N, P cy KollMHeapHe aKkKoO je — — —==—1.
NB PC MA
Hexka je Ii]y=ﬂq,_q=ﬂz,g\.4=ﬂg, Tajaje n= +/11b _brhe
MA 1+, 1+ 4,

A= 1 e /L/”Lc a PN = a+/11b_b+ﬂ,zc:(1+/12)a+(21/12—l)b—/iz(l+/11)c’

A4, A, =1 I+4, 1+4, (1+/11)(1+2,2)

PV - Ahe—a b+Ac (1+/12)a+(ﬂ1/1 -1)b- /12(1+ﬂ1)c 1+ 4 e R (cnyuai

Ad, =1 1+4, 1+4)d-44,) PN 1—/112.2

A A, =1 naje NP|| AC, mto npoTuBypedn KOHaYHOCTH Tauke M), nakine PM || PN onakne cienu

KOoJIMHeapHOCT Tadaka M, N, P.
Axko cy tauke M, N, P konnHeapHe, HeKa Jie)Ke Ha TpaBoj /, HeKa cy Ipojekiirje Tauaka 4, B,
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C, Ha nipaBy [ Tauke 4;, B;, C;, penom. Tana je tpoyrao BB;P
IUpeKTHO ciaumdaH ca  tpoyriiom  CC,P mna je
bl—b:cl—c:bl—b:p—b
p-b p-c c¢—-c p-c
OUPEeKTHO  ciauvyaH ca  Tpoyrmom CC/;M  ma  je
hmd_67¢ 474 _M74 y 1poyrao BBN je AMPEKTHO
m—-a m-c ¢—Cc m-—c

, Takohe je Tpoyrao AA;M

< \, CIMYaH ca TPOYIJIIOM AAN na je
~N B b -b _a-a_b-b_n-b

n-b n-a a-a n-a

A—]\Qfﬁi3 cM _n-a p—b m—c (_al—aj[_bl—b}(_cl—cJ__l N

NB PC MA b-n c- p a-m b -b ¢ —c a,—a

. OngaBne umamo:

Ipumep 15.5 (Ilackanosa meopema) Heka je natr tetuBHM 1mectoyrao A;A4,A3AAsAs m Heka je
A A, NAA = {P} , A, AN AA = {Q} , A A, NAA = {L} , JOKazatu ga cy Tauke P, O, L

KOJIMHEapHe.

L Hexka je A4, N A4, ={M},

M ] Ady A4, = (N}, 44,044 ={K}.
Jennaunne nipaBux A;A; u A4As cy

—a - a,a,—ada
L,y %% 1% 9,

a

A4,z
a4 —q a4, —4q
as—a, — as,a,—a,a .

AA i z2—2—z+ 225 =(. Tlowro je Tauka

as—a, as—a,

P y npeceky mnpaBux A4 u AsAs , meHa
KOOpJIMHATa je pelleme cucreMa (OPMHPAHOT O]
BUXOBUX jenHaunHa. Kopuctehu uumenuiy ma je

2 — ’ . .
la| =a,a, =R, je{1,2,3,456}, e je R

HNONYyNPEUYHUK Kpyra ONKMCAaHOI OKO LIECTOYIJIa,
a,a,(as+a,)—a,as(a, +a,)

UMaMo Jia je: p =
a,a, —asa,

Ha cauvan mHaunn nobujamo na je:

_ ayay(as +ag) —asag(a, +a;) = a;a,(a, +ag) —aa.(a; +a,) m= a,a,(as +a,) —asas(a, +a,)
- 2 - 2 - 2
a,a, —aa, a,a, —a,a, a,a, —aa,
_aay(a;+a,)-aa,(a,+a,) k= %% (a; +a5)—asag(a; +a,)
= , k= .
aa, —a,a, a,a, —asa,

_aq (a, —as)(as —a,)(a; —a,)
(a,a, —asa,)(a,a, —asa,)

aaz(a3 as)a,—a,)a,—a,) ﬁ:l_n:a3a4(a2—a6)(a1—a3)(a1—a4)

OnaBzie ce, MOCde TIJIOMA3HOT pauyHama, jao0uja: MP=p—

PN n-— s
(a,a, —aya,)(a,a, —a,a;) (a,a, —asa,)(asa, —a,a;)
IK =k—1= aya,(as —a))(a, — a;)(a, —a,) , @ —g—k= asas(a, —a,)(a; —ag)(a; —as)
(a;a, —a,ay)(aya, —asay) (a,a, —asag)(asa, —asay)
OM =m—q= a5 (4 — a,)(a, — a5)(a, — d) . Umamo na je Aﬁj . E . K_Q =-1, ma, xopucrtehu
(a,a, —asa,)aa, —asay) PN LK OM

MemnenajeBy Teopemy, 3aKbydyjeMo aa ¢y Tauke P, O, L xonuHeapHe. ¢
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I. 16. CxkasapHu npousBoJ KOMILIEKCHUX OpojeBa

Y YBOAHOM JieNly je CIIOMEHYTO Ja CKajapHH MPOU3BOJ KOMIUIGKCHUX OpojeBa a u b
MOkeMo  naeduHHcaTH  ca (*) ash =Reab M Tajga ce  JI0OKazyje  CBOjCTBO
(**) a~b=|a||b|cosi(a,b) (mpu yemy je X(a,b) yrao msmely BekTopa 04 u OB, rue je O
KoopauHaTHU Touetak, A(a), B(b), 1j. X(a,b) = £LAOB). Inu ce ckalapHH MPOU3BOJ YBOIU ca
(**) ma ce mokaszyje cBojcTBO (*) kopucTrehu 0coOMHE MHOXKEHAa KOMIUIEKCHUX OpojeBa, Tj.
YMHLEHHUILY J1a j€ MHOXKEHe KOMIUIEKCHHM OpojeM z = re’’ KOMIO3HIuja XoMoTeTuje ca KoedHIu-

jertoM 7 (1 ienTpoM y O) u poTainuje 3a yrao @ (taxohe ca nieatpom y O).
Cnenehe ocoOuHe ckamapHOT MPOU3BOJA C€ JeTHOCTABHO J0Ka3yjy:

1) aea= |a ? ,
2)  aeb=bea,

3) a«(b+c)=a-b+a-sc,

4)  (aa)b=a(asb)=a+«(ab), aeR,

5) ab=0< 04 L OB,rneje A(a), B(b),

6) (az)«(bz)= |z|2 (aeb), npu yemy cy a,b,c,z € C.

Henocpenna mocienuna ocobune (5) je cnenche:
Tepherwe 16.1 Axo cy A(a), B(b), C(c) m D(d) derupu pa3nuuuTe Tadyke, Taja je
AB 1 CD < (b—a)«(d—-c)=0.
D Tpancnaumjom Bektopa AB 3a —OA noGujamo
(\C M B BEKTOP OM , tre je M(b-a), O xoOpIMHATHU TOYETaK.
Tpancnanujom BekTopa CD 3a -OC 100MjaMO BEKTOp
ON , t1e je N(d-c). Capa je AB L CD < OM LON (jep je
AB||OM wu CD||ON) <& (b—a)*«(d—c)=0 1o cBojcTBY
(5).0
| OBo TBpheme Ham omoryhaBa 1a jeIHOCTaBHO
0 M3BEJEMO jeHAYMHY TpaBe n Koja caapxku Taduky C(c) u
HOpMaJlHa je Ha MpaBoj Koja caapxu tauke A(a), B(b):
(z=c)(b-a)=0< (z—c)b—a)+(z—c)b—a)=0< z(b—a)+z(b—a)+ac+ac—ch—cb=0,
pu uemy je M(z) mpousBoJbHA TauKa Mpase A.
KocuHycHa Teopema ce jeAHOCTaBHO J0Ka3yje MPUMEHOM

ckamapHor mpowusBoaa. Heka cy mata temena A(a), B(b), C(c)
tpoyrna ABC, Tana je

|b—c|2 =(b-c)(b—c)=((b—a)—(c—a))((b—a)—(c—a))=
=|b—a|2+|c—a|2—2(b—a).(c_a)=
=|b—a|2 +|c—a|2 —2|b—a||c—a|cosACBAC.

B C

[IpumeHoM cKkajapHOT MPOU3BOJA CE€ MOTY JIOKa3MBAaTH TBphema O pacTojarbuMa W BE3H
yIJI0Ba M pacTojama.

Ilpumep 16.1 Heka je O uenTtap omucane KpyxHuie Tpoyrima ABC, a tauka H je TakBa 1a je
OH = OA+OB+0C , noxasaru ja je H oprouentap Tpoyrna ABC.
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HeKaJe A(a) B(b) C(c)wm H(h), O(0), Tana je:
OH =0A+0OB+0C =h—-o0=a-0+b—o0+c—0=h=a+b+c—2o.

A Iowrro je AO=BO=CO=R 6uhe:
e h . \ (a—o0)(a—0)=R" = |a|2 —2a0+ |0|2 =R> (1)
[T morb—0) =R S| <2bofo[ =R @)
' ///// O \\\\\ (C — 0)'(6’ _ 0) — R2 = |c|2 _ce0 4 |O|2 _ R2 (3)
B-/’ | \\C (h _ b)'(C _ a) = (a +c— 20).(0 — a) =
\ / =(a+c)(c—a)—20s(c—a)= |c|2 — |a|2 —20ec+204a,

y3umajyhu y 063up (1) u (3) umamo na je
|c|2 —|a|2 —20ec+20°a=0= (h—b)s(c—a)=0= BH 1. AC. Ha civyaH Ha4YwWH ce MOKa3yje Jaa je
CH L AB u AH 1 BC opnakne cnenu na je H oprouentap tpoyria ABC. ¢
[Tocnenuia oBor mpumepa je Aa ako y3MeMO 3a KOOPAMHATHHU MOYETaK [EHTap OMUCAHOT
Kpyra, HEroB OPTOLICHTAp TaJla UMa KOMIUIEKCHY KoopauHaty h=a+b+c, rae cy A(a), B(b), C(c)
TemeHa Tpoyria ABC.

Ipumep 16.2 'Y xouBekcHOM ueTBOpoyriy ABCD cy ctpanutie AB u CD jenHake.
a) [lokazatu na npase AB u CD o0pa3yjy jeqHake yrioBe ca MpaBOM Koja Claja CpeAulITa

ctpanunia AD u BC.
0) Joxaszatu na npase AB u CD o00pa3zyjy jenHake yrioBe ca IpaBoM Koja craja CpeAMIITa

nujaronana AC u BD.

C(c) a) Heka je A(0), B(r), D(d), C(c), rme je
~  reR,c,deC. Towro je N cpenumre AD u M
cpenumire BC, 6uhe n =M=£ um= ree .
_. 2 2 2
M _ 2 .,
(b—a)-(m—n):ror+c d:r_+r(c d)
- P
A(0) " B(r) (c—d)(m—n)=(c—d) r+;—d _ r-(cz—d)+|c 2d| _

”'("2 9) ——(b a)o(m —n).

[omrro je AB=CD 6uhe |b - a| = |c -

0) Heka je L cpemumre AC u K cpegumre BD, Tanma je lz% u k:%, na je:

(d=c)c=d) _r* |d-
4 4 4
oJlakie, y3umajyhu y o03up mpBu A€o 3a7aTka, clien TBpheme APyTror aena 3aaaTka. ¢

2
(k—l)-(m—n):%(r+d—c)-%(r+c—d):%+ =0 ma jeKL 1L MN,

Ilpumep 16.3 Y omrpoyriaom Tpoyrny ABC je tauka H oprouentap u Baxu HC=AB. Hahu
BeJIMYMHY yriia Kox TemeHa C. Pa3MOTpuTH 1 citydaj Tymoyrior TpoyrJa.

Hexka ce koopauHaTHHM TIOYETAK MOKJIANa ca MEHTPOM omucaHor kpyra. Tana je h=a+b+c u
HC=|a+b| n AB= ,maje: |a+b] =|a—b] = (a+b)(a+b)=(a—b)(a—b)=

= la| +[B[" +2asb =|a|" +|p[ ~2a+b = asb=0=>04 L OB = £40B = % . VKoIMKo je Tpoyrao

ABC omrrpoyrnu 6uhe XACB :% (Jep je mepudepujcku yrao MoJIoOBUHA LIEHTPATHOT HaJl UCTOM
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TETUBOM), a aKo je Tynoyriu ouhe £ACB = 377[ .

Ilpumep 16.4 Hexa je O nuenrap onucane kpyxuuie tpoyria ABC, C; cpeaumre crpanuie ABu T
mweroso Texure.Jlokaszatu na je OT L CC; akko BC* + AC* =2A4B°.

Heka ce xoopauHaTHM MoYeTak MOKJama ca IeHTpoM omucaHor kpyra. Tama je OTLCC;
a+b+c(a+b

3 2
= |a|2 +|b|2 —2|c|2 +2asb—asc—bec =0< 2asb—asc—bec=0, jep je |a| = |b| = |c| =R. Ocum Tora
je BC?+ AC* —24B =|c—b[ +|c—d| -2]a-b| =

St —c)=0&

cj 0= (a+b+c)(a+b—-2c)=0

=(c—b)(c—b)+(c—a)(c—a)—2(a—b)(a—-b)=
=2 |c|2 — |a|2 - |b|2 +4aeb—2aec —2bec =2(2asb—asc—bec).

Haxie OT L CC; akko 2ash—asc —bec =0 akxo BC*> + AC* =2A4B*. ¢
Ilpumep 16.5 YV xonBekcHoM ueTBopoyriny ABCD cy P u Q cpenuiuta avjaroHana AC u BD.
Jloxazatu na je AB” + BC”> +CD* + DA> = AC* + BD* + 4PQ" .
a+c _b+d
2 2 M

I[Tomro ¢y P m Q cpemumra aujaronana AC u BD  Ouhe p=

B’ = |b—a|2 =(b-a)(b—a)= |a|2 —2ash+b[’ , caHo je BC? = |b|2 —2b-c+|c ?

:|a|2 —2aed +|d|’ , AC? = |a|2

4PQ" =4(q—p)(q-p)=(b+d—a—c)(b+d—a-c)=
=" +|p +|¢|" +|d|” +2asc +2bed —2asb — 2bec — 2¢+d — 2a+d. Onavne je:

AB*+BC* +CD* + DA* = 2|af +2[B[" +2|¢[" +2|d[ —~2asb—2bec —2ced ~2a+d = AC* + BD* +4PQ".¢

b

=|b] ~2bed +|d[ u

2
=|d

Anononujesa meopema

Teopema 16.1 Axo je M tauka ctpanuue BC tpoyrina ABC TakBa na je BM :MC =m:n taga je
nAB*> + mAC* =mCM?* + nBM* +(m+n)AM*.

Hexa je M(z). A(a). B(b). C(c). Tana je BM : MC =m:n= z = 2E"C

9
m+n

B*=|pb—al =(a-b)(a—b)=|a] ~2a-b+|p[, AC =|a—c|2 = (a—c)-(a—c) =|af

—lb—c| =(b=c)(b—c)=|b] P CM? = - —2be
b—cf =(b=c)(b—c) |b| ,C (m+n)| d = (m+n) (of bc+|c|)
B = = (f 2 ),
AM? =|a—z| =(a—z)-(a—z)=|a|2—22-a+|z|2:
=|a|z+(nb+mc)-(nlz+mc)_ 2n dob— 2m dec—
(m+n) m+n m+n
2 2
:|a|2+(m’j_n)2| |2 (mr—}lq—n)2| |2 (1%2:1:)2 b.c_mzfn a.b_mZ—Tn e
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Cana nobujamo: mCM* +nBM* = ﬂ(|b|2 —|-|c|2 - 2b-c), Ta ciIe 1a je:

m+n
mCM> +nBM? +(m+n)AM? =" |p[ + ||’ =2 bec+
m+n m+n m+n
2 2
+(m+n)|a|2+ & |b|2+ e |c|2+ 2mn bsc —2nasb—2masc =
m+n m+n m+n

= m(|a|2 —2a-c+|c|2)+n(|a|2 —2a-b+|b|2): m|a —c|2 + n|a—b|2 =

=mAC* +nAB*.0]

CraBspajyhu m=n=1 nobujamo ayxuny Ttexuiine nyxu AA; (A; je cpemumre BC), Tj.

CA} + BA? +2A44] = AC* + AB® = 244" = AC* + AB’ —%BCz —iBCz = AC’ + AB’ —%BCz =

2 2 pev
:>AA,2:2AC +2;13 BC*

Jlazpanscosa meopema

[Tocmarpajmo paszmuunte Tauke A4;(a;), Ax(az),..., A,(a,) y KOMIUICKCHO] paBHU, HEKa ¢y kj,
ks,....,k, peaqHu OpojeBU pa3TUUUTU OJ HyJe TakBU na je k;+k,+..+k,=k#0. bapunentpom wiu
TEXHILITEM CUCTEMAa CaCTaBJLCHOT U3 KOHAYHOT Opoja Tadaka A;,4;,...,4, Kojuma cy peoM mpuapy-
KEHH peanHu OpojeBu (Texune) kj,k»,...,k,, Ha3UBaMoO Tauky 7 4YMja je KOMIUIEKCHAa KOOpIMHATa
nara ca t = l(kla1 +k,a, +...+knan): ko +kya, +..+kya, . 'V cnyuajy na je k;=k,=...= k,=1 tauky

k k,+k,+..+k,

T Ha3uBaMO €KBHOAPUIICHTPOM HJIM jeIHOCTABHO TEXKHUIITEM CKyma Tayaka {A;,4,...,A,}.

Teopema 16.2 (Jlazpanac) Ilocmatpajmo Tauke A;(a;),Ax(ay),...,An(a,) u peamne o6pojese ky,ko,....k,
pasnuuuTe oj HyJe, TakBe Aa je k;+k +...+k,=k#0. Heka je T GapuiuieHTap cucteMa Koju ce cacToju
on Tavaka A;,Az,...,A, 1 BAMa TPUIPYKCHUX pearHux Opojesa kjko,....k, penom. Tama 3a cBaky

Tauky M(z) KOMIIEKCHE paBHH BaxH cieneha penanyja Zk : MA? =kMT* + Zk T Ajz. .
=1

=

U3 M4, :W#f{:, clenu aa je:

MA =((t-2)+(a, - 0)((t-2)+(a, - 1)) =[t— [ +|a, —t\z +2(a, —t)~(t — z), ma nMaMO:
Sk MA =|e— Sk, +iki\aj—42 +2(t=2)°3 k,(a, —1), nourto je

J=1 J=l J=l j=1

Zn:ki(ai —t):Zn:kiai —tzn:k/. ztzn:ki —tik]. =0, To cieau

=1 j=1 j=l j=l j=l

Sk MA> =k|e— 2 + ikj\aj ~ =kMT* +3 kAT O
J=1 J=1 J=1

VY cnyuajy k;=k,=..= k,=1 nobujamo:

Teopema 16.3 (J/lajonuu) [Mocmarpajmo pazmuuute Tauke A4;, As,..., A, ¥ Texumre 1 ckymna

n - 5 n 5
{A1,A4>3,...,Ay}. 3a cBaKy Tauky M KOMIUIEKCHE PaBHU BaKU Z}MA_ ; =nMT" + Z}TA .
j= j=
Axo cy Tauke A4;, 43,..., A, Ha KPY>KHUIM 9Uju je 1eHTap O U MoJynpedHuKk R 1o0ujamo

. . 2 2 c 2
penanyjy (y3umajyhu 3a tauky M koopauHatau noyetak O) nR” =nOT" + Z;T A5.
=
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VY ciydajy Tpoyriia OBe pelalyje ce MOry UCKOPHUCTUTH na ce Halyy myxune OT, OH (H je
OpTOILIEHTap TPOYTJIa) Y 3aBUCHOCTH O Ty>KHWHA CTPaHUIA TPOYTJIa.

Axko cy 4;, Az,..., A, TEMEHA NPABUIHOT MOJIUTOHA YIUCAHOT Yy KPYKHUILY |z| =R, meroso

texumTe he outn koopauHatau noverak. (KoopaumHaTHe oce MOKEMO TaKO MOCTABHTH Jla TEMEHA
2(k=1)7i

IPaBUJIHOT TIOJIMTOHA MMajy KOMIUIEKCHe koopaumHate a, =Re " . Tama cy a;, ke{l,2,..n}

HyJse nomuHoma P(z)=z"—R", no Buetoum dopmynama (momTo je koeduiujeHt y3 z"~' Hyna)
. a+a,+..+a, 0 .
uMamo a;+ayt..+a,=0, na cienu na je {=-—-1—2 ~=—=0.) Cana u3 JlajoHurioBe Teopeme
n n

n
UMaMo pemnarmjy Z:MAJ2 =nMO’ +nR*, ykonuko je M Ha Kpy>KHMIIH OITHCAHO] OKO TOT IIOJMIOHA
j=1

ouhe Z:MA/2 =nR*>+nR* =2nR>.
Jj=1
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I.17. T'eomerpmjcka HHTepHpeTANMja N-THX KOPEHA KOMILJIEKCHOT Opoja

Hedunuyuja 17.1  n-TH KOpEH KOMIUIEKCHOT Opoja @ je CBAKO peliekhe jeIHaYNHe Z" = a.

HcnocTasba ce 1a Cy, ako je a =re'”, cBa pa3iMuuTa pelleha NPeTX0o1He jeHauMHE aTa
9. 2km

ca z re ,Tne k e =1t
= () ke{o,1, 1)
Axo obenexumo Mi(z;) umamo na je MyM;...M,.; IpaBUIIaH n-TOYrao YImucaH y pr)KHI/II_Iy

ca IEHTPOM Yy KOOPAMHAaTHOM [OYETKY, IOJyNpeuyHUKa 4r. Bamcra: M k0=|zk|=
i(£+2(k+1)7r)

n n 2

==

=arge " :—ﬁ,3a ke{0,1,..,n-2} u
n

n

AM,OM,,  =arg Zhet — g X

z, \/_e ((p 2/(7[)

l; —27[—2—”1‘ 2
ACM ,OM , =arg %o =arg re =arge( ”) =—7r. I[la wmamo na je MyM;.M,,

2(n-l)7
z [w ) n
-1
n \/78
MpaBWJIaH 1-TOYTAOo.
Cnyuaj a=1 je mocebHO 3HauajaH. Kopenu jeqHaumbe z" =1 ce Ha3uBajy n-TH KOpPEHHU

2 2 (0 ar
JeAMHHIIE U aKO CTaBUMO @=@, =e " HUMaMO Ja je @, =e " =|e " =", rne je

ke{l,2,..n-1}, o, =1=0" ="

I'eomeTpHjcke clMKe n-TUX KOpeHa jeauHuie (GopMupajy mpaBuiaH #-TOYrao 4uje je jeHo
TeMe Tauka Ay(/), ¥ KOju je ynucaH y KpyKHHITy nonxynpednuka 1, ca mearpom y O(0).

Axo je z; HEKM n-TH KOPEH M3 a Taja Cy CBHU OCTaIM H-THU KOPEHU U3 a JaTH ca
z,0, zja)z,...,z ja)”‘l. Jlakne na O6u ce yno3Hane 0cOOMHE n-THUX KOpEHa U3 a JI0BOJHHO j€ TI03HABATH

0COOMHE 1-TUX KOpEHa jeINHUIIE.
Tepherwe 17.1
a) Ako n|g Tazna je cBaku KopeH o z" —1=0 ucroBpemeHno u kopes ox z/ —1=0.

6) 3ajemuuuxu kopenu off z” —1=0 u z" —1=0 cy xopenu ox z’ —1=0, rae je d=nzd(m,n).

a) n|q:>q:np:>zq—lz(z”)p—lz(z”—1)((2”)”’1+(z")”’2+...+z”+1), OJIaKJIe  CIIEAU

TBpheme.
2kn 2Ix

6) Kopenn ox z' —1=0 cy o, =e " , ke{0,1,..,n—1}, xopenn ox z"-1=0 cy g=e",

le{O,l,...,m—l}. Heka je a)k=gl:>2k7[=21—”+2r7z reZ:E=L+r:>km—nl=rmn,
n m n m
d=nzd(mn)=>m=m'd w n=n'd, tne je nzd(m',n)=1, nma je  km'd—In'd =rm'n'd’

217r 21mzr 217[
=km'—In"=rm'n'd=>m'|In"=>m'|l=1=1I'm", na je gl—e moe Ml =g d = (&) =1, na je

o, =&, xopen o1 z —1=0. C npyre ctpane momro d |n u d|m ¥WMamo 1o a) a je CBaku KOpeH

on z-1=0 ucToBpeMeHo u KopeH o1 z' —1=0 u z" —-1=0.J

Ilocneouya 17.1 Hexa cy npaBuna n-t1oyrao A;A;...A, u npaBunad m-toyrao B;B...B, ynucanu
y HUCTY KPYXKHHILy, TaKO J1a UM ce OapeM jeHO TeMme mnokiamna. Tana onu umajy d =nzd(m,n)

3ajeIHMYKUX TeMeHa. []
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Tephere 17.2 Hexa cy @,,®,,...,, , n-TH KOPEHU jeAMHMIE. 3a CBAaKU IpUpPOJaH Opoj k Baxu

ciaeacna peHaHI/Ija: . = .
= ' 0,ntk
27i 2mri

- o 2mr
w=m=e" ,Baxu 0" =l<n|m (jepje 0" =1=e " =1=

=2rr=>m=nr=

n
= n|m ucapapyrecrpane n|m=>m=nr=> o" =0" =(0") =1),

n—1 . n—1 Nk n—1 kn (a)ﬂ)k_l . . i
axo nf k: Za)j :Z(a) ) :Z(a) )Y =—"——=0, jepje @" #1,
=0

k
j:() j:() w _1
n—1 n-1 n—l1 n-l1
akonlk: nlk=>k=gn=>y of =Y 0" =Y (@) =D 1=n.01
j=0 j=0 j=0 j=0

n
Hocneouya 17.2 Z 00, = 0, rae cy o, n-Tv KOpeHH jenuHuue 3a n>2. [
i,j=1
i<j
HajjennoctaBHUjM paBUiIaH MOJIMTOH j€ MpaBuiiaH Tpoyrao. HaBoaumo jenny Besy usmely
KOMILUIEKCHUX KOOpJMHATa TEMEHA TpOyTJia Koja ce Hajuenthe KopucTH aa O ce MCIUTAJIO JIa JIH je
JaTH TPOYTAO jeTHAKOCTPAaHUYAH.

Tephewe 17.3 Tpoyrao A;A»Az;, toe je Ai(a;), Axaz), As(as) je jemHakocTpaHWYaH aKKO je
a’ +a; +a; =aa, +aa, +a,a,.

Tpoyrao A;A4,A43, je jeAHaKOCTpaHUYAH aKKO j€ AUPEKTHO CIMYaH ca TpoyriaoM A»AzA;, (jep
. T .
U3 U OBE CIMYHOCTH CIEIH JIa J€ &) =Q,,0, =0, 0, =0, => O, =, =0 :E’ C Jpyre CTpaHe je
TBpheme TpuBujanno). Caga nobujamo:
I 1 1
2 2 2 2 2 2
a a, a|=0&aa,+aa,+aa,—a —a;,—a, =0& a; +a; +a; =aa,+aa,+a,a,.J
a a; 4

Ipumep 17.1 Jlata je Tauka P Ha KPYXKHHIM ONMCAHOj OKO 71-TOCTPAHOT IIPABMIHOT IOJHMIOHA
A1A5>... A, nokazatu na cyma PA* + PA,* +...PA"* e 3aBucu oz u3dopa tauke P.

[IpernocTaBuhemo n1a je KOOPAMHATHH CHCTEM TaKO MOCTaBJBEH Ja j€ KOOPAUHATHU MTOYETaK
y LEHTpY IpaBHIHOI IOJIMTOHA, U Ja TeMe A; uMa kKoopauHaty R u na je P(z) u Afaj). Ilo
pasmarpamy u3a Jlajouunose Teopeme je PA° + PA’ +...PA’ =2nR>.

2
D> P4t = [Z PA,f] —2)  PA’PA}? (%)
k=1 k=1 k,j=1 '
k<j

PPA? =|z=a [ |z -a [ =(|2f +[asf -2z, ) (| +]a [ ~221a, )=

=4(R* - zea, )(R* - zea,) = 4R* —4R’ze(a, + a,)+4(zea,)(za;).
[loce6Ho hemo uspadynaru 4(zea, )(z+a;) = (;ak + a_kz)(;aj + a_jz) = aa_jz2 + akaj;2 +
+(aka_j+ aja_k)|z|2 = a_ka_jz2 + akajz_2 + (aka_j+ aja)R2 = 2(akaj)-z2 + 2R2(akoaj) .

Canaje PA’PA’ =4R* —4R’ze(a, +a,)+22°«(a,a,)+ 2R (a,+a;).

55



ZPAkZPAjZ=4R4n(nT_1)—4Rzz-Z(ak+a )+2z -Z aa,+2R’ Zakoa =

k,j=l1 k,j=1 k,j=1

k<j k<j k<j k<j

=2R*n(n—-1)—4R*(n— l)z-Zak+2z ’Z aa,+2R’ Zakoa =2R*n(n—- 1)+2R22akoa (*),
k,j=1 k,j=1 k,j=1

k<j k<j k<j

n n
iep ¢y a;, as,... a, peuema jeqaaunae z' = R", nma je a,=0mu a,a.,=0. Onasne ciuenu na
’ k Kk
=1 k=1
k<j

n n

Z PAkZPA jz HE 3aBHCHU O]l TIOJIOKaja Tauke P, a THME HH Cyma Z:PAk4 HE 3aBUCH O] TIOJI0XkKaja
k,j=1 k=1

k<j

tauke P (oBo ciaeau u3 (*) u (**)).0

Ilpumep 17.2 Hahu cymy KkBajapara pacTojama OJl TEMEHa MPABWIIHOT A-TOYIJA, YIHCAHOT Yy
KPY’KHHIY TOJIyIIpEYHUKA R, 10 IPOU3BOJbHE MpaBe KOja CaJlpKU LIEHTap n-TOyTJa.

A, Heka je A4;A,..A, natm n-Toyrao M Heka je
KOOpDJMHAaTHU CHUCTEM Tako IIOCTaB/bEH Ja je
A, KOOpJMHATHU MOYETaK y LEHTPY AATOr MOJIMIOHA, U JAa
TeMe A; uMa KoopauHaTy R. JenHaumHa mpaBe / Koja

npoJia3k Kpo3 KOOPAMHATHH MOYETAK M 3aKjiama yrao ¢
0 -
z—0 z

ca peaqHoOM OcoM je /:

-2i
A, =_—l:>l z=ze '”. Heka
- P & e

) cy tauke P, P,,...,P, npojekuuje TemeHa A;A,...,A, Ha
A, npaBy L. [TomTo  je AP, L PO ouhe

2
(P —a)p, =0:>|pk| —aop,=0=

-1 - — — , 1 —
= Dy Py _E(ak Py +a,p)=0. llowrro p, el Guhe p, = pie™ = p’e™” _Epk (¢ +a,)=0

1 1_ i . - T 1 — 2 — —2i
=p,=0vp, =5ak +Eake2“’. Onasze je 4, P’ =(a, — p,)(a, —pk):—(ak —a. e’ )a, —ae )=

1 1 - - R’ R’
ERz _EakZ,eth = ZAksz =n—-=e" Zak =n—, jep je
=1

1 — ‘
- Z(2|ak |2 —(a, 4 akzezw;)) =

n n
a’=R*) ® =0, r1e cy @, n-Tn KOPCHH jeMHMLE. O
k=1 k=1

HQ Meg 17.3 KommuiekcHe KoopauHaTe TeMeHa Tpoyria A;A»A;  cy peliema jenHaunHe
2 =3pz* +3qz-r=0.

a) JlokaszaTu ja TeKUIITE TOT TPOYIJia KMa KOOPAUHATY p.
6) Jlokasaru na je A;4243 jemHAKOCTpaHUYAH aKKoO je p” =g .

a) Ilo BueroBum ¢opmynama je a,+a,+a,=3p, aa,+aa,+a,a,=3q, aa,a,=r.

) a+a, +a
Koopaunara texwuiura tpoyria A;A»>A; je t = % =
a,a, +aa,+a,a 1
14 143 243 2 2 2 2 5
0) g= 3 , D :g(a1 +a,” +a,” +2aa,+2aa,+2a,a;), p =9
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2 2 2
< a” +a, +a; +2aa,+2aa,+2a,a, =3(a,a, +aa, +a,a,) <

< a’+a’ +a” =aa, +aa, +a,a,<> Tpoyrao A;A>4; je jeIHAKOCTpaHHYaH. O

Illpumep 17.4 Han crpaHumiiamMma Tpoyrjia Ha CHOJbAlllby CTPaHy Cy KOHCTPYHCAHU KBaJpaTw.
Kaksu Tpeba fa Oymy yriioBH TOT TpOyIJia Ja Ou IIecT TEeMEeHa TUX KBajpara Koja Cy pa3indyuTra oJ
TEMEHa TpoyrJia Ouja Ha jeHO] KpyKHUIIN?
R Q RA”(m)zb:(m—a)i:b—a:mzaﬂ'(a—b),
2
Ha CIMYaH Ha4uH ce pobwmja n=b+i(a—>b),
p=b+i(b—c), q=c+i(b-c), r=c+i(c—a),
S P s=a+i(c—a). Hexa je meHTap ommcaHor kpyra
tpoyriaa ABC y xoopauHatHoM no4eTky. [lomro ce
cumerpaie ayxu AB u MN mnoknamnajy, Kao H
cumetpaie nyxu BC u PQ, AC n RS, uenrap kpyra
oncanor oko MNPQRS he ce noknamnaru ca O(0).
Jacho je nma y Tom cmywajy Baxu OM=ON,
OP=0Q, OR=0S, na na 6u MNPQRS 6uo TeTuBaH
Mopa outu ON=0OP=0OR.

ON* =’ = nn=(b+i(a—b))(b+(-)a-b))=

=|al* +2[8|" +i(ab~ba)~(ab+ba) =
M N =3R’ —(ab(1-i)+ba(1+1)) = 3R’ —2ab+(1+i),

cimyHo je OR’ =3R’ —205~(1+i) u OP’ =3R’ —2bzo(l+i). [Tomto je ON=OP=OR Ouhe
abe(1+17) = bes(1+7) = cas(1+i), a 360r aa=bb=cc=R wuMamo %-(1 riy=laaen =S,
C a

b

c

a

b

[Momro je =|—{=|-=1,

a

a b c . .
P Cy Tauke jeIMHHYHE KPYXKHHIIE TakBe Ja je
c a
a ) b . c }
cos &(z,1+ i)=cos X(—,l+i)=cos £(—,1+i). Canga umamo moryhHOCTH:
c a

a b ¢

1) ;:—:—:b2=ac,cz=ab,a2:bc:>a2+b2+02:ab+ac+bc:> tpoyrao ABC je
c a
JEeTHaKOCTpaHUYaH.
il— I.H" ) a b . b ¢ a c .
! a 2) Axo je penuMo —# —, Taja je —=— uiau —=—. Heka je
b b ¢ c a b a
ézﬁ_ [Tomro je (ﬁ—é}(lﬂ'):o, ouhe (E—Q)J_(lﬂ').
c a b c b ¢
b a b . a b .
) ¢ [Tomro —#—, ouhe X(1+i,—)=X(—,1+i)=¢ (oBae ce paau
2 b c b c
¥ : . b V4
O OpHMJEHTHCaHMM YIJIOBUMA), @A je arg—=, ——¢@ WU
c
ar 4_ Z+ Cana je:
O / gb 2z 4 (0 .
g=£é=e{T¢)el(Ttpj=ei5=1':>a=ic:>aJ_c, é=£:>£=i:>cJ_b.Caz[am
c bc c a

|a|=|b|=|c|=R u alc u blc wumamo na je Ttpoyrao ABC jenHaKOKpaKo-IPaBOYTIIH
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(AC=BC).0
Ipumep 17.5 Tpoyrao A'B'C' je nobujen porarujom tpoyria ABC oko tauke O 3a % Jlokazatu

na cpeautira nyxu A'B, B'C,C'A 06pa3yjy jenHaKOCTpaHWYaH TPOYTao.
Heka cy tauke M, N, P cpemumra nyxu A'B,B'C,C'A, penoM U Heka je KOOPIUHATHH

T v/
11— I—
noderak y Tauku O OKko Koje ce BpmH poranuja. R (a)=a'=a'=ae?, cimuno je b'=be’ u
u,g
iz iz iz
, 5 ) b+ae? c+be? a+ce? )
¢'=ce’,maje sz’ n:T, p:T.CanaJe

27 s
m’>+n’+p’ =%(a2+b2+cz+(a2+b2+cz)e 3 +2(ab+bc+ac)e 3}2
= i[(a2 +b? Jrcz)ei5 + 2(ab+bc+ac)ei3j,
1 = 2 fud
mn+np+pm=z((a2+b2+c2)e3 +(ab+bc+ac)(l+e 3 ]+(ab+bc+ac)e3J:

:%((az +5 +c)e? +2(ab+bc+ac)e[3],

=m’+n’ + p> =mn+mp+np = Tpoyrao MNP je jeHAKOCTpaHNYAH. ¢

Ilpumep 17.6 Han cTpaHuiiaMa KOHBEKCHOT, IIEHTPAIHO-CUMETPUYHOI ILIECTOYIJIa KOHCTPYHUCAHU
CYy y HEroBOj CHOJbAIIKOCTH JEJHAKOCTPAHUYHU TPOYIJIOBH. TeMeHa THUX TpOyIJioBa Koja He
Ipunagajy MoJa3HOM IIECTOYIUy CHOjeHa cy Aayxuma. JlokaszaTu Jja ¢y CpeauiITa CTpaHuIa Tako
JOOMjEHOT IIECTOYyTa TEMEHA jeAHOT PABUIIHOT IIECTOYTJA.

By Hexka je  koopauHaTHH

HoYeTaK LICHTap CHMeETpHje
mecroyrina A;A»A3A4AsAs, Tanma je
a,=-a,,a, =—a,, a, =—a, (*).
[TomrTo je

R _(a)=b=b =a,,+
A

k+1 ’g

+(a, —a,)e?, 1<k <6, y3

JIOTOBOp 1A je a, = a, .

Opnagpe, y3umajyhu y o03up
(*) nobujamo

T

b =a,+(q _az)elg,

T

i

b,=a,+(a,—a,)e?,
T

b, =-a, +(a,+ al)elg ,

T
2
3

=—b

b,=-a,+(-a, +a,)e -
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T

b

T .
I— I—
. =—a,+(—a,+a,)e’ ==b,, b, =a,+(-a,—a,)e’ =-b,.

T
a,+a a —a, i+
2 3.0 3

Heka je C; cpemguiure nyxu B;B,, Taga je ¢, = 5 5 e ®, Heka je C, cpenumite

. a.—a, a,+a, i~ . )
nyxu B>B;, Tama je ¢, = 32 14 22 Le3, meka je C; cpenmuire ayxu BBy, Tama je

v 4
-a,—a, a,+a, i . . -a,—a, -a,+a, i~
¢ = 12 22 5 1e?, ueka je Cy cpenuuure nyxu ByBs, Tana je ¢, = 22 S+ 12 3e3,

a-a, —a,—a, i; )
5 + 5 e?, neka je Cg CPEIMIITE JIyKH

Heka je Cs cpequmute nyxu BsBs, Taga je ¢, =

4
a+a, -a,—a, i . . :
‘2 2 + 22 2e3. JacHO je ma je ¢, =—c¢,C;=—C,,Co=—C; (¥%¥), Tj.

mecroyrao C;C,C;C,CsCs, je TeHTpalmHO-cUMeTpudyan y omgHocy Ha O. Cama je

BsB;, Taja je ¢, =

Zoa,+va, L oa-a, F oa, L oa,, L Zoa, L oa; a i
ce’ = e’ + e? =—2ed+2(e’-e’)+Le? =2e+=24+"1(e’?-1)=¢,, Ha
2 2 2 2 2 2
T T
. 11— 11—
CIIMYaH HAuuWH Ce€ MOoKaXe Ja je c,e’=c; U ce’=c,. OnmaBue u3z (**) cnegu

T T T T
11— 11—
ce’=—ce’=—c,=c5,Ka0 1 cse’ =c¢,, ce’ =c,, WT0 3HauM Ja je mecroyrao C;C>C3C4Cs5Cs
MpaBHJIaH. ¢
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1. 18. BekTopcku Npou3BOI KOMILIEKCHUX OpojeBa

VY yBOJly je CIOMEHYTO Jla c€ BEKTOPCKHM MPOU3BOJI KOMILJIEKCHUX OpojeBa a u b (y o3Haiu
a®b) moxe neduHMCaTH KA0 BEKTOP HOpPMalaH Ha KOMIUICKCHY paBaH YHjH je MHTEH3UTET jeTHAK

OpHjEHTHCAHO] MOBPILKHYU MapaejorpaMa HaJl BEKTOpHUMa aub.Tana je a®b= |a||b| sin A(ZZ,B)
rae je AC(ZZ,Z;) opujeHTHCaH yrao wusmely BekTopa a u b. Kopucrehn reomerpujcky

WHTEPIPETAIN]y MHOXKEHA MoKaszyje ce naje (*) a®b=Imab.

Moxe ce KpeHyTH ¥ OOpHYTO, Tj. Ae(hUHUCATH BEKTOPCKH MPOU3BOJ KOMILIEKCHUX OpojeBa
penanujom (*) W MoOKa3aTh Ja je OH jeJAHAK OPHJEeHTHCAHO] MOBPIIMHM MapaienorpaMa Haj
BEKTOPHUMA ¢ W b .

Kopucrehu penamujy (*) jegHoctaBHO ce mTokadyjy crueache ocoOumHE BeKTOpCKOT
POM3BO/IA!

1) a®b=0 < a=0vb=0va=Abraeje LR,

2) a®b=-b®a,

3) a®b+c)=a®b+a®c,

4) a(a®b)=(aa)®b=a®(ab) 3a R,

u3 ocobune 1) ce nobuja

5) ako cy A(a) u B(b) mehycoOHO pa3nuuuTe Tauke, 01 KOjuX ce HUjeHa He TIOKJIara ca
KOOpJAWHATHUM NOYETKOM Taja je a ® b =0 akko cy tauke O, 4 u B xonuHeapHe.

B(b) E Ilo camo] aepUHUIMjH BEKTOPCKOT MPOM3BOJA
KOMILUIEKCHUX OpojeBa MMaMoO Jia je MOBPIINHA IMO3UTHBHO
opujeHTucanor Tpoyrna OAB, tae je O KOOpAWHATHH

nouetak, A(a), B(b) jennaxa %a®b=%lm5b. ok je

] \ MOBpIIMHA (OBAE C€ pajd O TOBPUIMHH y yOOHYajeHOM
0 A(a) CMHCIy peuYd) KOJl HETaTUBHO OPHjEHTHCAHOT TPOyTia
F OA;B,; (omer je O xoopauHaTHH Touetak, A,(a;), Bi(b;))

jemHaka S = —la ®b= —llmab.
2 2

N Tepherwe 18.1 TlopmiiHa  TO3UTHBHO  OPHjCHTHUCAHOT
\ | tpoyrna ABC, (rme je A(a), B(b), C(c)) je mara ca
0 B,(b)

S=%Im(5b+l;c+za).

VY cnywajy nma je jemHo on TemeHa Tpoyria ABC KOOpAMHATHH MOYeTak WMamo Beh
CIIOMEHYTY CHUTyalljy Koja cieid u3 Ae(pUHUIMje BEeKTOPCKOT NMPOU3BOAa. AKO TO HHjE CIIy4aj
TpaHncnupahemo Tpoyrao ABC 3a BeKTOp 04 Tj. -a, Ipu YyeMy ce JoOHja MO3UTUBHO OpUjEHTUCAH
tpoyrao OB;C; npu uemy je b;/=b-a m c¢;/=c-a (kao u npe je B;(b;) m C;(c;)) Koju je jemHake
MOBpPIIMHE ca nonazHuMm. Tj.

1

1. — 1. (= - - - - -
Susc =Sone =5 ®¢ :EIm(blc])=Elm<(b—a)(c—a)) =—Im(hc—ac-ab+aa).

1
2

lomro je Imz=-Imz wu Im|z|2=0 u Im(z,+z,)=Imz +Imz,, xao u
Im(z, —z,) =Imz, —Imz,, no6ujamo

Sipe =y m(be—ac-ab+ aa) = tm(ab-+be + ca).
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c Jlpyru Ha4MH Ja JOKaXXeMo OBy (OpMyJIy je Ja pazMaTpamo
na oy je Tauka O BaH WwiM yHyTpa Tpoyria ABC. Ako je O yHyTpa
ouhe u Tpoyrnosu OAB, OBC u OCA NO3UTUBHO OpPHjECHTHUCAHH TIa

0 e Spe = Sous +Sosc +Spes = %Imabwtélml_)cwtélmza =

1 — — —
A B :—Im(ab+bc+ca).
2
Axo je Tauka O Bau Tpoyria ABC, Heka je T(f) Texwumte Tpoyria ABC, ma TpaHcianuja 3a
Bektop 70 (Tj. -t) Tpoyrao ABC mpeBoau y Tpoyrao A;B;C; uuje cy xoopauHare a,=a-t, b;=b-t,
cr=c-t.
ITomrro ce marom Tpanciauujom 7 mpeBogu y O u T je ynytap Ttpoyrina ABC, 6uhe O
yHyTap Tpoyria 4A;B;C;, ma hemo, mo nmpeTxoHOM UMaTH:

Snc =%Im(a_1b1 +he, +ca,) = %Im((E—E)(b—m (b=t)(c—t)+(c—t)a—1))=
= L (@b + e+ ca) ~+ Im(@r +7a) = Im(B + 1)~ = Im(ct + i)+~ ImG3|1) = = 1m @b+ be-+ ca)
2 2 2 2 2 2 ’

jep je Im(z+z)=0. Homro je S, = S 5c, Ouhe S .= %Im(abﬂ_)curza) Uy 0BOM cityyajy. [

Ykonmuko HeheMo 1a KOpPUCTHMO TpaHCIAIM]y, a >KEIMMO Jla HMCTaKHEMO KOHIICTIT
OpHJEHTHCAHE MOBPIINHE, APYTH JIE0 T0Ka3a MOKEMO Jia 00pa3iokKiuMO MMOMONhy IpuMepa ca CIIuKe:

S.usc = Soas +Sosc =Socs = Soas +Sosc +Socs =

=la®b+lb®c+lc®a=lIm;b+lImEc+lImza=
2 2 2 2

1 - - - _ ~
=Elm(ab+bc+ca), IpU 4eMy j€ O3HaKa Sune YBEIEHa 3a

OpHjeHTHCaHy NOBPIINHY Tpoyria MNP.

VY curyammju ca cimuke TtpoyrioBu OAB u OBC cy
A MO3UTHBHO OPUJEHTHCAHU Ma Cy HUXOBE NOBPIINHE MO3UTHUBHE U

0 . . .
JEIHaKe BUXOBUM OpPHJEHTHCAHMM IOBPIIMHAMA, JOK j€ TPOyrao

OCA HeraTUBHO OpUjEHTHCAH A MMa HETAaTUBHY OPHUjEHTHCAHY MOBPIIMHY Tj. S,., =—Soc.

UumeHnIa J1a je BEeKTOPCKU MPOU3BOJ NePUHHUCAH NMPEKO OpHjeHTHCAHE MOBPIIMHE O0jalImhaBa

OCTaJIe JeTHAKOCTH.
Mebhytum, Tpoyrao ABC y omHOCy Ha KOOpIMHATHU IMOYETaK MOXE Ja 3ay3Me BHIIIE
ToJI0XkKaja Koje Ou cBe Tpebdasio 3ace0HO pa3MaTpaTu Jja OM OBO 3aMcTa OWO J0Ka3.

IHlocneduya 18.1 TloBpumHa  HEraTUBHO  OpHjeHTHcaHOr Tpoyria ABC je pmara ca

S=—%Im(5b+gc+2a). O

Ilocneouya 18.2 Paznuuute tauke A(a), B(b) n C(c) cy KOIMHEapHE aKKO j€ MCIYHEH jeaH O]
yCIIOBa:

D -a)®(c-a)=0,

2) a®b+b®c+c®a=0.

Tauke A, B m C cy KoiluHeapHe akko je moBpmmHa Tpoyria ABC jemnaka 0, Tj.

0=5 = lIm;b+llmzc+llmza =a®b+b®c+c®a.3anoka3 npBe jeAHAKOCTH UMAMO:
2 2 2

(b—a)@(c—a)=%Im(5—5)(c—a)=%Im(2b+5c+2a)=SABC =0.0
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Tephemwe 18.2 Hexka cy A(a), B(b), C(c) u D(d) yeTnpu pa3nuuuTe Tauyke Of KOjUX HUKOjE TPHU HUCY
konuHeapHe. Tana je AB||CD akkoje (b—a)®(d—-c)=0.

Bexropu AB u CD Cy mapajielqHu akko moctoju A#(0 TakBo na je AB = ACD . Buhe
AB=0M , e je M(m) v m=b-a; CD=ON, rze je N(n) u n=d-c. Ilomro je b-a=A(d-c) umamo na
je m=4n, ma 1o npBoj 0COOMHHU BEKTOPCKOT Ipou3Boaa, uMamo: m®@n =0 1j. (b—a)®(d —c)=0.0

Tepherwe 18.3 Hexka je A;A;... A, TIO3UTHBHO OPUJEHTHCAH KOHBEKCAH IMOJUTOH YHja TEMEHA UMa]y
KOMIUICKCHE KOOPJIMHATE d;, d2,...4, , peAoM. Taja je \meroa moBpIInHa

1 — — J—
SAlAz--.A,, = EIm(ala2 +a,a,+...+a,a,).
1) Ako Tauka O (KOOpAMHATHM TIOYETAaK) TMpHUIATAa YHYTPAIIKOCTH AH-TOyIJa, Ouhe:
1 R R - R
SAlAz-.AAn = SOAIAz + SOAZA3 +...+ SOAHA" + SOA"Al = Elm(ala2 +a,a,+...+a,a,+aa).

2) Axo tauka O He mpunaja yHyTpalllbOCTU A-TOYIJA, U3abepuMoO MpOou3BOJbHY Tauky K(k) u3

ErOBE YHYTPAIIBOCTH M TPAHCIUPAjMO n-TOyrao A;Az..A, 3a BEKTOp KO. Hobujamo
n-toyrao B;B,... B, ca xoopaunatama b;= a;-k, b, =a-k, ..., b,=a,-k, npu yemy je Tauka O

. 1, — - —
yHytap n-toyrna B;B,..B, ma je: S,, , :SBIBZA_‘B"ZEIm(blb2+b2b3+...+bn71bn+bnbl):

=%1m((a_l—%)(a2 —k)+(a, —k)(a, — k) +...(a, —k)(a, —k)) :%Im(a_laz +aya,+...+aa). Jep

je Im(ka, +ka,) = Im(ka, + ka,) =... = Im(ka, + ka,) = Im(n|k[ )= 0. O

Ilpumep 18.1 YV xouBekcHoM mnertoyriay ABCDE crtpanunia BC je mapanenHa aujaroHanu AD,
CD||BE, DE|| AC, AE || BD. [oka3atu na je tana AB|| CE.

BC||AD = (c-b)®(d-a)=0=>c®d-Db®d-c®a+b®a=0,
CD||BE=(d-¢c)®(e-b)=0=>dB®e—c®e-d®b+c®b=0,
DE||AC= (e-d)®(c-a)=0=e®c-d®c—-e®a+d®a=0,
AE||BD = (e—a)®(d-b)=0=e®d-a®d-e®b+a®b=0. Jla 6u nokazaim na je
AB || CE notpebHo je noka3atu n1aje (b—a)®(e—c)=0,1.b®e-a®e—-b&®c+a®c=0.
Nmamo na je
b®e=—e®b=—e®d+a®d-a®b, —a®e=e®a=e®c—-d®c+d®a,
b®c=c®b=-d®e+c®e+d®b, a®c=—c®a=—c®d+b®d—-b®a,
cabupajyhu oBe jemnakocTr uMaMo Ja je b®e—-a®e—-b&Q®c+a®c=0.¢

Ipumep 18.2 'V npaBoyriom tpoyriy ABC CK je Bucuna, a y Tpoyriy ACK CE je ducekrpuca,
D je cpeaumire nyxu AC, F Tauka npeceka npaBux DE u CK. Jlokazatu na je BF || CE.

C Heka je koopmuHaTtHH moyerak y Tauku K u Heka cy
KoopauHate Tauaka 4 u B, -x u y, penom. [lomro je Tpoyrao
ABC npaBoyriu 6uhe:
D

AK CK . .
AR _CK ok =AK-BK =xy, Tj. c=iyJxy, ma je
CK BK

AC? = AK* +CK? = x* + xy = AC = \/x(x+ y) . lomro je CE

A E K B AE A4
je oucexkrpuca £ACK umamo gaje: — = AC j.
EK CK
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\/x(x+y) \/x+y X x\/;

= = = , Tipu yemy je E(-e).

¢ \/_ ‘/_ \/x+1+1_\/;+\/x+y
y

Cana hemo npumennt MenenajeBy Teopemy Ha Tpoyrao ACK u npaBy DE.

D AE KF__ _yzetx J=0 —1:>—1+£:L\/E,nouﬂoje
DA EK FC O+e ifay—f e

NN e
T s R

(f—b)®(—€—c)=( 'JXTM(}@{ JxTﬂf J_]

R R e Rl e e SR

Opnakne cnequ BF || CE. ¢

umahemo f = Cana je

IIpumep 18.3 Wlecroyrao ABCDEF je ynucan u kpyxHuny k. [dujaronane AD, BE u CF cy
MpeYHUI Te Kpyxumie. [okazatu na je moBpmmHa mectoyria ABCDEF jenHaka JBOCTPYKO]
noBpwnHYU Tpoyria ACE.

Heka je koopauHaTHH IMOYeTaK y NEHTPY KpyxHHIE k. Ako je A(a), B(b), C(c) tana je D(-a),
E(-b), F(-c). buhe: S 0 = %Im(ab +bc+c(—a) + (—a)(=b) + (—=b)(—¢) + (~¢)a) = Im(ab + bc — ca)
S,y = %Im(ac +o(=b) +(=b)a) = %Im(ac —ch—ba)= %Im(m) -
u
- —% Im(ac—ch—ba) = %Im(—ag +ch+ba)=S peppr-
Jep je Im(z) =—Imz u Im(-z)=-Imz. ¢

Ilpumep 18.4 Heka je nat koHBekcaH 4eTBopoyrao ABCD u tauke A;, B;, C;, D; TakBe na Baxe
pacnopenu A-B-B;, B-C-C;, C-D-D; n D-A-A;, npu yemy je AB=BB; BC=CC;, CD=DD; u
DA=AA,;. Jlokazatu na je moBpmmHa yeTBopoyria A;B;C;D; mer myrta Beha on moBpIIMHE
yerBopoyria ABCD.

DA, =2DA=>a,-d =2(a-d)=a, =d+2(a-d)=2a~d, cmmuro je b =2b-a,

¢,=2c-bnd=2d-c.Canaje S,,., = %Im(a_lbl +be, +cd, +da)=

- %Im((za—ﬁ)(zb —a)+(2b—a)(2c—b)+(2c—b)(2d —c)+(2d — ¢)(2a —d)) -

= %Im(SZb +5be+5¢d +5da—2(db+bd) —2(ac + ca)—2|af —2[p|" = 2|c[ —2]d|") =
= glm(éb +be+cd +da)=58 5.

Jep je Im(2+z):O u Im(|z|2):O. o

Jlema 13.1 Hexa cy K, T, L, R tauke crpanuua AB, BC, CD, DA, penom, uerBopoyria ABCD Takse
na je AK=aKB, DL=aLC, AR=pRD, BT =pTC u nexa je KLNART={S}, tana je

RS =aST, ﬁ:ﬂﬁ.
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. d+ac a+pd b+ fc
, CIIUYHO je [ = , r= , 1= .
I+ I+ 1+ 1+

Hexka je S; tauka myxwu KL TakBa na je K—Sl = ,HSTL , Tazaa je

AK =aKB=> AK :KB=a =k =

k+ pl .
= P . Iloxazahemo na je S, € RT', ojakiie cieiu Aa ce Tauke

:b+ﬂc_a+,6’d _b—a+p(c-d)

1+ 4 1+ 4 B 1+ 4
__k+pl_a+pd_k-a+pi-d)_
Y+ 148 1+ B

L( d)jzi(t—r). Cama uMamo (s, —r)®(t-r)=0, omaxie
1+ a+1

cienu 1a cy tauke S;, R u T konuneapHe 1) S, € RT . C1u4HO ce MOKaxe 1a je RS =aST .

IIpumep 18.5 a) Hacnpamue crpanuue AB u CD koHBekcHOT yeTBopoyria ABCD nopaesbeHe cy Ha
IIeT JIeJIoBa M oJroBapajyhe Tauke HACIpaMHHX CTpaHUIIA Cy crojeHe. JlokazaTu 1a je moBpIIMHA
cpenmer (mpadupaHor) Y4eTBOPOYIIIA TIET yTa Mamka O] MOBPIIMHE M0JIa3HOT YeTBOPOYTIIA.

0) Csaka cTpaHHWIIa KOHBEKCHOT YETBOPOYIJIA je MoIeJbeHA HA TIET JeJIoBa U oarosapajyhe
TayKe HACIPAMHHX CTPaHUIIA Cy criojeHe. Jloka3aTH Ja je MOBpIIKMHA CPEAET YeTBOPOyTIia 25 myTa
Mamba 0/1 MOBPIIKMHE ITOJIA3HOT.

p @F ¢ _3a+2b

a) AM :MB=2:3= , AN:NB=3:2=

H\H
HHl

2a+3b ) 3d +2¢ 2d +3c
= , CJINYHO je q = . p= Pt

1 — — — —
Sympp = EIm(mn +np+ pq+qgm), Kaga y oBy GopMyiy 3aMEHHUMO

N v N B HaBeJIeHe u3pase 3a m, n, p, ¢ 10o6ujamo:

= %Im(sab +5bc +5¢d + 5da + 4(ab + ba) + 4(bc + cb) +
+4(cd + dc) +4(da + ac) + 6(bd + db) + 6(ac + ca) +

+ 6|a|2 + 6|b|2 +6|c|2 + 6|d|2).

Opaspe je Syypp = %Im(;b +bc+cd +ga) = lSABCD .

Q P C 6) Ilo mperxomHoj nemu je MA AQ 2:3, MD DQ 3:2,

D
[N A AN I NB :BP=2:3, NC,:CP=3:2. ITo a) je
D, G| g L 1
—7 A =c ¢
IHH‘ A B C\D 5 MNPQ 25 ABCD *
AI Bl \
[IperxomHu MpUMEp ce€ MOXKE YONIITHTH TAaKO INTO CE
/ l \ \ ctpanunie AB u CD nene Ha 2k+1 nenosa, a crpanune AD u BC Ha
A M N B 2l+1 penoa, tme k,/eN. Tama je mNOBpmIMHA CpEIHET
1 . )
yeTBopoyria S A BB =——8 3cp> MOK je MOBpIIMHA LEHTPATHOI YETBOPOYIJAa jeJHAKa

2k +1
1
Y
B Qk+D(1+1) PP
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BA B/‘*J C (k+1)a+kb

D A4 AB=k:(k+])=a, =7,
2k +1
AA A B=(k+D):k=ay, w, CIINYHO je
2k +1

E F b _(k+1)d +ke . _kd +(k+1)c Oman -
= = e ce poowuja:

T k41 T k4 A AOBH]

A A* A/,A‘z B

Sy s s =%Im(((k+1)2 —k*)ab + ((k+1)* = k*)be + ((k +1)* = k*)ed + ((k +1)* —k*)da
k k1P k+12k 2(2k+1)
+k(k +1)(bd +db)+ k(k +1)(ac+ca) + k(k +1)|al +k(k+1D)[B]" + k(k+ )| +k(k+1)]d]") =
=;Im(5b+l_70+gd+ga) :;
22k +1) 2k +1
Ilpumep 18.6 CBaka cTpaHa KOHBEKCHOT deTBOpoyria ABCD TmojaesbeHa je ca JBE TauKe Ha TPU
noxynapue ayxu. Onrosapajyhe Tauke mojene HaclpaMHUX CTpaHa CIIOjeHE Cy My)KMMa U Ha Taj
Ha4WH je 4yeTBopoyrao ABCD mojesbeH Ha JeBeT 4eTBopoyTriioBa. Jlokasaru jaa je 30up MOBpIIHHA
TPU YETBOPOYIJIa TE TOJAEIC - YETBOPOYIJIA KOjU CalIpKu Teme A, CpEeImer uYeTBOpOyria H
4eTBOpOyTIIa Koju caapku Teme C- jenHak 1/3 moBpimae yetBopoyria ABCD.

S 1scp- OCTaIy 10 yOIIITEHA CIIEAN IPUMEHOM JIeMe *.

G, .-'
D G y s - Heka cy Tauke mozene o3HaueHe kao Ha ciauuu. Ilo yommremy
/ . _ . 1 :
o 0 P, ,p  UpeTxoiHor mpumepa je S, p :§SABCD9 OCHM TOra je
- '}JO_J b2
' } \ 2a+b 2a+d 2c+b 2c+d
Dd & -, CE— - S e ) d, = s b, = , c, = ,
.ll II-.P” .‘P.'.f i 3 3 3 3
f : 4a+2b+c+2d a+2b+4c+2d
 faasisassiss : L Pu= > P = .
A 4, A, B 9 9

. 1 - = —_— = 1 _— = = =
Cama je SAAIEIDI + SPZZBZCCZ =—Im(aq, +a,p,, + p,d, +d,a) + Elm(pzzbz +b,e+ce, +¢,py),

[Tociie 3aMeHe HaBEICHUX BPETHOCTH 3a a;, dj, by, ¢2, pii, p22 W cpehuBama m3pasza noduja ce
1 ab+bc+cd+da ad+ba+ch+d 1 - - - = 2
Sy s 48, e =L ab+bc+cd+da+ad+ba+cb+dc L im@b+beved +day=25,,,.
14111 2292 2 2 3 9 9 9
1

Ha]e SAA RiDy Sﬁlpnpzzﬁz + SPzszccz = gSABCD

.0

[IperxomHu TpuUMeEp ce MOXE YONIITUTH TaKo INTO C€ CTpPaHWIEC Jelie Ha 7 JeJoBa.
UCIIOCTaBJba CE Jla M Y TOM CJyd4ajy BaKM 3aKJbydyak: 30Hp MOBpIIMHA YETBOPOYIJIOBA KOJH CE
Haja3e Ha JWjaroHaH TOJa3HOT YETBOPOYTJA je jeJHaK 1/n TOBPINMHE IMOJIA3HOT YETBOPOYTJIA.
Kopumhemem Beh nokazanux ynmeHnia mpso hemo tBpheme nokazaru 3a n=2k-1 na 3a n=2k.

HE'\ [loBpmHe dYeTBOpOYIJIOBa KOjU c€ J00Mjajy MOJENIOM

:‘*‘? . MOJIA3HOT YeTBOPOYIIa heMo HyMepucaTH CIMIHO MAaTPHIH (BUICTH

B h CIIHKY). Heka je 1<m<2k-1, Taja je
IEsic 1 1

Sm,k = 3 =(S, st S i S, k+1) = Sm,k = E(Sm,k—l + Sm,k+1) o

/8, jﬁ;ﬁjs S, | S,

1S, T S, \ S, \ S\ yommremy usza npumepa 5. CM4HO je

/
|
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1 1 1 1
Sm,k = g(Sm,k—Z + Sm,k—l + Sm,k +5 + Sm,k+2) = g(Sm,k—Z + Sm,k+2) + g(Sm,k—l + Sm,k+1) + gSm,k

m,k+1

1
= Sm,k = E(Sm,k—Z + Sm,k+2)'

+S

mk+j

) Baxu 3acse je{l,2,...[-1}, nokasyjemo xa

1
[IperniocraBumo na S, , :E(Sm’k_ ;

B U 3a [ (Ipu 4eMy omneT KOPUCTUMO YONIITeHE MpuMepa S):

1

S =—(S
mk 2l+1( "
1 1 1 1

=——(S,,,+9S +—(S +S +oot——(S,,,+S +—S,, =
2l+1( m,k—1 m,k+l) 2l+1( m,k—I+1 m,k+l—1) 21+1M 2l+1 m,k

:Zsm,k :2Sm,k

1 2(1-1) 1
=—(S +S +——F +—
20+1 Gonses ¥ Sovsar) 20+1 ™ 20+1
2Sl,k = Sl,l + Sl,Zk—l’ 2S2,k = Sz,z + S2,2k—2" ) 2Sk—l,k = Sk—l,k—l + Sk—l,k+l7 2Sk,k = Sk,k + Sk,k’

2Sk+1,k = Sk+1,k+1 + Sk+l,k—1’ cees 2S2k—l,k = SZk—l,Zk—l + SZk—l,l

T Sm,,(_,+l +...+ Sm’k_1 + Sm,k +S

m,k+1

+...t Sm,k+1—1 + Sm,k+l) =

Sk = Sos =%(Sm)k_l +S,,.,)- Onasze je:

m,k+1

= 2(S1,k + S2,k + e + S2k—1,k) = (Sl,l + S2,2 + A + S2k—1,2k—1) + (S1,2k—1 + S2,2k—2 + e + S2k—1,1)
2
== §=8 +8S,.
2k -1 AT
1

Wuaykimjom ce nokasyje naje S, =S, ,maje S, =S, :mS

. 1 1
3a n=3 umamo na je S, =§S , CIIMYHO CE MOKaxe S, =§S . lIpernocraBumo na mpu

MOJIETIM CTPaHUIIA YETBOPOyIJIia Ha 2n-1 7AenoBa Baxu S A = S A, - Jla 6u mokazanu J1a Uy MoJenu Ha
2n+1 pemoBa Baxu S A= S s, MOBOJHHO je a ToKakemo Ja je 30Mp MaluxX 4eTBopoyriosa 2n+/

nonene kon teMeHa 4 u C jeqHak 30Mpy MajHuX 4eTBOpOyTioBa 2n+/ monene koj teMeHa B u D.

Hcnocrassba ce Aa je
1 1 4n?
AAR D, Py, 2,B2,CCs, 2n+1 (21’! + 1)3 (21’1 + 1)3

=S +S
BBIPI,ZnAZn PZn.IClDDZn

B Jla 6u TBpheme nokazanm 3a mapHe OpojeBe KopucTrhemo
cnenehy nemy:

Jlema 13.2 Hexka cy tauke A;, B; C;, D; cpemumta crpanuna AB, BC, CD, DA, penowm,
yerBopoyria ABCD. Heka je jomr 4 C,NBD, = {S } . Tana je

SAAISDI + SSBICCI = ESABCD = SAIBB]S + SSCIDDI .

a+b b+c c+d a+d a+b+c+d .
buhe a, =——, b, = , ¢ = , d, = , §=—————,maje
2 2 2 2 4
1, = — - —y 1 - = = = 1
S aasp, T Sszec, =§Im(aa1 +a,s+sd, +dla)+51rn(sbl +bc+ce +cls):ESABCD.

66



Opnasze je SAlBBIS + SSCIDDl =8 i5ep _(SAAISDI + SSBICCI ) = ESABCD .

U3 oBe neme cneaun TBpheme yommrema 3a n=2.

Cama nokasyjeMo TBphewme yommrewma 3a n=2k Ilomro je n=2k mapaH, ocum
YETBOPOYTJIOBA KOjU ce n00Mjajy TOAENIOM CTpaHWlla Ha 2k AeloBa, MOXKEMO IOoCMaTpaTtd M
YEeTBOPOYIJIOBE KOjU ce M00Hjajy MOJEeNIOM CTpaHHla Ha k nenoBa. CBakM 4eTBOPOYrao k-mojerne
CaJip>Ku YeTUpH yeTBOpoyria 2k-noaene. buhe:

(S +810+8,, +8,, ) +(Sys+ 834 +S,5+8,4)+...

et (S2k71,2k71 + S2k71,2k + SZk,2k71 + SZk,2k ) =

=§7+@;+...+§;:%s,

rae cy ca S, O3HAYCHU JMjarOHAIHHW YETBOPOYINOBH 2k-

nojaeiue, aca S g JMjarOHAJIHA Y€TBOPOYTIIOBH A-TIO/IEIE.

ITo nemu 13.2 umamo:

1
ES = (Sl,l + Sl,z + S2,1 + Sz,z ) + (S3,3 + S3,4 + S4,3 + S4,4 ) Tt (SZk—l,Zk—l + SZk—l,Zk + SZk,Zk—l + S2k,2k ) =

=2(8,,+8,, )+ 2(Sy5 + S04 )+ +2(Spiais +Soit )

1
=8+ S8y, + S S, Sy F S = ﬁS'

Yesujesa meopema

Teopema 18.1 Heka je mar tpoyrao ABC, npu uemy je A(a), B(b), C(c). Joka3atu na ce mpase
onpehene Temenuma A4, B, C u taukama A',B',C' xoje npunanajy crpanunama BC, CA, AB penom
CEKy y jeJIHOj TaUuKH aKKoO je BA C—E : AC =1
AC B4 CB
OBo je uckaz YeBujeBe TeopeMe yoOHWYajeH y T€OMETpUjU Ma je W J0Ka3 KOju Cleau
MPAKTUYHO TPEBOJ] TEOMETPHjCKOT JOKa3a.

L A K p Heka ce AA', BB' u CC' ceky y Tauku Q. Heka je
B' A'(a"),B'(b") m C'(c'), m Heka je p mpaBa Koja CaapKd
C Tauky 4 u mapanensa je npaBoj BC. Heka je BB'np = {K}
Q u CC'np= {L} u Heka je K(k), L(/) Tama umamo: Tpoyrao
’ A'OB je nupextHO cnuvaH Tpoyriy AQK ma criemu na je
B A co
q_a’ =479 . y 1poyrao A'CO je mupekTHO CciMYAH
b-a k-a
. c—d Il-a
Tpoyriay ALQ ma cieau na je - = . Caga umamo:
g-a q-—a
b—a k-a
q—a, _g4-a_ b- _ k—
c—a [—a L
q-a  q-a
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Takohe je tpoyrao CB'B nupektHo ciuvaH Tpoyriy AB'K ma crmemu ga je
b'—c b'—a b -c b-c
= f— =
b-c k-a b'—-a k-a
c=b l-a -a Il-a

; u Tpoyrao BCC' je nupekTHO cimyaH Tpoyriay ALC' ma ciaenu aa

je .
c-b c—-a J-b c-b
Cana numamo fa je
BA' C—B’ AC _a'-b b’—c‘c—a ( k—aj(_b—c)(_l—aj_l
AC BA CB c—d a—b b-c [—a k—a c—b '
C npyre crpane, ako je BB'NCC'={Q} n AQNBC={A"} Guhe mo nokasaHoM xery
BA" CB AC' . BA' CB' AC' . .
TEOpeME ——-——-—=—=1 a M0 MNpPeTHOCTaBIM j¢ — — -—=—=1 ma gobmjamo maa je
A"C B'A C'B A'C B'A CB
BA" BA , ,
—— =—= opakJe cienu 1a ce Tauke 4' u A" noknamajy, 1j. 1aje Q € A4'. O
A"C AC
Teopema 18.2 (Ban Qéena) Axocy A',B',C' tauke crpanuna BC, CA, AB tpoyria ABC takBe 1a
. . A0 AC' AB'
ce npase AA', BB' u CC' cex enHoj Tauku O Tazga je = + )
p y'y jenuoj O Tanaj o1 B BC

Heka cy KOMIUIEKCHE KOOpJMHATE Tadaka Jare
onropapajyhum Manum crnoBuma. Heka je » mpaBa Kkoja
campxu Tauky C u mapanenHa je ca AA' w s mpaBa Koja
campxu Tauky B mapanenHa je ca AA'. Heka je jomr
rNBB'={L} n snCC'={K}.

Tpoyrao AQC' je mupextHO cimvad Tpoyray BKC'

- ' _k-b __'-a —a
B A C' ma cnenu na je -4 = _4 : U TPOYrao
J d—a c-b -b k-b Poy
oo , . b'—c b'—a b'—a gq-a
CB’L je nupekTHO ciuvaH Tpoyriy AB'Q mna cienu na je = = .
I-c g—-a b'—-c I-c

: . k=b —a -
Tpoyrao BKC je nupekTHo ciandal Tpoyrity 4'QC na cnenau ja je =4 a' SN |
c-b c-a c-b k-b

u T1poyrao CLB je gupektHo ciamdaH Tpoyrny A'QOB  ma cimemm ga  je

1—c=q—a':>b—a'=q—a'

b-c b—-d b-c I-c

4 a8 _\'=d |p-d| _la-a| lo=d_ 1
+ =la—d]

CB BC b= fe=b] k=8| |i-] |k b| =)~

. Cana je:

( I Je—a], 1 Jp- a’IJ lg—d| |e—al+[p-a|_lg-d _4
_|q_a| r: re
q—alfe=8 Ta=allp-d ) la=al B la—a] 04

3akmwyuax  Axo ce npase AA', BB’ 1 CC’ u3 npeTxoAHUX TeopeMa CeKy y jeaHoj Tauku Q Ouhe
BA' CB" AC' BA _p CB'_m AC' _n
— =1 ma mocToje peanHu OpOjeBH m, n U p TaKBH J1a j6 —— = —
A'C BACB AC n’ BA P "CB m’
nb+ pc

Tama je xoopamnara Tauke A mata ca a' = ITo Bam OGenoBoj TeopeMu je

n+p
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AQ_AC'+AB'_£+£_n+p
A CB BC m m m
_ma+(n+p)a’  ma+nb+ pc

ma je KOMIUIGKCHa KoopauHarta Tauke () gJara ca

U
m+n+p m+n+p

Baxu u 06pHYyTO:!

Tephere 18.4 Heka je nat ABC u tauke A', B',C’ Ha crpanuiiama BC, CA, AB Tor Tpoyria Tako jaa
BA'" _p CB' _m AC' _n

je == — , =—. Tana ce mpaBe AA', BB’ u CC' cex taukn O Koja MMa
JA’C n BA p CB m P vy Q xo)
ma+nb+ pc
KOMILUIEKCHY KOOpJAWHATY ¢ = —————— .
m+n+p
BA' . B’ .
U3 _P cileau na je a,:nb+pc. U3 ¢ _n crean na je b':m. U3
A'C n n+p B'4 p p+m
AC" n ., ma+nb ) , ,
——=— ClIeau Ja je ¢ = . [lokazahemo na Tauka Q npunana cBakoj o npasux AA', BB
CB m m+n
u CC':
(G-a)®(d'—a) = ma+nb+ pc—(ma+na+ pa) ®nb+pc—(n+p)a _
m+n+p n+p
:n(b—a)+p(c—a)®n(b—a)+p(c—a)ZO, ma ciaeqn ga cy Tauke Q, A u A
m+n+p n+p
KOJIMHEapHe.

Cmyno je (¢q—-b)®(b'—b)=0, ma cy Ttauke (Q, B u B' KojuHeapHe, Kao H
(g—c)®(c'-c)=0, nma cy tauke Q, Cu C' konmuneapue. [

Ogo TBpheme ce MOkKe UCKOPUCTHTH J1a Hal)eMO KOOpIMHATe HEKUX BaKHHUX Tadaka TPOyTiia
Kao IITO Cy TEXHINTE, LIEHTap YMUCAHOT Kpyra, JKeproHoBe Tauke (koja ce j00uja Kao Mpecek
MpaBUX KOj€ Crajajy TeMe TpOoyrja ca TadyKoM Yy KOjOj yMHCaHU KPYr AOJUpPYje HacIpaMHy

cTpanuiy) uta. OBzie heMo To ypaauTu camo 3a LEeHTap YIUCAHOT Kpyra S.
BA'" AB CB' BC AC' AC

Beh je mokazano ga Baxu 1j. p=AB, n=AC, m=BC.

A'C AC’ AB' AB’C'B BC’
Tana je:
. a-BC+b-AC+c-AB a-|c—b|+b-|c—a|+c-|b—a|
B AB+ AC+ BC B |b—a|+|c—a|+|c—b|
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II. 1. BbuanneapHa ¢pyHKUMja M HHBEeP3Hja

az+b

Hegunuyuja I TlpecnukaBamwe obnuka f(z)= L a,b,c,deR,ad —bc#0 (1) HazuBamo
cz+

ounmHeapHoM (QyHkuujoM. OBakBa TIpeciiMKaBama NpBU je pasMatpao Abryct depauHann
Meb6wujyc (1790-1868) ma ce 3aTo Ha3uBajy 1 MeOHjyCOBUM IPECINKaBambHIMA.
az+b bc—ad 1

[Momro 3a c#0 Baxku f(z)= = — + 4 (2), BuguMoO ma y ciayyajy
cz+d - d ¢

c

bc-ad=0 nobujamMo KOHCTaHTHO TPECIIMKaBame, 1Ma 3aTo Taj (TPUBHjAIHU) ciaydaj u3baiyjemo. 13

npeTxoL[Hor u3pasa (2) jacHo je na je OwiuHeapHa ¢GyHKIMja KoMmIo3ulivja GyHKIHja
bc— ad

f(Z)—Z+ fz(z)—_ L@ =—7F—2, f4(Z)—Z+— €)

CDyHKI_[I/IJe 11 fg, fa cy paSManaHe paHUje W HKUXOBAa T'€OMETPHjCKa HHTEpIIpeTalrja je

=1 camo

Mo3HaTa: f; W fy Cy TpaHclalyje, A0K je f; nuiaranuoHa poranuja (y ciydajy

c2
poTaruja).

Cnydaj ¢=0 noogu no dyHkumje obauka f (z):gzz+13 Koja je Takole auiarammoHa
poranuja.

Axo je c#0 nojasibyje ce QpyHKIMja f,(2) =l Koja 10 cajga HUje pazmaTpaHa. OHa je y
z

OJMUCKO] BE3W Ca MHBEP3UjOM KOjy Kao I€OMETPHU)jCKO MpeciinKaBame AeduHuiieMo Ha cienehu
HAYUH:

Hedunuyuja 2 Hexa je k xpyxHHIa ca ieHTpoM y O, onynpednnka R. IHBep3ujoM y OHOCY Ha
KpYXXHUITy k Ha3uBaMo npeciukaBame ¥, Eyknuacke paBHH y ceOe Koje CBaKoj Tauku P nojespyje

Tauky P’TakBy Ja Baxu OP-OP' =

(dpyrum peunma tauke P u P’ Cy y3ajeMHO HHBEP3HE y OJJHOCY Ha KPYXKHHITY k aKKO JIeKe
Ha MCTOj MOJTyNpaBoj YnjH je mouerak Tauka O u ako Baxu OP-OP' = R*)

Tauky O HazuBaMoO LEHTPOM HHBEpP3HjE, KPYKHUILY k& HA3UBaMO KPY>KHHUIIOM HMHBEp3Hje, a
6poj R MONyNpeuHNKOM HHBEp3Hje ¥, TTOHEKa e KOPHUCTH M TEPMUH R’- KOe(HIHjeHT HHBEp3Hje.

VYKOMWKO 3a KpYXHUILy WHBEp3Hje y3MeMO £ : |z| =1, umahemo ma ce Tauka P(z), rae je
1

,lw

: . |
z=re'’, cnuka y Tauky P’ 4dja je KOMIUICKCHA KoopauHata p'=—e” =

r re

. Jlakne Tauka

l\lll»—‘

~ = . o 1 .

P(z) ce uHBep3ujoM cimMka y Tauky P udja je KOMIUIEKCHAa KoopauHarta —. Ilomro je
z

KOIbYTOBaI€ Y CTBApH CHUMETpHja y OJHOCY Ha peajiHy OCy , BUAMMO Ja je NpPEeCIUKaBame f> y

CTBapu Kommosuuuja f,(z)= (l//k oS, ) (2)=vy, (;) , Tj. BaXXu 1 =y, (;) . Takohe je i =y, (2), 1J.
z z

1
—=y,(z), IWITO ce MOXe 3anucaTu u ca f,(z) = (Sx oy, ) (z), WITO 3HAUU J]a PEOCIE] KOBbYTOBambha
z
Y MHBEP3Hj€ Y IPETXO0IHO] KOMIIO3ULIMjU HUje OUTaH.
N3 nperxoaHor pazMarpama je jaCHO Ja Ce MHBEP3Hja Y OJAHOCY Ha JeIUHUYHY KPYKHUILY

|z| =1y obsuky KoMILIEKCHE (PyHKIM]je U3pakasa ca ¥/, (z) =

NII—~
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[IpecnukaBame f,(z) = l, KOje je y OJMCKOj Be3U ca MHBEP3HMjoM, HazuBaheMo KOMITJIEKCHA
WHBEp3Hja. )

N3 (2) jacHo je ma MebujycoBa tpancdopmarmja (1) nmpecnmukasa C/ {—%} y C/ {%}
[TomTo cy mpecnukaBama f;, f>, f3, f+ Oujexkumje u3 (3) cinenu na je MebujycoBa TpaHchopmaiiija

f:C/ {—1} C/ {ﬁ} oujexkunja. Mehytum momrto je limd f(z)=00 u lim f(z)= a BUAMMO 12
c C Z—®0 C

z——
c

YKOJIUKO CTaBUMO f (—ijzoo u f (oo)=£ no0ujaMo TpeciaukaBambe f :C>C Koje ocTaje
c c

oujekuuja.
. az+b . dw—b
PemaBamem jennauune w= f(z)= no z npobujamo z = , Iakne Ouhe
cz+ —cw+a
_ dz — . .
f(2)= , a momto je ad —(—b)(—c)=ad —bc #0, MaMo0 J1a YKOJIMKO je MpeciauKaBame f
—cz+a
HeTpuBHjatHo, Ouhe Takso 1 f .
. : a,z+b, a,z+b,
ITocmatpajMO  KOMIO3MLM]y  HpeciuKkaBama  f,(z) = u  f,(z)= .
cz+d, c,z+d,

(a,a, +cb))z+ba, +db,
(ac,+cd,))z+bc,+dd,

Wcrocrasma ce na je (f,o f;)(2) = (4). U3 uumennue na cy f; u f

OujeK1Mje JacHO je J1a IPECIUKaBamke f, o f, He MOXke OMTU TPUBHjAIHO (Tj. aKo OU f, o f; cIHKao

C vy jemny Ttauky, momro je f; Oujekumja, mopano O0um f, na cimka C y jemHy Tauky, IITO
MPOTHBYPEUYHN YUECHUIM 1A je f> Oujexuuja). Jlakie koMno3uuyja ABe HeTpuBHjanHe Mebujycose
Tparchopmanmje je HeTpuBHjaiHa MebujycoBa Tparcdopmaryja.

3ajeIHO ca YMI-EHHIIOM [1a j€ TpeciIuKaBame f(z)=z OMJIMHEapHO U Ja CBaKa HETPUBMjaIHA
OwnnHeapHa (QyHKIMja UMa WHBEpP3 OJaBle JoOHWjamMo na ckynm MebOujycoBux TpaHchopmanuja y
OJTHOCY Ha KOMIO3HUIIH]Y MPECIUKABabha YHHU TPYILY.
az+b  kaz+kb

cz+d kez+kd

[omro je f(z)= ,k#0, jacHo je na koedunujeHTH MebujycoBe TpaHC-

(dbopMarivje HUCY jeNTUHCTBEHU. AKO je k = , 100MjaMo Ja HOBU KOe(DUIIMjeHTH 3310BOJbA-

+1
vad —bc
Bajy jenHakocT ka-kd —kb-kc=k*(ad —bc)=1. Axo xoepunujentn Mebujycose Tpanchopmaruje
3a/10BOJbaBajy jeaHakocT ad —bc =1 kaxemo Aa je Ta Tpancopmaliyja 3agata y HOpMaIM30BaHOM
ob0muky. Jlakne, ceaka MebOujycoBa TpaHchopMalidja ce MOXKE MPEACTABUTH Y HOPMATH30BAHOM
az+b —az-b
cz+d —cz—d’

Cana hemo mokazatu jga ce CKym KpyroBa M IpaBHX KOMIUIEKCHE paBHH MeOHjycOBHM
Tparcopmarnmjama npeciarkaBa y camor cebe. Pagu Ttora mocmarpahemo MebujycoBy (yHKIH)Y
npencTaB/beHy y oOnuky (2) Tj. kao kommosunyjy ¢ynkiuja (3). [lokazahemo ma xommiekcHa
uHBep3uja f,(z) mpeciaMkaBa CKyN KpyroBa M IpaBHX y cebe, a 3a ImpeciuKaBama f;, f3 f4 je TO

00JIMKY U TO Ha JiBa HauuHa jep je f(z)=

OUUTIIETHO jep je Beh paHuWje MOKa3aHo Ja Cy f; W f; TpaHCKamWje, a Ja je f3 KOMIIO3HIIHja

XoMoTeTHje (aunaTaiuje) u potamuje. Takohe je paHuje moka3aHo 1a je:
Azz+Bz+Bz+C=0, A,CeR, B|2 —AC>0 (5), ommurtu OOJUK jeJHAYMHE Kpyra WM IpaBe y

. . : : . 1
KOMIIIEKCHO] paBHH (3a A=(0 nobuja ce jenHaunHa npase). [Ipumemyjyhu pynkmjy w= f,(z) =—
z

71



nobujamo na je z :l, 3amemyjyhu oBo y (5) umamo na je Cww+Bw+Bw+A=0 (6), mTo je
w

OTICT jeIHaYMHA KpyTa Wi npase. [Iperusnuje, nmamo:

(i) A=0 n C=0, na je (5) jenHaunHa mpase Koja mnpoia3u kpo3 0, u3 (6) ciemu na je
HEHA CITMKA MTPaBa Koja mposa3u kpo3 0.

(ii))  A=0wu C#0, na je (5) jenHaunHa mpase koja He caapxu 0, u3 (6) cneau na je meHa
CJIMKA KPY)KHHIIA Koja caapxu 0.

(iii) A#0 mn C=0, na je (5) jemHaunHa KpyxHHIlEe Koja caapxu 0, u3 (6) crean na je
HEHA CITMKA MpaBa Koja He canpku 0.

(iv)  A#0 u C£0, na je (5) jenHaunHa KpyXHULE Koja He canpxku 0, u3 (6) cieau aa je
HEHA CITMKA KPY)KHHIIA Koja He canpku 0.

Hakxne MeOujycoBa Tpanchopmanuja (1) mpecnukaBa KpyroBe WM TpaBe KOMILIEKCHE
paBHH y KpPyroBe WM MIPAaBE UCTE PABHU IPH YEMY:

. . d . a
(i) mpaBa Koja caJpku Tauky X | —— | ce CIuKa y IpaBy Koja Caipu Tauky Y| — |,
c c
(ii) mpaBa Koja He CaJp>kKu TauKy X ce CIIMKa Y KpYKHHILY KOja CaJipKH Tauky Y,
(ifi)  KpY>XKHHUIIA KOja cap>Ku TauKy X ce CIHMKa y MpaBy Koja HE CaJlp>KU TauKy Y,
(iv)  KpY’>XKHHIIA KOja HE CaJip>KH TauKy X Ce CJIMKa y KPYKHUILY KOja HE CaJpKH Tauky Y.

KpyxHure u npaBe KOMIUIEKCHE PaBHH C€ MOTY MOMCTOBETUTH ca KpykHunama y C, tako
mro hemMo mpaBy KOMIUIECHE pPaBHM IOCMAaTpaTH Kao KPY)KHHUIYy KOja CaaApXH TadyKy o0 WU
OECKOHAYHO je BEeIHKOT IMpeuHuka. HaBeneHo CBOJCTBO (i) ce MOke 00pas3ioXuTu U Ha cienachu

HAuYWH: MOWTO je y nurtawy npasa 'y C, noucroBehyjemo je ca KpyKHHUIIOM Yy C KOja CapXKH TauKy

0 W HE caiapku Tauky X (—ij [Tomro MeOujycoBa TpaHcopmalyja CIUKa KPY>KHULE Y C y
c

= . = . . a
kpyxkuune y C, mena ciuka je kpyxauna y C koja caipku CIuKy Tadke oo, a To je YV (—j , a He
c

CaapXH CIMKy Tauke X, Tj. oo, makie To je kpyxkHuna u y C. Ha cnmyan HaumH ce Mmory
00pa3I0KUTH U OCTala HaBEAECHA CBOjCTBA.
[Iperxonne ocobuHe ykaszyjy Aa moctoju Be3a usmel)y Mebujycose tpanchopmanumje (1) u

. d
WHBEP3Hje y OJHOCY Ha KpyT k :|z+—|=1.
c

Tepherwel MebujycoBa Tpanchopmanuja (1) ce Moxke U3pa3uTH Ka0 KOMIIO3UIIMja HHBEP3HUjE Yy,

d - .. . .
z+—| =1 u npecnukaBama g(z)= pz+q (3a Koje je paHHje MOKA3aHO J1a j¢ UHIUPEKTHA

c
TpaHcopmalrja CIMIHOCTH).

rae je k:

IIpo hemo wu3BecTH KoMIUIEKCHY (YHKIMjy KOja OJroBapa HWHBEpP3WjU y OJHOCY Ha

KpY>KHULY /: |z —s| =R. Tauku P(z), Te je z=s+re'’, Npu UHBEP3UjU Y OJHOCY Ha KPYKHHILY [
. : R’

oarosapahe Tauka P{z’) mpu dyemy je |z’—s|-|z—s| =R*, 1. |z’—s|=—, a momTo ¢y S, P u P’

r

2 2 2

KonuHeapHe Ouhe z’ :s+R—eiw =s+——=s5+=——=. [lomro je y TBphewy R=/u s = —i, ouhe
r re” z—8 c

v, (2)= _4 + ! = I[To mpencraBibamy (2) MebujycoBe Tpanchopmanmje ouhe:
¢

Z+=
c
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1z )_bc ad 1d+£ bc— ad( w.(5)+ 2 j g bc ad v (2)+ (bc ad d EJ’
c c c ¢’

¢’ 4+ A
C pu—

bc—ad _bc—adﬁ a
c

crapbajyhu  p=——5—,q= 5 +— umamo TBpheme f=goy,, Opu UeMy je

Cc C

g(z)=pz+q.l]
CamyHO ce MoXxe TokaszaTu aa ce MebujycoBa Tpanchopmammja (1) Moke mpuKazata y

00nyky f =w,oh, rue je y, HMHBEp3Uja y ONHOCY Ha KPYKHUIY K : ‘z _ﬁ‘ =1, a h(z)= ;N)Z+&
c

WHIWPEKTHA TpaHChOopMaIlija CIMIHOCTH.

Tepherwe 2 Tauxe P u Q cy UHBEpP3HE Y OHOCY Ha KPYT £ : |z - 0| =r akko je (p— 0)(5 —5) =7’

Hexka je #(P)=0Q. OnaBae umamo aa cy tauke P u Q ca ucre crpane oxa tauke O. 360r Tora
je p=o+le’, q=0+1e",1,l,eR". Ocum Tora je OP-OQ =r*, onakie je|p—o|-|q—o| =r’, 1j.
I-1, =r*. Camanumamo I, -1, = e“Le™ =(p—0)(g—o0), onakie ciemu Tepherse.

AKO je uchnymeH ycnoB (p-— o)(;] —5) =7’ uMamMo 1a je (;—5)(q —0)=r", onakie je

2 2 2
: : .= = r o re
|p—0|-|q—o|:r2. Axo je p=o+le?, [eR" umamo na je q—OIZ—[¢=7€ Y, 1. q—0=7e"”,
e
IITO 3HA4M Jla ¢y Tayke P u () Ha UCTOj MOJYNpaBOj 4yMju je moderak Tauka (. Jlakie Baxu

Fi(P)=0.L1
Pasmorpuhemo ¢ukcHe Tauke MebujycoBor npecnukaBama (1). Tauka z je ¢pukcHa Tayka

TOT TIPECIIMKaBamkha aKKO j€ PEIICHE jeTHAYNHE =z KOja je CKBUBAJCHTHA Ca JeHAYUHOM

cz+d
cz’+(d-a)z—b=0 (7).
[Tomro je (7) xBampaTHa jeqHa4YMHA, OHA MMa HAJBUIIE JBa peliemka, aakie MeOujycoBo
IpecIvKaBambe MOKE UIMAaTH HajBUIIE J1BE (PUKCHE Tauke. YKOIUKO c#£() Te (PMKCHE TayKe Cy JaTe ca

a—d=++(a—d)’ —4bc

2c

, @ aKO TIPETIOCTaBUMO Ja je MeOujyCcoBO MpeciuKaBamkbe HOPMaIU30-

a—d+.(a+d) -4
2c

¢uxcHe Tauke. I3 oBe dopmysne nmpumehyjeMo ma ce y ciiydajy HOpMaIu3oBaHOT MebujycoBor

npecivkaBama (PUKcHe Tauke ¢; U & MOKJIANnajy akko je a+d=+2, Tj. Taja HaBeJIeHO MPECIUKaBambe

“Ma caMo jeHy (PUKCHY TauKy.

51,2 =

BaHO (Tj. na je A=ad—bc=1) umahemo na cy ca &, = (8) mare merome

: : : b .
Axo je ¢c=0 MebujycoBo mpeciukaBame nocraje f(z)=a'z+b',a' = %, b = ’ U jeJIHaYMHA

(7) y Tom cnyuajy 3a a’= 1 u b’# () nema pemema y C, amu Baku f(o0) =co ma je oo jequHa (PUKCHA
Tavka, ciydaj a’= I u b’= () 1aje UIESHTUYKO MPECINKaBamhe KOME Cy CBE Tauke (UKCHE. AKO je

!

a’# 1 jennaunHa (7) uMma peliewhe z = -€ C anu 1 TauKa oo ucIymasa ycnos f(c) =00, Te Me-

l-a
OMjyCOBO MPECITMKABAKHE Y OBOM CIIy4ajy UMa JiBe PUKCHE TaukKe, jeIHy KOHAYHY U JOII TaYKy o0.
OCHOBHM 3aKJby4aK M3 OBOI' pa3MaTpama, Koju je morpedaH 3a cieache TBeheme je nma
Me06ujycoBo mpecivKaBamke MMa HajBUINE JBE (PUKCHE Tadke, Ma ako MMa BUIIE (PEIUMO TPH)
(UKCHUX Tayaka OHO MOpa OUTH UJCHTUTETA.

Tephewe3 Axo cy Q(g), R(r), S(s), q, seC, Tpu MehycoOHO pa3nuuuTe Tauke U
0(q), R(r),S(s),q,r,s€C Tpu wmehycoOHO pa3nuuuTe TadKe, Taja TIOCTOJU jETUHCTBEHA

73



MebujycoBa TpanchopMmaiyja f Taksa aa je f(q) =(}, f(r)= r, f(s)= s 9).
Ta TpaHC(bopMaqua j€ UMIUTMIIUTHO 3371aTa (GOopMyJIoM:

(10)

AKo je Heka O] IIeCT JaTUX Tayaka jeJJHaKa oo OHJa pa3lioMaK y KOME C€ OHa jaBjba y

w-s r-q _z-s r—q

w—q r—s z—q r-—s

. L w—s
Opojuolly U MMEHHOIly Tpeba 3aMEeHUTH ca |, Ha MpUMep ako je § =00 , pa3JoMaKk ——= Tpeda
r—s

3aMEHUTH ca .
Axo 0m moctojane nBe MebujycoBe QyHKUHUje f; U f> KOje 3amoBosbaBajy ycioB (9),
Me6ujycosa Tpanchopmanumja £, ' o f; Ou UMana Tpu paznuumMTe GUKCHE TAuke ¢, U S, A MOpa

OWTH jeTHaKa UACHTHYKOM IMPECIUKaBamy, OJaKie Cleau f;=f, , YnMe je ToKa3aHa jeTMHCTBEHOCT
MeOujycoBor npecimkaBama ca cBojcTBoM (9).

Ha je ca (10) nata MebujycoBa Ttpanchopmaija ca cBojcTBoM (9) MOXKEMO 3aKJbYUUTH
pemaBajyhu jeauaxoct (10) mo w, mehytum to je TPUIIAYHO TJIOMa3aH PadyH. Jpyru HauyuH je na

E0 g =22 L7D ) Tapa wmamo: f(s)=0 u f,(5)=0,
z—q r—s w—q r—s

filg)=0 un fz(ZI)=OO, fir)=1mn fz(;)=1, na Kommnosuuuja f, of, = f wuma ocobuny (9).
HowTto u3 f =f,' o f, umamo f,of = f,, craBmajyhu w= f(z) uMaMo 1a 3a OBakBo [ BaXu
(10).0

obenexumo f,(z) =

[Tpumernmo na ce pyHkIMja f;(z) mokiana ca gBocpasmepom tadaka M(z), O(q), R(r), S(s)
yBeneHoM panuje(tj. D(M,O,R,S)=fi(z)). Kopucrehu oBy unmeHHIly U TPETXOAHO TBPhEHE UMaMO:

Ilocneouya 1 Tloctoju OunmHeapHa TpaHcopMaldja Koja nmpecinkasa Tauke P(p), O(q), R(r), S(s)
penom y Tatke P(p), 0(¢), R(r), S(s) axxo je D(P,Q,R,S)=D(P,0,R.S). (11)

Axo mocroju 6I/IJ'II/IHeapHa TpchcbopMauHJa ca HaBeIEHNM CBOjCTBOM Tajia OHA TPECIIMKaBa
tauke O, R, S peioMm y Tauke Q R, S, HaJe oHa obusinka (10) npu uemy je f(p) = p, na Baxku (11).

Axo Baxu (11) Tana je p—s I~ ? P77 779 Hexaj je f owimHeapHa TpaHchopmMaiuja

p—qg r—s p—qg r—=s

1§

Koja mpeciukaBa tadke O, R, S penoMm y Tauke @, R,S, Tana je oHa 3az[aTa ca (10), 360r Tora je
-5 r— -5 r— —s - -5 r—

Jp) > L4 P54 , OJIAKJIC je /() >. L4 P57 q ,T). f(p)= pD

f(p)—q r-s p-q r=s f(p)-q r-5 p-q r-s

Ilocneduya 2 Tauke P(p),0(q),R(r),S(s) npunanajy uctoj kpyxHuuu akko je Im D(P,Q,R,S) =0.

Tauxe Q, R, S onpelyjy kpyxuuity k. bunnHeapHo npecirkaBame f Koje Kpy>KHHILY k clTiKa
y peanHy ocy je oapeheno ca f(g)=oo, f(r)=1, f(s)=0, nakne 3a mera Baxu (10), mpu uemy je

~ ~ - ' z—s r-
g =o,r=1,5=0, ma je oHo 3axaro ca f(z)=w=

—D(M O,R,S), rae je M(z). Tauka
z—q r—s

P(p) mpunaga KpyXHHUIM k aKKO ClHMKa Tauyke P mpu OMIMHEApHOM NpPECIMKaBamwy f MpHIajga
peaytHoj ocH, Tj. akko je Im f(p) =0, mro je ekBuBanentno ca Im D(P,Q,R,S)=0.]

Cana hemo mokasaTu Ja WHBep3HWja dyBa yriioBe u3Mmel)y kpykHuna (y3eTHX y OIIITEM
CMHCITy, JJaKJIe TIPaBy CXBaTaMo Kao KPYKHUILY KOja capKi OECKOHAYHY TauKy) 110 BEJIMYHHH, AN
UM Mema opujeHTauujy (Tj. Ha je aHTUKH()OPMHO mpeciukaBame). OnmaBne he crmeautu na

. 1 . .
KOMIUIEKCHa HWHBEp3Hja f(z)=— uyBa yrjoBe MO BEIUYUHU U cMepy (Tj. Aa je KOH(POPMHO
z

npeciavkaBame). Pagu Tora nokazaheMo HEKOJIMKO reOMETPUJCKUX TBphema.
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Tepherwe 4  Kpyxkauna / ca IEHTpOM y S, MOTYIPEYHUKA 7 ¢ OPTOTOHAIHA Ha KPYT k ca IICHTPOM
y O nonynpedHuka R akko je yi(l)=l.

A 1 [ToctaBuheMo KOOpAMHATHM CHCTEM TaKO Ja je HEroB
k 4, N KoopauHatHU mo4erak y Tauku O. Heka je I Lk wm HEeka ce Kpyx-

Hune [ u k cexy y taukama A(a) u B(b). Tana je £OAS =%, Tj.

_ Tpoyrao OAS je mpasoyrmu, ma je OS’=04+AS*, T1j.
> R? R?

0 ).

2 . .
|s| =R’ +7”. Tourro je w=y,(z) =— uMmaMo 1a je z=—
z w

Jennaumna kpysxunue ! je |z - s|2 =r, 1.

l:|z|2 —s;—§z+|s|2 =r* (12).

3ameHOM (*) y IpeTXoiHy jeAHAYMHYy U MHOXXEHEM J0OHjeHOT u3pasza ca |w|2 nobujamo
R* —stv_tz—R2§w+(|s|2 —;’2)|w|2 =0 (13). Iomro je |s|2 =R*+r* ouhe |s|2 —-r* =R’, na 3ame-
HOM oBor m3pa3a y (13) u nmememeM jenHaumne ca R nmobujamo: |w|2 —sw—sw+R>=0 (14).

VY3umajyhu y o63up na je |s|2 —r*=R® Bugumo 1a je (14) jennaunna Kpyxuune /, 1akie UHBEp-

3MjOM Y Ce KpY>KHUIIA / TIpeciinkaBa y cebe.
OOpHYTO, HEKa Ce MHBEP3UJOM I} KpyXHUIAa [ mpecinukaba y cede. bena cnuka yi(l)=["je

R* R* - R?
SWwW

3anara jenHaunsaoM (13) Tj. ca [': - Ew+|w|2 =0 (15).

T2 12
s = Js|" =

2 . . 2
(dememe ca |s| —7° je NEeruTHMHO, jep He MO)Ke OWTH |s| =r*, TIOIITO KpyXHHIA | He

12
s =~

canpxu O. Kana Ou kpyxnuna / caapxkana O oHa 64 ce cluKaia y HeKy mpaBy a He y cebe.) [lomto

ce kpyxHnuue / u /' mokmanajy jemHaumHe (12) m (15) mmajy ucre koeduumjeHte, 1j. Ouhe
R* R’ ,

— = |s|2 - u ———=1. Onasne umamo n1a je |S|2 —r*=R?, ma cy kpyxnune [ u k

s = o[ =

oproroHanHe.![ |

Ilocneouya Axo cy nBe paznuunte Tauke M u N y3ajaMHO MHBEp3HE Y OJHOCY Ha Kpyr k=k(O,R)
TaJia Kpyr kK OPTOrOHAJIHO ceYe CBaK KpyT / Koju caapku Tauke M u N.

[Tomro je wi (M)=N Tauke M w N cy jenHa yHyTap, a jelHa W3BaH KpykHHIE k (jep je
OM -ON = R*) na xpyxuuna k ca Kpy>kHULoM / ©Ma JBe 3ajeqHuuke Tauke 4 u B. UnBep3ujoM
ce Tauke 4, B u M xpyxHnuie [/ npeciukaBajy peaoMm y Ttauke A, B u N kpyxHuie [, maxie
WHBEP3HUJOM Y ce KpykHUIIa / ciimka y cebe. [To mperxomHom TBphewy nmamo aa je / L k.

Tepherwe 5 Hexka cy Tauke O, M u N xonuneapHe u M # N. Ako je cBaka Kpy’>KHHUIIA KOja CalpxkKH
tauke M u N opToroHai Ha Ha KpyxHUILy k=k(O,R) Tana je yy (M)=N.

Heka cy k; m k, nBe kpyXHHIIE KOje Cy OpTOroHajiHe Ha k u caapxe tauke M u N. Ilo
nperxonHoM  TBphewy je  wwk)=k; u  ywky)=k; ma je w, (knk)=knk, T
v, ({M,N}) ={M,N} (*).Kako M # N to tauke M n N Hucy Ha KpyxHu1m k. (Axo 6u Gmio

petumo M € k umanu 6u y(M) = M, 360r (*) 6u 6mno y(N) = N, na 6u 6uno N € k, nomro cy
tauke O, M u N xonuHeapHe cieawino 6u M = N, mto je KoHTpaaukuuja.) akime He Moxe OUTH

wi(M) = M u y(N) = N na 360r (*) umamo i (M) = N. [
AHanorfo TBpheme BaXU y CIIydajy Kajaa je k mpaBa: ako je cBaka KPYKHHIIA KOja CaJip:Ku
tauke M u N oproroHajgHa Ha TpaBy k Taga cy tauke M u N CUMETpPUYHE Yy OJHOCY Ha MpaBy k.
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300r OBe aHAJOTH]e Ka0 M jOII HEKUX CIIMYHUX CBOjCTaBa KOje MOCEAYjy WHBEp3Uja M CUMETpHUja Y
OJIHOCY Ha TpaBy (peurnMO WHBEp3Hja je MHBOIYLIM]ja, aHTUKOH(OPMHA j€) UHBEP3U]y Y OJHOCY Ha
KpY>KHHUITy kK Ha3MBaMO U CUMETPHjOM (PeQIICKCHjOM) Y OJTHOCY Ha KPYKHHILY .

Tepherwe 6 Heka je k xpyxnuna uuju je nenrap O(o) u NONyNpeyHUK R, ¢ mpaBa Koja caipxku
tauke P(p) u M(m). Axo P¢k n O ¢! Taja NOCTOjU jeIMHCTBEHA Kpy>KHULIA / Koja Joaupyje
MpaBy ¢ y Ta4yku P 1 OpTOTOHAJHA je Ha KPY>KHUIIH K.

[Tomro P et wm kpyxHUNA / noaupyje mpaBy ¢ y Ta4Ku
P, nenrap S kpy>xHu1e / ce HaJla3u Ha MPaBOj 7 KOja je y TauKu
P nvopmarnna Ha npaBy £. Heka je X tauka takBa na je y(P)=X.
ITo nokazaHoj mocienuIy CBaka Kpy)KHUIA Koja caapxu X u P
j€ OpTOoroHaliHa Ha KPY>KHUIM k. LIeHTpH TakBUX KpY>KHHIIA CE
HaJlaze Ha cuMeTpaiu s 1yxxu XP. Jlakie ueHrap S kpyxHuue /
Ce HaJa3W y MPEeceKy MpaBUX § U 7, jaCHO je Ja je EHeH IOIy-
npeynuk »=SP. Ilomro P ¢k Tauke P u X cy paznuuute, ma
MOCTOjU cUMeTpalia s Ayku XP Koja je pazauuuTa oj IpaBse 7.
[Tomro O ¢ ¢ npaBe s U n HUCY TapaJIeiHe, Tj. CEKY CE Y TauKH
S, nakie Kpy»HHLA / TIOCTOJU U JeANHCTBEHA je.

OBo TBpheme ce Moxke 0Ka3aTH M aHanuThuku. Heka
Kpy>kHH1a / uma nenrap S(s) u nonynpeuynuk 7. [lomro je [ L k

ouhe Tpoyrao OAS npaBoyrim ca MpaBUM YIJIOM KOJI TEMEHA A, Tj. BaXKHU |s —0|2 =R’ +7° onmakine
je |o| —so—so+|s|" =R*+r* (16).

Tauka P npumana Kpy>XHUIH /, Tj. |p —s|2 =7’ uim |p|2 —s;—gp +|s|2 =r> (17).

[IpaBa ¢ je TanmreHTta Ha Kpyxuuny [, 1j. MP 1 SP, onmakie je (m—p)«(s—p)=0.
W3pauyHaBameM  mocnenmer — u3paza  gobujamo  (m— p)(E —;) = —(E—;)(s -p) W
(m—p)s+(m—p)s=pm+mp-2|p|" (18).

Onysumamem (16) 1 (17) no6ujamo (0 — p)s+(o— p)s =|of ~|p[ —R* (19).

Jennaunne (18) u (19) ynHE CUCTEM MO HEMO3HATUM S M S KOJU MOXKEMO PEIIUTH TaKO IITO
jennauuny (18) mogenumo ca m-p, a jeqHauuny (19) ca o-p, na ony3uMameM J00UjEHUX jeTHAYNHA

- = — = 2 2 2 - — 2
_ - ol — -R° mp+mp-2
110GHjamo (0 p_m p}:” [p[ =& _mp+mp=2|p) (20)
o—p m-—p o—p m—p
[Tomro je OTP M7P _gx 7P _"M7P oo cy tauke O, M u P KonuHeapHe,

o—p m-p o—-p o-p
oITo uMamo yciioB O ¢ ¢, To ce He Moxke JecuTh. PemaBamem jennaunne (20) go6ujamo s, 0K je
r= | p— s| 0

[Ipumernmo na y ciydajy O €t mpaBy ! MOXEMO CXBaTHTH Kao ,,KPYXKHHILY Koja je
opToroHajHa Ha k u camapxu P.

Tepherwe 7 Heka cy nate ae KpyxHule (y ommreM cMuciy) k; u k; Koje ce ceky y Tauku P noa
YTJIOM 0. AKO C€ MHBEP3HjOM y OJIHOCY Ha KpyxHUILy k=k(O,R), ipu yemy je P#0, xpyxuuie k; u
k> cnukajy y kpy>xHuue k; ‘v k> tana je yrao uzmel)y xpyxuuua k; ' k;’y Tauku P’= wi(P) jennak
-aL.

[IperniocraBuhemo na P ¢ k. Ako je ¢; TaHTeHTa Ha KPYKHHUILY k; Yy Tauku P W t, TaHTEHTa
Ha KpyXHuULy k, y Tauku P Ouhe opujentucanu yrao X(t,t,)=c . I[lo nperxogHoMm TBphemy

MIOCTOjJU KPYXKHHIIA /; KOja TOAUpYje ¢; yTauku P 1 OpTOroHalHA je Ha k, Kao W Kpy>KHuIa [, Koja
Ionupyje ¢, y Tauku P u Koja je oproroHaina Ha k. MIHBep3ujoM y ogHOCY Ha k ce Kpy>KHHIIE [; U [;
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clHKajy y cebe 0K ce Tauka P cimka y P/, mipu yemy je P’ pyra npecedHa Tauka KpyxHuma /; u [.
VYrao uzmely kpyxxuuna /; u [; y Tauku P’je jeqHaK 1o BeJIWYUHH, ajId j€ CYIIPOTHO OPHjEHTUCAH Y
OJIHOCY Ha yrao usmel)y kpyxxuHuua /; u [
I y Tauku P.
.

Axo cy a u th TAQHIE€HTE Ha
Kpyxkuuue /; u [, y Tauku P’ Ouhe
&(t:,t;) =—q . [lomro ce kpyxHuie /; u
k; nmomupyjy y Tauku P W momTo je
WHBep3Wja Oujeknja, To he ce KpyKHUIEe
[; m k;” nonupuBatu y Tauku P’ Te je a
TaHTeHTa W KpYXXHUIE k;” y Tauku P

4

CIIMYHO j€ U f, TAHIeHTa U KpyXHHUUE k

y Taukd P’ ma je TUMe IOKa3aHOo Ja je
yrao usmelyy kpyxHuna k;’u k,” jeagHax
-a.

Y cnyuajy P €k nocmarpahemo

~ R
KPYXKHUIYy K KOja je KOHLIEHTPUYHA ca k U MOJIyIpeuyHuKa R, = bR Heka ce koopinHaTHU nIOYETaK

2 2 2
nokjamna ca taukom O, Tana je v, (z) :RT u y.(2) :RTI:R—_, nakie, y,(z) =4y, (z). Hpyrum
z z 4z
peunMa WMHBEp3Mja Y C€ MOXE CXBaTHTH Kao KOMIIO3MIMja WHBEP3HjE . M XOMOTETH]e
(nunaranumje) ca uentpoM y 0 u koeduimjeHTom 4.
Mowro P¢k Ha KpyKHHIY Kk MOKEMO NPHMEHHTH NPETXOAHH €0 TBphema Koje
JI0Ka3yjeMo, a Kako XOMOTETHja ca MO3UTHBHUM KOC(HIIMJEHTOM YyBa YIJIOBE IO BEIWYHHU U

opujeHTanuju, cienu Aaa he yrao usmely kpyxkuuna k; ‘u k,y tauku P’ocratu -o.

IIpumeoba IlperxonHo TBphewe BaXH U y cliydyajy Kajaa cy k; u k, KpuBe Koje ce cexy y Tauku P
1oJ] yTiIoM o. Jloka3 je MoTIyHO UCTH.

Ilocreduya Hexa cy nate nBe KpyxHHIIE (Y OMIITEM CMUCTY) k; U k, KOje ce ceKy y Tauku P, pas-

. ) 1
JIMYUTO] OJ1 KOOPJIMHATHOT TIOYETKa, Mo yrioM a. Heka ce koMIiekcHOM uHBEp3ujoM [(z) =— k;,
z

k,n P cniukajy peaom y k; ) k;’w P’ Tana je yrao usmely kpyxxuauna k; ‘v k,’y Tauku P’jeiHaK a.

. 1 1 . . . .
[Tomro je f(z)=—= (:j MMaMo Jia je KOMILJIEKCHa MHBEP3Hja KOMITO3UIHja WHBEP3HjC Y
z z

OJTHOCY Ha JEJUHUYHY KpPY)XHUIy M CHMETpHje y OAHOCY Ha peanHy ocy. [lomro oba oBa
MpeciIrKaBama 4YyBajy yIJIOBE IO BEIMYMHU ald MM MEHajy OpHjeHTAIMjy MMaMO HaBEICHU
3aKJbyyYaK.[]

[IpeTxomHa mocieauIa BaXKu U y ciy4ajy Kaja cy k; u k, KpuBe Koje ce ceKy y Tauku P(p),
p#0. TlpecnukaBama Koja MMajy CBOJCTBO na je yrao msmehy kpuBux flk;) u flk;) y Tauku f(p)

. 1 .
jenHak yriy usmelyy kpuBux k; u k; y Tauku p HazuBamo KoHbopmHHM. [lakme f(z)=— je
z

koH(popmua y C/ {O} [IpecnukaBama Koja 4yyBajy yrao msaMely ciamka mo BEIWYWHHU, alld MY

MeHajy OpHjeHTalll]y, HA3UBaMO aHTUKOH(OPMHUM.

Hlocneouya MebujycoBa Tpancdopmaimja (1) je korpopmHo npecinukaBame y C/ {—i}
c
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OBaj 3ak/bydak CleId W3 TPETXOJHE TOCIEAWIIE | TpeAcTaBbamba Mebujycose
Tpancopmaiuje y oonuky (2).
Tepherwe 8 MebujycoBa Tpanchopmanuja (1) dyBa CUMETpHjy Tadaka y OJHOCY Ha KPY>KHHUIIE
(wmu mpage). JIpyruMm peuuma, ako cy Tauke 4 U B CUMETpUYHE Y OJHOCY Ha KPYXHHILY (WK
npaBy) / u ako ce MebujycoBom Tpanchopmaijom f A, Bu [ ciukajy 'y A, B’wn [, Tana he tauke A4’
1 B’OUTH CUMETpUYHE Y OJHOCY Ha KPY>KHUITY (WiIH mpaBy) /”

Hanasee hemo nox nmojMoM Kpy>KHUIAa NOApa3yMeBaTH KPY>KHUIYY WU IIPaBy, &l TO, Paau
Kpaher nucama HeheMo HarjamaBaTy.

Heka je &k’ mpou3BospbHa KpyXKHMIA Koja caapku Tauke 4’ u B’ 300r Tora Kpy>KHUIAQ
k= f'(k") canpxu tauke 4 u B. Ilomro cy Tauke 4 U B CHMETpHYHE Y OHOCY HA KPYKHHILY [ TO
he cBaka KpyXHHUIIA KOja UX CaipKK OMTH opToroHanHa Ha [, ma je u k L /. [lomro je mpecnukaBa-
we [ koupopmuo 6uhe k' 1 /[". ITomro je k’ Onna mpou3BOJbHA CIIEAM Ja j€ CBaKa KPYXKHHIIA KOja
canpxxu A'm B’oproronanHa Ha [, ma cy A’u B’cumerpuuHe y ogHocy Ha /[

[TomrTo ce nHBEp3Uja y OHOCY HA KPYKHHILY K : |z - s| = R y 00JMKY KOMILUIEKCHOT MPECIIU-

|2

: R>  sz+R*—|s
KaBama UCKasyje ca i/, (z) =s+=——== —
z—s8 z—8

KOja cede x- ocy y Tauku R(7), ¥ € R u ca \OoM 3akjana yrao o MOxe MpeACTaBUTH ca
w=5,(2)=(Re, o(Res))(2) = Ry (=1 47

= (((E— r)e” + r)—r)ei“ +r= (E— r)e’ +r= ze¥ + (1-e")r (22),

(21), mox ce cuMeTpHja y OJTHOCY Ha MPaBYy p

A 3aKJbyUyjeMO JIa j€ KOMIIO3HIINja HHBEP3Hje (CUMETPHje) Y OAHOCY Ha

M(z) P KPYKHHUIy U CHMETPHje Y OJJHOCY Ha MpaBy, Ka0 M KOMIIO3HIIMja JIBE
/ WHBEP3Hj€ y OJIHOCY Ha KPY>KHUILY MM KOMITO3HUIIH]ja JIBE CUMETPHjE Y
,:,‘-N (w) onHocy Ha npaBy, Mebujycoa Tpancdopmanuja. Jlakie KOMIO3HUIH]a
’ napHor Opoja cUMeTpWja y OIHOCY Ha KPYXXHHIy WM TpaBy je
M MebujycoBa Tpanchopmaiiyja.

__ _ U3 penpesenTanmje (2) jacHo je na ce MebujycoBa Tpancdop-

> Malyja MOXE NpPeICTaBUTH Kao KomIiosuiuja ofpehenor Opoja

R — CUMETpHja y OJHOCY Ha KpYXXKHHIE Wiu mpaBe (Taunuje mux 10).
N’ MelhyTum nurtame je Koju je HajMamu 0poj THX cCUMaTpuja.

[Tocmarpajmo ¢pukcHe Tauke Mebujycose Tpancopmarmje (1), panuje je mokazaHo aa cy y
cinydajy c#0, kaga je MeOujycoBo IpeclivKaBambe HOPMAIM30BaHO, OHE 3ajate ca (8), omakie ce
BUIM Ja Cy KOHauHe. Y ciiy4ajy ¢=0, kaga MeOujycoBo mpeciukaBamwe mnocraje f(z)=a'z+b'

nMaMoO MOrI YhHOCTI/I .

1) a’=1wub’= 0, Tana je funeHrurera (CBe Ta4uke Cy (PUKCHE),
2) a’=1unb’# 0, © je jenuHa HUKCHA TayKa | f je TpaHCTaIuja,
!
3) a’#1mnu |a’|=1, Taja je jenHa (pUKCHA Tauka KOHAuyHAa W jelHaKa &, =?, a

JpyTa je oo, MpeciuKaBame f je poTanuja oko Tauke je & 3a yrao o =arga’ (0Bo je

nocienuma geme 13.1)
] 9

4) a’# 1 n arga' =0, Tana je jenna (UKCHA Tauka KOHAYHA W jefHaka & = 7

Jpyra je oo, IpecilKaBame f 6 XOMOTETH]ja ca LIEHTPOM y &, M KOe(pHLUjEHTOM

o
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5) a’# 1 (npu yemy |a’| #1 u arga'#0), Tana je jenna (UKCHA TayKa KOHAYHA U
!
jenHaka & =ﬁ, a Jpyra je oo, MpecivKaBamke [ je OMIITa JAuiaTalloHa

poranuja ca LEHTpOM y &, yriioM o =arga’ W Koe(HLIjeHTOM |a’| (oBO je
pa3MarpaHo y Tauku 14).

Jlema Kommno3unuja ase uHBEp3Uje ca MeHTpoM y O U MOJyNPEeUHUILIUMA 7; U 7, j& XOMOTETH]a ca
2

. 7
ueHTpoM y O M KoeuImjeHToM k = —=- .
h
[IpernoctaBuheMo n1a je KOOpAMHATHU MoOYeTak y Tauku O, Taja cy MHBEp3Uje Jare ca
2 2 2 2
4l h . 4l )
v, (=L ny (=L mje (y, o, )@=y, | = |=Fz=H .(2).0
z z z) K 0%
i
Ilocneouya XomoteTHja ca neHTpoM y O u xoehunujeHToM k, k>(, ce MOXKe IPEICTaBUTH Kao
KOMIIO3UIIMja UHBEp3HUja (CUMETpHja) y OJHOCY Ha JIB€ KOHLIEHTPUYHE KPYKHHULE ca IeHTpoM y O

YHUjU j€ OJTHOC TIOJIYIIPEUYHHKA jeTHAK LR Jk .0
h

Panuje je Owio moOKa3aHO Ja ce TpaHCIANMja W poOTalja MOTY TMPEACTaBUTH Kao
KOMITO3UIMja IBEjy OCHUX cuMeTpuja (y cllydajy TpaHCIalyje HBUXOBE OcCe Cy MapaienHe, y
CIIy4ajy poTaldje ce CeKy y ICHTPY pOTallHje MO YIIIOM KOjH! j€ jeIHAK ITOJIOBUHHU yTJia POTAIHje).
JacHo je ma je wueHTHTETa KOMIIO3MIIMja JIBE]Yy OCHHX CHMETPHja y OJHOCY Ha UCTy mpaBy. U3
MPETXOJIHE JIeMe HMMaMO Jia j€ XOMOTETHja KOMIIO3WIIMja JIBEJy CHUMETpHja y OJIHOCY Ha
KOHIICHTPUYHE KPYIKHHIIC.

[Tomro je AumaTamyoHa poTalKja KOMIIO3UIMja POTAlje ¥ XOMOTETH]e CJICIU Ja je OHa
KOMIIO3HUIIHja YETHPU CUMETPHjE Y OJHOCY Ha KPY>KHUIIC y OMILITEM CMHUCITY.

Haxe, nodbunmu cMo aa ce 'y cinydajy ¢=0 MebujycoBa Tparcopmarrja MOKe MPETCTaBUTH

y OOJIMKY KOMITO3HIIMjE IBE WM YETHPU cuMeTpuje (deTupu ako je a’# I u |a'|#1 u arga’ #0).

!

a

[Tokazahemo na cnuyaH 3aKJbydak BaKd U ako je c#0.
Ako je c#0 paznukoBahemo ciyuajeBe &#5 u &=E,, tae ¢y &; u & ¢ukcHe Tauke MeOujy-
COBOT IpeciukaBama (1).

Axo je £#& nocmaTtpahemo npecnukaBama F(z) = Z;::l (23) u ]‘(z) =FofoF ' (24)
279

z F _ ;u* [Tomro je F dbununeapHo O6uhe To u ? , ocuM tora F(&;)=0n F(&;)=w
[ 2l ~ | maje f(0)=0 u f(0)=o0. U3 pasmarpama PUKCHUX TauaKa GHIXHCAPHOT
/ . f npecirkaBama (1) umamo n1a je OMIMHEapHO NPECINKABambe KOje uMa oo 3a
¢bukcHy Tauky obnmka f(z)=a'z+b', a ako je y3 To u 0 ¢uKcHa Tauka,
\ | -}' cremu na Mopa outu f(z)=a'z, rae je
M(z) T ’“f( w) a=m=re”,r>0,0<a<2r.

Cama mmamo cutyanujy ciuuny ciaydajy ¢=0. 3a r = 1 ? je poramuja, JaKie ]NF =808,

[IPU YeMy ce TpaBe l~1 u lN2 cexy y O(0) nox yriaom a/2.
[Tocmatpajmo Tauky P(z), Heka je w=F(z), S.(w)=w,, z, = F'(w) u f’(w),}z(wl), B(z).
Tomro cy Tauke P u 7’2 CHMETpHYHE y OJHOCY Ha mpaBy [ , 1 F~' GHiMHEapHO, ¥ IIOMWITO GUIH-

HeapHa MpecIuKaBama 4yBajy CUMETPU]y Y OZHOCY Ha KPY>KHUIIE Y OMIITEM CMHCIY, CIEAH J1a Cy
1,7 -1
TauKe P u P; CUMETpHYHE Y ONHOCY Ha KpyKHuLy [, = F~ (1)), nakne y, =F " o Sl~1 oI’ . Ha cinyan
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v

HauMH ce nokasyje a je y, = F~' oS oF ,rneje I, =F7'(1).
Haxne, f=F'ofoF=F"'0S oS oF
:}7“105}2 OF_IOFOSINI 0[7':[//12 O(//ll_

OBUM CMO MOKa3aJlM /1a ce y ciaydajy =/ OuinHeapHo
npeciukaBame (1) MOXe IPEICTAaBUTH KA0 KOMITO3HIIH]jA JIBEjY
CHUMETpHja y OJHOCY Ha KpYXHHIE /; U [, KOje ce CeKy MoAa

yriom o/2 y Tauku Z;(&;). (Jep ce mpase Z~1 ul, cexyy 0 mon
yriom a/2, a F~' je GuiuHeapHO M uyBa yriose. OcuM Tora
KPYKHHUIIE Y OMIITEM CMHUCITY Z " l~2 canpke Tauke 0 U oo, ma
nomrro je F'(0)=¢& u F~'(0)=¢&, 1o he kpyxnuue /; u I

caapxkatu tauke Z;(¢;) u Zy(&2).) bununeapHo npecinkaBambe
KOj€ C€ MOXKE TMPEACTaBUTH OOJMKY KOMIIO3HUIIMjE IBEJY
CUMETpHja y OJHOCY Ha KpPY>KHHUIIE KOje Ce CEKy Ha3uBa ce
CIUNITUYKUM.

VY cnydajy na je a=0 umamo na je jf XOMOTEeTH]ja 00JIH-
kKa f=rz,r>0, ma je j~’:l//1~ oy, THE Cy Z~1 u l;prmHHue
ca nentpoM y O(0) uuju je OIHOC TOJyNpEYHUKA JaT ca

. . .
2 = Jr . Canano xao y IPETXOHOM CIIy4ajy 3aKJbydyjeMo Ja
h

je f =y, oy, e cy l; ul, xpyxuuue nare ca /, :F‘I(Z:) u

L,=F" (l~2 ). Heka je F(z,) mpou3BoJbHA Tauka KpY»KHHLE [/,

—S

1 2
3aKJbydyjeMo J1a je /; AnoJoHujeBa Kpy>KHHIA ofpeheHa tau-

e |75

Z_gz

Tajza je |F(z )| |w1|:r1, jep Fl(wl)ez. Opnasne

:]/'1’

kama Z,(&)) u Zx(&,), TakBa na je ——- Az _ r. (Haj
RZ,

3a r/#1 jenHauMHa KpYXHHMIE, a 3a r/=1 jeqHaYMHA IIpaBe

JIOKa3aHo je Kaja je OMIo peud O MOTCHIHM]H TaYKe Y OJHOCY

Ha Kpyr.) OBa unmeHMIA J1aje MPEeLU3HU]y KapaKTepu3alnujy

KpyXHHIA [; u [} KpyXHHIy [; MOXeMO wu3adpatd Kao

NPOU3BOJbHY ATIOJIOHHjEBY KpYXKHHIYy oapeheHy Taukama Z;

. PZ
U Z>. AKo je 3a Tauke P; KPYXHHIIE /; UCIIYEBEHO ——-=7;,
172
KpY>XHHILIA /; je Taga AmoJIOHHjeBa KpyXHHLA onpelheHa Tau-
Kama Z; U Z, TakBa Jia j€ 3a CBaKy HbEeHYy TauKy P, UCIYHEHO

bz, :’,1\/;.
bz,

N3 mpeTxogHor 3akJbydyMBamka MOXKEMO H3BECTH jOII
HEeKa CBOjcTBa AmMOJIOHMjeBUX KpyroBa. Hamwme, mpecnukaBa-
we F' uma ocobuny na je F(&;)=0 u F(&;)=o0, momTo cy Tauke
0 ¥ co cUMeTpUYHE Y OJJHOCY Ha CBAKy KPY>KHHILY ca IECHTPOM

y O(0) umamo 1a cy Tauke Z; U Z, CAMETPUYHE y OJHOCY Ha CBaKu ATIOJIOHH]EB KPYT neduHuCcCaH
taukama Z; u Z,. OcuM Tora Kpyxauiie ca neHtpom y O(() cy opToroHaliHe Ha IIpaBe KOje MpoJiasze
kpo3 O, na je cBaka AToJIOHH]eBa KpyXKHHUIIA NerHICaHa TaukaMma Z; B Z; OPTOTOHAJIHA Ha CBAaKy
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KPY KHHILY KOja CaJip’Ku Tauke Z; u Z».

bununeapHo npeciukaBambe KOje ce€ MOXKE MPEeACTaBUTH OOJIMKY KOMITO3HUIIM]jE /IBE]y CUMe-
TpHUja y OJHOCY Ha KpPY)XHHUIIE KOje TpHIanajy NpaMeHy ATIOJOHWjeBHX KPYXXKHHIA HA3UBaAMO
XUMEPOOTUIKUM.

Axo je r#1 u o#0, 7 je AujaTaluMoHa poTalMja Kojy MOXKEMO IocMaTpaTh Kao KOMIIO3ULH-

Jy poTanmje u xomoTteTHje (peaocien Huje OuTaH) Tj. ]‘ =H,,°R,, = S - oS~ 0§ o S~ rzae cy E

g .. . I. fod fod
u k, xpyxHuiie ca meHTpoM y O 9uju je 0JHOC MOMYIPEYHHKA jeTHAK —= = Jr ,al wul, cynpase
h

Koje ce ceky y Tauku O moj yrmioMm o/2. Ha ciuuaH HauuH Kao M paHMje J00HjamMo 1a Je
S =, oW oW, oy, The ¢y ki, ko, [, [; cinke kpyxHULA k1 , k2 , Z1 , 12 Ipy npeciukaBampy F -

[To mperxogHOM pa3maTpamwy Kpy>KHUIlE [; u [, caapxke Tauke Z; U Z, a KpyKHULE k; u k; cy u3
npamMeHa ATIOJIOHH]€BUX KpPYXXHHUIA JAeUHUCAHOT Tauykama Z; U Z,. buimmHeapHO NpecirKaBame
KOje ce MO)XXe TPEACTaBUTH OBAKBOM KOMIIO3UIIMjOM UETHPU CUMETpHje C€ Ha3MBa
JIOKCOJJPOMUYKHM.

VYkpatko hemo ckuiupaTti kako ce noOuja koeduIujeHT m=a’ o Kora 3aBUCH IpHUpOJa

MpecIKaBama 7’ a Tume ¥ f. 3 jemnakoctu (24) umamo na je Fo f = ?OF (25), ma ako craBu-

Mo u= f(z)y uspas (23) koju nepunume F u3 (25) umamo: u_? :m-Z_;El , @ TOIITO je
U—q, 276
a
a . 4 . a—cé .
f(0)=— mmamo na je 2 =m T1j. m=——->==, Hanomenyhemo 1a ce KOEpUIHMEHT m MOXKE
c “- g a—cé&,

OAPCANUTU U ITPEKO COIICTBCHUX BPECAHOCTU MATPULIC HOPMAJIN30BaHOT 6HHI/IHeapHOF npecjinKaBama
/. Taj pe3ynrar 3axTeBa JI0CTa aredapCcKUX MojMoBa 1ma ra HehemMo OBJIe U3BOIUTH.

Ocrao je jowr cayuaj &;=¢,. [locmarpahemo npeciukaBamwe G(z) = 1 , (26) npu uemy

1
he omer 6utu f=Go foG'. (27) Ilomro je G(&)=o, To he oo 6GuTH jequHa (GUKCHA Tauka
OnnMHeapHOT IpeciukaBamba [ . M3 pa3marpama (QUKCHHX Tadyaka MpeciIUKaBama f, CIeau Aa Cy
OunMHeapHa IMpecihKaBamba Koja MMajy caMo oo Kao (UKCHY Tauky, TpaHciauuje. Jlakne, Ouhe
f(z)=z+t, teC.llomTo ce TpaHcHaUja MOKE MPETCTABUTH Ka0 KOMIIO3UIIMja JBE OCHE CUMeE-

TpHUje uuje cy oce Z " lN2 napajesgHe U Ha pacTojamy |t| / 2, 6uhe ]‘ =808, Na je CIIMYHO Kao U

pannje [ =y, oy, , e je [, =G () u [, =G(l,). Iowro je G*‘(z):gﬁl u npase | u [,
z

napajejHe ma cajapxke Tauky oo U 6ap jeana oj wux He caapku O, u G () =&, BUXOBE CIMKE

npu npecnukaBamy G Ccy Kpy:KHHULE (TauHHje Oap jeaHa o BUX je KpyXKHHUIA, MoXke ce pehu na
Cy TO KPY>XHHIIE Y OIIIITEM CMHCITY) /; 1 [; Koje ce nonupyjy y Tauku Z;(&;).
W3Bemhemo kako ce ¢ W3padyHaBa y Ciydajy Kaja je OwiamHeapHO mpecinukaBame (1)

HOpMAaJIM30BaHo, Tj. Kajna je ad-bc=1. U3 (27) umamo Go f = ?OG, Tj. aKo cTaBuUMoO u = f(z):

1 ) a )
+t, momto je f(o0)=—, uMamo 1a je

“_ézz_é ¢ g—é
C

=t. U3 (8) umamo na je, y ciydajy

. . a—
HOpPMAaJIM30BaHOT INpecKaBamba f UCIYBeHO ¢;=¢; akko je atd=+2 u na je tTana & =&, =——
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2
a a-d a+d
c 2c
bununeapHo mpeciMKaBame KOje C€ MOXKE NMPEICTaBUTH Kao KOMIIO3MIIMja CUMETpHja y
OJIHOCY Ha KPY’KHHUIIE KOj€ C€ IOAUPY]y Ha3uBa ce MapabOTuIKNIM.
Haxne u y cinydajy c#0 cMO HOOWIM CUTYyalHjy CIHYHY Kao 3a ¢=(), MebujycoBo mpeciuka-
BamkbE€ CE MOXKE INMPHUKA3aTH Kao KOMITO3WIIMja HajMamke JIBE WM YETUPH CHMETPHUjE Y OJHOCY Ha
KpYy>KHHIIC WM MIPABE.

=Zc.

Kopucrehu oBy unmeHuily umamo na je ¢ =

Hedunuyuja 3 EnUnTUYKU NpaMeH KPY>KHULA je CKYIl Kpy»KHHIA Koje caipxe JBe (puxkcupane
paznuuute Tauke 4 u B.

[Tapabonuuku mpaMeH Kpy>KHHUIIA j€ CKYTI KPY>KHHUIIA KOje Ce NOAUPY]Y Y JeaHO] PuKcrupaHoj
TayKku A.

XunepOoMMYKy TMpaMeH KPYXKHHUIA je CKYNl CBUX ATIOJOHH]EBHX KPYXKHHIA KOje Cy
neuHuCcaHe y OAHOCY Ha Jate Tauke A u B.

Ilpumep I  JloxazaTH 1a yBEK MOCTOjU MHBEP3Hja KOja JaTh
@) mapaboJIMYKU MpaMeH KpPY>KHHIIA PECIMKaBa y IIpaMeH MapajieHuX MpaBuXx,
0) eNWNTUYKH MTPaMEeH KPY>KHHUIIA MPECTNKaBa Y IMITHYKY IIPAMEH MPaBUX,
8) XWNEepOOIMYKU IpaMeH KpPY>KHHIIA PECITNKaBa Yy CUCTEM KOHIEHTPUYHUX KPY KHUIIA.

a) IlpermocTaBuMO Ja je KOOPAWHATHH MOYETAK IMOCTABJbEH Y TAuKy JOAWpPA KPY>KHHIIA
napaboanukor npaMmeHa. Heka je x-oca mocTaBibeHa Tako Ja Mpoja3u Kpo3 TauKy J0JUpa Kpy>KHU-
I1a ¥ Kpo3 muxose LeHrTpe. [IpecnukaBame G Koje CMO KOPUCTHIIHM Yy TIPETXOAHOM pa3MaTpamy UMa

1
o0muk w=G(z)=—, OHO AaTu MapaOOMUYKH MpaMEeH KPY>KHHIA MPECIUKaBa y MpaMeH MpaBHX
z

KOje Cy HOpMaJTHE Ha peaiHy ocy w-paBHH (jep Cy KpYy>KHHUIIE TapaOOTUIKOT IpaMeHa HOpMaTHe Ha
X-0Cy z-paBHH).

1 . . . .
[TpecnukaBawme v, (z) =G(z) == je MHBEp3Uja y OAHOCY HA JEAMHUYHY KPYXKHHUILYy KOja
z

IIoJIa3HU NpaMCH KPY’KHUIIA IPCCIIMKAaBa y UCTU IPpaMCH MapaJICIIHUX MPaBUX KAa0 U NPCCIIMKABABLC
G.

0) IlocraBuheMo KOOpPIMHATHU CUCTEM TaKO Ja je KOOPAWHATHHU MOYETAK Y jE€AHO] TAUuKU
KOja AeQUHHUILE eTUNTUYKY MTPaMEeH KPYKHHIIA a X-0ca je TaKBa Ja caapku o0e Tauke Koje onpely-
Jy AaTé mpaMeH M Jia Jpyra Tadka MMa MO3WTHBHY KOOPAMHATY, Tj. Ta Tadka je X(x) rme je x>0.

. z
[IpecnukaBame F 0 koMe je OWIIO peun y NMPEeTXOJHOM pa3MaTpamy UMa oonuk F(z) = , OHO

JaTi €IUNTUYKY IMpaMeH KPYXXHHLA MPEBOJM Y eIUNTUYKU IpaMeH mpaBux ca HeHtpoM y O(0).
WuBep3mja y ogHOCY Ha KpPYXHHUIy je oOmmka (21), ma wHBEp3HWja y OAHOCY Ha KpPY>KHUILY
2
k: |z —x| =X uMa o0nuK Y, (z) =x+ N xZ =xF (x). IomrTo mpecnukaBame F clvKa AaTu
zZ—X  z—X
SNUNTUYKNA TIPaMEH KPYroBa y €JUNTHYKH MpaMeH HpaBux ca HeHTpoM y O(0) a KOomyroBame U
XoMoTeTHja ca HeHTpoM y O U KOeQHIMjEHTOM X CIUKAjJy Taj €JIUNTHYKU MPaMEH MPaBUX Y CaMor

cebe, IMaMo J1a je y, TpakeHa MHBEp3Huja.

6) KoopaunatHu cuctem hemo mocTaBUTH Kao y 6) ¢ TUM IITO heMo Taduke Koje AehrHU-
Iy eTUNTUYKU MPaMeH 3aMEHHUTH Taykama Koje aepuHumry xunepOonuuku mpameH. [Ipecnukasa-

z
e F(z)=—— he, o MpeTXOIHOM pa3Marpamy, CIUKATH JaTH XUMIEPOOTUIKH TIPaMEeH KPYKHU-

a y CHUCTeM KOHUEHTPUYHUX KpyxkHHUA (ca nentpoMm y O). MHBep3uja y, u3 0) je TpakeHa

WHBEp3Hja jep KOHbYTOBalkhe W XOMOTETHja ca HEHTPoM Y O U KOShUIIUJEHTOM X CIUKA]y CHUCTEM
KOHIICHTPUYHMX KpYy>KHHUIA ca IleHTpoM y Oy cebe camor.O
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Ilpumep 2 JloxazaTu a cy OMIIMHEapHa MpeciKaBama Koja Topy moiypaBad H = {z :Imz > 0}

aZ+2,a,b,c,de]R, ad—bc>0.

MpeciuKaBajy y cebe oommka M (z) =
cz+

[IpernocraBuhemo na je mpecnukaBame M(z) HOpManu3oBaHo, Tj. na je ad —bc=1. OBa

MPETIOCTaBKAa HE yMamyje OMIITOCT, jep ako je ad —bc =k, muoxehn xoepunujenre M(z) ca
1 argk

N Jk = \/Wel 2 ,0<Largk <2, nobuhemo HOpManu3oBaHy MebOujycoBy TpaHchoOpMaIujy.

M(z) npecnukaBa peanHy ocy Ha cebe, nma je M(r,)=0,rne r, e R , mmu M (0)=0. Axo je
r €R nakoca g, (z) =z+7, 00eneKNUMO TpaHCHALH]Y 32 7, IMAMO Jia je (M °og. )(0) =0, ocum

az+ary+b

Tora je (M ° gro)(z): . Koepummjentu a, arp+b, ¢, croptd cy peamHu akko cy

cz+cry+d

KoeULUHjeHTH a, b, ¢, d peanHu, 1a je TBpherwe J0BOJBHO OKA3aTH 3a MpeciuKaBambe M o g, Koje
¢uxcupa 0. Jlaxne, 6e3 ymMamema ONIITOCTH MOXKEMO MIPETIIOCTaBUTH J1a je Y OBOM ciyuajy 7, =0,
1. M(0)=0. OnaBae umamo n1a je b=0, na je ad =1.

IMomro cy tauke A(ai) u B(-ai), o € R® cumerpuune y OIHOCY Ha X-0CY, 10 MPUHIIHITY
CUMETpHje, UMaMO Jia Cy Tauke 4Hje Cy KOMIUIeKCHe koopauHate M(ai) u M(-ai) ciMeTpu4He Y
omHocy Ha x-ocy. [Makme Baxu: M (ai)=M(-ai),acR’. Tlomro je y oOBOM ciy4ajy

M(z)= az

, IPUMEHOM MPETXOAHE jJEAHAKOCTH HMaMO —= == :
cz+d —cai+d —cai+d

,a#0, cpehuBa-
BEM OBOI H3pa3a HMaMo Ed—ag=(ac—a2)ai, Tj. Imad = ailmac. Ako je ¢=0, umamo
Im5d=0, ako c#0, nmamo Imad =0 u Im5c=0, nakiae y oba cmydaja (c=0 u c#0) Baxu

- - - c d
Imad =0 u Imac=0. OgaBae, 300r aa=|a2, nmamo —e R u — e R. Ilomrro u3 ad =1 umamo

a a
1 d 1 ) ) . . .
d=—, ouhe —=—€eR, a omaBme je a " eR, 1. aecR wmwm a=aj,a,cR. Axo je
a a a
: i c¢_ ¢ . . alz
a=ay,a,€R,0uhe d=——u —=—=eR, nakne c=cyj,c,€R. Cagaje M(z)=———, 1a
a, a la, a,c,z—1

2. 3 2.
a,i ayc, — ayl .
= s—— & H , 7o je y CyIpOTHOCTH ca 3aXTE€BUMA 3a/IaTKa, 3aT0 MOpa OMTH

je M(i)=——
a,c,i—1  1+a;c,

acR,atumeu ceR u delR.

a+?
Axo je M()=0 ouhe a=0 u -bc=1, jep je M(z)= ; . AHAJIOTHO Kao y MPETXOAHOM
c+—
z
. - . + b b .
ciyuyajy umamo na 3 M (ai)=M(—ai),xa e R™ cneqn — = ,a#0, omakne je

—cai+d —cai+d

bd —bd = (Zc —bz)ai , TJ. Imbd = i Imbe .CimaHO Kao paHuje 3aKJbydyjemMo Ja je % eRu % eR.

U3 -bc=1 cnenu na je %=—bi2€R,Tj. b*> € R, mro 3naun na je be R um b=byi,b, € R. Ako je

. 2
b=byi,b,cR, Ouhe c:bi W d=djd eR. Cama je M(EH)-——2— m je

A z+byd,
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2 372
M) =- by _ dyby 2bgz
i+bd, 1+b,d;

beR,atumen ceR udeR.

¢ H , 1To je y CyNpOTHOCTH ca 3aXxTeBMMa 3a/laTKa, 3aTO Mopa OUTH

C npyre ctpane , ako je M(z)= az+b
cz+d

,a,b,c,d eR,ad —bc>0, tana je u Jad —bc e R"

ek
(jep je Jk = \/We 2, ay HameM ciy4ajy je k =ad —bc >0, ma je argk =0), ma 3a koehuujeHTE

HOPMAJM30BaHOT TMpeciHKaBamba Koju ce J00ujajy J[eJbeleM TMOoJa3HuX ca +k Baxu

M(z)= i +§ , c~z,l~), E, de R, ad—bc=1. Haxme MOXKEMO MPETIIOCTaBUTH na je
cz+
_ 5 _
+bd +bcz + ad:
M) =LEL ubcdeR ad—be=1. Cama je M(z)=“2+b-cf+d=ac|z| R
cz+d cz+d cz+d |cz+d|

bc;+adz: madz—bcz: Imz
|cz+d|2 |cz+d|2 |cz+a’|2 .

naje ImM(z)=Im

Omnasae umamo 1a M : H — H akko M(z)=%,a,b,c,d eR,ad —bc>0.0
cz+

IIpumep 3 (IImonomejesa meopema) Axko je PORS KOHBEKCaH TETHBaH 4YETBOPOYrao, Tajaa je
PS-:QR+PQ-SR=PR-SQ.

P Hexka cy Tauke P(p), O(q), R(r), S(s) Ha KpY>KHHUIM OMHCAHO]

S OKO TeTHBHOT 4eTrBopoyria PORS pacniopehene Tako ma ompelyjy

MO3UTUBHY opHjeHTanyjy. Tama cy yrmoBu XQOPS u XSRQ

MMO3UTUBHO OPHjCHTUCAHU ¥ 30up UM je 7. imamo na je:

arg P 74 =, arg 7P +argq_r = XQ0PS+ £ASRQ =r.
p—q r—s q—p s—r
[IpernocTaBUMO Ja ce OMIMHEApHUM IpeciuKaBambeM Tauke P, O,
R RS npecnukaBajy y Tauke P{p), O1q), R(r’), S{s’). Ilo nocnenu-
Q 11 1 TakBO OMIIMHEApHO MPECINKaBaKkE TOCTOJU aKKO je:
D(P,Q.R,S)=D(P,Q’R’S). Opasne je argD(P,Q,R,S)=argD(P,Q',R'.S"), ma je

argg-g = argﬁ-ﬂ =, 7 . Jlakiie uMamo 1a je:
p-q r'-s p—q r=s
XQ'P'S'+ £ASR'Q' =arg p, — -+ arg r’—q’ =, argg~ r,—q, =, 7. Axo wuzabepeMo TaKaB
P —q r—s p'—q r'-s

gyetBopoyrao jaa je XQ'P'S'= £S'R'Q" u na cy oba oBa yriia mo3uTHBHO OpHjeHTHCaHA nMaheMo aa
cy oba jemnaka /2. Ocum TOra je |D(P, O,R, S)| = |D(P',Q',R', S')| =k T
p=s| |-q|_lp-s| r-q
p'=4| |r'=s1 " |p-dl |r—s
Y4ETBOPOYIJIA je jeIHaK KOJMYHHUKY TPOU3BO/Ia HACIIPAMHUX CTPAHMUIIA TOJIa3HOT YETBOPOyTa. AKO

n3zabepeMo Ja Cy HaclpaMHE CTpaHMIIE HOBOI 4eTBopoyrja jegHake U To P’S’=Q'R’=a
2

P’Q’=R’S’=b umahemo na Tpe6a 1a 6y e Z—z =k (*

=k . Jlakne KONWYHUK MPOM3BOAA HACIHPAMHHUX CTpaHHUIA HOBOT

Jlakje, moyia3H| YeTBOPOYrao ce MOKE MPECIMKATH Y MPaBOYraoHHWK ca CTpaHUIaMa a u b
Koje 3a70BoJbaBajy (*). Cana je:
lg=r| |p=s| la=p| =]

=|D(P,R,0,9)|+|D(R,P,0,S)|=
lp=r| la=s| |r-p| lg—s|
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|qr_r/| . |pr_sr| |q!_pr| . |V'—S’| _ a2 +b2
|pr_rr |qr_Sr| |rr_pr| ql_Sr| d2
Hasa npaBoyraonuka P’Q’R’S’ IloMHOXUBIIM 10OWjEeHY jeTHAKOCT ca | p—r|'|q—s| no6ujamo

= |D(P'9R" Q', S’)| +|D(R’3 P’a Q'aS')| = = 1, rac je d I[I/Ijaro-

[TTomomejeBy Teopemy.

VY cnyuajy na tauke P, O, R, S oapelyjy HeraTuBHy opujeHTauujy, taga P, S, R, O, oxape-
hyjy mO3UTHBHY OpHjeHTanujy, a ce Ha 4eTBOpoyrao PSRQ Moke MPUMEHUTH J0Ka3aHa TeopeMa.
[Tomro cy HacmpaMHe CTpaHMIE M JUjaroHaie 4eTBopoyria PSRQ ucte Kao M KOJA YETBOPOYTJIa
PQORS umamo 1a TBpheme Baxku U 'y OBOM clTydajy.o

Ilpumep 4 YV oaceyak KpyKHHULE C€ YIUCY]y KPY>KHUIIE KOj€ JOAUPY]y JIyK U TETUBY, TOKJIE j€ TO
Moryhe. 3a cBakuM map ymHWCaHUX KPYKHHUIA KpO3 IOJMPHY TadyKy IIOCTaBJbEHA j& HHHXOBA
3ajeJJHMYKa TaHreHTa. /loka3aTu fa ce cBe Te TAaHTE€HTE CEKy Y jeIHOj TauKH.

[IpernocraBuheMo na je KOOpAMHATHH CHUCTEM TaKO
MOCTAaBJbEH Jla je jelHa Tadyka Ipeceka TETUBE M JIyKa y
KOOpPAUHATHOM IIOYCTKY, a I{aje Apyra Tadka ca O3UTHUBHOM
KoopauHaToM B(x). Jlatm oxcedak ca ymMcCaHMM KpY»KHH-
nama u oarosapajyhum TanreHtama (0O€leXeHHM Kao Ha

cnuun) hemo npecnukatu pyHkuujom f(z) = l
z

Kpyxunna k (auju je mayk 523) caapxu tauky O, na
ce KOMIUIEKCHOM HMHBEpP3HjOM f clMKa Ha mpaBy k' Koja y

1
Ta4yKu B'(— cede x-0cy MOJ UCTHM YIJIOM Kao M Toja3Ha
X

! ! !
kpyxHuna. Heka cy &, ,k, ,k; ,... ciMke ynucaHuX Kpy»KHHU-

1a npu npeciukaBawy f. [lomro k&, ks, k3,... He cagpxke O(0),
IbUXOBE CIIMKE Cy KPYXKHUIIE KOje JOAUPY]Y X-OCYy U TpaBy
k’” Heka je s’ cuMerpana yria ca TeMEHOM B’ Koju 3akianajy
npaBa k’u x-oca. Cruke tl',tz',t;,... TaHreHaTa tj, 1, 13,... Cy

KpYXKHHIIE Koje canpxe O, TIOMITO Cy OPUTHHAIHN MIpaBe Koje

He caapxe O. [TomTo kpyxHuUILE tl',tz',t3',... JTOUPY]Y
penom kpyxuune k;'u ky, ky’w k3, k3’w k,, mUXOBU LIeHTpU he ce HalMa3uTH Ha TMpaBoj s~
Jlakne  Baxu S, (¢ mt].') =t mtj', i#j,i,jeN. Tlomro Oet/ mtj' uMamo  J1a

4

S.(0)et/ mtj', i#Jj,i,jeN,xako O¢s (jep B’uma xoopauHary I/x xoja je pasmmuuta on 0 a s
1 _ D! ' ’ ! ro. ...

Je cumerpana yria ca temeHom B) 6uhe S (O)=P,P'# 0O npu uemy P'et, Nt ,i# j,i,jeN.
Jlaksie cBe KpyKHHUIE £, ,2, ,t; ,... canpske Tauke O 1 P’Ma TUME YMHE je/[aH eUITHYKH TIPAMEH.

[Tomro P (p’) mpumaga cBUM KpyXKHHUIIaMa tl',tz',t3',..., to he P(I/p’) mpumagaTé CBUM
npaBama t;, t, t3,... ¢

Ilpumep 5 Ha nyxu AB je uzabpana tauka C u Ha ayxuma AC, BC, AB xao HaJ npeyHULIIMA
KOHCTpYHCaHe Cy MOJyKPYKHHUIIE ca ucTe cTpane npase AB. Kpos tauky C je KOHCTpyHcaHa TIpaBa
KOja je HOpMaJiHa Ha npaBy 4B U ceye MOIyKpYKHULY NpedyHuka AB y Tauku D. Y KpUBOJIMHU]CKE
tpoyrioBe ACD u BCD cy ynucane KpyxHU1E k; u k.
a) JlokazaTu 1a cy MOJyHPEUYHUIN TUX KPY>KHHUIIA JeHAKH.
6) JloxazaTu ga 3ajeHUYKA TAaHTEHTa TMONYKpYXHUIE TpeuHnka AC W KpYyXHHIE k;
CaJpKu Tauky B.
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a) ITlocraBuhemMo KOOpAMHAaTHH CHCTEM Tako Jaa je
tauka C y KOOpAMHATHOM MOYETKY, HeKa je jout B(b) u A(-a).
W3 cmuunoctu tpoyrnoBa ACD wu DCB pobuwjamo na je

CD*=ab 1j. D(\/E ). [IpecnukaBamem f(z) = ab ce npaBe AB
z

u CD cnukajy y cebe, monykpyxuuue k3 u k, Hag ayxuma AC
u BC xao HaJx MpeYHUIIMMA C€ CJIMKA]y Y TMOJYyMpaBe Koje Cy y
taukama A (a’) u B’(b’) HOpMaiHe Ha X-0CY, IIPH YEMY je

a’=f(-a)=-bn b’ =f(b)=a (3aro mto k; u ks canpxe Tauxy O(0)
1 OPTOTOHAJHE Cy Ha X-0Cy peaoM y Taukama 4 u B koje cy
pazmuuute on O). Kpyxuuue k;, k, u k He caapxe O, ma ce
CIMKajy y KpyxHuue k;', k;’ v k’ nmpu yemy je KpyxHuna k’
OpPTOTOHAJIHA Ha X-0Cy y Taukama A “'u B’jep je k oproroHaina
Ha x-ocy y Taukama 4 u B. Cienu na uentap S kpyxHuue k’

a—>b

MMa KOOpJAMHATY § = > a Ja joj je TONyHpEeYHHK

a+b
2
noaupyje k;', k”wu y-ocy, cnmuno k;” nomupyje k4, k’n y-ocy.
[Tomto k,” nomupyje mapanenHe mpaBe ks W y-OCy HErOB

r= . Kpyxnuna k; momupyje k3, k m y-ocy, ma k;’

a .
neHrap S, he umaru KoopAauHaTy oONIMKa S, za—zy2 , a ToJy-

. b .
npevHuk he my ourtu 7, :%. [Tomro ce kpyxxHuue k’u k;” nonupyjy o6uhe SS,=r+r,=a +E , TJ.

b la-b a .
|S—S2|:a+E:> T—E“rlyz

= a+%:> v, =+ala+b). Jaxne jemnaumHa KpyxHuune k;” je

o= = = . b
|w—s2|:%, 1. k, :ww—s,w—s,w+a(a+b)=0. Ilomro je w:f(z)z% 3aMEHOM Yy TIPETXOAHY

— b - ab®
—z-s, z+
a+b a+b a+b

_ b |_|sfE
zZ—3s, = ==
a+b| (a+b) a+b
2 _ |Sz|2 b’ B ab>  a’b’ R = ab
(@+b)y a+b 4@+by 2 2a+b)
[Tomro k;” nomupyje mapanenHe npase k3 ¥ y-0cy BEroB meHTap S; he umatu koopauHaty

jeaHaunHy godujamo k, :z;—s2 =0, cpehuBameM oBe jeqHaunHEe q00Uja

ce k,:

. Jlakiie monympeyHHK KpyXHHIE k; je R, TpH uyemy je

obnuka s, = —E—iy1 , @ MOIynpe4yHuK he My 6utu 7 = g [Tomro ce kpyxxuuue k' u k;” nomupyjy
ouhe SS,=r+rn :b+%, ofaKie je |— +%+iy1 :b+% na je y, =+/b(a+b). [lakne jenHaunna

KpyKHHLE k;” je |W—S1|=§, 1j. k rww—s,w—s,w+b(a+b)=0. Iomro je w=f(z)=a—b 3ame-
z

— a - ba®
s z+
a+b a+b

HOM y HPEeTXOJHY jeAHAuYuHy nobujamo k, :zz-—s, - =0, cpehuBamem oBe

z

a+b
a |_ |Sl|2a2 _ ba’

a+b|_(a+b)2 a+b

jenHaunHe nobuja ce Kk, : z—s_1 . Jlakne moxymnpedHuKk KpykHUlle k; je R,
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|S1|2 6122 B ba’ _ a’b? 1 R = ab R,
(a+b)y a+b 4(a+b) 2(a+Db)

0) Cnuka 3ajeJHUYKE TAaHTEHTE ¢ KpYyXHUIA k;, k3 je KpyXHHIIA ¢ KOja mpoJiazu kpo3 O u
Joaupyje mpaBy k3 u kpyxHuuy k;" y Tauku E(e) (jep je ¢t mpasa koja He caapxu O u goaupyje k; u
k3). Towrro k;” nopupyje k3’ y tauku E 6uhe e=—b—iy, =—b—i\b(a+b) . Iowro kpyxuuua ¢’
nomupyje k;” m k3’ y Taukm E Owhe koopauHara T1ieHTpa S3; KpykHHIE ¢’ oOimKa
8, =X, —iy, =x, —iy/b(a+b) . Ilomto kpyxHuma t’ cagpxxu tauke O u E Ouhe S30=S:E, T1j.

npu yemy je R} =

|S3 —e|:|s3|:>|x3 —iy1+b+iy1|:|x3 —iyl|:>(x3+b)2 =x; +b(a+b)= x, :%: s, zg—iw/b(a+b).

%—i«/b(aer) —a

KPY>KHHIIM /, 2 TUME ¥ Tauka B mpunasa npasoj 2.0

2

2
) a 2
Capna je 533’2 = = 7+b(a+b) = |s3| = S3O2 , ITO 3HAuUU Ja Tayka B’ mpumnana

Ilpumep 6 Ha kpyxHuim k cy uzabpane tauke A;, A, As,..., A
a) Jlokazatu ;a ako je nm HemapHo, TO MOCTOje KpyXHHIE k;, k2, k3, ..., k, Koje crosba
TONUPY]Y KpYXKHUILy k y Taukama A;, A, As, ..., A, Tako na k; nomupyje k, v ks, ks
nonupyje k; u k;,... k, nomapyje k; u k..
6) Jloxazatm ma ako je n MapHO TAaKBE KPYXKHHUIIE MOCTOj€ aKO j€ 3aJ0BOJHCH YCIIOB
AA, -AA ... A A =AA-AA-...AA.

[ToctaBuheMo KOOpAMHATHU MOYETAaK Yy Tauky A; U X-0Cy
TaKO YCMEPUTH Jla IIeHTap KpYXKHHUIE k; WMa TO3UTUBHY
KoopauHaty. Heka je » moiaynpedHuK Kpy>KHULE k, 7; TOTYTIPEYHUK

KpyxHuue k; wu Aifa) 3a cee je{l,2,...n}. ®yHkumjom
w=f(z)= l+2L Kpy>XHHLIA k& he ce mpecnukaTH Ha UMaruHapHY
z 2r

0Cy W-paBHHM, a KpY>KHHIIA k; y TIpaBy Koja je y tauku D(d), e je
1 1 r+p

d =t —=
2r, 2r 2

, HOpMaJlHa Ha peajHy OCy W-paBHHU.

[Tomro ocrane xpyxuuue kp ks..., k, HE caapke TauKy
A;=0, 10 he muxoBe cinuke Outu KpyxHuue k», k;3’..., k, koje
JNOJMpYjy HMMarMHapHy oOCy y Tadykama 4YHje Cy KOOpIMHATe
f(a,), f(ay),.... f(a,). Hexka je [f(a)=iy,, je{2,...,n}.
[IpecnukaBameM [ je Mona3HU 3a1aTak TpaHchopmucan y cienehu:
Ha y-OCH je 3a/1aTo n-1 Tadaka 4uje cy KOOPIUHATE )2, i)3, ..., Yy H
npaBa k; 'Koja je HopMasHa Ha peanny ocy y Tauku D(d). [lotpeGHo
je KOoHcTpyucaTH KpyxHuue k’ k3’ ..., k,' TakBe na k;” nogupyje
UMaruHapHy ocy y Taukama Yj(iy;) u k' nomupyje ki’ u k3 ... k,’
noaupyje ki' u k,.;” Hexka je Oj(o;) uenrap kpyxHuue k;; a R; ieH

. d . d .
noyynpeyHuk. Tama je 02:E+1y2 u Rzzg, takohe je wu

o, :§+iyn n R :%. Ocum TOra je 0,0,=R,+R, u
0,0, =(y, - y;)* +(R, — R,)*, onakue ce nobuja:

(y3 _y2)2
2d

4R,R, =(y,—y;), anomro je R, =%, uMamMo R, =
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Cmnyno, u3 0,0, =R, +R, n 04032 =(y, —y3)2 +(R, - R3)2 , jooujamo 4R, R, =(y, —y3)2 ,

2
) — d ) )
LITO y3 MPETXOHU pesyiarar naje R, = M. 3aKkIbydyjemMo Ja  je:
2(y;=y,)
2 2 2 2
R, = Vapo1 = Var) e (3= 2,) (*) u R, = Yok = Vi) e (v —33)°d (+%) mTo Cce

2(y _y2k—1)2 e (y _ys)zd - 2(Ya _ka—z)z (0 _y2)2

JETHOCTABHO J0Ka3yje WHIYKIIH]OM.
a) Axko je n Hemapan Opoj oOmmka n=2k+I1 wu3 Rn:% u (*) umamo nga je

2
—, oflaKie nodujamo d, na kopuihemem (*) u (**) nobujamo R; kao u

J* = (Vi _yzk)z (s =»)
(yzk _ka_1)2 ---(y4 _y3)

0, =R, +iy, , mro oxpehyje kpyxuuue k; - IHBEp3HUM NpeCTUKaBambeM [ (2)= KpYy>KHHU-

2rz—1
1e k;’ce npeciukaBajy y Kpy>KHHIE k; Koje UMajy 0COOMHE U3 TOCTaBKe 3aaTKa.

. . d .
6) Axo je n mapan Opoj obmuka n=2k u3z R = 3 u (**) wumamo pa je

2 2 2 2 11 . _ _ 1 1

Dax = Vo) ooV = 3)" =gy = Yapa)™ - (¥; — »,)" - TlomwTo je Y= f(aj) _a_+;’ 3aMCHOM y
J

MPETXOIHU U3pa3, Mmocie cpehuBama 1001jaMo:

2 2 2 2 2 2 : .
(a,, —ay ) ...(a,—ay) a, =ay,(ay, ,—a,, ,) ...(a;—a,)”, ysumajyhm y o03up na je a, =0,
onaBue nobujamo AA,-AA,-... A, A = A, A, A A -...- A, A4, TO je yCIOB U3 IOCTaBKe
3amatka. Jlakiie ako je MpeTXOIHU yCIIOB UCTTYH-EH, HE3aBUCHO O] BeHUnHE d (Tj. HE3aBUCHO O] )
Kpy>KHHUIIE ca 0OCOOMHOM M3 TMOCTaBKe 33/1aTKa C€ MOTY KOHCTPYHUCATH. ¢

Ilpumep 7 (Illmajuepos nopuzam) Jlate cy aBe IUCJyHKTHE KpyXHHIEC k; W k, Tako nma k;
MpHMaaa yHyTpaumbocTy k;. Tana:

- WM je HeMoryhe KOHCTpyHcaTH JIaHall Kpyxauna /;, [y, [3,..., [, TaKBUX 1a cBaka A0IUpYje
k; v k> m Be cycenHe Kpy KHUIIE U3 TOT JaHIa (pu uemy /, noaupyje /; v [,;), HY 3a jeHO A,

- WJIU TIOCTOJU 1 3a Koje je Moryhe KOHCTpyucaTH TakaB JIaHAIl KpyXHuua l;, [, Is,..., [, u
IIpH TOME aKo je ¢; OWIo0 Koja Kpy>KHUIIA Koja Aoaupyje k; u k, Taga moOCToju JaHal t;, f, t3..., by
KOjU UMa HMCTa CBOjCTBA KA0 W JaHal /[, [y, 3,..., 1.

(ITopuzam je moceOHa KOHCTPYKIMja MATEMAaTHIKOT TIpoOieMa KOju WJIM HEMa pellieha WK
HX UMa OECKOHAYHO MHOTO. )

[nsp HAM je ma naTe KpykHHIE k; U k, OuiTMHEapHOM TpaHC(POPMAIIH]OM MPECTUKAMO Y TIap
KOHIIEHTpUYHHUX KpykHuia. (Ilap kpykHHIa Koje HeMajy 3ajeJHHUYKUX Taudaka ojpehyje jeman
XHUIepOOTMYKH TPaMEH KPYy>KHHUIIA, 11a 10 puMepy | Moxke J1a ce TpeciiiKa y map KOHIEHTPHYHUX
KpykHuna.) Paau tora motpe6HoO je na Hahemo Tauke X; u X> Koje Cy y3ajaMHO UHBEP3HE Y OHOCY
Ha 00€ JaTe Kpy>KHHIIE.

Hexka cy O; u O, uenrpu xpyxHuna k; u k. Ilowro je y, (X,)=X, (28) Tauke Oy, X; u
X cy xonmmneapse. Iowro je v, (X,)=X, (29) tauke O, X; u X; cy konmneaphe. Jlaxne O; u
O, cy Ha mpaBoj X;X>, a Tume cy u Tauke X; u X, Ha mpaBoj O;0,=p. OBO 3aKJbyuHUBamkE ]€
M3BEJICHO TOJ] MPETIIOCTABKOM Ja ce Tauke X; u X> He moknanajy, meh)ytum, ako 6u 6mino X; =X, u3
(28) 6u cnemmio X, €k, a u3 (29) 6u 6uno X, €k,, anu 0BO je y KOHTPAaAMKLUJU Ca IPETIO-
CTaBKOM J1a Cy KpyxHHIE k; U k, nucjyaktae. OcuMm Tora u3 (28) cienu aa je jenHa o Tadaka X
Wi X, yHyTap Kpy>KHHIE k;, a Jpyra u3BaH, Heka je X; yHyTpa, a X> uzBan. [lomto je k; yHyTap
KpYXHHUIIE k; ¥ TOITO Baku (29) 3akibydyjeMo aa je X; yHyTap KpyXHUIe k,, a X; u3Bat me.

[TocraBuhemMo cama KOOpAWHATHH CHUCTEM Tako Jaa Tadka (O; JeXKH Y KOOPIUHATHOM
MOYETKY, a J1a Tauka O, JISKH Ha TTO3UTUBHOM Jieny x-oce. Heka je Ox(d) u X;(x;), Xo(x2). U3 (28) n
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TBphema 2 umamo 1a je x,x, =5 Tj. x,.x, =1 (30), u3 (29) u

TBphewa 2 umamo ga  je  (x —d)(x_z—g) =1, 1.

(x,—d)(x,—d)=r; (31). Omasne je: x,x, —d(x, +x,)+d’ =r],

s 3aMemyjyhu y OBy  jelHAYUHY (30) no6ujamo

r]2 —7"22 +d2
d

2 2 2
rn—r +d

X +x,= . Jakne x; u X, cy pemiewma KBaJpaTHE

jenHaunne t° —

t+r° =0,

JluckprMHUHAHTA OBE jeTHAYNHE je:

2
D_(rf—rfﬂzz} g 2 imd=n)(i—d 1)+ d =)+ d +13)
- d 1 = dZ

Jachoje naje n+d+r >0, n—-d+r,>0,jepje -d >0, n+d—-r,>0,jepje r,—r, >0.

(32).

Axko ca M u N obenexumo Tauke y KojuMa KpyKHHILIE k; U k, CeKy MO3UTUBHU €0 x-oce (IpU Yyemy
je 0-0O,-M), mmahemo na Baxu O0O,+O,M +MN=0ON 1j. d+r,+MN=1r, onaxie je

MN =1, —d —r,, no ycnoBuMa 3anatka uMamo aa je MN>0, 1j. r,—d —r, > 0. lakine D>0, na cy x;

" X; pCAJIHU U PpA3JININUTH, BbUXOBC BPCAHOCTHU CY:

1-r +d’ JD 1-r +d’ JD
X, = - , X, = + . (33)
2d 2 2d 2
bununeapna ¢ynkumja f(z) = A MIpEeCIIMKaBa JaTe Kpy>XHUIE k; U k, y KOHIIEHTpUYIHE

KpyXHutie k;' u k'

[MomTo cy Tauke X;(x;) 1 X>(x,) y3ajaMHO CHMETpUYHE y OIHOCY Ha KpYXHHILE k; U k; Ouhe
CBaKa Kpy)KHUIA k Koja caipxu Tauke X; W X, OpTOroHajHa Ha KpyxHuue k; u k. IlomTo
Kpy>XHHIIA k canpxu Tauke X; u X; ona he ce mpecnukaru y mpaBy &’ koja caapxu Tadky O(0).
Kaxko cy xpyxuuie k; u k; oproronaigHe Ha k To he u BUX0OBe CiHKe k;' U k' OuTH OpTOTOHATHE Ha
k” Tlomro je u x-oca OopTOroHadHa Ha k; U k), a IeHa CIIMKa MPH MpeciuKaBamy f je omeT x-oca,
cienu na cy KpyxkHuie k;' u k,' oproronanne Ha x-ocy. [lakne kpyxHuute k;" u k;' cy oproronaine
Ha JIBE pa3NIMuUTe MpaBe Koje mpoiasze kpo3 O na Tauka O Mopa OUTH eHTap KpyXHHUUA k;" ¥ k'

OcuM 0BOT' F€OMETPUJCKOT JI0Ka3a M3BEIINEeMO U aHATUTHUYKU YHUHEHUILY /1a CY KPYXKHHIE
ki" m k;' xonnentpuuHe. Jlpyru paszior 3a Taj MOCTYNaK je ITOo hemMo TOOUTH U MONyHpedYHUKE
Kpy>XHHIA ;" ¥ k' mTo he Outn moTpedHO KacHUje.

Kpysxuuia k; uma jesnaunny z =re”, p €[0,27), axo je z € k, Guhe:

ip ip ip
o 1€’ —x,  ne’—x x, re’—x . A x
f(2)=f(re’)="——"=- F=———1—"L maje ‘f(rle’w)‘:—l, IITO 3HAYU Ja Ce
e’ —x, ip _N ne” ne —x h
re’ — -1
1
X

il

KpY’KHHIIA k; TIPECTUKABA y KPYKHHUIY K, :|w| = (34)

1
Kpyxuuua k; uma jennaunny z=d +re?, p e [O, 27r) , aKo je z € k, 6uhe:

o d+ne’—x  d+re’—x x,—d d+nre’—x . : x, —d
f@)=fdne?)=——2o L= - Ol maje |f(ne)|==—,
d+re’—x, o2 ne’ d+re’ —x v,
2
x, —d
’ xl—d
LITO 3HAYM J1a Ce KPY>KHHIA k, IpecIMKaBa y Kpy>KHULYY K, :|w| = . (3%
7.
2
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X n
Jlakne TONyNpedyHWIH KpyXHHMmAa k' wu k) cy pemom 1 =-t=-L (36) m
ho X

p=tzd__n . G7)

r X, =

Hexa je Q:{z:|z|<r1/\|z—d|>r2} eKCIIEHTPUYHHU MpPCTEH KOju ce ao0uja Kaja ce u3

YHYTPAIIBOCTH Kpyra k; n30amnm yHyTpammocT Kpyra k. [lomro je X; yHyTap A, oHa je u3BaH 2

ma je Tauka 4uja je koopauHata f(x;)=0 BaH f({2), cnuuHo je X, BaH k;, ma je BaH (2, oJaKkie je

f(x2)= BaH f{Q)). OnaBxe 3akpydyjemMo aa je f({2) npcTeH Yujy TpaHully YHHE KpyKHHLE k;' U k,'.
[Tommro je u3 (36) u (37) Temko ynopenutu ;' u r,' GyHKIHjy f heMo JEeKOMITIOHOBATH Ha

X X, =X 1
L=1+=2—"1 crasuhemo z, = f,(z)=z-x,, Zz:fz(ZJ:Z_a

X, Z—X, |
zy= f3(2)=(x, —x)z,, z,=f,(z,)=1+2z;. lakne Baxku [ =f,0fiof, of. Oynkumja f; je
TpaHcnanuja u Tauke L(-r;), K(d-r;), M(d+r;), N(r;) npecnukaBa y tauke L;(-r;-x2), K;(d-r>-x;),
M (d+ry-x2), Ni(r;-x;). @yHKUMja f> je KOMIUIGKCHa WHBEp3Wja u oHa Tauke L; K; M, N;

IpeciauKaBa peloM y Tauke L, [;J , K, (;j, M, [;J , N, (
-1 — X, d-r,—x, d+r,—x,

je —r—x,<d-r—-x,<d+r,—-x,<rn-x,<0 (jep u3 uumeHune aa je X, BaH k; cieau Ja je
pacnopen Tayaka L-K-M-N-X5, a THUME u L;-K;-M-N;-0) ouhe

! < ! < ! < ! <0, ma je pacnopen N,-M,-K,-L,-O. Tlomro je
n—=x, d+r-x, d-r—-x, -1-X,

Z f—
cnenehu wHaumH: f(z)=
Z —

. Ilomro
n—X

KpYXXHUIIA icvl = f,(k,) oproroHanHa Ha x-ocy y Taukama L; u N; To je KpyxHHLA k, = fz(E)

OpPTOTOHAJIHA Ha X-0Cy Yy Taukama L, u N,, CIIMYHO je U Kpy>KHHUIIA 1?; = ( fyo fl)(kz) OpTOrOHAaJHA

Ha x-ocy y Taukama K, u M. Jlakie, KpyHHUIA sz je yHyTap Kpy>KHHIIE ;‘N: . I[IpecnukaBame f; je
XOMOTETH]ja ca TIO3UTHUBHUM KOS(HUIIUjEHTOM X-X;, a f4 j€ TpaHclaiyja, na he oHe 3aAp»KaTH OJTHOC
Kpy>KHHLIA z u ;chl , 300r Tora he kpyxHHIa k,' OUTH yHyTap KpyXHHLE k;', Tj. Ouhe r)'<r/'.

VY ekcueHTpu4HH mpcTeH {2 ce MOXKe YNMUCATH JaHall KpyKHuua [, [, I3,..., [, ca onucanum
ocoOMHaMa aKkKo ce y mpcTeH f(€2) Moke ynucatu naHai Kpyxkuuua /;; 1,7 I3 ..., I,'. (OBa ocobuna
ClIe[IM M3 YHMIbCHUIlE Ja je [ OMIMHeapHO, Ma KPYXKHHIE y OIIITEM CMHUCIY KOje ce JOIHpY]y
MpECIMKaBa y KPY>KHHIIE Y OIIITEM CMHUCIY KOje ce MOAMpYjy. Y Halloj CUTyallju CBE IOJIa3HE

KPY>KHHIIE Ce MPECINKaBajy y Kpy>KHHIIE jep HUjelHa Off OPUTHHAIHUX KPYKHUIIA HE CAIPKHU TauKy
X))

M

Hcnutahemo kama ce 'y TpCTeH

Q= {z :b< |z| < a} MOXE  yNucaTd  JIaHal|
KPYXKHHMIIa ca OcoOMHamMa TIOCTaBJbEHUM Yy
3a7aTKy.

[TomTo ymucane Kpy>KHHUIE IOIUPY]Y
TpaHUIly TpCTEHa Q KOja c€ cacToju oj
KOHLEHTPHYHHUX KpPYXHHIA, TO he MHHXOBU
MOJYTIPEYHHUIIA OWTH jeIHAKH, HEKa CY jeJHAKH

Tama je, ca o3HaAKamMa Ha CIIHIH:

a+b -b

OU:Q= , szQ:aT. Ako ce y

2 2
KPYXXHH IPCTEH Q Moxe yIHMCAaTH 1 KPY>KHUIIA
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a
—-1

Taga je AUOT=£, na je: sinZ = ur = vo =a—b= b , CTaBJbajyhu t=£, nobujamo

n n OU OU a+b 2. b
b
— 1+si
sin£=t—1 (38),aoz{aBnet=M. (39)
not+1 1-sin(7/n)

~ . a l+sin(z/n)
Jlakiie y ipcter € ce MOXe YIUCATH JIAHAIL O] 71 KPY)KHHUIA aKKO je — = ——————~.
1-sin(7/n)

VY mamoj cutyanuju je a=r;' u b=r,’ ma ce y npcreH f({)) MOXe yImucaTH JIaHaIl KPYKHHUIIA

!

. . r
ca OMUCaHNM O0COOMHAMA aKKO MOCTOjH 71 32 KOj€ je UCIyHbeH ycioB (38) 3a ¢ =—.

r
. . nox,—d Lo X
VY3umajyhu y o63up (36) u (37) umamo na je t=———— (wm t=-—= WIH
nooX, nox —d
2
2 —x.d . .7 (r=r)x,—rd
t=-—"1") opakne, 3amenom y (38) moGujamo: SIH—ZM (40)  (umm
nr, n (n+n)x,—nd
. r—r)x —rd . T r—rr—-xd
Sm_:_w WA Sin — = ‘2 L2~ rue cy x; u x; naru ca (33).
n (1 +n)x —rd nor+nn-xd

Jlakiie y Tojla3HU EKCIIGHTPUYHHM TpcTeH €2 ce MOXKe yNHCaTH JaHall KPYXKHHIA ca
OMHMCAaHUM OCOOMHAMa aKKO TIOCTOjH 7 3a Koje je ucmymeH ycioB (40). JacHO je ma mocTojame
JaHIA YNUCAaHWX KPYXXHHIIA HE 3aBUCH OJ IOJIOKaja TpBE KpyXHHIE y JaHimy Beh camo on
y3ajaMHOT OJHOCa KpY’>KHHIIA k; U k; Tpeko Kora ce ofpelyyje Opoj » ui1aHOBa TOT JaHNA (IITO ce
Buau u3 (40)). HaBemrhemo u reomeTpujcko 00pas3inoxkeme oBe unmeHuile. Heka moctoju manar /;,
I, I3,..., I, Kpy>KHHIIa ca ONMCAHUM OCOOMHaMa yNUCAaHHX y NpPCTeH {2 U HeKa je {; MPOU3BOJbHA
KpyXXHUIIA yrucana y npcteH Q. OyHkiyjom f ce manan [, [, [3,..., [, cnuka y maHaI Moy apHux
Kkpyxxuauua [;; I} [37..., I/, a xpykHUIIA ¢; y KPYKHUILY ¢;"K0ja je moxyaapna ca /;”. [Tomro je f(QQ)

IPCTEH YMjy TPAHMILy YMHE KOHLEHTPHYHE KPYXKHMIIE, OCTOJU yrao o Takas aa je R, (LH=t'.

Hexka ce porauujom 3a yrao a nauan /;, [, I35..., [,/ npecnuka y nanan ¢, t;’, t3..., t,'. OyHKIIHjOM
f*1 ce JaHan t; t, t3)..., t,) IpecivuKaBa y JaHall ¢;, 13, f3,..., 1, KPY)KHUIIA KOj€ C€ JOTUPY]Y H
JOJIUPY]y TPAHMIIC TTOJIA3HOT EKCIICHTPUYHOT MTpCcTeHa ().

Yonwmera IlpernoctaBka aa je KpyXHMLA k; YHyTap Kpy>KHUIIE k; HUje OUTHA jep U Y Cllyuajy
na je k, u3BaH k; obnact Q, = {z : |z| > A |z —d| > rz} ce MOJKE€ MIPECTUKATH Y MPCTEH UHjy TPaHUILY

YHHE KOHIIGHTpUYHe KpykHuue. (Yak u y ciyyajy na je jemHa oj KpyXHuUA k; uiau k, mpasa
MOCTOju OmIIMHEeapHa (PYHKITM]a Koja UX MpeciuKaBa y KOHIIEHTPUYHE KpykHHIIE.) Pa3sor 3a oBo je
IITO JIBE AMC]YHKTHE KPYKHULE (WIM KPY>KHUIIA JUCJYHKTHA ca MPaBOM) NEPHHUIITY XUIEpOOTUY-
KM TIpaMeH KpPYy>KHHUIIA KOjU C€ MOJKE MPECITUKATH Y CUCTEM KOHIICHTPHYHHX KpyKHHLA (TTpumep 1).

VYkpaTtko heM0o TOHOBHUTH MPETXOAHO pa3MaTpame 3a ciydvaj (i) aa cy k; u k, JTUCjyHKTHE
KpYXHUIIE jeJTHA BaH JAPyTe U 3a CIIy4aj (i) a je jeaHa Kpy KHHIa mpaBa (perumo ky).

(i) KoopmunatHu cuctem heMo TMOCTaBUTH Y
cpemumute Behe KpykHuie (HeKa je TO k;), a x-ocy
ycMepHUTH Tako na je O, Ha HEHOM MO3UTUBHOM [IEly.
[TomTo cy Tauke X; u X, MHBEp3HE Y OJHOCY Ha KPY>KHUIIE
ki v k; cneny na je jeaHa ol BUX YHYTap k;, a Apyra yHyTap
k), Hexa je X; ymytap k;, a X ynyrap k. Taxohe je
pacniopen; O-X;-X>-0>, jep ako Ou 6uno O-O:-X> cneauio
ou na je O-0,-X; mTo je y KOHTPAAUKIUjU ca X; yHyTap k;.
CBa pa3marpama y Be3U ca U3pauyHaBambeM KOOPIUHATA X
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M X B&XXE U y OBOM CIy4ajy Ta cy x; u X, natu ca (33) mpu yemy hemo D cajia HammcaTH y OOJIHKY
d_(’/i —7’2))(6[—(1”] +l”2))(l”1 +d—l”2)(l”1 +d+l”2)
d2
U3 d >r+r, (jepje MN =d —(r,+r,)) cnenu d > 1, —r,, 1a UMaMo IO3UTUBHOCT D.

N

.Jachoje maje n+d-r>0u d+rn+r,>0.

zZ—Xx

Hcra bununeapna ¢ysnkiuja f(z) = MpeciKaBa k; U k; y KOHIIEHTPUYHE KPY>KHUIIE

2
ki'm k' 3apmare ca (34) u (35). Uspasu 3a r," u r,)’ cy takohe martu ca (36) u (37), mehytum
. ' ' : 7'2’ rl xl _d 1
ucrocraka ce jga je r/<r;. Cama je t=—==————, nma u3 (38) cmeam nma je
Lo
: rn—n)x, —rd
sin= = (1 2) 1~ h

= (41) IMomro je f(x,)=0 u f(x,)=o,aTauke X; u X, Cy u3BaH o0nacTu
n (n+n)x—nd

Q, cnenu na cy Tauke O U oo u3BaH obmactu f(Q),), ma je f(Ql)={z:r1' <|z|<rz'}. Jlaxne y

npcreH Q) ce MOXKe YIUCATH JIaHAI] KPY)KHHUIA ca OMUCAHUM CBOjCTBHUMA aKKO TOCTOjU 71 TaKO J1a
Baxu (41), mpu gemy je x; nato ca (33).

\i-r. (i) KoopnuHaTHu moderak heMo MOCTaBUTH Y LIEHTap

KpY>KHHIIE (pelMMO 11a je k; Kpy>KHHIIA), a X-OCy TaKo Ja je
HOpMaJIHA Ha TMpaBy k, u Aa je ceue y Tauku O,(d) Tako na je
d>0. Kao u pauyje, u3 yciosa y, (x,) =x, CICIH XX, = 7.
o> . :
O(d) X~ W3 S, (x)=x, nmamo ma je d —x,=x,—d 1. x,+x,=2d.

Jlakie x; v X, cy pelliena jeTHaYlHe 2 =2d-t+ ”12 =0 (42)

Tj. x, =d—\Jd* =17, x,=d +Jd’ —r’. (43)

bununeapna ¢yHkuuja koja obmact Q, = {z:|z| >rnARez<d } NpeciIMKaBa y MPCTEH je

7

<

L. Jla je cimuka KpyxXHuIE k; KpykHHMUAa k;' uuja je jennaumna (34) wu
zZ—X,

ommer f(z)=

zZ—X

nonynpeyHuk ;" gat ca (36), mokasyje ce UCTO Kao M y MPeTXOAHUM ciayyajeBuma. Hahu hemo

Jii e BTN gy
CIIMKY TIpaBe k: f(a?+iy)=dJrl.y:x1 = x2—x , Ta je |f(d+iy)|= sz =1. 3Haun
T X, —%Hy —%—iy

na je k, :|z| =1, 1. ro’=1. [lomTo je Tauka X; yHyTap KpyXHuue k; (jeaHa ox tadyaka X; umu X

Mopa OUTH YHyTap KpYKHHIIE k;, TOmTO cMO y (43) craBmwin na je x;<x, cliequ Ja je X; yHyTap

!

KpykHuue k;) ouhe x;<r; ma je ”1’ =ﬁ<1, 1. r/'<r;'. Cana je t:’%:i, na u3 (38) cneau na je
h nooN
. T =X ) )
sin—=——- (44), rae je x; garo ca (43). Ilomro je f(x,)=0 u f(x,)=c u Tauke X; u X cy

non+x

u3BaH obOmactu €2, mmamo nga cy Tauke O u oo wu3BaH oOmactw f(€,), T). nda je
! !
f(Q,)= { z:n < |z| <r, } . 3HauM y ,,lipcTeH" (2p ce MOXe YNUCATH JIaHall KPY KHUIIA Ca HAaBEICHUM

CBOjCTBMMA aKKO MOCTOjU /1 TAKO Ja j€ UCITYH-eHO (44) mpu uemy je x; nato ca (43).

MoskeMo mocMaTpaTH HEUITO APYradHjy MpoOJeM: 3a JaTo /1 JKEJIUMO Jla OKapaKTEPHUIIIEMO
IpCTEHEe Y KOje ce MO)Ke YIHMCATH JIaHAll Of] 7 KPY>KHHIIA KOje UMajy 0COOMHE U3 MOCTaBKe 3aJaTKa.
VYcnoeu (40), (41) u (44) noneksie najy Ty KapakTepu3aiujy, ajiu ¢y GopmyJsie Bpio KOMIUTMKOBAHE.
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VY KOHUEHTPUUYHU MpCTeH obinka Q= {z :b< |z| < a} ce MOXKE YNHUCATH JIaHall Of] 7 KPY>KHHUIIa ca

a
HaBEJICHMM O0COOMHAaMa aKKo f = 3 ucnymana (39).

[Tpumernhemo ma cmo gokaszyjyhu na cy ciuke KpyXHUIA k; U k» IpU IpeciukaBamwy f
KOHLIEHTPHYHE KPY KHHUIIEC JOKA3aJIU J1a je:

£ (2)]= j:f =1 sa P(z)ek, (45)
1£(2)|= j:j =1 32 Q(z)ek,. (46)

OBe ¢opmysne MOXKeMO Ha JApyrM HauuH npouurtatu. Jlakie, ¢opmyna (45) 3Haum na

Xl

P(z) €k, akko je =71 =const e je X;(x;) u Xo(x2), Tj. (45) 3Haum na je k; AmosnonujeBa

2
KpYy>KHHIIa JepuHUCaHa Taukama X; U X,, IPU YeMy je KOJIMYHHMK PACTOjarba MPOU3BOJHHE H-CHE

Tauke P 1o Tadaka X; u X jegHax ”1’ = const . Ha cnunuan HauwH (46) 3Haum na je k, AnonoHujeBa
KpY>KHHIIa JepuHUCaHa Taukama X; U X,, IPU YeMy je KOJIMYHHMK PacTOjarba MPOU3BOJHHE H-CHE
tauke O 10 Tavaka X; u X, jeqHak r2' =const .

Y npBOOUTHO] BapHjaHTH 3a7aTka (Kaja je Mamu KpyT k; yHyTap Beher kpyra k;) je Ouio

’ ! . . !
r, =b n r, =a. Jla 6u u3dernu pasMaTpame MpodieMa 1o cilydajeBuma Ja M je 7, Behe mim
! . . .
Mame 01 7, cTaBuheMo 1a je k, Kpy»KHUIIA KOja Ce CIMKA y KPY>KHHILY |w| =a W kp Kpy>KHHIIA KOja

CE CITUKa Y KPYKHUILY |w| =b. [lpurom jemHa on KpyxHHIa k, nuin kp (He 00e) Moke OUTH TIpaBa.

N3 mpeTxoaHOT pa3marpama ©MaMo Jia ako je 7 JaTo ¥ u3adepeMo a MPOU3BOJHHO, TaJla MOpa OUTH
b=a/t, npu yemy t 3amoBoJbaBa (39). Heka cy X;(x;) u X>(x2) mpou3BoJbHE Tayke peaiHe MpaBe.
Hexka je k, AnononujBa kpyxHuIa aepuHucana taukama X; u X,, TakBa Jia 3a MPOU3BOJbHY HECHY

1

TauKy A BaXu =a ¥ HeKa je k, ATIONIOHHWjBa KpyKHUIIA AeuHUCaHa Taukama X; u X, TaKkBa

2

Jla 3a IPOU3BOJbHY BEHY TauKy B Baku B_Xl =b, rne je b=a/t, npu yemy ¢ 3agoBosbana (39). Tana
2

ce y MPCTEH 4Mjy TPaHMIly YWHE KpYXHHLE k, ¥ k; MOXKE yNHCATH JlaHAIl O 7 KPYXKHHIA ca
OIMCaHUM OCOOMHAaMa, IpH YeMy ako je k, BaH k, TOA MPCTEHOM MOJpa3yMeBaMO CIOJBAIIHOCT
KpyroBa k, u kp, MoK y ciydajy na je k, yayrap k, (aHamnorso k, yHyrtap k,) npcreH he Outm
intk, /intk, (ananorso intk, /intk,). Y ciaydajy na je jenHa o Kpy>KHHLA IIpaBa, IpcTeH he 6utu
pasiiuKa MOIypaBHH 4YHja je TpaHMLa JaTa paBa M KOoja CaapXH LIEHTap JAPYror Kpyra W Jpyror
Kpyra.

[Ipumerunhemo jour ga y ciydajy na je a=1 (umu b=1) nobujamo na je k, (wu k) mpasa.
Axko je b<a<lI (wmu [<b<a) umahemo cnyuajese k, yuyrap k, (v k, yayrap k). Y ciydajy na je
b<I<a Ouhe k, BaH k;. OBO 3aKJbydyjeMO IOCMaTpameM HHBEp3HE (QyHKLHUje 0on (QyHKUHje f.

- zx, X,

o x —Xx L
Umamo naje f'(z) = 11 =%+ 2. OyHKIHjy ' MOXKEMO IOCMATPATH Ka0 KOMITO3HIIH-
—Z —Z

Jjy dynkumja g(z)= IL’ h(z)=(x, —x,)z,t(z) = z+x,. OyHkumuja h je XxomoreTuja ca KoepuLHU-
-z

JEHTOM X;-X,, a ¢ je TpaHclalyja 3a BEKTOp Z,, MOLITO OHE HE MEHajy OAHOC u3Mel)y opuruHaIHuX
KpY>KHHIA (Tj. aKO je jeJHa KpyXHHIA YHyTap (BaH) JApyre mocie npuMeHe GyHKIuja /4 u ¢ meHa
cnuka he octatu yHyTap (BaH) CIHMKE JIpyre KpyXHHIE), OUTHO je camo JAeloBame (QyHKUHUje g.
Pasmatpajyhu nenoBame ¢GyHKIMje g Ha KPY)KHHIIE |z| =a u |z|:b y ciuydajeBuma a=I, b=I,
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b<a<l, I1<b<awn b<I<a uMaMoO HaBEJCHU 3aKJby4aK.

[Tpumernhemo jom na mpernocraBka Xx,,x, € R Huje OutHa, jep ciuywa) Z;(z;) u Zx(z2)
MOKEMO CBECTH Ha pa3MaTpaHU TPAHCIALMJOM 3a BEKTOp -z; W POTALMjOM OKO HyJe 3a Yyrao
arg(z, —z,) . Jlakiie IPeTXOAHU 3aKJby4yaK y Be3H KOHCTPYKIMje €KCLEHTPUYHOT IIPCTEHA y KOjU ce
MOJKE YITUCATH 1 KPY>KHHIIA ca 0cOOMHAaMa M3 MOCTaBKe 3a7aTka BaXH U Kaja je X;(z;) u Xo(z2), npu
gyemy je z,,z, € C.

Crenehe ciuke wiycTpyjy cuTyalujy Kaja rpaHuily IpcTeHa GopmMupajy:

l. JIBe Kpy >KHUIIE OJ] KOJHX j€ jeHa YHyTap ApyTe,

2. JIBe Kpy>KHUIIE, jeTHa BaH JIpyTe,

3. JenHa Kpy>KHHIIA U je[THA TIpaBa.

VY cBUM cilydajeBUMa y NPCTEH j€ YIUCHUBAH JIaHAI] O] 0CaM KpyXKHHLA.O
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II. 1. Crepeorpadcka npojexuuja

Hexka je 2 cdepa monynpeynuka | 4uju je IEHTap Yy KOOPJMHATHOM TOYETKY KOMIUICKCHE
paBuu C. CeBepnu moiu chepe hemo o3nauutu ca N. [TocmarpajMo npecinkaBame Koje CBaKoj Tauku P

KOMILJIEKCHE paBHU nojesbyje Tauky P cdepe 2 koja ce mobuja xao mpecek mosynpaBe NP (ca
noyetkoM y N) u cdepe 2. McmocraBsba ce Ja je 0OBO MpecirKaBame OujeKiuja nu3Mel)y mpoumpene

komiuiekcHe paBHu C wu chepe 2. Ilpu crepeorpadckoj MpojeKIHjH C€ TAYKe YHYTAp jEeAMHUIHOT
Kkpyra D = {z : |z| < 1} CIIMKajJy Ha 0By nosycdepy cdepe 2, T0K ce ocTalie Tauke KOMIUIEKCHE PaBHU

CIIMKa]y Ha Topby moiycdepy, Ipu 4eMy ce Tauka oo ciuka y N.
Hcnocrasspa ce aa ce crepeorpadcka MnpojeKimja Moke BUJIETH Kao pPeCTpUKIIM]a I/IHBep3H_]e y

OJlHOCY Ha cdepy o uuju je LeHTap Tauka N, a HOJYNPEeYyHUK V2, ua KOMIUIEKCHY pPaBaH C.
WuBep3uja y onHocy Ha cepy ce nedHHHUIIe aHaIOTHO HHBEP3UjU Y OHOCY Ha KpyT. Jlakie, Tauke M
1 M’ cy y3ajaMHO MHBEp3HE Y OJIHOCY Ha cdepy ¢’ uMju je IeHTap S, a MOJyIpeyHHUK 7, aKKO Ce Hajlaze
HA UCTOj MOMYMPaBoj ca modyeTkoM y S u ako je SM -SM' =r”. Hexa je P cTepeorpadcka mpojeKiuja
tauke P, mocmarpahemo paBaH oxapeheHy mpaBama PP u NO. Hexa je X opToroHajHa TpOjeKIHja
Tauke O Ha MIpaBy PP.

X
Tana cy tpoyrinoBu NOX u NPO cnvuynu, mna je NX :N—O

NO NP’

nomrto je NO=1u NX =¥ “MaMo J1a je NP-NP=2. Jlakne Tauke

Pu P cy uHBep3He y 0JIHOCY Ha cepy o.

[Tomro nHBep3uja y oAHOCY Ha chepy aHATIOTHO MHBEP3UjU Y
OJTHOCY Ha KpYT IpeciHKaBa KpYKHUIE KOje He cajipike IeHTap chepe
y KpyxHuie, To he u crepeorpadceka npojeknuja kpyxuaute C paBHH
MpeciInKaBaTH y KpykHule Ha chepu 2. MHBep3wja y omHOCYy Ha

)
N chepy npeciukaBa mpaBe Koje He caapike MeHTap cdepe y KpyKHHUIIEe
% '

Koje ra caiapxke, ma crepeorpadcka mpojekiuja npaBe C paBHH
TpeciinkaBa y KpykHuile Ha chepu 2 koje caapxe N. Ilputom
crepeorpadcka Mmpojexiidja yyBa yriioBe M0 BEJIMYUHU, ajll HE U TIO
cMepy, Jakje OHa je aHTUKOH(OPMHO TpeciinKaBame (0Ba ocoOuHa ce
MO’K€ M3BECTH U3 aHTUKOH(OPMHOCTH WHBEP3H]j€ Y OAHOCY Ha chepy,
mTo HeheMo JoKa3uBaTH).

Axo crtaBuMO ma je Tauyka P(x+iy)=P(z) m nma je Tauka P nara TPOIMMEH3UOHATTHUM
JlexkapToBUM KOOpJAMHATaMa F()_c,;,g),;,;e R mpu uemy je X +;2 +z =1, MO)€eMO yCIIOCTaBUTU
Be3y m3Mely JlexapToBHX KoopAMHATa y paBHHM Tauke P(X,)) W TPOAMMEH3MOHATHHX JleKkapToBHX
KOOpJMHATA Tauke P . Mebhytum npuponHuje je Aa nmocMarpamo Tadky P 3a1aTy HBeHUM IOJIAPHUM

KOOpAWHATaMa z=re’ W Tauky P 3aj1aty cQepHUM KoopJwHaTama. AKO Tauka M mpumana
jemmanyHOj cdepu X, oHa je oapehena 1) yrmom m3mely pasaun OXN (rae je X mpoy3BoJpHa Tauka

peanne npase) u paBHu OMN u 2) yrinom u3mehy oce ON u npaBe OM. Ako je P crepeorpadcka
npojexuuja Tauke P(re”) Taga he yrao usmely paBau OXN u pasau OPN 6utw 6, a yrao usmely oce

ONwu OP hemo u3padyHatu kopuctehu npecek chepe 2 u paBHHA OPN .
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S

Heka je S jyxuu mon chepe 2. Ilomro je NS npednuk,
AN PS je npas, na je Tpoyrao NSP cauuan Ttpoyriy NPO. Axo
obenexumo XNOP =¢ Guhe XNSP=¢/2 (xao nepudepujcku

HaJl JIyKOM NP). U3 HaBe/eHe CIIMYHOCTH 3aKJbydyjeMo Ja je
. P .
ANPO =¢/2, na je ctg%=g—N=r. Jlakie, momro je cTepo-

rpadcka mpojeknuja OWjeKnHja, MOKEMO 3aKJbyUWTH Ja ako je
tauka P € ¥ nara yrioBuma 6 v ¢ Ha HaNpel ONMMCAaHU HAYUH,

taaa he \eHa (MHBep3Ha) cTepeorpadcka nmpojekiuja outu tauka P(z), raeje z = (ctg Ej e’. (1)

Ilpumep Heka cy Tauke Pu @ aHTHIIoAaIHe Tauke cepe X (1), Ayx ﬁé caapxu O) u Heka cy P(p)

1 O(g) mUXoBe ciauke Mpu (MHBEP3HO]) cTepeorpadcekoj npojeknuju. Tana je g = —=.

p

Heka P uma chepne xoopaunate 6 u ¢, Tana Tauka  uma cepHe KoopauHaTe G+ u 7-¢ na

xopucrehu (1) umamo na je: g = (ctg (z——De"(’”e) = (— =

4 -1 -

2 2 ctg(;’je” p
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II. 2. CdepHna reomerpuja

Heeyknuacke reomerpuje cy ce pa3Buiie U3 MOKyIIaja fa ce 4yBeHH V moctynaTr EykianaoBux
“Enemenata’ mokake KopHIIhemeM OCTaluX IMocTyjara. McmoctaBuio ca Ja je To Hemoryhe u na
Heranuja V mocTynata (KOju TBpAM Ja IOCTOjU TAayHO jeJHa MpaBa Koja CaJpKu JaTy Tauky H
napaJiesiHa je 7aToj Ipasoj) Aaje ABe MoryhHocTH:

1)  He mocToju HU jeJHa mpaBa Koja Cap XU JaTy TauKy U MapajieliHa je 1aToj MpaBoj;

2) moctoje Oap NBe MmpaBe Koje caapiKe AaTy TauKy W mapajiejHe cy AaToj pasoj.

(ITpumetnhemo 51a y 0BOM YBOJIHOM JIey I0jaM TapajiejlaH KOPUCTUMO Y CMHUCITY - HeMmajy
3ajeIHMYKHUX Tavaka, ITOo OM y KOMIUICKCHO] PaBHU 3HAYUIIO - HEMajy 3ajeqHndkunx tadaka y C, mox
MM 00 jecTe 3ajeJHUYKa TauKa.)

OO6e HaBeneHe MOTYNHOCTH MMajy CBOjy peayu3aiujy, npBa y cQepHOj reoMeTpuju, Apyra y
xunepoonnykoj (unu rometpuju JlobaueBcku-bospajuja). TekcT Koju cliequ UMa 3a IUJb J1a TIOKaKe
Kako ce MOTYy HalpaBUTH MOAENH 00ejy HaBeJeHHUX IeoMeTpHja KopUIIhemeM KOMIUIEKCHUX OpojeBa,
npu yeMy Hehemo cBe Ynm-eHHIIe 1eTaJbHO 0OpasnaraTi.

3axTeB J1a QyXK Kao J1eo Mpase peanusyje Hajkpahe pacrojame uzMmely nBejy Tadaka J0BOIH /10
n300pa BEIMKUX Kpyrosa 3a Ipase Ha cepu. 3a JBe NMPOU3BOJbHE Tauke cdepe jacHo je Aa MOCTOjU
JEAMHCTBEH BEJIMKU KpPYT KOjU MX Caap>KH, Takole je jacHo Ja ce cBaka JBa BeJHMKa Kpyra cexky. 300r
TOTa je Ha cepH UCIYyHEH 3aXTEB J]a KPO3 JIBE Pa3INUUTe TauKe MPoJIa3u TauHO je/IHa MpaBa, ajiu je 1
octBapeHa moryhnoct 1) koja cmeau u3 Heramuje V moctyinara. Jomr y XVII Beky je 6mo mo3Hat
pesyarar na je S,,.=(a+p+y—n)R’, rne je ABC chepuu Tpoyrao 4uju cy yrioBu a, B, y a R
noiaynpedyHuk cgepe (mox S,,. MoapasymMeBaMo MOBpLIMHY cepHOr Tpoyria ABC, mpu uemy cy
cTpaHuIle CPepHOT TPOYIJIA JIETOBH BEIMKUX KPYroBa KOjH CaJip)Ke BbHXOBE Kpajibe Tauke). JacHo je na
OJlaBJie Clie/u /1a je 30up yriioBa cepHor Tpoyria yBek Behu of 7.

AKO je s BEIMKH Kpyr KOju ce Jo0uja y mpeceky chepe ¢ ¥ paBHH 7, TOJ pedIIeKCHjoM
(cumeTpujoM) y OJHOCY Ha mpaBy s cepe o (o3Haka S ) hemMo cmarpaTd pecTpUKLH]y PaBaHCKE
pedaexcuje S_Ha chepy o.

Heka cy P u Q nBe antunojanHe tauke chepe o unju je nuenrap O u Heka je mpaBa a=PQ.
Porauuja npocropa oKo mpase g 3a yrao 0 ce qeduHUIIE Ka0 KOMIIO3HLIMja PaBaHCKHX peduekcuja S,
1 S,y OJHOCY Ha PaBHU 77; M 7> KOje Ce CeKy 110 NPaBoj a  unHe auenap yria 6/2. (loxasyje ce na
HUje OMTHO KOjU Tap TakBUX paBHU m3abepemo.) Heka je yrao # mo3utuBaH, HEKa je 7 paBaH Koja
caapxu Tauky O M HOpMallHa je Ha NpaBy a U HeKa je p, =7, N7, p,=7,N7T, 10K ¢y Py u P,
IPOM3BOJbHE TAauKe NPABUX p; U p; TakBe 1a je KBOP, =6/2.

I [Tocmatpajmo 1) Tpuenap ca Bpxom O u uBunama OP;, OP,, OP u
2) tpuenap ca BpxoM O u uBuuama OP;, OP,, OQ. Jenan on mux uMma
MO3UTHBHY opujeHTalujy. Tauke P u ) MOXEMO MPEHYMEPHUCATH TaKo Ja
Tpuenap ca uBunama OP;, OP,, OP uma TO3UTHBHY OpHjEHTAIH]y.
Portammjom cdepe o oko tauke P 3a yrao 6 cmarpahemMo pecTpUKIHUjy
porauuje mnpocropa R, , Ha chepy o (o3Haka R,,). Ilputom je

R,,=R,_,. 300r Tora 3a yrao ¢=-6, 6>0, poraunjy R, , nepunuuiemMo

Kao porauujy R, , =R, ,,r1e je O aHTUIIOJaIHA Ta4uKa TauKu P.

0.0°
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U3 oBe nedununmje cnean na ce porauuja chepe R,, MOKE NPETCTABUTU KAO KOMIIO3UIIM]A

nsejy peduexcuja chepe S, u S, , IPH YeMy Ce BEIUKH KPYTOBHU s; U S2 CEKy y Ta4ku P 10 yrioM

0/2.

HcnocTapiba ce 1a je cBaka JUPEKTHA H30MeTpHUjcKka TpaHcdopmanuja chepe poranuja, a cBaka
WHJIMPEKTHA M30METpHUjcKka TpaHchopMmaimja chepe je kommo3unmja poraruje u peduekcuje chepe.
(OBo Hehemo oxa3uBaTH.)

Hanamse hemo cmarpatu na je cdepa 2 jeAMHUYHOT MOJyNPEUHUKA, Ca IEHTPOM Y
KOOP/IMHATHOM IIOYETKY, 13 OM MOTIIM IPUMEHUBATH CTepeorpaq)CKy IPOjCKIIH]y.

Hexa je PeX U s BeuKH Kpyr cdepe 2. Ako je S, (P) M, rtae je S, pedaexcuja chepe y
oJHOCY Ha S, HeKa cy M u P ciuke Tauaka MuP IpY HHBEP3HO] cTepeorpadckoj mpojexiuju. Moxe
ce JOKa3aTh Ja cy Tauke M u P y3ajaMHO MHBEpP3HE Yy OJHOCY Ha CIMKY Kpyra s IpH HHBEP3HO]
cTepeorpadckoj MpojeKIrju.

/loxas Panuje je HaBeneHO Ja je crepeorpadcka MpojeKIMja PEeCcTPUKIMja WHBEP3Uje Yy OIAHOCY Ha
chepy K ca ueHtpom y N (CeBepHH 10JI 011 X) U TOIYTTPEIYHUKOM V2, na chepy 2. Takohe je HaBeneHO
Jaje S, pecrpukuuja pediekcuje npocropa S_, raeje 7 NX =s , Ha chepy 2. 3aro hemo nocmarpaTu
JIeTIOBAabe MHBEP3MjE |/, Ha Tauke M u P. Io NPUHIMITY CHMETpPHUje KOjU aHAJOTHO BaXH 32

UHBEP3U]jy y OJHOCY Ha c(hepy UMaMO Ja Cy Tauke i/, (M) Uy (I_’) CHUMETPUYHE Y OJHOCY Ha ¥/, (1),

jepje S (l_’) =M . AKO BeHKH KpYT § He caip:ku N, Taja HU  He caapxku N, na je v, (7) =0 chepa
koja canpku N. HajynasbeHuja Tauka cepe 6 o1 Tauke N je ciiuka HajOImKe TauKe paBHH 7T TaYKU N.

N Jlakne mocmatpahemo Tauky H Koja je TIOJHOX]e HOpMaJe 13
tauke N Ha paBaH 7 (TO je HajOMMkKa Tadyka paBHH 7 y OJHOCY Ha

tauky N). Heka je a yrao msmehy npasux NO u HO. Tana je

. H — . — . T
sma:NT:NH, Heka je w(H)=H, 1j. NH-NH =2, nakne

ouhe NH = '2
sina

. Ako ca § oOenexumo cpenumre nyxu NH

umahemo na je NS =——.
sina

Hexka je S’ npecek mpase NH ca KOMIUIEKCHOM paBHU (OH TIOCTOjH jep je Tauka H yHYyTap

chepe ). Tama je ANS'O=a, na umamo na je sina =$ Tj. NS'= . OmaBze cnemu na ce

sinx
tauke S ¥ S’ moknamnajy Tj. S je y KomIuiekcHoj paBHu. [lomro je H HajynasbeHHja Tauka cepe o of
tauke N u N € 0 uMamo j1a je S uenrap cdepe o.

C npyre ctpase, MuP cy Ha chepu 2, macy M u Pua y,(X)=C. akne tauke M u P xom-
IUIEKCHE PaBHU Cy CUMETPUYHE Y OJJHOCY Ha cdepy ¢ 4Hju je ueHTap S Takohe y KOMIUIEKCHO] paBHHU.
Opnane cnenu aa cy tauke M u P cumerpuyHe (Tj. MTHBEp3HE) Y OJHOCY Ha KPYXKHHILY KOja je Tpecek
cdepe o u komiuiekcHe paBHH. IlomTo je s =7 NZ, 6uhe v, (s) =y (7)) Ny (Z) 1. i (s)=0cNC.

VY ciydajy na N € 7, 6uhe y, (7) =, nacy M u P cumerpuuHe y oqHocy Ha «. Kako N e 7

u O € 7 ©UMaMo J1a je 7 HOpMaJiHa Ha KOMIUIEKCHY paBaH. Kao u y mperxomHom ciny4ajy cy M u P Ha
KOMIUIEKCHO] paBHU U cuMeTpudHe y oqHocy Ha 7 NC =y (m) Ny (Z) =y, (s). [
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[Tocmarpajmo cama poranujy chepe oxko tauke P 3a yrao 6. HaBeneHo je ga ce oHa MOXke
PE/ICTABUTH KA0 KOMIIO3ULMja ABejy peduexcuja chepe S, u S, . Ako je O aHTHUIOJANHA TadKa

Tauke P BeIHKH KPYTOBH §; U S, CEKy y Tauykama Pu é U y Ta4KH P 3aknarmajy yrao 6/2. Ilomro
peduekcrjama chepe S, u S, IpH HHBEP3HO] CTEpeorpadCcko]j MPOjeKLHju OAroBapajy cumerpuje (Tj.
WHBEP3Hj€) y OJHOCY Ha CJIMKE BEIUKHX KpyroBa §; W §; TPH HHBEP3HOM cTepeorpadcKoM
npeciivkaBamy Koje hemo obenexxutn ca [; u [, nmahemo nma potammju chepe R;, mpn WHBEP3HO]

crepeorpa)cKoj MpojeKLHjH 04roBapa KomMmosuuuja ¥, oy, . (1)
[IpumeTnMo 1@ ciMKa BETMKOT KpyTa cepe X Koju He caapku NN, KpyT KOjH cede jeIMHHIHY

KPYXKHHUILY Y IWjaMETPaTHO CYIPOTHUM Taukama. AKO BEITUKHU KPYT CaJApKU N, HeroBa CIIHKa je mpaBa
KOja caJp)KM KOOpPIAWMHATHH TIOYETaK, a THUME Cede jeAMHHYHU KPYT y AWjaMeTpajHO CYNPOTHUM

Taukama. Y ciyuajy gaje [, i€ {1,2} , IpaBa, y MPETXO/IHOj KOMIIO3ULIUJH Y, TpeOa 3aMeHHUTH ca S,
(pu yemy je oBje ped 0 pedIIeKCHjU Kao O U30METPHjH PABHHU).
[Tomro ce s; U 5> CeKy y aHTUIIOJaIHUM Taukama P(p,) u Q(g,) wuxose cauke P(p) u O(q) he

owutn y mipeceky /; u [, nakie GuKCHe, OCHM TOTa, 1o nmpuMepy 1 he outn g = —=.
p

Komnosunuja obmuka (1) je Beh pazmarpana y nemy o MebujycoBum tpanchopmarmjama. To je
enmuntryka MebujycoBa TpaHchopmanyja 1 kopuctehu Heke pesynraTte U3 ainredpe, Moxe ce oKa3aTh
na je Ta MeOujycoBa Tpancdopmarrja o0IuKa:

M(Z)Z—AEZZ—J;Z’ A4,BeC (2)

[Tomro je cBaka MUpeKTHA W30METpHjcka TpaHcdopmaimja cepe poTamuja, 3aKbydyjeMo aa
MIpU MHBEP3HO] cTepeorpad)Cckoj MPOjeKINju AUPEKTHO] U30METPHUjU cdepe oAroBapa MpEeCcIrKaBambe
(2).

[Tokasyje ce ma cBakoj MHAMPEKTHO] M30METPUjCKO] TpaHChopManuju cepe Mpu MHBEP3HO]
cTepeorpadckoj MpojeKLuju 0AroBapa npeciukaBame 00I1Ka:

~ Az+ B
M(z)=————=,4,BcC (3).
@ -Bz+ 4 ®)

Kopumthewem crepeorpadcke npojeknnje ce MOXe YBeCTH METpHKa Ha chepH. Y3 YHEHCHUILY
Ja je crepeorpadcka mpojeKirja aHTUKOH(GOPMHO MPECIUKaBame, UMaMo J1a Ce MPEKO Te MPOjeKInje
MOXX€ peanm30BaTH Mojel cdepHEe TreoMeTpHje y KOMIUIEKCHO] paBHU (Tadukama cdepe hemo
JIOJICJbMBATH HUXOBE CIIUKE TpH cTepeorpadcekoj mpojekuju). Mspasuma (2) u (3) je ogpehen ommru
00JIMK M30METPH]CKHUX TpaHCcopMaIija y TOM MOJIETy.
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III. 3. XwumnepOoanuka reomeTrpuja

Onucahemo IloeHkapoB Mojen XumepOOJMYKEe TeOMETpHje Yy TOpHO] IONypaBHH
H= {z :Imz > 0} komiuiekcHe paBau C.

Ha 6ucmo u3bernu Hecrmopasyme objekre mozena hemo o3HavyaBaTH ca cinoBoM H, Tako he
nonypaBan H Owutu H-paBan (T1j. xumnepOonmuka paBaH), H-npaBa he o3HauaBaTH TMpaBy Yy
XUNEepOOIMYKOj paBHU KOja HE MOpa OMTH Mpe/ICTaB/beHa SYKIINICKOM MPaBOM, Ha3WB mpaBa he octaTtu
3a eyKIJIUJICKE TIpaBe.

[lpaBa y=0 je rpaHnuYHa mpaBa H-paBHM U Ha3WBa CE XOPU30HTOM, HEHE TauyKe CE HA3WBajy
WJICATHUM WM OSCKOHAYHUM TadykaMa WM Tadkama y OSCKOHAYHOCTH W HE MpHIanajy H-paBHH.
Hemo xacHuje hemo BumeT aa je XumepOoIMIKo pacTojame MPOU3BOJbHE TauKe H-paBHU 10 HJICATHE
Tad4Ke 3auCTa o0, IITO OTIPaB/iaBa OBaj HA3HB.

Heka cy P(z) m Q(w) naBe Tauke ropme moiaypaBHu H. XumepOoJWdKo pacTojame u3Mehy
tagaka P u Q hemo oGenexaBatu ca dy(P,(Q) n 0HO je ca eyKIUACKUM pacTOjambeM BE3aHO PeallijoM:

Pt C))
2ImzImw

W3 3axTeBa n1a je My JIeo ImpaBe Koju peanu3yje Hajkpahe pacrojame u3Mmely aBe Tauke cieau
na he H-mpaBe OuTH MOJyNpaBe TOPEHE MONTYPABHU KOje Cy HOPMAIHE HA XOPU30HT W MOJIYKPYTOBU
rOpHke TMONYPAaBHH KOJU Cy HOPMAJHU Ha XOpW30HT. (/lakie, LeHTap TakBOr TMOJNyKpyra je Ha
xopu3oHTy. [lonmynpaBy Kkoja je HOpPMalHa Ha XOPH30HT MOXKEMO BHUICTH Kao MOJIYKPYT YHUjH je
MOJTYTIPEYHUK 0.) JeTHOCTAaBHO Ce MOKa3yje /Ja Kpo3 JIBE pa3IHMuuTe TauyKe MOCTOjU TayHO je/lHa MpaBa
KOja UX CaJlp)KH.

Heka cy M(p+im) nu N(p+in) Tauke moiymnpaBe Koja je HOpMajiHa Ha XOopu3oHT. Heka je

2
|z =]

coshd,(P,Q)=1+

(m-n 1(m n .
——=—| —+— |. PemaBamem oBe jeqHaunHe 1o d

m>n>0, n dy(M,N)=d, Ttana je: coshd =1+
2mn 2\n m

nobujamo d =InZ. Axo 61 6un0 n>m>0 umamn 6u d zlni, ITO 3ajeHO Jaje d =
n m

m
In —‘ . Jlakie
n

dy(M,N)= S

OpnaBne umamo n1a ako n—() pactojame dy(M,N)—oo Tj. pacTtojame npou3BosbHe H-Tauke M 10
XOPHU30HTA je .

m
In—
n

Jlema I WHBep3uja y OJHOCY Ha MOJYKPYr k KOJU je OPTOTrOHAJlaH HAa XOPHU3OHT je (MHAMPEKTHA)
M30METpHjcKa TpaHchopMaluja H-paBHH.

Hexa je k mnomykpyr ca muentpom y S(s), seR,
nosynipeunnka R. Heka cy A(a) u B(b) Tauke ropme MOypaBHU U
Heka je v, (A)=A4, n vy, (B)=B,, rae je A/(a;) u Bi(b;). Tana je
s4_SB
SB S4,°
XASB = XA SB,, umaMo 1a je Tpoyrao ASB cauyaH Tpoyrity

SA-SA =SB-SB,=R*> (6), ma je HOIITO  je

2 2
B;SA4,, na je AB :S—A, nomro je SB, :R—, uMamo ja je 4B, :R—-AB. (7).
AB, SB SB S4-SB
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. . . AA A A
Heka cy A, B’ A/, B;’ npojekuuje tauaka A, B, A;, B; Ha x-ocy. Tana je: =Ll y

S4,
BB' _ BB/ . Ima _ Img, Imb _ Imb, . ,
S~ sB —|s—a| —|s—a1| @& mu —|s—b| |s—b1| 9). MHakne wu3 (7) wumamo:
|al _b1|2 R* |a —b|2
= > >, omakne, xopucrehm  (8), (9) wm  (6) cuemm:
Img Imb,  Ima, Imb,|s—al |s—b
|al—bl|2 B R4|a—b|2 B |a—b|2

- = .0 j 4)d, (A,B)=d,(4,B).[]
Imamb, [s—a|imals—b|mbls—als—b] Imalmp o> ¢1% 10 @) du(d.5)=dy (4.5)

AHaJIOTHO Kao M y EYKIUACKOM Ciy4ajy moja peduiekcujom y omHocy Ha H-mpaBy k hemo
HOJpa3yMeBaTH IIpeciIMKaBame Koje Tauku B H-paBHu noxespyje Tauky B, =S,(B), TakBy na je
H-npaa [,=BB, oproronanna ua H-npaBy k, u ako oGenexumo kN[ ={M}, Ttaxa Baxu
d,(B,M)=d, (B,M).

Tepherwe I VIHBep3uja y OAHOCY Ha MOJIYKPYT Kk KOjU je OPTOrOHaJaH Ha XOPU3OHT je H-peduiekcuja
S, xunepOoynyuKe paBHU Y OJHOCY Ha H-1ipaBy k.

Hexka je v, (B) = B, u [; Kpy)XHHUILIa KOja caAp>ku B U B; opTOroHaiHa je Ha Xopu3oHT. ITomTo je
CBaKa KpYXHUIIA Koja caip>xu B u B; oproroHanHa Ha k, 6uhe u /, L k. Heka je kN[, = {M } , TIOILITO
M ek umamo na je w,(M)=M , a xako je y,(B)=B, u y, uzoMmerpuja H-paBHH UMaMoO ja je
d,(B,M)=d,(B,,M). Jakne y, je peduexcuja S, xunepobonnuke papHu. |

Tepherwe 2 Pednexcuja y ogHocy Ha mpaBy [ Koja je HOpMaJIHA Ha XOPHU30HT, CY)KEHA Ha TOPHY
nonypasa, je H-peduekcuja S, , rae je / moaynpasa Koja ce IOK/Iana ca I y H

L Heka cy A u 4; cumeTpuuHe y OAHOCY Ha I.Ako je k momykpyr
\'1 KOME je IIeHTap y TMpeceKy [ ca pearHoM ocoMm (Tauka S) u
\ noixynpeunuk SA, 6uhe k H-mpaBa koja campxku 4 u A;. Heka je

knl= {L} . Tana je AL=A,L, na ako ctaBumo A(a), A;(a;) u L(z) 6uhe

2
|z—a)|

2
coshd, (4,L)=1+ 21|anzcﬁna = 2ImzIma, =coshd, (4,,L), jep
je Ima =1Ima, . Ilomwro je / L k umamo na je S,(A4) = A4,, npu uemy ose S, o3HauaBa H-peduekcujy y
onHoCcy Ha H-tipaBy [.[]

Heka je nara tauka P H-paBHu u H-mpaBa [ Axo je S,(P)=F (upu demy S, o3Ha4aBa

H-pedbnekcujy) u ako je n H-mpaBa koja caapxku Tauke P u P, buhe n 1/, ynme cMO KOHCTpyHcaan
H-nipaBy n xoja je HopMmayiHa Ha aary H-mpaBy / u cagpku aaty Taduky P. OcuM Tora 3a CBaKy TadyKy
Lel Baxu d, (P,L)=d,(F,L),jepje S,(L)=L.

Axo cy [ u k nBe H-tipaBe oj KOjux je 6ap jemHa MmojayKpyr HopMajaH Ha XOpU30HT. Ako [/ 1 k
MMajy 3ajeTHUYKy TauKy H-paBHH, TaJla KaKeMO Ja ce oHe ceKy. AKo / u k Hemajy 3aje JHUUKNX Tayaka
y H-paBHU, aJM HU Ha XOPHU30HTY, TaJa KaXEMO Jla Cy OHE XuIeprnapaienHe. Moxe ce mokas3aru ja
JIBE XHUIIEpIIapaJieIHe PpaBe UMajy TauHO jeHY 3ajeJHHUKy HOpMmaly. Ako / U k Hemajy 3ajeTHHYKHUX
Tayaka y H-paBHU, Qi MMajy 3ajeTHUYKY TayKy Ha XOPH30HTY TaJla KaKEMO Ja Cy OHE mapajeiiHe
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(WM acMMIITOTCKU TapaienHe). Y ciydajy na cy obe H-mpase [ u k mpenctaBibeHe IMOIynpaBaMa
HOPMAaJTHUM Ha XOPHU30HT OHE Cy (ACUMITOTCKH) MapaeiHe.

Heka je P Tauka Ban H-npaBe [/ w Heka cy [; u [
(acumnroTckn) napanenne H-npase H-npaBoj / koje canpke Tauky P.
Hexa je n H-mipaBa koja je HopmaniHa Ha / u cagpxu Tauky P. [TomTo
je nLl/l ouhe S, (/)=I (oBo 3akipydyjemMo pa3maTpajyhu moryh-
HOCTHU: 1 U [ Cy TOJIyKPYTOBH, 1 je TIONympaBa u [ je MOIyKpyT, 1 je
noJykpyT u [/ je momynpasa). [lomTo je #n opTOroHaaHa HA XOPU3O0HT
h, ouhe S (h)=h,na nomro je S, MHAMPEKTHA U30METPH]CKA TPAHC-
dbopmanmja, ako ca L; u L, obenexxuMo Tauke y kojuma H-mpaBa /
cedye XOpHU30HT (Moke Outh U L, =00 ), umahemo na je S (L,)=L,, a

tame u S, (1) =1,.

Haxne X([,Pn)=X(nPl,)=I1. OBaj yrao hemo Ha3zuBaTu

L. yrmom mapamenHocTH Koju omroBapa Taukn P u mpasoj [ Y

SYKJIMJICKO] TEOMETPHJjU yrao TapajelHOCTH je YBeK 7/2, JOK je y XHUMepOOJWYKO] MamHu 01 7/2.
Hcnocrasiba ce n1a je nyxuHa d,,(P,N), rae je {N } =nnN1[ oOpHYTO Cpa3MepHa BeIMYUHU yria /1.

Tephere 3 Y3 03HaKe U3 NPETXOIHOT pasMatpara Baxu fg (I1/2)=e ")

AKoO je / momykpyr Koju cede XOpPH30HT y Taukama L; u L, WHBep3Wja ca UEHTPOM y L;
MIPOU3BOJHHOT TIOJYNPEYHHUKA (ITOTOMHO je R=L;P) mpeBoau MOJyKpyr [ y TMOdyINpaBy HOpMaliHy Ha
xopu3oHT. [lomro je mHBep3uja n3oMeTpuja H-paBHU CJIeaH /1a je JOBOJHHO JOKa3aTH TBphEewme caMo y
ciIy4ajy Kaja je / mosyrnpaBa HOpMaJHa Ha XOPHU30HT.

Hexka je n H-tipaBa koja caapsku Tauky P u HopMmaliHa je Ha H-tipaBy /. Ako je L momHoXje HOp-
Majsie / Ha xopu3oHT, Ouhe 1eHTap nmonykpyra n y Tauku L. Heka je C Tauka y K0joj IOJyKPYT 7 cede
XOPHU30HT, TaKBa Jla MpHUIMaaa MoJypaBHH YHja je rpaHuIia / u Kojoj mpumnaaa Tauka P. Heka je ¢ momy-
kpyr ca ueHrpom y C nonynpeunuka CN. Heka je w (P)=F. Tana je y (n)=1[ jep je ciuka (mpu
UHBEP3UjU |/, ) MOJIYKpyra n MHOJyIpaBa KoOja je HOpMajlHa Ha XOPHU30HT M KOja CaApKH TaukKy

w.(N)=N.

I IMomro Pen 6uhe B el. Heka cy /; u [, H-npaBe koje cy
i napanieqHe ca H-npaBom [/ u canpxe tauky P. Ilo nedununumju yria

napanenHocty je X (/,Pn)=11. AKo je ¢ TaHT€HTa Ha MOIYKPYXKHUILY 1 Yy
tauku P umamo ga je X([,Pn)=X(l,Pt)=«CLP, xao yrioBu ca

" HOpManHUM KpauumMma. U3 jeanaxokpakor tpoyrina CLP uMaMo jda je

ALLCP = %—% , a 13 npasoyrior tpoyria CLP; je XCRL = % ITomrro

jey,(P) =B uny,(N)=N ouhe d,,(P,N)=d,(B,N).Cana je:

L P
NL CL

dy(R,N)=

In ct E—lnct E——lnt E je je
82 82 g2, Jp ]

. IT . _
[1< /2 naje tg? <1. Y3 mperxonne jeanaxoctn cneau /g (I1/2)=e " [

V anconyTHOj reomMeTpuju (Tj. reomeTpuju 0e3 V mocTynata U 0e3 Berope Heraiuje) ce Moxe
JIOKa3aTH Ja Ce CBaka JUpPEKTHa H30MEeTpHjcKa TpaHcdopMmalyja paBHM MOXKE IPEICTaBUTH Kao
KOMIO3HIIMja JABe OCHE peduiekcuje Te paBHH. Takole ce y amncoiyTHOj T€OMETpPHUjU JOKasyje na je
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CBaka WHIMPEKTHA HW30METPHjCKa TpaHcopmaiyja paBHH WIM OCHa pediekcuja wiM kiu3ajyha
pebnekcuja. Opne heMo ce KOHIEHTPHIIATH HA JUPEKTHE M30METpHUjcke TpaHchopmaimje paBuu. Ilo
HaBEJCHOM TBphEHY U3 alcolyTHE TIeOMETpHUjeé HMMaMO Jia je CBaka JUPEKTHa H30METPHjCcKa
Tpancopmanmja H-pasun obnuka M =S, oS, (10),raecy S, u S, peduekcuje H-paHu, Tj. aKo je

l; monykpyr S, je eykiuacka uHBep3Hja Y, , a aKko je /; momynpasa S, je eykiujcka pediexcuja S, .
Panuje je n3BeneHo Ja je KOMIIO3UIIMja JIB€ WHBEP3Hje, Ka0 U KOMIIO3HIIMja UHBEP3Hje U pediekcuje,

az+b (11). Cana hemo

Kao U KoMmmosuiuja ase peduiekcuje MebujycoBa tpanchopmanuja M (z) =

YTBPIUTH KakBU cy koedunujeHTrn MebujycoBe Tpanchopmanuje (11) koja je 3aaara KOMIO3HIIA]OM

(10).

Kana je 6uino peun o MebujycoBumM TpaHchopmariijama u3BeICHO je J1a ce MHBEp3Hja Y OJTHOCY
qz +R —¢°
z—q
M3BEIH OMIITH 00K OCHE pediiekcuje, HaMma je oBlie moTpeOHa ocHa pediekcuja y 0HOCY Ha TpaBy /

Ha Kpyr k ca neHTpoM y (O(g), NONynpeyHuKa R, MOKe 3amucaTu ca v, (z) = , Takohe je

OPTOTOHAJIHY Ha XOPHU30HT y Tauku L(r), r € R, oHa ce Moxe 3amucaru ca S,(z) =2r —z. Caga umamo

MoryhHoCTH:

1) [; je monyxkpyr ca nentpoM y Q(q;), ¢, € R, nomynpeunuka R; u [, je nomykpyr ca
ueHtpoM y 0x(q2), ¢, <R, mnomynpeunuka R, Tama je: a=gqq, +R22 — q22 ,
b=q,(R' -¢))~¢(R; ~q;), c=4,~q,, d =q,¢, + R —¢; mwBannu ad —bc=R'R;’;

2) [; je monykpyr ca ueHtpoM y Qi(q;), g, € R, nonynpeunuka R; u [, je nomymnpasa
HOpMajlHa Ha peanHy ocy y Tadku L(r), reR, rtama je: a=2r-—gq,
b=-2rq,—R’+q}, c=1, d=—q, wBaxu ad —bc =R},

3) /; je monynpaBa HOpMallHa Ha peajHy ocy y Tauku L(r), r € R u [, je momykpyr ca

uentpoM y 0x(q2), g, € R, nonynpeunuka R, tana je: a=q,, b=-2rq,— R +q;,
c=1,d=-2r+q, uad-bc=R;;

4) /; m [, cy momympaBe HOpMaiaHe Ha peanHy ocy y Taukama L;(r;) u Li(r2),
r,r,eR,ranaje: a=1,b=2r,-2r,c=0,d=1n ad —bc=1.

JacHo je ma y cBa uetnpu ciydaja umamo a,b,c,d e R u ad —bc >0 (12).VY npumepy 2 (zneo

OmMHeapHO TpecinKaBame U HHBEP3Hja), je MOKa3aHo Ja je onmTh o0auK MebujycoBe TpaHchopMma-
IIMje Koja CIMKa TOpmy TosiypaBaH Ha cebe ympaBo (11) nmpu wemy Baxwu (12). dakime, Mebujycose
TpaHchopMalldje Koje CINKajy TOpmYy MoJiypaBaH Ha ce0e TpelCcTaB/bajy AUPEKTHE H30METPH]CKE
tpanchopmanuje [ToenkapeoBor monena XunepOoiuyke paBHu U oonuka cy (11) nmpu gyemy Baxu (12).

[Ipema Tome na nu ce H-nipaBe /; u [, cexy, mapajiejHe Cy WM XUIepIrapaieine, KOMIIO3HIIHja
S, ©S, ce HasuBa POTaINjOM, OPHIIUKIUYKOM POTALUjoM (TTapaJIe;THUM TIOMEPAkbeM) WM TPaHCIIall-

joMm. U3 pasmarpama Koje je u3BeleHO Kaja je omio paun o MebujycoBuM Tpanchopmaljama iMamMmo
Jla y 3aBUCHOCTH JIa JIU c€ KPyroBH (y OmuITeM cMUcy) /; u [, ceky, HeMajy 3ajelHUUKUX Tayaka Wid
ce noaupyjy, MebujycoBo npeciukaBame (11) je emunTuuko, XUnepooInyko win napadonnuko. Jakie
poTtanyjama H-paBHU OAroBapajy enuntuuka MeOujycoBa mpecirKaBama ropmhe MOJypaBHU Ha camy
cebe, OpULIMKIMYKHM partanujama H-paBHU onaropapajy mapabonnyka MeOujycoBa NpecinKaBamba
rOpHkE MOJyPaBHU Ha camy ceOe, a TpaHcianujamMa H-paBHU oAroBapajy xumnepoOonmuka MebujycoBa
npeciIrKaBama ropme TOJTypaBHH Ha caMmy cele.
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Ha cnenehnm nprexuma suze ce moryhu onHocn H-nipasux /; u l; 'y ciydajy naje M =S, oS,

1) Porauuja R, , =S, oS,

2) OpunukInYKa poTanuja
l, [, L,

3) Tpancnamnmja

! ) I,
[Tokazahemo sa cy (aHaAJIOTHO Kao y CiIydajy eyKiIujicke poranuje) H-kpyrosu ca H-ieHTpoM y

HEeHTpy H-poTaiyje nHBapujaHTHH MpH TO] H-poTanuju.
H-xpyr ca H-uentpoMm y S(a+ib) nosnynpeuHuka p je ckyn tadaka P takBux 1a je d, (S,P)=p.

Ilpumep I  H-xpyr ca H-uentpom y S(a+ib) moiymnpeyHuka p je eyKIUACKH KPYr ca HEHTPOM Yy
C(a+ibcosh p) n nonynpednankom » =bsinh p.

Heka je P(x+iy), umamo na je: d,(S,P)=p=coshd,(S,P)=coshp, opakie je

_ 2 _ 2

L=+ (r=b)

2yb
Tepherwe 4 Hexa je R,, H-poranmja. Tana je cBaku H-Kkpyr k ca HeHTPOM y A WHBApWjaHTaH MpPH
R

= cosh p, ma umamo (x —a)’ +(y —bcosh p)* =b*sinh’® p .0

Aa®

Heka je [, momynpaBa y H xoja caapXu Tauyky A U OpTOTOHAITHA
i h je Ha XopHu30HT y Tauku X(x), x € R. Taga mocroju moaykpyr /; Koju je
’ OpPTOTOHAJIaH Ha XOPU30HT, CaAPKU TaukKy A W ca MOIynpaBoM /[, Tpaau
yrao a/2. Heka je S(s), s € R, nenrtap Tor moiykpyra, a moJynpeqHuK
Heka My je ;. Heka je A(x+iy) u momynpeunuk H-kpyra k Heka je p.
Tama je k eyxmuncku kpyr ca ueHtpom y  C(x+iycoshp) u
nonynpeunukoM  r = ysinh p. Ilomro je XASX =a/2 Guhe

singzﬂzl u tggzﬂz 24 . U3 tpoyria CXS numamo:
2 AS 7 2 8SX s—x
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2

SC? =CX?+SX? = y* cosh? p+(s—x)* = 1> cosh? p+—2— = y*(I+sinh? p)+ 1

2

Y

=y’sinh’® p+ =r’+r.

sin> &

2
Opnasne 3akipydyjeMo na cy kpyrosu k(C,r) u [; oproronanuu. Ilomro Cel,, jacHo je na je k(C,r)
oproroHainat Ha . Ilomro je R,, =S, oS, (wm y eyxmickoMm samucy S, oy, ) u xpyr k(Cr)
OpTOTOHAJIAH Ha [; ¥ Ha [, OH je MHBapHUjaHTaH IIPH UHBCP3UJU ¥/, KaO U IPH CYKIHJICKO] peeKCHju

S, » @ THME U IIPH IbUXOBO] KoMrosuuuju R, , .[

VY cnyuajy OpULMKIMYKE pOTallije KpHUBE KOje Cy MHBapHjaHTHE Ha3MBajy CE€ OpUIMKINMA. Y
OBOM MOJIENTy OPULMKJIN CYy TNPEJCTaBJbeHH KPYroBHMa KOjU JOAUPYjJY XOPHU30HT M IpaBaMa Koje Cy
napaJieJIHe XOPU3O0HTY.
AKO je OpHUIIMKINYKA pOTaIlfja MPeICTaBJbeHa KOMITO3HIIN]OM

b S, ©S, , mpu demy je 6ap jenHa ox H-npaBux /; OIyKpyr, Taga ce [, u

> nomupyjy y Tauku L xopusoHTa. CBaka Kpy>KHHIIA k KOja AOAHpPYje
XOpPH30HT y Tayku L je opTtoroHanHa Ha /; u Ha [;. Crnenm na je k
VHBapUjaHTHAa IIPU MHBep3Mjama Y/, (01 KOJUX HEKa MOXKe OMTH M

7 CUMETpH]ja, aJli OTeT je k nHBapujaHTHa). [lakie, k je uHBapujaHTHA U
Y KOMIIO3HLHJH S, © S, .

CnuyHo, ako cy /; u [, mapanenHe moiynpaBe OpTOTOHAJIHE Ha XOPH3OHT, MpaBa koja je (y
SYKJIMJICKOM CMUCITY) TlapajieiHa XOPU30HTY je OPTOTOHAJIHA W Ha /; ¥ Ha [, ma TMMEe ¥ MHBapHjaHTHA
IPH KOMIIO3ULH)U S, S, .

VY cnyuajy H-TpaHcnanuje WHBapUjaHTHE KpPHBE C€ Ha3MBajy ekBuaucTaHTama. Camo jenHa
H-npaBa je nHBapujaHTHa Npu H-TpaHcaanuju U To je H-mpaBa Koja je opToroHanHa Ha obe H-mpase /;
u [, koje nepunuiry H-tpaHcinanujy. Ako ¢y Z; 1 Z, Tauke XOpU30HTa KOje Cy CUMETPUYHE Y OJTHOCY U
Ha /; v Ha /; IOKa3yje ce Jla Cy eKBHIMCTAHTE MPEACTABIbEHE KPY)KHUM JIyKOBHUMA KOjU CaJpikKe TauKe
Z 1 Zg.

3anuMIbHB IpuMep /[-TpaHcnauyje je xaga cy /; u [; KOHUCHTpHYHE KPYKHHULE, Y, oy, je
EYKIUACKAa XOMOTETHja alli OHa MpelcTaB/ba H-TpaHcnamujy. Y OBOM Cllydajy C€KBUAHCTAHTE CY
MOJTYTIPaBE Cca IMOYETKOM Y 3ajeTHUIKOM IICHTPY KPYXKHUTIA [; U [.

Hexka je P(z) tauka H-pasuu. Panuje je nokasano na je ca S, (P)=Fh, rae je Pi(z) v z, =z
nata pediiekcrja y oJTHOCY Ha TpaBy ¢ Koja jeé y KOOPAMHATHOM IMOYETKY OPTOTOHAIIHA Ha XOPU30HT.
Opnrosapajyhe mpecnukaBamwe y ckynny C hemo oGenexxutu ca f, npu yemy je f(z)=—z. JacHo je naa,
nowro je g L h (h xopusout), npecnukasawe f (1j. S,) je H-pediiekcuja, na THME U MHAMPEKTHA
M30MeTpHjcKa TpaHncopMmanja H-paBHu.

Heka je M mpowusBoJpbHa MHANPEKTHA H30METpHUjcKa TpaHchopmarmja H-paBHu, Tana je f oM

TUPEKTHA M30METPHjCKa TpaHchopManuja H-paBHwu, a THME u obmka:
~ +b .
(foM)(z) :az_, a,b,c,d e R, ad —bc >0 . OnaBne nmamo n1a je:
cz+d
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M(z):—af+b:(_a)f+(_b) alz+b opu  4eMmy je ouurieaHo na  a,,b,c,d,eR u
cz+d cz+d clz+d

a,d —b c,=—ad +bc<0. Jlakne cBaka HMHAUPEKTHAa H30METpHjcKa TpaHchopmaiuja H-paBHU ce

MOJKE€ TIPETCTABUTU y OOIUKY M(z) -4z +2 , a,b,c,d e R,ad —bc<0. (13)
cz+
. az+b .
Onpenuhemo ¢ukcHe Tauke mpecnukaBama (13), oOHe 3a70BOJBABA)y 2z =-— rE j.
cz+

c|of +d-z—az-b=0. (14)

AKO TPEeTIoCcTaBUMO J1a je TpakeHa (pMKCHA Tayka peanHa, ouhe: cx’ +(d —a)x—b=0. (15)
OBa KBajfpaTHA jeAHAYMHA UMa AUCKpUMHHAHTY D =(d —a)’ +4bc =(d +a)’ +4(bc—ad), nomto
KoeunmjeHTn o M 3a10BOJbaBajy a,b,c,d € R,bc—ad >0, umamo na je D >0, makie kBajpaTHa

jennaumHa (15) 3a c#0 uMa 1Ba peanHa U pa3M4MTa peliema. [lomTo cy Ta pemema HCTOBPEMEHO U
pemema jennaunne (14) 3akibydyjemo Aa jenHaumHa (14) uMa aBa peaiHa M Pa3IMYHUTa pEUICHA y

ciyyajy aa je c#0. Axo je ¢=0, jennauuHa (15) uma peaaHo peueme x = , 3a d#a (cny4aj d=a je

—a

HEOIPXKHB, jep U3 ¢=0 n a=d umamo ad=a’<0, mro je nemoryhe jep a € R), To pelerse je HCTOBpe-
MEHO U peniemne o1 (14).

Hexa cy r; u r,, npu ueMmy 1,7, € R, pemema jennaunne (14) 3a c#0 u Hexa cy L;(r;) u La(r2)

Ta4yKe XOPU30HTA, JIOK je [ H-npaBa k0joj cy rpanuyHe tauke L; u L, Imamo na je [ L h y tauku L,

TIOIITO je M anTukoH(popMHO, Ouhe ciuka mpaBe [ IpHu TpeCITuKaBamy M OpTOTOHATHA Ha CIUKY

npase /s Ipu TpeciuKaBamby M . Ako craBumo M (I)=1', momrro je M (h)y=h, ouhe ' L h y Tauku

KOja UMa KOOPJAMHATY M (r)=r. Haxne I' L h y tauku L;. CninuHo 3akjbydyjemo aa je /' L & y tauku

L,. lakne mopa 6utu [/ = [” IlocMaTpajMo cafa KOMIIO3HLH]Y S, oM, 10 je ITUpeKTHa M30MEeTHjCKa
Tpanchopmanuja H-paBHM Koja mma wHBapujanTtHy H-mpaBy [ Ilomro je H-tpaHcmanmja jenwHa
TUpEKTHA HW30MeTpHjcka TpaHchopmanuja H-paBHH Koja uWMa (QukcHy H-mpaBy, 3HauM Jna je
S, oM =T, J. M= S,oT , rne je T H-tpancnanuja nyx H-npase . lakie, 3a c¢£0 M je H-xmm3ajyha
pedekcuja.

Ako je ¢=0 um d#-a, HeKa je r, ipu yemy r e€R, pemewe jennaunne (14) m L(r), Tauka
XOpU30HTa, 0K je / H-mpaBa koja je MPETCTABIbEHA TOTYNPABOM KOja je y Tauku L HOpMajHa Ha

xopu30HT. CIIMYHO Kao rope 3aKkjbydyjeMo J1a je M (l)=1 onakne cienu na je M je H-xmu3zajyha
pednekcuja ayx mpase /.
Ako je ¢c=0 u d=-a, M je H-pebnekcuja y omHocy Ha H-mpaBy / koja je TpeTcTaBbeHa

MOJTyTIpaBOM Koja je y Tauku L(r), rae je r = —23, HOpMasiHa Ha XOpu30HT. (OBO 3aKibydyjeMO H3
a

ommTer o0JHMKa eyKIuACKe peduieKCHje Yy OJHOCY Ha IMpaBy KOjy je M3BeICH y neny o MebujycoBuM
Tpanchopmanmjama.)

Jakie, mokazamu CMO Ja Cy WHAHPEKTHE W30METpHjcKe TpaHchopmanuje H-paBHU
H-pedbnexcuje u H-xnmuzajyhe pednekcuje.

Heka cy nare tpu tauke H-paBHu. CmajameM THX Tadaka H-myxuma nobujamo H-tpoyrao.
Jo3BonmmheMo cutyanujy na je jeaqHo temMe H-Tpoyria Tadka y OECKOHAYHOCTH, Tj Jla Cy JBE HETOBE
cTpaHuie H-noiaynpase Koje cy mapajenHe. TakaB Tpoyrao ce Ha3uBa aCHMITOTCKHM.
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Tepherwe 5 Hexka je ABC acumnTorcku H-Tpoyrao TakaB Aa je Teme C Tayka y 0€CKOHAYHOCTH. AKO
Cy o U [/ BWeroBu yrioBuW KoJ (KOHAYHMX) TeMeHa A W B, Tajga je MOBpIIMHA TOT TPOYyIJa

S, (aABC)=rm—a—pB. (16)

~ |dz
[Momrro 3 H-metpuke cienu na je H-eneMeHT nykuHe nat ca ds :I|_|:£’ IpH 4eMy je
mz y
: ~  dxd dxd
z=Xx+1iy,x,y € R, umamo n1a je H-eleMeHT MOBPIIMHE 1aT 1a d.S = ﬁ = xzy .
mz v

be3 ry0sbema OMIITOCTH MOXKEMO MPETIIOCTABUTH Ja jé KOHAYHA CTPaHUIA aCHUMIITOTCKOT
TPOyTJa Ha jeIMHUYHO] KPY>KHUIM U Ja Cy OECKOHAaYHE CTPAHUIIEC MOJIYIPaBe HOPMATHE Ha XOPHU30HT.
Axko je teme C Tauka XOpPH30HTAa, MHBEp3Uja y OAHOCY Ha Kpyr k ca neHtpoMm y C, MPOU3BOJEHOT
nosrynpednuka (a to je H-pediekcuja) mpecnukahe 6eckoHauHe CTpaHUIlE Yy TMOJIyNpaBe HOpMaTHe Ha
XOPH30HT.

AKO je TIeHTap MOJyKpyTa KOjH perpe3eHTyje KOHAYHY CTPAHHILY
Tayka X(x) OpHIMKINYKA poTalyja (3amucaHa Kao KOMIKEKCHa (pyHKIHja
f(z)=z-x) he mpecnukaTH Taj MOJYKPYT y MOJYKpYyT ca neHtpom y O(0).
AKO je r moJynpeyHuKk Mo0ujeHor mojykpyra H-TpaHcnanudja (3amicaHa
) _ Kao KOMIUIeKCHa (yHKIHMja ca g(z)=z/r) he mpecnukatu Taj HOIYKPYT Y
3\ jemuanyHN. Caja IMaMoO CUTYaIlMjy Kao Ha CIIUIH, 11a je:

-

-1 cos(m-a) O cosd 1

.

S, (aABC) = jﬂ T d—{ dx = jﬂ & _ f _S?riln;dﬁzﬁ—a—ﬂ.[

cos(7—a) \/g y cos(w—ar) \/1 - x2 T—-a
llocneouya  TloBpmmuna H-tpoyrma ABC wuywju ¢y ymioBu a, fi, y Jje Jara ca
S, (0ABC)=n—-a-p-y. (A7)

H-porammjom oxo jegaor temeHa H-tpoyrao ABC M0OXeMO J0BECTH
y TIOJIOKA] J1a My je[lHa CTpaHHWIIa MPHUMaaa MOJIyIpaBoj Koja je HopMallHa
Ha XOpHU30OHT, HeKka je To cTpanuna AB. Ilpumenom dopmyne (16) Ha
acuMMnroTcke Tpoyriose ca remeHuMa ACoo u BCoo umamo:

Sy (aABC) =S, (aBC0) -8, (aAC0) = 7 —(B+(y +8))— (7 - ((x - @) +5)) =

=r—(a+pf+y)o
Jakie, nMaMo Ja je MoBpIIMHA H-Tpoyriia yBeK Mama O]l 7, ajld je W 30up yrioBa H-Tpoyria yBeK
MambH O] 7.

OcuM omucaHor Mojena XUMepOOJUYKe PaBHU TOCTHjU jOII HEKOJUKO Mojena Te€ pPaBHHU.
[ToenkapeoB AWCK-MOAEN XUNEpOONMYKe paBHH je jemaH of dermrhe xopumrheHMX Mojena U OH ce
Takohe MOKe HWHTEPIPETUPATH Kao TMOACKYNl KOMILICKCHE pPaBHH ca CHEHU(PUYHOM METPUKOM.
HcnocraBiba ce Aa cy MoJeNn XUNepOOIMYKe paBHU HA TONYpPaBHH M JTUCK-Mojen MelycoOHO
n3oMopdHH. 3a TUPEKTHE U30METPHUjCKEe TpaHCc(hopMalrje TUCK-MOIeNIa BaK aHaJIOTaH Pe3yiTaT Kao
y TIOJTypaBaHCKOM MOJIey: omniiTa MeOujycoBa MmpecirKaBama Koja CIIMKajy JeAUHUYHHA TUCK Ha CaMOT
ce0be mpecTaBibajy JUPEKTHE N30METPHjCKe TpaHchopMalrje TUCK-MojIeNia Xunepoonndke paBHu. Ta

+ .
MpeciivKaBama cy oonuka M (z) = gz é , IPU 4eMy je |a| > |b| .
zZ+a

AHaJorHO MMOoJIypaBaHCKOM MOJCITY XI/IHCPGOJ’II/I‘IKG PpaBHU MOXKE CC€ IMPABUTHU IMOJTYIIPOCTOPHHU
MOJICI XI/IHep60J'II/I‘-IKOF npocTopa, 3a T-II/I_]‘I/I XOPU30HT MOXKEMO Y3CTHU C paBaH. I{a Cy OUPCKTHC
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n3oMeTpHjcke Tpanchopmarmje H-poctopa y TakBOM Mojeny omimra MeOujycoBa NpecirKaBama

M(z)= az+b

nmokasao je [loenkape 1883. rogune.
cz+d

Ilpumep Axo cy A(a) u B(b) nBe Tauke H-paBHU TakBe ja H-mpaBa / K0ja UX CaaApKH je SyKIHICKH
HOJYKPYT KOjH Cedye XOpU30HT y Taukama M(m) wm N(n), mpu 4yeMmy je pacrmopen Ha KpYXHUIH /

M-A-B-N, nokasatu aa ce H-pacrojame nzmely mux Moxe uspasuru ca d,, (4, B) = |ln D(A,N,B,M )| .

1 Heka je k=k(N,NA) kpyxXHHIla ca IEHTPOM Yy Tauyku N TMOIy-
B npeunnka NA. Heka je ¢; TanreHta Ha KpYyXKHUIly /[ y Tauku A U f;
TaHT€HTa Ha KpyxkHuny k y tauku A. Axo T e€t, u T, et, Ouhe

KT AT, = XSAN (xao yrinoBu ca HOpMaaHuUM Kpanuma). Heka je d nomy-

HpaBa Koja CaJp>kKu TauKy A ¥ HOPMaJlHa je Ha XOPH30HT y Tauku A - AKo
je Tauka D € d TakBa na je A-A-D, ouhe XDAT, = £ASA' = (yrioBu ca

HopManHuM Kpamuma). Tomro je XANA' =a/2, 6uhe T, AT, =a/2, a
ame 1 £T,AD = /2.

[ocmatpajmo H-poraumnjy R, , =S, oS, (mTo je y eyKnuackom sanucy y, oy, ). Umamo na je
v, (/) = p mpaBa Koja je HOpMaJlHa Ha XOPU30HT, nomTo je A€/ u y,(4A)=A umamo 1a A€ p up je
HOpMaJIHa Ha XOPH3OHT, nakne p=d, Tj. y,(/)=d . 30or tora je y,(M)=A4" n v, (B)=B', rue je
B’(b’) mpecex npaBe NB u npase d. JacHo je na je w,(N)=oco. 3aro umamo (y, oy, )(M)=4',

/ . , Imbd’
(Viow )N =0, (v, oy )(D =4, (vioy,)(B)=B', maje d,(4.8)=d, (4.8)=In—">

b'—o0 a—a a-a Ima . )
. = = jep MebOujycoBo IpecIuKaBame
b’

. Ilomrro

je D(4,N,B,M)=D(4,%,B',4') =

a—o b—d b -da Im
qyBa ABOCpPa3MeEpy, a i, o/, je MebHjycoBo NpeciuKkaBambe, UMaMo Ja je:

d,(4,B)= . ln D(A,N,B,M)|.0
D(A,N,B,M)
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