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UvoD

Ovdece biti reti 0 nage&em procesu broja odsteta- Puaonovom procesu. On
ima veoma pogodna teorijska svojstva. Na primerzemse eksplicitno izvesti
njegova kon&no-dimenziona raspodela. Puasonov proces ima dadicifu u teoriji
verovatnae i teoriji stohastkih procesa. U svojoj 1903. tezi, Filip Lundbergjga
ve¢ iskoristio kao model za proces broja odSteta. Kesri930.godine, Herald
Kramer je znatno razviditavu teoriju rizika koristé proces S ukupne sume odsteta,
sa trenucima prisga T;, koji su generisani Puasonovim procesom. DaklasBmniov
proces igra centralnu ulogu u matematici osiguranja
Neke oznake:

Za sve realne funkcijé definisane n§0, o) pisa&temo

f(s, t]=f(@t)—f(s), Gs<t<oo.

Takade, kaze se da celobrojna &jna promenljivaM ima Puasonovu raspodelu sa
parametront > 0 (M~Po¢4is8(A)) ako je njena raspodela data sa

k

A
PM=k) = e—’tF k=0,1,..

PUASONOV PROCES

Definicija: Slwajan proceN = (N(t))so Je Puasonov proces, ako ima slale
svojstva:

(1) Proces pdinje od nule, tiN(0) = 0 skoro sigurno.

(2) Proces ima nezavisne priraStaje, tj za sve prirdoliogeve n, i sve realne
brojevety, k=10,1,2,...,n, n >0, takve da0 =t, < t; < ... <t, slkajne
velicine N(ty) — N(tx—_,) ( odnosno priraétajN(tk_L tx] ) su meusobno
nezavisne.

(3) Postoji neopadafa funkcija i : [0,00) — [0,0) koja je neprekidna s’desne
strane, i za koju vazu(0) = 0. Za proizvoljne brojeve sitQ<s<t,
prirastaji N( s, t] imaju Puasonovu raspodefois (u(s,t])) ( odnosno
N(t)- N(s) ~Pois( u(t) —u(s)). Funkcijap se naziva funkcijom srednje
vrednosti procesh.



(4) Sa verovatnédbom 1 traektorije (N(t,w)s0) SlwCajnog procesaN su
neprekidne sa desne stranetza 0i imaju levu graninu vrednost za > 0.
Ovo svojstvo se joS naziva ‘cadlag’ svojstvo traekd (continue a droite,
limites a gauche).

Napomenimo, jasno je da s&hjna velicinaM, sa Puasonovom raspodelom ima
svojstvo dad = E(M) = D(M).

Shodno tome, kako bi se utvrdila raspodela PuasanpwocesdN dovoljno je znati
njegovu funkciju srednje vrednosti yu. Funkcija siedvrednosti moze se smatrati
skrivenim (unutrasnjim) satom ili operativnim vrenom brojékog procesaN.
Velicina (s, t] na intervalu(s, t], s < t, takorei odreduje velinu prirasStajaN(s, t].
Takade, kako jeN(0) = 0 skoro sigurno, iu(0) = 0, vazi

N(t) = N(t) — N(0) = N(0, t] ~ Poris(u(0,t ]) = Pois(u(t)).

HOMOGEN PUASONOV PROCES, FUNKCIJA INTEZITETA,
KRAMER-LUNDBERGOV MODEL

Najéceke zastuplien Puasonov proces odgovaraaghu linearne funkcije
srednje vrednosti (1, 0dnosno:

u(t) = At, t =0,

za nekod > 0. Proces sa takvom funkcijom srednje vrednostivaaze homogeni
proces, u suprotnom nehomogeni.

Velicinald naziva sentezitet homogenog Puasonovog procédieoliko jeA =1, N
se nazivastandardni homogeni Puasonov proces

Opstije, kaze se dN ima funkciju intezitetal ako je p apsolutno neprekidna,
odnosno za svako< t prirastaj (s, t] ima oblik

U(s, t] = fst/l(x)dx,s < t.

za neku ne-negativhu merljivu funkcifu Jedna od posledica toga je neprekidnost
funkcije p.



Spomenuto je da se u moZe shvatiti kao operativireme ili unutrasnji sat
Puasonovog procesa. Ukoliko je prodesiomogen, vreme se linearno dGaea, pri
tom vazi: u(s,t] = p(s+h, t+h] za svake> 0i 0 < s < t < oo. Intuitivno, ovo znai
da odStete pristizu otprilike ravnomerno tokom veeis

Ukoliko je intezitet A procesaN ne-konstantna velina, u tom slgaju vreme
“‘usporava”’ ili “ubzava” shodno vrednosti wghe A(t). Ovakva pojava, ne-
konstantne vetine A bi u osiguranju odgovarala sezonskim efektimaeindovima.

Homogen Puasonov proces sa inteziteidma sledeca svojstva:

(1) pinje od nule, tjN(0) =0

(2) N ima nezavisne i stacionarne prirastaje
(3) N ima cadlag traektorije.

(4) N(t) ~Pois(At),zat>0

Pod stacionarnds priraStaja se podrazumevadazaBvwes <t,ih>0
N(s, t] 2 N(s + h,t+ h] ~ Pmis(/l(t - s)).

Drugim r&ima, Puasonov parametar, odnosno raspodela pjaa&aisi samo od
duzine intervala, a ne zavisi od njegovog polojajad h.

Proces definisan nd, o) koji ima prva tri od navedenih svojstava nazivd. seijev
proces.Homogen Puasonov proces je jedan od trivijalnimpra Levijevih proseca.
Takade, i Braunovo kretanje je jedan od nijih.



KRAMER-LUNDBERGOV MODEL

Homogen Puasonov proces je osnovni model matemati&zivotnog
osiguranja. Ako predstavimo proces broja odSteta k@mogen Puasonov proces,
rezultuji model koji kombinuje vetine odsteta i trenutke njihovih prisjze je
Kramer-Lundbergov model. Njime se opisuje #ela kapitala kojim raspolaze
odgovarajda osiguravajéa kompanija, kao i i na koji se taj kapital menja tokom
vremena.

Vrednost kapitala u trenutku t zavisi od¢ptnog kapitala, akumuliranih premija i

ukupnih isplégenih odSteta do trenutka t. Ta zavisnost se prdgstaa sledé natin:
N(t)

K =K(0)+ct—ZX- t=0n>0.
j=1
[li, opStije

K(t) =u+p(t) —S(t), t=0,n>0.

u predstavlja p&etni kapital, odnosno vrednostdatnog kapitala u “nultom”
trenutku, u = K(0). Konstantau c¢esto nije precizirana, ali se o©ho
pretpostavlja da je ta vrednost velika. ObjasSnjaajdo je kako matemako,
tako i ekonomsko.

e Akumulirane premije su opisane neprekidnom funkuijp(t), koja takae
figuriSe u izrazu za ukupan kapital. @m0 sep(t) modelira kao linearni
prirast, odnosno:

p(t) = ct,

gde je c- neskajna velEina, i predstavlja brzinu akumulacija premija.
« Zahtevi za odStetom se deSavaju u trenucima gaspe j=1,2,.., takvih da
0<T, <T, <... Oni zapravo predstavljaju jedan niz&nih trenutaka.
 J-ti zahtev za odsStetom pristize u trenutku prouzrokuje veliinu odsteteX;,
koju isplatuje osiguravajéa kompanija. NizX;) predstavlja niz nezavisnih( i
ne-negativnih) skajnih velkina, sa zajedtkom funkcijom raspodelé (x)
pri ¢emu jeF (0) = 0.
U ovom modelu pretpostavlja se ddX) =m < +o,i D(X) =02, 02 <
+00. ( Dozvoljava se€ak da disperzija bude beskéna.)
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Grafik.1: Primer trajektorije procesa K

Nizovi (T;) i (X;) su nezavisni. Posebn®,i (X;) su nezavisni.

Slwajna veleina Yy, Yy =Ty — Tx-1,k=1,2,3,..., T, = 0, formira niz {y),

niz nezavisnih skajnih velcina koje imaju istu raspodelu (eksponencijalnu),
sa parametrom, (4 > 0), tj.

P{Y, <t}=P{T, - Ty, <t}=1—-e* zat>0.

Nizovi (Xj)j=1,2,.L (Yi)k=1,2,. SU nezavisni.
N(t) predstavlja broj prispelih zahteva za odStetonirdoutkat. To je jedan
procesN(t) se moze predstaviti kao

N(@t):=sup{n=1: T, <t} t=0.

Naravno, ukoliko ne postoji indeks za koji T,, < t, podrazumeva se da je
supremum praznog skupa jednak nuli.

Na osnovu uvedene pretpostavke o raspodeli verosatsltajnih velina
Yy = Tx — Tk, k=1, 2,3, ..., dokazuje se da je verovatiaodogadaja

e_/lt(/lt)k
k!

P{N(t) = k} = zak=0,1,2,..

odnosno, d&(t) ~Pois(At),t > 0.



Takale,N(t) se moze zapisati i kao
Nt)=#n=>1:T,<t}, t=0

odakle se vidi di¥ zapravo prebrojava trenutke prigpelo trenutka t.
ProcesN(t) je nezavisan od niza véina odstetdX;).

Ukupna vrednost odSteta, u ozn&c¢t), je ukupna vrednost svih ispknih
odSteta do trenutka tj.

N(t)

SO =) ¥,t20
=1

gde je proces broja odSteta nezavisan od nizaéinvelodstetgX;). U pitanju je
takade jedna familija sléajnih velina, i podrazumeva se dg > 0, skoro

sigurno. U zavisnosti od izbora procedamogu se dobiti i razliti modeli
procesas. Naravno, ukoliko jeN(t) = 0, tada je iS(t) = 0. U opStem sléaju
pokazuje se da

E(S®)) = EXy-E(N®)),
D(S()) = D(Xy) - E(N®D) + (EX.)) D(N(®)).

U Kramer-Lundbergovom modelu proces N(t) je homogerintrezitet tog
homogenog procesa je te je N(t) ~Pois(At). Odatle sledi (na osnovu

osobine Puasonove raspodele) daE$N(¢t)), D(N(¢t)) jednaki At. Dakle, u
Kramer-Lundbergovom modelu, u komeSj@roces ukupne sume odsteta, vazi

E(S()) = At - E(Xy) = Atm,
D(S(1)) = {D(Xl) + (E(Xl))z} At
=(c?+m?) - At =At- (E(Xlz))

gde jeE(X;) = m,D(X;) = o2,Vj.

VrednostS(t) ne sme biti véa od kapitala kojim odrena osiguravajia
kompanija raspolaze u trenutku t, ¢radolazi do razaranja. U sleden
poglavlju bte viSe rei o tome.



Na grafiku Grafik.1 se vidi da procé&Spcacinje sa poetnim kapitalom, vrednosti
u. Dalje se vrednost kapitala Wwaa linearnom brzinom tj. brzinom akumuliranja
premija c, do trenutkd;, kada pristize prvi zahtev za odsStetom. U tomitieun
kapital se umanjuje za vrednost v¢ele odsteteX;. Dalje, na intervalT;, T,)
proces opet ima rastu tendenciju, brzinomc do trenutkaTl, kada ‘pada’ za
duzinu odtstet&, i tako dalje. Dakle, vidi se iz samog izraza,sa igrafika da je
mogute i da K(t) ‘uzme’ negativhu vrednost. To se, izdneostalog, moze
dogoditi ukoliko postoji velika odstetd; kojom vrednost grafika u tom trenutku
‘pada’ ispod nule.

Kramer-Lundbergov model je jedan od najpopularnifinkorisnijih modela u
matematici nezivotnog osiguranja. Bez obzira ngusjaminostavnost on opisuje neke
glavne crte procesa ukupne sume odsteta.

VEROVATNOCA RAZARANIJA U
KRAMER-LUNDBERGOVOM MODELU

Dogaiaj da proceskK ‘padne’ ispod nule, odnosno da prod€st) uzme
negativnu vrednost u nekom trenutku t, nazivRkaearanje.

Definicija_1: Razaranjem se naziva ddgpda kapitak, u nekom trenutku t,

padne ispod nule.
RAZARANE = {K(t) <0, zanekot > 0}

Definicija_2: Trenutak razaranjje trenutak kada di@ do razaranja, odnosno prvi
od trenutaka kada proc&spadne ispod nule.
t=inf{t>0: K(t) < 0}

Trenutak razaranja je zapravo prvi trenutak u ka@edogodilo razaranje (prvi, u
smislu najmanje vrednosti za t, za kojeK&) < 0). Takva vrednost mozZe da se
dostigne a i ne mora( ukoliko do razaranja uopsaigidos|o).

Definicija_3: Verovatnéa razaranja je data sa:
Y(u) = P{RAZARAN/E | K(0) = u } = P{7 < +o},u>0
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Grafik.2: Primer procesa K u kome dolazi do razgran

Dakle, verovatnéa razaranjay(u), u = 0 je funkcija odu, tj. ona zavisi od pgetnog
kapitala. UslovK(0) = u u zapisu verovatri@ razaranja je ‘vestki’ ukoliko je
K(0) konstanta. Takie, razaranje i trenutak razaranja zaviseuodli obicno to
izostavljamo u zapisu.

U prethodnoj definiciji koristili sm@injenicu

RAZARAN,E = U{ K(t) < 0} = {ML# K(t) < 0 } — {1 < o).
t=0

t=0

U opsStem sldéiaju = ne mora biti realan broj, dozvoljeno ¢ak da on budeo sa

pozitivnom verovatnéom. Moze se @ da jer jedna ‘produzena’ stajna

promenjliva. Shodno modelu koji je opisan (Kramembdbergovom modelu) i
¢injenicama da se zahtevi za odStetom deSavajunudi@aT;, T,, T5 , kao i da je
rastojanje izméu tih uzastopnih trenutaka prisejedna sltiajna veltina koja ima

odraienu raspodelu, sasvim je jasno stedeRazaranje se moze dogoditi jedino u
trenucima prispéa, tj. uT,, za neko » 1.
Niz K(Tn) naziva se skelet risk proce&a Korist&i skelet procesa, razaranje se
moze predstaviti preko niz¥, , tj nizaciji su c¢lanovi duzine vremena izrde
uzastopnih prisg&a odSet@é inter-arrival times), velicina odStetaX,, i brzine
akumulacija premija c. U daljem izlaganju kokstino icinjenicu da je

N({t)=#{i =1: T, <T,} = n, skoro sigurno,
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te je broj sabiraka u ukupnoj sumi odSteta jednalPodrazumev@aEmo joS da je
Yy > 0 skoro sigurno, za svako> 1.
Dakle,

RAZARAN,E = {%# K(®) < 0 } - {m# K(T,) < 0 } - {ML# [u+p(T,) — S(T,)] < 0 }

n=1 n1
={ML7§ <0}.
nz1

n
lt+'CT}l—' )9
Ozn&imo saZy sledeiniz :
Zk ::Xk —'CYk, k ::1,2,".

| sa
Sn=Zl +Z2+ ...+Zn,n21, SO=O.

Kako suX, i Y, meaiusobno nezavisni nizovi, kao Sto su i satanovi unutar tih
nizova m@usobno nezavisni, sledi da je iz niz nezavisnih skajnih velcina sa
istom raspodelom. Sada verovaingazaranja mozemo predstaviti na stedecin:

Y(u) =P (/ML# (=S5, < —u) =P (5u30 S, > u).

n=>1 n=>1

Dakle, verovatnéa razaranja se moze shvatiti kao verovédneoepa raspodele
supremuma sktajnog lutanjas,, .
Komplement verovatrid razaranja bi bila verovatida opstanka, u ozna@i(u) :

ew) =1-y)

Glavni cilj je izb&i ‘razaranje sa verovatdom 1'. Takaie, i verovatnéa da
slucajno lutanjesS,, prevazde gornju granicw bi trebalo da bude toliko mala da se
dogataj razaranja moze&ak iskljwiti iz bilo kakvog prakinog razmatranja ukoliko
je vrednost p&etnog kapitala dovoljno velika.

Dakle, podrazumev¥amo da suE(Y;)iE(X;) kona&ni. Time ¢e biti oslabljen
postojéi uslov za duzine vremena iztheuzastopnih pris@a i velcine odsteta, Sto
je uglavnom i sltaj u praksi. Takade, E(Z;) je dobro definisano, a na osnovu
prethodne konstatacije jasno jedsi E(Z,) = E(X;) — cE(Y;), biti konatno. Za niz
slucajnih velcina Z, vazi jaki zakon velikih brojeva. Taije, sliajno lutanje
(S,,) zadovoljava slede :

11



Sn S.S.
;—>E(Zl) ,n — 00,

Drugim re&ima, S, - +o skoro sigurno ako jeE(Z;) > 0, odnosnos,, - —oo
ukoliko je E(Z,) < 0. Dakle, u sldaju da jeE(Z,) > 0, razaranje je neizbezno
(¥ (u) = 1) bez obzira na vrednost geinog kapitalau.

Iz teorije slé#ajnog lutanja sledi da vaziy(u) = 1i pri uslovu E(Z;) =0. To
zapravo sledi izinjenice da postoji podniznf(w)) takav das,, (w) — oo i podniz
(my (w)) takav das,,, (w) - —oo .

Ako se uslovE(Z;) = 0 ‘pojaca’ jos i uslovomD(Z;) < o, moze se pokazati da je
Y(u) =1,vu > 0.

Tvrdenje_1: (Razaranje sa verovatom 1) : Ako SWE(X,) i E(Y;) kona&ni i ako
vazi E(Z,) =E(X,;) —cE(Y;) =20, vyn>0 , razaranje se doda sa
verovatnéom 1.

Ovim tvrdenjem se dolazi do zakfjka da svaka osigurav&m kompanija za
premiju p(t) bi trebalo da izabere linearnu funkcijw(t) = ct kako bi vazilo
E(Z,) <0, jer se u tom skaju obezbéuje uslovy(u) # 1. Ovo je ndin da se
izbegne razaranje sa verovaiom 1.

USLOV CISTOG PROFITA:

Definicija_4 : Kaze se da Kramer-Lundbergov makelovoljava uslovistog
profita ako vazi:

Vrlo je jednostavno objasSnjenje uslosiatog profita, i ono je dosta intuitivno. Dakle,

za dati vremenski period,cekivana vrednost odSteté&,(X;), bi trebalo da bude
manja od premij@(t) ( premium incomeza taj vremenski period ( 4E (Y;)).

12



Primer_1: Uslowistog profita i r&unanje premije u Kramer - Lundbergovom
modelu

Poznato je da za dati model vazi skszle

EX
Lt

ES(t) = EN(t) EX, = M EXy = —~ t.
1

Ako za akumulirane premije izaberemo linearnu fujok(t) = ct, pri ¢emu

c= ?;1 obezbediemo uslowistog profita. U ovom skaju, EZ, = 0 tj. razaranje

1

je neizbezno sa verovaitmm 1.
Dalje, za pozitivnu vrednostp, koju nazivamo zastitni dodatak, funkcija
p(t) se moze predstaviti i kao:

EX,
EY,

p(t) = (1 +p)ES(t) = (1 +p) t.

Odatle se moze izraziti c-brzina akumulacija pramij

=(1+p) B 0
CTVTP Ry P
kao i zastitni dodatak,
EY;

p=c X, 1>0

S’obzorom da jep > 0, jasno je da vaz > ?;1 Sto se vidi iz samog izraza za c.
1

PosebnoE(Z;) < 0, odnosno uslovistog profita je zadovoljen. O

Primer_2: Korigenjem centralne gratne teoreme pokazimo da vaze stede
nejednakosti:
(1) lim p(u) =1 —-P(0)=0.5
u—>00

(2) lim Y(u) = P (max(Yl, Y+ Yy Y+t V) > 0),
u— oo

gde je® funkcija raspodele séajne veltine sa normalnonivi(0,1) raspodelom,
(Y,) niz nezavisnih i jednako raspodeljenih ¢slpnih velcina sa N(0,1)
raspodelom.

13



MoZe se dokazati slede: P(sup S, <t) < P(S,, <t),tevaZi

lim Y(u) = lim P (supSn > u) = lim <1 —P (supSn < u))
u—>00 u—>00

n=1 u—0o0 n=1

=1-— limP (supSn < u) >1— limP(S, < u).
uU—00

Uu—co nz1

Na osnovu centralne granie teoreme vaZi

—ESy _u- ESn>

Sn
: <) = i
111_{{)10 P(S, <u) = lim P( DS, = Ds.

U—00

= limP(W <w),

UuU—00

gde je W sldgajna veltina saN'(0,1) raspodelom, a w neka pozitivha vrednost s’
obzirom nacinjenicu dau — oo i da su ¢ekivanje i disperzija sltajnog lutanjas,,
konani. Na osnovu toga vazP.(W <w) < P(W < 0).

Sada,

1-1limP(S, <uw)=1—limP(W <w)>1-P(W <0)=1-d(0)
u—oo u—oo
tj.
lim Y(u) =1 — ®(0) = 0.5
Uu—>0o
Dalje,

1-®(0)=1—d0)"
=1-P(Y,<0)-P(Y,+Y,<0)-..- P(Y; + -+ Y, <0)

=1— P (max(¥, ¥y + Yy, ., Yy + -+ ¥,) < 0)
= P(max(¥y, ¥y + Yy, ., Yy + -+ ¥,) 2 0)

¢ime se pokazuje da vazi i druga nejednakost, odnosn

lim y(w) > P (max(Yl, Y+ Yy Y+ V) > 0).
u—00o

USLOV MALIH ODSTETA:

Definicija_5: Veltine odSteta zadovoljavaju uslov malih odSteta gkmwa
generatorna funkcii{es*1) postoji za svakos (—s,, sy),
za nekgy > 0.

14



LUNDBERGOV KOEFICIJENT I LUNDBERGOVA
NEJEDNAKOST

U razmatranju Lundbergovog koeficijenta, i Lundlmrg nejednakosti,
podrazumeva se opisani model, za koji vazi uslstog profita, kao i uslov malih
odSteta.

Definicija_6: Pretpostavimo da generatorna funkcl@es?t) sluajne veltine
Z, postoji u okolini nulg-s,,s,), gde jes, > 0. Tada, ako postoji A,
jedinstveno i pozitivno reSenje jedinae:

mgz, (s) = E(es*1) = E(e™*"1)E(e™1) = 1
ono se zovéundbergov koeficijent.

Napomena: trazeno reSenje je reSenje j@dego promenljivoj s

-/

0 A

Grafik.3: Karakteristian primer funkcijef (s) = myz, (s) sa Lundbergovim koeficijentom A.

Postojanje generatorne funkcijeny, (s), (myx,(s) = E(e*1) ) za s €[0,s,),
obezbduje postojanjen;_ (s)

my, (s) = my, (s) - My, (—5), Vs € [0,5y),

jer mey, (—s) < 1,vs = 0.
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Tacnije,
E(e*) = E(e*™) - E(e™*V1), 4
E(e*"1) = E(e™) - (™)), za sves € [0, s,),

gde jeE(e™5Y1) < 1,Vs = 0.

Sli¢no, zas € (—s,,0), E(e%1) postoji ako jeE(e~5¢Y1) konana.

Jasno je da generatorna funkcijacalne veltine Z, postoji u okolini nule ako
postoje generatorne funkcije X3 i1 cY;. U Kramer-Lundbergovom modelu gde je
proces broja odstetd(t), Puasonov proces sa intezitetawazi:

A . A
Mey, () = ., Postoji zas < —.

—CS

Teorema_1 : Pretpostavimo da za dati proces olamgalyazi uslowistog profita, i
da postoji Lundbergov koeficijent A. Tada za svako> 0vazi
nejednakost:

Y (u) < e ™,

Dokaz : DefiniSimo
Y, (uw) =P ({n_ax S; > u) =P(S; >u,zanekoi€{l,2,..,n})
<ilsn

Prvoéemo dokazati day,, (u) T Y (u) .

Neka je
B = lpe s>y
Tada
B, € B, c---cBncB={supSn>u}
nz1
gde je

Na osnovu svojstva neprekidnosti verovateledi

7111—13310 P(Bn) =P <U Bn) = P(B):

n=1
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g.
lim 3, () = P()

odnosno basp, (u) T Y(u) kadn - o« ,vVu > 0, Sto je i trebalo dokazati.
Dalje, dovoljno je dokazati da vazi

P, (W) < e, vn>1,vu>0. (1.1)

Sada dokaz ide indukcijom po Zan = 1

AZ
(W) = P{S; > u} = P{Z, > u} = P{eA™1 > e} <E< 2 nritom
1 1 1 Au P
AZ
% = e% = e 4% gde je A Lundbergov koeficijent tj. reSenje je¢ina Ezs%1=1,
po S.

Pretpostavimo déi.1) vazi zan = k > 1, tj. ¥, (u) < e ™ ,vu > 0.
Potom, dokazimo da vazi za= k + 1.

Yy (W) = P{ max S; > u}

1<i<k+1

=P{Zl>u}+P{ max (Z,+ (S, —Z,)) >u,21Su}

2<i<k+1
u

= [Ta(ra)+ [ Pmaxa s so>u) a(r,0)

=Il+12

Integral I, = fuoo d (le(t)) < fuoo e Alt-W g (le(t)), jerza t > u vazi
eAlt—w) > 1,

Integral I, = ju P {max(t +5;) > u}d (le(t))

1<i<k

_ f_u P{max S; >u_t}d(le(t)) - f_u Vi (u_t)d(le(t))

1<i<k

< f " a0 g (Fz, () = f S edeug (F,®)
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jer jednakost (1.1)vazizan = k.
Dakle,
u

Ve (W) =1 +1; < fooe Alt-w) g (F21 (t)) + j e A=W (F21 (t))

< f " it (le(t))
— u

f+°°e At-u) g (le(t)) - e_Auj o Aty (le(t)) _ o Aup (@4%)

— 00

= e AU

odakle sledi da vazi:

Yrer (W) < e~ A
]

Primer_3: Lundbergova nejednakost udju eksponencijalno raspodeljenih vhia
odSteta:

Podrazumevamo Kramer-Lundbergov model, u kome&iimeliodSteta obrazuju niz

nezavisnih i jednako raspodeljenihé&inih velgina, sa eksponencijalnom funkcijom

raspodele€xp(y), i intezitetom Puasonovog procesaVelicine Y; su nezavisne

sluitajne promenljive s&xp (1) raspodelom.

Generatorna funkcija jedne eksponencijalno raspauel sld¢ajne veltine A,

odnosno sléajne veltine satxp(a) raspodelom, je data sa :

a
mA(s)=a_S, s<a

Dalje, generatorna funkcija od;, = X; — cY; ima oblik

y A /1< <
—sA+cs’ c SV

mzl(s) = my, (S)chl(—S) = ”

Trazeni ( Lundbergov ) koeficijent se potom dolbige reSenje jedidme

c_ v _ 1 _&
1+S/1_y—s N 1-sEX; ' c SS<YV. (12)
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gde jey = (EX,)~1. S’obzirom na uslo¥istog profita, tanije ako se podsetimo da
vaZzi % = % < 0, jednostavnim r&unom se pokazuje da jednakose) ima

1

jedinstveno pozitivno reSenje dato sa:

A
A=y—z>0.

U primeru_1, polaz@ od principa ¢ekivane vrednosti, brzina akumulacija premija,
C predstavljena je na sletdl@actin

EX,

c=1+p) B
1

— (1+p)°
P "
Stoga, izrazen preko zastitnog dodastkdundbergov koeficijent dat je sa

p
A=y——.
y1+p
Dakle, u Kramer-Lundbergovom modelu sa nezavisnippdnako raspodeljenim

velicinama odStet€xp(y), Lundbergova nejednakost za verovétnoazaranja data
je sa:

Y (u) Sex,;v{—y u} ,u> 0.

1+p

Na osnovu osobine eksponencijalne funkcije, viddaesa porastom promenljize
verovatnéa da dodje do razaranja postajecave Takale, Sto vée vrednosti
izaberemo za zastitni dodatak, Lundbergov koeficijentée biti sve manii.

Specijalno,l%p 11, kad p 1 o. S'obzirom day = (EX;)%, §to je manja &kivana

velicine odStete, manja je i vrednost verovémoazaranja. O

Primer_4: Lundbergova nejednakost u cslu velicina odSeta sa gami(2,y)
raspodelom.

Dakle, veltine odstetaX; obrazuju niz nezavisnih i jednako raspodeljeniltaghih

velicina, sa gam& (2, y) funkcijom raspodele i intezitetom Puasonovog psadet;.

velicineY; su nezavisne stajne promenljive s&xp (1) raspodelom.
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Gustina raspodele slajne veléine sal'(2,y) raspodelom je data sa
fx;(x) = y?xe "%,

Generatorna funkcija stajne veltine sa datom gama raspodelom ima oblik

my, () = (y Z s)z'

Generatorna funkcija stajne ,veltine Y, ostaje ista kao u prethodnom primeru.
Dalje, generatorna funkcija od, = X; — cY; ima oblik

2 2 A
ZJ ——<s<y.

ma, () = my, Imer, (=) = (-25) 7750

Sada se Lundbergov koeficijent dobija kao reSexgegine

(55) re =
y—s) A+cs

s(es? +s(A = 2yc) + (y%c — 2y2)) = 0.

odnosno,

S’ obzirom daje—% < s <y, reSenje jednane je jedinstveno i to:

A (/1>2 yA

A=y ——— ||=— —
4 2C 2C c
gde je c dato sa
1+ )2/1
c= p)—.
Y

Dalje, Lundbergov koeficijent izrazen preko zagtgrdodatka ima oblik

3+p—+8p+9

4(1+ p)

A=y

20



Tacnije,

1+.,8p+9
A=y<1— P

<y P
4(1+ p) "1+,

Dakle, Lundbergova nejednakost za verovatn@zaranja kada je u pitanju Kramer-
Lundbergov model sa nezavisnim i gaif@,y) raspodeljenim vetinama odStete,
data je sa:

lp(u)Sexgo{—y<1—1+ “8p+9> u},u>0.

4(1+ p)

Na osnhovu prethodne dve nejednakosti z&élle se da je gornja granica za
verovatn@u razaranja u sti@ju gamarl'(2,y) raspodele w&a nego Sto je u staju
exponencijalne raspodele v@fie odSteta, odnosrii(1, y) raspodele.

O
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VEROVATNOCA RAZARANJA U SLUCAJU MALIH ODSTETA

Podrazumevamo Kramer-Lundbergov model gd& (&) homogeni Puasonov
proces sa intezitetorh Sledéa teorema je jedna od najbitnijih u teoriji rizika.

Teorema_2( Kramerova granica razaranja )
Razmatramo Kramer-Lundbergov model za koji vaziowstistog
profita. Pretpostavimo da je funkcija raspodeletetdsty —apsolutno

neprekidna i da generatorna funkcija momenatéagie veltine odSteta
X; postoji u okolini nule @,,sy), so > 0, a Lundbergov koeficijent A
postoji i pripada intervalu (8,). Tada, postoji konstanta > 0 takva

da vazi:

lim e4“y(u) = c.
n—-oo

Lema_1: Razmatramo Kramer-Lundbergov modelgfieMazi usloveistog profita.
Pretpostavimo da je g < i da je funkcija raspodele odSteFg,
apsolutno neprekidna. Tadarovatnéa opstankag(u) zadovoljava
jednakost:

u

1 —
o) =00 + iz | Fr 0D 0u-1de)  @0)

gde je p(u) =1— Pu), a Fy, (y) = 1 — Fx ().

Dokaz:
Pre dokaza same Leme, predstavljéaebiti dve napomene, koj& se koristiti u

okviru njega.
Napomena_1: Ozgano sa

1 (Y-
Fx,1(y) = EX, Fx (z)dz, y>0,
0

Integrisanu funkcija repa raspodeleXza Primetimo da jeFx_ ;(y) zapravo funkcija
raspodele, jer za svaku pozitivnud&jnu promenljivu A vazi :

(D E@) = [ Fa)dy, i (2) Fx,1(») T 1kad y 1 co.
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Shodno ovome, izraz.0) poprima sled& oblik

1
(1+p)

o) = p(0) + f o — y)d Fy, ().
0

O
Napomena_2: Mogie je oceniti konstanty (0) koja figuriSe u izrazy2.0). Uocimo
da ¢(u) T o kad u —» 0. Ovo je posledica Uslov&istog Profita i¢injenice da
S, = —oo skoro sigurno, odatlewp,,-; S,, < o skoro sigurno.
Na osnovu2.0) i teoreme o0 monotonoj konvergenciji

. 1 *
1 =lim o) = ¢(0) + T+p), Iy<iy @(u — y)dFx 1 (y)

1 [ee]
=00+ 755 | 1dP,0)
0

1
=p(0) + ——
w()+1+p

Dakle,
P

0) =———-

®(0) T+,

O

U ovom dokazu koristemo nezavisnost vélne Z, = X; — cY; i niza(S,, — Z;) n>»
koji ima istu raspodelu kao i ni&,,),s1. Slktajna veltinaY, ima eksponencijalnu
E(A) raspodelu.

Y(u) = P{sup S, > u} =1-¢(u)

nz1

gde (S,,) predstavlja slajno lutanje generisano nizof#,,), koje se moze zapisati
kao (Sn = Zl+ R Zn), Zn = Xn - CYn.

Tada,

p(u)="P {sup Sp < u} = P{S,, < u,zanekon > 1}
nz1

=P{Z, <uS,—7Z, <u—-17,Yn = 2}
= E|liz,cyP(Sn — Zy Su—17,,Yn = 2| Z,)]
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0 u+cy

P(S,—Zi<u—(x—cy),Vn=2)d (FX1 (x)) d (FY1 (y))

u=0+Jx=0
© u+cy
= P(S,<u—(x—cy),vyn=1)d (FX1 (x)) le Y d(y).
u=0+vx=0
Odnosno,
co u+cy
@(u) =j j o(u—x+cy)d (FXl(x))/le"Wd(y).

y=0+Yx=0

Uve&emo potom smenu promenljize= u + cy,

1 2
<P(u)_z

uzfio e jz_ o(z—-x)d (FX1 (x)) d(z). (2.1)

zZ=u x=0

S'obzirom da jeFy, apsolutno neprekidng(z) = f;zogo(z—x)d(Fxl(x)) je
neprekidna, pa je

p(w) =

ﬁltu
OIN

f e gd()

Z=U

cak Sta viSey je diferencijabilna.
Diferenciranjem jednakoste.1),

A A
0@ = 9 - [ g2 dF, .
0

Sada, integracijom, i primenom parcijalne integeacikao i ¢injenice da vaZi
Fx, (0) = 0,kada X; > 0, dobijamo

yl t y t ru
0® = 9@ -2 [ pedu=-2[ [ pu-0dry, @)du
A u u
- _X)Fy ' (u — x)dFy, (x)dx|d
| ot —0E el g+ | 0 (umxrar, @ x] u

u

Ajt ' ,
=——| |@(0)Fx, (u)+ f @' (u—x)dFy, (x)dx] du.

0
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Daljim ratunom,

At A t
0(®) -9 =% [ 9@ du -2 [ £, (odu
0 0
yl t
2 B @l -0 - pO)] dx
0
At At
=Ejo(p(t—u)du——foFXl(x)go(t—x)dx

C
P
=EL Fy. ()o(t — x)dx.

Takade, vaii% = ﬁ % (videti ranije), te na osnovu toga, i prethodrmgiza sledi
1

dokaz leme.

Prethodna Lema zajedno sa opisanim napomenamaediogzisledéu jednakost

o) = —

1 u
1+, 11 +ij p(u—y)dFy, (), (2.2)

gde je

1 (=
Fy, (x) = E_Xl Fy,(y)dy, x>0,
0

integrisana funkcija repa raspodele #ek odsStet, .
Radi jednostavnijeg zapisa uvedimp g = ﬁ, | predstavimog kaop =1 -1y .
Time jednakost2.2) postaje:

W) = aFe (0 + [ (=00 (aFe, @),
0
odnosno,

R(D) = K(®) + j[ R=)drQ)
o,t

gde je F funkcija raspodele pozitivne &&djne promenljiveu je funkcija definisana
na [0,) ograntena na svakom kotaom intervalu, i R je nepoznata funkcija.
Sustinska razlika izn@el prethodne dve jednakosti je u slégim:
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u prvoj jednakosti se integrali u odnosu na mgfy ;, koja nije mera verovatige

jer lim,_ (qFXl,,(x)) =q < 1. Stoga se ta, prva jednakost nazigafektna

jedna‘ina obnavljanja (a defective renewal equatid®e primene standardne teorije,
potrebno je da se prva jednakost transformiSendataan oblik, tj. drugu jedtiu,
za neke funkcije raspodele F.

Definisatemo funkciju raspodelB® zax > 0.

F®(x) =f
0

-4
EXi ),

X X
e? d (qFxl,z(y)) =q j e®d Fy,1(y)

0
x

e fxl (y)dy.

KaZe se da je raspodela, dataF$#, Esscher-ova transformacija eksonencijalno

nagnute raspodele za FZaista, radi se o funkciji raspodele jer &4 (x) ne-
opadajda i ima graninu vrednost kada — oo, tj vazi

lim F@(x) = LX f e® Fy, (y)dy = 1,
0

X—00 1

Sto se moze pokazati na osnovu definicije Lundbeygo koeficijenta A, i
koris¢enjem metode parcijalne integracije.
Dalje, mnozenjem prve jednakosti (12éu)) sa obe strane d” dobijamo

() = oM Ty, () + [ €A p(u = et (g, (0)
0

u
— qeM Ty, () + [ " piu - AFD ), (23)
0

Sto odgovara drugoj jednakosti (izrazurqa)) zaF = F, K(t) = qe*VFy, (1),
i nepoznatu funkcijiR (t) = et (t).
Dalje, osobina Riman-integrabilnosti daje asimpdiotsSenje z&2.3) kadau — oo,

C = lim e?y(w) = Aq f e Fy, 1 (y)dy,
u—00 0

i joS bi trebalo proveriti direktno da li jé(t) = qunyL,(t) Riman-integrabilna.
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Daljim racunom se dobija

o0 _1
C = [pEXl f xeAxfxl(x)dx] :
0

Primer_5: Neka je F funkcija raspodele definisana sa
1.
F(x)z{l—e B x>0
0 ,x < 0.

U pitanju je negativna eksponencijalna funkcijgoaaele.
Inverznim Lapolasovim transformacijama dobija se

o =1~ Lol

odnosno,
l_i)u

AB -
wew =Ll
pri ¢emu od ranije znamo da vazi sléde
A 101
c 1+pp’

UvrStavanjem c, datog ovom relacijom, u prethodraz dobijamo

1 _%%

u) = e 1tPh,
Y(u) T+,
Sada verovatrii@ razaranja zavisi samo ¢d p, a ne i odl. Drugim r&ima, ukoliko
posmatramo dve osiguravagikompanije préemu obe zadovoljavaju uslav> A8,
redom sa parametrim@,, 8) i (1,,8), onda te kompanije imaju istu verovatoo
razaranja ukoliko koriste isti zastitni dodatak
U ovom sldaju, posmatrano sa stanoviSta teorije razaranjepkaija koja ima
najvei parametanl nije rizicnija od druge pod uslovom da obe kompanije imau is
o¢ekivanu vrednost valine odSteta kao i zastitni dodatak.
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PREDSTAVLJANJE VEROVATNOCE RAZARANJA KAOQ
SLOZENE GEOMETRIJSKE VEROVATNOCE

Podrazumewgemo Kramer-Lundbergov model za koji pretpostavljataorazi
uslov ¢istog profita. Daljete od koristi biti jednakost iz Leme_1, kojom seaiava
verovatn@a opstanka, tj.

u

p(u) = ¢(0) + Fx, @) o(u—y)d(y). (3.0)

1
(1+p)EX, fo

U skladu sa uslovima iz pomenute leme, kako bi gaeedena jednakost vazila
potrebno je da valine odstetaX; imaju apsolutno neprekidnu funkciju raspodele, i
konano aekivanje. Takde, uslowistog profita mora biti zadovoljen.

Prvo ¢emo desnu stranu date jednakagstd) predstaviti kao funkciju raspodele
slozenog geometrijskog reda. Kako zacajou veltinu X sa geometrijskom
funkcijom raspodele vazi

PX=n)=pq", n=0,1,2,.., zanekop=1—q € (0,1),

slede€a direktna suma ima slozenu geometrijsku raspoged, uslovom da su X i
niz (X;) meiusobno nezavisni.

Jednostavnim tainom dobija se funkcija raspodele, .

P(Sy < x) =p0+2pnP(X1+---+Xn <Xx)

n=1

=p+qu”P(X1+~-+Xn < x).

n=1
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Tvrdenje(Predstavljanje verovatn® opstanka preko slozene geometrijske
verovatnae)
Podrazumevamo Kramer-Lundbergov model za koji j@oxaljen uslov
cistog profita i vazi K, < co. Takale, podrazumevamo da w@ie odSteta
X; imaju apsolutno neprekidnu funkciju raspodele. &gk (X;,) niz
nezavisnih i jednako raspodeljenih &nihm veltina sa funkcijom
raspodeldy ; . Tada je verovatré@ opstanka data sa :

u>0. (3.1

p(u) = 1L 1+ Z(l +p)™" P(Xl,l + o+ Xy < u)
n=1

+p

Svakako, prethodna jednakosB.1) zadovoljava jednakost3.0),5to ¢e biti i
dokazano na samom ¢miku dokaza. Talde, ispostavlja se da je korisna, jer se u
posebnim sléajevima moZze proceniti sa desne strane.

Dokaz Uvedimo sledée oznakeq=(1+p)Y, i p=1-g=p(1+p)~L
Tada,

o) =p+qp

ad u
Fraa@@)+ ) a7 [ Py Xog + o Xi < w)dF ()
n=2 0

u o0
=p+qf291+§}ﬂﬂP@m+m+XmSu—yﬂ&uU4
0 n=1

u
=p+qj¢w—yM&M@)
0

Dakle, uz prethodno uvedene oznake, pokazuje $e dadovoljena jednakoss.o).
Ostaje jos pokazati da je (3.1) jedino reSenje jednakosti (3.0) u klasi funkcija f,
koje su neprekidne sa desne strane, ne-rastuce, ogranicene, i takve da
f:R—[0,0), f(x)=0zax<0.

O

29



VEROVATNOCA RAZARANIJA U SLUCAJU
VELIKIH ODSTETA

Teorema_3(Verovatnda razaranja u sldaju raspodela sa teSkim repovima)
Podrazumevamo Kramer-Lundbergov model koji zadawvalj uslov
cistog profita, i kod koga jeEX; < co. Takaie, pretpostavimo da postoji
gustina raspodele véine odstetX; i da je integrisana funkcija raspodele
velicina odSteta, Fy,; , subeksponencijalna. Tada za verovatno

razaranjap(u) vaZzi sledéa asimptotika:

Yy
lim = =p .
u=© Fy 1(u)

U svom radu, Embrechts i Veraverbeke su pokazaliadai suprotan smer, odnosno
da je prethodna jednakost ekvivalentna sa oba logdaiglaFy ,(u) i ¥ (u) pripadaju
familiji subeksponencijalnih raspodela.

Dokaz: Ovdece biti predstavljena skica dokaza, dok se ceo dokaze na u
pomenutom radu ( Embrechts i Vereverbeke ).

Ideja je predstaviti verovatdo opstanka kao slozenu geometrijsku raspodelugsto
pokazano u prethodnom poglavlju. Prethodni izraz nseze predstaviti preko
verovatn@e razaranja na sleélenatin:

Y(u) _ p Z(l o) P(X,,l + o+ Xpp > u)
Fx, 1 (u) L+p =1 Fx, 1 (u)
Dalje, zbog subeksponencijalnosti funkdig ,; ,
P(X;1+ -+ X ,>u
lMl(Ll_ > _ , n>1.
ume Fy (u)

Zamenom mesta limesa kad- oo i beskonanog reda, dobija se trazena jednakost,
tj.
u
lim _l/)( ) - _P Z(l +p) "n=pt.
umeo fy W) 1+p —
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Dakle, prethodna jednakost pokazuje da je verovatmazaranja u sustini istog reda
kao ifxl,,(u) koja je ne-zanemarljivédak i u sl¢aju kada je vrednost petnog
kapitala velika.

Primer_6 :Verovatnéa razaranja u sldaju kada velfine odSteta imaju Pareto
raspodelu.

S’ obzirom da je &ekivanje sldajne velEine sa Pareto raspodelom koéna za

a > 1, posmatréemo sldaj Pareto raspodele sa parametmwm 2 i a = 3.

Funkcija raspodele veine odSteta u ovom siaju je data sa:

Pt =1-(22)

Xo +x
a integrisana funkcija raspodele sa:
1 u X0 2 02 Xotu 5 1 Uu
s = [ ) a2 [ L
X, () EX1Jy \xo +x * Xo Jy 2 u+xg
gde jeEX; = ——x,. Dalje, vazi
) . P(u) .
lim = = lim m =p
u—oo UuU—0o _
x1 (W) 1 2(u+ xq)

odnosno

W 1(1 u )_1(1+1 X )_1(1+ X )
lu P 2w+x0))  p\2 2 u+xy) 2p u+xy/)

Sliéno, kada je raspodela wgha odSteta Pareto raspodela sa parametoa8,
integrisana funkcija raspodele je:

2 5 Xot+u s 1 xO 2
FXl,,(u):gxo f ‘ dt=§ 1_(u+x> ’
0 Xo 0
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a verovatnéa razaranja:

P(u) ~ %(2 + (u j_ox())z).

Primer_7: Posmatrajmo sltaj osiguravajie kompanije koja ima cekivani iznos
odsSteta od dve milijarde, ¢ekivani broj odsteta od 50 hiljada, na
godisSnjem nivou. Reetni kapital ove kompanje iznosi 8 miliona.

Koristeti poznate oznake, za opisanu kompaniju vazi

O

A =50000, AB = 2000000 000, u = 8000 000.
te je
£ = 40 000.

Dakle, verovatnéa razaranja je data sa:

P
-200—
e 1+p .

8 000 000) =
w( =115

Posmatrajmo vrednosti ove verovataorazaranja kao funkcije zastitnog dodatka,
koje su date u sledej tabeli.

ZASTITNI DODATAK | VEROVATNOCA RAZARANJA
0.01 0.1366752
0.03 0.0028661
0.05 0.0000696
0.07 0.0000019
0.1 0.000000011544

Sada pretpostavimo da je zastitni dodatak fiksandsi 7%. Zelimo da ispitamo
uticaj na verovatnéu razaranja ukoliko:
1) se menja vednost petnog kapitala
2) pocetni kapital iznosi 8 000 000, @&eakivani iznos odSteta 25 000 i 100 000.
3) ocekivani godisnji broj odsteta uzima redom vrednositi70 000, 20 000, dok
je vrednost p&etnog kapitala i dalje 8 000 000.

1) Neka p@etni kapital uzima slede vrednosti redom
4 000 000, 2 000 000, 1 000 000, 500 000.
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0.07 u

o g
Vazi Y(u) = Ee 1.07 40 000,

Rezultati su prikazani u tabeli:

POCETNI KAPITAL | VEROVATNOCA RAZARANJA
4 000 000 0.0073472
2 000 000 0.0354835
1000 000 0.1821047
500 000 0.4125424

2) Ovde imamo sledel situaciju
0.078000000

8000000) =——e 107 B
Y( ) 107
0C.VR.ODSTETA VEROVATNOCA RAZARANJA
25000 0.00000000075655
150 000 0.0285312

3) U slwéaju kada eekivani godisnji broj odsteta uzima redom vrednosti70 000 i
20 000, dok je vrednost petnog kapitala 8 000 000¢ekivani iznos odSteta na
godisSnjem nivou iznosi 2.8 milijardi, odnosno 80Dioma. Medutim, verovatnéa
razaranja ostaje ista i to 0.0000019.
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