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PREDGOVOR

Rad se sastoji iz pet poglavlja i spiska literature.

U prvom poglavlju je postavljen i definisan model transportnog
problema,dok je u drugom poglavlju definisan problem protoka sa minimalnom
cenom i pokazana je njegova veza sa transportnim problemom.U trecem i
cetvrtom poglavlju su opisani algoritmi za reSavanje problema protoka sa
minimalnom cenom, a samim tim i transportnog problema.Zakljucak je izlozen
u poslednjem poglavlju zajedno sa spiskom literature.



1. Transportni problem

1.1 Razvoj transportnog problema

Transportne probleme je prvi proucavao ruski matematicar L.V. Kantorovich ,
u radu ,Mathematical Methods of Organizing and Planning Production “ (1939).
Zbog ignorisanja njegovih savremenika, rad je ostao nepoznat sve do 1960.
godine, dugo nakon Sto je na ovom polju postignut pomak na Zapadu.
Medutim, njegova vrednost bila je priznata 1975.godine, kada je dobio
Nobelovu nagradu u oblasti ekonomije. Nagradu je dobio i T.C.Koopmans za
doprinos razvitka teorije optimalnosti raspodele resursa. Kantorovich (1939) je
izucavao devet razli¢itih tipova problema sa ciljem da dobije najvece koriScenje
postojecih industrijskih resursa. Glavni medu tim problemima su :

(1) raspodela posla izmedu pojedinac¢nih masina,

(2) raspodela porudzbina medu preduzecima,

(3) distribucija sirovina , goriva i faktora proizvodnje,
(4) minimizacija otpada,

(5) nalazenje najboljeg plana isporuke robe.

Na Zapadu, slican rad u ovoj oblasti je imao F.Hitchcock (1941), koji je prvi
opisao standardni oblik transportnog problema. Predlozio je m X n
dimenzionalnu geometrijsku interpretaciju transporta robe od m proizvodaca
do n potrosaca, i konstruisao ,region mogucnosti“ na ¢ijoj granici mora
postojati optimalno reSenje. Predlozio je metod za nalazenje fiksnih tacaka na
ovoj granici (temena) i pokazao iterativno generisanje boljeg reSenja pomocu
funkcije cilja. Hitchcock je takode primetio pojavu viSestrukih optimalnih
resenja.

Otprilike u isto vreme, T.C.Koopmans, poceo je istrazivanje o smanjenju
vremena isporuke tereta. U radu ,,Optimum Utilisation of the Transportation
System“ (1947) izuCavao je transportni problem, razvijajuci ideju o ¢vornim
potencijalima i kriterijuma optimalnosti. Upravo zbog rada ova dva istrazivaca,
klasican transportni problem je Cesto nazivan Hitchcock-Koopmans transportni
problem. [12]



Klasi¢ni transportni problem glasi:

Dato je m skladiSta i n potrosaca. Na i-tom skladiStu postoji nenegativna
kolicina a; neke robe, a j-ti potroSac potrazuje nenegativnu koli¢inu b; te robe.
Cena transporta jedinicne koli¢ine robe od i-tog skladista do j-tog potrosaca je
¢ij , za svako i=1,2,...,m i j=1,2,...,n. Cilj je prevesti svu robu od skladista do
potrosSaca tako da se zadovolje sve potraznje uz minimalne ukupne transportne
troskove.

Matematicki model ovog zadatka je

(min) 1%, Z}Ll CijXij
p.o. e xij=a ,i=1,2,...m
Yitixi;;=b; ,j=1,2,...,n
xj=0 , i=1,2,...,m; j=1,2,...,n

gde je sa x;; oznacena nepoznata kolicina robe koju treba transportovati od i-
tog skladista do j-tog potroSaca, za i=1,2,....m i j=1,2,...,n.

Matematicka formulacija upravo opisanog transportnog problema ima za cilj da
se od svih mogucih scenarija dodele transportnih transakcija odabere ona koja
ce obezbediti minimalne transportne troSkove postujuci data ogranicenja.

Ovo je ocigledno problem linearnog programiranja u kanonskom obliku.

Teorema 1.1 Transportni zadatak ima optimalno resenje akko je ukupna
ponuda jednaka ukupnoj potraznji.

Dokaz:

Ako transportni zadatak ima optimalno reSanje, onda za optimalne x;; vredi
m — m n — n m — n
=@ = Xitq Zj:l Xij = 2j=1 Xty Xij = Zj:l bj

Pretpostavimo sada da je ponuda jednaka potraznji tj. ¥iZ;a; = Y} b;. Da bi
dokazali da se optimalno reSenje dostize, dovoljno je dokazati da je dopustivi



skup matematickog modela neprazan, jer je tada on neprazan kompakt na
. .. o .o .. . . ibi
kome neprekidna funkcija cilja dostize minimum. Proverimo da je x;; = fn ’a ,
i=1%i

i=1,2,...,m ; j=1,2,...,n jedno dopustivo resSenje:

n
n n _Qibj Lj-1bj
Ca X = i = q; =a i=1 m
Z]—l ij ]—12?;1%_ L ﬁlai i ’ ’
m m _@ibj Xt i i
S X = D= = b; = b; =1,...,n
Zl—l 15} i=1 Z?:llai ] Zﬁlai ]’ ] ’ ’

Ocigledno je da su x;; = 0. Time je tvrdenje dokazano.

U praksi se cesto dogada da ponuda nije jednaka potraznji. U slucaju da je
ponuda veca od potraznje, potraznja se moze zadovoljiti , ali ¢e na nekim
skladistima ostati robe. Uvodenjem fiktivnhog potrosaca kome cCe se sva
preostala roba isporuciti po nultoj ceni problem se moze modelirati na
predlozeni nacin, ne menjajuci pri tom optimalnu vrednost. Sli¢no, ako je
ukupna ponuda manja od ukupne potraznje, uvodimo fiktivhog snabdevaca
koji ima nedostajucu koli¢inu robe i od njega potrosacima trnsportujemo robu
po nultoj ceni. Tako se i u ovom slucaju dobija takozvan ,zatvoren® problem.

Svojstva matrice sistema

Matrica sistema linearnih jednacina transportnog problema ima specijalna
svojstva:

e Matrica sistema je formata (m + n) X mn i svi njeni elementi su nule ili
jedinice;

e Kolona koja odgovara nepoznatoj x;; ima tacno dve jedinice (jedna je iz
jednacine sa desnom stranom q; , a druga iz jednacine sa desnom
stranom b);

e Rang matrice je m + n - 1. Rang je manji od m + n, jer je zbir a-vrsta
jednak zbiru b-vrsta (i jednak el.,,). Podmatrica ¢iji su dijagonalni
elementi oni koji se nalaze u preseku vrste koja odgovara q; i kolone koja
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odgovara x;;, za i=1,...,m, kao i vrste koja odgovara b; i kolone koja
odgovara xp,j, j=2,...,n je jednacina redam + n — 1. Time je tvrdenje
dokazano. Moze se pokazati da je bilo kojih m + n — 1 vrsta matrice
linearno nezavisno.

e Svaki minor matrice ima jednu od vrednosti 0,1 ili -1 (kaze se ,matrica je
totalno unimodularna®);
Ovo se dokazuje indukcijom po formatu minora.
Tvrdenje je tacno za minore reda 1. Pretpostavimo da je tacno za minore
reda manjeg od k. UoCimo minor reda k. Ako on ima kolonu od samih
nula, vrednost mu je nula. Ako ima neku jedini¢nu kolonu, razvojem po
toj koloni vrednost mu se do na znak svodi na vrednost minora k — 1
reda, pa je, zbog induktivne hipoteze, i sam vrednosti 0,1 ili -1. U slucaju
da svaka kolona minora ima dve jedinice, zbir vrsta ¢ije jedinice
odgovaraju a jednacinama (ponudacima) jednak je zbiru vrsta cije
jedinice odgovaraju b jednacinama (potroSacima), pa je minor jednak
nuli. Time je unimodularnost dokazana.

Zbog ovog svojstva vazi

Teorema 1.2 Zatvoren transportni problem sa celobrojnim ponudama a; ,
i=1,...,m i celobrojnim potraznjama b; , j=1,...,n ima celobrojno optimalno
resenje.

Dokaz:

Problem ima bazisno dopustivo reSenje a ono je , zbog totalne unimodularnosti
matrice sistema i celobrojnosti ponuda i potraznji, celobrojno, jer se bazisne
promenljive racunaju Kramerovim pravilom kao koli¢nici celobrojnog minora i
minora vrednosti 1 ili -1. Tvrdenje je dokazano.

Grafovi i mreze

Graf je ureden par (N, A), gde je N konacan neprazan skup ( Ciji se elementi
zovu ¢vorovi), a A je jedan skup dvoelementnih podskupova skupa N (elementi
skupa 4 nazivaju se grane). Slicno tome, digraf je uredenen par (N, A), gde je N
konacan neprazan skup, a 4 jedan skup uredenih parova elemenata skupa N
(ovi uredeni parovi nazivaju se orijentisane grane). Ako je G = (N, A), koriste se i
sledece oznake : N = N(G), A = A(G). Kao Sto je uobicajeno, graf ili digraf se
predstavlja geometrijskom figurom sastavljenom od tacaka i linija koje spajaju
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pojedine parove tacaka. Tacke predstavljaju cvorove grafa, dok linije
predstavljaju grane grafa ili orijentisane grane digrafa. U prvom sluc¢aju linije
su neorijentisane, dok se u drugom slucaju linije orijentiSu(na crtezu
strelicom).

Za dve ¢vora grafa kazemo da su susedna ako su spojena granom. Dva
susedna ¢vora su krajnje tacke svake grane koja ih spaja. Ako je neki ¢vor
jedna od krajnjih tacaka izvesne grane, kaze se da se ta grana stice u ovom
¢voru. U ovom slucaju se takode kaze da su ¢vor i grana incidentni ili
susedni.Broj susednih ¢vorova za ¢vor x zove se stepen ¢vora x. Dve grane su
susedne ako imaju zajednicki ¢vor.

Def. Put duzine k u digrafu je svaki niz grana u,,u,,...u, koji ima sledece
osobine:

1° grana u, polazi iz proizvoljnog ¢vora digrafa;
2% grana u; (i=2,...k) po¢inje u onom ¢voru u kojem se zavrSava grana u;_;.
Alternativno, put moze da se definiSe kao niz ¢vorova kroz koje prolazi.

Put moze viSe puta da prolazi istom granom ili kroz isti ¢vor.Elementarni put je
put koji prolazi kroz svaki ¢vor grafa najviSe jedanput.

Put koji se zavrSava u istom ¢voru u kojem i pocinje naziva se kruzni ili
zatvoreni put.

Def. Graf je povezan ako se proizvoljna dva njegova ¢vora mogu povezati putem.
Ako postoje ¢vorovi koji se ne mogu povezati putem, graf je nepovezan.

Tezinsi graf (digraf ) je graf (digraf) u kojem je svakoj grani dodeljen neki broj.
Drugim rec¢ima, grafu (ili digrafu) G = (N, A) pridruzeno je preslikavanje w: A— R
koje svakoj grani u € A dodeljuje broj ®(u) kao tezinu. Funkciju ® nazivamo
tezinska funkcija grafa (digrafa). U raznim interpretacijama tezina grane
predstavlja njenu duzinu, propusnu moc (ili kapacitet), pouzdanost, cenu
koStanja, prenos itd. Inace,tezine grana su u kombinatornoj optimizaciji, po
pravilu, celi ili realni brojevi.

Tezinski graf (ili digraf) G = (N, A) sa tezinskom funkcijom ®,tj. ureden par (G, ®)
Cesto se naziva i mreza. Kada se govori o mrezi (G, ®) Cesto se, radi
jednostavnosti izrazavanja kaze ,mreza G“ pri ¢emu se ne istice tezinska
funkcija w, ali se podrazumeva da je ona definisana.



2.Problem protoka sa minimalnom cenom na mrezi G

Ovaj problem se moze definisati na sledeci nacin : treba odrediti cenu
isporuke robe kroz mrezu a da pri tom budu zadovoljene potrebe na odredenim
¢vorovima iz dostupnih zaliha na drugim ¢vorovima. U praksi, ovaj problem se
cesto srece u skoro svim granama industrije, ukljucujuci poljoprivredu,
komunikacije, odbranu, energiju, medicinu, proizvodnju i transport, jer za
reSavanje najveceg broja prakti¢nih problema, odluc¢ujuci znacaj imaju troskovi
neophodni za realizaciju posmatranih protoka. Primera radi, ako se radi o
transportnoj mrezi, onda je jasno da uz postovanje svih ogranicenja koja
postoje u posmatranoj transportnoj mrezi, odlucujuci znacaj za realizaciju
transporta (protoka) imaju troSkovi transporta i da se uvek zahteva njihova
minimalizacija uz unapred data ogranicenja.

2.1 Matematicki model problema i osnovne definicije

Neka je G = (N,A) usmerena mreza , gde je N skup od n ¢vorova, a A skup od m
usmerenih grana. Promenljivu x;; koja odgovara grani (i,j) sa pocetkom u
¢voru i i krajem u ¢voru j interpretiramo kao protok kroz tu granu, a
odgovarajuce c¢;; kao cenu tog protoka.

Takode svakoj grani (i,j) € A pridruzujemo kapacitete u;; (koji oznacava
maksimalni moguci protok na grani) i [;;(koji oznacava minimalni neophodni
protok na grani). Neka je b;, i € N, koli¢ina protoka koja prolazi kroz ¢vor i € N
(tj. b; predstavlja ponudu ili potraznju). Cvor i koji odgovara b; >0 zovemo izvor
snage(ponude) b;; ¢vor i koji odgovara b; <O zovemo ponor snage (potraznje);
¢vorove koji odgovaraju nultim komponentama b;, zovemo pretovarna
mesta.Funkcija cilja predstavlja ukupnu cenu protoka kroz mrezu.
Matematicki model ovog zadatka je

(min) X jyea CijXij (2.1.9)
X )ear Xij — Xiji:ea Xji = by za sve iEN  (2.1.b)
lij < x;; < u;; za sve (i,j)EA (2.1.0)
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Ogranicenja (2.1.b) se nazivaju ,mass balance“ ogranicenja.
X(j:ai,j)eay Xij Predstavlja ukupan odliv iz ¢vora , a Y;.(jea} Xji Predstavlja ukupan

priliv u ¢vor.

U vecini slucajeva je [;; =0, pa ako se drugacije ne zahteva, smatracemo
0< xij < uij.

Takode, neka je C najveca koli¢ina troskova bilo koje grane, a U najveci obim
bilo koje ponude/potraznje.

Mozemo primetiti da je transportni problem specijalni slucaj ove klase
problema za l;; =0, u;j= «. Mreza G je pri tom bipartitni digraf sa m izvorain
usca. Poznata je ponuda a; svakog izvora i potraznje b; svakog ponora kao i
cena transporta ¢;; jedinicne koli¢ine robe od izvora i do ponora j, za svako
i=1,2,...m, j=1,2,...n. Cilj je prevesti svu ponudenu robu i zadovoljiti potraznje
uz minimalne ukupne transportne trosSkove.

Primer: Pretpostavimo da je data mrezna reprezentacija transportnog problema
sa 2 ¢vora ponude, 2 ¢vora potraznje i datim cenama na granama (pri tom je
ponude=potraznji).Mreza moze da izgleda ovako

6 1 5 iO Cij ;OJ'
@,

4 4 5

Isti primer za problem protoka sa minimalnom cenom izgleda ovako

lo (C;j.u;j] :O]




Lema 2.1 Svaki problem protoka sa minimalnom cenom je ekvivalentan
transportnom problemu.

Dokaz: Posmatrajmo problem protoka sa minimalnom cenom za koji su [;; =0,
u;; < o0, i podaci G = (N, 4), ¢;j, b; definisani kao ranije. Zelimo da ovaj problem
svedemo na transportni praveci bipartitni graf snabdevaca i potrosaca. Za
svaku granu (i,j) €A konsruiSemo ¢vor i, koji predstavlja snabdevaca sa
ponudom u;;. Potrosaci Ce biti ¢vorovi i € N,sa potraznjom Y. x)ea Uik — b;-
Zatim povezemo svakog snabdevaca i,j sa potroSacima i i j granama
neogranicenog kapaciteta. I neka je cena transporta koz grane definisana na
sledeci nacin ¢;;; =0 i ¢;;; = ¢;j.

¥y g~ b

Pokazimo da postoji ,1-1“ preslikavanje izmedu dopustivih protoka ova dva
problema i da su cene protoka iste. Da bismo ovo pokazali, neka je f;; protok
od ¢vora i,j do j, a u;; — f;j protok od i,j do i. Ocigledno je da razmatramo
problem (min) Y.; jyea ¢;j fij- Ukupan iznos protoka kroz ¢vor i iznosi
Yiipealwis — fij) + Xj.jea fii- Ovaj protok mora biti jednak ;. jyeatij — bi.
Ocigledno je i 0< f;; < u;;, Ovim smo dobili ogranicenje za problem protoka sa
minimalnom cenom,¢ime je lema dokazana.



ponude cene potraZnje

; C; j b,r

Mrezna reprezentacija transportnog problema

U nastavku ¢emo opisati metode za nalazenje reSenja problema protoka sa
minimalnom cenom (a samim tim i transportnog problema).
Neka vaze pretpostavke:

1. Svi podaci (cena,ponuda,potraznja,kapacitet) su celi brojevi.
Mreza je usmerena.

3. Ponuda/potraznja u ¢vorovima zadovoljava uslov Y,;cy b; = 0 i problem
protoka sa minimalnom cenom ima dopustivo reSenje.

4. Mreza G sadrzi usmeren put u kome svaka grana ima beskonacni
kapacitet, izmedu svakog para ¢vora.

5. Sve cene na granama su nenegativne.

Pojam rezidualne mreze

Nasi algoritmi Ce se oslanjati na koncept rezidualne mreze. Rezidualnu mrezu
G (x) koja odgovara protoku x, definiSemo na sledec¢i nacin: granu (i,j) €
A zamenjujemo sa dve grane, (i,j) i (j,i). Grana (i,j) ima cenu ¢;; i rezidualni
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kapacitet r;; = u;; — x;5, a grana (j, i) ima cenu c¢;; = —¢;; i rezidualni kapacitet

1;; = x;j. Rezidualna mreza se sastoji samo od grana sa pozitivnim rezidualnim

kapacitetom.
2.2 Dualni problem

Za svaki problem linearnog programiranja (primalni problem) postoji njemu
blisko povezan dualni problem. Za problem protoka sa minimalnom cenom ,
promenljiva n(i) je povezana sa ,mass balance“ ogranicenjima ¢vora i, a
promenljiva (i) sa ograniCenjima kapaciteta grane (i,j). U odnosu na ove
promenljive, dualni problem se moze definisati na sledeci nacin :

(max) w(m, a) = Yien b(DT(D) — X peauija;  (2.2.9)
(i) —n(j) —a;; <c; zasve (i,jJEA (2.2.b)
a;j = 0 za sve (i,j) €A i m(j) je neograniCen za sve j € N (2.2.¢)
2.3 Varijante problema protoka sa minimalnom cenom

Transportni problem

Transportni problem je definisan pomocu dvodelnog grafa , gde je N; skup izvor
¢vorova, a N, skup ponor ¢vorova, tako da je N = N;U N,. Skup grana je
definisan sa A = {(i,j) | i € N;,j € N,} . Cilj je da se pronade najmanja cena
prevoza od izvora snabdevanja (N;) do ponor destinacija (N,). Ponude i potraznje
u izvorima i ponorima oznacene su sa b(i). Ne postoje gornje granice protoka.
LP formulacija ovog problema je:

(min) X jyea CijXij
Z{j:(i,j)eA} x;j =b(i) zasvei€N;
Xiii,HeayXij = —b(j) za sve j €N,
x;j=0 zasve (i,j)€EA

Postoje razne varijante transportnog problema, koje se mogu svesti na osnovni
oblik, npr. 1) “The bottleneck transportation problem“ se moze definisati na
sledeci nacin: skupovi ponuda i skupovi potraznji su dati tako da je ukupna
ponuda jednaka ukupnoj potraznji.Postoji transportno vreme koje povezuje
svaku tacku ponude i svaku tacku potraznje.Potrebno je da se pronade
dopustiva raspodela (zaliha ponude) koja minimizuje maksimalno transportno
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vreme izmedu tacaka ponude i potraznje, ali tako da je raspodela izmedu dve
tacke pozitivna.[13], 2) ,The dynamic transportation problem“ je transportni
problem kroz vreme. Tj, problem odredivanja optimalnog protoka robe od
razli¢itih izvora do razli¢itih us¢a u datoj mrezi, uz minimizaciju ukupnih
tro§kova prevoza, u svakom trenutku vremena t.[14] , 3) ,Fixed-charge
transportation problem “(FCTP) je joS jedna varijacija transportnog problema u
kojoj je odredjen fiksni troSak za svaki put koji se koristi u reSenju. Zato je
funkcija cilja stepena. Svaki put kad otvorimo ili zatvorimo put ,funkcija cilja
»SkoCi“ za korak.,The step fixed-charge transportation problem“(SFCTP) je
varijanta ovog problema u kojoj je fiksna cena u formi stepene funkcije i zavisi
od tereta na datom putu. Funkcija cilja je i ovde stepena funkcija, ali sa mnogo
viSe koraka nego u FCTP.Ovi problemi se uglavnom reSavaju koriS¢enjem
savremenih kompjuterskih softvera.[15], ,The production-transportation
problem“ se moze definisati na sledeci nacin : neka postoji nekoliko postrojenja
na razli¢itim lokacijama (rafinerija nafte, na primer) i veliki broj kupaca. Svaki
proizvodac zeli da proizvede maksimalno moguce, koristeci viSe nacina
proizvodnje, dobijajuci razliCite kolicine proizvoda kao i promenljive troSkove
proizvodnje. Pretpostavimo da kupac za svaki proizvod zahteva sto kraci rok
dostave i poznate jedini¢ne troSkove transporta. Svaki kupac moze da zadovolji
svoje potrebe za odredenim proizvodom iz bilo koje kombinacije postrojenja.
»The production-transportation problem“ se sastoji od odredivanja proizvodnog
programa proizvodaca, kao i transporta proizvoda do kupaca sa minimalnim
tro§kovima,a da pri tome sve potraznje budu zadovoljene.[16]

Problem pretovara

Ovo je uopsStenje transportnog problema sa dodatim nula-snabdevenim
¢vorovima, nazvanim évorovi pretovara. Cvorovi se dele na tri

skupa: N; —¢vorovi snabdevanja, N, —¢vorovi potraznje, N; —¢vorovi pretovara.
U svakom drugom smislu, problem je ekvivalentan transportnom problemu. LP
formulacija ovog problema je:

(min) X jyea CijXij
Yiipeay Xij — Xgi(ineayXji = b(i) za svei € Ny, N,
Yl peayXij — Xgi(iea}Xji = 0 zasve j € Ng

x;jj=0 zasve (i,j) €A
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Jedina razlika izmedu ovog i problema protoka sa minimalnom cenom je Sto
ovaj drugi ukljucuje gornje i donje granice protoka na granama.

Problem najkraceg puta

Za ovaj problem zelimo da nademo put najmanje cene (ili duzine) od odredenog
izvor ¢vora s do ponor ¢vora t, pretpostavljajuci da svaka grana (i,j) € A ima
cenu (ili duzinu) ¢;j. Ako postavimo b(s) = 1, b(t) = —11i b(i) = 0 za sve ostale
¢vorove u problemu protoka sa minimalnom cenom, reSenje problema ce slati
jednu jedinicu protoka od ¢vora s do ¢vora t duz najkraceg puta. Dakle,
problem najkraceg puta od ¢vora s do svih ostalih ¢vorova, moze biti
formulisan kao problem protoka sa minimalnom cenom, postavljajici
b(s)=n—1,b(i)=-1zasvei#s,[;;=0iu; =n—1zasve (i,j) €A, ¢; kao
duzinu grane (i,j) za sve (i,j) € A. LP formulacija ovog problema je:

(min) Z(i,j)eA CijXij

LijitspeayXsj = Lij:GoeaXis = n— 1

YU peayXij — Xgi(ineayXii = —1 zasvei=23,..,n
0<x;<n—1 zasve(ij)€EA

Optimalno resenje ovog problema Salje jedinicu protoka od izvora do svih
ostalih ¢vorova duz najkraceg puta.

Primer grafa najkraceg puta od ¢vora s do ¢vora t:

S 6

S 9 t
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Ovaj problem moze biti formulisan kao problem protoka sa minimalnom cenom
i tada graf izgleda ovako :

(5,90)

Problem maksimalnog protoka

Ovaj problem se moze posmatrati kao komplementaran model problemu
najkraceg puta. Dok se kod problema najkraceg puta prikazuje situacija u kojoj
protok predstavlja cenu koja nije ogranicenog kapaciteta, kod problema
maksimalnog protoka, protok je ogranic¢en. Problem maksimalnog protoka je
problem odredivanja maksimalne koli¢ine protoka od odredenog izvor ¢vora s
do ponor ¢vora t. Ovaj problem mozemo formulisati kao problem protoka sa
minimalnom cenom postavljajuci b(i) =0 zasve i €N, ¢;; =0 za sve (i,j) €A, i
uvodenjem dodatne grane (t,s) sa cenom ¢;; = —1 i maksimalnim protokom
u;s = oo, Tada problem protoka sa minimalnom cenom maksimizira protok na
grani (t,s) , ali poSto svaki protok na grani (t,s) mora ,putovati“ od ¢vora s do
¢vora t kroz grane iz A (b(i) = 0), reSenje problema protoka sa minimalnom
cenom ¢e maksimizovati protok od ¢vora s do ¢vora t u originalnoj mrezi.
Pretpostavimo, bez gubitka opsStosti da je 1 izvor ¢vor, a n ponor ¢vor. Grana
(n,1) je dodata sa ¢,; = —1, l;; = 01iu,; = o. Neka je b(i) =0zasvei €N.LP
formulacija ovog problema je:

(min) —Xn1
Z{j:(i,j)EA} Xij — Z{j:(j,i)EA} xjj=0 zasvei€N
0<x;<u; zasve(ij)€EA

0<xy <
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Primer grafa maksimalnog protoka od ¢vora s do ¢vora t :

5 6

Ovaj problem moze biti formulisan kao problem protoka sa minimalnom cenom
i tada graf izgleda ovako :

Problem pridruzivanja

Neka je graf G(N, A) definisan pomocu dva disjunktna skupa N; i N, sa
jednakim brojem ¢vorova. Problem je kako svakom elementu iz N; pridruziti
jedan element iz N, uz minimalne troskove. Ako je elementu i € N; pridruzen
element j € N, , tada je x;; = 1. Inace je x;; = 0. Za svakii € N; , b(i) =1, za
svaki j € N,, b(j) = —1 . Sve donje granice su 0, gornje 1. LP formulacija ovog
problema je:

(min) Z(i,j)eA CijXij
Z{j;(i,j)eA} xij=1 zasvei€N,
Yiiijeay—Xij =1 zasvej€EN,
x;j €{0,1} zasve (i,j) €A
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3.0snovni algoritmi za resavanje problema protoka sa
minimalnom cenom

U ovom poglavlju cemo opisati tri pseudopolinomijalna algoritma za reSavanje
problema protoka sa minimalnom cenom sa celobrojnim podacima. To su
»cycle-canceling algorithm®, ,the successive shortest path algorithm® i ,,primal-
dual algorithm*.

3.1 Uslovi optimalnosti

U problemu najkraceg puta, oznake d(i) definiSu najkraca rastojanja od
odredenog ¢vora s do svih preostalih ¢vorova u mrezi akko predstavljaju duzine
puteva od ¢vora s i zadovoljavaju sledece uslove optimalnosti

d(j) <d(i) +c¢;j zasve (i,j) EA (3.1)

Ovi uslovi optimalnosti nam omogucavaju da proverimo da li dati skup
rastojanja zaista definiSe najkrace puteve. Takode, omogucavaju i proveru da li
dati skup puteva od ¢vora s do ostalih ¢vorova u mrezi predstavlja skup
najkracih puteva, jednostavnim izracunavanjem duzina tih puteva i proverom
uslova optimalnosti. U oba slucaja, uslovi optimalnosti pruzaju uverenje da je
skup rastojanja ili skup puteva optimalan. Pre nego Sto pokrenemo diskusiju o
algoritmima za reSavanje problema protoka sa minimalnom cenom, opisacemo
tri ekvivalantna uslova optimalnosti. To su: ,negative cycle optimality
conditions® (uslovi optimalnosti negativnog ciklusa), ,reduced cost optimality
conditions” (uslovi optimalnosti smanjene cene) i ,complementary slackness
optimality conditions® (uslovi optimalnosti dodatne labavosti).

3.1.1 Uslovi optimalnosti negativnog ciklusa
Teorema 3.1.1 (Uslovi optimalnosti negativnog ciklusa)

16



Dopustivo reSenje x* je optimalno reSenje problema protoka sa minimalnom
cenom ako i samo ako zadovoljava uslove optimalnosti negativnog ciklusa,
odnosno, rezidualna mreza G(x*) ne sadrzi negativan (usmeren) ciklus.

Dokaz:

Pretpostavimo da je x neki dopustivi protok i G(x) sadrzi negativan ciklus.
Mozemo da poboljSamo objektivnu vrednost funkcije Sirenjem pozitivnog
protoka po ciklusu. Zato, ako je x* optimalan protok,G(x*) ne moze sadrzati
negativan ciklus.

Sada pretpostavimo da je x* dopustivi protok i G(x*) ne sadrzi negativan ciklus.
Neka je x' optimalan protok i x* # x'. Teorija dekompozicije protoka pokazuje
da razlika vektora x’ — x* moze da se razlozi na m pojacanih ciklusa u odnosu
na protok x* i zbir cena protoka na ovim ciklusima je jednaka cx’- cx*. Posto su
duzine svih ciklusa u G(x*) nenegativne, cx’'- cx* =0, tj. cx’ > cx*. Ali, posto je x’
optimalan protok cx’ < cx*. Zato je cx’ = cx”, pa je x*, sto je u suprotnosi sa
pretpostavkom. Dakle, ako G(x*) ne sadrzi negativan ciklus, x* mora biti
optimalan. Teorema je dokazana.

3.1.2 Uslovi optimalnosti smanjene cene

Primetimo da se uslovi optimalnosti problema najkraceg puta mogu zapisati
kao

¢t = ¢;j + d(i) — d(j) za sve grane (i,j) € A (3.2)

gde je c{ij optimalna smanjena cena za granu (i,j) u smislu da meri cenu ove

grane u odnosu na najkraca rastojanja d(i) i d(j).

Primetimo da u odnosu na optimalna rastojanja, svaka grana u mrezi ima
nenegativhu smanjenu cenu. StaviSe,ako grana (i, ) povezuje izvor ¢vor s i bilo
koji drugi ¢vor na najkracem putu, posto je d(j)= d(i)+c;j, najkraci put sadrzi
samo grane sa nulom smanjenim cenama.

Pretpostavimo da je realan broj n(i), neograni¢enog znaka, povezan sa svakim
¢vorom i € N. n(i) se naziva potencijal ¢vora i. Kao Sto je ve¢ ranije
napomenuto, (i) je dualna promenljiva koja odgovara ,mass balance”
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ogranicenjima cvora i. Za dati skup ¢vorova potencijala 7, smanjena cena za
granu (i,j) se definiSe

ci; = ¢y — m(@) + n(j)

Ovo smanjenje cene se moze primeniti i na rezidualnu mrezu kao i na
originalnu, ali se tada koristi ¢j; umesto ¢;; . Sledeca svojstva ce biti korisna u

nastavku poglavlja.

Svojstvo 3.1.2

a) Za svaki usmeren put P od ¢vora k do ¢vora 1,
Qi j)ep Ciy = X jep Cij — k) + (1)
b) Za svaki usmeren ciklus W

(i jyew Ctﬂj = X(ij)ew Cij

Ovo svojstvo znaci da potencijali ¢vora ne menjaju najkraci put izmedu bilo
koja dva ¢vora k i [, jer potencijali povecavaju duzinu svake putanje
konstantom m(l) — m(k). Ovo svojstvo takode podrazumeva da ako je

W negativan ciklus u odnosu na ¢;; kao cenu grane, to je takode negativan
ciklus u odnosu na cj; kao cenu grane. Sada smo obezbedili i alternativni oblik
za uslove optimalnosti negativnog ciklusa koji se izrazava u terminima
smanjenih cena grana.

Teorema 3.1.3 (Uslovi optimalnosti smanjene cene)

Dopustivo reSenje x* je optimalno reSenje problema protoka sa minimalnom
cenom ako i samo ako neki skup ¢vorova potencijala m zadovoljava sledece
uslove optimalnosti smanjene cene

ci; = 0 za svaku granu (i,j) iz G(x") . (3.3)
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Dokaz:

Ovo tvrdenje mozemo dokazati koristeci teoremu 3.1.1, ako pokazemo da su
uslovi optimalnosti negativnog ciklusa ekvivalentni uslovima optimalnosti
smanjene cene.

Pretpostavimo da reSenje x* zadovoljava uslove optimalnosti smanjene cene.
Tada imamo

Y jew ciy 2 0

za svaki usmeren ciklus W u G(x").
Zatim, iz svojstva 3.1.2b) sledi
i jew Cij = Lijew Cij = 0
za svaki usmeren ciklus W, pa G(x*) ne sadrzi negativan ciklus. Dakle, po
teoremi 3.1.1, x* je optimalno reSenje.

Suprotno, pretpostavimo da za reSenje x*, G(x*) ne sadrzi negativan ciklus.
Neka d(-) oznacava najkrace rastojanje od ¢vora 1 do svih ostalih ¢vorova u
G(x*). Mora biti zadovoljen uslov optimalnosti

d(j) <d(i) +c;; zasve (i,j) € G(x7) .

Ovu nejednakost mozemo zapisati ¢;; — (—d(i)) + (—=d(j)) = 0 ili ¢;; > 0, ako
definiSemo m = —d . dakle, reSenje x* zadovoljava uslove optimalnosti smanjene
cene. Teorema je dokazana.

3.1.3 Uslovi optimalnosti dodatne labavosti

Uslovi optimalnosti iz teorema 3.1.1 1 3.1.3 su se odnosili na rezidualnu
mrezu, a sada ¢emo ih prilagoditi originalnoj mrezi.

Teorema 3.1.4 (Uslovi optimalnosti dodatne labavosti)

Dopustivo reSenje x* je optimalno reSenje problema protoka sa minimalnom
cenom ako i samo ako za neki skup ¢vorova potencijala &, smanjene cene i
vrednosti protoka zadovoljavaju sledece uslove optimalnosti dodatne labavosti
za svaku granu (i,j) €A :

1. Ako je ¢j; > 0, tada je x;; = 0. (3.4.a)
2. Ako je 0 < x;; <u; , tadajec; =0. (3.4.b)

19



3. Ako je ¢f; <0, tada je xj; = w;j . (3.4.0)
Dokaz:

Tvrdenje mozemo dokazati pokazujuci da su uslovi optimalnosti smanjene cene
ekvivalentni (3.4). Pretpostavimo da ¢vor potencijala n i vektor protoka x
zadovoljavaju uslove optimalnosti smanjene cene. Zelimo da pokazemo da
takode zadovoljavaju i (3.4). Razmotrimo tri mogucnosti za svaku granu

@i,)) € A.

1. Ako je ¢fj > 0, rezidualna mreza ne moze sadrzati granu (i,)), jer je
¢ji = —¢{j < 0 (kontradikcija sa (3.3)). Zato je xj; =0 .

2. Ako je 0 < x;; <uy; , tada rezidualna mreza sadrzi obe grane (i,)) i (j, i) . 1z
uslova optimalnosti smanjene cene sledi da je ¢; > 01 ¢j; = 0 . Posto je

T

Y
Cji

= —¢;; , sledi da je ¢fj = ¢j; = 0.
3. Ako je ¢f; < 0, rezidualna mreza ne moze da sadrzi granu (i,)) , jer je
c/; < 0 u kontradikciji sa (3.3). Zato je x;; = w;j.

Dakle,ako ¢vor potencijala n i vektor protoka x zadovoljavaju uslove
optimalnosti smanjene cene, onda zadovoljavaju i uslove optimalnosti dodatne
labavosti. Suprotno, ako par (x, ) zadovoljava uslove optimalnosti dodatne
labavosti, takode zadovoljava i uslove optimalnosti smanjene cene. Teorema je
dokazana.

3.2 Veza izmedu optimalnih protoka i optimalnih
potencijala

Znajuci optimalan protok mozemo izracunati optimalne potencijale ¢vora i
obrnuto. Ovi problemi se mogu reSiti preko problema najkraceg puta ili
maksimalnog protoka. I to ukazuje na vezu izmedu problema protoka sa
minimalnom cenom, problema maksimalnog protoka i problema najkraceg
puta.
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3.2.1 Izracunavanje optimalnog potencijala cvora

Ako imamo dat optimalan protok x*, mozemo dobiti potencijal ¢vora reSavajuci
problem najkraceg puta (sa mogucim negativnim duzinama grana). Neka je
G(x”) rezidualna mreza u odnosu na protok x*. Jasno je da G(x*) ne sadrzi
negativan ciklus, jer bi to bilo u suprotnosti sa optimalnosScu reSenja x*. Neka
d(-) oznacava najkrace rastojanje od ¢vora 1 do svih ostalih ¢vorova u
rezidualnoj mrezi i neka su ¢;; duzine grana. Rastojanja d(-) su dobro

definisana, jer rezidualna mreza ne sadrzi negativan ciklus. Uslovi optimalnosti
najkraceg puta podrazumevaju da

dj < d; +c;j za sve (i,)) iz G(x") (3.5)
Neka je 1 = —d. Tada se (3.5) moze predstaviti kao

ci;j = ¢j— m(@) +n(j) =0zasve (i,j)iz G(x7) .

Pozivajuci se na teoremu 3.1.3 ocigledno je da m pretstavlja optimalan skup
potencijala ¢vora.

3.2.2 Nalazenje optimalnih protoka

Imajuci u vidu optimalne potencijale m , mozemo dobiti optimalno reSenje x*

reSavajuci problem maksimalnog protoka. Najpre izraCunamo smanjenu cenu

c{; za svaku granu (i,j) € A ,pa razmotrimo sve grane , jednu po jednu. Svaka

grana (i, j)je klasifikovana na jedan od sledecih nacina .

Slucajl: ¢; >0
Uslov (3.4.a) podrazumeva da x;; mora biti nula. Primenjujemo ovo ogranicCenje

postavljajuci x;; = 0 i brisanjem (i, ) iz mreze.

Slucaj2: ¢j; <0

Uslov (3.4.c) podrazumeva da x;; = u;; i brisanje ove grane iz mreze. PoSto smo
poslali u;; jedinica protoka duz grane (i,j), moramo smanjiti b(i) za u;; i
povecati b(j) za u;; .

Slucaj3: ¢j; =0
U ovom slucaju, pretpostavimo da su vrednosti protoka na grani (i,j) izmedu
01 ul-j.
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Zatim, neka G' = (N, A") oznacava rezultiraju¢u mrezu i neka b’ oznacava
modifikovane ponude/potraznje ¢vorova. Sada se problem svodi na nalazenje
protoka u mrezi G' koji zadovoljava modifikovane ponude/potraznje ¢vorova.
Takav protok se moze naci reSavanjem problema maksimalnog protoka.
Uvedimo izvor ¢vor s i ponor ¢vor t. Za svaki ¢vor i sa b'(i) > 0 dodajemo granu
(s,i) sa kapacitetom b’(i) , a za svaki ¢vor i sa b'(i) < 0 dodajemo granu (i, t) sa
kapacitetom —b'(i). Nadalje reSavamo problem maksimalnog protoka od ¢vora s
do t u transformisanoj mrezi, da bismo dobili maksimalni protok x* . Ovo
reSenje x;; za sve (i,j) € A je optimalan protok za problem protoka sa

minimalnom cenom u G.

3.3 ,,Cycle-canceling algorithm* (Algoritam ciklus-
ponistavanja)

Ovaj algoritam je pvi predlozio Klein , 1967.godine, pa se ponekad naziva i
Klein-ov algoritam. [18] Uslovi optimalnosti negativnog ciklusa tvrde da je
dopustivi protok x optimalan ako i samo ako rezidualna mreza G(x) ne sadrzi
negativan ciklus . Ovaj uslov ukazuje na algoritamski pristup reSavanja
problema protoka sa minimalnom cenom, nazvanog ,cycle-canceling
algorithm®. Algoritam najpre nalazi dopustivo reSenje x reSavanjem problema
maksimalnog protoka, a zatim pokusSava da nade negativan ciklus u svakoj
iteraciji i eliminiSe ga povecavajuci protok na njemu,maksimalno moguce.
Algoritam se zavrSava kada mreza ne sadrzi negativan ciklus. Tada je , prema
teoremi 3.1.1, protok optimalan. Sledi formalan opis ovog algoritma.

algorithm ,cycle-canceling” ;
begin
uspostaviti dopustivi protok x u mrezi;
while G(x) sadrzi negativan ciklus do
begin
koristiti neki algoritam za nalazenje negativnog ciklusa W;

0 = min{nj: (i,)) € W} ;
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povecati § jedinica protoka u ciklusu W i azurirati G(x) ;
end;

end;

Za ilustraciju ovog algoritma razmotricemo sledeci primer:

(€ij,uij) (cijy74) _
- @I '\_lj © ':_‘i:l

(D)

xr; i

(a) primer mreze sa dopustivim protokom x (b) rezidualna mreza G(x)
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(c) rezidualna mreza nakon povecanja 1 (d) rezidualna mreza nakon

jedinice protoka duz ciklusa 4-2-1-3-4 povecanja 2 jed. protoka duz

ciklusa 4-2-3-4

Slika 3.1.a) prikazuje primer mreze sa protokom x, a slika 3.1.b) odgovarajucu
rezidualnu mrezu. Pretpostavimo da algoritam pocinje izborom ciklusa
4-2-1-3-4 , Cija je cena -2 i minimalni rezidualni kapacitet 1. Algoritam
poboljsava 1 jedinicu protoka duz ovog ciklusa i slika 3.1.c) prikazuje
modifikovanu rezidualnu mrezu. Dalje, pretpostavimo da algoritam bira ciklus
4-2-3-4 ,Cija je cena -1 i minimalni rezidualni kapacitet 2. Algoritam poboljSava
2 jedinice protoka duz ovog ciklusa i slika 3.1.d) prikazuje modifikovanu
rezidualnu mrezu. PoSto ova rezidualna mreza ne sadrzi negativan ciklus,
algoritam se zavrSava.

Kako mnoge metode reSavanja problema sa minimalnom cenom ukljucuju
nalazenje najkraceg puta ili maksimalnog protoka, potrebno je odrediti red
slozenosti ovih algoritama. Neka S(-) oznacava slozenost problema nalazenja
najkraceg puta,a M(-) odgovarajuce vreme resavanja problema maksimalnog
protoka. Sledece granice su odredili Ahuja, Magnanti i Orlin ,
1989.godine.Polinomijalne granice:

S(n,m, C) = min{mloglogC,m + n\/logC},M(n,m,U) = mnlog(n‘/zgu +2)

Jake polinomijalne granice : S(n,m) = m + nlogn, M(n,m) = nmlog(n?/m) [12]
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Sada cemo razmotriti broj iteracija koje ovaj algoritam obavlja. Kako je ¢;; < C i
x;j < Uzasve (i,j) € A, mcU je gornja granica pocetne cene protoka, a kako je
¢;j = —Cix;j <Uzasve(i,j) € A, —mcU je donja granica za optimalnu cenu
protoka problema protoka sa minimalnom cenom. U svakoj iteraciji, algoritam
menja vrednost funkcije cilja za vrednost (Z(i, jew Ci j)d , koja je strogo
negativna. PoSto pretpostavljamo da su svi podaci celi brojevi, algoritam se
zavrSava u roku od 0(mcCU) iteracija. Obratimo paznju da u algoritmu treba
pronaci negativne cikluse za Sta postoje mnogi algoritmi. Jedan od algoritama
se naziva ,,FIFO label-correcting® algoritam za problem najkraceg puta. On je
trenutno najbolji jako polinomijalan algoritam za reSavanje problema najkraceg
puta sa negativnim duzinama grana i zahteva S(n,m) = 0(mn) vremena. Znadi,
algoritam ,cycle-canceling® se izvrSava u 0(mCU) iteracija i zahteva 0(nm?CU)
vremena.

3.4 ,,Successive shortest path algorithm* (Algoritam
uzastopnih najkrac¢ih puteva)

Ovaj algoritam za problem protoka sa minimalnom cenom se razlikuje od
»cycle-canceling” algoritma jer odrzava optimalnost reSenja (kao Sto je
definisano u teoremi 3.1.3) na svakom koraku i pokuSava da postigne
dopustivost. Dok algoritam ,cycle-canceling odrzava dopustivost reSenja na
svakom koraku i pokusava da postigne optimalnost. Algoritam uzastopnih
najkracih puteva odrzava reSenje x koje zadovoljava nenegativnost i
ogranicenja kapaciteta, ali narusava ,mass balance” ogranicenja. Na svakom
koraku, algoritam poboljSava protok duz najkraceg puta u rezidualnoj mrezi od
¢vora s do ¢vora t sa neispunjenim potraznjama. Algoritam se zavrSava kada
reSenje x zadovoljava sva ,mass balance“ ogranic¢enja.Ovaj algoritam su,
nezavisno jedni od drugih, razvijali Jewell (1958), Iri (1960) i Busaker i Gowan
(1961).

Pre nego §to opiSemo algoritam, potrebno je da uvedemo pojam
pseudoprotoka. Preudoprotok je funkcija x: A » R* koja zadovoljava samo
nenegativnost i ogranicenja kapaciteta (ne mora da zadovoljava ,mass balance®
ogranicenja). Za bilo koji pseudoprotok x , neravnoteza ¢vora i je definisana :
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e(l) = b(l) + z le’ - xl-j
{j:(G,DHeA} {j:(L)eA}

zasvei€N.

Ako je e(i) > 0, e(i) se naziva viSak ¢vora i ; ako je e(i) < 0, —e(i) se naziva
deficit ¢vora ; ako je e(i) = 0, za ¢vor i se kaze da je uravnotezen. Neka E i D
oznacavaju skupove visaka i deficita ¢vorova u mrezi. Primetimo ,

Ze(i) =Zb(i) ~0

Z e(i) = —Z e(i)

Kao rezultat toga, ako u mrezi postoji viSak ¢vor, mora postojati i deficit ¢vor.
Rezidualna mreza za pseudoprotok je definisana na isti nacin kao i rezidualna
mreza za protok. Koristeci pojam pseudoprotok i uslove optimalnosti smanjene
cene, dobijeni su sledeci rezultati :

Lema 3.4.1 Pretpostavimo da pseudoprotok (ili protok) x zadovoljava uslove
optimalnosti smanjene cene u odnosu na neke ¢vorne potencijale 7. Neka
vektor d predstavlja najkrace rastojanje od ¢vora s do svih ostalih ¢vorova u
rezidualnoj mrezi G(x) sa c¢; kao duzinama grana (i, j). Tada vazi :

a) Pseudoprotok x takode zadovoljava uslove optimalnosti smanjene cene u
odnosu na potencijal n’ = —d.
b) Smanjene cene ¢;; su nula za sve grane (i,j) na najkracem putu od ¢vora

s do svakog drugog ¢vora.
Dokaz:

Posto x zadovoljava uslove optimalnosti smanjene cene u odnosu na m , ¢;; > 0
l?Tj
kao duzinom grane(i, j), on zadovoljava uslove optimalnosti najkraceg puta, pa
je

za sve (i,)) iz G(x) . StaviSe, posto vektor d predstavlja najkrace rastojanje sa c

d() <d@i) +cf; zasve (i,)) iz G(x) (3.6)

Zamenimo ¢j; = ¢;; — (i) + n(j) u (3.6). Dobijamo d(j) < d(i) + ¢;; — (i) + n(j) .

Sada je ¢;; — () —d(@)) + ((j)) —d()) = 0, tj. ¢ = 0 . Odavde sledi deo a)

leme.
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Dalje, posmatrajmo najkraci put od ¢vora s do nekog ¢vora [ . Za svaku granu
(i,j) na ovom putu, d(j) = d(i) + ¢;; . Zamenimo cj; = ¢;; — n(i) + 7(j) u ovu
jednacinu i dobicemo cj; = 0. Dokaz je zavrSen.

Sledeca lema je direktna posledica leme 3.4.1

Lema 3.4.2 Pretpostavimo da pseudoprotok (ili protok) x zadovoljava optimalne
uslove smanjene cene i neka je x’ dobijen iz x slanjem protoka duz najkraceg
puta od ¢vora s do nekog drugog ¢vora k. Tada i x' takodje zadovoljava
optimalne uslove smanjene cene.

Dokaz:

DefiniSimo potencijale w i ©’ kao u lemi 3.4.1. Iz te leme znamo i da je za svaku
granu (i,j) na najkracem putu P od ¢vora s do ¢vora k , ¢j; = 0 . Povecanje

protoka na bilo kojoj grani (i,j) € P moze dodati (j,i) rezidualnoj mrezi. PoSto je

ci; =0 za bilo koju takvu granu, c;; = 0 i grane (j, i) takodje zadovoljavaju

optimalne uslove smanjene cene.Time je lema dokazana.

Sada ¢emo opisati algoritam uzastopnih najkracih puteva. Primetimo da u
ovom algoritmu, potencijali ¢vora imaju veoma vaznu ulogu. Sledi formalan
opis.

algorithm  successive shortest path®;
begin
x=0im:==0;
e(i) == b(i) zasve i € N;
definisati E := {i:e(i) > 0}i D = {i:e(i) < 0};
while £ + ¢ do
begin
izabratik € Eil €D
utvrditi najkrace rastojanje d(j)od ¢vora s do svih ostalih ¢vorova u G(x)
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Ly’

u odnosu na smanjene? cene c
neka P oznacava najkraci put od ¢vora k do ¢vora l ;
azuriratim:=mn —d ;

8§ == min|e(k), —e(), min{r;;: (i,j) € P}] ;

povecati § jedinica protoka duZ staze P ;

azurirati x, G(x),E, D, i smanjene cene? ;
end;

end;

Za ilustraciju ovog algoritma, razmotricemo sledeci primer.

(ef 7i5)

@ -0

e(2)=0
m(2)=0
(0,4)
e(1)
w(1) D)
(0,2)
e(3)=0
7w (3)=0
(a) pocetna rezidualna mreza za x = 0 (b) mreza nakon azuriranja

potencijala
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e(2)=0
m(2)=-2

-2 e(4)=-2
-3 w(4)=-4
(c) mreza nakon povecanja 2 jedinice (d) mreza nakon azuriranja

protoka duz puta 1-3-4 potencijala

e(1)=0
m(1l)=

(e) mreza nakon povecanja 2 jedinice duz puta 1-3-4

Slika 3.4a) prikazuje pocetnu rezidualnu mrezu. Na pocetku, E={1}i D={4} .
Zato je u prvoj iteraciji, s=1, t=4. Najkraca rastojanja d u odnosu na smanjene
trosSkove su d = (0,2,2,3) i najkraci put od ¢vora 1 do ¢vora 4 je 1-3-4. Slika
3.4.b) pokazuje azurirane potencijale i smanjene cene. Slika 3.4.c) prikazuje
mrezu nakon povecanja min{e(1), —e(4), 13,134} = min{4,4,2,5} = 2 jedinice
protoka duz puta 1-3-4. U sledecoj iteraciji, k = 1,1 = 4,d = (0,0,1,1) i najkraci
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put od ¢vora 1 do ¢vora 4 je 1-2-3-4 . Slika 3.4d) pokazuje azurirane
potencijale ¢vora i smanjene cene. Slika 3.4e) prikazuje mrezu nakon
povecanja min{e(1),e(4),112, 723,734} = min{2,2,4,2,3} = 2 jedinice protoka duz puta
1-2-3-4. Na kraju ove iteracije , sve neravnoteze postaju O i algoritam se
zavrSava.

Sada ¢cemo opravdati uspesSnost ovog algoritma. Na pocetku smo postavili x = 0,
sto je dopustivi pseudoprotok. Za O pseudoprotok x , G(x)=G. Primetimo da ovo
reSenje zajedno sa m = 0 zadovoljava uslove optimalnosti smanjene cene ,jer je
¢ji = ¢;j = 0 za svaku granu (i, ) u rezidualnoj mrezi G(x) (setimo se
pretpostavke 5.koja navodi da su sve cene nenegativne ). Dalje, primetimo da
sve dok neki ¢vor ima neravnotezu razli¢itu od nule, algoritam uvek uspeva da
pronade viSak ¢vor k i deficit ¢vor [, poSto je ukupna suma viSkova jednaka
ukupnoj sumi deficita, pa E i D moraju biti neprazni. Najkrace rastojanje d(-) je
dobro definisano jer pretpostavka 4. podrazumeva da rezidualna mreza sadrzi
smeren put od ¢vora k do svakog drugog ¢vora. U svakoj iteraciji, algoritam
reSava problem najkraceg puta sa nenegativnim duzinama grana i strogo
smanjuje viSak nekog ¢vora i deficit nekog drugog ¢vora. Prema tome, ako je U
gornja granica najvece ponude bilo kog ¢vora, algoritam se zavrSava u roku od
0(nU) iteracija. Ako S(n,m,C) oznacava vreme potrebno za reSavanje problema
najkraceg puta sa n ¢vorova, m grana i nenegativnim cenama cije vrednosti
nisu vece od C, ukupna slozenost ovog algorutma je O(nU - S(n,m,nC)) . (Razlog
zbog kojeg je vreme izvrSavanja S(n,m,nC) umesto S(n,m,C) je zato Sto su cene
u rezidualnoj mrezZi smanjene, a smanjena cena grane moze biti velic¢ine nC.)

3.5 Primal-dual algoritam

Ovaj algoritam su opisali Ford i Fulkerson (1962). Primal-dual algoritam za
problem protoka sa minimalnom cenom sli¢an je algoritmu uzastopnih
najkracih puteva u smislu da takode odrzava pseudoprotok x zadovoljavajuci
uslove optimalnosti i da poboljsava protok duz najkracih puteva. Ali, umesto
da povecava protok duz jednog najkraceg puta u svakoj iteraciji, on poboljSava
protok duz svih najkracih puteva. Uvodenjem izvor ¢vora s i ponor ¢vora t,
primal-dual algoritam opisuje problem protoka sa minimalnom cenom sa
jednim viSak ¢vorom i jednim deficit ¢vorom. Ako je b(i) > 0 za ¢vor i, dodajemo
granu (s,i) sa cenom nula i kapacitetom b(i); ako je b(i) < 0 za ¢vor i,
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dodajemo granu (i,t) sa cenom nula i kapacitetom - b(i). Zatim postavimo

b(s) = Ygienni)>0y (1), b(t) = —b(s) i b(i)=0 za sve i € N. Lako je videti da
problem protoka sa minimalnom cenom na transformisanoj mrezi pretstavlja
problem protoka sa minimalnom cenom na originalnoj mrezi. Zbog
jednostavnosti zapisa, i transformisanu mrezu ¢emo oznacavati kao originalnu,
G = (N,A).

Primal-dual algoritam reSava problem maksimalnog protoka na podgrafu
rezidualne mreze G(x), zvanom ,admissible network® (prihvatljiva mreza), koji
obelezavamo G’. DefiniSimo prihvatljivu mrezu G’ u odnosu na pseudoprotok x
koji zadovoljava uslove optimalnosti smanjene cene za neke ¢vorne potencijale
m; G° sadrZzi samo one grane iz G(x) sa nulom smanjenom cenom. Primetimo da
je rezidualni kapacitet grene u G’ isti kao u G(x) i da je svaki usmereni put od
¢vora s do évora t u G  najkraéi put u G(x) izmedu istog para ¢vora.

Sledi formalan opis primal-dual algoritma na transformisanoj mrezi.

algorithm primal-dual;
begin
x:=0im:=b(t);
e(s) =b(s)ie(t) = b(t);
while e(s) >0 do
begin

odrediti najkrace rastojanje d(-)od Cvora s do svih ostalih ¢vorova u G(x)

1y’

u odnosu na smanjene cene c
azuriratimw:= mw—d ;
odrediti prihvatljivu mrezu G ;

uspostaviti maksimalni protok od ¢vora s do cvoratu G ;

azurirati e(s) ,e(t), G(x) ;
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end;
end;

Za ilustraciju ovog algoritma, razmotricemo sledeci primer.

i) \ b(;)
(G )

2 ) -2
-

0 0
G (1,1} —

(0,2)

4

(0,2)

(a) primer mreze (b) transformisana mreza
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2

(d) dopustiva mreza

Slika 3.6a) prikazuje primer mreze, a slika 3.6b) transformisanu mrezu. Duzine
najkracih puteva su d = (0,0,0,1,2,1) ¢ije su komponente redom s, 1,2,3,4,t. Slika
3.6c¢) prikazuje azurirane ¢vorne potencijale i smanjene cene , a slika 3.6d)
prihvatljivu mrezu u ovoj fazi izracunavanja. Zatim se primenjuje algoritam
maksimalnog protoka na prihvatljivoj mrezi i on Salje 2 jedinice protoka od
¢vora s do ¢vora t. Jednu jedinicu protoka duz puta s-1-3-t, a drugu duz
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s-2-3-t. Algoritam uzastopnih najkracih puteva bi iskoristio dve iteracije za
slanje 2 jedinice protoka. Nakon toga, azuriramo ¢vorne potencijale i smanjenu
cenu u originalnoj mrezi. Moze se proveriti da druga iteracija primal-dual
algoritma takode Salje 2 jedinice protoka od ¢vora s do ¢vora t ,Cime pretvara
pseudoprotok u protok i time se algoritam zavrSava.

Primal-dual algoritam garantuje da viSak ¢vora s strogo opada u svakoj iteraciji
i takode obezbeduje da potencijal ponor ¢vora strogo opada iz jedne iteracije do
sledece. Drugo zapazanje sledi iz ¢injenice da kada uspostavimo maksimalan
protok u G’ , rezidualna mreza G(x) ne sadrzi usmereni put od ¢vora s do évora
t koji se u potpunosti sastoji od grana sa nulom smanjenim cenama. Zato, u
sledecoj iteraciji, kada reSavamo problem najkraceg puta, d(t) = 1. Ova
zapazanja daju granicu min{nU,nC} za broj iteracija, jer u pocetku, e(s) < nU,
vrednost ¢vornog potencijala ne moze pasti ispod -nC . Ova granica broja
iteracija je bolja nego kod algoritma uzastopnih najkracih puteva, ali zato
algoritam ostvaruje dodatni troSak prilikom reSavanja problema maksimalnog
protoka u svakoj iteraciji. Ako S(n,m,C) i M(n,m,(C) oznacavaju vremena
reSavanja algoritama najkraceg puta i maksimalnog protoka respektivno,
primal-dual algoritam ima ukupnu sloZenost

O(min(nUS(n,m, C),nCM(n,m,U)) .

4.Polinomijalni algoritmi za problem protoka sa
minimalnom cenom

Problem protoka sa minimalnom cenom nije NP-tezak za reSavanje, jer postoje
polinomijalni algoritmi koji ga reSavaju.U ovom poglavlju ¢emo opisati dva
polinomijalna algoritma , ,The capacity scaling algorithm“ (algoritam kapacitet
skaliranja) i ,Minimum mean cycle- canceling algorithm® (minimalno srednje
ciklus-poniStavanje). ,The capacity scaling algorithm“ je modifikovana verzija
s»ouccessive shortest path® algoritma i spada u slabo polinomijalne algoritme
dok je ,Minimum mean cycle-canceling algorithm® specijalna verzija ,,Cycle-
canceling® algoritma i spada u jako polinomijalne algoritme. Jako polinomijalni
algoritmi imaju jednu vaznu teorijsku prednost jer reSavaju probleme sa
iracionalnim podacima.
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4.1 Skaliranje

Edmonds i Karp su 1972.godine predlozili prvi polinomijalan algoritam za
resavanje problema protoka sa minimalnom cenom, koristeci skaliranje.[19] To
je mocna ideja koja je doprinela poboljSanju mnogih algoritama kombinatorne
optimizacije. Opisacemo je. Po¢injemo sa uslovima optimalnosti za problem
protoka na mrezi koji ispitujemo,ali umesto potpunog sprovodenja ovih uslova,
generiSemo ,priblizno “ reSenje koje dozvoljava da se krsi jedan (ili viSe )
uslova za velicinu A .

U pocetku,ako izaberemo dovoljno veliko A , na primer kao C ili U, moci ¢emo
da nademo pocetno reSenje koje lako zadovoljava opustene uslove optimalnosti.
Zatim ,promenimo parametar A na A/2 i reoptimizujemo tako da priblizno
reSenje sada krsi uslove optimalnosti za najviSe A/2 .Ponavljamo postupak,
promenimo A/2 na A/4 i tako dalje.

Ova strategija nalazenja reSenja je prilicno fleksibilna i dovodi do razli¢itih
algoritama u zavisnosti od toga koji od uslova optimalnosti smo ,opustili“ i
kako obavljamo reoptimizaciju.

Sa teoretske tacke gledista, ideja skaliranja za reSavanje problema protoka sa
minimalnom cenom je veoma vazna.Ova ideja je osnova gotovo svih
polinomijalnih algoritama za reSavanje pomenutog problema. Medu najbrzim je
jedan koji su razvili Gabow i Tarjan 1987.godine, sa granicom

O(nm lognlogU lognC). Drugi, dobijen iste godine od strane Goldberg-a i Tarjan-
a ima granicu 0(nm logn lognC). Najzad, algoritam koji su dobili Ahuja,
Goldberg, Orlin i Tarjan, 1988.godine, je ogranicen sa 0(nm loglogU lognC).
Skaliranje takode ima vazno mesto u razvoju jako polinomijalnih algoritama za
problem protoka sa minimalnom cenom. Prvi jako polinomijalan algoritam je
opisala Eva Tardos 1985.godine, ¢ija je granica 0(m*). A najbrzi algoritam
skaliranja do sada, opisao je Orlin (1988), sa granicom 0(m logn S(n,m)). [12]

4.2 ,,Capacity Scaling Algorithm*

Ovaj algoritam je jedna varijanta algoritma uzastopnih najkracih puteva i
primenjuje se na uopsteni problem protoka sa minimalnom cenom.Koristi
koncepte pseudoprotoka i neravnoteze e(i) ,definisane u odeljku 3.4. Algoritam
tvrdi da pseudoprotok x zadovoljava uslove optimalnosti smanjene cene i
poboljSavanjem protoka duz najkracih puteva od viSak do deficit ¢vorova ,
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postepeno pretvara ovaj pseudoprotok u protok. Broj faza skaliranja zavisi od
vrednosti parametra A (A-faze skaliranja). U podetku, A= 2[°9V] | U A-fazi
skaliranja ,algoritam omogucava da svako uvecanje nosi tacno A jedinica
protoka. Kada nijedan ¢vor nema viSak od najmanje A , ili deficit najmanje A,
algoritam smanjuje vrednost A dva puta i ponavlja proces. Kona¢no, A=1 i na
kraju ove faze skaliranja, reSenje postaje protok. Ovaj protok mora biti
optimalan jer zadovoljava uslove optimalnosti smanjene cene.

Za datu vrednost A , definiSemo dva skupa S(A) i T(A) na sledeci nacin :
S(A)= {i:e(i) = A},
T(A)={i:e(i) < —A}.

U A-fazi skaliranja , svako uvecanje mora poceti na ¢voru iz S(4) i zavrSiti na
¢voru iz T(A). Posto se uvecanje mora odvijati na putu ¢ija svaka grana ima
rezidualni kapacitet od najmanje A , uvodimo A-rezidualnu mrezu G(x, A) koja je

definisana kao podgraf od G(x) koji se sastoji od onih grana ¢iji je rezidualni
kapacitet najmanje A. U A-fazi skaliranja, algoritam uvecava protok ¢vora iz
S(A) do ¢vora iz T(A) duz najkrace putanje u G(x,A). Imamo na umu da svaka
grana u G(x,A) zadovoljava uslove optimalnosti smanjene cene ,ali grane iz G(x)
(ali ne i iz G(x, A)) mogu prekrsSiti ove uslove. Sledi formalan opis ,Capacity
scaling® algoritma.

algorithm  capacity scaling”;
begin

x=0im:=0;

A := 2llogU] .
while A> 1
begin A — faza skaliranja

for svaku granu (i,j)u rezidualnoj mrezi G(x) do

if rj>A1ic/; <0 then poslatir jedinicaprotoka duz grane (i, ),
azurirati x i disbalans e(*) ;

S(A) :={i € N:e(i) = A};
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T(A):={i € N:e(i) < —A};
while S(A)# 0 i T(A)#0 do
begin

izabrati ¢vor k € S(A) icvor | € T(Q);

utvrditi duzinu najkraceg puta d(-) od ¢vora k do svih ostalih ¢vorova u A —
rezidualnoj mrezi G(x,A) uodnosuna smanjene cene cjj

neka P oznacava najkraci put od ¢vora k do ¢vora lu G(x,A) ;
azuriramom := w—d ;
povecanje A jedinica protoka duz puta P ;
azuriramo x ,S(A), T(A) i G(x,4) ;
end ;
A= A/2;
end;

end;

Obratimo paznju na to da ,Capacity Scaling Algorithm“ povecava ta¢no A
jedinica protoka u A —fazi skaliranja, ¢ak i ako je mogao da poveca viSe.

Za odredivanje tacnosti ovog algoritma primetimo da se 2A —faza skaliranja
zavrSava kada je S(2A4)=0 ili T(2A4)=0 . U tom momentu, ili je e(i) < 2A ili

e(i) > —2A za sve i € N. Ovi uslovi podrazumevaju da je zbir viskova (koji je
jednak zbiru deficita) ogranicen sa 2nA. Na pocetku A — faze skaliranja ,
algoritam prvo proverava da li svaka grana u G(x,A) zadovoljava uslove
optimalnosti smanjene cene , ¢;; = 0. Posto grane (i,j) sa A<r;; <2Aiz G(x,4)
na pocetku A —faze skaliranja mozda ne zadovoljavaju uslove
optimalnosti,algoritam odmah izbacuje ove grane iz rezidualne mreze;obrt ovih
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T _

grana (i,j) ima cenu ¢j; = —cj; > 0, one zadovoljavaju uslove optimalnosti.

ji
Primetimo da zbog 1;; < 2A , popravljanje svake takve grane menja neravnotezu
svoje krajnje tacke za najviSe 2A.Kao rezultat, nakon Sto popravimo sve grane
koje krsSe uslove optimalnosti smanjene cene, suma viS§kova je ogranicena sa

2nA + 2mA= 2(n + m)A.

U A —fazi skaliranja , svako uvecanje pocinje u ¢voru k € S(A), zavrSava u ¢voru
l € T(A) i nosi tacno A jedinica protoka. Primetimo da pretpostavka 2.4
podrazumeva da A —rezidualna mreza sadrzi usmereni put od ¢vora k do ¢vora [
, tako da je uvek moguce pronaci najkraci put od ¢vora k do ¢vora l. Kada je
S(4) ili T(A) prazan, A —faza skaliranja se zavrSava; tada se A dodeli vrednost
A/2 i pocinje nova faza skaliranja. U O(logU) faza skaliranja ,A= 1, i zbog
celobrojnosti podataka, svaka neravnoteza ¢vora Ce biti nula na kraju faze. U
ovoj fazi G(x,A) = G(x) i svaka grana u rezidualnoj mrezi zadovoljava uslove
optimalnosti smanjene cene. Kao posledica toga, algoritam dobija minimalnu
cenu protoka , na kraju ove faze skaliranja.

Kao Sto smo ranije primetili, suma viSkova u A —fazi skaliranja je ogranicena
sa 2(n+ m)A. Posto svako uvecanje u ovoj fazi nosi tacno A jedinica protoka
od ¢vora iz S(A) do ¢vora iz T(A), svako uvecanje smanjuje sumu viSkova za
tacno A jedinica. Zato faza skaliranja moze da obavlja najvisSe 2(n + m)
uvecanja. Utvrdili smo sledeci rezultat.

Teorema 4.2.1 ,Capacity Scaling Algorithm® reSava problem protoka sa
minimalnom cenom u vremenu O(mlogU S(n,m,nC)) .

4.3 ,,Minimum Mean Cycle-Canceling Algorithm*

»,Capacity Scaling Algorithm® za problem protoka sa minimalnom cenom, o
kome je bilo reci u prethodnom poglavlju, je slabo polinomijalan algoritam jer
njegovo vreme izvrSavanja zavisi od logU. U ovom odeljku ¢emo razmatrati jako
polinomijalan algoritam za reSavanje bilo kog problema protoka sa
minimalnom cenom , ukljuc¢ujuci i one sa iracionalnim podacima.Ovaj
algoritam su prvi predlozili Tarjan i saradnici.[20]

Najpre cemo opisati koncept priblizne optimalnosti.
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4.3.1 Priblizna optimalnost

Za protok x ili pseudoprotok x se kaze da je ¢ —optimalan , za ¢ > 0, ako za
neki potencijal ¢vora m, par (x,m) zadovoljava sledece ¢ —optimalne uslove:

Ako je c; > ¢, tada je x;; =0, (4.1.9)
Ako je —e < ¢fj < ¢, tada je 0 < x;; S w5, (4.1.b)
Ako je ¢f; < —¢, tada je x;; = u;; . (4.1.c)

Ovi uslovi su olakSice za ,complementary slackness optimality“ (3.4), o kojima
smo govorili u odeljku 3.1; primetimo da se ovi uslovi redukuju do
scomplementary slackness optimality conditions® kada je € = 0. Tacni uslovi
optimalnosti (3.4) podrazumevaju da je bilo koja kombinacija (x;;, ¢jj) sa
podebljane linije slike 4.2(a), optimalna. & —optimalni uslovi (4.1)
podrazumevaju da je bilo koja kombinacija (x;;, ¢;j) sa podebljane linije ili

Srafirane oblasti sa slike 4.1(b), ¢ —optimalna.

(a) tacan uslov optimalnosti granu (i, )) (b) € —optimalan uslov za
granu (i, j)

U terminima rezidualne mreze G(x) , € —optimalni uslovi imaju jednostavniju
formu : Za protok x ili pseudoprotok x se kaze da je € — optimalan , za ¢ > 0,
ako x , zajedno sa nekim potencijalom ¢vora m, zadovoljava sledece ¢ —uslove
optimalnosti:
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c{; = —¢ za svaku granu (i, j) u rezidualnoj mrezi G (x). (4.2)

Lema 4.3.1 Za problem protoka sa minimalnom cenom sa celobrojnim
troskovima , svaki dopustivi protok je € —optimalan kad god je ¢ > C. Pored
toga, ako je € < 1/n, onda je svaki ¢ —optimalan dopustivi protok, optimalan.

Dokaz:

Neka je x dopustivi protok i m = 0. Tada je ¢;; = ¢;; = —C za svaku granu (i,j) u

rezidualnoj mrezi G(x).Zato, x je € —optimalan za ¢ = C. Sada razmotrimo

¢ —optimalanost za ¢ < 1/n. Pretpostavimo da je x € —optimalan u odnosu na

potencijal ¢vora i da je W usmeren ciklus u G(x). Uslov (4.2) podrazumeva da

Y, jew Cij = —en > —1 za € < 1/n. Iz celobrojnosti troskova sledi da je X jew ¢

nenegativno. Primetimo da je

Z(i,j)ew ij = Z(i,j)ew (Cij - (i) + ﬂ(i)) = Z(i,j)EW Cij -

Zbog toga, W ne moze biti negativan ciklus. Kako G(x) ne moze sadrzati nijedan
negativan ciklus, x mora biti optimalno (teorema 3.1.1). Lema je dokazana.

Sada ¢emo opisati ,Minimum Mean Cycle-Canceling Algorithm®.

Ovaj algoritam je specijalna verzija ,Cycle-canceling algorithm“-a, o kome smo
diskutovali u delu 3.3. PoSto ovaj algoritam iterativno ponistava cikluse sa
minimalnom srednjom vrednoscu cene u rezidualnoj mrezi (povecavanjem
protoka duz ciklusa), poznat je kao ,Minimum Mean Cycle-Canceling
Algorithm“. Primetimo da je srednja vrednost cene usmerenog ciklusa W,

(X jyew €ij)/IW]| i da minimalni srednji ciklus jeste ciklus sa najmanjim

srednjim cenama u mrezi.

»Minimum Mean Cycle-Canceling Algorithm® najpre uspostavlja dopustivi
protok x u mrezama. U svakoj iteraciji, algoritam nalazi minimalni srednji
ciklus W u G(x). Ako je srednja vrednost cene ciklusa negativna, algoritam
maksimalno moguce uvecava protok na W, azurira G(x) i ponavlja proces. Ako
je srednja vrednost troSka na W nenegativna, G(x) ne sadrzi negativne cikluse,
onda je x minimalna cena protoka i algoritam se zavrSava.
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Da bismo uvideli slozenost ovog algoritma u najgorem slucaju, koristicemo
svojstvo 3.1.2 (b), koje navodi da za bilo koji usmereni ciklus W vazi
2, j)ew Cij = X jew Cij 1 sledece svojstvo.

Svojstvo 4.3.2 Neka je a prirodan broj i neka je y;,¥,,¥s, ... niz realnih brojeva
koji zadovoljava uslov y,,1 < (1 —1/a)y, za svako k. Tada za svaku vrednost k

VazZi Yira < Yie/2.

Dokaz:

Primetimo da se y;;1 < (1 — 1/a)y, moze zapisati kao y, = Y41 + Vi1 /(@ — 1).
Koristeci ovaj izraz potreban broj puta dobijamo

Vik+2 Vik+1 2Yk+2 3Vk+3
> > > > >.
Vi }’k+1+ }’k+2+a1+a1—}’k+2+a1—Yk+3+a1—

AV k+a
o= Vit T a—1 = 2yk+a-

Svojstvo je pokazano.

Prvo ¢cemo pokazati da je algoritam slabo polinomijalan, a zatim i jako
polinomijalan. ¢ —optimalnost igra klju¢nu ulogu u ovoj analizi. Pokazacemo da
su protoci dobijeni ,Minimum mean cycle-canceling® algoritmom & —optimalni i
da zadovoljavaju uslove:

(1)izmedu bilo koje dve uzastopne iteracije vrednost € ostaje ista ili se
smanjuje,

(2)vrednost € strogo opada,

(3)na kraju, € < 1/n i algoritam se zavrSava. (videti lemu 4.3.1 )

Sada ¢emo uspostaviti vezu izmedu € —optimalnosti protoka x i srednje
vrednosti cene minimalnog srednjeg ciklusa od G(x).Prisetimo se da je

¢ —optimalan protok takode i &' —optimalan,za sve ¢ > €. Za neki odredeni skup
potencijala m, neka je €"(x) negativ od minimalne vrednosti bilo koje smanjene
cene , tj. e™(x) = —min|cf; : (i,) € G(x)] . Dakle, cf; =
granu (i,j). Na taj nacin x je ¢ —optimalno za ¢ = €"(x) . Eventualno, mogli
bismo nac¢i manju vrednost za ¢ koristec¢i druge vrednosti potencijala i e(x) =
min,e™(x) . Primetimo da je €(x) najmanja vrednost od € za koju je protok x

¢ —optimalan. Kao dodatna notacija, neka u(x) oznacava srednju vrednost cene

—&™(x) i ¢f; = —e™(x) za neku

minimalnog srednjeg ciklusa u G(x).

Primetimo da kako je x ,e(x) —optimalan,uslovi (4.2) podrazumevaju da je
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Y jew Cij = D jew € = —€"(x)|W| za sve £"(x) . Ako izaberemo W kao
minimalni srednji ciklus i podelimo prethodni izraz sa |W| , imacemo u(x) >
—&(x) . Ova nejednakost je jednostavna posledica definicija ¢ —optimalnosti i
minimalne srednje vrednosti cene ciklusa ; koristi se Cinjenica da ako mozemo
ograniciti smanjenu cenu svake grane u ciklusu , ovom istom granicom
mozemo ograniciti i prosecne cene u ciklusu. Takode mozemo uspostaviti i
suprotan rezultat : uvek mozemo naci skup potencijala ¢vorova tako da svaka

grana minimalnog srednjeg ciklusa ima istu smanjenu cenu - ¢(x). Sledeca dva
rezultata su zasnovana na ovom svojstvu.

Lema 4.3.3 Neka x nije optimalan protok. Tada je e(x) = — u(x) .

Dokaz:

Ranije smo pokazali smo da je (x) > — u(x), tako da sada treba samo dokazati
da je e(x) < — u(x). Neka je W minimalni srednji ciklus u rezidualnoj mrezi G(x)
i neka je u(x) srednja vrednost cene ovog ciklusa. Pretpostavimo da smo
zamenili svaku cenu na grani ¢;j sa ¢;;' = ¢;; — pu(x) , $to smanjuje srednju
vrednost cene svakog usmerenog ciklusa u G(x) za u(x) jedinica.Shodno tome,
minimalna srednja vrednost cene ciklusa W postaje nula, Sto znaci da
rezidualna mreza ne sadrzi negativnu cenu ciklusa. Neka je d'(-) duzina
najkraceg puta u G(x) od odredenog ¢vora s do svih ostalih ¢vorova sa c;;’

duzinom grane. Iz optimalnosti najkraceg puta sledi
d'() <d' () + ¢ =d'(Q) + ¢;j — u(x) za svaku granu (i,j) u G(x) (4.3)

Ako je n(j) = — d'(j), tada (4.3) postaje
ci; = u(x) za svaku granu (i,j) u G(x) (4.4)
Sto znaci da je x (—u(x))- optimalan. Zato je e(x) < — u(x).Lema je dokazana.

Lema 4.3.4 Neka je x neki optimalan protok. Tada za neke skupove potencijala
¢vorova 1, ¢;; = u(x) = —&(x) za svaku granu (i,j) u minimalnom srednjem
ciklusu W u G (x).

Dokaz:
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Neka je m definisano kao u dokazu prethodne leme i neka vazi (4.4). Vazi da je
X jew Cij = p(xX)|[W] . Iz ove jednacine i (4.4) sledi ¢j; = u(x) za svaku granu
(i,j) € W. Lema 4.3.3 tvrdi da je ¢; = —&(x) za svaku granu iz W, ¢ime je lema
dokazana.

Sada cemo pokazati da se tokom izvrSavanja ,Minimum mean cycle-canceling”
algoritma, €(x) nikada ne povecava; StaviSe, u toku m uzastopnih iteracija, £(x)
se smanjuje najmanje (1 — 1/n) puta.

Lema 4.3.5 Ako se minimalni srednji ciklus u G(x) prekine, pri cemu x nije
optimalan protok, onda se £(x) ne moze povecati (u(x) se ne moze smanjiti).

Dokaz:

Neka je W minimalni srednji ciklus u G(x). Iz leme 4.3.4 sledi da za neki skup
¢vorova potencijala 7 , ¢; = —e(x) za svaku granu (i,j) € W. Neka je x" protok
dobijen nakon prekida ciklusa W. Ovo povecanje protoka brise nekoliko grana
u W iz rezidualne mreze i dodaje neke druge grane,koje su suprotne granama
u W. Posmatrajmo neku granu (i,j) iz G(x"). Ako je (i,j) iz G(x) onda, po
pretpostavci, ¢; = —&(x). Ako (i, /) nije u G(x), onda je (i,j) suprotna nekoj grani
(,1) u G(x) za koju je ¢ = —&(x); zato je ¢f; = —¢ji = €(x) > 0. U svakom slucaju,
cij = —&(x) za svaku granu (i,j) u G(x"). Zato ¢e minimalna srednja vrednost
cene za bilo koji ciklus biti najmanje —&(x). Iz ovoga i leme 4.3.3 sledi

—(x") = u(x') = —e(x) = u(x). Lema je dokazana.

Lema4.3.6 Posle niza od m minimalnih srednjih ciklus prekida pocev sa
protokom x, vrednost parametra £(x) se najviSe smanjuje na vrednost

1
(1-3)e) .
Dokaz:
Neka je m skup potencijala koji zadovoljavaju uslove cfj > —¢&(x) za sve grane
(i,/)) u G(x). 1z prakti¢nih razloga grane u G(x) sa negativhim smanjenim
cenama nazvacemo negativnim granama. Grupisacemo prekide ciklusa u dve
grupe : 1) sve grane u prekinutom ciklusu su negativne (tip 1 prekida) i 2)
najmanje jedna grana u prekinutom ciklusu ima nenegativnu smanjenu cenu
(tip 2 prekida). Tvrdimo da ce algoritam raditi na najviSe m tipova 1 pre prekida
ili izvrSavanja tipa 2. Ova tvrdnja proizilazi iz zapazanja da svaki tip 1 briSe bar
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jednu negativnu granu iz (trenutne ) rezidualne mreze . Sve grane koje
prekidanje dodaje rezidualnoj mrezi imaju pozitivnhu sniZzenu cenu u odnosu na
7 (kao Sto je pokazano u dokazu leme 4.3.5). Prema tome, ako u roku od m
iteracija algoritam nema tip 2, sve grane u rezidualnoj mrezi ¢e imati pozitivne
smanjene cene u odnosu na 7 i algoritam ce se prekinuti sa optimalnim
protokom.

Sada uzmimo u obzir da algoritam prvi put izvodi tip 2. Pretpostavimo da
algoritam prekida ciklus W, koji sadrzi najmanje jednu granu sa nenegativnhom
snizenom cenom. Neka su x' i x" protoci neposredno pre i posle prekida,
respektivno. Tada je ¢; = —e(x) za svako (i,j) € W i ¢, = 0 za neku granu

(k,1) € W. Kao rezultat toga, posto je c(W) = X jjew €

Y
ij>
protok x'zadovoljava uslov c(W) > [(IWI — 1)(—e(x’))]. Iz leme 4.3.5 prekid ne

moze smanjiti minimalnu srednju vrednost cene i zato je u(x") = u(x'). Ali posto

je u(x") srednja vrednost cene od W u odnosu na x' , u(x") = uk") =

(1 — ﬁ) (—e(x") = (1 - %) (—&(x")). Ova nejednakost implicira

cena c¢(W) u odnosu na

—ulx") < (1 — %) (e(x")). Koristeci ¢injenicu da je u(x") = — &(x"),imamo

e(x") < (1 — %) (e(x")). Lema je dokazana.

Kao §to ce biti prikazano u sledecoj teoremi, prethodne dve leme
podrazumevaju da se ,minimum mean cycle canceling“ algoritam izvrSava u
polinomijalnom broju iteracija.

Teorema 4.3.7 Ako su sve cene na granama celi brojevi, ,minimum mean cycle
canceling“ algoritam izvrSava 0(nmlog(n()) iteracija za 0(n?m?log(nC))
vremena.

Dokaz:

Neka je x protok u nekom trenutku za vreme izvrSavanja algoritma. U pocetku
je €(x) £ C, jer je svaki protok C —optimalan (lema 4.3.1). U svakoj od m
uzastopnih iteracija algoritam smanjuje (x) , (1 — 1/n) puta. Kada postane
e(x) < 1/n, algoritam se zavrSava sa optimalnim protokom (lema 4.3.1). Dakle,
algoritam treba da smanjuje €(x) za faktor nC u svim iteracijama. Po lemi 4.3.6,
srednja vrednost cene ciklusa postaje manja najmanje (1 — 1/n) puta u svakoj
od m iteracija. Svojstvo 4.3.2 podrazumeva da se minimalna srednja vrednost
cene ciklusa smanjuje 2 puta u svakoj od nm iteracija, tako da se u roku

od nmlog(nC) iteracija , minimalna srednja vrednost cene ciklusa smanjuje od
C do 1/n. U ovom trenutku se algoritam zavrSava sa optimalnim
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protokom.Kako se u svakoj iteraciji nalazi minimalni srednji ciklus, sto zahteva
O0(nm) vremena,teorema je dokazana.

Nakon Sto smo pokazali da se ,minimum mean cycle-canceling“ algoritam
izvrSava u polinomijalnom vremenu, sledece cemo dobiti jako polinomijalnu
granicu broja iteracija koje algoritam obavlja. Analiza se zasniva na sledecem
korisnom rezultatu: Ako je apsolutna vrednost snizene cene na grani (k,[)
"znaCajno veca" od trenutne vrednosti parametra e(x), protok na grani (k,l) u
nekom optimalnom reSenju je isti kao i trenutni protok na ovoj grani. Drugim
reCima, protok na grani postaje "fiksiran". Kao Sto cemo pokazati, u svakoj od
O(nmlogn) iteracija , algoritam ce fiksirati najmanje jednu dodatnu granu na
njenoj donjoj ili gornjoj granici. Kao rezultat toga, u toku od 0(nm?logn)
iteracija , algoritam ce fiksirati sve grane i prekinuti sa optimalnim protokom.

Def. Grana je € —fiksirana ako je protok na ovoj grani isti za svaki & —optimalni
protok, kad god je &' < e.

Lema 4.3.8 Pretpostavimo da je x € —optimalan protok u odnosu na potencijale
7 , kao i da je za neku granu (k, 1) € A, |cf;| = 2ne(x) .Tada je grana (k, 1)
¢ —fiksirana grana.

Dokaz:

Neeka je € = ¢(x) . Najpre ¢emo dokazati lemu za cf; = 2ne. € — uslov
optimalnosti (4.1.a) podrazumeva da je x;; = 0. Pretpostavimo da neki
e(x") —optimalan protok x', za e(x") < e(x), zadovoljava uslov x;;" > 0.Teorema o
dekompoziciji protoka podrazumeva da mozemo izraziti x’ kao x i plus protok
duz najviSe m povecanih ciklusa u G(x). Posto je x;; = 0 ix;;," > 0, jedan od ovih
ciklusa, recimo W mora da sadrzi granu (k,[) kao prednju granu. PosSto je
svaka grana (i,j) € W u rezidualnoj mrezi G(x) i tako zadovoljava uslov ¢j; = —e,
smanjena cena (ili cena) ciklusa W je najmanje

chg—e((W|=1)=2ne—e(n—1) > ne .

Sada razmotrimo ciklus W" dobijen od suprotnih grana iz W. On mora biti
usmeren u rezidualnoj mrezi G(x'). Cena ciklusa W" je negativ od cene ciklusa
W i zato mora biti manja od —ne < —ne(x’). Prema tome, srednja vrednost cene
W je manja od —e(x").Lema 4.3.3 podrazumeva da x' nije ¢(x') —optimalan, §to
je kontradikcija.

Dalje, posmatrajmo slucaj kada je cy; < —2ne. U ovom sluc¢aju, ¢ —optimalnost
(4.1.c) podrazumeva da je xi; = uy; . Koristeci analizu sli¢nu onoj koja se koristi
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u prethodnom slucaju, moze se pokazati da ¢ —optimalni protok x' ne moze
zadovoljiti uslov xi;" < u; . Lema je dokazana.

Sada smo u poziciji da dobijemo jako polinomijalnu granicu broja iteracija koje
vrsi ,minimum mean cycle-canceling“ algoritam.

Teorema 4.3.9 Za proizvoljne realne vrednosti cena, ,minimum mean cycle-
canceling® algoritam vrsi 0(nm?logn) iteracija i radi u 0(n?m3logn) vremenu.

Dokaz:

Neka je K = nm([logn] + 1). Razdvojimo iteracije koje algoritam vrsi po grupama
od K uzastopnih iteracija. Tvrdimo da svaka grupa iteracija fiksira protok na
dodatnoj grani (k, ). Teorema sledi neposredno iz ove tvrdnje , jer algoritam
moze fiksirati najviSe m grana i svaka iteracija zahteva 0(nm) vremena.
Razmotrimo bilo koju grupu iteracija. Neka je x protok pre prve iteracije i neka
je x' protok posle poslednje iteracije u grupi. Nekaje e =e(x) , € =&'(x)in’
potencijal ¢vora za koji x’ zadovoljava , €' —optimalne uslove. Posto svaka od nm
iteracija smanjuje € najmanje 2 puta, nm([logn] + 1) iteracija izmedu x i x’
smanjuje € najmanje 2°°9"1*1 puta . Zato je €' < (g/2[°9M+1) < ¢/2n.

Tj. —e < —2né¢’.

Neka je W prekinut ciklus za vrednost protoka x. Iz leme 4.3.3 i Cinjenice da je
suma cena i smanjenih cena svakog ciklusa ista, sledi da za bilo koju vrednost
potencijala ¢vora, proseCna smanjena cena u ciklusu W iznosi u(x) = —¢ .Zato,
u odnosu na potencijale 7' , bar jedna grana (k,l) u W mora imati smanjenu
cenu malu kao -¢, pa je cf] = —¢ < —2n¢’ za neku granu (k, 1) u W. Po lemi
4.3.8, protok na grani (k,l) se nece promeniti u nekoj sledecoj iteraciji. Dalje
primecujemo da je u prvoj iteraciji grupe,algoritam promenio vrednost xy; .
Dakle, svaka grupa fiksira protok na najmanje jednoj dodatnoj grani, Sto
upotpunjuje dokaz teoreme.
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5.Zakljucak

Pokazano je da je transportni problem specijalni slu¢aj problema protoka sa
minimalnom cenom. Samim tim, svaki algoritam za reSavanje problema
protoka sa minimalnom cenom, reSava i transportni problem.Takode, izvedeni
su i uslovi optimalnosti, koji su posluzili za konstrukciju algoritama problema
protoka sa minimalnom cenom. To su: ,Cycle-canceling algorithm*
,ouccessive shortest path algorithm®, ,Primal-dual algorithm®, ,,Capacity
scaling algorithm“ i ,Minimum mean cycle-canceling algorithm®. Prva tri nalaze
optimalno reSenje u pseudopolinomijalnom vremenu, a poslednja dva u
polinomijalnom vremenu.
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