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3axBaJbyjeM ce CBOM MEHTODY, npodecopy ap Amercanapy JlunkoBckom
Ha [IPY:KEHOj MOMONU TOKOM MUCAHKa Paja.

Takobe ce 3axBamyjem momenty ap 3opany llerposuhy ma momohu mpm
n360py auTepaType, Kao M Ha KOPUCHUM CYTECTHUjaMa.



YBom

Teme mpencraBmeHe y OBOM pany Cy €O KOMYTAaTUBHe airebpe, ca eie-
MeHTHUMa XOoMoJIomke ajaredbpe. KomyraruBHa ajaredbpa je y OJIMCKOj Be3u ca
aJredbapcKoOM TeOMeTpPHjoM, KOja MpencTaB/ba MOTUBAIM]Y 3a Pa3BOj HEKUX
objexkaTa KOMyTaTUBHE ajredOpe, aau U obJIACT y KOjO] ce MOT'Y IPUMEHUTH
pe3yaTaTy OCTBapEeHU M3ydaBameM TUX O0jeKraTa.

Mako je ommoc reomerpujckux objekaTa W jemHAUYWHA KOjUMa Ce IMpen-
CcTaBJbajy OMO MCIMTUBAH jOII O NaBHUHA, Be3a JABe 00JIACTH HA KO]y Ce OBIe
Mucau omna je mpuMehena Tek cpeauHOM JEBETHAECTOT BEKA. XMIOepTOBU:
pe3yaratu: TeopeMma O 0a3u, TeopeMa O HyJjaMa, MOJUHOMCKAa CTPYKTypa
OHOT'a IITO HA3MBAMO XMJIOEPTOBOM (YHKIVjOM M TeOopeMa O CU3UTHUjaMa,
MOKa3aHU Y TOM HePUOLY, UMajy 3HAUAjHY YJIOTY y CTBApPamy OCHOBA KOMY-
TaTUBHE ajrebdpe.

Bognehwn nmpobnem anrebapcke reoMerpuje je Kiracuuranyja HEHUX 00-
jerkaTa m3ydaBama - aJgredbapckux BapujereTta. TakBu 00jeKTHU U HUXOBA
Be3a ca aarebpom rpybo ce Mory obOjacHUTHU Ha ciaenehm HauWH: 3a MOYETAK
ce ycmocTaBu Be3a maMely n-amMmeH3uoHOr aduHOr npoctopa A" u mpcrena
nosuHOMa S ca m npoMmeHspuBuX. [lonckyn aguuor mpocropa je anrebapckum
CKYII, aKO je oDJuKa

{P € A" | f(P) =0 3a ce nonmuuome f € T},

3a HEKU MOACKyI mpcrena mosaumuoma 1° C S. Tomomorujy 3apuckor? ma A"
no0OujaMo Kao KOJIEKIM]Y KOMIIJIEMEHAaTa aJrebapCKux CKyNoBa, U KOHAYHO,
HECBOIJbUBU 3aTBOPEHU MOACKYIOBU O A" y ONHOCY Ha OBY TOIOJIOTU]Y CY
auau Bapujeretu. Hacynpor medumHunmjn aaredapckor ckymna, Iae 3anpaBo
IO ICKYILYy IPCTEHA IMOJWHOMA NOAEJbYjeMO MOACKYI a(uHOT IPOCTOPA, MAea
ckyma X C A" je

I(X)={feS|f(P)=03acBe Pe X},

u TO jecTe mueaJ npcrena nmoamuoma. Hajzanm, 3a aarebapcku ckym X C A",
meros aduum koopauHatHu npcered S(X) je kommunuk S/I(X). Axo apunn
IPOCTOP 3aMEHUMO MPOjeKTUBHUM, AOOMjaMO TMOjMOBE MPOjEKTUBHU BapU-
jeTeT M XOMOT€HU KOOPAMHATHU IPCTEH.

Ha oBaj maumn cmo mobuau moryhHocT ma o0jekTy ajarebapcke reomer-
puje - BapujeTery, MOIEIUMO ajJredapcKu ImojaM - MpCcTeH. Kao mTo je
CIOMEHYTO, IIUJb aJrebapCcke reoMeTpuje je kiacuduranuja Bapujerera. Pas-
JIMKOBaHlk-€ BapUjeTeTa MOKE Ce€ OCTBAPUTU MOCMATPamEM HUXOBUX WHBAPU-
jantu. KomyraTtuBHa anrebpa, Kpo3 m3ydyaBame KOODIUHATHUX IIPCTEHA,
naje mHpopMaluje O HyMEPUYKMM WHBapHUjaHTaMa BapHjeTeTa, y dYeMy ce
orjena meHa yJiora W 3Hauva] y ajJredapCcKoj reOMeTpUju.

Habpojumo Heke om Tux MHBApuUjaHTU. JenHa je NUMeH3Uja BapujereTa,

'David Hilbert (1862-1943), memauku MaTemMaTudgap
2Oscar Zariski (1899-1986), amMepudsu MaTeMaTIIap



Koja je m Kpynosa® numMensnja meroBor KOOPAWMHATHOT IPCTEHA. 3aTUM, CTe-
IIeH U POJ KpuBe, ajredapCcKor BapujeTeTa AuMeH3uje 1, Koju ce MOry oape-
IUTY 13 XMI0epTOBOT MOJMHOMA HEHOT KOOPAUHATHOT IpCcTeHa. Y pamny he,
nopen XuibepTOBOr MOJIUMOMa, OUTU M3JT0KEHN U MOjMOBU MUHUMAJIHE CJIO-
6omHe pesonaBerTe, Betujesor? mujarpama, peryizapHocTHu, Koju Takobhe Mory
na najy mogaTKe O MOJIA3HUM OOjeKTuMa. JemaH Ol MO3HATUjUX Pe3yJsITaTa
osor tuma je I'pumHOBa® xumoresa, Koja TBpmu ma ce Kaupopmos® mmmexc
KpuBe ca oapebenuM ocobuHAMa MOKe onpenuTy u3 berujeBor mujarpama
XOMOT€EHOT' KOODPJAWHATHOT NMPCTEHA KPUBE.

JenaH 3aHUMJLUB IpUMED MOBE3aHOCTU ABE HaBeAeHe ODJIACTU je mpuMep
cemaM Tavaka TPOAMMEH3MOHOT NMPOJEKTUBHOT mpoctopa. Hamme, moske ce
noka3aTu na je XuiabepToB MOJIWHOM YHUjE CelaM Tavyaka y ONIITeM JIUHe-
apHOM ToJIOkajy y P? jenHak KOHCTaHTH 7, KaO M [a IOCTOje caMoO IBe
Mmoryhuoctu 3a BerujeBe mujarpame ckymoBa Tadaka. | JaBHA TeOMeTpUj-
CKa pa3iuka n3Mehy pazindmTuxX CKYIOBa O CelaM TadaKa JIeKU y TUTABDY
na Ji ce Te Tayke HaJa3e Ha yBPHYTO] KyOHO] KpuBoj. Ilokasyje ce ma je
TO MUTAKE €KBUBAJEHTHO MUTAKY KOju on4 nBa mMoryha DerujeBa mujarpama
oaroBapa yHUjU TadvaKa.

Y oBoMm pany 6buhe nedurmMcanu u objammenu ciaemehu mojMOBU: Tpa-
nanuja, XwmiadepToBa (QyHKIUja, pe3ojBeHTe, BetujeBu OpojeBu, cuzuruje,
Xunbepros u Iloerkapeos’ pel, IPOjeKTUBHA MUMEH3HUja, XMUIOEPTOB HOJIU-
soMm, Ojmepos® momumaoM m OjIepoBa EapaKTepUCTUEA, PEryIapHOCT, KAO
u Kocymnos® u Tejmopun'® kommmerc. OcTaiu HOjMOBU M3 KOMyTATUBHE U
XOMOJIOIIKE ajJredpe KOju HUCY y OUPEKTHO] Be3n ca TeMoM Hehe butu nedu-
HUCAHU.

Opn snureparype, 3a u3paly paja HajBuile je kopumlbieHa kmwura [1], u
TO y cMHUCIy u3bopa canpskaja m pemociena mi3jarama. 3a AomAaTHa objarr-
Bemha nojMoBa kopumhiere cy kwure (2] u [3]. Kwure [6] u [3] cy nocayskuie
3a M3paay yBOIA.

3Wolfgang Krull (1899-1971), nemauku MaTeMaTUIap

4Enrico Betti (1823-1892), mranmujanckn MaTemMaTudaap

®Mark Green, aMepUUKN MaTeMaTIIAD

SWilliam Kingdon Clifford (1845-1879), enrsieckn maTemaTwdap
"Jules Henri Poincaré (1854-1912), ¢ppaniyckn MmaTemMaTauap
8Leonhard Euler (1707-1783), mBajuapcku MaTemMaTudap

9 Jean-Louis Koszul, ¢pasmnycku MmaTeMarugap

ODiana Taylor, aMepudra MaTeMaTHIapPKA



1 OcHOBHU MOjMOBU

Heka je k mome u S = k[xy,...,x,| OpCTEH MOIMHOMA HAX TUM HOJHLEM.
OcuoBHae aarebapcke cTpykrype koje he Outwm Kopumhene cy ympaBo HaBe-
JEH IIPCTEH IIOJIMHOMa, HBEroBU HAcaJI, KOJIMNMYHMUYKM IIPDCTEHU ,IIO6I/IjeHI/I
daxkTOpUCamEM MO TUM KACAIUMA, KAO U MOILYJIU HAM S UIN HAI HABEICHUM
KOJMUYHUYKUM TpcTeHuMa. Hamomernumo nma je S KOMYTATUBHU NIPCTEH Ca
j€IUHUAIIOM.

I'panyucane crpyrrype he oBme Outu onx Benmke BaskHoctu. VcnwurTu-
Bame OCOOMHA MaTOor T'panyucaHor objekTa Omhe MOCHeIeHO WUCIUTUBAHEM
0COOUMHA HEroBUX I'paayucaHnx KoMnoHenTu. Taxkobhe, mpu npecimvkaBamuMa
TakBUX oOjekaTa, omoryheno je sakme npaheme norabama Ha eJleMEHTUMA.
Bume nyra y TekcTy, a npBu nyT nocie gepununuje 1.7, kopuctuhemo ymme-
HUITY & CE €JIEMEHT MOIYJIa MOKE MPEACTABUTUA KAa0 CyMa IPOU3BOIA FeHepa-
TOpa M ejJeMeHaTa MIPCcTeHa KOju MMajy mocebHe ocoOuHe, IITO je MOCJeauIa
rpaganmje.

Osne he 6utu ropumhena rpaganuja moMony TPUPOTHUX U IEAUX OPO-
jeBa, MaIa ce rpalnyucaHe CTPYKType MOTY AeUHHCATH Had OWIO KOjUM
MOHOU IOM.

Hedwmuunmja 1.1. IIpcmen R je epadyucan ako ce MOyKe IPEACTaBUTU KAO
nupekTHa cymMma R = Ry® R1 @ Ry @ - -+ cBOjUX aAUTWBHUX NOATPYIa, TAKO 1a
R;R; C R;;;, 3a cBaxro %,j € N.

Enement v m3 R je romozen, ako mpumana HeKOj on rpyna [R;, m tana
Ka:keMO na je u cremeHa ¢ m mummemo deg(u) = . Kako cBaku esemeHT
u € R MOXke Ha jeOWHCTBEH HAUYMH Oa Ce NPEACTABU KAa0 KOHAYHA CyMa
U = U + -+ U, To e ce eTeMEHTH u; 3BATU TOMOZEHUM KOMNOHEHMAMA
eJeMeHTa U, CMeENneNa ij.

Heomaumuja 1.2. Heka je [ mnean rpaxyucasor npcrea R. KRakemo
na je udean I epadyucan, ako 3a cBako u € [ Bakm nma je cBaka XOMOI€HA
KOMIIOHEHTa on u y I.

Ilepumunnuja rpanymcaHor uneasa [ je ekBUBaJeHTHa TBphemy nma je
I = @,cn1i, roe je I; = RN I, xao u ycnoBy ma I mma cECTEM XOMOTGHMX
regepaTopa.

Hepunnmuja 1.3. Axo je R = Ry ® Ry & Ry, @ --- rpaayucaH IpPCTEH,
rana je R-modyas M epadyucan akxo je mupekrtna cyma M = @._, M; cBojux
aIUTUBHUX NOArpyna, Tako ga [;M; C M;,;, 3a cBako i, € Z.

Enement m us M je xomozen, ako mpumnamna Hekoj on rpymna M;, u tana
KasKeMo Ja je m cremeHa ¢ m mumeMo deg(m) = i. XoMOreHe KOMIIOHEHTE
onpebeHor crenena eseMeHTa M Oe(PUHUILY Ce aHAJOTHO.

€L

Hepumaunuja 1.4. Hera je N nonmonyn rpanyucanor monyina M. Kaxemo
na je noomodya N epadyucan, ako 3a cBako m € N BayKu Ja je CBaKa XOMOT'€Ha,



KOMIIOHEeHTa ox m'y N.

Hamnowmena 1.5. [lox ckynom npupoauux 6pojesa N monpasymeBaMo CKyI

0,1,2,...

I'pananmja ce Ha npcren nmommaoma S = k[xy,...,x,| yBomu Ha caenehu
Hauma: S = Sg ® S & Sy @ -+, rme je S; k-BEeKTOPCKM TPOCTOP TEHEPU-
can MoHOMMMa crernena i. Hapasuo, deg(x;) = 1, 3a cBako i € 1,...,n u

deg(af*---a$r) =c1+---+cy, 3a cBe 1, ...¢, € N. Ilpumernnmo na je Sp =k n
na je 0 xomoreHn eJeMeHT MPOU3BOJLHOT CTEMEHA.
Ako je I rpamyucanu umean y S, tana je xoauuauukua npcren R = S/1

rakobhe rpanyucan, ca rpagamujom Hacaebhenom uz S. Hamme, R; = S;/I;.

Hamomena 1.6. O3narke S u R he nmarty ucto 3HaUYeme y HACTABKY TEK-
cTa, U CeM y MOCJeImeM Oe/bKY, moapa3dymMmeBahemo rpaganujy Koja je rope
ONMUCAHA.

XunbepToBa (yHKIMja HAM Jaje BEJIMUYNHY I'DaIyUCAHUX KOMIOHEHTU MO-
AyJia U jenaH je on GyHIAMEHTAJHUX IIOjMOBa y OBOj obiacTu.

Iepwmuunuja 1.7. Heka je U koHaUHO reHepucaHy Irpagyucann R-Momy.
Xunbepmosa gynkyuja momyna U je i — dimg(U;) n npencrasiba ce Xuabep-
MoBUM PEQOM

Hilby (t) = _ dimy (Ut
i€Z

Kako je Ry = So/Iy = k, jep je In = SoNI = {0} u RyU; C U;, o cy U;
k-Berropcku nmpoctopu. Jloka:kuMo ma Cy KOHAYHO AUMEH3UOHU.

CBaku rpagyurcasy MOIYJ MMa CUCTEM XOMOTEHUX IeHepaTopa, KOju ce
noburja Kao KOJIEKIMja CBUX XOMOTEHWX KOMIIOHEHTU ejeMeHaTa (UKCUpaHe
rermeparpuce. Kako je U KOHAUHO reHepucaH, CUCTEM XOMOTEHUX IeHepaTopa
on U je koHauaH, mta ce cBaku ejeMeHT u € U; MOyke MpeacTaBUTU KAO KOHAYHA
cymMa u = Zj fijuj, ca f; € R. Heka je g; XoMOreHa KOMIIOHEHTa OJ f; CTEICHA
i —deg(u;). Tanma je

u= (Z frug)i =Y (f))ideguytty = Zgjuj-

J

Enement g; je y Us_deg(u;), M@ je 30Up KOHAYHO MHOTO MOHOMA h, UCTOT CTe-
nena. Taxo ma cy emementu h.uj € Ri geg(u;)Udegu;) © U; KOHAUHA Tenepa-
rpuca 3a U; man k. Iakae, dimg(U;) < oo, ma je XwunbeproBa (yHKIMja
nobpo nepuaucana. Taxkobe, u3 unmenure na je U KOHAYHO IeHEPUCAH U 1A
je R mosutuBHO rpamyucas, caenu na je U; # 0 3a konauno muOro i < 0.

Hepunnimja 1.8. IHomepenu modys rpagyucanor R-monyna U je momys
U(—p) Trakas na U(—p); = U;—p, 3a cBaro i € N. Bpoj p € N ce 30Be momepayj,
u kKaskeMmo na je U(—p) momyn U momMepen 3a p CTENeHU.



CraB 1.9. Monyn R(—p) je cnobomuu R-MOmys, PeHEPUCAH jeHUM eJje-
MEHTOM Y CTEIEHY D. U

Heomanmuja 1.10. Heka cy N u T rpanyucanm R-monynu. Kaskemo
na xomomopduzam moxyia ¢ : N — T umma cmenen i arko je deg(o(m)) =
i+deg(m), 3a cBaku xomoreH esement m € N, koju uuje y Ker(¢). Osznauumo
ca Hom;(N,T) upocrop cBux xomomopdusama crenena i uz3 N y T. Kakemo
& je XOMOMOD(U3aM ¢ TPALYUCAH, WA O& j& ¢ TOMOMOPPUIAM 2PadyucaHULT
Mo0yaa, ako ¢ € Hom;(N,T), 3a Heko i.

Buhe mam BaskHum xomoMop¢usmu cremneHa Hysna. Axo je ¢ @ N — T
XoMOMOp(dmU3aM ITpagyHuCaHUX MOIYyJa CTEIeHa %, MOKEMO ra IOCMaTpaTy U
ka0 npeciukaBame u3 N(—i) y T crenena myna, mTo objammasa yBoheme
MMOMEPEHUX MOIYJIA.

Cnenehu jenHocTaBHU PE3yJITAT je TEXHUUYKOT Kapakrepa, u duhe Kopumi-
hen Bume nmyTa y majbeM TEKCTY.

CraB 1.11. Heka je a: N — T xomomop¢uzaMm rpanyucanux R-monyia.
Tana cy Ker(a),Im(a), Coker(a) Tarkobe rpamyucann Moy au.

Hoxra3s. Hera je f € Ker(a). Karo je Ker(a) C N, moskemo npexncraButu f
Ka0 KOHAUHY CyMy XOMOreH:Hx kommoHeHT:u f = ) . f;. Ako je a(f;) # 0 3a
HEKO i, OHJ]a je TO U XOMOTeHa KOMIoHeHTa ox a(f), jep je a xomoMoppu3zam
rpagyucanux mMoxyiaa. llomro je aff) = 0, mopa 6utu aff;) = 0. Ilakme,
cBaka xoMmorena rommnonenTta on f € Ker(a) je rakobe y Ker(a), ma mpema
nepuannuju 1.4, Ker(a) jecre rpamyncanu moaMomyt.

Heka je g € Im(a) u meka je f € N rakaB ma af) =g u ga cy cBe XOMO-
rere xomnonentre of f Bau Ker(a). Bawnu ma je f =) . f;, rae cy f; xomorene
kommnonenTe o f. Tama cy «ff;) xomorene komnounente on aff) = g, ma je
CBaKa XOMOTeHa KOMIOHeHTa ox ¢ takobe y Im(a).

ITomrro je Coker(a) = T/Im(«), ouma macaebyje rpamanmjy kao Koamy-
Hrukn npocrtop npeko Coker(a); = T;/Im(«);. O

Hepmanmuja 1.12. Heka je U XOMOreH crucTeM reHeparopa I'pagyrcaHor
R-monyna U. KRaxkemo na je U MUHUMAAHU CUCTEM 2eHEPAMOPaG, AKO HUjedaH
npaBu nonckyn on U e renepurie U.

Haxkajamuna'l nema 1.13. Hexka je J npasu, rpamyucanu ugean y R, a U
KOHAUHO reHepucanu rpagyucanu R-monya. Axo je U = JU, Ttana je U = 0.

Iloxka3s. IlpermocraBumo cymporuo, U # 0. Hera je U roHauHU CcuCTEM
xoMorenux rermeparopa 3a U. Heka je m # 0 exement u3 U MUHUMATHOT
crenena. Tanma je U; = 0 3a cBe j < deg(m). Kako je Jy = 0, cBu xoMorexnn
enementu y JU cy crenena crporo Beher ox deg(m). Ilpema nmpermocrasimy,
U=JU, na je m € JU, mTO je KOHTPAIUKIN]a. O

HTadasi Nakayama (1912-1964), janasckun MaTemMaTmdap



Ilocnemuma 1.14. Heka je J npaBu, rpanyucanu naean y R, a U koHauHO
remepucanu R-momyn. Axro je W rpanyucamm R-mommomyn om U Tako ma
U=W+JU, rana je U =W.

Hoxa3s. IIpumena Hakajamuue geme Ha monya U/W naje tpaskenu pe3syir-
TaT. U

Hakajamuna nmema je jeman on pesyirara y KOMe TI'paJaluja OCTBapyje
CYWITUHCKY YJIOTY, KpO3 M300p reHepaTopa MUHUMAJHOT CTEMIeHA.

ITojam MmHMMAaANHOT cucTeMa TreHepaTopa, HakajamMuba jJeMa m HapemHa
TeopeMa 1.16, Koja meTas/sHO ONUCY]je KAKO U3TJIeda MIHUMAJIHN CUCTEM T'eHe-
paTtopa KOHAYHO TeHepUCaHOr R-MOayJja, YMHEe OCHOBY 3a U3TPaIILy TEOPHje
KOja cJenu.

Hamomena 1.15. Makcumanuu nnean (z1,...,x,) y S jecte rpanyucasx,
1y majbeM TEeKCTy hemo ra o3mavasaTtu ca M.

Teopema 1.16. Heka je U roHaAYHO reHepUCAHU I'pAAYUCAHU R-MOmyJI.
Crpyrrypa U = U/ MU je rpagyucanu Moy Han R, Koju je Kao k-BeKTOpCKM
IIPOCTOP KOHAYHO nuMeH3noH. Heka je p meroma mumMmeH3uja.

(1) Hexka je {tu,...,u,} 6a3a 3a U max k. AKO Cy eJeMeHTH uj, . .., U, TAKBH
Jla u; — U; IPU KAHOHCKOM npecnukasawmy U — U, Tanma je uq,...,u, MUHU-
MAaJIHU CUCTEM XOMOTeHUX remeparopa 3a U.

(2) CBaku MUHMMAJIHM CUCTEM XOMOTeHUX reHeparopa 3a U mobuja ce Ha
HaBeeHN HAuMH 1 uMa p enemenata. Axo je ¢; = dimg(U;) 3a cBako i, Tazna
CBaKM MUHUMAJHU CUCTEM XOMOTEHUX TeHepaTtopa 3a U canp:ku ¢; elreMeHaTa
cTeneHa 1.

(3) Hera cy {wi,...,up,} u {v1,...,v,} ABa MUHUMAJHA CHCTEMAa XOMOICHUX
remeparopa 3a U, u vy = Zj asjuj, 3a as; € R. Hera cy c;; xomorene
KOMIIOHEHTe eJleMeHaTa ay; cremeHa deg(vs) — deg(u;), 3a cse s,j. Tama je
Vs = ), Csju; 3a cBe s, det([cy]) € k, u [cy;] je maBepTUOMIHA MaTpULA.
Hoxa3s. (1) Kako je U= MU + Ruy + - - - Ru,, npumenom nocuenurne Haxa-
jammue 1eme mobmjamo ma je U = Ruy+---+ Ru,. IIpernocraBumo na cucrem
reEepaTopa ui,...,Uu, HIje MUHUMaJaH. be3 yMamema ONIMTOCTU, BaKU 1a
je up = 2299 a;u;, 3a Here o € R. Cnenu na je uy; = ingpaﬂi, rae cy
Q;; CIWKe eJeMeHaTa (; IPU HABEIEHOM KOJUYHUYKOM MPECIUKABALY, a 3a-
opaBo cy eixeMeHTH camor mosba k. Kako je {ui,...,u,} 6a3a, mobumn cmo
KOHTPAIUKIN]Y.

(2) Hexka je {uy,...,u,} MUHUMAJIHN CHCTEM XOMOI'€HUX reHeparopa 3a U.
Tana je cucrem {uy,...,u,} rereparpuca 3a U nax k. Ilpernocrasumo ma je
JMHEADHO 3aBUCAH 1 HeKa je {u; ... ,uép} HBErOB IOACKYI KOJU je JIMHeapHO
mesapucad. Heka cy emeMeHTu wjy, ..., u;, TAKBU Ja Uj, — Uj; TPU HABEJCHOM
KaHOHCKOM TIpeciukaBamy. Tama cucrem uj,...,u;, reaepume U. Tume cmo
[HOOUIM MpaBU MOACKYI CHUCTEMa TeHepaTopa Koju reHepumie U, mTO je KOH-
TPAIUKIMja Ca YNHEHUIOM na je {ui,...,u,} Muanmanuu cucreM. Crenn na
CBAKY MUHUMAJHI CHCTEM MODA MMATU €JeMEHATa KOJUKO U 0a3a 3a U Han



k, a xako je mpecaukaBame U — U crenena Hyna, BaKu U 0e0 TBphewma Koju
ce OMHOCU Ha CTENEeHEe eJIeMEHATA.
(3) Hera cy enemeHTH C5; Kao y popmynanuju reopeme. Tana je

Us = (ZaSjuj)deg(Us) = Z(asj>deg(v5)—deg(uj)uj = chjuj‘
j j j

Hame, mera je C' = [cy;] u HERa cy B; GIOKOBU AMMEH3Mja ¢; X ¢; KOJU Ce
HaJsiaze Ha aujaronanu marpuie C. MokeMo mpeTnocTaBUTH Oa Cy eJIeMeHTH
y oba ckyma reHeparopa mnopebaHu Tako ma UM Cce CTeleHu moBehaBajy.
ITpema (2), cBaKM MUHMMAJIHU CUCTEM XOMOTE€HUX MeHEPATODa CAIPIKU ¢; eJie-
MeHaTa cTeneHa i, na je deg(u;) > deg(v,) 3a j > s. Emement v, ce uspaxkasa
Kao cyMa eseMeHara cremeHa deg(vs), Ha KOE(UIUjEHTU Cy; KOjU CTOje y3
exemenre u; cremena deg(vs) mpumanajy moimy k = Ry. Koedunujentn y3
eneMeHTe u; cremeHa crporo Beher on deg(vs) cy 0. axme, 61oxkoBu B; cy
ca exemMentuma y k, a meo matpuie mn3nan ogokosa B; je 0. To 3nauu ma je
det(C) =[], det(B;) € k.

Ila 6ucmo mokazanau na je marpuria C MHBEPTUOUIIHA, MOBOJLHO je HOKa-
satu ga je det(C) mmBeprumbuian, to ject ma je det(C) # 0. Osmaummo
ca C marpuy mactamy on C Kama ce €JIeMEHTH C,; TPECIUKajy y eJe-
MeHTe Cg; Ha Beh momenyTn mauma. Ilpm ToMm mpecinkaBamy, €IEeMEHTH Cg;
Koju cy y k ce He Memajy, a oHm kKoju mHucy, noctajy 0. Marpuma C uma
Ha OujaroHaju OJOKOBe B;, a cByma octaJjo cy HyJe. Kako cy cucremu

{wy,...,u,} u {v1,...,7,} Gaze BerTOpCKOTL npocropa U, u marpuna C je
Ta KOja TPEBOIMN jenHY 6_a3y y npyry, To je C uHBepTHOUIHA, & TUME U
det(C) =[], det(B;) = det(C) # 0. O

2 Pe3oJiuaBeHnTe

I[Ipu ucnurtuBamy ocobmHA MOmyJia, UMaMO MOTYNHOCT A& MYy HOJIEIUMO
HU3 MOZAyJa W XOMOMOp@U3aMa, Uuje OCOOMHE Cy JaKIIe 3a NCIUTUBAILE.
TakaB Hu3 HazmBalieMO PE30JIBEHTOM, U KAaO IITO he ce MOKa3aTu y Hapen-
HUM OJeJbIIMa, KPO3 UCIUTUBAIE PE30JIBeHTe Monayia mnodujahemMo BaskHe
IOTATKE O K€My CaMOM.

Hedbwmuunmja 2.1. ['padyucaru aanuwacmuy KOMNAEKC MOLY I je JTaHIACTU
KOMILJIEKC

d; d d
—>Fz—>.FZ_1 —>F2—2>F1 —1>F0—> ,
Ipu YeMy Cy CBU MOAyau F; rpaayucaHu u mpeciaukaBama d; Cy XOMOMOP-
¢u3MU cTeneHa HyJa.
Hedmaunmja 2.2. IIpojexmuena pezoasenma Mmonyna M Ham IpOM3BOJLHUM

npcreHoM P je TayaH JaHYACTU KOMIIJIEKC

d; d
i — LS F— s — | 5 F,



npojekTuBHUX P-momyna, tako na je M = Fy/Im(d;). Axo cy momynu F;
cJI000MHN KOHAUHOD DAHra 38 CBAKO i, KAKEMO Na je pe30JBeHTa C.10000Ha.
I'padyucarna caoboona pesossenma Momysia je ciIo0OOAHA PE30OJIBEHTA KOja je u
rpagyruCcaHy JaHIaCTU KOMIIEKC, u n3omopduzam M = Fy/Im(d;) je crenena
HYyJIA.

Ilakne, HU3 MOIyJia U XOMOMOD(ur3ama,

d; d
—>Fz—>.Fl_1—>—>F1—1>F0

je rpamyucana ciobomaHa pe3osBeHTa Monyaa M ako je JaHYaCTU KOMILJIEKC
KOjU je TavaH, MOonyau F; cy rpaayucanu u cji000IHU KOHAYHOT PaHra, XOMO-
Mop¢usmu d; cy crenena Hyna nu M = Fy/Im(d;) je nzomopdusam creneHa
HYyJIa.

Pezonsenty monyna M MoOkeMO O3HAUUTHU U Ca

d; d
i S F e — B By -5 M — 0,

1 TO jecTe TavyaH HU3.

IIpojekTuBHA pe30JsBeHTa je, OUYUTJIEAHO, OMUIITHUjU HOjaM o1 cJa00omHe,
aJii y CAydYajy MPCTEeHa MOJUHOMA, MPOjEeKTUBHU MOIYJIU Cy CIOOOIHU, TAKO
na he y TekcTy Koju cjaenu OUTU pedurd caMO O CJIODOMHUM pe30JBEHTaMA.

Axo ¢urcupamo 06a3y momyna F; Koja ce cacTOju OJ XOMOTEHUX eJeMe-
HATa, Tala Cy OpeciIuKaBama d; 3agaTa MaTpUIlaMa 4Yhje KOMIOHEHTE CYy
XOMOT€HU eJIEMEHTH, M TaKBe MATPUIle HA3UBAMO OJufeperyujarne Mampuye.
Hapasno, marpure 3aBuce on nzadbpane 6ase.

Moske ce moka3aTu ga CBaKU MOLYJ MMa CIOOOIHY PE30JIBEHTY. 3a MOIY I
Ey y3mmmo cimobomaH MOAys YmMju TeHepaTopu cy reHepartopu monyna M um
HEeKa MpecjuKaBaibhe € CIuKa remeparope y came cebe. Kako M uHuje cimobo-
nau, Ker(e) auje Tpusujanan u He Mopa 6utu cioboman. [loHoBUMO mocTymak
3a Ker(e¢). Heka je F) cmoGoman MOIyJ YUju T€HEPATOPU Cy Te€HEPaATOpU 3a
Ker(¢) m mepurnmmmo npecaukasame dy : F; — Ker(e) amamorno. Tana je
Ker(e) = Im(dy) u M = Im(e) = Fy/Ker(e) = Fy/Im(dy). IlonaBmamem moc-
TymKa nobujaMo caobomHy pe3oaBeHTy 3a M.

Hexra je cama U ronauno remepucanm rpangyucanu R-monyn. Ilperxomun
IOKa3 MOJKE Ce JIAKO IOJNEeCHUTU TaKo Ha Jo0ujeMo M rpajanujy. 3HAMO naa
je caoboman R-Momys AWpEKTHa cyMa Komuja mpcreHa [. Y rpaayucamom
caydajy Te kKonuje he Ourm momepenu monyiau R(—p), jep Ha Taj HaAUMH
MOYKEMO ONPEIUTU KOT CTENeHa je TeHepaTop.

Koucrpyruuja rpaagyucane ciobomaue pe3oasenre moayiaa U he outu mpen-
CTaBJ/bEHA UHIYKTUBHO.

Hexra cy myq, ..., m, xomoresnu remeparopu monyna U, u HeKa cy ay,...,a,
wuxosu crenean. Heka je Fy = R(—ay) @ ---® R(—a,) u Heka je f; remeparop
monyna R(—a;), 3a cBako i. Tana je deg(f;) = a;. lepunnmumo npecnuxa-
Bame dy : [y — U, tako ma f; — m;, 3a 1 < j < r. IlpeciukaBame 4dyBa



CTeIleH, Ia jecTe XOMOMOD(U3aM CTeIeHa HyJIa.

[IpernocraBumo na cy nepunucanu F; u d;. Kako je F; koHaAUYHO TeHepucan
van R, koju je Herepun, ouna je u F; Herepun rao monyn, na je Ker(d;)
KOHAYHO reHepucan. Heka cy [y, ..., l; xomorenu reaeparopu 3a Ker(d;), koju
jecre rpanyucanu Monya npema craBy 1.11, u Heka cy by, ..., bs cTenenu rene-
paropa. Heka je Fi11 = R(—b))@---@® R(—bs), u g; remeparop monyaa R(—b;),
3a cBako i. Karo je deg(g;) = b;, npecnukasamwe d;q : Fip 1 — Ker(d;) C Fj,
nepuHMCcaHO ca g; — [, 3a 1 < j < s, jecTe cTeleHa HyJla U CypPjeKTUBHO je
na Ker(d;). Ilpema kKoHCTpYKIMjU, DOOUjEeHN HU3 MOMIYyJIA je TadaH.

Ha mapemnom nmpumepy hemo maycTrpoBaTu OO0 cand yBeIdeHe MOjMOBE, a
KOpUCTUNEeMO ra u Aabe Kpo3 Pa.

IIpumep 2.3. Heka je S = klx,y] u [ = (23, 2y,y°). Tana je S/I xonauno
reHepucaHu MOIyJ Hand S, ca jeqHuM reHepaTopoM cremneHa wyiaa. Oapenumo
XunbepToBy (QYHKIU]Yy U CpALyUCaHy CI00OIHY pe30aBeHtTy 3a S/1.

Baxu na je (S/I)y = k, nma je 6asa 3a (S/I)y man k {1}, a tume u
dimy((S/I)o) = 1. Basza 3a (S/I); man k je {z,y}, a 3a (S/I)y je {z% y*}, jep
je xy € I. 3ampaBo, Kako je I reHepucaH MOHOMUMA, MOKEMO MPUMETUTU
na 6asy 3a (S/I); mobujamo Kao CKyIl MOHOMA CTeleHa | KOJU He MPUIanajy
uneany I. Tako ma je 6aza y cremeny 3 {y°}, a y cremeny 4 {y*}. Karo
I Moke ma m3reHepuine CBe IOJMHOME cTemeHa 5 m Bume, 1O je (S/I); = 0
3a j > 5, ma je y Tom caydajy dimy((S/I);) = 0. Haxme, Xunbepros pen je
Hilbg);(t) = 1 + 2t + 2t* + t* + t*.

Cana hemo ompemutu rpamgyucany ciaobonny pesosasBenty 3a S/I mam S.
[Ipema wm3BeneHoj KOHCTPYKIUMju, 3a Fy y3umamo ciobomHu MOIyJs HAZL S
ca jeoHUM TeHepaTopOM CTeleHa HyJa, To ject Fy = S. IlpecaukaBame dj
CIVKa Taj TeHepaTop y reHeparop moxuyiaa S/I. Xomorenu remepaTopu 3a
Ker(dy) cy ouurnemno z3, zy,y°. Houxosu cremenu cy 3, 2 u 5. Tana je
Fy = 5(-3) @ S(—2) & S(—5), remeparopu cy fi, fa, f3, a mpecnurasame d;
TAKBO Ja

fim 2, fors ay, fy oy

[Ipema Tome, mobujamo moyeTak Pe30JIBEHTE

(2% zy y°)

S(=3) & S(—2) & S(-5) » S — S/I — 0.

Hame, Tpeba ogpemutu Ker(d;). Hera je af) + Bfs + vfs € Ker(dy), 3a
a,B,v € S. Hakme, Tpeba pemmTu jemgauuny oz’ + fry +vy° = 0. Mosxemo
je HamucaTy m 'y cienehum obaurmuma

ar® = —y(Br +vy'), 1° = —x(az® + By),

omakJsie mobujamo ma y menum « u r geau y. CraBumo a = ya u Y = x7.
[lonasHa jemHaumHa je mojemHocTaBbeHa: oz’ + B+ yy* = 0. Bumumo na
[ mosemo 3amucaTu kao 3 = ['y* + B"x? + Ba*y*, rme mujeman momom y [

Huje mesuB ca y', m Hujemam mMomHoM y [ Huje memuB ca x?. Cmomdgmo je:



a = o'y* + o, roe mEujenan mouoM y o Hmje memus ca yi; ¥ = ++"2%, rme
HUjenaH MoHOM y 7' Huje memuB ca 2. Ilobujamo jemHAKOCT
(o' + B +9")2y* + (o + B")a” + (B +)y" =0,

omakie ciaenu na je o + 8" =0u B+ =0, a tume u o’ + 5 ++" = 0. Cpaxo

pelrneme mojga3He jeqHaAUnHEe MOMKEMO 3aIUCATU
(Oé,ﬁ,’Y) — (o/y5 +O/’y,5'y4 +5//$2 +5’x2y4,7'x+'y” 3) —
— (o/y5 +o/’y, —”y’y4 o Oé//l’Q o a’x2y4 _7//x2y4’7/$+7
= O/<y7 _I.27 0) + O/,(O? _y47 ‘7“) + 7/(y57 _x2y47 O) + 7,/(07 _$21/47 $3)7

" 3):

Ia je CKYII pelema reiepmucad ca
o1 = (yv _1:27 O)a 09 = (07 _y4a "L‘)7 03 = (?/57 —$2?J4a 0)7 04 = (07 —5132?/47 1.3)‘

MoskeMo TPUMETUTH na je o3 = y*o, u 04 = 2%0,, Ta 0, U 0y IPeACTaBbajy
MUHIMAJHY T€HEPATPUCY 33 CKYI pellema HaBeIcHE jeTHaJnHe.

Hakmne, nmamo na cy yfi — 22 fs, —y*fo + xf3 XOMOreHM TeHEpaTOPH 3a
Ker(d;). Huxosu cremenu cy deg(yfi) = deg(y) +deg(fi) = 1+3 =4 mn
deg(—y*fo) = deg(—y*) +deg(f2) = 4+2 = 6. Mimamo na je Fy = S(—4) D S(-6),

reHepaTopu Cy ¢, g2, & IpeciInKaBame dy TaKBO 1a

g = yfi— 902f2, g2 — —?/4f2 +xfs.

Cana je pesonBeHTa

Y 0
a2 gt
S-a) @ 5(—6) Ty 53w 5(-2) @ S(—5) —
( x> oy P )

» S — S/I — 0.

Tpeba mahu xomorene reseparope 3a Ker(ds). Heka je ug;+vgs € Ker(ds),
3a i, v € S. Tpamkumo pemrema jenHaUNHE

pyfi+ (—pa® —vy') fo +vafs = 0.
Kako cy fi, f2, f3 cmobonuu remeparopu, Mopa ouTu
py =0, —ua:z—uy4:O, ve = 0.

Sakmyuyjemo na je p=v =0, na je Ker(dy) =0, a Tume u Tavan Hu3

Y 0
S R
0 S(-4) @ 5(—6) " S 3y 5(-2) @ 5(—5) —s
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(I3 Ty y5)

» S — S/I — 0,

KOJU TIPeICTaB/ba IPALyUCcany ciI0060mHy pe3onsBenty 3a S/1. A

[Iponana:keme remeparopa 3a moxnyie Ker(d;) n Ker(dy) 6uno je ekBusa-
JIeHTHO pemaBamy jenHe jennaunne oz’ + Bry+7y® = 0 u pemasamy cucTeMa
ox Tpu jemuaunse py = 0, —puxr’—vy* = 0, vr = 0, pecnekTuBHO. Y MHUTABY Cy
jenHauYMHe JUHEeapHe HAL S U TPAKUIN CMO pellena HaJ UCTUM IPCTEHOM.

Mo:keMO yOUIITUTU MPETXOMHO Objallmheme Ha cieaenu HauuH: aKO Cy
RP u R? cmobomuu R-monynu, m B Mmarpuna mnpeciukaBama RP B, RY,
Tana je onucuBame cTpykrype Ker(B) eKBUBaJIEHTHO pelmaBamy cucreMa R-
suneapuux jemnaumuna BX = 0 mang R. lakae, koHcTpyucame caobomHe
pe30JIBeHTE

B B B
o — R B RS RPN RY

CKBHMBAJICHTHO je y3aCTOIMHOM pellaBalby CHUCTEMa R—HHHeapHMX je,ZLHan/IHa

BoX =0, BiY =0, BoZ =0,....

Butso je nmutame kako Hahu MUHUMAJHU OPOj €IeMeHATa KOjU T€HEPUIILY
je3rpo, kao mrTo je pasmarpano 3a cayuaj Ker(d;). Tume hemo ce 6aBuru y
cnenehem omemky. Hamomenmmo jom ma ce y ciaydvajy MUHUMAJIHE TeHEpa-
Tpuce oarosapajyha jesrpa Ha3uBajy cusuruje.

Crnenehu pesynraTu Cy TEXHUYKE IPUPOIE U OMOryhnhe HaM na, y mOCJIe -
0] TeOpeMUu OBOT OJieJbKa, 00jaCHUMO HEeKe Be3e m3Mely pasiuduTux CJo-
OOMHUX PEe30JBEeHTU (PuKcupaHor R-momyna.

Hepununuja 2.4. Hexka cy U mu W xomauno renmepucanu R-monmynau u F
u G manyactu kommiekcu Han U m W. Kaxkemo ma je xomomopduzam aH-
yacTUX KOMIIekca ¢ @ F — G noduszamwe xomomopduzma o : U — W, aro je
KOMYTATUBaH AUjarpam

Fi Fi—l .. F() W 0
l@' j(bi—l jqﬁo ja
G~ Gy U 0

Jlema 2.5. Heka cy U u W konauno remepucanu R-monynu u o : U — W
xoMomopduzam. Heka cy maTtwm maHyacT KOMIJIEKCH

Fivoo—F % FE, — o —FH%FE %50 —0
a [
Gioo =G 2 G — - — G 25 Gy 2 W — 0,
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Tako ma cy F; cmobomHu MOIysiu KOHAYHOT paHra, dy CypjeKTUBHO, U § cio-
Oonuna pe3oaBenTa 3a W.

(1) Mocroju momuzame ¢ : F — G 3a 0.

(2) Cpaka mBa moam3ama 3a 0 Cy XOMOTOIHA.

AKO cy HaBeIEHU MOIYJU TPALYUCAHA U XOMOMOP(U3MU CTEIEHA P, Tama Ce
¢ 1 XOoMOTOIja MOTY m3abpartu ma Oymoy cTeleHa p.

Hoka3s. (1) Koucrpyrnuja momusama ce M3BOAU UHIYKTUBHO. llpeciuka-
Bame 0g je cypjernuja, jep je uu3 G ravan. Kako je Fy cimoboman, mocroju
xoMoMopduzam ¢ : Fy — Gy, Tarko ma dypg = odp.

Fy

laswj
Gy 22U

[IomTo je F mandacTy KOMIIJIEKC, KOMIO3UINj€e CyCETHUX MPECTUKABAMA
Cy HYyJIe, BAXKN 14 je

dodo(Im(dy)) C dgipo(Ker(dy)) = ado(Ker(dy)) = 0.

Haxriae, ¢o(Im(dy)) C Ker(dy) = Im(d;), mro omoryhasa npasunao ussobheme
UHIYKIUje, TO JeCT Ne(pUHUCARmE HAPEIHOT MPEeCIUKaBabA.

[TpernocraBumo ma mocroju ¢;—q : F;—y — G;_1, tako ma ¢;—1(Im(d;)) C
Im(4;). Kako je F; cnmoboman u npecnukasame G; N Im(4;) je cypjexrusHoO,
nocToju xoMoMopouzam ¢; : F; — G;, Taro na 0;¢; = ¢;_1d;.

F;

Lqﬁ&jdi

Gi —2% Tm(s))

Takobe je
ipi(Im(div1)) C digi(Ker(di)) = ¢i—1di(Ker(d;)) = 0,
na mvamo ¢;(Im(diy1)) € Ker(6;) = Im(41).

(2) Axo cy ¢1 u ¢y nBa momm3ama 3a g, Taxa cy ¢ —¢o u 0 gBa moausama
3a HyJa mpecaukaBame. Jlakiae, TOBOJLHO je MOKA3aTH & aKo je (v TMOAU3ame
HyJIe, TaJa je (@ XOMOTOIHO HyJu. ROHCTPYKIMja ceé MOHOBO M3BOIV WHIYK-
TUBHO.

360r kKomyraTuBHOCTH Aujarpama je dopog = 0, ma u ag(Fy) C Ker(dy) =
Im(d;). IMomrro je Fy cnoboman, moctoju xomomopduszam hg : Fy — G Tako
na g = 01hg.



I[IpumeTrumo na je
51(041 - hodl) =011 — 01hody = apdy — d1hody = (ao - 51h0)d1 =0,

na u Im(a; — hody) € Ker(d1) = Im(ds).

[IpernocraBumo ma mocToju xomoMop¢usam h; Tako na o; = h;_1d; +0;41h;
u Im(o;p 1 — hidip1) € Im(d;yo). TlocToju xomomopduzam h;q : Fiyp — Gio
TaKO 1A O;yohit1 = iy — hidiy.

Fiq
l Qit1—hidit1
i1

0;
Gip2 —=Im(6;42)

KRako je
Siva(Qiv2 — hisidig2) = 0ipotira — dipahipidipn =

= Qip1diyo — Oipohip1diyo = (Oéi+1 - 5i+2hi+1>di+2 = (hidi+1)di+2 =0,

MaMO Oa je Im(OzHQ — hi+1di+2) g Ker(5i+2) = Im((ng) O

Craeneha Teopema Kaske ma Cy CBake ABe CJIOOOIHE PE30JIBEHTE KOHAYHO
FeHEepPUCAHOT MOIYJa XOMOTOIICKM €KBUBAJIEHTHE.

Teopema 2.6. Aro cy F u G cinobomgHe pe30JBeHTe KOHAYHO FeHEPUCAHOT
R-momyna U, tanma mocrtoje xomomopdusmu ¢ : F — G u ¢ : G — F, Taro
na je ¢p xomoromuo idg, a p¢ xomoromuo idg. AKO cy HaBemeHU MOMLYJIU
rpaayucaHu, CBa MpeCcinKaBama MOTY ce m3abparu ma Oymay cTemeHa HYJA.

Hoxas. Ilpema semm 2.5(1) mocroje mommzamwa ¢ : F — Gu ¢ : G — F
naeHTUYHOr npeciukaBamwa id : U — U. Tama cy o : F - Fuid : F - F
[Ba MOAU3amha WACHTUYHOr npecaukaBama id : U — U. Ilpema memn 2.5(2),
npeciukaBama cy xomoromHa. (CanyHO ce moka3yje na je ¢ XOMOTOITHO
npeciankaBamy idg. U

3 MunauMmaJsiHa pe3oJIBEHTA

Csaka pe3osBeHTa MOIyJa naje HaM oapeheHe HyMepuyke NOJATKE O
camoM Mmonmyny. Mako cy cBake nBe ciobomHe pe30JBEHTEe KOHAUHO TeHe-
pUCAHOT MOZYyJaa XOMOTOIICKM €KBMBAJEHTHE, HEKVM HYMEPUUYKU IIOJAIM KOje
nobmjaMo TUM IIyTEM Ce MeHajy ca npoMmeHoM pesoinseHte. lepumuucahemo
CIIeNVjaJIHU TUIl PE30JIBEHTE, KOjU He CaMO Ja Jaje UCTe IO JaTKe IIPU IPOMEHN
pe30JIBEHTH, HErO he M caMuy momaly Koje noOujeMo U3 He HajOosbe OmUCH-
BATU CTPYKTYPY IIOJA3HOT MOIYJIA.
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Hepuaunuja 3.1. Kaxemo na je rpanymcana ciaobonHa pe30JIBEHTA
KOHAYHO MeHePUCAHOT R-Momyiaa MUuHuMAAHaG, aKO je

div1(Fip1) € MF;, 3a cBako i.

Iepunnnuja 3ampaBo Kaxke Ia, aKO je Pe30JIBEHTAa MUHUMAJHA, y aude-
PEHIjaJHUM MaTpullaMa HeMa MHBEPTUOUIHUX eJIeMEHATA.

MunuMmaJiiHa pe30JIBEHTA je HajMamha Y CMUCIY Ja Cy PAHTOBU HEHUX CJIO-
OOmHUX MOIyJa MalmWu WA jeJHAKW O PaHroBa oarosapajyhwux cmobomaux
MOIyJa y IPOU3BOJLHO] pe3osBeHTH. 10 heMo u morasaru.

Teopema 3.2. ['panyucana ciobonHa pe30BEHTA KOHAUYHO Ie€HEPUCAHOT
R-monyna U koHCTpyHCaHa Yy IPETXOTHOM ONEJbKY j€ MUHUMAJHA aKO U CaMO
aKO Yy CBAKOM KOPaKy KOHCTPYKIMje OMpaMO MUHUMAJIHU XOMOTE€HU CUCTEM
remeparopa je3rpa IpeciaukaBama d;.

Hoxa3. IlpermocraBuMO na je pe30JBEHTa MUHUMAJHA, U IIPETIOCTABUMO

na je y i-TOM KOpaky u3abpaH XOMOI€HU cucTeM reneparopa li,...,ls 3a
Ker(d;) koju uuje muaumanau. Be3 ymMamema OMIITOCTH, MMOCTOJE T, ..., T €
R, raxo ma i = Yy ;. 7l;. Hera cy gi,...,gs remepatopu monyna Fiii.

[pema kKoHCTPYEIUjU, Baku na je diyi(g;) = 1j, 3a 1 < j <s, ma je dii1(g1) =
h = Znggs ridiy1(g;). Hakie,

91— Z rig; € Ker(dit1) = Im(d;12) C MFit.

2<j<s

Koepumujertn y3 remeparope g; mopajy outu y M, ma je 1 € M, mTo je
KOHTPAAUKIN]a.

IIpernocTaBuMO na je y CBaKOM KOpakKy KOHCTPYKIUje M3a0paH MUHU-
MaJIHU XOMOTE€HM CHUCTEM TeHepaTopa, W IPETIOCTABUMO nOa je 3a HEKO 1
dis1(Fip1) € MF;. Kaxo je dip1(Fit1) = Im(diq) = Ker(d;), mocroju enement
g € Ker(d;)\MF;. Axo cy ¢gi,...,9s TeHepaTropu Monyna F;, Tana ce g Moxke
M3Pa3nuTU IPEKO HaBEAEHUX T'eHepaTopa, IPU YeMy HEKU O]l Koe(uIllujeHaTa
MOpa OuTH MHBePTUOUIAH ejieMeHT. be3 ryb/mema ONMTOCTU MOKEMO TPEeT-
IOCTABUTHU [a Cy TeHepaTopu m3adpaHU Tako Oa je g = g — 22<j<s Tigj, 3a
Heke 1; € R, Jlame, BaRU ¢ = g1 — )y, 79 € Ker(di), ma je di(g1) =
Y a<j<sTidi(g;). Axo cy li, ..., ls reneparopu 3a Ker(d;—1) C Fi_, npema Tome
KAKO jeé KOHCTPYWCAHA PE30JIBEHTA, BaKU [ = Zzgjgs rjl;. OBO je KOHTpaIUK-
nMja ca YMH-€HUIIOM 4 jeé Y CBAKOM KOpakKy OMpaH MUHUMAJHU CUCTEM TeHe-
paTopa. U

Hepuaunuja 3.3. Jlanuactu KoMIIeKc oOIMKA
0 — R(—p) -5 R(—p) — 0

ce Ha3UuBa KPAMKU MPUBUJaAIHY Komnaiekc. IlupekTHa cyma KpATKUX TPUBU-
jAJTHUX KOMIIJIEKCA HA3UBA CE€ MPUBUJANHU KOMNAEKC.
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Axo je F pesonsenta monyisaa U, a G TpUBUjaJHU KOMILJIIEKC, TAIA j€ U
F ® G rakobe pesoasenta 3a U. To je mocienuna yumeHUIe A8 TPUBU]ATHA
KOMILJIEKC UMa TPUBUjaJHY XoMojormujy. ¥ Teopemu 3.9 hemo mokazatu na
ce cBe pesosBeHTe Moayiaa U pas3imkyjy OO HAa OUPEKTHY CYMY Ca TPUBU-
JAJHUM KOMILJIEKCUMa, TO jeCT, a MUHVUMAJHY PE30JIBEHTY MOKEMO HOOUTHU
VRKJIAHAHEeM KPATKUX TPUBUjAJTHUX KOMILJIEKCA. 3a JOKA3 OBE BaKHE TEO-
pemMe, KOja TOBOPW O €r3UCTEHIUJU U JEAWHCTBEHOCTW MWHUMAJIHE PEe30JI-
BEHTE, HEONMXOIHU Cy HaM cjemenu pe3yaTaTu TEXHUUYKE MPUPOIE.

Hepmanmuja 3.4. Heka cy 7" m N KOHA4YHO reHepucaHu R-MOIyJn.

Ka:xemo ma ce uu3 N — T PN yena, axo je fa = id.

Jlema 3.5. Heka cy T' u N xkonauyHo renepucanu R-momyiu.
(1) Axo ce mm3 N -5 T 2N nena, tana je T = Ker(f) @ Im(«). Axo cy
momatao T m N rpamgyucanu, a o u [ cTemeHa HyJa, Tala AAPEKTHA CyMa
MOIITYj€ TPaIaInjy.
(2) Aro je mpecaurasame T PN cypjektuBHo u N ciaobomaH, Tana je
T = Ker(f) @ N. Takobe, ako cy T' u N rpanyucanu, a [ cremeHa HyJa,
Taga OUPEKTHA cyMa IOIITYje TPalalujy.

Hoxas. (1) Heka je f € T. Karo je 8(a(B(f))) = B(f), To je [ —a(B(f)) €
Ker(f), ma je f € Ker(f) + Im(a). Tarobe, Ker(5) NIm(a) = 0.

ITpema crasy 1.11 Ker(8),Im(«) jecy rpanyucanu. Axo 6ucMo y IpeTxo-
HOM JOKa3y m3abpaju XOMOTeH ejJeMeHT [, U Kako cy « u (3 cremeHa HyJa,
rpaganuja Ou ouyurJemaHo OMIa MCIOMTOBAHA.

(2) Hexka je ly,...,l; 6a3a momyna N. Kako je [ cypjeruumja, MOKEMO
n3abpartu esemenre fi,..., fs; rako ma B(f;) =1;. Heka je a: N — T 3amaro
ca o(l;) = f;. Tama je fa = id, ma mpema (1) Baxu T = Ker(f) @ Im(a).
N3 aff) = alg) cnenn B(a(f)) = B(alg)), a 36or nenawa u f = g, na je «
nHjernuja. Harme, Im(a) = N. d

Jlema 3.6. Heka je T rpanyucan R-Moaya u OUPEKTHU cabupak rpamy-
ucaHor ciaobomuor R-momyisia koHauHor panra. Tamna je T ciobomas.

IHoxa3. T jecre KOHAUHO TE€HEPUCAH, Ha HeKa je Tax li,...,l; MAHUMAJIHA
CHCTEM XOMOTE€HHUX reHeparopa 3a 1, a ap,...,as BUX0BU creneHu. ledu-
HUIMMMO TpeciukaBawe o« : N — T, ca r; — [;, 3a 1 < 1 < s, rme je
N =R(—a1)®---®R(—a,) cnobonuu R-momyn ca 6a30M 71, ...,Ts. JokakmMo

na je a mzomopouzam. OuurienHo je cypjexmnuja.
Heka je ¢ € Ker(a) € N. Tama je ¢ = >, ¢y, 3a ¢ € R, Iame je
> cili=0. Aro 6u mern of ¢; 6o muBepTUOUIAH, OHIA Ou 6uio [} =) b,l;,

mTo je HeMoryhe, jep je l,...,l; MUHUMAJHN CUCTEM XOMOTE€HUX I'€HEPATOPA.
Suaun, ¢; € M u Ker(a) C MN. Hera je G = F @& T naBenenu ciobomaHu
MOIyJI, ¥ §i,...,Js berosa 0a3a. IIpojekmuja 7 : G — T Mopa Outm cre-

neHa Hysia. Kako je a cypjekTuBHO, 3a cBako m(g;) mocroju f; € N tako na
alfi) = m(g;). Moskemo nepurucaru xomomoppusam v : G — N ca v(g;) = fi.
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N-2-T

Heka je 8 = yr. Hus T PN 2 T ce nema, jep je aff = id. Kopwuc-
rehu nemy 3.5(1), 3armyuyjemo ma je N = Im(f) @ Ker(a), a mHa ocHOBY
nperxomuor u ma je N = Im(5) + MN. Ilpumenom mocnemune Harajamume
aeme 1.14 mobujamo MN = 0, a rako je Ker(a) C MN, umamo u Ker(a) = 0.0

Jlema 3.7. Axo je
T_>T‘Zi>ﬂ_1_>_>T1i)To—)0

TavyaH IPALyUCaH JaHYACTU KOMIIJIEKC CI000MHNX R-MOIyia KOHAYHOT PAHTa,
Taga je TO TPUBUjAJTHU KOMILJIEKC.

Hoxas. Takobe je Ty cmoboman u d; cypjexkruBHO, npema jemu 3.5(2) je
Ty = Ker(dy) @ Ty. Basu na je Ty cnoboman, na je npema semu 3.6 u Ker(d;)
caobonan. Komnmexkc

7'1;..._>Tii>TZ.71_>...—>T2dH2Ker(d1)—>0

je Tauan u Baku 7 = T @ {0 — Ty, — Ty — 0}. Camnma, uctu apry-
MEHT MOYKEeMO NPUMEHUTU Ha kKoMiuiekc 7;. Ha rTaj maumm mobujamo ma je
T mupekTHa cyMa KPpaTKUX TPUBUjAJHUX KOMIUIEKCA, & TUME W TPUBLjAJHU
KOMIIJIEKC. U

Jlema 3.8. Hera je [¢;;] MaTpuna xomomopdusma creneHa Hysna o : F —
F', y ommocy na xomorere 6aze fi,...,fs C F u ¢,...,9, C F', rme cy F
n F' rpagyucamu cimobomu R-momynm koHaunor pasra. Heka je a;; xo-
MOTreHa KOMIIOHEHTa ejeMeHTa ¢;; € R cremena deg(f;) — deg(g;). 3a marpumy
la;;] Baskm ma je off;) = >, aij9;. Axo je F = F' n cremenn enemenara y
oxrosapayhum Gazama ce nosehasajy, Tana [a;;] uma kBangpaTHe GIOKOBE Ha
[UjaroHaJI 4urje KOMIOHEHTe cy V k, 1 HyJe ucuon OJOKOBa HA IUjarOoHAJIN.

Hoxra3s. Canuno kao moka3 teopeme 1.16(3). O

Teopema 3.9. Heka je U rpaayucaHu KOHAYHO I€HEPUCAHU R-MOIyII.
(1) ITocroju MuaMMAaTHA Tpaxyucana ciobomna pesonsenTta ox U.
(2) Axro je F muHMMauiHa, a G 6uiI0 Koja rpaayucana ciaobomHA Pe30JIBEHTa
on U, rana je G = F & T, 3a HEKU TPUBUjAJTHU KOMILJIEKC T .
(3) Munnmanua rpagyucana ciobomsa pesosnsernTa on U je jemnHCTBEHA, IO
Ha M30MOpQU3aM.

Hoxra3s. (1) Cuenn u3 reopeme 3.2.

(3) Cnenn u3 (2).

(2) IIpema teopemu 2.6, mocroje xomomopdusmu ¢ : F — Gu ¢ : G — F
CTelleHa HyJa, Ka0 U XOMOTOonuja h Tako na

id; — i = dip1hi + hiad; - F; — F.
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Hera je fi,..., f; xomorena 6a3a 3a Fj;, cacTaB/beHa OJ eJIeMEHATA YUjU CTe-
nenu ce mosehasajy. Hera je A = [a;;] MaTpuna mpeciukaBama @;¢; y TOj
ba3u, mobujena kao y Jsgemm 3.8. Marpuma A mma kKBamgpaTHe OJIOKOBE HAa
NUjaroHaJii Yrje KOMIIOHEHTEe Cy y k W HyJie ucmon OJIOKOBa Ha IUjarOHAJIN.
Matpuna 3a id; — ¢;¢; je E — A. Rako je F MuHUMAaJJIHA PE30JIBEHTA, BaKU

Im(id; — pi¢;) = Im(d;s1h; + hi—1d;) C Im(digq) + hi—iIm(d;) C

C MFE; + hiy(MF,_;) C MF; + Mh;_1(F,_1) C MF,.

To 3maum ga cy kommoHente marpuune £F — Ay M. Baxm kN M = {0}.
Cnemu nma je 1 —aj; = 0, 3a cBako j, ma u a;; = 1. Taxkobe umamo ma cy y
maTpur A mysne ucnon mujaronate. Ilakie, A je ropme Tpoyraoua mMaTpura
n det(A) = [[a;; = 1, mro 3HAaun na je A mEBepTHMOWIHA, a CAMUM THUM, U
IIPECIVKABAK-E (¢ M30MOP(PU3aAM.

Heka je ¢ muBep3HO mpecaukaBame 3a p¢. Tana ce F N g o F nena,
jep je (£p)p = id. Hera je T = Ker({p). IIpema memu 3.5 u Kako cBa
npeciauKaBama MOKEMO m3abpaTy ga Oymoy CTemeHa HyJa, Baxku ma je G =
&(F) @ T rao cyma rpaayncaHux MOLYJIA.

Tpeba jom nokazatu ma je G = ¢(F) @ T AUpEKTHA CcyMa JIAHYACTUX
rommiiekca. Heka je d mudepenmnujan va F, a § mudepenmujan sa G. Tpeba
IOKa3aTu ma je ) JaHdacto npeciaukasBame Ha ¢(F) u ma T. Ilomro je ¢
IpeCInKaBambe JAHIACTUX KOMILIEKCa, OHaa je 0¢ = ¢d, ma je 0(p(F)) C ¢(F).
Hokazahemo na Basku u §(7) C T. Heka je u € Tj11 = Ker(&§110i41) € G,
na je d(u) € G; = ¢(F;) ® T;. Hakne, nocroju f € F; m v € T; Tako na
div1(u) = ¢(f) +v. Bamnu na je

(€p)o(u) = Ep(o(f) +v) = Ep(o(f)) =1d(f) = f,

a c Ipyre CTpaHe je

(£p)0(u) = &(pd)(u) = Edp(u) = d(&p)(u) = d(0) = 0,

na je d41(u) = v.

Hakne, G = ¢(F) @ T je nuperTHa cyMa JaHYACTUX KOMIUIEKca. Kako je
p¢ m3omopduzam, 1o je ¢ mHjekuuja, na u G = F & T . IHokazahemo ma je T
TPUBUjAJIHU KOMIIJIEKC.

[Tomro cy F u G cnobomue pe3osBeHTe, OHIA CYy W TAYHU HU3OBU, 1A CY
M xoMmoJjoruje Tpusujanane. Camum tuM, 1 7 UMa TPUBUjAIHY XOMOJOTU]Y,
na je tayan Hu3. Monayn T; je nupexktHu cabupak on (G;, Koju je ciobonmaH,
na je mpema jgemu 3.6 u cam T; croboman. Kommuekc 7 je Tavan rpamgyuncaHu
KOMIIJIEKC CJIODO0MHUX MOIYJa, Ma je IpeMa JeMUu 3.7 TPUBUjaJIaH. U

Teopema kaske na rpaayucaHy KOHAYHO Ie€HEPUCAHW MOILYJ MMa MUWHU-
MaJIHy T'Paayucany ciao00mdHy PEe30JIBEHTY, KOja je je IMHCTBEeHA A0 Ha U30MOP-
¢m3am. Kipyduna nmpernmocTaBka Koja je moBesa IO OBOT pe3yJiTara je rpala-
nuja. Hakajamunaa smema 3a rpaayucane momyiie obe3bebhyje Ham, Kpo3 Teo-
pemy 1.16, ma cBakM MUHUMAJIHU CUCTEM XOMOTE€HUX reHepaTopa R-Monyia

17



nMa mcTu Opoj ejieMeHaTa, Kao U UCTU OpPOj ejleMeHaTa onapebheHor cremena
Yy CBAKOM MWHUMAJHOM CHUCTEMY. A Kao MITO je MO3HATO, MUHUMAJIHY Pe30JI-
BEHTY mobujaMo O6mpajyhm MUHUMAIIHN CUCTEM I'€HEPpATOPa y CBAKOM KOPaKYy
KOHCTDYKIIIj€ PEe30JIBEHTE.

JlokanmHU mpcTEeHU 3310BOJbABAjy APYTY Bep3ujy Hakajamuue sneme, m mo-
jaM MUHUMAJIHE PE30JIBEHTE, KaO U TEOPHUja NHIYKOBAHA TUM, C€ MOXKE YBECTU
u y ToM ciaydajy. Hamme, oBa nBa mojMa o0jemumyje mojaM IeHEPaMCAHUX
JIOKAJIHUX TIPCTEHA, aJii O TOMe OBIe Hehie OuTU pedn.

Jenan on mHemcnuTaHmX mpobiema Be3aHUX 3a OBY obiacT je cienehn:
KOHCTPYUMCATHU EKCIUIUIIMTHY MUHUMAJHY TI'PAAYUCAHY CIOOOIHY PE30JIBEHTY
3a HEKE KJace IPagyUCaHUX MOLYJIA, IIPU YEeMy C€ IOJ €KCIIUIUTHOM PEe30JI-
BEHTOM MUCJIU Ha OHY ONMCaHy (GopMmyiama, HE aJrOPUTMUMA.

CeM 3HAUAjHMX HYMEPUYKUX WHBAPUjAHTU O KOjuMa he OuTH peuu y
cneneheM onesbKy, MUHMMAJIHA PE30JIBEHTA ONUCYje CTPYKTYPY MOIyJIa U
Ha ciaenehm HAUYWMH: Oaje HAM MUHUMAJHU CUCTEM T'€HEpaTopa 3a MOJIA3HU
MOIYyJI, 3aTUM MMHUMAJHN CUCTEM penanuja Mehy Tum remeparopmma, 3a-
TUM MHUHUMAJHUN CHCTEM pejlalliija Ha CTPYKTYPY FeHePUCAHY IPETXOIHUM
penlamujaMa M Tako OaJbe.

4 BerujeBu OpojeBn

Y oBoM omesky Ouhe yBemenu mojmoBu BerujeBux OpojeBa, IpoOjeKTUBHE
mumvensuje u [loemkapeoBor pena, Koju najy HYMEPUUYKM OIMC CTPYKTYyPe
MOIYJIA.

lepurunuja 4.1. Heka je F MmHUMAaJIHA TpanyucaHa CiIODOTHA Pe30J-
BEHTa KOHAUHO TeHepucaHor R-momyna U. 3a ¢ > 1 moamomyt

Im(d;) = Ker(d;_1)

momyna Fj_, HasuBa ce i-tm Mmodya cusuzuja om U m osmauasa ce Syzl(U).
HoeroBu enementu ce Has3mBajy cusuzuje.

Teopema 4.2. Heka je F/ MuHUMAaJIHA TpaayrcaHa cJao00IHA PE30JIBEHTA
R-vonyna U. Axo je fi,...,fs 6a3za on F;, Tana je d;(f1),...,d;(fs) munn-
MaJHI cucTeM resepartopa 3a Syzl(U).

Iloxas. Kako je Syz’(U) = Im(d;), To 3a cBaku enement g € Syz,(U) mo-
croju h € F;, rako ma d;(h) = ¢g. 3a meke r; € R je h = > r;f;, a tume
u g =y ridi(f;), ma d;i(f1),...,di(fs) jecre cucrem remeparopa. Kako je F
MUHUMAaJHA pe3oiseHTta, 10 je d;(F;) € MF, 1, ma Hu 3a jeqHO j HE MOKe
ourn d;(f;) = >_,.;lpdi(fp), mTo 3HAUMM ma je cucrem di(fi),...,di(fs) MuHn-
MaJIaH. U
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lepurunmuja 4.3. Heka je F MmHMMaJIHA TpanyncaHa ciiobOHA Pe30J-
BEHTa I'PaIyuCAHOT KOHAYHO reHepucanor R-momymna U. DBemujesu b6pojesu
on U man R cy
V() = rang(FY).
Muwunumasae rpagyucane ciobomne pe3osBernte Monyia U cy uszomopdue,
Ila Cy PaHroBU OAroBapajynux cJa000IHUX MOIYJIA PA3JIUYUTUX PE30JIBEHTU
UCTH, a caMUM TUM 1 Gpojesu b He 3aBUCe 01 KOHKpETHE pe30JBEeHTe.

Teopema 4.4. Berujes 6poj bl*(U) je je;[HaK OpOjy MUHUMAJHUX TeHepa-
Topa 3a Syz:(U) u taxobe je b (U) = dimy(Tor (U, k)) = dimy(Ext%(U, k)).
Hoxa3s. Ilpsu meo caemu u3 Teopeme 4.2.

Kako je F,@pk = R @p k = kW) 1o je KoMmIeKe

FRpk: - — kO Ly gy bO) b6 ()

PesonBenra je munumamnna, na je Im(d) C MF, a tume je d ®g k = 0, u npe-

cIMKaBama y KOMIIekcy F ®g k cy myna. Haxme, Tor®(U k) = Hy(F ®@r k) =
kb)),

IHoxka3s 3a Ext he 6utu nmpeckoues. O

Hepuaunuja 4.5. Jyxmcuna rpangyucane ciobomgHe pe3osnBeHTe G je
max{i | G; # 0}.

AKo je my:KMHA Pe30JIBEHTEe KOHAUHA, KAyKeMO 1A je Pe30JIBEHTa KOHAYHA, Y
CYIPOTHOM, KaykeMo na je Oeckonauwna. IIpojexmuena dumensuja onm U je

pd(U) = max{i | b;'(U) # 0}.

Ioenxapeos ped 3a U man R je

o) =Y bt

i>0

[IpojerruBHa mumen3uja pdp je 3ampaBo Ay:KUHA MUHHUMAJIHE CJI00O0IHE
pe3onBente 3a U. [loenkapeoB pen m meroBe ocoOuHe ce OOMYHO M3yUdaBa]y
Kaza je caobomHa Pe30JIBEeHTa OeCKOHAUHA.

[Ipumernmo na nedpununuja BerujeBux 6pojeBa HuUje moBe3aHa ca I'paJanu-
jom. I'pamyucamum BerujeBu OpojeBu, koju he cama OuTU yBemeHU, MPEI-
CTaBJ/bA)y NPENU3HN]Y BEP3Ujy OBUX UHBAPUjAHTU.

Hedwmuumnmja 4.6. ['padyucanu Bemujesu bpojesu 3a U man R npencras-
majy 6poj cabupaka y F; obauka R(—p), m o3HauaBaMo ux ca bfp(U).
I'paoyucan Iloenkapeos ped 3a U wanm R je

PR t,z) Z b tzzp.

1>0,pEZ
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[Ipumeruvo na je bE(U) = > ez bfp(U). CywMma je, HapaBHO, KOHAUYHA, jep
Ccy y OUTamy CIO00OMHM MOIYJM KOHAUHOI PaHTA.

Moske ce nokazaru, kao y reopemu 4.4, xa je bff (U) = dimy,(Torf (U, k),) =
dimy, (Ext’s (U, k),).

Teopema 4.7. AKo je ¢ MUHMMAJHU CTEICH €JEMEHTa y MUHUMAJMHOM
XOMOI€HOM CHCTeMY reHepaTopa 3a U, omma je bfp(U) =0,3ap<i+ec.

I oxa3. Buhe uzBenen munyknujom mo ¢. Karko U mma cucreM XOMOTEHUX
reHepaTopa Ynju CTENeHU HUCY Mamu On ¢, u kako je U = Fy/Im(d;) nzomop-
¢uszam crenena HyJsa, TO u Fy UMa CHUCTEM XOMOTEHUX TE€HEPATOPA UUjU CTe-
MIEeHU HUCY MambmU O ¢, Ta TBpheme Baku 3a ¢ = 0.

I[IpernocTaBuMoO Ha Bazku 3a i, TO jeCT ma je bfp(U) =0,3ap<i—+ec
Hoxammmo xa je by, (U) =0, 3a p <i+1+c. Enementu cucrema XOMOreHnx
remeparopa 3a F; cy cremeHa He Mamer on ¢+ ¢. Y TUTakHY jeé MUHUMAJHA
pesonsenTa, na je Im(d;11) C MF;. Enementu y M Cy HO3UTUBHUX CTEIEHA,
ma Cy €JIeMEeHTM MUHUMAJIHOT CHUCTEeMa XOMOTeHUX reHeparopa 3a Im(d;q)
cremena He Mamer om ¢+ 1+ c¢. AKO ce cermMo ma CMO Yy KOHCTPYKIWjU
MUHMMAJHE Pe30JIBeHTe (popMupanu ¢ + 1-Bu Moays momohy reHeparopa 3a
Ker(d;) = Im(d;4+1), jacHo je ma u 3a Fj;1 BaKu Ja je MUHUMAJIHNA CUCTEM XO-
MOTE€HUX TeHepaTopa CTeleHa He Mamer on ¢+ 1 + c. U

BerujeBu 6pojeBu ce oOMYHO TpencTaB/bajy y Tabemsama oOJIMKA:

bp b1 by

—11]bo—1 bip Dbon
0] bop b1 bap
1| b1 bia bog

IIpBa Bpcta canpsxm DerujeBe OpojeBe, mpBa KOJIOHA O3HAKE BPCTa, & Y
ocraTky Tabesae HaJsaze ce rpanyucanu berujeBu OpojeBu. OBakrBa Tabena
ce HaszuBa bemujes dujazpam.

IIpumeTtumo na ce y 1-TOj KOJOHM M jJ-TOj BPCTU He HaJjgas3u b;;, Beh
b; j+i- Teopema 4.7 naje mennMUYIHO O0jallmemne 3a OBY, HaU3TJe HeOOUJHY
nepunmiyjy. Hamme, morazanau cmo ma ako je bfp(U) =0,3ap<i+c Tana
jem b, (U) =0, 3ap <it+1l+c. Axo i-ra konona BerujeBor mujarpama nma
HyJle WM3HAX j-Te BPCTe, Tana, npema teopemu, u (i + 1)-Ba kosona tarobe
nMa HyJe n3Han j-Te BpcTe. Ha oBaj HaumH nobmjaMoO KOMIAKTHUJU IIPUKA3
BerujeBux 6pojeBa. ledpununuja perynapHoctu he matm nOZATHO pa3jall-
IBbEmhe.

IIpumeTuMo ma ce MpPOjeKTUBHA AWMEH3Uja MOYKE WHTEPIPETUPATU Kao
ny:xuna BeTtujeBor mujarpama.
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IIpumep 4.8. M3pauyHajMo mpojekTUBHY mauMeH3ujy, BerujeBe Opojese
u [loenkapeoB pen 3a Momaysa u3 npumepa 2.3.

O 1abupoM MUHUMAJHOT CUCTEMa T€HEPATOPa Yy CBAKOM KOPaKy KOHCTPYK-
nuje pesonsente 3a S/I wan S, nobunu cmo ga je

0— S(—4) @ S5(-6) —S(-3)adS(-2)aS(->5) — S — S/ —0
MUHUMAJIHA Pe30JBeHTa. AKO yBeIeMO O3HAKe
Fo=S, F; =5(-3)® S(-2) ® S(-5), Fr = S(—4) ® S(-6),
Moskemo npumetutu na je pdg(S/I) = 2. BerujeBu 6pojesu cy
bp=1, by =3, by =2,
a IToenkapeosB pen Pg/](t) =143t +2t2. Y rpaayncaHOM CIydajy MMaMO

b0,0 = 17 b1,2 = 17 b1,3 = 17 b1,5 = 17 b2,4 - 17 b2,6 =1

Pg/l(t’ z) =1+t2" +12° +12° + 1224 44225,

BerujeB mujarpawm je:

1 3 2
01 = =
11— 1 —
2| — 1 1
3 - - =
41— 1 1

5 KRocymoB Kommiiekc

IlIojam KocymoBor rommiekca mvahe 3HauajHy TPUMEHY Yy TEOPUJU CJIIO-
OOMHUX PE30JBEHTH.

Hexra cy fi,..., f; € R, u E cnopHa anredbpa Hag k ca 6a3HAM eJeMEeHTIMa
€1,...,€q, TO JECT

E=ke,...,eq)/({ef |1 < < g}, {eiej +ejes |1 <i < j<q}).

Osmaunmo ca A MHO¥keme y FE. ®opmupajmo rommiekc K(f) ma cuenehin
maunH: Heka je Ko =R, K; =0, 3a 1> ¢q. 3a 0 <1i <gq, "Hera je K; cimobomuu
R-momyn panra (ff) ca b6azom

{es Ao Nej, |1 <1 < < ji < g}
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Ilepuunmmmo npecaukaBama d; : K; — K;_1 ca

di(ejl VANEIIRIVAN 6]'1.) = Z (_1)p+1fjp€j1 A A éjp A A €ji.

1<p<i

Kao u y npyrum camyHuM KOHCTpyKHujama, jacHo je d;i 1 od; = 0.

Hedunannuja 5.1. Koucrpyucanu namuactu rommierc K(f) masusamo
Kocynos xomnaexc na enemenmuma fi,..., f, 1 o3HaYaBaMO ra ca

0 — K, — ... — K; — Ky — 0.

Axo craBumo deg(e;) = 1 mdeg(ej, A---Aej,) = i, Tana je K(f) u rpaxyucanu
JAHYACTH KOMILIIEKC.

Jlema 5.2. Hexa je f = {fi,...,f;1}, fy € Ru f je mu3 f, f,. Hocroju
KpaTak TadyaH HU3 KOMILJIEKCA

0— K(f) — K(f) — K(f)[-1] — 0.

Hoxas. O3naka IC(f)[—1] npeacraBiba XOMOJIOMKN MOMEPEH KOMILJIEKC. JaCHO

je ma je K(f)i =K(f)i ® K(f)i—1 N eq. IIpBO mpeciankaBame DePUHAMIEMO KAO
WHKJIY31jy, & APYTOo Kao npojexnujy. Tana HU3 jecTe TadvaH. U

Iyru TavyaH HU3 Yy XOMOJIOTHjU KOju ce mobuja m3 OBOT KPATKOT TAYHOT
HU3a je

(1) fq

coo > Hy(K(f)) — Hi(K(f)) — Hiea(K(f)) —— Hia(K(f)) — ..,

IMITO j€ TMOCJEeIUIa IUK-IIaK JIeMe.

Hepurunuja 5.3. Hexa je W xomauno remepucan R-mMonysn m Heka je
R-vonmyn K(f,W) = K(f) ®r W. Xomomoruja 0BOI KOMIUIEKCA Ce HA3UBA
Kocynosa xomonozuja na W.

CraB 5.4. Hera je W romauno remepucan R-monmyn. Tana Baxu na je
(YH:(K(f,W)) =0, 3a ce i > 0.
Iloxa3. Heka je f vu3 fi,..., f,. 300r o3HaKa je HajlakIle NOKa3aTH Ja je
fHi(K(f,W)) =0, mana je noka3 ucru 3a cse f;. IIpema memu 5.2, exement
y K(f,W); je obnura cAe,+a, rae je a € K(f,W);, acAe, € K(f,W)i_1 Aey.
IIpernocraBumMo na je c e, +a mukn. IIpema nepuanmmuju mudepernujaia y
KocynoBoMm koMIIIEKCY Basku

0=d(cAe,+a)=d(c)Ae,+ (=1)" f,c+ d(a).

Kaxo e, mmje enement K(f, W), a (—1)"*!f,c + d(a) jecte, HUKaKO He MOxe
mohu no ckpahuBama y nperxonHoMm uspaly, na mopa ouru d(c) = 0 u d(a) =
(=1)'f,c. Hame, Kako je

d((—1)'a A eq) = (—1)i(d(a) A eq + (—1)i+2fqa) =

22



= (—1)'((=1)"fac Aeg+ (=1) fa) = fo(c Neg + a),
IOMEHYTH eJIEMEeHT je y caunu. Jlakie, Joka3aau CMO I je YMHOKAK CBAKOT
IUKJIA €JIEMEHTOM f, TpaHuma, a To ynpaso 3uHaun ga je f,H;(IC(f,W)) = 0.0

Hepuaunmja 5.5. Heka je U romauno remepucanum R-monyn. KRaskemo
na emxement r € R\ k wuje deaumen nyse unm nma je U-perymnapan, ako je
ru # 0 3a cBaku u € U \ {0}. Kaxemo na je Hus ememenara fi,...,f, € R
U-peeyaapan, axo je (fi,...,f,)U # U u 3a cBaro 1 < i < ¢ f; HUje meamress
wyne y monyny U/(fi,..., fi-1)U.

Teopema 5.6. Hexa je W romauHO remepumcaH rpamyucanu R-momyn u
f=A{fi,..., fy} € R HA3 XOMOI€HUX eJIeMCHATA UYMjU CTEICHU Cy ITO3UTUBHU.
Crnenehu ycnoBu Cy eKBUBAJICHTHU:

(1) f je W-perymnapan Hu3.

(2) Hi(K(f,W)) =0, 3ai>0u Hy(K(f,W)) =W/(/)IWV.

(3) Hi(K(f,W)) = 0.

Hoxasz. Hokaxumo nvmmnukamujy (1) = (2). Bawu Ho(IC(f,W)) = W/(f)W.
Kopuctuhemo nenykuujy mo q. 3a ¢ =1 je

IC(fl):O—>RL>R—>O,

IIa 1

K(f1,W):0 — W 25w —s 0,

jep je W = RerW. Ilomro je f W-perynapasn, ouna je {m € W| fim =0} =
{0}, a Tume u H,(K(f1,W)) =0.

[pernocTasumo ma TBpheme Baxu 3a ¢—1, To ject 3a wu3 f = {f1,..., fo_1}-
KRao y nemu 5.2, mocToju kpatak TadvyaH HU3

0— K(f) — K(f) — K(H))[-1] — 0,

a TUME W AyTI'Y Ta4dYaH HU3 y XOMOJ’IOFI/IjI/I

Hi(K(f,W)) — Hi(K(f, W) — Hy(K(f, W)) 2% Hy(KK(f, W)).

Kopuctuma cvo na je Ho(K(f,W)) = Hy(K(f, W)[—1]). IIpemMa uHAYyKTUBHO]
IPeTHOCTaBIU 100MjaMo

0 — Hy(K(f,W)) — W/()W L5 W/ (F)w.

Kako je f, perynapan eneMeHT, je3rpo HOCJIENH-€T IPECIUKABAKA j€ TPUBU-

jamso, nma je H(IKC(f,W)) — W/(f)W myna npecnuraBame. To 3maum na je
xomouoruja Hy(K(f,W)) =0. 3a i > 1, nmamo Tavas HU3

mTo je mpeMa mHAYKTUBHO] mpernoctaBuu 0 — H;(K(f,W)) — 0, na je
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(2) = (3) je ounrmenHo.

Nynnuranujy (3) = (1) morazahemo mumykumjom mo ¢. IIpso, mper-
nocrasumo ga je W/(f)W = 0. Crenenu esnemenara u3 f Cy NO3UTUBHWU,
na je (f) mpaBu mmeas. Monyn W je koHAUHO reHepucaH U IPaLyUCAH, Ha
je mpema Harkajamumuoj nemum W = 0. To je KoHTpamuknuja, ma mMopa OuTu
W/(F)W #0.

Ba ¢ =1: Hi(K(f1,W)) =0y mu3zy

K(f1,W):0 — W 25w — 0.

Kerf; =0, na je f; perynapasn.
IIpernocraBumo na je TBpbhewme Tauno 3a ¢ — 1. Tpeba mokaszaTu UMIIn-
kamujy Hi(IKC(f,W)) =0= f je W-perynapau. Kao u manoupe, aus

H(K (W) 22 Hy(K(F. W) — Hi(K(f,W)) = 0
je rawam. Iarme, H,(K(f,W)) = (f,) Hi(K(f,W)), m nobujamo H,(K(f,W)) =

0 mpumenom Haxrajamune seme. Ilpema WMHAYKTUBHO] mpeTmocTaBiu [ =
{fi,.-., fg—1} je W-perynapan mu3. Tauan je Hu3

Hi(K(f, W) — Ho(K(f,W)) 2% Hy(K(f, W),

a 1o je mame 0 — W/(f)W o, W/(f)W, mTo 3maun na je jesrpo mociemmer
IpECINKaBama TPUBUJAIHO, Ia je f, perynapan exement y W/(f)W. O

Jenna on butHujux npumena KocymoBor koMmiaekca y TeOpuju ca0001HUX
pesosBenTu je onpebusame pezonsente nosma k. Hamme, mome k Ham KojuMm
HOCMATPAMO MPCTEH HMOJUHOMA S MOKEMO IIOCMATPATH Kao S-MOMIYJI:
k= S/(xy,...,x,). Ouurnenso je (z1,...,x,) S-peryinapan Hu3. 3a0BOJbEH
je ycaos (1) Teopeme 5.6, na je mpema ycioBy (2) ucre Teopeme y JaHUIACTOM
KOMILJIEKCY

K(xy,...,2y):0 - K, — ... — K; — Kj

H;(K(z1,...,2,)) =0,3a1>0wu Hy(K(x1,...,2,)) = S/(x1,...,2,)S. To 3uaun
Ia je IpeTXOOHU HU3 TadaH U 04 je

Ko/lm(dl) = HO(IC(ZL‘l, cee ,I’n)) = S/(ZL‘l, ce ,I’n) =k.

Kako cy HaBemenm S-MOIyau rpagydCcaHd U CJIOOOIHU, 34I0BOJLCHU Cy CBU
yeaosu ma K(xi,...,x,) 6yme rpagyucana ciobomHa pe3onBeHTa 3a k. Ako
ce CeTuMO Kako Cy mepuHrcanu mupepeHnujain y KocyroBOM KOMIUIEKCY,
jacHo je ma Cy KOMIOHEHTe y MupEepEeHUjaHuM MATPULAMa €JIeMEeHTU UIe-
ana (xq,...,T,), Oa je PE30JBEHTA U MUHUMAJHA. Jlakie, MUHAMAJIHA rpa-
nyucaHa ciobomgHA pe30JiBeHTa 3a k Ham S je

K(zy,...,2,): 0 — K, — ... — K; — K,

ca caobomuum S-momynuma K; panra (’Z) Tarko nma cy DBerujeBu 6pojeBu
b7 (k) = (7), a mpojextuBna mumensuja je pdg(k) = n.
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Teopema 5.7. Heka je V rpamgyncanu KOHAYHO T€HEPUCAHU S-MOIYJI, &
K o3Haka 3a MUHUMAJHY TI'paIyuCcaHy CJI00O0IHY pPe3oJBeHTy S-monyia k.
Baxu na je b7 (V) = dimH;(K®V),, 3a p € Z,i € N.
HOoxas. 3mamo ma je b, (V) = dimg(Tor! (V, k),), a npema nedunmmuju Tor
dyrrTopa Tor? (k, V) = Hy(K ® V). Kaxo je Tor? (W, V) = Tor? (V, W) 3a 6uo
Koja mBa S-momyna, taza je dimg(H;(K @ V),) = dimy(Torf (V, k),). O

AxTryenHo je murame onpebuBama rpanuna 3a berujese 6pojeBe S-momyia.
Kako cy 3a cse S-monmyme 6pojesu b7 (k), onpebernm y3 momoh Kocymosor
KOMILJIEKCA, UCTU, IPETIOCTABbA Ce A YIPAaBO TU OPOjeBU yUECTBY]y y MPO-
meHaMa 3a BerujeBe O6pojeBe pasnux S-momyia.

Xwumnore3a 5.8. Ako je V ApTuHOB rpaayucaHyd KOHAYHO T€HEpPUCAHU S-
momya, Tazga je by (V) > b7 (k), 3a i > 0.

Y cayuajy S-moxmyna S/M, rme je M mnean reHepuca MOHOMMMA, TBD-
beme Baku. IlocToju u ommTuja mpeTnocTaBKA:

Xwumore3a 5.9. Ako je V ApruHOB rpaayucaHy KOHAYHO reHepucanu R-
momya, taxa je bi(V) > bE(k), za i > 0.

6 KomauHa npojeKTMBHA TUMEH3Mja

Ilo cama je m3J0/KeHO CBe IITO je HEeOIXOMOHO 3a MpeAcTaB/haime ciemehux
BaXHUX pe3yJjTaTa.

Teopema 6.1. Heka je V rpangymcanu KOHAYHO TreHepucaHu [R-MOmyJI.
Tama je pdg(V) < pdg(k).
IToxka3. Heka je F muanManna rpagyucana ciobonHa pe3ojaBeHTa 3a k HAL
R. Tpema teopemu 4.4 je bF(V) = dimy(Tor®(V,k)) = dim,H;(F @ V). 3a
i > pdg(k), F; =0, na je u onroBapajyha xomomoruja 0. OJ

Teopema 6.2. (XuabeproBa Teopema o cu3urujama) MunnMaiHa rpa-
nyucaHa cia000mIHA PE30IBEHTA IPAAyUCAHOT KOHAYHO T€HEPUCAHOT S-MO LY Ia
je KoHauHa, ca OyXKUHOM He Behowm om n.

Hoxas. Kako je pdg(k) = n, pesynrar caenu u3 reopeme 6.1. O

Teopema je mo3nara u y ciaemeheMm 0OOJUKY: OCTOjU T'panyucaHa CJIIO-
0omHA PE30JIBEHTA I'PALyMCAHOT KOHAYHO NE€HEePUCAHOT S-MOIyJa, duja my-
’kuHA je He Beha om n. Teopema HaM naje orpaHuveme 3a OpoOj KOpaka
V KOHCTPYKIUjU MUHUMAJHE CIOOOIHE PE30JBEHTE W KajKe N0 KOje My:KUuHe
HajBUIIE Cy CU3UTHUjE, TO jecT penanuje mehy remepartoprma, HETPUBUjATHE.
Opnarne u wen Hasus. Cineneha TeopeMa naje u IPENU3HUjU PE3yATAT.
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Teopema 6.3. (Aycaemmep'’-Byxcbaymosa'® ¢opmysa) Heka je V
rpajyucasn KoHauHO reepucanu S-moxnyia. Tana je pdg(V) =n — depth(V).
Iloxka3s. Uzsemhemo nokas uuaykmujom mo j = depth(V'). dy6una S-momyia
V', vy ozmamu depth(V), je makcumanna mnyskuHa V-peryiaapHor HU3a, KOjU je
caap:kan y M.

Heka je j = 0. Kako V mema perynapumux ememenarta, nocroju u € V' \ {0}
tako na je M-u = 0. Tarobe, emement e; A---Ae, ®u ce npu audepeHIrjary
d, cnuka y Hyay, na je e A---Ae, @u € H,(K® V). Ilpema mperxomaHom,
pdg(V) = max{i| H;(K®V) # 0}, rue je K Kocynosa pesonBenra 3a k. Ilaxrie,
mopa 6uty pdg(V) = n.

[Tpernocrasumo na tBpheme Baxku 3a cBe moxyse W 3a roje depth(W) <
j. Heka je V momyn tako ma depth(V) = j. Heka je r € M V-perynapan
exement, u W = V/(r)V. Ouunrnenso je rayan Hu3

0—V-"5V-—W-—0,
a n3 ocobmua Tor ¢pyHKTOpA Cilenu na MOCTOjU AYyTU TadvyaH HU3
o Hig(KeW) — H(KeV) 5 H(Ko V) —
— H(KW) — H,_(KeV) ...

ITpema craBy 5.4 r- H;(K® V) =0, 3a i > 0. Ilakie, uMaMO KpaTak TadaH
HU3
0— Hi(KoV) — H(KQW) — H,_ (K V) 0.

Caemu na je
max{i | H;(K®@ W) #0} =1+ max{i| H;(K® V) # 0}.

Hakne, pdg(W) = pdg(V) + 1, u momrro je depth(W) = depth(V') — 1, caenn na
je
pdg(V) = pdg(W) — 1 = n — depth(W) — 1 = n — depth(V).

4

IMocaemunma 6.4. Heka je V rpamyucanu KOHAYHO TeHEPUCAHU S-MOIYII.
Tana je pdg(V) > codim(V). Ako je V Aprunos, onna je pdg(V) =n.
Hoxas. umensuja monyaa V je numensuja npcrena S/annl , mro je cympe-
MyM Oy:KWHA JaHalna OpocTux mueasta y S/annV. Moske ce moraszatu na je
depth(V) < dim(V), ma je mpema mperxomHOM

pdg(V) =n — depth(V) > n — dim(V) = codim(V).

Axo je V Aptunos, ouga je dim(V) = 0, ma mobujamo ma je pdg(V) > n,
a Kako OOpHyTa HEejeIHAKOCT Baki YBEK, MMaMO M IOKAa3 APYrOr Oeja TBp-
bema. Il

12Maurice Auslander (1926-1994), amepudrn MaTemMaTIuap
BDavid Alvin Buchsbaum, amepuuku Maremarudap
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[Ton mpojekTuBHOM muMmeH3ujoMm maeasa I y S Muciau ce Ha TPOjEeKTUBHY
mumensujy ox S/I man S. Ilponanaskeme rpaHuna 3a IPOjEKTUBHY TUMEH-
31jy HEKUX KJaca uaeaja je jemaH oI OTBOPEHUX mpobjema y OBOj 00JIacTH.
[To3zuat je u ciemehu npobaem.

IIpo6sem 6.5. Hexka je char(k) = 0 u mera cy matu aq,...,as € N. Ia
au nocroju 6poj p tako ma pdg(S/J) < p, rme je J rpamyucaHu mueas ca
MUHUMAJHAM CUCTEMOM XOMOTE€HMX MeHePATOPa YMjU CTEIECHU CYy di, ..., 0, a
6poj npoMenmuBux y S HUje PUKCUpPaH?

AKO cremeHr resHepartopa HuUCy ¢ukcHu, cieneha teopema yrazyje na
HeMa TOpH€e TDAHUIE 3a IPOjeKTUBHY AMMEH3U]Y.

Teopema 6.6. IIpojekTuBHA AUMeH3U]a IPaLyUCAHOT UOEAJIa T€HEPUCAHOT
ca TpU eJeMEHTa MO:Ke OUTU MPOU3BOJLHO BEJIMKA.

Hapenna teopema moTmyHO oaroBapa Ha OUTame KakaB Tpeba na Oyne
npcrer R, ma ga cBakd rpaayrcaHd KOHAYHO T'E€HEPUCAHW MOIYJ Hal HUM
Ma KOHAYHY MPOjeKTUBHY ITUMEH3U]Y.

Ceposa'! Teopema 6.7. Cneneha TBphema cy eKBUBaJCHTHA:
(1) Cakm rpagyucany KOHAUHO MeHEPUCAHU R-MOIys MMa KOHAUHY IPOjeK-
TUBHY OVUMEH3U]Y.
(2) pdg(k) < oo.
(3) R=S/I, roe je I mmeas renepucan JuHEAPHUM (pOopMaMa.

7 XwunabeproBa (yHKIUja

CraB 7.1. Aro je 0 — K — N — W — 0 kparak Tayan HU3
rpagyrCcaHnX KOHAYHO IeHepUCAaHUX R-Momyisia m XoMoMoOp(u3aMa CTeleHa
myna, rana je Hilby(t) = Hilbg(¢) + Hilby (2).

IToxas. Kako cy xoMoMop(duaMu cTemeHa HyjIa, IMaMO KpaTak TadvyaH HU3

k-Bektopckux mpoctopa 0 — K; — N; — W, — 0 3a cBako ¢, ma je

Teopema 7.2. Heka je F rpanyucana ciobomHa pe30JBEHTA KOHAUHO
resepucanor R-monyna U, tako ma F;, = @ _, R(—p)“r. Heka 3a cBako p
BaikuU ¢, = 0 3a 1> 0. Tana je

Hilby (t) = Hilba(t) Y~ ) (—1)cipt”.

i>0 peZ

PEZL

14 Jean-Pierre Serre, ¢ppanmyckn MareMaTIap
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Axo je R= S, ouna je

ZiZO Zpez<—1)ici,ptp

Hilby () = T

Iloxka3s. Kako je cBakm F; rpamyucan, Baxu I, = @;F, ;. Hu3 k-BekTopcrux
IpOCTOPA

0—>---—>Fi,j—>F‘i71,j—>--'—>F0,j—>Uj—>O

je Tavan, m 3a ¢ > 0 Bawu [;; = 0. To 3maum na je cyma y m3pasy 3a
nuversujy monyna dimy(U;) = >0, (—1)'dimy(F} ;) korauna, na je

Hilby (1) = 3 dimy ()67 = 37 (D _(—1)"din (Fy 1) =

i >0

- Z(—l)i(Zdimk(Fm)tj) = (—1)'Hilbpg,(2).

i>0 i>0

Rako je

Hilbp, () = Y _ i pHilbp_p)(t) = Y cipt’Hilbg(t) = Hilbg(t) Y cipt?,
p p p

nooujamo

Hilby (t) = Hilba(t) Y > (—1)e;pt”.

i>0 peZ

Basxku na je Hilbg(t) = ﬁ, ma ako je R =S, mupekrno ce mobuja TBpheme
APYTOT [eJia TeopeMe. 0

IlBa BaskHA Ccaydvaja Kada je TeopeMa 3aI0BOJHEHA CY:
1) Pesonsenra je ronauna. Tana ce IpeTXOIHU NOKA3 MOKE U3BECTU WHIYK-
[1jOM TIO IY:KUHU PE30JIBEHTE.
2) PesonBenra je mummmansa. Tana cy ¢;, BerujeBu GpojeBu m mMoxe ce
npuMeHuT Teopema 4.7.

Ilocaemuma 7.3. Heka je V rpamyucanu KOHAYHO T€HEPUCAHU S-MOMIYJI.

Tana nmocroju nmonunoMm ¢(i) € Q[i] cremena cTporo Mamer o m, TAKO Oa
9(j) = dimy,(V), 3a j > 0.
Hoxa3. Muuumaana pe3onBeHTa 3a V je KoHauHa mnpeMa XuiaibepTOBO]
Teopemu 6.2, ma je cyma y Opojuolly y n3pasy 3a XujiIbepTOB pel U3 TeopeMe
7.2 ronayna. To 3maun ma je Xunbepros pen obauka Hilby (1) = %, e
je w(t) = wy + wit + wot? + -+ - wyt® momumom. Axko pasBujemo u3pas ﬁ,
nobujaMo ma je KoedumujeHT y3 t jemHax

(n—1+i) (i+n—1)(i+n—2)---(i+ 1) (i+n—1)(i+n—2)---(z’~l—1).

i il(n — 1)! B (n—1)!
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[TpernocraBumo, 3ammca paau, ma noavHoMm w(t) muje memwwus ca 1 —t. Ile-
TaJbHUje o0jammeme ce Moke Hahu y mokaly Tteopeme 7.9. Tana je Xunbep-
TOB pen

Hilby (¢) =

—1+1 —1+2 —1+3
(wo+w1t+w2t2+---wkt’“)-(H(n 1+ )t+(n 2+ >t2+<” 3+ )t3+---).

Buaumo na 3a mHero j 3> 0 Basku 1a 3a CBakKo ¢ > j uapas y3 t', mro je dimg(V}),
MOKe OUTU IpenCcTaB/beH (POPMYJIIOM KOja 3aBUCHU O KOHCTAHTU N U Ws U OJ
camor koedumnujeHra i. Tako Ja MOCTOjU IOJWHOM IO ¢ KOjU 3aJ0BOJbABA
TpasKeHe YCJIOBE M MOKe Ce 3alicaTh Kao cyMa Ipu3BOAa KoeduiumjeHaTa
Ws U HABENEHUX OMHOMHUX Koepunujenarta. 36or uspasza (n — 1)! y passojy
moJMHOM je ca kroedpurnujentuma y QQ, a kako y Opojuory mcTtor OMHOMHOT
pa3Boja mMa HajBuile 1 — 1 MHOKUJIAIA KOJU 3aBUCE OJ ¢, TOJWHOM je CTe-
nena He Beher om n — 1. U

Hedbumuunuja 7.4. Ilonuaom ¢ u3 mocraenune 7.3 Ha3uBa ce Xuabepmos
NOAUHOM.

Basknoct XunbepToBOT MOJIUMHOMA j€ Y UMH€HUIN 18 ce DeCKOHAYHO MHOT'O
IO JaTaKa, KOJIUKO UX HOCU XMIOEePTOB pen, MOXKe IPeNCTaBUTA IPEKO KOHAY-
HO MHOTO BPEIHOCTH.

IIpumep 7.5. Heka cy o3make kao y npumepy 2.3. Mosxkemo ompenuTtn
Xunbepros pen 3a S/I mwan S u va apyru mauun, nomohy teopeme 7.2. Kako
cy, npema npumepy 4.8, rpanyucaru betujeBu OpojeBu

boo=1, bipa=1, big=1, bis=1, boy=1, bag=1,
TO je

1— (2 4+ 3+ 1) + (t* + t°)
(1-1)?

Hilbg/;(t) = =142t + 262 + 13 + ¢4

XunbepToB MOJMHOM je HYJa MOJUHOM. A

Cneneha Teopema he mam OuTu BaskHa 3a Apyre pesyirare u buhe nase-
neHa 0e3 mokasa.

Teopema 7.6. Herka je V rpamyucany KOHAYHO TeHEPUCAHU S-MOIYJI.
Heros Xunbepros nonunom nonauuoM je cremexa dim(V) — 1.

Hepuaunuja 7.7. Hera je V rpangyucan KOHAYHO TeHEpUCAHU S-MOIY .

ITonuuom '
Ey(t) = Z Z(_l)lbfptp

>0 peEZ
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ce HazuBa (Ojaepos nosunom monyia V. Bpoj

Ev(l)=) (-1)7(V)

i>0

HasuBa ce Ojaeposa kapaxmepucmukra momyaa V.

Kako cy momynu y MUHUMAJHOj pe30JBeHTH 3a V cJa000AHM KOHAYHOT
panra, cyma mo p y u3paay 3a OjnepoB nosmHoM je yBek konauna. C apyre
CTpaHe, U CyMa IIO ¢ je KOHAYHA, jep V mMa KOHAUHY MUHUMAJHY PE30JIBEHTY,
npema Teopemu 6.2. Tako na je Ojimepo nonuHoM no6pO HeUHUCAH, Ca KOE-
¢unmjerTuMa y Z.

[Ipumernmo ma cmo moraum ga meduuumemo OjaepoB MOJUMHOM U ITPEKO
pe3oJIBeHTe Koja Huje MuHuMaJgHa. Hawwme, Heka je F ¢urcupaHa KOHAUHA
c1oboHa TpalyrcaHa PEe30JBEHTa 3a V, W HeKa Cy ¢;, Kao y TeopeMmu 7.2.
Beh cmo mamomenynu ma ce o cBake PE30JIBEHTE MOKE NOOUTU MUHUMAJHA
YRJIAHAmheM KPATKUX TPUBMjAJTHUX KOMILJIEKCA, I1a ako nepuHumemo Ojirepon
nosmuoM pesonsente F ka0 Ex(t) = 3.0 cz(—1)'cipt?, Tama je Ex =
Ey, jep ce y anteprupajyhoj cymm 3a Ex ckpaTte oHM KOepUIUjEHTH KOjU
oAroBapajy KpaTKuUM TpuBUjaJuuM kKoMmiuiekcuma. Ilakme, OjmepoB mosu-
HOM MOYKEMO M3pavyHaTU U3 OMIIO KOje CI00ONHE I'panyrcaHe Pe30JIBEHTE
yuja Oy:KUHA je KOHAYHA.

Wcro Basku 3a OjmepoBy KapakTepucTury. AKo je ¢; = ZpGZ Cip DAHT CJIO-
fomHor Momyna y KOHauHOj pesonsenTu F, tazxa je Ex(l) = > .. (—1)'¢ =
Ey(1).

Basxu na je Hilby (t) = g‘jgl Heka je h(t) ﬁ‘:gl, rme je ¢ MaKCUMAJIHUA

cremel Tako xa (1 —t)? memu Ey(t). Tanma je h(1) # 0.

Hepuannuja 7.8. Gpoj h(l) ce Hasusa euwecmpyrocm monyna V u 03-
Hauasa ca mult(V).

Teopema 7.9. Hera je V rpanyucanu KOHAYHO TE€HEPUCAHU S-MOMIYII.
Axo je V Aprunos, ouga je Hilby (t) = h(t) n h(1) je meroBa myskmHa. Ako
V wuje AprtunoB, Tana je:

(1)
h(t)

(2) Bomehu koedpunujent Xunbeprosor nomuunoma ¢(i) je

h(1)
(dim(V) — 1)

(3) Axo je h(t) = ht" +--- + byt + ho, Tama je

o= % m(" e )

0<j<r
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(4) Ba i > deg(h(t)) Baku dimg(V;) = g(3).
Hoxas. Baxu na je Hilby (t) = (lh_(?),
[Ipernocrasumo npso na V uuje Aprunos. Tana je dim(V') # 0. Ako 6u Guso
s =0, ogna 6w XuabeproBa GyHKIMja OMIa TOJMHOM, & TUMe Ou XMiIOepTOB
MOJIMHOM OMO HyJa HMOJMHOM. 300r Teopeme 7.6, TOo je Hemoryhe, ma Mopa

6utu s > 1. Heka je h(t) = hyt" 4+ ---+ hy + hg. Tana je

Hilby () = h(t) S (S ;i T Z)t _

1>0

-1+ —14+:4+1 — 14 -
:E:(hr(s —H)+h7~_1(s +i+ )+”‘+h0(s +Z+T))t’+’"—|—A,
s—1 s—1 s—1

i>0

3a § =N —q y IPEeTXOTHUM O3HAKaMa.

rae je A cyma cabupaka ca cTemeHuMa MAamUM O 1. XWiIOepPTOB MOJUHOM je

) s—1+1 s—1+i+1 s—1+i+r

gli+r)=nh, + hy_q + -+ ho :
s—1 s—1 s—1
I[IpumeTrmMmo na je oBme ¢ mpoMeHBUBA, a © KOHcTaHTa. llakie,
_ s—=1+i1—j
o) = 3 s )
- s—1
0<j<r

u crenena je s — 1, ma mmamo (4). Ilpema Teopemu 7.6, Basku na je s — 1 =
dim(V) — 1, na je s = dim(V). Hakme, nokazano je (1) u (3). Bomehu ro-
epunumjent 3a ¢(i) je (h, + -+ h(])(s_ll)! = (dim}é%)_l)!, omakiue caemu (2).

Ako mpernocrasumo na Vo jecre Aptuuos, ouma je dim(V) = 0, ma je
XunbepToB nosmmHOM Hyda noauHoM. llocnenuna je na je XunbeproBa QyHK-
mja monwaoM, ma je s = 0 m Hilby(¢) = h(t). Cama je h(1) = Hilby(1) =
> isodimg(V;), 3a mra ce, y3 momoh Teopuje xojy mehemo maBommTm, Mowxe
IOKa3aTu Aa je my:KkuHa om V. Il

IMocaemuma 7.10. Herka je V rpagyucanu KOHAYHO T€HEPUCAHU S-MOIYJI.
Axo je dim(V) # n, onna je merosa Ojmeposa rapakrepuctura 0.

Iloxka3s. Kako je Hilby(t) = Ez(ti u dim (V') # n, npema Teopemu 7.9(1) 1 —t¢
(1-t)

neau Ey(t). Hakne, Ojneposa rapakrepuctuka Ey (1) je jemnaka mymm. [

IIpernocraBuMo nma Ccy HaM OaTu rpagyucanu BerujeBu OpojeBu 3a S-
monyn V. Tanma moskemo ma m3pauynamo u cienehe maBapujanTe:
1. Xunbepros pexn 3a V' (ma ocHoBy Teopeme 7.2), a tume u Ojiaepos mosu-
HoM, OjIepoBy KapaKTEePUCTUKY U BUIMIECTPYKOCT 3a V.
2. Ilumensujy 3a V (Ha ocHOBY Teopeme 7.9(1))
3. Xunbepros nosuaoM 3a V (Ha 0CHOBY Teopeme 7.9(3))

I'pagyucanu GerujeBu OpojeBu Ham moTmyHO oMmoryhaBajy oapebuBame

MHOTMX MHBApPUjaHTU MOMYJIa, NaKO CMO UX He(PUHMCAJIN HE3aBUCHO jeTHU O
OpYTUX.
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8 Uwucte pe3osBeHTE

Kao mTo he ce BumeTu y HApenHOj AeDUHUNIN]U, YNCTE PE3OJIBEHTE CY jel-
HOCTaBHOT O0OJuKa. Ta yumeHuna je maJjia MOTUBAIM]Y UAEjU 1a ce ODUI0 KOju
Berujer mujarpam moske mobutu kombOmHanujom bBerujeBux mmujarpama dmc-
Tux pesosBeHTu. Jlokaszano je ma je cBaku BeTujeB mmjarpam rpamgyucaHor
KOHAYHO TEeHEepPUCAHOr S-MOonyia JuHeapHa koMmOuHarmja bBertujeBux muja-
rpamMa TpagynCaHUX KOHAYHO TeHEPUCAHUX MOAYJIa Ca YNUCTUM PEe30JIBEH-
TaMa, IPpU YeMy Cy KOe(UIVjeHTU MO3UTUBHU PAIUOHAJIHU OPOjeBU.

lepurunmuja 8.1. KRaxemo nma je rpanymcana ciaobomHa pe3ojaBeHTa J
rpamgyrcaHOr KOHAYHO T'eHepucaHor R-Momyina wucma, ako je obJmka

co— R(—p))%m D R(—pi_y) i —
Raxkemo nma je g-auneapra, ako je p; = q + ¢ 3a CBaKO i, TO jeCT
oo —> R(—q — 1) — R(—q — i+ 1)% bt —

— R(—q — 1) — R(—q)™.

Axo je ¢ =0, rkaskemo ma je F aumneapHa:
co. — R(—1)%" — R(—i+ 1)t — ... — R(—1)"* — R(0)®°.

Moske ce pehu ma je yucrta pe3osBEHTa OHAa KO KOje CY CBe IudepeH-
MjaJiHe MaTPUIle ca KOMIOHEHTaMa UCTOT CTEINeHa, a y CIyda]y JUHeapHUX
PE30JIBEHTH, KOMIIOHEHTe MaTpUlle Cy JHHeapHe (PopMe.

Hepmuunmja 8.2. Ilpcren R je Kocynos, ako R-monyn k uma JuHEapHY
PE30JIBEHTY.

Cnenehu craB mpencraBiba caMO NPAKTUYHU)Y Bep3ujy nedunumimje 8.1.

CraB 8.3. Heka je F rpanyucana ciobomHa pe30JBEHTa KOHAYHO I'€HE-
pucanor rpanyucanor R-momyna U.
(1) F je umcra ako M caMO aKO 3a CBAKO | IOCTOju OpOj p; Tako ma ¢;, = 0
3a r # p;.
(2) F je q-nmumeapHa aKO M CaMO aKO 3a CBAKO { BaXH ¢;, = 0 3a r # ¢+ 1.
(3) F je numeapHa ako X CAMO aKO 3a CBAaKO i BAKU ¢;, = 0 3a 1 # 1. U

IMocaemuma 8.4. Ako mocToju ymMcTa, ¢-JIMHEAPHA WUIU JUHEAPHA T'PaIy-
rcana ciaobomgHa pesosnBeHTa 3a U, Tamga je u MUHUMAJIHA T'PALyUCAHA CJIO-
6onma pesosnBenTa 3a U uncra, ¢-JUHEapHA WU JUHEADHA.

HOoxas. Ipema reopemu 3.9(2), Bawu na je b (U) < ¢;,, 3a cBako i,r.
Iakne, rpanyucanu betujeBu OpojeBu 3a10BOJbABA]Y YCJIOBE CTaBA. U
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Bunenu cmo y mperxomHoM onesbKy nHa, ako 3HaMo DerujeBe Opojese,
MOKeMO onpemuTy 1 XuiabeptoB pen. OOPHYTO He BaKU y OIIITEM CJIy4dajy,
aJI UIIaK MMaMO HEKU PEe3yJITaT.

Cras 8.5. Ako koHauHO remepucan rpamgyucan R-monya U uma ¢-iuHe-
apHy MUHUMAJIHY CJIOOOIHY PE30JIBEHTY, Taaa Cy rpaayucanu betujeBu 6po-
jesu on U ompebenu XunbepToBUM peIOM.

Iloxka3s. Ilpema Teopemu 7.2 Baku

Hilby () = Hilbg(t) Y (—1)'bf ().

,0+q
i>0

Kako je R KOHAUHO reHepucaHu MOAYJ Ham S, U3 Teopeme 7.2 cienu ma je
: — _w(®)
Xunbepros pen Tor momyna obauka Hilbg(t) = [fy7> 38 HCKM IOJIMHOM w(t).

[Tpernocrasumo ma cy mam nosuatu Hilby (t) u Hilbg(t). Tama umamo uspas

(1 —t)"Hilby (t) = w(t) Y _(=1)°bf%, ().

i>0
Bpoj bf,, je onpeben ca Hilby (t),w(t) u 6pojesuma {bf;,, |j < i}. Nunykmm-
jOM IO ¢ ce MOsKe MOKa3aTu na je moryhe onpemutu cBe betujeBe 6pojese.[]

Hapenuna teopema mpencTaB/ba joll jeqHy 3aHUMJbUBY Be3y uameby wH-
BapujaHTu S-MOIyJIA.

Teopema 8.6. Heka je V rpamgyucanu KOHAYHO reHEPUCAHU S-MOLYJ YUjU
reaeparopu cy y cremeny 0. Hera je t; = min{p|c¢;, # 0}, T; = max{p|¢;, #
0}, ¢ = codim(V) u r = pd(V). Tana Baxu

Pt 1T

bg(V)% < mult(V) < bg(V)%

Hepununmnuja 8.7. Hera je ¢ = min(U) MUHMMAIHM CTEIEH eJIEMEHTA Y
MUHIMAaJHOM XOMOT'€HOM cucTeMy reHeparopa 3a U. Ilomxommiexc

L(F):... — R(—q— i)t — R(—q—i+ 1)l terit — .. — R(—q)"=

MUHUMAJHE IpayucaHe ciIo00JHe PE30JIBEHTE HA3UBA CE AUHEAPHU WMPEHO
. . R
sa U. Jyxcuna auneapnoz wmpanda je max{i|b;, (U) # 0}.

JluHeapHU MITpaH je jOII jeAHA 3HAUAjHA MHBAPUjaHTA MOayaa R-momyiia

U, n akTyeJHO mUTame je KaKo je My KUHa JIMHEeApHOT HMITpaHIa IIOBe3aHa Ca
ocTajnuM MHBapujantama monyna U.
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9 Perymnapuoct

Hepuannmja 9.1. Kacmeanyoso'-Mamgopo™® pezyaaprocm rpanyucanor
KOHa4YHO reHepucanor R-monyna U je

regp(U) = max{j | bfiﬂ(U) # 0 3a HEKO i}.

[pumerumo ma aro je momyn U cimoGomanm komaunor panra, reg(U) je
MaKCUMYM CTEIleHa XOMOTeHUX MUHUMAJHUX remeparopa 3a U. OBme je mara
nepmHUNM]a 38 KOHAYHO Ie€HepHCaHe MOMYyJle, a aKO PaHr HUje KOHAYaH, Y
IPeTXOMHOM Objalmmkeny OMCMO KOPUCTUIU cympeMyM. Kako OucMmo xTeaun
a 3HAMO CTelleHe y KojuMa ce BerujeBu OpojeBm Haja3e, a TO Cy IpenuU3He
rHpOpMaNuje N0 KOjUX je TemKOo Nohu, peryjaapHOCT je 3HaJajHa, jep HaM
naje ropmy TPaHUIly 3a CTeleHe HeHyJaa berujeBux OpojeBa.

Cerumo ce ma cmo XuuabepToB moauHOM ¢(i) medUHUCAIU TAKO Aa Ce
3a HEKO MOBOJHHO BEJIMKO j IOKJAala ca XWJIOePTOBOM (YHKIMjOM, TO jecT
g(j) = dimg(V;), 3a j > 0. Y repMmmHumMa monuHOMa h(t) , murame KO-
auKO je TO j maje mam teopema 7.9(4). Moske ce mokaszatu nma ce Xwuuabep-
TOBa (pyHKIMja KOHAYHO FeHepucaHor S-Moayia V mokiamna ca XuibepToBUM
HOJIMHOMOM 3a cBe Bpenuoctu j > 1+ reg(V), unm u jaum pesymarar:

j > 1—depth(V) 4 reg(V).

Y omnocy Ha BerujeB mujarpam, perynapHocT je Opoj mociienme BpeTe y
KO0joj ce jaBma Henyna BerujeB 6poj. Kao mro ce mpojekruBHA AUMEH3Uja
MO:Ke MTPEeACTaBUTHY Kao Oy:KUHaA beTrujeBor mujarpama, Tako je peryJjapHOCT
BEeroBa MM PUHA.

IIpumep 9.2. Y npumepy 4.8 perymaaproct monyna S/I je 4. A

Cras 9.3. (1) Ako U uma ¢-nuneapuy pe3onsBenty, tana je reg(U) = q.
(2) R je Kocynos ako u camo ako reg(k) = 0.

Hoxas. (1) Cnemn u3 crasa 8.3(2).
(2) Cnemm u3 nedurunuje 8.2 u (1). O

CraB 9.4. Ako je 0 — U — U’ — U” — 0 kparak TavaH HU3
rpayucaHnX KOHAUHO TeHePUCAHUX R-MOomyna ca XOMOMOP(hU3MUMA CTENeHA
HyJIa, Tala BasKu:

(1) Ako je reg(U’) > reg(U"), ouna je reg(U) = reg(U’).

(2) Axo je reg(U’) < reg(U"), onna je reg(U) = reg(U") + 1.

(3) Axo je reg(U’) = reg(U"), onna je reg(U) < reg(U") + 1.

HNoxas. Kparak tavan vuz 0 — U — U’ — U” — 0 uuaykyje nyru
Ta4vYaH HW3

... — Torf, (U", k); — Torf(U, k); — Tor;'(U', k); — Tor/(U", k); — ....

15Guido Castelnuovo (1865-1952), ntaiamjanckn MaTeMaTIIap
16David Bryant Mumford, amMmepuuku MaTeMaTmyaap
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(1) Hera je i takso na Torf (U, k)isrequ # 0 m cTaBumo j = i + reg(U’).
Mmamo TavaH HU3

... — Torf(U, k); — Torf(U' k); — Tor®(U" k); = 0,

u jemnakoct Bazku jep je reg(U’) > reg(U”). Kako je Torf(U’,k); # 0, mopa
ouru Tor[ (U, k); # 0. IHaxme, reg(U) > reg(U’).

[Tpernocrasumo na je reg(U) > reg(U’). WM3abepumo MHAEKC i TAKO A&
Torf (U, k)itregy # 0 u meka je j = i + reg(U). W3 myror Tausor HM3a u
npernocraske reg(U) > reg(U’') mobujamo tavan Hu3

— Torﬁl(U”, k); — TorZR(U, k); — Torf(U', k); = 0.

Kako je reg(U) > reg(U’) > reg(U"), omma je reg(U"”) < reg(U) — 1, ma je
Torf,(U",k); = 0. Homto je Tor;(U,k); # 0, mobmjamo KOHTpaAWKIH]Y.
Haxkiue, mopa ourtu reg(U) = reg(U’).

Hase, noraxumo na ako je reg(U’) < reg(U”), onna je reg(U) < reg(U")+1.
Tana Baxu (3).

[Tpernocrasumo cynporao. Heka je reg(U) > reg(U”) + 1. Heka je i Tako
na Tor] (U, k)iiregy # 0 1 Hera je j =i+ reg(U). Vimamo ma je mus

0= Tor®,(U",k); — Torf(U, k); — Tor[ (U, k);

tauan. Karo je reg(U) > reg(U”) + 1 > reg(U’) + 1, ouma je Torf (U’ k); = 0,
na u Torf (U, k); = 0, mTo je memoryhe. Harme, reg(U) < reg(U”) + 1.

(2) Purcmpajmo cana i Tako xa Tory;(U",k)it1iregwr) # 0 1 Heka je j =
i+ 1+reg(U”). Tauan je HU3

Torf (U, k); — Tor’ ,(U", k); — Torf(U, k);.

[IpBu moxyx je 0 jep je reg(U’) < reg(U”), a npyru je paszmauuut ox 0. Ciuenn
na je Torf(U, k); # 0, ma je reg(U) > reg(U") + 1. Ilokazamu cmo u 06GpHYTY
HejenHakocT, ma Bazku reg(U) = reg(U”) + 1. 0

IMocaemuma 9.5. Ako je 0 — U — U’ — U” — 0 kpaTak TavyaH HU3
rpayrcaHnX KOHAYHO MeHePpUCAHUX R-MOIyia ca XOMOMOP(GU3MUMA CTENeHA
HyJIa, Tala BayKU:

(1) reg(U’) < max{reg(U),reg(U")}.
(2) reg(U) < max{reg(U’),reg(U") + 1}.
(3) reg(U") < max{reg(U’),reg(U) — 1}.

PesynaraTtu Besanm 3a mpoIeHe PEryJapHOCTU uaeaja y S Cy aKTyeJHe Y
oBoj obmactu. Tpaxke ce rpaayucanu umeaJd drja peryaapHOCT je ~Be-
auka”, y CMHUCIY Oa je eKCIOHEHIMjaJIHA WUJIN MTYIJIO EKCIOHEHIWjaJHa y
OMHOCY Ha OpOj IPOMEHLUBUX y S.

Jemna on Haj3HAYAJHUjUX XUIOTE3a Y OOJACTU I'PALYUCAHUX CI0OOTHUX

pe3onBenTu je cieneha:

Xwunoreza 9.6. Axo je P C (xy,...,7,)* npocT rpamxyucan umeaa y S,
razna je reg(P) < mult(S/P) — codim(P) + 1.
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10 Myarurpananuja u TejiopmHa pe30JiBEeHTa

o cama cmo ropuctunu N-rpanymcane m Z-rpamgyucaHe CTPyKType. Y
ucre cBpxe kopuctuhemo monouna N™.

Axo ca S, 03HAUMMO BEKTOPCKU MPOCTOP HAM MOJbeM k TeHepucaH MOHO-
MOM m € S, Tama NPCTEH MOJUMHOMA S MOMKEMO MPEACTABUTUA KAO AUPEKTHY
cyMy S = B ic wononOm- Larobe Bakm na je S;,Sp = Smm/-

Enement z{' - - 25" je MoHOM y S, 1 CBAKOM TAKBOM MOKEMO [IOEJIUTU BEK-
Top ¢ = (¢1,...,¢,) € N'. Baku u 06pHYTO: CBaAKOM BEKTODY € = (C1,...,Cp) €
N™ omrosapa moroMm z7'---x¢". Ako je m = x{'--- x5, Tama Cy eJIEeMEHTH y
Sy, obmuka ax' .-zl 3a a € k.

Hedbwmanmuja 10.1. Kaxkemo nma je Bextop ¢ = (c¢1,...,¢,) € N mya-
mucmener eiremMeHta axi'---xr € S, nau ga je emeMment axi'---xtr € Sy,
myaructenena m u mumemo mdeg(ax( ---xér) = c¢. Tarobe, raskemo na je
upcrer S N'-rpamgyucan uam Myamuepadyucat.

S-monyn T je myamuepadyucan axo je mupekTHa cyMa 1T = B icomonlm
CBOjUX AMUTUBHUX MOArpymna, Tako aa S, T, C T, 3a cBe MoHOME M, m/ .

Hedpwmuumnuja 10.2. Heka je T' koHAUHO reHEPUCAHU MYJITUTPALYUCAHU S-
mMonyn. Myamuepadyucana Xuabepmosa gynrkyuja monyna T je m — dimg (7))
U MPEACTaBBbA CE MYAMUZPaOYucaHum Xurbepmosum pedom

hilby(xy,...,2,) = Z m dimy(T,,)-

JacHo je ma ce yobuuajenu XuadepToB pen 1o0Ouja m3 MyJITUTPATyUCAHOT
pena ma caenehwu wauwn: Hilbp(t) = hilbyp(¢, ... t), ka0 m ma je mynTu-
rpanyucann Xunabeprtos pen 3a upcren S hilbg(zq,...,x,) = m

Muoru on mojMoBa yBeIEHUX Yy IMOYETHUM OJEJbIMMa MOI'Y C€ aHaJIOTHO
nepUHUCATU U Y CIydYajy MyaTurpagyucanux S-monyiaa. Hekm on GutHMjmX
cy mojMOBU ciobomHe pe3onBenTe n berujeBux Opojena.

Nuaue, on 3mauaja cy momymu S/I wan S, rme je I umean y S. Axko
je M MoHOMHM mmeas, OHAA je W MYyJITUrpagyuca, ma je u S-momya S/M
MmyaTurpanyucad. OBaj MOIyJ mMa CIOOOIHY PE30JBEHTY, KOja je MyJITHu-
rpaayucaHa, a KOHCTDYWIIE C€ aHAJOTHO KOHCTPYKIUjU TPALyUCAHE CJIIO-
OomHe pPe30JIBEHTE KOja je M3BeIdeHa y APYTOM OMAeJbKYy. JeamHo je OUTHO
HATJIACUTHU Ja Ce MOMepeHu Momyau aeduaumry kao S(m™'),, = Sp,-1,/, TO
ject S(m™') je cnobommuu S-MOLyN ca jemHUM TEHEPATOPOM y MYyJITUCTEICHY
m. Kao BekTopcku mpoctop Hanm k je jeOHOOAMME3UWOH ako m menu m', y
CYIpPOTHOM je TpuBujajaH. VMHaue je cBa HOTaAUja Be3aHa 3a OBY TEMY MYJI-
TUMINKATABHA.

[Mocroju u MuaMMamHA ciaobomHa pesonBenta 3a S/M mam S, koja je
MYJITUTPAAYUCAHA, U MOKE Ce IPENCTABUTU

b

00— — ®pS(m )i — @, S(m™Hli-tm — ... 0,
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rae cy b, mynturpanyucasu BerujeBu 6pojeBm.

Herka je M momoMHM mmeasn y S, U NPETIOCTABUMO 1a je HeroBa MUHU-

MaJiHa reHeparpuca {mi,...,m,}. Koucrpyucahiemo pesousenry 3a S/M,
KOja ce me(uHuIIe BPJIO CINIHO KOCyIOBOM KOMIIJIEKCY.
Hexra je I cnomHa anredbpa Hanx k ca Da3HUM eJeMEHTHMA €1, ...,€Eq, 1o =

S, T;=0,3ai>q. 3a0<i<g, nexa je T; cnoGommm S-momyn panra (%) ca
bas3om
{es Ao Nej, |1< g1 < <ji < g}

Ieduunmumo npecnukaBawa d; : 1; — T, ca

~

Nnzs\mi;, ,...,MmM;.
(s, 1) ey N Néj, Neee Ney,.

di(ej, N---Nej,) = Z (_1)p+1

52 nzs(mj,, ..., Mj,, ..., Mj,)

Teopema 10.3. Ca mperxomuuMm o3Hakama je d; o d;_; = 0, 3a cBaxo 1.

Hoxkas.

Plejy Ao Nep) = > Yl Ao Nej Ao Nej A Ny,

1<p<s<i
rue je
s = (—1)PH nzs(mj,, ..., m;) - nzs(mj,, ..., M, ..., mj;) N
8 ~ ~ ~
P nzs(mj,, ..., M, ..., mj;) nzs(Myj,, .o M,y o M, My,)
+(_1)s+1 nzs(mjl, cee 7mji) ( 1)p+1 nzs(mh, cees My, 7m]7,) _
nzs(Myy, ooy My, ooy M) nzs(Myy, ..o, My, My, - My;)
_ ( 1)p+1<_1)s< nzs(mj17 7sz) +
nZS(m]U 7mjp’ » M mJL)
( 1) HZS(?’I}]U 777?35) ) -0
nzs(mjl7 y M s » M m]z)
O

Hepuaunmuja 10.4. KorcTpyucanu j1aHJacTy KOMILJIEKC Ha3uBaMo 1ejao-
pun Komnaexce S-momyna S/M u o3mauaBamo ra ca

Tvu:0 —T,— ... — Ty — Top — 0.
Axo craBumo deg(ej, A --- Aej;,) = deg(nzs(m;j,,...,mj,)), mobujamMo cran-
napnHy rpagamujy #a Ty. Mynrurpanamuja je mara ca mdeg(e;, A---Aej,) =

nzs(my,, ..., mj,).

Teopema 10.5. Ty, je cmoboana pesonsenta 3a S/M.

HHoxas3. Tpeba morkazatu ma je su3z 0 — T, — ... — T} — T Tauas,
a Kakro je Ty MyJaTUrpaayucaH, HOBOJLHO je MOKA3aTHU TAYHOCT y CBAKOM
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myartucreneny 0 — 1,,, — ... — 11, — To,n, TOE je m MOHOM y S.
EnemenTn y T;,, cy obnuka
m

e N Nes.
J1 Ji)
nzs(mjl, o ,mji)

- m
nzs(mg, ,...,m;;)

{my,...,m,} nneana M me memu m, na je T;,, = 0, cem 3a i = 0: Tama je
Tom = Sp. Takro nma je HU3 TavaH.
Hexka je cama m € M. Heka cy enementu ckyuna {e; | m; neau m} temena
cummiekca ['),. IIpecaukaBame
m

npu Jyemy je € S. Ako je m ¢ M, rana HujemaH oJ TeHEPATOPA

Y P ’mji)ejl/\- --Aej, — CTpaHa CUMILIeKca '), ca TemeHmMa e A---Ae;,
je msomop¢umsam kommuekca 0 — T, — ... — Ty, — Ty, U das-
YacTOr KOMILJIEKCA (OPMUPAHOT OX cuMILIekca l'),, unje cTtpaHe nuMeH3uje %
Cy reHEepaTOpY KOMILJIEKCA HA {-TOM HUBOY. Kako je XxomoJsoruja CUMILJIEKCA
[',, 3ampaBo XOMOJIOTHja HaBENEHOT JAHYACTOT KOMILJIIEKCA, M TPUBUjAJIHA je
y muMmen3ujama Behoj om 0, TO je m MOJa3HU KOMILJIIEKC Y MYJTHUCTEIEHY M
Ta4vYaH.

Hudepennujanu d cimkajy eJeMeHT MYJITHCTENeHa M WIN Y HEeHyJIa eje-
MEHT MCTOr MyJarucreneHa wiau y 0, koja mpunana S,,, 3a cBako m. Jlakie,
npecinkaBama d Cy XOMOMOP(OU3MU KOjU UyBajy MYyJTHUCTeNeH. Rako je jom
u S/M = S/Ker(dy) = S/M, to je rBpheme Teopeme norasaHo. O

I[IpumeTrnmo ma ce y caydajy m; = x;, 3a CBaKO ¢, 1'€jIopuHa pe30JBEHTA
u KocymoBa pesosnBeHTa nosma k mOKJIANIAjy.

IIpumep 10.6. M3pauynajmo Tejmopury pe3oaBeHTY MOIYJIa U3 TPUMEPA
2.3. Haume, S = klz,y], u M = (23, 2y, y°).
Cauka 6a3HOr ejqeMeHTa e; A es A ez je
3,5 235 235
62/\63— €1 /\63"‘

d(ey Neg Ne3) = e1Nes = ylei Aea+a2ea Nes—er Aes.

Iy5 1‘33/5 xSy

CnuuHO ce m3padyHa U Oa je
d(e)) = 2°, d(ey) = zy, dles) =y°
d(ey A ey) = —ye, + x2ey
d(es A e3) = —y'es + zes
d(e; Aes3) = —y’e; + 1ies.

Harne, Tejmopuna pesosnsenta momyna S/M je

vt -y 0 =y

x? 22—yt 0

-1 0 z 23 2 xy P
0— S S3 *53( )S—>S/M—>O.
YnopebuBamem ca pe30JBeHTOM H0OUjeHOM y mpuMepy 2.3 Buaumo aa Tejmao-
pUHA PEe30JIBEHTa He MOpa OUTM MUHUMAJHA. A
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3akspydak

Mako ¢cMoO yCcTaHOBUIM a CBAKU I'PALyUCAHU KOHAYHO T€HEPUCAHU MO
Han R uMa MUHUMAJNHY TIpagyucaHy ciIoDOAHY PEe30JBEHTY, HmeHOo onpebu-
Bame je cienehm BasKHU aciekT 1eJsie teopuje. Haumme, y mpakcu je HeKan
BpPJIO TemKko Hahwu pe3osBeHTYy MOmyJa, Ma WIakK, UMa pe3yiarara U Ha Ty
TEMY.

Teopuja I'peGrepoBux!'’ 6a3a omoryhmiaa je mpaB/beme aJropuTaMa 3a
M3pavyyHaBamhe CIOO0MHUX PE30JIBEHTU, KOjU CY UMIIIEMEHTUPAHN Y AP KOMII-
jyrepcrux nporpama: CoCoA, Macaulay2, Singular.

[Tocroju HU3 pesynrara O CHIOOOMHMM pe30JBeHTaMa onapeheHmx Kiaaca
Mmonyaa. Hajuemhe cy m nuTamy KOTUIHAYKA MOy HACTAJIU O MOHOMHUX
umeasia, ajJd W UAeasa JYhju Cy reHepaTopu Oe3KBAAPATHU WU KBAIPATHU
MmouoMu. Heke TakBe pe3oJsiBeHTE Cy OaJEKO OJ MUHUMAJIHUX, KAO IITO je
Tejnopuna pe3osBeHTa, a HEKE U jeCy MUHUMAJIHE, aJid CaMO 3a MOIyJe Ca
CHEeNjaJHUM OCOOUHaMa.

HoBuju mpuctyn mpobJjaemy mpeacTaB/ba MOKyIIaj Aa ce mpoHaby KoM-
OMHATOPHU WM TOMOJIOMKU ODjJEKTU, Y YMjO] CTPYKTYpPU OU HA HEKU HAYUH
MOTJIa [a Ce oTJiefa CTPYKTypPa MUHUMAJHE CJIO00IHE PE30JBEHTE HEKE KIace
MOIyJa, Hajuelmrhe MOHOMHUX. Peu je o cuMmiunujajdHuM pe30JBEHTaMa U
pe3onBeHTaMa heanjcKux KOMIJIEKca. JOII jeqHa Be3a ca KOMOMHATOPUKOM je
Crenmu'®-Pajsnepos!® uneasn, koju je remepucan MoHOMUMA OBIUKA T;, - - * T,
Tako xa {z;,...,r; } HAje CTpaHAa HEKOr (UKCUPAHOI CUMIIIUIV]ATHOT KOM-
miekca A duja TeMeHa cy Oo3HauveHa cuMbosimMa HeonapeDheHuxX mpceTeHa moJim-
moma. Kako je cBakum moHOMHU OeskBanpaTHu umpeas Crennu-Paj3mepos 3a
HEKM CUMILIMIMjaJHu KoMmIiiekc A, 1o ce onpebuBame BerujeBux OpojeBa
MOJIA3HOT MeaJsia MOKEe M3BECTU y3 MOMON OBe JOJAaTHE TeOpHje.

Crnobomua pe3osBeHTAa HOCU OOMJbE MOAATAKA O CAMOM MOIYJIY, aKO je
MUHUMAJHA - jom Bumme. Hawmme, 3majyhm MuHMMAIHY TpamgyudcaHy CJO-
0omHYy pEe30JIBEeHTY MOIyJa, 3HaMO U rpaayucane betujeBe Opojese, a TuMme u
XunbeproB pen u moaumaoMm, Ojiaepos momuaoM, OjaepoBy KapaKTEePUCTUKY,
BUIIECTPYKOCT, OUMEH3U]y, IPOjEeKTUBHY IUMEH3U]y, PEryJapHOCT IOJIA3HOT
Monayna. HapaBHo, unmeHHa ga mocMaTpaMo MOIYJEe HAJl MPCTEHOM IOJIU-
HOMA, KOjU KAao NMPCTEH MMa Jemne ocobuHe, HaM oMoryhaBa fa TUX WHBAPU-
jaHTH Oyze Tako MHOTO.

Y cBakoM caydajy MOske ce pehu ma je Teopuja rpaayucaHuX CI000THUX
pPEe30JIBEHTHU 3HAUYajHA aJlaTKa Yy UCIUTUBAaKBY OCOOMHA MOIYJA.

BuTHO je HAmoMeHyTHU jOII jeHOM BasKHOCT I'padallije y IeJI0j TEOPUju:
HEKe O]l JIeMUX OCOOMHA TPUPOAHUX U IeJuX OpojeBa MPEHOCEe Ce, HA HEKU
HAYWH, U Ha I'PAAyUCcaHe CTPYKType KOoje mocMaTpaMo.

1"Wolfgang Grébner (1899-1980), aycTpujckn MaTeMaTmdap
18Richard Stanley, amMepuyky MaTeMaTIgap
9Gerald Reisner, aMepuukn MaTeMaTadap
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