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Uvod

Teorija grafova predstavǉa oblast matematike koja u posǉedǌim decenijama do�ivǉava
veliku ekspanziju. Veliki broj istra�ivaǌa u teoriji grafova rezultat je velike pri-
mjenǉivosti teorije grafova. Grafovi su se pokazali kao izuzetno zgodni modeli za opisi-
vaǌe najrazliqitijh fenomena u matematici, tehnici i prirodnim naukama. Uz nova istra-
�ivaǌa nastajale su i razvijale se sopstvene i originalne metode i jox svestranije ostva-
rivale veze sa pojedinim matematiqim disciplinama, tako da danas teorija grafova pre-
dstavǉa glavni alat u rjexavaǌu mnogih problema u raqunarstvu, bioinformatici, hemiji,
elektrotehnici, ekonomiji, itd.

Matriqna reprezentacija grafova omogu�ava primjene rezultata linearne algebre, a po-
sebno teorije matrica i polinoma, u teoriji grafova. Na tome se temeǉi spektralna teo-
rija grafova. Spektri i karakterizacija grafova na osnovu ǌihovih spektralnih osobina
najqex�i su predmeti izuqavaǌa spektralne teorije grafova, a karakteristiqni polinomi
grafova, sopstvene vrijednosti, sopstveni vektori i sopstveni (pot)prostori tom prilikom
igraju veoma va�nu ulogu.

Razvoj hardvera i softvera doprinio je i pojavi razliqitih programskih paketa, izme�u
ostalih i programa koji su dali zanaqajan doprinos u dobijaǌu nekih rezultata iz teorije
grafova. U ovom radu je korix�en programski paket NewGraph, autora prof. dr. Dragoxa
Cvetkovi�a, prof. dr. Slobodana Simi�a, Dragana Stevanovi�a i Vladimira Brankova,
koji daje izvanredne rezultate pri izuqavaǌu spektralnih osobina grafa.

Jedan od interesantnih problema spektralne teorije je i izuqavaǌe grafova koji imaju
ograniqenu neku sopstvenu vrijednost iz spektra sopstvenih vrijednosti grafa. Posebno su
u literaturi izuqavani grafovi kod kojih je druga po redu sopstvena vrijednost nije ve�a
od nekog zadatog broja. Izuqavaǌa na ovoj problematici su zapoqeta sa radom [7] i tokom
godina je odre�en izvjestan broj grafova sa pomenutom svojstvom, a tako�e su ispitivane i
razliqite klase grafova u okviru kojih su opisani svi grafovi sa pomenutim svojstvom. U
ovom radu je predstavǉen pregled poznatih rezultata kod grafova sa ograniqenom drugom sop-
stvenom vrijednox�u i dat originalan doprinos izuqavaǌu posebne klase grafova, NSG–ova,
time xto su odre�eni svi grafovi iz pomenute klase sa svojstvom da imaju drugu sopstvenu
vrijednost koja je jednaka 1.
Pregled poznatih rezultata je dat u drugoj i tre�oj glavi kao i prvom poglavǉu qetvrte
glave, dok je originalni doprinos dat u drugom poglavǉu qetvrte glave.
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6 Uvod

Master rad se sastoji iz uvoda, qetiri glave i zakǉuqka.

U prvoj glavi su dati osnovni pojmovi spektralne teorije grafova i navedena tvr�eǌa koja
�e imati esencijalnu ulogu pri prezentovaǌu dosadaxǌih rezultata iz oblasti spektralne
teorije grafova koje su interesantne za ovaj rad. Teorema o preplitaǌu sa posǉedicama i
Kurant-Vejlove nejednakosti va�ne instrumente pri ispitivaǌu pojedinih svojstava grafa.

U drugoj glavi su predstavǉeni rezultati koji se odnose na grafove qije je druga sopstvena
vrijednost ograniqena relativno malim brojem. U prvom poglavǉu je razmatrano ograniqeǌe
1
3 , u drugom

√
2−1, u tre�em

√
5−1
2 , u qetvrtom 1 (ovdje su posebno opisani bipartitni grafovi,

linijski grafovi, uopxteni linijski grafovi, zatim unicikliqki, bicikliqki, regularni
grafovi i korone), dok je u posǉedǌem, petom poglavǉu, dat pregled pojedinih rezultata kod
refleksivnih grafova, odn. grafova kod kojih je druga sopstvena vrijednost u spektru grafa
ograniqena sa 2.

Tre�a glava je posve�ena jednoj relativno novoj metodi u konstrukciji grafova. To je
tehnika kojim se odre�uju grafovi na osnovu ǌihovih podgrafova koji se zovu zvijezda kom-
plimenti. U prvom poglavǉu su dati rezultati za zvijezda komplimente za grafove kod
kojih je

√
5−1
2 druga sopstvena vrijednost, dok su u drugom posebno razmatrani unicikliqki

grafovi, koktelski grafovi i povezani grafovi do pet qvorova, kao zijezda komplementi za
grafove qija je 1 druga sopstvena vrijednost grafa. Svi prezentovani rezultati su dobi-
jeni uz upotrebu programskog paketa SCL (StarComplementLibrary), autora doc. dr. Zorana
Stani�a i Nedeǉka Stefanovi�a, koji omogu�ava brzu implementaciju tehnike zvijezda kom-
plimenta.

U qetvrtoj glavi su opisani NSG–ovi, kao posebna klasa kografova. U prvom poglavǉu
su dati rezultati koji opisuju sve NSG–ove kod kojih je druga sopstvena vrijednost u grafu
maǌa od 1, dok je drugom poglavǉu dat originalan rezultat time xto su odre�eni svi NSG–
ovi sa drugom sopstvenom vrijednox�u 1.

Va�no je napomenuti da su u ovom radu, kod pojedinih pojmova, korix�eni ǌihovi engleski
nazivi ili skra�enice, a u nedostatku adekvatnih i pogodnih rijeqi za prevod na srpski jezik.

�elim da se zahvalim mentoru, doc. dr. Zoranu Stani�u, na velikoj podrxci prilikom
izrade ovog rada.



Glava 1

Osnovne definicije i teoreme

U ovoj glavi se navode definicije osnovnih pojmova iz teorije grafova i spektralne
teorije grafova, kao i neka osnovna tvr�eǌa koja su od posebnog interesa u spektralnoj
teoriji grafova: Teorema o preplitaǌu (Teorema 1.2) sa posǉedicama i Kurant-Vejlove ne-
jednakosti (Teorema 1.3).

Graf G je ure�eni par (X,U) gdje je X neprazan skup, a U binarna relacija na skupu X.
Elementi skupa X se nazivaju qvorovi (ili tjemena), a elementi skupa U grane (ili ivice)
grafa. Skup qvorova grafa G se oznaqava sa V (G), a skup grana grafa G sa E(G).
Ako su xi i xj qvorovi, takvi da je u = (xi, xj) ∈ U , ka�e se da je grana u incidentna qvorovima
xi i xj, kao i da su qvorovi xi i xj susjedni. Qvor koji nema susjednih qvorova se naziva
izolovani qvor. Za qvorove xi i xj koji su susjedni, tj. takvi da je u = (xi, xj) ∈ U , ka�emo
i da su spojeni granom u, odnosno da su krajǌe taqke grane u. Grana (xi, xj) oznaqava se i
samo xixj. Dvije grane su susjedne ako imaju zajedniqki qvor. Dvije ili vixe grana koje su
incidentne sa istim parom qvorova se zovu paralelne grane.
Stepen qvora je broj grana incidentnih tom qvoru, tj. broj qvorova sa kojim je dati qvor
spojen granom. Za dati qvor x stepen qvora se oznaqava sa deg(x) ili d(x).
Maksimalan stepen grafa △(G) je najve�i stepen qvora u grafu. Qvor stepena jedan se
naziva terminalni qvor ili list. Grana koja je incidentna sa qvorom stepena 1 se naziva
vise�a grana.

Regularan graf stepena r je graf qiji su svi qvorovi stepena r.

Graf G = (X,U) je neorijentisan ako je relacija U simetriqna, a orijentisan ako je
relacija U antisimetriqna.

Graf se geometrijski predstavǉa tako xto se skupu qvorova grafa x1, . . . , xn ∈ X pridru�e
me�usobno razliqite taqke u ravni (ili prostoru), a svakoj grani lnija ili luk koji spaja
odgovaraju�e qvorove. Ako u = (xi, xj) ∈ U , taqku koja predstavǉa qvor xi spajamo nepreki-
dnom glatkom linijom sa taqkom koja predstavǉa qvor xj. Ova se linija orijentixe na crte�u
strelicom u smjeru od xi do xj i ona ne prolazi kroz neki tre�i qvor grafa (tada ka�emo i
da grana u izlazi iz qvora xi i ulazi u qvor xj). Ako u = (xi, xj) /∈ U qvorovi xi i xj nisu na

7



8 Osnovne definicije i teoreme

crte�u direktno povezani. Ako paru qvorova (xi, xj) odgovaraju dvije grane (xi, xj) i (xj , xi) na
crte�u se ponekad ne povlaqe dvije linije izme�u qvorova xi i xj nego se jedinstvena linija
dvostrano orijentixe ili se uopxte ne orijentixe. Grana koja spaja qvor sa samim sobom se
naziva petǉa.
Graf je prost ako nema ni petǉi ni paralelnih grana. U protivnom je multigraf.

U ovom radu se podrazumijeva da je graf G: konaqan (odn. da je skup X konaqan), ne-
orijentisan (odn. da je relacija U simetriqna) i da je bez petǉi (odn. da je relacija U
antirefleksivna), osim ako drugaqije nije naglaxeno.

Dva grafa G1 = (X1, U1) i G2 = (X2, U2) su izomorfna (u oznaci G1
∼= G2 ili G1 = G2)

ako postoji bijektivno preslikavaǌe f skupa X1 u skup X2 koje quva osobinu susjedstva
qvorova. Izomorfizam je relacija ekvivalencije i istoj klasi ekvivalencije pripadaju svi
grafovi koji su me�usobno izomorfni. Teorija grafova se bavi klasama ekvivalencije i s tog
stanovixta grafovi iste klase se ne razlikuju bez obzira xto imaju razliqite geometrijske
reprezentacije.

Indukovani podgraf H = (Y, V ) grafa G = (X,U) je graf za koji va�i Y ⊂ X i V ⊂
U ∩ (Y ×Y ). To znaqi da on nastaje tako xto se iz grafa G udaǉe svi qvorovi iz skupa X \Y ,
kao i sve ǌima incidentne grane (ka�e se i da je podgraf H = (Y, V ) je indukovan skupom
qvorova Y ). Graf G se tada naziva i nadgraf grafa H. Ako je Y ̸= X, H se naziva pravi
indukovani podgraf grafa G, a G pravi nadgraf grafa H. Ako je podgraf H grafa G induko-
van skupom qvorova X \X1, to oznaqavamo G−X1. Specijalno, za X1 = {x1} pixemo G− x1 i
taj graf nazivamo prvi podgraf1 grafa G.
Umjesto termina indukovani podgraf koristi se i termin podgraf.

Kompletan graf2 (potpuni graf) Kn je graf sa n qvorova qija su svaka dva qvora sus-
jedna, odn. svaka dva qvora su povezana granom. Drugim rijeqima, to je regularan graf sa n
qvorova stepena n− 1 i

(
n
2

)
grana.

Prazan graf Kn je graf sa n qvorova u kojem nikoja dva qvora nisu susjedna tj. svi qvorovi
su izolovani.

Komplement grafa G = (X,U) je graf G = (X,U) koji ima isti skup qvorova kao i G ali
su oni susjedni u G ako i samo ako nisu susjedni u G. Graf koji je samom sebi komplement
naziva se samokomplementaran.
Unija (Direktna suma) G1 ∪ G2 grafova G1 = (X1, U1) i G2 = (X2, U2) , gdje je X1 ∩X2 ̸= ∅, je
graf G = (X,U) takav da je X = X1∪X2 i U = U1∪U2. Na analogan naqin se difinixe i unija
vixe grafova, kao i graf nG = G ∪G ∪ . . . ∪G (n kopija grafa G).
Potpuni proizvod G1∇G2 grafova G1 = (X1, U1) i G2 = (X2, U2) nastaje iz grafa G1 ∪G2 tako
xto se svaki qvor iz G1 pove�e sa po jednom granom sa svakim od qvorova iz G2. Sliqno kao
i za uniju, definixemo i ▽nG = G∇G∇G . . .∇G (n puta).
Korona G1◦G2 grafova G1 i G2 se dobija uzimaǌem grafa G1 (sa n1 qvorova) i grafa n1G2 (n1

kopija grafa G2) i pridru�ivaǌem i–tom qvoru grafa G1 svih qvorova u i–toj kopiji grafa
G2(i = 1, 2, . . . , n1).

Bipartitni graf G = (X,U) je graf kod koga se skup qvorova mo�e podijeliti na dva
disjunktna podskupa X1 i X2, takva da svaka grana grafa spaja neki qvor iz X1 sa nekim
qvorom iz X2.

1engl. first subgraph.
2engl. complete graph.
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Potpuni bipartitni graf (bikompletan graf) Kn1,n2 je bipartitni graf kod koga je |X1| = n1

i |X2| = n2 i u kome je svaki qvor iz X1 susjedni sa svim qvorovima iz X2 (to je, dakle, maksi-
malni bipartitni graf za |X1| = n1 i |X2| = n2 i broj grana u tom grafu je n1n2).
k-partitni graf (k ≥ 2) je graf qiji se skup qvorova X mo�e podijeliti na k disjunktnih
nepraznih podskupova X1, X2, . . . , Xk i takav da svaka grana grafa spaja dva qvora koji pri-
padaju razliqitim skupovima Xi, i ∈ {1, . . . , k}.
Potpuni k-partitni graf (k-kompletan graf) Kn1,...,nk

je k-partitan graf kod koga je |Xk| =
nk, i ∈ {1, . . . , k} i u kojem su svaka dva qvora iz razliqitih podskupova susjedna. Va�i
sǉede�e: Kn1,...,nk

= Kn1∇ . . .∇Knk
.

k-partitni, odnosno potpuni k-partitni grafovi, gdje je k ≥ 2, se nazivaju i multipartitni
odnosno potpuni multipartitni grafovi.

Put du�ine n (xetǌa du�ine n) u grafu G je svaki niz x1, u1, x2, u2, . . . , xn, un, xn+1 u
kome se naizmjeniqno smjeǌuju qvorovi i grane i u kome grana ui spaja qvorove xi i xi+1,
i ∈ {1, 2, . . . , n}. U putu se i qvorovi i grane mogu ponavǉati. Put koji se zavrxava u istom
qvoru u kome poqiǌe naziva se kru�ni ili zatvoreni put.
Elementarni put (u daǉem tekstu put) je put u kome su svi qvorovi x1, x2, . . . , xn me�usobno
razliqiti. Graf koji predstavǉa put sa n qvorova (du�ine n − 1 odn. ima n − 1 granu) se
oznaqava sa Pn.
Kograf3 je graf koji ne sadr�i put P4 kao indukovani podgraf.

Graf je povezan ako se svaka dva ǌegova razliqita qvora mogu povezati putem. Ako postoje
qvorovi koji se ne mogu povezati putem, graf je nepovezan i u tom sluqaju on ima dva ili
vixe odvojenih djelova, tzv. komponenti povezanosti. Komponenta povezanosti grafa G koja
sadr�i neki qvor xi je podgraf grafa G koji sadr�i sve qvorove koji se mogu spojiti putem
sa xi, kao i sam qvor xi. Dakle, graf je povezan ako ima taqno jednu komponentu povezanosti.
Qvor qijim se uklaǌaǌem iz grafa pove�ava broj komponenti povezanosti naziva se artiku-
lacioni qvor. Grana qijim se uklaǌaǌem iz grafa pove�ava broj komponenti povezanosti
grafa naziva se most.

Rastojaǌe d(x, y) izme�u qvorova x i y grafa G je du�ina najkra�eg puta u G izme�u x i
y. Ako nema puta izme�u x i y u G, tj. ako su x i y u razliqitim komponentama povezanosti,
tada se stavǉa d(x, y) = ∞. Po definiciji je d(x, x) = 0 za svako x ∈ X.
Dijametar grafa G = (X,U) se definixe kao diam(G) = maxx,y∈X d(x, y).

Kontura je povezan, regularan graf stepena 2. Ako kontura ima n qvorova ka�e se da je
du�ine n i oznaqava se sa Cn. Kontura je parna, odnosno neparna, ukoliko je parne odnosno
neparne du�ine. Za n = 3, 4, . . . konture se nazivaju i trougao, qetvorougao, itd. Ako graf
sadr�i konture kao svoje podgrafove, du�ina najkra�e konture se naziva struk grafa i oz-
naqava se sa g(G).

Graf koji nema kontura je acikliqan. Povezan graf se naziva unicikliqki (jednokon-
turni), ako sadr�i taqno jednu konturu, tj. ako mu je broj grana m jednak broju qvorova
n. Ako graf sadr�i vixe nezavisnih kontura naziva se multicikliqki, specijalno bicik-
liqki ako sadr�i dvije konture (tj. ako va�i m = n+1, gdje je m broj grana a n broj qvorova),
tricikliqki ako sadr�i tri konture (tj. ako va�i m = n+ 2, gdje je m broj grana a n broj
qvorova), itd. Ako konture grafa sadr�e jedan zajedniqki qvor, ka�e se da obrazuju snop
kontura.

3engl. cograph.
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Kaktus ili stabloliki graf je graf u kome svake dvije konture imaju najvixe jedan za-
jedniqki qvor.

Stablo4 T je povezan acikliqan graf, tj. povezan graf koji ima n qvorova i n − 1 granu.
Stablo je bipartitni graf i svaka dva qvora u stablu su povezana jedinstvenim putem.
Oqigledno, put je stablo kod koga je maksimalan stepen qvora nije ve�i od 2.
Stablo u kojem je jedan qvor posebno oznaqen naziva se korijensko stablo, a oznaqeni qvor
se naziva korijen stabla.
Zvijezda je stablo sa n qvorova gdje je jedan qvor stepena n − 1 a n − 1 qvorova su listovi
(tj. to je graf K1,n−1).
Xuma je graf qije su sve komponente povezanosti stabla (odn. xuma je unija stabala).

Proxireǌe grafa G je dodavaǌe novih qvorova i grana grafu G tako da se dobije ǌegov
pravi nadgraf. Proxireǌe grafa G je u klasi C je takvo proxireǌe grafa G koje pripada
odre�enoj klasi C povezanih grafova, tako da i dobijeni nadgraf pripada istoj klasi.

Linijski graf5 (graf grana) L(G) grafa G predstavǉa takav graf da izme�u skupa ǌe-
govih qvorova i skupa grana grafa G postoji 1–1 korespondencija, pri qemu su dva qvora u
L(G) susjedna ako i samo ako su ǌima odgovaraju�e grane u G susjedne.
Ako za graf G postoji graf H takav da je G = L(H), onda se H naziva korijeni graf grafa
G.
Regularan graf sa 2k qvorova stepena 2k − 2 se naziva koktelski graf6 i oznaqava se sa
CP (k). On se dobija od kompletnog grafa reda 2k uklaǌaǌem k grana od kojih nikoje dvije
nisu susjedne. Va�i da je CP (k) = kK2.

Neka je H graf sa n qvorova x1, x2, . . . , xn i neka su a1, a2, . . . , an nenegativni cijeli brojevi.
Uopxteni linijski graf (uopxteni graf grana) L(H; a1, . . . , an) je graf koji se sastoji od
disjunktnih kopija L(H), CP (a1),. . . , CP (an) i grana koje povezuju qvorove u CP (ai) sa svim
qvorovma iz L(H) koji odgovaraju granama koje su incidentne sa xi. Za a1 = a2 = . . . = an = 0
dobijamo graf L(H), dok za n = 1 i a1 = k dobijamo CP (k).

Ako graf G ima odre�eno svojstvo P koje ima i svaki ǌegov podgraf, takvo svojstvo se
naziva nasǉedno. Graf H je zabraǌeni graf za svojstvo P ako H nema svojstvo P . Ako graf
G sadr�i zabraǌeni graf H za svojstvo P kao indukovani podgraf, onda graf G nema svojstvo
P i graf H se naziva zabraǌeni podgraf za svojstvo P . Ako svaki podgraf zabraǌenog pod-
grafa H ima svojstvo P , onda se graf H naziva minimalni zabraǌeni podgraf za svojstvo
P . Ako va�i da nijedan nadgraf grafa G nema svojstvo P , graf G se naziva maksimalan
zabraǌeni graf za svojstvo P .

Matrica susjedstva7 A(G) grafa G = (X,U), |X| = n, je (simetriqna) matrica reda n
definisana sa: aij = 1 ako (xi, xj) ∈ U , a aij = 0 ako (xi, xj) /∈ U , za i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Ona
nije jedinstvena, jer izomorfni grafovi mogu imati razliqite matrice susjedstva (qvorovi
se mogu numerisati na razliqite naqine). Me�utim, ako su grafovi G1 i G2 izomorfni,
matrice susjedstva A(G1) i A(G2) su sliqne, tj. A(G1) = P−1A(G2)P , gdje je P permutaciona
matrica (regularna kvadratna matrica reda n koja u svakoj vrsti i svakoj koloni ima taqno
jedan element koji je jednak jedinici, dok su ostali elementi jednaki nuli).

4engl. tree.
5engl. line graph.
6engl. coctail party graph.
7engl. adjacency matrix.
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Spektar grafa G = (X,U), X = {x1, . . . , xn} je spektar ǌegove matrice susjedstva A(G), tj.
familija sopstvenih vrijednosti matrice A(G). Sopstvene vrijednosti matrice A(G) su nule
karakteristiqnog polinoma

PA(λ) = det(λI −A(G)) = λn + an−1(G)λn−1 + · · ·+ a1(G)λ+ a0(G).

Kako su sve matrice susjedstva A(G) izomorfnih grafova me�usobno sliqne, one imaju isti
karakteristiqni polinom, koji se naziva karakteristiqni polinom grafa G. Karakteris-
tiqni polinom grafa se oznaqava sa PG(λ), dok se spektar grafa G oznaqava sa SP (G). Stepen
karakteristiqnog polinoma jednak je broju qvorova grafa G i poznato je da je an(G) = 1.
Koeficijent an−1(G) je sa obratnim znakom jednak tragu matrice susjedstva, tj. broju petǉi
grafa, a kako mi razmatramo grafove bez petǉi i paralelnih grana va�i an−1(G) = 0. U-
opxte, koeficijenti karakteristiqnog polinoma imaju vrijednosti koje se mogu odrediti iz
strukture grafa, xto pokazuje i sǉede�a teorema.

Teorema 1.1 Neka je

PG(λ) = det(λI −A(G)) = λn + an−1(G)λn−1 + · · ·+ a1(G)λ+ a0(G)

karakteristiqni polinom grafa G.
Elementarne figure su graf sa dva qora povezan jednom neorijentisanom granom i kontura Cp

sa p ≥ 3 qvorova. Osnovna figura Ui je svaki graf sa taqno i qvorova, qije su sve komponente
povezanosti elementarne figure. Neka je n(Ui) broj komponenata za Ui i c(Ui) broj kontura koje
se kao komponente sadr�e u Ui. Tada je

an−i(G) =
∑

Ui⊂G

(−1)n(Ui)2c(Ui) (i = 1, . . . , n).

Za simetriqne matrice susjedtva, sopstvene vrijednosti su realne, pa se spektar mo�e
predstaviti kao ure�ena n-torka Sp(G) = (λ1, . . . , λn), gdje je λ1 ≥ . . . ≥ λn.
Ako je λ sopstvena vrijednost grafa G, vektor predstavǉen matricom kolonom x se zove sop-
stveni vektor grafa G pridru�en sopstvenoj vrijednosti λ ako va�i Ax = λx, (x ̸= 0). Ako
sopstvene vrijednosi grafa pore�amo u nerastu�i niz, onda i–ti qlan tog niza, λi, nazivamo
i–ta sopstvena vrijednost grafa, dok prvu sopstvenu vrijednost λ1 nazvamo i indeks grafa.
Iz teorije matrica je poznato da cio spektar grafa G pripada segmentu [−λ1, λ1]. Korisno je
napomenuti da za svaki povezan graf va�i λ1 > λ2.

Za povezan graf ka�emo da je izuzeti graf8 ukoliko on nije (uopxteni) linijski graf i
ukoliko ǌegova najmaǌa sopstvena vrijednost nije maǌa od −2.

Graf nije jednoznaqno odre�en svojim spektrom, jer mo�e da postoji matrica sliqna ma-
trici susjedstva A(G) grafa G koja sama nije matrica susjedstva grafa G. Neizomorfni
grafovi qiji se spektri poklapaju zovu se kospektralni ili izospektralni grafovi.

Skup svih sopstvenih vektora koji odgovaraju istoj sopstvenoj vrijednosti λ zajedno sa
nula-vektorom qine sopstveni potprostor koji odgovara λ.
Dimenzija ovog prostora (geometrijska vixestrukost9 λ) kod neorijentisanog grafa jednaka
je redu (vixestrukosti) sopstvene vrijednosti λ kao nule karakteristiqnog polinoma (alge-
barskoj vixestrukosti λ).
Ako je red nule sopstvene vrijednosti λ kao nule karakteristiqnog polinoma grafa G jednak

8engl. exceptional graph.
9engl. multiplicity
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1, onda je ta sopstvena vrijednost prosta sopstvena vrijednost grafa G.

Matrica A se naziva reducibilna ako postoji permutaciona matrica P takva da je

P−1AP =

(
B O
O C

)
gdje su B i C kvadratne matrice. U suprotnom, matrica A je ireducibilna. Matrice sus-
jedstva povezanog grafa su ireducibilne, a nepovezanog reducibilne.

Ako je G nepovezan graf sa komponentama povezanosti G1, G2, . . . , Gk i A1 i A1, A2, . . . , Ak

ǌihove matrice susjedstva, onda matrica susjedstva A grafa G ima oblik

A =

 A1 O O

O
. . . O

O O Ak


Primjenom Laplasovog razvoja determinanti mo�e se pokazati da za karakteristiqne polinom
va�i

PG(λ) = PG1(λ)PG2(λ) · · ·PGk
(λ)

a odavde slijedi da se spektar grafa G unija spektara ǌegovih komponenti povezanosti
G1, G2, . . . , Gk.

Indeks povezanog grafa je sopstvena vrijednost reda 1 i ve�i je od indeksa svakog ǌegovog
pravog podgrafa. Kod nepovezanog grafa spektar grafa predstavǉa uniju spektara ǌegovih
komponenti povezanosti, pa je indeks nepovezanog grafa jednak indeksu bar jedne komponente,
i mo�e biti reda ve�eg od 1 (ako vixe komponenti ima taj isti indeks).
Tako�e, poxto indeks ireducibilne matrice raste ako se pove�a bilo koji od ǌenih eleme-
nata, dodavaǌe nove grane povezanom grafu dovodi do pove�aǌa ǌegovog indeksa, dok ako je
graf nepovezan, indeks mo�e da ostane isti.
Indeks regularnog grafa stepena r je jednak r, a red mu je jednak broju komponenti. ǋemu
odgovara sopstveni vektor qije su sve koordinate 1.
Sǉede�a teorema, tzv. Teorema o preplitaǌu10, jedna je od osnovnih teorema koje se odnose
na spektar grafa. Ovdje se navodi zajedno sa najva�nijim posǉedicama.

Teorema 1.2 Ako je A simetriqna matrica sa sopstvenim vrijednostima λ1, . . . , λn, a B jedna
ǌena glavna submatrica sa sopstvenim vrijednostima µ1, . . . , µm onda va�i
λn−m+1 ≤ µi ≤ λi, za i = 1, . . . ,m.

Posǉedica 1.1 Neka je G graf qije su sopstvene vrijednosti λ1 ≥ · · · ≥ λn i neka je G′ (bilo
koji) prvi podgraf grafa G qije su sopstvene vrijednosti µ1 ≥ · · · ≥ µn−1. Tada va�i λi ≥ µi ≥
λi+1, i = 1, ..., n− 1.
Ako je neka sopstvena vrijednost grafa G, npr. λi reda k > 1, onda je µi, sopstvena vrijednost
svakog prvog podgrafa grafa G, najmaǌe reda k − 1.

10engl. Interlacing Theorem.
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Prethodna posǉedica ukazuje na to da se uklaǌaǌem qvorova grafa smaǌuje red bilo koje
ǌegove proizvoǉne sopstvene vrijednosti za najvixe 1. Tako�e, ako proizvoǉni prvi podgraf
grafa G ima sopstvenu vrijednost µ1 reda k > 1, onda to implicira da za sopstvene vrije-
dnosti grafa G va�i λ2 = λ3 = . . . = λk−1 = µ1.
U teoriji grafova su veoma va�na svojstva koja su nasǉedna, a neka od tih svojstava slijede
iz Teoreme o preplitaǌu.

Posǉedica 1.2 Ako graf G ima sopstvene vrijednosti λ1, . . . , λn za koje va�i λ1 ≥ · · · ≥ λn,
onda su osobine λ1 ≤ λ (tj. λ1 < λ), λn ≥ −λ (tj. λn > −λ) gdje je λ proizvoǉan pozitivan realan
broj, nasǉedna svojstva.

Tako�e, osobina grafa da ima najvixe p pozitivnih, odnosno najvixe p negativnih sop-
stvenih vrijednosti (p ∈ N), je nasǉedno svojstvo.
Jedna od va�nih osobina grafa je da za sopstvene vrijednosti λ1, . . . , λn grafa G va�i

λ1 + . . .+ λn = 0,

λ2
1 + . . .+ λ2

n = 2m,

gdje je m broj grana grafa G.

Sǉede�a va�na teorema predstavǉa tzv. Kurant-Vejlove nejednakosti.

Teorema 1.3 Neka su λ1(X), . . . , λn(X) , gdje je λ1(X) ≥ . . . ≥ λn(X), sopstvene vrijednosti realne
simetriqne matrice X. Ako su A i B realne simetriqne matrice reda n i C = A+B, onda va�i

λi+j+1(C) ≤ λi+1(A) + λj+1(B)

λn−i−j(C) ≤ λn−i(A) + λn−j(B)

gdje je 0 ≤ i, j, i+ j + 1 ≤ n.

Za i = j = 0 se na osnovu prethodne teoreme dobija: λ1(C) ≤ λ1(A)+λ1(B), λn(C) ≤ λn(A)+λn(B).





Glava 2

Grafovi sa malom drugom sopstvenom
vrijednox�u λ2

U prvoj glavi smo vidjeli da su koeficijenti karakteristiqnog polinoma odre�eni stru-
kturom grafa. Me�utim, stvar se mo�e posmatrati i obratno, tj. na osnovu poznatog kara-
kteristiqnog polinoma ili spektra grafa mo�emo odre�ivati detaǉe strukture grafa. Jasno
je da se svi detaǉi strukture ne mogu u opxtem sluqaju odrediti jer, kao xto je navedeno,
postoje grafovi razliqite strukture sa istim spektrom.

U ovoj glavi se predstavǉaju dosadaxǌi rezultati koji se odnose na grafove sa relativno
malom drugom sopstvenom vrijednox�u λ2.

Prije svega, poznato je da u spektru povezanog grafa najve�a sopstvena vrijednost λ1, tzv.
indeks grafa, mora biti pozitivna, osim ako je graf K1. Naime, kako je indeks povezanog
grafa ve�i od ostalih sopstvenih vrijednosti grafa i kako je zbir svih sopstvenih vrije-
dnosti povezanog grafa jednak tragu matrice susjedstva, tj. nuli, zakǉuqujemo da su tada
ili sve sopstvene vrijednosti jednake nuli, odakle slijedi i da je broj grana u grafu jednak
nuli, pa je zbog povezanosti graf trivijalan, ili je λ1 > 0.

Teorema 2.1 Graf G ima taqno jednu nenegativnu sopstvenu vrijednost ako i samo ako je G
kompletan graf.

Dokaz. Ako je graf G kompletan graf Kn (n ≥ 2) bi�e λ2(G) = −1, i G ima taqno jednu
nenegativnu sopstvenu vrijednost, dok za n = 1 imamo samo jednu sopstvenu vrijednost λ1 = 0.
Ako graf G nije kompletan, onda on sadr�i graf 2K1 (za koji va�i λ2(2K1) = 0) kao svoj
podgraf, pa je prema Teoremi o preplitaǌu λ2(G) ≥ λ2(2K1) = 0, a ovo implicira da G ima
vixe od jedne nenegativne sopstvene vrijednosti. �

Teorema 2.2 Postoji taqno jedan minimalni graf sa taqno dvije nenegativne sopstvene vri-
jednosti i to je graf 2K1.

Dokaz. Kako za graf 2K1 va�i λ1(2K1) = λ2(2K1) = 0 i 2K1 sadr�i kao indukovani podgraf
jedino K1 koji ima samo jednu sopstvenu vrijednost λ1 = 0, zakǉuqujemo da je 2K1 minimalni

15
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graf sa taqno dvije negativne sopstvene vrijednosti.
Ako pretpostavimo da postoji graf G, razliqit od 2K1 takav da je G minimalni sa gorǌim
svojstvom, onda zakǉuqujemo da G ne sadr�i 2K1 kao svoj idukovani podgraf. Odavde sli-
jedi da je G kompletan graf, koji, prema prethodnoj teoremi, ima taqno jednu nenegativnu
sopstvenu vrijednost, odakle slijedi kontradikcija. �

Lema 2.1 Grafovi Ks i Kn1,n2,...,ns imaju jednak broj pozitivnih i negativnih sopstvenih vri-
jednosti.

Druga sopstvena vrijednost grafa λ2(G) je pozitivna, osim u sluqaju opisanom u narednoj
teoremi.

Teorema 2.3 Graf G ima taqno jednu pozitivnu sopstvenu vrijednost ako i samo ako ǌegovi
neizolovani qvorovi formiraju potpuni multipartitni graf.

Dokaz. Ako graf G nije potpuni multipartitni graf, onda on sadr�i, kao indukovani pod-
graf, bar jedan od grafova 2K2, P4, K1∇(K1 ∪ K2). Kako svaki od ovih grafova ima taqno
dvije pozitivne sopstvene vrijednosti, prema Teoremi o preplitaǌu zakǉuqujemo da G ima
bar dvije pozitivne sopstvene vrijednosti. Ako je G = Kn1,n2,...,ns onda je, prema prethodnoj
lemi, broj pozitivnih vrijednosti grafa G i grafa Ks jednak i iznosi 1. Ovim je dokaz
kompletan. �

Teorema 2.4 Postoje taqno tri minimalna grafa sa taqno dvije pozitivne sopstvene vrijed-
nosti i to su grafovi 2K2, P4, K1∇(K1 ∪K2).

Ako je G potpuni multipartitni graf, onda na osnovu Teoreme 2.3 slijedi da G ima taqno
jednu pozitivnu sopstvenu vrijednost, pa va�i λ2(G) ≤ 0. Kao xto je ranije naglaxeno, ako
je G = Kn (n ≥ 2), onda je λ2(G) = −1, dok ako G nije kompletan graf, onda iz dokaza Teoreme
2.1 slijedi da je λ2(G) ≥ 0, pa zakǉuqujemo da je λ2(G) = 0.

Ako G nije potpuni multipartitni graf, na osnovu slede�e posǉedice prethodne teoreme
postoji doǌe ograniqeǌe za drugu sopstvenu vrijednost i ono iznosi 0.31111.

Posǉedica 2.1 Ako graf G bez izolovanih qvorova ne sadr�i kao podgraf ni graf 2K2, ni P4 ni
K1∇(K1 ∪K2), onda je G potpuni multipartitni graf.

Naime, ako G nije potpuni multipartitni graf, on sadr�i, kao svoj podgraf, bar jedan
od grafova 2K2, P4, K1∇(K1 ∪K2), pa va�i λ2(G) ≥ λ2(2K2) = 1, ili λ2(G) ≥ λ2(P4) = 0.61803
ili λ2(G) ≥ λ2(P4) = 0.61803 ili λ2(G) ≥ λ2(K1∇(K1 ∪ K2)) = 0.31111, tj. u svakom sluqaju
λ2(G) ≥ 0.31111.

Iz prethodnog razmatraǌa se mo�e zakǉuqiti da svi povezani grafovi, osim kompletnih
grafova i potpunih multipartitnih grafova, imaju drugu sopstvenu vrijednost ve�u od 0.

Postojaǌe gorǌeg ograniqeǌa i to ne samo za λ2, nego za bilo koju sopstvenu vrijednost
λi, i ∈ {1, 2, . . . , n} je nasǉedna osobina, jer, prema Teoremi opreplitaǌu, va�i da ukoliko je H
podgraf grafa G va�i λi(H) ≤ λi(G) i ako je λi(G) ≤ a, onda je i λi(H) ≤ a. Zato su od posebnog
interesa maksimalni grafovi za odre�eno gorǌe ograniqeǌe druge sopstvene vrijednosti λ2.

U narednom razmatraǌu predstavi�emo dobijene rezultate kod grafova kod kojih je druga
sopstvena vrijednost λ2 ograniqena sa 1

3 ,
√
2− 1,

√
5−1
2 , 1, kao i pregled nekih opxtijih rezul-

tata kod grafova kod kojih je λ2 ≤ 2.
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2.1 λ2 <
1
3

Svi grafovi sa osobinom 0 < λ2 < 1
3 su opisani u [5]. Karakterizacija je data sǉede�im

tvr�eǌem.
Teorema 2.5 Neka je G graf bez izolovanih qvorova. Tada je 0 < λ2 < 1

3 ako i samo ako je G =
(n− 3)K1∇(K1 ∪K2), n = 4, 5, . . ., gdje je n broj qvorova grafa G.

2.2 λ2 ≤
√
2− 1

Opis grafova sa osobinom 0 < λ2 ≤
√
2 − 1 dat je u [21] i [26]. U [26] su prezentovani

sǉede�i rezultati.

Lema 2.2 0 < λ2((K1 ∪ Kr,s)∇Kq) ≤
√
2 − 1 (r ≤ s) ako i samo ako je ispuǌen jedan od sǉede�ih

uslova (1-10):

1. r > 1, s ≥ r, q = 1;

2. r = 1, s ≥ 1, q ≥ 2;

3. r = 2, s ≥ 2, q = 2;

4. r = 2, 2 ≤ s ≤ 3, q ≥ 3;

5. r = 2, s = 4, 3 ≤ q ≤ 7;

6. r = 2, s = 5, 3 ≤ q ≤ 4;

7. r = 2, 6 ≤ s ≤ 8, q = 3;

8. r = 3, s = 3, 2 ≤ q ≤ 4;

9. r = 3, 4 ≤ s ≤ 7, q = 2;

10. r = 4, s = 4, q = 2.

Lema 2.3 λ2((K1 ∪Kr,s)∇Kp,q) ≤
√
2− 1 (r ≤ s, p ≤ q) ako i samo ako je ispuǌen jedan od sǉede�ih

pet uslova (1-5.):

1. r = 1, s = 1, p ≥ 1, q ≥ p;

2. r > 1, s = 2, 1 ≤ p ≤ 2, q ≥ p;
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3. r = 1, s = 2, p = 3, 3 ≤ q ≤ 7;

4. r = 1, s = 2, p = 4, q = 4;

5. r = 1, s = 3, p = 1, q = 1.

Teorema 2.6 Neka je G graf bez izolovanih qvorova. Tada je 0 < λ2 ≤
√
2− 1 ako i samo ako va�i

jedan od sǉede�ih uslova:

(1) G = (∇n(K1 ∪K2))∇Ks1,...,sm ;

(2) G = (K1 ∪Kr,s)∇Kq gdje parametri q, r i s ispuǌavaju jedan od uslova 1-10 iz Leme 2.2;

(3) G = (K1 ∪ Kr,s)∇Kp,q gdje parametri p, q, r i s ispuǌavaju jedan od od uslova 1-5 iz Leme
2.3.

Tako�e, u [21] su opisani i svi minimalni zabraǌeni podgrafovi za nasǉedno svojstvo
λ2 ≤

√
2− 1.

Podgrafovi H1 = K1∇(K2∪K2), H2 = K1∇(K2∪K3), H3 = (K1∪K2)∇(K1∪P3), H4 = (K1∪P3)∇K3

su zabraǌeni podgrafovi za ovu osobinu, jer je za svaki od ǌih va�i λ2(Hi) >
√
2 − 1 (i =

1, 2, 3, 4) (Slika 0).

H1 H2 H3 H4

Slika 0

2.3 λ2 ≤
√
5−1
2

Graf qija je druga sopstvena vrijednost maǌa ili jednaka od
√
5−1
2 nazivamo σ–graf, a

to svojstvo grafa nazivamo σ–svojstvo. Prethodno pomenuta granica je poznata kao zlatni
presjek. Struktura σ–grafova izuqavana je u [16], [17], i [33], dok je u [17] uvedena notacija
σ =

√
5−1
2 . Radi pogodnosti, graf G za koji va�i λ2(G) < σ, λ2(G) > σ, odnosno λ2(G) = σ
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zva�emo σ−–graf, σ+–graf, odnosno σ0–graf. Poznato je da nijedan σ−–graf ne sadr�i P4

kao indukovani podgraf, to jest svaki σ−–graf je kograf.
Kako je svojstvo λ2(G) ≤ σ nasǉedno svojstvo, problem karakterizacije svih σ–grafova je
sveden na pronala�eǌe svih minimalnih zabraǌenih podgrafova za σ svojstvo.

Pokazano je da je skup svih minimalnih zabraǌenih podgrafova σ– svojstvo je konaqan
([17]), ali taj skup nije u potpunosti opisan. U [11] je dokazano da su svi povezani grafovi
sa najvixe 4 qvora σ–grafovi, dok od svih nepovezanih grafova sa najvixe 4 qvora jedino 2K2

nije σ–graf, tako da je ovaj graf minimalni zabraǌeni podgraf za σ–svojstvo (xtovixe, to je
jedini nepovezan minimalni zabraǌeni podgraf za σ–svojstvo me�u nepovezanim grafovima).
U [8], [11], i [13] je pokazano da me�u 21, 112, i 853 povezanih grafova sa 5, 6, 7 qvorova postoji
taqno 8 minimalnih zabraǌenih podgrafova za σ–svojstvo (Grafovi E1 − E8, Slika 1a), a u
[33] je pokazano je da postoji taqno xest grafova koji su minimalni zabraǌeni podgrafovi za
σ− svojstvo (za grafove do 7 qvorova) i to su grafovi 2K2, P4, (K3 ∪ 2K1)∇K1, (K3 ∪ 4K1)∇K1,
(K1,2 ∪ 3K1)∇K1, (K4 ∪K1)∇K2. U [33] je tako�e dokazano da postoji i minimalni zabraǌeni
podgrafovi za σ−–svojstvo za grafove koji imaju vixe od 7 qvorova, kao i da je skup svih
minimalnih zabraǌenih podgrafova za σ−–svojstvo konaqan.

E1 E2 E3 E4

E5 E6 E7 E8

Slika 1a

Sǉede�e tri leme opisuju neke osobine σ–grafova, dok je Lema 2.11 poslu�ila kao osnova
za daǉe opisivaǌe σ−–grafova.

Lema 2.4 Ako je G σ–graf, onda G ima najvixe jednu netrivijalnu komponentu, odn. najvixe
jednu komponentu razliqitu od grafa koji se sastoji od samo jednog qvora.

Dokaz. Ako pretpostavimo suprotno, tj. da σ–graf G sadr�i dvije netrivijalne komponente,
onda G sadr�i, kao svoj indukovani podgraf, graf 2K2. Kako je 2K2 zabraǌeni podgraf za
σ–svojstvo, dobijamo kontradikciju. �
S obzirom na prethodnu lemu, u daǉim razmatraǌima mo�emo smatrati da su σ–grafovi
povezani.

Lema 2.5 Put P4 ima sopstvenu vrijednost σ kojoj odgovara sopstveni vektor (1, σ,−σ,−1).

Lema 2.6 Ako graf G sadr�i put P4 kao indukovani podgraf, a ne sadr�i nijedan od grafova 2K2,
i E1 −E4 (Slika 1a) kao indukovani podgraf, onda G ima sopstvenu vrijednost koja je jednaka σ.
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Lema 2.7 Neka je G minimalni zabraǌeni podgraf za σ–svojstvo koji sadr�i put P4 kao induko-
vani podgraf. Onda je G jedan od grafova E1 − E4 (Slika 1a).

Lema 2.8 Ako je G σ–graf i stablo, onda je G = K1,n ili G = P4.

Lema 2.9 Ako je G povezan σ–graf koji nije stablo i ako za struk grafa g(G) va�i g(G) ≥ 5,
onda je G = C5.

Lema 2.10 Ako je G povezan σ–graf i ako va�i da je g(G) = 5, onda je G = Km,n (m,n ≥ 2).

Sǉede�a lema omogu�ava definisaǌe klase grafova koja sadr�i sve σ− grafove.

Lema 2.11 Ako je G graf bez izolovanih qvorova, a ǌegov komplement G povezan graf, onda G
sadr�i 2K2 ili P4 kao pdgrafove.

Na osnovu prethodne leme mo�e se zakǉuqiti da ako je G σ−–graf i ako je ǌegov komple-
ment G povezan graf, onda G sadr�i bar jedan izolovani qvor (u protivnom bi G sadr�ao
2K2 ili P4 kao indukovane podgrafove, pa ne bi bio σ−–graf). Sa druge strane, ako ǌegov
komplement G nije povezan graf, onda je G potpuni proizvod bar dva grafa. Koriste�i ove
osobine, u [33] je uveden pojam klase φ - na sǉede�i naqin:

(1) ∅ ∈ φ;

(2) Ako G ∈ φ onda G ∪ nK1 ∈ φ, za n ∈ N ;

(3) Ako G1, G2 ∈ φ onda i G1∇G2 ∈ φ;

(4) Svi grafovi iz φ se mogu dobiti jedino korix�eǌem pravila (1) − (3) konaqno mnogo
puta.

Alternativni naqin definisaǌa klase φ je preko minimalnih zabraǌenih podgrafova – φ
je klasa grafova koji ne sadr�e indukovane podgrafove koji su izomorfni grafovima 2K2

i P4. Pokazuje se da svaki σ−–graf pripada ovoj klasi, dok obratno ne va�i. Xtovixe,
svi minimalni zabraǌeni podgrafovi za σ− svojstvo, osim 2K2 i P4, pripadaju klasi φ.
Prouqavaǌem klase φ predstavǉen je konaqan broj (strukturnih) tipova u koje mogu svrstati
svi σ−–grafovi (Slika 1b).
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Slika 1b

Tako�e su pokazana i sǉede�a svojstva klase φ.

Teorema 2.7 Zabraǌeni podgrafovi za E5−E8 za σ–svojstvo (Slika 1a) pripadaju klasi φ i tako�e
su zabraǌeni podgrafovi za σ− svojstvo.

Teorema 2.8 Jedini zabraǌeni podgrafovi za σ−–svojstvo oblika H∪K1 su grafovi (K3∪2K1)∇K1 =
E5, (K2 ∪ 4K1)∇K1 = E6, (K1,2 ∪ 3K1)∇K1 = E7, (K2,4 ∪ 2K1)∇K1, (K3,3 ∪ 2K1)∇K1.

Grafovi koji su zabraǌeni za σ−–svojstvo su tako�e zabraǌeni i za σ–svojstvo, osim grafa P4,
a mogu�e je da isto va�i i za ostale σ0 grafove. Dodatni minimalni zabraǌeni podgrafovi
koji sadr�e P4 su E1 − E4, prema Lemi 2.7.
U radu [17] su detaǉnije analizirani σ–grafovi i prezentirani sǉede�i rezultati.

Teorema 2.9 σ–graf ima najvixe jednu netrivijalnu komponentu G i za ǌu va�i jedan od sǉede�ih
uslova:

(1) G je potpuni multipartitni graf;

(2) G je podgraf grafa C5;

(3) G sadr�i trougao.
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σ–grafovi sa netrivijalnom komponentom G koja sadr�i trougao opisani su detaǉnije u
narednoj teoremi. Prije navo�eǌa teoreme uvodimo nove oznake. Neka je G σ–graf sa skupom
qvorova V i neka je T trougao u G koji je odre�en qvorovima x, y i z. Neka su skupovi
qvorova A,B,C ∈ V \ {x, y, z} takvi da su qvorovi iz A susjedni sa taqno jednim od qvorova
x, y, z, qvorovi iz B susjedni sa taqno dva od qvorova x, y, z, a qvorovi iz C susjedni sa sva
tri qvora trougla. Na kraju neka su GA, GB, i GC komponente koje sadr�e trougao T onih
podgrafova grafa G koji su odre�eni skupovima qvorova V \ (B ∪ C), V \ (A ∪ C), V \ (A ∪B),
respektivno.

Teorema 2.10 Neka je G povezan σ–graf koji sadr�i trougao. Za svaki trougao T iz G, i pod-
grafove GA, GB, i GC va�i sǉede�e:

(1) GA je podgraf jednog od grafov sa Slike 2;

(2) Za GB va�i jedan od sǉede�ih uslova:

(i) GB je jedan od podgrafova sa Slike 3;
(ii) GB = P4∇(H ∪ P4) za neki σ–graf H;
(iii) GB = H1∇H2∇H3 za neke σ–grafove H1, H2 i H3.

(3) Za GC va�i jedan od sǉede�ih uslova:

(i) GC podgraf grafa (K3 ∪K1)∇H za neki σ–graf H;
(ii) GC je dobijen od grafa Kn∇K3∇H dodavaǌem vise�e grane na svaki qvor grafa Kn, gdje je

n ≥ 2, a H σ–graf koji ne sadr�i nijedan podgraf izomorfan nekom od grafova K3 ∪K1,
K2 ∪ 3K1, K1,2 ∪ 2K1, K2,4 ∪K1, K3,3 ∪K1.

Slika 2

Slika 3
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Karakterizacija minimalnih zabraǌenih grafova za σ–svojstvo je nije potpuna, ali je
dokazana sǉede�a teorema.

Teorema 2.11 Ako je H minimalni zabraǌeni podgraf za σ–svojstvo, onda:

(1) H je jedan od podgrafova 2K1, E1, E2, E3, E4 (Slika 1a) ili

(2) H pripada klasi φ.

2.4 λ2 ≤ 1

Jedan dio problema karakterizacije grafova sa drugom sopstvenom vrijednox�u λ2 ≤ 1 je
rijexen u [7], dovo�eǌem u vezu sopstvene vrijednosti λ2 grafa G sa najmaǌom sopstvenom
vrijednox�u ǌegovog komplimenta G, tako xto je pokazano da su neki od grafova sa svojstvom
λ2 ≤ 1 komplementi grafova kod kojih najmaǌa sopstvena vrijednost nije maǌa od –2, dok sa
druge strane va�i da su komplementi grafova sa najmaǌom sopstvenom vrijednox�u koja nije
maǌa od –2 uvijek grafovi kod kojih je λ2 ≤ 1.

Na osnovu Kurant-Vejlovih nejednakosti prvo je dokazana Teorema 2.12. Oznake λ1, λ2, . . . , λn

(λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn) koriste se za sopstvene vrijednosti grafa G koji je kompliment grafa G
sa sopstvenim vrijednostima λ1, λ2, . . . , λn.

Teorema 2.12 Za svaki graf va�e nejednakosti:

(1) λi + λj ≥ −1 + nδ2,i+j

(2) λn−i+1 + λn−j+1 ≥ −1 + nδn+1,i+j

gdje je 2 ≤ i+ j ≤ n+ 1, a δp,q je Kronekerov δ– simbol.

Posǉedica 2.2 Ako u prethodnoj teoremi, u nejednakostima (1) i (2) stavimo i = j = 1 dobi-
jamo nejednakost λ1 + λ1 ≥ n− 1.

Na osnovu prethodne teoreme dobijen je sǉede�i va�an rezultat.

Teorema 2.13 Neka je G graf sa drugom sopstvenom vrijednox�u λ2 ≤ 1. Tada za G va�i jedan
od sǉede�ih uslova:

(1) λn ≥ −2
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(2) taqno jedna sopstvena vrijednost grafa G je maǌa od −2.

Ako G ispuǌava uslov (1), onda je λ2 ≤ 1.

Dokaz. Stavǉaju�i i = 2, j = n − 1 u (1) u Teoremi 2.12 dobijamo λ2 + λn−1 ≥ −1. Iz ovoga
slijedi da λ2 ≤ 1 implicira da je λn−1 ≥ −2, qime su dokazana tvr�eǌa (1) i (2).
Stavǉaju�i i = n − 1, j = 1 u (2) u Teoremi 2.12 dobijamo λ2 + λn ≤ −1. Stoga λn ≥ −2
implicira λ2 ≤ 1, qime je dokazan drugi dio tvr�eǌa. �

U [11] je pokazano da ne postoje povezani grafovi sa najvixe pet qvorova sa osobinom
λ2 > 1, dok od ukupno 112 povezanih grafova sa xest qvorova, taqno 23 imaju osobinu λ2 > 1.
Svi ti grafovi su komplementi grafova koji imaju taqno jednu sopstvenu vrijednost maǌu
od −2. Sa druge strane postoje i grafovi koji imaju drugu sopstvenu vrijednost koja je maǌa
ili jednaka 1, a koji su komplementi grafova koji imaju taqno jednu sopstvenu vrijednost
maǌu od −2.
Prema prethodnoj teoremi, ako graf G ima sve sopstvene vrijednosti ve�e ili jednake od −2,
onda je λ2(G) < 1 ili λ2(G) = 1. Pokazuje se da su grafovi G sa osobinom λn(G) ≥ −2 ili
uopxteni linijski grafovi ili izuzeti grafovi (grafovi koji se mogu predstaviti pomo�u
korjenog sistema E8, vidjeti [4]).
Sopstvena vrijednost grafa je glavna sopstvena vrijednost ako sopstveni potprostor koji joj
odgovara sadr�i vektor qija suma koordinata nije nula.
Detaǉnija analiza razdvaja sluqajeve kada je λ2 < 1 ili λ2 = 1.

Teorema 2.14 Komplementi grafova koji imaju najmaǌu sopstvenu vrijednost λn ve�a od −2
imaju drugu sopstvenu vrijednost λ2 maǌu od 1.

Svi grafovi qija je najmaǌa sopstvena vrijednost ve�a od −2 su opisani u[18]. Poznato je
da za povezan graf G sa najmaǌom sopstvenom vrijednox�u ve�om od −2 va�i jedan od uslova:

(1) G = L(T ; 1, 0, . . . , 0), gdje je T stablo,

(2) G = L(H), gdje je H unicikliqan graf sa neparnom konturom,

(3) G je jedan od 573 grafa koji je nastao iz korijenog sistema E8.

Posǉedica 2.3 Ako svaka komponenta grafa zadovoǉava neki od prethodna tri uslova, komple-
ment tog grafa ima drugu sopstvenu vrijednost maǌu od 1.

Neka je G graf qija je najmaǌa sopstvena vrijednost −2. Onda va�i da je λ2(G) < 1 ako i
samo ako je sopstvena vrijednost −2 prosta glavna sopstvena vrijednost grafa G. U suprotnom
va�i da je λ2(G) = 1.

Uopxtene grafove grana sa prostom glavnom sopstvenom vrijednox�u −2 opisuje naredna
teorema.

Teorema 2.15 Neka je G = L(H; a1, a2, . . . , an) povezan uopxten graf grana qija je najmaǌa sop-
stvena vrijednost −2. Komplement G grafa G ima drugu sopstvenu vrijednost maǌu od 1 ako je
ispuǌen jedan od uslova:

1) H je stablo,
∑n

i=1 ai = 2 i postoje qvorovi i i j iz H na neparnom rastojaǌu, za koje je
ai ̸= 0, aj ̸= 0,

2) H sadr�i neparnu konturu i va�i
∑n

i=1 ai = 1.
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Ako nije ispuǌen nijedan od uslova (1) i (2), onda va�i da je λ2 = 1.

Ako je G izuzeti graf sa najmaǌom sopstvenom vrijednox�u −2, tada, kao xto je naglaxeno,
va�i λ2(G) ≤ 1 i pritom je λ2(G) < 1 ako i samo ako je −2 prosta glavna sopstvena vrijednost
grafa G. Povezan izuzeti graf sa prostom sopstvenom vrijdnox�u −2 ima 7, 8 ili 9 qvorova,
pa stoga postoji konaqan broj takvih grafova. Ostaje da se utvrdi koji od ǌih imaju −2 kao
glavnu sopstvenu vrijednost.
Tako�e je pokazano da ako za graf G va�i da je λ2(G) ≤ 1, onda G ima struk du�ine najvixe
6 ili je G xuma i dijametar grafa G je najvixe 4.

Sada navodimo karakterizaciju grafova sa svojstvom λ2 ≤ 1 sa posebnim akcentom na bipa-
rtitne grafove, grafove grana, uopxtene grafove grana, bicikliqke, unicikliqke, regularne
grafove i korone.

2.4.1 Bipartitni grafovi

Povezani bipartitni grafovi sa osobinom λ2 ≤ 1 su opisani u [27]. Najprije je odre�ena
familija grafova G1 −G7 (Slika 4).

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

G1 G2 G3

G4 G5 G6 G7

Slika 4
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Na slikama elipsa predstavǉa graf koji se sastoji samo od izolovanih qvorova. Ako su
dvije elipse povezane jednom linijom predstavǉaju potpuni bipartitni graf. Ako su dvije
elipse povezane sa k (k ≥ 1) punih linija, onda one predstavǉaju bipartitni graf sa k + k
qvorova u kome su dva qvora susjedna ako i samo ako su povezana punom linijom. Ako su dvije
elipse povezane sa k (k ≥ 1) isprekidanih linija, onda one predstavǉaju potpuni bipartitni
graf iz koga je ukloǌeno taqno k me�usobno nezavisnih grana.

Teorema 2.16 Grafovi G1 −G7 imaju osobinu λ2 ≤ 1 (Slika 4).

Poxto je svojstvo λ2(G) ≤ 1 nasǉedno svojstvo, postoje minimalni zabraǌeni podgrafovi
za to svojstvo. Grafovi H1 −H12 (Slika 5) su minimalni zabraǌeni bipartitni podgrafovi
sa osobinom λ2(G) > 1 i pokazano je da su to jedini bipartitni grafovi sa tom osobinom.
Dakle, va�i sǉede�a teorema.

Teorema 2.17 Postoji taqno 12 minimalnih bipartitnih grafova sa osobinom λ2(G) > 1. To su
grafovi H1 −H12 (Slika 5).

H1 H2 H3

H11

H6 H7 H8 H9

H10

H5H4

H12

Slika 5

Pomo�u ove dvije familije grafova odre�eni su svi povezani bipartitni grafovi sa oso-
binom λ2 ≤ 1.
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Teorema 2.18 Ako povezan bipartitni graf G ne sadr�i kao podgraf nijedan od grafova H1−H12

(Slika 5), onda je G podgraf nekog grafova G1 −G7 (Slika 4).

Teorema 2.19 Povezan bipartitni graf G ima osobinu λ2(G) ≤ 1 ako i samo ako je G podgraf
nekog od grafova G1 −G7 (Slika 4).

2.4.2 Linijski grafovi

Karakterizacija linijskih grafova je data u [1] tako xto je pokazano da postoji taqno de-
vet minimalnih grafova koji nisu linijski grafovi, dok su u [28] su opisani svi povezani
linijski grafovi sa osobinom λ2(G) ≤ 1, kao i svi minimalni linijski grafovi sa osobinom
λ2(G) > 1.

Teorema 2.20 Graf G je linijski graf ako i samo ako ne sadr�i kao svoj indukovani podgraf
nijedan od grafova (E1 − E9) (Slika 6a).

E1 E2 E3 E4 E5

E6 E7 E8 E9

Slika 6a

Teorema 2.21 Grafovi F1, . . . , F9 (Slika 6b) imaju svojstvo λ2(Fi) ≤ 1 (i = 1, . . . , 9).

Graf F9 ima s + 3t (s, t ≥ 1) qvorova i sadr�i kao podgraf kompletan graf Ks+2t. Prilikom
odre�ivaǌa svih povezanih linijskih grafova sa svojstvom λ2(G) ≤ 1 naprije je pokazano
da u skupu svih linijskih grafova sa najvixe xest qvorova postoji taqno 16 zabraǌenih
podgrafova za pomenuto svojstvo (Slika 7), od kojih su taqno tri grafa nepovezani grafovi.

Teorema 2.22 Ako povezan linijski graf ne sadr�i kao svoj indukovani podgraf nijedan od grafova
G1 −G16 (Slika 7), onda je G indukovani podgraf nekog od grafova F1 − F9 (Slika 6b).
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. . . . .

. . . . . . .
. . . . . . . . . . .

F1 F2 F3 F4

F5 F6 F7

F8 F9

s

2t
t

Slika 6b

Teorema 2.23 Za povezan linijski graf G va�i da je λ2(G) ≤ 1 ako i samo ako je on podgraf jednog
od grafova F1 − F9 (Slika 6b).

Dokaz. Pretpostavimo da je G povezan linijski graf sa svojstvom λ2(G) ≤ 1. Iz Teoreme o
preplitaǌu slijedi da G ne sadr�i kao indukovani podgraf nijedan od grafova G1 −G16 na
Slici 7, pa onda, na osnovu prethodne teoreme, slijedi da G mora biti indukovani podgraf
nekog od grafova F1 − F9 (Slika 6a). Obratno, ako je je povezan linijski graf G indukovani
podgraf nekog od grafova F1−F9 na Slici 6b, onda je prema Teoremi o preplitaǌu λ2(G) ≤ 1.
Dokaz je kompletan. �
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G1 G2 G3 G4 G5 G6

G7 G8 G9 G10 G11

G12 G13 G14 G15 G16

Slika 7

U [28] su tako�e odre�eni svi minimalni linijski grafovi sa svojstvom λ2 > 1. Va�i
sǉede�a teorema.

Teorema 2.24 Grafovi G1 − G16 (Slika 7) su svi minimalni grafovi grana za koje va�i da je
λ2 > 1.

2.4.3 Uopxteni linijski grafovi

Uopxteni linijski grafovi su opisani u [9] i [10] time xto je pokazano da postoji taqno
31 minimalni graf koji nije uopxteni linijski graf (Slika 8a), dok su u [29] opisani svi
povezani uopxteni linijski grafovi sa osobinom λ2(G) ≤ 1, kao i svi minimalni uopxteni
linijski grafovi sa osobinom λ2(G) > 1.
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Teorema 2.25 Graf G je uopxteni linijski graf ako i samo ako ne sadr�i kao svoj indukovani
podgraf nijedan od grafova E1 − E31 (Slika 8a).

E1 E2 E3 E4 E5 E6

E7 E8 E9 E10 E11 E12

E13 E14 E15 E16 E17 E18

E19 E20 E21 E22 E23 E24 E25

E26 E27 E28 E29 E30 E31

Slika 8a

Povezani uopxteni grafovi grana G sa svojstvom λ2(G) ≤ 1 mogu opisati sǉede�im teore-
mama ([28] i [29]).

Teorema 2.26 Grafovi F10, F11 i F12 (Slika 8b) imaju svojstvo λ2(Fi) ≤ 1 (i = 10, 11, 12).

Kod grafa F12, linija izme�u CP (r) i Ks+2t oznaqava potpuni proizvod ova dva grafa, tj. u
ovom grafu imamo sve mogu�e grane izme�u CP (r) i Ks+2t.
Kako je svojstvo λ2(G) ≤ 1 nasǉedno, sliqno kao i u prethodnim razmatraǌima ono implicira
egzistenciju minimalnih uopxtenih lnijskih grafova koji ne zadovoǉavaju to svojstvo, tj.
egzistenciju minimalnih zabraǌenih podgrafova za to svojstvo.
U [29] je pokazano da u skupu svih uopxtenih linijskih grafova sa najvixe 7 qvorova postoji
taqno 21 zabraǌeni graf (18 povezanih i 3 nepovezana). Taqno 5 od ovih grafova nisu linijski
grafovi i oni su prikazani na Slici 9. Ostali grafovi iz pomenutog skupa zabraǌenih



31

grafova {G1, G2, . . . , G21} su prikazani na Slici 7.

Teorema 2.27 Ako povezan uopxteni linijski graf G ne sad�i kao indukovani podgraf nijedan
od grafova G1 −G21 (Slika 7 i Slika 9), onda je G indukovani podgraf nekog od grafova F1 − F12

(Slika 6b i Slika 8b).

... . . . . . .

. . . . . . . . . .

. . .

F10 F11

F12

Ks+2t

2sCP (r)

Slika 8b

Teorema 2.28 Povezan uopxteni graf grana G ima svojstvo λ2(G) ≤ 1 ako i samo ako je on podgraf
jednog od grafova F1 − F12 (Slika 6b i Slika 8b).
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G17 G18 G19 G20 G21

Slika 9

Tako�e su poznati i svi minimalni uopxteni linijski grafovi sa osobinom λ2 > 1. Va�i
sǉede�a teorema.

Teorema 2.29 Postoji taqno 21 minimalni uopxteni linijski graf sa osobinom λ2 > 1. To su
grafovi G1 −G21 (Slika 7 i Slika 9).

2.4.4 Unicikliqki grafovi

Svi unicikliqki grafovi qija druga sopstvena vrijednost nije ve�a od 1 su opisani u [19]. Sa

Cn−3
3 oznaqen je unicikliqki graf formiran tako xto su granom povezana dva qvora stepena

1 grafa K1,n−1. Sǉede�e tri teoreme u potpunosti odre�uju datu familiju grafova.

Teorema 2.30 Za unicikliqki graf G va�i λ2(G) < 1 ako i samo ako je G ili jedan od grafova
Cn−3

3 (n ≥ 3), C4, C5 ili jedan od grafova G15 −G22 (Slika 11).

Teorema 2.31 Za unicikliqki graf G va�i λ2(G) = 1 ako i samo ako je G ili kontura C6 ili
jedan od grafova G1 −G14 (Slika 10).

Posǉedica 2.4 Za unicikliqki graf G va�i λ2(G) ≤ 1 ako i samo ako je G ili kontura C6 ili
jedan od grafova G1 −G14 (Slika 10), ili neki ǌihov indukovani unicikliqki podgraf.
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G1 G2 G3 G4

G5 G6 G7 G8

G9 G10 G11 G12

G13 G14

r(r ≥ 1)

Slika 10

G15 G16 G17 G18

G19 G20 G21 G22

Slika 11
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2.4.5 Bicikliqki grafovi

Bicikliqki grafovi sa osobinom λ2 ≤ 1 odre�eni su u [20]. Postoje dva tipa bicikliqkih
grafova, i oni su ovdje detaǉnije opisani.

Neka su Cp i Cq dvije konture bez zajedniqkih qvorova i neka je v1 qvor koji pripada ko-
nturi Cp, a vl qvor koji pripada konturi Cq.
Graf koji se dobija povezivaǌem qvora v1 sa qvorom vl putem du�ine l − 1(l ≥ 1), gdje se pod
povezivaǌem putem du�ine 0 (za l = 1) podrazumijeva identifikacija qvorova v1 i vl, naziva
se ∞–graf i oznaqava se sa B(p, l, q). Bez smaǌeǌa opxtosti, ovdje se pretpostavja da je p ≤ q.
Sa B(p, l, q) se oznaqava skup svih bicikliqkih grafova koji su B(p, l, q) sa dodatim stablima.
Za ovakve bicikliqke grafove ka�e se da su tipa B∞.

Neka su Pl+1, Pp+1, Pq+1 tri puta bez zajedniqkih qvorova, gdje je 1 ≤ l ≤ p ≤ q, pri qemu
p i q nisu isovremeno jednaki 1. Graf koji se dobija dodavaǌem qvora u koji je incidentan
samo sa tri poqetna qvora ova tri puta i qvora v koji je incidentan samo sa tri krajǌa qvora
ova tri puta naziva se θ–graf i oznaqava se sa θ(p, l, q). Sa Θ(p, l, q) oznaqava se skup svih
bcikliqkih grafova koji su θ(p, l, q) sa dodatim stablima. Za ovakve bicikliqke grafove se
ka�e da su tipa Bθ.

Sǉede�im teoremama su opisani bicikliqki grafovi sa svojstvom λ2 ≤ 1.

Teorema 2.32 Bicikliqki graf G ima svojstvo λ2(G) ≤ 1 ako i samo ako je G indukovani bicik-
liqki podgraf jednog od grafova G1 −G14 (Slika 12), za s, t ≥ 0.

Dokaz prethodne teoreme neposredno slijedi iz naredne dvije teoreme.

Teorema 2.33 Neka je graf G tipa B∞. Tada je λ2(G) ≥ 1, a jednakost va�i samo ako je G graf
G1 (Slika 12), za s, t ≥ 0.

Teorema 2.34 Za bicikliqki graf G tipa Bθ va�i λ2(G) ≤ 1 ako i samo ako je G indukovani
bicikliqki podgraf jednog od grafova G2 −G14 (Slika 12).

Iz prethodnih teorema dobijamo sǉede�e posǉedice.
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Slika 12

Posǉedica 2.5 Ako je G bicikliqki graf sa brojem qvorova n > 12, onda je λ2(G) ≥ 1. Pritom
je λ2(G) = 1 ako i samo ako je G graf G1 (Slika 12), za s, t ≥ 0.

Posǉedica 2.6 Ako je G bicikliqki graf sa brojem qvorova n > 12, kod koga je broj nezavisnih
grana q, onda je λ2(G) ≥ 1. Pritom je λ2(G) = 1 ako i samo ako je G graf G1 (Slika 12), gdje je
s = q − 3, t ≥ 1 ili s = q − 2, t = 0.
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2.4.6 Regularni grafovi

Regularni grafovi qija sa svojstvom λ2(G) ≤ 1 su opisani u [38].
Dvijema teoremama koje slijede se daju neke osobine regularnih grafova.

Teorema 2.35 Neka je G povezan regularan graf, takav da je λ2(G) ≤ 1. Tada je diam(G) ≤ 3.

Teorema 2.36 Neka su G i H regularni grafovi. Tada va�i:

(1) λ2(G∇H) ≤ 1 ako i samo ako je λ2(G) ≤ 1 i λ2(H) ≤ 1,

(1) λ2(G) ≤ 1 ako i samo ako najmaǌa sopstvena vrijednost grafa G nije maǌa od −2.

Naredna dva tvr�eǌa daju neke opxte rezultate za regularne grafove kao i opis svih regu-
larnih grafova grafova G takvih da je λ2(G) ≤ 1 i λ2(G) ≤ 1.

Teorema 2.37 Ako je G povezan regularan graf sa n qvorova za koji va�i λ2(G) ≤ 1 i λn(G) ≥ −2,
onda je ispuǌen jedan od sǉede�ih uslova:

(1) G je povezan regularan linijski graf za koji va�i λ2(G) ≤ 1 (ovdje spadaju grafovi Cn(3 ≤
n ≤ 6), Kn (n ≥ 1) i grafovi G1 −G4 sa Slike 13),

(2) G je koktelski graf,

(3) G je Petersenov graf (graf Pet na slici 13).

G1 G2 G3

G4 Pet

Slika 13

Posǉedica 2.7 Neka je G povezan regularan graf. Tada G i G imaju drugu sopstvenu vrijednost
koja nije ve�a od 1 ako i samo ako je G jedan od tri tipa grafova opisanih u prethodnoj teoremi.

Naredna teorema daje karakterizaciju svih regularnih grafova qija druga sopstvena vrijed-
nost nije ve�a od 1.

Teorema 2.38 Svaki povezan regularan graf sa n qvorova za koji va�i λ2(G) ≤ 1 je komplement
(ne obavezno povezanog) regularnog grafa qija je svaka komponenta:
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(1) povezan regularan linijski graf ili

(2) koktelski graf ili

(3) jedan od 187 povezanih regularnih izuzetih grafova.

Naredne teoreme daju opis regularnih grafova sa osobinom λ2(G) ≤ 1 u nekim posebnim
sluqajevima.

Teorema 2.39 Svaki povezan regularan graf (sa n qvorova) stepena n − 1 (n ≥ 1) ili stepena
n− 2 (n ≥ 4) ima drugu sopstvenu vrijednost koja nije ve�a od 1.

Teorema 2.40 (i) Za povezan regularan graf G (sa n ≥ 3 qvorova) stepena 2 va�i λ2(G) ≤ 1
ako i samo ako je G kontura Cn (3 ≤ n ≤ 6).

(ii) Za povezan regularan graf G (sa n ≥ 5 qvorova) stepena n − 3 va�i λ2(G) ≤ 1 ako i samo
ako je ǌegov kompliment G kontura Cn (n ≥ 5) ili nepovezan graf qije su sve komponente
povezanosti konture.

Teorema 2.41 Neka je G povezan regularan graf (sa n qvorova) stepena 3 za koji va�i λ2(G) ≤ 1.
Onda je G: K4, Petersenov graf (graf Pet, Slika 13), G1 (Slika 13) ili jedan od grafova H1 −H3

(Slika 14).

H1 H2 H3

Slika 14

Teorema 2.42 Neka je G povezan regularan graf (sa n qvorova) stepena 4 za koji va�i λ2(G) ≤ 1.
Onda je G jedan od sǉede�ih grafova: K5, 2K4, C7, C3 ∪ C4, G2, G3 (Slika 13) ili I1 − I5 (Slika
15).
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I1 I2 I3

I4 I5

Slika 15

2.4.7 Korone

Podsjetimo se da se korona G1 ◦ G2 grafova G1 i G2 dobija od grafova G1 (sa n1 qvorova) i
grafa n1G2 (n1 kopija grafa G2) tako xto svaki i–ti qvor u G1 pove�emo granom sa svakim
qvorom i–te kopije grafa G2 (i = 1, 2, . . . , n1). Posebno, ako je n1 = 1 dobijamo da je svaki konus
korona.
U narednim teoremama se daju opisi svih korona G1 ◦ G2, razliqitih od konusa (tj. takvih
da je G1 ̸= K1) za koje va�i λ2(G1 ◦ G2) ≤ 1, kao i odre�ena spektralna svojstva i primjeri
konusa K1 ◦G2 za koje tako�e va�i λ2(K1 ◦G2) ≤ 1 [38].

Teorema 2.43 Neka graf G1 ima bar dva qvora. Ako je G2 = 2K1, onda je λ2(G1 ◦ G2) ≤ 1 ako i
samo ako je G1 kompletan graf.

Teorema 2.44 Neka su µ1, µ2, . . . , µn sopstvene vrijednosti proizvoǉnog grafa G. Onda su sve
sopstvene vrijednosti grafa G ◦K1 odre�ene jednaqinama

λ2 + µiλ− 1 = 0 (i = 1, 2, . . . , n).

Posǉedica 2.8 Ako graf G ima bar jednu granu, onda je λ2(G◦K1) ≤ 1 ako i samo ako svi qvorovi
grafa G koji nisu izolovani formiraju potpuni multipartitni graf.
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U narednim tvr�eǌima se razmatra sluqaj kada je G1 = K1, tj. kada imamo konus nad G
Cone(G) = K1 ◦G.

Teorema 2.45 Neka je G graf sa n qvorova za koji va�i λ2(G) ≤ 1. Onda je
λ2(Cone(G)) ≤ 1 ako i samo ako je PG(−2) ≤ 1− 2PG(1), kad god je n parno i PG(−2) ≥ 2PG(1)− 1,
kad god je n neparno.

Teorema 2.46 Ako je G regularan graf za koji va�i λ2(G) ≤ 1, onda je λ2(Cone(G)) ≤ 1.

Posǉedica 2.9 Neka je G graf sa n qvorova za koji va�i λ2(G) ≤ 1 i neka je λn(G) ≥ −2. Tada
va�i da je λ2(Cone(G)) ≤ 1.

Koriste�i prethodnu posǉedicu dobija se da ako je λ2(G) ≤ 1 i G uopxteni linijski graf,
onda je λ2(Cone(G)) ≤ 1.

2.5 λ2 ≤ 2

Refleksivni grafom se naziva graf G za koji va�i λ2(G) ≤ 2. Ovi grafovi imaju primjenu u
teoriji grupa refleksije, odakle i potiqe ǌihov naziv. Ako za refleksivni graf va�i da je
indeks grafa ve�i od 2, ovakav graf se naziva hiperboliqki.
Refleksivna stabla su prouqavana u [22], dok su [25] dati neki opxtiji rezultati koji se
mogu primijeniti na dato λ2.
Kao xto je i ranije ukazano, kod povezanih grafova druga sopstvena vrijednost grafa je uvijek
maǌa od indeksa grafa, dok se kod nepovezanog grafa druga sopstvena vrijednost i indeks neke
komponente povezanosti mogu da budu isti.
Kod refleksivnih grafova posebno su interesantni Smitovi grafovi, tj. grafovi kod kojih
je λ1 ≤ 2. Pokazano je da je skup maksimalnih grafova za nasǉedno svojstvo λ1 ≤ 2 konaqan
(Slika 16).

.......

Slika 16



40 Grafovi sa malom drugom sopstvenom vrijednox�u λ2

Neke va�ne osobine Smitovih grafova date su preko neredne teoreme i naredne leme.

Teorema 2.47 Neka je λ1(G) indeks grafa G. Tada je λ1 ≤ 2 (λ1 < 2) ako i samo ako je svaka
komponenta povezanosti grafa G podgraf (pravi podgraf) jednog od grafova sa Slike 16, koji svi
imaju indeks 2.

Lema 2.12 Neka je G povezan graf koji se dobija proxirivaǌem bilo kog Smitovog grafa qvorom
proizvoǉnog stepena. Onda je PG(2) < 0.

Da bi prezentovali rezultate, potrebno je uvesti neke nove pojmove i oznake.
Graf (G1, x1, x2, G2) oznaqava graf koji se sastoji od dva disjunktna grafa G1 i G2 i jedne
grane koja je incidentna sa qvorovima x1 ∈ G1 i x2 ∈ G2.
Graf G se naziva λ–kritiqnim u qvoru x ako je λ1(G− x) < λ < λ1(G).
Graf (G1, x1, x2, G2) se naziva λ–blizanac ako je graf G1 λ–kritiqan u x1 i graf G2 λ–kritiqan
u x2.
Za stablo T se ka�e da je λ–trivijalno ako postoji qvor x ∈ T takav da je λ1(T − x) ≤ λ.
Podstablo T1 stabla T se naziva ekstremalno ako je T1 komponenta grafa T − x za neki qvor
x ∈ T .
U [25] su dokazane sǉede�e teoreme (Teorema 2.46–2.48).

Teorema 2.48 Ako stablo T sa osobinom λ2(T ) ≤ λ sadr�i ekstremalno podstablo sa sop-
stvenom vrijednox�u λ, onda je stablo T λ–trivijalno.

Teorema 2.49 Stablo T sa osobinom λ2(T ) ≤ λ je ili λ–trivijalno ili je λ–blizanac.

Teorema 2.50 Neka je T λ–trivijalno stablo i x ∈ T qvor takav da je λ1(T − x) ≤ λ. Onda je
λ2(T ) = λ ako i samo ako k komponenti (k ≥ 2) grafa T − x imaju najve�u sopstvenu vrijednost
λ; u tom sluqaju je x specijalni qvor stabla T a λ je sopstvena vrijednost stabla T reda k + 1.

Stavǉaju�i λ = 2 u Teoremama 2.46 i 2.47 dobijamo sǉede�u posǉedicu.

Posǉedica 2.10 Ako refleksivno stablo sadr�i ekstremalno podstablo koje je Smitovo sta-
blo, onda je ono 2-trivijalno.
Refleksivno stablo je ili 2-trivijalno ili 2-blizanac.

Opxtiji sluqaj je prezentovan u narednoj teoremi [32]. Ovdje se razmatra graf G sa artiku-
lacionim qvorom u, pri qemu su komponente G1, G2, . . . , Gn komponente od G − u (Slika 17).
Pritom, termini ”graf je pozitivan, nula ili negativan” znaqe da je indeks grafa ve�i od
2, jednak 2, ili je maǌi od 2.

G1

G2

Gn

....................

u

Slika 17
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Teorema 2.51 Neka je G graf sa Slike 17, gdje je u artikulaconi qvor. Tada va�i:

(a) ako su dvije komponente grafa G − u pozitivne ili ako je samo jedna pozitivna a neka od
preostalih nula, onda je λ2 > 2;

(b) ako su bar dvije komponente grafa G−u nula i bilo koja od preostalih nije pozitivna, onda
je λ2 = 2;

(v) ako je najmaǌe jedna komponenta grafa G − u nula, a bilo koja od preostalih negativna,
onda je λ2 < 2.

Ova teoremom je obuhva�en veliki broj grafova za koje daje odgovor da li su refleksivni.
Me�utim, ovim tvr�eǌem nisu obuhva�eni grafovi kod kojih je jedan od grafova G1, G2, . . . , Gn

pozitivan, dok su preostali negativni. U toj situaciji imamo veliki broj sluqajeva kada je
λ2 < 2 i tako�e kada je λ2 > 2.
Upravo ovi sluqajevi su predmet daǉih istra�ivaǌa, koja su zapoqeta u radu [32]. Prva klasa
koja se pokazala podesnom za rjexavaǌe ovog problema je jedna posebna klasa bicikliqkih
grafova. Ovi grafovi se sastoje iz ”centralnog dijela” (koji ostaje nakon xto se iz grafa
sukcesivno uklone svi qvorovi stepena 1) i dodatih stabala. U [32] su razmatrani grafovi
kod kojih centralni dio sadr�i dvije disjunktne konture povezane putem. Ako je du�ina
takvog puta najmaǌe 2 onda, prema Teoremi 2.49, odgovaraju�i graf nije refleksivni graf,
osim ako se sastoji samo od dvije konture koje su povezane jedinstvenim putem du�ine 2.
Stoga su jedini grafovi (iz pomenute klase grafova) na koje se ne mo�e primijeniti teorema
2.49 upravo oni koji se sastoje iz dvije disjunktne konture, ǌima dodatih stabala i jedne
grane koji povezuje qvor c1 sa qvorom c2, gdje qvor c1 pripada konturi du�ine n1 = m1 + 2, a
qvor c2 konturi du�ine n2 = m2 + 2 (c1c2 je most) (Slika 18).

c1 c2

.............

.............

m1 m2

Slika 18

Naravno, interesantni su samo sluqajevi kada Teorema 2.49 ne daje odgovor na pitaǌe da
li je graf refleksivan, a to su sluqajevi kada svaka kontura ima dodato bar po jedno stablo.
Dakle, u radu su razmatrani bicikliqki grafovi G sa mostom c1c2 izme�u kontura za koje
su obje komponente G − c1c2 2-kritiqne u c1 i c2 respektivno, tj. takvi grafovi da poslije
uklaǌaǌa bilo kojeg od artikulacionih qvorova c1 odn. c2 dobijamo taqno jednu pozitivnu
komponentu, dok su ostale negativne.
Glavni rezultat u radu [32] je sǉede�a teorema.

Teorema 2.52 Ako je G bicikliqki graf sa mostom izme�u kontura i ako se na ǌega ne mo�e
primijeniti Teorema 2.49, onda je on refleksivan ako i samo ako je on indukovani podgraf jednog
od 99 grafova (iz familije grafova qija je kompletna lista data u [32]).
Ako bi se umjesto biciklqki reklo najmaǌe bicikliqki, zakǉuqak bi obuhvatio jox jedan graf koji
je tricikliqki.

Tako�e, pored tricikliqkog grafa koji je dobijen prilikom ispitivaǌa klase bicikliqkih
grafova sa mostom, dobijena je i jedna klasa tricikliqkih refleksivnih grafova u okviru
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razmatraǌa grafova sa qetiri konture (vidjeti [31]).
Na osnovu dosadaxǌih razmatraǌa mogu se izdvojiti qetiri karakteristiqne klase stablo-
likih tricikliqkih refleksivnih grafova na koje se ne mo�e primijeniti teorema 2.49 i qije
konture ne qine snop (vidjeti [23]).
U strukturi takvog grafa mogu se uoqiti dvije tzv. spoǉaxǌe konture, koje imaju samo po
jedan zajedniqki qvor sa tre�om, tzv. centralnom konturom. Dodirni qvorovi na centralnoj
konturi mogu biti nesusjedni, ali u tom sluqaju kontura mora biti qetvorougao. Naime, ako
bi du�ina ove konture bila bar 5, uklaǌaǌem jednog ǌenog qvora mogao bi da se dobije graf
na koji se mo�e primijeniti teorema 2.49 (a), pa bi slijedilo da je i za poqetni graf λ2 > 2.
Razlikujemo klasu tricikliqkih grafova kod kojih je centralna kontura du�ine 4 i na kojoj
su dodirni qvorovi nesusjedni, dok ako su dodirni qvorovi na centralnoj konturi jesu su-
sjedni, ona mo�e biti du�ine k, k ≥ 3. Ovi grafovi se prema du�ini centralne konture mogu
podijeliti u tri klase: klasa gdje je k = 3, k = 4 ili k ≥ 5. Ove klase su posebno prouqavane,
naroqito posǉedǌa klasa za koju su prona�eni svi maksimalni refleksivni grafovi tog tipa.
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Tehnika zvijezda komplimenata

Tehnika zvijezda komplemenata1 je aparat spektralne teorije grafova kojim se, najopxtije
govore�i, grafovi rekonstruixu na osnovu ǌihovih indukovanih podgrafova zvanih zvijezda
komplementi i unaprijed preciziranih spektralnih osobina.

Ako je µ sopstvena vrijednost grafa G reda k, onda je zvijezda skup (koji �emo oznaqavati
sa ∗–skup) za sopstvenu vrijednost µ grafa G skup X od k qvorova grafa G takvih da µ nije
sopstvena vrijednost grafa G−X.
Graf H = G−X nazivamo zvijezda komplement (i oznaqavamo sa ∗–komplement) za sopstvenu
vrijednost µ grafa G.
Zvijezda skup i zvijezda komplement postoje za bilo koju sopstvenu vrijednost i za proizvoǉni
graf i ne moraju biti jedinstveni. Pored toga, pokazano je da za svaku sopstvenu vrijednost
µ povezanog grafa G va�i da je zvijezda kompliment za µ povezan graf.

H–susjedstvo proizvoǉnog qvora x u X je skup koji sadr�i sve qvorove iz H koji su su-
sjedni sa qvorom x. H–susjedstva qvorova iz skupa X su neprazna i razliqita ukoliko va�i
µ ̸∈ {−1, 0} ([14]).
Ako oznaqimo t = |V (H)|, onda va�i |X| ≤

(
t
2

)
([15]), xto je i najboǉa mogu�a procjena. U

sluqaju povezanih regularnih grafova prethodna granica se mo�e umaǌiti za 1 – vidjeti [3]
ili [15];

Mo�e se dokazati da ukoliko je Y pravi podskup skupa X, onda je X−Y ∗–skup za sopstvenu
vrijednost µ grafa G− Y , a time je i graf H ∗–komplement za sopstvenu vrijednost µ grafa
G− Y .

Ako graf G ima ∗–komplement H za sopstvenu vrijednost µ i ako G nije pravi indukovani
podgraf nekog drugog grafa koji ima isti ∗–komplement H za istu sopstvenu vrijednost µ,
onda za G ka�emo da je maksimalan graf koji ima ∗–komplement H za sopstvenu vrijednost µ
(ili da je graf G jedan H-maksimalan graf za sopstvenu vrijednost µ).
Postoji konaqno mnogo maksimalnih grafova koji imaju unaprijed zadati ∗–komplement za
sopstvenu vrijednost µ pod uslovom da je ispuǌeno µ ̸∈ {−1, 0}.
U opxtem sluqaju, postoje razliqiti maksimalni grafovi (za unaprijed zadate H i µ), ali

1engl. the star complement technique.

43



44 Tehnika zvijezda komplimenata

u nekim (posebno interesantnim) situacijama maksimalan graf je jedinstven. Takav maksi-
malan graf je jedinstveno odre�en ∗–komplementom i sopstvenom vrijednox�u µ.

Va�i i sǉede�a teorema, poznata u literaturi kao Teorema o rekonstrukciji 2 ([14]).

Teorema 3.1 Neka je G proizvoǉan graf qija je matrica susjedstva(
AX BT

B C

)
,

gde je AX matrica susjedstva podgrafa grafa G indukovanog skupom qvorova X. Tada je X ∗–skup
za sopstvenu vrijednost µ grafa G ako i samo ako µ nije sopstvena vrijednost grafa C i ukoliko
va�i µI −AX = BT (µI − C)−1B.

Iz prethodne teoreme zakǉuqujemo da ukoliko su zadati µ,C i B, onda je matrica AX jedi-
nstveno odre�ena. Drugim rijeqima, ukoliko je zadata sopstvena vrijednost µ, ∗–komplement
H za µ i H–susedstva qvorova iz skupa X, onda je graf G jedinstveno odre�en.

Nakon ovoga, postavǉa se pitaǌe, do koje mjere je graf G odre�en samo ∗–komplementom
H i sopstvenom vrijednox�u µ? Imaju�i u vidu prethodna razmatraǌa, dovoǉno je uzeti
u obzir samo grafove G koji su H–maksimalni za sopstvenu vrednost µ (jer je svako drugo
proxireǌe ∗–komplementa H za istu sopstvenu vrijednost jedan indukovani podgraf nekog
(ne obavezno jedinstvenog) maksimalnog proxireǌa, to jest H–maksimalnog grafa).

Neka je dat proizvoǉan graf H, neka je U podskup skupa V (H) i neka je u qvor koji ne
pripada skupu V (H). Oznaqimo sa H(U) graf koji se dobija od grafa H spajaǌem qvora u sa
svim qvorovima iz skupa U .
Ka�emo da su u, U , i H(U) redom vaǉani qvor, vaǉan skup i vaǉano proxireǌe3 koji odgovaraju
sopstvenoj vrijednosti µ i ∗–komplementu H, ukoliko je µ sopstvena vrijednost grafa H(U),
ali nije sopstvena vrijednost grafa H.
Na osnovu Teoreme o rekonstrukciji, qvor u i podskup U su vaǉani ako i samo ako va�i
jednakost bT

u (µI − C)−1bu = µ, gdje je bu karakteristiqni vektor qvora u (u odnosu na V (H)),
dok je C matrica susjedstva grafa H.

Pretpostavimo sada da su U1 i U2 (ne obavezno vaǉani) skupovi koji odgovaraju redom
qvorovima u1 i u2. Neka su H(U1, U2; 0) i H(U1, U2; 1) grafovi koji se dobijaju dodavaǌem
qvorova u1 i u2 na graf H i to tako da su ta dva qvora nesusjedna u prvom, a susjedna u
drugom grafu.

Ka�emo da su u1 i u2 dobri (vaǉani) partneri i da su U1 i U2 kompatibilni skupovi, uko-
liko je µ sopstvena vrednost vixestrukosti 2 ili u grafu H(U1, U2; 0) ili u grafu H(U1, U2; 1).
Va�no je ista�i slede�u qiǌenicu: ukoliko va�i µ ̸∈ {−1, 0}, bilo koji vaǉan skup je
neprazan, a svaka dva kompatibilna vaǉana skupa su razliqita (vidjeti [14]). U skladu
sa Teoremom o rekonstrukciji, dva qvora u1 i u2 su vaǉani partneri (to jest, ǌima odgo-
varaju�i skupovi U1 i U2 su kompatibilni) ako i samo ako va�i bT

u1
(µI − C)−1bu2 ∈ {−1, 0},

gdje su bu1 i bu2 ranije uvedene oznake.

Dodatno, slijedi (opet, na osnovu Teoreme o rekonstrukciji) da bilo koji skup qvorova
X u kom su svi qvorovi vaǉani i individualno i razmatrani u svim mogu�im parovima, in-
dukuje jedno vaǉano proxireǌe, recimo G, unutar koga skup X mo�e biti interpretiran kao

2engl. the Reconstruction Theorem.
3engl. good vertex, good set and good extension.
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∗–skup za sopstvenu vrijednost µ sa odgovaraju�im ∗–komplementom H.

Kod tehnike ∗–komplemenata interesantni su oni grafovi koji imaju neku unaprijed za-
datu sopstvenu vrijednost (najqex�e velike vixestrukosti). Ako je G graf qija je sopstvena
vrijednost µ vixestrukosti k > 1, onda je G jedno vaǉano (k–tjemensko) proxireǌe nekog svog
∗–komplementa, recimo H (u naxim razmatraǌima, G �e biti iskǉuqivo H–maksimalan graf
za sopstvenu vrijednost µ).

Praktiqno, odre�ivaǌe maksimalnih grafova za zadati ∗–komplement i neku sopstvenu
vrijednost tehnikom ∗–komplemenata se sastoji u sǉede�em:

(1) Najprije odre�ujemo sve mogu�e vaǉane skupove za zadati ∗–komplement i sopstvenu
vrijednost µ (̸= −1, 0);

(2) Zatim, u ciǉu odre�ivaǌa H–maksimalnih grafova za sopstvenu vrijednost µ (̸= −1, 0),
formiramo takozvani graf proxireǌa4 qija su qvorovi vaǉani qvorovi za sopstvenu vri-
jednost µ i ∗–komplement H, a u kom su dva qvora susjedna ako i samo ako su oni va-
ǉani partneri. Jednostavno zakǉuqujemo da je, na ovaj naqin, odre�ivaǌe maksimalnih
proxireǌa redukovano na odre�ivaǌe maksimalnih klika u grafu proxireǌa ([15]).

Naravno, me�u odre�enim H–maksimalnim grafovima mo�e biti izomorfnih, te se naposle-
tku, provjerava izomorfnost i zadr�avaju samo neizomorfni maksimalni grafovi.

3.1 Neki zvijezda komplimenti za grafove qija je druga sop-
stvena vrijednost

√
5−1
2

Grafovi qija druga sopstvena vrijednost nije ve�a od σ (σ =
√
5−1
2 zlatni presjek) su prouqa-

vani u, npr., [16], [17], [30], ili [33].
Naredna tvr�eǌa iz [39] daju neke rezultate primjene tehnike zvijezda komplimenata kod ovih
grafova.

Lema 3.1 Put P3 je jedino stablo, dok su grafovi L1 − L6 (Slika 19) jedini unicikliqki i bi-
cikliqki grafovi koji mogu biti zvijezda komplimenti za σ kao drugu sopstvenu vrijednost.

L2 L3 L4 L5 L6L1

1

23

4

1

2

3

4

5

1

2

3

4

5 6

Slika 19: Unicikliqki i bicikliqki zvijezda komplimenti za
√
5−1
2 kao drugu sopstvenu

vrijednost.
4engl. extendability graph.
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Teorema 3.2 Postoji taqno devet neizomorfnih maksimalnih proxireǌa zvijezda komplime-
nata L1 − L4 (Slika 19). U listi koja slijedi su dati sǉede�i podaci: broj qvorova, spektar,
vaǉani skupovi (vaǉani skupovi grafova 1–3 (respektivno 4–6 i 7–9) u odnosu na odgovaraju�i
zvijezda kompliment L1 (respektivno L5 i L6) – pri qemu vaǉani skupovi korespondiraju odgo-
varaju�im oznakama qvorova).

1. 6 [−1.61802,−0.4142, 0.61802, 2.4142] {2}, {3}

2. 6 [−1.61802,−1.2360, 0.61802, 3.2360] {2}, {1, 2, 4}

3. 6 [−1.61802,−1.4995, 0.61802, 3.4495] {1, 2, 4}, {1, 3, 4}

4. 7 [−1.8434,−1.61802, 0.3068, 0.61802, 3.53663] {1, 2}, {1, 4}

5. 7 [−1.8284,−1.61802, 0, 0.61802, 3.8284] {1, 4}, {1, 3, 4, 5}

6. 8 [−1.8541,−1.61803, 0.61803, 4.8541] {3}, {1, 2, 3, 5}, {1, 3, 4, 5}

7. 8 [−2.1413,−1.61802, 0, 0.5151, 0.61802, 3.6262] {1, 2}, {1, 4}

8. 8 [−2,−1.61802,−1, 0.4384, 0.61802, 4.5616] {1, 2, 3, 6}, {1, 3, 4, 6}

9. 9 [−2.1240,−1.61803, 0.3985, 0.61803, 4.7255] {1, 4}, {1, 3, 4, 5}, {1, 3, 4, 6}

Napomena: L2 je zvijezda kompliment grafova 4 i 5, L3 je zvijezda komplement grafova 7 i
9, dok je L4 zvijezda kompliment grafova 1–5 i 8.

3.2 Neki zvijezda komplimenti za grafove qija je druga sop-
stvena vrijednost 1

3.2.1 Unicikliqki grafovi

U [37], [39] i [40] autori koriste tehniku zvijezda komplimenta da bi dobili neke od grafova
qija je druga sopstvena vrijednost 1. U kasnijim radovima odre�eni su svi unicikliqki zvi-
jezda komplimenti za 1 kao drugu sopstvenu vrijednost.
Postoji devet takvih grafova i jox jedna beskonaqna familija (Slika 20). Do sada su odred-
jeni vaǉani skupovi i maksimalna proxireǌa za svih devet grafova, dok su za grafove iz
beskonaqne familije odre�eni svi vaǉani skupovi.

Teorema 3.3 [40] Unicikliqki graf H mo�e biti ∗–komplement za sopstvenu vrednost λ2 = 1
ako i samo ako je izomorfan nekom od grafova na Slici 20.
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Slika 20: Unicikliqki ∗–komplementi za sopstvenu vrijednost λ2 = 1.

Teorema 3.4 [40]. Za svaki graf Hi (i = 1, . . . , 10) sa Slike 21, odgovaraju�i vaǉani skupovi dati
su u listi koja slijedi.

H1 : U1 = {1}, U2 = {2}, U3 = {3}, U4 = {4}, U5 = {5}, U6 = {1, 2, 3}, U7 = {1, 2, 5},
U8 = {1, 4, 5}, U9 = {2, 3, 4}, U10 = {3, 4, 5};

H2 : U1 = {3}, U2 = {2, 5}, U3 = {4, 5}, U4 = {2, 3, 4};
H3 : U1 = {1}, U2 = {2}, U3 = {3}, U4 = {4}, U5 = {1, 6}, U6 = {2, 5}, U7 = {3, 5},

U8 = {4, 6}, U9 = {1, 3, 4}, U10 = {2, 3, 4}, U11 = {3, 5, 6}, U12 = {4, 5, 6},
U13 = {1, 2, 3, 6}, U14 = {1, 2, 4, 5};

H4 : U1 = {1}, U2 = {2}, U3 = {4}, U4 = {2, 5}, U5 = {2, 6}, U6 = {3, 5}, U7 = {3, 6},
U8 = {4, 5}, U9 = {4, 6}, U10 = {1, 2, 3}, U11 = {1, 3, 4}, U12 = {3, 5, 6},
U13 = {1, 2, 4, 5, 6};

H5 : U1 = {3, 4}, U2 = {3, 5}, U3 = {1, 4, 5}, U4 = {2, 4, 5};
H6 : U1 = {1, 5}, U2 = {1, 6}, U3 = {2, 4}, U4 = {2, 6}, U5 = {3, 4}, U6 = {3, 5}, U7 = {1, 4, 5, 6},

U8 = {2, 4, 5, 6}, U9 = {3, 4, 5, 6}
H7 : U1 = {2}, U2 = {3, 4}, U3 = {3, 5}, U4 = {1, 4, 6}, U5 = {1, 5, 6}, U6 = {2, 4, 5},

U7 = {3, 4, 6}, U8 = {3, 5, 6}, U9 = {1, 2, 3, 6}, U10 = {2, 4, 5, 6};
H8 : U1 = {1}, U2 = {2}, U3 = {3}, U4 = {1, 6}, U5 = {1, 7}, U6 = {2, 4}, U7 = {2, 5},

U8 = {3, 4}, U9 = {3, 5}, U10 = {1, 6, 7}, U11 = {2, 4, 7}, U12 = {2, 5, 7}, U13 = {3, 4, 6},
U14 = {3, 5, 6}, U15 = {1, 2, 3, 6}, U16 = {1, 2, 3, 7}, U17 = {1, 4, 6, 7}, U18 = {1, 5, 6, 7},
U19 = {2, 4, 5, 7}, U20 = {3, 4, 5, 6}, U21 = {1, 2, 3, 4, 5}, U22 = {2, 4, 5, 6, 7},
U23 = {3, 4, 5, 6, 7};

H9 : U1 = {1}, U2 = {3}, U3 = {1, 7}, U4 = {2, 4}, U5 = {2, 5}, U6 = {2, 6}, U7 = {3, 4},
U8 = {3, 5}, U9 = {3, 6}, U10 = {1, 2, 3}, U11 = {1, 4, 7}, U12 = {1, 5, 7}, U13 = {1, 6, 7},
U14 = {2, 4, 5}, U15 = {2, 4, 6}, U16 = {2, 5, 6}, U17 = {3, 4, 5, 7}, U18 = {3, 4, 6, 7},
U19 = {3, 5, 6, 7}, U20 = {2, 4, 5, 6, 7}, U21 = {3, 4, 5, 6, 7}, U22 = {1, 2, 3, 4, 5, 6};

H10 : {j}, {1, j} (4 ≤ j ≤ n), {2} ∪ T, {3} ∪ T (ako je n = 7, gde je T bilo koji skup (mogu�e i
prazan) qvorova stepena 1), {1, 2} ∪ T, {1, 3} ∪ T (ako je n = 11, gde je T bilo koji skup
(mogu�e i prazan) qvorova stepena 1), {2, 3} ∪ Tn−5 (gde je Tn−5 bilo koji skup od n− 5
(n ≥ 5) qvorova stepena 1), {1, 2, 3} ∪ Tn−7 (gde je Tn−7 bilo koji skup od n− 7 (n ≥ 7)
qvorova stepena 1).
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Narednim teoremana su odre�eni svi H–maksimalni grafovi koji imaju neke od ∗–komplemenata
(za sopstvenu vrijednost λ2 = 1) iz Teoreme 3.3.

Teorema 3.5 [40] Postoji jedinstven maksimalan graf qiji je ∗–komplement za sopstvenu vrije-
dnost λ2 = 1 graf H5 (ili H6).

Teorema 3.6 [40] U listi koja slijedi, dati su neizomorfni maksimalni grafovi koji imaju ∗–
komplement H za sopstvenu vrijednost λ2 = 1, gdje je graf H izomorfan nekom od grafova H1−H4

i H7 − H9. Uz svaki graf dati su sǉede�i podaci: broj qvorova, broj grana, spektar i vaǉani
skupovi.

H1:

G1 : 7, 12, [3.65, 12,−12,−1.65,−2]; U7, U8.
G2 : 8, 11, [3, 13,−12,−22]; U1, U3, U6.
G3 : 10, 15, [3, 15,−24]; U1, U2, U3, U4, U5.

H2:

G4 : 6, 8, [2.90, 1, 0,−0.60,−1,−2.29]; U4.
G5 : 8, 12, [3, 13,−13,−3]; U1, U2, U3.

H3:

G6 : 10, 20, [4.37, 14,−12,−1.37,−2,−3]; U8, U10, U11, U13.
G7 : 12, 24, [4.27, 16,−1,−23,−3.27]; U4, U5, U6, U7, U12, U14.
G8 : 16, 40, [5, 110,−35]; U1, U2, U3, U4, U5, U6, U7, U8, U11, U12.

H4:

G9 : 10, 16, [3.70, 14,−13,−2,−2.70]; U6, U7, U10, U11.
G10 : 12, 24, [4.27, 16,−1,−23,−3.27]; U4, U5, U8, U9, U12, U13.
G11 : 16, 40, [5, 110,−35]; U1, U2, U3, U4, U5, U6, U7, U8, U9, U12.

H7:

G13 : 10, 21, [4.46, 14,−13,−2.46,−3]; U7, U8, U9, U10.
G14 : 15, 45, [6, 19,−35]; U1, U2, U3, U4, U5, U6, U7, U8, U10.

H8:

G15 : 14, 37, [5.77, 17,−12,−22,−2.77,−4]; U10, U11, U12, U13, U14,
U15, U16.

G16 : 18, 57, [6.66, 111,−1,−34,−4.66]; U4, U5, U6, U7, U8, U9, U17,
U18, U19, U20, U21.

G17 : 27, 135, [10, 120,−56]; U1, U2, U3, U4, U5, U6, U7, U8, U9, U10,
U11, U12, U13, U14, U17, U18, U19, U20, U22, U23.

H9:

G18 : 18, 57, [6.66, 111,−1,−34,−4.66]; U7, U8, U9, U11, U12, U13,
U14, U15, U16, U21, U22.

G19 : 27, 135, [10, 120,−56]; U1, U2, U3, U4, U5, U6, U7, U8, U9, U11,
U12, U13, U14, U15, U16, U17, U18, U19, U20, U21.
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Slika 21: Beskonaqna familija unicikliqkih zvijezda komplimenata za 1 kao drugu
soopstvenu vrijednost (qvorovi 4, . . . , n formiraju potpuni nepovezan graf).

Teorema 3.7 [39]Neka je K graf sa Slike 21 i neka je U podskup od V (K). Daǉe, neka Tn−5 pred-
stavǉa skup od bilo kojih n−5 terminalnih qvorova grafa K, a T skup svih terminalnih qvorova
grafa K. Graf K(U) je vaǉano proxireǌe ako i samo ako U je jedan od sǉede�ih skupova:

1. {i} (4 ≤ i ≤ n);

2. {1, i} (4 ≤ i ≤ n);

3. {2, 3} ∪ Tn−5;

4. {2} ∪ T i {3} ∪ T , kada je n = 7;

5. {1, 2} ∪ T i {1, 3} ∪ T , kada je n = 11;

6. {2, 3}, kada je n = 5;

7. {1, 2, 3}, kaa je n = 7;

8. {2} i {3}, kada je n = 7;

9. {1, 2} i {1, 3}, kada je n = 11.

3.2.2 Koktelski grafovi

U [39] se razmatraju koktelski grafovi kao zvijezda komplimenti za grafove kod kojih je 1
druga sopstvena vrijednost.

Teorema 3.8 Neka je CP (k) koktelski graf reda 2k i neka je U podskup V (CP (k)). Graf CP (k)(U)
je vaǉano proxireǌe ako i samo ako U je:

1. komplemnt bilo kog trougla u CP (k) ili

2. bilo koji indukovani put du�ine 2 u CP (6).

Posebno za sluqaj CP (6) va�i sǉede�a teorema.
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Teorema 3.9 Postoji taqno devet neizomorfnih maksimalnih proxireǌa zvijezda komplimenta
CP (6). Svako od ǌih ima 26 qvorova i sadr�i sǉede�e vaǉane skupove (qvorovi u CP (6) su oz-
naqeni sa 1, 2, . . . , 12, tako da qvorovi 2i−1 i 2i (i = 1, 2, . . . 6) nisu susjedni): {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {3, 4, 5},
{3, 4, 6}, {1, 5, 6}, {2, 5, 6}. U doǌoj listi je dat spektar svih devet pomenutih grafova zajedno sa
komplementima preostalih vaǉanih skupova.

1. [−6.4999,−34,−2.0660,−24,−1.2435, 114, 15.8094] {8, 10, 12}, {7, 10, 12}, {8, 9, 12}, {7, 9, 12},
{2, 4, 6}, {1, 4, 6}, {2, 3, 6}, {1, 3, 6}

2. [−6.3716,−34,−2.2731,−24,−1.2510, 114, 15.8956] {8, 10, 12}, {7, 10, 12}, {8, 9, 12}, {7, 9, 12},
{1, 4, 6}, {2, 3, 6}, {1, 3, 5}, {1, 3, 6}

3. [−5.8856,−35,−24,−1.2626, 114, 16.1482] {8, 10, 12}, {7, 10, 12}, {8, 9, 12}, {7, 9, 12}, {2, 4, 6},
{1, 3, 6}, {1, 4, 5}, {2, 3, 5}

4. [−6.4172,−34,−2.0644,−24,−1.4107, 114, 15.8923] {8, 10, 12}, {7, 10, 12}, {8, 9, 12}, {7, 9, 12},
{1, 4, 6}, {2, 4, 6}, {1, 3, 6}, {2, 3, 6}

5. [−6.2877,−34,−2.2690,−24,−1.4213, 114, 15.9780] {8, 9, 12}, {7, 10, 12}, {7, 9, 12}, {7, 9, 11},
{1, 4, 6}, {2, 3, 6}, {1, 3, 5}, {1, 3, 6}

6. [−5.7930,−35,−24,−1.4360, 114, 16.2290] {8, 9, 12}, {7, 10, 12}, {7, 9, 12}, {7, 9, 11}, {2, 4, 6},
{1, 3, 6}, {1, 4, 5}, {2, 3, 5}

7. [−6.1355,−34,−26, 114, 16.1355] {8, 10, 12}, {7, 9, 12}, {7, 10, 11}, {8, 9, 11}, {1, 4, 6}, {2, 4, 6},
{2, 3, 6}, {1, 3, 6}

8. [−6,−34,−2.2195,−25, 114, 16.2195] {8, 10, 12}, {7, 9, 12}, {7, 10, 11}, {8, 9, 11}, {1, 4, 6}, {2, 3, 6},
{1, 3, 5}, {1, 3, 6}

9. [−5.4659,−35,−25, 114, 16.4659] {8, 10, 12}, {7, 9, 12}, {7, 10, 11}, {8, 9, 11}, {2, 4, 6}, {1, 3, 6},
{1, 4, 5}, {2, 3, 5}

3.2.3 Povezani grafovi sa najvixe pet qvorova

Narednom teoremom se daju povezani grafovi sa najvixe pet qvorova koji mogu biti zvijezda
komplimenti za 1 kao drugu sopstvenu vrijednost. Ovi rezultati su dati u [39] i [12].

Teorema 3.10 [39]Postoji taqno 14 povezanih grafova sa najvixe pet qvorova koji mogu biti
zvijezda kompliment za 1 kao drugu sopstvenu vrijednost. Ovi grafovi su dati na Slici 22.
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Slika 22: Povezani zvijezda komplimenti sa najvixe pet qvorova za 1 kao drugu sopstvenu
vrijednost.

Neki od grafova na Slici 22 se srije�u i ranije (Slika 19). Interesantno je da je svaki
od grafova J1 − J4 na Slici 22 ima jedinstveno maksimalno proxireǌe, tj. svi ǌihovi va-
ǉani qvorovi su me�usobno kompatibilni. Pored toga, maksimalna proxireǌa J2 i J3 su
izomorfna. U listi koja slijedi, data su sva ta proxireǌa: broj qvorova, spektar i vaǉani
skupovi.

J1: 9 [−24, 14, 4] {1, 4}, {1, 5}, {2, 4, 5}, {3, 4, 5}

J2: 7 [−2,−1.6458,−12, 12, 3.6458] {1, 2, 5}, {1, 4, 5}

J3: 7 [−2,−1.6458,−12, 12, 3.6458] {1, 2}, {1, 5}

J4: 6 [−2,−1.2361,−1, 0, 1, 3.2361] {1, 5}





Glava 4

NSG

NSG1-ovi su grafovi koji ne sadr�e 2K2, P4 ili C4 kao indukovane podgrafove. Ovi
grafovi igraju va�nu ulogu u istra�ivaǌima grafova koja se odnose na maksimalni indeks
grafa. Naime, poznato je da je graf sa maksimalnim indeksom koji ima konaqan (fiksiran)
broja grana u stvari NSG (vidjeti, npr. [34]).
U naredna dva poglavǉa dajemo pregled dobijenih rezultata koji se odnose na sve NSG–ove
koji imaju drugu sopstvenu vrijednost maǌu od 1 i odre�ujemo sve NSG–ove koji imaju drugu
sopstvenu vrijednost jednaku 1.

4.1 NSG sa drugom sopstvenom vrijednox�u λ2 maǌom od 1

Svaki graf koji ne sadr�i P4 kao indukovani podgraf (tj. ako je kograf) se mo�e predstaviti
pomo�u kostabla2 (Ova prezentacija je data u [6] dok je modifikacija data u [2]). Neka je TG

kostablo koje reprezentuje kograf G. Ako sa ⊕ i ⊗ oznaqimo (disjunktnu) uniju i potpuni
proizvod dva grafa, onda je kostablo TG korjensko stablo u kome svaki unutraxǌi qvor w
ili ⊕–tipa (xto odgovara uniji grafova) ili ⊗–tipa (odgovara potpunom proizvodu grafova).
Terminalni qvorovi (listovi) nisu ni jednog od ova dva tipa (svaki od ǌih reprezentuje sebe
u G). Svaki unutraxǌi qvor, recimo w, predstavǉa podgraf od G koji je indukovan nasǉe-
dnicima od w, i oznaqava se sa Gw. Direktni nasǉednik (ili dijete) bilo kog unutraxǌeg
qvora w ima tip koji se razlikuje od onog koji ima w (ili je bez tipa, ako je u pitaǌu te-
rminalni qvor). Pored toga, svaki neterminalni qvor bar dva direktna nasǉednika. Na ovaj
naqin, svi unutraxǌi qvorovi na proizvoǉnom putu od korijena do bilo kog terminalnog
qvora su (⊗,⊕)–alterniraju�i.

1engl. NSG-nested split graphs.
2engl. cotree.
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Dokazano je da je ovakva reprezentacija jedinstvena. Kao ilustracija, na Slici 23 je pre-
dstavǉen jedan kograf G zajedno sa svojim odgovaraju�im kostablom TG.

v8

v7

v1 v2
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v4

v6 v5

G

v1 v2

v3

v4

v5 v6

v7

v8

⊕

⊗ ⊗

⊕ ⊕

⊗

TG

Slika 23

Za daǉe razmatraǌe va�an je i pojam divizora. Neka je data s × s matrica D = (dij), i
neka je skup qvorova grafa G podijeǉen na neprazne skupove V1, V2, . . . , Vs tako da za svako
i, j ∈ {1, 2, . . . , s} svaki qvor iz Vi je susjedan sa taqno dij qvorova u Vj. Multidigraf H sa
matricom susjedstva D se zove predǌi divizor3 grafa G ili kratko divizor grafa G ([14]).

Ve� je ranije reqeno da je sopstvena vrijednost λ grafa G glavna sopstvena vrijednost
grafa G ako ǌoj odgovaraju�i sopstveni potprostor sadr�i vektor qija suma koordinata
nije nula. Ako to ne va�i λ se naziva sporedna sopstvena vrijednost grafa G.
Glavni dio spektra grafa G se sastoji od svih ǌegovih glavnih sopstvenih vrijednosti. Po-
znato je da karakteristiqni polinom divizora dijeli karakteristiqni polinom grafa. Xto-
vixe, va�i da spektar proizvoǉnog divizora H grafa G sadr�i glavni dio spektra grafa
G([14]).

Evidentno je da je svaki NSG je kograf. Stoga, imamo reprezentaciju NSG (kao posebnog
sluqaja kografa) preko kostabla na naqin koji je prethodno opisan.
Va�i sǉede�a lema.

Lema 4.1 Neka je G proizvoǉan NSG i neka je TG ǌegovo odgovaraju�e (jedinstveno) kostablo.
Onda svaki neterminalni qvor u TG ima najvixe jednog neterminalnog direktnog nasǉednika.

Na osnovu prethodne leme, predstavǉaǌe kostabla TG proizvoǉnog NSG–a G ima jednostavnu
formu, tako da mo�emo izostaviti crtaǌe stabala u ǌegovoj prezentaciji. Dovoǉno je re�i
da li je G povezan graf ili ne (va�i da je G povezan ako i samo ako je korijen TG ⊗–tipa) i
da se navede broj svih terminalnih nasǉednika od svih neterminalnih qvorova u TG (u pri-
rodnom poretku). C(a1, a2, . . . , an) koristimo da oznaqimo NSG takav da stablo TC(a1,a2,...,an)

ima taqno n neterminalnih qvorova, dok je ǌegov korijen ⊗–tipa i ima taqno a1 terminalnih
nasǉednika; neterminalni nasǉednik korijena ima taqno a2 direktnih terminalnih nasǉe-
dnika, itd. Nepovezan NSG je oznaqen sa D(a1, a2, . . . , an). Kako svaki neterminalni qvor ima
bar dva nasǉednika, pretpostavǉamo da su a1, a2, . . . , an−1 prirodni brojevi, dok je an ≥ 2.
Treba napomenuti da X(a1, a2, . . . , an−1, 1) i X(a1, a2, . . . , an−1 + 1) predstavǉaju dva izomorfna
NSG–a, gdje X oznaqava C ili D.
Ako za n–torku (a1, a2, . . . , an) va�i ai = ai+1 = · · · = ai+k, 1 ≤ i, i+ k ≤ n, pixemo
(a1, a2, . . . , a

k+1
i , ai+k+1, . . . , an).

3engl. front divisor.
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Lema 4.2 Neka su (a1, a2, . . . , an) i (b1, b2, . . . , bn) n–torke prirodnih brojeva takve da va�i bi ≤
ai (i = 1, 2, . . . , n). Onda je ispuǌeno sǉede�e:

(i) C(a1, a2, . . . , an) = D(a1, a2, . . . , an);

(ii) NSG X(bk, bk+1, . . . , bl−1, bl), 1 ≤ k ≤ l ≤ n, je jedan indukovani podgraf grafa X(a1, a2, . . . , an)

(odnosno X(a1, a2, . . . , an)), kad je k paran (odnosno neparan) broj; X predstavǉa C ili D.

Poxto svaki NSG ima najvixe jednu netrivijalnu komponentu (koja se zove dominantna kom-
ponenta i koja je tako�e NSG), ǌegova druga sopstvena vrijednost je jednaka drugoj najve�oj
vrijednosti dominantne komponente. Zato je dovoǉno razmatrati samo povezane NSG-ove,
poxto se svaki nepovezan NSG dobija dodavaǌem izolovanih qvorova na neki povezan NSG.

Lema 4.3 Neka je C(a1, a2, . . . , an) povezan NSG graf za koji va�i λ2 < 1. Onda je n ≤ 10.

Neka je G = C(a1, a2, . . . , an) proizvoǉni povezan NSG i neka Vi oznaqava skup qvorova koji
odgovara ai (i = 1, 2, . . . , n). Dakle, |Vi| = ai (i = 1, 2, . . . , n). Particija skupa G na neprazne
podskupove V1, V2, . . . , Vn odre�uje jedan divizor H od G. Matrica susjedstva D (reda n × n)
grafa H ima sǉede�i oblik:

D =


a1 − 1 a2 a3 a4 . . . an
a1 0 0 0 . . . 0
a1 0 a3 − 1 a4 . . . an
a1 0 a3 0 . . . 0
...

. . .
...

 (1)

Posebno, dobijamo da je (2k−1)–ta vrsta (od D) ima oblik a1, 0, a3, 0, . . . , a2k−1−1, a2k, a2k+1,
. . . , an, dok 2k–ta vrsta ima oblik a1, 0, a3, 0, . . . , a2k−1, 0, 0, . . . , 0.

Teorema 4.1 Neka je λ sopstvena vrijednost proizvoǉnog povezanog NSG-a G = C(a1, a2, . . . , an)
takva da je razliqita od 0 ili −1 i neka je H divizor od G. Onda λ pripada spektru grafa H.

Dokaz. Poznato je da je red sopstvene vrijednosti 0 (resp. –1) u spektru kografa G koji
ne sadr�i izolovane qvorove (a time i u spekru povezanog NSG–a) jednak

∑
ω∈V0

(tω − 1) (resp.∑
ω∈V−1

(tω − 1)), gdje je V0 (resp. V−1) skup qvorova (u TG)
⊕

–tipa (resp.
⊗

–tipa) koji imaju

tω direktnih nasǉednika koji su terminalni qvorovi. Kako su 0 i −1 su sporedne sopstvene
vrijednosti grafa G ([2]), onda taqno n sopstvenih vrijednosti grafa G = C(a1, a2, . . . , an)
su razliqite od 0 ili −1. Sa druge strane spektar H se sastoji od taqno n sopstvenih
vrijednosti i ukǉuquje glavni dio spektra G. Dokaz je kompletan. �

Posǉedica 4.1 Neka je G proizvoǉni NSG i neka je H ǌegov divizor. Onda je λ2(G) < 1 ako i
samo ako je λ2(H) < 1.

Teoreme koji slijede su date u [36] i ǌima su u potpunosti opisani svi NSG–ovi sa osobinom
λ2(G) < 1.

Teorema 4.2 Neka je G = C(a1, a2, . . . , an) povezan NSG za koji va�i λ2(G) < 1. Ako je n ≤ 4 onda
je G indukovani podgraf nekog od sǉede�ih grafova:

C(a1, a2, a3), gdje je (a1, a2, a3) = (k,m, 2), (3, 1, 7), (5, 1, 5), (k, 1, 4), (k, 2, 3), (1, 3, 3);
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C(a1, a2, a3, a4), gdje je (a1, a2, a3, a4) = (1, 2, k, l), (2, 1, k, l), (k, 1, 2, l), (k, 2, 1, l), (23, l), (3, 23),
(1, 3, 2, l), (2, 3, 1, l), (32, 1, 12), (4, 3, 1, 8), (5, 3, 1, 7), (9, 3, 1, 6), (k, 3, 1, 5), (1, 4, 1, l),
(k, 4, 1, 3), (2, 4, 1, 4), (1, 5, 1, 4), (k, 6, 1, 2), (1, 7, 1, 2),

za bilo koji izbor prirodnih brojeva k, m ≥ 1 i l ≥ 2.

Teorema 4.3 Ako je G = C(a1, a2, . . . , a5) povezan NSG za koji va�i λ2(G) < 1, onda je on induko-
vani podgraf nekog od sǉede�ih grafova:

C(a1, a2, . . . , a5), gdje je (a1, a2, . . . , a5) = (1, 3, 1, k, 2), (1, 2, k, 1, 3), (1, 2, k, l, 2), (k, 2, 1, l, 2), (14, 7),
(12, 3, 1, 5), (12, k, 1, 4), (12, k, 2, 3), (2, 1, k, 1, 3), (3, 1, 3, 1, 3), (5, 13, 3), (k, 1, 2, l, 2), (5, 1, 3, l, 2),
(3, 1, 5, l, 2), (2, 1, k, l, 2),

za bilo koji izbor prirodnih brojeva k, l ≥ 1.

Teorema 4.4 Ako je G = C(a1, a2, . . . , a6) povezan NSG za koji va�i λ2(G) < 1, onda je on induko-
vani podgraf nekog od sǉede�ih grafova:

C = (a1, a2, . . . , a6), gdje je (a1, a2, . . . , a6) = (1, 3, 1, 3, 1, 2), (1, 3, 13, 4), (1, 2, 12, 2, l), (1, 2, k, 5, 1, 2),
(1, 2, k, 3, 1, 4), (1, 2, k, 2, 1, l), (22, 1, 3, 1, 2), (3, 2, 13, 2), (22, 13, 4), (12, k, 6, 1, 2), (2, 1, k, 5, 1, 2),
(3, 1, 3, 5, 1, 2), (5, 12, 5, 1, 2), (12, k, 4, 1, 3), (3, 1, 42, 1, 2), (5, 1, 2, 4, 1, 2), (k, 12, 4, 1, 2), (13, 3, 1, 12),
(12, 2, 3, 1, 8), (12, 3, 3, 1, 7), (12, 7, 3, 1, 6), (12, k, 3, 1, 5), (2, 1, k, 3, 1, 4), (3, 1, 32, 1, 3), (5, 12, 3, 1, 3),
(3, 1, 5, 3, 1, 2), (4, 1, 32, 1, 2), (7, 1, 2, 3, 1, 2), (13, 23), (3, 1, 4, 2, 1, 4), (3, 1, 3, 2, 1, 6), (3, 1, 22, 1, 8),
(3, 12, 2, 1, 10), (2, 1, k, 2, 1, l), (9, 1, 22, 1, 2), (5, 1, 22, 1, 3), (k, 12, 2, 1, 3), (9, 12, 2, 1, 4), (5, 12, 2, 1, 5),
(4, 12, 2, 1, 6), (14, 6, l), (12, 2, 1, 4, l), (12, a3, 1, 3, a6), kad je a3(a6 − 1) − 4a6 − 4 < 0, (3, 13, 22),
(2, 1, k, 1, 2, l), (3, 1, 4, 12, l), (4, 1, 3, 12, 4), (a1, 1, 2, 12, a6), kad je a1(3a6+1)−10a6−14 < 0 i (a1, 1

4, a6),
kad je a1(a6 − 5)− 6a6 − 2 < 0,

za bilo koji izbor prirodnih brojeva k ≥ 1 i l ≥ 2.

Teorema 4.5 Ako je G = C(a1, a2, . . . , a7) povezan NSG za koji va�i λ2(G) < 1, onda je on induko-
vani podgraf nekog od sǉede�ih grafova:

C = (a1, a2, . . . , a7), gdje je (a1, a2, . . . , a7) = (1, 2, k, 12, l, 2), (12, k, 2, 1, l, 2), (12, 3, 13, 3), (14, 3, 1, 3),
(5, 14, k, 2), (3, 1, 3, 12, k, 2), (2, 1, k, 12, l, 2), (12, k, 1, 2, l, 2), (12, 3, 1, 3, l, 2), (14, 5, k, 2),

za proizvoǉan izbor prirodnih brojeva k, l ≥ 1.

Teorema 4.6 Ako je G = C(a1, a2, . . . , a8) povezan NSG za koji va�i λ2(G) < 1, onda je on induko-
vani podgraf nekog od sǉede�ih grafova:

C = (a1, a2, . . . , a8), gdje je (a1, a2, . . . , a8) = (1, 2, k, 12, 3, 1, 2), (1, 2, k, 14, 4), (13, 2, 13, 2), (16, 22),
(3, 16, 2), (2, 1, k, 12, 3, 1, 2), (14, 5, 3, 1, 2), (14, 5, 12, 4), (14, 42, 1, 2), (14, 4, 2, 1, 4), (14, 4, 12, l),
(12, 2, 1, 32, 1, 2), (12, 2, 1, 3, 12, 4), (14, 3, 5, 1, 2), (14, 32, 1, 3), (14, 3, 2, 1, 6), (12, 3, 1, 2, 4, 1, 2),
(12, 5, 1, 2, 3, 1, 2), (12, a3, 1, 22, 1, a8), kad je a3(a8 − 1) − 8 < 0, (12, a3, 1, 2, 12, a8), kad je a3(a8 − 1) −
2a8 − 6, (12, 3, 12, 5, 1, 2), (12, k, 12, 4, 1, 2), (12, 3, 12, 3, 1, 3), (12, a3, 12, 2, 1, a8), kad je a3(a8 − 3)− 8 < 0
i (12, a3, 1

4, a8), kad je a3(a8 − 5)− 4a8 − 12 < 0,

za bilo koji izbor prirodnih brojeva k ≥ 1 i l ≥ 2.
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Teorema 4.7 Ako je G = C(a1, a2, . . . , a9) povezan NSG za koji va�i λ2(G) < 1 onda je on induko-
vani podgraf nekog od sǉede�ih grafova:

C = (a1, a2, . . . , a9), gdje je (a1, a2, . . . , a9) = (14, 3, 12, k, 2), (12, 3, 14, k, 2),

za proizvoǉan prirodan broj k ≥ 1.

Teorema 4.8 Graf G = C(19, 2) je jedinstveni povezan NSG za koji va�i n = 10 i λ2(G) < 1.

Va�i sǉede�a teorema.

Teorema 4.9 Neka je G proizvoǉni NSG. Onda je ǌegova dominantna komponenta indukovani
podfgraf nekog od povezanih NSG-ova iz Tabele 1. Ovi grafovi su predstavǉeni parametrima
a1, a2, . . . , an (k i l predstavǉaju proizvoǉne prirodne brojeve). Pritom, ako je l vrijednost
posǉedǌeg parametra, onda je l ≥ 2. NSG-ovi su pore�ani leksikografski po n.

G a1 a2 a3 a4 a5 a6
1. 1 3 3
2. 3 1 7
3. 5 1 5
4. 1 3 2 l
5. 1 4 1 l
6. 1 5 1 4
7. 1 7 1 2
8. 2 2 2 l
9. 2 3 1 l
10. 2 4 1 4
11. 3 2 2 2
12. 3 3 1 12
13. 4 3 1 8
14. 5 3 1 7
15. 9 3 1 6
16. 1 1 1 1 7
17. 1 1 3 1 5
18. 1 1 k 1 4
19. 1 1 k 2 3
20. 1 2 k 1 3
21. 1 3 1 k 2
22. 2 1 k 1 3
23. 3 1 3 1 3
24. 3 1 5 k 2
25. 5 1 1 1 3
26. 5 1 3 k 2
27. 1 1 1 1 6 l
28. 1 1 1 2 2 2
29. 1 1 1 3 1 12
30. 1 1 2 1 4 l
31. 1 1 2 3 1 8
32. 1 1 3 3 1 7
33. 1 1 4 1 3 l
34. 1 1 5 1 3 8
35. 1 1 6 1 3 4
36. 1 1 7 1 3 3
37. 1 1 7 3 1 6
38. 1 1 11 1 3 2
39. 1 1 k 3 1 5
40. 1 1 k 4 1 3

G a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8
41. 1 1 k 6 1 2
42. 1 2 1 1 2 l
43. 1 2 k 2 1 l
44. 1 2 k 3 1 4
45. 1 2 k 5 1 2
46. 1 3 1 1 1 4
47. 1 3 1 3 1 2
48. 2 1 k 1 2 l
49. 2 1 k 2 1 l
50. 2 1 k 3 1 4
51. 2 1 k 5 1 2
52. 2 2 1 1 1 4
53. 2 2 1 3 1 2
54. 3 1 1 1 2 2
55. 3 1 1 2 1 10
56. 3 1 2 2 1 8
57. 3 1 3 2 1 6
58. 3 1 3 3 1 3
59. 3 1 3 5 1 2
60. 3 1 4 1 1 l
61. 3 1 4 2 1 4
62. 3 1 4 4 1 2
63. 3 1 5 3 1 2
64. 3 2 1 1 1 2
65. 4 1 1 2 1 6
66. 4 1 2 1 1 l
67. 4 1 3 1 1 4
68. 4 1 3 3 1 2
69. 5 1 1 2 1 5
70. 5 1 1 3 1 3
71. 5 1 1 5 1 2
72. 5 1 2 1 1 8
73. 5 1 2 2 1 3
74. 5 1 2 4 1 2
75. 6 1 1 1 1 l
76. 6 1 2 1 1 4
77. 7 1 1 1 1 36
78. 7 1 2 1 1 3
79. 7 1 2 3 1 2
80. 8 1 1 1 1 20
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G a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8
81. 9 1 1 1 1 15
82. 9 1 1 2 1 4
83. 9 1 2 2 1 2
84. 10 1 1 1 1 12
85. 11 1 1 1 1 11
86. 11 1 2 1 1 2
87. 12 1 1 1 1 10
88. 13 1 1 1 1 9
89. 16 1 1 1 1 8
90. 21 1 1 1 1 7
91. 37 1 1 1 1 6
92. 1 1 1 1 3 1 3
93. 1 1 1 1 5 k 2
94. 1 1 3 1 1 1 3
95. 1 1 3 1 3 k 2
96. 1 1 k 1 2 l 2
97. 1 1 k 2 1 l 2
98. 1 2 k 1 1 l 2
99. 2 1 k 1 1 l 2
100. 3 1 3 1 1 k 2
101. 5 1 1 1 1 k 2
102. 1 1 1 1 1 1 2 2
103. 1 1 1 1 1 2 1 10
104. 1 1 1 1 2 2 1 8
105. 1 1 1 1 3 2 1 6
106. 1 1 1 1 3 3 1 3
107. 1 1 1 1 3 5 1 2
108. 1 1 1 1 4 1 1 l
109. 1 1 1 1 4 2 1 4
110. 1 1 1 1 4 4 1 2
111. 1 1 1 1 5 1 1 4
112. 1 1 1 1 5 3 1 2
113. 1 1 1 2 1 1 1 2
114. 1 1 2 1 1 2 1 6
115. 1 1 2 1 2 1 1 l
116. 1 1 2 1 2 2 1 4

G a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10
117. 1 1 2 1 3 1 1 4
118. 1 1 2 1 3 3 1 2
119. 1 1 3 1 1 2 1 5
120. 1 1 3 1 1 3 1 3
121. 1 1 3 1 1 5 1 2
122. 1 1 3 1 2 1 1 8
123. 1 1 3 1 2 2 1 3
124. 1 1 3 1 2 4 1 2
125. 1 1 4 1 1 1 1 l
126. 1 1 4 1 2 1 1 4
127. 1 1 5 1 1 1 1 36
128. 1 1 5 1 2 1 1 3
129. 1 1 5 1 2 3 1 2
130. 1 1 6 1 1 1 1 20
131. 1 1 7 1 1 1 1 15
132. 1 1 7 1 1 2 1 4
133. 1 1 7 1 2 2 1 2
134. 1 1 8 1 1 1 1 12
135. 1 1 9 1 1 1 1 11
136. 1 1 9 1 2 1 1 2
137. 1 1 10 1 1 1 1 10
138. 1 1 11 1 1 1 1 9
139. 1 1 14 1 1 1 1 8
140. 1 1 19 1 1 1 1 7
141. 1 1 35 1 1 1 1 6
142. 1 1 k 1 1 1 1 5
143. 1 1 k 1 1 2 1 3
144. 1 1 k 1 1 4 1 2
145. 1 2 k 1 1 1 1 4
146. 1 2 k 1 1 3 1 2
147. 2 1 k 1 1 3 1 2
148. 3 1 1 1 1 1 1 2
149. 1 1 1 1 3 1 1 k 2
150. 1 1 3 1 1 1 1 k 2
151. 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2

Tabela 1

4.2 NSG sa drugom sopstvenom vrijednox�u λ2 jednakom 1

U ovom poglavǉu se prezentuje originalni rezultat na naqin xto se daje karakterizacija
svih NSG-ova kod kojih je druga sopstvena vrijednost λ2 = 1. U radu [36] dat je prikaz svih
NSG-ova sa osobinom λ2 ≤ 1, koriste�i programske pakete MATlab i NewGraph. Kao xto je
i ranije naglaxeno, svaki NSG je kograf, pa je reprezentacija NSG-ova specijalan sluqaj
reprezentacije kografova koja je opisana u prethodnom poglavǉu. Uz korix�eǌe navedenih
programskih paketa, na osnovu reprezentacije NSG-ova i korix�eǌem matrice susjedstva
grafa, dobijeni su rezultati koji slijede.

Lema 4.4 Neka je C(a1, a2, . . . , an) povezan NSG za koji va�i λ2 = 1. Tada je n ≤ 9.
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Dokaz. Ako je n > 10 onda NSG C(a1, a2, . . . , an) sadr�i NSG C(110, 2) kao svoj indukovani
podgraf. Poxto je druga sopstvena vrijednost grafa C(110, 2) ve�a od 1 (ovo se mo�e dire-
ktno izraqunati), na osnovu Teoreme o preplitaǌu dobijamo da je druga sopstvena vrijednost
grafa C(a1, . . . , an) ve�a od 1. Ako je n = 10 onda je indukovani podgraf C(19, 2) ima drugu sop-
stvenu vrijednost koja je maǌa od 1. Ali, poxto indukovani podgrafovi C(2, 18, 2), C(1, 2, 17, 2),
C(12, 2, 16, 2), C(13, 2, 15, 2), C(14, 2, 14, 2), C(15, 2, 13, 2), C(15, 2, 13, 2), C(16, 2, 12, 2), C(17, 2, 1, 2),
C(18, 2, 2) od C(a1, . . . , a10) imaju drugu sopstvenu vrijednost ve�u od 1, na osnovu Teoreme
o preplitaǌu zakǉuqujemo da je druga sopstvena vrijednost od C(a1, . . . , a10) tako�e ve�a od
1. �

Na osnovu Teoreme 4.1 mo�e se zakǉuqiti da se nala�eǌe druge sopstvene vrijednosti
grafa G svodi na odre�ivaǌe druge sopstvene vrijednosti ǌegovog divizora, pod uslovom da
je ta sopstvena vrijednost razliqita od 0 i −1.

Posǉedica 4.2 Neka je G proizvoǉni NSG i neka je H ǌegov divizor. Onda je λ2(G) = 1 ako i
samo ako λ2(H) = 1.

Dokaz. Dokaz neposredno slijedi iz Teoreme 4.1. �

Sada odre�ujemo sve NSG-ove sa osobinom λ2 = 1. Nadaǉe, neka je G = C(a1, a2, . . . , an)
proizvoǉan povezan NSG, i neka je D ǌegova matrica susjedstva. Na osnovu Leme 4.4,
λ2(G) = 1 implicira n ≤ 9. Daǉe razmatramo sve mogu�e vrijednosti n. Zbog Posǉedice
4.2, ako va�i jednakost det(I −D) = 0, onda G ima drugu sopstvenu vrijednost λ = 1.

Naredne teoreme su analogne odgovaraju�im teoremama u prethodnom poglavǉu i ǌima su
u potpunoti opisani svi NSG–ovi sa osobinom λ2 = 1.

Teorema 4.10 Neka je G = C(a1, a2, . . . , an) povezan NSG za koji va�i λ2(G) = 1. Ako je n ≤ 4
onda je G neki od sǉede�ih grafova:
C(a1, a2, a3), gdje je (a1, a2, a3) = (3, 1, 8), (1, 2, 7), (4, 1, 6), (6, 1, 5), (1, 3, 4), (22, 4), (1, 4, 3), (2, 32);
C(a1, a2, a3, a4), gdje je (a1, a2, a3, a4) = (14, 1, 3, 2), (10, 1, 3, 3), (8, 1, 3, 5), (7, 1, 3, 9), (5, 1, 4, 2), (4, 23),
(3, 22, 3), (1, 8, 1, 2), (2, 7, 1, 2), (1, 6, 1, 3), (1, 5, 1, 5), (2, 5, 1, 3), (2, 4, 1, 5), (3, 4, 1, 4), (3, 3, 1, 13), (4, 3, 1, 9),
(6, 3, 1, 7), (10, 3, 1, 6).

Dokaz. Za n = 1 dobijamo kompletan graf, a druga sopstvena vrijednost bilo kog kompletnog
grafa je maǌa od 1.
Daǉe, svaki NSG oblika G = C(a1, a2), (a1 ≥ 1, a2 ≥ 2) je kompletan multipartitni graf, pa
zbog toga ima taqno jednu pozitivnu sopstvenu vrijednost (na osnovu Teoreme 2.3). Iz ovoga
slijedi da je λ2(G) < 1, za sve prirodne brojeve a1 ≥ 1, a2 ≥ 2.

Pretpostavimo da je n = 3. Neka je H divizor od G qija je matrica (1). Dobijamo
det(I −D) = (2 − a1a2)(2 − a3) − 2a1. Sada moramo provjeriti za koje vrijednosti parametara
a1, a2, a3, a4 je ova determinanta nula (poxto, u tom sluqaju, imamo da je λ2(G) = 1, a tako�e,
prema Posǉedici 4.1 i λ2(H) = 1). Prvo, ako je (a1, a2) = (1, 2) ili (a1, a2) = (2, 1) determinanta
je negativna za bilo koju vrijednost tre�eg parametra. Sliqno, ako je a3 = 2 determinanta
je negativna za bilo koju vrijednost parametara a1 i a2. Daǉe, za a3 = 8 determinanta (1) se
svodi na 2(a1(3a2−1)−6) i ona je pozitivna za proizvoǉne parametre a1 i a2 koji zadovoǉavaju
uslove a1 + a2 ≥ 4 i (a1, a2) ̸= (3, 1). Za (a1, a2, a3) = (3, 1, 8) determinanta je jednaka nuli, pa
imamo to rjexeǌe. Preostali sluqajevi su a3 = 3, 4, . . . , 7. Raqunaǌem gorǌe determinante
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i ispitivaǌem kada je ona jednaka nula dobijamo preostala rjexeǌa: (a1, a2, a3) = (1, 2, 7),
(4, 1, 6), (6, 1, 5), (1, 3, 4), (4, 2, 2), (1, 4, 3), (2, 3, 3).

Konaqno, pretpostavimo da je n = 4. Ovdje imamo da je det(I − D) = (a1a2a3 − 2(a1 + a3))
(a4 + 1))− 2a1a2 + 4. Prvo, ako je (a1, a2) = (1, 2) ili (a1, a2) = (2, 1) determinanta je negativna
za bilo koju vrijednost parametara a3 i a4. Sliqno, ako je (a2, a3) = (1, 2) ili (a2, a3) = (2, 1)
determinanta je negativna za bilo koje vrijednosti a1 i a4. Direktnim raqunaǌem dobijamo da
graf C(22, 3, 2) ima drugu sopstvenu vrijednost ve�u od 1. Zato, za a3 ≤ 3 i a1+a2 > 3 i a2 ≥ 2
determinanta je pozitivna za proizvoǉnu vrijednost parametra a4, a za a3 ≤ 3 i a1 + a2 ≤ 3
determinanta je negativna za bilo koju vrijednost parametra a4. Preostali sluqajevi su
a3 ≥ 3 (kada je a2 = 1), a3 = 2 i a3 = 1.

Sluqaj 1 : a3 ≥ 3 i a2 = 1. a3 ≥ 7 implicira a1 + a2 ≤ 3 pa zakǉuqujemo da je u ovom sluqaju
determinanta negativna. U sluqaju kada je a3 = 6 ili a3 = 5 i a2 = 1 tako�e zakǉuqujemo
da je determinanta negativna. Nastavǉamo sa a3 = 4 i a2 = 1. Ovdje, direktnim raqunaǌem,
dobijamo da je druga sopstvena vrijednost grafa C(6, 1, 4, 2) ve�a od 1. Zbog toga va�i da
je a1 ≤ 5. Ako je a1 = 5 rjexeǌe je graf (a1, a2, a3, a4) = (5, 1, 4, 2) i za a1 = 1, 2, 3 ili 4
determinanta je negativna za bilo koju vrijednost preostalog parametra. Konaqno, kada je
a3 = 3 i a2 = 1, sliqno kao i u prethodnom razmatraǌu, dobijamo da je druga sopstvena
vrijednost grafa C(15, 1, 3, 2) ve�a od 1, pa stoga imamo da je a1 ≤ 14. Ako je a1 = 1 rjexeǌe je
(a1, a2, a3, a4) = (14, 1, 3, 2). Ispitivaǌem preostalih mogu�nosti dobijamo sǉede�a rjexeǌa:
(a1, a2, a3, a4) = (10, 1, 3, 3), (8, 1, 3, 5), (7, 1, 3, 9).

Sluqaj 2 : a3 = 2. Direktnim raqunaǌem, dobijamo da je druga sopstvena vrijednost grafa
C(1, 4, 2, 2) ve�a od 1. Ovo implicira da je a2 ≤ 3. Sada razlikujemo tri podsluqaja u zavi-
snosti od a2.

Podsluqaj 2.1 : Pretpostavimo da je a2 = 3. Poxto je druga sopstvena vrijednost grafa
C(2, 3, 2, 2) ve�a od 1, zakǉuqujemo da je a1 = 1. Ako stavimo fiksirane vrijednosti za a1, a2 i
a3 u determinantu (1), dobijamo da je determinanta negativna za bilo koju vrijednost parame-
tra a4.

Podsluqaj 2.2 : Pretpostavimo da je a2 = 2. Direktnim raqunaǌem dobijamo da je druga
sopstvena vrijednost grafa C(5, 2, 2, 2) ve�a od 1. Zato va�i da je a1 ≤ 4 i jedno rjexeǌe je
graf (a1, a2, a3, a4) = (4, 2, 2, 2). Ako je a1 = 3, stavǉaju�i fiksirane vrijednosti za a1, a2 i a3
u determinantu (1), dobijamo da je determinanta nula ako je a4 = 3. Stoga imamo rjexeǌe
(a1, a2, a3, a4) = (3, 2, 2, 3). Ako je a1 = 2 stavǉaju�i fiksirane vrijednosti za a1, a2 i a3 u
determinantu (1) dobijamo da je determinanta negativna za bilo koju vrijednost preostalog
parametra a4. Poxto je determinanta (1) negativna kada je a2 = 2, imamo isti zakǉuqak i
kada je a2 = 1.

Podsluqaj 2.3 : Pretpostavimo da je a2 = 1. Poxto je (a2, a3) = (1, 2) zakǉuqujemo da je
determinanta (1) negativna.

Sluqaj 3 : a3 = 1. Direktnim raqunaǌem, dobijamo da je druga sopstvena vrijednost
grafa C(1, 9, 1, 2) ve�a od 1. Ovo implicira da je a2 ≤ 8, a za a2 = 8 jedno rjexeǌe je graf
(a1, a2, a3, a4) = (1, 8, 1, 2). Sada razlikujemo jox sedam podsluqajeva u zavisnosti od a2.

Podsluqaj 3.1 : Pretpostavimo da je a2 = 7. Sliqno kao i ranije dobijamo da je a1 ≤ 2 i
a4 = 2, i da je jedno rjexeǌe graf (a1, a2, a3, a4) = (2, 7, 1, 2). Za a1 = 1 i a4 = 2 determinanta
(1) je negativna.
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Podsluqaj 3.2 : Pretpostavimo da je a2 = 6. dobijamo da je a4 ≤ 3, i da je jedno rjexeǌe graf
(a1, a2, a3, a4) = (1, 6, 1, 3). Predpostavimo sada da je a4 = 2. Stavǉaju�i fiksirane vrijednosti
za a2, a3 i a4 u determinantu (1) dobijamo da je determinanta negativna za bilo koji izbor
parametra a1.

Podsluqaj 3.3 : Pretpostavimo da je a2 = 5. Dobijamo da je a4 ≤ 5 i da je jedno rjexeǌe
graf (a1, a2, a3, a4) = (1, 5, 1, 5). Pretpostavimo sada da je a4 = 4. Stavǉaju�i fiksirane vri-
jednosti za a2, a3 i a4 u determinantu (1) dobijamo da je determinanta razliqita od nule za
proizvoǉnu vrijednost parametra a1. Pretpostavimo sada da je a4 = 3. Stavǉaju�i fiksirane
vrijednosti za a2, a3 i a4 u determinantu (1) dobijamo da je determinanta nula kada je a1 = 2,
pa imamo rjexeǌe (a1, a2, a3, a4) = (2, 5, 1, 3). Pretpostavimo sada da je a4 = 2. Stavǉaju�i fik-
sirane vrijednosti za a2, a3 and a4 u determinantu (1) dobijamo da je determinanta negativna
za bilo koji izbor parametra a1.

Podsluqaj 3.4 : Pretpostavimo da je a2 = 4. Ako je a1 = 1, stavǉaju�i fiksirane vrije-
dnosti za a1, a2 i a3 u determinantu (1) dobijamo da je determinanta negativna za proizvoǉnu
vrijednost parametra a4. Ako je a1 = 2, dobijamo da je a4 = 5 i da je jedno rjexeǌe graf
(a1, a2, a3, a4) = (2, 4, 1, 5). Ako je a1 = 3, dobijamo da je a4 = 4 i da je jedno rjexeǌe graf
(a1, a2, a3, a4) = (3, 4, 1, 4). Pretpostavimo sada da je a4 = 2. Stavǉaju�i fiksirane vrijednosti
za a2 i a3 u determinantu (1), dobijamo da je determinanta negativna za proizvoǉnu vrijednost
parametra a1. Poxto imamo isti zakǉuqak i kada pretpostavimo da je a4 = 3, zakǉuqujemo da
nemamo drugih rjexeǌa u ovom podsluqaju.

Podsluqaj 3.5 : Pretpostavimo da je a2 = 3. Ako je a1 = 1 ili a1 = 2 dobijamo da j determi-
nanta (1) negativna za bilo koju vrijednost parametra a4. Ako je a1 = 3, dobijamo da je a4 = 13
i da je jedno rjexeǌe graf (a1, a2, a3, a4) = (3, 3, 1, 13). Ako je a1 = 4, dobijamo da je a4 = 9, i
da je jedno rjexeǌe graf (a1, a2, a3, a4) = (4, 3, 1, 9). Ako je a1 = 5 dobijamo da je determinanta
(1) razliqita od nula za proizvoǉnu vrijednost parametra a4. Ako je a1 = 6, dobijamo da
je a4 = 7 i da je jedno rjexeǌe graf (a1, a2, a3, a4) = (6, 3, 1, 7). Ako je a1 = 7 dobijamo da je
determinanta (1) razliqita od nule za bilo koju vrijednost parametra a4. Ovaj zakǉuqak
imamo i kada je a1 = 8 i a1 = 9. Ako je a1 = 10, dobijamo da je a4 = 6 i da je jedno rjexeǌe
graf (a1, a2, a3, a4) = (10, 3, 1, 6). Pretpostavimo sada da je a4 = 2. Stavǉaju�i fiksirane vri-
jednosti za a2 i a3 u determinantu (1), dobijamo da je determinanta negativna za proizvoǉnu
vrijednost parametra a1. Poxto imamo i sti ovaj zakǉuqak i kada pretpostavimo da je a4 = 3,
a4 = 4 or a4 = 5, zakǉuqujemo da nemamo drugih rjexeǌa u ovom podsluqaju.

Podsluqaj 3.6 : Pretpostavimo da je a2 = 2. Stavǉaju�i fiksirane vrijednosti za a2 i a3
u determinantu (1), dobijamo da je determinanta (1) negativna za proizvoǉne vrijednosti
parametara a1 i a4, pa zakǉuqujemo da nemamo drugih rjexeǌa u ovom podsluqaju.

Podsluqaj 3.7 : Pretpostavimo da je a2 = 1. Zbog prethodnog podsluqaja zakǉuqujemo da
nemamo rjexeǌa u ovom podsluqaju. �

Lema 4.5 Neka je C(a1, a2, . . . , an) povezan NSG za koji je λ2 = 1. Tada va�i:
(i) Ako je n = 5 onda je a2 ≤ 4 i a5 ≤ 8;
(ii) Ako je n = 6 onda je a2 ≤ 3, a4 ≤ 6 i a5 ≤ 6;
(iii) Ako je n = 7 onda je a1 ≤ 6, a2 ≤ 2, a4 ≤ 2, a5 ≤ 6 i a7 ≤ 3;
(iv) Ako je n = 8 onda je a1 ≤ 3, a2 ≤ 2, a4 ≤ 2, a5 ≤ 5, a6 ≤ 5 i a7 ≤ 3;
(v) Ako je n = 9 onda je a1 = a2 = a4 = a6 = a7 = 1, a3 ≤ 4, a5 ≤ 4 i a9 = 2.

Dokaz. Direktnim raqunaǌem dobijamo da graf C(1, 5, 12, 2) ima drugu sopstvenu vrijednost
ve�u od 1. Isto va�i i za graf C(14, 9). Zato, ako je n = 5 imamo da je a2 ≤ 3 i a5 ≤ 8.
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Preostali sluqajevi se dokazuju na sliqan naqin. �

Teorema 4.11 Ako je C(a1, a2, . . . , a5) povezan NSG za koji va�i λ2 = 1 onda je G neki od sǉede�ih
grafova:
C(a1, a2, a3, a4, a5), gdje je (a1, a2, a3, a4, a5) = (1, 4, 1, k, 2), (1, 3, 2, k, 2), (2, 3, 1, k, 2), (1, 2, k, 1, 4),
(1, 2, k, 2, 3), (23, k, 2), (14, 8), (12, 2, 1, 6), (12, 4, 1, 5), (2, 1, k, 1, 4), (2, 1, k, 2, 3), (6, 13, 3), (4, 1, 2, 1, 3),
(3, 1, 4, 1, 3), (3, 1, 6, k, 2), (4, 1, 4, k, 2), (6, 1, 3, k, 2), za bilo koji prirodan broj k ≥ 1.

Dokaz. Zbog leme 4.1 (i) imamo da je a2 ≤ 4 i a5 ≤ 8. Ako je a2 = 4, dobijamo da je a1 = 1, a4 = 1
i a5 = 2. Stavǉaju�i fiksirane vrijednosti a1, a2, a4 i a5 u determinantu (1), dobijamo
da je determinanta nula za proizvoǉnu vrijednost parametra a3. Stoga su rjexeǌa grafovi
(a1, a2, a3, a4, a5) = (1, 4, 1, k, 2), gdje je k ≥ 1. Razlikujemo jox tri sluqaja u zavisnosti od
parametra a2.

Sluqaj 1 : a2 = 3. Direktnim raqunaǌem dobijamo da je druga sopstvena vrijednost grafa
C(3, 3, 1, 1, 2) ve�a od 1. Iz ovoga slijedi da je a1 ≤ 2. Tako�e, direktnim raqunaǌem dobijamo
da je druga sopstvena vrijednost grafova C(1, 3, 3, 1, 2) i C(1, 3, 1, 1, 3) ve�a od 1. Odavde sli-
jedi da je a3 ≤ 2 i a5 = 2. Za a3 = 2 dobijamo a1 = 1. Stavǉaju�i a1 = 1, a2 = 1, a3 = 1 i a5 = 2
u determinantu (1), dobijamo da je determinanta nula za proizvoǉnu vrijednost parametra
a3. Stoga su rjexeǌa grafovi (a1, a2, a3, a4, a5) = (1, 3, 2, k, 2), gdje je k ≥ 1. Sada razlikujemo
jox jedan podsluqaj u zavisnosti od parametra a3.

Podsluqaj 1.1 : Pretpostavimo da je a3 = 1. Dobijamo a1 ≤ 2 i za a1 = 2 imamo rjexeǌe
(a1, a2, a3, a4, a5) = (2, 3, 1, k, 2), gdje je k ≥ 1. Ako je a1 = 1 determinanta (1) je negativna za bilo
koji izbor parametra a4, tako da nemamo drugih rjexeǌa u ovom podsluqaju.

Ostali sluqajevi su a2 = 2 i a2 = 1. Razmatraju�i ove sluqajeve u zavisnosti od pre-
ostalih parametara, sliqno kao u prethodnoj teoremi, dobijamo preostala rjexeǌa u tvr-
�eǌu.

Teorema 4.12 Ako je C(a1, a2, . . . , a6) povezan NSG za koji va�i λ2 = 1, tada je G jedan od
sǉede�ih grafova:
C(a1, a2, a3, a4, a5, a6), gdje je (a1, a2, a3, a4, a5, a6) = (1, 3, 1, 4, 1, 2), (1, 3, 1, 2, 1, 3), (1, 3, 13, 5),
(3, 2, 1, 2, 1, 2), (22, 1, 4, 1, 2), (22, 1, 2, 1, 3), (22, 13, 5), (1, 2, k, 6, 1, 2), (1, 2, k, 4, 1, 3), (1, 2, k, 3, 1, 5),
(2, 1, k, 6, 1, 2), (6, 12, 5, 1, 2), (4, 1, 2, 5, 1, 2), (3, 1, 4, 5, 1, 2), (13, 4, 1, 4), (2, 1, k, 4, 1, 3), (3, 1, 5, 4, 1, 2),
(4, 1, 3, 4, 1, 2), (6, 1, 2, 4, 1, 2), (13, 3, 1, 13), (12, 2, 3, 1, 9), (12, 4, 3, 1, 7), (12, 8, 3, 1, 6), (2, 1, k, 3, 1, 5),
(6, 12, 3, 1, 3), (4, 1, 2, 3, 1, 3), (3, 1, 4, 3, 1, 3), (8, 1, 2, 3, 1, 2), (12, 24), (13, 22, 3), (3, 12, 2, 1, 11),
(3, 1, 22, 1, 9), (3, 1, 3, 2, 1, 7), (3, 1, 4, 2, 1, 5), (3, 1, 5, 2, 1, 3), (4, 12, 2, 1, 7), (4, 1, 22, 1, 5), (4, 1, 3, 2, 1, 3),
(6, 12, 2, 1, 5), (6, 1, 22, 1, 3), (10, 12, 2, 1, 4), (10, 1, 22, 1, 2), (12, 12, 1, 3, 2), (12, 8, 1, 32), (12, 6, 1, 3, 5),
(12, 5, 1, 3, 9), (3, 1, 2, 1, 22), (12, 1, 2, 12, 2), (8, 1, 2, 12, 3), (3, 1, 5, 12, 5), (4, 1, 3, 12, 5), (6, 1, 2, 12, 5),
(38, 14, 6), (22, 14, 7), (14, 14, 9), (5, 1, 2, 12, 9), (10, 14, 13), (7, 14, 37), (8, 14, 21) za proizvoǉan priro-
dan broj k ≥ 1.

Dokaz. Na osnovu leme 4.1 (ii) imamo da je a2 ≤ 3, a4 ≤ 6, a5 ≤ 6. Sada razlikujemo tri
sluqaja u zavisnosti od parametra a2.

Sluqaj 1 : a2 = 3. Ovdje dobijamo: a1 = a3 = a5 = 1, a4 ≤ 4, a6 ≤ 5. Daǉe razlikujemo qetiri
podsluqaja u zavisnosti od a4.
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Podsluqaj 1.1 : Ako je a4 = 4, dobijamo da je a6 = 2, pa imamo rjexeǌe (1, 3, 1, 4, 1, 2).

Podsluqaj 1.2 : Ako je a4 = 3, stavǉaju�i fiksirane vrijednosti za a1, a2, a3, a4 i a5 u
determinantu (1) dobijamo da je determinanta razliqita od nule za proizvoǉnu vrijednost
preostalog parametra.

Podsluqaj 1.3 : Ako je a4 = 2, dobijamo da je a6 = 3, pa imamo rjexeǌe (1, 3, 1, 2, 1, 3).

Podsluqaj 1.4 : Ako je a4 = 1, dobijamo da je a6 = 5, pa imamo rjexeǌe (1, 3, 13, 5).

Sluqaj 2 : a2 = 2. Ovdje dobijamo da je a1 ≤ 3, a4 ≤ 6, a5 ≤ 2. Daǉe razlikujemo dva pod-
sluqaja u zavisnosti od a5 (a5 = 2 i a5 = 1)i sliqno kao u prethodnim razmatraǌima dobijamo
preostala rjexeǌa u tvr�eǌu.

Teorema 4.13 Ako je C(a1, a2, . . . , a7) povezan NSG za koji va�i λ2 = 1 onda je G neki od sǉede�ih
grafova:
C(a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7), gdje je (a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7) = (2, 1, k, 2, 1, l, 2), (1, 2, k, 2, 1, l, 2),
(1, 2, k, 1, 2, l, 2), (12, 4, 13, 3), (12, 2, 1, 2, 1, 3), (14, 4, 1, 3), (6, 14, k, 2), (4, 1, 2, 12, k, 2), (3, 1, 4, 12, k, 2),
(2, 1, k, 1, 2, l, 2), (14, 6, k, 2), (12, 2, 1, 4, k, 2), (12, 4, 1, 3, k, 2) za proizvoǉne prirodne brojeve k, l ≥ 1.

Dokaz. Na osnovu leme 4.1 (iii) imamo da je a1 ≤ 6, a2 ≤ 2, a4 ≤ 2, a5 ≤ 6 i a7 ≤ 3. Sada
razlikujemo dva sluqaja u zavisnosti od a4.
Sluqaj 1 : a4 = 2. Ovo implicira da je a1 ≤ 2, a2 ≤ 2, a5 = 1, a7 = 2. Ako je a1 = 2 dobijamo

a2 = a5 = 1 i a7 = 2. Stavǉaju�i fiksirane vrijednosti za a1, a2, a4, a5 i a7 u determi-
nantu (1), dobijamo da je determinanta jednaka nuli za proizvoǉnu vrijednost parametara a3
i a6.Stoga imamo rjexeǌa (2, 1, k, 2, 1, l, 2), gdje su k, l ≥ 1. Ako je a1 = 1 dobijamo da je a2 ≤ 2.
Ako je a2 = 2, stavǉaju�i fiksirane vrijednosti za a1, a2, a4, a5 i a7 u determinantu (1),
dobijamo da je determinanta nula za proizvoǉnu vrijednost parametara a3 i a6. Zato imamo
rjexeǌa (1, 2, k, 2, 1, l, 2), gdje su k, l ≥ 1. Ako je a2 = 1, stavǉaju�i fiksirane vrijednosti za
a1, a2, a4, a5 i a7 u determinantu (1), dobijamo da je determinanta negativna za proizvoǉnu
vrijednost parametara a3 i a6.

Sluqaj 2 : a4 = 1. Na osnovu leme 4.1 (iii) imamo da je a1 ≤ 6, a2 ≤ 2, a5 ≤ 6 i a7 ≤ 3. Sada
razlikujemo dva podsluqaja u zavisnosti od a2 (a2 = 2 i a2 = 1) sliqno kao u prethodnim ra-
zmatraǌima, diskutuju�i, ako je potrebno, po preostalim parametrima, dobijamo kompletnu
listu rjexeǌa u tvr�eǌu.

Teorema 4.14 Ako je C(a1, a2, . . . , a8) povezan NSG za koji va�i λ2 = 1 onda je G neki od sǉede�ih
grafova:
C(a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8), gdje je (a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8)ı (1, 2, k, 12, 4, 1, 2), (1, 2, k, 12, 2, 1, 3),
(1, 2, k, 14, 5), (13, 2, 1, 2, 1, 2), (14, 2, 1, 22), (2, 1, k, 12, 4, 1, 2), (2, 1, k, 12, 2, 1, 3), (2, 1, k, 14, 5),
(12, 4, 12, 5, 1, 2), (12, 2, 1, 2, 5, 1, 2), (14, 4, 5, 1, 2), (14, 5, 4, 1, 2), (12, 2, 1, 3, 4, 1, 2), (12, 4, 1, 2, 4, 1, 2),
(14, 4, 3, 1, 3), (12, 2, 1, 2, 3, 1, 3), (12, 6, 1, 2, 3, 1, 2), (12, 4, 12, 3, 1, 3), (14, 5, 2, 1, 3), (14, 4, 2, 1, 5),
(12, 2, 1, 3, 2, 1, 5), (14, 3, 2, 1, 7), (12, 8, 1, 22, 1, 2), (12, 4, 1, 22, 1, 3), (12, 2, 1, 22, 1, 5), (14, 22, 1, 9),
(15, 2, 1, 11), (12, 2, 12, 2, 1, 7), (12, 4, 12, 2, 1, 5), (12, 8, 12, 2, 1, 4), (14, 5, 12, 8), (12, 2, 1, 3, 12, 5),
(12, 3, 1, 2, 12, 9), (12, 4, 1, 2, 12, 5), (12, 6, 1, 2, 12, 3), (12, 10, 1, 2, 12, 2), (12, 5, 14, 37), (12, 6, 14, 21),
(12, 8, 14, 13), (12, 12, 14, 9), (12, 20, 14, 7), (12, 36, 14, 6) za proizvoǉan prirodan broj k ≥ 1.

Dokaz. Na osnovu leme 4.1 (iv) imamo da je a1 ≤ 3, a2 ≤ 2, a4 ≤ 2, a5 ≤ 5, a6 ≤ 5 i a7 ≤ 3.
Sliqno kao u prethodnim teoremama dobijamo prva tri seta rjexeǌa kada pretpostavimo da
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je a2 = 2. Sǉede�e rjexeǌe dobijamo kada uzmemo da je a2 = 1 i a4 = 2. Naredno rjexeǌe
dobijamo kada uzmemo da je a2 = 1, a4 = 1, a7 = 2 a sǉede�a tri seta rjexeǌa kada uzmemo da
je a2 = 1, a4 = 1, a7 = 1 i a1 = 2. Preostala rjexeǌa dobijamo kada je a2 = a4 = a7 = 1 i a6 = 5
ili a6 = 4 ili a6 = 3 ili a6 = 2 ili a6 = 1. Do tih rjexeǌa dolazimo razlikuju�i sluqajeve
u zavisnosti od parametra a5 kao i podsluqajeve u zavisnosti od parametara a3 ili a8. �

Teorema 4.15 Ako je C(a1, a2, . . . , a9) povezan NSG za koji va�i λ2 = 1 onda je G neki od sǉede�ih
grafova:
C(a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9), gdje je (a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9) = (12, 4, 15, 2), (12, 2, 1, 2, 13, 2),
(14, 4, 13, 2).

Dokaz. Na osnovu leme 4.1 (v) imamo da je a1 = a2 = a4 = a6 = a7 = 1, a3 ≤ 4, a5 ≤ 4 i a9 = 2.
stavǉaju�i fiksirane vrijednosti za a1, a2, a4, a6, a7 i a9 u determinantu (1) dobijamo da je
det(I−D) = 2(a3a5−4). Iz prethodne jednakosti zakǉuqujemo da je determinanta jednaka nuli
kada je (a3, a5) = (4, 1) ili (a3, a5) = (2, 2) ili (a3, a5) = (1, 4). �

G a1 a2 a3 a4 a5 a6
1. 3 1 8
2. 1 2 7
3. 4 1 6
4. 6 1 5
5. 1 3 4
6. 2 2 4
7. 1 4 3
8. 2 3 3
9. 14 1 3 2
10. 10 1 3 3
11. 8 1 3 5
12. 7 1 3 9
13. 5 1 4 2
14. 4 2 2 2
15. 3 2 2 3
16. 1 8 1 2
17. 2 7 1 2
18. 1 6 1 3
19. 1 5 1 5
20. 2 5 1 3
21. 2 4 1 5
22. 3 4 1 4
23. 3 3 1 13
24. 4 3 1 9
25. 6 3 1 7
26. 10 3 1 6
27. 1 4 1 k 2
28. 1 3 2 k 2
29. 2 3 1 k 2
30. 1 2 k 1 4
31. 1 2 k 2 3
32. 2 2 2 k 2
33. 1 1 1 1 8
34. 1 1 2 1 6
35. 1 1 4 1 5
36. 2 1 k 1 4
37. 2 1 k 2 3
38. 6 1 1 1 3
39. 4 1 2 1 3
40. 3 1 4 1 3

G a1 a2 a3 a4 a5 a6
41. 3 1 6 k 2
42. 4 1 4 k 2
43. 6 1 3 k 2
44. 1 3 1 4 1 2
45. 1 3 1 2 1 3
46. 1 3 1 1 1 5
47. 3 2 1 2 1 2
48. 2 2 1 4 1 2
49. 2 2 1 2 1 3
50. 2 2 1 1 1 5
51. 1 2 k 6 1 2
52. 1 2 k 4 1 3
53. 1 2 k 3 1 5
54. 2 1 k 6 1 2
55. 6 1 1 5 1 2
56. 4 1 2 5 1 2
57. 3 1 4 5 1 2
58. 1 1 1 4 1 4
59. 2 1 k 4 1 3
60. 3 1 5 4 1 2
61. 4 1 3 4 1 2
62. 6 1 2 4 1 2
63. 1 1 1 3 1 13
64. 1 1 2 3 1 9
65. 1 1 4 3 1 7
66. 1 1 8 3 1 6
67. 2 1 k 3 1 5
68. 6 1 1 3 1 3
69. 4 1 2 3 1 3
70. 3 1 4 3 1 3
71. 8 1 2 3 1 2
72. 1 1 2 2 2 2
73. 1 1 1 2 2 3
74. 3 1 1 2 1 11
75. 3 1 2 2 1 9
76. 3 1 3 2 1 7
77. 3 1 4 2 1 5
78. 3 1 5 2 1 3
79. 4 1 1 2 1 7
80. 4 1 2 2 1 5
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G a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8
81. 4 1 3 2 1 3
82. 6 1 1 2 1 5
83. 6 1 3 2 1 3
84. 10 1 1 2 1 4
85. 10 1 2 2 1 2
86. 1 1 12 1 3 2
87. 1 1 8 1 3 3
88. 1 1 6 1 3 5
89. 1 1 5 1 3 9
90. 3 1 2 1 2 2
91. 12 1 2 1 1 2
92. 8 1 2 1 1 3
93. 3 1 5 1 1 5
94. 4 1 3 1 1 5
95. 6 1 2 1 1 5
96. 38 1 1 1 1 6
97. 22 1 1 1 1 7
98. 14 1 1 1 1 9
99. 5 1 2 1 1 9
100. 10 1 1 1 1 13
101. 7 1 1 1 1 37
102. 8 1 1 1 1 21
103. 2 1 k 2 1 l 2
104. 1 2 k 2 1 l 2
105. 1 2 k 1 2 l 2
106. 1 1 4 1 1 1 3
107. 1 1 2 1 2 1 3
108. 1 1 1 1 4 1 3
109. 6 1 1 1 1 1 2
110. 4 1 2 1 1 k 2
111. 3 1 4 1 1 k 2
112. 2 1 k 1 2 l 2
113. 1 1 1 1 6 k 2
114. 1 1 2 1 4 k 2
115. 1 1 4 1 3 k 2
116. 1 2 k 1 1 4 1 2
117. 1 2 k 1 1 2 1 3
118. 1 2 k 1 1 1 1 5
119. 1 1 1 2 1 2 1 2
120. 1 1 1 1 2 1 2 2

G a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9
121. 2 1 k 1 1 4 1 2
122. 2 1 k 1 1 2 1 3
123. 2 1 k 1 1 1 1 5
124. 1 1 4 1 1 5 1 2
125. 1 1 2 1 2 5 1 2
126. 1 1 1 1 4 5 1 2
127. 1 1 1 1 5 4 1 2
128. 1 1 2 1 3 4 1 2
129. 1 1 4 1 2 4 1 2
130. 1 1 1 1 4 3 1 3
131. 1 1 2 1 2 3 1 3
132. 1 1 6 1 2 3 1 2
133. 1 1 4 1 1 3 1 3
134. 1 1 1 1 5 2 1 3
135. 1 1 1 1 4 2 1 5
136. 1 1 2 1 3 2 1 5
137. 1 1 1 1 3 2 1 7
138. 1 1 8 1 2 2 1 2
139. 1 1 4 1 2 2 1 3
140. 1 1 2 1 2 2 1 5
141. 1 1 1 1 2 2 1 9
142. 1 1 1 1 1 2 1 11
143. 1 1 2 1 1 2 1 7
144. 1 1 4 1 1 2 1 5
145. 1 1 8 1 1 2 1 4
146. 1 1 1 1 5 1 1 8
147. 1 1 2 1 3 1 1 5
148. 1 1 3 1 2 1 1 9
149. 1 1 4 1 2 1 1 5
150. 1 1 6 1 2 1 1 3
151. 1 1 10 1 2 1 1 2
152. 1 1 5 1 1 1 1 37
153. 1 1 6 1 1 1 1 21
154. 1 1 8 1 1 1 1 13
155. 1 1 12 1 1 1 1 9
156. 1 1 20 1 1 1 1 7
157. 1 1 36 1 1 1 1 6
158. 1 1 4 1 1 1 1 1 2
159. 1 1 2 1 2 1 1 1 2
160. 1 1 1 1 4 1 1 1 2

Tabela 2

Va�i sǉede�a teorema.

Teorema 4.16 Neka je G povezan NSG za koji va�i λ2 = 1. Onda je on jedan od grafova iz Tabele
2. Navedeni grafovi su predstavǉeni parametrima a1, a2, . . . , an. Ovdje su k i l prirodni brojevi.
NSG-ovi su pore�ani leksikografski po n.





Zakǉuqak

U ovom radu dat je pregled dosadaxǌih rezultata istra�ivaǌa grafova sa malom drugom
sopstvenom vrijednox�u i opis jedne novije tehnike, tehnike zvijezda komplimenta, u odre-
�ivaǌu pojedinih klasa grafova sa svojstvom da graf ima drugu sopstvenu vrijednost σ ili
1. Pored toga, poseban akcent je stavǉen na opis NSG-ova. Data je karakterizacija svih
NSG-ova sa osobinom λ2 < 1 a u poglavǉu 4.2 je dat originilan doprinos u ispitivaǌu ove
klase grafova time xto su odre�eni svi NSG-ovi sa osobinom λ2 = 1. Poznati rezultati
su predstavǉeni u drugoj, tre�oj kao i u prvom poglavǉu qetvrte glave dok je originalni
rezultat dat, kao xto je i prethodno navedeno, u drugom poglavǉu qetvrte glave.

Daǉi pravci istra�ivaǌa bi bili da se upotpune navedeni rezultati, tj. da se prona�u
zvijezda komplimenti za grafove sa drugom sopstvenom vrijednox�u koja je σ ili 1 i za neke
druge klase grafova, zatim da se odrede svi zvijezda komplimenti za grafove koji imaju
drugaqije ograniqeǌe za drugu sopstvenu vrijednost, kao i da se odrede i ostali NSG-ovi sa
osobinom da im je sopstvena vrijednost nije ve�a od nekog unaprijed zadatog broja (razliqitog
od 1) i da se odrede svi NSG-ovi koji pripadaju pojedinim klasama grafova.
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