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Uvod

Ako su H i K podgrupe grupe G za koje vazi da je G=HK, H M K je trivijalan 1 H je normalna
podgrupa u G, tada se kaZe da je G semi-direktan proizvod grupa H 1 K. Kaze se jos§ 1 da se G
razlaze nad H, odnosno da je G razlazuca ekstenzija grupe H (splitting extension). Takodje se za K
kaZe daje komplement od H u G. Grupa G u ovom sluCaju nije odredjena do na izomorfizam svojim
semi-direktnim faktorima kao §to je to slu¢aj kod direktnog proizvoda. Semi-direktna faktorizacija je
uslovno reCeno slabiji oblik faktorizacije neke grupe. Medjutim bez obzira na to (ili bas zbog toga),
razni kriterijumi za semi-direktnu fakorizaciju igraju mnogo vaZniju ulogu u teoriji konacnih grupa od
kriterijuma za direktnu faktorizaciju (kojih praktiéno i nema medju vaznim teoremama teorije konacnih
grupa). Bez preterivanja se moZe reci da su neki od Kriterijuma za semi-direktnu faktorizaciju po svom
znataju kljuéne teoreme teorije konanih grupa, a medju njima poasno mesto pripada teoremi Schur-
Zassenhaus-a. Znacaj ove problematike vidi se 1 u tome Sto skoro da nema istaknutog matematiCara iz
oblasti teorije kona¢nih grupa koji nije ostavio neki svoj doprinos ovoj temi (Galois, Schur, |
Zassenhaus, Burnside, Frobenius, Thompson, Gaschutz, Baer, Wietland itd). Kao 3to vidimo prve
kriterijume za semi-direktnu faktorizaciju postavio je Galois (za definiciju primitivnostt videti sledece

poglavlje):

Teorema (Galois) Neka je G primitivna grupa permutacija stepena n (tj. podgrupa u S) i neka je N
minimalna netrivijalna normalna podgrupa u G. Ako je N resiva tada vaZi:

a) N je regularna (tj. permutacije iz N nemaju fiksnith taCaka osim identi¢ne permutacije).

b) n je stepen nekog prostog broja p

c) G=NG, 1 N M G, je trivijalan (fj. G je semi-direktan proizvod N 1 G,)

d) Centralizator od N u G je opet G

e) N je jedina minimalni normalna podgrupa u G

f) G, nema osim trivijalne grupe, drugih normalnih podgrupa reda p*

g) Ako je G refiva tada su svi komplementi od N u G, konjugovani u G.

Od samih pocetaka teorije grupa (gde spada gornja teorema) pa do danaSnjih dana, kriterijumi semi-
direktne faktorizacije spadaju u najinteresantniju vrstu problema. VaZnost ove problematike ogleda se 1
u tome Sto su u ovom tipu problema nasle primenu sve tehnike koje su u teoriji grupa razvijene od
njenog postanka do danas (strukturne metode, teorija reprezentacija, teorija formacija, logicke metode
itd.).

U novije vreme prouCavaju se¢ 1 generalizacije pojma semi-direktnog proizvoda kroz proudavanje
mreZe podgrupa date grupe. Tako se podgrupa H grupe G zove dopunjivom u G ( “complemented in
G”) ako postoji podgrupa K takva da je G generisana sa HUK a presek H i K je trivijalan. Tako se

neki od poslednjih rezultata ovog pristupa mogu naéi u [51-53].

Ovaj rad je koncipiran tako da se uz originalne rezultate da i pregled postojecih vaZnijih kritertjuma
za semi-direktnu faktorizaciju. Sve grupe koje se pojavljuju su konacne osim ako nije drukéije reCeno
1l1 ako to nije jasno 1z konteksta. Sve dokazane teoreme su originalne ili kao dokazi ili kao tvrdjenja.



Pregled osnovnih klasa grupa

1. Abelove grupe |
Abelove grupe se opisuju kao direktni (konadni) proizvodi cikli¢nih grupa, $to predstavija njihov
potpun opis.

2. Nilpotentne grupe
Nilpotentne grupe su takodje jedna fundamentalna klasa grupa i mogu se uvesti na viSe nacina.
Za svakn grupu G definidu se takozvani donji i gornji (naniZni i naviSni) centralni nizovi. Gornji
centralni niz grupe, u oznaci Z {(G) se definiSe sledecim relacijama:
Z(G={1},  Z(G) /Z,,(G) = Z(G/Z, (G, |
gde je sa Z(G) oznaden centar grupe G. Grupa G Ce biti nilpotentna ukoliko vazi Z (G)=G, za neko
ne N. Donji centralni niz vy (G) se definiSe slede¢im relacijama:
Y(G)=G, Y,(G)=[Y,,(G)Cl
Grupa G ¢e biti nilpotentna ukoliko vaZi Y,(G)={1}, za neko n€ N. Najmanje takvo n se zove klasa
nilpotencije grupe G. U svakoj (kona¢noj) grupi niz Y,(G) se mora stabilizovati (kao nerastuci) 1
“poslednji” &lan demo zvati nilpotentni rezidual, u oznaci G . Dalje, za svaku grupu G se defmnise 1
takozvani donji nilpotentni niz G relacijom:
Gy=G, G=G, Iy
Nilpotentni rezidual je najmanja normalna podgrupa grupe G koja ima nilpotentnu faktor grupu.
Najslikovitija karakterizacija nilpotentnih grupa je ona u kojoj se kaZe da je grupa nilpotentna ukoliko
je direktan proizvod p-grupa. Time se teorija nilpotentnih grupa svodi praktiéno na teoriju p-grupa. Kao
Sto se vidi iz daljih primera, mnoge vaZne podgrupe koje se definiSu su nilpotentne.

3. Redive grupe

Grupa G se zove ref§ivom grupom ukoliko postoji miz podgrupa G ,={1}<G<...<G=G, pri emu je
G, G, a faktor grupa G,, /G, je cikliina.
Alternativno, grupa G je refiva ukoliko izvodni niz G®, definisan sa
G(ﬂ) =-'G, G{n]z[an-l},G[nal}]
postaje jednak trivijalnoj podgrupi, potevsi od nekog svog Elana. Za problem reSivosti grupa vezana je
Suvena teorema Feith-a i Thompsona [1]:

Teorema 1 Grupa nepamog reda je reSiva.
Jedna ¢uvena karakterizacija reSivosti je Hall-ova teorema [2]:

Teorema 2 Grupa G je resiva akko za svaku faktorizaciju reda grupe G na dva uzajamno prosta broja
m i n, postoje podgrupe grupe G, koje su reda m i n.

Zahvaljuéi gornjoj teoremi, podgrupe &iji su red i indeks uzajamno prosti zovu se¢ Hall-ovim
podgrupama. Hall-ove podgrupe su vaZna klasa podgrupa i detaljnije o njima, bice reci u narednom
poglaviju. |

4. SuperreSive grupe

Superre§ive grupe se definifu isto kao i refive, sa tom razlikom da se u prvoj definiciji resivosti,
datoj u gornjem paragrafu, zahteva da su sve podgrupe G, normalne v G, a ne samo u G,,;. Ova klasa
grupa je prava medjuklasa izmedju klase reSivih i nilpotentnih grupa, i takodje je Siroko izuCavana,
mada ne tako kao prethodne dve klase grupa. Od brojnih osobina superreSivih grupa pomenucemo
samo jednu koja ¢e nam trebati kasnije:



Teorema 3 Neka je G superre§iva grupa i p najveci prost broj koji deh red grupe G. Tada je p-Sylow-
lieva podgrupa grupe G, normalna u G.

Neka je T neki skup prostih brojeva i neka je 7 njegov komplement u skupu svih prostih brojeva.
Za grupu G se kaZe da je T-grupa ako je skup svih prostih delilaca reda grupe G (u oznact T(Q))
sadrfan u T0. Ako su H i K normalne podgrupe u grupi G takve da H<K i pri tome je K/H minimalna
normalna podgrupa u G/H, tada se kaZe da je K/H glavni faktor u G. Grupa G se naziva Tt-
separabilnom ako su joj svi glavni faktori ili 7-grupe ili TU'-grupa.

Hall-ove i Sylow-ljeve podgrupe

Kao §to je ved refeno Hall-ove podgrupe neke grupe su one Ciji je red wzajamno prost sa njihovim
indeksom, i ime su dobile po P.Hall-u &ja je teorema ( gore navedena) praktino prva istakla vaznost
ovakvih podgrupa. Najpoznatija vrsta Hall-ovih podgrupa su svakako Sylow-ljeve podgrupe. U ovom
poglavlju analizirademo strukturu Sylow-ljevih grupa i njthovih normalizatora u grupi S . Opis p-Sylow
grupe u S_ dao je Kaloujnine [3] i ovde ¢emo ga prikazati.

Neka je p-prost a n prirorodan broj n. Maksimalni stepen broja p koji deli n! jednak je p' gde je
t=[n/pl+[n/p?)+[u/p]+..., pa je to i ujedno red p-Sylow grupe u grupi S (smatramo da je S, definisana
- na skupu prvih n prirodnih brojeva). Dakle, svaka p-podgrupa u S, reda p' bide Sylowljeva.
Definisacemo induktivno podgrupu Z_u S_, koja ¢e imati traZeni red, dakle biti Sylow-ljeva u S . Neka
je prvo n=p. U tom slu¢aju je permutacijski ciklus Z =(1, 2,....,p) jedna p-Sylowljeva podgrupa u S .
Neka je sada n=p*, k>1. UoCimo T,, 1<i<p, particiju skupa prvih n prirodnih brojeva na p uzastopnth
podskupova od p*! elemenata, dakle: T={(i-D)p*' +1, (i-1)p*'+2,..ip"" }. Neka je K=<m>, gde je €S,
- permutacija definisana uslovima da preslikava T, na T, (T, slika na T,) i pri tome je rastuca {j. i<

—T(i)<7(j). Tada je K izomorfna ciklitnoj grupi reda p. Definisa¢emo sada H =Z j_; 1 H=n"
P

Z _1 T". Grupe H, su prema tome “kopije” grupe H, na segmentu T,. Svaku od grupa H; moZemo
P

shvatiti kao grupu permutacija u S, smatrajuci da elementi iz H; fiksiraju sve tatke koje nisu u T,.
Grupa K normalizuje grupu H, generisanu sa svim H; i jo§ vaZi H=H,XH,X..XH, (vaZi naime [H,
H]={1}). Zbog toga HK predstavija podgrupu u S_. 1 ona je u stvari Sylow —ljeva jer ima
odgovarajuéi red. Prelazimo sada na slucaj kad je n proizvoljan prirodan broj. Napravimo p-adsku
dekompoziciju broja n:

n=a,+a,p+ap +..+a,p"

Zatim napravimo particiju skupa prvih n prirodnih brojeva T; , gde 0Si<k , 15j<a, |Ti ; | =p'. U toj
particiji T, ={j}, T,, se sastoji od sledecih p neiskori$éenih brojeva, sledeéth p brojeva Cine T, 1 tako
dalje. Neka je Z,, grupa permutacija 1z S, koja je konstruisana na T;; na isti nalin na koji je Z bila

konstruisana u prethodnom koraku ove induktivne konstrukcije, a uzimajudi da je Z,; trivijalna grupa.
Z,, produZimo na ceo permutacijski domen tako Sto mozemo smatrati da elementi iz Z ;; fiksiraju sve
bro;eve van T, . Tada je Z, unutraSnji direktan proizvod svih Z;; sa obzirom da je red 0dgovara;um

Nas cilj je da opisemo normahzator N(Z )=N_ grupe Z. Prema Sylow-ljevim teoremama, broj
Sylow-ljevih podgrupa jednak je indeksu normalizatora bilo koje od njih (podrazumevamo da su istog
reda). Dakle, taj opis ¢e nam omoguditi da takodje odredimo broj Sylow-ljevih podgrupa odredjene
vrste. Opis ée biti induktivan i sledide korake iz prethodne konstrukcije. PodseCamo na neke osnovne
pojmove 1z teorije permutaclja:



-ako je A, particija nekog skupa X, tada se kaze da A, predstavlja blok sistem za neku grupu H,
permutacija na skupu X, ukoliko za svako @Q€H, 1 svako A, vaZi da je (A, opet elemenat particije (

{j. elementi iz H permutuju elemente particije).
-grupa permutacija H na nekom skupu X je tranzitivna ukoliko je dejstvo koje ona indukuje na X

tranzitivno.,
U sluCaju grupe S , gde je dakle p prost broj, lako se vidi da je normalizator N | grupe Z  reda p(p-

1), i daje u pitanju semi-direktan proizvod grupe Z  (koja je ciklina grupa reda p) sa njenom grupom

automorfizama (koja je reda p-1). Neka je sada nzpﬂ.
PoCecdemo sa jednom lemom.

Lema 1 Neka je{B.}, 1< i < p, particija skupa {12,..p“} pri emu vaZi 'Bi I = p*' za svako i. Neka

je O€Spt, pri Cemu je {B.}, 1£ 1 < p, blok sistem za . Tada, za svako i, 0< i < p, postoji

jedinstvena permutacija O, , sa sledeim osobinama:

1) if x€B. then 0i(x)=x, za i#0 (dakle, O za i#0 pokrede samo clemente iz B))
2) o, ima{B.}, 1< i < p, za svoj blok sistem
3)  O=04.. 000

Dokaz: Neka je 0(B)=Bgy,. Tada postoji jedinstvena rastuca bijekcija B: B—Bqy . i neka je o
“uanija” ovakvih .. Ako definifemo {Ii(x)=u0'l((x(x)) za x€B. 1 0((x)=x inaCe, dobijamo trazene faktore.
Jedinstvenost sledi lako poSto o, i>0, uzajamno komutiraju.

Ako oS, i imaju neki zajedni¢ki blok sistem {B.,}, 1< i < p, tada je to blok sistem i za
permutaciju 0. Permutacije & i f (kao i off) imaju faktorizaciju u skladu sa Lemom 1.: =01, ...0L 0l
i B,=P,..B,B, - Sada se postavija pitanje kako dobiti faktorizaciju permutacje f, iz poznatih faktora
za o i 3 ? Ako stavimo da je Otﬁz(()f.f))l..,(Czﬁ)I,,((Iﬂf))iﬁI lako se proverava da vazi (&B)izaﬁo(ﬂﬁwnau'l gde
je o(i) definisano sa Ci(B,) =By, , 1 (f),=C4[,.

Grupa 7, je tranzitivha na skupu {12,..p°}. To se vidi iz slededeg. Permutacijski ciklus (12,...,
p=n ) je reda p* pa je stoga po Sylow-ljevim teoremama (stav o profirivosti p-podgrupa do Sylow-
lieve grupe) sadrZan u nekoj Sylow-ljevoj podgrupi Z. Grupe Z i Z_ su konjugavane nekim unutra$njim
automorfizmom, koji ¢uva cikli¢nu strukturu permutacije, pa stoga i 7 sadrzi ciklus duZine p*. Grupa
koju on generiSe je ofigledno tranzitivna pa je zato 1 Z  tranzitivna,

Lema 2 Neka je {B}, 1< i < p, blok sistem za Z_ 1 []5’:«i l =p*!, Tada za svako i postoji j tako da
B=T, (T, je definisano u konstrukciji grupe Z,)

Dokaz: Neka je C,=TB. Tada, za A€Z, vaii 0(C;) = UTYNUB) =Ty Tapn= Cop g P2 Je zato
C,; takodje blok sistem za Z . Pretpostavimo da je T\#B; za sve j. Tada moZemo pretpostaviti da su
C,, 1 C,, neprazni . Posto rCu l-:: ' B, ' tada C,_,, takodje mora biti neprazan za za neko m>1. Posto
je Hi<Z, , za xeC,, 1 yeC,, postoji € H, tako da vaZi Q(x)=y, i to posto je H, tranzitivna. 1z C, , C
B, i iz C,,CB, sledi o(B,)=B,, posto vaZi o(B,)=B,. Neka je c€C,. Potoje C,, NT,=J i QeH,
sledi 0(c)=c. To zna&i da je O(c)EB,, §to je u protivureénosti sa 0(B,)=B,. €

Lema 3 Neka je €N . Tada je T, blok sistem za .
Dokaz:UocCimo skup {a(Ti)i lﬂiﬂp} , kojt Cini particiju skupa {1,2,..., pk}. Za svako PE€Z, postoji

yeZ, tako da BO=0ty, posto GEN,. Tada vaZi B(OUTN=CUY(T))=0UT), Sto pokazuje da je O(T) blok
sistem za Z,. Prema Lemi 2 sledi da je o(T)=T,, pa je prema tome T, blok sistem za CL.



Neka je sada € S_sa T, kao blok sistemom. Tada, prema Lemi 1, 0=0,....0L 0. Namera nam je
da okarakteriemo 0€ N, preko uslova za . Reci ¢emo da je O, povezan sa @ ako o= oI
Uslov €N _ je ekvivalentan uslovu oKo''eZ i oHo'eZ,. Dakle, za proizvoljno h€H; treba da vail:

p

1) omor'=0,. 00T 0 O O = (H L0 TEO0, O (O ) (10T, ) OTU0,"  EZ,
i=1
2) oho'= oo @ogho ola(@)  E€Z,.

U gomjim uslovima smo primenili faktorizacijskom pravilo za proizvod permutacija u vez sa Lemom
1.

Ako je L podgrupa u S, koja se sastoji od permutacija koje imaju T; za svoj blok sistem 1 koje su
rastuée na svakom T, tada je L izomorfna sa S, i ima K za svoju p-Sylow podgrupu { podgrupa K je
definisana u poéetnoj konstrukciji). Kao Sto je ve¢ reCeno, |NL(K) rzp(p-l).

Ako se analiziraju gornji uslovi 1) i 2) nije teSko uoCiti da €N, akko CGLEN,(K) , O4E N, kao
permuatcija na T, i svaki ¢ je povezan sa nackim Be N, tako da je Bor'eH,. Iz prethodnog uslova
sledi rekurentna formula za | Nx|:

k-1
|Npk | = (p— l)pp |Npk*1 | 1 dakle

-1
pk

1 —

.- -1
.:.‘NPRI: (p—l)kppp :(p—l)k|zpk.1l

Za generalni slucaj trebade nam jo3 jedna Lema.

‘Lema 4 Neka je P={ a,,..., ax} rastuci niz prirodnih brojeva, i neka je T=112,..., p”‘:’. Tada postoji

‘s ‘- . . -1 k . . . .
|Npk| bijekcija @:T—P takvih da ©" Zp* ©=S, gde je S, p-Sylow podgrupa u grup! S x 1(0_]3. je
konstruisana na P na isti nadin kao §to je Nk konstruisano na T.

Dokaz: Lema sledi neposredno poSto za svako takvo © i neko Q€ N(S), vaZi Q(a)=0(), za sve 1,
1<i<p®.

Neka je heN_. Ako je feZ, tada f(h(T,)) =h(f,(T,)=h(T,;) za neko f,E€Z,. Pretpostavimo sada da za
neko T;; i T, vazi h(T,p) NT,, #. Tad mora biti h(T,)) DT, ;. U suprotnom, postojao bi X& T, ~h(T;)
i yeT,, M h(T,). Posto je Z,, tranzitivna na T , postoji f€Z_, sa f(y)=x i to je kontradikcija sa
f(h(T, ))=h(T,). Dakle, h(T;)) je unija nekih T,,. Ako h(T,) sadrZi bar dva razii¢ita T, ( 1 pri tome
naravno vazi) |T_,{<|h(T, J)1) tada imamo da vazi p' < a_ta,p+..+a_p" 1 to je netatno poSto mora
biti a<p. Dakle, sledi h(T,)=T,, i hZ h'=Z . Neka je H,; restrikcija od h na T;;. Dakle,

H, T, —h(T,). Permutacija hEN, je jedinstveno odredjena sa svojim H;;. Prema Lemi 4

za svako H;; postoji |Npk moguénosti. Konaéno zakljuCujemo da vazi:

k

| N [= T Il gy

1=0



Primetimo da gornje konstrukcije sadrZe u sebi takodje i opis grupe N, u tom smislu da daju
algoritam (rekurzivni po n) za generisanje permutacija koje ¢ine N, ( a takodje 1 Z,). Gore prikazani
problemi su razmatrani u [4], pri emu je koriStena tehnika spletenih proizvoda. U [4] su takodje
analizirani sli¢ni problemi za alternirajucu grupu A, a takedje su izvedene joS neke osobine za grupu
N_ Te rezultate ovde ne navodimo ali istiemo da s¢ 1 oni mogu dobiti gore izloZenim pristupom.

NerazloZivost grupe S

U ovom odeljku osvrnuéemo se kratko na problem razloZivosti tj. semi-direktne faktorizacije grupe
S,. U tom cilju navoimo dve kljuéne teoreme. Jednu koja pripada Baer-u i koja je klasi€an rezultat u
teoriji simetri¢nih grupa. Drugi rezultat je noviji i opisuje grupe “malog” indeksa u grupi Se.

Teorema Baer-a Za proizvoljnu simetri¢nu grupu Sy na nekom skupu X, vazi da je svaka netrvijalna
normalna podgrupa ili beskonacna alternirajuca grupa Ay ili je saCinjena tacno od onih permuatacija
&iji je skup ne-fiksnih tataka manji od nekog kardinala k, k< l XI . Specijalno, u grupi Sy netrivijalne
normalne podgrupe su Ay i grupa S,, koja se sastoji od svih permutacija iz Se koje ne fiksiraju samo

kona¢no mnogo elemenata 1z (.

SIP (small index property) teorema [30] Neka je H< S, takva da je ISm:H l < C =[ Sml . Tada postoji
konadan skup simbola KCw, takav da H sadrZi sve permutacije iz S koj fiksiraju K tatka po tacka, a
svi elementi grupe H fiksiraju K kao skup.

Iz prethodne dve teoreme proizilazi da se Sy, ne moZe netrivijalno rastaviti u semi-direktan proizvod.
Kao §to je ved refeno, jedine netrivijalne normalne podgrupe u Sq su Agp 1 grupa S., koja se sastoji od
svih permutacija iz Se koje ne fiksiraju samo konano mnogo elemenata iz @. Obe ove grupe su
prebrojive jer su unije lanaca odgovarajucih konaZnih grupa. Sa obzirom da je red grupe Sy jednak c,
svaki komplement C prethodnih normalnih podgrupa bio bi prebrojivog indeksa, dakle manjeg od ¢. Po
SIP teoremi postojao bi konacan skup simbola KC®, takav da C sadrzi sve permutacije iz S koj
fiksiraju K tatka po tacka, a svi elementi grupe C fiksiraju K kao skup. Ako odaberemo tri simbola
x,y,z koji nisu u K ( a koji postoje jer je K konafan), tada je permutacija (x y z) istovremeno 1uC1
u normalnoj podgrupi ( koju god da smo uzeli). Dakle Sy, se ne moZe netrivjalno razloZiti u semi-
direktan proizvod po &emu se ova grupa razlikuje od konaCne simetriCne grupe. Ostaje da se ispita Sta
je sa razloZivoSéu ostalih beskonanih simetri¢nih grupa (verovatno je odgovor opet negativan).

10



T-nilpotencija

Za proizvoljnu grupu G, sa T(G) se standardno oznaCava skup prostih delilaca reda grupe G. Sa
7'(G) se oznatava komplement skupa T(G) u skupu svih prostih brojeva.

Neka je H Hall-ova podgrupa grupe G. Ako je H normalna u G i ako je 7T skup prostih delilaca
reda grupe H, tada se kaZe da je grupa G Tl-nilpotentna. Veza izmedju T-nilpotencije 1 obiCne
nilpotencije je prosta: grupa je nilpotentna akko je 7-nilpotentna za svaki skup prostih brojeva TL.
Najvazniji slu¢aj nastaje kada je H p-grupa ( dakle H je p-Sylowljeva podgrupa) 1 tada je G p-
nilpotentna. Neki od kriterijuma za p odnosno Tt-nilpotenciju spadaju u najvazZnije teoreme teorije
kona¢nih grupa, i ovde éemo prikazati neke od njih. Takodje e biti i prikazane srodne teoreme Koje
su od interesa.

Prvi kriterijum za p-nilpotenciju je kriterijum koji smo nazvali konjugacijskim (standardno ime ne
postoji, videti [5, strana 432]). Po svojoj prirodi on spada u tzv. transfer teoreme. To su teoreme koje
koriste tehniku tzv. transfera. Transfer je jedna klasa endomorfizama grupe G, u €iju prirodu necemo
ulaziti.

Konjugacijski kriterijum Neka je P jedna p-Sylow-ljeva podgrupa grupe G. Pretpostavimo da su svaka
dva elementa iz P koji su konjugovani u G, takodje konjugovani 1 u P. Tada (1 samo tada) je G p-
niipotentna. |

Jednu od svojih primena konjugacijski kriterjjum je naSao u sledecoj teoremi:

Kriterijum Wielandt-a [5, strana 444] Neka je H nilpotentna Halil-ova podgrupa grupe G. Ukoliko za
svaku Sylow-ljevu podgrupu grupe H vaZi da je njen normalizator u G jednak H, tada je G 70 (H)-
- nilpotentna.

~ Kiiterijum Frobenius-a spada u najvaZnije Kriterijume za p-nilpotenciju. Njegova vaZnost se ogleda
i u tome da je posluZio kao osnova za druge vrlo vaine teoreme koje ga uopstavaju:

Kriterijum Frobenius-a [0, strana 296] Neka je G grupa sa slede¢om osobinom: za svaku p-podgrupu H
grupe G vaZi da je N;(H)/C,(H) p-grupa. Tada (1 samo tada) je G p-nilpotentna.

Iz gornje teoreme se izvodi kriterijum koji takodje pripada Frobenius-u

Drugi krterijum Frobenius-a Neka je P p-Sylow-ljeva podgrupa grupe G, 1 neka je |P | =p". Ako su
brojevi |G| i (p-1Xp°-1)...(p"-1) uzajamno prosti, tada je G p-nilpotentna.

Kriterijjumi Baer-a

U prethodno redenom prikazali smo kriterijume Burniside-a za p-nilpotenciju. Baer je u [62] izveo
anlogne kriterijjume za Tt-nilpotenciju. Pre nego ih formuliSemo uveSéemo pojam kompozicionog
faktora.

Pod normalnim nizom grupe G smatramo niz njenih podgrupa G =1<G,,..<G, ;<G =G pri femu je G,
normalna podgrupa u G, . Grupe G,, /G, zovu se faktori niza, a n njegova duZina. Normalni niz se
naziva kompozicionim ako je G, maksimalna (prava) normalna podgrupa u G,,,. Faktori kompozicionog
niza se¢ zovu kompozicioni faktori. Glavna teorema o kompozicionom nizu i njegovim faktorima je
sledeca:
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Teorema Jordan-Holdera Svaka dva kompoziciona niza grupe G imaju istu duZinu i iste kompozicione
faktore do na njihov raspored u odgovarajucim nizovima,

Dakle vidimo da je pojam “kompozicioni faktor grupe G” korektan tj. kompozicioni faktor ne zavisi
od konkretnog kompozicionog niza ve¢ samo od grupe G. pre nego $to formuliSemo najavljene
kriterijume trebaju nam jo§ neke definicije. Grupu G zvademo O-homogenom, za neki skup prirodnih
brojeva O, ako N, (H)Y/Cg(H) prdstavlja Q-grupu za svaku o-podgrupu H grupe G. Svaka O-nilpotentna
grupa je i O-homogena ali obrnuto ne vaZi 1 Baer-ovi kriterjumi se bave odnosom C-homogenosti 1 O
nilpotentnosti. Sa Gy ¢emo oznaliti podgrupu grupe G generisanu svim njenim O-grupama, Ova
podgrupa je otigledno normalna u G. Neka je p relacija totalnog poretka na skupu prostih brojeva P.
Ako je T podskup od P, kazacemo da je Tt p-rep ukoliko sa svakim svojim elementom sadrZi i one
koji su od njega manji. Grupu G zva¢emo pP-usmerenom ako je ona Ti-nilpotentna za svaki rep Tt.
definicija. Sada moZemo formulisati najavljene kriterijume Baer-a.

Prva teorema Baer-a Ako je T neki skup prirodnih brojeva i p totalno uredjenje skupa prostih brojeva,
tada je G T-nilpotentna a G/Gy je P-usmerena akko je G T-homogena a njene 7t -podgrupe su p-
usmerene.

Druga teorema Baer-a Grupa G je T-nilpotentna akko je T-homogena pri emu svaki kompozicioni

faktor F od G ispunjava neki od sledecih uslova:

a) F je ili 7-grupa ili T -grupa

b) F/Fy je T grupa i AMB je trivijalan za svake dve razliCite maksimalne 7-podgrupe A i B grupe F.

¢) Postoji maksimalna 7U-podgrupa S grupe F, takva da je SxSx” trivijalan za svaki x iz F koji i_lije
u N(S) |

d) Za svaku podgrupu T grupe F vaZi da je T 7t-nilpotentna grupa i sve T-podgrupe u F su
nilpotentne

&) Postoji totalno uredjenje prostih brojeva p takvo da je svaka T’-podgrupa u F

P-usmerena

Treca teorema Baer-a Grupa G je T-nilpotentna akko je ispunjeno
a) G je W-homogena grupa
b) AMB je trivijalan za svake dve razliCite maksimalne 7-podgrupe A iBuG
¢) Svaki kompozicioni faktor F od G je T-nilpotentan

Kriterijum Thompson-a

Slededi kriterijum je poznata teorema Thompsona [8]. Ona je deo jos poznatijeg rezultata istog
autora, koji daje potvrdan odgovor na odgovarajucu hipotezu Frobenius-a: grupa koja poseduje
automorfizam prostog reda, koji ima taéno jednu fiksnu tacku, mora biti nilpotentna. Da bi formulisali
ovaj kriterijum treba nam nekoliko definicija. Za grupu (C )" kaZe se da je ranga n. Ako je P neka p-

grupa, tada se J(P) defini¥e kao podgrupa definisana onim njenim podgrupama oblika (C )", iji je rang
maksimalan, Tada vaZi:

Kriterijum Thompson-a Neka je G grupa, p-neparan prost broj i P neka p-Sylow-ljeva podgrupa u G.
Tada je G p-nilpotentna akko vaZi da su N(J(P)) i C,(Z(P)) p-nilpotentni.
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Kriterijum Burnside-a

Sledeéi veoma vaZan kriterijjum je dao Burnside. Njegova vaznost se ogleda ne samo u tome Sto je
sam vrlo primenljiv, ve¢ 1 zato 3to je posluZio kao osnova za dalja uopstenja. Takodje, ovaj kriterjum
je bio jedna od prvih teorema tzv. lokalne analize. Lokalna analiza je deo teorije konaCnih grupa u
kojoj se na osnovu osobina podgrupa neke grupe (a naroCito na osnovu osobina normalizatora Sylow-
ljevih podgrupa) izvode osobine cele grupe. Lokalna anliza je odigrala veliku ulogu u klasifikaciji
konaénih prostith grupa.

Kriterijum Bumnside-a [7, strana 194] Neka je G grupa i P njena Abel-ova p-Sylow-ljeva podgrupa.
Ako je N,(P) p-nilpotentan tada je 1 G p-nilpotentna takodje.

Iz gornjeg rezultata se izvodi sledeci:

Drugi kriterijum Burnside-a {7, strana 195] Neka je p najmanji prost broj koji deli red grupe G. Ako
je p-Sylow-ljeva podgrupa grupe G cikli¢na, tada je G p-nilpotentna.

. Pogledajmo sada kako je uopsten kriterijum Bunside-a. Njegovo €uveno uopStenje dao je Wielandt. Da
bismo ga iskazali potrebno nam je prvo nekoliko definicija: za datu grupu G i prost broj p, definiSe se
podgrupa O(G) kao presek svih normalnih podgrupa &iji je indeks stepen broja p. Sada éemo definisati
pojam tzv. regularne p-grupe. Grupa G se naziva regularnom ukoliko ima sledeéu osobinu: za svaka
dva elementa x.,y koji pripadaju grupi G vaii
xPy?P = (xy)’af, @', .2’ za neke aE <x,y>'.
- Regularme p-grupe su odigledno nad-klasa klase Abelovih p-grupa 1 da bi se stekla predstava o

~ veliGini te klase (regularnih p-grupa) navodimo neke dovoljne uslove za regularnost ( nisu sve p-grupe
regulame). Dakle p-grupa G, reda p”, je regularna ako ispunjava neki od sledecih uslova:

a) klasa nilpotencije grupe G je manja od p
b) n<p

¢) G’ je cikli¢na grupa i p>2

d) eksponent grupe G je p

Vazi takodje da je 2-grupa regularna akko je Abelova. Dajemo sada iskaz teoreme Wielandt-a.

Teorema Wielandt-a {8] Neka je G grupa i neka je P njena p-Sylow-ljeva podgrupa koja je regulama.
Tada vaZi G/OP(G)=N(PYO°(N(P)).

U osnovi, teorema Wielandt-a je mnogo viSe od semi-direktnog kriterijuma ali ona to postaje u
specijalnim sluCajevima. Jedan njen specijalm slu€aj je onaj u kome ona kaze zapravo da se u
kriterijumu Burnside-a uslov “ P je Abelova grupa” moZe zameniti slabijim uslovom “ P je regularna”.
Dodajmo da je teorema Wielandt-a takodje transfer teorema tj. teorema koja koristi tehniku transfera.

Sada ¢emo navesti lokalnu teoremu Glauberman-a koja, sli¢no kao i teorema Wielandt-a, u svom
specijalnom sluéaju uopstava teoremu Burnside-a. Neka je p prost broj, i neka je P p-Sylow-ljeva
podgrupa u grupi G. Neka je d(P) maksimum svih redova svih mogucih Abel-ovih podgrupa grupe G.
DefiniSemo P, kao podgrupu grupe P generisanu svim njenim Abel-ovim podgrupama koje su reda
d(P). Tada vazi:

Teorema Glauberman-a[9] Neka je p>5, i neka je N=N_(P,). Tada je G/O*(G) izomorfno sa N/OP(N).

Konste¢1 prethodne oznake, oCigledno je da ako je P Abel-ova tada je P ,= P, 1 za p>5, dobyamo
opet teoremu Burnside-a.
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Schur-Zassenhaus kriterijum

Teorema Schur-Zassenhaus-a se moZe smatrati jednom od centralnth teorema teorije konaCnih grupa.
Ona u sustini predstavlja jedan kriterijum semi-direktne faktorizacije. Dajemo njen iskaz:

Teorema Schur-Zassenhaus-a: Neka je G grupa i H njena normalna Hall-ova podgrupa. Tada:

a) H ima komplement u grupi G.

b) svaka dva komplementa grupe H su konjugovana

¢) ako je K podgrupa grupe G, &iji je red uzajamno prost sa grupom H, tada je K sadrzano u nekom
komplementu grupe H.

Interesantno je napomenuti da tacka b) koristi u svom dokazu teoremu o reSivosti grupa neparmog,
reda koja je dokazana 60-ih godina. Teorema Schur-Zassenhaus-a je mnogo starija od teoreme o
redivosti grupa neparnog reda i ona je imala u tacki pod b) pretpostavku da su ili H ili njen
komplement redivi. Sa obzirom da su H i njen komplement uzajamno prostih redova, jedna od te dve
grupe mora biti refiva jer mora biti neparnog reda. Tako je prepostavka o resivosti grupe H ili njenog
komplementa otpala, i gornja formulacija je standardni 1skaz ove teoreme.

Naveicemo sada jednu teoremu koja je tipa Schur-Zassenhaus theoreme. Ona je interesantna zbog toga
Sto prikazuje primenu teorije modela u problemu semi-direktnog faktorisanja

Teorema Borovika [45] Neka je G refiva (ne obavezno konalna) grupa konalnog Morley-jevog ranga.
Ako je H normalna 7t-Hall-ova podgrupa tada ona ima komplement v G.

U literaturi postoje i kriterijumi koji su dualni Schur-Zassenhaus-a u tom smislu da pretpostavijaju
postojanje Hall-ove podgrupe koja nije obavezno normalna, i to sa nekim osobinama a zatim se
dokazuje postojanje normalnog komplementa. Jedan takav rezultat smo videli i to je bio kriterijum
Wielandt-a. Jedan drugi kriterijum dao je Carter:

Kriterijum Carter-a[10] Neka je G grupa i H njena podgrupa sa sledecim osobinama:
a) H )e nilpotentna

b) H je jednaka svom normalizatoru u G

c) Sve Sylow-ljeve podgrupe grupe H su regulame

Tada postoji normalni komplement grupe H u G, 4. G je 7i(H) nilpotentna.

Carter je u svom radu pokazao da se ni jedan od gornja tri uslova ne moze eliminisati. U ovom
poglavlju pokazaéemo da se uslov ¢) moZe osetno oslabiti. U svom dokazu, koji je induktivan po redu
grupe G, od osobina regularnih grupa Carter koristi da za tu klasu vaZi gore navedena teorema
Wielandt-a i jo§ sledeca osobina: ako je P regulama tada je i P/Z(G) regulama. U daljem tekstu
pokazademo da je dovoljno samo vaZenje teoreme Wilandi-a. Neka je P p-Sylow podgrupa grupe G.
Ako vazi da je G/ONG)=N/O(N) za svaku grupu G, gde je N=Ny(P), tada ¢emo reci da je P, L-
lokalna grupa. Dakle, regularna grupa je L-lokalna (teorema Wiclandt-a). Ako je p-grupa P generisana
svim svojim Abel-ovim podgrupama maksimalnog reda, tada je ona po teoremi Glauberman-a, takodje
L-lokalna. Primetimo da se ove dve klase, koje smo dali kao primere za L-lokalne grupe, ne poklapaju.
Na primer, kvaternionska grupa reda 8, nije regularna ( 2-grupe su regulame akko su Abel-ove) a jeste
generisana svojim podgrupama reda 4 (koje su dakle Abel-ove). Ispostavha se da se uslov ¢) 1z
kriterijuma Carter-a moZe zameniti uslovom “H je L-lokalna™.

Pomenuéemo prvo vrlo poznatu teoremu Wielandt-a, koja je teorema Sylow-ljevog tipa.
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Teorema 1[11] Neka je G grupa i H njena nilpotentna Hall-ova podgrupa. Ako je K podgrupa grupe G
¢iji red deli redgrupe H, tada je H sadrzana u nekom konjugatu grupe H. Specijalno, Ako su Hi K

i1stog reda, onda su one konjugovane.

Gornja teorema nije taCna ako se uslov “H je nilpotentna” zament uslovom “H je superreSiva”. Ipak
jedna varjjanta gornje teoeme se moZe dokazati 1 za slu€aj kad je H superreSiva:

Teorema 2 Neka je G grupa i neka su H 1 K dve njene Hall-ove superreSive grupe. Ako |K[ deli
|H| , tada je K sadrzana u nekom konjugatu grupe H. Specijalno, ako su H i K istog reda, onda su
one konjugovane,

Dokaz: Koristimo indukciju poredu grupe G. Neka je K, podgrupa grupe H, koja je istog reda kao i K.
Takva grupa postoji po teoremi Hall-a za reSive (pa dakle i superreSive) grupe i neka je p maksimalni
prosti delilac reda grupe. Neka su S 1 S, p-Sylow-ljeve podgrupe u K i K, respektivno. Tada su S i S,
normalne u K 1 K, (videti teoremu u paragrafu o refivim grupama) Grupe S 1 S, su takodje Sylow-
ljeve podgrupe u G, pa je zato S=gS,g" za neko geG. U grupi L=< K, gKg™'>, njena podgrupa S je
‘normalna jer je normalna i u K i u gK,g". Po induktivnoj hipotezi K/S i gK,g"'/S su konjugovani u
L/S §to implicira K=hgK (hg)"' za neko h€L i zato imamo KChgH(hg)'.

Teorema 3 Neka je G grupa i H njena superreSiva Hall-ova podgrupa. Ako je N (H)=SXH za neku p-
‘Sylow-ljevu grupu S, tada je G p-nilpotentna.

Dokaz: Neka su abeS i gag'=b za neko g€G. Tada su H i gHg" sadrzani u Cy(b).

Prema prethodnoj teoremi imamo da vazi tHt"'=gHg" za neko te C4(b) i zato g™'te N(H).

Posto je N(H)=SXH sledi da je g't=sh, s€S i h€H, $to implicira a=g bg=sbs”. Po “konjugacijskom
kriterijumu” zakljuCujemo da je G p-nilpotentna.

Dokazujemo sada najavljeno uopStenje kriterijuma Carter-a.

Teorema 4 Neka je G grupa 1 H njena podgrupa sa slede¢im osobinama:
a) H je nilpotentna

b} H je jednaka svom normalizatoru u G

¢) sve Sylow-ljeve podgrupe grupe H su regulame

Tada postoj1 normalni komplement grupe H u G, tj. G je 7t(H)-nilpotentna.

Dokaz: Dovoljno je dokazati da je G p-nilpotentna za svaki prost broj p koji deli red grupe H. Neka je
N normalizator od S, gde je S p-Sylow-ljeva podgrupa u H. Tada je H<N. Ako je Q p-komplement od

S u H, tada je H normalizator od Q u N. Zaista, ako je gQg '=Q za ncko g€N, tada je gHg'=H i zato
g€ H, Po prethodnoj teoremi imamo da je N p-nilpotentna i zato ( poSto je S grupa koja je L-lokalna)
je G p-nilpotentna takodje.

Dacemo sad jedan kriterijum koji se bazira na prethodnoj teoremi i na teoremi Glauberman-a.
Teorema 5 Neka je G grupa i neka je S p-Sylow-ljeva podgrupa. Pretpostavimo da postoji podgrupa H,
koja je supereSiva i Hall-ova, p ne deli 7(H), i [SH]={1}. Ako je N4(SXH)=SXH i p>5 tada je
O (G)#G.

Dokaz: Ako je L=N(S), tada je H<L 1 N (H)=SXH. Po prethodnoj Teoremi 3. L je p-nilpotentna i
zato je N;(S)/C(S) p-grupa. Tada teorema sledi iz teoreme Glauberman-a.
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Posledica Neka je H nilpotentna, Hall-ova podgrupa grupe G, koja je jednaka svom normalizatoru. Ako
je p prost delilac reda grupe H i p>5 tada je OG)2G.

Kao $to smo videli, u gornjim primerima vaZnu ulogu igraju nilpotentne podgrupe koje su jednake
svom normalizatoru. Takve podgrupe u stvari igraju znalajnu ulogu u teoriji konacnih grupa i nazivaju
se Carter-ovim. Carter-ova grupa ne postoji u svakoj grupi. Ipak, ako je G reSiva grupa onda ona
poseduje Carter-ovu grupu, koja je jedinstvena do na konjugovanost, Postavljena je hipoteza da su u
svakoj grupi u kojoj postoji Carter-ova podgrupa, sve njene Carter-ove podgrupe konjugovane. Ova
hipoteza jo§ nije ni dokazana a ni opovrgnuta. Za reSive grupe s¢ moZe dati varijanta Teoreme 4
u kojoj H nije Hall-ova podgrupa. Treba ¢e nam u tom cilju jedna lema.

Lema 1 [12]. Neka je G refiva grupa i Q njena podgrupa Ciji red nije deljiv sa p. Ako je Q
centralizovana sa nekom p-Sylow-ljevom podgrupom grupe G, tada je Q sadrzana u normalnoj
podgrupi grupe G, Ciji red nije deljiv sa p.

Teorema 6 Neka je G reSiva grupa i C njena Carter-ova podgrupa. Ako je S p-Sylow-ljeva podgrupa u
C koja je L-lokalna i istovremeno p-Sylow-ljeva podgrupa u G, tada je G p-nilpotentna.

Dokaz: Neka je N=N(S). Koristimo indukciju po redu grupe G. Ako je N=S=C teorem sledi
neposredno jer je S L-lokalna. Ako je N#S tada je p-komplement od S u C netrivijalan 1 sadrZzan je u
T, gde je T normalna podgrupa grupe G <iji red nije deljiv sa p. Iz toga sledi da je presek T 1 S
trivijalan. Primenjujuéi induktivnu hipotezu na grupu G/T, dobijamo grupu K<G takvu da je K/T
normalni p-komplement u G/T. Tada je K takodje normalni p-komplement u G 1 teorema je

dokazana.
Homoloski aspekti

Ako je G normalna podgrupa u grupi H, onda se H zove ekstenzija grupe G grupom G/H.
Transverzalna funkcija za G u H je preslikavanje t:H/G—H tako da je t(Gx) iz Gx. Drugim recima
ako je k kanonski homomorfizam k:H—H/G, tada vaii kt=1,,. Pr1 tome vadi da je H splitting
ekstenzija akko postoji transverzalana funkcija koja je homomorfizam. |

Neka je H semidirektan proizvod sa normalnim faktorom G i komplementom K. Funkciju 0:K—G
zovemo derivacijom (ili 1-kociklom) iz K u G ako vazi (:vay)"}=(:'r.ﬂ)"yB za sve X,y iz K. Ovde je X’
standardna oznaka za y™'xy. Skup svih derivacija iz K u G oznaava se sa Der(K,G) ili sa Z(K,G).
Jedan primer derivacije je slededi: izaberimo proizvoljmi komplement X za G i ako je a€K neka je
0,(a)=b gde je b dobro definisano uslovom a=xb" za x€X. Tada vaZi sledece tvrdjenje:

Preslikavanje X—0_ je bijekcija izmedju skupa svih komplemeneta za G u H i Der(K,G).

Neka je sada G komutativna grupa. U ovom sluCaju mozemo od skupa Der(K,G) naliniti aditivnu
komutativiu grupu ako definiSemo a™®=a'+a® za a€ K, f,ge€Der(K,G). Lako se proverava da je funkcija
Fg(a)za'ga jedna derivacija. F, se zove unutrainja derivacija ( ili 1-kogranica) a skup svih F_ obelezava
se sa Inn(K,G) ili B'(K.G). Pri tome Inn(K.G) ¢ini jednu podgrupu u Der(K.,G). VaZi sledece tvrdjenje:

Postoji bijekcija izmedju skupa klasa konjugacija komplemenata za G u H i koli¢niCke grupe
Der(K,G)/Inn(K ,G).
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Proste grupe

Klasifikacija prostih (konaZnih) grupa moZe se smatrati najvaZnijm rezultatom teorije konac¢nih grupa.
U taj rezultat su uloZeni maltene svi dotada$nji napori i rezultati. Jako se dakle smatra da je konaCan
spisak prostih grupa salinjen, dokaz te klasifikacije joS ne postoji u kompaktnom obliku 1 relativno
nedavno su poceli napori u tom pravcu. Procenjuje se da bi pun dokaz Klasifikacije trebao da ima oko
7000 strana. Prve proste grupe pronadjene su jo§ u 19-om veku, a smatra se da je posao oko njihove

klasifikacije zavrSen pofetkom 70-ih. Taj spisak izgleda ovako:

1) grupe prostog reda

2) alternirajue grupe

3) proste grupe tzv. Lie-ovog tipa

4) tzv. sporadiéne proste grupe, kojih ima 26

Takodje su poznate liste svih prostih grupa sa nekim dodatnim uslovima. Navodimo neke primere:
a) sve proste grupe Cije su sve prave podgrupe reSive klasifikovao je Thompson [13]
b) sve proste grupe u kojima je proizvoljna 2-podgrupa generisana sa ne viSe od 4 elementa
klasifikovali su Gorenstein i Harada [14]
¢) sve proste grupe koje imaju Abel-ovu 2-Sylow-ljevu podgrupu klasifikovao je Walter [15].

Klasifikacija prostih grupa naSla je primenu u raznim problemima i oblastima a posebno u teoriji
kona¢nih grupa. U prvoj polovini ovog veka postavljeno je viSe hipoteza koje su ubrzo bile dokazane
za sludaj reSive grupe, ali bez dokaza za proizvoljnu grupu. U takvim problemima klasifikacija je nasla
primenu u prelazu sa slu¢aja reSive grupe na opsti slucaj. Navodimo jedan takav problem koji je skoro
reSen pozitivno uz pomo¢ klasifikacije prostith grupa:

Teorema Neumann-a[22] Za svaku grupu G vaZi: |Aut(G) I deli IG:Z(G) l ©( | G | ). Pri tome je ©(n)
k-1 _

multiplikativna aritmeti¢ka funkcija koja zadovoljava @(pk)=H (pk - pl) , gde je p prost broj.
i=1

Ova teorema je bila hipoteza koju su postavili Birkhof i Hall i dali potvrdan odgovor za klasu
redivih grupa u [23]. Gornje reSenje je ¢ak i viSe od pomenute hipoteze koja je bila da ﬁAut(G)| deli

lcledal).

Karakteristicno proste grupe

U ovom paragrafu izneéemo neke osnovne Cinjenice vezane za karakteristiCno proste grupe. Podsetimo
da se grupa naziva karakteristi¢no prostom ako, sem sebe i jediniCne, ne poseduje druge podgrupe
invarijantne za primenu proizvoljnog automorfizma te grupe. Ako je G karakteristicno prosta grupa tada
vaZzi jedan od sledeca dva slucaja:

a) G je elementarna Abel-ova grupa tj, G=(C))" za neki prost broj p, ili
b) G je direktni stepen neke proste ne-Abel-ove grupe .

Sa obzirom na to da se smatra da su poznate sve (kona¢ne) proste grupe, moZemo dakle reci da su
poznate i sve karakteristiéno proste grupe. Neka je G karakteristiCno prosta neabel-ova grupa. Dakle

mora biti G=SXS....XSXS=S" za neku prostu neabel-ovu grupu S. Ako je f automorfizam grupe G, tada
on permutuje faktore izomorfne sa S. To znai da je f jedinstveno odredjen permutacijom na skupu
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{1.2,.n} i jednom n-torkom automorfizama grupe S koja odredjuje kako se sa S prelazi na f(S). Kada
s¢ u skladu sa tim proanalizira struktura grupe Aut(G), dobija se da je Aut(G)=Aut(S) wr X gde je X

grupa svih permutacija na skupu {12,...n}.

Konacna polja

Osnovna Cinjenica o kona¢nim poljima je da za svaki prost broj p i svaki prirodan broj n, postoji
polje, jedinstveno do na izomorfizam, od p" elemenata koje se obeleZava sa GF(p"). Svako konaéno
polje mora imati p” elemenata za neki prost broj p koji je ujedno i karakteristika tog polja. U daljem
¢e nam trebati opis grupe Aut(GF(p")). Ta grupa je cikli¢na, reda je n i generisana je funkcijom
f(x)=x", koje se zove Frobeniu-sov automorfizam.

Pojam apsolutnog faktora

U ovom poglavlju uveS¢emo pojam apsolutnog faktora. Reéi éemo da je grupa G apsolutni faktor
ukoliko za svaku grupu H takvu da je G normalna podgrupa u H, vaZi da se H razlaZe nad G. Sledeéa
jednostavna lema pokazuje se vaZnim izvorom grupa koji su apsolutni faktori. Podsetimo se da ako
grupa G ima trivijalan centar tada je ona izomorfna sa grupom svojih unutradnjiih automorfizama

[nn(G).

Lema 1 Neka je G grupa sa trivijalnim centrom. Tada je G apsolutni faktor akko se Aut{G) razlaZe
nad G (identifikovana sa Inn(QG)).

Dokaz: Jedan smer je direktna posledica definicije, pa dokaZimo samo drugi. Pretpostavimo dakle da je
Aut(() razloZiva nad G=Inn(G) i neka je K komplement grupe G u Aut(G). Neka je G normalna
podgrupa grupe L. Treba da dokaZemo da se L razlaZe nad G. Dokaz izvodimo indukcijom po redu
grupe L. Ako je C trivijalno (gde je C=C,(G)) Tada moZemo identifikovati L sa podgrupom grupe
Aut(G) koja sadrzi G (tj. Inn(G)). U tom slu€aju mozemo uzeti LMK kao komplement za G u L.
Pretpostavimo da je C netrivijalno i razmotrimo faktor grupu L/C. Posto je C MG trivijalno, vaZi da je
GC/C=G, 4. G je utopljeno u L/C. Primenjujuéi induktivau hipotezu na L/C, dobijamo grupu H/C
takvu da je H/C komplement za GC/C u L/C. Tvrdimo da je H komplement za G u L. Ako je
x€HNG tada je x€ HNGC i zato Cxe H/CNGC/C. Dakle, Cx=C i x€ CNG, §to implicira x=1.
Takedje, 1z (H/CYGC/C)=L/C, sledi da je L=HGC=HCG=HG ¢ime je dokaz kompletiran .

Navescemo sada neke primere grupa koji su apsolutni faktori.

Grupa permutacija S, je apsolutni faktor za n>2. Naime, za n#2 i 6, Aut(S,) je opet S.. Za n=6,
vaZi da je Aut(So) semi-direktan proizvod grupe S, i jednog spoljadnjeg automorfizma (tj. grupe koju
on generise) koji je reda 2. Dakle Aut(S,) se razlaZe nad S, pa je i S, apsolutni faktor.

Alternirajuca grupa A, je apsolutni faktor za n>3 i n#6. Tada vaZi naime da je Aut(A )=S . Takodje
vazi da se S razlaZze nad A, sa proizvoljnom transpozicijom kao svojim komplementom, §to pokazuje

da je A, zaista apsolutni faktor.

Sve sporadine proste grupe su apsolutni faktori jer za proizvoljnu sporadiénu prostu grupu vaZi da
je ili izomorfna svojoj grupi automorfizama ili postoji ne-unutra¥nji automorfizam reda 2. U drugom
sluCaju, postojeci ne-unutra$nji automorfizam generiSe komplement grupe u grupi svih automorfizama,
pa je sama grupa, dakle, apsolutni faktor.

Dac¢emo sada jo§ jedan primer apsolutnog faktora.

Teorema 1 Neka je G ne-Abel-ova karakteristiCno prosta grupa, &ije su sve Sylow-ljeve podgrupe
Abel-ove. Tada je G apsolutni faktor.
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Dokaz: Pretpostavimo prvo da je G prosta ne-Abel-ova grupa. Prema klasifikaciji Walter-a, pomenutoj
u odeljku o prostim grupama, mozemo zakljuCiti da su sve proste grupe (ne-Abel-ove) koje imaju sve
Abel-ove Sylow-ljeve podgrupe, 1zomortne sa nekom od sledecih grupa:

1) PSL(2,q) gde je
a) g=2", n>1, ili
b) ¢=3 ili 5 (mod 8)

2) Jankova sporadina grupa J,

Za Jankovu grupu vaZi da je izomorfna svojoj grupi automorfizama tj. ima samo unutradnje
automorfizme, pa za nju odmah dobijamo da je apsolutni faktor. Sada cemo iskoristiti opis
automorfizama grupa navedinih pod 1). Taj opis se moZe naci u [16].

Prema tom opisu ove grupe poseduju dve vrste automorfizama. Prva grupa automorfizama indukovana
je restrikcijama unutraSnjih automorfizama odgovarajuce opSte linearne grupe GL., na grupu SL
odnosno PSL. Dakle, to su u stvari konjugacije elementima grupe GL i ta je grupa automorfizama
1izomorfna tzv. projektivnoj opstoj linearnoj grupi PGL (tu je dakle i sadrZana podgrupa unutra$njih
automorfizama). Dodajmo da je PGL normalna podgrupa grupe svih automorfizama naSe proste grupe.
“Neka je sada GF polje nad kojim su deinisane matrice koje Cine naSu prostu grupu. Druga podgrupa
automorfizama, oznaimo je sa F, je indukovana sa grupom automorfizama Aut(GF), na prirodan nacin:
ako je f€ Aut(GF) tada on indukuje automorfizam nase proste grupe tako $to se polja a,; svih matrica
zamene sa f(a; ). VaZi takodje da je grupa automorfizama naSe proste grupe semi-direktan proizvod
grupe PGL i F (dakle PGLAF je trivijalan). Pri tome vaZi | AwtG | =t (2,0-1)| G/, gde je t red grupe
automorfizama ‘ulaznog” polja. Odatle odmah sledi da je u slu€aju 1)-a) grupa F komplement grupe G
u Aut{G) pa nam ostaje samo sludaj 1)-b). Neka je q=p' za neki prost broj p>2. Tada t mora biti

~ neparan. Zaista iz t=2k 1 g=3 ili 5 (mod 8), sledi da 3 ili 5 treba da budu kvadrati u prstenu Z; §to
nije tacno. Dakle, t je neparan. Pokazacemo sada da ulazno polje K mora sadrzati element d takav da

nije kvadrat u tom polju i d’=d. Grupa svih kvadrata u K-{0} je reda o, gde je
o= (p' =1)/2 = (p-D)(1+...4p")/2

Posto je O neparan, on ne moZe biti deljiv sa p-1. Stoga prethodna grupa ne sadrZi sve korene
jednadine x"'=1. Dakle, postoji neko d€K, takvo da je d ne-kvadrat i d*'=1 tj. d°=d. Ako je
Ae(GL.(2,q), tada A indukuje automorfizam na G preko konjugovanja, koji je trivijalan akko je A
0 d|
skalarna matrica. Neka je M= 1ol det(M) = d 1 stoga MeGL(2,q). Ako oznafimo sa O,
automorfizam na G indukovan konjugacijom sa M, tada G,, nije unutras$nji antomorfizam. U suprotnom
postojala bi matrica S€ SL(2,q) takva da MS™'= diag(a,a) za neko a€ K. Tada imamo da vaZi
" d 0

det(MS™)=a’tj. d=a’ $to je kontradikcija posto je d ne-kvadrat. I viSe od toga, M ’= 0 q §to
umpiicira da je <O, > podgrupa od Aut((G) reda 2. Dakle, zakjlu¢ujemo da GL(2,q) indukuje podgrupu
grupe Aut(G) koja je ekstenzija grupe G sa <0y, >. Neka je ¢ automorfizam grupe G indukovan sa
automorfizmom polja K odredjenog sa f(x)=x*. Tada (poSto vaZi d°=d) sledi ¢ ©,, ¢"'=0,, . PoSto @
generide grupu F, sledi <@,0,, >=<@><0,, >. Takodje, <(p>M<0,, > je trivijalan jer |<.:(p:> | =t je
neparan. Dakle, I<(p::=-<:0‘M :>T=2t. Takodje, automorfizam iz F ne moZe biti jednak nekoj konjugaciji
elementom iz GL(2,q9). Odatle sledi da je Aut(G)=G<,0,, > semi-direktna faktorizacija grupe Aut(G).

Pretpostavimo sada op$ti slucaj Sto znac¢i da je G=SX...XS=S", za neku prostu grupu S. Neka je T
komplement od G (tj. Inn(G)) u Aut(G) koji postoji po gore dokazanom. Tada je Aut(G) = Aut(S) wr
2. kao §to smo veé objasnili u odeljku o karakteristicno prostim grupama, i tada ée Twr 2 biti
komplement za Inn(G) u Aut(G). Time je dokaz kompletiran.
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Dakle, G je apsolutni faktor i zato imamo:

Posledica 1 Ako je G karakteristiéno prosta, ne-Abel-ova grupa, &ije su sve Sylow-ljeve podgrupe
Abel-ove, 1 ako je G normalna podrupa u H, tada se H razlaZe nad G.

Navodimo jednu poznatu teoremu koja ¢e nam biti potrebna u daljem radu:

Teorema Taunt-a [26] Neka je G grupa &ije su sve Sylow-ljeve podgrupe Abel-ove. Tada vazi
G'MNZ(G)={1}

Sistem normalizatori

Neka je G reSiva grupa. Tada prema teoremi Hall-a za svaki prost broj p, postoji p’ Hall-ova
podgrupa i svake dve takve su konjugovane. Slededa prosta lema pokazuje da se elemenat kojim se

ostvaruje konjugacija moZe izabrati malo preciznije.

Lema 2 Neka je G reSiva grupa i neka su H i K dve p’-Hall-ove podgrupe. Tada postoji element
g€ Gy, takav da je H*=K (G, je nilpotentni rezidual grupe G).

Dokaz: Koristimo indukciju po redu grupe G. Grupa G/Gy je nilpotentna i HG/G, i KG, /G, se
moraju poklopiti jer su obe p’-Hall-ove podgrupe u nilpotentnoj grupi. Dakle HG v=KG. Ako je
G=G H tada je K=ghHh'g" za neko heH i g€ Gy, tj. K=gHg" S§to je i trebalo pokazati. U suprotnom
moZemo na GyH primeniti indukcijsku hipotezu, pa je K=gHg"' za neko g€ (G,H), CG, ¢ime je
tvrdjenje dokazano.

Primetimo da je broj konjugata Hall-ove grupe G, jednak IG:N(GP) I , @ Sa obzirom na gore
dokazano mora vaziti |G:N(G) |=|Ge NGy NG, |.

Prikazademo sada koncept tzv. sistem normalizatora koji potite od PHall-a. Za svaki prost
broj p koji deli red neke re§ive grupe G, odaberimo G, Jednu p’-Hall-ovu podgrupu u G iz skupa
postojecih, koji je neprazan po teoremi Hall-a. Skup {G,}, se
Naziva Hall-ov sistem ili krae H-sistem, a podgrupa S= ﬂ N(Gp) se naziva sistem normalizatorom,

p
Osnovne osobine H-sistema i sistem normalizatora su sledede:

a) svaka dva H-sistema ili sistem normalizatora su konjugovana.

b) sistem-normalizatori su nilpotentni
¢) za sistem normalizatore vaZi takozvano cover-avoidance svojstvo (CA svojstvo) koje znaci sledece:

ako je N minimalna normalna podgrupa u grupi G, tada ili N<Z(G) i samim tim N<S, ili je presek
N 1 S trivijalan.

d) ako )e H normalna podgrupa u G, tada je SH/H sistem normalizator u G/H (drugim recima
homomorfna slika sistem normalizatora je takodje sistem normalizator).

e) ako je H normalna podgrupa u G, tada je HNS sadrZano u nekom sistem normalizatoru grupe H,

Pokazimo da se za ta¢ku a) moZe dati sli¢no tvrdjenje kao iz Leme 1.

Teorema 2 U svakoj reSivoj grupi G, svaka dva H-sistema ili normalizatora su konjugovana nekim
elementom iz Gy.
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Dokaz: Neka je {G,}, neki H-sistem i S njegov sistem normalizator, naSe grupe G. Tada je oCigledno
broj njegovih konjugata koji se mogu dobiti konjugovanjem elementima iz Gy jednak I G N

SAGy =1 Gy ING,) NGy I= [1|Gn :NG,) NGyl = [T|G:NG,)
P P P

Gornja jednakost je tafna sa obzirom na Teoremu 1 i na Cinjenicu da su grupe N(G ) za razne p,
grupe uzajamno prostih indeksa, a za takve grupe vaZi da je indeks preseka jednak proizvodu indeksa.

Gornja jednakost pokazuje ba§ ono §to je i trebalo dokazati.

Sledeca teorema je isto vrio poznata a mi ¢emo je izvesti kao posledicu prethodne teoreme.
Teorema 3 Za refivu grupu G vaZi G=G_S, za svaki njen sistem normalizator S.

Dokaz: Na osnovu gornje teoreme sledi |G, : SMGy | = | G:S| §to je ekvivalentno sa [G | = | GnS| pa
samum tim 1 G=G,S.

Jedno interesantno pitanje je kad je faktorizacije iz gornje teoreme semi-direktna. Taj problem ima
¢ak i malu istoriju. U [19 ] Hall je dokazao da je G=G,S semi-direktan proizvod ako je G refiva i ima
sve Sylow-ljeve grupe Abel-ove. U [18] Schenkman je pokazao da se G moZe komplementirati
ukoliko je on Abel-ov. Carter je u [17] pokazao da su komplementi iz rezultata Schenkman-a tacno
sistem normalizatori grupe G. Sada ¢emo dati jedan rezultat koji je sliCan gornjim rezultatima:

Teorema 4 Neka je G reSiva grupa i neka je P njena Abel-ova Sylow-ljeve p-podgrupe . Ako je S
sistem normalizator grupe G tada vaZzi SNGyP={1}.

Dokaz: Neka je G minimalni kontra-primer za gomnje tvrdjenje. Pretpostavimo prvo da G nije
nilpotentna. Tada je podgrupa G S sadrZana u nekom sistem normalizatoru S’ grupe G . Kako je G,
grupa manjeg reda od grupe G, na njoj vaZi tvrdjenje teoreme. Posto je P MGy Silow-ljeva p-grupa u
G, tada moZemo uzeti da vazi PM(Gy)y" S’={1} Posto G, nije nilpotentna to je (Gy)y netrivijalna
podgrupa i nafa teorema bi trebala da bude tatna v G/(G ). Ali sa obzirom da se u faktor grupi
tuvaju uloge gore navedenih podgrupa, to je u stvari kontradikcija. Dakle moZemo pretpostaviti da je
G, nilpotentna. Ako G, nije p grupa, tada bi teorema trebala da bude tatna G/O"(Gy) Sto je opet
kontradikcija. MoZemo dakle pretpostaviti da je G Abel-ova p-grupa. Sada u stvari moCemo direktno
primeniti rezultat Carter-a, ali éemo ovde nastaviti sa nezavisnim dokazom. Grupa G S je normalna u
G posto je normalna i u G, i u S. Ako je M minimalna normalna podgrupa sadrzana u tom preseku,
tada bi naSa teorema trebala da vaZi na G/M. To je mogude samo ako je presek jednak grupi M. Po
cover-avoidance osobini mora M biti sadrZano u centru grupe G. Neka je R p’-Hall-ova podgrupa u S.
Poito je <P R>=G tada je [P,R] normalna podgrupa u G, i posto je R nilpotentna, G/[PR] je takodje
nilpotentna. Posto je [PR] sadriana u Gy imamo da je zapravo [PR]=G, . Ako je T p-Sylow-ljeva
podgrupa u S, tada je G =[P R]=[G, T R}=[G,R]. Ali to je kontradikcija posto je Gy=CG(R)X[GR]
( prema teoremi o dejstvu na Abel-ovim grupama) a CG ((R) je netrivijalan poSto sadrzi M koje je u
centru grupe G. Ako je Q proizvoljni sistem normalizator u u G tada su S 1 Q konjugovani, pa je
presek Gy i Q takodje trivijalan.

Sledeca teorema je neposredna posledica prethodne.

Teorema 4’ Neka je G reSiva grupa Cije su sve Sylow-ljeve p-podgrupe Abel-ove
za sve proste brojeve p koji dele red sistem normalizatora S. Tada je presek S 1 G trivijalan.

Dademo sada 1 jedno uopstenje gore pomenute teoreme Carter-a:

21



Teorema 4°’ Neka je G rediva grupa i neka su u grupi G sve Sylow-ljeve grupe Abel-ove. Tada je
proizvoljni sistem normalizator grupe G komplement za G u G.

Dokaz: Neka je G kontra-primer minimalnog reda. Pretpostavimo da je G neabelova. Tada slicno kao
u Teoremi 4. dobijamo da je na$a teorema netatna na grupi G/(G y)y. Ako Gy nije p-grupa tada je
teorema netaina na G/O%G,). Dakle G je Abel-ova p-grupa i ostatak dokaza je isti kao u Teoremi 4.

Neka je sada G re§iva normalna podgrupa grupe K, i X= {G,}, njen H-sistem. Tada je Ny(X) ,
sistern normalizator H-sistema X u grupi H, definisan analogno kao presek svih N ((Gp) po svim p.
Prethodna teorema se moze malo wopstiti ¢j. lokalizovati.

Teorema 5 Neka je G normalna i reSiva podgrupa grupe K i S njen sistern normalizator. Ako je presek
G, i S trivijalan, tada se K razlaZe nad Gy,

Dokaz: Neka je S sistem normalizator H-sistema X=1G,},. Grupa K dejstvuje na skupu svih H-sistema
grupe G preko konjugovanja pojedinth G p Neka je he K. Posto su svaka dva H-sistem grupe G u

njoj i konjugovana, tada je gXg '=hXh" za neko g iz G. Odatle je g "h€ N(X) iz tega, sa obzirom da
je h proizvoljni element iz K, sledi daje K=GN ((X)=G\SN(X)=GyN(X) 1 sa obzirom da je presek S 1
G, trivijalan, takav je i presek Gy i Ny(X).

Kriterijumi Gaschiitz-a i Shemetkov-a
Dva dobro poznata kriterijuma za semi-direktan proizvod dao je Gaschiitz [24] :

Teorema 6 Neka je G grupa i H njena Abel-ova normalna podgrupa. Pretpostavimo da se neka { Sto je
ekvivalentno sa “svaka”) p-Sylow-ljeva podgrupa grupe G, razlaZe nad (jedinom postojeom) p-
Sylow-ljevom podgrupom grupe H. Tada se takodje 1 G razlaZe nad H.

Teorema 7 Neka je G grupa i neka je H njena normalna podgrupa pri Cemu vazi:
1) H=0G)

2) p-Sylow-ljeva podgrupa grupe G je Abel-ova
Tada se G razlaze nad H tj. p-Sylow-ljeva podgrupa grupe G se razlaZe nad nekom p-Sylow-ljevom

podgrupom grupe H.

Na Edinburikom matemati¢kom kongresu Wielandt je kao vaZno pitanje postavio moZe li se uslov
abelivosti grupe H iz Teoreme 6 oslabiti. To je poslo za rukom Shemetkov-u koji je u [33] dokazao

narednu teoremu. Pre nego §to je formuliSemo definiS§imo pojam X-komplementa, za neki skup prostih
brojeva X. Neka je H normalna podgrupa grupe G. 1 neka je X cm(H). Ako postoji K<G tako da je
G=HK, 1 |Hr\Ki nije deljiv ni sa jednim prostim brojem iz X, tada K zovemo X-komplementom za
H.

Teorema 8 Neka je G grupa i H njena normalna podgrupa ¢ije su sve Sylow-ljeve podgrupe Abel-ove
za neki skup prostih brojeva XCm(H). Pretpostavimo da se neka ( $to je ekvivalentno sa “svaka”) p-
Sylow-ljeva podgrupa grupe G, razlaZze nad nekom p-Sylow-ljevom podgrupom grupe H za svako

pe X. Tada postoji K<G, tako da je K X-komplement za H. Specijalno, ako je X=7i(H), K je obitan
komplement za H (dakle, G se razlaZe nad H).

U istom radu Shemetkov je izveo sledede posledice svoje teoreme:
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Teorema 8’ Normalna podgrupa H u grupi G ima X-komplement ako za svako p 1z X vazi da je
O°(H)=H 1 da je p-Sylow-ljeva podgrupa u Abel-ova.

Teorema 8’ Ako je za svako p iz X p-Sylow-ljeva podgrupa 1z O*(G) Abel-ova, tada O*(G) ima
komplement u G. ( ovo je uopstenje Teoreme 7)

Teorema 8’"’ Ako je G=G’ i ako su sve p-Sylow-ljeve podgrupe u G Abel-ove (za sve p iz X), tada
se svako raSirenje od G nekom X-grupom razlaze nad G.

Dacemo sada jedan novi dokaz Teoreme 8. U stvari ovde se radi o njenom posebnom, ali glavhom
slucCaju:

Teorema 8® Neka je G grupa i H njena normalna podgrupa &ije su sve Sylow-ljeve podgrupe Abel-
ove. Ako se svaka Sylow-ljeva podgrupa grupe H razlaze nad nekom Sylow-ljevom podgrupom grupe
G, tada se i G razlaze nad H.

Dokaz : Dokaz izvodimo indukcijom po redu grupe G. Ako je H Abel-ova tada se teorema svodi na
Teoremu 6. Dakle, moZemo pretpostaviti da H nije Abel-ova. Pretpostavimo da vaZi H’ #H. Tada
postoji grupa K koja je normalna u H, takva da je H/K netrivijalna p-grupa za neki prost broj p. Posto
H nije Abel-ova, K nije trivijalna, Dakle, O°(H)=L je netrivijalna za neki prost broj p. To takodje
zna¢i da L nema ne trivijalnih p-faktor grupa. Uslovi teoreme su ispunjeni na faktor grupi G/L, 1 na
nju moZemo primeniti indukcijsku hipotezu. Time dobijamo grupu M, podgrupu u G, takvu da je M/L
komplement za H/L. u G/L. Za q#p, g-Sylow-ljeve podgrupe od M su istovremeno q-Sylow-ljeve
podgrupe u G. Takodje, g-Sylow-ljeve podgrupe u L su takodje g-Sylow-ljeve podgrupe u H. Dakle, za
- g#p, 9-Sylow-ljeva podgrupa od M se razlaze nad nekom q- Sylow-ljevom podgrupom u L. Ako
dokaZemo da se p-Sylow-ljeva podgrupa od M razlaze nad nekom p-Sylow-ljevom podgrupom od L,
moci ¢emo da primenimo induktivnu hipotezu na M, 1 tako bismo dobili grupu N, takvu da je N
komplement za L u M. Ali, kao §to je lako proveriti, N e biti takodje komplement za H u G.. Zato,
ako je P/L p-Sylow-ljeva podgrupa u M/L, tada P 1 L zadovoljavaju uslove Teoreme 7, 1 zato se neka
p-Sylow-ljeva podgrupa od P (koja je istovremeno p-Sylow-ljeva podgrupa u M) razlaze nad nekom p-
Sylow-ljevom podgrupom od L. Time smo kompletirali sluéaj kad je H’ #H. Sada pretpostavimo da
vaZzi H’=H. Neka je Q minimalna karakteristitna podgrupa u H. Primenom induktivne hipoteze na G/Q
dobijamo grupu F, takvu da je F/Q komplement za H/Q u G/Q. To takodje zna€i da je F MQ=H.
Pretpostavimo prvo da Q nije Abel-ova. Po Teoremi 1, Q ima komplement T u F, ali je pr1 tome T
takodje komplement za H u G. Dakle, moZemo pretpostaviti da je Q Abel-ova p-grupa. Neka je Y
centralizator od Q u G. Grupa Y je normalna u G, 1 1sto vazi za grupu Y MH. Posto je H’=H, po
teoremi Taunt-a sledi da je Z(H) trivijalna grupa. $to zna¢i da je Y MH strogo zsadrZzano u H. Takodje,
posto je H grupa ¢ije su sve Sylow-ljeve podgrupe Abel-ove, p-Sylow-ljeva podgrupa grupe H je
istovremeno p-Sylow-ljeva podgrupa u YNH. Tvrdimo da grupa F(YMH) i YNH kao njena normalna
podgrupa sa abelovskim Sylow-ljevim podgrupa, zadovoljavaju prtepostavke Teoreme 8. Zaista, za q #p,
izaberimo R, pri Cemu je R g-Sylow-ljeva podgrupa u F. Tada je R sadrzano u nekoj g-Sylow-ljevoj
podgrupi grupe F(YMH), i u stvari, ta g-Sylow-ljeva podgrupa se razlaze nad njenim presekom sa
YMH, jer vazi FMH=Q. Za g=p imamo da je p-Sylow-ljeva podgrupa grupe F(Y mH) je takodje p-
Sylow-ljeva podgrupa u G, pa je zato kriterijum za razlaganje takodje zadovoljen. Dakle, moZzemo da
primenimo indukcijku hipotezu na F(Y MH), pri ¢emu dobijamo grupu S, koja je komplement za Y MH
u F. Grupa S e takodje biti komplement za H u G, 1 teorema je dokazana.

NaveSc¢emo sada jo§ neka uopStenja teoreme Gaschiitz-a [39]. Sa G, obeleZavamo Sylow-ljevu p-
podgrupu u G.
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Teorema Kohan-a (1) Neka je A refiva normalna podgrupa grupe G, K-Carter-ova podgrupa u A,
=(G/A) 1K), Podgrupa se moZe komplementirati u G ako je ispunjen neki od sledecih uslova:

1) za svaki prost broj peT, podgrupa G, MA je direktan faktor u grupi G,
2) za svaki prost broj pET, A je p-superreSiva a G, MA je Abel-ova grupa.

Teorema Kohan-a (2) Reiva normalna podgrupa A ima komplement u grupi G ako podgrupa Carter-a
ispunjava uslov ( |G:A‘ , | K l y=1. Posebno, A ima komplement u G ukoliko je K Hall-ova podgrupa u
G.

Teorema Kohan-a (3) Neka je A semi-direktan proizvod grupa P i Q, i pri tom je normalna podgrupa
grupe G. Ako su P i Q grupe &iji je red prost broj, i ako Q ima komplement, tada ga imaju 1 A 1 P.

Teorema Xohan-a {4) Neka je A rediva normalna podgrupa u grupi G, 1 neka je K Carter-ova
podgrupa u A, T=m(K). Neka je A Tl-superreSiva i neka su za sve pET podgrupe G,MNA Abel-ove.
Ako A ima komplement u podgrupi B iz G, pri ¢emu ( IG:B I , ,K l )=1, tada A ima komplement u
G.
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Teorija formacija

Teorija formacija je jedna relativno novija grana teorije grupa. Njen poCetak se vezuje za Gaschiitz-a
i njegov rad [20]. Teorija formacija je nova teorija u konceptualnom smislu, dok metodoloski gledano

ona koristi postojeée metode teorije konacnih grupa.

KaZe se za neku klasu grupa £2 da ¢ini formaciju ako vaZi:
1) € je zatvorena za homomorfne slike svojih Clanova

2) ako je G/HEQ i G/KeQ tada je i GFHNKEQ

Neka je X neka formacija i G neka grupa. Neka je po definiciji G najmanja normalna podgrupa
grupe G, &ija faktor grupa pripada datoj formaciji X. Gy, je dakle presek svik normalnih podgrupa
grupe G, &ije faktor grupe pripadaju formaciji X. Tada je i G/Gz€ 2 na osnovu tatke 2) u definicji
formacije. Podgrupa Gy je krakteristiéna podgrupa u G i zove se rezidual ( negde “koradikal”) grupe G
u odnosu na formaciju X. Sa obzirom da je G konacna, Gz uvek postoji (Sto ne mora vaziti ako je G
beskona¢na). Grupa HE Z naziva se Z-pokrivatkom podgrupom grupe G ukoliko vaZi H<G i za svaku
~grupu K, H<K<G vaZi K=HKy. Tako je na primer za formaciju nilpotentnih grupa pokrivacka grupa
reSive grupe G u stvari njena Carter-ova podgrupa.

Grupa H se naziva Z-projektorom grupe G ako H<G i ako je za svaku K <1 G, HK/K maksimalna
podgrupa u G/K koja pripada 2. U reSivim grupama pojam pokrivalke i projektorske grupe
koincidiraju. |

Podsetimo se da se ®(G), Frattini-jeva podgrupa grupe G, definiSe kao presek svih maksimalnih
podgrupa. Ona je uvek nilpotentna. Za formaciju £2 se kaZe da je zasi¢ena ako vaZi:
3) G/P(G)eL2 poviati Ge£2

Glavni primeri zasi¢enih formactja su:

1) klasa re§ivih grupa (svi uslovi se lako proveravaju)
2) klasa nilpotentnih grupa ( prva dva uslova slede lako a treci je teorema Wielandt-a)
3) klasa superresivih grupa (prva dva uslova slede lako a treéi je teorema Huppert-a [21])

Za reSive grupe i zasi¢ene formacije postoji teorema o egzistenciji formacijskog pokrivaca koju je
dao Gaschiitz, dakle, ukoliko je G reiva a X zasidena formacija tada u grupi G postoji Z-pokrivalka
grupa koja je jedinstvena do na konjugovanost.

Sledeéa teorema je jedna od centralnih teorema teorije formacija, i ona daje jednu karakterizaciju
zasiéenosti. Da bismo je formulisali defini§imo prvo pojam lokalne formacije. Za svaki prost broj p
neka je f(p) jedna formacija ili eventualno prazan skup. Sa F (G) obeleZimo maksimalnu p-nilpotentnu
normalnu podgrupu neke grupe G (tj. podgrupu grupe G generisanu svim normalnim p-nilpotentnim
podgrupama). Primetimo da vaZi F (G)=0,.(0,(G)) =(po definiciji)OP,p(G). Uoc¢imo sada klasu 2 svih
grupa G koje zadovoljavaju sledece uslove:

a) ako za prost broj p vazi f(p)=%J, tada p ne deli G.
b) za svaki prost broj p koji deli red grupe G, vaZ1 G/F (G)E f(p)

Za klasu grupa X se tada kaZe da je lokalno definisana ili prosto da je lokalna.

Teorema 9[27, 28] Formacija grupa 2 je zasi¢ena akko je lokalna.

U sledecoj teoremi Koristiéemo neke ideje iz [25], da bi dobili uopstenje Teoreme 7.
Prvo ¢emo je preformulisati koristeéi pojam formacije. Nije teSko videti da za grupu G vaii G

= ﬂ OF (G) Odatle sledi da je p-Sylow-ljeva podgrupa u O°(G) u stvari p-Sylow-ljeva podgrupa u
pen(G)
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G,. Tada Teorema 7 u stvari tvrdi da se p-Sylow-ljeva podgrupa grupe G razlaZze nad nekom p-Sylow-
lievom podgrupom grupe Gy, ukoliko je p-Sylow-ljeva podgrupa grupe G, Abel-ova. Nasa sledeca
teorema pokazuje da Teorema 7, vaZi za svaku zasi¢enu formaciju { a ne samo za formaciju
nilpotentnih grupa).

Teorema 10 Neka je G grupa, takva da Gy poseduje Abel-ovu p-Sylow-ljevu podgrupu, za neki prost
broj p. Tada za neko P, gde je P p-Sylow-ljeva podgrupa u G, P se razlaze nad G P ( ekvivalentno
s¢ moZe pretpostaviti da uslov vaZi za svako P).

Dokaz: Dokaz tefe indukcijom po redu grupe G. Pretpostaviéemo da je Gz Abel-ova p-grupa.
Primetimo da se G razlaZe nad Gy akko se p-Sylow-ljeva podgrupa u G razlaZe nad Gy (Teorema 6).
Pretpostavimo prvo da G strogo sadrZi normalnu podgrupu P, takvu da P nije p-grupa, P ne poseduje
netrivijalnu p-faktor grupu i p-Sylow-ljeva podgrupa grupe P je sadrZana v G z. Tada mozemo primeniti
induktivnu hipotezu na G/P i tako dobijamo podgrupu S, takvu da je S/P komplement za G sP/P u
nekoj p-Sylow-ljevoj podgrupi od G/P. Tada P ima komplement u S (po Teoremi 7) 1 taj komplement
ée takodje biti komplement za Gz u nekoj p-Sylow-ljevoj podgrupi grupe G. Dakle, G se razlaZe nad
Gy, pa moZemo pretpostaviti da takvo P ne postoji. PoSto G ne pripada Frattini-jevoj podgrupi ( u
suprotnom iz G/Gs€Z sledi GEZ pa bi G bio trivijalan), to znali da postoji T, maksimalna podgrupa
u G koja ne sadr#i Gy. Tada je TGz=G i TNGg je normalna podgrupa. Na osnovu toga mozemo
odabrati F<G, tako da va%i FGs=G a presek FNGz=N je minimalan. Pretpostavimo da je N netrivijalna
grupa. Ako je Fy netrivijalan tada, posto je G/Gg=F/NE X, moZemo primeniti induktivnu hipotezu na F.
Tada postoji komplement za Fz<N u F, ije postojanje protivureci izboru grupe F. Sledi da je Fg
trivijalan pa zato FEX. Neka je B, definisano sa B /N=0_(G/N) i neka je T, definisano sa T =0,,F),
za neko q. Tvrdimo da vazi T CB_. Neka su qip razli€iti prosti brojevi. Tada je G=CO_(G) i TGz Je
g-nilpotentna i normatna u G. Odatle sledi T Gz C O, (G) CB,. Zato pretpostavimo sada da je p=q 1
neka je Q=Q (F). Poito je Q,Gy, normalizovano i sa F i sa Gz, Q,Gz je normalna u G. Pretpostavimo
prvo da Q, nije trivijalna. Zato O"(Q,Gs) nije trivijalna, ali ako stavimo P=0"(Q,Gy) dobijamo
kontradikciju po§to smo pretpostavili da takvo P ne postoji. Sledi da je Q,, trivijalna, 1 stoga T =0,(F).
Takodje, T Gy je podgrupa u O (G)SB,, posto je normalizovana i sa F i sa Gg. Sledi ponove T CB..
Neka je T lokalno definisana sa skupom formacija{f(q)},. PoSto vaZi Fe ¥ svaka faktor grupa grupe F
je opet u Z. Iz T CB sledi da je G/B =FAFMB,) homomorfna slika od F/T . ZakljuCujemo da je G/B,
u f(q) za svako g koje deli red grupe G/N, a to opet znali da G/N pripada 2 tj. da mora biti Gz=CN.
To je medjutim kontradikcija jer je N strogo sadrZano u G. Time smo kompletirali slucaj kad je G ¢
Abel-ova p-grupa. Pretpostavimo da Gz nije p-grupa. Tada M=0%(G) nije trivijalna grupa. Primenjujudi
induktivnu hipotezu na G/M dobijamo podgrupu S, pri &emu je S/M komplement za G /M u nekoj p-
Sylow-ljevoj podgrupi grupe G/M. Tada, neka p-Sylow-ljeva podgrupa grupe M ima komplement V u
nekoj p-Sylow-ljevoj podgrupi grupe M (Teorema 7). Tada ¢e V biti komplement za neku p-Sylow-
ljevu podgrupu grupe Gs u nekoj p-Sylow-ljevoj podgrup: grupe G.

Kao posledicu prethodnog tvrdjenja imamo Teoremu 11. Ona je uopstenje rezultata Shult-a iz [25]
sajatom pretpostavkom da je Gy Abel-ova. Istina, Shult je po tom pretpostavkom pokazao da su
komplementi za Gy taéno Z-pokrivacke grupe grupe G, Sto se ne moie dokazati iz pretpostavki
Teoreme 11.

Teorema 11 Neka je Gy rezidual grupe G za neku zasicenu formaciju 2. Ako Gy ima sve Sylow-ljeve
podgrupe Abel-ove, tada se G razlaZe nad Gs.

Dokaz: Po Teoremi 10, svaka p-Sylow-ljeva podgrupa grupe Gz sc moZe komplementirati u Sylow-
lievoj podgrupi grupe G. Tada tvrdjenje sledi iz Teoreme 8.
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Korisnost Teoreme 7 pokazademo na jo§ jednom primeru. Navodimo prvo jedan poznati rezultat.

Teorema Huppert-a Neka je P p-Sylow-ljeva podgrupa grupe G. Ako P nije 2-grupa i1 meta-cikli¢na je
a nije Abel-ova, tada O, (G) nije trivijalna.

Iz gomjeg rezultata moZemo izvesti jedan kriterijum za semi-direktan proizvod:

Teorema 12 Neka je G grupa Cija je p-Sylow-ljeva podgrupa ne-Abel-ova, meta-cikli¢na je i nije 2-
grupa. Tada se G razlaZe nad nekom svojom pravom, netrivijalnom podgrupom.

Dokaz: Po gomnjoj teoremi Hupperta, O (G) je netrivijalna podgupa. Njena p-Sylow-podgrupa je meta-
ciklitna i nije 2-grupa. Ako ta Sylow-ljeva grupa nije Abel-ova, tada primenom teoreme Huppert-a na
0,(G) dobijamo da je O(0(G)) stogo sadrzano u O,(G). Ali G/O(O,(G)) je p-grupa §to je u

- kontradikciji sa definicijom O (G). Dakle, p-Sylow-ljeve podgrupe u O (G) su Abel-ove. Tada se po
Teoremi 7 G razlaze nad O (Q). .

Sada ¢emo prikazati uopstenja Teorema 10 i 11 koje je dao Shemetkov [38]. Da bi smo to
‘uradili potrebno je prvo da uopstimo pojam lokalne formacije kako je to uradio Shemetkov. Podsetimo
~ da je grupa A ekstenzija grupe B sa grupom C ukoliko je A/B izomorfno sa C. Neka je €2 neka
~ neprazna klasa grupa, zatvorena u odnosu na podgrupe, homomorfne slike i ekstenzije ( dakle ako su
B,A/BE L2 tada je A€L2).
 Neka je f funkcija koja svakoj grupi K iz Q dodeljuje fH)CQ. Pretpostavimo zatim da iz K=H sledi

- f(H)=f(K). Neka su sad AB €Q takvi da postoji homomorfizam h: A—Aut(B). Kazaéemo da je B f-

- centralna grupa u odnosu na A ako A/C,(B) pripada f(B).

Ukoliko postoje HK koje su normalne podgrupe u A takve da j¢ H/K izomorfno sa B tada se kaZe da
je B f-centralna u odnosu na A. Ako je H,=1<H <H,<...<H =G niz normalnih podgrupa grupe G, i ako
-su svi njegovi faktori (tj. grupe H_ /H,) f-centralni u G tada kazemo da je i sam niz H, f-centralni.
Neka je ' skup svih onih grupa iz £ koje poseduju f-centralni niz.

Funkcyu f zvaédemo ekranom ukoliko su ispunjent sledeci uslovi:

1) f(H) je formacija koja je sadrzana u £2, za svaku grupu H iz Q.
2) ako je @ homomorfizam grupe Ge€ &2 tada f(G) C f( Im@) M T (Ker@)
3) f(H»D

Klasa grupa 2 se zove graduisanom formacijom ukoliko postoji ekran f takav da Z=f". KaZe sa da
ekran f odredjuje graduisanu formaciju X.

Ekran t se naziva homogenim ako za svaku grupu G vaZi f(G) C Mf(P) gde P prolazi kroz sve
moguce p-podgrupe grupe G za sve proste brojeve p. Graduisana formacija je homogena ako je
odredjena homogenim ekranom. Lokalne formacije su homogene ali obratno ne vaZzi kao §to je to
pokazao Shemetkov. Kao §to smo najavili dajemo sada uopStenje Teoreme 11.

Teorema 13 (Shemetkov) Neka je X homogena formacija. Ako je Gy grupa &ije su sve Sylow-ljeve
grupe Abel-ove tada se svaka grupa H koja sadrZi G kao svoju normalnu podgrupu razlaZze nad G 3.

Slededi rezultat dokazan je u [42]:
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Teorema 14 Neka je > lokalna formacija koja sadrZi sve nilpotentne grupe, i K normalna podgrupa u
G. Pretpostavimo da je Ky reSiva i ima Abel-ove Sylow-ljeve podgrupe za sve proste brojeve p €T(T)
gde je T sistem normalizator u Kxz. Tada Kz ima komplement u G.

Uz pomo¢ dokazanih rezultata pokazacemo da se prethodna teorema moZe uopstiti na slucaj
homogenih formacija.

Teorema 14’ Neka je = homogena formacija, i K normalna podgrupa u G. Pretpostavimo da je K x
rediva i ima Abel-ove Sylow-ljeve podgrupe za sve proste brojeve p eT(T) gde je T sistem
normalizator u Ks. Tada Ky ima komplement u G.

Dokaz: Ako je Kg nilpotentna onda je K= Kz, pa je K Abel-ova, i rezultat sledi na

osnovu Teoreme 13. Pretpostavimo zato da Ky nije nilpotentna tj. (Kg)y nije jedini¢na grupa. Prema
Teoremi 4’ postoji komplement presek (Kx)y i T je trivijalan, pa prema Teoremi 5 postoji komplement
H grupe Ksg u G. Kako je H=G/Ky tada je Hz= Kz / (Ky)y tj. Hx e biti Abel-ova. Tada po Teoremi
13. Hy ima komplement L u H, ali ée L biti i komplement za Ky u G.
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Teorija reprezentacija 1 karaktera

Teorija reprezentacija i karaktera smatra se “najmocnijim metodom “ u teoriji konacnih grupa. Njen
razvoj pada na pocetak 20-og veka i vezan je za Burnsidea, Frobeniusa i Schura. Do danas ona se
razvila u teoriju sa viSestrukim primenama kako u samoj teoriji grupa tako 1 van nje.

Pod reprezentacijom grupe G podrazumeva se homomorfizam .G —GI (F) iz grupe G u grupu
invertibilnih matrica Gl (F) nad nekim poljem F ili ekvivalentno u grupu svih automorfizama nekog
vektorskog prostora V dimenzije n. Karakter reprezentacije je prerslikavanje X:G—F definisano sa
v(g)=Tr(f(g)). Reprezentacija i njen karakter su linearni ako je V dimenzije 1. Reprezentacyja f 1
pripadajuci karakter ¥ se zovu ireducibilnim ako skup operatora f(G) nema retrivijalni invarijantni
podprostor u V. Pokazuje se da ako je reprezentacija tj. karakter ireducibilna tada je red grupe G deljv
dimenziyjom prostora V.

Sada éemo prikazati neke kriterijume koji po svojoj prirodi pripadaju ovoj oblasti.
Pre toga jedna definicija: za grupu G se kaZe da ima Sylow toranj ako postoje njene normalne
Hall-ove podgrupe 1=H <..<H,=G, takve da je H, /H; izomorfno Sylow-ljevoj podgrup: u H,,;.

 Teorema Thompsona [54] Ako fiksirani prosti broj p deli dimenziju svakog nelincamog ifeducibilnog
karaktera, tada je G p-nilpotentna. Ako su dimenzije ireducibilnih karaktera linearno uredjene pomocu
deljivosti, tada G ima Sylow toranj.

Prethodna teorema ima, uslovno reCeno dual u sledeco) teoremi:

Teorema Ito-a [56] Neka je G reSiva grupa i p prost broja. Tada G ima normalnu Abel-ovu p-Sylow-
ljevu grupu akko p ne deli dimenzije ireducibilnih karaktera grupe G nad poljem kompleksnih brojeva.

Teoreme Sah-a

Ako je H podgrupa grupe G, kaZe se da je H podgrupa koja je c-zatvorena u G ukoliko je relacija
“biti konjugovan u grupi H” restrikcija odgovarajuce relacije u grupi G. Veza izmedju pojmova c-
konjugovanosti, Ti-nilpotencije i ireducibilnih karaktera data je u viSe teorema. Navodimo ovde rezultate
Sah-a [48]:

Prva teorema Sah-a Neka je G Ti-separabilna grupa. Tada su slededi uslovi ekvivalentni:
a) G sadrzi normalnu 7’-Hall-ovu podgrupu

b) Svaka Tt-Hall-ova podgrupa u G je c-zatvorena

¢) Bar jedna od 7m-Hall-ovih podgrupa u G je c-zatvorena

Druga teorema Sah-a Ako je H reSiva Hall-ova podgrupa u G, tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:
a) G sadrZi normalni komplement za H
b) Svaki ireducibilni karakter grupe H se moZe prosiriti na G.

Treéa teorema Sah-a Neka je H Hall-ova podgrupa u grupi G takva da vaZi bar jedan od sledecih
uslova:

1) H ima Sylow toranj

2) Posledn)i €lan donjeg centralnog niza je nilpotentan

Tada su sledec¢1 uslovi ekvivalentni:

a) G sadrZi normalni komplement za H

b} H je c-zatvorena u G.
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Cetvrta teorema Sah-a Ako su H i K Hall-ove podgrupe grupe G, koje su komplementarnih redova,
tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

a) G je direktan proizvod H 1 K

b} Svaki ireducibilan karakter od H i K se moZe proSiriti na G.

Slededi rezultat povezuje proSirivost ireducibilnih karaktera Carter-ove podgrupe sa egzistencijom
njenog normalnog komplementa u reSivim grupama,

Teorema Forrest-Schmidt-a [47] Neka je G reSiva grupa, C njena Carter-ova podgrupa i N nilpotentni
rezidual grupe G. Ako se svaki ireducibilni kompleksni karakter od C S$iri do ireducibilnog karaktera na
G, tada j¢ N normalni komplement za C.

Gornji rezultat uopSten je u [49] slede¢im rezultatom:

Teorema Hawkes-Humphreys-a Neka je G konalna reSiva grupa 1 neka je H njen F-projektor za neku
zasiCenu formaciju. Ako se svaki ireducibilni karakter grupe H S§iri do nekog ireducibilnog karaktera
grupe G, tada grupa H ima normalm komplement u G.

Ovaj odeljak zavrSicemo jednim kriterijjumom za koji nam treba pojam projektivnosti. Neka je P neki
R-modul gde je R prsten sa jedinicom. Tada se kaZe da je P projektivan modul ako za svaki
homomorfizam 0:P—B, i svaki epimorfizam @:A—B postoji homomorfizamv ¢:P—B takav da vaZi
0=0¢. Primetimo da ako je N=(C))" normalna podgrupa grupe G, tada se N moZe videti kao Z G-
modul u odnosu na odgovarajuci grupni prsten grupe G.

Projektivni kriterijum Ako je N= (C))" normalna podgrupa grupe G koja je projektivna kao Z G modul,
tada N ima komplement u G.

30



Veza izmedju direktnog i semidirektnog proizvoda

Konstrukcija semidirektmog proizvoda moZe se uvesti i na slede¢i nac¢in. Neka su H i K grupe i neka
je © homomorfizam iz grupe K u grupu Aut(H). Tada skup HXK postaje grupa ako se mnoZenje
definiSe pravilom (ab)(c,d)= (a B(b)(c), bd). Ova grupa sec obeleZava sa HgK i ona je semidirektni
proizvod grupe H ( kao normalnog faktora) 1 grupe K. Sa druge strane ako je HK semidirektni
proizvod ove dve grupe gde je H normalni faktor, tada se moZe definisati homomorfizam 6 iz K u

Aut(H) sa B(k)(h)=khk". Za ovako definisano 0, gore opisana konstrukcija daje grupu izomorfau sa
HK (uz analognu ulogu podgrupa H 1 K).

Kao §to je to oligledno, svaki direktan proizvod grupa H i K je istovremeno i semidirektan ( © je
ovde trivijalan homomorfizam). Postavlja se pitanje kakvi uslovi za HK i O treba da budu ispunjeni da
b1 HgK postao direktan proizvod, tj. da postoji normalni komplement grupe H. U ovom odeljku
prikaza¢emo rezultate Bechtella [59] na ovu temu.

Teoreme Bechtell-a

Za datu grupu N sa 0 éemo oznaliti homomorfizam iz N u Inn(N) definisan na prirodan nacin t;.
G(n)(nl)=n“n1n. Za necke homomorfizme O, grupe G definiSemo 11'1‘“1‘]}=11ﬁ'tnB , n'”'=(n‘l)“.

Prva teorema Bechtell-a Neka je G=HgK. Tada je G=HXT za neku grupu T akko postoji

- 06 Hom(K N) takav da je 6=00, 1-0¢ Hom(K,G) je istovremeno izomorfizam iz K u T, i 0 je
jedinstveno odredjen uslovom T=K'®,

Posledica 1. Neka je G=HgK i 0 Hom(K H) takav da je 6=00 gde je 0:H—Inn(H) definisano kao u
uvodu. Tada postoji bijekcija izmedju elemenata skupa S+Hom(K,Z(H)) < Hom(K H) i skupa svih
normalnih komplementa za H u G.

Druga teorema Bechtell-a Neka je G=HXK. Tada:
1) Za svaki 0€ Hom(K H)

a) 14+0=0+1€ Hom(K,G)

b) K je komplement za Hu G

2) Postoji bijekeija izmedju skupa Hom(K H) 1 skupa svih komplemenata za H u G
3) Postoji bijekcija izmedju skupa Hom(K,Z(H)) 1 skupa svih normalnth komplemenata za H u G.

Posledica 2. Neka je G=HXK. Tada je svaki komplement za H u G normalan u G akko
Hom(K H)=Hom(K ,Z(H))

Posledica 2. Neka je G=HXK. Tada je K jedini normalni komplement za H u G akko Hom(K,Z(H))
trivijalna grupa. |

Posledica 3. Ako je G=HXK za komutativnu grupu H, tada je svaki komplement za H u G normalan.

Koristeci prethodne rezultate Bechtell je izveo sledeci interesantan rezultat o semidirektnom
razlaganju konaCnih p-grupa.
Treca teorema Bechtell-a Neka je G konaCna p-grupa i H njena normalna podgrupa koja ima
kompiement K u G. Tada je broj normalnih komplemenata za H u G deljiv sa p. Ako je G=H XK tada
je broj normalnih komplemenata za H, stepen broja p.
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Komplementiranje u beskona¢nim grupama

Teoreme Cemrnikova

U dosadasnjem izlaganju bavili smo se uglavnom problemom komplementiranja u konacnim
grupama ali je taj problem takodje vaZan i u slucaju beskonaénih grupa. U ovom poglavlju se ne
ograni¢avamo samo na konane grupe. Neki vaZni objekti karakteristini za konadne grupe mogu se
analogno uvesti 1 za beskonacne grupe. Pomenimo prvo da se grupa naziva periodi¢nom ako su JOj svi
elementi konacnog reda (odakle ne sledi da je ona i konacna). Neka je T neki skup prostih brojeva.
Pod T-Sylow-ljevom podgrupom grupe G podrazumevamo njenu maksimalnu (u smislu inkluzije)
periodi¢nu podgrupu sa osobinom da se red svakog njenog elementa mo¥e faktorisati ( u skladu sa
osnovnom teoremom aritmetike) brojevima iz 7. Ova definicija oigledno uopstava pojam Hall-ovih
podgrupa 1 u tom smislu takodje Sylow-ljevih podgrupa (u kona¢nom smislu tog pojma) kao
maksimalnih p-podgrupa. Kao $to smo to napomenuli teorema Schur-Zassenhausa o komplementiranju
normalnih Hall-ovih podgrupa je jedna od glavnih teorema teorije konac¢nih grupa. Zato je prirodno
probati da se pronadju njeni analogoni u beskonatnom slu¢aju. U tom smislu treba reéi da je generalni

problem: da li je u svakoj periodicnoj grupi moguée komplementirati njenu Tt-Sylow-ljevu podgrupu, i
dalje otvoren problem. Odgovore na odgovarajuca pitanja pod dodatnim pretpostavkama dao je
Cernikov u [58] i ovde ¢emo prikazati njegove rezultate. Podsetimo prvo da ako je W neka osobina

koju moZe imati grupa, tada se kaZe da grupa G ima lokalno svojstvo W ako svaka njena konacno
generisana podgrupa ima svojstvo W. Grupa G se naziva lokalno normalnom ukoliko je svaka njena
konalno generisana normalna podgrupa takodje i konacna.

Prva teorema Cernikova. Neka je G lokalno normalna grupa. Tada se svaka njena T-Sylow-ljeva
podgrupa moZe komplementirati.

Kao sto smo to izloZili ranije, konacne refive grupe se mogu okarakterisati kao one u kojima postojt
komplement za svaku (ne obavezno normalnu) Sylow-ljevu podgrupu. Slede¢a teorema uopstava taj
rezultat:

Druga teorema Cernikova. Lokalno normalna grupa je lokalno reSiva akko se sve njene p-Sylow-ljeve
podgrupe mogu u njoj komplementirati.

Neka je K 7I-Sylow-ljeva podgrupa u grupi G. Grupu K zovemo aritmeticki zatvorenom ako vai
sledece: za svaku podgrupu H grupe G koja sadrZi K, ukoliko je indeks K u H konacan, tada on
(indeks) nije deljiv ni sa jednim elementom skupa 7. Za aritmeticki zatvorene podgrupe vadi sledeca
teorema:

Treéa teorema Ccrnik_ova. T-Sylow-ljeva podgrupa K grupe G je aritmeti¢ki zatvorena u G akko je
KMN aritmetiCki zatvorena T-Sylow-ljeva podgrupa u N, za svaku konaénu normalnu podgrupu N.

Ova teorema je primenjena u dokazu sledeée teoreme:

Cetvrta teorema Cernikova. Aritmeticki zatvorena T-Sylow-ljeva podgrupa K u lokalno normalnoj grupi
G ima komplemnt u G akko za svaku kona¢nu normalnu podgrupu N grupe G, K NN ima komplement
u N.
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Navesdemo sada 1 druge rezultate Cernikova na ovu temu:

Peta teorema Cemikova. Neka je K Sylow-ljeva podgrupa u lokalno normalnoj grupi G. Pretpostavimo
da T ne sadrZi sve proste brojeve. Tada je svaki komplement za K u G (koji postoji po prvoj teoremi)
jedna 70-Sylow-ljeva podgrupa u G koja je jo$ i aritmetiCki zatvorena.

Sesta teorema Cernikova. Ako je lokalno normalna grupa G jof i lokalno refiva, tada svaka njena 7t-
Sylow-ljeva podgrupa ima komplement u G.

Sedma teorema Cernjkova. Ako je lokalno kona¢na grupa prizvod svoje 7-Sylow-ljeve podgrupe H 1
njenog centralizatora Z(H), tada je H direktan faktor u grupi G.

Osma teorema Cernikova. Ako u lokalno konanoj grupi G, za neku njenu normalnu Ti-Sylow-ljevu
podgrupu H vazi da je HZ(H) konagnog indeksa u G, tada H ima komplement u G.

Spleteni proizvod

Jedan specijalan sludaj semidirektnog proizvoda je takozvani spleteni proizvod (wreath product)
grupa A i B, u oznaci A wr B. To je konstrukcija koja nastaje na sledeci naCin. Neka je 0: B>S,

" homomorfizam. Definiimo sada 8”: B—Aut(A") gde je A" n-ti direktni stepen grupe A, tako da 6’(a)

u stvari permutuje koordinate elementa iz A" u skladu sa permutacijom iz S koju predstavlja. Ako

formiramo sada semi-direktan proizvod grupa A" i B pomocu €, dobijamo A wr B. Neke od vaZnijih

grupa koje su po svojoj prirodi spleteni proizvodi su Sylow-ljeve p-podgrupe u grupt S | za n=p* kao i

grupa Aut(G) gde je G karakteristiCno prosta grupa.
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UopSteno komplementiranje

U ovom odeljku prikazacemo neke rezultate iz opSte (ne obavezno semi-direktne) teorije
komplementiranja. Tu je najvaZniji primer takozvano mreZno komplementiranje. Naime sve podgrupe
neke grupe ¢ine mreZu sa O (trivijalna grupa) i 1 (cela grupa), u odnosu na standardno uvedene
operacije mnf 1 sup {ako su A i B podgrupe, tada inf (A,B)=AMB a sup (A B)=<A B>). Podgrupa A je
mrezno kompletirana podgrupom B u grupi C, ako je AMNB=1 i <A B>=C (specijalno neki put vaZi
AB=C 1 tada cemo B zvati samo komplement ).

Kao §to smo to naveli u pregledu osnovnih klasa grupa, kona¢ne redive grupe su okarakterisane
uslovom da svaka Hall-ova podgrupa K grupe G ima u njoj komplement (&iji je red jednak indeksu
podgrupe K). Hall se u vezi ovoga bavio i pitanjem o strukturi takozvanih potpuno faktorizabilnih
grupa, tj. grupa G u kojoj svaka njena podgrupa K ima komplement tj. postoji H<G takva da je H MK
trivijalan a HK=G. U [65] on je dao potpun opis ovakvih (kona¢nih) grupa:

Teorema Hall-a Konalna grupa je kompletno faktorizabilna akko je izomorfna podgrupi direktnog
proizvoda grupa £iji redovi nisu deljivi kvadratom prostog broja.

Kriterijjum za kompletnu faktorizabilnost koji ne podrazumeva konaénost grupe dao je Cernikov u
[63]:

Kriterijum Cernikova: Grupa G je kompletno faktorizabilna akko se moZe faktorisati u semidirektan
proizvod svoje dve komutativne podgrupe A i B (pri Cemu je A normalna u G) tako da postoji bar
Jedno razlaganje grupe A na direktan proizvod cikliénih grupa prostog reda koje su sve normalne u G.

Za teoriju kompletno faktorizabilnih grupa od interesa su i sledede teorema Cernikove [64]:

Teorema Cernikove: Ako grupa G ima rastuéi normalni niz tako da su redovi faktora razliciti prosti
brojevi, tada je G kompletno faktorizabilna.

Gornju teoremu je uopstio Emaldi dajuéi ujedno jednu vezu izmedju kompletno faktorizabilnih grupa i
K-grupa.

Prva teorema Emaldi-a Netrivijalna grupa je kompletno faktorizabilna akko je G K-grupa koja poseduje
rastu¢i normalni niz sa cikli¢énim faktorima.

Osim pojma obi¢nog komplementa postoji i pojam superkomplementa, Ako je H podgrupa grupe G,
onda se K<G zove superkomplementom za H ako je HNK trivijalan i < H, XNK>=G za svaku
podgrupu X u G koja sadrZi H. Ako svaka podgrupa u G ima superkomplement tada se G zove grupa
sa superkomplementiranjem. Tada vaci sledede tvrdjenje:

Druga teorema Emaldi-a Grupa je kompletno faktorizabilna akko je lokalno konaéna grupa sa
superkomplementiranjem.

Podgrupa B grupe G se zove subnormalnom ako postoji lanac podgrupa od B do G, tako da je
svaka podgrupa normalna u slededoj. Grupa G se zove nD, nC ili nS grupom ako sve njene normalne
podgrupe imaju (respektivno) normalne, subnormalne ili obi¢ne komplemente. Grupa se naziva cC
grupom ako sve njene karakteristiéne podgrupe imaju komplement. Ako svaka podgrupa neke grupe
ima mreZni komplement tada se ta grupa naziva K-grupom. Dalje, grupa se naziva D -grupom ako je
svaka njena podgrupa direktan faktor. Grupa se naziva SD grupom ako je svaka njena podgrupa
semidirektan faktor. Takodje, grupa se naziva D’ grupom ako je ona direktan faktor u svakoj podgrupi
koja je sadrzi. Grupa sa naziva nD’ grupom ako je direktan faktor svake grupe u kojoj je normalna.
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Jedno od pitanja koje se nameée je tacan odnos izmedju ovih klasa kao i njihov opts. Tako na primer
vazi:

Teorema Napolotani-a [52 ] Re§iva grupa je nC grupa akko je K-grupa.
Teorema Wiegold-a {70] Grupa je nD grupa akko je ona direktna suma prostih grupa.
Teorema Toh-a {69]Vazi nS=nD.

Prikazademo sada rezultate Christensenn-a na ovu temu.

. Prva teorema Christensen-a [73] Ako je G konatna reSiva grupa tada je ona nC grupa ako je c¢C
grupa.

Druga teorema Christensen-a [73] Svaka normalna podgrupa konacne reSive nC grupe je nC grupa.

Grupa G se naziva ¢D grupom ako je svaka njena karakteristicna podgrupa istovremeno i njen

direktan faktor.
Pod komplementirajuéom ekspanzijom grupe G podrazumeva se faktorizacija G=A A,..A_gde je

ispunjeno:

1) A, su komutativne cD grupe

2) A, je sadrZano u normalizatoru od A, u Gzan-i2r 20

3) Presek A, sa proizvodom A A,,..A, je trivijalan za 1=1, 2,..., n-1

i+l

Treca teorema Christensen-a [73] Svaka konac¢na grupa sa komutativnim Sylow-ljevim podgrupama
koja ima komplementirajucu ekspanziju je nC-grupa.

Teoreme Christensen-a je uopStio Dienerstein na beskonacne grupe u [72].

Prva teorema Dienerstein-a Ako cC grupa zadovoljava uslov minimalnosti svojih podgrupa tada je ona
nC grupa.

Druga teorema Dienerstein-a Ako ¢C grupa ispunjava uslov minimalnosti svojih normalnih podgrupa 1
uslov minimalnosti svojih reSivih podgrupa kona¢nog indeksa, onda je ona konacna nC grupa.

Tre€a teorem Dienerstemn-a Ako cC grupa zadovoljava uslov maksimalnosti svojih normalnih podgrupa
1 1ina reSivu ¢C podgrupu konac¢nog indeksa onda je ona konaCna nC grupa.

Cetvrta teorema Dienerstein-a Ako je grupa G —C grupa koja ispunjava uslov minimalnosti svojih
normalnih podgrupa, 1 ako ispunjava jedan od donjth uslova, tada je G kona¢na nC grupa:

1) svaki element iz G ima konaCno mnogo konjugata u G

2) postoji samo konadno mnogo elementa unapred zadatog reda

3) Indeks centra je konacCan
4) G ima glavni niz sa konaCnim faktorima

U daljem izlaganju predstavicemo rezultate Zajceva [71] o daljim vezama izmedju klasa nC i K
grupa. Prvo ¢emo navesti jednu strukturnu teoremu o nC grupama,

Prva teorema Zajceva Proizvod konaCno mnogo normalnth nS-podgrupa neke nC-grupe je normalna nS-
podgrupa

Grupu ¢emo zvati LC-grupom ako je ona lokalno nS grupa.

Druga teorema Zajceva U nC-grupi postoji jedinstvena maksimalna normalna L.C podgrupa.
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Oznacimo podgrupu iz gornje teoreme sa LC(G). Ona se zove kompletno faktorizabilni radikal nC-
grupe ili LC-radikal. Na osnovu prethodne teoreme moZemo formirati rastuéi niz podgrupa u nC-grupi
G na slededé1 nacin:

G,=1, Gg,,/Go=LC (G/Gy) a za grani¢mi ordinal O, Gg je unija prethodnih Gp. Ako ovaj niz dostize
G, tada G zovemo LC-radikalnom grupom.

Treéa teorem Zajceva nC-grupa ima konacni LC-radikalni niz akko ima kona¢ni normalni niz sa
iokalno nilpotentnim faktorima.

Sledeéa teorema je uopStenje gornje teoreme Napolitani-a.

Cetvrta teorema Zajceva Grupa koja ima konacni normalni niz sa lokalno nilpotentnim faktorima je nC
grupa akko je K-grupa

Jo§ jedan oblik komplementiranja ¢emo predstaviti kroz rezultat Titova [61]. Sve grupe koje se
pominju su lokalno reSive i periodiCne. Neka je G=AB za neku grupu G i njene podgrupe A 1 B. Ako
je ANB<®(G) onda se kaZe da je A -G®P-dopunjiva u B. Ako je S podskup skupa prostih brojeva,
tada demo grupu G zvati @, grupom ako vaZi: za svaku p-podgrupu A koja sadrzi neku p-Sylow-ljevu
podgrupu grupe ®(G), iz mreZne dopunjivosti grupe A pomocu neke podgrupe B koja sadrZi p’-
Sylow-ljevu podgrupu grupe ®(G), sledi i GP dopunjivost A u G. Sa € (G) obelezavamo podgrupu
generisanu elementima reda n, a sa Y (G) podgrupu generisanu svim n-tim stepenima.

Teorema Titova Neka je G lokalno superreSiva 1 neka 1spunjava jedan od sledeéih uslova:

a) G je lokalno normalna

b) Za svaki prost broj p, G ima kona¢nu p-Sylow-ljevu grupu

Tada je G-P, grupa akko vaZi za svako p iz S da je :

a) G,p semidirektan proizvod G, 1 H

b) Za svaki homomorfizam @ i g€ C(H)NG tako da gme Ql((Gp)‘p)Y'((Gp)(p)
sledi <g>MD(G)#£L.

Relativino komplementiranje -

KaZe se da je G grupa sa relativnim komplementiranjem ako za svaki niz njenth podgrupa G ,<G,<G,
postoji podgrupa G, takva da je <G,G>=G; i G,NG,=G,. U ovom odeljku predstavicemo rezultate na

ovu temu.
Grupa se naziva T-grupom ukoliko je relacija “biti normalna podgrupa” u njoj tranzitivna.

Uveséemo sada pojam Ti-Sylow-ljeve pune baze u periodinoj grupi G.
Pod punom Sylow-ljevom Tl-bazom periodi¢ne grupe G, gde je T neki skup prostih brojeva,
podrazumevamo skup podgrupa S. , 0<i grupe G, za koje vaZzi:
1) S, je m-Sylow-ljeva podgrupa u G, a za svaki prost broj p koji nije u 7, potoji S, koja je p-
Sylow-ljeva podgrupa u G
2) SS=85
3) G je generisana unijom S,
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Ako je G periodi¢na grupa sa o(G) obeleZicemo sve proste brojeve p za koje u G postoji element

reda p.
KonaCne grupe sa relativnim komplementiranjem se opisuju na sledeci nacin:

Teorema Zacher-a Konadna grupa je grupa sa relativnim komplementiranjem akko je ona T-grupa Cije
su Sylow-ljeve podgrupe izomorfne sa sa (C))" tj. elementarno su Abel-ove.

Ovaj rezultat se uopstiva na sluCaj beskonalnih grupa sledeCim rezultatima.

Prva teorema Menegazzo-a ReSiva grupa G je grupa sa relativnim komplementiranjem akko je
periodi¢na T-grupa &ije su Sylow-ljeve p-podgrupe elementarno Abel-ove za sve proste brojeve p 1
svaka 0(G/G’)-Sylow-ljeva podgrupa komplemetira G’.

Druga teofema Menegazzo-a Lokalno konacna grupa G je grupa sa relativnim komplemetiranjem akko
je G reSiva T-grupa s grupa Cije su Sylow-ljeve p-podgrupe elementarno Abel-ove za sve proste
brojeve p i svaka o{G/G’)-Sylow-ljeva podgrupa komplemetira G’.

Ako u definiciji relativnog komplementa zahtevamo G,G,=G, umesto <G,,G,>=G,, tada G, zovemo
relativnom dopunom.

. Teorema Abramovskog Za grupu G sledeci uslovi su ekvivalentni:

1) G je grupa u kojoj svaki niz podgrupa G <G,<G, ima relativnu dopunu

2) Za svaki niz podgrupa G,< G,<G, gde je G, p-grupa, postoji relativna dopuna za G,

3) G je lokalno kona¢na grupa sa relativnim komplementiranjem

4) G je lokalno kona¢na grupa u kojoj postoji relativna dopuna za svaki niz podgrupa G <G,<G; gde
je G, p-grupa a G, je normalna u G,

5) G je reSiva grupa u kojoj postoji relativna dopuna za svaki niz podgrupa G <G,<G, gde je G,
normalna u G,

6) G je lokalno kona¢na T-grupa u kojoj je svaka Sylow-ljeva p-grupa elementarno Abel-ova 1
moZe biti ukljuéena u Sylow-ljevu bazu grupe G.

Primitivno faktorizabilne grupe

U ovom odeljku razmotri¢emo koncept primitivno faktorizabilnih grupa uveden Goréakovim [79].

Grupu G zovemo primitivno faktorizabilnom ako sve njene grupe prostog reda imaju u njoj
komplement. Grupu G zovemo primarno faktorizabilnom ako se u njoj mogu komplementirati sve njene
p-podgrupe za sve proste brojeve p.

Holomorf grupe G u oznaci Hol(G), je semidirektan proizvod grupa G 1 Aut(G) pomocu identi¢kog
homomorfizma f. Aut{(G)-—>Aut(QG).

Neka je A grupa. Kompletno faktorizabilnu podgrupu V< Hol(A) zovemo kompletno primitivnom
ako ona sadrZzi A. Ako je A p-grupa tada kazemo da je V kompletno p-primitivna.

Heka je G direktan proizvod kompletno primitivnih grupa Gy, €S a G’ njihova direktna suma.

Oznacimo sa G direktnu sumu svih Go koje su kompletno p-primitivne.

Prva teorema Gorfakova Periodi¢na podgrupa direktnog proizvoda kompletno primitivnih grupa G o je
primarno faktorizabilna akko kada je svaka njena p-proekcija U kompletno faktorizabilna.

Druga teorema Gorlakova Periodi¢na primarano faktorizabilna grupa K izomorfna je nekoj podgrupi K’
generisanoj primamim skupom elemenata diretnog proizvoda G kompletno primitivnih grupa G .
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Frattini-jeva grupa

Iz dosadadnjeg izlaganja moZe se videti znaCaj Frattini-jeve podgrupe kako za problem semi-
direktnog proizvoda tako i za teoriju grupa u celini. Podsetimo se da je Frattini-jeva podgrupa
definisana kao presek svih maksimalnih podgrupa, a u slucaju da njih nema (kao na primer u adtivnoj
grupi racionalnih brojeva) Frattini-jeva podgrupa je jednaka celoj grupi. Frattini grupa je nilpotentna i
“multiplikativna” tj. zadovoljava uslov P(AxB)=P(A)xP(B). Navedimo sada jo§ neke kriterijume u
kojima bitnu ulogu igra Frattini-jeva podgrupa.

Teorema Roquet-a [55] Neka je G=HM gde je H Hall-ova podgrupa u G a M normalna podgrupa u G.
Ako je M M H < O®(H) tada H ima normalni komplement u G.

Teorema 1 Neka je H normalna Abel-ova podgrupa u grupi G za koju vaZzi da je HN®P(G) trivijalan.
Tada se H moZe komplementirati u G.

Nas cilj u narednom izlaganju je da ovaj kriterijum iskoristimo za dobijanje jednog rezultata o
nilpotentnim grupama. Ovaj rezultat odnosi se na teoriju Frattini-jevih grupa (ovo je pojam koji je
relativno drukCiji od pojma “Frattini-jevih podgrupa”). Za neku grupu G kaZemo da je Frattini-jeva
grupa ukoliko postoji grupa H takva da se G moZe utopiti u P(H). U vezi sa ovo definicijom vaZno je

navesti sledeci rezultat:
Teorema Allenby-a [57] Ako je G Frattini-jeva grupa tada je G Frattini-jeva podgrupa neke grupe. .

Vidimo dakle da se klase Frattini-jevih grupa i Frattini-jevih podgrupa poklapaju. Iz multiplikativnosti
opertatora @ i Cinjenice da je svaka konalno generisana komutativna grupa proizvod cikli¢nih, a

imajuci uvidu da vazi ¢(C ,) = C _;, sledi na primer da je svaka komutativna (kona¢na) grupa
p P

Frattini-jeva. Navedimo neke potrebne uslove da bi grupa bila Frattini-jeva.

Teorema Gaschutz-a [58] Ako je G Frattini-jeva grupa tada je Inn(G) sadrZana u ®(Au(Q)).

Teorema 2. Ako je G Frattini-jeva grupa reda p” za neki prost broj p, tada je klasa grupe G ne veda
od n/2.

Teorema 3 Ako je G Frattini-jeva podgrupa u nekoj p-grupi, tada je G cikli¢na akko je Z(G) cikli¢na.

DefinisaCemo sada pojam tzv. extraspecijalne p-grupe. Za p-grupu G se kaZe da je specijalna ako
vazi da je Z(G)=(I>(G)=G’=(Cp)“ za neki prirodan broj n. Ukoliko je n=1 kaZe se da je G ekstra
specijalna. Tako su na primer sve nekomutativne grupe reda p° ekstra specijalne. Grupe reda p’ koje su
nekomutativne su sledece:

za p=2 imamo dve grupe:
-grupa kvaterniona Q, definisana relacijama a*=b*=1, a’=b’, bab'=a".
-diedarska grupa kvadrata D, definisana relacijama a‘*=b’=1 bab™'=a"

za p>2 takodje imamo dve grupe:

-grupa zadata relacijama a’=b’=1, afab]a'=[ab]= b[ab]b’
2

-grupa zadata relacijama a P - bP=1, a”"'=bab"
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VaZi da ako je G extraspecijalna grupa reda p”, tada je n neparan broj. Takodje, za svako neparno
n>1 postoje (do na izomorfizam) dve ekstraspecijalne grupe reda p”. One se dobijaju od
ekstraspecijalnih grupa reda p’ konstrukcijom proizvoda sa identifikovanom centralnom podgrupom ili
centralnim proizvodom ( G=AB pri ¢emu su A i B normalne podgrupe u G ¢iji elementi uzajamno
komutiraju).

Teorema 4. [55] Nekomutativna grupa sa cikli¢nim centrom je Frattini-jeva tano u sledecim
slu¢ajevima: G je ekstraspecijalna grupa reda reda bar 128 ili je centralni proizvod C, sa
ekstraspecijalnom grupom reda bar 32 sa identifikovanim podgrupama reda 2.

Vratimo se za trenutak na opStu teoriju nilpotentnith grupa. Konacne nilpotentne grupe karakteriSu se
uslovom G’<®(G). U nekim sluajevima moZe vaziti G’=P(G) (kao kod specijalnih grupa). Na3 cilj je
da dokaZzemo da za (neke) Farttini-jeve grupe vaZi stroga inkluzija izmedju G’ i ®(G). Tvrdjenje glasi:

Teorema 5. Neka je G Frattini-jeva podgrupa u nekoj p-grupi H za p>2. Ako G nije izomorfna sa
(C,)" tada je G strogo sadrzan u ®(G) ( uslutaju grupe (C)" vaZi P(G)=G’=1).

Dokaz: Dokaz izvodimo indukcijom po redu grupe G. Ako je G komutativna grupa tvrdjenje sledi
odmah jer je u tom slu€aju G’ trivijalno a ®(G) je trivjijalan akko G=(C)" , 3to je iskljuleno
pretpostavkom teoreme. Pretpostavimo da na G ne vaZi naSa teorema tj. da se G’ 1 Frattini-jeva
podgrupa poklapaju. Za nilpotentne grupe uopSte, vaZzi da svaka njena netrivijalna normalna podgrupa
" ima netrivijalan presek za centrom grupe. PoSto je G normalna u H, a G’ karakrteristina u G, tada je
G’ normalna u H. Prema prethodno reCenom G’ ima netrivijalan presek sa centrom grupe H. Dakle,

ZH)NG’ je netrivijalno, pa sadrzi podgrupu K=C  koja je sadrZana centru grupe H a samim tim i u
centru grupe G. Poito u konadnim p-grupama vazi ®(H)=< x” |x€ H>H’, vidimo da vazi ®(G)<P(H).
Stoga imamo sledeéi lanac inkluzija K<G’<P(G")<D(H). Iz PH/K)=PH)/K=G/K vidimo da je G/K
Frattini-jeva grupa. Ako H/K nije izomorfna sa (C p)" tada sa obzirom da je pretpostavljeno G’=P(G)
vazi 1 (G/K)’'=G’/K=P(G)/K=P(G/K). To je medjutim u suprotnosti sa induktivnom pretpostavkom da
je (G/K)’ strogo sadrzano u P(G/K). Znali mora vaZiti G/K:(CP)“. To onda zna¢i da mora biti
G’=P(G)=K. Razmotrimo sada Z(G). Ako je Z(G) cikliCan tada je i G cikli¢na prema Teoremi 3.
Posto je ®(Z(G))<P(G)=K=C, to je P(Z(G)) najvise reda p. To dalje znati da mora biti Z(G)=LxM
Z(G)NMK<L gde je L=(C o ), t<3 a M=(C))" pri Cemu je M netrivijalna grupa jer Z(G) nije ciklicna.

Sa obzirom da vazi K=®(G) mora biti ®(G)M trivijalan. Iz Teoreme 1 sledi da postoji P,
komplement za M u G. Medjutim iz M<Z(G) sledi da je u stvart G=MxP. Iz
Z(GY=Z(M)xZ(P)=MxZ(P) sledi da je Z(P) cikli¢na grupa. Iz O (G)=DM)xD(P)=D(P) sledi da je
®(P)=K=C,. Primetimo da je P nekomutativna jer bi inale i G bila komutativna. PoSto je P podgrupa
Frattini-jeve grupe G, ona je i sama Frattini-jeva. Dakle, P je nekomutativna Frattini-jeva grupa sa
cikli¢nim centrom pa prema Teoremi 5, P mora bitt 2-grupa a to je u kontradikcijl sa p>2.
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Proste grupe Lie-ovog tipa
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SporadiCne proste grape
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