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0. Pred govor i motivacija

Neka je A algebra funkcija, a B algebra operatora, na kojima su uvedene Hau-
sdorfove topologije saglasne sa algebarskom strukturom, tj. topologije u kojima su
algebarske operacije neprekidne. Funkcionalni raqun za operator T ∈ B, uopxteno
govore²i, jeste homomorfizam Φ: A → B, tako da A sadrжi polinome i da vaжi
Φ(1) = e (1 (1R) je funkcija indentiqki jednaka 1, a e je jedinica algebre B) i
Φ(I(x)) = T (I(x) ≡ x je identiqka funkcija). Homomorfizam Φ je pritom (u nekom
smislu) neprekidan. I vixe, poжeƩno je da je algebra A generisana sa 1 i x, tj. da
su polinomi gusti u A (u topologiji prostora A ).

Me±u primerima funkcionalnih raquna, jedan od onih sa kojima se u literaturi
moжe najqex²e sresti jeste analitiqki funkcionalni raqun na Banahovim algebrama.
To je homomorfizam Φ: H → C , gde je C Banahova algebra, T ∈ C , a H algebra
funkcija, analitiqkih u nekoj okolini σ(T ) (sa topologijom generisanom uniformnom
konvergencijom po kompaktima), koji je definisan sa

(1) Φ(f) =
1

2πi

∫

Γ

f(λ)(λe − T )−1dλ = f(T ),

gde je Γ ⊂ Dom(f) i σ(T ) ⋐ int Γ. Ovo preslikavaƬe je neprekidno ,,na prirodan
naqin”.

Jox jedan qesto sretan primer funkcionalnog raquna opisan je spektralnom teo-
remom. Ako je H Hilbertov prostor i T ∈ B(H ) normalan operator, sa

L∞(σ(T )) ∋ f −→
∫

σ(T )

f(λ)dEλ = f(T )

(gde je Eλ spektralna mera) definisan je homomorfizam Φ: L∞ → B(H ), koji je

neprekidan po normi, poxto je ‖f‖∞ = ‖f(T )‖ i vaжi fn
t.p.t.−→ f ⇒ fn(T )

s→ f(T )
(,,neprekidnost”).

Iz ovih primera moжe se primetiti da ako je funkcionalni raqun definisan za
xiroku klasu operatora, algebra funkcija je relativno mala. Ukoliko se algebra
funkcija proxiri, potrebno je pojaqati uslove koje operator ispuƬava.

Ako bi se govorilo o pristupima uvo±eƬa funkcionalnog raquna na Banahovom
prostoru, svim do sada poznatim tehnikama zajedniqko je da se, prilikom definisaƬa
f(T ) (gde f i T pripadaju odgovaraju²im klasama, kao u prvom pasusu teksta), f(x)
prikazuje kao superpozicija ,,jednostavnijih” funkcija ωα(x) (α pripada nekoj inde-
ksnoj familiji), za koje se definixe ωα(T ), a onda i f(T ) pomo²u operatora ωα(T ).

Jedan od primera je dat formulom (1); u ovom primeru se definixe ωα(T ) za
funkcije ωα(x) = (α−x)−1 (α ∈ ρ(T ); ωα(T ) = (α−T )−1 je zapravo rezolventa), a nakon
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toga se jednakox²u (1) pojam f(T ) definixe za xiru klasu funkcija (analitiqke na
odgovaraju²em skupu).

U drugom poznatom primeru (jedna od varijanti), za samoadjungovan operator T
na Hilbertovom prostoru, pojam f(T ) se moжe definisati sa

f(T ) =
1

2π
·
∫

R

f̂(t)eitT dt,

gde je f̂ Furijeova transformacija funkcije f . U ovom sluqaju ωα(T ) se definixe za
funkcije ωα(x) = eiαx (α ∈ R; ωα(T ) = eiαT je odgovaraju²a jednoparametarska grupa), a
nakon toga se prethodnom formulom (koja za motivaciju ima quvenu formulu inverzije
za Furijeovu transformaciju) pojam f(T ) prenosi na xiru klasu funkcija (na klasu

funkcija za koje f̂(x) ,,dovoƩno brzo opada”, a ova osobina se prirodno povezuje sa
brzinom rasta ‖eitT ‖ kad t → ∞).

Svaki od prethodnih pristupa ima prednosti i mane. Pristup preko Furijeove
transformacije dovodi do najsuptilnijih trenutno poznatih rezultata u problemima
spektralne asimptotike (videti, na primer, [19] i [20]). Me±utim, tad se zahteva do-
bro poznavaƬe odgovaraju²e unitarne grupe, dok je pristup preko simulacije Koxi-
jevog integrala praktiqniji za upotrebu i raqunsku manipulaciju sa operatorima
(pa se qex²e javƩa u nekim primenama, naroqito u fizici; videti, na primer, [15] i
[18]).

Za ograniqene operatore problem uvo±eƬa funkcionalnog raquna je priliqno do-
bro prouqen, dok je za neograniqene operatore i daƩe ostalo mnogo otvorenih pro-
blema. U ovom radu prouqavan je problem uvo±eƬa funkcionalnog raquna za n-torke
komutiraju²ih uopxtenih skalarnih operatora na Banahovom prostoru. Tehnika koja
se koristi je tehnika Furijeove transformacije; ovo nije nova tehnika i za defini-
saƬe funkcionalnog raquna korix²ena je jox 1952. Za sluqaj jednog operatora sa
spektrom na kruжnici ova ideja se javƩa, na primer, u [28], gde autor ovu ideju
pripisuje Berlingu. Centralni rezultati se nalaze u glavi 3, a ti rezultati su i
sastavni delovi radova [21] i [22]. Radi lakxeg pra²eƬa, tekst je podeƩen u glave,
a glave u odeƩke, dok je na poqetku svake glave dat kratak opis onoga xto se nalazi
u glavi.

Iskoristio bih ovu priliku da se zahvalim Ʃudima koji su doprineli (ili bar
nisu odmogli) mom profesionalnom razvitku, porodici, prijateƩima i kolegama;
posebno Ʃudima koji su direktno uqestvovali u izradi ove disertacije, i to mo-
tivacijom, sugestijama, ali i aktivnim uqex²em u rexavaƬu samog problema, kao i
podrxkom u odluci da se bavim matematikom.
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1. Uvod i osnovne definicije

U ovom delu su navedene definicije pojmova koji se koriste u ostatku rada. Nakon
kratkog istorijskog osvrta na dosada dobijene rezultate, navedena su tvr±eƬa iz
literature, koja su dala motivaciju i neophodni tehniqki aparat da bi tvr±eƬa
u delovima 2,3 i 4 mogla da budu dokazana. Na kraju glave navedene su definicije
slabog i ultra slabog funkcionalnog raquna, qija je egzistencija ispitivana u osta-
tku teksta, kao i neki komentari koji bi trebalo da pomognu lakxem razumevaƬu.

1.1. Kratak pregled dosadaxƬih rezultata

U ovom radu se koristi tehnika Furijeove transformacije. Ta tehnika se ko-
ristila i u ranijim istraжivaƬima. U radu [23], McIntosh sa grupom autora
razvio je funkcionalni raqun za n-torku komutiraju²ih ograniqenih uopxtenih
skalarnih operatora i za funkcije qije se Furijeove transformacije nalaze u

L1
s =

{
f |

∫
|f(t)|(1 + |t|s)dt < ∞

}
. Opxtije rezultate objavili su Andersson i Berndts-

son u [2]. Rezultate koji su vezani za generator ograniqene jako neprekidne grupe
dobili su Balabane i grupa autora u [5]. Vixe detaƩa vezanih za dobijene rezultate,
kao i Ƭihov istorijat, mogu se na²i u [11].

U istraжivaƬima su se javƩale i sliqne ideje, bazirane na korix²eƬu Laplasove
transformacije za generatore ograniqenih ili polinomno ograniqenih polugrupa;
takvi rezultati se mogu na²i, na primer, u [13] i [12].

Pristupi razvitka funkcionalnog raquna pomo²u Koxi–Grinove integralne fo-
rmule tako±e su dosta raxireni u istraжivaƬima. Prvi rezultati mogu se na²i
kod Dynkina u [15], a naredni u [18], [1], [3] i [4]. U Ƭima se funkcionalni raqun
razvija na skoro holomorfnim raxireƬima test funkcija. Treba re²i da je ve²ina
ovih rezultata posledica rezultata ove disertacije. Zaista, u [1] je pokazano da
je funkcionalni raqun uveden preko Koxi–Grinove formule, mogu²e proxiriti do
algebre C∞ funkcija sa dodatnom osobinom ponaxaƬa u beskonaqnosti ako i samo
ako je odgovaraju²a grupa polinomno ograniqena, iako xira klasa operatora do-
puxta funkcionalni raqun na test funkcijama. ZanimƩiv pristup moжe se na²i i u
[4]. U tom radu, koriste²i qiƬenicu da za svojstveno preslikavaƬe f ∈ C∞(Rm, Rk)
(tj. preslikavaƬe koje ima svojstvo da je inverzna slika proizvoƩnog kompaktnog
skupa kompaktan skup) skup

{
g ◦ f | g ∈ D(Rk)

}
jeste sadrжan u D(Rm), konstruixe se

funkcionalni raqun za f(T ), gde je f svojstvena C∞ funkcija, a T je Helffer–Sjöstrand-
ov operator, tj. operator T qiji je spektar realan i za qiju rezolventu vaжi da za
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svaki kompakt K ⊂ C postoje CK , NK > 0 tako da vaжi ‖(z − T )−1‖ 6 CK | Im z|−NK za
svako z ∈ K \ R; za vixe detaƩa videti [18].

U glavi 4 razmotren je odnos funkcionalnog raquna konstruisanog u ovom radu
sa nekim od dosada dobijenih rezultata.

1.2. Prostori D i D ′; kvazianalitiqke i nekvazianalitiqke algebre

U ovom radu, ako nije drugaqije naglaxeno, funkcije uzimaju kompleksne vredno-
sti. Za svaku n-torku α = (α1, . . . , αn) nenegativnih celih brojeva (takozvani multi-
indeks) definixe se diferencijalni operator

Dα =

(
∂

∂x1

)
· . . . ·

(
∂

∂xn

)
,

poretka |α| = α1 + . . . + αn (ako je |α| = 0 smatra se da je Dαf = f). Za svaki otvoren
skup Ω ⊆ Rn definixe se prostor C∞(Ω) svih kompleksnih funkcija f za koje je
Dαf ∈ C(Ω) za svaki multiindeks α (C(Ω) je prostor neprekidnih funkcija na Ω). Na
prostoru C∞(Ω) se moжe definisati topologija na slede²i naqin:

neka je (Ki)
∞
i=1 niz kompaktnih skupova takvih da je Ki sadrжano u int Ki+1

za svaki i ∈ N i Ω =
∞∪

i=1
Ki; ako je pn(f) = max{|Dαf(x)| | x ∈ Kn ∧ |α| 6 n},

lokalnu baza topologije qine skupovi Vn =
{
f ∈ C∞(Ω) | pn(f) < 1

n

}
za n ∈ N.

Prostor C∞(Ω) sa ovom topologijom je Frexeov prostor sa Hajne–Borelovim svo-
jstvom. Konvergencija u ovoj topologiji povlaqi konvergenciju svih izvoda uni-
formno na kompaktnim skupovima.

Za svaki kompaktan skup K, skup svih beskonaqno diferencijabilnih funkcija qiji
je nosaq sadrжan u K (u oznaci DK) jeste zatvoreni potprostor prostora C∞(Rn).

Na skupu D =
⋃

K

DK moжe se definisati topologija, qija je baza sastavƩena od svih

skupova U ⊆ D takvih da je skup U ∩DK otvoren skup u DK za svaki K. Ovako defi-
nisan prostor D se naziva prostor test funkcija (ako se жeli naglasiti dimenzija
prostora, koristi se i oznaka D(Rn)) i jedan je od osnovnih objekata koji se koriste
u ovom radu. Posebnu ulogu igra prostor distribucija D ′, tj. prostor neprekidnih
linearnih funcionala na D. U daƩem tekstu navedene su neke osobine ovih objekata,
koje su korix²ene kroz rad. Te osobine su sada delovi standardnog obrazovaƬa,
tako da je ve²ina samo navedena, a dati su samo dokazi za koje je smatrano da koriste
boƩem razumevaƬu teksta.

Stav 1.1. (a) Linearno preslikavaƬe iz D u lokalno konveksan prostor je neprekidno
ako i samo ako je neprekidna Ƭegova restrikcija na DK za svako kompaktno K.

(b) Ako je u ∈ D ′, ϕ ∈ D , onda je u ∗ ϕ ∈ C∞ i vaжi

Dα(u ∗ ϕ) = (Dαu) ∗ ϕ = u ∗ (Dαϕ)
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za proizvoƩan multiindeks α.

(v) Ako je u ∈ D ′ i ϕ,ψ ∈ D , onda je u ∗ (ϕ ∗ ψ) = (u ∗ ϕ) ∗ ψ.

(g) Ako je u, v ∈ D ′ i u ima kompaktan nosaq, tada je u ∗ v = v ∗ u i Dα(u ∗ v) =
(Dαu) ∗ v = u ∗ (Dαv) za svaki multiindeks α.

(d) Ako je u ∈ D ′ i δ jeste Dirakova mera, onda je Dαu = (Dαδ) ∗ u za svaki multiin-
deks α. Specijalno, vaжi u = δ ∗ u.

(±) Funkcija iz Lp(R) (za 1 6 p 6 ∞), kao i svaka merƩiva funkcija qija je apsolutna
vrednost ograniqena polinomom, jeste i sporo rastu²a distribucija (tj. indukuje takvu
distribuciju).

(e) Ako je f ∈ L1(Rn), λ > 0 i h(x) = f
(

x
λ

)
, onda je ĥ(t) = λnf̂(λt).

Definicija 1.1. Niz funkcija (hj)j>1 oblika hj(x) = jkh(jx), gde je h ∈ D(Rk), h > 0

i

∫

Rk

h(x)dx = 1, naziva se aproksimativom jedinicom na Rk.

Stav 1.2. Neka je (hj)j>1 aproksimativna jedinica na Rk, ϕ ∈ D i u ∈ D ′. Tada vaжi:

(1) lim
j→∞

ϕ ∗ hj = ϕ (konvergencija u prostoru D);

(2) lim
j→∞

u ∗ hj = u (konvergencija u prostoru D ′).

Dokazi stavova 1.1 i 1.2 mogu se na²i u [26].

Teorema 1.1. U lokalno konvekskom prostoru X skup je slabo ograniqen ako i samo ako
je (originalno) ograniqen.

Dokaz. Kako svaka slaba okolina nule jeste okolina u originalnoj topologiji, sledi
da svaki ograniqen skup u originalnoj topologiji jeste slabo ograniqen.

Neka je E slabo ograniqen skup u X, a U neka okolina nule u originalnoj
topologiji. Kako je X lokalno konveksan, postoji uravnoteжena konveksna okolina
nule V takva da je V ⊂ U . Neka je

K = {Λ ∈ X∗ | (∀x ∈ V ) |Λx| 6 1} .

Kako je V ⊆ W = {x ∈ X | (∀Λ ∈ K) |Λx| 6 1} i kako je W zatvoren, sledi V ⊆ W .
Me±utim, ako postoji x0 ∈ X \ V , po Han–Banahovoj teoremi (V je uravnoteжen skup)
postoji Λ ∈ K tako da je Λx0 > 1, pa je V = W . Dakle, vaжi

(2) V = {x ∈ X | (∀Λ ∈ K) |Λx| 6 1} .

Kako je E slabo ograniqen, za svaki Λ ∈ X∗ postoji broj γ(Λ) < ∞ tako da za
svako x ∈ E vaжi |Λx| 6 γ(Λ). Kako je K konveksan i slabo∗ kompaktan (po teoremi
Banah–Alaoglu), a funkcije Λ → Λx slabo∗ neprekidne, na osnovu teoreme Banah–
Xtajnhausa sledi

(3) (∃γ < ∞)(∀x ∈ E)(∀Λ ∈ K)|Λx| 6 γ.

Iz (2) i (3) sledi da za svako x ∈ E vaжi γ−1x ∈ V ⊂ U , pa kako je V uravnoteжena
okolina, sledi E ⊂ tV ⊂ tU za svako t > γ, odnosno E je ograniqen. ¤

Funkcija f , analitiqka na intervalu [ a, b ] ⊂ R, poseduje osobinu da je identi-
qki jednaka nuli ako su u nekoj taqki svi Ƭeni izvodi jednaki nuli (ukƩuquju²i
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i vrednost funkcije u toj taqki). Ovo je dovelo do uopxteƬa pojma analitiqkih
funkcija, tj. do klasa funkcija u kojima i daƩe vaжi navedeno svojstvo. To su klase
kvazianalitiqkih funkcija. Sa druge strane, postoje i klase funkcija u kojima to
svojstvo ne vaжi, ali koje zadovoƩavaju svojstva opisana u Urisonovoj lemi. Takve
klase funkcija nazivaju se klasama nekvazianalitiqkih funkcija. U nastavku rada
korix²ene su takve klase, tj. nad takvom klasom je razvijan funkcionalni raqun.
Ovde su navedene definicije ovih pojmova, kao i osnovni kriterijumi utvr±ivaƬa
da li je klasa kvazianalitiqka, odnosno nekvazianalitiqka (rezultati Denjoy-a i
Carleman-a).

Definicija 1.2. Neka je M = (Mk)∞k=0 niz pozitivnih realnih brojeva i M0 = 1.
Neka je CM ([ a, b ]) skup svih funkcija f ∈ C∞([ a, b ]) za koje postoji C > 0 tako da vaжi

∣∣∣∣
dkf

dxk
(x)

∣∣∣∣ 6 Ck+1 · Mk

za svaki x ∈ [ a, b ] i svaki k > 0.

Klasa CM ([ a, b ]) se naziva kvazianalitiqkom ako vaжi:

Ako f ∈ CM ([ a, b ]) i
dkf

dxk
(x) = 0 za neki x ∈ [ a, b ] i svaki k > 0, tada je f ≡ 0.

Funkcija f se naziva kvazianalitiqkom ako f pripada nekoj kvazianalitiqkoj
klasi.

Na primer, ako je Mk = k!, dobija se taqno klasa realnih analitiqkih funkcija
na [ a, b ].

Teorema 1.2. Slede²i uslovi su ekvivalentni:

(a) klasa CM ([ a, b ]) je kvazianalitiqka;

(b)
∞∑

j=1

1

Lj
= ∞, gde je Lj = inf

k>j
M

1
k

k ;

(v)
∞∑

j=1

(M∗
j )−

1
j = ∞, gde je (M∗

j )∞j=1 najve²i logaritamski konveksan niz ograniqen

odozgo odgovaraju²im qlanovima niza (Mj)
∞
j=1.

(g)
∞∑

j=1

M∗
j−1

M∗
j

= ∞.

Dokaz teoreme 1.2 i vixe detaƩa moжe se na²i u [7] i [19].

Definicija 1.3. Algebra A funkcija definisanih na Rn se naziva nekvazianaliti-
qkom ako za svaki kompaktni skup K i za svaki otvoren skup U ⊃ K postoji χ ∈ A ,
tako da je nosaq funkcije χ sadrжan u U , a χ ≡ 1 u nekoj okolini V ⊂ U skupa K.

Teorema 1.3. Neka je h(t) pozitivna, neprekidna, subaditivna funkcija na Rn, takva

da je h(0) = 0, h(t) raste po zracima iz koordinatnog poqetka i vaжi lim
|t|→∞

h(t)

|t| = 0.

Algebra

Bh =

{
f |

∫

Rn

|f̂(t)|eh(t)dt < ∞
}
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je nekvazianalitiqka ako i samo ako je

∫

|t|>1

h(t)

|t|n+1
dt < ∞; pritom posledƬi uslov vaжi

ako i samo ako postoji konkavna rastu²a funkcija H(s), takva da je h(t) 6 H(|t|) i

(4)

∫ ∞

1

H(s)

s2
ds < ∞.

Netrivijalni deo teoreme je nekvazianalitiqnost algebre Bh pri nametnutim
uslovima na funkciju H(s); u nastavku je dat dokaz ovog tvre±eƬa.

Dokaz. Neka je n = 1 (dokaz je analogan za n > 1) i h̃(t) = H(|t|) + 2 ln(1 + |t|). Tada

je Ph̃(x + iy) =
1

π
·
∫ ∞

−∞

y

(x − t)2 + y2
· h̃(t)dt (y > 0) (Puasonov integral funkcije h̃)

dobro definisan (po uslovu (4)), pa je Ph̃ pozitivna harmonijska funkcija u gorƬoj

poluravni. Ako je ϕ analitiqka funkcija za koju je Re ϕ = Ph̃, sledi da je g =

e−ϕ ograniqena analitiqka funkcija (u gorƬoj poluravni) za koju je |g| = e−h̃(t) na
granici, pa g jeste Furijeova transformacija neke funkcije f , qiji je nosaq sadrжan

na pozitivnom delu realne ose. Kako je |f̂(t)| = e−h̃(t), to sledi da f ∈ Bh.

Zato postoji ψ ∈ Bh (ψ 6≡ 0) qiji je nosaq u proizvoƩnom intervalu (izborom
pogodnih a, b i ψ(t) = ϕ(a+ t)ϕ(b− t)). Kako je Bh zatvorena za konjugovaƬe, ako je f ∈
Bh funkcija sa kompaktnim nosaqem, onda je |f |2 nenegativna funkcija sa kompaktnim
nosaqem iz Bh, pa se funkcija sa nosaqem u U i jednaka 1 na K dobija konvolucijom
funkcije χV (K ⊂ V ⊂ U) i funkcije ψ sa nosaqem u dovoƩno maloj okolini nule. ¤

1.3. Apstraktan Koxijev problem

U ovom odeƩku je objaxƬeno xta predstavƩa eitT za neograniqen operator T na Ba-
nahovom prostoru X. U sluqaju imitacije klasiqnog postupka da se eksponencijalna
funkcija prikaжe preko odgovaraju²eg stepenog reda, mogu nastati brojni problemi.
Na primer, skup



x ∈ X | x ∈

⋂

n>1

Dom(Tn) ∧
∞∑

n=1

‖Tnx‖
n!

< ∞





(analitiqki vektori) ne mora biti gust u X (Nelsonova teorema).

U ovom radu pod eitT podrazumeva se jednoparametarska (polu)grupa C(t) koja je
rexeƬe operatorske jednaqine

(5)
d

dt
C(t) = iTC(t), C(0) = I,

poznate pod imenom apstraktan Koxijev problem. Ovaj problem je dugo prouqavan
i utvr±ena je egzistencija rexeƬa ove jednaqine (kao polugrupa ili kao grupa) pod
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razliqitim uslovima. Tako±e, mogu²e je dati i procenu asimptotskog ponaxaƬa
tog rexeƬa (videti, na primer, [8], [9] i [10]). U nastavku odeƩka navedene su neke
situacije u kojima postoji rexeƬe jednaqine (5) (vixe detaƩa i dokazi se mogu na²i
u [14] i [11]).

Definicija 1.4. Familija {C(t) | t > 0} ograniqenih linearnih operatora u Bana-
hovom prostoru X naziva se jako neprekidnom polugrupom ako vaжi

(1) C(s + t) = C(s)C(t) za svaki s, t > 0,

(2) C(0) = I,

(3) za svaki x ∈ X funkcija t → C(t)x je neprekidna.

Teorema 1.4. Neka je {C(t) | t > 0} polugrupa koja je neprekidna u ravnomernoj opera-
torskoj topologiji. Tada postoji ograniqen operator T na prostoru X, takav da je
C(t) = etT za t > 0. Operator T definisan je formulom

T = lim
h→0+

C(h) − I

h
.

Pritom za dovoƩno veliko Re(λ) rezolventa operatora T moжe se izraziti preko ele-
menata polugrupe formulom

(λI − T )−1 =

∫ ∞

0

e−λtC(t)dt.

Me±utim, ukoliko se u prethodnoj teoremi uslov neprekidnosti u ravnomernoj
operatorskoj topologiji zameni uslovom jake neprekidnosti, problem postaje dosta
zahtevniji. Ukoliko postoji rexeƬe, po analogiji sa skalarnim sluqajem i pretho-
dnom teoremom to rexeƬe se smatra nekom vrstom eksponencijalne funkcije, ali (opet
po prethodnoj teoremi) ako konvergencija nije ravnomerna, ne postoji T ∈ B(X) tako
da je C(t) = etT za t > 0. Zato prvo treba definisati xta u ovakvim situacijama igra
ulogu eksponencijalne funkcije.

Definicija 1.5. Za h > 0 neka je Th linearni operator definisan sa

Thx =
C(h)x − x

h
za x ∈ X.

Infinitezimalnim generatorom (ili infinitezimalnim operatorom) polugrupe
{C(t) | t > 0} naziva se operator T qiji domen D(T ) jeste skup svih x ∈ X za koje
postoji lim

h→0+
Thx i koji je definisan sa Tx = lim

h→0+
Thx.

Stav 1.3. (a) Skup D(T ) je vektorski prostor; operator T je linearan na D(T );

(b) ako je x ∈ D(T ), tada je C(t)x ∈ D(T ) (za 0 6 t < ∞) i
d

dt
C(t)x = TC(t)x = C(t)Tx;

(v) ako je x ∈ D(T ), tada je [C(t) − C(s)] x =

∫ t

s

C(u)Txdu za 0 6 s < t < ∞;

(g) ako je t > 0 i ako je f Lebeg integrabilna funkcija, neprekidna u t, onda vaжi

lim
h→0+

∫ t+h

t

f(u)C(u)xdu = f(t)C(t)x;

(d) D(T ) je gust u X, a operator T je zatvoren na D(T ).
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U prethodnom stavu navedene su osnovne osobine infinitezimalnog generatora.
Kako je D(T ) gust u X, na osnovu teoreme Banah–Xtajnhausa sledi da je infinitezi-
malni generator neke polugrupe ograniqen ako i samo ako je ta polugrupa neprekidna
u ravnomernoj operatorskoj topologiji.

Teorema 1.5 (Hille-Yoshida). Zatvoreni linearni operator T koji je gusto definisan
jeste infinitezimalni generator jako nepekidne polugrupe ako i samo ako postoje M,ω ∈
R takvi da za svako λ > ω, λ ∈ ρ(T ), vaжi

‖(λ − T )−n‖ 6
M

(λ − ω)n
za svaki n ∈ N.

Konaqno, na osnovu prethodnih tvr±eƬa deluje prirodno da se odgovaraju²a
jako neprekidna polugrupa (odnosno grupa, kad je t ∈ R) smatra rexeƬem odgo-
varaju²eg Koxijevog problema i posmatra kao ,,eksponencijalna funkcija” pri radu
sa neograniqenim operatorima. Slede²a tri stava sumiraju rezultate navedene u
ovom odeƩku.

Stav 1.4. Zatvoreni gusto definisani linearni operator T generixe jako neprekidnu
polugrupu {C(t) | t > 0} ograniqenih operatora, sa svojstvom ‖C(t)‖ 6 eωt za neko ω ∈ R,
ako i samo ako vaжi

‖(λ − T )−1‖ 6
1

λ − ω
, za λ > ω.

Stav 1.5. Zatvoreni gusto definisani linearni operator T je infinitezimalni genera-
tor jako neprekidne polugrupe ako i samo ako postoji neprekidna familija {B(t) | t > 0}
ograniqenih linearnih operatora za koju vaжi B(0) = I, ‖B(t)‖ 6 Meωt za neke brojeve
M > 0 i ω ∈ R, i za koju je

(λ − T )−1x =

∫ ∞

0

e−λtB(t)xdt, ako je λ > ω.

Stav 1.6. Zatvoreni gusto definisani linearni operator T generixe jako neprekidnu
grupu {C(t) | t ∈ R} ograniqenih operatora ako i samo ako postoje M > 0, ω > 0 tako da
vaжi

‖(λ − T )−n‖ 6 M · 1

(|λ| − ω)n
, za |λ| > ω i n ∈ N.

Ako T generixe grupu {C(t) | t ∈ R}, tada vaжi ‖C(t)‖ 6 Meω|t| za neke brojeve M >
0, ω > 0

1.4. Definicija slabog funkcionalnog raquna

U ovom radu koristi²e se oznake Rk ∋ t = (t1, . . . , tk) i T = (T1, . . . , Tk) za k-torke
brojeva i operatora, redom, t · T ²e oznaqavati t1T1 + . . . + tkTk, |t| Euklidsku normu√

t21 + . . . + t2k .
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U жeƩi da se radi sa neograniqenim operatorima, u ovom radu ²e se razmatrati
slab funkcionalni raqun. Taj raqun se uvodi sledi²om definicijom, koja predsta-
vƩa modifikaciju definicije koju je dao Vasilesku u [27], prilago±enu potrebama
ovog rada:

Definicija 1.6. Neka je T = (T1, . . . , Tk) k-torka zatvorenih gusto definisanih ope-
ratora na Banahovom prostoru X. Slab funkcionalni raqun nad Rk je ure±en par
(A ,Φ) za koji vaжi:

1. A je normirana algebra funkcija definisanih na Rk, sa topologijom τ takvom
da

(a) τ je slabija od topologije indukovane normom;

(b) sabiraƬe je neprekidno u odnosu na τ ;
mnoжeƬe je pokoordinatno neprekidno u odnosu na τ ;

(v) prostor test funkcija D je sadrжan i gust u A (u topologiji τ);

(g) utapaƬe D →֒ A je neprekidno;

2. Φ: A → B(X) je homomorfizam, koji je neprekidan u normi, kao i neprekidan u
odnosu na topologiju τ i slabu topologiju na B(X);

3. za svaki polinom p(t1, . . . , tk) stepena m i proizvoƩan niz test funkcija (ϑn)n>1

koji teжi ka 1 rastu²i i ravnomerno po kompaktima, vaжi Λ (Φ(ϑnp)x) →
Λ(p(T1, . . . , Tk)x) za svaki x ∈ ⋂

∑
mj=m

Dom(Tm1

1 · . . . · Tmk

k ) i svaki Λ ∈ X∗.

Napomena 1.1. U uslovu (1) zahteva se samo neprekidnost po koordinatama, jer je
nerealno dobiti neprekidnost mnoжeƬa. Zaista, ako se pretpostavi neprekidnost
mnoжeƬa, iz uslova (2) sledi da ako Tn → T i Sn → S, slabo, tada i TnSn → TS
slabo, xto u opxtem sluqaju nije taqno.

Definicija 1.7. Neka je T = (T1, . . . , Tk) k-torka zatvorenih gusto definisanih ope-
ratora na Banahovom prostoru X. Ultra slab funkcionalni raqun nad Rk je ure±en
par (A ,Φ) koji jeste slab funkcionalni raqun takav da za algebru A vaжi:

Za proizvoƩnu test funkciju 0 6 ϕ 6 1, jednaku 1 u nekoj okolini nule, i

za proizvoƩno f ∈ A vaжi lim
n→∞

ϕ
(x

n

)
f(x) → f(x) u topologiji prostora A .

1.5. Postavka problema

Rezultati koji su prikazani u prvom odeƩku navode na pitaƬe da li se, i u
kakvom obliku oni mogu uopxtiti. U ovom radu dokazana je egzistencija ultra slabog
funkcionalnog raquna, gde algebra A jeste potprostor Fα prostora SoboƩeva,

Wα
∞(Rk) ⊇ Fα =

{
f : Rk → C | f̂ je mera za koju je

∫

Rk

(1 + |t|α)d|f̂ | < ∞
}

,
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gde je α =

n∑

j=1

αj, a αj (1 6 j 6 n) je pozitivan realan broj, dok su operatori (Tj)
n
j=1

zatvoreni, gusto definisani i takvi da je σ(Tj) ⊆ R i

(6) ‖eitTj‖ = O(|t|αj ) kad t → ∞.

PretpostavƩa se i da navedeni operatori komutiraju po parovima. Ovde se
pod komutativnox²u operatora Tj i Tl podrazumeva komutiraƬe operatora iz odgo-
varaju²ih grupa eitTj i eisTl , opisanih u odeƩku 1.3.

Operatori sa prethodno navedenim osobinama poznati su i kao uopxteni skalarni
operatori. Treba napomenuti da su uslovi σ(Tj) ⊆ R (za 1 6 j 6 n) zapravo suvixni,
kao xto to pokazuje

Stav 1.7. Ako su (Tj)
n
j=1 me±usobno komutiraju²i operatori i vaжe uslovi (6), tada je

σ(T ) ⊆ Rn.

Dokaz. Neka je z = γ − iβ, gde je β 6= 0 (β, γ ∈ Rn, x = (x1, . . . , xn) za x ∈ {β, γ, z}). Tada
je

‖eit(T−z)·β‖ = ‖eitT ·β−|β|2t‖ 6 const ·




n∏

j=1

|t|αj




|β|

· e−|β|2t
6 const ·e−δt,

za neko δ > 0, pa su cj =
1

i
·
∫ ∞

0

βje
it(T−z)·βdt (za 1 6 j 6 n) dobro definisani. Sledi

n∑

j=1

cj(zj − Tj) =

∫ ∞

0

d

dt
eit(T−z)·βdt = e,

pa z 6∈ σ(T ). ¤

U lemi 1.2. iz [2], Andersson i Berndtsson su dokazali i opxtije tvr±eƬe o vezi
,,realnosti” zajedniqkog spektra n-torke komutiraju²ih ograniqenih operatora i
uslova sliqnih sa (6), a to tvr±eƬe ostaje da vaжi i ako se izostavi ograniqenost.
Me±utim, treba re²i da mnogi uslovi koji obezbe±uju egzistenciju rexeƬa apstra-
ktnog Koxijevog problema sadrжe ,,realnost” spektra.

Tako±e, ovde je izabrana jedna od mnogih mogu²ih definicija komutativnosti
neograniqenih operatora. Me±utim, prema komentarima iz odeƩka 2.3, ispostavƩa
se da za uopxtene skalarne operatore ovim izborom nije nixta izgubƩeno.

Iz teoreme 1.5 sledi da za svaki zatvoreni, gusto definisan operator T , sa rea-

lnim spektrom za koji vaжi ‖(T − λI)−m‖ 6
1

|λ|m za λ 6∈ R i m ∈ N, jednaqina (5) ima

rexeƬe takvo da je

(7) ||C(t)|| = o(eεt) za svaki ε > 0.

Ovo prirodno dovodi i do pitaƬa:

Da li uslovi (7) povlaqe polinomnu procenu za C(t)?
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Odgovor na ovo pitaƬe dat je u slede²em primeru.

Primer 1.1. Postoji operator koji ne zadovoƩava (6) i qije je asimptotsko ponaxaƬe
slabije od eksponencijalnog. Preciznije, za proizvoƩno ε > 0 vaжi ‖eitT ‖ = o(eε|t|) kad
|t| → ∞.

Neka je E vektorski prostor onih celih funkcija za koje postoji broj C ∈ R takav
da je

|f(z)| 6 Ce
√

|z|.

E je i Banahov prostor, gde se norma funkcije f (‖f‖) definixe kao najmaƬa konstanta

C za koju prethodna nejednakost vaжi: ‖f‖ = sup
z∈C

|f(z)|
e
√

|z|
. Kako je

f ′(z) =
1

2πi

∫

|ξ|=1

f(ξ + z)

ξ2
dξ,

to je operator T =
1

i
· d

dz
ograniqen linearan operator na E. Sledi

(
eitT f

)
(z) =

(
et d

dz f
)

(z) = f(z + t).

S obzirom da je

|
(
eitT f

)
(z)|

e
√

z
=

|f(z + t)|
e
√

|z+t|
· e

√
|z+t|

e
√

|z|
6 ‖f‖ · e

√
|z|+|t|−

√
|z|,

za svaki f ∈ E, to je ‖eitT ‖ = O(e
√

|t|) kada |t| → ∞.

Ako je f0(z) = 2 ·
∞∑

n=0

zn

(2n)!
, onda iz prethodnog sledi

‖eitT f0‖
‖f0‖

6 e
√

|t|. A kako za

x, t > 0 vaжi

(
eitT f0

)
(x)

e
√

x
=

2 ·
∞∑

n=0

(x + t)n

(2n)!

e
√

x
=

2 · ch(
√

x + t)

e
√

x

= e
√

x+t−√
x + e−

√
x+t−√

x,

to sledi da je ‖eitT f0‖ ∼ e
√

|t| kada t → ∞, pa je ‖eitT ‖ ∼ e
√

|t| kada t → ∞.
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2. Prvi rezultati i pomo²na tvr±eƬa

U ovoj glavi navedena su tvr±eƬa koja prethode i pomaжu boƩem razumevaƬu
ostatka teksta, kao i prve definicije i opisi objekata sa kojima se radi. U
prva dva odeƩka opisani su prostori (algebre) funkcija za koje ²e biti definisan
funkcionalni raqun, u tre²em odeƩku objaxƬeno je xta predstavƩa komutativnost
za uopxtene skalarne operatore (i razmatran je odnos izme±u razliqitih defini-
cija komutativnosti za neograniqene operatore), a u qetvrtom su navedena osnovna
tvr±eƬa Klifordove analize koja ²e biti korix²ena.

2.1. Algebra Fα, opis i osobine

U ovom odeƩku opisana je algebra Fα nad kojom ²e biti konstruisan slab
funkcionalni raqun. Centralna mesta ovog odeƩka su teoreme 2.1, 2.2 i 2.3, a Ƭegov
glavni rezulat je da iz ovih teorema sledi da prostor (Fα, τ) opisan definicijom 2.1
zadovoƩava uslov 1 definicije 1.6.

Definicija 2.1. Neka je Mα(Rk) prostor svih Borelovih mera na Rk takvih da je∫

Rk

(1 + |t|α)d|µ| < ∞, sa normom ‖µ‖α =

∫

Rk

(1 + |t|α)d|µ|, gde je α > 0 realan broj.

Neka je Fα =
{

f ∈ L∞(Rk) | f̂ ∈ Mα

}
normirani prostor, sa normom ‖f‖Fα

= ‖f̂ ‖Mα
.

Poxto je Fα = M̌α, sledi da je Fα Banahov prostor sa normom ‖ · ‖Fα

(|µ̌(x)| =
1

(2π)
k
2

·
∣∣∣∣
∫

Rk

eix·tdµ(t)

∣∣∣∣ 6
1

(2π)
k
2

· ‖µ‖Mα
< ∞).

Definicija 2.2. Neka je τ topologija na Fα generisana slabom∗ topologijom na
Mα(Rk) ⊆ (Cb,α(Rk))∗, gde je Cb,α(Rk) prostor neprekidnih funkcija, takvih da vaжi
f(t) = O(|t|α) kad |t| → ∞, sa normom ‖f‖Cb,α

= inf{M | |f(t)| 6 M · (1 + |t|α)}.

τ je definisana predbaznim okolinama nule oblika

B(g, ε) =

{
f ∈ Fα |

∣∣∣∣
∫

Rk

gdf̂

∣∣∣∣ < ε

}

za g ∈ Cb,α(Rk), ε > 0. Vixe detaƩa i sliqne konstrukcije mogu se na²i u [26], glava
1.
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Teorema 2.1. Prostor Fα je algebra.

Naime, vaжi nejednakost

(8) 1 + |s + t|α 6 2α(1 + |s|α)(1 + |t|α).

Zaista, za |s| 6 |t| vaжi 1 + |s + t|α 6 1 + (2|t|)α 6 2α(1 + |t|α) 6 2α(1 + |t|α)(1 + |s|α);
analogno se dobija da nejednakost vaжi za |s| > |t|. Zato funkcija g(t) = ln(1 + |t|α)
zadovoƩava g(s + t) 6 α ln 2 + g(s) + g(t), dokaz tvr±eƬa je analogan dokazu teoreme 2.4.

Prostori SoboƩeva Wα
∞ mogu se definisati kao prostori svih funkcija f : Rk →

R qiji parcijalni izvodi (1 − ∆)
α
2 f pripadaju L∞. Ovde je parcijalni izvod (1 −

∆)
α
2 definisan preko Furijeove transformacije. Pritom je Wα

∞ ⊃ Fα (tj. prethodna
inkluzija je stroga), poxto Furijeova transformacija funkcije iz Fα ima neprekidne
parcijalne izvode.

Moжe se definisati i vektorski prostor F(α1,...,αn), koji se sastoji od svih

funkcija f qije su Furijeove transformacije f̂ jesu mere za koje vaжi

∫

Rk

(1 + |t1|α1 ·

. . . · |tn|αn)d|f̂ | < ∞. Iz nejednakosti sredina sledi da je Fα ⊂ F(α1,...,αn), pri qemu je
ta inkluzija stroga, xto pokazuje slede²i primer.

Primer 2.1. Neka je n = 2 i (α1, α2) = (1, 1). Tada je

F(1,1) =
{

f |
∫

R2

(1 + |xy|)d|f̂ | < ∞
}

i F2 =
{

f |
∫

R2

(1 + x2 + y2)df̂ < ∞
}

.

Neka je ψ inverzna Furijeova transformacija funkcije

(x, y) 7→ 1

1 + |xy| ·
1

1 + x2 + y2
· 1

ln2(1 + (x2 + y2)/2)
.

Tada je

∫

R2

(1 + |xy|)dψ̂ =

∫

R2

1

1 + x2 + y2
· 1

ln2(1 + (x2 + y2)/2)
dxdy < ∞,

dok je

∫

R2

(1 + x2 + y2)dψ̂ =

∫

R2

1

1 + |xy| ·
1

ln2(1 + (x2 + y2)/2)
dxdy

>

∫

|x|>|y|

1

1 + |xy| ·
1

ln2(1 + x2)
dxdy

= 2

∫ ∞

−∞

1

ln2(1 + x2)
·
∫ |x|

0

d|y|
1 + |xy| dx

= 2

∫ ∞

−∞

dx

|x| ln(1 + x2)
= ∞,

pa sledi ψ ∈ F(1,1) \ F2.

Me±utim, prostor F(α1,...,αn) ne mora biti algebra, xto pokazuje naredni primer.
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Primer 2.2. Neka je n = 2 i (α1, α2) = (1, 1). Funkcije ϕ(x, y) = sinx2 i ψ(x, y) = sin y2

pripadaju prostoru F(1,1), poxto su ograniqene i imaju ograniqene parcijalne izvode
∂2ϕ
∂x∂y i ∂2ψ

∂x∂y . Me±utim, drugi mexoviti izvod proizvoda ovih funkcija nije ograniqen,
pa F(1,1) nije algebra.

Slede²a teorema daje detaƩniji opis prostora Fα; ona pruжa mogu²nost da se u
prouqavaƬu Fα iskoriste standardne tehnike teorije distribucija.

Teorema 2.2. Skup D je gust u prostoru Fα (sa topologijom τ), a utapaƬe D →֒ Fα je
neprekidno.

Dokaz.
(
[−n, n]k

)
n>1

je rastu²i niz skupova i vaжi
⋃

n∈N

[−n, n]k = Rk. Sledi

|µ|
(
[−n, n]k

)
→ |µ|

(
Rk

)
kad n → ∞ za svako µ ∈ Mα. Ako je g ∈ Cb,α(Rk) i M = sup

x∈Rk

|g(x)|,

sledi da postoji n ∈ N tako da je |µ|
(
Rk \ [−n, n]k

)
<

ε

M
. Zato je µ̌n ∈ µ̌ + B(g, ε), gde

je µn(E) = µ
(
E ∩ [−n, n]k

)
, za svaki merƩiv skup E, pa za prvi deo tvr±eƬa dovoƩno

dokazati da je D gust u skupu {µ̌ | µ ∈ Mα ∧ nosaq µ je kompaktan}.
Neka je µ mera sa kompaktnim nosaqem i (hj)j∈N aproksimativna jedinica na Rk.

Tada je hj ∗ µ ∈ S (poxto je Dα(hj ∗ µ) = (Dαhj) ∗ µ (stav 1.1, deo (g)), i, kako hj i
µ imaju kompaktne nosaqe, hj ∗ µ tako±e ima kompaktan nosaq; ovde je S Xvarcova
klasa). Ako je g1(t) = g(−t), sledi (hj ∗ µ)(g) = ((hj ∗ µ) ∗ g1) (0) = (hj ∗ (µ ∗ g1)) (0) →
δ ∗ (µ ∗ g1)(0) = µ ∗ g1(0) = µ(g), po stavu 1.1, delovi (v) i (g). Sledi da hj ∗ µ → µ kad
j → ∞ u slaboj∗ topologiji na Mα, pa je S gust u toj topologiji, odakle sledi da je

gust i u prostoru Fα sa topologijom τ , poxto je Ŝ = S .

Dakle, dovoƩno je dokazati da je D gust u S .

Kako je D gusto u S u topologiji prostora S (to se moжe videti analognom
procedurom kao sa poqetka dokaza; neka je (hj)j∈N aproksimativna jedinica, tako da
je h(x) 6 1 i h ≡ 1 u nekoj okolini nule; tada D ∋ hj ∗ (χ[−n,n ]k · ϕ) → ϕ u topologiji
prostora S ), za ϕ ∈ S postoji (ϕn)n>1 tako da ϕn → ϕ u S , kad n → ∞.

Neka je g ∈ Cb,α(Rk). Tada ĝ ∈ S ′ (po stavu 1.1, deo (±)), odakle

∫

Rk

g(ϕ̂n − ϕ̂)dx =
∫

Rk

(ϕn − ϕ)dĝ → 0, odnosno ϕn → ϕ kad n → ∞ u topologiji τ .

Konaqno, posledƬi deo tvr±eƬa je oqigledan za test funkcije sa nosaqem u fiksi-
ranom kompaktnom skupu, pa je (po stavu 1.1, deo (a)) taqno na celom D. ¤

Teorema 2.3. Taqka po taqka sabiraƬe i mnoжeƬe su neprekidni u prostoru (Fα, τ).

Dokaz. Neka je lim
Γ

fγ = f i lim
Γ

gγ = g u topologiji prostora Fα, gde Γ neka mreжa.

Tada

∫

Rk

hdf̂γ →
∫

Rk

hdf̂ i

∫

Rk

gdĝγ →
∫

Rk

hdĝ, za proizvoƩno h ∈ Cb,α(Rk). Sledi

∫

Rk

hd ̂(fγ + gγ) =

∫

Rk

hdf̂γ +

∫

Rk

hdĝγ →
∫

Rk

hdf̂ +

∫

Rk

hdĝ =

∫

Rk

hd ̂(f + g)

kad γ ∈ Γ.

Za dokaz neprekidnosti mnoжeƬa, prvo neka je fγ → 0 i fiksno g. Neka je

Bh1,...,hn,ε1,...,εn
=

{
ϕ ∈ Fα |

∣∣∣∣
∫

Rk

hjdϕ̂

∣∣∣∣ < εj , j = 1, . . . , n

}
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proizvoƩna bazna okolina nule, generisana sa hj ∈ Cb,α. Na osnovu nejednakosti (8),
sledi da funkcije

ψj(x) =

∫

Rk

hj(x + y)dĝ(y)

pripadaju Cb,α. Ako je fγ ∈ Bψ1,...,ψn,ε1,...,εn
tada je fγ · g ∈ Bh1,...,hn,ε1,...,εn

. Zaista,

∣∣∣∣
∫

Rk

hjdf̂γ ∗ ĝ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

x

Rk×Rk

hj(x + y)dĝ(y)df̂γ(x)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
∫

Rk

ψjdf̂γ

∣∣∣∣ < εj .

U opxtem sluqaju vaжi fγ ·g−fg = (fγ−f)·g, pa tvr±eƬe sledi na osnovu prethodno
dokazanog specijalnog sluqaja. ¤

2.2. Algebra Ah, opis i osobine

U ovom odeƩku opisana je algebra Ah, na kojoj je tako±e mogu²e razviti slab
funkcionalni raqun. Ova algebra uopxtava algebru Fα iz prethodnog odeƩka, a uz
to je nekvazianalitiqka. Mnogi rezultati koji vaжe za algebru Fα vaжe i za ovu
algebru. Rezultati ovog odeƩka sadrжani su u [22] i uopxtavaju neke rezultate iz
[21], [4] i [2] (za neograniqene operatore).

Definicija 2.3. Neka je H rastu²a funkcija na [ 0,∞), za koju vaжi H(s + t) 6 C +
H(s) + H(t) za neko C ∈ R, H(t) = o(t) kad t → ∞ i

(9)

∫ ∞

1

H(s)

s2
ds < ∞.

Neka je h(t) = H(|t|).
Definicija 2.4. Neka je Mh(Rk) prostor svih Borelovih mera na Rk takvih da je∫

Rk

eh(|t|)d|µ| < ∞, sa normom ‖µ‖Mh
=

∫

Rk

eh(|t|)d|µ|, gde je h funkcija koja je uvedena

definicijom 2.3.

Neka je Ah =
{

f ∈ L∞(Rk) | f̂ ∈ Mh

}
normiran prostor, sa normom ‖f‖Ah

= ‖f̂ ‖Mh
.

Poxto je Ah = M̌h, sledi da je Ah Banahov prostor, sa normom ‖ · ‖Ah

(|µ̌(x)| =
1

(2π)
k
2

·
∣∣∣∣
∫

Rk

eix·tdµ(t)

∣∣∣∣ 6
1

(2π)
k
2

· e−C · ‖µ‖Mh
< ∞

–iz definicije 2.3 sledi da je H(0) > −C).

Definicija 2.5. Neka je τ topologija na Ah generisana slabom∗ topologijom na
Mh(Rk) ⊆ (Cb,h(Rk))∗, gde je Cb,h(Rk) prostor neprekidnih funkcija za koje vaжi
f(t) = O(eh(t)) kad |t| → ∞, sa normom ‖f‖Cb,h

= inf{M | |f(t)| 6 M · eh(t)}.
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Teorema 2.4. Prostor Ah je algebra.

Dokaz. Ah je, oqigledno, vektorski prostor. Ako je f, g ∈ Ah tada su f̂ i ĝ konaqne

mere, tako da je
∫

Rk eh(|t|)d|f̂ | < ∞ i
∫

Rk eh(|t|)d|ĝ | < ∞. Tako±e, f̂ · g = f̂ ∗ ĝ je dobro

definisana i konaqna, jer su konaqne f̂ i ĝ, pa je
∫

Rk

eh(|t|)d|f̂ ∗ ĝ | 6

∫

Rk

∫

Rk

eh(|s+t|)d|f̂ |(s)d|ĝ |(t)

6

∫

Rk

∫

Rk

eh(|s|+|t|)d|f̂ |(s)d|ĝ |(t)

6 eC ·
∫

Rk

eh(|s|)d|f̂ |(s) ·
∫

Rk

eh(|t|)d|ĝ |(t)

= eC · ‖f‖Ah
· ‖g‖Ah

.

Dakle, ako f, g ∈ Ah tada f · g ∈ Ah. ¤

Uslov (9) znaqi, prema teoremi 1.3 (odnosno prema varijanti koja se odnosi na
algebru Ah), da je algebra Ah nekvazianalitiqka.

Napomena 2.1. U radu [2], Andersson i Berndtsson su prouqavali prostore Ah, gde
je h : Rk → R pozitivna, neprekidna, subaditivna funkcija, koja raste po zracima
iz koordinatnog poqetka, h(0) = 0 i h(t) = o(|t|) kad t → ∞, tj. pod jaqim uslovima
na funkciju h od uslova koji su navedeni u definiciji 2.3. Pod tim uslovima, uz

f, g ∈ L1(Rk), prostor Ah sa normom ‖f‖Ah
=

∫

Rk

|f̂(t)|eh(t)dt je Banahova algebra (sa

taqka po taqka mnoжeƬem). U ovom radu se prouqavaju neograniqeni operatori, kao i
(ultra) slabi funkcionalni raqun, pa nam nije potrebana struktura Banahove alge-
bre.

Kao i za algebru Fα vaжi:

Teorema 2.5. (a) Skup D je gust u prostoru Ah (sa topologijom τ) i utapaƬe D →֒ Ah

je neprekidno.
(b) Taqka po taqka sabiraƬe i mnoжeƬe su neprekidni u (Ah, τ).

Dokaz je analogan dokazima teorema 2.2 i 2.3, pa je izostavƩen. Konaqno, kao i u
prethodnom odeƩku, zakƩuqak ovog odeƩka bi mogao da bude da iz 2.4, 2.5 sledi da
prostor (Ah, τ) (iz definicije 2.1) zadovoƩava uslov 1 iz definicije 1.6.

2.3. Odnos razliqitih definicija komutativnosti

Pri radu sa neograniqenim operatorima nastaje mnogo problema koji ne postoje
prilikom rada sa ograniqenim. Jedan od takvih je i samo znaqeƬe pojma komuta-
tivnosti. Za n-torku neograniqenih operatora taj pojam nije jednoznaqano odre±en
i nije jasno u kakvom obliku on moжe dovesti do razumne teorije. U literaturi
se prilikom definisaƬa komutativnosti neograniqenih operatora S i T najqex²e
sre²u slede²e definicije:
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(D 1) Postoji gust skup D ⊆ X takav da za svaki x ∈ D vaжi STx = TSx.

(D 2) Neka postoji D(R) funkcionalni raqun i za S i za T . Za f, g ∈ D(R) vaжi
f(S)g(T ) = g(T )f(S).

(D 3) Neka su S i T generatori jako neprekidnih grupa eitS i eitT , redom. Za svaki
s, t ∈ R vaжi eisSeitT = eitT eisS.

(D 4) Za svaki µ ∈ ρ(S) i λ ∈ ρ(T ) vaжi (S − µI)−1(T − λI)−1 = (T − λI)−1(S − µI)−1.

Moжe se desiti da uslovi (D 2), (D 3), (D 4) ,,ne govore nixta”, poxto neograniqen
operator ne mora imati ni D(R) funkcionalni raqun, niti mora postojati rexeƬe
odgovaraju²eg Koxijevog zadatka, a rezolventni skup operatora moжe biti prazan.

Me±utim, za uopxtene skalarne operatore S i T ove definicije su smislene i
me±usobno ekvivalentne, xto je navedeno u nastavku ovog odeƩka. U dokazima je pre-
tpostavƩena egzistencija ultra slabog funkcionalnog raquna, xto je glavni rezultat
ovog rada; ta egzistencija je dokazana u glavi 3.

Stav 2.1. (D 1) ⇒ (D 4).

Dokaz ovog stava je jednostavan, pa je izostavƩen.

Stav 2.2. Za uopxtene skalarne operatore S, T vaжi (D 3) ⇒ (D 1).

Dokaz ovog tvr±eƬa nalazi se nakon Stava 3.5.

Stav 2.3. Za uopxtene skalarne operatore S, T vaжi (D 3) ⇒ (D 2).

Rezultat se dobija konstrukcijom funkcionalnog raquna za par (S, T ) za xiru
algebru D(R2), izborom funkcije f(x)g(y).

Stav 2.4. Za uopxtene skalarne operatore S, T vaжi (D 4) ⇒ (D 3).

Dokaz. Dokaz je modifikacija standardnog dokaza teoreme Hile–Joxida (teorema
1.5). Kako je spektar operatora iT na imaginarnoj osi, za svako λ > 0 je λ ∈ ρ(iT ),
pa je Bλ = −iλ

[
I − λ(λI − iT )−1

]
(za λ > 0) ograniqen operator. Tako±e, vaжi iTx =

lim
λ→∞

Bλx za svako x ∈ D(iT ) = D(T ), a lim
λ→∞

etBλx postoji za svako x ∈ D(iT ) = D(T )

i ta graniqna vrednost je eitT x. Analogno, ako je Cλ = −iλ
[
I − λ(λI − iC)−1

]
(za

λ > 0), sledi iSx = lim
λ→∞

Cλx za svako x ∈ D(iS) = D(S) i lim
λ→∞

esCλx postoji za svako

x ∈ D(iS) = D(S).

Ako vaжi (D4) (tj. ako rezolvente komutiraju), tada komutiraju i Bλ i Cλ (za
svako λ > 0), odakle, graniqnim prelazom λ → ∞, sledi (D 3). ¤

Stav 2.5. Za uopxtene skalarne operatore S, T vaжi (D 2) ⇒ (D 4).

Dokaz. Funkcija gλ(x) =
1

x − λ
pripada Fα za svako α i za sve Imλ 6= 0. Zaista,

gλ je inverzna Furijeova transformacija funkcije F (x) = i
√

2π · e−iλxH(−x) (gde je

H(x) =

{
0, x < 0

1, x > 0
Hevisajdova funkcija) za Im λ > 0, odnosno inverzna Furijeova

transformacija funkcije F (x) = −i
√

2π · e−iλxH(x) za Im λ < 0. Sledi da je gλ ∈ Fα i

‖gλ‖Fα
=

√
2π ·

(
1

| Im λ| + Γ(α+1)
| Im λ|α

)
.
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Ako je ϕn(x) = ϕ
(

x
n

)
, gde je 0 6 ϕ 6 1 test funkcija jednaka 1 u nekoj okolini nule,

tada niz test funkcija ψn,λ = ϕn ·gλ → gλ kad n → ∞ u topologiji τ iz definicije 2.1,
pa ψn,λ(S) → gλ(S) = (S − λI)−1 slabo, po stavu 4.1. Analogno, ψm,µ(T ) → (T − µI)−1

slabo. Ako je ispuƬeno (D 2), tada ψn,λ(S)ψm,µ(T ) = ψm,µ(T )ψn,λ(S), pa graniqnim
prelazom n → ∞ i m → ∞ sledi (D4). ¤

2.4. Klifordova analiza, osnovna svojstva

Klifordove algebre su strukture koje su prirodno uopxteƬe kompleksnih bro-
jeva i kvaterniona. Nad ovom strukturom mogu²e je razviti teoriju koja ima dosta
sliqnosti sa kompleksnom analizom. U ovom radu su iskorix²ena osnovna tvr±eƬa
Klifordove analize, pre svega analogon Liuvilove teoreme, da bi se opisao nosaq
funkcionalnog raquna.

Definicija 2.6. Neka je F realni vektorski prostor dimenzije m sa bazom {ej | 1 6

j 6 m}. Klifordova algebra Cl(F ) je vektorski prostor qija je baza {eS |S ⊆
{1, 2, . . . ,m}}, sa mnoжeƬem koje je generisano identitetima e∅ = 1, e{j} = ej i pra-
vilima

(10)
e2
j = −1,

ejek = −ekej , za k 6= j,
eS = ej1ej2 . . . ejs

, za S = {j1, j2, . . . , js}.

Za m-dimenzionalni realni vektorski prostor F bi²e korix²ena i oznaka Cl(m)
umesto Cl(F ). Na primer, Cl(1) je izomorfna poƩu kompleksnih brojeva, a Cl(2) poƩu
kvaterniona. U ovoj strukturi prirodno se definixe i involucija λ → λ: ako je

λ =
∑

λSeS, tada je λ =
∑

λSeS, gde je eS ∈ {eS ,−eS} izabran tako da vaжi eSeS =

eSeS = 1. Jedan od razloga xto su Klifordove algebre pogodne za rad jeste xto su
svi nenula elementi u Ƭoj invertibilni; ako je x = (x0, x1, . . . , xn) (∈ Rn+1) element
razliqit od nule, tada je

x−1 =
x

|x|2 =
1

n∑
k=0

x2
k

· (x0 − x1e1 − . . . − xnen)

(ovaj prostor je normiran prostor sa normom |x|2 =
n∑

k=0

x2
k).

Definicija 2.7. Neka je U otvoren skup u Rn i f : U → Cl(n) funkcija klase C1.

Funkcija f se naziva levo (desno) monogeniqna ako je
n∑

j=1

ej
∂f

∂xj
= 0 (

n∑

j=1

∂f

∂xj
ej = 0).
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Operator D =

n∑

j=1

ej
∂

∂xj
se naziva Dirakov operator. Nastao je simulacijom

klasiqnog Dirakovog operatora; zadovoƩava D2 = −△n, gde je Laplasijan △n u
n dimenzija. Uslov iz prethodne definicije se qesto zapisuje u obliku Df = 0
(fD = 0). Tipiqni primeri monogeniqnih funkcija su gradijenti realnih harmoni-
jskih funkcija (ako je h realna harmonijska, Dh je (levo i desno) monogeniqna); u

primenama se qesto koristi funkcija G(x) =
x

‖x‖n
(u oznaci Gn(x) ako se жeli nazna-

qiti dimenzija). Na kraju ovog odeƩka date su varijante Koxijeve teoreme, Koxijeve
integralne formule i Liuvilove teoreme u Klifordovoj analizi. Vixe detaƩa o
Klifordovim algebrama i Klifordovoj analizi moжe se na²i u [6] i [25].

Teorema 2.6. Neka je f levo monogeniqna funkcija na U , a g desno monogeniqna funkcija
na U . Neka je V ograniqena oblast koja kompaktno pripada U sa deo-po-deo glatkom
granicom S. Tada je

(11)

∫

S

g(x)n(x)f(x)dσ(x) = 0

gde je n(x) jediniqna spoƩna normala na S u x, a σ(x) povrxinska (Lebegova) mera na S.

Dokaz. Iz Grinove (Stoksove) formule sledi
∫

S

g(x)n(x)f(x)dσ(x) =

∫

V

((g(x)D)f(x) + g(x)(Df(x))) dxn = 0.

¤

Teorema 2.7. Neka su U, V, S, f kao u teoremi 2.6, ωn povrxina jediniqne sfere u Rn i
y ∈ V . Tada je

f(y) =
1

ωn
·
∫

S

G(x − y)n(x)f(x)dσ(x) i g(y) =
1

ωn
·
∫

S

g(x)n(x)G(x − y)dσ(x).

Dokaz. Neka je Sn−1(z, r) sfera u Rn sa centrom u z i polupreqnika r. Kako je V
otvoren, za dovoƩno malo r je Sn−1(y, r) ⊂ V , pa iz teoreme 2.6 sledi

∫

S

G(x − y)n(x)f(x)dσ(x) =

∫

Sn−1(y,r)

G(x − y)n(x)f(x)dσ(x).

Me±utim, na Sn−1(y, r) je n(x) =
x − y

‖x − y‖ , odakle je G(x − y)n(x) =
1

rn−1
. Dakle,

vaжi

∫

Sn−1(y,r)

G(x − y)n(x)f(x)dσ(x) =

∫

Sn−1(y,r)

f(x) − f(y)

rn−1
dσ(x) +

∫

Sn−1(y,r)

f(y)

rn−1
dσ(x)

=

∫

Sn−1(y,r)

f(x) − f(y)

rn−1
dσ(x) + f(y) · ωn.

Konaqno, prvi deo tvr±eƬa sledi iz lim
r→0+

∫

Sn−1(y,r)

f(x) − f(y)

rn−1
dσ(x) = 0, dok se

drugi dokazuje analogno. ¤
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Teorema 2.8. Ako je f : Rn+1 → Cl(n) ograniqena cela (levo) monogeniqna funkcija, tada
je f konstantna.

Dokaz. Za svaki x ∈ Rn+1, neka je Sn(x,R) ⊂ Rn+1 sfera sa centrom u x, radijusa R.
Iz teoreme 2.7 sledi da je

f(x) =
1

ωn
·
∫

Sn(x,R)

|x − y|−n−1(x − y)n(y)f(y)dσ(y).

Me±utim, na Sn(x,R) je n(y) =
y − x

‖x − y‖ , odakle

∥∥∥∥
∂f(x)

∂xj

∥∥∥∥ =
1

ωn
·
∥∥∥∥∥

∫

Sn(x,R)

∂

∂xj

(
|x − y|−n−1(x − y)n(y)f(y)

)
dσ(y)

∥∥∥∥∥

=
1

ωn
·
∥∥∥∥∥

∫

Sn(x,R)

∂

∂xj

(
|x − y|−nf(y)

)
dσ(y)

∥∥∥∥∥

=
1

ωn
·
∥∥∥∥∥

∫

Sn(x,R)

−
(
|x − y|−n−2 · 2(xi − yi)f(y)

)
dσ(y)

∥∥∥∥∥

6
2

ωn
· R−n−1 max

y∈Rn+1
f(y) ·

∫

Sn(x,R)

dσ(y)

=
2

ωn
· R−n−1 max

y∈Rn+1
f(y) · Rnωn

= const · 1

R
→ 0 kad R → ∞.

Sledi da je
∂f(x)

∂xj
= 0 za svaki j (i svaki x ∈ Rn+1), pa je f ≡ const. ¤
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3. Funkcionalni raqun i nosaq funkcionalnog raquna

U ovoj glavi nalaze se glavna tvr±eƬa ovog rada. U prvom odeƩku konstruisan je
ultra slab funkcionalni raqun nad algebrom Fα (za n-torku komutiraju²ih uopxte-
nih skalarnih operatora). Sliqne konstrukcije se nalaze u drugom odeƩku, nad
tamo definisanom algebrom Fα,loc (xto daje mogu²nost konstruisaƬa funkcionalnog
raquna koji na neki naqin ne zavisi od ponaxaƬa funkcije u beskonaqnosti) i u
tre²em sa algebrom Ah. U qetvrtom odeƩku dokazano je da se nosaq tako dobijenog
funkcionalnog raquna poklapa sa spektrom operatora koji je u uskoj vezi sa polaznom
n-torkom (taj operator deluje na Klifordovoj algebri dobijenoj iz polaznog Bana-
hovog prostora). Konaqno, u petom odeƩku je konstatovano da je u nekom smislu ovom
konstrukcijom obuhva²ena najxira mogu²a algebra funkcija.

3.1. Konstrukcija funkcionalnog raquna na Fα

Stav 3.1. Neka je ϕ test funkcija, takva da je ϕ ≡ 1 u nekoj okolini nule i 0 6 ϕ 6 1.
Neka je χn(x) = ϕ

(
x
n

)
za n ∈ N. Tada fχn → f u topologiji prostora Fα (kad n → ∞).

Dokaz. Treba dokazati da

∫

Rk

gdf̂χn →
∫

Rk

gdf̂

kad n → ∞ za svako g ∈ Cb,α(Rk).

Neka je Fn(t, s) =

∫

Rk

g(t + s)dχ̂n(s). Poxto χ̂n(s) → δ (Dirakova distribucija) u

topologiji prostora Fα kad n → ∞ (χ̂n(s) pripada Xvarcovoj klasi S i teжi ka δ u
topologiji S ; videti teoremu 2.2), sledi lim

n→∞
Fn(t, s) = g(t).

Poxto je
∫

Rk

gdf̂χn =

∫

Rk

gd(f̂ ∗ χ̂n) =

∫

Rk

∫

Rk

g(s + t)df̂(t)dχ̂n(s) =

∫

Rk

Fn(t, s)df̂(t),

i kako je χ̂n(s) = nkϕ̂(ns) (stav 1.1, deo (e)), rezultat se dobija na osnovu teoreme o
dominantnoj konvergenciji, poxto je

|Fn(t, s)| 6

∫

Rk

|g(t + s)|d|χ̂n(s)|

6

∫

Rk

nk(1 + |s + t|α)dϕ̂(ns)

6 2α(1 + |t|α)

∫

Rk

nk(1 + |s|α) (1 + |ns|)−α−k−1
ds
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= 2α(1 + |t|α)

∫

Rk

(1 +
∣∣u
n

∣∣α)

(1 + |u|)α+k+1
du

6 2α(1 + |t|α)

∫

Rk

(1 + |u|α)

(1 + |u|)α+k+1
du

6 const · (1 + |t|α).

U prethodnom je korix²eno je da je g ∈ Cb,α(Rk), ϕ̂ ∈ S (pa je |ϕ̂′(s)| 6 const · (1 +
|s|)−m za svako prirodno m),

∣∣u
n

∣∣ 6 |u| za prirodno n i nejednakost (8). ¤

Prethodni stav govori da algebra Fα zadovoƩava uslov iz definicije ultra
slabog funkcionalnog raquna. Simuliraju²i razmatraƬa iz [23] i [21], i koriste²i
Furijeovu transformaciju, moжe se definisati funkcionalni raqun formulom:

(12) Wα
∞ ⊇ Fα ∋ f 7→ Φ(f) = f(T ) =

1

(2π)
k
2

·
∫

Rk

e−it·T dµf̂ ,

gde mera µf̂ jeste Furijeova transformacija funkcije f .

Naime, iako f̂(t) =
1

(2π)
k
2

·
∫

Rk

e−itsf(s)ds moжe divergirati za neko t, ova formula

definixe kompleksnu Borelovu meru µf̂ i vaжi

∫

Rk

(1 + |t|α)d|µf̂ | < ∞. Radi lakxeg

zapisa, od sada ²e se qesto pisati f̂ umesto µf̂ .

Teorema 3.1. Neka je T = (T1, . . . , Tk) k-torka zatvorenih, gusto definisanih operatora,
takvih da postoje eitTj kao rexeƬa odgovaraju²eg Koxijevog problema (5) i da vaжi

‖eitTj‖ = O(|t|αj ) kad t → ∞.

Neka Tj me±usobno komutiraju (xto znaqi da odgovaraju²e grupe eitTj i eisTl me±usobno
komutiraju za sve s, t ∈ R i sve j, l).

Neka je X refleksivan Banahov prostor i neka je α =

k∑

l=1

αl,αl > 0.

Tada formula (12) definixe homomorfizam Φ: Fα → B(X). Pritom integral u (12)
postoji kao slab integral i Φ je (τ, ω) neprekidno, gde je τ topologija prostora Fα kao
potprostora duala prostora Cb,α, a ω je slaba topologija na B(X).

Dokaz. Neka je x ∈ X i Λ ∈ X∗. Funkcija t 7→ Λ(eit·T x) je neprekidna i vaжi

∣∣∣∣
∫

Rk

Λ
(
eit·T x

)
dµf̂

∣∣∣∣ 6

∫

Rk

‖Λ‖(1 + |t|α)‖x‖d|µf̂ | 6 ‖Λ‖ · ‖x‖ · ‖f‖α;

zato (12) postoji kao slab integral.
PreslikavaƬe Φ je linearno i vaжi

Φ(f) · Φ(g) =
1

(2π)k
·
∫

Rk

∫

Rk

ei(t+s)·T dµf̂ (s)dµĝ(t)

=
1

(2π)
k
2

·
∫

Rk

eir·T dµf̂∗ĝ(r) =
1

(2π)
k
2

·
∫

Rk

eir·T dµ
f̂g

(r) = Φ(fg),
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gde je r = s + t.

Neka je SΛ,x,ε = {A | |Λ(Ax)| < ε} predbazni skup u B(X), f0 ∈ Fα i

Af =
1

(2π)
k
2

·
∫

Rk

eit·T dµf̂ (t) ∈ B(X) za f ∈ Fα.

Neka je V =



f

∣∣∣ 1

(2π)
k
2

·
∣∣∣∣
∫

Rk

Λ(eit·T x)dµ
f̂−f0

∣∣∣∣ < ε



. Poxto je t 7→ Λ(eit·T x) nepreki-

dno, V je okolina u Fα, a kako je

Λ [(Af − Af0
)x] =

1

(2π)
k
2

·
∫

Rk

Λ(eit·T x)dµ
f̂−f0

(t) < ε,

sledi Φ(f0 + V ) ⊆ Af0
+ SΛ,x,ε. ¤

Teorema 3.2. Neka je p(t1, t2, . . . , tk) polinom stepena m, a (ϑn)n>1 niz test funkcija koji

rastu²i i uniformno na kompaktima teжi ka 1. Tada za svaki φ ∈
⋂

∑
mj=m

Dom
∏

j

T
mj

j

vaжi Φ(ϑnp)φ
w→ p(T1, T2, . . . , Tk)φ kad n → ∞.

Dokaz. Funkcija t 7→ eit·T je jako i slabo diferencijabilna i zadovoƩava (5). Neka je

Dj = 1
i · ∂

∂tj
, a δ Dirakova distribucija. Poxto je Dm

j (1̂) = Dm
j ((2π)k/2δ) = (−1)mt̂mj (za

sve m ∈ N0), a ϑn ima kompaktan nosaq, na osnovu definicije distribucije i stava
1.1, deo (d), sledi

Tm1

1 · . . . · Tmk

k φ =
1

(2π)
k
2

·
∫

Rk

Tm1

1 · . . . · Tmk

k eit·T φd((2π)
k
2 · δ)

= lim
n→∞

1

(2π)
k
2

·
∫

Rk

Dm1

1 · . . . · Dmk

k

(
eit·T )

φdµ
(1̂∗ϑ̂n)

= (−1)m1+...+mk lim
n→∞

1

(2π)
k
2

·
∫

Rk

eit·T φdµ
(D

m1
1

·...·Dmk
k

(1̂)∗ϑ̂n)

= (−1)
∑

j mj lim
n→∞

1

(2π)
k
2

·
∫

Rk

eit·T φdµ
(((−1)

∑
j mj ̂t

m1
1

·...·tmk
k

)∗ϑ̂n)

= lim
n→∞

1

(2π)
k
2

·
∫

Rk

eit·T φdµ ̂(t
m1
1

·...·tmk
k

·ϑn)
,

xto dokazuje tvr±eƬe u sluqaju kada je p(t1, . . . , tk) = tm1

1 · . . . · tmk

k (monom). U opxtem
sluqaju rezultat sledi iz linearnosti Φ. ¤

Prethodni rezultati govore da je formulom (12) definisan ultra slabi funkcio-
nalni raqun.
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3.2. Konstrukcija funkcionalnog raquna na Fα,loc

U ovom odeƩku je pokazano da mogu²nost konstruisaƬa f(T ) ne zavisi od ponaxaƬa
funkcije f u beskonaqnosti; zapravo, zavisi od lokalnih svojstava funkcije f .

Kroz ostatak rada, (ϕn)n>1, (ψn)n>1, (χn)n>1 ²e oznaqavati rastu²e nizove test
funkcija, sa slikom u [ 0, 1 ], takve da {t ∈ Rk | ϕn(t) = 1} qine rastu²e nizove
skupova qija je unija Rk, sem ako se ne naglasi drugaqije. Takve nizove ²emo nazivati
iscrpƩuju²im.

Stav 3.2. Neka je Xn vektorski prostor Im(χn(T )) (za n ∈ N) i neka je E0 =
∞⋃

n=1
Xn.

Tada je Xn invarijantan za sve operatore f(T ), a E = L (E0) je gust u X.

Dokaz. Neka je x ∈ Xn, tj. x = χn(T )y. Tada f(T )x = f(T )χn(T )y = χn(T )f(T )y ∈ Xn.

Poxto χn → 1 u topologiji prostora Fα, za svako x ∈ X vaжi x = w − lim xn =
w − lim χn(A)x. Sledi da je skup E0 slabo gust, pa je takav i Ƭegov linearan omotaq
E. Me±utim, za linearne prostore slabo i jako zatvoreƬe se poklapaju. ¤

Definicija 3.1. Neka je Fα,loc skup svih funkcija f : Rk → C takvih da za svako ϕ ∈ D

vaжi fϕ ∈ Fα.

Stav 3.3. Vaжi Fα ⊆ Fα,loc, a prostor Fα,loc je algebra.

Dokaz. Prvo tvr±eƬe sledi iz D · Fα ⊆ Fα · Fα ⊆ Fα. Neka je f, g ∈ Fα,loc i neka je
ϕ ∈ D. Neka je ψ ∈ D tako da je ϕψ = ϕ, tj. funkcija ψ je jednaka 1 u okolini nosaqa
funkcije ϕ. Tada je fϕ, gψ ∈ Fα i fgϕ = fϕ · gψ ∈ Fα. ¤

Stav 3.4. Neka je f ∈ Fα,loc, a (χn)n>1 neki iscrpƩuju²i niz i neka je x ∈ E. Tada niz
((f · χn)(T )x)n>1 jako konvergira i Ƭegova graniqna vrednost ne zavisi od izbora iscrpƩu-
ju²eg niza.

Dokaz. Neka je x ∈ Xk. Tada je x = ψk(A)y za neko y ∈ X. Neka je n0 ∈ N takvo da je
χn0

= 1 na suppψk. Za n > n0 vaжi (f ·χn)(T )x−(f ·χn0
)(T )x = ((f ·(χn−χn0

) ·ψk(T ))y = 0,
pa je (f · χn)(T )x konstantno za n > n0. Sledi da je taj niz konstantan za x ∈ E.

Neka je (ψn)n>1 iscrpƩuju²i niz i neka je

y = lim
n→∞

(fχn)(T ) i z = lim
n→∞

(fψn)(T ).

Za proizvoƩno θ ∈ D vaжi

θ(T )y = lim
n→∞

θ(T )(fχn)(T )x = (θf)(T )x,

i, analogno, θ(T )z = (θf)(T )x. Sledi da za svako θ ∈ D vaжi θ(T )(y − z) = 0. Ako θ
uzima vrednosti θn(x) = ϕ

(
x
n

)
, tada θn(T ) → I slabo (kad n → ∞), pa je y − z = 0.

Dakle, graniqna vrednost ne zavisi od izbora iscrpƩuju²eg niza. ¤
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Definicija 3.2. Neka je f ∈ Fα,loc i x ∈ E. Neka je f(T )x = lim
n→∞

(f · χn)(T )x (na ovaj

naqin je definisano preslikavaƬe f 7→ f(T )).

Stav 3.5. PreslikavaƬe definisano u prethodnoj definiciji je linearno i multiplika-
tivno.

Dokaz. Linearnost je oqigledna. Niz (fχn)(T )x je konstantan za n > n0 (za neko n0).
Neka je ψn proizvoƩan iscrpƩuju²i niz i x = ψk(T )y ∈ Xk, a ϕn iscrpƩuju²i niz za
koji vaжi χnϕn = χn. Tada je

(13) (fg)(T )x = lim
n→∞

(fχn)(T )(gϕn)(T )ψk(T )y.

Poxto operatori (fχn)(T ), (gϕn)(T ), ψk(T ) komutiraju, i (gϕn)(T )y i (fχn)(T )y
pripadaju Xk, pa su (gϕn)(T )y i g(T )y (kao graniqna vrednost) u domenu operatora
f(T ), tj. operator f(T )g(T ) je dobro definisan na Xn. Zamenom uloga f i g sledi da
je i g(T )f(T ) dobro definisan na Xn. Iz (13) sledi (fg)(T ) = f(T )g(T ) = g(T )f(T ). ¤

Dokaz stava 2.2. U ovoj glavi za uopxtene skalarne operatore konstruisan je ultra
slabi funkcionalni raqun i proxiren do Fα,loc. Kako funkcija f(x, y) = xy pripada
Fα,loc, operator f(T, S) je definisan na lineranom omotaqu skupa E (definisanom u
stavu 3.2), pa iz dokaza stava 3.5 sledi da su na E i TS i ST jednaki f(T, S). ¤

Stav 3.6. Za svako f ∈ Fα,loc operator f(T ) je zatvoriv.

Dokaz. Neka xn → 0 i f(T )xn → y kad n → ∞. Tada je

y = w − lim
n→∞

χn(T )y = w − lim
n→∞

lim
m→∞

χn(T )f(T )xm = 0,

poxto su i χn(T ) i (χnf)(T ) ograniqeni. ¤

3.3. Konstrukcija funkcionalnog raquna na Ah

Stav 3.7. Neka je eh(|t|) = O(|t|α) za neko α > 0. Neka je ϕ test funkcija, takva da je
ϕ ≡ 1 u nekoj okolini nule i 0 6 ϕ 6 1. Neka je χn(x) = ϕ

(
x
n

)
za n ∈ N. Tada fχn → f u

topologiji prostora Ah (kad n → ∞).

Dokaz. Treba dokazati da

∫

Rk

gdf̂χn →
∫

Rk

gdf̂

kad n → ∞ za svako g ∈ Cb,α(Rk).

Neka je Fn(t, s) =

∫

Rk

g(t + s)dχ̂n(s). Poxto χ̂n(s) → δ (Dirakova distribucija) u

topologiji prostora Ah kad n → ∞ (χ̂n(s) pripada Xvarcovoj klasi S i teжi ka δ u
topologiji S ; videti teoremu 2.5), sledi lim

n→∞
Fn(t, s) = g(t).
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Poxto je

∫

Rk

gdf̂χn =

∫

Rk

gd(f̂ ∗ χ̂n) =

∫

Rk

∫

Rk

g(s + t)df̂(t)dχ̂n(s) =

∫

Rk

Fn(t, s)df̂(t),

i kako je χ̂n(s) = nkϕ̂(ns) (stav 1.1, deo (e)), rezultat se dobija na osnovu teoreme o
dominantnoj konvergenciji, poxto je

|Fn(t, s)| 6

∫

Rk

|g(t + s)|d|χ̂n(s)|

6

∫

Rk

nkeh(|s+t|)dϕ̂(ns)

6 eC · eh(|t|) ·
∫

Rk

nkeh(|s|)ϕ̂′(ns)ds

= eC · eh(|t|) ·
∫

Rk

eh(| u
n |)ϕ̂′(u)du

6 eC · eh(|t|) ·
∫

Rk

eh(|u|)ϕ̂′(u)du

6 eC · eh(|t|) ·
∫

Rk

const · (1 + |u|α)

(1 + |u|)α+k+1
du

6 const · eh(|t|).

U prethodnom je korix²eno je da je g ∈ Cb,α(Rk), ϕ̂ ∈ S (pa je |ϕ̂′(s)| 6 const · (1 +
|s|)−m za svako prirodno m),

∣∣u
n

∣∣ 6 |u| za prirodno n i svojstva funkcije h. ¤

Uslov eh(|t|) = O(|t|α), za neko α > 0, u literaturi se qex²e zameƬuje jaqim uslovom

lim
|t|→∞

ln(1 + |t|)
h(|t|) > 0. Zapravo, najqex²e se sre²u algebre kod kojih je odgovaraju²a

teжina oblika e−h(t), sa uslovom lim
|t|→∞

ln(1 + |t|)
h(t)

= 0, koji je ekvivalentan uslovu da

je e−h(t) = O(|t|−m) za svako m > 0; videti, na primer, [2].

Prethodni stav pokazuje da algebra Ah (sa dodatnim uslovom) zadovoƩava uslov iz
definicije ultra slabog funkcionalnog raquna. Kao i za algebre Fα, formula (12)
definixe homomorfizam Φ: Ah → B(X), i kojom je definisan ultra slabi funkcio-
nalni raqun. To govore teorema 3.2 i slede²a varijanta teoreme 3.1 za algebre Ah.
Dokaz je analogan dokazu teoreme 3.1, pa je izostavƩen.

Teorema 3.3. Pod uslovima teoreme 3.1 formula (12) definixe homomorfizam Φ: Ah →
B(X). Pritom integral u (12) postoji kao slab integral i Φ je (τ, ω) neprekidno, gde je
τ topologija prostora Ah kao potprostora duala prostora Cb,α, a ω je slaba topologija
na B(X).
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3.4. Nosaq funkcionalnog raquna

Definicija 3.3. Nosaq funkcionalnog raquna je najmaƬi zatvoren skup suppΦ ⊆ Rk

takav da, ako je f ≡ g na suppΦ, onda je Φ(f) = Φ(g).

Definicija 3.4. Za Banahov prostor X Banahov modul nad Cl(m) je vektorski pro-
stor

X(m) = X ⊗R Cl(m) = {
∑

S⊆{1,2,...,m}
uSeS |uS ∈ X},

sa normom

∣∣∣
∣∣∣

∑

S⊆{1,2,...,m}
uSeS

∣∣∣
∣∣∣ =


 ∑

S⊆{1,2,...,m}
‖uS‖2




1
2

.

Definicija 3.5. Za (m + 1)-torku operatora T0, T1, . . . , Tm (ograniqenih ili neogra-

niqenih) na Banahovom prostoru X, operator Tcl =

m∑

j=0

Tjej je definisan sa

Tcl(
∑

S

uSeS) =

m∑

j=0

∑

S

TjuSejeS ,

a Ƭegova norma sa ‖Tcl‖ = sup
‖u‖61

‖Tclu‖.

Rezolventni skup i spektar operatora Tcl definixu se jednakostima

ρ(Tcl) = {λ ∈ Rm+1 |λI − Tcl je invertibilan}, odnosno

σ(Tcl) = Rm+1 \ ρ(Tcl).

Stav 3.8. (a) Za svako u ∈ Xm i sve λ ∈ Cl(m) vaжi ‖uλ‖ 6 2
m
2 ‖u‖ ‖λ‖.

(b) σ(Tcl) ⊆ {λ ∈ Rm+1 | |λ| 6
√

m + 1 · ‖Tcl‖}.

Stav 3.9. Neka je T0, T1, . . . , Tm (m + 1)-torka komutiraju²ih neograniqenih operatora.

Neka je Tcl =

m∑

j=0

Tjej.

(a) Slede²i uslovi su ekvivalentni:

(1) Tcl je invertibilan;

(2) (
∑

j

T 2
j )e0 je invertibilan;

(3)
∑

j

T 2
j je invertibilan u B(X)
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(b) σ(Tcl) = {λ ∈ Rm |
∑

j

(Tj − λj)
2 nije invertibilan}.

Pod komutativnox²u se podrazumeva da postoji gust D ⊆ X, tako da za svako x ∈ D

i svako j, k vaжi TjTkx = TkTjx; videti i odeƩak o komutativnosti u prethodnoj glavi.

Dokaz. Ako je
∑

j

T 2
j invertibilan u B(X), tada je T−1

cl =


∑

j

T 2
j




−1

·


T0 −

∑

j>0

Tjej


,

pa vaжi (3)⇒(1).

Poxto je


T0 −

∑

j>0

Tjej


 U = UTcl, gde je U(

∑

j

uSeS) =
∑

j

(−1)|S|uSeS, sledi da

je


T0 −

∑

j>0

Tjej


 invertibilan, pa je i (

∑

j

T 2
j )e0 = Tcl(T0 −

∑

j>0

Tjej) invertibilan,

tj. (1)⇒(2).

(2)⇔(3) je oqigledno, a deo (b) sledi iz (1)⇔(3). ¤

Definicija monogeniqnosti, kao i teoreme 2.6, 2.7 i 2.8 vaжe (sa analognim doka-
zima) i za operatorske funkcije. Specijalno, funkcija f : U → X(n) iz klase C1 naziva
se levo monogeniqna ako je Df = 0, i za takve funkcije vaжi

Teorema 3.4. Ako je f : Rn+1 → X(n) ograniqena cela (levo) monogeniqna funkcija, tada
je f konstantna.

Primer 3.1. Neka je skup K ⊂ Rn+1 kompaktan i neka je H (K) skup operator vre-
dnosnih analitiqkih funkcija na K. Za otvoreno U topologija na H (U) je odre±ena
uniformnom konvergencijom na kompaktima; H (K) je unija svih H (U) (za otvorene
U ⊂ K) sa indukovanom graniqnom topologijom. Za z ∈ Ω = Rn+1 \ K neka je fz(x) =

Gn+1 (x − z) =
x − z

|x − z|n+1
, x ∈ K; tada, funkcija F : Ω → H (K)(n) definisana sa F (z) =

fz jeste monogeniqna.

Primer 3.2. Neka je n neparan prirodan broj i T = (T0, . . . , Tn) n + 1-torka komuti-

raju²ih operatora iz B(X). Neka je T =

n∑

j=0

Tjej i neka je fz(T ) = ‖T − z‖n−1(T − z)

(za z ∈ Rn+1), gde je ‖T − z‖ =




n∑

j=0

(Tj − zj)
2




1
2

. Prema stavu 3.9 (b), ako je z ∈ ρ(n)(T ),

tada je fz(T ) invertibilno u B(X)(n) (i vaжi (fz(T ))
−1

= ‖T −z‖−n−1(T −z)). Opera-

tor vrednosna funkcija F : ρ(n)(T ) → B(X)(n), definisana sa F (z) = (fz(T ))
−1, jeste

monogeniqna (ako 2 ∤ n, tada je n−1
2 ∈ Z).

Teorema 3.5. Nosaq funkcionalnog raquna (iz definicije 1.6) jednak je σ

(
m∑

i=1

Tiei

)
.

29



Dokaz. Neka je n neparan prirodan broj, n > max{m, 2}, i T =

m∑

i=1

Tiei. Prema stavu

3.9, kako je supp Φ ⊆ Rm, dovoƩno je pokazati da je σ(T ) = suppΦ. Ako je f =
∑

S

fSeS,

tada Φ(n)(f) =
∑

S Φ(fS)eS jeste raxireƬe Φ do homomorfizma

Φ(n) : A ⊗R R(n) → B(X)(n),

koji je neprekidan u odnosu na τ i slabu topologiju na B(X)(n), i za koji vaжi
suppΦ(n) = suppΦ.

Neka λ 6∈ suppΦ, i neka je ϑi ∈ D (za i ∈ N) takvo da je ϑi(λ) = 0 i suppϑi →
suppΦ rastu²i i ravnomerno na kompaktima. Tada je funkcija |x−λ|−n−1(x − λ) dobro
definisana (za x = λ smatra se da je vrednost funkcije 0), dok je funkcija (x−λ)|x−
λ|n−1 polinom (jer je n neparno). Sledi

(T − λI)|T − λI|n−1 · lim
i→∞

Φ(n)

(
ϑi · |x − λ|−n−1(x − λ)

)

= lim
i→∞

Φ(n)

(
ϑi · (x − λ)|x − λ|n−1

)
Φ(n)

(
ϑi · |x − λ|−n−1(x − λ)

)

= lim
i→∞

Φ(n)(ϑ
2
i ) = I.

Analogno, lim
i→∞

Φ(n)

(
ϑi · |x − λ|−n−1(x − λ)

)
· (T − λI)|T − λI|n−1 = I, pa sledi da je

T − λI invertibilan, tj. λ 6∈ σ(T ).

U suprotnom smeru, neka je f ∈ D takvo da je supp f ∩σ(T ) = ∅. Neka je

F (x) =

{
(T − xI)−1|T − xI|−n+1Φ(n)(f), za x 6∈ σ(T )

Φ(n)

(
f(t) · |t − x|−n−1(t − x)

)
, za x 6∈ supp f

.

Kako je supp f ∩ σ(T ) = ∅, sledi da je F definisana za svaki x. Ako x 6∈ σ(T ),
x 6∈ supp f i ako je ϑi ∈ D (za i ∈ N) takav da vaжi ϑi ≡ 1 na supp f i ϑi teжi ka 1 (kad
i → ∞) rastu²i i uniformno po kompaktima, tada je

(T − xI)|T − xI|n−1 · Φ(n)

(
f(t) · |t − x|−n−1(t − x)

)

= lim
i→∞

Φ(n)

(
ϑi · (t − x)|t − x|n−1

)
· Φ(n)

(
f(t) · |t − x|−n−1(t − x)

)

= lim
i→∞

Φ(n)(ϑif) = Φ(n)(f),

xto znaqi da je F dobro definisano.

Na osnovu primera 3.1 i 3.2 funkcija F cela monogeniqna. Kako

f(t) · |t − x|−n−1(t − x) ⇉ 0 kad |x| → ∞, sledi da

Φ(n)

(
f(t) · |t − x|−n−1(t − x)

)
w→ 0

u B(X)(n), pa je slika operatora Φ(n) slabo ograniqena. Me±utim, u lokalno
konveksnom prostoru svaki slabo ograniqen skup je i oganiqen (teorema 1.1), pa je

Φ(n)

(
f(t) · |t − x|−n−1(t − x)

)
ograniqen u normi. Prema teoremi 3.4, F je konstantna.

Me±utim, kako konstantan niz operatora koji slabo teжi ka 0 mora biti niz nula
operatora, sledi F ≡ 0. Dakle, Φ(n)(f) = 0, pa je suppΦ(n) ⊆ σ(T ). ¤

30



3.5. Maksimalnost slabog funkcionalnog raquna

U ovom odeƩku je pokazano da funkcionalni raqun qija je egzistencija dokazana u
ovom radu sadrжi, u nekom smislu, najxiru mogu²u algebru funkcija.

Teorema 3.6. Operator T ima Fα funkcionalni raqun ako i samo ako vaжi ‖eitT ‖ 6

M(1 + |t|α) za neki M ∈ R.

Dokaz. Ako postoji M ∈ R tako da je ‖eitT ‖ 6 M(1 + |t|α), onda iz glave 3 sledi da
operator T ima Fα funkcionalni raqun.

U suprotnom smeru, kako je
dα

dxα
eitx = (it)αeitx, sledi

‖eitx‖α = sup
x∈R

|eitx| + sup
x∈R

∣∣∣∣
dα

dxα
eitx

∣∣∣∣ 6 1 + |t|α,

pa iz egzistencije funkcionalnog raquna sledi da vaжi

‖Φ(eitx)‖ 6 M‖eitx‖ 6 M(1 + |t|α).

¤
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4. Primeri i zakƩuqak

U ovoj glavi dati su zavrxni komentari. U prvom odeƩku je upore±en (ultra)
slab funkcionalni raqun sa nekim drugim aksiomatskim pristupima; pokazano je da
je ultra slab funkcionalni raqun opxtiji. Preciznije, dobijena je odgovaraju²a
teorija za xiru algebru funkcija (kako je pokazano u [1], klasa operatora se poklapa
sa klasom koja se posmatra pri pristupu uvo±eƬa funkcionalnog raquna imitiraƬem
Koxi–Grinove integralne formule). U drugom odeƩku navedeni su neki primeri
funkcionalnih raquna, a u tre²em neki komentari i problemi koji mogu biti predmet
daƩeg istraжivaƬa.

4.1. Odnosi razliqitih definicija funkcionalnog raquna

U prethodnim glavama definisani su slab i ultra slab funkcionalni raqun na
naqin koji je motivisan radom Vasileskua (videti [27]). Me±utim, postoje se i
drugaqije definicije funkcionalnog raquna; u ovom odeƩku navedene su tri takve
definicije i razmatrani su Ƭihovi odnosi sa rezultatima ovog rada.

Definicija 4.1 (de Laubenfels, [12]). Neka je T neograniqen operator na Banahovom
prostoru X, a F algebra funkcija. Neka je f1(x) = x (identiqka funkcija), f0(x) ≡ 1
a gλ(z) = (z − λ)−1. PreslikavaƬe F ∋ f → f(T ) ∈ B(X) se naziva F funkionalni
raqun ako je homomorfizam za koji vaжi:

(1) ako f, f · f1 ∈ F , tada

f(T )T ⊆ Tf(T ) = (f · f1)(T );

(2) ako f0 ∈ F , tada f0(T ) = I;

(3) ako gk
λ ∈ F , tada je T − λI injekivan i vaжi (gk

λ)(T ) = (T − λI)−k.

Definicija 4.2 (Andersson, [4]). Hiperoperator na R (u oznaci T ∈ HD(R)(X)) je
neprekidno multiplikativno preslikavaƬe T : D(R) → B(X) za koje vaжi

(1) DT = ∪
φ∈D(R)

ImT (φ) je gust u X;

(2) N = ∩
φ∈D(R)

KerT (φ) = {0}.
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U radovima [4] i [3] Andersson koristi algebru E (R) svih diferencijabilnih

funkcija f na R koje imaju ponaxaƬe f(x) ∼
∞∑

k=0

akx−k (kad x → ∞), gde je ak ∈ C.

Preciznije, za svako N ∈ N vaжi

f(x) =

N∑

k=0

akx−k + x−N−1rN+1(x), |x| > 1,

gde su rN+1(x) i Ƭegovi izvodi ograniqeni. DetaƩniji opis ove algebre moжe se na²i
u [3]. Osim toga, koristi se i i ÃL(D), skup svih zatvorivih operatora na D. Skup
ÃL(D) nije prostor.

Definicija 4.3 (Andersson, [4]). Neka je c = (c,D) linearan operator koji slika
gust potprostor D Banahovog prostora X u sebe, koji je zatvoriv i takav da postoji
linearno multiplikativno preslikavaƬe E (R) → ÃL(D), standardno definisano na
polinomima (zatvoreƬe slike 0 je 0X , zatvoreƬe slike 1 je 1X i daƩe po linearnosti
i multiplikativnosti), i za koje vaжi:

ako hk → h kad k → ∞ u E (R), tada hk(c)x → h(c)x kad k → ∞ za svako x ∈ D.

Takvo preslikavaƬe c se naziva slabim hiperoperatorom.

Stav 4.1. Ultra slab funkcionalni raqun je A funkcionalni raqun u smislu definicije
4.1, gde je A algebra iz definicije 1.7.

Dokaz. (1) Neka je x ∈ Dom(T ) i χn = ϕ
(

x
n

)
za n ∈ N, gde je 0 6 ϕ 6 1 test funkcija

jednaka 1 u nekoj okolini nule. Iz definicije slabog funkcionalnog raquna sledi
D ∋ ff1χn → ff1 kad n → ∞ u topologiji prostora A , pa (ff1χn)(T ) → ff1(T ) slabo,
kad n → ∞. Zato je

f(T )Tx = w − lim
n→∞

f(T )(f1χn)(T )x = w − lim
n→∞

(ff1χn)(T )x = (ff1)(T )x,

odakle je f(T )T ⊆ (ff1)(T ). Sa druge strane, za svako x za koje f(T )x ∈ Dom(T ) vaжi

(ff1)(T )x = w − lim
n→∞

(f1χn)(T )f(T )x = Tf(T )x.

Skup takvih vektora x je sadrжan u skupu E definisanom u stavu 3.2, pa je gust u
X. Po neprekidnosti sledi Tf(T ) = (ff1)(T ).

(2) Neka je f0 ∈ A i niz (χn)n>1 funkcija iz D koji teжi ka f0 (kad n → ∞) u
topologiji prostora A . Prema definiciji slabog funkcionalnog raquna D, je gust
u A u topologiji prostora A . Sledi f0(T )x = w − lim

n→∞
χn(T )x = x, prema definiciji

ultra slabog funkcionalnog raquna.

(3) Neka je gk
λ ∈ A . Neka je (χn)n>1 iscrpƩuju²i niz funkcija iz D. Kako je

(z − λ)kgk
λ(z) = 1, prema definiciji ultra slabog funkcionalnog raquna i uslovu (3)

iz definicije 1.6 (primeƬenom na polinom t → t), vaжi

x = w − lim
n→∞

(χn(f1 − λ)kgk
λ)(T )x = (T − λI)kgλ(T )kx = gk

λ(T )(T − λI)kx.

¤
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Stav 4.2. Restrikcija slabog funkcionalnog raquna na D jeste hiperoperator.

Dokaz. Iz uslova (3) definicije 1.6, primeƬenog na polinom f0(x) ≡ 1, slede uslovi
(1) i (2) iz definicije 4.2. ¤

4.2. Primeri

Primer 1.1 moжe biti i uopxten korix²eƬem primera iz [17] i tehnike iz [16].
DetaƩi dokaza su analogni dokazima iz primera 1.1, pa su izostavƩeni.

Primer 4.1. Postoji operator za koji ne vaжi (6), a Ƭegovo asimptotsko ponaxaƬe

zadovoƩava eitA ∼ ρe|t|
ρ

kad |t| → ∞, za svako ρ >
1

4
.

Neka je E vektorski prostor svih celih funkcija za koje postoji C ∈ R takav da je

|f(z)| 6 Ceσ|z|ρ .

Tada je E Banahov prostor, ako se norma funkcije f definixe kao najmaƬa konstanta
C za koju gorƬa nejednakost vaжi. Poxto je

f ′(z) =
1

2πi

∫

|ξ|=1

f(ξ + z)

ξ2
dξ,

operator T =
1

i
· d

dz
je ograniqen linearan operator na E (videti [17]). Sledi

(
eitT f

)
(z) =

(
et d

dz f
)

(z) = f(z + t).

Tako±e je i ‖eitT ‖ = O(e|t|
ρ

) kad |t| → ∞.

Taqno asimptotsko ponaxaƬe moжe se dobiti korix²eƬem funkcije

f0(z) =
∞∑

n=0

zn

Γ
(

n
ρ + 1

) ,

gde je Γ gama funkcija. Na osnovu primera 1.5. iz rada [16] zakƩuquje se da je

f0(x) ∼ ρexρ

kad x → ∞, za ρ >
1

4
, odakle sledi tvr±eƬe.

Primer 4.2. Neka je operator T = 1
i · d

dx definisan na potprostoru prostora Lp(R),
sastavƩenom od svih apsolutno neprekidnih funkcija qiji su izvodi u Lp(R). Ovaj
potprostor je gust u prostoru Lp(R). Tako±e, vaжi eitT f = f(x+ t) i ‖eitT ‖ = 1. Sledi
da operator T ima F0 funkcionalni raqun.
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Primer 4.3. Neka je H Hilbertov prostor, a T : H → H neograniqen samoadjungo-
van operator. Neka je Q : H → H nilpotentan operator reda n (tj. vaжi Qn = 0 i
Qn−1 6= 0) koji komutira sa T . Na primer, Q moжe biti odre±en matricom

Q =




0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
. . .

. . . 0
...

...
. . .

. . . 1
0 0 · · · · · · 0




,

u odnosu na korenski potprostor neke sopstvene vrednosti operatora T . Tada je

‖eit(T+Q)‖ = ‖eitT eitQ‖ = ‖eitQ‖ = O(|t|n−1).

Sledi da operator T + Q ima Fn−1 funkcionalni raqun.

Primer 4.4. Operator advekcije (za vektorsko poƩe ,,brzine” a) jeste

f(x, t) 7→ a · ∇f(x, t)

(∇ = (∂/∂x1, . . . , ∂/∂xn), x ∈ Rk, t ∈ R) i koristi se u mehanici fluida. On je uopxte-
ni skalarni operator (u jednaqini advekcije f(x, t) je rexeƬe apstraktnog Koxijevog

problema
∂f(x, t)

∂t
= a · ∇f(x, t)). Ovaj neograniqeni operator komutira sa laplasi-

janom; zapravo, on komutira sa ∂/∂xj za svaki 1 6 j 6 n. Zato se moжe konstruisati
ultra slab funkcionalni raqun za ove operatore, pa se mogu dobiti linearne (i neke
nelinearne) veze operatora advekcije i laplasijana; jedan od poznatijih primera je

∂f(x, t)

∂t
+ f(x, t) · ∇f(x, t) = a · ∆f(x, t) (Burgerova jednaqina).

4.3. Zavrxni komentari

U [24] McIntosh, Pryde i Ricker su dokazali da se kod k-torki komutiraju²ih
ograniqenih uopxtenih skalarnih operatora spektar σ(T ) poklapa sa nekim drugaqije
definisanim zajedniqkim spektrima k-torke (T1, . . . , Tk), na primer, sa Hartovim i
Tejlorovim spektrom. Qini se da interesantno pitaƬe za daƩe istraжivaƬe moжe
biti da li ovo tvr±eƬe ostaje taqno i za k-torke neograniqenih operatora. Zapravo,
u жeƩi da se odgovori na ovo pitaƬe doxlo je do ,,xireƬa” funkcionalnog raquna na
nekvazianalitiqke klase, poxto u Ƭima postoji mogu²nost izbora funkcija koje uzi-
maju ,,pogodne” vrednosti na odgovaraju²im delovima spektra). Tako±e, qini se da
interesantno pitaƬe za daƩe istraжivaƬe moжe biti odre±ivaƬe veze izme±u ultra
slabog funkcionalnog raquna i slabog hiperoperatora.
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