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0. IIpenroBop m MmoTUBaIKja

Hera je o/ anrebpa ¢yurmmja, a 9 anrebpa omeparopa, Ha KOjuUMa Cy yBeleHe Xay-
cnop(doBe TOIOJIOTHje carjacHe ca ajJredapCcKoOM CTPYKTYPOM, Tj. TOIOJOIUje y KOjuMa Cy
anrebapcke omeparuje Henperuane. PYHKIMOHATIHU padyH 3a omepatop 1 € B, youumrreno
rosopehu, jecre xomomopduzam P: &/ — X, Tako ma & CanpKUA MOJUHOME U 4 BAKU
®(1) = e (1 (Ig) je ¢pyHEUM]a MHACHTUYKK jenHaka 1, a e je jenuHuna anredpe %) u
O(I(x)) =T (I(x) = z je unenruura ¢Gyurumja). Xomomopouszam @ je npurom (y HEKOM
cMmuciy) Henperungas. Y Buime, moskessHO je ma je anrebpa &/ reHepucana ca 1 u x, Tj. Oa
cy mosnmuOMU ryctr y &/ (y Tomosormju mpocropa & ).

MebDy nprMepuma (yHKIIMOHAJIHUX DAYyHA, jelaH O OHUX CA KOjUMa Ce Y JUTEPATYPU
MOsKe Hajyelnhe cpecTu jecTe aHAIUTUYKYA (YyHKIIMOHAJIHYA padyH Ha DanaxoBuMm anrebpama.
To je xomomop¢umzam ®: 77 — €, rme je ¥ Bamaxosa amrebpa, T € €, a s anreGpa
byHRIM]ja, aHAMUTUYKUX Y HEKO] okoiuan o(7') (ca TOMOIOTjoM reHepUCaHOM YHU(YOPMHOM
KOHBEPIEHIN]OM 10 KOMIIAKTUMA ), KOJU je NeGUHUCAH ca

) B(1) = 3 [ SN0 =T) A= £(D),

rae je I' € Dom(f) u o(T) € intI'. OBo mpecimkaBame je HENPEKUTHO ,HA TPUPOIAH
Hauyun’ .

Jomr jeman dyecTo cperaH npuMep (YyHKIMOHAJIHOD PAYyHa ONKCAH j€é CIHEKTPAJIHOM TeO-
pemom. Axo je 7 Xunbepros npoctop u T € B(H) nopmanan onepatop, ca

L=(o(T)) 3 f — / . JaBs = 5 (1)

(rme je E)\ cuerrpanma mepa) medpurucad je xomomopduzam $: L* — HB(H), roju je

Henperugan no zHopmu, nomro je ||flle = [[f(T)| u Bawu f, QL f = fu(T) 5 f(r)
(,,menperugHOCT” ).

W3 oBux mpumepa MOKe Ce NPUMETUTH Ia aKO je (YHKIMOHAJIHU DadvyH Ae(UHUCAH 33
MMPOKY KJIacy omeparopa, aaredpa (yHKIUja je pelaTWBHO MaJa. Y KOJIUKO ce airebpa
($yHKIMja Ipomupy, IOTPEOHO je mojavaTy yCJIOBe KOje OlepaTop MCIyEaBa.

Ako 6u ce roBopuio 0 mpuctynuMma ysBobhema (YHKIMOHATHOr padyHa Ha DaHaxoBOM
OPOCTOPY, CBUM [0 Cala IMO3HATUM TEXHUKAMA 3ajeIHUYKO je Ia Ce, IPUIUKOM IePUHUCAHA
f(T) (rme f u T npunanajy oarosapajyhum kmacama, Ka0 y IPBOM macycy Tekcra), f(x)
HPUKA3yje KA0 CYNePIO3UNUja ,jeqHOCTABHUjUX’ (yHKIUja w,(z) (o npunana HEKO] UHIE-
KCHO] pamunmju), 3a Koje ce medunume wy(T), a onma u f(T) momohy omepatopa w,(T).

Jenan on npumepa je mat ¢gopmynom (1); y oBom mpumepy ce nedunume w, (1) 3a
dpyurnuje wy(z) = (e —2)7! (a € p(T); wa(T) = (a—T)~! je 3anpaBo pesonBerHTA), & HAKOH



tora ce jemmakomhy (1) mojam f(T) mepunume 3a mupy kaacy GyHKOUja (AHATUTUYKE HA
onrosapajyhem crymy).

Y Apyrom mosHaToM IpuMepy (jemHa Ox BapujaHTH), 3a caMoaJjyHrosan omeparop 1’
Ha Xunbeprosom mpocropy, nojam f(T) ce Moke mepunucarn ca

7y = 3=+ [ FeTae

rme je f@ypnjeOBa rpanchopmanmja Gpysrnuje f. Y oBoM caydajy we(T) ce mnepunume 3a
bynrmje wy (z) = €% (a € R; wo(T) = €T je omrosapajyha jemmomapamerapcka rpyma), a
HAKOH TOTa C€ MPETXO0AHOM GOopMYyJIoM (KOja 32 MOTUBAIM]Y UMa YyBEHY (POPMYIy UHBEP3Uje
3a PypujeoBy Tpanchopmanujy) nojam f(71) npenocu ma mupy kaacy yHruuja (Ha KIacy
¢yHEIIja 3a KOje f(x) »JOBOJBHO Op30 omana”’, a oBa 0COOMHA Ce MPUPOMHO IMOBE3yje ca
6psmrom pacta ||e!T|| kax t — o0).

CBaku o] MPETXOAHUX MPUCTYIIA UMa TpeaHOCTH u MaHe. Ilpuctyn mpero Pypujeose
TpaHchopManje JOBOAN IO HAJCYNTUIHAJUX TPEHYTHO MO3HATUX pe3yarara y npobieMuma
crekTpaJiHe acumMnToTuke (Bumeru, Ha npumep, [19] u [20]). MebhyTum, Tax ce 3axresa no-
Opo mo3HaBame oarosapajyhe yHuTtapHe rpyme, AOK je IPUCTYI MPEKo cuMmynanuje Komm-
jeBor mMHTerpaja NpaKTUYHUJU 38 ynoTpeby M PauyHCKYy MAHUIYJIANU]y Ca OMePATOPUMA
(ma ce wemhe jaB/pa y HEKUM IpUMeHAMAa, HAPOUNTO y (U3UNM; BUAETH, HA npuMep, [15]

[18]).

3a orpanuvene omnepartope npobiaeM yBohema (YHKIMOHAJIHOD padyHa je TPUIUYHO TO0-
Opo mpoydUeH, NOK je 3a HeOTDAHWUYEHe OlepaTOpe M JaJbe OCTAJO MHOIO OTBOPEHUX IIPO-
Giema. Y oBOM palmy IpoyuaBaH je mpobieM yBoDema (yHKIMOHAJIHOI pavyHa 3a N-TOPKe
roMyTUpajyiux youmreHuX CKajJapHUX oneparopa Ha BamaxoBom mpocTopy. TexHura kKoja
ce KopucTHu je TexHuka PypujeoBe TpaHCcPopManmje; OBO HHUje HOBA TEXHUKA U 3a He(PUHU-
came (YHKIMOHAJHOT padyHa kopumhena je jom 1952. 3a cayuaj jemHor omeparopa ca
CIEeKTPOM HA KDY:KHUIM OBa WIeja ce jaBmba, Ha mpuMep, y (28], rme ayTop oBy mmejy
npunucyje Depnunry. llenrpasau pesynratu ce Hasase y ryaBu 3, a TU PE3yJNTATU Cy U
cacraBan menosu panosa [21] u [22]. Pamm nakmer npahema, TekcT je momesmen y riase,
a ryiaBe y OoneJbKe, IOK je Ha IOYETKY CBaKe IJIaBe NaT KpPaTak ONUC OHOTa IITO Ce HAaJA3W’
y TJIaBWU.

Vickopuctuo 6ux OBy NPUIMKY O& CE 3aXBajUM JbyAAMA KOJU Cy mOUpuHEan (uau Gap
HUCY OJMOIJIM) MOM HPO()ECUOHAJHOM PAa3BUTKY, HOPOIUNU, IPUjATEbUMa U KOJEraMa;
oCe0OHO JbyAUMa KOJjU Cy MAWPEKTHO YYECTBOBAJIW y M3PAINA OBE OUCEPTAIMje, W TO MO-
TUBAIjOM, CYyTeCcTUjaMa, ajld U aKTUBHUM ydelnheM y pemaBarmy caMor mpobiema, Kao u
TOAPITKOM Y OAJIYIHU Ha ce DABUM MATEMATUKOM.



1. ¥YBonm u ocHOBHe neduHUIMIjE

Y oBOM meny Cy HaBeleHe neQUHUNMje MTOjMOBA KOJU Ce KOPUCTE y OCTATKY pana. Hakon
KPaTKOI MCTOPUjCKOT OCBPTA Ha Jocana nobujeHe pesyiarare, HaBeneHa Cy TBphema us
auTeparype, Koja Cy [dajia MOTHUBAIM]Y U HEONXOIHU TEeXHUYKMA amapar na oOu TBphema
y menoBuMa 2,3 m 4 morya na Oyny nokaszana. Ha kpajy riaase HaBeneHe Cy Ae(UHUIM]jE
ciabor u yiaTpa caabor yHKINOHAIHOT padyHa, Yuja je er3uCTeHIrja UCIUTUBAHA Y OCTa-
TKY TEKCTa, KAa0 1 HEKU KOMEHTApPU KOju Ou Tpebasio ma IMOMOTHY JIAKIIEM Da3yMeBamby.

1.1. Kparak mperJien nocamaimsUX pe3yJaTaTa

Y oBoM pany ce kopuctu TexuHumra PypujeoBe Tpanchopmarnuje. Ta TexHuka ce Ko-
pucTuia Wy paHujuM ucTpakuBamuma. Y paxy [23], Mclntosh ca rpymom ayropa
pa3BuoO je (QYHKIMOHAJIHU DadYyH 3a N-TOPKY KOMYTHPajylMX OrpaHMYeHNX YOIIITEHUX
CKaJlapHUX omepaTopa u 3a (yHknuje umje ce PypujeoBe Tpanchopmalnuje HaIa3e y

L= {f | / £+ [¢]7)dt < oo}. Onmruje pesynrare objasuan cy Andersson n Berndts-

son y [2]. PesyaraTe KOju Cy Be3aHU 3a reHepATOD OTDAHUYEHE jAKO HENPEKUIHE TDYyIe
nobumm cy Balabane u rpyna aytopa y [5]. Bume nerama Be3anux 3a nobujeHe pesyiararte,
Kao U BUXOB ncropujat, Mory ce Hahm y [11].

Y uctpaxkuBamuMa Cy ce jaBjhbaJie U CaudHe uaeje, bazupane Ha kopumhemny Jlammacose
TpanchopManmje 3a FeHEepaTOPEe OTPAHWYCHUX WU IOJUHOMHO OrDAHUYCHUX ITOJIYTPYIIa;
TakBU pe3yiaTaru ce Mory Hahw, mHa mpumep, y [13] n [12].

I[Ipuctynu pazsutka (yHRIOHAJHOT pauyHa nomohy Komw—I'punose maTerpamsne ¢o-
pMmyie takobe cy mocTta pammpeHn y uUCTpakuBamuMa. [IpBu pesyiararu Mory ce Hahwn
kon Iomkuua y [15], a mapeman y [18], [1], [3] u [4]. ¥ muma ce (yHKIMOHAIHU padyH
pa3Buja Ha CKOPO XOJOMOpD(HUM pamupemuma tect ¢pyHriuja. Tpebdba pehn na je sBehuna
OBUX pe3yJsTaTa MOCJIEMUNa pe3yiTaTra oBe mucepramuje. 3awmcrta, y [1] je morazamo ma
je ¢yHrnmoHasgHNM padyyH yBemeH npexo Romwu-I'puxoBe dopmyie, moryhe mpomupuru mo
anrebpe C° ¢yHKIHM]ja ca JOJATHOM OCOOMHOM IMOHANIAMmA y OECKOHAYHOCTH AaKO U CAMO
ako je omrosapajyha rpyna DOJMHOMHO OIpAHMYEHA, MAKO IMUpa Kiaaca oleparopa I0-
nymrTa (pYHKIUOHATIHN PAYyH Ha TeCT (YHKIHUjaMa. 3aHNMJ/LUB IPUCTYI MOxke ce Hahwm u y
[4]. Y ToMm pany, kopucTehu uumeHUIY 12 3a CBOjCTBEHO mpeciukaBame [ € O (R™, RF)
(Tj. mpecsukaBame KOje MMa CBOJCTBO A je WMHBEP3HA CJIMKA IIPOU3BOJLHOT KOMIIAKTHOT
CKyIla KoMIakTaH ckyn) ckyn {go f | g € Z(R")} jecre canpman y Z(R™), koncrpynme ce
¢yurnronanuu pauys 3a f(T), rme je f cojcrBena C™° ¢yurumja, a T je Helffer-Sjostrand-
OB omepaTop, Tj. omepaTop 1 4UmWju je cHeKTap peajlaH U 3a YUjy PE30JIBEHTY BAKU Oa 34



csakn kommakr K C C mocroje Ok, N > 0 Taro ma paxu ||(z — T) 7| < Ck|Imz|V% 3a
cBako z € K \ R; 3a Bume nerama suneru [18].

Y ruaBu 4 pasMOTpPEH je OOHOC ()YHKIMOHAJHOI PadyHa KOHCTPYUCAHOT y OBOM DAy
ca HEKUM O]l 10Cana NOOUjeHnX pe3yTaTa.

!
1.2. IIpoctopu ¥ u ¥'; kBasmanamuTuuke ¥ HEKBA3MAHAJIMTUYKE ajreGpe

Y oBoM pany, akO HUje Apyraduje HarjameHo, (pYHKIUje y3UMajy KOMIJIEKCHE BPenHO-
ctu. 3a cBakKy N-TOPKY « = (ov,...,Q,) HEHETATUBHUX IeNnX OpojeBa (TAKO3BAHM MYJITHU-
VHIEKC) aepunume ce qudepeHujaa OnepaTop

b (L) ().

nopetka |a| = aj + ...+ a, (ako je |a] =0 cmaTpa ce ma je D*f = f). 3a cBaku oTBOpeH
ckyn Q C R"™ medpummme ce mpocrtop C°(Q) cBux romMmuexcHux QyHEmUja [ 3a Koje je
Def e C(Q) 3a cBaku myarunngexc « (C(2) je mpocrop menperunnux ¢pyurnuja wa ). Ha
upoctopy C*°(£2) ce moske nedunucatu romosoruja Ha ciaenelin nauum:

Heka je (K;)$°, HM3 KOMIAKTHUX CKYIOBa TakBuX na je K; canpskano y int K;iq
3a cBaku ¢ € N u ) = _oﬁlKi; ako je p,(f) = max{|D*f(z)| | x € K, A|a| < n},
1=

JOKaJIHy 6a3a TOMOJIOTHje YMHEe CKYIoBU V,, = {f € C>®(Q) | pal(f) < %} zan € N.

ITpocrop C*°(Q2) ca osom Tononorujom je Ppemeos npocrop ca Xajue—bBopensosum cBo-
jcrBoM. KomBeprenmnuja y 0OBOj TOMOJOTHWjU TOBJIAYN KOHBEPTEHINU]y CBUX WM3BOAA YHU-
(pOPMHO Ha KOMIIAKTHUM CKYIOBHMA.

3a cBakM KOMIAKTaH CKyl K, CKyIl CBUX OECKOHAYHO Mu(epeHInjabnIHnX (OyHKIN]a U1ju

je mocau canpsxan y K (y osnauu k) jecte 3arBOopenu norupoctop unpocropa C°(R™).

Ha cryny 9 = D MOKe ce meUHHMCATUA TOINOJOTHja, 4hja je 0a3a cacTaBJbeHA Ol CBUX
yny Ja, Jja ]

K
ckynosa U C 2 rakBux ma je ckyn U N Pk orBopen ckyn y Yk 3a cBaku K. OBako medu-

HUCAH OPOCTOp ¥ ce Ha3uBa IPOCTOD TecT (GyHKIMja (aKO ce :Keju HAIJIACUTU AUMEH3U)a
npocropa, kKopuctu ce u oznaka Z(R™)) u jenan je om ocHOBHUX 00jeKaTa KOjU ce KOPUCTe
y oBoM pany. IloceGHy yaory urpa mpocTop mcTpubymuja %', Tj. IpOCTOP HENPEKUITHUX
JuHeapHUX (QyHIMOHAJA Ha Z. Y najbeM TEKCTY HaBeleHe Cy Heke 0coOuHe OBuX objerara,
KOje cy kopumhene Kpo3 pana. Te ocobuHe Cy cama OEeJOBU CTAHIADAHOD 00pa3oBama,
Tako ma je BehmHa caMoO HaBeIeHa, a JATh Cy caMO MOKA3W 3a KOje je CMATpPaHO I3 KOPUCTE
0omeM paszyMeBamy TEKCTA.

Cras 1.1. (a) Juneapro npecaukasame u3 9 Yy A0KAAHO KOHEEKCAH NPOCMOP je HENPEKUOHO
K0 U CaMO KO je Henpekuona mezo8a pecmpuryuja va Dk 3a ceaxo Komnakmmo K.

(6) Axojeu € 9', ¢ € D, onda je ux p € C™ u samcu

Duxp) = (D) *x o = ux* (DY)



30 NPOUIBOSAH MYAMUUHOEKE (L.

(B) Axo jeu € D' u v, € D, onda je ux (p*xh) = (u* @) * 1.

(r) Axo je u,v € Z' u u uma Komnaxmar nocayw, mada je u* v = v *u u DY(u x v) =
(D%u) x v = ux (D) 3a ceaku myamuunderc c.

(m) Axo jeu € D' u d jecme Huparosa mepa, onda je D*u = (D) * u 3a c6aku Myamuur-
dexc a. Cneyujaano, saxncu u = § * u.

(D) Pynruyuja uz LP(R) (301 < p < 00), a0 u ceaxa mepousa PyHKUUIG wuja je ancoaymma
8PEOHOCTN 02ZPAHUYMERE NOAUHOMOM, jecme U cnopo pacmyha ducmpubyyuja (mj. undykyje maxsy
Jucmpubyuugy).

(e) Ao je f € L*(R™), A >0 u h(z) = f (%), onda je h(t) = A" f(AL).
Hedvaumuja 1.1. Hus dymxmmja (hj) 51 obmura hi(z) = j*h(jz), rae je h € 2(R¥),h >0

u / h(x)dr = 1, HasuBa ce ampoKCHMATHBOM jeauHUIOM Ha RF.
Rk‘

Cras 1.2. Hexa je (hj);>1 anpoxcumamuena jedunuya na R*, o € 2 wu € 2'. Tada eaxcu:

(1) lim p*h; = ¢ (koneepzenyuja y npocmopy 7 );
j—oo

(2) lim wx*h; =u (koweepeenyuja y npocmopy 2’ ).

j—o0
Ioxrasu crasosa 1.1 n 1.2 mory ce mahu y [26].

Teopema 1.1. Y aoxaano koneexckom npocmopy X ckyn je caabo 02panuver ako U camo aKo
je (opueunaaro) ozpanuven.

Ilokas. Kako cBaka cimaba OKOJIMHA HYJE jeCcTe OKOJUHA Y OPUTUHAJIHO] TOTOJOTU)U, CJIe I
Ia CBAKM OTPAHUYEH CKYI Y OPUTUHAJHO] TOMOJOTUjU jecTe caabo OrpaHUYEH.

Heka je FE cmabo orpammuen ckyn y X, a U Heka OKOJMHA HyJI€ y OPUTUHAJIHO]
Tomosoruju. Karo je X JOKAJHO KOHBEKCAH, MOCTOjU YPABHOTEKEHA KOHBEKCHA OKOJMHA
myne V rakBa na je V C U. Hexka je

K={Ae X" | (VzeV)|Az| <1}.

Karo je V.C W = {z € X | (VA € K) |Az| <1} u kako je W zarsopen, cremu V C W.
MebyTum, ako nocroju zp € X \ 'V, mo Xan-banaxosoj reopemu (V' je ypaBHOTEKEH CKYyII)
nocroju A € K tako ma je Axg > 1, ma je V =W. Ilakue, Baxku

2) V={reX|(VA€K)|Az| < 1}.

Karo je F cmabo orpammuen, 3a csaku A € X* mocroju 6poj y(A) < oo Tako ma 3a
ceako ¢ € E Baxu |Az| < y(A). Kako je K komBekcan u cinabo* kommakTaH (IO TeopeMu
Banax—Aumsaoray), a ¢ysguuje A — Az caabo® Henperkumhe, HA OCHOBY TeopeMe DaHax—
lrajuxayca ciaemn

(3) (Fy < 0)(Va € E)(VA € K)|Az| < 7.
13 (2) u (3) cremm na 3a cBako x € E Basmu v 'z € V C U, na kako je V ypaBHOTeHKEHA

oxonura, crema E C tV C tU 3a cBako t >+, onHocuo E je orpaHumdes. O

dynrnmja f, amamuTuuka Ha wHTEpBaNy [a,b] C R, mocenyje ocobuny ma je mmeHTH-
UKM jelHAKA HYJIM AKO Cy Yy HEKO] TAUKM CBU H.eHU W3BOAM jemHaku Hynn (yrmyayjyhum



n BpemHoCT (yHEMUje y Toj Tauku). OBO je moBeso no yommTema MOjMa AHAJTATUYKAX
¢yHKIUja, Tj. OO Kjaca (YHKIMja y KOjUMa U naJjhe BaKU HaBeNeHO cBOjcTBO. To cy kiace
kBazmaHaanTUukux ¢yermuja. Ca apyre cTrpaHe, IOCTOje W Kjaace (YHKIMUja y KOjUMa TO
CBOjCTBO HE BayKW, AU KOj€ 3aJ0BOJbABAJY CBOjCTBA ONMCAHA y Y PUCOHOBO] semu. Tarse
KJace (YHKIMja HA3UBAjy Ce KiacaMa HEKBa3WAHAJIWTUYKAX (QYHKOUja. Y HACTABKY pana
kopumheHe cy TakBe KJjace, Tj. HaJ TaKBOM KJIACOM je pa3BHjaH (YHKIMOHAJIHU PadyH.
OBpne cy maBemeHne mepuHUIM]E OBUX MOJMOBA, KAO U OCHOBHU KpUTEpUjyMu yTBpDhuBama
Ia U je KIAaca KBA3UAHAJUTUYKA, OIHOCHO HEKBa3uaHAJIUTUYKa (pesyaratu Denjoy-a u
Carleman-a).

Hedmaunuja 1.2. Hera je M = (My)72, ou3 mosutuBHUX peannux 6pojesa m My = 1.
Hexa je CM([a,b]) ckyn ceux ¢pymrrmmja f € C*([a,b]) 3a xoje mocroju C' > 0 Tako na Bakw
dkf
dxk

(17)‘ < CML My

3a cBaku x € [a,b] u cBaku k > 0.

Kraca CM([a,b]) ce HasMBa KBA3MAHAIUTIYKOM AKO BAKM:
d* f
dzk

dyurnuja [ ce Ha3WBa KBA3UMAHAJIUTUYKOM AaKO [ NpUNana HEKOj KBA3UAHAJIUTUYKO]
KJIACH.

Aro f € CM([a,b]) n (r) =0 3a meku x € [a,b] u cBaku k > 0, rana je f = 0.

Ha npumep, ako je My = k!, nobuja ce Tauno kiaca peajHUX AHAJIUTUYKUX (QYHKIUja
Ha [a,b].

Teopema 1.2. Credehu ycrosu cy exsusarenmmu:

(a) xaaca CM([a,b]) je xeazuarnarumuura;

1 ) . 1
(6) ZL_ =00, 20e je Lj = ’igijkk,

_1 . )

(B) E (M])™5 = oo, 2de je (M])72, najeehu nozapumamcru Koneexcam Hu3 0zpanuden
i=1
000320 0dzo8apajyhum waanosuma nusza (M;)52 .

oo *
My,

(1) S = oo

Jj=1

Ioka3z Teopeme 1.2 u Bume nerasa Mosxke ce Halin y [7] u [19].

Hepununuja 1.3. Anrebpa &/ ¢pyurkumja nepurucanux Ha R™ ce Ha3MBa HEKBA3UAHAJIUTU-
YKOM aKO 3a CBakKM KOMOAKTHU Cckyn K u 3a cBaku orBoped ckyn U D K mocrtoju x € <,
Tako ma je Hocau QyHkuuje x caap:kan y U, a x =1 y Heroj oxonunu V C U ckyna K.

Teopema 1.3. Hexa je h(t) nosumuena, nenpexuona, cybadumuena Pynkyuje na R™, maxea

h(t
da je h(0) = 0, h(t) pacme no spayuma uz KOOPOUHAMHOZ NOUEMKAL U BANCU |}im _|§|) =
t|—o0

Anzebpa

an={11 [ 17010 < |



h(t)
‘n+1

je HEK8A3UAHAAUMUYKA AKO U CAMO AGKO je / dt < o0, NPUMom nocaedmu Ycnos 8anCU

1 |t
aKo u camo aro nocmoju Konkasna pacmyha gynwrkyuja H(s), maxea da je h(t) < H(|t]) u

(4) /loo H(j) ds < 0.

S

HerpuBujamuau meo teopeMe je HEKBA3UAHAJIUTUUYHOCT aiarebpe B) NpU HAMETHYTUM
ycaosuMa Ha ¢yHruujy H(s); y HacTaBry je mar mokas oBor Tpebema.

Ilokas. Heka je n = 1 (nokas je amasoran 3a n > 1) u h(t) = H(|t]) + 2In(1 + |¢]). Tana

o0

- 1 - -
je Ph(z +iy) = = / (x—t)%y? ~h(t)dt (y > 0) (IIyaconos mHTerpas ¢yHrmuje h)

no6po nepunucan (mo ycaosy (4)), ma je Ph no3uTuBHA XapMOHHUjCKa (pYHKIHUja y TOPHO]
moJMypaBHU. AKO je  aHamuTuyka (QyHKIUja 3a KOjy je Rey = PE, cremu ma je g =
e~ ¥ orpaHMdYeHa aHAJUTUUYKA (QyHKIUja (y TOPHO] MOJyPaBHU) 3a KOJy je |g| = e~h(® a
rpanuny, na g jecre PypujeoBa Tpanchopmanmja HEKe ¢dyuEUje f, unju je HOCAY campKaH

iy h(t)

HA MO3UTUBHOM Heny peaue oce. Kaxko je |f(t)| =e ™, 1o cnenn na f € %,.

3aro mocroju ¥ € %y (Y # 0) uuju je HOCAY y IPOU3BOLHOM MHTEPBALY (M360poM
noronuux a, b u ¥(t) = (a+t)p(b—1t)). Kako je %) 3arBopena 3a koHjyroBame, ako je [ €
P, hyHEIMja ca KOMIAKTHUM HOCAdeM, OHa je |f|? HemeraTupHA (YHKOUja ca KOMIAKTHUM
HOCaueM u3 Ay, na ce QpyHrnuja ca HocaveMm y U u jemmaka 1 ma K nobuja KOHBOIYIMjOM
dyurmuje xy (K CV CU) u dpyrrnmje ¢ ca HOCAUEM y TOBOJLHO MAJOj OKOJIUHU Hyse. [

1.3. Ancrpakran KomujeB npobsem

Y oBOM OeLKY je objammeHo mTa npeacTaspba e'f’ 3a meorpamuden omeparop I’ Ha Ba-
HaXOBOM IpocTopy X. Y ciaydajy MMHTaNUje KIACUYHOT MOCTYIKA & Ce eKCIOHEHIN]alHA
(dYHEIUja TpUKake IPEKO oAropapajyher cremeHor pena, MOry HacTaTu OPOjHU mpoGIIeMU.

Ha mpumep, cryn

o0 Tn
reX|xe ﬂDom(T”)/\ZM<oo
n=1

n!
n>1

(amamurnukn BexTopu) He Mopa outu ryct y X (Hemcomosa Teopewma).
Y osom panmy mon e moapasymesa ce jemmomapamerapcka (moxy)rpyna C(t) koja je
pelene onepaTopcke jeIHaunHe

(5) %C(t) —iTC(t), C(0) =1,

MO3HATE MOJ MMEHOM amcrpakrtad RomwujeB mpobiem. Osaj mpobisem je Qyro mpoydvaBaH
n yrBpbhena je ersucrenmuja pemema oBe jemHauuHe (Kao MOJyTpyTa WM Kao TPyTa) MO



pazmuuuTuM ycaoBuMa. Takobe, moryhe je maTu m TPOIEHY ACUMITOTCKOT IMOHAIIAHA
Tor pemema (Bumern, Ha upumep, [8], [9] u [10]). Y HacTaBKy OnesmKa HaBENEHE Cy HEKe
cuTyanuje y KojuMa moCToju pemene jenmauune (5) (Bume merassa u mokasu ce mory nahu
y [14] u [11]).

THedpuuunumja 1.4. Pavunuja {C(t) |t > 0} orpanudenux auHeapHux omeparopa y Dama-
XOBOM TPOCTOPY X HA3WMBa CE JaKO HEIPEKUIHOM MOJYTPYIIOM aKO BasKN

(1) C(s+1t)=C(s)C(t) 3a cBaku s,t >0,
(2) €(0) =1,
(3) 3a caku x € X ¢ynrnuja t — C(t)r je HeuperugHa.

Teopema 1.4. Hexra je {C(t) |t = 0} noayepyna woja je menpexudna y pasHOMEPHOJ onepa-
mopckoj monoaoeuju. Tada nocmoju oeparnuuen onepamop T wa npocmopy X, maxas da je
C(t)=eT 3at>0. Onepamop T Oeunucan je fopmyaom

T = lim M
h—0+ h,

IIpumom 3a dosonno seauro Re(N) peszoasenma onepamopa T moxce ce uspazumu npexo ene-
MERAMA NOAY2ZPYNE HOPMYAOM

M -T)"' = /OOO e~ MC(t)dt.

MebDyTumM, yROIUKO ceé y HPETXOMHO] TEOPEMU YCJIOB HEIPEKUIHOCTU y PaBHOMEDPHO]
OMepaTOPCKOj TOMOJOTUjU 3aMEHU YCJIOBOM jake HEMPEKUIHOCTH, MpOobJIeM mocTaje mocTa
3aXTEBHUjU. Y KOJUKO MOCTOJU PEIIene, MO0 aHAJOTWjU Ca CKAJAPHUM CIyUYajeM U IPEeTXO-
HOM TEOPEMOM TO DEIeHe Ceé CMATPa HEKOM BPCTOM eKCIIOHEHIMjalHe GyHKIMje, ann (omer
[0 TPETXOAHOj TeOPEMU) AKO KOHBEPTEHIUja HUje paBHOMepHa, He nocroju 1T € A(X) Tako
na je C(t) = e 3a t > 0. 3aTo mpBo Tpeba nedUHUCATA MTa Y OBAKBUM CUTYAIUjaMa UIPa
YIOTY €KCHOHEHIVjaJHe (YHKIUjE.

Hepunumnuja 1.5. 3a h > 0 #era je T auHeapHU omepaTop AePUHUCAH Ca
C(h)x —x
h

Nudranre3nMaiayy reHeparopoM (Miu NHOUHATE3UMATHIM OLePATOPOM) HOLYTPYIIe
{C(t) | t > 0} masusa ce omeparop T umju momen D(T) jecte ckym cBux = € X 3a Koje
nocroju lim Thx m koju je nepuuucan ca Tx = lim Thx.

h—0+ h—0+

The = 3a x € X.

Cras 1.3. (a) Crxyn ©(T) je sexmopcru npocmop; onepamop T je auneapan na D(T);
d
(6) axo je x € D(T'), mada je C(t)x € D(T) (36 0 <t < o0) u ¥ Ct)x=TC(t)xr =C(t)Tx;

t
(8) axo je x € D(T), mada je [C(t) — C(s)]x = / C(uw)Txdu 306 0 < s <t < o0;

(r) axo jet >0 u axo je [ Jlebez unmeepabuana gynryuja, nvenpexudna y t, oHda 8aHCU
t+h

Jim [ f)Cadu = FOC(0)

(m) D(T) je eyem y X, a onepamop T je zameopen na D(T).



Y mpeTxomHOM CTaBy HaBeIeHE Cy OCHOBHE OCOOMHE MHOUHUTE3MMAJIHOT TeHEePATOpPA.
Kaxko je D(T) ryct y X, Ha ocHoBy Teopeme Danax—IIrajaxayca ciaemn na je nHOUHUTE3U-
MaJIHI T€HEPATOP HEKe MOJIYyIPyIle OPPAHUUYEH aKO 1 CaMO aKO je Ta MOJIyTIPyla HeNPEKUIHA
Y PaBHOMEPHO]j OTEPATOPCKO] TOMOJOTHUjU.

Teopema 1.5 (Hille-Yoshida). 3ameoperu auneapru onepamop T koju je zycmo dedunucan
Jjecme unPuUHUMESUMAANY 2EHEPATOP KO HEneKuore noayzpyne aKko u camo axo nocmoje M,w €
R maxeu da 3a ceaxo X > w, X € p(T), eaxcu

lA=1T)"" < ﬁ 3a ceaxu n € N.

Komauno, wma ocuHOBy mnperxomuux TBpbhema meayje TPpUPOAHO nOa ce oAarosapajyha
jako memperummma mosayrpyna (omHOCHO rpyma, kanm je ¢ € R) cmarpa pememeMm Oaro-
Bapajyher KommjeBor npobieMa 1 nmocMaTpa Kao ,eKCIOHEHIUjalHa (YHKIUja” OpU pamy
ca meorpanmuenuM omnepatopuma. Ciemeha Tpu craBa cymMumpajy pesyJjaTaTe HaBeACHE Yy
OBOM OJIEJLKY.

Cras 1.4. 3ameopenu zycmo dedunucanu auneapru onepamop T eenepuwie jaro nenpexuony
noayepyny {C(t) | t = 0} ozpanunenuz onepamopa, ca ceojemeom ||C(t)| < et 3a nexo w € R,
aKO U CAMO AKO 8ANCU

1
||(A—T)_1H<m, 34 )\>W

Cras 1.5. ameopenu 2ycmo defunucanu aurneapry, onepamop 1’ je unfurnumesumarru zenepa-
Mop jaxo Henpexuone noayepyne axo u camo ako nocmoju nenpexuona gamuauja {B(t) |t = 0}
02paNUNENUT AuReapHuT onepamopa 3a kojy eaxcu B(0) = I, ||B(t)|] < Me“! 3a nexe 6pojese
M >0 uweR, usza xojy je

AN=T)"tz = / e MB(t)xdt, axoje > w.
0

Cras 1.6. 3ameopenu zycmo dedunucanu auneapru onepamop T eenepuwie jaro nenpexuony
epyny {C(t) | t € R} ozpanuvenuz onepamopa axo u camo axo nocmoje M > 0,w > 0 maxo da

8axcu,
1

1= D) <M

3a (A|>w u nelN

Axo T eenepuwe 2pyny {C(t) | t € R}, mada eamcu |C(t)|| < Me*" 3a nexe 6pojese M >
0,w=>=0

1.4. Nedpumunnuja caador ¢yHKIMOHAJIHOL padyHA

Y oBom paxy xopuctuhe ce ozmake RF >t = (t1,...,t) u T = (Ty,...,Tk) 3a k-Topke
6pojeBa u omeparopa, penom, t- T Te osmauasaru t177 + ... + tx T, |t| Eyrauncky mopmy

Vit i



Y skesbu ma ce pajy ca HEOTPDAHUYEHWUM OINEepaTOpUMa, Yy OBOM pany he ce pasmarparn
cnab (pyHEIUOHATHU pauyH. Taj pauyH ce yBoau cieauhom AeQUHUANMjOM, KOja TpPeacTa-
Bba Momuduranmjy nedununuje xojy je mao Bacuuecky y [27], npuanarobeny morpebama
oBOT paja:

JHedpuuunuja 1.6. Hera je T = (T1,...,T}) k-TOpKa 3aTBOPEHUX I'yCTO AEePUHUCAHUX OIIe-
paTopa Ha Bamaxosom mpoctopy X. Cia6 ¢yskmumonamnu pauyn man R¥ je ypeben map
(7, ®) 3a KOjU BaKU:

1. o/ je mopmupana aarebpa ¢ymrkmuja nedunrucannx za RF, ca Tomosormjom T TarxsoM
za

(a) 7T je crabuja o1 TOMOJOTUje UHIYKOBAHE HOPMOM;
(6) cabupame je HEIPEKUIHO Yy OJHOCY HA T;
MHOKEHE je MOKOODIUHATHO HENPEKUIHO y OIHOCY HA T;
(8) mpocrop Tect dpyurnuja ¥ je camp:kad u rycr y & (y Tomosoruju T);

(r) yraname 2 — &/ je HENPEKUIHO;

2. &: of — B(X) je xoMmoMOpDU3aM, KOJU je HEIPEKUIAH Yy HOPMU, KAO U HEIPEKUIAH Y
OZHOCY Ha TOmoJIOrujy 7 u ciaby romnosorujy ua AB(X);

3. 3a cBakW HOJUHOM pP(ti,...,t;) CTEHEHA M U IPOM3BOJBAH HU3 TeCT QYHKIMja (V) )n>1
koju Teskn kKa 1 pactyhim m paBHOMepHO 1O kKoMmmakrtuma, Baxku A (P(V,p)z) —
A(p(Ty,...,Ty)x) 3a cBakm z € (| Dom(Ty™ -...-T"*) n cBakm A € X*.

> mj=m

Hamomerna 1.1. Y ycnosy (1) 3axTeBa ce caMO HENPEKUIHOCT IO KOODAMHATAMA, jep je
HEPEATHO MOOUTU HEMPEKUTHOCT MHOMKEHa. 3aucTa, akKO Ce MPETIOCTABUA HEIPEKUIHOCT
MHOKEHa, U3 ycaosa (2) caemu na axo T, — T u S, — S, cna6o, rana u 1,5, — TS
csabo, MTO y ONINTEM CJIydYajy HHUje TadHO.

THepuuurnnmja 1.7. Hera je T = (T1,...,T}) k-TOpKa 3aTBOPEHUX I'yCTO NEPUHUCAHUX OTIE-
paropa Ha DanaxoBom mpocropy X. Yarpa cinabd (QyHKINOHAJIHN PAYyH HaL RF je ypeben
nap (&7, ®) koju jecre cnab (yHKIMOHAJHU DadyH TaKaB [a 3a aaredpy &/ Basku:

3a npousBoisHy TecT Gyurmujy 0 < ¢ < 1, jemnaky 1 y HEKOj OKOJMHU HyJe, U

3a mpou3BOLHO [ € o/ Baku lim ¢ (E) f(z) — f(z) y ronosoruju npocropa & .
n— o0 n

1.5. IlocraBka mpobJiema

Pesynraru koju cy mpukasaHu y OPBOM OMEJBKY HABOE HA MUTAKE Oa JIU Ce, U Y
KAKBOM OOJIMKY OHM MOTY YOIIITUTU. Y OBOM pPaly IOKA3aHA je er3UCTEHIUja yaTpa caador
(GYHKIMOHAJIHOT pauyHa, rae aarebpa &/ jecre morupoctop Fy, npocropa Cobomesa,

W) 2 Fy = {7:B* = €| F je sepa sa wojy e [ (1+[47)dlf] < oo},
RF
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n

rie je a = Zaj, a a; (1 <j<n)jenosurnsan peasan Gpoj, DOK Cy OmepaTopu (Tj);‘l=1
j=1

3aTBOpEHH, IycTo nepunncann u taksu ga je o(T;) CR u

(6) I = O(lt|*) wam t — oo.

[IpernocraBma ce M ga HaBEIEHW ONEpATOpPM KOMyTHpajy mo mapoBuma. OBnpe ce
nox koMyraTuBHOmNYy omeparopa T u 1) moapasyMeBa KOMYyTHPame ONepaTopa M3 OAro-

Bapajyhux rpyna e'’i u 7' onucamux y omemky 1.3.

OnepaTopu ca IpeTXOAHO HABEICHUM OCOOMHAMA MO3HATH CY M KAO yOIITEHU CKAJAPHIU
omeparopu. Tpeba manomenyru ma cy ycaosu o(T;) CR (3a 1 < j < n) 3ampaBo CyBUIIHU,
Kao MITO TO TMOKa3yje

Cras 1.7. Ao cy (Tj)}_, mehycobro xomymupajyhu onepamopu u eaxce ycaosu (6), mada je
o(T) CR™.

Ioxa3. Heka je z =~ —if3, rme je §#0 (8,7 € R", x = (21,...,2,) 3a x € {B,7,2}). Tana
je
. E

e8| = ([T A1 < const- | JT I | e < const e,
j=1

1 > )
3a HeKo 0 > 0, ma cy ¢j = — / ﬂje”(T*Z)'ﬁdt (3a 1< j <n) nobpo mepunucanu. Ciemu
v Jo

n

*d % —z)-
ch(zj—Tj)z/ %et(T Bt = e,
j=1 v

na z ¢ o(T). O

Y semu 1.2. w3 [2], Andersson u Berndtsson cy nokasauau u onmruje tBpheme o Be3u
L,peasHocTn” 3aje AHUYKOD CIIEKTPa N-TOPKE KOMYTHPAjyNUX OrpaHUYeHuX omepaTopa u
yeaosa canunux ca (6), a To TBpheme ocraje ma BaEkmM M akO Ceé M30CTABU OTPAHUYEHOCT.
Mebyrum, Tpeba pehu ma mHOru ycsuoBu kKoju 00e36elhyjy ersucrenmujy pemema ancrpa-
kraOor KomwujeBor mpobiema campske ,,peaiHoCT’ CIEeKTpa.

Tarxobe, oBue je mzabpana jemna on MHOTMX MOTryhux nepuHHIMja KOMYTATHUBHOCTHU
HeOrpaHUYeHux oneparopa. MeDyrum, npema rkoMeHTapuMma U3 OnesbKa 2.3, UCIOCTABIbA
ce na 3a yOUIITEHe CKaJlapHe OolepaTope OBUM n300pPOM HUje HUITA U3ryOJbeHOo.

W3 Teopeme 1.5 cienu na 3a CBaky 3aTBOPEHU, I'yCTO meduHMUcaH omeparop 1, ca pea-

1
JHUM cmeKTpoM 3a koju Bazkm |[(T— A1)~ ™| < B 3a AR um €N, jennauuna (5) uma
pelene TaKBO na je
(7) [|C(t)|| = o(e®") 3a caru & > 0.

OBO IPUPOAHO HOBOAU M A0 NMUTAA:

Ia o ycnosu (7) mosaade noauaoMmuy npoueny 3a C(t)?

11



Ogarosop Ha 0BO muTame nar je y ciaenehem mpumepy.

IIpumep 1.1. Hocmoju onepamop koju ne 3a0060na8a (6) u “wuje je acumnmomcko noHauUAme
caabuje 00 excnonenuujanroe. Ipeyusnuje, 30 npouseonno ¢ > 0 samncu ||eT]| = o(e*™) a0
[t] — oo.

Heka je F BekTOpPCEM IPOCTOp OHMX meiux GyHKnuWja 3a koje nocroju 6poj C € R rakras
na je
£ (2)] < CeV I

E je u Banaxos npoctop, rae ce Hopma ¢pyurmuje f (|| f||) nedpurmme kao Hajmama koHCTAHTA

: . J(z :
C' 3a KOjy mpeTxonHa HejemnakocT Baskm: || f|| = sup " Kako je
z

z€C eV

/ o 1 f(§+2)
1@ =g [ e

. 1
TO je omepatop 1= — - - orpanudeH guHeapan oneparop Ha F. Cienu
1 dz

(€T ) (2) = (etd% f) (2) = f(z +1).

C ob63upowm aa je

T £ (5 . eV =+t
[ ( 62( )| _ 15 :i‘)l =<l RRVEEERVAR

3a ceaku [ € E, 1o je ||| = O(eVI") xana [t| — oc.
Axo je fo(z) =2~ i e , OHIa M3 IPEeTXOTHOT CJIeau w < e\/m. A xaxo 3a
2 (2n)] 1ol
z,t > 0 BakU®
5 § (x4+t)"
(e fo) (x) n=o (2n)!  2-.ch(vVx+1)
eve B eve B eve

_ ex/ertfﬁ + efx/ertf\/E,

10 ciemu ma je ||t fo ~ VIt kaga t — oo, ma je [T ~ eVt Kaga t — oo.
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2. IIpBu pe3ynaratu m momohHa TBpbhema

Y o0BOj rimaBum HaBemeHa cy TBpDhema Koja MpeTrxome W MOMasKy OO0beM pasyMeBamy
ocTaTKa TEKCTa, Kao ” IpBe gepuHUIje m omnmcu objerara ca KojuMa ce pamu. Y
OpBa ABa OJEJLKA OMMCAHU Cy mpocTopu (anrebpe) QpyHknmja 3a koje he Gutm medunucan
(¢yHKIMOHAJHN padyH, y TpeheM one/bKy O0jallheHo je MTa MpPeICTaB/ba KOMYTATUBHOCT
3a yommTeHe ckajapHe omneparope (u pasmarpan je ommoc mameDy pasnuuurtux medunu-
nuja KOMYTATUBHOCTHU 3a HEOIUDAHUYEHE OEepaTope), a y YeTBPTOM Cy HABEAEHA OCHOBHA
tBphema Kuudopaose ananuse koja he durwm kopumlieHa.

2.1. Aare6pa F),, onuc u ocobune

Y oBoM ogmesmky omnucana je ajarebpa F, Ham rojom he Outu KOHCTpyucan cJuab
¢yurnmonasaHu pauyyH. llenrpanna mecta oBor omesbka cy teopeme 2.1, 2.2 u 2.3, a meron
[JIABHU Pe3yJiar je Ja U3 OBUX TeopeMma cuaenu na upoctop (F,,7) onucan nedununumjom 2.1

3a00BOJbaBa ycioB 1 medpununuje 1.6.
Iedwmammmja 2.1. Hexa je .#,(RF) mpocrop cBux Bopemnosux mepa ma RF taxsux na je

(L4 [t|*)d|p| < o0, ca HOpMOM || 1t]|o :/ (L4 1t|*)d|p|, rme je o> 0 peanan 6poj.

Rk

Rk
Hera je I, = {f e L°RN | fe ,///a} HOpMUpany 1pocTop, ca sopMoM || f|m = ||f |l
Homro je F, = My, cnem na je F, Banaxos mpocrop ca HOpMoM || - ||z,
~ 1 ix-t 1
(@) = — | [ e tdu®| < — ¢ - Il < ).
(2mz 1w (2m)2

Hepunumnuja 2.2. Hera je 7 Tomonoruja Ha F, resepucana ciaaboM™ TOMOJIOTHjOM HA
Mo(RF) C (Cpo(RF))*, rre je Cpo(RF) mpocTop menmperumnux (yHKIMja, TAKBUX Ha BaKw
f(t) = O(|t|*) ran [t| — oo, ca mopmom || fllc, , = nf{M [ |f(£)] <M - (1+[t]*)}.

T je nedpuHMCaHA MpEXOA3HUM OKOJMHAMA HyJle 00JIMKA

B(g,s)z{feFa|‘Akgdf’<€}

3a g € Cpo(RF),e > 0. Bume merama u cimure xoncTpykimje mory ce mahu y [26], rmasa
1.
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Teopema 2.1. IIpocmop F,, je anzebpa.

Hawuwme, Baku mHejennarocT

(8) L fs + " <2%(1+Is|*) (1 + [¢]*).

Saucra, 3a |s| < |t Bakum 1+ [s 4+ ¢ < 14 (2[t))* < 2%(1 + [¢]*) < 2%(1 + [¢]Y)(1 + |s|*);
AHAJIOTHO ce nobuja Ia HejemHAKOCT Basku 3a |s| > |t|. 3aro ¢ymruwmja ¢(t) = In(1 + [¢|%)
samosomasa g(s+t) < aln2+ g(s) + g(t), noras rephema je amamoran nokasy Teopeme 2.4.

[Ipocropu CoGomesa WS Mory ce meduHHCATH Kao TMPOCTOpM cBux ¢ymkmmja f: RF —
R umjn mapuujaseu ussomu (1 — A)% f npunanajy L. Osge je maprwmjamau msson (1 —
A)% mepumucan mpexo ®ypujeose Tpanchopmamuje. [Ipurom je WS O F, (tj. nmperxomna
MHKIy31ja je ctpora), nomro Pypujeosa Tpanchopmanuja GyHrnuje n3 F, uMa HEIPEKUIHe
mapImjaiHe U3BOJIE.

Mose ce medummcatm u BEKTOPCEM TPOCTOP Flo,, . a,), KOjU CE CACTOju OJX CBHUX
¢yurmmja [ umje cy ®ypujeose Tpanchopmanuje fjecy Mepe 3a KOje BayKu / (1 + |tqa]*r -
Rk

oo [t |m)d| f | < 0o, M3 mejemmakocTu cpemuma ciaema na je Fo C Fo,, ), TPU YeMy je
Ta WHKJIY3Uja CTPOra, mTOo MoKa3yje ciaemehu mpumep.

IIpumep 2.1. Hera je n =2 u (a1,a2) = (1,1). Tana je

F(l,l)={f|/Rz(1+lxyl)d\f|<oo} ! ng{f|/RQ<1+x2+y2>df<oo}.

Hexa je v unBepsna $ypujeoBa rpanchopmanuja (QyHKIHT]je

1 1 !
T,y) — : ’ .
(.9) Loyl T+22+y2 (1 + (22 +42)/2)
Tana je
[ avimai= [ 1 ey =
" _ . €T 0,
R2 Y re 1+ 22 4+92 (1 + (22 +42)/2) !
IOK je

~ 1 1
L+2? +y°)dy = / : dzd
/Rz( T Y)Y e L1 Jzy] n2(1+ (22 +42)/2) Y

1
> - dady
elzly L+ 2yl In®*(1 + 22)

— 2/ 5 / ly] dx
o In?(1422) Jo 1+ |2yl

2/“ S
el ey

na caemm 1 € Fiyqy \ Fa.

Mebytum, npoctop Flg, ... ,) HE MOpPa OuTu anrebpa, mITO NOKa3yje HAPEIHU MPUMEDP.

.....
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IIpumep 2.2. Heka je n =2 u (a1, as) = (1,1). ®ymrmaje (z,y) = sinz? u (z,y) = siny?
npunaznajy npoctopy Fi 1), HOmWTO Cy OrpaHMUeHe ¥ MMajy OrPaHMYCHE NAPIUjaIHe H3BOLE

82(,0 8% . .
520y A 970y Mebyrtnm, Apyru MEMIOBUTHY N3BO I IPOM3BOAA OBUX (YHKIM]a HUje OrPAHUYEH,

na F( 1) Huje anrebpa.

Cneneha Teopema maje merassHUju omuc npocropa F,; ona mpyska moryhHocT na ce y
npoydaBamy F, MUCKOPUCTE CTaHIApIHE TEXHUKE TEOpUje MUCTPUOYIH]ja.

Teopema 2.2. Ckyn 2 je eyem y npocmopy Fy (ca mononozujom 7), a ymanawe 9 — F, je
HenpexuoHo.

Jloxas. ([—n7n]k)n>1 je pactyhm HU3 CKymoBa m Baskn U [-n,n)* = RF.  Cremn
neN
lul ([=n,n]*) — |yl (Rk) Kal n — 00 3a CBAKO i € My. Axo je g € Oy o(R¥) u M = sup |g(x)],
TERF

€
crenn na nocroju n € N Tako ma je |yl (Rk \ [—n, n]k) < U 3aro je i, € i + B(g,e), roe
je un(E) = 1 (Eﬂ [—n, n]k), 3a CBaKM MepJbUB CKyll F, ma 3a mpBu 1eo TBphema J0BOJLHO
moKazaTu ma je 9 rycrt y cryny {fi | u € My AHOCAYU [ je KOMIAKTAH}.

Heka je 1 Mepa ca xommakTEUM HOcadeMm 1 (h;)jen ampokcuMaTuBHA jemumuma Ha RF.
Tana je hj* p € . (momro je D¥(hj * p) = (D%h;) * p (cras 1.1, neo (r)), u, Kako h; u
[t MMajy KOMIIAKTHEe Hocade, hj * [ TakoDhe mMa KoMIakTaH Hocad; osze je . IlIBapmosa
knaca). Axo je gi(t) = g(—t), cmemn (hj * p)(g) = ((h;*p)*g1) (0) = (h;* (n*g1)) (0) —
O (1*91)(0) =+ g1(0) = pu(g), mo crasy 1.1, menosu (B) u (r). Cuemu nma hj; * pp — p Kaz
j — oo y caaboj* Tonosoruju Ha A, na je . rycT y TOj TONOJOIUjU, OIAKJIe CIenu Ia je
IycT U y upoctopy F, ca TOmOJOrujoM T, HOMIITO je =

Ilakne, mOBOJBHO je mokaszaru ma je ¥ rycry 7.

Kako je 2 rycro y . y ronosoruju npocropa . (TO ce MOke BUIETU AHAJIOTHOM
IPOLELYPOM Kao ca IHOYEeTKa NOKa3a; HeKa je (hj)jen alpOKCHMATHBHA jeIUHUIA, TAKO Ia
je h(z) <1 m h =1y mekoj okomuan myne; tama Z 3 hj* (X[_pn)k * P) — @ Y TOMOJOTHjU
npocropa .%’), 3a ¢ € . noctoju (¥, )n>1 TAKO Ha @, — ¢ y &, Kang n — oo.

Heka je g € Cpo(R¥). Tama g € .’ (no crasy 1.1, neo (b)), onarue / 9(pn — p)dx =
Rk
/ (¢n — ©)dg — 0, OOHOCHO ©,, — © KAL N — 0O y TONOJOTUJU T.
Rk

Konauno, nocienmu neo TBphema je ounriesan 3a TeCcT PYHKIMje ca HOCAYeM Y (PUKCU-
PaHOM KOMIIAKTHOM CKymy, na je (mo craBy 1.1, meo (a)) tauno na mesom . O

Teopema 2.3. Tawka no mauka cabupamwe u muoxncewe cy nenpexuonu y npocmopy (Fo,T).

Iloka3. Hera je lilgn fy=fm limgV = g y tomojoruju npocropa F,, rae I' Heka mpexa.

Tana / hdf,y — hdf u / gdgy, H/ hdg, 3a mpoussomuo h € Cy o(RF). Cremm
R¥

Rk
/ hd(f, + g,) / hdf, + / hdg, — [ hdf+ [ hdg= [ hd(f+g)
RE RF RE

rax vy el

3a JOKa3 HEIPEKUIHOCTH MHOKCHA, IPBO Heka je fy — 0 u ¢purcuo g. Hera je

Bhl_"..7hn,8l’”_7€" = {(p S Fa | ‘/ hjd(ﬁ‘ < Ej,j = ]., . ,TL}
RE
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npousBoJbHa Gas3Ha OKOJMHA Hylle, reHepucana ca h; € Cy . Ha ocnoBy mejemmaroctn (8),
cienu na (yHKIUje

wi(@) = [ hyfe+ 9)dity)

npunagajy Cpo. Axo je fy € By, . n.er,en TaIA JE [y g € Bhy hy i en- SANACTA,

[ sl wa| = | [[ oo g =| [ o] <o
e R x RF e

Y ommreMm ciydvajy Baku fy-g—fg = (fy—f)-g, ma rBpheme caenn Ha OCHOBY IPETXOIHO
JOKA3aHOT CIENUjaJHOT Cydvaja. 0

2.2. Asarebpa 2}, omnmc u ocoduHe

Y oBOoM omebKy omnucaHa je aarebpa o7, Ha Kojo] je takobhe moryhe passuru ciab
¢yurnuonasau pauyn. Oa anrebpa yommrasa anredbpy F, M3 NperxomHor omesbka, a y3
TO je HeKBazuMaHAJIUTUYKA. MHOrM pesyaraTu Koju Baske 3a anarebpy F, Bake m 3a OBy
asnrebpy. Pesyararm oBor omesska canp:kaHu Ccy y [22] m yommTaBajy HEKe pe3yiTaTe u3
[21], [4] u [2] (3a HeorpanmdeHe omeparTope).

Hepununuja 2.3. Hekxa je H pacmyha dynkyuja na [0,00), 3a kojy eamcu H(s +1t) < C +
H(s)+ H(t) sa nexo C € R, H(t) = o(t) xad t — oo u

9) /1Oo H(ZS) ds < oo.

s

Hexa je h(t) = H(|t]).
Iedwmammmja 2.4. Hexa je .4, (R*) npoctop ceux Bopenosux mepa ma RF raxsux na je
"t d|u| < oo, ca mopmom ||l .z = N " d|u|, roe je h pysxnuja xoja je ysemena

nepuHunujoMm 2.3.
Hexa je o, = {f € L*(R") | J € ., } nopmupan mpocop, ca wopsont | u, = I |-

Homro je o, = .M, cremn ma je o, Bamaxos mpocTop, ca HOPMOM || - ||z,
- 1 izt 1 -C
(o) = —— | [ etau| <« —g e llag, < 0
(om)s e (2n)

—u3 nedpununuje 2.3 caemu na je H(0) > —C).

Hepuuumuja 2.5. Heka je 7 Tomosmoruja Ha <), reHepucana cjaaboMmM™ TOMOJOTUjOM HA
M (RF) C (Cpn(R¥))*, rme je Cppn(RF) mpocTop Hempermmawmx (yHKIMja 3a KOje Baskw
f(t) = O(e"?) kan |t| — oo, ca HOpMOM I fllcy, = inf{M | [f(t)| < M - My,
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Teopema 2.4. IIpocmop <, je anzebpa.

ITokas. <7, je, ounriemHo, BEKTOPCKU TpocTop. Axo je f,g € <, Tana cy f J KOHAuJHe
Mepe, Tako ga je [p L eI F| < oo u Iz keh(‘t|)d\g| < 0o. Taxobe, f-g = [ Je n06po
Ne(UHUCAHA U KOHAYHA, jep Cy KOHadHe [ U §, Ia je
[ dmagegl < [ [ erafisagio
RE Rt JRE
< [ [ ernaFisgi
Rt JRE
< @ [ SDaFie). [ g
RE RE
c
= e - ||flla - lgllez-
Haxme, axko f,g € @), Tana f-g € ). O

Yecnos (9) 3uaun, npema teopemu 1.3 (0OHOCHO mpemMa BapujaHTU KOja Ce OJHOCU Ha
anrebpy &7,), na je anrebpa &, HEKBa3UAHAJIUTUUKA.

Hanomena 2.1. Y pany [2], Andersson u Berndtsson cy mpoyuasaau mpocTope &, Tae
je h: RF — R mosuTuBHA, HempekumHa, cyOaIuTWBHA (YHKIUja, KOja PACTE IO 3DAIMMA
n3 koopmuaaTHOr nmoduerka, h(0) = 0 u h(t) = o(|t]) kax t — oo, Tj. mox jaumm yciaoBuMa
Ha (yHEOUjY h om ycaoBa koju cy HaBemenu y meduunnuju 2.3. Ilom tum yciaoBuma, y3

f,g € LY(R¥), mpoctop Aj;, ca mopmom || f|la, = / |f(t)e"Pdt je Banaxosa amreGpa (ca
Rk

TayKa MO TAYKa MHOKEmEeM). Y OBOM pay Ce IPOydYaBajy HEOTDAHWYEHU ONEePATOPU, KAO U
(ynrpa) caabu (yHKIMOHAJIHU DadyH, Ia HaM HHUje moTpebaHa CTpyKTypa DaHaxose ajre-
ope.

Kao u 3a amnrebpy F, Basku:

Teopema 2.5. (a) Cxkyn Z je eycm y npocmopy <, (ca monosozujom T) u ymanawe I — i,
je nenpexuoro.
(6) Tauxa no mavwka cabupamwe u MHONCEDE CY HENPEKUOHY Y (T, T).

Ilokas je aHajoraH mokasmma Teopema 2.2 m 2.3, ma je u30CTaB/beH. KOHAYHO, KA0 U Y
IPETXOMHOM OIEJbKY, 3aKbydak OBOT One/bKa Ou mMorao ma Oyme ma u3 2.4, 2.5 caemu ma
upoctop (), 7) (n3 nedununuje 2.1) 3amoBomasa yciaoB 1 u3 nepununuje 1.6.

2.3. OmHoC pa3auuyuTux OeUHUINja KOMYTATABHOCTU

IIpu pany ca HeOrpaHWUYEHUM OMEPATOPUMA HACTAje MHOTO MpoOJIeMa KOju HE TMOCTOje
IPUIUKOM pata ca OTpaHUYEHUM. JemaH ON TAaKBUX je U CaMO 3HAUCHE MOjMa KOMYTa-
TUBHOCTU. 3a& N-TOPKY HEOTPDAHWUYEHUX OIEpPATOpa Taj MOojaM HUje jeIHO3HA4YaHO onpelen
7 HUje JaCHO y KAKBOM OOJIMKY OH MO:KE TOBECTH IO pas3yMHE Teopuje. Y JauTeparypu
ce MPUINKOM Je(PUHUCAHA KOMYTATUBHOCTU HeOrpaHWUYeHuX omeparopa S u T najuenrhe
cpehy cuaenehe nepuuunuje:
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(I11) Tocroju rycr ckyn © C X rtakaB na 3a csaku © € D sasku STx = TSz,

(12) Herka mocroju Z(R) ¢pysrumonasnu pauys u 3a S u 3a T. 3a f,g € Z(R) Baxku
f(8)g(T) = g(T)f(S).
itS , itT

(I13) Hera cy S u T resmeparopu jako HeNpEKUIHUX Ipyma e u
s,t € R Basku e95eiT = T eisS

, pemoM. 3a cBaku

(I14) 3Ba ceaxu pu € p(S) u X € p(T) Bamwu (S — pul) YT —ANI)~t = (T = XI)"1(S — pI)~L.

Mosxe ce mecutu na ycmnosu (/12), ([13), ([14) ,He roBope HumTa”, IOIITO HEOTDAHIIEH
omepatop He Mopa mMaTtu Hun Z(R) QyHKIMOHAJHU pAUyH, HUTU MOpPA MOCTOJjATU PEIIEHe
onroBapajyher KomujeBor 3amaTka, a Pe30JBEHTHU CKYI OlepaTopa MOKEe OUTHU Ipa3aH.

MebyTnm, 3a yommrene crkangapue omeparope S u T oBe mepumHUIUje CYy CMUCICHE U
MeDhycobHO eKBUBAJIEHTHE, IITO j€ HABENEHO Y HACTABKY OBOI OZeJbKa. Y MNOKA3MMa je Impe-
THOCTABJHEHA €M3UCTEHINja YITPaA CIa00r QYHKIMOHAIHOT PAYYHA, IITO j€ TVIABHU PE3yJITaT
OBOI' pajla; Ta er3uUCTEeHINja je NOKa3aHa y IJIaBu 3.

Cras 2.1. (II1) = (14).
Iloka3 oBor craBa je jemHOCTaBaH, Ha j€ M30CTABJHEH.

Cras 2.2. 3a yonwmene ckanapre onepamope S, T eamcu (I13) = (I11).
Ilokras oBor TBphema Hanaszu ce makon Crasa 3.5.

Cras 2.3. 3a yonwmene ckanapre onepamope S, T samncu (I13) = (I12).

Pesynrar ce nobuja KOHCTPYKOMjOM (yHKIMOHAJHOT padyHa 3a nap (S,7) 3a mupy
anre6py 2(R?), nuzbopom dyurmmaje f(z)g(y).

Cras 2.4. 3a yonwmene ckanapre onepamope S, T esamcu (I14) = (I13).

Joka3. Iloka3 je Momudukanuja CTaHmapIHOT HOKasza Teopeme Xwuie—Jomwmna (reopema
1.5). Karo je cmekrap omepatopa i1 Ha mMmaruHapHOj ocu, 3a cBako A > 0 je A € p(iT),
na je By = —i) [I — A(AI — iT)_l] (3a A > 0) orpanuuen oneparop. Tarxobe, Bawmu iTx =

)\lim Byz 3a cBako xz € D(T) = D(T), a )\lim e'Bry mocroju 3a cako x € D(T) = D(T)
u Ta rpammusa spenoct je ez, Amamormo, ako je Cy = —i\[I —AM —iC)"'] (3a

A > 0), cnenn iSx = )\lim Chx 3a cBako x € D(iS) = D(S) u )\lim e*“ 1z mocroju 3a cBako
—00 —00
r € D(iS) =D(9).
Axo Baskn (I14) (Tj. ako pe3osBeHTe KOMyTHDajy), Tama komyTtupajy u By u C) (3a
cBako A > (), omakie, rpaHUYHUM Tpena3oM A — oo, caemu (I13). O

Cras 2.5. 3a yonwmene ckanapre onepamope S, T eamcu (I12) = (114).

1
Ioka3. Pyurmmja gy(r) = Y, Tpumaza F, 3a cBako a u 3a cBe Im\ # 0. 3awucra,
T

g» je mmBepsna Pypujeosa Tpamchopmammja pymrmuje F(z) = iV 21 - e A H(—x) (rme je
0, <0 . . .
H(z) = ) 0 Xesucajmosa ¢yurnuja) 3a ImA > 0, omnocuo uusepsua Pypujeosa
, I >
Tpanchopmarmja Gymrnuje F(z) = —iv/ 21 - e " H(z) 3a Im A < 0. Crnemu na je gy € F, u

I'la+1
loalle, =27 - (ks + Fet).
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Axo je pn(z) = ¢ (£), rae je 0 < ¢ < 1 Tect PpynKnmja jenHara 1 y HEKO] OKOIMHM Hyle,
Taja HU3 TECT QYHKIUjA 1y \ = @n - gr — g Kad n — 00 y ToHnoJoruju 7 us gepununuje 2.1,
na ¥, A(S) — gA(S) = (S — M)~! cnabo, mo crasy 4.1. Amanoruo, ¢y, ,(T) — (T — pl)~
crnabo. Arxo je umcmymeno (I2), rama YpA(S)Ym p(T) = Y, u(T)0p 2 (5), ma rpannynnM
npenazoM n — 0o u m — oo caema (I114). O

2.4. KnudopmoBa ananm3a, OCHOBHA CBOjCTBA

Raudopnose anrebpe cy cTpykType Koje Cy HPUPOAHO YOIIITEHE KOMIIJIEKCHUX Opo-
jeBa m kBarepHuona. Ham oBoM cTpyKTypOoM Moryhe je pa3BUTU TEOPU)jY KOja MMa HOCTA
CAWYHOCTHU Ca KOMILJIEKCHOM aHAJU30M. Y OBOM Pamy Cy UCKOpuUIIheHa OCHOBHA TBphema
Knudopnose amanuze, npe cera anamnorox JluysuioBe teopeme, na 6m ce ommcao HOCAY
(YHKIMOHAJIHOT padyHa.

Iepunumnuja 2.6. Heka je F' peasiHu BEKTOPCKU IPOCTOP AWMEH3Uje M ca 6a3oMm {ej [1<
j < m}. Kuanpopmosa anrebpa CI(F) je Bekropcku mpoctop umja je Gaza {eg|S C

{1,2,...,m}}, ca MHOxemeM KOje je TeHepUCAHO MACHTUTETHMA €y = 1, er;} = €; U Tpa-
BUJIAMA,

e? = -1,
(10) ejer = —ege;, 3a kF# j,

es = ej€j,...€, 3a S ={j1,42,. .., s}

3a m- IMMEH3NOHAJIHA PEAJHU BEKTOpCKU npocrtop F 6uhe kopumhena u ozmaxa Cl(m)
ymecto CI(F). Ha npumep, Cl(1) je msomop¢ra mosmy roMIekcHux 6pojesa, a Cl(2) mosmy
KBATEPHUOHA. Y OBOj CTPYKTYpPU HPUPOMHO ce Me(GUHUINE W WHBOJIyOMja A — A: akKo je
A= Z)\ses, Tama je A = > \g€s, rae je €s € {es, —eg} m3abpam Tako na BaKU €gEs =
eses = 1. Jeman ox passnora mro cy Kaudopmose anrebpe moromme 3a paj jecTe ITO Cy
CBU HEHyJa eJEeMEHTH y HOj MHBePTUOWIHW; ako je T = (xg,T1,...,7,) (€ R"™1) emement
pa3IuunT O HyJIEe, TaIa je

., T 1

T :W: (xo — 161 — . — TpEy)

(oBaj mPOCTOpP je HOpMHUpaH HpocTop ca HopMmoM |z|? = in)

Hepunurnuja 2.7. Hera je U orsopen ckyn y R™ u f: U — Cl( ) (byHKHI/Ija rrace C1.

Oyuruuja f ce HazuBa JeBO (IECHO) MOHOTEHUYHA KO j€ E ej E 6
x;
J
7j=1
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- 0 . :
Omneparop D = E €; e ce nasuBa [lupaxos omeparop. Hacrao je cumynanujom
"~
Jj=1 J

knacuusor JlupakoBor omeparopa; 3amoBomaBa D? = —A,. rme je Jlamnacujan A, y
n OUMEH3UWja. Y CJIOB M3 IpeTXoAHe AepuHUIMje ce decTo 3amucyje y obsmury Df = 0
(fD =0). Tunuuau npuMepu MOHOICHUYHUX (YHKOUja Cy IPAAUJEHTU PEAJHUX XAPMOHU-
jekux ¢yurimmja (axo je h peanna xapmonwujcka, Dh je (1€BO M HECHO) MOHOI€HUYHA); Y

npuMeHama ce 4ecto kopuctu Gpyuruuja G(x) (v osmanu G, (x) ako ce skeau HA3HA-

T
]|
untu quMensuja). Ha kpajy oBor omesmka mare cy Bapujanre Kommujese Teopeme, Komujese
naTerpasge popmyne u JluyBunose teopeme y Kumdpopnosoj amanmsu. Bume nerama o
Kmudpopnosum anrebpama n Knudopunosoj ananusu moske ce mahu y [6] u [25].

Teopema 2.6. Hexa je f neeo monozenuuna gynxyuja na U, a g decro monozenuuna gynrkyuja
na U. Heka je V' ozpanuvena obaacm xoja xomnaxmuo npunada U ca deo-no-oeo zaamrom
epanuyom S. Tada je

(1) [ s@m(@)s@)dotz) = 0
20e je n(x) jedunununa cnowna nopmana wa S y x, a o(x) nospwuncka (Jebezosa) mepa na S.
Joxa3. U3 I'punose (Crokcose) dopmyie cienn

/S 9(@)n(x) f(@)do(x) = / ((9(2)D) () + g(x) (D f(x))) da™ = 0.

14
O

Teopema 2.7. Hexa cy U,V, S, f xao y meopemu 2.6, w, nospwuna jedunuune chepe y R™ u
y € V. Taoda je

fly) = '/SG(JJ*y)n(l’)f(x)dU(fﬁ) u g(y):*'/Sg(z)n(x)G(x*y)dU(x)-

Wn

ITokaz. Hexka je S"71(z,7) cpepa y R™ ca menTpom y z u moaympednmka r. Kako je V
OTBODEH, 3a JOBOLHO Mayo 7 je S 1(y,r) C V, ma us Teopeme 2.6 ciemu

/ Gz — yn(e) f(@)do(z) = / Gl — yn(z) f(x)do (z).
S

S (y,r)

T —

MebyTtmm, ma S"L(y,r) je n(z) = To gl omarie je G(x —y)n(z) = — . Ilakue,

BaEN

/ G(z —y)n(z)f(z)do(z) = / w do(x) + / 7{3‘2 do(z)
Sn=1(y,r) Sn=1(y,r) Sn=1(y,r)

= [ LI o)+ )
Sn=1(y,r)

rnfl

f(x) = )

Kownauno, nmpsu meo tBpbema caemm m3 lim o

R O]
OPYTU NOKa3yje aHaJIOTHO. 0

do(x) = 0, mox ce
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Teopema 2.8. Axo je f: R"™ — Cl(n) oeparnunena yeaa (neso) monozenuuna dynxyuja, mada
je [ xoncmanmma.

Ilokasz. 3a ceaku x € R" ™! mera je S™(x, R) C R"! cpepa ca nearpom y z, pamujyca R.
W3 Tteopeme 2.7 cmenu na je

1 [
= [ ey T ) w)doty)
Wn  JSn(z,R)
Mebyrtnwm, wa S™(z, R) je n(y) = m , OJaKJIe
of(@) | _ L./ A O e
12| = oL e (e =it ) dot
1 / 0 _
= —- —— (lz=y[™"f(y)) do(y
o o 3y U@ o)
1
= L e 2 - ) dot)
Wn S (z,R)
2
< 7.R7n71 / d
o ygﬁa}glf(y) - o(y)
o i —n—1 . pn
= T LE S B
= const~}%—>0 kanx R — oo.
f(@)

Cuenn na je =0 3a cBaku j (u cBakm x € R ma je f = const. O

(9,’1,‘]‘
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3. PyHKNIMOHAJIHN padyyH M HOCAUY (YHKIVOHAJHOT padyHa

Y 0BOj riaBu HaJa3e ce riaaBHA TBpDhema OBOT pana. Y HPBOM OIeJbKY KOHCTPYUCAH je
yarpa ciaab yHKIuMOHAJIHU padyH Hax ajdreopom F, (3a n-ropky romyrupajyhux yommre-
HUX CKaJapHux omeparopa). Ciauyne KOHCTDYKIMje ce Haja3e y APYIOM OIEJbKY, Hall
TaMo meduHuCAHOM anredpom Fy o (mro maje moryhHocT KoHCTpyHCama (yHKINOHAIHOD
padyHa KOjU Ha HEKM HAUWH HE 3aBUCU O NOHAIIAHmA (yHEHUje y OECKOHAUHOCTU) U Yy
tpeheM ca anrebpom &7,. Y UYETBPTOM OAEJBKY MOKA3AHO je Ja Ce HOCAY TAKO MOOUjeHOr
(OYHKOMOHAJIHOT pavyHa IOKJIAIa Ca CIEKTPOM OIepaTopa KOJU je V YCKOj Be3! ca IMOJIa3HOM
n-ropkoM (Taj omeparop geiyje na Kaupopnosoj anrebpu nobujenoj us monassHor Laxa-
XOBOT mpocTopa). KoHauno, y meToM OnesbKy je KOHCTATOBAHO 14 jeé Y HEKOM CMUCIY OBOM
roHCTpYKIMjoMm obyxBahena majmupa moryha anrebpa ¢ysruuja.

3.1. KoncTpyknuja ¢pyHKIMOHATHOT pauyHa Ha [,

CraB 3.1. Hexa je ¢ mecm fynrkyuja, marsa da je ¢ = 1 y nexoj okvoaurnu nyae v 0 < ¢ < 1.
X

Hexa je xn(x) = ¢ (5) san €N. Tada fx, — [ y monoaozuju npocmopa F,, (ka0 n — o).

/ 9dfxn —>/ gdf
RFE RFE

g(t + 8)dxn(s). Tlomro X,(s) — § ([luparosa mucTpubymuja) y
k

Ilokas. Tpeba morazartu ma

Kam n — oo 3a cBako g € Cp o(RF).

Hera je F,(t,s) = /
R
Tomosnoruju npocropa F, xam n — oo (X, (s) npunana Isapuosoj knacu . n Teswn ka 0 y

Tomonoruju .¢’; Bunetn teopemy 2.2), cremu lim F,(t,s) = g(t).
n—oo

ITomro je

o~ o~

/Rk 9dfxn = /Rk gd(f*xn) = /Rk/w (s + t)df(t)dxa(s) = /Rk Fo(t, $)d](0),

1 Kako je Xn(s) = n"@(ns) (cras 1.1, neo (e)), pesynrar ce mobuja Ha OCHOBY TeopeMme O
NOMWHAHTHO] KOHBEPTEHIM)U, MOIITO je

Rt < [ ot + 9ldTe)
nk s *)dp(ns
< [ stz

< ) [ ) (1 ) T s
Rk
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(1+]%]%)
— 291 + [¢|* / Tkl gy
(1 +1t%) et (Lt u) ™
(1+ |ul*)
29(1 + [t|* / S Sl o MV
(1T +1t%) R (Lt a]) ™

const - (1 4+ [¢[¥).

/N

N

Y mperxonnom je kopumhero je na je g € Cpo(R¥), ¢ € . (ma je |@'(s)| < const - (1 +
|s|)~"™ 3a cBako npupomno m), |%| < |u| 3a mpupomso n u Hejennakocr (8). O

IIperxomau craB roBopu na anredbpa F, 3amoBo/ssaBa yCJOB U3 neUHUNMjE YITPA
cnabor pymrnmonasnor pauyna. Cumynupajyhu pasmarpama u3 [23] u [21], u kopucTtehn
PypujeoBy TpanchopManujy, Moxke ce nedprHUCATH (YHKIUMOHAIHNA PAUYH (HOPMYJIOM:

1 o
(12) WS 2F3 o @(f) = J(T) = — - [ e Ty,
(om)s o
rae Mepa fig jecre ®ypujeoBa Tpanchopmanuja Gyarnmje f.
. 1 _
Hauwme, nako f(t) = ’ / e~ " f(s)ds Moxe muBeprupaTH 3a HEKO 1, oBa (opMyJIa
(2m)3 IR

neguumme xomiiexkcny BopenoBy Mepy (i U Bakn / (1 + [t]*)d|p7| < oo. Pamm naxmer
Rk
sammca, on cana he ce uecto mucaTu f yMecTo fif.

Teopema 3.1. Heka je T = (T1,...,T)) k-mopra sameopenuz, zycmo defurucanus onepamopa,
maxeuz da nocmoje e*i xao pewena odzosapajyhez Kowujegoz npobaema (5) u da eaxncu

leLi || = O(|t|*) xa0 t — oo.

Hexa T; mehycobno xomymupagy (wmo snavu 0a odzoeapajyhe epyne eTi u €Tt mehycobno

romymupajy sa cee s,t € R u cee j,1).
k

Hexa je X pedaexcusan Banaxros npocmop u nexa je o = Zal,al 2> 0.
1=1
Tada gopmyaa (12) defurnuwe romomoppusam ®: F, — AB(X). IIpumom urnmezpan y (12)
nocmoju Kao caab unmeepans u P je (T,w) nenpexuono, 2de je T monoaozuja npocmopa F,, wao
nomnpocmopa 0yana npocmopa Cp o, a w je caaba mononoeuja wa B(X).

Ilokas. Heka je z € X u A € X*. ®ynrnuja t — A(e®Tz) je menmpexumna u paxu

/R A(e"Ta) duf] < /R AN+ )zl g < ALl 111l

3ato (12) mocroju kao ciaad uHTErpad.
IIpecaukaBame P je mUHEAPHO U BasKU

B)-000) = g [ [ g0
1 1

_ . ir<Td 2o (r) = . ir<Td —(r :(I)f ,
27r)§ /Rke g g( ) (27T)§ /R"‘e Mfg( ) o

—~
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roe jer =s+t.
Hera je Spze = {A| |A(Az)| < e} npenbazuu cryn y H(X), fo € Fo n

1 4
A= L / e Tdus(t) € B(X) sa f € Fa.
(27T)§ Rk
1 , .
Heka je V = f‘ o / A(e“‘Tx)duf/-%’ <¢ep. Tomro je t — A(e*Tx) menpern-
(2m)3 e

nuo, V' je okosnmua y F,, a Kako je

1 it-T
Al(Ay — Ap)a] = —— ./kA(e” D)y (1) < =,
(2m)2 F
cremt D(fo+V)C A+ Sape- O
Teopema 3.2. Hexa je p(ti,ta, ..., ;) noaunom cmenenam, a (U,)n>1 Hus mecm gynryuja xoju
pacmyhu u yrugopmro wa vomnaxmuma mexcu ka 1. Tada 3a ceaxu ¢ € ﬂ DomHTij

> mij=m J
sancu ©(9,p)¢ = p(Ty, T, ..., Ty)¢ Kad n — oo.

ITokaz. ®ymrrmja t+— 7T je jako u cnabo mudepenrmjabumaa n 3amosomasa (5). Heka je
D, = %%, a ¢ llupakosa muctpubymmja. [omro je DJ'(1) = D;”((Qﬂ')kﬂé) = (=)™t} (za
cee m € Np), a ¥, nMa KOMOAKTaH HOCAY, HA OCHOBY Ne(QUHUIMje AUCTPUOYTHje U CTaBa

1.1, meo (m), caemm

T T = 5 1)5 /R T T e T g d((2m) % - 6)
)2
= nlin;c - )g . N D" ... D™ (eit'T) ¢dﬂ(i*{9;)
T
= (=1)matem nh~>nc}o (2;)]; . /Rk eit‘Td)d'u’(D;”l-...~D;n’“(f)*1/9;)
= (=1)xi™ lim (2j)§ ./Rk ez‘t.mdﬂ(((fl)zjmjt;nﬁzlk)*@)
mTo nokasyje tBpheme y ciayuajy kama je p(ti,....tg) =t7"" -...-t;)"" (MoHOM). Y ommrem

ciIydJajy pesyiaraT cienu u3 janHeapHocTu P. 0

IIperxomau pesynraru rosope na je popmyaom (12) medpunucan yarpa caabu §yHKIAO-
HAJHU PpaYyH.
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3.2. Koucrpyknuja GpyHKIUOHAIHOT payyHa HA Fa,loc

Y 0BOM OZebKY je mokaszano na Moryhunoct koucrpyucama f(71') He 3aBUCH O IOHAIIAHA
¢yurnuje f y OECKOHAUYHOCTU; 3alpaBO, 3aBUCHU OJ JIOKAJHUX CBOjcTaBa ¢yHKmUje f.

Kpos ocrarak pazna, (¢n)n>1s (¥n)n>1, (Xn)n>1 he osmauasaru pacrylie Hu30Be Tect
¢ymrnuja, ca cmukom y [0,1], Taxkse ma {t € RF | ¢,(t) = 1} umme pacryhe musose
ckymoBa unja je yauja RF, cem ako ce e marmacu apyraunje. Taxse auzose hemo mHazupaTu
nCupnibyjyhmm.

oo
Cras 3.2. Hexa je X,, eexmopcru npocmop Im(x,(T)) (sa n € N) u nexa je Ey = |J X,.
n=1
Tada je X, uneapujanman 3a cee onepamope f(T), a E = L (Ey) je eyem y X.
JHoxas. Heka je v € X,,, 1j. © = xn(T)y. Tana f(T)x = f(T)xn(T)y = xn(T)f(T)y € X,.
ITowro x, — 1 y Tomosmoruju npocropa F,, 3a ceako ¢ € X Bawkum v = w — limz,, =
w — lim x,, (A)z. Cuemu na je ckyn Fy cinabo rycr, na je TakaB U HEroB JMHeApaH OMOTau
E. Mebytum, 3a amuneapue mpocTope caabo M jako 3aTBOPEHE Ce TMOKIAMAjy. [

Teoununmja 3.1. Hexa je F, . ckyn ceux pynkmaja f : RF — C raksux ma 3a cBaro ¢ € 9
Bawku fop € I,.

Cras 3.3. Baxcu F, C Fy 10c, a npocmop Fy 1o je anzebpa.

Joxkas. Ilpso tBpbeme cinemu uz & - F, C F, - F, C F,. Hexra je f,g € Fy joc u Hera je
v € 2. Heka je 1 € Z tako na je o = @, Tj. dyHrmuja ¢ je jemHara 1 y OKOJIWHU HOCAUA
pynxmmje ¢. Tana je fo,g¢ € Fo u fgp = fo-g¥ € Fo. O

Cras 3.4. Hexra je [ € Foioe, a (Xn)n>1 mexu ucupnayjyhu nuz u wexa je x € E. Tada nwus
((f- Xn)(T)ac)n>1 JaKO KOMBEP2UPA U WE20BA 2PAHUNHA 8PEOHOCTN HE 3a4BUCY 00 U3D0PA UCUPTLY-
jyhez nusza.

Joxka3. Hera je x € Xj. Tana je x = ¢;(A)y 3a vero y € X. Hera je ng € N Takso na je

Xno = 1 a supp . 3an = ng Bamn (f-Xn)(T)2 = (fXne)(T)z = ((f - (Xn = Xno) - ¥r(T))y = 0,
na je (f - xn)(T)z vouCcTAHTHO 38 N = ng. Cnemu na je Taj HU3 KOHCTaHTaH 3a x € F.

Hexa je (¥ )n>1 ucupmmyjyhin Hus u Heka je
y = lim (fxn)(T) m z = lim (fepn)(T).
n—oo n—od
3a npousBobHO 0 € 9 Baku

0T}y = lim O(T)(fx,)(T)a = (0F)(T)e.

u, ananorno, 0(T)z = (0f)(T)x. Cnemu ma 3a csaxo 0 € Z Bawu 0(T)(y — 2z) = 0. Axo 0
ysuma Bpennoctn 6, (z) = ¢ (L), rama 0,(T) — I cnabo (kax n — o0), ma je y —z = 0.

Iarme, rpanndHa BpeAHOCT He 3aBucHU onx u3bopa mcupimpyjyher Hu3a. O
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Hepraunuja 3.2. Hera je f € Fyjoc u x € E. Hera je f(T)x = lim (f - x»)(T)z (ua oBaj
n—od
HauuH je mepunucano npeciaukasame [ — f(T)).

CraB 3.5. IIpecaukasawe defunucaro y npemzoono) dedunuyuju je AuHeapro U MYAMUNAUKG-
Mueo.

Joxa3s. Jluneaproct je ounrnensa. Hus (fx,)(T)x je koHcTaHTaH 3a n = ng (3a HEKO Nyg).
Heka je 1, npoussosman ucupumwyjyhu ausz u = Ui (T)y € Xi, a ¢, ucupmwipyjyhu uus 3a
KOJU BaXKU XpPn = Xn- laga je

(13) (f)(@)x = tim (Fxa)(T)(gon) (T)s(T)y.

Homro oneparopu (fxn)(T), (9¢a)(T), ¥u(T) xomyrupajy, u (9¢n)(T)y u (fxn)(T)y
npunanajy Xg, na cy (gen)(T)y u g(T)y (ka0 rpanuyna BpemHOCT) y AOMEHY ONEpaTopa
f(T), 1j. oneparop f(T)g(T) je nobpo mepunucan na X,. 3amenom yiuora [ u g ciaenu na
jeu g(T)f(T) mobpo mepunucan va X,. M3 (13) cnemu (fg)(T) = f(T)g(T) = g(T)f(T). O

Iloka3 craBa 2.2. Y 0BOj riiaBu 3a yOIIIITEHE CKaJapHE ONePaTOPe KOHCTPYUCAH je yiaTpa
cnabu (YHKIMOHAIHU DadyH U npoummpeH no Fy ... Karko ¢ysrmmja f(x,y) = vy npunana
F, 1oc, oneparop f(T,S5) je mepunucan Ha JumHEpaHOM oMmMorady ckyna F (nedpurucanom y
craBy 3.2), ma u3 mokasa ctasa 3.5 ciaemu na cy na E u T'S u ST jemmaxu f(T,5). U
Cras 3.6. 3a ceaxo f € F, o onepamop f(T') je sameopus.

Hoxa3. Herka ©, — 0u f(T)x, — y kag n — co. Tana je
y=w— lim x,(T)y=w— lim lim x,(T)f(T)z,, =0,

nomro ¢y u Xn(T) u (xnf)(T) orpanudenu. O

3.3. Korcrpyknuja ¢yHKIUOHAIHOT padyyHa Ha %7,

Cras 3.7. Hexa je ") = O(|t|*) 3a newo o > 0. Hewa je o mecm dynwyuja, maxea da je
v =1 y nexoj okoaunu nyse u 0 < ¢ < 1. Hexa je xn(z) = ¢ (%) san €N. Tada fx, — fy
mono.aozuju npocmopa <, (kad n — oo).

Jlokas. Tpeba morkazatu na
/ gdfxn — / gdf
Rk Rk

g(t + 8)dxn(s). Iomro X,(s) — § ([Iuparosa macTpubymuja) y
k

Kaz n — oo 3a cBako g € Oy o(RY).

Heka je F,(t,s) = /
R
TOMOJIOTU]U TIPOCTOPaA ), Kax n — oo (Xn(s) npunana [[Isapuoso] knacu . u Teswku Ka 0 y

Tomosnoruju .¢’; Bunetu reopemy 2.5), caemu lim F,(t,s) = g(t).
n—oo
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ITomTo je

o~ o~

/Rk 9dfxn = /Rk gd(f ) = /Rk/w g(s + O)dF(£)dxn(s) = /Rk Fo(t, $)d](0),

u Kako je Xn(s) = n*@(ns) (cras 1.1, meo (e)), pesynrar ce mobuja Ha OCHOBY TEOpeME O
JOMUHAHTHO] KOHBEPTEHINjU, MOIMTO je

Rl < [ ot 9la T
< /nkeh(|s+t‘)d@(ns)
Rk

C . Gl / nEh 1) 3 (ns)ds
Rk

N
o

_ ec,ehum./ MED G (u)du
Rk

.ehutn./ 14D 3 () du
]Rk

< oC.haey . [ comst-(1+[ul”)
S € € a+k+1
RE (1 + |ul)

IN
o
Q

< const - ™MD,

Y mperxoanom je kopumhenro je na je g € Cpo(R¥), ¢ € .7 (ma je |@'(s)| < const - (1 +
[s|)™™ 3a cBako mpupogHO M), |%‘ < |u| 3a mpupomaOo n M cBOjcTBA QyHEUMjE h. O

Yeaos "It = O(|t|*), 3a mero a > 0, y murepaTypu ce gemhe 3aMemyje jaduum yCiIoBOM
In(1+ [¢])
im ————*

TEe;RMHA ODOIUKA €

> 0. 3ampaso, majuemhe ce cpehy asrebpe kox Kojux je omrosapajyha

— In(1
h(®) | ca ycmosom lim In(L+ [t])

je e M = O(|t|=™) 3a cBako m > 0; Bumeru, Ha mpumep, [2].

= (0, KOju je eKBUBAJIEHTAH YCJIOBY na

IIperxomuu cras mokalyje ma anrebpa o7, (ca qOZATHUM yCJIOBOM) 3a00BOJbABA YCIOB U3
nepuHMnUje yaTpa caabor pyHKIMOHAJIHOr padyHa. Kao u 3a amrebpe F,, ¢popmymna (12)
nepunaume xomomopduzam O: o7, — A(X), u kojom je mepunucan ynrpa caabu (GyHKIIO-
HaJaHU padyH. To roBope teopema 3.2 u caeneha Bapujanra Teopeme 3.1 3a anrebpe .o7,.
Ilokas je amasioran mokaly Teopeme 3.1, ma je M30CTaBJLEH.

Teopema 3.3. II00 ycaosuma meopeme 3.1 gopmyaa (12) dedunuwe romomopgusam O : oty —
HB(X). Ipumom urwmezpan y (12) nocmoju xao caad unmezpan u @ je (1,w) wenpexudro, 2oe je
T monoaozuja npocmopa <, Kao nomnpocmopa oyasa npocmopa Ch o, a w je caaba monoaozuja

na B(X).
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3.4. Hocau ¢yHKIIMOHAJJHOr padyyHa

IMedurunuja 3.3. Hocau ¢pyHKIMOHATHOT padyHa je HajMamy 3aTBOpeH ckym supp ® C RF
TakaB Ja, ako je f =g ua supp ®, onma je ¢(f) = P(g).

Hepunumuja 3.4. 3a Banaxos npocrop X Banaxos monxyn man Cl(m) je BEKTOPCKHU IIPO-
cTop

Xy = X ®r Cl(m) = { Z uses |us € X},
SC{1,2,....m}
ca HOpMOM

| > wses||= | > sl

SC{1,2,....,m} SC{1,2,...,m}

Hepununuja 3.5. 3a (m + 1)-ropkry ouneparopa Ty, T1,...,T,, (orpannuenux uiu HEorpa-
m

HUYeHUX ) Ha DBamaxosom npocropy X, oneparop T, = E Tje; je nepunucan ca
=0

TCI(Z uses) = Z Z TjUSGjes,
S j S

j=0

a mwerosa HopMma ca [|[Ty| = sup || Teul.
[lull<1

PeszonBenTHu ckyn u cuekrap omeparopa 1. mepuHUNIYy Ce je AHAKOCTUMA

p(Ta) = {NeR™ X ~T, jeunseprubunan}, OmHOCHO
o(Tu) = R™H \ p(Ter)-

Cras 3.8. (a) 3a ceaxo u € X,,, u cae A € Cl(m) eamcu |[uX| < 2% ||ul| |\
(6) o(Ta) S {A € R™H A < Vim + 1+ [|Te]}-

Cras 3.9. Hexa je Ty, Th,..., T, (m+ 1)-mopra xomymupajyhur neoepanuuenus onepamopa.
m

Hexa je Ty = ZTjej‘
j=0

(a) Caedeliu yeaosu cy exsusarenmmnu:

(1) Ty je unsepmubuaar;
(2) (Z Tf)eo Jje uneepmubduaam;
J

(3) E:TJ2 je unsepmubusar y B(X)
J
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(6) o(Ta) ={N e R™| Z(Tj —\;)? nuje uneepmubunan}.
J

ITon komyraTuBHOmNY ce moapa3ymesa na mocroju ryct ® C X, Tako qa 3a CBako T € 2
u cBako j, k Baxu T Tyx = T}, T)x; BumeTn u oes/bak O KOMYTATUBHOCTH Y IPETXOJHO] TIIABH.
-1
ITokas. Axo je Z:Tj2 nuBepTubunan y #(X), rana je TJI = Z:Tj2 | Ty — ZTjej ,
J J >0
na Baku (3)=(1).

ITowmro je TOfZTjej U = UT,, roe je U(Zuses) = Z(fl)ls‘uses, ciaenu na

7>0 J J

je [ To — ZTjej VHBepPTUOWIAH, Ia je U (Z Tf)eo = Ta(To — ZTjej) MHBEPTUOUIIAH,
3>0 J 7>0
Tj. (1)=(2).
(2)<(3) je ounrsnenno, a meo (6) caemu n3 (1)<(3). O

Iedununuja MOHOTEHUYHOCTH, K0 u Teopeme 2.6, 2.7 u 2.8 Baske (ca aHAIOTHUM JOKa-
3uMa) u 3a oneparopcke pynrnuje. Cnemmjanso, pyuknuja f: U — X(,) u3 xnace C' mazuBa
ce jeBo MOHOreHnYHa ako je Df =0, u 3a TakBe QyHKIUje BaKu

Teopema 3.4. Axo je f: R*T1 — X(n) O2panuvena yesa (ne80) monozenuuna gynryuja, maoa
je [ xoncmanmma.

Ipumep 3.1. Heka je ckyn K C R"™! kommakram u meka je #(K) ckyn omepatop Bpe-
MHOCHUX aHAJIUTUYEKNX (QyHEmUja HA K. 3a orBopeno U ronosorwmja ma 7 (U) je onpebena
yHU(GOPMHOM KOHBepreuuujom Ha komnaktuma; 2 (K) je yuuja csux 5 (U) (3a orBopene
U C K) ca uHAyKOBAaHOM TpaHUYHOM TomosorujoM. 3a z € ) = R"T1\ K nmexa je f.(z) =
-z

|z — gn 1

Gny1(x—2) r € K; rana, dynsnuja F: Q — J(K)(,) nepunucana ca F(z) =

f» jecre moHOrEeHUUYHA.

IIpumep 3.2. Heka je n memapan npupogan 6poj u 7 = (T, ..., T,) n+ l-Topra komyTu-
n

pajyhux omeparopa uz #(X). Hera je T = ZTjej u wexa je f.(7) = |T — z|" " NT — 2)
. 7

(3a z € R"™Y) rme je [|T—z|| = Z(TJ —z;)*| . Hpewma craBy 3.9 (6), aro je z € p(n)(T),
3=0

rana je f.(7) maBeptubumno y A(X),) (1 Bakn (f(T) ' =||T—z|| """ (T—-%)). Onepa-

Top BpemnocHa (ynrnuja F': poy(T) — B(X) ), nepunucana ca F(z) = (f(T)7, jecte

MoHoreHnuHa (ako 21n, tana je 251 € 7).

m
Teopema 3.5. Hocau gynryuonasnoe pauyra (us defurnuyuje 1.6) jednar je o (Z Tiei> .
i=1
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m
Ioxa3. Hera je n menapan mpupoman 6poj, n > max{m,2}, u T = ZTiei. IIpema craBy
i=1
3.9, rako je supp ® C R™, nososmno je nokasatu na je o(T) = supp ®. Aro je f = Zfses,
S

rana ®,)(f) = > g ®(fs)es jecre pammpeme ® mo xoMoMOpPu3IMa
KOjU je HempekujaH y OJHOCY Ha T u cialy romonorujy ma HB(X)ep,), U 3a KOju Bamu
supp @(,,) = supp P.

Heka A & supp®, u mera je ¥; € ¥ (3a i € N) rakso ma je ¥;(A) = 0 u supp?d; —
supp ® pactyhu u pasHOMepHO Ha KoMTakTuMa. Taza je gymkmmaja |x— A" 1(x — \) mo6po

nepunucana (3a £ = A\ cmarpa ce ma je spennoct ¢pyurmmje 0), nok je pymrmuja (x — \)|z —
A"~ nomunom (jep je n memapmo). Caemu

(T = ADT = A" lim @, (ﬂi o — AT = /\))

= lim @y (V5 (@ — Nz — A7) B (m = AT = /\))

11— 00

= lim ®(,,(¥7) =1.

Amnagorso, lim @, (1%- =X e — )\)) (T = AT = M|"' = I, na cremn na je
T — A\ vuBepTubunan, 1tj. A & o(T).

Y cympoTtHOM cMepy, Heka je f € 2 takso ma je supp fNo(T) = 0. Heka je
(T = aD) T — 21| 180, (f), 50 o ¢ o(T)
F(r) = Y ey
oy (F(O)- |t —al " =2)), 3a 2 &suppf

Karo je supp f No(T) = 0, cnenn na je F nepunucana 3a csarku z. Awro x & o(T),
x € supp f u ako je ¥; € Z (3a i € N) trakas na Basku ¥; = 1 ma supp f u ¥; tesxu ra 1 (ran
i — 00) pactyhu u yHUYOPMHO IO KOMIIAKTUMA, Tala je

(T = 2DIT = 21"~ @y (1) [t — 2| "= )

= lim Dy (9 (t— @)t — 2] ) - By () |t~ al " T 2))
= lim @, (Vi f) = Pn)(f),
11— 00
mTo 3Hauu na je F' nobpo mepumHMICAHO.
Ha ocuoBy nmpumepa 3.1 u 3.2 ¢pyuruuja F mena monorennyna. Kako
f@) -t —x| "t — ) = 0 xax |z| — oo, cremn ma
Qo (£ It =2 " T =) %0

y #(X)m), ma je cmuka omepatopa P, cmabo orpammyena. Mebyrum, y morammo
KOHBEKCHOM IPOCTODPY CBaku ciaabo OrpaHUYeH CKyl je u oranudeH (teopema 1.1), ma je
Q) (f(t) e x)) orpanuuen y Hopmu. lIpema teopemu 3.4, F' je KOHCTaHTHA.
MebDyTrumM, KakO KOHCTAHTAH HU3 ornepaTropa koju ciaabo texku ka 0 Mopa Outw HU3 HyIa
oneparopa, caema F'= 0. Hakre, ®,)(f) =0, ma je supp ®(,,) C o(T). O
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3.5. MaxkcuMmaJHOCT cjIabor ¢yHKIMOHAJIHOT pavyyHa

Y OBOM OZeJbKY je NMOKA3aHO & (YHKIMOHAJIHU PAYYH UMjad je er3UCTEeHnUja MOKa3aHa y
OBOM DAy CaIp/KM, Y HEKOM CMUCIY, Hajmmpy Moryhy aiaredbpy ¢yHKIu]ja.

Teopema 3.6. Onepamop T uma F, dyrnryuonarrnu pauyn axo u camo axo eamcu |e®T|| <
M1+ |t|*) 3a nexu M € R.

Ilokaz. Axo noctoju M € R taro ma je ||| < M(1 + |[t|*), onna u3 rnase 3 caemu na
oneparop 1" uma Fj, QyHKINOHATIHU paYyH.
(o3

—— e = (i) cnemm

dx®

Y CcympoTHOM cMepy, Kako je
it it d®

e’ —supe””—l—sup‘
el z€R| | zeR | dz®

IIa U3 €r3UCTeHNUje (YHKIMOHATHOT PavYyHA CIEIN & BaKU

eitw g 14+ |t|a’

[@(e") | < Mlle™ | < M1+ [¢]%).
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4. IIpuMmepu 1 3aKibydaK

Y 0BOj ryaBu JAaTU Cy 3aBPIIHU KOMEHTapu. Y NIpBOM oAeiky je ymopeben (yarpa)
cnab (QYHKIMOHAJIHN PAYyH Ca HEKUM APYTUM aKCMOMATCKUAM IPUCTYINMA; IOKA3aHO je na
je ynrpa cnad ¢ymrknmoHasHu pauyH omnmrtuju. lIpenusnuje, nobujena je oarosapajyha
Teopuja 3a mupy anrebpy ¢yHrmuja (kako je mokasano y [1], kmaca omeparopa ce morsama
ca KJIacOM KOja ce IocMaTpa Ipy IPUCTYIY yBoDhema (YHKINOHAIHOT padyHa UMUTUPAHEM
Komwu—I'punose wmarerpamue Gpopmyse). Y APYrOM ONEJbKy HABENEHU Cy HEKU [NPUMEPU
(OYHRIIMOHAJHUX padyHa, a y TpehieM HeKr KOMeHTapu 1 IPOOJIeMH KOju MOTY OUTHU IIPeIMeT
[ajber UCTPAKUBAKA.

4.1. Opgocu pa3IMuUUTUX depuHUNUja (YyHKIMOHAJIHOL PDAUyHAa

Y mperxomHUM riiaBaMa gepuHUCAHU Cy caabd m yarpa ciad (yHKIMOHAJIHA DAYYH Ha
HAUMH KOJU je MOTMBUCAH panoM Bacuineckya (Bumeru [27]). Mebyrum, nocroje ce u
apyraudnje gepuHUNUje (YHKIVMOHAJIHOI padyHa; y OBOM OEJLKYy HaBeleHe CY TPHU TaKBe
nepUHUIMje U pa3MaTpPaHu Cy HUXOBU ONHOCHU Ca PE3yITaTUMa OBOI pPala.

Iedpuuumnuja 4.1 (de Laubenfels, [12]). Heka je T meorpannuen oneparop Ha BanaxoBoMm
npoctopy X, a .# aarebpa ¢yurnnja. Heka je fi(x) =z (umentuura ¢pymrmmja), fo(z) =1
a gr(z) = (z = N)7!. Hpecmurasame F > f — f(T) € B(X) ce nasupa F (GyHKUOHATHU
pavYyH ako je XOMOMOP(U3aM 3a KOJU BaKU:

(1) ako f, f- f1 € F, Tana

FMTCTHT) = (- f)(T);
(2) aro fo € Z, rana fo(T)=1;
(3) aro g% € Z, Tana je T — A\l unjexusan u saxu (¢5)(T) = (T — X )~F.

Iedumammmja 4.2 (Andersson, [4]). Xuneponeparop #a R (y osmamu T' € Hyr) (X)) je
HENPEKUIHO MYJITUILIMKATUBHO npeciukasame 1: Z(R) — HA(X) 3a roje Baxn

(1) D7 = ¢€5(R) ImT(¢) je rycr y X;

(2) M= 0 KerT(9)={0}.
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Y panosmma [4] m [3] Andersson kopuctu asre6py &(R) csux mmpepentmjaburHanx
oo

dyurmuja f wma R koje mmajy nomamame f(z) ~ Zakxfk (rax © — o0), rue je ap € C.
k=0

[Tperu3snuuje, 3a ceako N € N Baskn
N
f(z)= Zakx_k +a N ey (2), x> 1,
k=0

re ¢y ry+1(2) 1 BeroBu U3BoM Orpanudenu. Jleramuuju omuc ose anrebpe Moske ce Halin
y [3]. Ocmm tora, kopuctu ce n u L(®D), ckyn cBux 3arsopusux omepartopa Ha D. Cryn
L(®) muje npoctop.

JHedpumuunuja 4.3 (Andersson, [4]). Hera je ¢ = (¢,D) nuHeapaH omepaTop KOjU CIMKA
ryct nmornpocrop © Bamaxosor nmpocropa X y cebe, KOju je 3aTBOPUB U TAKAB 14 IOCTOjU
JUHEAPHO MYJITUIUIMKATUBHO npeciukasame &(R) — L(D), crammapano mepuHmucaHo Ha
nosuHoMuMa (3arBopeme cauke 0 je Ox, 3arBopeme cauke 1 je 1x u gasme 1m0 JIMHEAPHOCTH
Y MYJTUIUIMKATABHOCTU), U 3& KOj€ BAKU:

ako hy — h xkan k — oo y &(R), rana hi(c)r — h(c)r xan k — oo 3a cBako © € D.
TakBo mpeciaukaBame ¢ ce HA3WBa CIA0UM XUIEPOIEePATOPOM.

CraB 4.1. Yampa caab $ynryuonannu pauyr je & FyRKUUOHAARY PAMYH Y CMUCAY Jeduruyuje
4.1, 20e je o/ ancebpa uz dedunuyuje 1.7.

Joxa3. (1) Hera je © € Dom(T) u x, = ¢ (%) zan €N, rue je 0 < ¢ <1 rect pyuruuja
jemnaka 1 y Heroj orosmHEU HyJse. V3 medpununuje ciabor (pyHKIMOHAIHOI pAaYyHA CJIENN
2 3 ffixn — ffi1 Kan n — oo y Tonomoruju npocropa &7, na (ffix.)(T) — ffi(T) cnabo,
KA n — 00. 3aTo je

FTTw =w ~ lim f(T)(fixa) (T = w — lmn(f foxa)(T)a = ()T,

omarie je f(T)T C (ff1)(T). Ca mpyre crpasre, 3a cBako x 3a koje f(T)x € Dom(T) Baxu

(F1)(T)e = w = lm( 1) (T)f (T)e = T (T)a.

Ckyn TakBUX BEKTODa x je camp:kaH y ckymny E meduHumcanom y crasy 3.2, ma je rycr y
X. o menpeknnuoctu caemm Tf(T) = (f f1)(T).

(2) Hera je fo € o u 5u3 (Xn)n>1 OyHEmUja U3 P koju Texu ka fo (kam n — o00) y
tomosoruju npocropa . Ilpema nepurnnmju crabor (pyHKIMOHAIHOD padyHa 7, je TycT
y & y ronoaoruju upocropa &. Cuemu fo(T)x = w — lim x,,(T)x = x, upema nepunumju

n—oo

yaTpa ciaabor (yHKIMOHAJHOD padyHa.

(3) Hera je g§ € /. Hera je (Xn)n>1 uwenpnmyjyhu mus ¢ymrmuja uz 2. Kaxko je
(z — N)Fgk(2) = 1, mpema nepumummjn yaTpa ciaabor $yHKIMOHAIHOT paduyHa u yciaoBy (3)
n3 neduaunuje 1.6 (npuMemeHoM Ha HOJUHOM { — 1), BasKU

¢ =w — lm(xa(f1 — NEGANT)a = (T = M) ga(T)*x = g\ (T)(T — M)z

n—
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CraB 4.2. Pecmpuryuja caaboe Pynkyuonantoz pawyna nwa 9 jecme tuneponepamop.

Toxa3. 13 ycnosa (3) mepuaunuje 1.6, npuvemenor Ha momuaoM fo(x) = 1, caene ycmosu
(1) n (2) u3 nepununuje 4.2. O

4.2. Ipumepu

ITpumep 1.1 moske Gutm m yommren kopumhemem mpumepa u3 [17] n Texmmre us [16].
IleTasu mOKa3a Cy aHAJOTHM NOKa3uMa n3 npumepa 1.1, ma cy m3ocrasibeHu.

IIpumep 4.1. ITocmoju onepamop 3a koju ne sanxcu (6), a HE20BO ACUMNMOMCKO NOHAULAKE
P
tA e’ a0 |t| — oo, 3a cearo p > 1

Hera je E BekTOPCEM IPOCTOP CBUX Ienaux (PyHENUja 3a koje nocroju C' € R rakas na je

3a0080.ma80a €

|/ (2)] < Ce”I".

Tana je EF Banaxos mpocTop, ako ce HopMa ¢yHKIUje f nepuHuIe kao HajMama KOHCTAHTA
C 3a KOjy ropma HejemHaKOCT Basku. llomTo je

/ - 1 f(§+2)
@)= [ g

1
omepatop T = — - = je orpannuen suneapan oneparop Ha E (Bumetn [17]). Cremn
1 dz
(T F) (2) = (e 1) (2) = f(z + ).

Taxobe je u ||| = O(e!!”) kan |t] — 0.

TayHo aCMMITOTCKO IOHAMIAKE MOKe ce no0uTtn ropuimhemeM (yHKIN]je

o0 Zn
foz) =) ——,
n=0 T (ﬂ + 1)
P
rae je I' rama ¢yuruuja. Ha ocmoy mpumepa 1.5. wu3 pama [16] zakmyuyje ce na je
folx) ~ pe®’ kam x — o0, 38 p > 7 OfaKIe ciemm TBpheme.

IIpumep 4.2. Heka je oneparop 1T = % : % nmepunucan Ha motnpoctopy mnpoctopa LP(R),
CACTaB/LEHOM OJI CBUX AllCOJIYTHO HempekumHuX (yHrimumja uuju cy n3somu y LP(R). Osaj
normpoctop je ryct y npocropy LP(R). Tarobe, saskm el f = f(z+1t) u ||e?T|| = 1. Cnemm

na omneparop 1" mma Iy QyHKIMOHAIHU pavyH.
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IIpumep 4.3. Heka je 7 Xuunbepros npocrop, a 1 : A — ¢ HeOrpaHUUYEH CAMOAjyHIO-
BaH oneparop. Heka je Q) : . — J¢ Huanorentan oneparop pena n (tj. Baxn Q" = 0 u
Q"1 +#0) xoju komyTupa ca T. Ha nmpumep, Q moxe 6utu onpeben marpumom

01 0 0
00 1 0
Q= 0l,
Co 1
0 0 0

Yy OJHOCY Ha KOPEHCKHU IOTIPOCTOP HEKe COICTBeHe BpenHocTtu omeparopa 1. Tana je

e TR = iR = 2 = Ol ).

Cunemn na omeparop T + @ uma Fj,_ 1 (YHKIMOHATIHU PAUYH.

IIpumep 4.4. Oueparop ansernuje (3a BEKTOPCKO HOMme ,,0p3une” a) jecte
fz,t) —a-Vf(x,t)

(V=1(0/0x1,...,0/0x,), v € R* t € R) u xopuctu ce y mexamumu ¢aynna. OH je yommre-
HU ckaJapHu oneparop (y jennaumnu ansekuuje f(x,t) je pememe ancrpakrHor Komujesor
Of(x,t)
ot
jamom; 3ampaBo, o koMyTupa ca 0/0z; 3a cBaku 1 < j < n. 3aT0 ce MO¥KE KOHCTPYUCATH
yaTpa caad (yHKIMOHAJHU PadyH 3a OBE OIepaTope, Ha ce MOry mnobuty nuHeapHe (U1 HEKe
HeJMHeapHe) Be3e oleparopa aABeKIuje U JaIlaCUjaHa; jefaH O] MO3HATUJUX HpUMepa je

Of(z,t)

T + f(x,t) - Vf(x,t) =a-Af(x,t) (Bypreposa jemnaumsa).

npobiema = a-Vf(z,t)). OBaj HeOrpaHWYEHN OMEPATOP KOMYTHUDA Ca JAIJIaCU-

4.3. 3aBpmIHA KOMEHTAPU

Y [24] Mclntosh, Pryde um Ricker cy mokasamu ma ce kKoj k-TOpkM KoMyTmpajyhmnx
OTPAHMYEHUX YOIIITEHUX CKaJapHuX omeparopa cuerrap o(7) mokaama ca HeKUM Apyraduje
nepuHMCAHUM 3ajenHudkuM cuekrpuma k-topre (17,...,7Ty), Ha npumep, ca XapTOBUM U
TejmopoBum cmekTtpoMm. YuHU ce Ma MHTEPECAHTHO MUTAHE 34 NaJbe UCTPAKUBAHE MOIKE
Ooutu na au oBo TBpDheme ocrtaje TauHo U 3a k-TOpKe HEOrpPaHUYEHUX Olleparopa. 3ampaso,
y #KeJb! Ja ce OArOBOPU Ha OBO MUTAHE JONLIO je 10 ,mupemna’ (YHKIMOHAJIHOD padyHa HA
HEKBa3MaHAJIUTUYKE KJace, IOMTO y BUMa IocToju MoryhHocT u3bopa GyHKIHMja Koje y3u-
Majy ,mnoromHe” BpemHocTu Ha oxrosapajyhum memosuma cmekrpa). Takobe, uumnum ce na
WHTEPECAHTHO MUTAMLE 3a Aa/be UCTPaKUBAIe MOke Outy ompebuBame Bese mamebhy yarpa
ciabor GpYyHKIMOHAJIHOT PpadYyHA M CJIa00r XUIEepPOIepaTopa.
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