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Predgovor

Tri znamenite i srodne teoreme koje su odolile zubu vremena i do�iv-
jele brojna uopxte�a i primjene su teoreme Karateodorija, Radona i
Helija. Pokuxaj da se u jednom radu makar i pomenu svi srodni prob-
lemi u samom startu je osu�en na propast, tako da sam morao dobro
odvagati i iz mora lijepih rezultata odabrati one koji su po mom ukusu
za nijansu vixe nego ostali. Tako u ovom radu rame uz rame stoje kla-
siqne teoreme kakve su recimo Jungova ili Xtajnicova i veoma novi i
nadasve lijepi rezultati koji se tiqu raznobojnog Tverbergovog prob-
lema.

Sam rad je podije	en na qetiri glave. Prva glava je uvodnog karak-
tera i slu�i kao priprema za ono xto dolazi kasnije. U �oj sam
kraj�e koncizno obradio osnove teorije konveksnih skupova, simplici-
jalne komplekse, kao i elemente homoloxke teorije.

Druga glava je u cjelosti posve�ena klasiqnim teoremama koje se
bave kombinatorikom konveksnih skupova. Pored tri glavne teoreme,
teoreme Karateodorija, Radona i Helija, ovdje sam pa��u posvetio
i nekim primjenama Helijeve teoreme, kao i jednom zanim	ivom uop-
xte�u teoreme Karateodorija. Kraj glave je rezervisan za Tverbergovu
teoremu. Teoremu mo�da ne tako vremexnu kao ostale koje su ovoj glavi,
ali svakako teoremu koja ve� zaslu�uje pridjev klasiqna.

U tre�oj glavi se bavim takozvanim raznobojnim teoremama, i to
Karateodorijevom i Helijevom. Raznobojna Karateodorijeva teorema je
poslu�ila za jedan od, do sada, naj	epxih dokaza Tverbergove teoreme,
koji je prikazan u ovoj glavi.

Konaqno, pos	ed�a, qetvrta glava se tiqe topoloxkih uopxte�a
Radonove i Tverbergove teoreme. Posebna pa��a je posve�ena raznobo-
jnom Tverbergovom problemu, u qijem je rjexava�u u pos	ed�e vrijeme
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naqi�en iznenadan i veliki pomak.

Na kraju, iako ne najma�e va�no, �elio bih ista�i kako mi je pri-
qi�avalo veliku qast i zadovo	stvo pisati pod mentorskom palicom
Sinixe Vre�ice, kome se i ovom prilikom zahva	ujem za svesrdnu pomo�
i primjedbe koje su ovaj rad uqinile mnogo bo	im nego xto je mogao biti.

Ba�a Luka, Trojqindan, 2011. V. T.
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Glava 1

Stvari poznate, vixe ili

ma�e

Ova glava �e nam poslu�iti da navedemo osnovne pojmove koji �e nam
kasnije koristiti kao i da ustalimo oznake. Dokaze i deta	nija pojax-
�e�a pojmova �emo izbjegavati, ali �emo, gdje god bude potrebe, uputiti
qitaoca na literaturu sa vixe podataka o datoj temi.

1.1 Konveksni skupovi

U ovom poglav	u navex�emo osnovne osobine konveksnih skupova.Tako�e
�emo definisati dvije posebne klase konveksnih skupova koje �e nam
kasnije koristiti, konveksne politope i konveksne konuse. Dokaze i
deta	nija objax�e�a qitalac mo�e prona�i u [Vre93], [Zie95] i [Mat02].

Definicija 1.1. Skup C ⊆ Rd nazivamo konveksnim ako za sve x,y ∈
C i sve λ ∈ [0, 1] vrijedi (1− λ)x + λy ∈ C.

Geometrijski, konveksan skup za svake svoje dvije taqke sadr�i i
du� koja ih povezuje.

Teorema 1.1. Presjek familije konveksnih skupova je konveksan skup.

Definicija 1.2. Neka je S ⊆ Rd. Najma�i, po inkluziji, konveksan
nadskup od S zovemo konveksnim omotaqem od S i oznaqavamo sa
conv(S).

Definicija 1.3. Neka su λ1, λ2, . . . , λn nenegativni realni brojevi
takvi da je λ1 +λ2 + . . .+λn = 1. Izraz λ1x1 +λ2x2 + . . .+λnxn nazivamo
konveksnom kombinacijom taqaka x1,x2, . . . ,xn.
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1.1. Konveksni skupovi

Teorema 1.2. Neka je S ⊆ Rd. Tada je

conv(S) = {
n∑
i=1

λixi : n ∈ N, λi > 0,
n∑
i=1

λi = 1,xi ∈ S}.

Definicija 1.4. Neka su A,B ⊂ Rd. Ka�emo da hiperravan h razd-
vaja skupove A i B ako su oni sadr�ani u razliqitim zatvorenim
poluprostorima odre�enim sa h. Ako su pri tome sadr�ani u razli-
qitim otvorenim poluprostorima, re�i �emo da h strogo razdvaja
A i B.

Teorema 1.3. Neka su C1 i C2 konveksni podskupovi od Rd. Ako je C1 ∩
C2 = ∅ tada postoji hiperravan h koja razdvaja skupove C1 i C2. Ako su
pri tome skupovi C1 i C2 ograniqeni i bar jedan od �ih je kompaktan,
hiperravan h mo�emo odabrati tako da ih strogo razdvaja.

Primjedba 1.4. Iz predhodne teoreme se vidi da se taqka mo�e
strogo razdvojiti od ograniqenog konveksnog skupa, ako mu ne pripada.

Definicija 1.5. Hiperravan h je hiperravan oslonca skupa S ⊂ Rd

u taqki x ∈ S ako je x ∈ h, a skup S je sadr�an u jednom od zatvorenih
poluprostora odre�enih sa h.

Teorema 1.5. Zatvoren i konveksan skup C ⊂ Rd ima hiperravan
oslonca u svakoj svojoj graniqnoj taqki.

Definicija 1.6. Politop je konveksan omotaq konaqnog skupa
taqaka u Rd.
Dimenzija politopa P, dim(P ), je dimenzija �egovog afinog omotaqa.

Definicija 1.7. Poliedar je presjek konaqno mnogo poluprostora u
Rd.

Mo�e se pokazati da je svaki politop jedan ograniqen poliedar i
obrnuto (pogledati [Zie95]), te �emo se nada	e ponaxati u skladu sa tom
qi�enicom.

Definicija 1.8. Nejednakost aTx 6 α, koja je ispu�ena za svaku
taqku x politopa P nazivamo validnom nejednakosti za politop
P.

Definicija 1.9. Ako je P ⊂ Rd politop, aTx 6 α nejednakost
validna za P, h = {x ∈ Rd : aTx = α}, skup h ∩ P nazivamo stra-
nom politopa P.
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1.1. Konveksni skupovi

Strane dimenzije 0 nazivamo tjemenima, a strane dimenzije d − 1,
ako je dim(P ) = d, maksimalnim stranama. Nejednakosti 0Tx 6 0
i 0Tx 6 1 su oqigledno validne za svaki politop P ∈ Rd, a na osnovu
prve je politop sam sebi strana, dok je na osnovu druge prazan skup, ∅,
strana svakog politopa. Ove strane obiqno zovemo trivijalnim a ostale
pravim stranama politopa P.

Definicija 1.10. Neka je P politop dimenzije d. Relativna un-
utrax�ost politopa P je skup

relint(P ) = P \
⋃

F je strana od P
dim(F )6d−1

F.

Relativna granica politopa P je skup

relbd(P ) = P \ relint(P ).

Sada �emo se upoznati sa jox jednom posebnom klasom konveksnih
skupova, konveksnim konusima.

Definicija 1.11. Neprazan skup C ∈ Rd koji za svaki svoj konaqan
podskup sadr�i i sve �egove nenegativne linearne kombinacije nazi-
vamo konusom.

Primjedba 1.6. Prema predhodnoj definiciji svaki konus je konveksan
i sadr�i 0.

Definicija 1.12. Neka je S ⊂ Rd. Najma�i, po inkluziji, konus koji
sadr�i S nazivamo konusnim omotaqem skupa S i obi	e�avamo sa
cone(S).

S conv(S) cone(S)

Ilustracija 1.1: Skup, konveksni omotaq i konusni omotaq

Sliqno kao u sluqaju konveksnih omotaqa imamo da vrijedi s	ede�a
teorema.
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1.2. Simplicijalni kompleksi

Teorema 1.7. Neka je S ⊆ Rd. Tada je

cone(S) = {
n∑
i=1

λixi : n ∈ N, λi > 0,xi ∈ S}.

1.2 Simplicijalni kompleksi

Jedan od najva�nijih mostova izme�u topologije i kombinatorike
predstav	aju simplicijalni kompleksi, kojima �emo posvetiti ovo
poglav	e. Deta	niji tretman simplicijalnih kompleksa qitalac mo�e
na�i u [Mun84].

Definicija 1.13. Neka je V = {v1,v2, . . . ,vd+1} ⊂ Rd afino neza-
visan skup. Konveksan omotaq skupa V, σd = conv(V ), nazivamo
d−dimenzionalnim simpleksom. Elemente skupa V nazivamo
tjemenima simpleksa. Konveksan omotaq proizvo	nog podkupa od
V nazivamo stranom simpleksa σd.

Iz definicije je jasno da su strane simpleksa tako�e simpleksi i
da d−simpleks ima 2d strana (prazan skup je −1−simpleks). Taqka
je 0−simpleks, 1−simpleksi su segmenti, 2−simpleksi su trouglovi, i
tako da	e.

Definicija 1.14. Za nepraznu konaqnu familiju simpleksa K ka�emo
da je simplicijalni kompleks ako vrijedi:

• Ako je σ ∈ K i τ je strana od σ tada je i τ ∈ K.

• Ako su σ1, σ2 ∈ K tada je σ1 ∩ σ2 strana i od σ1 i od σ2.

Uniju svih simpleksa iz simplicijalnog kompleksa K zovemo poliedrom
od K i obi	e�avamo sa ||K||.
Dimenzija simplicijalnog kompleksa K je najve�a od dimenzija pri-
padaju�ih simpleksa, dim(K) = max{dim(σ) : σ ∈ K}.
Skup tjemena, u oznaci V (K), je unija skupova tjemena simpleksa iz
K.

Simplicijalni kompleksi dimenzije 0 su konfiguracije taqaka,
1−dimenzionalni simplicijalni kompleksi su grafovi, geometrijski
predstav	eni sa pravim granama koje nemaju me�usobnih presjeka, osim
u qvorovima.
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1.2. Simplicijalni kompleksi

Za svaku taqku x ∈ ||K|| postoji jedinstven simpleks σ ∈ K takav
da je x ∈ relint(σ). Taj simpleks zovemo nosaqem od x i oznaqavamo sa
supp(x).

Definicija 1.15. Ako je K simplicijalni kompleks i L ⊆ K tako�e
simplicijalni kompleks, za L ka�emo da je potkompleks od K.

Primjer 1.1. Skup strana simpleksa σd je simplicijalni kompleks.
Oznaku σd �emo koristiti i za simpleks i za simplicijalni kompleks.

Primjer 1.2. Skup svih strana dimnenzije ne ve�e od k simplici-
jalnog kompleksa K je potkompleks od K. Ovaj simplicijalni kompleks
zovemo k−skeleton od K i oznaqavamo sa (K)6k.

Primjer 1.3. Specijalno, skup svih pravih strana simpleksa σd je
simplicijalni kompleks (σd)6d−1.

Definicija 1.16. Neka je X topoloxki prostor. Simplicijalni
kompleks K takav da je ||K|| homeomorfno sa X, ako postoji, nazivamo
triangulacijom od X, a prostor X triangulabilnim.

U skladu sa predhodnom definicijom pod pojmom simplicijalni
kompleks �emo podrazumijevati i sve topoloxke prostore koji su tri-
angulabilni.

Primjer 1.4. Neka je (e1, e2, . . . , ed) standardna baza prostora Rd.
Hiperoktaedar, 3d, je politop definisan sa

3d = conv{±e1,±e2, . . . ,±ed}.

Lako se vidi da su �egove prave strane oblika convF, pri qemu je F pod-
skup od {±e1,±e2, . . . ,±ed} koji ne sadr�i istovremeno +ei i −ei ni za
jedno i ∈ [d]. Skup svih pravih strana ovog politopa je simplicijalni
kompleks koji predstav	a jednu triangulaciju sfere Sd−1.

Definicija 1.17 (Kombinatorni simplicijalni kompleks). Neka je V
konaqan skup i K ⊆ 2V familija podskupova od V. Par (V,K) nazivamo
kombinatornim simplicijalnim kompleksom ako vrijedi

F ∈ K, G ⊆ F ⇒ G ∈ K.

Elemente od K nazivamo (kombinatornim) simpleksima.
Dimenziju od K definixemo sa dim(K) = max{|F | − 1 : F ∈ K}
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1.2. Simplicijalni kompleksi

Kada je skup tjemena V poznat govori�emo jednostavno o kombia-
tornom simplicijalnom kompleksu K.

Neka je K neki geometrijski simplicijalni kompleks qiji je skup
tjemena V. �emu odgovara kombinatorni simplicijalni kompleks na
skupu V qiji su simpleksi skupovi F ∈ 2V takvi da je conv(F ) ∈ K.
S druge strane, ako je (V,K) kombinatorni simplicijalni kompleks,
takav da je |V | = n+ 1, mo�emo mu pridru�iti potkompleks od σn.

Na osnovu predhodnih razmatra�a jasno je da mo�emo odbaciti prid-
jeve geometrijski i kombinatorni i priqati o simplicijalnom kom-
pleksu.

Primjer 1.5 ([BLVŽ94]). Topovski kompleks ∆m,n je simplicijalni
kompleks qija su tjemena po	a (m × n)−xahovske table, a simpleksi
su mu svi rasporedi me�usobno nezavisnih topova.
Topovski kompleks se u literaturi jav	a i kao kompleks parcijalnih
injektivnih funkcija iz [m] u [n], ali i kao kompleks parcijalnih
meqinga kompletnog bipartitnog grafa Km,n.

Definicija 1.18. Neka su K i L simplicijalni kompleksi. Pres-
likava�e f : V (K) → V (L) koje slika simplekse u simplekse nazivamo
simplicijalnim. Ako je f bijekcija, ka�emo da su simplicijalni
komplesi izomorfni.

Qi�enica da svaka taqka iz ||K|| ima jedinstven nosaq nam omogu�ava
da simplicijalno preslikava�e f : V (K) → V (L) proxirimo do pres-
likava�a ||f || : ||V (K)|| → ||V (L)||, definisanog sa

||f ||(x) = ||f ||(
k∑
i=0

αivi) =
k∑
i=0

αif(vi),

ako je conv{v0,v1, . . . ,vk} = supp(x).

Ovo proxire�e �emo zvati afinim ili kanonskim proxire�em

simplicijalnog preslikava�a f i kada to ne bude dovodilo do zabune,
koristi�emo istu oznaku i za simplicijalno preslikava�e i za �egovo
kanonsko proxire�e.
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1.3. �ojnovi

1.3 �ojnovi

Va�na konstrukcija u primjenama topologije u diskretnoj geometriji
je 
ojn topoloxkih prostora. Posebno bitan sluqaj za nas je 
ojn sipli-
cijalnih kompleksa, tako da �emo sa �im i krenuti. U izlaga�u �emo,
uz neke izmjene, pratiti [Mat08], gdje se mogu na�i nedostaju�i dokazi.

Prije nego li definixemo 
ojn simplicijalnih kompleksa uvedimo
oznaku koja �e nam kasnije uxtedjeti mnogo prostora:

A ]B = A× {1} ∪B × {2}.

Sliqno za n skupova A1, A2, . . . , An definiximo

A1 ] A2 ] . . . ] An = A1 × {1} ∪ A2 × {2} ∪ . . . ∪ An × {n}.

Definicija 1.19. Neka su K i L simplicijalni kompleksi. �ojn
simplicijalnih kompleksa je simplicijalni kompleks K ∗ L na
skupu V (K)]V (L) qiji su simpleksi svi skupovi oblika F ]G za F ∈ K
i G ∈ L.

Induktivno mo�emo definisati 
ojn n > 2 simplicijalnih kom-
pleksa. �ojn je asocijativna operacija, u smislu da su simplicijalni
kompleksi (K ∗ L) ∗M i K ∗ (L ∗M) izomorfni, te stoga mo�emo pisati
kratko K ∗ L ∗ M. Tako�e, za n−
ojn simplicijalnog kompleksa K sa
samim sobom K ∗K ∗ . . . ∗K pixemo K∗n.
Mo�e se pokazati da za simplicijalne komplekse K1, K2, L1 i L2 vri-
jedi

||K1|| ∼= ||K2|| i ||L1|| ∼= ||L2|| ⇒ ||K1 ∗ L1|| ∼= ||K2 ∗ L2||.

Dakle, iako smo 
ojn definisali kao kombinatorni objekat, ipak on ima
topoloxko znaqe�e. Inaqe se 
ojn mo�e definisati i za proizvo	ne
topoloxke prostore, a lijepa stvar je xto se ta definicija za triangu-
labilne prostore poklapa sa predhodnom.

Definicija 1.20. Neka su X i Y topoloxki prostori. �ojn X ∗Y je
faktor prostor X × Y × [0, 1]/≈, gdje je relacija ekvivalencije ≈ data
sa (x, y, 0) ≈ (x′, y, 0) i (x, y, 1) ≈ (x, y′, 1) za sve x, x′ ∈ X i y, y′ ∈ Y.

Kao xto smo ve� naglasili simplicijalni i topoloxki 
ojn se pok-
lapaju za triangulabilne prostore, naime vrijedi ||K ∗ L|| ∼= ||K|| ∗ ||L||,
a s	ede�a lema nam mo�e pomo�i u dokazu te qi�enice, iako se tu ne
zavrxava �ena korist.
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1.3. �ojnovi

Lema 1.8. Neka su X i Y ograniqeni topoloxki potprostori od Rn

takvi da je X ⊂ h1 i Y ⊂ h2, gdje su h1 i h2 mimoilazne afine mno-
gostrukosti, h1 ∩ h2 = ∅ i dim(h1 ∪ h2) = dim(h1) + dim(h2) + 1. Tada
je

X ∗ Y ∼= {tx + (1− t)y : t ∈ [0, 1],x ∈ X,y ∈ Y }.

Za taqku (x, y, t) ∈ X ∗ Y koristi�emo oznaku tx ⊕ (1 − t)y, xto bi
predstav	alo formalnu konveksnu kombinaciju. Ipak ovakva operacija
nije komutativna te treba biti oprezan. Analogno, za taqku iz 
ojna
K1 ∗ K2 ∗ . . . ∗ Kn �emo koristiti zapis t1x1 ⊕ t2x2 ⊕ . . . ⊕ tnxn, gdje su
t1, t2, . . . , tn nenegativni skalari qija je suma jednaka 1.

Primjer 1.6. Za simplekse σk i σl vrijedi σk ∗ σl ∼= σk+l+1.

Primjer 1.7. Neka je D2 = {∅, {1}, {2}}. Vrijedi ||D2|| ∼= S0. Kada je
u pita�u D∗n2 skup tjemena mo�emo identifikovati sa [2] × [n] pri
qemu �e simpleksi biti svi podskupovi koji ne sadr�e istovremeno
(1, i) i (2, i) za neko i ∈ [n], xto je nixta nego granica hiperoktaedra
3n koja je homeomorfna sferi Sn−1. Dakle,

D∗n2
∼= (S0)∗n ∼= Sn−1.

Tako�e mo�emo zak	uqiti da je

Sk ∗ Sl ∼= Sk+l+1.

Definicija 1.21. Neka su data preslikava�a na topoloxkim pros-
torima f1 : X1 → Y1, f2 : X2 → Y2. �ojn preslikava�a f1 i f2

f1 ∗ f2 : X1 ∗X2 → Y1 ∗ Y2

definixemo sa

f1 ∗ f2 : tx1 ⊕ (1− t)x2 7→ tf(x1)⊕ (1− t)f(x2).

Definicija 1.22. Neka je X topoloxki prostor. Skup

X∗n∆(k) = X∗n \ {
n⊕
i=1

1

n
xi : ∃{i1, . . . , ik} ⊆ [n] takav da xi1 = . . . = xik}

nazivamo k−uma�enim n−
ojnom. Ako je k = n pixemo X∗n∆ umjesto
X∗n∆(n).
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1.4. Elementi algebarske topologije

Definicija 1.23. Za simplicijalni kompleks K definixemo k−uma-
�eni n−
ojn sa

K∗n∆(k) = K∗n \ {F1 ] . . . ] Fn : ∃{i1, . . . , ik} ⊆ [n] takav da
k⋂
j=1

Fij 6= ∅}.

Ako je k = n pixemo K∗n∆ umjesto K∗n∆(n).

Uma�eni 
ojnovi �e nam biti va�ni u glavi 4 kada nam bude potrebno
da dejstvo grupe bude slobodno.

Lema 1.9. Ako su K i L simplicijalni kompleksi, tada vrijedi

(K ∗ L)∗n∆(2)
∼= (K)∗n∆(2) ∗ (L)∗n∆(2).

Lema 1.10. Za d > 0 i n > 2 vrijedi

(σd)∗n∆(2)
∼= [n]∗(d+1)

Primjer 1.8. Za topovske komplekse vrijedi ∆m,n
∼= ([n])∗m∆(2).

1.4 Elementi algebarske topologije

U ovom poglav	u �emo navesti neke osnovne pojmove iz algebarske
topologije, a ci	 nam je da definixemo stepen preslikava�a, xto �e
nam koristiti u glavi 4 prilikom prouqava�a takozvanog raznobojnog
Tverbergovog problema. Ova ekskurzija u po	e algebarske topologije
bi�e kraj�e koncizna i uglavnom �emo pratiti prvu glavu iz [Mat06].

Definicija 1.24. Neka su X i Y topoloxki prostori i f, g : X → Y
neprekidna preslikava�a. Ka�emo da su f i g homotopna, f ∼ g, ako
postoji neprekidno preslikava�e F : X × [0, 1]→ Y takvo da je

F (x, t) =

{
f(x), x ∈ X, t = 0

g(x), x ∈ X, t = 1

Preslikava�e homotopno konstantnom zovemo nulhomotopnim.

Definicija 1.25. Za topoloxke prostore X i Y ka�emo da su
homotopski ekvivalentni ako postoje neprekidna preslikava�a
f : X → Y i g : X → Y takva da je g ◦ f ∼ idX i f ◦ g ∼ idY .

9



1.4. Elementi algebarske topologije

Definicija 1.26. Neka je k > −1. Topoloxki prostor X je k−povezan
ako za svako l = −1, 0, 1, . . . , k, neprekidno preslikava�e f : Sl → X
mo�emo proxiriti do neprekidnog preslikava�a f̃ : Bl+1 → X. Za
l = −1 ovo znaqi da je prostor X neprazan.

Prostor X koji je 0−povezan �emo zvati povezanim.

Teorema 1.11 ([Mat08]). Sfera Sn je (n−1)−povezana i nije n−povezana.

Teorema 1.12 (Bjorner, Lovas, Vre�ica, �iva	evi�, [BLVŽ94]).
Topovski kompleks ∆m,n je (ν − 1)−povezan, za

ν = min{m,n, b(m+ n+ 1)/3c}.

Definicija 1.27. Neka je σd = conv{v0,v1, . . . ,vd} d−simpleks. Za
dva poretka skupa tjemena ka�emo da su ekvivalentna ako se razlikuju
za parnu permutaciju. Ako je d > 0 poreci tjemena su razbijeni u
dvije klase ekvivalencije. Klasu ekvivalencije zovemo orijentaci-
jom simpleksa σd. Za d = 0 postoji jedna klasa i samim tim jedna ori-
jentacija. Orijentisani simpleks je simpleks zajedno sa odabra-
nom orijentacijom.

Predhodna definicija orijentacije je kombinatorne prirode. U lit-
eraturi se orijentacija definixe i na s	ede�i naqin. Naime, posma-
tramo orijentisane baze od Rd. Za dvije takve ka�emo da su ekvivalentne
ako matrica prelaska sa jedne na drugu ima pozitivnu determinantu.
Ovakva relacija ekvivalencije dijeli orijentisane baze prostora Rd na
dvije klase ekvivalencije. Klasu ekvivalencije nazivamo orijentaci-
jom prostora Rd. Kada znamo orijentisati linearni prostor, znamo i
afin, a orijentacija simpleksa bi bila orijentacija �egovog afinog
omotaqa. Ove dvije definicije orijentacija se poklapaju, pa nada	e
ne�emo praviti razliku.

Definicija 1.28. Indukovana orijentacija (d−1)−dienzionalne
strane orijentisanog simpleksa σd je potporedak orijentacije sim-
pleksa σd.

Definicija 1.29. Orijentacija simplicijalnog kompleksa K je
skup orijentacija svakog od simpleksa iz K.

Definicija 1.30. Niz C Abelovih grupa i �ihovih homomorfizama

· · · −−−→ Cn+1
∂n+1−−−→ Cn

∂n−−−→ Cn−1 −−−→ · · ·

beskonaqan u oba smjera zovemo lanqastim kompleksom ako za svako
n ∈ Z vrijedi ∂n∂n+1 = 0.

10



1.4. Elementi algebarske topologije

Uslov ∂n∂n+1 = 0 je ekvivalentan uslovu Im(∂n+1) ⊆ Ker(∂n).

Definicija 1.31. Grupu Cn zovemo n−dimenzionalnom lanqas-
tom grupom kompleksa C. Jezgro, Ker(∂n), homomorfizma ∂n zovemo
grupom n−dimenzionalnih ciklova i sliku, Im(∂n+1), homomor-
fizma ∂n+1 grupom n−dimenzionalnih granica. Uvex�emo oznake
An = Ker(∂n) i Bn = Im(∂n+1).

Definicija 1.32. Faktor grupu Hn(C) = An/Bn zovemo n−tom ho-
moloxkom grupom lanqastog kompleksa C.

Definicija 1.33. Neka su C i C ′ dva lanqasta kompleksa. Lan-
qasto preslikava�e je familija homomorfizama

φ = {φn : Cn → C ′n, n ∈ Z}

za koju vrijedi φn∂n+1 = ∂′n+1φn+1 za svako n.

Uslov φn∂n+1 = ∂′n+1φn+1 znaqi da su svi kvadrati u do�em dijagramu
komutativni.

· · · −−−→ Cn+1
∂n+1−−−→ Cn

∂n−−−→ Cn−1 −−−→ · · ·yφn+1

yφn yφn−1

· · · −−−→ C ′n+1

∂′n+1−−−→ C ′n
∂′n−−−→ C ′n−1 −−−→ · · ·

Lanqasta preslikava�a indukuju homomorfizme odgovaraju�ih ho-
moloxkih grupa.

Teorema 1.13. Neka je φ : C → C ′ lanqasto preslikava�e. Tada pres-
likava�e x 7→ φn(x) indukuje homomorfizam φ∗ : Hn(C)→ Hn(C ′).

Nax s	ede�i ci	 je da orijentisanom simplicijalnom kompleksu
K pridru�imo lanqasti kompleks C(K). Poqnimo sa grupama. Ele-
menti grupe Cn(K) su formalne sume m1σ

n
1 + m2σ

n
2 + . . . + mkσ

n
k gdje su

σni , i = 1, . . . , k svi n−simpleksi iz K, mi su cijeli brojevi, a sabira�e
elemenata iz Cn(K) je komponentno.

Homomorfizam ∂n : Cn(K) → Cn−1(K) je dovo	no da definixemo za
generatore, ali prvo primijetimo da svaki σn−1 ∈ Cn−1 koji je strana
od generatora σn ima dvije orijentacije, sopstvenu i indukovanu:

∂n(σn) =
∑

σn−1∈Cn−1(K)

ε(σn−1)σn−1

11



1.4. Elementi algebarske topologije

pri qemu je

ε(σn−1) =


0, ako σn−1 nije strana od σn,

1, ako σn−1 jeste strana od σn i orijentacije se poklapaju,

−1, inaqe.

Teorema 1.14. Ako je K orijentisani simplicijalni kompleks, niz
C(K) jeste lanqasti kompleks.

Definicija 1.34. Neka je K orijentisani simplicijalni kompleks.
Homoloxke grupe kompleksa K, Hn(K), su homoloxke grupe odgo-
varaju�eg lanqastog kompleksa C(K).

Kao xto se i oqekuje, homoloxke grupe ne�e zavisiti od izbora
orijentacije simplicijalnog kompleksa. Tako�e, ako je X proizvo	an
triangulabilan prostor i ako je K simplicijalni kompleks za koji vri-
jedi X ∼= ||K|| definixemo Hn(X) = Hn(K). Ispostavi se da definicija
ne zavisi od izbora triangulacije.

Neka je g : K → L simplicijalno preslikava�e. Ono indukuje lan-
qasto preslikava�e φ : C(K)→ C(L) na s	ede�i naqin:

φ(σ) =

{
0, ako dimσ > dim f(σ),

±g(σ), inaqe,

pri qemu �emo znak + uzeti ako g quva orijentaciju, a − ako je mije�a.

Kako smo se ve� uvjerili da lanqasto preslikava�e indukuje homo-
morfizme lanqastih grupa, to nam omogu�ava da definixemo

g∗ : Hn(K)→ Hn(L),

indukovani homomorfizam homoloxkih grupa, za simplicijalno pres-
likava�e g : K→ L.

Poxto se mo�e pokazati i da za svako neprekidno preslikava�e
izme�u triangulabilnih prostora, f : ||K|| → ||L||, postoji simpli-
cijalno preslikava�e g : K → L, takvo da je ||g|| ∼ f onda mo�emo
definisati indukovani homomorfizam i za neprekidno preslikava�e
f,

f∗ : Hn(K)→ Hn(L),

sa f∗ = g∗.
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1.4. Elementi algebarske topologije

Definicija 1.35. Topoloxki prostor M je n−dimenzionalna
mnogostrukost ako svaka taqka x ∈M ima okolinu U homeomorfnu
sa otvorenim i povezanim skupom V ⊆ Rn.

Nas �e isk	uqivo interesovati triangulabilne mnogostrukosti.

Definicija 1.36. Triangulabilna n−dimenzionalna mnogostrukost
je orijentabilna ako n−simplekse mo�emo orijentisati tako da
indukovane orijentacije (n − 1)−simpleksa sadr�anog u dva susjedna
n−simpleksa budu suprotne.

Teorema 1.15. Neka je M povezana, zatvorena, triangulabilna
n−dimenzionalna mnogostrukost. Tada je Hn(M) = Z, ako je M ori-
jentabilna mnogostrukost i Hn(M) = 0, ako nije.

Zajedno sa poznatom qi�enicom da je svaki homomorfizam Z → Z
u stvari mno�e�e nekim skalarom, predhodna teorema nam omogu�ava
s	ede�u definiciju.

Definicija 1.37. Neka su M i N povezane, zatvorene, triangula-
bilne i orijentabilne n−dimenzionalne mnogostrukosti i neka je
f : M → N neprekidno preslikava�e. Cio broj f∗(1), gdje je f∗ in-
dukovani homomorfizam homoloxkih grupa, nazivamo stepenom pres-
likava�a f, i obi	e�avamo sa deg(f).

f

Ilustracija 1.2: deg(f) = 3

Stepen preslikava�a ima jasnu geometrijsku interpretaciju. Neka
je f : M → N simplicijalno preslikava�e i σn simpleks iz N.
Neka su σn1 , σ

n
2 , . . . , σ

n
k svi n−simpleksi iz M koji se slikaju u σn.

Neka orijentacije svih ovih simpleksa odgovaraju orijentacijama mno-
gostrukosti. Dodijelimo simpleksu σni broj 1 ako restrikcija od f na σni
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1.4. Elementi algebarske topologije

quva orijentaciju, a −1 ako je mije�a. Suma ovih brojeva je upravo ste-
pen preslikava�a f. Ako f nije simplicijalno, nego samo neprekidno,
trebamo ga prvo aproksimirati, �emu homotopnim, simplicijalnim
preslikava�em.

Za kraj �emo definisati jox jednu klasu prostora na kojoj se
mo�e definisati stepen preslikava�a, a to su takozvane pseudomno-
gostrukosti.

Definicija 1.38. Zatvorena n−dimenzionalna pseudomno-
gostrukost je n−dimenzionalni simplicijalni kompleks za koji
vrijedi:

• Svaki (n− 1)−simpleks je sadr�an u taqno dva n−simpleksa.

• Za svaka dva n−simpleksa σn0 i σnk postoji niz σn1 , σ
n
2 , . . . , σ

n
k−1

n−simpleksa takav da je za svako i ∈ [k] presjek σni−1 i σni za-
jedniqka strana.

• Svaki simpleks je sadr�an u nekom n−dimenzionalnom.

14



Glava 2

Klasiqni rezultati o

konveksnim skupovima

U ovoj glavi razmatramo klasiqne teoreme o kombinatorici konveksnih
skupova, Radonovu lemu, Karateodorijevu i Helijevu teoremu, kao i neka
�ihova uopxte�a i primjene. Brojna uopxte�a i primjene rezultata
kojima �emo se baviti u ovoj glavi, neke hipoteze povezane sa istima,
kao i mnoxtvo da	ih referenci mogu se prona�i u [DGK63], [Kal95],
[Kal01] i [Wen04].

2.1 Radonova lema i Karateodorijeva teo-

rema

U prethodnoj glavi smo vidjeli da za skup C u Rd vrijedi

conv(C) = {α1c1 +α2c2 +. . .+αmcm : ci ∈ C, αi > 0, α1 +α2 +. . .+αm = 1}.

S	ede�e tvr�e�e, poznato kao Karateodorijeva teorema, nam ka�e da
nema potrebe posmatrati sve konveksne kombinacije elemenata iz C, nego
samo one koje koriste najvixe d+ 1 elemenat skupa C.

Teorema 2.1 (Karateodori, [Car07]). Neka je C ⊆ Rd i neka je c ∈
conv(C). Tada postoji podskup {c1, c2 . . . , cm} ⊆ C, m 6 d+ 1, takav da
je c ∈ conv{c1, c2 . . . , cm}.

Dokaz. Neka je c ∈ conv(C). Tada postoje taqke c1, c2 . . . , cm ∈ C i
skalari α1, . . . , αm > 0 takvi da vrijedi

α1 + . . .+ αm = 1
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2.1. Radonova lema i Karateodorijeva teorema

i
α1c1 + α2c2 + . . .+ αmcm = c.

Pretpostavimo da je m > d + 1. Skup {c1, c2, . . . , cm} je tada afino zav-
isan, pa postoje skalari β1, . . . , βm takvi da vrijedi

0 = β1c1 + β2c2 + . . .+ βmcm,

pri qemu je bar jedan βi razliqit od 0 i vrijedi

β1 + . . .+ βm = 0.

Neka je P = {i ∈ [m] : βi > 0}. Jasno da je skup P neprazan. Neka je da	e
δ = min{αi

βi
: i ∈ P}. Bez sma�e�a opxtosti mo�emo pretpostaviti da je

δ = αm

βm
. Tada vrijedi

c = (α1 − δβ1)c1 + . . .+ (αm − δβm)cm,

a kako je u stvari αm − δβm = 0 imamo

c = (α1 − δβ1)c1 + . . .+ (αm−1 − δβm−1)cm−1,

pri qemu su svi koeficijenti αi − δβi nenegativni i vrijedi

(α1 − δβ1) + . . .+ (αm−1 − δβm−1) = 1.

Dobili smo, dakle, c kao konveksnu kombinaciju m−1 taqke iz skupa C.
Ovakvu redukciju vrximo sve dok ne dobijemo afino nezavisan podskup
C ′ skupa {c1, c2 . . . , cm} takav da je c ∈ conv(C ′). Kako takav C ′ ne mo�e
brojati vixe od d+ 1 taqke, teorema je dokazana.

Karateodorijevu teoremu mo�emo formulisati i za konusne omotaqe:

Teorema 2.2. Neka je C ⊆ Rd i neka je c ∈ cone(C). Tada postoji
podskup {c1, c2 . . . , cm} ⊆ C, m 6 d, takav da je c ∈ cone{c1, c2 . . . , cm}.

Dokaz. Dokaza�emo da su teoreme 2.1 i 2.2 ekvivalentne.
Neka je C ⊆ Rd i neka je c ∈ cone(C). Mo�emo pretpostaviti da

je c 6= 0, jer je u protivnom tvr�e�e trivijalno. To znaqi da pos-
toji α > 0 takvo da je αc ∈ conv(C). Prema teoremi 2.1 postoji skup
{c1, c2, . . . , cd+1} ⊆ C takav da je αc ∈ conv{c1, c2, . . . , cd+1}. Poxto je

conv{c1, c2, . . . , cd+1} ⊆
d+1⋃
i=1

conv ({0} ∪ {c1, c2, . . . , cd+1} \ {ci}) ,
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2.1. Radonova lema i Karateodorijeva teorema

to postoji i ∈ {1, 2, . . . , d+ 1} takvo da je

αc ∈ conv ({0} ∪ {c1, c2, . . . , cd+1} \ {ci}) ,

odakle slijedi da je

αc ∈ cone ({c1, c2, . . . , cd+1} \ {ci}) ,

pa je i
c ∈ cone ({c1, c2, . . . , cd+1} \ {ci}) .

Neka je sada C ⊆ Rd i neka je c ∈ conv(C). Tada je(
c
1

)
∈ cone

{(
x
1

)
: x ∈ C

}
⊆ Rd+1.

Prema teoremi 2.2 postoji {c1, c2, . . . , cd+1} ⊆ C takav da je(
c
1

)
∈ cone

{(
ci
1

)
: i ∈ {1, 2, . . . , d+ 1}

}
,

odakle slijedi da je c ∈ conv{c1, c2, . . . , cd+1}.

Vidjeli smo da je Karateodorijeva teorema 2.1 pos	edica jednostavne
qi�enice iz linearne algebre, da je svaki (d + 2)−qlani podskup od
Rd afino zavisan. Jox jedna znamenita teorema koja se bavi kombina-
torikom konveksnih skupova, a poznata je kao Radonova lema, je pos	ed-
ica iste qi�enice.

Teorema 2.3 (Radon, [Rad21]). Neka je F ⊆ Rd, |F | = m, pri qemu je
m > d + 2. Tada postoje dva disjunktna podskupa F1, F2 ⊆ F , takva da
vrijedi

conv(F1) ∩ conv(F2) 6= ∅.

Dokaz. Neka je F = {v1, . . . ,vm}. Skup F je afino zavisan, pa postoje
skalari α1, . . . , αm takvi da vrijedi

0 = α1v1 + . . .+ αmvm,

pri qemu je bar jedan αi razliqit od 0 i vrijedi

α1 + . . .+ αm = 0.

Definiximo skupove

P := {i ∈ [m] : αi > 0}
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2.1. Radonova lema i Karateodorijeva teorema

i
N := {i ∈ [m] : αi < 0}.

Vrijedi ∑
i∈P

αi = −
∑
i∈N

αi.

Oznaqimo tu vrijednost sa α. Neka su sada

F1 := {vi : i ∈ P}

i
F2 := {vi : i ∈ N}.

Skupovi F1 i F2 su oqigledno disjunktni i vrijedi

conv(F1) 3
∑
i∈P

αi
α
vi =

∑
i∈N

αi
−α

vi ∈ conv(F2).

Sada �emo dokazati Xtajnicovu teoremu, koja je sliqnog karaktera
kao Karateodorijeva, a kasnije �emo vidjeti da, u stvari, imaju zajed-
niqko uopxte�e.

Teorema 2.4 (Xtajnic, [Ste13, Ste14, Ste16]). Neka je X ⊆ Rd i x je
unutrax�a taqka od conv(X). Tada postoji podskup X ′ od X, |X ′| 6 2d,
takav da je x unutrax�a taqka od conv(X ′).

Dokaz. Prvo primijetimo da je x sadr�ana u unutrax�osti konveksnog
omotaqa nekog konaqnog podskupa od X. Naime, iz x ∈ int(conv(X)) sli-
jedi da je x ∈ int(σ), gdje je σ neki d−dimenzionalni simpleks sadr�an
u conv(X). Prema Karateodorijevoj teoremi 2.1 svako tjeme simpleksa
σ je konveksna kombinacije najvixe d+ 1 taqke iz X, pa odatle slijedi
da je x u unutrax�osti konveksnog omotaqa nekog podskupa Y od X,
kardinalnosti ne ve�e od (d+ 1)2.

Bez sma�e�a opxtosti mo�emo pretpostaviti da je x = 0 i defin-
iximo

Ld−1 = {α1y1 + α2y2 + . . .+ αkyk : αi ∈ R, yi ∈ Y, k 6 d− 1}.

Kako je Ld−1 konaqna unija pravih linearnih potprostora od Rd,
to postoji prava p takva da je p ∩ Ld−1 = {0}. Neka su sada w1 i w2
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2.1. Radonova lema i Karateodorijeva teorema

taqke prave p koje le�e na granici skupa conv(Y ). Oznaqimo sa h1 i h2

potporne hiperravni skupa conv(Y ) u taqkama w1 i w2. Oqigledno je

0 ∈ relint([w1,w2])

i
wi ∈ conv(Ld−1 ∩ hi), i = 1, 2.

w1v1,1
v1,2

v2,1 w2
v2,2

h1

h2

Ld−1

conv(Y )

conv(X ′)

p

Ilustracija 2.1: Xtajnicova teorema u R2

Prema Karateodorijevoj teoremi 2.1 postoje skupovi

W1 = {v1,1,v1,2, . . . ,v1,k1} ⊂ Ld−1 ∩ Y

i
W2 = {v2,1,v2,2, . . . ,v2,k2} ⊂ Ld−1 ∩ Y

takvi da je
wi ∈ conv(Wi ∩ hi), i = 1, 2,

pri qemu je ki 6 d, za i = 1, 2, dok na osnovu izbora prave p vrijedi
k1 = k2 = d. Odatle, za skup X ′ = W1 ∪W2, oqigledno vrijedi X

′ ⊆ X,
|X ′| = 2d i

0 ∈ int(conv(X ′)).

19



2.2. Helijeva teorema i primjene

Za kraj poglav	a �emo navesti teoremu Bonisa i Klija, [BK63], koja
predstav	a ve� pomenuto zajedniqko uopxte�e Karateodorijeve teoreme
2.1 i Xtajnicove teoreme 2.4. Teoremu navodimo bez dokaza, a jedan
dosta elementaran zainteresovani qitalac mo�e prona�i u [Rea65].

Definicija 2.1. Neka je Y ⊆ Rd i neka je k ∈ {0, 1, . . . , d}. Skup

intk(Y ) = {y ∈ Y : ∃σk ⊆ Y,y ∈ relint(σk)}

nazivamo k−unutrax�ost skupa Y.

Na osnovu prethodne definicije je int0(Y ) = Y i intd(Y ) = int(Y ).

Teorema 2.5 (Bonis, Kli, [BK63]). Neka je X ⊆ Rd, 0 6 k 6 d i x ∈
intk(conv(X)). Tada postoji podskup X ′ od X, |X ′| 6 max{2k, d + 1},
takav da je x ∈ intk(conv(X ′)).

2.2 Helijeva teorema i primjene

U ovom poglav	u �emo dokazati Helijevu teoremu koja ka�e da ako neka
familija konveksnih skupova ima neprazan presjek, to se da provjeriti
na podfamilijama razumne kardinalnosti. Tako�e, vidje�emo i neke
teoreme koje se na lijep naqin dobiju kao pos	edica Helijeve teoreme.

Teorema 2.6 (Heli, [Hel23]). Neka su H1, H2, . . . , Hn konveksni pod-
skupovi od Rd, n > d+ 1. Pretpostavimo da svakih d+ 1 ima neprazan
presjek. Tada je neprazan i presjek svih Hi.

Dokaz. Dokaza�emo ovu teoremu indukcijom po n. Ako je n = d+ 1 nema
xta da se dokazuje. Pretpostavimo da je n > d+ 1 i da je tvrd�a taqna
za n− 1. Po induktivnoj pretpostavci presjek svakih n− 1 je neprazan,
pa mo�emo odabrati taqke

ai ∈
⋂
j 6=i

Hj, i ∈ [n].

Po Radonovoj lemi je [n] = I1 ∪ I2, pri qemu je I1 ∩ I2 = ∅ i postoji
taqka

a ∈ conv{ai : i ∈ I1} ∩ conv{ai : i ∈ I2}.

Doka�imo da je

a ∈
⋂
i∈[n]

Hi.
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H1

H2

H3 H4

a a3a4

a1

a2

Ilustracija 2.2: Helijeva teorema u R2

Neka je i ∈ [n] proizvo	no. Tada vrijedi i /∈ I1 ili i /∈ I2. U prvom
sluqaju vrijedi

{aj : j ∈ I1} ⊆ Hi

pa je i
a ∈ Hi,

jer je skup Hi konveksan. Zak	uqak bismo na isti naqin izveli i u
sluqaju i /∈ I2.

Ako malo pooxtrimo uslove za skupove iz Helijeve teoreme 2.6 onda
mo�emo dokazati da tvrd�a vrijedi i u sluqaju bekonaqnih familija.

Teorema 2.7. Neka je H = {Hα} beskonaqna familija kompaktnih kon-
veksnih podskupova od Rd. Pretpostavimo da svaka podfamilija veli-
qine d + 1 ima neprazan presjek. Tada je neprazan i presjek qitave
familije.

Dokaz. Na osnovu Helijeve teoreme svaka konaqna podfamilija famil-
ije H ima neprazan presjek. Kako je to familija kompaktnih skupova
iz opxte topologije nam je poznato da qitava familija ima neprazan
presjek.

Qak nismo morali pretpostav	ati ni da su svi skupovi kompaktni.
Na sliqan naqin bismo dokazali prethodnu teoremu i da je samo jedan
od skupova kompaktan, a ostali zatvoreni (pogledati [Vre93]).

S	ede�e teoreme, iako ovdje navedene kao primjeri primjene Heli-
jeve teoreme 2.6, posmatrane same za sebe imaju interesantna tvr�e�a.
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2.2. Helijeva teorema i primjene

Teorema 2.8 (Kirhberger, [Kir03]). Neka je S ⊆ Rd konaqan skup, S =
S1 ∪ S2, S1 ∩ S2 = ∅, |S| > d + 2. Neka za svaki C ∈

(
S
d+2

)
postoji

hiperravan koja razdvaja S1 ∩ C i S2 ∩ C. Tada postoji hiperravan koja
razdvaja S1 i S2.

Dokaz. Za x ∈ S1 definiximo skup

S1(x) = {(a, α) ∈ Rd × R : aTx 6 α},

a za x ∈ S2 definiximo

S2(x) = {(a, α) ∈ Rd × R : aTx > α}.

Neka je
Si = {Si(x) : x ∈ Si}, i = 1, 2.

Lako se provjeri da su u pita�u familije konveksnih skupova. Kako je
Rd × R ∼= Rd+1 imamo da je S = S1 ∪ S2 konaqna familija konveksnih
skupova u Rd+1. Po pretpostavkama teoreme svaka d+2 qlana te familije
imaju neprazan presjek ako nisu svi iz S1 ili S2. Ako jesu svi iz S1

onda je (0, 1) u presjeku, a ako su svi iz S2 onda je (0,−1) u presjeku.
Konaqno, mo�emo konstatovati da za familiju S vrijede pretpostavke
iz Helijeve teoreme 2.6, te postoji (a, α) ∈

⋂
S. Hiperravan odre�ena sa

(a, α) je hiperravan koja razdvaja S1 i S2.

Teorema 2.9 (Jung, [Jun01]). Svaki skup J dijametra 1 u Rd mo�e se
pokriti zatvorenom loptom polupreqnika

√
d/2(d+ 1).

Dokaz. Neka je S ⊆ J , |S| 6 d + 1. Doka�imo da se S mo�e pokriti
zatvorenom loptom polupreqnika

√
d/2(d+ 1).

Neka je B = B(y, r) najma�a zatvorena lopta koja sadr�i qitav S.
Neka je

{z0, z1, . . . , zm} = {x ∈ S : d(x,y) = r}

skup taqaka iz S koje su na granici posmatrane lopte. Jasno je da vri-
jedi m 6 d. Centar y lopte B pripada skupu conv{z0, z1, . . . , zm}. U pro-
tivnom bi postojala hiperravan h koja razdvaja y i conv{z0, z1, . . . , zm},
pa bismo loptu B mogli pomjeriti ka π, a zatim je skupiti, qime bismo
dobili novu loptu B′ koja pokriva S, a ima strogo ma�i polupreqnik
nego r.
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2.2. Helijeva teorema i primjene

Bez sma�e�a opxtosti mo�emo pretpostaviti da je y = 0. To prema
malopre�ax�oj primjedbi znaqi da postoje α0, α1, . . . , αm koji nisu svi
jednaki nuli, takvi da vrijedi

m∑
i=0

αi = 1 i
m∑
i=0

αizi = 0.

Neka je di,j = d(zi, zj) za i, j = 0, 1, . . . ,m. Znamo da je di,j 6 1, pri qemu
je di,i = 0 za i = 0, 1, . . . ,m. Za proizvo	no j ∈ {0, 1, . . . ,m} vrijedi

1− αj =
m∑
i=0
i 6=j

αi

>
m∑
i=0

αid
2
i,j

=
m∑
i=0

αi(2r
2 − 2〈zi, zj〉)

= 2r2

m∑
i=0

αi − 2
m∑
i=0

αi〈zi, zj〉

= 2r2 − 2〈
m∑
i=0

αizi, zj〉

= 2r2

Sumirajmo sada po j i dobi�emo

m =
m∑
j=0

(1− αj)

>
m∑
j=0

2r2

= 2r2(m+ 1)

Odavde slijedi da je r2 6 m/2(m+ 1), a kako je funkcija x 7→ x/(x+ 1)
rastu�a na svom domenu i m 6 d slijedi i da je r2 6 d/2(d+ 1).

Definiximo sada, za x ∈ J ,

Bx = {y ∈ Rd : d(x, y) 6
√
d/2(d+ 1)}.
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2.2. Helijeva teorema i primjene

Familija B = {Bx : x ∈ J} je familija kompaktnih konveksnih skupova.
Ve� smo dokazali da svaka (d+1)−qlana podfamilija od B ima neprazan
presjek. Po beskonaqnoj varijanti Helijeve teoreme (teorema 2.7), qi-
tava familija B ima neprazan presjek, a taqke toga presjeka su upravo
centri zatvorenih lopti polupreqnika d/2(d + 1) koje pokrivaju qitav
skup J .

Definicija 2.2. Neka je K ⊂ Rd i x,y ∈ K. Ka�emo da je x vid	iva
iz y u K ako je [x,y] ⊆ K.

Teorema 2.10 (Krasnoselski, [Kra46]). Neka je K beskonaqan kompak-
tan skup u Rd. Pretpostavimo da za svakih d+1 taqaka iz K postoji
taqka u K iz koje su sve ove taqke vid	ive u K. Tada postoji taqka u
K iz koje je qitav skup K vid	iv.

Dokaz. Za x ∈ K definiximo Vx = {y ∈ K : [x,y] ⊆ K}. Prema pret-
postavkama teoreme svakih d + 1 skupova Vx se sijeku, a mi �elimo da
doka�emo da se svi sijeku. Prema Helijevoj teoremi 2.6 postoji taqka
y ∈

⋂
x∈X conv(Vx). Pokaza�emo da je y ∈

⋂
x∈X Vx.

Pretpostavimo suprotno, da za neko x ∈ K postoji taqka u ∈ [x,y]\K
i odaberimo taqku x′ na du�i [x,u] za koju vrijedi (x′,u) ∩K = ∅.

x y

zh

K

x′ w v u

Ilustracija 2.3: Teorema Krasnoselskog u R2

Tada postoji taqka w ∈ (x′,u) takva da je

d(x′,w) =
1

2
d(u, K)

i taqke v ∈ [w,u] i z ∈ S takve da je

d(v, z) = d([w,u], K) > 0.
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2.3. Razlom	ena Helijeva teorema

Kako je z najbli�a taqka skupa K taqki v, to skup Vz le�i u
zatvorenom poluprostoru h+ koji ne sadr�i v i koji je oograniqen
hiperravni h koja je normalna na du� [v, z].

Kako je y ∈ conv(Vz) ⊆ h+, imamo da je ]vzy >
π

2
odakle slijedi da

je ]yvz <
π

2
. Iz

d(v, K) 6 d(w, K) < d(u, K)

je jasno da je u 6= v pa, dakle, postoji taqka na du�i [v,u] razliqita od
v koja je bli�a skupu K nego xto je v. Ovo je kontradikcija sa izborom
taqke v.

2.3 Razlom	ena Helijeva teorema

U predhodnom poglav	u smo se upoznali sa Helijevom teoremom 2.6 koja
ka�e da, ako je, u Rd, data neka konaqna familija konveksnih skupova
H = {H1, H2, . . . , Hn}, n > d+1, takva da svaka (d+1)−qlana podfamil-
ija ima neprazan presjek, onda i qitava familija ima neprazan presjek.
Xta se dexava ako nemaju sve (d+1)−qlane podfamilije neprazan pres-
jek, nego �ih barem α

(
n
d+1

)
, za neki pozitivan broj α ma�i od 1. Kaqal-

ski i Liu u [KL79] dokazuju da postoji β > 0 tako da neka podfamilija
od H, koja se sastoji od barem βn qlanova ima neprazan presjek. Ta
teorema je danas poznata kao razlom	ena Helijeva teorema, a mi �emo
je ovdje dokazati za β = α

d+1
. Uz nekolike izmjene osloni�emo se na pos-

tupak iz [Mat99]. Prvo doka�imo s	ede�u lemu koja �e nam kasnije
koristiti.

Lema 2.11. Neka je n > d + 1 i neka su F1, F2, . . . , Fn konveksni i kom-
paktni podskupovi od Rd, pri qemu je

⋂n
i=1 Fi 6= ∅. Ako je v ∈ Rd vektor

za koji se vrijednost

m = min{vTx : x ∈
n⋂
i=1

Fi}

dosti�e u jedinstvenoj taqki x0 ∈
⋂n
i=1 Fi, tada postoji neki

k−qlani podskup J od {1, 2, . . . , n}, k 6 d, takav da je x0 taqka mini-
muma funkcije x 7→ vTx i na skupu

⋂
i∈J Fi.

Dokaz. Definiximo skup C sa

C = {x ∈ Rd : vTx < m}.
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2.3. Razlom	ena Helijeva teorema

Skup C je konveksan i oqigledno vrijedi

C ∩ F1 ∩ F2 ∩ . . . ∩ Fn = ∅.

Prema Helijevoj teoremi 2.6 postoji k 6 d takav da nekih k+ 1 qlanova
familije konveksnih skupova {C,F1, F2, . . . , Fn}, tako�e ima prazan pres-
jek. Jasno je da je jedan od �ih C, pa dakle za neki J = {i1, i2, . . . , ik} ⊂
{1, 2, . . . ,m} vrijedi

C ∩ Fi1 ∩ Fi2 ∩ . . . ∩ Fik = ∅.

Skup J je oqigledno tra�eni skup.

Sada smo spremni da doka�emo glavni rezultat ovog poglav	a:

Teorema 2.12 (Kaqalski, Liu, [KL79]). Neka je n > d + 1 i neka su
H1, H2, . . . , Hn konveksni podskupovi od Rd. Ako je α > 0 realan broj
takav da za bar α

(
n
d+1

)
(d + 1)−qlanih podskupova I od {1, 2, . . . , n} je⋂

i∈I Hi 6= ∅ tada postoji β = β(d, α) > 0 , takvo da je presjek nekih βn
skupova Hi neprazan.

Dokaz. Primijetimo prvo da je dovo	no teoremu dokazati u sluqaju kada
su skupovi H1, H2, . . . , Hn politopi. Izaberimo taqke pI ∈

⋂
i∈I Hi, za

I ∈
(
n
d+1

)
, za koje je

⋂
i∈I Fi neprazan. Ako definixemo politope H

′
i =

conv{pI : i ∈ I}, i = 1, 2, . . . , n, vidimo da je H ′i ⊆ Hi i da teorema
vrijedi za skupoveH1, H2, . . . , Hn ako vrijedi za politopeH

′
1, H

′
2, . . . , H

′
n.

Na osnovu ovoga �emo za ostatak dokaza pretpostaviti da su svi skupovi
Hi, a samim tim i neprazni presjeci

⋂
i∈I
I⊂[n]

Hi, politopi.

Radi preglednosti definiximo

PI =
⋂
i∈I

Hi, za I ⊆ {1, 2, . . . , n}

i neka je
I = {I ⊆ {1, 2, . . . , n} : |I| = d+ 1, PI 6= ∅}

Neka je v ∈ Rd vektor za koji funkcija x 7→ vTx na svakom PI , I ∈ I
ima jedinstvenu taqku minimuma xI . Sada, na osnovu leme 2.11 svakom
I ∈ I mo�emo pridru�iti neki �egov d−qlani podskup J = J(I) takav
da je xI taqka minimuma funkcije x 7→ vTx i na PJ .

Poxto imamo
(
n
d

)
d−qlanih podskupova od {1, 2, . . . , n}, jedan od �ih,

J0, se pojav	uje kao J(I), za bar

α

(
n
d+1

)(
n
d

) = α
n− d
d+ 1
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2.4. Tverbergova teorema

razliqitih I ∈ I. Svaki takav I je oblika J∪{i}, za neko i ∈ {1, 2, . . . , n}.
Dakle, taqka minimuma skupa PJ0 se pojav	uje u barem

d+ α
n− d
d+ 1

> α
n

d+ 1

razliqitih skupova Hi. Odavde slijedi va	anost teoreme za β =
α

d+ 1
.

2.4 Tverbergova teorema

Priqa oko Tverbergove teoreme1 je poqela sa Brajanom �onom Birqom
pedesetih godina proxlog vijeka koji je u svom radu [Bir59] dokazao
s	ede�e tvr�e�e:

Teorema 2.13 (Birq, [Bir59]). Neka je dato 3N taqaka u ravni. Tada
one odre�uju N trouglova koji imaju zajedniqku taqku.

Ilustracija 2.4:
9 taqaka u ravni

Ilustracija 2.5:
7 taqaka u ravni

Tako�e je primijetio, da ako ne posmatramo samo trouglove, nego
konveksne omotaqe, mo�emo sma�iti broj taqaka za 2:

Teorema 2.14. Proizvo	ne 3N − 2 taqke u ravni mo�emo razdijeliti
na N disjunktnih skupova qiji konveksni omotaqi imaju zajedniqku
taqku.

Konaqno, Birq je u pomenutom radu postavio i s	ede�u hipotezu,
koja bi predstav	ala uopxte�e teoreme 2.14 u ve�e dimenzije.

1Pogledati sjajan qlanak Gintera Ciglera [Zie11]
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2.4. Tverbergova teorema

Birqova hipoteza

Proizvo	nih (n + 1)N − n taqaka u Rn mo�emo razdijeliti

u N disjunktnih skupova qiji konveksni omotaqi imaju zajed-

niqku taqku.

Sedam godina kasnije Helge Tverberg u [Tve66] dokazuje ovu hipotezu
i to tvr�e�e je danas poznato kao Tverbergova teorema. Korix�e�em
modernijih jezika, termina i oznaka, nego xto su bili sredinom dvade-
setog vijeka, Tverbergova teorema glasi:

Teorema 2.15 (Tverberg, [Tve66]). Neka je X ⊆ Rd, |X| = (r − 1)(d +
1) + 1. Tada postoji particija skupa X na disjunktne podskupove
X1, X2, . . . , Xr takve da je

⋂r
j=1 conv(Xj) neprazan.

Tverbergov originalan dokaz je priliqno komplikovan, iako ga od-
likuje kraj�e jednostavna ideja:

Za zadatu konfiguraciju taqaka formirati niz konfigu-

racija koji zadovo	ava tvrd�u i koji konvergira zadatoj.

Kasnije je Tverberg u [Tve81] dao jox jedan dokaz ove teoreme, kao
i jox nekolicina matematiqara. Mi �emo ovdje izdvojiti dva za koja
ve�ina matematiqara, a i autor ovih redova, smatra da su naj	epxi do
sada. Prvi, djelo Tverberga i Sinixe Vre�ice iz [TV93] �emo izlo�iti
sada, a drugi, za koji je odgovoran Karanbir Sarkarija, [Sar92], bi�e
predstav	en u narednoj glavi.

Ilustracija 2.6: Konfiguracija taqaka bez Tverbergove 7−particije

Napomenimo, prije nego pre�emo na dokaz, da je broj (r − 1)(d+ 1) +
1 iz Tverbergove teoreme 2.15 otimalan. Naime, ako uzmemo tjemena
d−simpleksa i zamijenimo svako nekim klasterom od r − 1 taqke, lako
se vidi da dobijena konfiguracija od (r − 1)(d + 1) taqke ne�e imati
Tverbergovu particiju (ilustracija 2.4).
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2.4. Tverbergova teorema

Dokaz. Odaberimo disjunktne podskupove X1, . . . , Xr od X i loptu B za
koju vrijedi

1. B ∩ conv(Xi) 6= ∅ za i = 1, . . . , r;

2. B ima minimalan polupreqnik;

3. B ima maksimalnu uda	enost od koordinatnog poqetka;

4. B dodiruje minimalan broj skupova conv(Xi).

Ako je B degenerisana u taqku to je kraj dokaza, te stoga mo�emo pret-
postaviti da je polupreqnik od B pozitivan i da je yi ∈ B ∩ conv(Xi)
za i = 1, . . . , r.

Kako je yi u relativnoj unutrax�osti nekog simpleksa sa tjemenima
iz Xi koji dodiruje loptu B ako conv(Xi) dodiruje loptu B, mo�emo
pretpostaviti da je skup Xi afino nezavisan, to jest da taqke toga skupa
predstav	aju tjemena simpleksa. Tada je dim(aff(Xi)) = |Xi| − 1, pa je
dakle aff(Xi) skup rjexe�a sistema od d+ 1− |Xi| linearnih jednaqina
po d nepoznatih. Ukupan broj jednaqina je

r∑
i=1

(d+ 1− |Xi|) = rd+ r − |X1 ∪ . . . ∪Xr|

= d+ |X| − |X1 ∪ . . . ∪Xr|
= d+ |X \ (X1 ∪ . . . ∪Xr)|.

Razlikova�emo dva sluqaja.

Prvi sluqaj : X = X1 ∪ . . . ∪ Xr. Tada imamo sistem od d jednaqina
po d nepoznatih. Ako taj sistem ima neko rjexe�e, to jeste taqku x koja
pripada aff(Xi), za i = 1, . . . , r, mo�emo da pomjerimo loptu B u pravcu
vektora x. Tako �e se ona prima�i onim aff(Xi) za koje B dodiruje skup
conv(Xi). Pomjerenu loptu mo�emo malo skupiti, xto je kontradikcija.

Ako pomenuti sistem nema rjexe�e, to znaqi da postoji vektor v 6= 0
paralelan sa svih d hiperravni, specijalno paralelan i sa svim aff(Xi),
afinim mnogostrukostima za koje B dodiruje skup conv(Xi). Pomjerimo
sada B u pravcu vektora v tako da se pove�a uda	enost centra od ko-
ordinatnog poqetka, pri qemu B i da	e dodiruje iste skupove conv(Xi)
koje je i prije dodirivala, dok ostale i da	e sijeqe u unutrax�oj taqki.
Kontradikcija.
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2.4. Tverbergova teorema

Drugi sluqaj : X 6= X1 ∪ . . . ∪ Xr. Neka je x1 ∈ X \ (X1 ∪ . . . ∪ Xr).
Primijetimo da je centar od B u konveksnom omotaqu taqaka yi u ko-
jima B dodiruje conv(Xi). U protivnom bi postojala hiperravan h koja
razdvaja centar lopte B od tih taqaka, pa bismo mogli pomjeriti B
prema ovim taqkama, normalno na h, xto je, poslije skup	a�a lopte,
kontradikcija. Neka je centar od B u relativnoj unutrax�osti sim-
pleksa sa tjemenima y1, . . . ,ys. Posmatrajmo sada projekciju prostora
Rd na afinu mnogostrukost aff{y1, . . . ,ys}. Tangetna hiperravan na B u
taqki yi koja sadr�i Xi sijeqe aff{y1, . . . ,ys} po tangetnoj hiperravni
na B ∩ aff{y1, . . . ,ys} (misli se na prostor aff{y1, . . . ,ys}) u taqki yi,
za i = 1, . . . , s. Ove hiperravni u prostoru aff{y1, . . . ,ys} odre�uju sim-
pleks koji sadr�i B ∩ aff{y1, . . . ,ys}. Bar za jednu od ovih hiperravni,
mo�emo pretpostaviti da je u pita�u prva, je taqka x′1, koja predstav	a
projekciju taqke x1 na mnogostrukost aff{y1, . . . ,ys}, u istom otvorenom
poluprostoru kao i B ∩ aff{y1, . . . ,ys}. To znaqi da otvoreni segment
(x′1,y1) sijeqe B ∩ aff{y1, . . . ,ys}, odakle slijedi da [x1,y1] sijeqe B. Za-
mijenimo li skupX1 skupomX1∪{x1} sma�ili smo broj skupova conv(Xi)
koji dodiruju B xto je kontradikcija.
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Glava 3

Raznobojni pokrivaju�i

simpleksi

U ovoj glavi razmatramo takozvane "raznobojne" teoreme, Karateodori-
jevu i Helijevu, kao i neke primjene raznobojne Karateodorijeve teoreme.
Glavu �emo zak	uqiti sa jox jednim dokazom Tverbergove teoreme 2.15.

3.1 Bara�ijeva teorema

Definicija 3.1. Neka su dati skupovi X1, X2, . . . , Xk ⊆ Rd. Skup
T ⊆

⋃k
i=1Xi, takav da je |T ∩ Ai| = 1, za svako i = 1, 2, . . . , k, zva�emo

raznobojnim. Ako je skup T afino nezavisan, tada �emo �egov konvek-
san omotaq, conv(T ), zvati raznobojnim simpleksom.

Predhodna definicija se mo�e shvatiti tako xto zamislimo da
svaki od skupova Xi je obojen bojom i, pa je onda skup T , skup pred-
stavnika od svake boje. S	ede�u teoremu, koju u literaturi qesto
zovu raznobojnom Karateodorijevom teoremom1, je u radu [Bár82] dokazao
Imre Bara�i.

Teorema 3.1 (Bara�i, [Bár82]). Dati su skupovi X1, . . . , Xd+1 ⊆ Rd

takvi da je x ∈
⋂d+1
j=1 conv(Xj). Tada postoji raznobojan skup T =

{x1,x2, . . . ,xd+1} takav da je x ∈ conv(T ).

Dokaz. Zahva	uju�i obiqnoj Karateodorijevoj teoremi, mo�emo pret-
postaviti da su skupovi Xi konaqni. Posmatrajmo raznobojan skup

T = {x1,x2 . . . ,xd+1}
1Kada su svi skupovi Xi jednaki dobija se obiqna Karateodorijeva teorema
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3.2. O broju raznobojnih simpleksa

qiji konveksan omotaq, C = conv(T ), je najbli�i taqki x. Ako je x ∈
C dokaz je gotov, te stoga mo�emo pretpostaviti da x /∈ C. Neka je
c ∈ C taqka na kojoj se dosti�e minimum vrijednosti d(x, C). Taqka
c je na granici skupa C te je ona, na osnovu Karateodorijeve teoreme,
konveksna kombinacija d taqaka iz C. Mo�emo pretpostaviti da su to
taqke x2,x3 . . . ,xd+1.

b x2

x1

x3

cx

h

Ilustracija 3.1: Bli�i raznobojni simpleks

Neka je h hiperravan normalna na vektor x−c u taqki c. Hiperravan
h razdvaja taqku x i skup C. Poxto je x ∈ conv(X1) i x /∈ h, to postoji
taqka b ∈ X1 sa iste strane hiperravni h, kao i taqka x. Oqigledno za
C ′, konveksan omotaq raznobojnog skupa

T ′ = {b,x2, . . . ,xd+1},

vrijedi d(x, C ′) < d(x, C). Kontradikcija i kraj dokaza.

Teorema 3.1, sliqno kao i Karateodorijeva teorema 2.1, ima svoju
konusnu verziju.

Teorema 3.2 (Bara�i, [Bár82]). Neka su dati skupovi X1, X2, . . . , Xd ⊆
Rd i neka je x ∈

⋂d
j=1 cone(Xj). Tada postoji raznobojan skup T =

{x1,x2, . . . ,xd} takav da je x ∈ cone(T ).

3.2 O broju raznobojnih simpleksa

Teorema 3.1 nam garantuje postoja�e bar jednog raznobojnog simpleksa
koji sadr�i taqku x, pa je onda pita�e koje se samo name�e koliko ima
takvih raznobojnih simpleksa. Mi �emo u nastavku dati neke odgovore
na to pita�e, ali prije nego pre�emo na stvar da vidimo kakve konfig-
uracije ho�emo da razmatramo.
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3.2. O broju raznobojnih simpleksa

Za poqetak, djeluje razumno da pretpostavimo da svaki od skupova
Xi ima najvixe d + 1 elemenata. Mo�emo primijetiti da nixta ne
gubimo ako pretpostavimo da je taqka x iz presjeka konveksnih omo-
taqa u teoremi 3.1 u stvari 0. Da	e, za skupove, kakvi su u teoremi 3.1
re�i �emo da su u opxtem polo�aju u odnosu na 0, ako se nikoja
dva ne sijeku i ako nikojih k + 1 taqaka unije

⋃d+1
j=1 Xj ne le�i u za-

jedniqkom k−dimenzionalnom linearnom potprostoru od Rd, za svako
k = 0, 1, . . . , d− 1. Oqigledno, iz 0 ∈ conv(Xi) slijedi da je |Xi| > d+ 1,
ako su skupovi Xi u opxtem polo�aju u odnosu na 0. Od sada, dakle,
posmatramo (d+1)−qlane skupove X1, X2 . . . , Xd+1 ⊆ Rd koji su u opxtem
polo�aju o odnosu na 0, i za koje je 0 ∈

⋂d+1
i=1 conv(Xi). Ci	 nam je da

vidimo koliko pod ovim pretpostavkama postoji raznobojnih simpleksa
koji sadr�e 0.

Prvi odgovor je dao sam Bara�i u [Bár82], u vidu teoreme 3.3 , iz
koje slijedi da raznobojnih simpleksa koji sadr�e 0 uvijek ima barem
d+ 1.

Teorema 3.3 (Bara�i, [Bár82]). Neka su dati skupovi X1, X2 . . . , Xd ⊆
Rd i neka je 0 ∈

⋂d
j=1 conv(Xj). Za svaku taqku x0 ∈ Rd postoji raznobo-

jan skup {x1,x2, . . . ,xd} takav da je 0 ∈ conv{x0,x1, . . . ,xd}.

Dokaz. Na osnovu Karateodorijeve teoreme 2.1, mo�emo pretpostaviti
da je |Xi| 6 d + 1, za i = 1, . . . , d. Prvo �emo dokazati teoremu u sluqaju
kada je 0 ∈ int(conv(Xi)). Tada postoji ε > 0 takvo da vrijedi

−εx0 ∈ conv(Xi), za i = 1, . . . , d,

a odatle je i
−εx0 ∈ cone(Xi), za i = 1, . . . , d.

Po teoremi 3.2 postoji raznobojan skup {x1,x2, . . . ,xd} takav da je−εx0 ∈
cone{x1,x2, . . . ,xd}. To znaqi da postoje nenegativni skalari αi, i =
1, . . . , d, za koje je

−εx0 =
d∑
i=1

αixi.

Stavimo li da je ε +
∑d

i=1 αi = M iz predhodne jednakosti dobijamo da
vrijedi

0 =
d∑
i=0

α′ixi,
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3.2. O broju raznobojnih simpleksa

gdje je

α′0 =
ε

M
i

α′i =
αi
M
, za i = 1, . . . , d.

Oqigledno vrijedi
α′i > 0, za i = 0, 1, . . . , d

i
d∑
i=0

α′i = 1,

odakle slijedi da je 0 ∈ conv{x0,x1, . . . ,xd}.

Konaqno, da bismo dokazali teoremu i u sluqaju kada za neko i taqka 0
nije u unutrax�osti skupa conv(Xi), dovo	no je taj skup aproksimirati
nizom (d + 1)−qlanih skupova (Xn

i )∞n=0 takvih da je 0 ∈ int(conv(Xn
i )),

za svako n ∈ N.

Do�u granicu za broj raznobojnih simpleksa koji sadr�e 0 na 2d
pobo	xavaju Deza, Huang, Stiven i Terlaki u radu [DHST06] . U istom
radu oni konstruixu konfiguraciju koja nema vixe od d2+1 raznobojnih
simpleksa koji sadr�e 0, te postav	aju hipotezu da se taj broj mo�e
uvijek dosti�i. Nedugo zatim Bara�i i Matuxek u [BM07] dokazuju da

ih postoji barem
1

5
d(d+ 1), a Stiven i Tomas u [ST08] poprav	aju do�u

granicu na

⌊
(d+ 2)2

4

⌋
, i to je rezultat koji �emo i mi ovdje pokazati.

Teorema 3.4 (Stiven, Tomas, [ST08]). Neka su skupovi X1, X2, . . . , Xd+1 ⊆
Rd u opxtem polo�aju u odnosu na 0, pri qemu je 0 ∈

⋂d+1
j=1 conv(Xj).

Tada postoji barem

⌊
(d+ 2)2

4

⌋
raznobojnih simpleksa koji sadr�e 0.

Dokaz. Neka su skupovi X1, X2 . . . , Xd+1 ⊆ Rd kao u teoremi 3.4 i neka
je X = X1 ∪ X2 ∪ . . . ∪ Xd+1. Mo�emo pretpostaviti da je X ⊂ Sd−1. U
protivnom, mogli bismo taqke skupa X zamijeniti centralnim projek-
cijama na Sd−1.

Za svaki d−qlani podskup A od X definiximo σ(A) = cone(A) ∩
Sd−1, odgovaraju�i sferni simpleks. Zbog osobina skupaX, Svaki takav
sferni simpleks je sadr�an u otvorenoj hemisferi.
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3.2. O broju raznobojnih simpleksa

Da	e, neka je Yi = X \Xi i Pi = −Xi, za i = 1, 2, . . . , d+ 1.

Proizvo	an raznobojan podskup T od Yi �emo zvati transverzala.
Sa T d(Yi) �emo obi	e�iti familiju svih transverzala u Yi, dok �emo
za neki Y ′i ⊆ Yi sa T d(Y ′i ) obi	e�iti familiju transverzala iz Yi koje
su podskupovi od Y ′i .

Za taqku a na sferi Sd−1 �emo re�i da je pokrivena transverza-
lom T ∈ T d(Yi) ako je a ∈ σ(T ), a ako je F ⊆ T d(Yi), familija
transverzala re�i �emo da F pokriva a, ako bar jedna transvezala
T iz F pokriva a.

Sada vidimo da je dovo	no brojati parove oblika (pi, T ) pri qemu
je pi ∈ Pi, T ∈ T d(Yi) i pi je pokriveno sa sa T, jer svaki takav par
odre�uje jedan raznobojan simpleks koji sadr�i 0. Pri tome moramo
voditi raquna da izostav	amo razliqite parove koji odgovaraju istom
simpleksu.

Kao oqiglednu pos	edicu teoreme 3.3 imamo s	ede�u lemu.

Lema 3.5. Neka je x ∈ Sd−1 i i ∈ {1, 2, . . . , d + 1}. Tada postoji
transverzala T ∈ T d(Yi) koja pokriva x.

Dokaz. Prema teoremi 3.3 postoji transverzala T ∈ T d(Yi) takva da je
0 ∈ conv(T ∪{−x}), a to je ekvivalentno qi�enici da je x pokriveno sa
T.

Za dokaz teoreme 3.4 je k	uqna s	ede�a lema, koju ovdje navodimo bez
dokaza koji se mo�e na�i u [BM07].

Lema 3.6 (Bara�i, Matuxek, [BM07]). Neka je i ∈ {1, 2, . . . , d+1} i neka
su S i T dvije disjunktne transverzale iz T d(Yi), pri qemu S pokriva
taqku x ∈ Sd−1 Tada

(i) Ako T d(S ∪ T ) ne pokriva cijelu sferu Sd−1, tada postoji
transverzala T ′ ∈ T d(S ∪ T ), T ′ 6= S, takva da T ′ tako�e pokriva
x.

(ii) Ako je S jedinstvena transverzala u T d(S ∪ T ) koja pokriva x,
tada T d(S ∪ T ) pokriva cijelu sferu Sd−1.

Pos	edica 3.7. Neka su skupovi X1, X2 . . . , Xd+1 ⊆ Rd kao u teoremi
3.4. Pretpostavimo da 0 le�i u ma�e od d2 +d raznobojnih simpleksa.
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3.2. O broju raznobojnih simpleksa

Tada za svako i ∈ {1, 2, . . . , d + 1} postoje transverzale S, T ∈ T d(Yi)
takve da T d(S ∪ T ) pokriva cijelu sferu Sd−1.

Dokaz. Bez sma�e�a opxtosti mo�emo pretpostaviti da je i = d + 1.
Ako je svaka od taqaka skupa Pd+1 porivena sa barem d transverzala iz
T d(Yd+1), to bi znaqilo da postoji barem d2 + d raznobojnih simpleksa
koji sadr�e 0.

Zak	uqujemo da postoji taqka x ∈ Sd−1 koja je pokrivena sa najvixe
d−1 transverzalom iz T d(Yd+1). Odavde slijedi da postoji transverzala
T ∈ T d(Yd+1) koja ne pokriva x, niti je ijedan t ∈ T element neke
transverzale iz T d(Yd+1) koja pokriva x.

Na osnovu leme 3.5 postoji transverzala S ∈ T d(Yd+1) koja pokriva
x. Prema odabiru transverzala S i T one su oqigledno disjunktne i S je
jedinstvena transverzala iz T d(S∪T ) koja pokriva x, pa na osnovu leme
3.6 familija transverzala T d(S ∪ T ) pokriva cijelu sferu Sd−1.

Vratimo se dokazu teoreme 3.4. Pretpostavi�emo da je 0 sadr�an
u ma�e od d2 + d raznobojnih simpleksa sa bismo mogli primijeniti
prethodnu pos	edicu.

Odaberimo transverzale S1, T1 ∈ T d(Y1) takve da T d(S1∪T1) pokriva
cijelu sferu Sd−1. To znaqi i da je svaki element skupa P1 pokriven
bar jednom transverzalom iz T d(S1 ∪ T1). To nam daje d+ 1 raznobojnih
simpleksa koji sadr�e 0.

Sada odaberimo transverzale S2, T2 ∈ T d(Y2) takve da T d(S2 ∪ T2)
pokriva cijelu sferu Sd−1. Svaka od taqaka iz skupa P2 \ (−(S1 ∪T1)), a
ima ih d− 1 je pokrivena nekom transverzalom iz T d(S2 ∪ T2), xto nam
daje jox d− 1 raznobojnih simpleksa koji sadr�e 0.

Ponav	a�em ove procedure, u i−tom koraku dobijamo d+ 1− 2(i− 1)
novih raznobojnih simpleksa koji sadr�e 0, xto nam daje ukupno

(d+ 1) + (d− 1) + (d− 3) + . . . =

⌊
(d+ 2)2

4

⌋
raznobojnih simpleksa koji sadr�e 0.
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3.3 Raznobojna Helijeva teorema

U radu [Bár82] Bara�i navodi i s	ede�e tvr�e�e, za koje ka�e da ga je
prvi primijetio Laslo Lovas, koje kasnije postaje poznato kao raznobo-
jna Helijeva teorema.

Teorema 3.8 (Bara�i, Lovas, [Bár82]). Neka su C1, C2, . . . , Cd+1 neprazne
konaqne familije kompaktnih konveksnih podskupova od Rd sa osobinom
da za svaki izbor C1 ∈ C1, C2 ∈ C2, . . . , Cd+1 ∈ Cd+1 skup

⋂d+1
j=1 conv(Cj) je

neprazan. Tada je za neko i ∈ [d+ 1] neprazan i presjek qitave familije
Ci.

Dokaz. Neka je

F = {F =
d⋂
i=1

Cid : Cid ∈ Cid , 1 6 i1 < i2 < . . . < id 6 d+ 1}.

Uzmimo vektor v ∈ Rd takav sa se za svako F ∈ F vrijednost
min{vTx : x ∈ F} dosti�e u jedinstvenoj taqki skupa F . Neka je F0

takav da je taj minimum najve�i i neka se dosti�e u x0 ∈ F0. Mo�emo
pretpostaviti da je F0 =

⋂d
i=1Ci, dakle da je pos	ed�a familija

izostav	ena iz F0.

Pokaza�emo da je x0 ∈ Cd+1, za svako Cd+1 ∈ Cd+1.

Pretpostavimo da x0 /∈ Cd+1 za neko Cd+1 ∈ Cd+1. Neka je y taqka
u kojoj se dosti�e min{vTx : x ∈ ∩d+1

i=1Ci}. Skup
⋂d+1
i=1 Ci je neprazan

pa takvo y postoji i vrijedi vTx0 < vTy. Neka su da	e xj odgovaraju�e
taqke minimuma funkcije x 7→ vTx na skupovima

⋂
i 6=j Ci, za j = 1, . . . , d.

Vrijedi vTxj 6 vTx0, za svako j ∈ {1, . . . , d}. Odatle slijedi da du�i
[xj,y], j ∈ {1, . . . , d} sijeku hiperravan h = {x : vTx = vTx0}. Oznaqimo
sa yj, taqke presjeka. Za svaku od �ih vrijedi yj ∈

⋂
i 6=j Ci. To isto

vrijedi i za taqku yd+1 = x0. Poxto imamo skup skup od d+1 taqke koji
le�i na hiperravni, koja je dimenzije d−1, postoji Radonova particija
skupa {y1,y2 . . . ,yd+1} i Radonova taqka z. Primijenimo li argument iz
dokaza obiqne Helijeve teoreme 2.6 dobijamo da je z ∈

⋂d+1
i=1 Ci. Imamo

da vrijedi vTz = vTx0 < vTy, xto je kontradikcija sa odabirom y.

Teorema 2.7, beskonaqna verzija Helijeve teoreme, slijedi iz pred-
hodne ako stavimo

C1 = C2 = . . . = Cd+1.

Teoreme 3.1 i 3.8 su zapravo i ekvivalentne (dokaz u [BO97]).
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3.4 Jox jedan dokaz Tverbergove teoreme

Kao xto smo i obe�ali u predhodnoj glavi, ovdje �emo prezentovati jox
jedan dokaz Tverbergove teoreme. Rijeq je o Onovom pojednostav	e�u
([BO97]) Sarkarijinog dokaza iz [Sar92]. Prisjetimo se prvo da Tver-
bergova teorema tvrdi da svaki (r − 1)(d + 1) + 1−qlani podskup od Rd

mo�emo razbiti na r disjunktnih podskupova qiji konveksni omotaqi
imaju neprazan presjek.

Dokaz. Neka je X ⊆ Rd, pri qemu je |X| = (r − 1)(d + 1) + 1. Ako
definixemo n = (r − 1)(d + 1), mo�emo oznaqiti elemente iz X sa
x0,x1, . . . ,xn. Definiximo vektore

yi =

(
xi
1

)
∈ Rd+1, i = 0, 1, . . . , n.

Neka su v1, . . . ,vr ∈ Rr−1 vrhovi pravilnog (r−1)−dimenzionalnog sim-
pleksa dijametra 1. Jedina �ihova linearna zavisnost, do na mno�e�e
skalarom, je

v1 + . . .+ vr = 0.

Definiximo skupove

Ai = {v1 ⊗ yi,v2 ⊗ yi, . . . ,vr ⊗ yi}, i = 0, 1, . . . , n,

gdje je ⊗ standardni tenzorski proizvod vektora definisan za vektore
ws = (ws1, w

s
2, . . . , w

s
s) ∈ Rs i wt = (wt1, w

t
2, . . . , w

t
t) ∈ Rt sa

ws ⊗wt = (ws1w
t
1, . . . , w

s
1w

t
t, w

s
2w

t
1, . . . , w

s
2w

t
t, . . . , w

s
sw

t
1, . . . , w

s
sw

t
t).

Jasno je da je Ai ⊂ Rn. Kako je, zbog izbora vektorā vi, 0 ∈ conv(Ai),
za i = 0, 1, . . . , n, vidimo da su ispu�ene sve pretpostavke iz teoreme 3.1,
pa postoji raznobojan skup A = {a0, a1, . . . , an} takav da je 0 ∈ conv(A).
To znaqi da postoje nenegativni skalari αi, i = 0, 1, . . . , n takvi da je

α0 + α1 + . . .+ αn = 1,

pri qemu vrijedi

α0a0 + α1a1 + . . .+ αnan = 0.

Poxto je ai ∈ Ai znamo da je

ai = vk(i) ⊗ yi, pri qemu je k(i) ∈ {1, . . . , r}.
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3.4. Jox jedan dokaz Tverbergove teoreme

Neka je
Ij = {i : k(i) = j}, j = 1, . . . , r

i
Xj = {xi : i ∈ Ij}, j = 1, . . . , r.

Oqigledno je
X = X1 ∪ . . . ∪Xr,

a jox �emo dokazati da je ovo i Tverbergova particija skupa X. Posma-
trajmo vektore zj =

∑
i∈Ij αiyi, j = 1, . . . , r. Vrijedi

0 =
n∑
i=0

αiai

=
n∑
i=0

αivk(i) ⊗ yi

=
r∑
j=1

vj ⊗
∑
i∈Ij

αiyi

=
r∑
j=1

vj ⊗ zj.

Poxto za vektor u1 = 2(v1 − v2) ∈ Rr−1 vrijedi

uT1 v1 = 1, uT1 v2 = −1 i uT1 vk = 0, za k 6= 1, 2.

mo�emo prethodnu jednakost pomno�iti s lijeva sa uT1 i dobi�emo da je
z1 = z2. Sliqno mo�emo, pomo�u vektorā ui = 2(vi−vi+1), i = 2, 3, . . . , r−
1, dobiti i z1 = z2 = . . . = zr. Vidimo da je pos	ed�a koordinata
vektora zj jednaka

∑
i∈Ij αi = 1

r
. Neka je da	e vektor z̃ projekcija vektora

z na prvih d koordinata. Tada je

rz̃ =
∑
i∈Ij

rαixi ∈ conv(Xi), za svako i = 1, 2, . . . , r.
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Glava 4

Topoloxki Tvebergov

problem

Mnoxtvo rezultata u kombinatorici i diskretnoj geometriji je dokazano
korix�e�em aparata algebarske topologije. Prvi veliki rezultat iz te
branxe je Lovasov dokaz Knezerove hipoteze iz 1978. godine.1 Od tada
pa do danas oblast topoloxke kombinatorike se neprestano razvija.
Mi u ovom poglav	u ho�emo da doka�emo topoloxke verzije teorema
Radona i Tverberga, kao i jox neke zanim	ive rezultate. U toj namjeri
uglavnom �emo pratiti izvanrednu Matuxekovu k�igu [Mat08]. Osim u
[Mat08], mnoge lijepe primjene topologije u kombinatorici i diskretnoj
geometriji se mogu na�i u [Bjö95], [Živ96], [Živ98] i [Živ04].

4.1 Od afinih do neprekidnih utapa�a

Prisjetimo se Radonove leme (teorema 2.3), koja je tvrdila da skup od
d+2 taqke u Rd mo�emo razbiti na dva disjunktna podskupa qiji se kon-
veksni omotaqi sijeku. Lako se provjeri da je ovo tvr�e�e ekvivalentno
s	ede�em:

Teorema 4.1. Neka je f : ||σd+1|| → Rd afino preslikava�e. Tada pos-
toje dvije disjunktne strane F1 i F2 od σ

d+1 takve da je

f(||F1||) ∩ f(||F2||) 6= ∅.

Naime, ekvivalentnost je pos	edica qi�enice da je afino preslika-
va�e simpleksa u potpunosti odre�eno slikama tjemena. Na sliqan
naqin se vidi i da je Tverbergova teorema 2.15 ekvivalentna s	ede�oj:

1Pogledati [dL04].
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Teorema 4.2. Neka su r i d prirodni brojevi. Stavimo N = (d +
1)(r − 1). Neka je f : ||σN || → Rd afino preslikava�e. Tada postoji r
me�usobno disjunktnih strana F1, . . . , Fr od σ

N takvih da je

f(||F1||) ∩ f(||F2||) ∩ . . . ∩ f(||Fr||) 6= ∅.

Prirodno se postav	a pita�e da li ove teoreme va�e i ako je f
prizvo	no neprekidno preslikava�e. Godine 1979. u [BB79] Bajmoki i
Bara�i daju potvrdan odgovor kada je rijeq o Radonovoj teoremi:

Teorema 4.3 (Bajmoki, Bara�i, [BB79]). Neka je f : ||σd+1|| → Rd

neprekidno preslikava�e. Tada postoje dvije disjunktne strane F1 i
F2 od σ

d+1 takve da je

f(||F1||) ∩ f(||F2||) 6= ∅.

Xto se tiqe topoloxkog uopxte�a Tverbergove teoreme Bara�i,
Xlosman i Si�, 1981. godine, u [BSS81], dokazuju da vrijedi u sluqaju
da je r prost broj. Ozajdin, 1987. godine u neobjav	enom radu, a kasnije
Volovikov u [Vol96] i Sarkarija u [Sar00] uopxtavaju tvr�e�e na sluqaj
kada je r stepen prostog broja, tako da danas imamo s	ede�u teoremu:

Teorema 4.4 (Volovikov, [Vol96], Sarkarija, [Sar00]). Neka je r stepen
prostog broja i d > 1 proizvo	an cio broj. Stavimo N = (d + 1)(r −
1). Neka je f : ||σN || → Rd neprekidno preslikava�e. Tada postoji r
me�usobno disjunktnih strana F1, . . . , Fr od σ

N takvih da je

f(||F1||) ∩ f(||F2||) ∩ . . . ∩ f(||Fr||) 6= ∅.

Prema [Mat08] dokaz topoloxke Tverbergove teoreme za proizvo	an
prirodan broj r je jedan od najznaqajnijih otvorenih problema u po	u
topoloxke kombinatorike.

4.2 G−indeks
Definicija 4.1. Neka je G topoloxka grupa (G je topoloxki prostor
i mno�e�e i uzima�e inverza su neprekidne operacije) i X topoloxki
prostor. G−dejstvo na X je kolekcija Φ = (φg)g∈G homeomorfizama
na X takva da vrijedi:

1. Preslikava�e (g, x) 7→ φg(x) je neprekidno,

2. φe = idX , ako je e jediniqni element u G i
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4.2. G−indeks

3. φg ◦ φh = φgh za svako g, h ∈ G.

Par (X,Φ) nazivamo G−prostorom.
Ako su (X,Φ) i (Y,Ψ) G−prostori, preslikava�e f : X → Y zovemo
ekvivarijantnim ili G−preslikava�em ako je f ◦ φg = ψg ◦ f za
svako g ∈ G.

Definiciju G−preslikava�a mo�emo ilustrovati komutativnim
dijagramom:

X
f−−−→ Yyφg yψg

X
f−−−→ Y

Definicija 4.2. G−prostor (X,Φ) zovemo slobodnim, ako nijedan
homeomorfizam φg, osim trivijalnog, nema fiksnih taqaka. Odgo-
varaju�e G−dejstvo �emo tako�e nazivati slobodnim.

Zn−prostori. Posmatrajmo aditivnu grupu Zn = {0, 1, . . . , n − 1},
grupu ostataka po modulu n. Zn−dejstvo Φ je odre�eno homeomorfizmom
φ1, jer je φk = (φ1)k, tako da �emo u ovom sluqaju govoriti Zn−prostor
(X, ν), ako je φ1 = ν.

Posebno zanim	iv sluqaj Zn−prostora jeste za n = p, prost broj.
Tada je Zp−prostor (X, ν) slobodan ako i samo ako homeomorfizam ν
nema fiksnih taqaka.

Simplicijalni G−kompleksi. Neka je K simplicijalni kom-
pleks sa skupom tjemena V. Pretpostavimo da grupa G dejstvuje na V
tako da su elementima grupe pridru�ena simplicijalna preslikava�a.
Tada K zovemo simplicijalnim G−kompleksom.

Iako je ovo dejstvo definisano samo na tjemenima od K, sva pres-
likava�a kanonski proxirimo na ||K||, koji tako postaje G−prostor.

Primjer 4.1. Neki G−prostori.

(a) Jediniqna sfera Sd i prostor Rd su Z2−prostori, ako je homeo-
morfizam φ1 antipodalno preslikava�e x 7→ −x. Prvi je slobo-
dan, drugi nije.
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4.2. G−indeks

(b) Ako je (X,Φ) G−prostor i H podgrupa od G tada je (X,Φ) tako�e
H−prostor. Ako je G−dejstvo bilo slobodno i H−dejstvo je.

(v) Za proizvo	an prostor X, simetriqna grupa Sn dejstvuje na
n−
ojnu X∗n tako xto permutuje koordinate:

π(t1x1 ⊕ t2x2 ⊕ . . .⊕ tnxn) = tπ(1)xπ(1) ⊕ tπ(2)xπ(2) ⊕ . . .⊕ tπ(n)xπ(n).

Prema (b) svaka podgrupa od Sn tako�e dejstvuje na X
∗n. U sluqaju

Zn ovo se svodi na cikliqko pomijera�e koordinata.
Sliqno grupa Sn dejstvuje i na direktnom proizvodu Xn. U op-
xtem sluqaju, dejstvo simetriqne grupe na ovim prostorima
nije slobodno.

(g) Ako su (X,Φ) i (Y,Ψ) G−prostori tada je i (X ∗ Y,Φ ∗ Ψ)
G−prostor, gdje je G−dejstvo Φ ∗ Ψ dato sa φg ∗ ψg. �ojn slo-
bodnih prostora je slobodan.

(d) Svaka topoloxka grupa dejstvuje sama na sebi lijevim
mno�e�em, φg(h) = gh. Ako je G konaqna grupa tada je (n+1)−
ojn
G∗n+1 n−dimenzionalan, (n− 1)−povezan slobodan simplicijalni
G−kompleks.2

Neka su X i Y neki G−prostori. Ako postoji neko G−preslikava�e
iz X u Y pisa�emo X

G−→ Y ili X 6G Y.

Definicija 4.3. Neka je G konaqna netrivijalna grupa i n nenegati-
van cio broj. Konaqan n−dimenzionalni simplicijalni G−kompleks,
koji je (n−1)−povezan i slobodan u odnosu na dejstvo grupe G nazivamo
EnG prostorom.

Primjer 4.1 nam ka�e da EnG prostori postoje, a s	ede�a teorema
da su svaka dva EnG prostora, za fiksirano n, ekvivalentna.

Teorema 4.5. Ako su X i Y EnG prostori, tada je X
G−→ Y.

Predhodna teorema nam omogu�ava da definixemo G−indeks.

Definicija 4.4. Neka je X neki G−prostor. Definixemo G−indeks
od X kao

indG(X) = min{n : X
G−→ EnG}.

2Zapravo se mo�e pokazati da je homotopski ekvivalentan buketu n−sfera.

43



4.3. Topoloxka Radonova lema i topoloxka Tverbergova teorema

Primjedba 4.6. Vidjeli smo u primjeru 4.1 da je G∗n+1 primjer EnG
prostora. U sluqaju G = Z2 u pita�u je sfera S

n.

Bitne osobine G−indeksa sadr�ane su u s	ede�oj teoremi.

Teorema 4.7 ([Mat08]). Neka je G netrivijalna konaqna grupa i X i Y
G−prostori. Tada vrijedi:

(i) indG(X) > indG(Y )⇒ X
G9 Y,

(ii) indG(EnG) = n,

(iii) indG(X ∗ Y ) 6 indG(X) + indG(y) + 1,

(iv) ako je X (n− 1)−povezan, tada je indG(X) > n i

(v) ako je K slobodan simplicijalan G−kompleks dimenzije n tada je
indG(K) 6 n.

Iako ne izgleda tako, najte�i dio predhodne teoreme za dokaz je (ii).
On zahtijeva s	ede�u teoremu Borsuk-Ulamovog tipa:

Teorema 4.8. Ne postoji G−preslikava�e sa EnG prostora u En−1G
prostor.

Ako uzmemo G = Z2 i EnG = Sn prethodna teorema tvrdi da ne
postoji antipodalno preslikava�e sa Sn u Sn−1, xto je jedna od mnogo
ekvivalentnih formulacija dobro poznate Borsuk-Ulamove teoreme.

4.3 Topoloxka Radonova lema i topoloxka

Tverbergova teorema

Topoloxka Radonova lema ka�e da ne postoji neprekidno preslikava�e
f : ||σd+1|| → Rd za koje bi vrijedilo: f(x1) 6= f(x2) za svake dvije
taqke x1,x2 ∈ σd+1 takve da je supp(x1) ∩ supp(x2) = ∅. Pretpostavimo
suprotno. Neka je f : ||σd+1|| → Rd neprekidno preslikava�e takvo da je
f(x1) 6= f(x2) za svake dvije taqke x1,x2 ∈ σd+1 sa disjunktnim nosaqem.
Definiximo preslikava�e f ∗2 sa

f ∗2(tx1 ⊕ (1− t)x2) = tf(x1)⊕ (1− t)f(x2).

Prirodan domen preslikava�a f ∗2 je ||σd+1||∗2, dok je prirodan kodomen
(Rd)∗2. Me�utim, mi �emo domen ograniqiti na skup ||(σd+1)∗2∆ ||. Sa

44



4.3. Topoloxka Radonova lema i topoloxka Tverbergova teorema

takvim domenom, a na osnovu osobina preslikava�a f , znamo da slike
pripadaju skupu

{ty1 ⊕ (1− t)y2 ∈ (Rd)∗2 : y1 6= y2} ⊆ (Rd)∗2∆ .

Prostori ||(σd+1)∗2∆ || i (Rd)∗2∆ su slobodni Z2 prostori, ako za jediniqni
homeomorfizam uzmemo preslikava�e tx1 ⊕ (1 − t)x2 7→ (1 − t)x2 ⊕ tx1.
Dakle za preslikava�e f ∗2 vrijedi

f ∗2 : ||(σd+1)∗2∆ ||
Z2−→ (Rd)∗2∆ .

Za kontradikciju, a samim tim i dokaz topoloxke Radonove leme sada
nam je dovo	na s	ede�a lema qiji dokaz se mo�e prona�i u [Mat08].

Lema 4.9. Neka je p prost broj i d prirodan. Tada je

(i) indZp((σd)∗p∆(2)) = d,

(ii) indZp((Rd)∗p∆ ) = (d+ 1)(p− 1)− 1.

U ovom poglav	u, mi ne samo da smo dokazali Topoloxku Radonovu
lemu, nego smo besplatno dobili i s	ede�u teoremu:

Teorema 4.10. Neka je K simplicijalan kompleks. Ako je indZ2(K
∗2
∆ ) >

d, ||K|| se ne mo�e realizovati u Rd.

Kako je za dokaz topoloxke Tverbergove teoreme 4.4 potrebna tehnika
koja uveliko prevazilazi obim ovoga rada, mi �emo je dokazati samo u
specijalnom sluqaju, kada je r prost broj.

Teorema 4.11 (Bara�i, Xlosman, Si�, [BSS81]). Neka je p prost broj
i d > 1 proizvo	an cio broj. Stavimo N = (d + 1)(p − 1). Neka je
f : ||σN || → Rd neprekidno preslikava�e. Tada postoji p me�usobno
disjunktnih strana F1, . . . , Fp od σ

N takvih da je

f(||F1||) ∩ f(||F2||) ∩ . . . ∩ f(||Fp||) 6= ∅.

Dokaz. Dokaz se zasniva na istoj ideji kao i dokaz topoloxke Radonove
leme. Postoja�e preslikava�a f koje bi protivurijeqilo tvr�e�u bi
dovelo do postoja�a preslikava�a

f ∗p : ||(σN)∗p∆(2)||
Zp−→ (Rd)∗p∆ .

S druge strane, na osnovu leme 4.9, je indZp((σN)∗p∆(2)) = N i indZp((Rd)∗p∆ ) =
N − 1, xto bi bila kontradikcija.
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4.4 O broju Tverbergovih particija

Neka je X ⊆ Rd, |X| = (r − 1)(d + 1) + 1. Neka je X =
⋃r
i=1Xi parti-

cija skupa X u neprazne disjunktne podskupove. Ako za tu particiju
vrijedi

⋂r
i=1 conv(Xi) 6= ∅ re�i �emo da je to Tverbergova particija.

Tverbergova teorema nam garantuje postoja�e bar jedne Tverbergove
particije za skup X, tako da je prirodno postaviti pita�e koliko ih
ukupno ima. U tom smislu poznata je Sierksmina hipoteza koja tvrdi
da uvijek postoji barem ((r − 1)!)d neure�enih Tverbergovih particija,
{X1, X2, . . . , Xr}, ((r−1)(d+1)+1)−qlanog skupa X u opxtem polo�aju.

Ako bi se ispostavilo da je ova hipoteza taqna broj ((r− 1)!)d bi bio
najbo	i mogu�i. Naime, ako uzmemo standardni d−simpleks, svako od
d+1 tjemena zamijenimo sa klasterom od r−1 taqke, i jox dodamo bari-
centar simpleksa, dobili smo konfiguraciju koja ima taqno ((r − 1)!)d

neure�enih Tverbergovih particija.

Izuzmemo li sluqaj r = 2 koji se svodi na Radonovu lemu i d = 1
koji je trivijalan, Sierksmina hipoteza je jox uvijek otvoren problem,
ali su zato Vuqi� i �iva	evi� u [VŽ93] dokazali da uvijek postoji

bar
1

(r − 1)!

(r
2

)(d+1)(r−1)/2

Tverbergovih particija, ako je r prost broj.

Kasnije je Hel u [Hel07] proxirio ovaj rezultat na stepene prostih bro-
jeva.

Mi �emo ovdje dokazati rezultat Vuqi�a i �iva	evi�a za r prost
broj.

Teorema 4.12 (Vuqi�, �iva	evi�, [VŽ93]). Neka je p prost broj i d >
1 proizvo	an cio broj. Stavimo N = (d+ 1)(p− 1). Neka je f : ||σN || →
Rd neprekidno preslikava�e. Tada neure�enih p−torki {F1, F2, . . . , Fp}
disjunktnih strana od σN takvih da je

⋂p
i=1 f(||Fi||) 6= ∅ ima barem

1

(p− 1)!

(p
2

)(d+1)(p−1)/2

.

Dokaz. Neka je K = (σN)∗p∆(2). Skup tjemena simplicijalnog kom-

pleksa K je [N + 1] × [p], dok su maksmimalne strane oblika S =
{(1, i1), (2, i2), . . . , (N + 1, iN+1)}, pri qemu je i1, i2, . . . , iN+1 ∈ [p]. Svaka
takva maksimalna strana S odre�uje ure�enu particiju (F1, F2, . . . , Fp)
disjunktnih strana od σN , gdje je Fi = {j ∈ [N + 1] : ij = i}.
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4.4. O broju Tverbergovih particija

Drugi naqin da vidimo maksimalne strane od K je da ih posmatramo
kao grane kompletnog (N + 1)−partitnog hipergrafa.

2 3
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Ilustracija 4.1: "Dobra" strana i Tverbergova particija

Zva�emo S dobrom stranom, ako odre�uje Tverbergovu particiju.

Ako je f ∗p : ||K|| Zp−→ (Rd)∗p preslikava�e dobijeno od f na naqin opisan
u dokazu teoreme 4.4, onda je S dobra strana ako sadr�i taqku koju f ∗p

slika u dijagonalu od (Rd)∗p.

Sada �emo konstruisati familiju L potkompleksa L od K za koje
vrijedi

(i) L je zatvoren u odnosu na Zp−dejstvo (cikliqko pomijera�e kolona
hipergrafa) i

(ii) indZp(L) 6 N .

Pos	edica osobina (i) i (ii) je da svaki takav L ima bar jednu orbitu
dobrih strana. Kako je dejstvo slobodno svaka orbita je p−qlana, pa
nam to daje p ure�enih Tverbergovih particija.

Obi	e�imo li saQ broj potkompleksa L ∈ L koji sadr�e neku zadatu
maksimalnu stranu od K, na osnovu predhodnih razmatra�a imamo da
za broj M ure�enih p−torki Tverbergovih particija vrijedi

M > p
|L|
Q
.

Izraqunajmo jox brojeve |L| i Q.

Poxto se u sluqaju p = 2 teorema svodi na topoloxku Radonovu
lemu 4.3 mo�emo pretpostaviti da je p neparan prost broj, pa je onda
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(d + 1)(p − 1) paran. Fiksirajmo sada jednu vrstu hipergrafa, a os-

tale podijelimo u
N

2
parova. Neka je Π broj naqina na koji to mo�emo

uraditi. Koncentriximo se sada na jedan od parova koje smo izabrali.
Strane od K koje su na ove dvije vrste su grane kompletnog bipartitnog
grafa sa tjemenima u ovim vrstama. Odaberimo iz ovog para ciklus
C koji je invarijantan u odnosu na Zp−dejstvo. Takav ciklus je jed-
noznaqno odre�en izborom dvije razliqite grane koje su incidentne sa
nekim fiksiranim tjemenom, na primjer prvim iz gor�e vrste. Ostale
grane koje pripadaju tra�enom ciklusu dobijamo cikliqkim pomijer-

a�em odabrane dvije. Postoji dakle

(
p

2

)
naqina da odaberemo ciklus

C. Invarijantne cikluse C1, C2, . . . , CN/2 za svaki od parova mo�emo da

odaberemo dakle na ukupno

(
p

2

)N/2
naqina. Maksimalne strane potkom-

pleksa L koji odgovara ovakvom izboru ciklusa C1, C2, . . . , CN/2 su one
maksimalne strane od K koje sadr�e po jednu granu iz svakog od ciklusa
Ci. Slijedi da je

|L| = Π

(
p

2

)N/2
.

Tako�e, lako vidimo da je

Q = Π(p− 1)N/2.

Naime, ako je fiksirana maksimalna strana J i podjela na parove vrsta,
strani od J koja le�i na jednom paru, dovo	no je dodati jox jednu granu
iz gor�eg tjemena, pa �e tako biti odre�en invarijantan ciklus, a samim
tim i kompleks L.

Prema konstrukciji, oqigledno je ispu�en uslov (i), a (ii) slijedi iz
qi�enice da je L 
ojn N/2 ciklusa i diskretnog prostora Dp, pa je

||L|| ∼= (S1)∗(N/2) ∗Dp
∼= SN−1 ∗Dp,

odakle, na osnovu teoreme 4.7, izlazi da je indZp(L) > N , xto je i
tra�eno.

Konaqno imamo da je

M > p
(p

2

)N/2
.

Kako nama treba broj neure�enih Tverbergovoh particija, a M pred-
stav	a broj ure�enih, ostaje nam da gor�u nejednakost podijelimo sa p!
i dobijamo upravo broj koji nam je i trebao.
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4.5 Raznobojni Tverbergov problem

Neka je T = T (r, k, d) minimalan broj T za koji va�i da za svaku
kolekciju "boja" C = {C1, C2, . . . , Ck+1} takvu da je |Ci| > T za svako
i = 1, 2, . . . , k + 1 postoji r raznobojnih skupova A1, A2, . . . , Ar koji su
me�usobno disjunktni, a �ihovi konveksni omotaqi imaju neprazan pres-
jek,

⋂r
i=1 conv(Ai) 6= ∅.

Raznobojni Tverbergov problem se sastoji u potvr�iva�u postoja�a
broja T (r, k, d), kao i �egovom odre�iva�u. Rade �iva	evi� u [Živ04]
razlikuje dva sluqaja:

1. Ako je k = d imamo raznobojni Tverbergov problem tipa A i

2. ako je k < d tada imamo raznobojni Tverbergov problem tipa B.

U sluqaju raznobojnog Tverbergovog problema tipa A uobiqajeno je um-
jesto T (r, d, d) pisati T (r, d).

Hipoteza 4.13 (Tip A). Za sve prirodne brojeve r i d vrijedi

T (r, d) = r.

Hipoteza 4.14 (Tip B). Za sve prirodne brojeve r, k i d, k < d, vrijedi

T (r, k, d) = 2r − 1.

Xto se hipoteze 4.14 tiqe, Vre�ica i �iva	evi� su u [VŽ94]
pokazali da je taqna kada je r prost broj, a kasnije je �iva	evi� u
[Živ98] proxirio dokaz i na sluqaj kada je r stepen prostog broja.

Kada je u pita�u hipoteza 4.13, Bara�i, Larman i Lovas u [BL92]
pokazuju da je taqna u sluqajevima r = 2 i d 6 2. �iva	evi� i Vre�ica
u [ŽV92] pokazuju da je T (r, d) 6 4r − 3, pri qemu je T (r, d) 6 2r − 1, ako
je r prost broj, a to je rezultat koji �emo i mi ovdje dokazati.

Teorema 4.15 (�iva	evi�, Vre�ica, [ŽV92]). Za cijele brojeve r >
2 i d > 1 postoji cio broj T = T (d, r) takav da za svaki izbor
T−qlanih podskupova C1, C2, . . . , Cd+1 ⊆ Rd postoje disjunktni skpovi
A1, A2, . . . , Ar ⊆ Rd za koje vrijedi |Ai∩Cj| = 1 za sve i ∈ [r] i j ∈ [d+ 1],
pri qemu je

⋂r
j=1 conv(Aj) neprazan.
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Svi poznati dokazi prethodne teoreme su topoloxki. Mi �emo
dokazati s	ede�u topoloxku verziju raznobojne Tverbergove teoreme iz
koje, na osnovu Bertranovog postulata, slijedi teorema 4.15 za T = 4r−3.

Teorema 4.16 (�iva	evi�, Vre�ica, [ŽV92]). Neka je p prost broj i
d > 1 proizvo	an cio broj. Neka su C1, . . . , Cd+1 disjunktni skupovi
sa po 2p − 1 elemenata. Neka je K simplicijalan kompleks qiji je
skup tjemena C1 ∪ . . . ∪ Cd+1, a simpleksi su mu podskupovi sa najvixe
jednim tjemenom iz svakog od skupova Ci. Tada za svako neprekidno pres-
likava�e f : ||K|| → Rd postoji p disjunktnih strana F1, . . . , Fp od K
takvih da je f(||F1||) ∩ f(||F2||) ∩ . . . ∩ f(||Fp||) 6= ∅.

Definicija 4.5. Hipergraf je par (V,E) gdje je V skup i E ⊆ 2V

je familija podskupova od V. Elemente od V nazivamo tjemenima,
elemente od E granama hipergrafa.

Definicija 4.6. Neka je F familija skupova. Knezerov r−hipergraf,
KGr(F) je hipergraf qija su tjemena skupovi iz F a grane su r−qlane
podfamilije disjunktnih podskupova od F :

{{S1, S2, . . . , Sr} ⊆ F : Si ∩ Sj = ∅, za 1 6 i < j 6 r}.

Pravo m−boje�e hipergrafa H je preslikava�e c : V (H) → [m]
takvo da ne postoji monohromatska grana.
Hromatski broj, χ(H), hipergrafa H je najma�i prirodan broj m za
koji postoji pravo m−boje�e.

Poxto smo usvojili terminologiju sa hipergrafovima vratimo se
teoremi 4.16 za qiji je dokaz k	uqna s	ede�a teorema.

Teorema 4.17 (Sarkarija). Neka je p prost broj, d i n prirodni brojevi
i neka je K simplicijalni kompleks sa tjemenima 1, 2, . . . , n takav da
vrijedi

d 6
n− p
p− 1

− χ(KGp(F)),

gdje je F familija, po inkluziji, minimalnih skupova iz 2[n] \ K.
Tada za svako neprekidno preslikava�e f : ||K|| → Rd postoje taqke
x1,x2, . . . ,xp ∈ ||K|| sa disjunktnim nosaqima takve da vrijedi

f(x1) = f(x2) = . . . = f(xp).

Dokaz teoreme 4.17 se mo�e na�i u [Mat08] a mi �emo konaqno
dokazati teoremu 4.16
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Dokaz. Familija F po inkluziji, minimalnih skupova iz 2[n] \ K se
sastoji od grana izme�u taqaka u istoj klasi Ci. Kako p disjunktnih
grana pokrije 2p tjemena, jasno je da ne mogu sva ta tjemena biti iz iste
klase. Slijedi da je boje�e taqaka iz klase Ci bojom i, za i = 1, 2, . . . , d+1,
pravo (d+ 1)−boje�e hipergrafa KGp(F) odakle slijedi da je

χ(KGp(F)) 6 d+ 1.

Broj tjemena u simplicijalnom kompleksu K je

n = (2p− 1)(d+ 1).

Sada za desnu stranu nejednakosti u teoremi 4.17 imamo da vrijedi:

n− p
p− 1

− χ(KGp(F)) >
(2p− 1)(d+ 1)− p

p− 1
− d− 1

=
dp

p− 1
> d,

odakle slijedi tvr�e�e.

Skoro dvije decenije nakon gor�ih rezultata nije bilo nikakvog po-
maka u rjexava�u raznobojnog Tverbergovog problema, kada su Blago-
jevi�, Maqke i Cigler, [BMZ09], iznenada dokazali s	ede�u teoremu
Tverbergovog tipa.

Teorema 4.18 (Blagojevi�, Maqke, Cigler, [BMZ09]). Neka je r prost
broj i d > 1 proizvo	an cio broj i neka je N = (r − 1)(d + 1). Neka
su C0, C1 . . . , Cd+1 disjunktni podskupovi skupa tjemena simpleksa σN

takvi da je |Ci| = r − 1, za sve i = 0, 1, . . . , d i |Cd+1| = 1. Tada za
svako neprekidno preslikava�e f : ||σN || → Rd postoji r disjunktnih
raznobojnih strana F1, . . . , Fr od σ

N takvih da je

f(||F1||) ∩ f(||F2||) ∩ . . . ∩ f(||Fr||) 6= ∅.

Odbaciva�em simpleksa Fi koji sadr�i tjeme iz jednoqlanog skupa
Cd+1 iz gor�e teoreme slijedi da je T (r−1, d) = r−1, ako je r prost broj.

Originalan dokaz teoreme 4.18 u [BMZ09], zasniva se na teoriji
opstukcija. Nedugo nakon pojav	iva�a toga rezultata Vre�ica i
�iva	evi� u [VŽ11] dokazuju teoremu 4.18 pomo�u stepena preslika-
va�a. Blagojevi�, Maqke i Cigler u [BMZ11] tako�e dokazuju teoremu
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4.18 pomo�u stepena preslikava�a, kao i pomo�u kohomoloxkog indeksa.
Svakako vrijedan pomena je i rad Matuxeka, Tansera i Vagnera [MTW]
u kom autori, prate�i dokaze zasnovane na stepenu preslikava�a, izvode
geometrijski dokaz teoreme 4.18.

Mi �emo ovdje prikazati skicu dokaza teoreme 4.18 prema [VŽ11].

Skica dokaza teoreme 4.18. U maniru predhodnih dokaza u ovoj glavi,
postoja�e preslikava�a f koje bi protivurijeqilo tvr�e�u teoreme
4.18, dovelo bi do Zr−preslikava�a

f ∗ : (C0)∗r∆(2) ∗ (C1)∗r∆(2) ∗ . . . ∗ (Cd)
∗r
∆(2) ∗ (Cd+1)∗r∆(2)

Zr−→ (Rd)∗r∆

Da	e, (Ci)
∗r
∆(2), za i = 0, 1, . . . , d, je topovski kompleks ∆r,r−1, dok je

(Cd+1)∗r∆(2) = [r] = ∆r,1.

Neka je Wr ⊂ Rr ortogonalni komplement vektora (1, 1, . . . , 1) ∈ Rr.
Ortogonalna projekcija p : Rr → Wr nam daje Zr−preslikava�e

Π : (Rd)∗r∆
Zr−→ W⊕(d+1)

r ,

Π(
r⊕
i=1

λixi) = (p(λ1, . . . , λr), p(λ1x11, . . . , λrxr1), . . . , p(λ1x1d, . . . , λrxrd)).

Zbog qi�enice da Π ide iz (Rd)∗r∆ , 0 nije u kodomenu, kompozicijom
Π i radijalne projekcije mo�emo dobiti Zr−preslikava�e iz (Rd)∗r∆ u

sferu S(W
⊕(d+1)
r ).

Kombinuju�i, dobili smo Zr−preslikava�e

f̃ : (∆r,r−1)∗(d+1) ∗∆r,1
Zr−→ S(W⊕(d+1)

r ).

Sada �emo se ograniqiti na restrikciju h = f̃ |(∆r,r−1)∗(d+1) , jer su

prostori (∆r,r−1)∗(d+1) i S(W
⊕(d+1)
r ). iste dimenzije. Kako je ∆r,r−1

povezana, orijentabilna pseudomnogostrukost ([BLVŽ94]), a onda to vri-
jedi i za (∆r,r−1)∗(d+1), mo�emo priqati o stepenu preslikava�a h.

S	ede�a lema garantuje da svaka dva Zr preslikava�a imaju isti
stepen po modulu r.

Lema 4.19. Neka je M triangulabilna, kompaktna, orijentabilna,
n−dimenzionalna pseudomnogostrukost. Neka je G konaqna grupa koja
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dejstvuje slobodno i simplicijalno naM i neka je S(W ) G−invarijantna
sfera u realnoj, (n + 1)−dimenzionalnoj G−reprezentaciji W. Pret-
postavimo da M i S(W ) imaju isti orijentacijski karakter, to
jeste, svaki element iz G ili zadr�ava orijentaciju i na M i na
S(W ) ili je istovremeno mije�a. Tada za svaka dva G−preslikava�a
f, g : M → S(W ) vrijedi

deg(f) ≡ deg(g) (mod |G|).

Definiximo sada preslikava�e

ξm,k : ∆m,k → (σm−1)6k−1,

sa
ξm,k : {(i1, j1), . . . , (ip, jp)} 7→ {i1, . . . , ip}.

Mo�e se dokazati da za m = r i k = r − 1 vrijedi

deg(ξr,r−1) = (−1)r+1(r − 1)!

Iz S(Wr) ∼= (σr−1)6r−2 slijedi da je

S(W⊕(d+1)
r ) ∼= S(Wr)

∗(d+1) ∼= ((σr−1)6r−2)∗(d+1),

pa je sa
ξ = (ξr,r−1)∗(d+1)

definisano jedno Zr−preslikava�e iz (∆r,r−1)∗(d+1) u S(W
⊕(d+1)
r ) za koje

vrijedi
deg(ξ) = ((r − 1)!)d+1 ≡ (−1)d+1 (mod r).

Na osnovu leme 4.19 vrijedi i deg(h) ≡ (−1)d+1 (mod r), dok bi, na
osnovu toga xto je h restrikcija Zr−preslikava�a f̃ , trebalo da vrijedi
deg(h) = 0. Kontradikcija i kraj dokaza.

Autori [VŽ11] su otixli i korak da	e dokazavxi s	ede�u teoremu.

Teorema 4.20 (Vre�ica, �iva	evi�, [VŽ11]). Neka je r prost broj i X
neki (ν−1)−povezan, slobodan simplicijalan Zr−kompleks. Neka je Wr

standardna (r−1)−dimenzionalna reprezentacija od Zr i V proizvo	na
reprezentacija bez fiksnih taqaka dimenzije ne ve�e od ν. Tada ne pos-
toji Zr−preslikava�e

f : (∆r,r−1)∗l ∗X → S(W⊕l
r ⊕ V ).
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Kako je iz [BLVŽ94] poznato da je topovski kompleks ∆s,t (ν −
1)−povezan, za ν = min{s, t, b(s+ t+ 1)/3c}, teorema 4.20 dobro slu�i za
dokaziva�e nepostoja�a Zr−preslikava�a oblika

f : (∆r,r−1)∗l ∗∆r,s1 ∗ . . . ∗∆r,sk → S(W⊕(d+1)
r ),

za pogodno odabrane parametre s1, . . . , sk i l. Pored teoreme 4.18 kao
pos	edicu teoreme 4.20 autori izme�u ostalog navode i s	ede�u teoremu
koja se tiqe raznobojnog Tverbergovog problema.

Teorema 4.21 (Vre�ica, �iva	evi�, [VŽ11]). Neka je r prost broj i
d > 1 proizvo	an cio broj. Neka su C1, C2 . . . , Cd+1 disjunktni skupovi
takvi da je |Cd+1| = 2r− 1 i |Ci| = r− 1, za i = 1, 2, . . . , d. Tada postoji
r disjunktnih skupova A1, A2, . . . , Ar ⊂

⋃d+1
i=1 Ci, Ai ∩ Cj 6 1, za koje

vrijedi
conv(A1) ∩ conv(A2) ∩ . . . ∩ conv(Ar) 6= ∅.
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[Hel23] E. Helly. Über Mengen konvexer Körper mit gemeinschaftlichen
Punkte. Jahr. der Deutschen Math. Verein., 32:175–176, 1923.

[Hel07] S. Hell. On the Number of Tverberg Partitions in the Prime Power
Case. Europ. J. of Comb., 28:347–355, 2007.

[Jun01] H. Jung. Über die kleinste Kugel, die eine räumliche Figur ein-
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