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IIpearosop

Tpu 3HAMEHUTE U CPOJHE TeopeMe Koje Cy OJI0JuIe 3y0y BpeMeHa M JI0KUB-
jesie OpojHa youInTema M UpuMjeHe cy TeopeMme Kapareojopuja, Pajgona u
Xemmja. [lokytraj jga ce y jeaHom pajiy Makap W IOMEHY CBH CPOJHHU MPOO-
JIEeMU Y CaMOM CTapTy je ocyheHn Ha mpomact, Tako jga caM MOpao J100po
OJIBATATH M U3 MOpa JIMjellnX pe3y/arara oJadbparT OHe KOJH CY IO MOM YKYCY
3a HUjaHCY BHUIIEe HETO OCTaIH. 1aKo y OBOM pajly pame y3 pame CToje KJa-
cu4dHe TeopeMe Kakpe cy peruMo Jynrosa wian [HltajuuiioBa u BeoMa HOBH U
HaJlacBe JIMjeln pe3y/TaTu Koju ce Tudy pasuobojuor TBepbepropor mpob-
JIleMa.

CaM pan je moaujesbeH Ha YeTupu TuiaBe. [IpBa riiasa je yBOIHOT Kapak-
Tepa M CJyXKHM Kao IPUIIPEeMa 3a OHO INTO JIoJia3d KacHuje. Y 0] caMm
Kpajibe KOHIIM3HO 00Pa/iio OCHOBE TEOPHje KOHBEKCHUX CKYIIOBA, CHMILIHIIH-
jasiHe KOMILJIEKCe, Kao M eJeMeHTe XOMOJOIIKe Teopuje.

Jpyra rnasa je y mjesocTu nocseheHa KJIACHYHHM TeopeMaMa Koje ce
O6aBe KOMOWMHATOPUKOM KOHBeKCHUX cKymoBa. llopen Tpu riaBme Teopeme,
teopeme Kapareonopuja, Pajgona un Xesnuja, oBjje caM IMaxKmby TOCBETHO
U HEKHUM TpUMjeHaMa XeJihjeBe TeopeMe, Kao W JeJHOM 3aHUMJbUBOM YOTII-
mremy Teopeme Kapareonopuja. Kpaj rirase je pezepBucan 3a TBepbeprony
Teopemy. TeopeMy MoOKJa He TAKO BPpeMEITHY Kao ocTaJie KOje Cy OBOj IVIaBH,
aJIl CBAKaKO TeopeMy Koja Beh 3ac/ay:Kyje HpHIjeB KJIacH4Ha.

Y tpehoj raBu ce 6aBUM TAKO3BAHUM pa3HOOOJHUM TeopeMama, M TO
KapareomopujeBom n XenujeBom. Paznobojua KapareomopujeBa Teopema je
IOCJTY2KHUJIA 38 jeJIlaH OJ1, JI0 CaJla, Haj/belux Joka3a TBepbeprose Teopeme,
KOj! je IPUKa3aH y OBOj IVIaBH.

Konauno, moc/bejrba, 4eTBpTa IJlaBa €€ TUYE TOMOJIONIKUX YOIIITEHHa
Pajionose u Trepbeprose Teopeme. [locebrna nmaxkma je nmocsehena pa3nobo-
juoM TBepbeprosom npobJieMy, v 4njeM je pjeliaBaiby y HOC/heIibe BprjeMe



HAUYWFHeH N3HEHA/IAH W BEJIMKH MTOMAaK.

Ha xpajy, nako He HajMame BaxKHO, »KeJano OUX mcrtahu Kako MU je HpH-
YUbaBaJIO BEJIUKY YaCT U 3aJ0BO/bCTBO IMHUCATHU I10J MEHTOPCKOM IIaJIMIIOM
Cunnre Bpehuiie, Kome ce 1 0BOM TPUINKOM 3aXBajbyjeM 3a CBECPIHY moMoh

u npuMjeide Koje cy 0Baj paJi yUUHHUIe MHOIO OOJHUM HEro IITO je MOrao OUTH.

bama Jlyka, Tpojunmaan, 2011. B. T.
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I'maBa 1

CrBapu 1nmosHare, BUIlle UJIN
Makbe

OsBa rnaBa he HaM TOCTYKUTH j1a HABEJIEMO OCHOBHE TOjJMOBE KOju e Ham
KacHHUje KOPUCTUTH Kao U Ja yCTaJIuMO o3HaKe. /lokaze um jleTa/pbHEja MOjalll-
Ibemba 1ojMoBa hemo m3bjeraBaTu, aau hemo, rije roj 6ye morpebe, YIIyTUTH
YUTAONA HA JUTEPATyPy Ca BUIIE MOJATAKA O AATO] TEMH.

1.1 KoHBeEKCHU CKYIIOBU

Y oBOM TOT/IaBJ/bY HaBelheMo OCHOBHe OCOOMHE KOHBEKCHUX cKyToBa. Takobhe
hemo jedunucaru jBuje nocedHe KJjiace KOHBEKCHMX CKYIIOBa Koje he Ham
KacHHje KOPHUCTUTH, KOHBEKCHE IOJIUTONE U KOHBeKcHe Kouyce. Jlokaze u
JeTajbHIja oGjalbema anratal Moxke nporahn y [Vre93], [Zie95] u [Mat02].

Hedbunanmmja 1.1. Cxyn C C RY nasusamo woneexcHum axo 3a cée X,y €
C u cee A € ]0,1] spujedu (1 — N)x+ Ay € C.

[eomerpujcku, KOHBEKCAH CKYIl 3a CBakKe CBOje JIBUje TadyKe CaJIpXKu U
JIyZK KOja UX TOBe3yje.

Teopema 1.1. Ilpecjex pamunuje KOHBEKCHUT CKYNOBG j€ KOHBEKCAH CKYN.

Hedbunnmuja 1.2. Hexa je S C RY. Hajmarou, no unkaysuju, Koneexcar
wadckyn 00 S 306emM0 KOHBEKCHUM Omomayvem od S U 03HAUABAMO CG

conv(S).

Hedbunaunuja 1.3. Heka cy A, Ao, ..., N\, Henezamusnu peasmy, 6pojesu
maxeu 0a je A\ +Ao+...+ A\, = 1. Uzpasz M1 X1+ AoXo+. ..+ N\, X, HA3UBAMO
KOHBEKCHOM KOMOUHAUUJOM MAAKA X1, X2, . .., Xp.



1.1. KoHBeKCHU CKYIOBHU

Teopema 1.2. Heka je S C RY. Tada je
conv(S) = {Z Ax;:neN N > O’Z)‘i =1,x;, € S}.
=1 =1

Hedwnnnuja 1.4. Hexa cy A, B C R Kaosicemo da wuneppasan h pa3so-
saja ckynose A u B ako cy onu cadpicany Y padauMumuUM 36ME0PEHUM
noaynpocmopuma odpeherum ca h. Axo cy npu mome cadprcanu y padsu-
YUMUM 0TNEOPEHUM NosYynpocmopuma, pehu hemo da h cmpoe2o pasdsaja

A u B.

Teopema 1.3. Hexa cy C, u Cy xoneexcru nodexynosu 0d R%. Axo je Cy N
Cy = 0 mada nocmoju zuneppasan h koja pazdsaja cxynose Cy u Cy. Axo cy
npu mome cxynosu Cy u Cy oepanuveru u bap jedar 00 HuL je KOMNGKIMAH,
zuneppasar h mootrcemo odabpamu maxo da ux cmpoz0 pa3dsaja.

IMpumjenda 1.4. Uz npedrodne meopeme ce 6udu 04 ce MaUKG MOHCE
cmpozo pa3dsojumu 00 02paHUNEHO2 KOHBEKCHO2 CKYNG, AKO MY He Npunada.

Hedwannuja 1.5. Xuneppasan h je xuneppasan ocaonuya cxyna S C RY
y mavku X € S axo je X € h, a cxkyn S je cadporcan y jednom 00 3ameopenux
noaynpocmopa odpeheruz ca h.

Teopema 1.5. 3ameopen u wonsexcan ckyn C C R wuma zuneppasar
OCAOHUA Y CEAKOJ C8OJOJ 2PAHUMHO] TNANKU.

Hedbuaunuja 1.6. Ioaumon je konserxcar omomay KOHAYHO2 CKYNG
mavara y RY.
Jlumensuja noaumona P, dim(P), je dumensuja wezoeoz agurnoe omomaua.

Hedbunrunuja 1.7. IHoauedap je npecjex KOHAGUHO MHO20 NOAYNPOCTIOPG Y
R,

Moxke ce mokasaTu Ja je cBaK{ MOJUATON jeJlaH OTpPaHWYEH MoJnesap u
obpuyTo (mornegaru [Zie95]), Te iemo ce Hama/be MOHAIIATH Y CKJIAIY CA TOM
IUELEHUATIOM.

Hedunumuja 1.8. Hejednaxocm a’x < «, koja je ucnyrwena 3a ceary
mayky X noaumona P naszusamo 8asudrHom HejedHarocmu 3a nosumon

P.

Hedburnmuja 1.9. Axo je P C R? noaumon, a’x < o muejednarxocm
saaudna 3a P, h = {x € R : aTx = a}, ckyn h N P nasueamo cmpa-
HOM noaumona P.



1.1. KoHBeKCHU CKYIOBHU

Crpane aumensuje () Ha3UBaAMO TjeMEHHMA, a cTpaHe auMmensuje d — 1,
axko je dim(P) = d, makcumanauM crpanama. Hejemnakocrn 07x < 0
n 07x < 1 cy ounrienno BajugHe 3a cBaku nosuron P € RY, a Ha ocHOBY
IpBe je IMOJIMTOI caM ceOu cTpaHa, JOK je Ha OCHOBY Jpyre mpasaH cky, (),
cTpana cBakor nojurona. OBe cTpane OOUYHO 30BEMO TPHBUjAJTHHM & OCTAJIE
IpaBUM CTpaHaMa ToJuToNna P.

Hedbuaunuja 1.10. Hexa je P noaumon dumensuje d. Peaamuera yH-
ympawrbocm noaumona P je ckyn

relint(P) =P\ ) F
F je cmpana od P
dim(F)<d—1
Peaamuena 2panuua nosumona P je cxyn

relbd(P) = P \ relint(P).

Cagna hemo ce ymosHaTw ca joIn jeTHOM TOCEOHOM KJIAaCOM KOHBEKCHUX
CKYlIOBa, KOHBEKCHUM KOHYCHMa.

Hedburnmuja 1.11. Henpaszan cxyn C' € R? xoju 3a ceaxu ceoj xonadan
nodckyn cadpocu U cee re208e HEHe2aMUBHE NUHEGPHE KOMOUHAUUJE HA3U-
68GMO KOHYCOM.

ITpumjenda 1.6. Ilpema npedrodro] deununyuju c6aku KOHYC je KOHBEKCaH
u cadporcu 0.

Hedmaumuja 1.12. Hexa je S C RY. Hajmarou, no unkiy3uju, Konyc Koju
cadporcy S HA3UBAMO KOHYCHUM OMOMAYEM CKYNG S U 00ULEHCABAMO CG

cone(S).

S conv(S)

Nnycrpanmja 1.1: Ckym, KOHBEKCHI OMOTAY M KOHYCHH OMOTAY

CamvHO Kao y cJIy4ajy KOHBEKCHUX OMOTada MMaMO Jia Bpujean cbeaeha
Teopema.



1.2. CuMminnujaaHau KOMILTeKCH

Teopema 1.7. Heka je S C RY. Tada je

cone(S) = {Z AixineNX > 0,x; € S}
i=1

1.2 CuMmaunujajgHn KOMILJIEKCH

Jeman o HajBaXKHHjUX MOCTOBa m3Mely Tomosiorumje m KOMOWHATOPHUKe
IpEeICTaB/hajy CHUMILIAIMJATHA KOMILTIEKCH, KOjUMa heMO TOCBEeTHTH OBO
norJyiaBjbe. JlerasbHuju TpeTMaH CUMILTHITUja HAX KOMILJIEKCA YATA/IAI] MOYKE

mahu y [Mun84].

Jedununuja 1.13. Hewa je V = {vi,Va,...,Vay1} C R? aguno nesa-
sucan cxyn. Komsexcan omoman cxyna V, o? = conv(V), nasueamo
d—dumer3duonarsrum cumnaexcom. FEremenme crxyna V wasusamo
mjemenuma cumnaerca. Kownsexcar omomay npoudsomnoz nodkyna 00
V nasusamo cmparom cumnaexca oo,

U3 nedunumuje je jacHo Ja €y cTpaHe CUMILIEKCa Takohe CHMILIEKCH U
na d—cumviiexe uva 2% crpana (npasan ckyn je —l—cummiexc). Tauxa
je O—cmmvmaexe, 1—cuMIIeKcH Cy CerMeHTH, 2—CUMILJIEKCH CY TPOYTJIOBH, W
TaKo Jasbe.

Hedburunuja 1.14. 3a nenpasny xouauny damusujy cumnaexca K xasrcemo
06 j€& CUMNAUUUJAAHY KOMNACKC 0KO 6pUjedu:

e Axo je o € K u T je empana 0d o mada je u T € K.
e Axo cy 01,09 € K mada je 01 N oy ecmpara u 0d o1 u 00 05.

Yrugy ceux cumnaerca us cumnivyujasroe xomnaiexcs K so6emo noauedpom
0d K u obunwescasamo ca ||K]||.

JTumensuja cumnauyujartoz xomnaiexca K je najeeha 00 dumensuja npu-
nadajyhux cumnaerca, dim(K) = max{dim(o) : o € K}.

Cxryn mjemena, y oznavyu V(K), je ynuja cxynosa mjemena cumnaerca u3

K.

Cumnumnujaaan KoMmiieken aumensuje () cy KoHdurypamuje Tadaka,
1—auMeH3uoHaIHM CUMILIMIAJAJIHA KOMILIEKCH Cy IrpadoBU, I€OMETPUJCKHU
[PEJICTaB/HLEHN Ca TIPABUM I'paHaMa Koje HeMajy MehycobHHuX npecjeka, ocuMm
y IBOPOBUMA.



1.2. CuMminnujaaHau KOMILTeKCH

3a cBaky tauky x € ||K|| moctoju jemmucTBen cumiutekc o € K rakas
1a je x € relint(o). Taj cuMiuieke 30BeM0 HOCAYEM O/ X W O3HAYABAMO Ca

supp(x).

Hedbuaunuja 1.15. Axo je K cumnavyujornu xomnaexe u L C K makohe
CUMNAUYUIaAHY Komnaeke, 3a L kascemo da je nomromnaerc od K.

IIpumjep 1.1. Ckyn cmpana cumnaexce 0@ je cumnaiuyujasnu xomnaexc.
Osnaxy o fiemo Kopucmumu U 36 CUMNACKC U 30 CUMNAULUJGARY KOMNAEKC.

ITpumjep 1.2. Crxyn ceuxr cmpana dumnensuje ne eehe od k cumniuyu-
jaaroz komnaerca K je nomxomnaexe od K. 08aj cumniuyujasny Komniexc
sosemo k—cxeasemon 00 K u osnanasamo ca (K)<F.

IMpumjep 1.3. Cneyujanro, ckyn c6uT npasus cmpana cumnaexce o je
cumnauyuarny xomnaexce (o)<4-L,

Hedbunaunuja 1.16. Hexa je X monorowru npocmop. Cumniuuyujasmi
komnaexe K maxas da je ||K|| xomeomoppro ca X, axo nocmoju, nasusamo
mpuarayaauujom od X, a npocmop X mpuar2ysaOusHuM.

Y ckJIaay ca NpeaxomgHoM AeUHHIITOM IO IOJMOM CHUMILIHITU]jATHA
KOMILJIEKC heMO 10J/ipa3yMujeBaTH U CBE TOIOJIOIIKE HPOCTOPe KOju Cy TPH-
AHTY/1a0MTHHA.

IMpumjep 1.4. Hexa je (eq,es,...,eq) cmandapona 6asa npocmopa RY.
Xunepoxmaedap, <%, je noaumon dedunucan ca

O = conv{+e, te,,..., tey}.

Jlaxo ce sudu da cy wezose npase cmpane obauka convF, npu wemy je F noo-
cxyn 00 {te, teq, ..., Fey} Koju He cadporcu ucmospemeno +e; u —e; Hu 3a
jedno i € [d]. Ckyn ceur npasus cmpana 06802 NOAUMONG je CUMNAUUUJAAHY
KOMTAEKC KOju npedcmas.na jedny mpuanzysauujy chepe S,

Hednuannuja 1.17 (KomburaropHu cumiinnujasnn KoMmiuiekc). Hexa je V
konanan cxyn u K C 2V damuruja nodekynoea 0d V. Hap (V,K) nasusamo
KOMOUHAMOPHUM CUMNAUUUIAAHUM KOMNAEKCOM KO 8pUjeiu

FeK GCF=GeK.

Eaemenme 00 K nasusamo (Komburnamoprum) cumnaexcuma.
Humensugjy 0d K depuruwemo ca dim(K) = max{|F| —1: F € K}



1.2. CuMminnujaaHau KOMILTeKCH

Kana je ckyn tjemena V mo3mar roBopmheMo jeIHOCTABHO O KOMOWa-
TOPHOM CUMILTHITTjaJIHOM KoMILTieKcy K.

Hexka je K Hekm reoMeTpujcKu CUMILIUNM]AJTHA KOMILIEKC YUjU je CKYII
Tjemerna V. Fbemy onrosapa KOMOWHATODHW CUMILIUIUJATHU KOMILTIEKC Ha
ckyny V umju cy cumimtexcu ckynosu F € 2V taxksu ga je conv(F) € K.
C apyre crpane, ako je (V,K) KoMOMHATODHN CHMILTHIIHjaJIHE KOMILIEKC,
takaB 12 je |V| =n 4+ 1, M0okeMO My TPHIPYZKATH TOTKOMILIEKC O 0.

Ha ocnoBy npeaxoanux pasMarparba jacHo je Ja MOXKeMO OI0aIUTH ITPU/I-
jeBe reoMeTpHjcKM W KOMOMHATOPHU W IPUYATH O CHMILIUIN]AJTHOM KOM-
IJIEKCY .

Ipumjep 1.5 ([BLVZ94]). Tonoscku xomnaexc A, , je cumniuujanu
KOMNAEKC wuja cy mjemena nosa (m X n)—waroscke mabie, a CumMniexcu
cy my ceu pacnopedu mehycobno Hezasuchux monosa.

Tonoscku KOMNAEKC Ce Y AUMEPAMYPU JA6HA U KAO KOMNACKC NAPUUJAAHUT
unjekmuenur Pynryuje uz [m] y [n], aau u Kaeo Komnaexe napuyujaARUL
MeNUN2a Komnaemmoz Gunapmumnoe 2pada K, ,.

Hedbunaunuja 1.18. Heka cy K u L cumnavuujasrnu xomnaexcu. Ilpec-
aukasare [ V(K) — V(L) koje cauka cumnaerce y cumnaerce Ha3usamo
cumnauyujasrum. Axo je [ bujexyuja, xaxncemo 04 Cy CUMNAUUUJGAHY
KOMNAECU USOMOPPHHU.

Yumennna na cBaka tadka u3 ||K|| uma jenuucrsen nocaa mam omoryhasa
Ja cuminiujaano npecaukasamwe f @ V(K) — V(L) npomumpumo no upec-
mukasamsa || f|] : |[[V(K)|| — [|V(L)|], redunucanor ca

A1) = ||f||(Zaivi) = Zaz—f(vi),

ako je conv{vo, vy,..., vy} = supp(x).

OBo mpomupeme hemo 3BaTn apUHUM 1IN KAHOHCKUM IPOIIMHPEHEeM
CUMILTUIUjaJIHOT IpecuKaBama [ u Kaja To He Oyjie JJOBOJAUIO J0 3abyHe,
KopucTuhieMo HCTY 03HAKY U 33 CHUMILIAIN]ATHO IPECIUKABAILE H 33 FHeIOBO
KAHOHCKO MPOIIHPEIHE.



1.3. [lojroBm

1.3 IlojuoBm

BarkHa KOHCTpYKIHja y TMpUMjeHaMa TOMOJIOTHje y NUCKPEeTHO] TeOMEeTPHjH
jé TIOjJH TONOJIOMIKUX IpocTopa. IlocebHo Outan ciiydaj 3a HAC je 10jH CHUILTH-
MUjaTHUX KOMILTEKCa, TaKO Ja heMo ca BUM W KPeHYyTH. ¥ U3jaramy hemo,
y3 Heke uzMmjene, nparutu [Mat08], raje ce mory mahn nemocrajyhn mokasu.

[Ipuje wero ju geduHUNIEMO TIOjH CUMILIMITUjATHAX KOMILIEKCa YBEIUMO
O03HAKYy Koja fie HaM KacHHje YIITejeTH MHOrO IIPOCTOopa:

AW B=Ax{1}UB x {2}.
Conmano 3a n ckynosBa A, As, ..., A, 1edHHAIIIMO
Al AW, . WA, =A4; x{1}UA x {2} U...UA, x {n}.

Hedbunaunuja 1.19. Hexa cy K u L cumnavyujasryu xomnaekcu. Ilojn
CUMNAUUUIAAHUL KOMNAEKCE je cumniuyujasiy xomniexe K x L na
exyny V(K)YWV (L) wuju cy cumnaercu ceéu ckynosu obauke FWG sa F € K
u G e L.

NaayKTUBHO MOXKeMO jedUHUCATA TIOJH N > 2 CUMILTHIUjATHHX KOM-
wiekca. IIojH je aconmjaTuBHA OLEpaluja, y CMUCIY Jia CY CUMILIAIIM]jAJIHA
kommteken (K L)« M u K * (L « M) uzomopduu, Te crora MoxkeMo mucatu
kpatko K x L « M. Takohe, 3a n—ioju cuMiunujajgHor kKomiuiekca K ca
camuM cobom K * K x ... x K mumemo K*.

Mozxke ce mokazaTu Ja 3a CHMILTHIHUjaTHe KoMmiiekee Ky, Ko, Ly m Ly BpH-
jenu

(K| = K[| m [[La ]| = |[La] = [[Kq o Ly = [[Ks * L]
Jlakse, nako cMo 110jH AeduHUCAIN Ka0 KOMOMHATOPHU 00jeKaT, uilak OH UMa,
TOIOJIONIKO 3Hadere. Hade ce 110jH MoxKe JeUHUCATH U 32 HPOU3BOJHHE
TOIOJIONIKE IIPOCTOpPE, a JIjela CTBAP je IMITOo ce Ta JAeUHUNKE]a 32 TPHAHTY-
JIabuJIHE IIPOCTOPE IOKJIAIa Ca HPE/IXOHOM.

Hedbunaunuja 1.20. Heka cy X u'Y monosowru npocmopu. Ilogn X xY je
daxmop npocmop X XY x [0,1]/~, 2dje je peaayuja exsusarenyuje ~ dama
ca (z,y,0) = (2/,y,0) u (z,y,1) = (z,9/,1) 3a cee x,2" € X uy,y €Y.

Kao mTo ¢cMo Beh HaracuIu CUMILIUIU]AJIHE U TOIIOJIOIIKHA [I0JH C€ ITOK-
Jamnajy 3a TpuaHrynabmiae mpocrope, Hamve Bpujenn ||Kx L|| 2 ||K||  ||L||,
a csbejieha jieMa HaM MOZKe TOMONM y JIOKa3y Te YUILEHHIIEe, UaKO Ce Ty He
3aBPpINaBa HeHa KOPHUCT.
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Jlema 1.8. Hekxa cy X u Y oepanuvenu monosowru nomnpocmopu 0d R™
maxeu da je X C hy u'Y C hy, 2dje cy hy u hy mumounasre apune mro-
eocmpykocmu, hy N hy = 0 u dim(hy U he) = dim(hy) + dim(hg) + 1. Tada
je

XY =2{tx+(1-t)y:te[0,1,xe X,y €Y}

Ba mauky (x,y,t) € X Y kopucruhemo osHaky tx @ (1 — t)y, mro 6u
IIpe/ICTaB/bhaJIO (POPMATHY KOHBEKCHY KoMOMHaIMjy. ak oBakBa onepaiyja
HUje KOMyTaTHBHA Te Tpeba OMTH ompe3aH. AHAJIOrHO, 32 TA4YKy H3 [IOjHA
Ki * Ks * ... x K,, hemo kopucruru 3anuc t1x; @ toXo b ... B t,X,, 1/je cy
t1,t9,...,t, HEHETATUBHA CKaJapH 4YHja je cyMa jeTHaka 1.

k

IMpumjep 1.6. 3a cumnaexce oF u o' epujedu of ol = ghHiFL,

pumjep 1.7. Hexa je Dy = {0,{1},{2}}. Bpujedu ||Dy|| = S°. Kada je
y numary DI ckyn mjemena mootcemo udenmudurosamu ca [2] X [n] npu
wemy he cumnaexcu 6umMU c6u NOJCKYNOSU Koju He cadpice UCTNOEPEMEHO
(1,4) u (2,1) 3a neko © € [n], wmo je nHuwma He2o 2PAHUYG TUNEPOKMAEIDG
O™ koja je xomeomopdra chepu S™L. Jarae,

D;n o (SO)*n o~ Snfli
Taxohe moorcemo saxpyuumu 0a je
Sk % Sl ~ Sk+l+1

Hedbuaunuja 1.21. Hexa cy dama npeciuxasarsa Ha mMmoOnosOWKUM NPOC-
mopuma f1: X1 — Y1, fo: Xo = Y. Ilogn npecaurasarsa fi u fo

fixfo: XixXo =Y xY,
dehururemo ca
fixfoitxi @ (1 —t)xg = tf(x1) @ (1 — 1) f(x2).

Hedbunaunuja 1.22. Hexa je X monosowru npocmop. Cryn
XA =X\ {EB X iy, ... ik} C [n] maras da x;, = ... =X;, }

Ha3usamo k—ymareenum n—uyojnom. Axo je k = n nuwemo X" ymjecmo

X3



1.4. Enxementu ajaredapcke TOIOJIOTHje

Hedbununuja 1.23. 3a cumnivyujasru komnaiexe K depunuwemo k—yma-
HHeHU N—UOJH Ca

k
Kip = K" \{w...wF, :3{iy,... i} C [n] maxas da ﬂFZJ # 0}.

=1

Axo je k = n nuwemo K' ymjecmo K*A”(n).

YMamenu 110jHoBT he HaM OUTH BaxKHU y IIaBu 4 Kaia HaMm Oy1e noTpedHo
Jia JiejcTBO rpyie Oyje cjaoboHO.

Jlema 1.9. Axo cy K u L cumnaivuujosnu xomnaexcu, mada epujedu

(K * L)*An(Q) = (K)*An(z) * (L)*An(z)~

Jlema 1.10. 3a d > 0 un > 2 spujedu

IIpumjep 1.8. 3a monoscke Komnaexce spujedu A, , = ([n])*A”ZQ)

1.4 EaemenTn ajredbapcke TOMOJIOTHje

Y oBoMm moriaB/by hemMo HaBecTH HEKe OCHOBHE IIOJMOBE H3 aJjrebapcke
TOIOJIOTHje, & IIJb HAM je Ja AehUHHUIIEMO CTelleH IIpecinKaBamba, ITo he
HAM KOPUCTUTH Yy TJIaBU 4 NPUJIMKOM HPOYUaBaha TAKO3BAHOI Pa3HOOOJHOT
TBepbeprosor mpobdsema. OBa eKCKyp3Hja y MoJbe ajredapCke TOIMOJIOTH]je
6uhe kpajme KOHIM3HA W yraaBHOM hemo npatuTu npBy riaBy n3 [Mat06].

Hedbununuja 1.24. Hexa cy X u'Y monoaowxu npocmopu u f,g: X =Y
nenpexudna npecaukasara. Kaotcemo da cy f u g xomomonna, f ~ g, ako
nocmoju wenpexudno npecaukasare F @ X x [0,1] =Y maxeo da je

x), re X, t=0
F(zx,t) = /()
g(z), e X,;t=1
IIpecaurasarbe TOMOMONHO KOHCIMAHMHOM 306EMO HYALOMOTIOTVHUM.

Hedbuaunuja 1.25. 3a monosowre npocmope X u Y xaocemo da cy
TOMOMONCKY EKBUBAAEHIMHU AKO NOCMOJe HENPEKUIHE NPECAUKABATHA
f: X =Y ug: X =Y maxea da je go f ~idx u fo g ~idy.



1.4. Enxementu ajaredapcke TOIOJIOTHje

Hedbuaunuja 1.26. Hexa je k > —1. Tonorowxu npocmop X je k—noseszan

axo 3a ceaxo | = —1,0,1,..., k, wenpexudno npecauxasare f : S' — X
MODKCEMO Mpowupumu do Henpexudnoz npecaukasara f : B — X. 3a
[ = —1 o060 3nawu da je npocmop X Henpasan.

[TpocTop X koju je 0—mnoBe3an hemo 3BaTu MOBE3AHUM.
Teopema 1.11 ([Mat08]). Cehepa S™ je (n—1)—nogesana u nuje n—nogesana.

Teopema 1.12 (Bjopuep, Jlosac, Bpehmma, 2Kusamesuli, [BLVZ94]).
Tonoscku komnaere A, , je (v — 1)—nosesan, 3a

v =min{m,n, |[(m+n+1)/3|}.

Hedununuja 1.27. Hexa je 0¢ = conv{vy,Vvy,...,va} d—cumnaexc. 3a
064, nopemra cKyna mjemera Kancemo 0a cy eKeUBAAEHMMNE GKO CE PA3AUKYTY
3a napny nepmymayujy. Axo je d > 0 nopeuyu mjemena cy pasbujenu y
dsuje Kaace exsusanrenyuje. Kaacy exesusanenuuje 306emMo 0pujeHmMauu-
jom cumnaexrca 0. 3a d = 0 nocmoju jedna kaaca u camum mum jedna opu-
jenmayuja. OpujenmucarHu CUMNAEKC je cumnaexc 3ajedno ca odabpa-
HOM OPUJEHNAUUIOM.

[Ipenxonna nedunuImja opujeHTAIA]jE je KOMOUHATOPHE HpUpoIe. Y JIUT-
eparypu ce opujenranuja jgedunuiie u Ha cbejgehn naunn. Hawnme, nocma-
Tpamo opujentucane 6aze o1 RY. 3a 1Buje TakBe KayKeMo /1 Cy eKBHBATCHTHE
aKO MaTpHIla Tpejacka ca jeJlHe Ha JAPYTy WMa MO3WTUBHY JeTEPMHHAHTY.
OBakBa peJaluja eKBUBaJeHIIje THjen opujenTucane 6ase npocropa R? Ha
JIBUje KJace eKBHUBaJeHNHje. Kiacy ekBuBaJIeHIHje HA3WBAMO OpPHjeHTAIIU-
jom mpoctopa R?. Kama 3maMO OpHjeHTHCATH AWHEAPHH IIPOCTODP, 3HAMO 1
acdbun, a opujeHTalMja CUMILIEKCa Ou OmJa OopujeHTaluja HeroBor adpuHoOT
omotada. OBe npuje neduHHIMje OpHjeHTAIMja Ce TMOKJANAjy, Ma HaJla/be
HeheMo paBUTH Pa3JIUKY.

Hedununnuja 1.28. Undykosana opujenmavuja (d—1)—duensuonarne
cmpane opujenmucanoz cumnaexca oo je mnomnopedax opujenmavuje cum-
naexca 0.

Hedburunuja 1.29. Opujenmavuja cumnavyujortoz rxomnaiexca K je
cKyn opujenmanuja cearoz 0d cumniekca us K.

Hedbuaunuja 1.30. Husz C' Abeaosux epyna u wUro8ur TOMOMOPHUIAMA

8n+ 1 8n
e '
n

C o Ch ) Chiy —— -+

beckonamanr y 0ba cmjepa 306eM0 AGHYACTIUM KOMTLACKCOM (KO 30 C6AKO
n € Z spujedu 0,0,11 = 0.

10



1.4. Enxementu ajaredapcke TOIOJIOTHje

Yeno 0,0,11 = 0 je ekBuBasientan yeaoBy Im(0,41) C Ker(0,).

Hedbunaunuja 1.31. I'pyny C, 306emo n—O0UMEH3UOHAAHOM AAHYAC-
mom epynom xomnaexca C. Jesepo, Ker(0,), xomomoppusma 0, 306emo
2pYnom n—OUMEH3UOHAAHUL UUKA08a U cauky, Im(0Dyi1), ToMOMOD-

dusma 0,1 2pYNOM N— OUMEHIUOHAAHUT 2PpaHuUUa. Yeeuhemo osHake
A, = Ker(0,) u B, = Im(0p41).

Hedbunnnuja 1.32. Paxmop epyny H,(C) = A, /B, 306emo n—mom xo-
MOAOWKOM 2PYNOM aanuacmoz komnaerca C.

Hedpununuja 1.33. Hexa cy C u C' dea aanuacma rwomnaerca. Jlar-
Yacmo npecaurasarbe je Gamuiuje LOMOMOPPHUIGMa

¢=A{¢y:C, —Cl ner}
30 K0Jy 6pujedy, ¢n0n 11 = O, Ony1 30 C6aKO M.

YenoB ¢p,0p41 = 0,4 $ny1 3HAYH 12 CY CBH KBAJPATH y JOHEM THjarpaMy
KOMYTaTUBHHA.

On+1 I
- — Chia > O, Ch1 —— -+
ld)'nd»l lﬁbn J((z)nfl
o! o’
! n+1l ! n /
: % Cn+1 CTL n—1 —> U

Jlandacra mpecjukaBamba MHIYKY]y XomMomopdusme ojrosapajyhux xo-
MOJIOIIKAX T'PYIA.

Teopema 1.13. Hexa je ¢ : C — C' aannacmo npecaurasare. Tada npec-
aukasare T — ¢ () undykyje xomomoppusam ¢, : H,(C) — H,(C").

Ham csbesiehu 1usb je ja opujeHTHCAHOM CHUMILIUIAjAJIHOM KOMILIEKCY
K mpunpyxumo mangacrn komiuteke C(K). IMounnmo ca rpymama. FEie-
mentu rpyne Cy,(K) cy dopmanne cyme myol + maoy + ... + myoy taje cy
ol'i=1,...,k cBu n—cummieken u3 K, m; cy nujean 6pojesu, a cabupame
enemenara u3 C,,(K) je koMmmoneHTHO.

Xomomopduzam 0, : Cp(K) — C,,—1(K) je noBosbHO jga medunuiemo 3a
reHepaTope, aJn TPBO MpUMHjeTNMO fa ceakn o ! € C,_; Koju je cTpana
0JT TeHepaTopa o' mMa JBHje OpPHjeHTallrje, COICTBEHY W MHIYKOBAHY:

On(c™ = > elo" o

on—1leC,_1(K)

11



1.4. Enxementu ajaredapcke TOIOJIOTHje

IpHu 9eMy je

0, ako o™ ! nuje cTpana ox o,
-1 1. . : .
e(c"') =< 1, ako 0" ! jecTe cTpana o1 o™ W opHjeHTaIHje ce HOKIATA]Y,
—1, mraue.

Teopema 1.14. Axo je K opujenmucanu cuMnaiuyujasiy, KOMNAEKC, HU3
C(K) jecme aaruacmu xomnaerc.

Hedbunaunuja 1.34. Hexa je K opujenmucanu cumMniuyujossu Komnaiexc.
Xomonowre epyne xomnaexca K, H,(K), cy zomorowre zpyne 0dzo-
sapajyhez aanacmoe komnaerca C(K).

Kao mro ce m odekyje, xomoJionike rpyne nehe 3aBucutn oj uzdopa
opHjeHTaIuje CUMILTUITjaJIHOT KOoMILIekca. Takohe, ako je X mpousBo/baH
TPHAHTYIA0UIAH ITPOCTOP U aKo je K cuMILIHIMjaTHI KOMILIEKC 33 KOJU BPH-
jemn X = ||K|| nedumumemo H,(X) = H,(K). Ucnocrasu ce ga nedunurmja
HE 3aBHCHU 0J1 n300pa TpUAHIYJIAIK]e.

Heka je g : K — L cummmmnujasao npeciukaBame. OHO WHAYKYje JiaH-
gacto npeciukasambe ¢ 1 C(K) — C(L) na cpenehin naann:

o(0) = 0, ako dimo > dim f(0),

+g(0), unaue,

npu gemMy hemo 3HaK -+ y3eTH aKo ¢ UyBa OPHjeHTAIHjy, a — aKO je MUjeba.

Kako cMmo ce Beh yBjepusin jia JJAHYACTO MPECTHKABAILE HHIYKYje XOMO-
Mopdu3Me JaHIACTHX IPyla, ToO HaM oMoryhasa ja aeduHHIIeMO

gx - HTL(K) — HN(L)v

MH/IyKOBaHU XOMOMOpPU3aM XOMOJIOHIKKX I'PYIa, 3a CUMILIAIKJAJIHO IIPEC-
JmmkaBame g : K — L.

[Tomro ce MoOXKe TOKa3aTH W Ja 33 CBAKO HEIPEKHIHO MPECTUKABAHE
u3melhy Tpuanrynabuiaux mnpocropa, [ : ||K|| — ||L||, moctoju cummau-
nujagHo npeciaukaBame g @ K — L) takBo nma je ||g|| ~ f onma moxemo
nebUHICATH HHAYKOBAHH XOMOMODPMU3aM ¥ 33 HEIPEKHIHO MPECIUKABAILE

f;
fot Ho(K) = H,(L),

ca fi = g..

12



1.4. Enxementu ajaredapcke TOIOJIOTHje

Hedbunaunuja 1.35. Tonosowxu npocmop M je n—OoumeH3duoHasra
MHO20CMPYKOCT a%0 ceara mavwke X € M uma oxoruny U xomeomophry
ca omeopeHum u nosezanum cxynom Vo C R™.

Hac he uck/byunBO MHTEpECOBATH TPUAHTYJIAOMITHE MHOTOCTPYKOCTH.

Hedburunuja 1.36. Tpuaneyrabuina n—o0umen3uonaine MHo20CIMpYKocm
je opujenmadbuaHa aKo N—CUMNAEKCE MONCEMO OPUJEHMUCAMU Mako 04
undyrosane opujenmayuje (n — 1)—cumnaekca cadpocanoz y dsa cycjedna
n—cumnaerca 6yody cynpommue.

Teopema 1.15. Hexa je M nosesana, 3ameopena, mpuaHzysaObUA1G
n—dumensuonasna muozocmpyrocm. Tada je H,(M) = 7Z, axo je M opu-
jenmabuana muozocmpyrocm v H, (M) = 0, axo nuje.

3ajeIHO ca MO3HATOM YHILEHHIIOM JIa je cBaKu Xxomomopduzam Z — 7
y CTBApM MHOXKEIbe HEKHM CKAJIapoM, IIPeIXOoIHa TeopeMa HaM oMoryhasa

cibenehy nedpununujy.

Hedbunaunuja 1.37. Hexa cy M u N noseszane, 3ameopene, mpuar2yia-
buane u opujeHmadbusre N—OUMEH3UOHAAHE MHO20CMPYKOCTIU U HeKd je
f M — N mnenpexudno npecaukasare. Iuo 6poj f.(1), 2dje je f. un-
AYKOBAHU TOMOMOPHUIAM TOMONOWKUL 2PYNG, HA3UBAMO CTNENEHOM TPec-
aukrasarea f, u obumescasamo ca deg(f).

Unycrpanuja 1.2: deg(f) =3

Crenen npecimKaBarma UMa jaCHY TeOMeTpHjcKy mHTeprnperanujy. Heka
je f + M — N CUMIUIMOMjAJTHO IPECAUKABAHme U o' CUMILIEKC u3 V.
Heka cy of,0%,...,0p cBun n—cummiaekcu w3 M Koju ce ciaukajy y o".
Hexka opujenTanmje cBux OBUX CHUMILJIEKCA OJIOBapajy OpHjeHTaIldjaMa MHO-
rocTpykoctu. Jonujennmo cumiiekcy o 6poj 1 ako pectpuknmja of, f Ha o)

13



1.4. Enxementu ajaredapcke TOIOJIOTHje

JyBa OpHjeHTaInjy, a —1 ako je Mujemba. Cyma oBuUX OpojeBa je ympaso cTe-
meH npecankaBama f. AKO f HEje CHMILIUIUjATHO, HETO CaMO HENPEKUTHO,
TpebaMo Ta MPBO AMPOKCUMHUPATH, EHEMY XOMOTOIHHUM, CUMILTUIU]jATHIM
IPECUKABATHEM.

3a kpaj hemo medbwHHCATH jOIT jeqHY KJAcy MpPOCTOpa HAa KOjoj ce
MozKe jieMHUCATH CTeNeH IIPec/gnKaBamba, a TO Cy TaKO3BaHE IICEYTOMHO-
TOCTPYKOCTH.

Hedbunrunuja 1.38. 3ameoperHa n—oumMeH3uUOHAAHA TNCEYIOMHO-
2ocmpyrocm je n—OuMEH3UOHAAHY CUMNAUYUUIAAHY KOMNAEKC 3G KOjU
epujedu:

o Csaku (n — 1)—cumnaekc je cadporcan Yy mawno 0684 N— CUMNAEKCA.

e 3a ceaka dsa n—cumnaiexca ogf U O NOCMOU HU3 O, 05,...,00 4
n—cumnaekca makas da je 3a ceaxo i € |k| npecjex ol |, u o} 3a-
jednuuka cmpana.

o (saku cumnaexc j@ CdeDfCGH Y HEKOM n— OUMEH3UOHALHOM.

14



I''maBa 2

KiacuuHnu pesyijiratu o
KOHBEKCHHM CKYIIOBHMA

Y 0BOj TJIaBH pazMaTpaMo KJIacCUudHe TeopeMe 0 KOMOMHATOPUIIM KOHBEKCHIX
ckymnoBa, PamonoBy jiemy, KapateonopujeBy u XennjeBy TeopeMy, Kao U HeKa
BUXOBa YOIIITekma W NMpUMjeHe. DpojHa yommTema W MpUMjeHe pe3yaTaTta
KojuMa hemo ce GaBUTH y OBOj TJIaBU, HEKe XUIIOTE3e MOBE3aHe ca MCTUMA,
Ka0 ¥ MHOIITBO jJasbux pedepennu mory ce nponahn y [DGKG63], [Kal95],
[Kal01] u [Wen04].

2.1 PaponoBa jgema u KapareomopmujeBa Teo-
peMa

YV mperxoaHoj TIaBu cMo BEIjenn aa 3a ckyr C'y RY spujenn

conv(C) = {ajci+asCa+. ..+ ancy ¢ € Coay 2 0,01 +as+. . .4ay, = 1}

Cmenehe TBpheme, nosnaro Kao Kapareojopujea Teopema, HaM Kaxke Ja
HeMa 1moTpebe IocMaTpaTh cBe KOHBEKcHe KoMOunaiuje eaemenara u3 C', Hero
caMo oHe Koje Kopucte Hajsume d + 1 enxemenar ckyma C'.

Teopema 2.1 (Kapateomopu, [Car07]). Hexa je C C RY u nexa je c €

conv(C). Tada nocmoju nodckyn {c1,¢a...,cpn}t C C, m < d+ 1, makas da
je ¢ € conv{cy,Ca...,Cp}.

Jloxas. Heka je ¢ € conv(C). Tama mocroje taduke €q1,Cy...,Cp € C u
CKAJIAPH (1, . . ., Oy, > 0 TAKBU 12 BpHjen

ar+...+a,=1

15



2.1. Pamonosa nema n KapateomopujeBa Teopema

i
o1C1 + QgCo + ... + ¥ Cpy = C.

[Ipernocrasumo na je m > d + 1. Ckyn {cy,Co, ..., Cp} je Taga aduno 3aB-

WCaH, Ta mocToje ckajgapn [, ..., [, TAKBU Ja BpHjeIH

0 = Bic1 + Baca + ... + BinC,
upu demy je 0ap jeman 3; pasmmant ox 0 u Bpujenm
Bi+...4+ Bn=0.

Heka je P = {i € [m] : 5; > 0}. Jacuo na je ckyn P nempaszan. Heka je name
0 = min{g : 7 € P}. Be3 cMamema OMITOCTH MOXKEMO IPETIOCTABUTH Ja je

0= %_m Taza Bpujen

c=(ag—601)c1+ ...+ (am — 0Bm)cm,
a KaKo je y CTBaApH &y, — 03, = 0 umamo

c= (g —0f1)ci+ ...+ (-1 —Bm-1)Cm—1,

pU 9eMy Cy CBU KOeUIMjeHTH «; — 03; HEHETATUBHU W BPUjeIn

(Oél — 5ﬁ1) + ...+ (Oém,1 — 5ﬂm71> =1.

Jlobuan cMo, mak/ie, ¢ Kao KOHBEKCHY KoMOuHaiujy m — 1 Tauke u3 ckyma C.
OBakBy peayKIHjy BPIIAMO CBe JOK He 1001jeMo abuHO HEe3aBUCAH TOICKYIT
C" ckyna {ci,Cq...,Cp} Taka 1a je ¢ € conv(C’). Kako rakas C' He Moxe
opojaru Buie o d + 1 Tauke, TeopeMa je JTOKa3aHa. ]

KapareoopujeBy Teopemy MozKeMO (hOPMYIUCATH U 38 KOHYCHE OMOTave:

Teopema 2.2. Hexa je C C RY u neka je ¢ € cone(C). Tada nocmoju
nodckyn {ci,cz...,cn} C C, m < d, maxas da je ¢ € cone{cy,Cy...,Cp}.

Aoxas. Jlokazahemo na cy Teopeme 2.1 u 2.2 eKBUBaJIEHTHE.

Heka je C C R? u meka je ¢ € cone(C). MoxKeMO IPETHOCTABUTH J1a
je ¢ # 0, jep je y mpoTuBHOM TBpheme TpuBHjaano. 1o 3HAYH A TOC-
toju o > 0 TakBo na je ac € conv(C). Ilpema Teopemu 2.1 mocroju ckym
{c1,¢2,...,¢cq11} C C makas na je ac € conv{cy,ca, ..., Cqy1}. Homro je

d+1

conv{cy,Cy,...,Car1} C U conv ({0} U{cy,ca,...,car1}\{ci}),
i=1
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2.1. Pamonosa nema n KapateomopujeBa Teopema

to moctoju ¢ € {1,2,...,d+ 1} TakBo 1a je
ac € conv ({0} U{cy,co,...,car1} \ {ci}),
OJlaKJIe CJUjes I JIa je
ac € cone ({cy1,¢a,...,car1} \ {ci}),

ma je u
c € cone ({c1,¢Ca,...,car1} \ {ci}).

Heka je caga C' C R? u neka je ¢ € conv(C). Taza je

() come{ () xec) cmen

[Ipema teopemu 2.2 nocroju {cy,Cy,...,Cqr1} C C Takas ma je
( T ) Econe{( Cf ) (1€ {1,2,...,d+1}},
olakJIe camjenu aa je ¢ € conv{cy,Ca, ..., Cqy1}- O

Buajenn cvo na je Kapareomgopujera Teopema 2.1 mocspeaniia je JHOCTaBHE
YUELEHUIE U3 JIMHeapHe ajareGpe, fa je cBaku (d + 2)—9iaHu HOJCKYI OJ
R? acdbuno 3aBucan. Jomr jegHa 3HaMEHHTa TeopeMa Koja ce 6aBH KOMOHHA-
TOPUKOM KOHBEKCHUX CKYIIOBa, a 1103HaTa je Kao Pajionosa jiema, je 1nocsbeji-
HIla UCTE YHUIbEeHUIe.

Teopema 2.3 (Pagon, [Rad21]). Heka je F C RY, |F| = m, npu wemy je
m > d+ 2. Tada nocmoje dea ducjynkmmua nodckyna Fi, Fy C F, maxea da
epujedu

conv(Fy) N conv(Fy) # .

Jlokas. Heka je F' = {vy,...,v,,}. Ckyn F je aduno 3aBucaH, ma mocroje
CKaJIapH O, ..., (4, TAKBH Ja BPHjeIH

O=a1vi+ ...+ anVm,
mpu demy je 6ap jeman o; paszauwaut of 0 u Bpujeau
ar+ ...+ a, =0.
Jedunuimmo ckyose

P:={iem]:a; >0}
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2.1. Pamonosa nema n KapateomopujeBa Teopema

N :={i€[m]:a; <0}

Yo=Y a,

ieP 1EN

Bpujean

Oznaammo Ty Bpujeanoct ca «. Heka cy cama

Fllz{ViZiEP}

FQ = {V,LZGN}
Cxymosu I} u F, cy ounrjiefHO MUCJYHKTHU W BPUjeIn
a;

conv(Fy) > Z ~Vi= Z %vi € conv(Fy).

i€P iEN
[l

Cama hemo mokasaru IlltajaumoBy Teopemy, Koja je CIHYHOr KapaKTepa
kao KapareojopujeBa, a KacHHje heMo BUJIjeTH Jia, Y CTBapH, UMajy 3aje-
HIUYIKO YOIIIIITEHHe.

Teopema 2.4 (Illtajuum, [Stel3, Steld, Stel6]). Hewxa je X C R? u x je
yrympawrsa mavka 0d conv(X). Tada nocmoju nodexyn X' 00 X, | X'| < 2d,
makas da je X yrympawra mavka 00 conv(X').

Joxas. TIpBo mpumujeTuMo jia je X cajprkaHa y YHYTPaIIbOCTH KOHBEKCHOT
OMOTa4a HEeKOI KoHavHOT mojickyna ox X. Hanme, u3 x € int(conv(X)) ciau-
jenn na je x € int(o), raje je o HeKH d—IUMEH3NOHAIHU CUMILIEKC CATIPIKAH
y conv(X). Ilpema KapareomopujeBoj Teopemn 2.1 ¢Bako Tjeme CHMILIEKCA
0 je KoHBekcHa KoMOuHatuje Hajpuine d + 1 Tauke u3 X, na ojariie cjaujean
Jla je X y YHYTPaIIHhOCTH KOHBEKCHOT OMOTadva HeKor mojckymna Y ox X,
Kapunaanocta He sehe on (d + 1)2.

Bes cmamema ONIITOCTH MOYKEMO MPeTHOCTaBUTH J1a je X = 0 u medun-
HTITUMO

Lii={ay1+ays+...+yr: o €R y, €Yk <d—1}.

Kako je Ly i KoHauHa yHHja IPaBUX JHHEAPHUX HOTHpocTOpa o RY,
TO MOCTOju TpaBa p TakBa fda je p N Ly 1 = {0}. Heka cy cama w; u wy
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2.1. Pamonosa nema n KapateomopujeBa Teopema

TavyKe mpaBe P Koje Jexke Ha rpanunu ckyna conv(Y). Osmaummo ca hy u hy
HOTTIOpHE XuieppaBHu cKymna conv(Y) y taukama wy u we. O9urienHo je

0 € relint([wq, wy))

n
w; € conv(Lg_q Nhy), i=1,2.
Wnycrpanuja 2.1: IlITajuunosa Teopema y R2
[Ipema KapateomopujeBoj Teopemu 2.1 mocToje CKynoBH
Wl = {V1,17 V1,2, 7V1,k‘1} - Ld—l ny
u

Wy ={va1,Va2,..., Vo, } C Lg_1 NY
TaKBH Ja je
w; € conv(W; N hy), i =1,2,

npu 4demy je k; < d, 3a ¢ = 1,2, 10K Ha OCHOBY M300pa IIpaBe p BPHUje/IH
k1 = ko = d. Onmarne, 3a ckyn X' = Wy, U Ws, ounrnenno spujenu X' C X,
| X'| =2d u

0 € int(conv(X')).

19



2.2. XegmjeBa TeopeMa W IpHUMjeHe

Ba kpaj morsasba hiemo vaBectn Teopemy Bomnunca u Kinja, [BK63], koja
npejacTaB/ba Beh MoMeHyTO 3aje/IHHIKO yoIlITee Kapareopopujese Teopeme
2.1 u [Irajuumnose Teopeme 2.4. Teopemy HaBomammo 0e3 j0Ka3a, a jejlaH
JIOCTa eJIeMEeHTapaH 3aMHTepecoBaHn YuTasan Moxke nponahu y [Rea65].

Jedununuja 2.1. Hexa je Y C RY u nexa je k € {0,1,...,d}. Cryn
int,(Y) ={y € Y : Jo* C Y,y € relint(c*)}
Ha3usamo k—yHnympawreocm ckyna Y.
Ha ocuoBy nperxomne medbununmje je intg(Y) =Y u inty(Y) = int(Y).

Teopema 2.5 (Bomuc, Kin, [BK63]). Hexa je X C R 0 < k< duxE€
intg(conv(X)). Tada nocmoju nodexyn X' 00 X, |X'| < max{2k,d + 1},
makas da je X € inty(conv(X')).

2.2 XeamjeBa TeopeMa m NpuMjeHe

Y oBOM HOTJIaB/BY heMo JoKazaTn XeanjeBy TeopeMy Koja KazKe Jla ako HeKa
daMuInja KOHBEKCHUX CKYIIOBA UMa HEIPa3aH IPEeCjeK, TO ¢e Jia NPOBjepUTH
Ha noadamMuanjaMa pasymMHe KapAumHaJHOCTH. Takohe, Bujjehemo u Heke
TeopeMe Koje ce Ha JIMjell HAauuH JI00Ujy Kao HMoc/beula XeanjeBe TeopeMe.

Teopema 2.6 (Xesu, [Hel23)). Hexa cy Hy, Hs,..., H, xoneekxcru noo-
cxynosu 00 R, n > d+ 1. IIpemnocmasumo da ceaxuz d+ 1 uma nenpaszan
npecjex. Tada je nenpaszan u npecjex ceux H;.

Joxas. Jlokazahemo oBy TeopeMy mHIAyKIHjoM 110 n. Ako je n = d + 1 nHema
mTa Jia ce jokadyje. I[IpermocraBumo ja je n > d + 1 u j1a je TBp/mbha TadHa
3a n — 1. Ilo ”EAYKTUBHO] MpeTIOCTaBIN pecjeK CBAaKUX N — 1 je Hempa3aH,
I1a MOXKeMO 0JabpaTh Tavuke

a; € (\Hj, i€ [n].
j#i

[To PamonoBoj siemu je [n] = I) U I, upu wemy je Iy N I, = () u nocroju
TavKa
acconv{a; :i € I;} Nconv{a; : i € I}.

ac ﬂHi.

i€[n]

JokaxkmMo 7a je
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2.2. XegmjeBa TeopeMa W IpHUMjeHe

H; Hy

Unycrpanuja 2.2: Xeaujesa Teopema y R?

Heka je i € [n] npoussossno. Taga spujeau @ ¢ I wam i ¢ Ir. Y npBoM
cJIy4ajy BpHUjean
{ajijéll}gHi

ma je u
ac H;,

jep je ckyn H,; KOHBeKcaH. 3ak/bydak OMCMO HA WCTH HAYNH W3BEIN W Y
cuyuajy i ¢ Is. O

AKO MaJI0 MOOMITPUMO YCJIOBE 3a CKYIOBe U3 Xesujee Teopeme 2.6 oHIa
MOZKEMO JIOKA3aTH JIa TBP/iba BpPUjeju U y ciaydajy bekonaunux dpamuimja.

Teopema 2.7. Heka je H = {H,} 6eckonauna damuiujo KoMNaxKmmux xoH-
sexcruzs nodcxkynosa 0d R, IIpemnocmasumo da ceaxa nodpamunuja cesu-
wurne d + 1 uma nenpasan npecjex. Tada je menpaszan u npecjex wumase
pamunuje.

/loxas. Ha ocHoBy Xennjese Teopeme cBaka KOHaTHA moadaMuinja dpamMui-
uje H uma menpasan npecjek. Kako je 1o pammiinja KOMIAKTHUX CKyHOBa
U3 OIIIITE TOMOJOTHje HaM je TO3HATO Jia YnuTaBa (haMuanja UMa Helpa3aH
Ipecjex. O

Yak HICMO MOpaJI MPETIOCTAB/BATH HU JIa CY CBH CKYIOBH KOMITAKTHHU.
Ha cianyan mayun OMcMO JOKa3aJid IIPETXOAHY TEOPEeMY M Ja je caMo jeIaH
0J1 CKyIIOBa KOMIIAKTAH, & OCTAaJIN 3arBopenn (moriexarn [Vre93)).

Cipenehe Teopeme, mako OB/je HaBeeHE KA0 MPUMjEpU TPUMjeHe Xeju-
jeBe TeopeMe 2.6, mocMaTpaHe caMe 3a cebe MMajy WHTepecaHTHA TBPhema.
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2.2. XegmjeBa TeopeMa W IpHUMjeHe

Teopema 2.8 (Kupx6eprep, [Kir03]). Hexa je S C R? xonauan cxyn, S =
S1USy, S1NSy =0, |S| = d+ 2. Heka sa cearxu C € (di2) nocmoju
runeppasan koja pazdsaja S1NC u Sy NC. Tada nocmoju xuneppasar xKoja

pasdsaja S1 u Ss.
Jokas. 3a x € S medpuHATINMO CKyTT

Si(x) ={(a,a) e R x R:a’x < a},
a 3a X € Sy neduHAITIMO

Sy(x) = {(a,a) e R x R:a’x > a}.

Heka je

SZ‘ = {SZ<X) X € Sz}, 1= 1,2

Jlako ce mpoBjepu nma cy y nutamy dbaMuinje KOHBEKCHIX cKymnoBa. Kako je
R? x R = R pmamo ga je S = S; U S, xonauna daMminja KOHBEKCHUX
ckynosa y R4, Tlo npernocraskama TeopeMe csaxa d-+2 diana Te paMuinje
nMajy HempasaH mpecjek ako Hucy cBu u3 S; minm Ss. Ako jecy cBu u3 S
ouna je (0,1) y mpecjeky, a ako cy cBu u3 Sy onzma je (0, —1) y mpecjeky.
KonaguHo, MOKeMO KOHCTATOBATH JIa 33 (GaMUanjy S BpHjele MPeTIoCTaBKe
u3 Xemujese Teopeme 2.6, Te nocroju (a, ) € (| S. Xuneppasan oapehena ca
(a, ) je xumeppaBaH Koja pasnsaja S; u Ss. O

Teopema 2.9 (Jyur, [Jun01]). Ceaxu cxyn J dujamempa 1 y R moorce ce
NOKPUMU 3GMBOPEHOM AOTMOM noaynpevwnura \/d/2(d + 1).

Jlokas. Heka je S C J, |S| < d+ 1. Jlokaxumo ja ce S MOKe HOKPUTH
3aTBOPEHOM JIONTOM Tosrynpednuka /d/2(d + 1).

Heka je B = B(y,r) HajMamba 3aTBOPEHA JIONTA KOja CAAPIKU 9uTaB S.
Heka je
{z0,21,...,2} = {x € S d(x,y) =7}

CKYT Tavyaka u3 S Koje cy Ha I'DAHUIN TOCMaTpaHe JIONTe. JacHO je j1a BpH-
jemn m < d. Uenrap y sonre B npunaja ckymy conv{zg, zi, ..., Zy,}. Y mpo-
TUBHOM OU OCTOja/Ia Xuneppasan h Koja pa3asajay u conv{zg, zi, . .., Zn},
na 6ucmo JonTy B MOT/IM IOMJepUTH Ka T, & 3aTUM je CKYIUTH, YuMe OUCMO
Jobwtr HOBY JionTy B’ Koja mokpuBa S, a WMa CTPOro Marb¥ TMOJIYNPEYHUK
HEro 7.
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2.2. XegmjeBa TeopeMa W IpHUMjeHe

Bes3 cmamema onmrocTn MozKeMo npernoctaBuTu 1a je y = 0. To mpema
MaJonpehalmoj npuMjeIon 3Ha9u J1a MOCTOje (g, O, - - . , Oy, KOJU HUCY CBH
JeTHAKW HYJIW, TAKBU Ja BPUjean

m m
E a; = 1l n E ouZ; = 0.
i=0 =0

Hexa je d;; = d(z;,z;) 3a4,j = 0,1,...,m. 3namo na je d;; < 1, mpu gemy
jed;; =03a1=0,1,...,m. 3a upoussosmno j € {0,1,...,m} Bpujean

1—ij = ZOQ’

\V4
g
8

=0
= Y i(2r® = 2(z,2;))

i=0
= 2 Z a; — 2 Z o;(z;,2;)

i=0 i=0
= 2r* — 2(2 O;Z;, Z;)
i=0

= 27

= 2r*(m+1)

Onasge ciaujean ja je r2 < m/2(m + 1), a kako je dyukmuja r — z/(z + 1)
pacryha na ceom gomeny u m < d canjean u ga je r? < d/2(d + 1).

Hedunnmumo caua, 3a X € J,

B, ={y € R :d(z,y) < /d/2(d + 1)}.
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2.2. XegmjeBa TeopeMa W IpHUMjeHe

Qavunuja B = {B, : v € J} je pamMminja KOMIAKTHAX KOHBEKCHAX CKYTIOBA.
Beh cmo gokazanu ga cBaka (d+1)—unana nogdavusuja og B uma Henpas3aH
npecjex. Ilo GeckonauHOj BapujanTn XejujeBe Teopeme (Teopema 2.7), 4u-
TaBa damumanja 3 mMa Hempas3aH Mpecjek, a TadKe TOra IIpecjeka Cy yIpaBo
[EHTPU 3aTBOPEHUX JONTH noaynpednnka d/2(d + 1) koje moKpuBajy autan
ckyn J. 0

Hedunnnuja 2.2. Hexa je K C R ux,y € K. Kasicemo da je X sudmpusa
us'y y K axo je [x,y] C K.

Teopema 2.10 (Kpacuocencku, [Krad6]). Heka je K Geckonauan rkomnak-
man ckyn y R%. IIpemnocmasumo da 3a ceaxuz d+1 mavaxa uz K nocmoju
mauka y K us xoje cy cee ose mauxe sudnwuse y K. Tada nocmoju maura y
K u3s xoje je wumas ckyn K eudmwus.

Jlokas. 3a x € K pebunummmvo Vy = {y € K : [x,y|] C K}. Ilpema mpet-
nocraBkaMa Teopeme cBakux d + 1 ckymoBa Vi ce CujeKy, a MH KeJIUMO Ja
JIOKazKeMo Jia ce cBu cujeky. [Ipema Xenujesoj Teopemu 2.6 mocToju Tauka
Y € Nyex conv(Vy). Hoxazahemo ma je y € (o x Vi

[IpeTmocTaBUMO CYyMPOTHO, Jia 3a HeKo X € K nocroju tauka u € [X,y]\ K
u onabepumo tauky X Ha Jyzxu [X,u] 3a kojy spujeau (x',u) N K = 0.

/

X W v u
x N [' 'y
h Z

Unycrpannja 2.3: Teopema Kpacnocenckor y R?

Tana mocroju Tauka w € (x/,u) TakBa 1a je
, 1
d(x',w) = éd(u, K)
u Tauke v € [w,u] u z € S TakBe Ja je
d(v,z) = d([w,u], K) > 0.
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2.3. Pazimomsbena XesujeBa TeopeMa

Kako je z majonm:ka Tauka ckyma K Taukm v, TO cKym V, JexXu y
3aTBOPEHOM MOJIyIPOCTOpY h' Koju He cajip:Ku V U KOjU je OOrpaHmdeH
XHIeppaBHU h KOja je HOpMaJHa Ha JIyXK |V, Z].

. . 7T .
Kaxko je y € conv(V,) C h™, umamo na je Lvzy > 5 ONAKJIe CIHjeNH 112

je Lyvz < g ns
d(v,K) <d(w,K) <d(u, K)

je jacHo 1a je u # v ma, nakJje, IOCTOJU TadKa Ha JyXKH [V, U] pa3auduTa o
Vv Koja je Ommka ckymy K #ero mrro je v. OBO je KOHTPaIuKInja ca u300pomM
Ta4dKe V.

]

2.3 Pazaomipena XeinmjeBa TeopeMa

Y IpexoIHOM IMOIJIaB/by CMO ce YIO3HAJIN ca XeanujeBoM TeopeMoM 2.6 Koja
Kazke 712, ako je, y R, nara meka Konauna (paMmInja KOHBEKCHIX CKYTIOBA

H ={H, Hs,...,H,}, n>d+1, raksa na cBaka (d+1)—unana noadamvui-
Hja UMa Helpal3aH IPecjeK, OHJia U YuTaBa (paMuInja UMa Helpa3aH MpPecjek.
[Ira ce gemasa ako Hemajy cBe (d+1)—wrane noadamuimje Hempa3ad mpec-
jeK, Hero mux dapem O‘(d$1)7 3a HEKH HMO3WTHUBAH O0poj o mamu o 1. Kauas-
cku u Jluy y [KL79] nmokasyjy ga nocroju 8 > 0 tako ja Heka mojdaMuinja
o1 H, Koja ce cacroju o OapeM [n 4WiaHOBA MMa HempasaH mnpecjek. Ta
TeopeMa je JaHAC MO3HATA Kao Pa3/jOM/beHA XeaujeBa TeopeMa, a Mu hemo
je oBIje JoKazaTu 3a [ = Zi7- Y3 HEKOJIMKe n3MjeHe ocjloHnhemo ce Ha 10c-
rynak u3 [Mat99]. Ilpso gokaxumo cbenehy jemy koja he Ham KacHuje

KOPUCTUTH.

Jlema 2.11. Hexa jen > d+ 1 u nexa cy Fi, Fy, ..., F, xousexchu u xom-
naxmmu noderkynosu 00 R, npu wemy je (i, F; # 0. Axo je v € R? sexmop
30, Koju ce spujedHocm,

n
m =min{vix:x € ﬂE}
i=1

docmuorce y jeduncmeenoj mawku xo € ()i, Fi, mada nocmoju mnexu
k—wnanu nodexyn J 00 {1,2,...,n}, k < d, maxas da je Xg mauka mMunu-
MYMa Gyrryuje X — VX u na ckyny Nics Fi-

Hoxas. dedurmmmumo ckyn C' ca

C={xecR:vi'x <m}.
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2.3. Pazimomsbena XesujeBa TeopeMa

Cxyn C' je KOHBEKCAH U OYUTJICIHO BPUjeIn
CnEinkn...nE,=0.

[Ipema XesujeBoj reopemu 2.6 nocroju k < d takas ja Hekux k + 1 yjianona
davmuje konpexcunx ckymnosa {C, Fy, Iy, ..., F, }, Takohe nma npasaH mpec-
jek. Jacwo je ma je jeman o wux C, na jgakie 3a vHeku J = {iy,ig,...,05} C
{1,2,...,m} Bpujeau

CNF,NE,N...0F, =0.
Cxym J je OUUTJIeTHO TPayKeHH CKYT. O

Ca;La CMO CIIpEMHH [Ja JOKazKEMO IJIaBHH DPE3YJITaT OBOI' IIOIVIaBJ/ba:

Teopema 2.12 (Kauasucku, JIny, [KL79]). Hexa je n > d + 1 u neka cy
Hi, H,, ..., H, xonsexcuu nodckynoeu 00 RY. Axo je o > 0 peanan 6poj
marae da sa Gap () (d+ 1)—wianuz nodekynosa I 0d {1,2,...,n} je
Nicr Hi # 0 mada nocmoju = B(d,a)) > 0, makso da je npecjex nexuz Bn

ckynoea H; nwenpazan.

Zoxas. [lpuMmujeTrMo IpBO /1a je TOBOJHHO TEOpeMY JOKa3aTH y CIydajy Kajia
cy ckynosu Hy, Ho, ..., H, nomuronu. l3abepumo Tauke p; € ﬂiel H;, 3a
IS (dil), 3a Koje je [, F; nempasan. Axo medunmmenmo momutone H] =
conv{p; : i € I}, i = 1,2,...,n, Buaumo na je H! C H; u ga teopema
BpHjeu 3a ckynose Hy, Ho, ..., H, ako Bpujean 3a nmoautone Hi, H), ... H).
Ha ocroBY oBora hiemo 3a octarak JoKaza IPETIOCTABATH Ja Cy CBU CKYIIOBH

H;, a camum TUM u Henpasuu npecjenu () e H;, nojmrorm.
IC[n]
Pann npersregnoctu 1euHATIAMO

P[:ﬂHZ-, 3al C{l1,2,...,n}
iel
7 HEKa je
I={1C{1,2,...,n}:|I|=d+1,P; # 0}

Hexa je v € R? BexTop 3a Koju dbynknuja X — v x Ha ceakom P, [ € T
nMa jeUHCTBEeHY TaukKy MumHUMYMa X;. Caxa, Ha ocHOBY Jeme 2.11 cBakom
I € T MoxkeMO UpuApyKUTU HEKHU HeroB d—wjanu nogckyn J = J(I) takas
Ia je X; Tauka MOHEIMyMa (pyHKIOHje X — viX u na Pj.

[TomTo mMmamo (Z) d—aranux mofackynosa ox {1,2,...,n}, jenan ox mwux,
Jo, ce mojasipyje kao J(I), 3a 6ap
n o d
o (d:l) _ an
") d+1
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2.4. Tpepbeprosa Teopema

pasmnuntux [ € 7. Caku takas [ je obsmka JU{i},3ameko: € {1,2,...,n}.
Jlakme, Tauka MEHUMyMa cKyna Pj, ce nmojasibyje y 6apem

d+ n—d n
a >«
d+1 d+1
. a
pazymuantux ckynosa H;. Omasie ciamjean Ba/baHOCT Teopeme 3a [ = ir1
O

2.4 'TBepbeprosa Teopema

[Ipuua oxo Teepbeprose Teopeme! je mouesa ca Bpajanom Ilonom Bupuom
HeJieceTHX POJMHA MPOILION BHjeKa KOoju je y cBoM pamy [Birb9] mokazao
cibesiehe TBpheme:

Teopema 2.13 (Bupu, [Birb9]). Hexa je damo 3N mauaka y pasnu. Tada
ore odpebyjy N mpoyzaosa Koju umajy 36jeOHUNKY MAuKY.

Nnycrpanuja 2.4: WNnycrpanuja 2.5:
9 Tayaka y paBHU 7 Tayaka y paBHU

Takohe je mpummjeTno, Jla ako He MOCMATPaMO CaMO TPOYIJIOBE, HEro
KOHBEKCHE OMOTade, MOXKEMO CMAbUTH OPOj Tadaka 3a 2:

Teopema 2.14. IIpoussonmne 3N — 2 mauke y pasHU MOHCEMO PA3OUTEAUMU
Ha N QUCIYRKMHUL CKYNOBA “Uju KOHBEKCHU OMOMAYU UMATY 3ajeOHUYKY
MauKy.

Konauno, bupu je y momenyToM pajly MOCTaBUO M CJbejiehy Xumnoresy,
KOja OU IpejicTaB/baja yoIIlTee Teopeme 2.14 y Behe jgumensuje.

Hlornenaru cjajan wiranak Tuurepa HMurnepa [Ziell]
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2.4. Tpepbeprosa Teopema

BupyoBa xumnoresa

ITpousBosbanx (n + 1)N — n rauyaka y R" moxkemo pazamjesimru
y N ANCjyHKTHUX CKYIIOBA 4YMju KOHBEKCHH OMOTAYMW MMAajy 3ajem-
HUYKY TA49KYy.

Cenam roguna kacuuje Xesre Teepbepr y [Tve66] mokasyje oBy xumoresy
u TO TBpheme je janac mo3nHaro kao 1TBepbeprosa teopema. Kopurnrhemem
MOJIEpHHJHUX je3UKa, TEPMUHA U 03HAKA, HETO IITO Cy OWIH CPEINHOM JIBAJIe-
ceTor Bujeka, T'Bepbeprosa Teopema IVIaCH:

Teopema 2.15 (Trepbepr, [Tve66]). Hexa je X C RY, |X| = (r — 1)(d +
1) + 1. Tada nocmoju napmuyuja ckyna X wa ducjynkmmue nodckynose
X1, Xo, ..., X, maxee da je ﬂ;zl conv(X;) nenpasan.

TBepbepros opurnHajan J0Ka3 je NPUINIHO KOMILTMKOBAH, HAKO Ta OJI-
JITKYje Kpajibe je THOCTaBHA UJeja:

3a 3amary koHdwurypamujy tadaka ¢popmuparu Hu3 KOHUry-
panuja Koju 3a40B0OJbaBa TBPAKY U KOjU KOHBEPTHUPA 337aTOj.

Kacuuje je TepbGepr y [Tve81] gao jour jegan jokas oBe Teopeme, Kao
1 jOII HEKOJIMIIMHA MaTeMarudapa. Mwu heMo oBje M3IBOJUTH JBa 33 KOja
BehmHa MaTeMaTnyapa, a U ayTop OBUX PeJIOBa, CMaTpa Jla Cy HajJbeIIu 10
cana. [psu, njeso TeepGepra u Cunnire Bpehure 3 [TV93] hemo uznokurn
cajma, a JApyru, 3a Koju je omropopan KapauOup Capkapwuja, [Sar92|, Guhe
IPeJICTaB/LEH y HAPE/IHO] IJIABH.

Nnycrpanuja 2.6: Kondurypanuja tauaka 6e3 TBepbeprope 7—mnapTumunje

Hanomenunmo, nipuje mero npehemo Ha goka3, ga je 6poj (r — 1)(d + 1) +
1 u3 Tsepbeprose Teopeme 2.15 orumasian. Haume, ako y3memo TjeMena
d—CUMILJIeKCA U 3aMUjEHIMO CBAKO HEKHUM KJIAacTepoMm oJ1  — 1 Tadke, Jiako
ce Buan Ja gobujena koudurypanuja ox (r — 1)(d + 1) tauke nehe umarn
TepbeproBy maprutujy (wiycrparuja 2.4).
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2.4. Tpepbeprosa Teopema

oxas. Opabepumo AUCjyHKTHE nojackymnose Xq,..., X, ox X u jonty B 3a
KOjy BpHjean

1. Bnceonv(X;) #0szai=1,...,r;

2. B uMa MUHUMAJIAH [OJIYIIPEYHUK;

3. B mMa MaKCHMaJHY YAa/beHOCT OJI KOOPAMHATHOT MOYeTKA;
4. B nomupyje munumajian 6poj ckynosa conv(X;).

AKko je B mereHepmcaHa y TadKy TO je Kpaj JIOKa3a, T€ CTOra MOKEMO IpeT-
MOCTABUTH Ja je TOJyNpedHuK of B mosuruBad u ja je y; € B N conv(X;)
zat=1,...,r

Kako je y; y peslaTuBHOj YHYTPAITHOCTH HEKOT CHUMILIEKCA Ca TjeMeHUMa
3 X; koju gommpyje jonty B ako conv(X;) momupyje sonty B, mMoxemo
HIPETIOCTABUTH J1a je cKyll X; abuHO He3aBUCAH, TO jeCT Jla TAYKe TOra CKyIa
mpecTaB/bajy Tjemena cuminiekca. Tama je dim(aff(X;)) = | X;| — 1, na je
nakJe aff (X;) ckyu pjemema cucrema o d + 1 — | X;| suneapuux jegnauuna
110 d Hemo3HaATUX. YKynaH Opoj jeiHaunHa je

dd+1-1X) = rd+r—|X1U.. . UX,|
=1
= d+ | X|-|X1U...UX,|
= d+ | X\ (X1U...UX,)|.

PaszymmkoBahemo nBa ciydaja.

IIpeu cayuaj: X = X7 U...UX,. Taga umamo cucrem oy, d jenaunna
o d Hemo3HATUX. AKO Taj CHCTEM MMa HEKO Pjellere, TO jecTe TauKy X Koja
npumaga aff(X;), 3a ¢ = 1,...,r, MoXkeMO Ja OMjepuMo JonTy By mpasity
BekTOpa X. Tako fie ce ona npumahu onum aff (X;) 3a koje B mogumpyje ckym
conv(X;). Ilomjepeny JomTy MOXKEMO MAJIO CKYTIUTH, MITO jé KOHTPATUKIIH]A.

AKO TOMEHYTH CHCTEM HEMA pjelierhe, TO 3HAYN /I MOCTOju BeKTOP V # 0
napaJiesiaH ca CBUX d XUTepPaBHU, ClIeNnjaTHo Tapasenan u ca ceum aff (X;),
aUHUM MHOTOCTPYKOCTHMA 32 Koje B pomupyje ckym conv(X;). TTomjepumo
cajla B y mpaBily BEKTOpa V TakKo Jia ce moBeha yAa/beHOCT MEeHTPa O KO-
OPJIMHATHOI 1I0YeTKa, 1Ipu 4yeMy B u jajbe jojaupyje ucre ckyunose conv(X;)
KOje je W puje IoanpUBaJIa, JIOK OCTaje U Jajbe CHjede y YHYTPAITHO] TAIKHA.
Konrpaaukiuja.
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2.4. Tpepbeprosa Teopema

Jpyeu cayuaj: X # X1 U...UX,. Heka je x; € X\ (Xj U...UX,).
[IpumujeTumo 1a je nenrap oj B y KOHBEKCHOM OMOTa4dy Tadyaka y; y KO-
juma B pommpyje conv(X;). VY mporuBHOM 61 mocrojana XumneppasaH h Koja
pasjaBaja reHrTap Jomre B oj TUX Tadyaka, 1a OMCMO MOIVIM moMjeputu B
IpeMa OBMM TadKaMa, HOPMAaJHO Ha h, MITO je, HOC/AUje CKyIl/baka JIOITE,
KoHTpauKnuja. Heka je menTap oa B y pelaTHBHO] YHYTPAITHOCTH CHM-
IJIEKCa €a TjeMeHuMa yi,...,Ys. llocMarpajMo caja IPOjeKIHjy IIpocTopa
R? 5a apuny muorocrpykoct aff{yy,...,y,}. Tanrerna xuneppasan na By
Tadku y; Koja caapxu X; cujede aff{yi,...,ys} mo ranrernoj xuneppaBHu
wa B Naff{yy,...,ys} (Mucau ce ma mpocrop aff{yi,...,ys}) v tauku y;,
3a ¢ =1,...,s. OBe xuneppasuu y npocropy aff{yi,...,ys} oapehyjy cum-
wieke Koju cagpxu BN aff{yy,...,ys}. Bap 3a jeany o oBux xuneppasuu,
MOZKEMO TIPETIIOCTABATH Ja je y IHTAIby IPBA, je TAYKa X, KOja MPe/ICTABIhA
IpojekIujy Tauke X; Ha MHOroctpykoct aff{yy,...,ys}, y ncrom oroperom
nosnynpocropy kao u B N aff{yy,...,ys}. To 3Haum ga oTBOpeHH CcermeHT
(x],y1) cujeue BNaff{yy,...,ys}, onakmue caujenu na [Xy,y:] cujede B. 3a-
mujeHnMo Jiu ckyn X ckynom X;U{x; } emamuim cmo 6poj ckynosa conv(X;)
KOju JI0Aupyjy B 1mTo je KOHTPaIUKIIH]ja. O
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I'maBa 3

Pa3znobojun nokpuBajyhn
CUMILJIEKCU

Y 0B0j r1aBuU pazmaTpaMo Tako3BaHe ~pa3HobojHe” Teopeme, Kapareomgopu-
jeBy u XeJmjeBy, Kao U HeKe IpuMjere pasznobojue Kapareoiopujese TeopeMe.
JIaB M KJBYUUTH Ca jOII jeAHHM JOKa3oM 1B rope T Me 2.15.
[naBy hemo 3a ca joI je okazoM TBepbeprose Teopeme 2.15

3.1 bapamujeBa Teopema

Hedbwannmuja 3.1. Hexa cy damu cxynosu X, Xo, ..., X, C RE Cryn
T C Ule X;, maxas da je |T N A;| = 1, 3a ceaxo i = 1,2,...,k, 3eahiemo
pa3nobojrum. Axo je cxyn T aguno nezasucan, mada hemo re208 KoHeek-
car omoman, conv(T), s6amu PpadHOBOJHUM CUMNAEKCOM.

[Ipenxonna geduHunmja ce MOXKe CXBATUTH TAaKO INTO 3aMHCJIMMO I3
CcBaKHM 0OJ CKynoBa X; je obojen OojoMm %, ma je oHjga cKyn 1, CKyn mnpej-
craBHHKa 01 cBake Ooje. Cipbenehy meopemy, Kojy y JHTE€paTypH HYECTO
30By pasnobojnoM Kapareomopujesom teopemoM', je y pay [Bar82] mokaszao
HNmpe Bapamu.

Teopema 3.1 (Bapamn, [Bar82]). Jdamu cy ckynosu Xi,..., Xqy1 C RY
maxeyu da je X € ﬂ;lii conv(X;). Tada nocmoju pasnobojan cxyn T =

{x1,X2,...,Xq11} maxas da je x € conv(T).

Jloxas. BaxBaspyjyhu obuanoj KapareomopujeBoj Teopemu, MOXKEMO MpeT-
IIOCTABUTH JIa ¢y cKynoBu X; kKoHaunu. I[locmarpajmo pazmnobojan cKyIl

T= {X1,X2~~7Xd+1}

'Kana cy cBu ckynosu X; jennaku nobuja ce obuuna Kapareonopujesa Teopema
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3.2. O 6pojy pa3HOOOJHUX CUMILIEKCA

qmju KouBekcan omorad, C' = conv(7T), je Hajbamxn Taukn X. AKo je X €
C' joka3 je ToToB, Te cTora Moxkemo mpermocrasutu Jga X ¢ C. Heka je
c € C Tauka Ha K0joj ce mocTuzke MuHHUMYM BpHujegHoctn d(x,C). Tauka
c je Ha rpanunu ckyna C Te je oHa, Ha OCHOBY KapareomopujeBe Teopeme,
KOHBeKcHa KoMmOmHanuja d tadaka u3 C'. MoKeMo NpeTmoCcTaBUTH J1a ¢y TO
TavKe X9o,X3...,Xq+1-

b X2
X1
bd » C
X3
h

Nnycrpanuja 3.1: Banzku pa3znobojHU CUMILIEKC

Heka je h xuneppaBan HOpMaJiHa Ha BEKTOP X —C Y TAYKH C. XUNeppaBaH
h paznpaja tauky x u ckyn C. Tormro je x € conv(X;) u x ¢ h, To mocTojun
Tauka b € X, ca ucre crpane xuneppaBuu h, Kao u tauka xX. OUurieato 3a
(', KOHBEKCAH OMOTaY Pa3sHOOOJHOT CKYIa

T/ = {b,Xg, c. ,Xd+1},
Bpujenn d(x,C") < d(x,C). Kourpaaukimja u Kpaj J10Ka3a. ]

Teopema 3.1, coimuno kao u Kapareomopujesa Teopema 2.1, uma cBOjy
KOHYCHY Bep3Wjy.

Teopema 3.2 (Bapamu, [Bar82|). Heka cy damu ckynosu X1, Xo, ..., Xy
R? u nexa je x € ﬂ?zl cone(X;). Tada nocmoju pasuobojan cxyn T
{x1,X2,...,Xq} makas da je x € cone(T).

I

3.2 O 6pojy pa3zHOOOjHUX CHUMILIEKCA

Teopema 3.1 Ham rapasTyje mocrojame 0ap jeTHOr Pa3HOOOJHOT CHMILTIEKCA
KOJU CaJp:KM TA4YKy X, I1a je OHJla ITUTarmke Koje ce caMmo HaMehe KOJIMKO mMa
TakBUX pa3nobojHux cumiliekca. Mu hemo y HacraBky jlaTu HEKE OJIIOBOPE
HA TO MUTAFE, aJIU IpHje Hero npehemMo Ha CTBAp Ja BUIAMO KaKBe KOH(UT-
ypaluje xohemMo Jjia pasMarpamo.
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3.2. O 6pojy pa3HOOOJHUX CUMILIEKCA

3a moueTak, ajedayje pasyMHO Ja HMPETIOCTABHEMO J1a CBAKH O CKYIIOBa
X,; uma najBunie d + 1 esemenara. MoxKeMO NPUMHUJETHTH J1a HUIITA He
ryObuMo aKo TPeTHoCTaBUMO A je TadKa X W3 Mpecjeka KOHBEKCHUX OMO-
Tavya y Teopemu 3.1 y crBapu 0. /lasbe, 3a cKyInoBe, KakBHU Cy y Teopemu 3.1
pehm hemo na cy y ominreM moJjoxKajy y omHocy Ha 0, ako ce HUKOja
JIBa He CHjeKy W aKo HHKOjuX k + 1 Tauaka yHHje U;lill X; He Jexn y 3a-
jeanumaKoM k—IMMEH3HOHAIHOM JHHEeAPHOM HOTIpocTopy of RY, 3a cBaxo
k=0,1,...,d — 1. Ogurmenno, u3 0 € conv(X;) caujean na je | X;| > d + 1,
aKo cy ckymoBu X; y ommreM mojoxkajy y omnocy Ha 0. Oj cajga, jakie,
nocmarpamo (d+1)—unane ckynose X1, Xs ..., X441 € R? koju cy y onmrem
mosI0kajy o omuocy Ha 0, u 3a koje je 0 € ﬂfill conv(X;). Hnp wam je ma
BUJIMMO KOJIMKO 10/, OBHM IIPETIIOCTaBKAMa IMOCTOjU PA3HOOOJHUX CHMILIEKCA
Koju caapxke 0.

[IpBu oarosop je mao cam Bapamwu y [Bar82|, y Bumy Teopeme 3.3 | u3
KOje caujein /1a pa3HoOOjHUX CUMILTeKca Koju cajp:ke 0 yBmjek mma dapem
d+1.

Teopema 3.3 (Bapamu, [Bar82|). Hexa cy damu cxynosu X1, Xy ..., X4 C
R? v nexa je 0 € ﬂ?zl conv(X;). 3a ceaky maury xg € R nocmoju pasrobo-
jan ckyn {x1,Xa, ..., X4} maxas da je 0 € conv{xog, X1, ..., X4}

Joxas. Ha ocnoBy Kapareomopujese Teopeme 2.1, MOXKEMO TTPETHOCTABUTH
gaje | X;| <d+1,3ai=1,...,d. Ilpso hiemo jokazaru Teopemy y cjydajy
ka/a je 0 € int(conv(X;)). Taxa mocroju € > 0 TakBO 12 BpUjean

—exg € conv(X;), 3ai=1,...,d,
a ojlatie je u

—exg € cone(X;), zai=1,...,d.
[To Teopemu 3.2 mocToju paznobojan ckym {X1,Xa, . . ., Xg} TAKaB J1a je —£Xg €
cone{xy,Xs,...,Xq}. To 3HAYM Ja MOCTOjeé HEHEIATHBHU CKATAPU (v, | =

1,...,d, 3a koje je
d
—E&Xp = E ;X
i=1

CraBuMo Ju Ja je € + Zle a; = M u3 npeaxojHe jeJHAKOCTHU J00MjamMo j1a

BpHUjemn
d
0= Z Oé;Xi,
i=0
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3.2. O 6pojy pa3HOOOJHUX CUMILIEKCA

raje je

Ouursenso Bpujean
a;>0,3ai=0,1,...,d

u
d
E o =1,
i=0

omakse caujenu aa je 0 € conv{xg, Xy,...,Xq}.

Konauno, 1a 6mcMo 1oKa3an TeopeMy U y Caydajy KaJa 3a HeKo ¢ Tauka 0
HUje y YHYTPAIIBocTH cKyna conv(X;), T0BOJBHO je Taj CKYIl allPOKCUMUPATH
am3oM (d + 1)—ananux ckynosa (X[')32, Taksux ma je 0 € int(conv(X)),
3a cBako n € N. O

Jlomy rpanuiy 3a 0poj pasHobojHux cuMmiLiekca koju caapzke 0 na 2d
nobospirasajy esa, Xyanr, Cruen u Tepnaxu y paxy [DHSTO06] . V ucrom
paJly OHE KOHCTPYHUITY KOHMDUTYpaIjy Koja HeMma, BUIIe o1 d2+1 pasnobojamx
cUMILTIeKca Koju cajp:ke 0, Te mocrap/bajy XHIIOTE3Y Jia ce Taj Opoj MoKe
yBujek poctuhu. Henyro sarum Bapamwu u Marymex y [BMO07] nokasyjy na

1
X nOCTOju Gapem gd(d + 1), a Crusen u Tomac y [STO8] mompasmajy 10wy

d+ 2)?
rPaHUIY HA {%J , I TO je pe3yaTaT Koju eMo U MU OBJIje OKA3aTH.

Teopema 3.4 (Crusen, Tomac, [ST08)). Hexa cy cxynosu X1, Xo, ..., Xgi1 C
R? 4 onwmem nonoscajy y odnocy na 0, npu wemy je 0 € ﬂ;lg conv(Xj;).

d 2
Tada nocmoju bapem {%J pasnobojHux cumnaerca koju cadpoce 0.

Joxas. Hexa cy ckynosu X1, X5 ..., X4 C R? xao y Teopemu 3.4 u Heka
je X = X, UX,U...UX4. Moxemo nmpernoctasurn aa je X C STV
MPOTUBHOM, MOIJIH OMCMO TadkKe cKyna X 3aMUjeHUTH IEHTPATHUM MPOjeK-
nujama Ha S9L,

Ba cBaku d—agann nogckyn A on X pedunummmo o(A) = cone(A) N

S4=1 onrosapajyhu cepru cuminiekc. 36or ocobuna ckyna X, CBaku Takas
cepHU CUMILIEKC je caJpzKaH Yy OTBOPEHOj XxeMucdepu.
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3.2. O 6pojy pa3HOOOJHUX CUMILIEKCA

Hame, weka je V; = X\ X;u P,=—-X;,3ai=1,2,...,d+ 1.

[IpousBosban paznobojan nojackyn 7' ox Y; hemo 3BaTn TpaHCcBep3aJa.
Ca T4(Y;) hemo obmbeskuTn baMUIHjy CBUX TpaHcBep3ada y Y, J0K hemo
3a meku Y, CY; ca T4Y!) obumexkuru dpaMuinjy Tpancsepsaia u3 Y; Koje
Cy HOJCKYTOBH 071 Y} .

3a rtauxy a Ha cdepu S hemo pehu ja je MOKpUBEHA TpPaHCBep3a-
aom T € T4Y;) axko je a € o(T), a ako je F C TUY;), bamunuja
TpaHnceep3aJsia pehu hemo ja F mokpuBa a, ako Oap jegHa TpaHcBe3asia
T n3 F nokpwuba a.

Cana BummMo 12 je J0BOJbHO Gpojatn mapose obnuka (p;, 1) npu gemy
jepi € P, T € TY;) u p; je noxpuseno ca ca T, jep cBakm Takap Tap
onpebhyje jeman pasuobojan cuminieke koju cajpzku 0. Ilpm Tome Mopamo
BOJIUTH PAUYyHA Ja W30CTaB/bAMO PA3IHUYUTE MAPOBE KOJU OIr0OBAPajy UCTOM
CUMILJIEKCY .

Kao ounrsieany mocsbenuily Teopeme 3.3 UMaMo C/bejehy jgemy.

Jlema 3.5. Hexa je x € S ' wi € {1,2,...,d + 1}. Tada nocmoju
mpanceepzana T € TUY;) xoja nokpusa X.

Joxas. Tlpema Teopemu 3.3 moctoju TpaHncsep3ana 1’ € Td(Y;) TakBa Ja je
0 € conv(T'U{—x}), a TO je eKBUBAJIEHTHO YNICHUIN JIa je X MOKPUBEHO Ca

T. [l

3a moka3 TeopeMe 3.4 je K/bydHa cibefeha jgemMa, Kojy OBIje HaBOAuMO 0e3
JoKa3a Koju ce Mozke Hahu y [BMOT7].

Jlema 3.6 (Bapamwu, Marymiek, [BM07]). Hexa jei € {1,2,...,d+1} u nexa
cy S uT dsuje ducjynrmmue mpanceepsare uz THY;), npu uemy S nokpusa
mauxy x € S41 Tada

(i) Axo TS U T) mne noxpusa wujeay cgepy S, mada nocmoju
mpanceepzanra T' € THSUT), T' # S, maxea da T' maxohe nokpusa
X.

(ii) Axo je S jeduncmeena mpanceepzana y TS UT) xoja noxpuea X,
mada TS UT) nokpusa yujeay chepy ST

Iocwenuua 3.7. Hexa cy ckynosu X1, Xo ..., Xqp1 C R? ka0 y meopemu
3.4. Ipemnocmaesumo da O aestcu y marve 0d d? +d pazrnobojrus cumnaierca.

35



3.2. O 6pojy pa3HOOOJHUX CUMILIEKCA

Tada sa cearo i € {1,2,...,d + 1} nocmoje mpanceepsare S, T € T4Y;)
maxee da TS UT) noxpuea yujeay chepy S,

Joxas. be3 cmamema ONIITOCTH MOYKEMO MPEeTHOCTaBUTH 1a je ¢ = d + 1.
Axko je cBaka on Tavaka ckymna Py, mopuBeHa ca bapeM d TpaHcBep3aja u3
T4Y411), To 6m 3HaumI0 Aa noctoju Gapem d? + d pazsHOOOJHUX CHMILIEKCA
Koju caapxke 0.

Baxspydyjemo ja mocroju tauka X € S9! koja je moxpusena ca Hajsuie
d—1 tpancsepzaiom u3 T 4(Yy,1). Ogapae ciujenu na HOCTOJH TpaHCBep3aJa
T € T%Yy1) xoja me moKpuBa X, HATH je ujegan t € T ejleMeHT Heke
tpanceepsate m3 T 4(Yy, 1) Koja noKpuBa X.

Ha ocroby seme 3.5 nocroju Tpancsepzaia S € T%(Y;,1) Koja OKpuBa
x. IIpema omabupy Tpanceepsana S u T OHe Ccy OYHUTJIETHO TUC]VHKTHE U S je
jeanncrsena Tpancsepsaa uz T4(SUT) Koja 10KpHBa X, 11a Ha OCHOBY JleMe
3.6 dpavummja Tpancsepsana TS U T) nokpusa mujeny chepy S4L. ]

Bpatumo ce mokasy teopeme 3.4. llpermocraBuhiemo ma je 0 caapzkan
y Mame o1 d? + d pa3sHOOOjHIX CHMILIEKca ca GHCMO MOTJIM IMPUMHjeHHTH
MPETXOAHY MTOCIHETHILY.

Opmabepumo Tpancsepsane S, Ty € T4(Y;) takse ma T%(S; UT,) nokpusa
nujey chepy S?L. To 3Haum u j1a je cBaKu eJleMeHT cKylla P, HOKpHUBeH
6ap jeanoM TpaHcsepsaaoMm u3 T 4(S; UT)). To nam maje d + 1 pasnobojaux
cUMILIEKca Koju cajpxxe 0.

Cama onabepnmo Tpamcrepsase Sy, Tp € T4(Ys) Takse ma T4(Sy U Ty)
nokpusa njey cepy S Caka o tavaxa us ckyna Py \ (—(S;UTY)), a
uma ux d — 1 je nokpusena HekoM TpancsepsanoM u3 T 4(Sy U Th), mTo HaM
npaje jorr d — 1 pa3HobojHUX cuMILIEeKCa Koju cajapzke 0.

[TonaB/bameM OBe TIPOIEIype, y i—ToM Kopaky gobujavo d+ 1 —2(i — 1)
HOBHX PA3HOOOJHUX CHMILIEKCA KOoju cajpzke 0, mTo HaM Jaje YKYITHO

e

(d+1)+(d—1)+(d—3)+...:{ 1

pa3HOb0jHUX cuMILIEeKCca Koju cajpxe 0. O
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3.3. PasHob6ojHa XenumjeBa TeopeMa

3.3 Pasznob6ojHa XeamjeBa TeopeMa

Y pany [Bar82] Bapamwu waBomu u cibesielie TBpherse, 3a Koje Kayke Jia ra je
npBu npuMujerno Jlacmao JloBac, Koje KacHHje MOCTaje MO3HATO Kao Pa3Ho0O-
jHa XesmjeBa TeopeMa.

Teopema 3.8 (Bapamu, Jlosac, [Bar82]). Hexa cy Cq,Co, . ..,Cqr1 HENpPa3HE
KoHauHe Pamuslje KOMNaKmnuT Koneexcnur nodckynosa 0d RY ca ocoburom

d+1 .
da 3a cearu uzbop Cy € C1,Cy € Co,...,Cqy1 € Cay1 CcKYN ﬂjil conv(C;) je
nenpazan. Tada je 3a nexo © € [d+ 1] nenpasan u npecjex wumase gdamunuje

Ci.

Joxas. Hexka je
d
F={F=()Cy,:Ci, €Cipy1 <y <iy<...<ig<d+1}.
i=1

Vaunmo Bektop v € R? Takas ca ce 3a cBako F € F BpHjemHOCT
min{vIx : x € F} gocrmxe y jeauncrsenoj tauku ckyna F. Heka je [
TakaB Jia je Taj] MUHUMYM HajBelim M HeKa ce JOCTHXKE YV Xg € Fjy. Moxkemo
MPETIOCTaBUTH Ja je Fy = ﬂle C;, makjae ma je moc/bedmba aMumanja
M30CTaB/beHa U3 Fj.

Hoxasahemo da je xg € Cyi1, 3a cearxo Cyiq € Cqqq-

[IpermoctaBumo ma X ¢ Cgyq 3a mero Cyyrq € Cyqyq1. Heka je y tauka
y K0joj ce mocrmae min{v’x : x € NC;}. Cxyn ﬂfill C; je meupaszan
na TakBo y nocroju n spujesu v xo < vy. Heka cy name x; oarosapajyhe
Tauke MUHEMYMa (DYHKITje X — VI X Ha CKyNOBEMa ﬂ#j Ci,3a7=1,...,d.
Bpnjemn vix; < vIxg, 3a cako j € {1,...,d}. Onarre canjenn na myxm
(x;,y],7 € {1,...,d} cujexy xuneppasan h = {x : vIx = vI'x¢}. Oznaummo
ca y;, Tauke IIpecjeka. 3a CBaKy Ol IbUX BpHjeIu y; € ﬂi# C;. To mcrto
BpHjeIN U 32 TAUYKY Y411 = Xg. 1lomTO mMamo ckyn ckyt of d+ 1 Tauke Koju
JIeZKM Ha XUIIeppaBHU, Koja je nuMensuje d — 1, nocroju PajgonoBa napruiuja
ckyna {yi,ys...,Yar1} 1 PagonoBa rauka z. [TpumujeHnMo 1 apryMeHT w3
JIoKa3a obuuHe XemujeBe TeopeMe 2.6 nmobujaMo 1a je z € ﬂf: C;. Umamo
na spujenn vz = vixy < vly, mTo je KoHTpagmKIHja ca ogabmpom y. [

Teopema 2.7, GeckoHadHa Bep3uja XeJjeBe TeopeMe, CJIUje/n U3 MPe/-
XOJ[HE aKO CTaBUMO

61262:...:Cd+1.

Teopeme 3.1 u 3.8 ¢y 3anpaBo u ekpuBajentne (noka3y [BO9T7]).
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3.4. Jomr jenan noka3 TBepbeprose Teopeme

3.4 Jom jeman gokas TBepbeproBe teopeme

Kao 1mrro cmo n obehasin y npejixo/iHOj T/IaBH, OB/Ije heMO Mpe3eHTOBATH JOIIT
jenan moka3 TBepOeprose Teopeme. Pujed je o OHOBOM MOjeTHOCTAB/bERY
([BO97]) Caprapujunor nokasza u3 [Sar92]. Ilpucjerumo ce npeo jga Trep-
Geprosa Teopema TBpaM Ja csaku (r — 1)(d + 1) + 1—unanu nogckyn o RY
MOZKE€MO pazOuTH Ha 7 JUCjJYHKTHHUX ITOJCKYIIOBA YHMji KOHBEKCHH OMOTAYH
nMajy Henpa3aH Mpecjex.

Joxas. Heka je X C RY npu uwemy je |[X| = (r — 1)(d + 1) + 1. Axo
nedunnmemo n = (r — 1)(d + 1), moxkemo o3HaunTH enemenTe n3 X ca
X0, X1, - -« Xp. JeUHUIIIMO BEKTODE

yi:<);i ) eR™ i=0,1,...,n.

Heka cy vy, ..., v, € R gpxopn npasumsor (r — 1) —IMMEH3HOHATHOT CHM-
wiekca jaujamerpa 1. Jejuna muxoBa JUHEAPHA 3aBUCHOCT, /10 HA MHOYKEIHE
cKaJtlapoM, je

vi+...+v,.=0.

Hedunummmmo ckymnose
Az‘ = {V1®yi,V2®yi,...,VT®yi}, i:(),l,...,n,

rje je ® CcTanapAHu TEH30PCKH MPOU3BOJ BEKTOpa JeHHUCAH 32 BEKTODEe
s s s s s t __ t t t t
w = (w],ws,...,w?) € R® u wt = (wi,ws, ..., wj) € R ca

S t s, .t st s, .t st s, .\t st
W R W' = (Wjwy, ..., WiW,, WiW], ..., WaWy, ..., WeW], ..., WeW,).

Jacuo je ma je A; C R". Kaxo je, 30or m36opa Bektopa v;, 0 € conv(A4;),
3a1=0,1,...,n, BUIUMO Jla Cy UCIYyI€HE CBe MPETIOCTaBKe 13 Teopeme 3.1,
na nocroju pazwobojan ckyn A = {ag,ay,...,a,} TakaB ga je 0 € conv(A).
To 3Haum na mocroje HeHeraTUBHU cKajapu «;, ¢ = 0,1,...,n TakBu Ja je

Oéo+0(1+...—|—()én:1,
IpU 9eMy BpHjen
apag + ara; + ...+ aa, = 0.

[TomTo je a; € A; 3HaMO 1a je

a; = Vi) @Y, upn gemy je k(i) € {1,...,r}.
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3.4. Jomr jenan noka3 TBepbeprose Teopeme

Hexka je

Xj:{XiZiEIj}, jg=1...,m

Ounrnenno je
X=XjU...UX,,

a joir hemo Jiokazaru Jia je oBo u TBepbeprosa napruiuja ckyna X. Ilocma-
TPajMO BEKTODE Z; = Eielj oy, 7 =1,...,r. Bpujean

0 = i a;a;
=0
= Z Qi V(i) O Yi
i=0
= Z Vi ® Z Q;yi
j=1 i€l

r
= E Vj ®Zj.
i=1

[Tomo 3a BekTOp Uy = 2(V; — Vo) € R Bpujenn
uvi=1,ulvo=—1lnulvy,=0,3ak#12.

MOZKeMO HPETXOIHY jeJHaKOCT HOMHOXKHTH C JIdjeBa ca Ul u gobuhemo ma je

Z1 = Zo. Camano MozkeMo, moMohy BekTopa w; = 2(v;—vi1), 1 =2,3,...,7—

1, nobutu m 21 = z, = ... = zZ,. Buaumo ja je 1oc/bema KOOpAuHaTa,
. _ 1 . ~ . .

BEKTOPA Z; je/HaKa Zidj a; = . Heka je 1ajbe BEKTOD Z NPOjeKInja BEKTOpa

z Ha upBux d Koopjaunara. Taja je

rz = g ra;x; € conv(X;), 3a cBako i = 1,2,... 1,
iEIj
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I''taBa 4

Tonosomku TBebepron
npoodJjem

MHorTBO pe3yarara y KOMOMHATOPHIN U JTUCKPETHO] TEOMETPH]H je JIOKA3aHO
KopuimhemeM armapara aiarebapcke Tonosoruje. [IpBu Beuku pe3yaTar us3 Te
Gpantre je Jlopacos noka3 Knesepose xunorese uz 1978. romune.! O Tana
ma JI0 JlaHac o0JIACT TOMOJIONIKE KOMOWHATOPHKE Ce HEMpPecTaHo pa3Buja.
Mu y oBom morsiaB/by xohemo jia JIOKakeMO TOIIOJIONIKE Bep3uje Teopema
Pajiona u TBepbepra, Kao u joIn HeKe 3aHUMJ/bUBE pe3y/arare. Y TOj HaMjepu
yriaBHOM fiemo mpatutu u3saupegny MaryimekoBy kiury [Mat08]. Ocum y
[Mat08], MHOTe Jrjere npuMjeHe TOMOJIOrH]e Y KOMOUHATOPHUITH ¥ UCKPETHO]
reomerpuju ce Mory mahin y [Bjo95], [Ziv96], [Ziv98] u [Ziv04].

4.1 Op adpuHUX 00 HENPEKUIHUX yTallamka

[Tpucjerumo ce Pajgonose sieme (Teopema 2.3), Koja je TBpAHMIA Ja CKYI O
d+2 Tauke y R? MoxkeMo pa3buTy Ha 1Ba UCjYHKTHA MOJICKYTIA YMjH e KOH-
BEKCHU OMOTA4M CHjeKy. JIaKo ce mpoBjepu 1a je 0BO TBpheme eKBUBAJIEHTHO
cipenehem:

Teopema 4.1. Hexa je [ : ||o?T|| — R? agpuro npecauxasare. Tada noc-
moje deuje ducjynkmue cmparne Fy u Fy 0d 0% maxse da je

FUIRAD N (R # 0.

Haume, eKBUBaJIEGHTHOCT je MOCTbEINIA YNIHEHUIIE 12 je adbUHO IpecTHKa-
Bamhe CHUMILIEKca y moruyHoctu ojpeheno ciamkama Tjemena. Ha ciandan
HaYMH ce BUIM M Jia je TBepbeprosa TeopeMa 2.15 ekBUBaJIeHTHA CJbeiehoj:

Mornenaru [dLO4].
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4.2. G—unnekc

Teopema 4.2. Hexa cy v u d npupodnu 6pojesu. Cmasumo N = (d +
1)(r —1). Heka je f : ||o™|| — R? aguno npecaurasarve. Tada nocmoju r
mebycobro ducjynkmuuz cmpana Fy, ..., F, 00 oV maxeux da je

FAEID A FAERID a0 FAED # 0.

[IpuponHo ce mocTaB/hba MHUTAME /14 JIK OBE TEOPEMe BazxKe W ako je f
IPU3BOJBHO HEMpPEKUIHO mpecankaBame. Lomune 1979. y [BB79] Bajmokn n
bBapamu nmajy moTBpsian oroBop Kaja je pujed o PamoHoBOj Teopemn:

Teopema 4.3 (Bajvmoku, Bapawu, [BB79]). Hexa je f : ||[c%Tl]| — R?
Henpexudno npecaurasarve. Tada nocmoje deuje ducjynkmmue cmpane Fy u
Fy 00 0% maxse da je

FUIEN) 0 fEA]) # 0.

[IITo ce Tudye TomojomKOr yommTema TBepbeproe Teopeme bapambu,
Hlnocman u Cuh, 1981. roxuue, y [BSS81], nokasyjy ja Bpujenu y cuydajy
na je r mpoct 6poj. Ozajaun, 1987. rogube y HEOOjaB/HEHOM pPaly, a KaCHH]je
Bososukos y [Vol96] u Capkapuja y [Sar00] yonmrasajy TBpheme Ha ciaydaj
KaJ1a je 7 CTeleH IMpocTor Opoja, TaKo Ja JaHac HMaMo cibenely Teopemy:

Teopema 4.4 (Boaosukos, [Vol96], Capkapuja, [Sar00]). Hexa je r cmenen
npocmoe 6poja u d > 1 npouseoman yuo 6poj. Cmasumo N = (d + 1)(r —
1). Hexa je f : ||oN]| — RY nenpexudno npecauxasarve. Tada nocmogju r
mehycobro ducjynsmuur cmpana Fy, ..., F. 00 oV maxsuz da je

PRI A SAEIN A0 FIED # 0.

[Ipema [Mat08] moka3 Tomosornike TBepGeprose Teopeme 3a TPOU3BOHAH
npupoaH Opoj r je jejgaH oJ Haj3HAYAJHUJHX OTBOPEHHUX HPOO/IeMa y HOJbY
TOMOJIONIKE KOMOMHATOPUKE.

4.2 (G—uUHIEKC

Hedununuja 4.1. Heka je G monoaowxa 2pyna (G je monosowru npocmop
U MHOJCEIbE U Y3UMAIE UHBEP3A cY HenpekudHe onepayuje) u X monosowky
npocmop. G—odejemeo na X je xoarexyuje O = (¢4)ec xOMeomoppusama
na X maxea da epujedu.

1. Ipecaurasarve (g,x) — ¢4(x) je nHenpexudro,

2. 9. =idx, axo je e jedunuunu enemenm y G u
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4.2. G—unnekc

3. ¢g0 ¢n = dgn, 3a ceako g, h € G.

Ilap (X, ®) nasusamo G—npocmopom.

Axo cy (X, ®) u (Y,¥) G—npocmopu, npecaurasare f : X — Y 306emo
exeusapujarnmuum uru G—npecaurasarbem axo je f o ¢, =P, 0 f 3a
ceaxo g € G.

Hedbunnumnujy G—mpeciuKaBamba MOKEMO WIYCTPOBATH KOMYTATUBHUM
JITjarpaMoM:

X vy

o o

X L.y

Hedbunannmuja 4.2. G—npocmop (X, P) s06emo ca0b600HuMm, axo Hujedan
TOMEOMOPPUIAM Pg, OCUM MPUSUjaAroe, Hema dukcnur mavara. Odzo-
sapajyhe G—dejemso hemo marohe nazusamu ca0600HUM.

Z,—upocropu. Ilocmarpajmo agutusny rpyny Z, = {0,1,...,n — 1},
IPyIy OCTaTaka Mo MOLYIY N. Z,—aejcrBo P je ogpeheno xomeomopdusmom
o1, jep je ¢ = (gbl)k, Tako j1a hemMo y 0BOM Ciaydajy rOBOPUTH Z, —IPOCTOD
(X,v), ako je ¢ = .

[TocebHO 3aHMMIBUB ciyd4aj Z,—ITpocTopa jecte 3a n = p, TPOCT OPOj.
Taga je Z,—upoctop (X, v) croboman ako u caMo ako XoMeomopdmuzam v
HeMa (PUKCHHX TadaKa.

Cummmnimjangan G—komnaekcu. Heka je K cummmunujanan xkom-
mreke ca ckymom Tjemena V. IlpermocraBumo na rpyna G aejcrByje na V'
TaKO JIa CYy eJeMEHTHMA I'pyle NPUIPYKeHa CHMILIAIN]ATHA TPECIUKABAIbA.
Tana K 30BeMO CUMILIUIK]AJTHEM (G —KOMILIEKCOM.

MNako je oBo aejcTBO jecdburmcano camo Ha TjeMenuma o K, cBa mpec-
JMKaBama KaHoHCKH mpormupumo Ha ||K||, koju Tako mocraje G—mpoctop.

ITpumjep 4.1. Hexu G—npocmopu.

(a) Jedunuuna cepa ST u npocmop RY cy Zy—npocmopu, axo je zomeo-
Mmopduzam ¢1 aHmMunodarHo npeciukasare X — —x. Ilpsu je crobo-
dan, dpyeu Huje.
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4.2. G—unnekc

(6)

(¢)

(2)

(9)

Axo je (X, ®) G—npocmop u H nodepyna 00 G mada je (X, P) makohe
H—npocmop. Axo je G—dejecmeo bunro caobodno u H—dejemeso je.

3a npoussomarn npocmop X, cumempuuna 2pyna S, Jdejcmsyje Ha
n—uyojny X" maxo wmo nepmymyje KoopouHame:

T(tixy Dtors @ ... D tyxy,) = Lr(1)Tr1) D tr(2)Tr2) D - - - D Lrn)Tr(n)-

IIpema (6) ceaka nodepyna 0d S,, maxohe dejemeyje na X*". YV cayuajy
Ly, 080 ce 800U HG YUKAUYKO NOMUJEPUIHE KOOPOUHAMA.

Cauvno 2pyna S, dejemsyje u Ha dupexkmuom npoussody X". V on-
wmem CAYHajy, 0ejcmeo CUMEMPUYHE 2PYNne HG 08UM TPOCTNOPUMG
Huje ca0600H0.

Aro cy (X,9) u (Y,V) G—npocmopu mada je u (X % Y,® * )
G—npocmop, 2dje je G—dejemeo @ x W damo ca ¢4 * 1. Hojn cao-
b600nux Npocmopa je cAr0000aH.

Csaxa monoaowrka 2pyna dejemeyje cama HA  cebu  AUESUM
mrootcervem, ¢g(h) = gh. Axo je G xonauna epyna mada je (n+1)—uojn
G n—dumensuonanan, (n —1)—nosezan ca0600am CUMNAUUUIAAHU
G —womnaexc.”

Heka cy X u Y mexku G—upocropu. AKo nocroju Heko G—IIpecnKaBaibe
u3 X y Y mucahemo X i> Y nm X <gY.

Hedburunuja 4.3. Hexa je G Konauna HEMPUBUIAAHA 2DYNG U N HEHE2AMU-
san yuo 6poj. Konawarn n—adumensuonainu cumnivyujasny G—romniekc,
koju je (n—1)—nosezan u caobodan y odnocy wa dejemso epyne G Ha3u6aMO

E.G

NPOCMOPOM.

[Ipumjep 4.1 nam kazke na FE,G npocropu mocroje, a cpejaeha TeopeMa
Ja cy cBaka jBa F,G npocropa, 3a (hpUKCHPAHO N, eKBHBAJIEHTHA.

Teopema 4.5. Axo cy X u'Y E,G npocmopu, mada je X Sy,

[Ipenxonna Teopema HaMm omoryhasa ga gedunuiiemo G—HUHIEKC.

Hedununuja 4.4. Hexa je X nexu G—npocmop. ledunuwemo G—undexrc
0d X xao

indg(X) = min{n : X <, E,G}.

23ampaBo ce MOKe TIOKa3aTH Ja je XOMOTOIICKH eKBHBAJEHTaH OyKeTy n—cdepa.
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4.3. Tomomomka Paonosa Jjiema u TomnoJsomnika TBepbeprosa Teopema

IIpumjenda 4.6. Budjeau cmo y npumjepy 4.1 da je G* 1 npumjep E,G
npocmopa. Y cayuajy G = Zo y numary je chepa S™.

Butne ocobune G—uHekca cajpkaHe ¢y y cbeielioj Teopemu.

Teopema 4.7 ([Mat08]). Heka je G nempusujanna konauna epyna u X u'Y
G—npocmopu. Tada epujedu:

indg(E,G) =n,

)
)
(i71) indg(X *Y) <indg(X) + indg(y) + 1,
) axo je X (n — 1)—nosezan, mada je indg(X) > n u
)

axo je K caobodan cumnavyujarar G—romnaerc dumensuje n mada je
indg(K) < n.

ako He U3rJe/a TAKO, HAJTeXKH U0 MPEIXOIHe TeopeMe 3a JoKa3 je (i1).
Omn 3axTujeBa cpenehy Teopemy Bopeyk-Yaamosor Tuma:

Teopema 4.8. He nocmoju G—npecaukasare ca E,G npocmopa y E, G
npocmop.

Axko y3amemo G = Zo u E,G = S" nperxoaHa TeopeMa TBPIH Ja He
IIOCTOjH aHTUIIOZAIHO HpecauKaBame ca S™ y S" ! mro je jenma ox MHOrO
eKBHUBaJIeHTHHX popmy/iaiuja 100po nmo3Hare Bopcyk-Yiaamose Teopeme.

4.3 Tomogomka PagoHoBa jieMa M TOIIOJIOIITKA
TBepbeprosa rTeopema

Tononomka Pagonosa neMa Kaxke Ja He TOCTOjU HETPEKUIHO PECTNKABATHE
It o] — R? za xoje 6u Bpujenuio: f(x1) # f(x2) 3a cpake jBuje
Tauke X1,Xs € 07! Taxse ga je supp(x;) N supp(xz) = 0. IIpernocrasuvo
cynporno. Heka je f :||oc?t!|| — R? nenpekujno npecjukabame TakKBo Ja je
f(x1) # f(x2) 3a cBaxe mBHje Tauke X1, Xy € 0%l ca AUCjYHKTHUM HOCadeM.
Hedunummmo npecinkasame f*2 ca

FRtx @ (1= t)xg) = tf(x1) ® (1 — 1) f(x2).

[Ipuposan pomen npecinkasama 2 je ||o¢™||*2) 1ok je npupogan kogomen

(R4)*2. Mehyrum, mu hemo jomen orpanmdnrn na ckyn |[|(c@T1)32]]. Ca
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4.3. Tomomomka Paonosa Jjiema u TomnoJsomnika TBepbeprosa Teopema

TAKBUM JIOMEHOM, a Ha OCHOBY OCOOWHA MpecauKaBama [, 3HAMO J1a CJIUKe
OpUNAIAJy CKyIy

{ty1® (1 -tly2 € RY)™?:y1 #y2} C (RY)Z.

[Tpocropu ||(c@™1)2|| u (R4 cy cnobomun Zy mpoCTOpH, aKo 3a jeMHUTHE
xoMeoMopdu3zam y3MeMo npecaukaBame tx; O (1 — t)xy — (1 — t)xo P tx;.
Jaksie 3a npeciaukabambe [*? ppujenn

* * Z *
F2 @™ RN = (RYR

3a KOHTpaJuKIHUjy, a CaMHM THM U J0OKa3 TONOJOmKe PanoHoBe JgeMe cama
HAM je JI0BOJbHA cibesieha jiema quju J1oka3 ce Moxke mponahu y [Mat08§].

Jlema 4.9. Hexa je p npocm 6poj u d npupodan. Tada je
(2) inde((Ud)Z)(gﬂ =d,
(i) indz, (RYD) = (d+ )(p—1) — 1,

Y 0oBOM MOrJIaB/by, MU HE CaMO Ja CMO JjioKa3ajau Lomosionmky PagonoBy
JleMy, Hero cMo becriaTao jgo0uin u cbegehy reopemy:

Teopema 4.10. Hexa je K cumnavyujanan xomnaexc. Axo je indg, (Kx2) >
d, ||K|| ce ne mootce pearusosamu y Re.

Kako je 3a moxa3 Tonosomke Tsepbeprose Teopeme 4.4 morpebHA TEXHUKA,
KOja yBEJUKO MpeBa3uaa3u 0OuM OBOra pajia, MU Nemo je J0Ka3aTh CaMo y
CIeNHjaJTHOM CJIYYajy, Kajia je r npoct 6poj.

Teopema 4.11 (Bapamwu, [[Liocman, Cuh, [BSS81]). Hexa je p npocm 6poj
u d = 1 npoussomar yuo 6poj. Cmasumo N = (d+ 1)(p — 1). Hexa je
f o] = R nenperxudno npecauxasare. Tada nocmoju p mehycobro
duciynwmuuz cmpana Fi, ..., F, 00 o maxsuz da je

FUEID A FAED N0 (1] £ 0.

Zoxas. Jloka3 ce 3acHUBa Ha UCTOj UEjH Kao W JIOKa3 TOMOJIOMKe PagoHoBe
sgeMe. llocTojame mpeciaukaBama [ Koje 6 NPOTHBYPHjeUIUIO TBphemy Ou
JIOBEJIO JIO TIOCTOjatbha MPeC/InKaBamba

* * Zp *
FP o)Xl = RYT.

C apyre crpane, na ocHosy Jeme 4.9, je indg, ((0™) X)) = N nindz, (R?)Y) =
N — 1, mro 6u O6UIa KOHTPATUKIIL]A. O
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4.4. O 6pojy TBepbeproux napTUILH]ja

4.4 O Opojy TBepbeprosux mapruiimja

Heka je X C RY |X| = (r —1)(d + 1) + 1. Heka je X = |J_, X; napru-
nuja ckyna X y HempasHe IUCjJYHKTHE MOJACKYIOBe. AKO 3a Ty HapTHUIH]y
Bpujenu [;_, conv(X;) # () pehu hiemo na je To TBep6Geprosa maprunmuja.
TBepbeprosa Teopema HaM TapaHTyje 1mocrojame Oap jejane Tsepbeprose
naprunuje 3a ckyn X, Tako jJa je IPUPOJHO MOCTABUTH MHUTAe KOJUKO WX
YKYITHO uMa. Y TOM CMHUCTY mo3Hata je CHepKCMUHA XUIMOTEe3a KOja TBPIN
na yeujek nocroju 6apem ((r — 1)!)¢ meypehenux TsepGepropux maprumuja,
{X1,Xa,..., X,.}, (r=1)(d+1) 4+ 1)—unanor ckyna X y ONIITeM MOJOXKA]Y.

Axo 6u ce mcrocTaBuIo T2 je oBa xunoresa Taana 6poj ((r — 1)!)¢ 6u 6uo
najoospu Moryhu. Hamme, ako y3amemo cranjap/iHu d—CHMILIEKC, CBAKO O]
d+ 1 TjemeHa 3aMHUjeHUMO ca KJIacTepoM of r — 1 Taduke, U jOII J0JaMO0 Hapu-
IleHTap CHMILIeKca, JOoOUIM cMo KoHdurypamujy Koja uMa tauno ((r — 1)1)4
neypehennx TBepOeproBux mapruigja.

N3zy3memo am ciay4daj r = 2 Koju ce cBojaum Ha PajgoHoBy jemy m d = 1
Koju je TpuBHjanaH, CuepKCMUHA XUIIOTe3a je JOI YBUjeK OTBOPEH ITPO0JIeM,
anu cy 3aro Byuwh n ZKusasmesuh y [VZ93] nokaszanu jga yBujek mMOCTOjH

1 r\ (d+1)(r=1)/2 . . .
bap W (§> Trepbeprosux mapruiigja, ako je 7 mpocT Opoj.
r—1)!
Kacuuje je Xen y [Hel07] npormupuo oBaj pe3ysirar Ha CTeleHe IPOCTHX OPo-
jeBa.

Mu hemo oBnje mokazaru pesyarar Byuwha n 2KuBasbeBuha 3a r mpoct
opoj.

Teopema 4.12 (Byuuh, 2Kusamesuh, [VZ93]). Hexa je p npocm 6poj u d >
1 npoussoman yuo 6poj. Cmasumo N = (d+1)(p—1). Hexa je f: ||oN|| —
RY nenperxudno npecauxasare. Tada neypehenuxr p—mopru {Fy, Fy, ..., F,}
ducjynrmuuz empana 00 o maxeux da je (\_, f(||Fil|) # 0 uma bapem

1 <p>(d+1)(p1)/2
(p—1)! '

2
Jlokas. Heka je K = (O’N)XJ@). CKynl TjeMeHa CUMILIUIUJATHOT KOM-
wrekca K je [N + 1] x [p], 1ok ¢y MakcmuMmasine cTpane obsiuka S =
{(1,71),(2,42),..., (N + 1,iny41)}, mpm gemy je iy,is,...,in+1 € [p]. CBaKa
TakBa MakcmMasHa crpama S oapebyje ypebemy maprumujy (Fy, F,. .., F),)
JUCjJyHKTHIX cTpana on o', raje je F; = {j € [N + 1] : i; = i}.
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4.4. O 6pojy TBepbeproux napTUILH]ja

JIpyru maumH 1a BUAAMO MaKcUMaJIHe cTpane o1 K je ma mx mocMmaTrpamo
ka0 rpare komiierHor (N + 1)—naprutHor xuneprpada.

Wiycrpanuja 4.1: 7 Iobpa” crpana u Teepbeprosa napruiuja

3Baliemo S mobpom crpanoM, ako oapelyje TBepOeproBy napTuimjy.

. Z .
Axo je f*7 1 ||K|| =% (R?)*? npecinkasame 100mjero o f Ha HAYHH OTHCAH
y J0oKa3y Teopeme 4.4, ouma je S mobpa cTpaHa aKO CaAp:KH TAUKy Kojy f*P
cauka y aujaronany on (R)*P.

Cama hemo koncrpyucarun damvuanjy L norkominiekca L ox K 3a koje
BpHjen

(7) L je 3arBopen y oxmocy Ha Z,—aejcTBO (IUKIMIKO MOMUEjEPAHE KOJTOHA
xuneprpada) u

(44) indg, (L) < N.

[ocmeauma ocobuna (i) u (ii) je ma cBaku Takas L numa Gap jemmy opouty
n100pux crpana. Kako je mejcTBo c000AHO cBaka OpOHWTa je p—uaaHa, ma
HaMm 1O jaje p ypebenux TBepbeproBux maprumuja.

Obumexxumo Jtu ca () 6poj morkomiiekca L € L Koju cajpke HEKY 3a1aTy
MaKCAMAaJIHy cTpaHy oa K, Ha OCHOBY IpeIXOIHHX pa3MaTpaima HMaMO [1a
3a O0poj M ypeherux p—ropku TBepOeproBux mapTuilija BpHjean
1£]

M>=p
Q@

Uspauynajmo jour 6pojese |L] u Q.

[TormTo ce y caydajy p = 2 TeopeMa CBOJM Ha TONOJOMKY PajloHoBY
JeMy 4.3 MOKeMO IPEeTIIOCTABUTH JIa je p HelmapaH MpocT OPoj, Ima je oHja
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4.4. O 6pojy TBepbeproux napTUILH]ja

(d+ 1)(p — 1) mapan. QukcupajmMo cajga jemnHy BpcTy xumeprpada, a oc-
: N : : :
TaJje MOJU)eJTUMO Y 5 naposa. Heka je II 6poj naumna Ha KOju TO MOYKEMO
ypajauTtu. KoHIEHTpHIITUMO Cce cajla Ha jejlaH O MapoBa Koje cMO m3abpaJin.
Crpane ox K xoje cy Ha OBe jBHje BpCTE Cy IPaHe KOMILIETHOT OUIAPTUTHOT
rpaca ca tjemMenuma y oBuM Bpcrama. OjrabepuMo U3 OBOI Iapa IHKJIYC
C' xoju je MHBapujaHTaH y oxHocy Ha Z,—nejcrBo. Takab HHKJIyC je jel-
HO3HAYHO oJipeher m300pOM JBUje PA3JIMIUTe TpaHe Koje CYy WHIUACHTHE ca
HEKUM (PUKCUPAHUM TjeMEHOM, Ha MPUMjep MpBUM u3 ropme Bpere. Ocrage
rpaHe Koje IpUajaajy TPaxKeHOM IUKJIYCY JO0MjaMO NMUKJIMYKUM ITOMUjep-

ameM omabpane jgBuje. Ilocroju makire ]2) HAaYMHA Ja 0/Ja0epeMo INKJIYC

C. UnBapujantre nukayce C1, Oy, ..., Cy/o 38 CBaKI O] ApOBa MOMKEMO JIa

N/2
oj1abepeMo JaKJie Ha YKYITHO (2) HaunHa. MakcumaJjHe cTpaHe OTKOM-

miexca L xojm oarosapa osaksom m3bopy mukmyca Cp,Cs, ..., Cy/o cy one
MaKcuMaJHe crpane oy K Koje cajiprke 10 jeJIHy TpaHy U3 CBAKOT OJI IUKIYCa

C;. Caujenn na je
o\ V2
Ll =11 .
e =n(%)

Q=1(p-1"

Hawnwme, ako je pukcupana makcuMaJsina crpaHa J u mojjesa Ha 1apoBe BpCTa,
cTpanu o1 J Koja JiezKu Ha JeJTHOM Tapy, J0BOJ/HHO je JIOJATH JOIII jeJIHY I'PAHY
U3 TOpPIET TjeMeHa, na he rako o6utn ojipel)en nHBapujanTan MUKIYC, & CAMUM
TUM ¥ KOMILTeKC L.

Taxkobhe, J1ako BHIUMO J1a je

[Ipema KOHCTPYKIMjU, OUUIJIEJHO je UCIYeH yeioB (i), a (i1) caujepn u3
qumbenne ga je L noju N/2 nukiyca u guckpernor npocropa D, ma je

LIl 2 Sl *(N/Q)*D gSN_l*D,
p p

oJlaKse, Ha OCHOBY Teopeme 4.7, W31a3m Ja je inde(L) > N, mTo je n
TpazKeHo.

Konauno nmamo ja je
p\N/2
M=>p <—> :
2
Kako nama Tpeba 0poj meypehenux TBepbepropox naprunuja, a M mpen-
cTaBJba OpPOj ypeheHux, ocraje HaM J1a TOPHBY HejeIHAKOCT MOAMjeInMO ca p!

u go0ujaMo yrpaBo 0poj Koju HaM je u Tpebdao.
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4.5 Pa3zuobojau TBepbepros mpobdseM

Heka je T' = T(r,k,d) munnmanan 6poj T 3a Koju BaxKM Ja 3a CBaKy
kostekrjy "60ja” C = {C1,Cy,...,Cri1} TakBy ma je |C;| = T 3a cako
1 = 1,2,...,k + 1 mocroju r pasunobojuux ckymosa A, As, ..., A, Koju cy
MelhycoOHO IUCjyHKTHH, & BbHXOBH KOHBEKCHH OMOTAYM HMajy Hellpa3aH IIpec-

jex, i, conv(A;) # 0.

Pazno6ojan TeepOepros mpobjieMm ce cacToju y HOTBphHUBaMY MTOCTOjarha
6poja T'(r, k,d), kao u werosoMm oapelusamy. Pane Kusamepuli y [Ziv04]
pa3anKyje JIBa caydaja:

1. Axko je k = d mmamo paszuobojuu TBepOepros mpobiem Tuna A u

2. ako je k < d Tama umamo paznobojuu TBepbepros mpobiaem Tuna B.

Y cayuajy pasaobojaor Tsepbeprosor mpobiaema Tuma A yoOmdajeHo je ym-
jecro T'(r,d,d) mucaru T'(r,d).

Xunoreza 4.13 (Tun A). 3a cee npupodne Gpojese r u d epujedu
T(r,d)=r.
Xwunoresza 4.14 (Tun B). 3a cee npupodue 6pojese v, k u d, k < d, epujedu
T(r,k,d) =2r— 1.

IITro ce xmnorese 4.14 rwue, Bpehmna u YKusamesuh cy y [VZ94]
moKazajiu Jia je TadHa Kaja je r npoct 0poj, a kacumje je zKuBasbeBuh y
[Ziv98| mpormupro JoKa3 u Ha cJydaj Kaja je r cTeleH IpocTor 6poja.

Kana je y muramy xunoresa 4.13, Bapamn, Jlapman u Jlosac y [BL92]
oKazyjy Ja je tauna y ciaydajesuma r = 2 u d < 2. zZKuBasbeBuh u Bpehuna
y [ZV92] noxasyjy za je T(r,d) < 4r — 3, mpm wemy je T(r,d) < 2r — 1, axo
je r upoct 6poj, a TO je pe3yaTar Koju heMo u MU OBJije JIOKa3aTH.

Teopema 4.15 (Kusamesuh, Bpehuna, [ZV92]). 3a yujese Gpojese v >
2 ud > 1 nocmoju yuo 6poj T = T(d,r) maxae da 3a ceaxu u3bop
T—wnanuz nodekynosa Cy,Cy, ..., Cqr1 € RY nocmoje ducjynkmnu cknosu
A, Ag, .. Ay CRY 3a Koje spujedu |A;NCi| =1 3a ceei € [r] uj € [d+1],
npu wemy je (\;_, conv(A;) nenpasan.
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CBH TO3HATH JOKAa3W IMPETXOJHE TeopeMme cy Tomogomku. Mwu hemo
Jiokazatu cibejiehy Tonosonky Bepaujy pasunobojue Trepdbeprose Teopeme u3
Koje, Ha ocHOBY beprpanoBor nocrysara, cianjean reopema 4.153a T = 4r—3.

Teopema 4.16 (YKusassesuh, Bpehuua, [ZV92]). Heka je p npocm 6poj u
d = 1 npoussoman yuo 6poj. Hewa cy C1,..., Cyy1 ducjyurkmnu ckynosu
ca no 2p — 1 eaemenama. Hexa je K cumniuyujasar KOMNAEKC 4uju je
ckyn mjemena C1 U ... U Cyi1, a cumniercu cy My nodckynosu ca Hajeue
jednum mjemenom ua ceaxoez 0d ckynosa C;. Tada 3a ceaxo nenpexudno npec-
aukasare [ ||K|| — R? nocmoju p duciynsmuuz cmpana Fy, ..., F, 0d K
makeuz da je f(||[Fr[|) N f([E2]]) N0 f([[Fl]) # 0.

Hedbununuja 4.5. Xunepepad je nap (V,E) 2dje je V ckyn u E C 2V
je damuauja nodckynosa od V. Eaemenme 0d V' Hasusamo mjemeHuma,
eaemenme 0d E epanama xunepepadga.

Hedbununuja 4.6. Hexa je F damuruja ckynosa. Kneszepos r—xunepapad,
KG,(F) je xunepepad wuja cy mjemena ckynosu ud F a epane cy r—uaane
nodgamusuje QUCYHEMHUL Nodckynosa 00 F:

{{517527"'751"}gf:SimSj:Q), 3a1<2'<j<7“}.

IIpaBo m—6ojeme xuneprpaca H je npeciaukasame ¢ : V(H) — [m]
TaKBO JIa HE IIOCTOjH MOHOXPOMATCKA I'DaHa.
Xpomarcku 6poj, x(H), xumeprpada H je najMamu npupoian 6poj m 3a
KOJH TIOCTOjHU MPaBo m—00jerne.

[TomTo cMO yCBOjUJIM TEPMHUHOJOIU]Y ca XuneprpagoBuma BpaTuMo ce
Teopemu 4.16 3a 4uju je j0Ka3 K/by4yHa cibejgeha Teopema.

Teopema 4.17 (Capkapuja). Heka je p npocm 6poj, d u n npupodnu 6pojesu,

u Hexa je K cumnaivyujarsiu xomnaexc ca mjemenuma 1,2,...,n maxas da
epujedu
n—p

2dje je F damunruja, no umkiysuju, munumasmus ckynosa uz 20 \ K.
Tada 3a ceaxo nenpexudno npecauxasawe f : ||K|| — R nocmoje mauxe
X1, X2, ..., Xp € ||K|| ca ducjynxmmum nocarvuma maxse da epujedu

f(x1) = f(x2) = ... = f(x).

Jokaz teopeme 4.17 ce moxe mahm y [Mat08] a mum hemo komaumo
Jokazatu TeopeMy 4.16
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Joxas. @avmmmja F 10 MHKIY3HjH, MuauMannux ckymosa ms 27 \ K ce
cacroju o rpana m3mehy tadaka y mcroj kiaacu C;. Kako p mucjyHKTHEX
rpaHa MOKpHje 2p TjeMeHa, jacHo je Ja He MOT'y CBa Ta TjeMeHa OMTH U3 UcTe
kiaace. Cianjenu 1a je 6ojeme Tadaka us Kiaace C; 6ojom i,3a1 = 1,2, ..., d+1,
npaBo (d + 1)—6ojeme xuneprpada KG,(F) onakie caujenn aa je

X(KG,(F)) <d+1.
Bpoj Tjemena y cuMmannujaanoM KoMILIeKkcy K je
n=_2p—1)(d+1).

Cana 3a gecHy crpany HejegHakocTu y Teopevu 4.17 umMamo 1a Bpujemsu:

n—p (2p—1)(d+1)—p
— x(K > —d-—1
T2 (KG,()) p—
_ _dp
= 51
> d,
oJlaKJIe CJIujeIn TBpherbe. O

Ckopo [BHje [ereHnje HaKOH TOPHAX Pe3yaTaTa Huje OMI0 HIKaKBOr I0-
Maka y pjemaBamy pasuodojuor Tsepbeprosor npobjaema, Kajga cy b.aro-
jeuli, Mauke u Iurmep, [BMZ09], usnenaga jgokazanu cbeaely Teopemy
TBepbeprosor Tua.

Teopema 4.18 (Baarojesuh, Mauke, ITurep, [BMZ09]). Heka je r npocm
6poj u d > 1 npouseowan yuo 6poj u nexa je N = (r — 1)(d + 1). Hexa
cy Co, C ..., Cgp1 Qucjynwmnu nodckynosu cKyna mjemena cumnierca o’
makeu da je |C;l = r — 1, 3a cee i = 0,1,...,d u |Cygy1| = 1. Tada 3a
ceaxo nenpexudno npecaukasare [ ||oN|| — R nocmoju r ducjynrmmuzs
paznobojuux cmpara F, ..., F, 0d o maxeuz da je

FAEID OSBRI O -0 F(IE] # 0.

ObanmBameM cuMILIekca F; KOju Caap:Ku TjeMe u3 jeHOWIAHOT CKyMa
Cy41 w3 Topibe TeopeMe crmjean aa je T'(r—1,d) = r—1, ako je r mpoct 6poj.

Opurunanan joka3 teopeme 4.18 y [BMZ09], 3achuBa ce Ha Teopuju
oncrykimja. Heayro HakoH mojaB/buBamba TOTa pesyiarara Bpehuna n
Kupamesuh y [VZ11] noxasyjy teopemy 4.18 momoliy cremena mpec.nka-
Bama. buiarojesuh, Mauke u [urmep y [BMZ11] rakobhe mokasyjy rteopemy
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4.18 momohy crenena npecinkaparmba, Kao U oMoy KOXOMOIOIKOT HHIEKCA.
Cpakako Bpujejan momeHna je u pan Marymeka, Tancepa u Barnepa [MTW]
y KOM ayTopu, nparehinm J0Ka3e 3aCHOBaHe Ha CTEICHY IPeCANKABAFbA, H3BOJIE
reoMeTpHujCcKu JI0Ka3 TeopeMe 4.18.

Mu fiemo 0OBJIje IpHKA3aTH CKHITY T0Kasa Teopeme 4.18 mpema [VZ11].

Cruua doxasa meopeme 4.18. Y MaHUDPY TPEIXOAHUX T0Ka3a y OBOj TJIABH,
[IOCTOjarhe IpecauKaBama f Koje OM IPOTUBYPHjEUUJIO TBphemy Teopeme
4.18, noBesio 6u 10 Z,—IIpecinKaBaiba

* *7 *7 *7 *7 Ly *
F* (Co)Rig) * (C1)Ray * - - % (Ca)Rig) * (Cas1) Ray — (RY)X

Hame, (C’Z-)*AT(Q), 3a ¢ = 0,1,...,d, je ToHOBCKH KOMILIEKC A, ,_ 1, TOK je
(Cd+1)ZT(2) =[r] =4

Heka je W, C R” oproronasau komiuiement Bekropa (1,1,...,1) € R".
Oprororanna npojeknuja p : R™ — W, Ham naje Z,—mpeciuKaBambe

IT: (RYF =5 WD,

H(@ )\sz) = (p(/\b ey )\T)ap()\lxlb ey )\Txrl)u s 7p()\1X1d7 ey )\Txrd))-
i=1

360r wnmenure ga I wie 3 (RY)Y, 0 Huje y KomoMeHy, KOMIOZHITHjOM
Il 1 pagujaaHe IpojeKImje MOKeMO M00uTH Z,—Tpecinkapambe u3 (RE)Y

d
cdepy S(WT@( .

Kombunyjyhn, nodumu cMo Z, —IpecinKaBambe
(D) @D A, By SO,

Caza hieMo ce OrpaHHYUTH HAa PECTPHKUH]Y h = f Ay 1)#(a+D), JED €Y

LPOCTOPHU (A,,jr_l)*(d“) u S(Wrea(dﬂ)). ucre gumensuje. Kako je A,
noBe3aHa, opujeHTabuIHa nceyaomuorocrpykoct ([BLVZ94]), a onma To Bpu-
jemm m 3a (A,,_1)*@*Y) | Moxemo npudaTH o cremeny mpecnKaBamba h.

Cmeneha nema rapanTyje Ja cBaka JBa Z, NpecIUKaBamba WMajy UCTU
CTEeIEeH 110 MOJIYJIY T.

Jlema 4.19. Hexa je M mpuan2ysabusna, KoMnakmua, OpujeHmaduiHa,
n—oumenauonaita nceydomuozocmpyrocm. Hexa je G xonwauna 2pyna xoja
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dejemeyje ca060010 u cumnavyujarno nwa M u nexa je S(W) G—unsapujanmma
ciepa y pearnoj, (n + 1)—dumensuonarnoj G—penpesenmavuju W. Ilpem-
nocmasumo da M u S(W) umajy ucmu opujenmayujcru kapaxmep, mo
jecme, ceaku eaemenm u3 G uau 3adpocasa opujenmauujy u na M u na

S(W) uau je ucmospemeno mujeroa. Tada 3a ceaxa dea G—mnpecaurasarva
frg: M — S(W) epujedu

deg(f) = deg(g) (mod |G]).

Hedunnmmnmo caua mpecIuKaBambe
gm,k : Am,k’ — (o,m—l)gk—l’
ca

6m,k’ : {(ilajl)v SO (ip>jp)} = {ilﬁ s >ip}'

Mozxke ce nmokazatu jga 3a m =1r u k =r — 1 Bpujean
deg(&—1) = (1) (r — 1)!
Nz S(W,) = (6" 1)S""2 caujenu 1a je
S(WEED) 2 G(1y,)*d+1) o2 ((gr—1)<r=2)*(@+1)

ma je ca

&= (&)™

JTeUHICAHO JeTHO Z, —IPeCIUKABAILE U3 (Am«_l)*(d“) y S(W,@(dﬂ)) 3a Koje
BpHujemn
deg(€) = ((r — DH = (=)™ (mod 7).

Ha ocuosy neme 4.19 spujesu u deg(h) = (—1)4*"' (mod r), xok 6u, Ha

OCHOBY TOTa IITO je h pecTpHUKInja Z, —IpecjaukaBaba f, Tpedasio Ja Bpujein
deg(h) = 0. Kourpamnknuja u Kpaj J0Ka3a. O

Ayropu [VZ11] cy oTHILIN 1 KOPAK Ja/be TOKA3aBITH C/beelly Teopenmy.

Teopema 4.20 (Bpehuua, YKusamesuh, [VZ11]). Hexa je r npocm 6poj u X
neku (v —1)—nosezan, crobodan cumnaiuyujanar Z, —rxomnaexc. Hexa je W,
cmandapona (r—1)—dumensuonanna penpesenmauja 00 Z, u'V npouseonna
penpesenmanuja bes purcrur mavaka dumensuje ne eehe 0d v. Tada ne noc-
moju L, —npeciurasarbe

fr( A, )" X = SWPaV).
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Kako je m3 [BLVZ94] mosmato ma je Tomobckm Kommuexe Ag; (v —
1)—mnoBe3an, 3a v = min{s, t, | (s+t+1)/3|}, reopema 4.20 106po caayxKu 3a
JIOKA3UBAHE HEIOCTOjarba Z, —IpecJnKaBamba 00JIuKa

f : (Am"*l)*l * AT,Sl ¥k Ar,sk — S(WfB(d+1))’

3a IMOroJHO ojabpaHe mapamerpe Si,...,Sg u [. Ilopex Teopeme 4.18 kao
nocsbeuiny TeopeMe 4.20 ayropu usmely ocTajor HaBoJIe U C/bejiehy TeopeMmy
Koja ce Tuue pasnodojuor Tsepbepropor mpobiema.

Teopema 4.21 (Bpehuna, Kusamesuh, [VZ11]). Heka je © npocm 6poj u
d > 1 npoussonar yuo 6poj. Hexa cy C1,Cs ..., Cyqy1 ducjynsmuu cxynosu
makeu da je |Cyr1| =2r —1 uw |C;| =r—1,38ai=1,2,...,d. Tada nocmoju
r Jucjynkmuur ckynosa Ay, As, ..., A, C Uf;rll Ci, AN C; < 1, 3a xoje
epujedu

conv(Aj) Nconv(As) N...Nconv(A,) # (.
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