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PRILOG ANALIZI LINEARNIH REKURENTNIH
NIZOVA U POLJU GF(2)

Apstrakt

Analiziran je problem odredivanja linearnog rekurentnog niza elemenata polja GF(2) kad je poz-
nat jedan njegov odsecak u kome su neki ¢lanovi promenjeni dejstvom sluéajnih nezavisnih jednako
verovatnih gresaka. Problem je vrlo slican sloZenom problemu dekodiranja linearnih kodova, koji
Je Siroko razmatran u literaturi a ima odredjeni znadaj u kriptologiji. Polazeéi od dva poznata
efikasna algoritma za njegovo resavanje, probabilistickog i algoritama zasnovanog na koriSéenju in-
formacionih skupova, u disertaciji je predlozen novi algoritam za reSavanje ovog problema, nastao
njihovim objedinjavanjem, razradom i usavrSavanjem. Prvi od tih algoritama je probabilisticki, a
drugi je sli¢an algoritmima dekodiranja pomoéu informacionih skupova. Data je analiza pojedinih
elemenata probabilisticke faze algoritma. PredloZen je efikasan postupak za formiranje (poznatih)
sistema kontrola parnosti za probabilisti¢ku fazu, kao i heuristié¢ki algoritam za formiranje pogodnih
podskupova ovih sistema. Dokazano da su koriiéeni sistemi kontrola parnosti linearno nezavisni ako
Je karakteristi¢ni polinom linearne rekurentne relacije nesvodljiv. Dati su postupci za efikasnije i
taln))e izrafunavanje aposteriornih verovatnoéa gresaka, koji se mogu primeniti kad sistemi kontrola
parnosti nisu ortogonalni. Polazeéi od uopstenja nejednakosti Salivena formulisan je dovoljan uslov
za konvergenciju niza vektora verovatnoda u probabilistickoj fazi algoritma. Opisan je postupak za
eksperimentalno ocenjivanje verovatnoée da je ispunjen taj dovoljan uslov. Novi algoritam uporeden
Je sa polaznim algoritmima u jednom specijalnom sluéaju.

Kljuéne reéi

linearni rekurentni niz, pomeracéki registar, linearni kod, dekodiranje



AN ANALISYS OF LINEAR RECURRENT
SEQUENCES OVER THE FIELD GF(2)

Abstract

The problem of determining the linear recurrent sequence over the field GF(2) starting from its part
in which some members are changed by random independent equiprobable errors is considered. The
problem is similar to the complex problem of decoding linear codes, which is widely considered in
literature. It has some importance for cryptology. New algorithm for the solution of this problem
is proposed, obtained by cupling, developing and improoving the two known eflicient algorithms.
One of them is probabilistic, and the second is information set decoding method. Some parts of
the probabilistic phase of the algorithm are analized. An efficient method for the construction of
the (known) parity check sets is proposed, and also a heuristical algorithm for finding appropriate
subsets of these sets. It is prooved that these parity check sets are linearly independent if the
characteristic polynomial of the linear recurrent relation is irreducible. The methods for efficient
and precise calculation of the a posteriori probabilities of error are proposed, which are usefull when
the parity check sets are not orthogonal. Starting from a generalization of the Sullivan’s inequality
a sufficient condition is given for the convergence of the probability vectors in the probabilistic
phase. An experimental method is given for estimating the probability that the sufficient condition
is satisfied. The algorithm is compared with the two known algorithms in a particular case.

Key words:

linear recurrent sequence, shift—register, linear code, decoding
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Uvod

Linearni rekurentni nizovi elemenata polja GF(2), odnosno nizova koji
se mogu dobiti pomocu pomerackog registra sa linearnom povratnom
spregom, razmatranl su u ovom radu 1z jednog posebnog ugla. Anali-
ziran je problem odredivanja ovakvog niza kad je poznat jedan njegov
odsecak u kome su neki ¢lanovi promenjeni dejstvorn sluéajnih nezavis-
nih jednako verovatnih gresaka. Ovaj problem je vrlo slican sloZenom
problemu dekodiranja linearnih kodova, koji je siroko razmatran u lite-
raturi. U radu [Meie89] istaknut je znadaj ovog problema u kriptologiji,
a data su i dva vrlo efikasna algoritma za njegovo resavanje. Predmet
disertacije je novi algoritam za resavanje izloZenog problema, nastao
pogodnim objedinjavanjem, razradom i izvesnim usavriavanjem algori-
tama 1z citiranog rada. Pored toga, data je analiza pojedinih elemenata
probabilisti¢ke faze algoritma.

Rad se sastoji od pet poglavlja. U poglavlju 1 dat pregled osnovnih
pojmova 1 stavova iz teorije kodova za ispravljanje gresaka (1.1), a zatim
Je dat osvrt na vezu izmedu linearnih rekurentnih nizova u polju GF(2),
1zlaznih nizova iz pomeralkih registara sa linearnom povratnom spre-
gom 1 odgovarajuce klase linearnih kodova (R-kodova). U ta¢ki 1.3 de-
taljno su prikazani rezultati rada [Meie89], s obzirom na njihov znacaj.
Radi se o Algoritmu A (sli¢nom algoritmima za dekodiranje linearnih
kodova zasnovanim na koriséenju informacionih skupova) i Algoritmu B
(probabilistic¢kom algoritmu za dekodiranje koji ima odredene sli¢nosti
sa algoritmom iz rada [Gall62]. Pored toga dat je i osvrt na neke srodne
algoritme za dekodiranje linearnih kodova.

Nowvi algoritamn za dekodiranje R-kodova (kombinovani algoritam)
izloZzen je ukratko u poglavlju 2. Prikazana je njegova veza sa algo-
ritmima iz [MeieS9]. Algoritam sa sastoji od odredenog broja ciklusa
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2 UVOD

probabilistickog algoritma {Algoritma B, [Meie89]), pri ¢emu je u svaki
ciklus na pogodan nacin ugraden algoritam pretrage (Algoritam A iz
istog rada, odnosno algoritam iz rada {LeeBS88§]).

U poglavlju 3, koje je najvede po obimu, analizirana je proba-
bilistitka faza kombinovanog algoritma. Predlozen je efikasan postu-
pak za formiranje sistema kontrola parnosti koji se koriste u Algo-
ritmu B, kao i heuristi¢ki algoritam za formiranje pogodnik podskupova
ovih sisterna u sluéaju kad je neprihvatljivo velika slozenost rada se
kompletnim sistemima kontrola parnosti. Pored toga, u tacki 3.1 je
dokazano da su koriiCeni sistemi kontrola parnosti linearno nezavisni
ako je karakteristi¢ni polinom linearne rekurentne relacije nesvodljiv.
Problem efikasnosti i tatnosti izratunavanja aposteriornih verovatnoéa
greske (AVG, na kojima se zasniva probabilisti¢ka faza algoritma) raz-
matran je u tacki 3.2. Dat je postupak za efikasnije izracunavanje
AVG, koji se mozZe primeniti kad sistemi kontrola parnosti nisu or-
togonalni, ali matrice formirane od njih imaju grupe jednakih kolona.
Pored toga prikazan je i postupak za taénije izratunavanje AVGH ka.d
su apriorne verovatnoce greske bliske nuli, odnosno jedinici. U tack?3 3
analizirana je verovatnola pogresne ocene bita greske na osnovu AVG
(verovatnola zaostale greske), a posebno njeno ponasanje kad je apri-
orna verovatnoca greske bliska jednoj polovini. Dokazano je da je i
u opStem slutaju uslovno matematicko oéekivanje AVG veée ako je
odgovarajuci bit primljene poruke pogresan, nego ako je tatan. Dat
jJe efikasan postupak za izraCunavanje verovatnoée zaostale greske i
verovatnoce da je AVG veca od 1/2, koji se moze primeniti pod is-
tim uslovima kao i navedeni postupak za izratunavanje AVG. Polazedi
od uopitenja nejednakosti Salivena [Sull67] za odnos verovatnoéda li-
nearncg koda i njegovog proizvoljnog koseta u tacki 3.4 je formulisan
dovoljan uslov za konvergenciju niza vektora verovatnoéa na kojima se
zasniva Algoritam B (i kombinovani algoritam). Ukazano je na pos-
tupak za eksperimentalno ocenjivanje verovatnode da je ispunjen taj
dovoljan uslov. Analiza konvergencije jednog sli¢nog probabilisti¢kog
algoritma dekodiranja izvedena je i u radu [Gall62), ali ne dovoljno
egzaktno, jer se odnosi na proseénu verovatnodu greske.

U poglavlju 4 razmatrana je faza pretrage kombinovanog algoritma
koja je ustvari algoritam dekodiranja koridéenjem sluéajno izabranih
informacionih skupova (videti na primer [Clar82, str. 102-131]. Postu-
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pak formiranja sluéajnih informacionih skupova opisan je u taéki 4.1.
Donosenje odluke da li je zadata kodna re¢ najbliza primljenoj poruci
razmotreno je u tacki 4.2 na osnovu [Sieg85]. Algoritam pretrage skupa
kodnih re¢i koje se od primljene poruke na informacionom skupu raz-
likuju na ne vise od zadatog broja mesta, sli¢an algoritmu iz [LeeB88§],
izloZen je u tacki 4.3. Pri tome je neito detaljnije razmatrano odredi-
vanje optimalne dubine pretrage.

Rezultati sprovedenih eksperimenata sa kombinovanim algoritmom
dati su u poglavlju 5. Ovaj algoritam je uporeden sa algoritmima iz
rada [Meie89], a navedena su i neka zapaZanja koja se odnose na dobi-
jene rezultate.

Dobijeni rezultati proizasli su iz nastavka istraZivanja koja je autor
sproveo oko 1985. godine sa B. Mrdenovicem. Autor se zahvaljuje na
podrsci, korisnim primedbama i sugestijama Z. Mijajloviéu, J. Goliéu i
D. Jocicu.
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Poglavlje 1

Formulacija problema 1
pregled poznatih rezultata

U ovom poglaviju najpre ce biti 1zlozeni osnovni pojmovi o kodovima
za 1spravljanje gredaka (tacka 1.1) i kratak pregled osnovnih algori--
tama za dekodiranje linearnih kodova (tac¢ka 1.3). Pojam R-kodova
(linearnih kodova koji se mogu formirati pomocu pomerackog registra
sa linearnom povratnom spregom) 1 pregled poznatih algoritama za nji-
hovo dekodiranje bice dat u tacki 1.2. Ovaj materijal posluzio je kao
polazna osnova za formuhsanje i analizu kombinovanog algoritma za
dekodiranje R-kodova koji je predmet ovog rada.

1.1 Osnovni pojmovi o kodovima za i1s-
pravljanje gresaka

U ovoj tacki bice uvedene oznake i osnovni pojmovi o kodovima za
ispravljanje gresaka (videti na primer knjige [Berl68,Pete72,MacW77,
Clar82,LinC83)). |

Neka je B, = {0,1}", n>1 i B = B, = {0,1}. Elementi skupa
B, su n—dimenzionalnil binarn: vektori, odnosno matrice dimenzija n X
1. Vektori i matrice oznacavaju se masnim slovom, a njihove koordinate
odgovarajuéim obiénim slovom sa indeksom, odnosno indeksima. Ako
je. M matrica, a J = (J3,72,...) uredeni skup indeksa, onda M;
oznacava matricu formiranu od kolona matrice M sa indeksima redom

S



6 FORMULACIJA PROBLEMA I PREGLED

J1,J2,--.. Vektor My;) oznacava se jednostavnije sa M;. Izuzetno, ako
je M vektor-kolona, onda je M; oznaka za njegovu j—tu koordinatu,
u skladu sa uvedenim nadinom pisanja vektora.

Slucajne promenljive bie oznacavane velikim Stampanim slovom,
a njthove realizacije odgovarajucimm malim slovom. Pri prenosu po-
ruka kroz kanal veze dolazi do njihovog izobli¢enja. Ako se na ulaz
kanala dovede binarni vektor x € B,, pod dejstvom Suma se na dru-
gom kraju kanala dobija slucajni binarni n—dimenzionalni vektor Y.
Realizacya y siufajne promenljive Y u opitem slucaju nije jednaka
vektoru m. Pod predpostavkom da su greske pojedinih koordinata neza-
visne 1 jednako verovatne, sa verovatnocom p, kaZe se da je vektor Y
nastao propustanjemn vektora x kroz binarni simetri¢ni kanal (BSK) sa
verovatmocom prelaza p. |

Definicija 1.1 Neka je E slué¢ajna n~dimenzionalna vektorska pro-
menljiva sa raspodelom verovatnoca

P{E = e} = p*'*)(1 — p)~~v(®), e € B,, Ql)

pricemu je§ < p <1, asaw(e) zae € B, je oznadena teZina vektora
e, odnosno broj mjegovih koordinata razlicitih od nule. Propustanjem
veklora X € B, kroz bimarni simetricni kanal (BSK) sa verovatnodom
prelaza p dobija se vektorska sluéajna promenljiva Y = x d E, prim-
[ena poruka, gde je sa @ oznadeno pokoordinatno sabiranje vektora po
modulu dva.

Na skupu B, definise se metrika réla,cijom
dist (u,v) = w{u Hv)

(Hemingovo rastojanje vektora u,v € B,). U daljem tekstu se pod
kanalom podrazumeva BSK. Da bi se mogle ispravljati greske u prim-
lienoj poruci, na ulaz kanala se dovode vektori iz nekog podskupa skupa
B,.. Jedna klasa ovakvih podskupova su linearni kodovs.

Definicija 1.2 Neka sun, k prirodni brojevi, 0 < k < n, i neka je G
malrica dimenzija k X n §iji je rang jednak k. Skup vektora

C={x|x=u"G, ue B}
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je linearni (n, k) kod. Ovde je sa T oznacena operacija transponovanja
matrice. Elemenat koda x € C je kodna re¢. Parametar n je dufina
kodnih reci. Matrica G je generiSuda matrica koda C. Linearni kod
C je sistematski ako ima generisuéu matricu G takvu da je Gy ; =
bij, 1 < 2,7 <k, gde je sa b;; oznacen Kronekerov simbol

F Y- { 1, 2=

L0, iF#E
Linearni kod C je linearni k-dimenzionalni potprostor linearnog
prostora koji ¢ini skup B, nad poljem GF(2). Baza ovog potprostora je
skup vektora—vrsta matrice G. Parametar k je dimenzija linearnog koda
C. Kod sistematskog linearnog koda sve koordinate kodne re¢i mogu
se oCigledno izraziti kao linearne kombinacije prvih k koordinata kodne
reci. Ova Cinjenica moZe se uopstiti uvodenjem pojma informacionog

skupa.

Definicija 1.3 Uredeni skup indeksa j = (j1,72,...,4%) Jje informa-
cionl skup linearnog koda C sa generisuéom matricom G ako je ma-
trica Gj nesingularna.

Elementarnim transformacijama vrsta od matrice G moZze se formi-
ratl proizvoljna generiSu¢a matrica G’ linearnog koda C. Ove transfor-
macije prevode podmatr:cu G; u nesingularnu podmatricu G' matrice
G', pa se zakljuéuje da je j mformacmm skup linearnog koda C' neza-
visno od i1zbora generi§uce matrice.

Definicija 1.4 Neka je C linearni (n, k) kod sa generisudom matricom
G. Dualni kod linearnog koda C  je linearni (n,n — k) kod jednak or-
togonalnom komplementu linearnog potprostora C. Dimenzija dualnog
koda n — k obicno se oznaéava sa r. Matrica H je kontrolna matrica
linearnog koda C ako je za dualni kod C’ generisuda matrica. Elementi
dualnog koda a € C’, odnosno linearne forme a’x, x € B,,, su kontrole
parnosti linearnog koda C, s obzirom da je a’x = 0 za svako x € C.
Ovde je sa 0 oznaden nula vektor.

Jasno je da se linearni kod moze ekvivalentno definisati jednakoséu

C ={x€ B, | Hx = 0}.
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Ako je J’ komplement informacionog skupa j linearnog koda C, odnosno

= {1,2,...,n} \ j, onda je j’ informacioni skup dualnog koda (.
Zaista, ako se koordinate kodne reti sa indeksima iz skupa j’ napisu
kao linearne kombinacije koordinata sa indeksima iz skupa j, dobija se
kontrolna matrica H koda C (generifuéa matrica koda C*) takva da
matrica Hy ima u svakoj koloni taéno jednu jedinicu, $to znaéi da je
nesingularna.

Isti bit x; kodne re¢i, 1 < i < n, moze da bude obuhvaden sa vide
kontrola parnosti a')Tx = 0, pri éemu su a”) neke kodne reéi dualnog
koda, 1 < 7 < l. Ovakav sistem kontrola parnosti je ortogonalan u
odnosu na bit z; ako u svakoj koloni matrice &ije su vrste vektori al/)T
(sem i-te) postoji najvise jedna jedinica. Naravno, svi elementi i—te
kolone ove matrice su jedinice.

Na Slici 1.1 prikazan je model sistema. za prenos poruka kroz kanal
sa greSkama. Kodiranjem poruke u € B dobija se kodna re¢ x = u7 G,
koja se dovodi na ulaz BSK sa verovatnoéom prelaza p. Na izlazu kana.la
dobija se vektor y = x@® e, primljena poruka, gde je e € B, realizacija
slucajne promenljive E. =

Slu€ajna promenljiva S = HY = HE je sindrom koji odgo*\?a.ra.
primiljeno) poruci. Realizaciji e slu¢ajne promenljive E odgova,ra, re-
alizacija s = He slutajne promenljive S. U daljem tekstu ce se, kad
nema opasnosti od zabune, pod primljenom porukom, vektorom greske
1 sindromom podra.zumeva.t:l 1 realizacije slu¢ajnih promenljivih Y, E i
S. Za fiksiranu primljenu poruku Y, sindrom s jednoznaéno odredu_]e
koset

={VIV€B,,,HV=S} | (1.2)

koda ¢ (kao podgrupe grupe (B,,®)) u kome lezi vektor greske e.
Poznavanje vektora y (ili ekvivalentno, s) na prijemnoj strani odreduje
sarmno koset u kome lezi vektor greske e. Bilo koji &¢lan koseta Cy moze
se usvojiti za vektor greske. Zbog toga je optimalno za ocenu & vektora
greske izabrati ¢lan koseta Cg sa najveéom verovatnodom

P(é) = max P(v) =max{P(v)|v € B,, Hv = s}
(dekodiranje po principu maksimuma verodostojnosti). Odavde je ocena

X kodne reti x data sa X = € @ y, a jednakost % = i7G jednoznaé&no
odreduje ocenu poruke G, zbog toga 3to je rang G = k. Pri tome je
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u x=uTG y=xde

——{ koder ~-P —1 dekoder

.

u - poruka, u € B,

X — predata kodna re¢, x € C
e — vektor greske, e € B,

y — primljena poruka, y € B,
1t — ocena poruke u dekoderu

Slika 1.1: Model sistema za prenos poruka kroz kanal sa greskama

rang M oznaka za rang matrice M. Koset-lider koseta Cs je neki od
njegovih ¢lanova najmanje teZine. Zbog (1.1) se dekodiranje po prin-
cipu maksimuma verodostojnosti svodi se na dekodiranje po principu
minimuma rastojanja: za ocenu € vektora greske usvaja se neki od
koset—lidera koseta (g, a za ocenu X kodne reéi x usvaja se neka od
kodnih reci na najmanjem rastojanju od primljene poruke y.

Postoje dva osnovna algoritma za dekodiranje linearnih kodova po
principu minimuma rastojanja: dekodiranje pomocu spiska i dekodi-
ranje pomocu sindroma, videti na primer [Levi85].

Algoritam 1.1 Dekodiranje linearnog (n, k) koda C pomoéu spiska.
Ulaz: generiSuca matrica G koda C, primljena poruka y € B,,.
Izlaz: kodna re¢ X najbliza vektoru y.

1° [Inicijalizacija minimalnog Hemingovog rastojanja d.] Staviti d «

n+ 1.

2° [Prolazak kroz skup C.] Za svako x € C, ako je dist (x,y) < d, onda
staviti d « dist (x,y) 1 X «— x. |
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3° [Kraj.] Rezultat dekodiranja je kodna re¢ %; kraj. 0

Algoritam 1.2 Dekodiranje linearnog (n, k) koda C pomoéu sindroma.
Ulaz: Kontroina matrica H koda C, primljena poruka y € B, 1 tablica
T u kojoj je za svaki od 2"~* moguéih sindroma naveden odgovarajuéi

koset—lider.
Izlaz: kodna re¢ X najbliza vektoru y.

19 [Izratunavanje sindroma.] Staviti s « Hy.

2% [Ocitavanje koset-lidera.] U tabeli T pronaéi sindrom s; neka je &
koset-lider koji odgovara ovom sindromu.

3% [Kraj.] Kodna re¢ X = y & & je rezultat dekodiranja primljene
poruke y; kraj. 0O

Pod numerickom sloZenoséu algoritma podrazumeva se broj elemen-
tarnih operacija (na primer binarnih operacija sa realnim brojevima ili
u polju GF(2), zavisno od konkretnog algoritma) koje treba izvrsiti
u toku njegovog izvodenja. Memorijska sloZenost algoritma jednaka je
broju memorijskih lokacija koje su neophodne za izvrSavanje algoritma.

Numericka sloZenost Algoritma 1.1 je O(n2*), dok je njegova me-
morijska sloZenost mala (odredena je veli¢inom nk, brojem elemenata
generiSuce matrice koda).Numericka sloZenost Algoritma 1.2 je O(n),
jer se sindrom koristi kao adresa sa koje se iz tablice T oé¢itava odgo-
varajuci koset-lider. Medutim, memorijska sloZenost ovog algoritma je
znatno veéa, O(n2™ %). Za oba algoritma proizvod numeri¢ke i memo-
rijske sloZenosti raste eksponencijalno sa dimenzijom problema, sa ek-
sponentom k kod prvog, odnosno n — k kod drugog algoritma.

1.2 Linearnirekurentni nizovii R—kodovi

U ovoj tacki date su definicije 1 poznati stavovi o vezi izlaznih ni-
zova PRLPS, linearnih rekurentnih nizova u polju GF(2) i R-kodova.
IzloZene su poznate ¢injenice o znaéaju problema dekodiranja R~kodova

u kriptologiji.
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Linearni rekurentni niz {u;}.., reda k elemenata polja GF(2) moze
se zadati sa prvih k& &lanova z;,zs,...,2z; 1 linearnom rekurantnom

relacijom (LRR)

k1
Ir; = @hjm;_k+j, 7 > k, ' (1.3)

=0
gde je hg = 1,hq,..., hi_y € B. Polinom h{z) = 3¢, h;z* (pri €emu je
hr = 1) je karakteristiéni polinom ove rekurentne relacije.

Linearni rekurentni niz moze se definisati i kao 1zlazni niz pomerackog

registra sa linearnom povratnom spregom (PRLPS), konaénog automata
datog sledeéom definicijom.

Definicija 1.5 Pomeracki registar sa linearnom povratnom spregom
(PRLPS) Ry duzine k > 1 sa polinomom povratne sprege

k
h(z) =) hiz' € GF(2)[z]
1=0
(pri éemu je hg = hy = 1) je konaéni automat sa skupom stanja By,
funkcijom prelaza ¢y, : By — By
- T

k
wrlu) = | uz uz ... @hk-jukﬂ-j , ug By,

=0

o i

i funkcijom izlaza Yy, : By — B,

k—1
‘l,bh(lI) = @ hjﬂj-l-la uc Bk.

=0

Uobitajeno je da se PRLPS R, predstavlja §emom kao na Shci 1.2.
Na ovo]j slici kvadrati oznatavaju memorijske elemente, a simboli &1 &
oznacavaju sabiranje i mnoZenje u polju GF(2). Stanje PRLPS menja
se u trenucima oznacenimsa 1, 2, ... tako §to stan)e svakog memorijskog
elementa postaje jednako veli¢ini koja je do tog trenutka bila prisutna
na njegovom ulazu. Lako se proverava da ako je vektor stanja PRLPS
pre trenutka 1 jednak u = [uy, u,y,..., uk]T, tada se na izlazu PRLPS u

trenucima 1,2, ... dobija niz x41, Ty2, - - -
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Ty I.i Tg ke vir ez L . t!)(x)

Slika 1.2: Pomeracki registar sa linearnom povratnom spregom

Skup svih n-dimenzionalnih vektora x = [z 23 ... z,}7 <&ije ko-
ordinate zadovoljavaju LRR (1.3) za £ < ¢ < n, sa karakteristiénim
polinomom h(z), ocigledno je linearni prostor. Odgovarajuéi linearni
kod bi¢e oznacavan sa R, (kod R, ili jednostavnije R~kod). Kon-
trolna matrica koda Kj , je na primer

" ho Ry hy ... he O ... 0 O0°
_ (:) ho hy ... h“,i,_1 hy ... 0 O | (1.4)
0 0 0 he_r hi |

videti LRR (1.3). Polinom A(z) je karakteristiéni polinom koda Ry ..
Poznato je (videti [Golo67]) da ako je polinom povratne sprege pri-
mitivan (odnosno ako je min {t: h(2) ] 2"+ 1} = 2¥ — 1), a pocetno
stanje PRLPS nije vektor 0, onda izlazni niz PRLPS ima maksimalno
mogudu periodu (2¥ —1) i dobre statistitke osobine. Zbog ove &injenice
se nmizovl maksimalne periode Cesto koriste kao realizacije niza neza-
visnih binarnih sluc¢ajnih promenljivih sa ravnomernom raspodelom
verovatnoca. Medutim, ovakav generator pseudoslucajnog niza (GPSN)
za neke primene, posebno u kriptologiji, nije pogodan zbog svoje jed-



LINEARNI REXURENTNI NIZOVII R-KODOVI 13

L1,5

R4 —
2.z

R, — Y;
Lt,g

Ry -

Slika 1.3: GPSN dobijen sprezanjem nekoliko PRLPS pomoéu Bulove

funkcije

nostavne algebarske strukture, sto omoguéuje da se niz jednostavno
rekonstruide na osnovu svog proizvoljnog odsecka od k ¢lanova. Drugim
recima, postoji potreba za algebarski sloZenijim GPSN.

Klasa GPSN dobijenih sprezanjem izlaza nekoliko PRLPS pomoéu
Bulove funkcije (Slika 1.3) analizirana je u radu [Sieg85]. Na slici su
izlazni nizovi { > 1 PRLPS oznaceni sa {mfhf}jm , 1 <11 <1 aizlazni
niz GPSN {y;} definisan je jednakoséu -

yJ — f(g:lrox?rj?' vt 33:!1.;;)’ j 2 13

pri cemu je f : By — B Bulova funkcija od ! promenljivih.

Neka je {z;};,, bilo koji od nizova {z:;}.,,, 1 £i <1 U [Sieg85]
je pokazano da se pod odredenim uslovima (koji se svode na to da se
niz vektora na koje se primenjuje funkcija f priblizno ravnomerno pro-
lazi kroz skup B;)'moZe smatrati da je niz {y;} dobijen propustanjem
niza {z;} kroz BSK sa verovatnoéom prelaza p, 0 < p < 1, pri ¢emu



14 FORMULACIJA PROBLEMA I PREGLED

verovatnoca p zavisi samo od funkcije f i rednog broja ¢ niza {z;;},.,-
Prema tome, ako je p # 1/2 i raspolaZe se odseckom {y;}, ..., izlaznog
niza iz GPSN, problem odredivanja niza {z;} ekvivalentan je prob-
lemu dzkodiranja koda Rj,, gde je h(z) karakteristi¢ni polinom li-
nearnog rekurentnog niza {z;}. Cinjenica da se pojedini ulazni ni-
zovi mogu rekonstruisati na osnovu izlaznog niza GPSN nezavisno od
ostalih, predstavlja ozbiljnu slabost ovog GPSN. Izborom funkcije f
koja je korelaciono imuna odredenog reda (videti [Sieg84]) moze se
znacajno otezati (videti [Meie89]) rekonstrukcija pojedinih ulaznih ni-
zova. Medutim, ta problematika necCe ovde biti razmatrana, veé ce
naglasak biti na algoritmima za dekodiranje R-kodova.

1.3 Pregled poznatih algoritama za deko-
diranje R—kodova

Prvi put je problem dekodiranja R~kodova razmatran u radu [Sieg85],
gde je u suStini reSsavan algoritmom dekodiranja po spisku (Algori-
tam 1.1). Posto je kombinovani algoritam za dekodiranje R—kodova iz
narednog poglavlja nastao sprezanjem dva algoritma iz [Meie89], rezul-
tati iz ovog rada bice detaljnije prikazani (komentari koji se odnose
na ovaj rad bice dati u narednom poglavlju). Zatim c¢e biti dat osvrt
na druge algoriime za dekodiranje linearnih kodova znacajne u ovom
kontekstu.

Neka je x kodna ret¢ koda R,, 1 neka je Y primljena poruka,
slucajna promenljiva dobijena propustanjem vektora x kroz BSK sa
verovatnoc¢om prelaza p, 0 < p < 1/2. U radu [Sieg85] utvrdeno
je da za dovoljno veliko n postoji prag rastojanja dy takav da je sa
verovatnocom bliskom jedinici dist (x,Y) < dy, 2 da je za proizvoljno
x' € Ry, X' # x, sa verovatnoéom bliskom jedinici dist (x',Y) > do.
Ova c¢injenica omogucuje da se za proizvoljno x’ € Ry, 1 proizvoljnu
realizaciju y € B, slucajne promenljive Y = x @ E lako se mozZe us-
tanoviti (sa odredenom verovatnocom greske) da li kodna rec x’ jeste ili
nije rezultat dewodiranja vektora y po principu maksimuma verodos-
tojnosti: dovoljno je proveriti da li je dist (x,Y) < dp (tada je X' = x)
ili dist (%', Y') > do (iz Cega se zakljucuje da je x’ % x).
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Pri izlaganju rezultata iz [Meie89] neke oznake su promenjene, a
terminologija je prilagodena onoj koja se koristi u teoriji kodova za
ispravljanje gresaka.

Vektor x € B, jednak odsetku od prvih n &lanova niza {z;}, koji
zadovoljava LRR (1.3) sa karakteristi¢nim polinomom A(z) € GF(2)(z],
je kodna re¢ koda Rn,. Pored LRR (1.3) niz {z;} zadovoljava i
LRR sa karakteristiénim polinomom hk(z)g(z), gde je g(z) € GF(2)[z]
proizvoljni polinom. Specijalno, niz {z;} zadovoljava LRR sa karakter-
1sti¢nim polinomom | |

(h(2))* =k (27),
za proizvoljno 7, j = 0. Dakle, koordinate vektora x zadovoljavaju
rekurentne relacije oblika

k

P hizip2i = 0, §20,1-21<i<n-—21, (1.5)

{=0 |
koje su ustvari kontrole parnosti za kod R, ,. Sve ove kontrole parnosti
sadrze po m + 1 sabiraka, gde je sa m oznaten broj nekonstantnih
¢lanova polinoma A(z). U daljem tekstu pretpostavlja se da je m paran
broj, jer ako je m neparno, onda polinom A(z) nije nesvodljiv, a tim
pre nije ni primitivan.

Neka je sa z oznacena fiksirana koordinata z; vektorax, 1 <2 < n.

Bit = zadovoljava kontrole parnosti ekvivalentne nekim od LRR (1.5),

@b, =0 1<j<r - (1.6)

Ovde je r broj kontrola parnosti u kojima ucestvuje bit =, a b; je
suma taéno m razli¢itih koordinata vektora x. U daljim izvodenjima
se u [Meie89] pretpostavlja da je ovaj sistem kontrola parnosti ortogo-
nalan u odnosu na bit £. Broj r zavisi od indeksa bita z u kodnoj recs,
pa je izraCunata njegova srednja vrednost

r= [1og -%] (m + 1), (1.7)

gde se logaritam uzima sa osnovom dva, a [z] oznacava celi deo realnog
broja z, odnosno takav celi brojd dajed <z <d+ 1.

Koriéenjem kontrola parnosti (1.6) mozZe se preko primljene poruke,
slucajnog vektora Y € B,, izraziti aposteriorna verovatnoca greske
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(AVG) bita ¥ = Y;. Neka je zadovoljeno taéno ¢ od ukupno r kontrola
parnosti
L;=Y&C(C; =0, 1<3<r, (1.8)

gde je sa C; oznacena suma po modulu dva koordinata vektora Y koje
odgovaraju koordinatama vektora x obuhvadenim sumom b; u (1.6),
1 < 7 < r. Verovatnoéa p = P{C; # b;} ne zavisi od j i jednaka je

- 1-(12—2;;)"1 1.9)

jer je C; # b; ako i samo ako je neparna suma m nezavisnih jednako
raspodeljenih slucajnih 0 — 1 promenljivih sa verovatnoCom jedinice
p. Na osnovu toga dobija se uslovna verovatnoca da je bit z pogresno
primljen (odnosno Y # z) pod uslovom da je nekih ¢ fiksiranih kontrola
parnosti {1.8) jednako nuli

L)

P = P({Y#a} [{li=Ly=- =L =0})
ppt(1—p)
ppt(1 —p)~t+ (1 — p)(1 — p)'p

Ova verovatnoca je sluéajna promenljiva, ¢ija realizacija p omogucuje
da se sa veom pouzdanoséu oceni da li je bit ¥ primljene poruke (reali-
zacija sluéajne promenljive Y') jednak ili razli¢it od odgovarajuceg bita
z kodne reéi (odnosno da li je tadan ili pogresan). Na jednom primeru
je pokazano da uslovna matematic¢ka olekivanja sluéajne promenljive
P zadovoljavaju nejednakost

(1.10)

M(PI{Y=z})<M(P|{Y #2}).

Zatim je dokazano (na primeru homogenog sistema ortogonalih kontrola
parnosti) da za matematicko olekivanje ove slu¢ajne promenljive vazi
jednakost M(P) = p, 5to je inaZe otigledno.

Ova cinjenica omoguduje da se efikasnije izvrsi dekodiranje koda
R . po principu minimuma rastojanja. Potrebno je izabrati k& koor-
dinata vektora y sa najmanjim AVG, odnosno sa najvelim brojem {
zadovoljenih kontrola parnosti oblika (1.8). Postoji kodna reZ takva da
joj se odgovarajuéih k koordinata poklapa sa vektorom y (ako takva
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kodna reé nije jedinstvena, onda se moZe odabrati jo3 nekoliko novih ko-
ordinata vektora y). Izratunavanjem rastojanja od vektora y utvrduje
se da li se ova kodna re¢ moze usvojiti za rezultat dekodiranja. Ako to
nije slu¢aj, ispituju se zatim na isti nacin kodne reci koje se od ove na
izabranom skupu koordinata razlikuju na jednoj, dve, ... pozicije, dok
se ne dode do resenja. Prag za broj ¢ zadovoljenih kontrola parnosti
bira se tako da ocekivani broj koordinata kodne reci sa bar £ zadovo-
ljenih kontrola parnosti bude bar k: nT(p,r,t) = k. Ovde je T(p,r,t)
uslovna verovatnoéa da je Y = z, pod uslovom da je zadovoljeno bar ¢
od r kontrola parnosti oblika (1.8),

T(p,r,t) = (Zz: (:)(1 - p)(1 - p"’)‘ﬁ"“") /Q(p,r,t),
gde je

r

Qlp,mt) = 3 () (=P =p)F +pF (1= 5))

1=t

verovatnoéa da je zadovoljeno bar t od r kontrola parnosti (1.8). Na
osnovu ovih éinjenica je formulisan slededi algoritam za dekodiranje
R-kodova [Meie89, Algoritam A].

Algoritam 1.3 (Algoritam A) Dekodiranje koda R 5.

Ulaz: prirodni brojevi n, k, polinom k(z) € GF(2)[z] stepena k, prim-
ljena poruka y € B,, verovatnoca prelaza BSK p.

Izlaz: kodna re¢ x € Ra. koja se nalazi na najmanjem Hemingovom
rastojanju od vektora y. |

1° QOdrediti srednji broj kontrola parnosti r na osnovu (1.7).

90 (Odrediti najveéi broj t takav da je nQ(p,r,t) > k. Tada je medu &
koordinata primljene poruke koje od r zadovoljavaju bar ¢ kon-
trola parnosti (1.8) o&ekivani broj gresaka )ednak

Ny = k(l --T(p,r,t)).

30 (Qdrediti skup koordinata j vektora y koje zadovoljavaju bar ¢t od r
kontrola parnosti {(1.8). Odrediti kodnu ret ¢ije su koordinate sa
indeksima iz skupa j jednake odgovarajuéim koordinatama vek-
tora y.
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4% Qdrediti kodnu rec x pretragom po skupovima kodnih reéi koje se od
vektora y na skupu indeksa j razlikuju redom na 0,1,... koordi-
nata (ispituje se da li su ove kodne reéi na Hemingovom rastojanju
manjem od zadate granice od vektora y, videti [Sieg85]). O

U slucaju kad n nije dovoljno veliko, dobijena kodna re¢ ne mora
biti jednaka onoj od koje je propustanjem kroz BSK dobijen vektor
y, [Meie89]. Pored ovog, data su i sledeca dva komentara.

¢ Pojedine koordinate kodne reéi zadovoljavaju razlié¢it broj kon-
trola parnosti oblika (1.8), pa je bolje u koraku 3% algoritma
formirati skup J kao skup indeksa koordinata za koje su najmanje
AVG (verovatnode p).

e U skup ) mogu se ukljucivati 1 koordinate za koje je AVG p bliska
jedinici, posto se odgovarajuce koordinate vektora y komplemen-
tiraju. Medutim, ocenjuje se da ovakvo poboljsanje algoritma
nije previse znacajno.

Neka je slu¢ajna promenljiva N, jednaka broju gresaka u vektoru Y
medu koordinatama iz skupa ] i neka je n, realizacija ove sluéajne pro-
menljive kad je realizacija sluéajne promenljive Y jednaka vektoru y.
Ukoliko se za elementarnu operaciju proglasi formiranje 1 provera jedne
kodne reci u tacki 4% algoritma (Sto se moze izvesti sa O(n) operacija
u polju GF(2), odnosno sabiranja celih brojeva), tada je nmumericka
sloZenost Algoritma A ograniena sa

sty =32(%)

1=0 t
Ovaj izraz moze se ograniéiti odozgo na poznati naéin [LintS2, str. 20]
A(k,ng) < 2FHa/R),

gde je H(z) = —zldz — (1 — 2)ld(1 — z), a ld je oznaka za logari-
tam sa osnovom dva. Medutim, poznata je samo oéekivana vrednost
slucajne promenljive N,. Zbog toga se numeric¢ka slozenost algoritma
moZe proceniti sa 2°*, gde je ¢ = ¢(p, m,n/k) = H(1 - T(p,r,t')), a
t’ je najveéi broj t za koji je Q(p,r,t) > k/n. U radu je zatim data
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tablica vrednosti veli¢ine ¢ kad je p = 0.25(0.02)0.49 i m = 2(2)16,
za n/k € {10%,10%}. Ovi podaci dati su u Tabeli 1.1 za m = 2(2)8,
pri éemu se navode i vrednosti parametara r i ¢'. Analizom tabele za-
kljuceno je da je numericka sloZenost ovog algoritma znatno manja od
slozenosti potpune pretrage, odnosno dekodiranja pomodu spiska (Al-
goritam 1.1). Na primer, za n = 25000, k¥ = 500, m = 2 dobija se
r=12,¢ =111 ¢ = 0.0195. | -
Iz eksperimenata sa algoritmom proistekla su sledeca zapazanja.

e Sa rastom m (odnosno broja ¢lanova polinoma h(z)) vrednost
c(p,m,n/k) tezi grani¢noj vrednosti H(p), jer je tada p ~ 1/2 i
T(p,r,t) o~ 1 — p. Navedeno je da se ova ocena moZe primeniti na
algoritam iz rada [Sieg85], ako se na isti nacin, po broju gresaka
na informacionom skupu, organizuje pretraga 2* kodnih re¢i koda

Ry .

e zam = 21 p < 0.4 algoritam je znatno efikasniji od potpune
pretrage, $to omogucuje dekodiranje ¢ak 1 kad je k& = 1000.

e Uporedenjem slucajeva n/k = 10° in/k = 10° u Tabeli 1.1 zapa3a
se da se sa rastom odnosa n/k efikasnost algoritma drastitno
popravlja samo zam < 8.

e Zam > 101 p > 0.25 ovaj algoritam ne daje nikakvo poboljsanje
u odnosu na uredenu totalnu pretragu.

Drugi algoritam za dekodiranje R-kodova [Meie89, Algoritam B]
ima prema tvrdenju autora polinomijalnu sloZenost. Najpre se nekoliko
puta apriorne verovatnode greske zamenjuju {(na osnovu njih} izraCunatim
AVG, a zatim se komplementiraju biti primljene poruke kojima je AVG
iznad odredenog praga. Dekodiranje se sastoji od nekoliko ovakvih cik-
lusa pri éemn se posle svakog ciklusa verovatnoce greske izjednacavaju
sa verovatnocom prelaza p BSK. | |

Neka je U(p, r,t) verovatnoca da je zadovoljeno najvise ¢ od r kon-
trola parnosti (1.8) i neka je V(p,r,t), odnosno W(p, r,t), verovatnoca
da je zadgvoljeno najvide ¢t od r kontrola parnosti pri ¢emu je istovre-
meno Y = z, odnosno Y # z. Tada je

¢

Up,7,t) =) (:) (1 —p)(1 = BYF " +pF'(1 —5)),

1=0
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Vrednosti ¢ = ¢{p, m,n/k) za n/k = 100

m=2 r=15|m=4, r=25]m=6, r=35%{ m=S8§, r = 45

P ¢ t’' c t ¢ t/ c t/
0.25 0.012 13 0.314 19 0.671 24 0.772 30
0.27 0.028 13 0.462 .19 0.761 24 0.822 30
0.29 0.062 13 0.641 18 0.825 24 0.860 30
0.31 0.122 13 0.750 18 0.871 24 0.890 30
0.33 0.293 12 0.832 18 0.905 24 0.914 30
0.35 0.432 12 0.890 18 0.930 24 0.934 30
0.37 0.584 12 0.930 18 0.949 24 0.951 30
0.39 0.729 12 0.956 18 0.964 24 0.965 30
0.41 (.846 12 0.973 18 0.976 24 0.976 30
0.43 0.927 12 0.985 18 0.986 24 0.986 30
0.45 0.973 12 0.993 18 0.993 24 (.993 30
0.47 0.994 12 0.997 18 0.997 24 0.997 30
0.49 1.000 12 1.000 18 1.000 24 1.000 30

Vrednosti ¢ = ¢(p, m,n/k) za n/k = 1000000

m=2, r=0 | m=4, r=90 1 m=6, r=126 | m=8, r =162

P c t c t’ c t/ c t
0.25 0.000 49 0.009 69 | 0.311 90 0.660 111
0.27 0.000 48 0.043 69 0.515 90 0.768 111
0.29 0.000 47 0.150 68 0.692 89 0.836 111
0.31 || 0.000 47 0.327 68 0.805 89 0.880 111
0.33 || 0.001 46 | 0.555 67 0.875 89 0.910 111
0.35 0.007 46 0.734 67 0.917 89 0.932 111
0.37 (0.039 45 0.856 67 0.945 89 0.950 111
0.39 0.132 45 0.926 67 0.963 89 0.965 111
0.41 0.362 44 0.963 67 0.976 89 0.976 111
0.43 (.642 44 0.982 67 0.986 89 0.986 111
0.45 0.870 44 0.992 67 0.993 89 0.993 111
0.47 0.976 44 0.997 67 0.997 89 0.997 111
0.49 0.999 44 1.000 67 1.000 89 1.000 111

Tabela 1.1: Vrednosti ¢(p, m,n/k) za n/k € {100,1000000} sa odgo-

varajucim vrednostima 7 1 t,,in
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Ukoliko se posle 1zra¢unavanja AVG komplementiraju oni biti primljene
poruke koji zadovoljavaju najvise £ kontrola parnosti, tada je nU(p, r, 1)
— matematitko o&ekivanje broja komplementiranih bita, nV(p,r,¢) -
matematicko olekivanje broja pogreino komplementiranih bita, dok je
nW{(p,r,t) - matematitko otekivanje broja ispravno komplementiranih
bita (bita koji posle komplementiranja postaju tacni, odnosno jed-
naki odgovarajuéim koordinatama vektora z). Matematicko ocekivanje
prirastaja broja tacnih bita u vektoru y posle komplementiranja je

nl(p,r,t), gde je
I{p,r,t) = W(p,r,t) — V(p,r,t) (1.11)

smanjenje verovalnoce greske. Za parametar ¢ usvaja se vrednost {,q.x
takva da izraz I(p,r,%t) ima maksimalnu vrednost za t = %,,,.. Ovakva
optimizacija demonstrirana je na jednom primeru.

Napomenuto je da stoji slicno zapaZanje kao 1 za Algoritam A: mogu
se komplementirati oni biti primljene poruke kojima je AVG veca od
nekog praga. Kao prag se koristi velicina

1 ,. .
Pithr = 5 (P(P, r, tmaz:) + P(P: r:tmaa: + 1)) ) (112)

gde je verovatnoca p definisana jednakostima (1.9) i (1.10). Posle prvog

ciklusa ocekivani broj bita kojima je p vete od pir, je nU(p, r,tmaz-
Da bi se mogle izratunavati AVG opisan je (iterativni) postupak

nala

vzenja verovatnode da je neparna suma m nezavisnih bita sa razli¢itim

verovatnocama jedinice py, p2,...,Pm. U zatvorenom obliku je ova ve-

rovatnoéa (umesto (1.9)) jednaka (videti [Gall62])

. 1 s -
p(p1,p2,. -, Pmym) = 5 (1 - 11 “QP:')) ,

t=1
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$to menja 1 druge izraze u kojima figurise verovatnoca p ((1.10) i izraze
za verovatnoée U(p,r,t), V(p,rt) i W(p,r,t)). Na osnovu sprove-
denih eksperimenata zakljuceno je da nema potrebe da broj o iteracija
(1zracunavanja novih AVG za sve bite) bude veliki; predlaZe se vrednost

o = 5).

Algoritam 1.4 (Algoritam B) Dekodiranje koda Ry .

- Ulaz: prirodni brojevi n, k, polinom h(z) € GF(2)[z] stepena k, prim-
ljena poruka y € B, verovatnoca greske p.

Izlaz: kodna re¢ x € R, , koja se nalazi na najmanjem Hemingovom
rastojanju od vektora y.

1° Odrediti srednji broj kontrola parnosti r na osnovu (1.7).

2° Odrediti vrednost ¢ = t,,,, takvu da maksimizira funkciju I(p, r,t).
Ako je I(p,r,t) < 0, dekodiranje je neizvodljivo ovim algorit-
mom; kraj. U protivnom izracunati prag verovatnoée pu, (1.12)
1 ocekivani broj ny, = nlU(p, r,tmez) bita sa AVG vecom od pyp,.

3° Inicijalizovati brojaé iteracija ¢ « 0.

4% Za svaku koordinatu y vektora y izracunati AVG 5 (1.10) na os-
novu broja kontrola parnosti (1.8) koje ova koordinata zadovo-
ljava. Odrediti broj n,, bita za koje je p > pys..

5° Ako je n, < nir 1t < a, onda staviti 2 «— 7 + 1, skok na 4°,

6° Komplementirati koordinate y vektora y kojima odgovara verovatnoéa
P > pehr 1 vratiti verovatnoce greske pridruzene koordinatama na
polaznu vrednost p.

7° Ako postoje koordinate vektora y koje ne zadovoljavaju sve kontrole
parnosti (1.8), odnosno ako nije y € R} ,,, onda skok na 3°.

8° Rezultat dekodiranja je vektor y = x. O

Pod iteracijom se podrazumeva unutrasnja petlja algoritma (koraci
4° — 5°), a pod ciklusom - spoljasnja petlja (koraci 3° — 7°). Iz ekspe-
rimenata sa ovim algoritmom proistekla su sledeéa zapaZanja.
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- o U prvom ciklusu je n,, =~ nu,, $to je 1 ocekivano, pa je dovoljno
u prvom ciklusu izvrsiti jednu iteraciju.

e U narednim ciklusima biti greske Y; & z; nisu viSe nezavisni, §to
znadi da, striktno govoreci, ovaj statisticki model (BSK) nije vise
primeljiv. Zbog toga je u eksperimentima obié¢no n,, < ng, i
potrebno je izvriavati nekoliko iteracija. Posle malog broja ite-
racija sve AVG se grupiSu u okolini nule ili jedinice, pri ¢emu je
grupisanje relativno stabilno. Time se opravdava ograniavanje
broja iteracija u ciklusu. Ipak, broj gresaka konstantno opada
iz ciklusa u ciklus 1 na kraju vektor y dobija vrednost x. Ovu
pojavu je veoma tesko teorijski analizirati.

e Verovatnode se u koraku 6° mogu resetovati i na vrednost manju
od p, u skladu sa ofekivanim smanjenjem broja gresaka. Ovo
medutim nije dovelo do uocljivog poboljsanja eksperimentalnih
rezultata.

Kao 1 kod Algoritma A ukoliko duzina n kodnih reéi nije dovoljno
velika, rezultat dekodiranja moze da bude kodna reé razli¢ita od one
koja je dovedena na ulaz BSK.

Ocena granice primenljivosti algoritma izvedena je tako sto je anali-
zirana funkcija L. = I(p, 7, tmaz ). Posto je r funkcijaod mid = n/k,
a tmer Je funkcija od p 1 r, veliéina 1,,,, zavisi od p,m 1 d, tj. T har =
Imez(p, m,d). Ocekivani broj ispravljenih bita posle prve iteracije je

Nlmaz(p,m,d) = k X F(p,m,d),

gde je
F(p: m, d) =d X Imam(p: m, d)

faktor korekcije koji ne zavisi od k. Ako je F(p,m,d) < 0, ne moze
se oCekivati ispravljanje gresaka. Ako je F'(p,m,d) > 0.5, tvrdi se da
je Algoritam B davao dobre rezultate u vecini eksperimenata a da je u
nekim sluc¢ajevima dekodiranje bilo uspesno i za ¥ (p, m,d) = 0.1. Zbog
toga su date tablice vrednosti veli¢ina p' i p” u zavisnosti od d i ¢, gde je
F(p',m,d) = 0.5,1 F(p,m,d) > 0.5 za p < p/, odnosno F(p"”",m,d) =0,
i F(p,m,d) <0zap>p' UTabelil2 suzam € {2,4,6,8} pored
p’, odnosno p”, navedene i odgovarajuée vrednosti r, t,,.z. Na osnovu
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Vrednosti p”’ za koje je F(p'',m,n/k) = 0.0
m = m = m==6 m=2=3
ﬂ/k P” T Lfmax P” T tmax P” r tmax P" r tmax
104 0.416 6 -1 | 0.261 10 -1 | 0.196 14 -1 | 0.160 18 -1
10% j| 0.467 15 -1 | 0.327 25 -1 | 0.250 35 -1 | 0.204 45 -1
103 || 0.479 24 -1 ] 0352 40 -1 | 0.269 56 -1 | 0.217 72 -1
10% || 0.486 36 -1 | 0.367 60 -1 | 0.281 84 -1 | 0.227 108 -1
10% || 0.488 45 -1 | 0.373 75 -1 | 0.287 105 -1 | 9.232 135 -1
108 0.490 54 -1 { 0.377 90 -1 | 0.291 126 -1 | 0.236 162 -1
107 || 0.491 66 -1 ] 0.382 110 -1 | 0.2906 154 -1 | 0.240 198 ~1
108 0492 75 -1 § 0.384 125 -1 | 0.298 175 -1 | 0.243 225 -1
10° 0.492 84 -1 | 0.387 140 -1 | 0.301 196 -1 i 0.245 252 -1
10%° || 0.493 96 -1 | 0.386 160 -1 | 0.304 224 -1 { 0.247 288 -1
' Vrednosti p’' za koje je F(p',m,n/k) = 0.5
m =—= 2 m =4 m =6 m=38

ﬂ-/k Pl T tmax Pi T tmax P‘ r tmax p' r tmax
10° 0.239 6 1} 0.120 10 3 | 0.065 14 5 | 0.050 18 7
102 0.405 15 4 | 0.247 25 8 | 0.176 35 12 | 0.137 45 16
10° || 0.447 24 7 | 0.293 40 12 | 0.212 56 18 | 0.167 72 25
104 0.467 36 10 { 0.321 60 18 | 0.237 84 28 | 0.188 108 38
10° 0.475 45 12 | 0.337 75 22 | 0.252 105 34 | 0.201 135 46
105 0.481 54 14 | 0.349 S0 26 | 0.263 126 40 | 0.210 162 54
107 || 0.484 66 17 | 0.359 110 31 | 0.273 154 49 | 0.219 198 67
108 0.487 75 18 | 0.367 125 35 { 0.280 175 54 | 0.225 225 75
10° 0.489 84 20 { 0.372 140 39 { 0.286 196 60 | 0.231 252 83
1019 0.490 96 22 t 0.378 160 44 | 0.292 224 69 | 0.236 288 95

Tabela 1.2: Vrednosti p za koje je F(p,t,n/k) € {0,0.5} sa odgo-

varajucim vrednostima r 1 i,

ovih podataka zakljuceno je da je za m < 8 dekodiranje izvodljivo u
situacijama koje se mogu pojaviti u praksi, a za m = 2 veli¢ine p' 1 p”
postaju veoma bliske jednoj polovini. S druze strane, za m > 10 je
dekodiranje prakti¢no neizvodljivo. |

Na jednom primeru (n = 10000, & = 100, m = 4, p = 0.25) demon-
strirana je efikasnost algoritma. U toku ukupno 12 iteracija (5 ciklusa)
ispravljene su sve greske u vektoru y.

Numericka sloZenost Algoritma B ocenjena je (u [Meie89}; i za-
kljucivanje koje sledi je iz ovog rada) polazedi od pretpostavke da potre-
ban broj iteracija zavisi samo od p,m i d, ali ne i od dimenzije k koda
(posto faktor korekcije F(p, m,d) ne zavisi direktno od k). Numericka
sloZenost 1zraCunavanja jedne AVG takode zavisi samo od d. Dakle, za
fiksirano d numericka sloZenost algoritma zavisi linearno od n, a time i

od k.
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U radu [BerM78]| pokazano je da je problem dekodiranja linearnih
kodova NP-kompletan. Srednja sloZenost dekodiranja za familije kodova
razmatrana je u nekim radovima autora iz SSSR [Bass77,Kruk89,Zyab75].
Jedan algoritam dekodiranja pomocu informacionih skupova predlozen
je u radu [Evse83]. Dekodiranje simbol-po—simbol, koriiéenjem AVG
(sloZenost izratunavanja reda 27) razmatrana je u radovima [Hart76,
Wolf78]. Postoji posebna klasa algoritama za dekodiranje kod kojih se
koriste dopunske informacije o pouzdanosti pojedinih bita (soft decision
decoding), videti [Baum?78,Dors74]. Ovi algoritmi se mogu primeniti
kao dopuna algoritma iz rada [LeeB88], ako se AVG interpretiraju kao
mere nepouzdanosti bita. UsavrSena verzija Algoritma B iz [Meie89]
data je u [Miha90]; predloZeno je uvodenje novih kontrola parnosti sa
malim brojem ¢lanova. Neki algoritmi za dekodiranje eksponencijalne
sloZenosti razmatrani su i u radu [Be’e86]. U nekoliko radova se raz-
matraju algoritm:i za iterirano ispravljanje gresaka na osnovu teZine
sindroma [Gall60,Boss86,Zolo86].
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Poglavlje 2

Kombinovani algoritam za
dekodiranje kodova Ry

U ovom poglavlju biée izlozen 1 analiziran algoritam za dekodiranje
kodova R, dobijen usavriavanjem, razradom 1 objedinjavanjem Al-
goritma A i Algoritma B iz {Meie89]. Razrada 1 analiza probabilisticke
faze algoritma, koja sadrzi uglavnom rezultate iz radova [Zivk90,Ziv190],
biée izloZzene u poglavlju 3. Faza pretrage (dekodiranja pomocu infor-
macionih skupova) algoritma izloZena je u poglavlju 4. Primeri dekodi--
ranja pomocu ovog algoritma dati su u poglavlju 5.

Ukljudivanje dekodiranja pomoéu informacionih skupova (Algori-
tam A iz [Meie89], odnosno algoritam za dekodiranje linearnih kodova
iz [LeeB88]) u svaki ciklus Algoritma B [Meie89], mozZe se izvriiti kao
u narednom algoritmu za dekodiranje kodova R,,. Pri tome su po-
lazni algoritmi pretrpeli jo§ neke izmene, koje ¢e naknadno biti komen-

tarisane.

Algoritam 2.1 (Kombinovani algoritam) Dekodiranje koda Ry ,,.
Ulaz: prirodni brojevi n, k, polinom h(z) € GF(2){z] stepena k, prim-
ljena poruka y € B,, verovatnoca prelaza BSK p.

Izlaz: kodna re¢ x € Ry, koja se nalazi na najmanjem Hemingovom
rastojanju od vektora y.

Kao tipiéne vrednosti parametara algoritma mogu se usvojiti a = 5
(gornja granica za broj iteracija u jednom ciklusu), w = 1 (dubina pre-
trage okoline informacionog skupa, videti tacku 3.2), oy = 10 (gornja

27
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granica za broj slu¢ajno izabranih informacionih skupova), a, = 20
(gornja granica za broj ciklusa). Postupak izbora vrednosti parametra
k' 1zloZzen je u tacki 4.1.

1° [Formiranje lokalnih kontrolnih matrica (LKM).] Koriséenjem Algo-
ritma 3.1 1 Algoritma 3.2 formirati matrice H® 1 <i<n.

2° [Matematicko ocekivanje broja koordinata primljene poruke sa AVG
vec¢om od 1/2.] Izracunati sumu n,,, verovatnoca promene bita
- primljene poruke (videti tacku 3.3).

3° [Inicijalizacija brojaca ciklusa.] i, « 0.

4° [Pocetak novog ciklusa, inicijalizacija brojaca iteracija.] Stavitii, «
ic+1,5—0izal<i<nstaviti pi° = p.

5° [Naredna iteracija u okviru probabilisti¢ke faze ciklusa.] Polazeéi od
vektora p{?) kao vektora apriornih verovatnoéa greske, izradunati
vektor pUt1) aposteriornih verovatnoéa greske (koriséenjem vek-
tora y i svih LKM, videti tac¢ku 3.2). Izratunati broj n,, koordi-
nata vektora pU+?) veéih od 1/2. -

6° [Poslednja iteracija ciklusa?] Ako je n, < ng, i j < a (sem ako je
7 =1)onda j « 7+ 1, skok na 5°.

7° [Komplementiranje bita primljene poruke sa AVG vecom od 1/2.]
Ako za svako 7, 1 < 7 < n, vazi nejednakost pg‘f) < 1/2, onda je
dekodiranje zavrieno neuspehom. U protivhom za 1 < i < n ako
je pg‘?) > 1/2, stavitiy; — 1 D y; 1 p(j) — 1 pg'ﬂ.

t" L]

8° [Poletak faze pretrage: formiranje skupa koordinata sa malom AVG;
inicijalizacija brojaca informacionih skupova.] Formirati uredeni
skup I = (I}, 5,...,l) od ¥’ > k indeksa najmanjih koordinata
vektora p?) tako da je rang Gy = k; ¢, < 0.

9° [Formiranje sluéajnog informacionog skupa.] Formirati slu¢ajni pod-
skup 1 = (I1, s, ...,Ix) € Y takav da je rang Gy = k 1 1zraCunati
matricu Gi:l (Algoritam 4.1); 2z, + 2. + 1.
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10° [Poku$aj ispravke najvise w gresaka medu koordinatama vektora y
sa indeksima iz informacionog skupa 1, videti tacku 4.3, odnosno
Algoritam 4.2.] Ako neka kodna re¢ x* iz skupa

{x € Rnn | dist (x1,y1) < w}

zadovoljava uslov

dist (X", ¥) < do =np+ 3\/np(1 ~ p)

(videti (4.3)), tada je X = x~, kraj; u protivnom, ako je 7; < oy,
skok na 9°.

11° [Neuspeh u fazi pretrage; naredni ciklus algoritma.] Ako je i, < a.,
skok na 4%; u protivnom — kraj, neuspesno dekodiranje. 0

‘Kao 1 u algoritmima iz [MeieS9] i ovde se mora pretpostaviti da
je n dovljno veliko (videti tacku 4.2), jer se u protivnom moze desiti
da algoritam prihvati kao resenje kodnu ret razli¢itu od one koja je
dovedena na ulaz BSK.

Opisani algoritam sastoji se od pripremnog dela (koraci 1°-3°) i
odredenog broja a. ciklusa (koraci 4°~11%). Parametar a. moZze imati
proizvoljnu vrednost, a ograni¢en je samo vremenom izvrsavanja algo-
ritma. Svaki ciklus algoritma sastoji se od probabilisticke faze, (koraci
5°9-7%) koja odgovara Algoritmu B, i faze pretrage (dekodiranje pomocu
informacionih skupova, koraci 8°-10°), koja odgovara Algoritmu A.

Za formiranje LKM H®), 1 < i < n, koristi se Algoritam 3.1, koji
koristi €injenicu da postoje intervali za indeks ¢ unutar kojih su LKM
identi¢ne do na translaciju. Pored toga, u sluéaju kad sistem kon-
trola parnosti sadrzan u LKM nije ortogonalan, pomoéu Algoritma 3.2
formiraju se LKM maksimalnih dimenzija tako da numericka sloZenost
izraéunavanja AVG u koraku 5° (primenom Teoreme 3.2) bude manja
od zadate granice. Slucaj kad sistem kontrola parnosti obuhvacenih
LKM nije ortogonalan nije razmatran u radu [Meie89], iako je jasno da
ovi sistemi kontrola parnosti mogu da budu ortogonalni samo za male
vrednosti m.

Umesto praga pwr (1.12) za izracunavanje ocekivanog broja ko-
ordinata kojima je AVG veéa od praga, koristi se prag 1/2 (koraci
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2% i 7%). Ovo se moZe obrazloZiti time sto je, posle komplementi-
ranja bita sa AVG vetom od nekog praga, matematicko ocekivanje
broja pogresnih bita najvele ako je prag jednak 1/2. Zbog toga sto
se prag p;nr u [Meie89] raduna priblizno, u Algoritmu B se pojavljuje
mogucnost da se komplementiranjem bita kojima je AVG veéa od praga
poveca matematicko ocekivanje broja pogreinih bita. Nasuprot tome,
u tacki 3.3 se jednostavno pokazuje da se matematitko ocekivanje broja
pogresnih bita na ovaj nacin ne moze povecCati ukoliko se koristi prag
1/2.

Sva izracunavanja u algoritmu izvode se sa algebarskim vrednostima
In({1 — p)/p) umesto sa samim verovatnoéama p. Time je poveéana
tacnost i1zraCunavanja u slucajevima kad su verovatnole bliske nuli ili
jedinici (videti Teoremu 3.4}, $to ima za posledicu efikasnije odvajanje
bita manje nepouzdanosti (videti tacku 4.1).

Faza pretirage je nesto slozenija od Algoritma A, jer su primenjene
neke ideje iz drugih radova, posebno [LeeB88,Dors74]. Sluéajno se bira
vise informacionih skupova, ¢iji indeksi su iz skupa indeksa koordinata
sa malom nepouzdanoséu. Pri tome se koristi ¢injenica da se bez posle-
dica mogu istovremeno komplementirati bilo koja AVG 1 odgovarajuéi
bit primljene poruke, videti tacku 3.2.

Granica za broj ispravki na informacionom skupu, dubinu pretrage,
bira se tako da se (sli¢no kao u radu [LeeB88]) optimizira verovatnoéa
uspesnog dekodiranja (videti tacku 4.3).



Poglavlje 3

Kombinovani algoritam:
probabilisticka faza

Aposteriorne verovatnoce greske bita primljene poruke izracunavaju se
na osnovu odredenog broja kontrola parnosti, koje u opstem sluéaju
ne predstavljaju bazu koda dualnog kodu Ri,. IzraCunavanje AVG
na osnovu kompletne kontrolne matrice koda Rj, gotovo uvek ima
neprihvatljivo veliku numericku sloZenost.

Definicija 3.1 Neka je t proizvolini fiksirani indeks, 1 < 1 < n. Lokalna
kontrolna matrica (LKM) za koordinatu sa indeksom i linearnog (n, k)
koda C je proizvolina matrica H®) &ije su vrste jednake nekim (line-
arno nezavisnim) kodnim reéima koda dualnog kodu C, pri éemu su svi
elementi u i~toj vrsti ove malrice jednaki jedinici.

Ovako definisane LKM koris¢ene su na primer u [Batt79] za izra-
tunavanje AVG. Sa aspekta numericke sloZenosti izra¢unavanja AVG
posebno je interesantan slu¢aj kad su LKM H() formirane od kon-
trola parnosti ortogonalnih u odnosu na i—-tu koordinatu kodne reéi,
1 < i < n. Kontrole parnosti sa malim brojem élanova su korisne, jer
omoguduju postizanje pouzdanije ocene taénosti pojedinih bita prim-
liene poruke [Gall62]. |

U ovom poglavlju se najpre razmatra postupak za formiranje svih
LKM za kod R, (tacka 3.1), a zatim problemi efikasnosti 1 tacnosti
izracunavanja AVG (tac¢ka 3.2). Verovatnoca pogresnog odlucivanja o

31
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bitu greske na osnovu AVG, verovatnoda zaostale greske, analizirana
je u tacki 3.3. Formulacija i dokaz dovoljnog uslova za konvergenciju
niza vektora koji odreduju raspodelu verovatnoéa na skupu B, (ko-
rak 5° Algoritma 2.1) dati su u tacki 3.4. Ovaj rezultat omoguéuje
eksperimentalnu analizu probabilisticke faze kao zasebnog algoritma za
dekodiranje.

3.1 Formiranje lokalnih kontrolnih ma-
trica

AVG bita primljene poruke izratunavaju se kao i u [Meie89] samo
na osnovu kontrola parnosti oblika (1.5), izvedenih iz osnovne LRR
koda HRi.. U ovoj tacki bi¢e detaljnije izlozen algoritam za formi-
ranje lokalnih kontrolnih matrica (LKM) za svaku koordinatu prim-
ljene poruke. Predlozeni algoritam je pogodan u sluéaju kad je veliki
odnos n/k, jer se koristi ¢injenica da su tada LKM za neke grupe ko-
ordinata kodne reci sli¢nog oblika. Dokazano je da LKM formirane na
ovaj na¢in imaju linearno nezavisne vrste ako je polinom h(z) nesvod-
ljiv (Teorema 3.1). Na kraju je dat heuristi¢ki algoritam za nalaZenje
LKM kao podmatrice (maksimalne LKM) sa najveéim brojem vrsta,
takve da je numericka sloZenost izracunavanja AVG pomoéu nje (ako
se koristi Teorema 3.2 iz naredne taike) manja od zadate gornje granice.

Ako se sa I oznali skup eksponenata ¢lanova polinoma A(z) €
GF(2)[z], tj.

Iy ={i|0<i<k, h; #0},

tada se jednakost (1.5) moze napisati u obliku

EB Tipov = 0, I 4 Z 0, 1 S J S n — k2Y. (3.1)
A€l |

Sve kontrole parnosti ovog oblika imaju isti broj m + 1 &élanova, jednak
broju ¢lanova polinoma A(z). |
Neka je za 1 <7 < n sa H; oznaéen skup parova celih brojeva

Hi={(,A) |v=>20, Ael, Mel)1<i+({1-X2"<n)},
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1 neka je

n—1
= {]
Vma:: [d k ].1

gde je sa ld oznaden logaritam za osnovu dva. Lako se pokazuje da je

max {v | (v, A) € D H;} = Vpagz-

=1
Zaista, oCigledno je (Vnaz,0) € H; zat = 1, jer je 1 + k2¥™* < n. S

druge strane, za ¥ > Va1 proizvolino A € I, zbog

(i + (k= N)2%) — (i + (0 — \)2¥) = k2" >
Z k2uma1+1 — ka[ld ((n—1)/k)] > zkzld((n—l)/k)—l —p -1 _

dobya se da je
(v, ) ¢ U H;.
1=1
Neka je fiksiran indeks 7, 1 < 7 < n. Svakom paru (v,A\) € H;
odgovara taino jedna kontrola parnosti

D ziv-22» =0 (3.2)

oblika (3.1) koja sadrzi koordinatu z; kodne re&i. Prema tome, LKM
H() je jednoznaino odredena skupom H;.

Uslovi koje zadovoljavaju parovi (v, A) € H; mogu se transformisati
u jednostavniji oblik. Uslov (Ml € I;) (1 €z + (I — 2)2¥ < n) je zado-
voljen ako 1 samo ako je |

i+ (k=22 <n, i+(0—=2A)2">1, (3.3)

odnosno , _
n—1 i —

Zbog toga se skup H; moze ekvivalentno definisati jednakoscu

k — A€ 1.

__ B .
Hi= {0 10 S v S thpawy A€ Iy k=" <A< m )
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Skup H; je otigledno podskup skupa
H ={(+,A) |0 < v < Vnaz, A € I}.

koji 1ima
p=(m+1)(Vmes + 1), (3.4)
elemenata. Broj vrsta u matrici H(*) jednak je broju elemenata skupa
H; i nije vecéi od p. -
Postupak formiranja LKM biée ilustrovan jednim primerom.

Primer 3.1 Neka je h(z) = 1 + 22 + 2" i n = 16. Dimenzija koda
Riyn je k = 7. Da bi se formirala matrica H® od kontrola parnosti
oblika (3.2) koje obuhvataju koordinatu rg kodne reci x, treba formirati
skup Hs parova (v, A) koji zadovoljavaju uslove

OSVSvmu-—:[ldm,{_l]_l

16 - 8 8—1

<AL —
7 o S A < TR
Za v = 0 mogude vrednosti za A su 0,317, a za v = 1 ovi uslovi zadovo-
ljeni su samo za vrednost A = 3. Skupu Hg = {(0,0),(0,3),(0,7), (1,3)}

odgovara skup kontrola parnosti

re I, ={0,3,7}.

g P T11 D Tis
Ts D rg D T2
) D xy D g

I PDTrgD Tr16 =

|
oo o

Od ovih kontrola parnosti direktno se formira LKM H{®),

"0 0000001001000 10°"
e _| 0000100100010000 |
1 1001000100000000¢0

01 0000061000000 01_

Dobijeni skup kontrola parnosti je u ovom sluéaju ortogonalan u odnosu
na koordinatu xs. g
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U navedenom primeru LKM ima dosta veliki broj kolona koje su
nula-vektori. U opstem slucaju broj koordinata kodne rec¢i obuhvadenih
kontrolama parnosti iz LKM H), odnosno broj kolona LKM razli¢itih
od nula—vektora, nije veci od

- — 1
1+pm=‘-—1+m(m+1)[ldnk ]

Zbog toga, ako je

m < \/n/1d (n/k)

onda je veliki deo kolona LKM jednak nula-vektoru. Tada se dimenzije
LKM efektivno smanjuju, jer koordinate primljene poruke kojima u
LKM odgovaraju nula-vektori ne uti¢u na izracunavanje AVG.

Postupak formiranja LKM HO) slican je za neke vrednosti in-
deksa ¢, jer su jednaki odgovarajuci skupovi H;. Ova &injenica se moZze
iskoristiti za uproscenje postupka formiranja svih LKM. Fiksirani par
(v, A} € H' pripada skupu H; ako i samo ako je zadovoljen sistem ne-
jednakosti (3.3), odnosno

1422 <i<n—(k—\)2".

Za ovaj par (v, A) i za svaku vrednost indeksa ¢ iz ovog intervala dobija
se ta¢no jedna kontrola parnosti (3.2). Nanosenjem ovakvih p intervala
na interval [1,n], dobija se njegova podela na podintervale u kojima je
skup H; konstantan. Ako Je za neko iz, 1 < ¢ < n, H; = H;1, tada
je HUFD) = 0 j HgiH) = H_, za 2 < j < n. Drugim re¢ima, matrica
H{+1) dobija se od matrice H{) translacijom kolona udesno, odnosno,
mozZe se reci da su ove dve matrice identitne do na translaciju. Dakle,
dovoljno je formirati samo po jednu LKM u svakom od podintervala.

Broj podintervala intervala [1,n] nije veéi od 2p + 1. Preciznija
gorn)a granica za broj podintervala je 1 + 2m (v, + 1), jer je donja
granica intervala 14 A2 jednaka 1 za sve parove {v,0), 0 < v < vmar, 2
gornja granica n — (k — A)2” jednaka je n za sve parove (v, k), 0 < v <
Vmaz. Postupak podele intervala [1,n] na podintervale biée ilustrovan
jednim primerom.

Primer 3.2 (nastavek primera 8.1) Skup
H' = {(0,0),(0,3),(0,7),(1,0),(2,3),(1,7)}
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Kontroia parnosti Vrednosti indeksa ¢
' 1 2 3 4 S 6 7T 8& 9 10 11 12 13 14 15 16
T Dxrita Drisgr =0 *® & @ = & 2 & e @
i3 @ T DTiga =0 . ® ® . e ® . . »®
Tiwy D it Pxr; =0 ® - - » . - ® » -

r; P rige Briyi1a =0 *. e

ri—sDxi Prigs =0 ' e e

Ti_14 BT Dzxi =0 . .

Tabela 3.1: Primer formiranja intervala sa konstantnim skupovima kon-
trola parnosti

ima na osnovu (3.4) p = (1 + 1)}(1 + 2) = 6 elemenata. Elementu
(0,0) € H' odgovaraju kontrole parnosti z;®z;43Pz;+7 = 0 oblika (3.2),
pri ¢emu ¢ lezi u intervalu [1+0x2°, 16 —(7—0) x2°] = [1,9]. Na slican
nacin, elementu (0,3) € H’ odgovaraju kontrole parnosti z;_3 ® z; &
z;rq4 = 0, pri ¢emu je : € [4,12]. Intervali koji odgovaraju elementima
skupa H'’ pregledno su prikazani u Tabeli 3.1. Interval [1,16] je tako
podeljen na devet podintervala, [1,2], [3,3], [4,6], [7,7], {8, 8], {9,9],
110,12], [13,14] i [15,16], takvih da su u svakome od njih skupovi H;
konstantni. Na primer, za : € {10,12] je H; = {(0,3),(0,7)}, sto znaéi
da se matrica H) formira od kontrola parnosti z; 3@ z; ® z;44 =0 i
T, 7P z;_4Dzx; = 0. Broj podintervala upravo je jednak gornjo) granici
14+ 2m(vmaz +1)=9. O

U opstem slutaju se podela intervala [1,n] na podintervale sa kon-
stantnim skupovima H;, kao i formiranje ovih skupova, moze izvriiti
koriscenjem sledeceg algoritma.

Algoritam 3.1 Podela intervala [1,n] na podintervale sa konstantnim
skupovima H; 1 formiranje ovih skupova.

Ulaz: prirodni brojevi n,k, n > k i polinom A(z) € GF(2)(z] stepena
k. '
Izlaz: donje i1 gornje granice podintervala za indeks z, 1 €z < n, u
kojima su konstantni skupovi H;, i skup H; za svaki podinterval.

1° [Izra&unavanje granica podintervala koji odgovaraju pojedninim pa-
rovima (v,A) € H'. Skup H’' parova (v,A) ureden je prema
rastuéim vrednostima v, a u grupama sa istom vrednoScu v prema
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rastuéim vrednostima A. Niz {g;} sadrzi granice podintervala,
niz {¢;} sadrZi podatke o tome da li su odgovarajuci elementi
niza {g;} donje ili gornje granice, a j je redni broj para (v, A)
u skupu H', 1 < j < p (34).] Za svako (v,A) € H staviti
7 —v(im+1)+ord(A, 1), g2j—1 — 1+ A2Y ty,_y & 1, v3j_1 — v,
Agj—1 +— A, ggj — n — (k — A2Y + 1, ty; — —1, va; v, Ag; +— A.
Ovde ord{}, I;) oznacava rang (redni broj) elementa A u rastuce
uredenom skupu /.

20 [Sortiranje granica.] Urediti niz brojeva gy, 491,...,92, po veliini.
Neka je dobijen niz 1 = g; < g3 < ... < g3, = n. Neka su dalje
nizovi t],15,...,15,, V], Vq,.- ., ¥y, i A}, A, ..., A3, dobijeni od ni-
zova ty1,t9,...,820, V1,V2,...,V2p 1 A1, A2,..., A2, pPrimenom iste

permutacije koja niz ¢, g2, ..., g2, prevodi u niz g1, 93, - -, g2,-

3° [Formiranje skupova H;, 0 < ¢ < n, odnosno skupova kontrola
parnosti za pojedine podintervale.] Staviti H'y + @, a zatim za
7 = 1(1)2p staviti |

Hia U{(vi, ALY}, t=1
H,; =
Hoo N (v A3} 1= ~1
Neka je g;,., = n + 1. Tada je

H: =H;, g:<i<gi,—1 1<j7<2p O

Desne granice podintervala povedane su za jedan, tako da omni ne
sadrze svoje desne granice. Lako se proverava da je u koraku 1° algo-
ritma g = 11¢g2, =n+1. Zbog toga jeig) =11ig;, =n+1, paje
unija nepraznih intervala {¢},9;,; — 1}, 1 < j < 2p, jednaka intervalu
[1, n]. Slededi primer ilustruje primenu algoritma.

Primer 3.3 (Nastavak primera 3.2} U koraku 1° algoritma formiraju
se nizovi {g;}, {t;}, {v;} 1 {A;}:

i1 23 45 67 89 10 11 12
g; 1 10 4 13 8 171 37 9 15 17
£ 1 -1 1 -11 11 —-11 -1 1 -1
A, 0 03 3 7 70 03 3 17 7

L
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Sortiranjem kolona ove tablice prema rastucim vrednostima elemenata
g;i, u koraku 29 algoritma dobijaju se nizovi {g_‘;-}, {t;}, {vi} i {/\;} :

j 12 3456 7 8 910 11 12
g/ 11 3 478 9 10 13 15 17 17
. 11 -1111 -1 -1 -1 1 —~1 -1
401 1010 1 0 0 1 0 1
. 06 0 3 37

3 0 3 7T 7T 7

Konaéno, u koraku 3° algoritma dobijaju se skupovi H; za pojedine
podintervale na koje se razbija interval {1, 16]:

interval t; H'; = H;
' 1 {(0,0)}
1 {(0,0),(1,0)}

0
2

3] —1 {(0,0)}

6 1 {(0,0),(0,3)}
7.

8

1 {(0,0),(0,3),(1,3)}

] 1 {(0,0),(0,3),(1,3),(0,7)}
igag, —1 {(0:0):(013):(017)}
13,14] -1 {(0,7)}

10 [15,16] 1 {(0,7),(1,7)}

11 [17,16] -1 {(1,7)}

12 [17,16] -1 @ '

L 00 ~IT O O Wi %,

Kao sto se moglo 1 o¢ekivati, dobijen je isti rezultat kao i u prethodnom
primeru. O

U koraku 1° algoritma izracunava se najvise 2p granica intervala, §to
zahteva izvriavanje O(p) operacija (celobrojnih sabiranja, oduzimanja
i mnoZenja). Sortiranje vektora u koraku 2° moze se najjednostavni-
jim algoritmom izvr§iti pomocu O(p?) operacija. Formiranje jednog
skupa H’'; u koraku 3° zahteva najvise O(p) operacija. Konacno, najvi-
Se 14 2m(vmer+1) < 2p matrica H) (po jedna u svakom podintervalu
intervala [1,n] ) moze se formirati pomoéu najvise Q(2p X pn) operacija.
Ukupno je dakle za formiranje svih LKM potrebno izvrsiti ne vise od
O(m?*n log? %) operacija. Numericka sloZenost ovog algoritma, kao §to
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se vidi, nije velika. Prednost koriscenja ovog algoritma ispoljava se
i prilikom izrac¢unavanja AVG na osnovu uprodéene (na osnovu Teo-
reme 3.2) LKM: dovoljno je izvriiti transformaciju samo jedne LKM iz
svakog podintervala formiranog u Algoritmu 3.1.

Polinom h(z) stepena k je simetrican ako je h(z) = 2*h(1/z). U
vezi sa LKM formiranom na opisani naéin, postavlja se pitanje mozZe li
se dogoditi da neke njene vrste budu linearno zavisne. Odgovor na ovo
pitanje daje sledeca teorema.

Teorema 3.1 Pretpostavimo da je stepen k karakteristiénog polinoma
h(z) koda Ry, neparan, ii, ako je k parno, da polinom h(z) nije
simetri¢an. Tada su vrste LKM formirane od kontrola parnosti ob-
ltka (8.2) linearno nezavisne. |

DoxAz. Pokazademo da su kontrole parnosti (3.2) koje odgovaraju
parovima (v, A) € H’ linearno nezavisne, iz tega sledi da su one linearno
nezavisne 1 ako je (v,A\) € H; C H' za proizvoljno 2, 1 < z < n.
Kontrole parnosti (3.2) koje odgovaraju parovima (v, A} € H' linearno
su nezavisne ako 1 samo ako su linearno nezavisni polinomi

k
@h;z(l-}')zy = z_nuh(zzp), 0 S v S Vmars A € Ih-
{=0

Ovi polinomi su linearno nezavisni ako i samo ako ne postoje koeficijenti
a,z, (v, A} € H', od kojih je bar jedan razlicit od nule, takvi da je

Yoz

69 h(z?) @ au‘,\z‘nv = (),

v=0 A€l
odnosno
Vmazx v k L
D h(z") Pz =0,
=0 =0

gdeje o,y =02zal g, 0 <v < vpe,. Ako sa g, oznaéimo polinom
D, o'z stepena k, onda se poslednji identitet moZe napisati u obliku

Vmax

@ h(z*)g,(z7¥ )= 0. (3.5)

=0
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Pretpostavimo da je bar jedan koeficijenat polinoma g, (z) razlicit
od nule (ako to nije tacno, onda se sa v, mozZe oznaéiti najveli broj
v takav da je bar jedan koeficijenat polinoma g,(z) razli¢it od nule).
Polinom

Vmazx —1

P rE*)g(z7F)

=0

ima ¢lanove stepena izmedu —k2¥mes—1 j [2¥maz—1_ Neka su sa I, 1
[ oznaceni najmanii 1 nayveci stepen nekog ¢lana polinoma z).
mazx Ymax

- Proizvod
h( 2 - )gi’ma: (z* 2rmas )

ima clanove stepena izmedu —[0™2*2¥mes 1 (k — [,,;,)2¥™*=, jer se pret-
postavlja da polinom A(z) ima &lanove stepena 0 i k. Zbog iden-
titeta (3.5) mora da bude —ImeF2¥mez > __E9vma==1j ([ ..)2Vmes <
k2vmaz=1 odnosno 2l .z < k12, > k konaéno l,;n = lmaz = k/2.
Za neparno k ovo je nemogude, sto znaci da je za neparno k tvrdenje
teoreme dokazano. Lako se proverava da je identitet (3.5) nemoguc 1
ako je Vpaz = 0.

Razmotrimo sada slucaj kad je k parno, k = 2k;, 1 ¥jar = 1. Tada
je gu,...(2) = 2", a identitet (3.5) postaje

Vmaxz—1

2R R Y D h(z¥)g.(27F) = 0. - (3.6)

=0

7a Vyar = 1 ovaj identitet svodi se na
272 p(2*) ® h(2)go(z™) = 0,
odnosno zbog kh(2?) = (k(z2))?,

h(z) (z"kh(z) %) gg(z_l)) = 0.

Odavde se dobija da je go(z) = zFh(2~1). Polinom h(z) po pretpostavci
nije simetri¢an, pa postoji bar jedno I/, 0 < I’ < k takvo da je hy =0,
hr_p =110 ¢ I). Medutim, tada je apr = 1, suprotno pretpostavci o
koeficijentima polinoma gg(z) (co; =0 za sva,I\o [, 1¢I).

Preostalo je da se razmotri slu¢aj vp.z = 2. Smenom

Gomas-1(2) = 2°h(27") @ ¢(2),
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gde je p(z) polinom stepena ne veceg od k, identitet (3.6) postaje

Vmaxr—2

PR e D) (e () = 0.
=0

Sli¢nim rezonovanjem kao kod identiteta (3.5) odavde se dobija da je
w(z) = uzf, u € B,ig,,..-1(z) = 2°h(z71) @ uzFt. Medutim, ovo
vodi kontradikciji, jer je oy, .—10 = 1, iako I’ & I,. Time je tvrdenje
teoreme dokazano. O

Poznato je da simetricni polinom iz GF(2)[z] stepena vedeg od dva
ne moze da bude nesvodljiv. Zbog toga vazi sledeca posledica dokazane

teoremie.

Posledica 3.1 Ako je karakteristiéni polinom h(z) koda Ra, nesvod-
iv, onda su vrste LKM formirane od kontrola parnosti oblika (3.2)
linearno nezawmsne. O

Iz razmatranja sloZenosti izracunavanja AVG koris¢enjem LKM u
narednoj tacki sledi da je éesto potrebno kao LKM koristiti ne ma-
trice dobijene pomocu Algoritma 3.1 (odnosno pomoéu svih kontrola
parnosti oblika {3.2)), nego matrice koje se od njih dobijaju izbacivan-
jem nekih vrsta. Numeritka sloZenost izradunavanja AVG na osnovu
LKM, videti (3.24), treba da bude ispod zadate granice, dok istovre-
meno broj kontrola parnosti treba da bude 5to je moguée veci. Ovaj
kriterijjum (5to veci broj kontrola parnosti) je prakti¢na zamena za
pravi kriterijum, minimalnu verovainodu zaostale greske {videti narednu
tacku), odnosnoe maksimalno smanjenje verovatnode greske (videti tacku
1.3). Uslov koji namece ogranifenje na numeri¢ku sloZenost svodi se na

uslov da velic¢ina
min(r + 1,n —r — )

bude manja od zadate gornje granice (na primer 10). Ovde je [ jednako
broju kolona u polaznoj (maksimalno)) LKM koje se mogu izbaciti na
osnovu Teoreme 3.2; jer su jednake nekoj drugoj koloni LKM. For-
mulisani optimizacioni problem vrlo je sloZzen i moZe se rejavati jedino
metodom heuristicke pretrage, jer je u tipiénim slu¢ajevima veliki broj
podskupova skupa vrsta LKM.

Pre nego sto bude 1zlozen algoritam, potrebno je najpre definisati
nekoliko pojmova (videti na primer [Nils71]). Skup koji se pretrazuje,
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prostor stanja, je familija podskupova skupa vrsta razmatrane LKM.
Elementi prostora stanja su évorovi. Sledbenik évora je &vor &iji je pod-
skup dobijen prodirenjem polaznog &vora (kao podskupa) nekom novom
kontrolom parnosti (vrstom maksimalne LKM). Od &vorova dostignu-
tih u toku pretrage moze se, vezivanjem &vorova za sledbenike, formi-
rati stablo, tzv. stablo pretrage. Za svaki &vor definidu se njegova
vrednost, jednaka broju elemenata odgovarajuéeg podskupa i sloFenost
min(r+1,n—r—1), gde sur i n dimenzije LKM formirane od izabranih
vrsta, a [ je broj kolona ove LKM koje su izbaéene jer su jednake nekoj
drugo) njenoj koloni.

Prilikom izvr3enja algoritma pretrage koriste se dve liste, OPEN
1 CLOSED. Na listu OPEN zapisuju se dostignuti &vorovi. Cvorovi
sa liste OPEN se posle razvijanja (stavljanja na listu OPEN svih
sledbenika razvijanog &vora, koji veé nisu na listi OPEN ili CLOSED)
prebacuju na listu CLOSED. Cilj pretrage je nadi &vor &ija sloZenost
nije veca od zadate granice, a &ija vrednost je $to je moguée veéa.

Pre izvrSenja algoritma treba fiksirati vrednosti nekih parametara
(granica n. za broj razvijanih évorova, granica n, za sloZenost ¢vorova).
Sam algoritam je tipi¢an algoritam heuristicke pretrage, videti [Nils71].

Algoritam 3.2 NalaZenje podmatrice date maksimalne LKM formi-
rane od $to veleg broja njenih vrsta, tako da numericka sloZenost
izraCunavanja AVG na osnovu nje bude manja od zadate granice n,.
Ulaz: maksimalna LKM, granica n, sloZenosti LKM.

Izlaz: podmatrica maksimalne LKM sloZenosti ne veée od n, sa §to je
moguce veCom cenom.

Parametri: granica n. za broj razvijanih &vorova, granica n, za slozenost
cvorova. |

19 [Inicijalizacija lista OPEN i CLOSED.] Staviti prazan skup na listu
OPEN, isprazniti listu CLOSED.

2° [Izbor &vora za razvijanje.] Izabrati sa liste OPEN neki od &vorova
sa najvecom vrednoscu {prvog na listi medu njima) i prebaciti ga
na listu CLOSED. Ukoliko je lista OPEN prazna ili je dostignuta
granica n. broja razvijenih &vorova, kraj, pri éemu je reienje &vor

najvece vrednosti sa liste OPEN ili CLOSED.
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3° [Razvijanje izabranog ¢vora.] Sledbenike izabranog ¢vora koji nisu
na listi OPEN ili CLOSED, a sloZenost im ne prelazi vrednost n,,
zapisati na listu OPEN (ukoliko na njoj ima jo§ prostora), skok
na 2%; ako na listi OPEN nema viSe prostora, kraj, pri Cemu
je resenje &vor najvece vrednosti sa liste OPEN ili CLOSED.
D .

3.2 Izracdunavanje aposteriornih verovat-
noca greske

Osnovni korak probabilisticke faze Algoritma 2.1 je izraCunavanje AVG
svih koordinata primljene poruke koris¢enjem odgovaraju¢ih LKM. Nu-
meriCka sloZenost izra€unavanja AV(G raste eksponencijalno sa dimen-
zijama LKM, pa je od interesa pronaci efikasnije algoritme za re3avanje
ovog problema. Jedan takav algoritam bice izloZzen u ovoj tacki. Pored
toga, bice razmatran problem tacnog izratunavanja (izraéunavanja sa
malom greskom) u slutaju kad su apriorne verovatnole greske bliske
jedinici ili nuli.

Zbog jednostavnosti ée u ovoj i narednoj tacki sa H biti oznadavana
LKM, posto su iz nje prethodno izbafene kolone jednake nuli (nula-
vektoru). Time su iz kodne redi, primljene poruke, kao i svakog vek-
tora 1z B, iskljuéene su koordinate koje ne ucestvuju u bar jednoj kon-
troli parnosti sa izabranom (prvom, zbog jednostavnosti) koordinatom:.
Broj koordinata vektora posle skracivanja biée u ovoj i narednoj tacki
oznacavan sa n. Dimenzija dobijenog linearnog koda bice oznacavana
sa k. Pretpostavlja se da su vrste LKM H linearno nezavisne, videti
Teoremu 3.1. Broj vrsta matrice H je r = n — k. Bez gubitka opstosti
moZe se razmatrati izraCunavanje AVG p; prve koordinate primljene
poruke, jer se izracunavanje AVG neke druge koordinate svodi na ovaj]
problem odgovarajudom permutacijom koordinata kodnih reéi.

Neka je vektor greske slu¢ajna promenljiva sa raspodelom verovatnoca

P{E = e} = HP?(I ——Pi)lhe‘, e € B, (3.7)
1=1
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odredenom vektorom p apriornih verovatnoéa greske (videti (1.1); ovde
su verovatnode jedinice za pojedine koordinate vektora E razlicite). U
ovom izrazu sa koordinatama vektora e racuna se kao sa odgovarajudim
realnim brojevima. Neka je vektor y realizacija silucajne promenljive
Y = x & E, gde je x € Ry, fiksirana kodna re¢, koja je dovedena na
ulaz kanala sa greSkom. Prilikom izradunavanja AVG

pp = P({E, =1} |{HE = Hy}) = p:(H,y,p)

na osnovu primljene poruke y € B,, bez smanjenja opstosti mozZe se
pretpostaviti da koordinate vektora p zadovoljavaju uslov

0<p<1/2, 1<i<n

Pretpostavimo da vektor p ne zadovoljava ovaj uslov. Neka je vektor
d € B, odreden jednakostima |

_Jo, p<1/2 :
d'_{l, P >1/2 1 << n.

Definisimo sluéajne promenljive E’, Y’ 1 vektor y’ jednakostima E' =
Edd, Y =XY&diy =ydd. Tada je vektor y' realizacija slu¢ajne
promenljive Y/ = x®dE®d d = x D E’. Koordinate vektora p’ koji
odreduje raspodelu verovatnoéa slu¢ajne promenljive E’

n
P{E = e} = [[2*(1— )™, eeB.
=1
zadovoljavaju odigledno uslov 0 < pl <1/2, 1 <1 < n, jer je
t ) Pi .Pi51/2 < i<
p"—{PE, pi > 1/2 7 lsesm.
Izratunavanj em AVG
Py = P({E; =1} | {HE' = Hy'}) = 52 (H,y’, p')
direktno se dobija i AVG §, jer je
p, = P({E} =1} |{HE = Hy'})
= P({E1®d; =1} | {HE = Hy})

— ﬁl} d1=0
l_ﬁ].} dI:)éO '
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Iz ovog izraza sledi da ako se istovremeno komplementiraju neke ko-
ordinate vektora verovatnoéa p 1 odgovarajuce koordinate vektora y,
tada se novi vektor AVG dobija od starog komplementiranjem istog
skupa koordinata. Pod komplementiranjem realnog broja z ovde se
podrazumeva njegova zamena brojem 1 — z.

Neka je za dati vektor s € B, 1 u € B sa (s, oznaclen skup

Csw={e€ B, | He = s, ¢; = u}. - (3.8)

Uzimajuci u obzir (1.2), ocigledno je Cso U Cs, = (s, odnosno skupovi
Cso 1 Cs1 predstavljaju razlaganje koseta C5. Ako je y € B, prim-
ljena poruka, a s = Hy odgovarajuéi sindrom, onda se AVG p; moze
1zraCunati na osnovu jednakosti

1 — B P{E,=0,HE =s} P{E € Csp)}
pp  P{Ei=1HE=s} P{E€C s}
ZeECs,u P{E = e}'
Zeecs,1 P{E = e} ‘

Pod pretpostavkom da je r vrsta matrice H linearno nezavisno, skup
Cs.y 2za proizvoljno s € B, ima 2" 7~! = 2*-! elemanata, pa je nu-
mericka sloZenost izracunavanja AVG na osnovu ovog izraza O(n2¥)
(oko n2* mnoZenja, 2* sabiranja i dva deljenja). |

Za izra¢unavanje AVG postoji 1 drugi algoritam, &ija je numericka
slozenost OQ(n27). Najpre e biti definisana generatrisa koseta linearnog
koda (videti na primer [Batt79]). Ako je z = (21, 22,..., 2.) vektorska
promenljiva i a € B, vektor, neka je sa z® oznacen izraz

(3.9)

Z® = 2712372 .. 2%,
Ovde je z;* jednako z; ako je a; = 1, odnosno 1 ako je ¢; = 0, 1 <

2 < r. Neka je dalje sa ® oznacena operacija mnozZenja ovakvih izraza,
distributivna u odnosu na sabiranje, takva da je za svako a,b € B,

z® ® zb = za@b.

Ako je H kontrolna matrica linearnog (7, k) koda, lako se pokazuje da

j€ u 1Zrazu
T

5 ((1 —pi) + p;-zH.") (3.10)

1=1
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koeficijenat uz z® jednak verovatnoéi P{HE = s} (videti [Batt79]).
Na slican nacin, verovatnoée P{HE = s, E; = 0}, odnosno P{HE =
s, E; = 1} jednake su koeficijentu uz 2° u izrazu

(1-p) é (1 —p) + piz' )

1 =2

odnosno u 1zrazu

Pz ® (1~ pi) + piz™) .

=2

Razvijanje ovih izraza moZe se izvrsiti mnoZenjem ¢lan po ¢lan pomocu
O(n2") operacija (od tega oko 2n2" realnih mnoZenja), §to znaci da
numericka sloZenost izratupavanja AVG ovim metodom nije veca od
O(n27).

Sledeéa teorema [Zivk90] pokazuje kako se moZe uprostiti 1zracu-
navanje AVG u sludaju kad LKM H ima nekoliko jednakih (nenultih)

kolona.

Teorema 3.2 Pretpostavimo da su kolone kontrolne matrice ¥ line-
arnog (n,k) koda C sa indeksima iz skupa 1 = {i1,12,... 0}, 1 € 1
jednake. Neka je vektor y € B, primljena poruka, i neka je p vek-
tor koji odreduje raspodelu verovatnoca na skupu B, (3.7). Neka su
matrica H' 1 vektori y’, p’ dobijeni redom od H, ¥, t p izbacivanjem
kolona, odnosno koordinata sa indeksima t2,13,...,t, pri emu se ko-
ordinata sa indeksom i, vektora y zamenjuje u vektoru 'y’ sa D, v, a
odgovarajuca koordinatla vektora p zamenjuje se u vekioru p’ vrednodcu

tzraza
!

: (1 ~TIa - 2p,;j)) . (3.11)

=1

Tada su AVG izraéunate na osnovu H,y i p, odnosno H',y’ i p’ jed-
nake:

ﬁl(H:y': P) = ﬁl(Hfﬁy"! p!)‘ 0

Dokaz. Neka je sa E' oznaéena vektorska slu¢ajna promenljiva
koja se od slutajne promenljive E dobija izbacivanjem koordinata sa
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indeksima 19, 23, . .- ,'z';, pri ¢emu se koordinata sa indeksom 2, vektora
E zamenjuje u vektoru E’ slu¢ajnom promenljivom @i, F;. Tada je
zbog
i
1
=1

(videti [Gall62, Teorema 1]) raspodela verovatnoce slu¢ajne promenljive
E’ odredena vektorom p’. Medutim, slucajne promenljive £; , E;,, ..., E;
u kontrolama parnosti HE = 0 figuriSu samo u okviru zbira G}j,:l E;,.
Kako je HE = H'E’' 1t Hy = H'y’, biée

n(H, Yy, p") pP({E, =1} |{H'E' = HY'})
P({E{=1} | {HE=HY})
= P({Ey=1}|{HE=HY})=pm(H,y,p),

I

¢ime je teorema dokazana. O

Primenom ove teoreme AVG se moZe izracunati pomocu priblizno
2/-1 puta manje operacija nego direktnim postupkom ako LKM H
ima ! identi¢nih kolona. Pri ovo] proceni moZe se zanemariti mali
broj operacija koje treba izvrsiti prilikom izratunavan)a verovatnoce
P{@®!, E; = 1} (I mnoZenja i 2! + 1 sabiranja).

Razmotrimo sada LKM H formiranu od homogenog sistema od r or-
togonalnih m 4 1-¢&lanih kontrola parnosti bita y;. Pomocu ove teoreme
ili na drugi nacin dobija se da je [Gall62]

n 1
P11 = , (3.12)
1—p {1+(1=2p) "~ K
1+ p (1--(1-21’)"‘

gde je sa { = w(s) oznacena teZina sindroma s = Hy. ZapaZa se da ova)
izraz zavisi od veli¢ine r — 2{ = (r — {) — { jednake razlici broja nula
1 jedinica medu koordinatama sindroma, a ne zavisi od ukupnog broja
r kontrola parnosti. Vrednosti izraza za p € {0.15,0.3,0.35,0.4,0.45},
| r —2¢ |€ {1,2,3,4,6,8,10, 15,20, 30,40,50,100} i m € {2,4,6} date
su u Tabeli 3.2. Za proizvoljne m,p je ocigledno

Iim p, =0
r—2¢ oo 251 _x
]

r—2(——oc
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Brzina konvergencije u ovim izrazima opada kad se p priblizava jednoj
polovini sa donje strane ili kad m raste.

Teorema 3.2 moZe se dovesti u vezu sa sledeéim tvrdenjem, nesto
opstijim od tvrdenja iz rada [Gall62] (u izvornom obliku matrica H ima
speificnu strukturu).

Teorema 3.3 (videti [Gall62]) Neka jey € B, i neka je p vektor koji
odreduje preko (3.7) raspodelu verovainodéa na skupu B,. Pretpostavimo
da je LKMH takva daje H;; =0 zati=r, 1 <3< n-1:11<:i<
ryn—Il+2<3<n,odnosno H;y =1zati=r,n—-14+1<73 <
n, gde je I > 2 (éinjenica da su indeksi kolona teZine jedan redom
n—Il4+2,n—-143,...,n ne smanjuje opslost, jer se koordinate kodnih
reci mogu tspermutovati). Oznaéimo sa H' matricu jednaku podmatrici
malrice H formiranoj od njenih prvih r —1 vrsta i prvih n—1+1 kolona.
Neka je y' = y(12,...n—141}. Neka se prvih n — 1 koordinata (n — [ 4+ 1)-
dimenzionalnog vektora p’ podudara se sa odgovarajuéim koordinatama
vektora p t neka je '

P:;—H-l = ﬁl ([11 co 1]1:-::, [yn-t+1yn—1+2 c o yn]T, (Pn—1+1-.. Pn—1+4+2y++ - :Pn))

1 -

1 + 1—Prisg 1+H?="—l+2(1_2p‘) 1—2s,?
Protts . \T= L1142 (1=290)

gde je

: n

s= D
ti=n—I+1

Tada je

7 (H,y, P) = ﬁl(Hf: Y, Pr)- -

Zapaza se da je poslednjih [ — 1 kolona matrice H identiéno, i da se
AVG primenom ove teoreme moZe izracunati sa priblizno istim brojem
operacija kao i na osnovu Teoreme 3.2. Razlika je u tome 5to se pomoéu
Teoreme 3.2 mogu “izbacivati” iz LKM suvisne kolone teZine veée od
Jjedan.

Prilikom primene Teoreme 3.2 u sluéaju kad su koordinate veltora
p bliske nuli, pojavljuje se problem ta&nosti izradunavanja na osnovu
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P 0.15 0.3 0.35 0.4 0.45
r — 2¢ | -
100. ]| 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00022 | 0.09968
50. || 0.00000 | 0.00000 | 0.00006 { 0.01204 | 0.23135
40. || 0.00000 | 0.00000 | 0.00039 | 0.02641 { 0.26880
30. || 0.00000 | 0.00003 | 0.00239 | 0.05696 | 0.30988
20. || 0.00000 | 0.00067 | 0.01436 | 0.11854 | 0.35419
15. |l 0.00000 | 0.00337 | 0.03468 | 0.16713 | 0.37738
10. || 0.00000 | 0.01671 | 0.08137 | 0.23043 | 0.40115
8. || 0.00003 | 0.03139 | 0.11275 | 0.26003 | 0.41080
6. || 0.00028 | 0.05820 | 0.15421 | 0.29199 | 0.42051
4. | 0.00242 | 0.10542 | 0.20735 | 0.32615 | 0.43029
3. || 0.00703 | 0.13996 | 0.23858 | 0.34398 | 0.43520
2. || 0.02026 | 0.18350 | 0.27289 | 0.36226 | 0.44012
1. || 0.05696 | 0.23684 | 0.31013 | 0.38095 | 0.44505
0. || 0.15000 | 0.30000 | 0.35000 | 0.40000 | 0.45000
-1. || 0.34018 | 0.37179 | 0.39209 | 0.41935 | 0.45495
-2. I 0.60100 | 0.44973 | 0.43584 | 0.43896 | 0.45992
-3. 11 0.81484 | 0.53022 | 0.48062 | 0.45876 | 0.46489
-4. | 0.92783 | 0.60916 | 0.52571 | 0.47869 | 0.46987
-6. || 0.99097 | 0.74826 | 0.61394 | 0.51869 | 0.47984
-8. {| 0.99893 | 0.85004 | 0.69527 | 0.55845 | 0.48984
-10. || 0.99987 | 0.91532 | 0.76600 | 0.59748 | 0.49983
-15. || 1.00000 | 0.98191 | 0.88976 | 0.68894 | 0.52481
-20. |{ 1.00000 | 0.99635 | 0.95215 | 0.76770 | 0.54967
-30. || 1.00000 | 0.99985 | 0.99180 | 0.88036 | 0.59853
-40. || 1.00000 | 0.99999 | 0.99864 | 0.94247 | 0.64551
-50. || 1.00000 { 1.00000 { 0.99978 | 0.97332 | 0.68984
-100. |l 1.00000 { 1.00000 { 1.00000 | 0.99950 | 0.85808

49

Tabela 3.2: Vrednosti AVG za homogeni sistem ortogonalnih kontrola
parnosti, m = 2



KOMBINOVANI ALGORITAM: PROBABILISTICKA FAZA

50
P 0.15 0.3 0.35 0.4 0.45
r—2(¢

100. || 0.00000 | 0.00255 | 0.09630 | 0.32619 | 0.44506
50. || 0.00000 | 0.03205 | 0.19324 | 0.36228 | 0.44753
40. |t 0.00000 | 0.05236 | 0.21976 | 0.36971 | 0.44802
30. || 0.00000 | 0.08443 | 0.24879 | 0.37720 | 0.44852
20. || 0.00001 { 0.13337 | 0.28028 | 0.38474 | 0.44901
15. || 0.00011 | 0.16583 | 0.29691 | 0.38854 | 0.44926
10. || 0.00132 | 0.20434 | 0.31409 | 0.39235 | 0.44951
8. || 0.00350 | 0.22149 | 0.32112 | 0.39387 | 0.44960

6. || 0.00926 | 0.23966 | 0.32822 | 0.39540 | 0.44970

4. || 0.02428 | 0.25881 | 0.33540 | 0.39693 | 0.44980

3. || 0.03802 | 0.26876 | 0.33903 | 0.39770 | 0.44985

2. || 0.06215 | 0.27894 | 0.34267 | 0.39846 | 0.44990

1. | 0.09758 | 0.28936 | 0.34632 | 0.39923 | 0.44995

0. || 0.15060 | 0.30000 | 0.35000 { 0.40000 | 0.45000
-1. |} 0.22359 | 0.31086 | 0.35369 | 0.40077 | 0.45005
-2. 11 0.31972 | 0.32194 | 0.35741 | 0.40154 | 0.45010
-3. || 0.43406 | 0.33322 { 0.36114 | 0.40231 | 0.45015
-4, || 0.55588 | 0.34469 | 0.36488 | 0.40308 | 0.45020
-6. || 0.76923 | 0.36818 | 0.37242 | 0.40462 | 0.45030
-8. || 0.89876 | 0.39231 | 0.38003 | 0.40616 | 0.45040
-10. | 0.95942 | 0.41698 | 0.38769 | 0.40770 | 0.45050
-15. 1| 0.99636 | 0.48023 | 0.40708 | 0.41157 | 0.45074
-20. §| 0.99968 | 0.54412 | 0.42677 | 0.41545 | 0.45099
-30. | 1.00000 | 0.66575 | 0.46679 | 0.42325 | 0.45149
-40. || 1.00000 | 0.76873 | 0.50724 { 0.43108 { 0.45198
-50. || 1.00000 { 0.84726 | 0.54760 | 0.43894 | 0.45248
-100. || 1.00000 | 0.98626 | 0.73126 | 0.47865 | 0.45495

Tabela 3.2: (nastavak) Vrednosti AVG za homogeni sistem ortogonalnih

kontrola parnosti, m = 4
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p 0.15 0.3 0.35 0.4 0.45
r —2(
100. || 0.00000 | 0.15889 | 0.31760 | 0.39693 | 0.44995
50. || 0.00000 | 0.22151 { 0.33360 | 0.39847 | 0.44997
40. || 0.00001 | 0.23596 | 0.33685 | 0.39877 | 0.44998
30. || 0.00015 | 0.25104 | 0.34012 | 0.39908 | 0.44998
20. |} 0.00156 | 0.26676 | 0.34340 | 0.39939 | 0.44999
15. [ 0.00506 | 0.27484 | 0.34504 | 0.39954 | 0.44999
10. 1| 0.01633 | 0.28308 | 0.34669 | 0.39969 | 0.44999
3. | 0.02594 | 0.28642 | 0.34735 | 0.39975 | 0.45000
6. il 0.04097 | 0.28978 | 0.34801 | 0.39982 | 0.45000
4. |1 0.06415 | 0.29316 | 0.34867 | 0.39988 | 0.45000
3. 1 0.07989 | 0.29486 | 0.34901 | 0.39991 | 0.45000
2. 1 0.09909 | 0.29657 | 0.34934 | 0.39994 | 0.45000
1. {1 0.12228 | 0.29828 | 0.34967 | 0.39997 | 0.45000
0. || 0.15000 | 0.30000 | 0.35000 | 0.40000 | 0.45000
1. 01 0.18269 1 0.30172 | 0.35033 | 0.40003 | 0.45000
2. 11 0.22066 | 0.30345 | 0.35066 | 0.40006 | 0.45000
-3. 11 0.26397 | 0.30519 | 0.35100 | 0.40009 | 0.45000
-4. |1 0.31238 { 0.30693 | 0.35133 | 0.40012 | 0.45000
-6. | 0.42159 { 0.31042 { 0.35199 | 0.40018 | 0.45000
-8. 11 0.53906 | 0.31394 | 0.35266 | 0.40025 | 0.45000
-10. {| 0.65234 | 0.31748 | 0.35332 | 0.40031 | 0.45001
“15. 1| 0.85952 | 0.32642 | 0.35499 | 0.40046 | 0.45001
20. 11 0.95227 { 0.33549 { 0.35666 | 0.40061 { 0.45001
-30. 11 0.99531 | 0.35399 | 0.36001 | 0.40092 | 0.45002
-40. 1 0.99956 | 0.37294 | 0.36338 { 0.40123 | 0.45002
-50. il 0.99996 ! 0.39229 | 0.36676 { 0.40154 | 0.45003
-100. || 1.00000 | 0.49298 | 0.38385 | 0.40308 | 0.45005

Tabela 3.2: (nastavak) Vrednosti AVG za homogeni sistem ortogonalnih

kontrola parnosti, m = 6

51
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izraza (3.11). Zbog toga ée sada biti razmotreno izra¢unavanje na os-
novu izraza oblika z
1 — H_’f:l(]: - QPJ)

2 |
Oduzimanje od jedinice proizvoda bliskog jedinici u znacajnoj meri
povecava relativhu greSku rezultata. Da bi se ovaj problem resio,
pogodno je gornji izraz napisati u obliku (videti [Gall62])

pr = (3.13)

!

a* = f (z f(a.f)) ... (3.14)
=1

gde je a* = In 1—;;:‘,’—.-, a; = In 1—;—:31, 1 <5 £ 1, a funkcija f(2) definisana
je 1zrazom

e’ +1
e* —1

f(z) =1In

, z>0

(izraz In 1—;—-‘3, gde je p verovatnodéa, 0 < p < 1, je algebarska vrednost te
verovatnoce). |

Kao 8to je vec refeno, bez gubitka opstosti moZe se pretpostaviti
daje 0 < p; < 1/2, 1 £ 7 < I. Ova pretpostavka mozZe se opravdati
1 na drugi naéin: ako je p; > 1/2, tada se smenom p; = 1 — p; dobija
p; < 1/2, a oblik izraza (3.13) zbog 1 — 2p; = —(1 — 2p;) ostaje isti.
Ako je p; = 1/2 za bilo koje 7, 1 < 5 <[, onda je p* = 1/2. Kako je
tada a; = 01 lim,,p f(2) = +co, biée

lim ¢* = lim a* = o0,
p;—+1/2 a;—0
Sto odgovara ponasanju izraza (3.13) za p; = 1/2.

Preslikavanje p; — a; je monotono. Vrednostima p; bliskim nuli
odgovaraju velike vrednosti a;, jer je lim, _oa; = +o0o. Zbog toga
se problem taénog izratunavanja vrednosti izraza (3.13) kad su bro-
jevi p; bliski nuli svodi na problem ta¢nog izratunavanja vrednosti
izraza (3.14) kad su argumenti a;, 1 < j < [, veliki. Funkcija f(2) je
monotono opadajuca, pri ¢emu je lim,_o f(2) = +o0 i lim, 400 f(2) =
0. Pod navedenim pretpostavkama argument 3!, f(a;) funkcije f u
1izrazu (3.14) ima malu vrednost. Dakle, da bi se vrednost izraza (3.14)
mogla taCno izracunavati, potrebno je omoguditi ta¢no izracunavanje



IZRACUNAVANJE AVG | | 53

vrednost1 funkcije f za velike argumente i argumente bliske nuli. Neka
je sa v oznacena relativna greska zaokruzivanja realnih brojeva pro-
uzrokovana ograni¢enim prostorom za njihovo smestanje u radunaru.
Tipi¢na vrednost ovog parametra je v = 27°¢ = 1,39 x 1077. Resenje
postavljenog problema daje naredna teorema [Zivk90].

Teorema 3.4 Neka relativna greska zaokruzivanja vy zadovoljava uslov
v < 2756, Neka je funkcija f(z), z > 0 deﬁmsana jednakoséu

( 2e773, 20 < 2z € 400
2e7 4+ 27, z; <2< 2
f(z) =1¢ f(2), n<z<z (3.15)
| In2 4+ L2  z3<z< 2
J
| In %, 0 <z < 24
gdﬁ jﬁ 2 = 1111?'6_7", g1 = =< 25 y %9 = (487)1/3’ zZg = 67 z'(: =
5—(1_"1__2) ~ 0.771. Tada je za =z > 0
1 N
S S - fe) <. o (3.16)
DokaAz. Razmotrimo najpre slucaj z > 2z = 1 ;o > 121

Koris¢enjem Tejlorovog razvoja

14w > 1

l -9 2k-1 1
NI~ EQk—lw , w < 1, (3.17)
dobijaju se nejednakosti
1 4w - 2 = 2 ws
2w <] < 2w+ - = —
'w‘“nl—-w 3; 2%’-‘-?x].—'uu'2
2
< 2w+ w? = 2w + cw’.

3(1 — e2)
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Zamenom w u ovom izrazu sa e~ < 1, dobija se

1 e’ + 1 - c _ c _
-2?|1n€z_:l 2€z|<;632<16633<7, z > Zp,

¢ime je (3.16) dokazano u slutaju z > z4. Na sli¢an naéin, uzimajuéi u
obzir dva prva ¢lana razvoja (3.17), dobijaju se nejednakosti

2 . 1 4 w 2 3
—w® <1 < —w® + —cw®
2w+3w _nlﬂw_2w+3w +5cw,
pa je za z > z;
1 e’ +1 2 3 c 3c
o 1 Yo~z _ _ -3z T o a5z —3z -
zlne’*’——l © 3° |<5ze <25e <7

Time je (3.16) dokazano u sluéaju z; < z < 2.
Slu¢aj kad je z malo, 2 < 23, je komplikovaniji. Razmotrimo
Tejlorov razvoj funkcije ¢(z) = f(z) —1n (%),

e’ + 1 z) 2_2 (,oIV(Gz)z4

<p(z).—..1n(ez__1-2— =S+8 220 0<e<1 (318)

Potrebno je nadi donju i gornju granicu izvoda ¢’V (z) kad je na primer
0 < z < 0.01, a time i granice izraza @’V (0z). lzraz za f(z) moze se
napisati u obliku

P(2) = @1(2) + @a(2), (3-19)
gde je
er(z) =ln EF2,
| 2
1
Z
(PZ(Z) = In ez —1°

Cetvrti izvod funkcije p1(2) je

Mo L T 12 6
1 1+e? (14e=)?  (14e=)? (Q+e=)"

Polazedi od nejednakosti |
1 < 1 < 1
27 14+e 2 14001

= ¢ ~ 0.5025
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lako se dobijaju sledece granice za ¢y(z2)

7
—0.150 ~ 2 - 7% — 6 < eV (2) < ¢ +12c° — —1§—- ~ —0.0999,

a time 1
| iV (2) |< 0.2, 0 <z < 0.01. (3.20)
Cetvrti izvod ¥ (2) moZe se napisati u obliku
v t\*
PV (2) = ) (2) (3.21)

z [ ]

gdejet=1-—e"%1

oalt) = (In(1 — 2))* (6 — 1;2; + 7t? — %) — 6¢4 | (3.22)

Promenljiva ¢t za 0 < z < z; oligledno zadovoljava nejednakosti 0 <
t < 1-—e%% < 0.01. Da bi se ocenio moduo izvoda | ¢3(t) |, moze se
poci od Tejlorovog razvoja o
A S A
~In{(l —=t)=t+ -+ =+ — + —¢°
n{ ) ts+tg+ot =L

gdeje U = (1 —6,;2)"°, 0 < 6, <1, izbog toga l KU < (1 —-1)"° =
e®* < €%% ~ 1.0513. Zamenom ovog razvoja u (3.22), dobija se izraz
za 3(¢) u kome figurisu ¢t i U,

115 24
p3(t) = — 57 TV
19 12
$ == 2=
(- -3Y)
145 2
(120
144 5U
(22 _ lu)
45 9

+ 4+ + + o+
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t (2955992 | 425 U %UQ)
77
+ v (25952 | gloU)
+ (3940556 + %U - 39'U2 125 Ua)
+ (% 540U ;g 13265 Ua) |
- (s U )
+ ! (—é—;—ﬁ-+ 8300 : U"')
T ?12 (_é'lﬁU jogo U* - E’."FEUS + 625 U4)
+ (_'2@%(]2 + 31775U B %m)
+ 7 (“T%_EJUS 625U4)
T tm( 625 U4)
Apsolutne vrednosti koeficijenata uz t%,¢%,...,¢t'> u ovom izrazu su

manje od 15 za 0 < z < 0.01, 5to se direktno proverava. Ova Cinjenica
omoguéuje nalaZenje gornje granice modula | ¢3(t) | za 0 <t < 0.01,

115 | 24 19 12
| pa(t) | —or Tt I+ (12 | e°-°5> +15 (2 + -+ - + %)
L t14

1
0.255 + 4.16t + 15¢° T3

0.255 4 0.0416 4 30¢* < 0.3

Zbog t < z, zamenom u (3.21) zakljucuje se da je | 3 V(z) |< 0.3 za
0 < z < 0.01, i konaéno, na osnovu (3.19) i (3.20),

|0V (2)|< 0.5, 0<z<0.0l.
(487)'/®. Na osnovu (3.18) i

<

IA

<

- Razmotrimo sada sluéaj 0 < z < 2z =
ocene | ¢!V(z) | za 0 <z < 2z, <0.01 je
1 e* + 1 2 22 z3 z°

- - — = M < =<
zllnez-——l lnz 12 =l ¢ (z) I 48 7
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Konaéno, za 0 < 2 < z3, lako se izvodi nejednakost

]. ez + 1 9 iv 23 < 23 Z

— —In - |= z)— |I< —+ — < =

Sl -z = I gt s g g <5 <7
Time je zavrien dokaz teoreme. »

Prilikom odredivanja razvoja ¢»3(z) korii¢en je program za sim-
bolicku matematiku “MUSIMP”. Za v = 27°® parametri u (3.15) imaju
sledeée vrednosti: zg ~ 12.1, 23 ~ 7.29, z, ~ 8.733 x 107°% i z5 =~
8.33 x 10~17,

Razmotrimo sada izracunavanje AVG na osnovu izraza {(3.9). Zbog
ogranicenog broja mesta za eksponent realnih brojeva (prilikom nji-
hovog smestanja u radunaru), ovaj izraz nije pogodan za izradunavanje
AVG, jer se brojevi manji od na primer 1073® ne mogu razlikovati od
nule. Pokazuje se da je 1 u ovoj situaciji pogodno umesto sa verovat-
nocama p;, 1 <1 < n, racunatl sa njihovim algebarskim vrednostima
a; =In 122 1 < i < n. Izraz (3.7) posle ove smene postaje

PE=c} = [10-p)x [T (12

=1 =1

exp (Z e"“""") X f[(l — pi)-

1=1

1-p

Ako se sa 4, oznaci aposteriorna algebarska vrednost 4, = In =57,

izraz (3.9) postaje

Z‘EECS ,a exXp ( Zr—l aq 6,) (323)

a=ln 2ecCa, €XP (— 2.7 ai€;) .
Zanimljivo je da se vrednost ovog izraza moze izratunati pomoéu O(2%)
umesto O(n2*) mnozZenja, sa konstantom proporcionalnosti odredenom
slozenodéu izracunavanja eksponencijalne funkcije.

Moguénost primene Teoreme 3.2 i Teoreme 3.4 na izratunavanje
AVG u okviru Algoritma 2.1 (odnosno Algoritma B, [Meie89]) bice

ilustrovana jednim primerom.

Primer 3.4 Posmatrajmo kod Ry ., gdeje h(z) = 1422428421242
n = 192. Verovatnoéa greske je p = 6/32. Podela intervala [1,196] na 17
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Granica za ¢

donja [ gornja || r: | ns | ki | ni | K
1 1 1 2191 7| 311
2 2 2 3 (121 9 1 5§ 2
3 3 4 4 115111 | 7 | 3
4 9 6 5 [1§113 | 9 | 4
5 7 8 6 121115111 | 5
§ 9 12 7T 1231161141 7
7 13 13 8 (2611816 8
9 14 26 9 |29 (20|18 | 9
9 27 166 101331231191 9
10 | 167 168 9 1312216 7
11| 169 174 8 29121 {13 ( 5
121 175 178 7 127120110 3
131 179 179 6 1251191 7 11
14 | 180 180 5 {21116 6 | 1
15| 181 183 4 |17 113 5 | 1
16 | 184 185 3 1131101 4 11
171 186 192 219171311

Tabela 3.3: Dimenzije LKM pre, odnosno posle izbacivanja ponovljenih
kolona

podintervala sa sli¢nim LKM prikazana je u Tabeli 3.3. U ovoj tabeli
su navedene dimenzije LKM H® r;, n; (odnosno r;,n}) pre (odnosno
posle) primene Teoreme 3.2, 1 < ¢ < n, kao i dimenzije k; = n; —
r;, k! = n! — r; odgovarajucih linarnih kodova. Zapaza se znacajno
smanjenje sloZenosti izratunavanja AVG na osnovu (3.9): na intervalu
27 < i < 166 cak za faktor 2229 = 65536! Medutim, ako se uporedenje
izvréi sa algoritmom zasnovanim na generatrisi koseta [Batt79], uSteda
je manja (priblizno za faktor Zetiri na intervalu 27 <: < 166).

Na ovom primeru moZe se uoliti i prednost koris¢enja aposteriornth
algebarskih vrednosti umesto AVG. Izvrieno je 100 eksperimenata sa
pojednostavljenom verzijom Algoritma 2.1 (broj ciklusa ograniéen je na
jedan). Za fiksirani broj iteracija 7, 1 < j < 10, po 10 puta je izvriavan
ovaj algoritam. Informacioni skupovi formirani su slu€ajmim izborom
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iz skupa od 40 koordinata sa najmanjom nepouzdanoséu (odnosno sa
najmanjim AVG posle j iteracija). Za dubinu pretrage usvojena je
vrednost 1 (videti tacku 4.3). Broj uspesnih dekodiranja od ukupno
10 za. 7 = 1,2,...,10 bio je redom 4, 6, 0, 0, 1, 2, 4, 10, 10, 10 kad
je koriiéena Teorema 3.4, odnosno 4, 6, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 prilikom
direktnog izracunavanja. Ovi rezultati se mogu objasniti €injenicom da
se zbog akumuliranja greSaka prilikom direktnog izracunavanja posle
pete iteracije nisu mogle efikasno izdvojiti koordinate primljene poruke
sa manjom nepouzdanoscu. 0

Iako se LKM formiraju od relativino malog broja kontrola parnosti,
ipak se deSava (narodito za veCe vrednosti m) da se AV(G prakti¢no
ne mogu izracunavati zbog prevelikih dimenzija LKM. Broj mnozZenja
koja treba izvriiti prilikom izracunavanja AVG (pomocu opisanih algo-
ritama) na osnovu LKM dimenzija r x n dat je priblizno izrazom

nzmin{r—I-l.ﬂ—r—-I} (3.24)

gde je sa ! oznacen broj kolona LKM izbacenih na osnovu Teoreme 3.2
(iz svake grupe jednakih kolona u LKM se zadrZava samo jedan pred-
stavnik). Na osnovu toga se mogu isklju¢ivanjem nekih kontrola parnost:
traziti pogodne LKM - takve koje omoguluju izratunavanje AVG sa
numerickom sloZenos¢u manjom od zadate, videti Algoritam 3.2.

3.3 Verovatnoéa zaostale greske

U ovoj tacki koristi se uproiceno oznacfavanje LKM uvedeno u prethod-
noj tacki. Opstije nego u [Meie89] razmatra se AVG kao slucajna pro-
menljiva. Dokazuje se da je i u opstem slu¢aju uslovno matematicko
olekivanje AVG vece ako je odgovarajuci bit primljene poruke pogresan,
nego ako je tac¢an. Prilikom odluéivanja po principu maksimuma vero-
dostojnosti znadajan parametar je verovatnola pogresne odluke, (Ba-
jesova greska, videti na primer [Dels78]) odnosno verovatnoca zaostale
greske. Pod verovatnolom zaostale greske (VZG) podrazumeva se ve-

rovatnocéa da je o gresci bita doneta pogresna odluka: da je bit tacan
1 AVG veéa od 1/2, ili da je bit pogresan i da AVG nije veca od 1/2.
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Ova veli¢ina je u literaturi detaljnije razmatrana za postupke dekodi-
ranja kojima se ispravlja ograniceni broj grefaka u kodnoj reéi, videti
na primer [Cohe76]. Pokazuje se da je VZG jednaka razlici apriorne
verovatnoce greske 1 smanjenja verovatnocle greske [Meie89]. U Algo-
ritmu 2.1, slicno kao 1 u Algoritmu B, od znaéaja je i verovatnoéa
da je AVG veéa od 1/2 (u daljem tekstu verovatnoéa promene) jer se
na osnovu nje izracunava matemati¢ko ocekivanje broja bita primljene
poruke koje treba komplementirati u koraku 7° Algoritma 2.1. Slucaj
kad LKM obuhvata homogeni sistem ortogonalnih kontrola parnosti de-
taljnije je razmotren. U opstem slucaju naden je potreban i dovoljan
uslov da VZG bude jednaka p kad je p u nekoj okolini jedne polovine. Na
kraju je pokazano da se VZG 1 verovatnocCa promene mogu izracunavati
na osnovu uproscene LKM, sli¢no kao AVQG na osnovu Teoreme 3.2.
Aposteriorna verovatnocéa greske data je jednakoscéu

-~ —_— P(Cﬂll)
P11 9
P(Cs)
videti (3.9). Ova velitina je realizacija slu¢ajne promenljive
A P(CS 1)
P = : 3.2

gde je S = HHE = HY slu¢ajni sindrom. Za razliku od [Meie89], ovde
se ne pretpostavlja da su kontrole parnosti sadrzane u LKM H ortogo-
nalne. Cinjenica da je matemati¢ko ocekivanje slu¢ajne promenljive P
jednako p trivijalna je,

. . P(Cq1)
M Pl — a1 1 — 3 z —t
(F) = 2 PS=sih= 2 PG5,
= > P{HE=s,E =1}=p.
sc B,

Pokazacemo da nejednakost uslovnih matematickih oéekivanja
M(P,|Ey=1)> M(P, | E, =0)

vaZzl 1 u opstem slucaju. Za nenegativne realne brojeva a,b, a + b > 0
1 0 < p <1 ocigledno vazi nejednakost

a (E b . a b ),p(l—-p) (E b )2
a+b\p 1-—p - F p 1-—p " a+4b p 1l-—p
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(5-125)
> plo—7—2]
p l-—p

Zamenom a, b u ovoj nejednakosti redom sa P(Cgy), P(Csp) 1 sumira-
njem po s € B,, dobija se nejednakost

MP | {Ei=1}) — M(B|{E =0})

P(Cs,) P(Css) P(Cso)\
SEZB P(Cs,1) + P(Csy) ( p 1—p )

> ZP( ;1) P(CS*U))—_-O,

s€ B, 1-p

¢ime je dokazana nejednakost izmedu uslovnih matemati¢kih oéekivanja

slu¢ajne promenljive P,. Pri tome jednakost vazi ako i samo ako je za
svako s € B,
P(Csn) _ P(Cs o)
P l1—p
Posmatrajmo sluéajnu promenljivu E} (zaostala greska) definisanu
jednakoséu

.1 .1
E’;=I(E1=1,P1g§)+I(E1=O,P1>—2—). (3.26)

Ovde je sa I(12raz) oznacen indikator izraza izraz, jednak 1 ako je izraz
tacan, odnosno 0 u protivnom. Posto se o bitu greske E; odlu¢uje na
osnovu AVG p; (da je E; = 1 ocenjuje se ako i samo ako je p; > 1/2),
gorn)l 1zraz jednak je jedninici ako i samo ako je o bitu greske E;
pogresno odluéeno. Drugim re¢ima, EY je Bajesova greska odluéivanja.
Uzimajudi u obzir (3.25), dobija se da je

E} =I(E1=1,P(Csg) > P(Cs,1)) + 1(E: =0, P(Cs,) < P(Cs,))-

Uslovna verovatnoéa P ({E} =1} | {HE = s}) za proizvoljno s € B,
jednaka je zbog toga

P({E] =1} [ {HE =s}) = min {P(Cs,), P(Cs,1)} /P(Cs),
pa Je VZG data izrazom
P{E; =1} = ¥ min{P(Cs0), P(Cer)} (3.27)

seH,
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Jasno je da VZG zavisi samo od hinearnog prostora kome je baza skup
vektora—vrsta matrice H.
Verovatnoéa promene definse se jednakoséu

P{ﬁ'l > '1'} = Z I(P(Cs,o) < P(Cg’l)) P(Cg) (328)

2 se€ By

Lako se pokazuje da je VZG uvek manja od apriorne verovatnoce
greske p. Zaista,

P{E} =1} < »  P(Csp) =p. (3.29)

scB,

Razmotrimo sada detaljnije slucaj kad je LKM H formirana od r
ortogonalnih (m + 1)-¢lanih kontrola parnosti bita z;. Neka je, kao i
u izrazu (3.2) za AVG, sa ( = w(s) oznacena tezina sindroma s € B,.
Podskupovi Cg o 1 Cs 1, koji €ine particiju koseta Cy, imaju verovatnoce

P(Cgp) = (1 —p)p*(1 —py ¢

P(Cs1) = p(1 —p)p ¢,

gde je p = (1 — (1 — 2p)™) /2 verovatnoéa da bude neparna suma m
nezavisnih jednako raspodeljenih slu¢ajnih 0 — 1 promenljivih sa vero-
vatnocom jedinice jednakom p, videti (1.9). Neka je

3 o122
G= 3+ )| (3.30)
p /U .

b

Neposredno se proverava da je nejednakost P(Csp) < P(Cs;) ekvi-
valentna sa nejednakosc¢u ( = w(s) > (,. Verovatnota promene j}e na
osnovu (3.28) jednaka

A 1
PlA>3h =3
(>(g

(7) (@ =psa—pr=<+s0-259).
(3.31)
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Ova] izraz odgovara verovatnodi U (p,r,t) iz [Meie89], ako se za prag
broja zadovoljenih kontrola parnosti ¢ usvoji r—_,—1. Na osnovu (3.27)
dobija se da je VZG jednaka

P{E; =1} = Tcq, (7) P(Can) + Tesg, (1) P(Cao)
= Ti=o (¢) P(Can) = T, (¢) (P(Can) — P(Ca))
=p~ Tese, () (PA = B)5 ¢ = (1 = p)B(1 = 5)"~¢) . (3.32)

Razlika p — P{E; = 1} iz ovog izraza odgovara smanjenju verovatnoce
greske I(-,-,-) iz [Meie89], videti (1.11), ako se za parametar ¢ (gornja
granica za broj zadovoljenih kontrola parnosti) usvoji vrednost r—(, —1.
U citiranom radu je ova granica odredivana numeri¢kim metodima,
iako se ona u ovom sluaju bez poteikoéa moze direktno odrediti. Iz
nejednakosti (3.29) sledi da je uvek I(p,r,t) > 0, a time 1 F(p,m,d) 2
0, videti tackun 1.3. Veliéina I(p, r,t) oligledno zavisi i od m.

Iz poslednjeg izraza i (3.30) vidi se da VZG zavisi'od p,r 1 m. Vred-
nosti VZG i verovatnoce promene (3.31) zap € {0.15,0.3,0.35,0.4, 0.45},
r e {1,2,3,4,6,8,10,15, 20,30,40,50,100} i m € {2,4} navedene su
Tabeli 3.4.

Zapaza se da je za p dovoljno blisko 1/2 uvek P(Ey =1) = p. Ova
¢injenica moZe se objasniti na slede¢i naéin. Na osnovu (3.30) za m > 2
je limp_.1/2. = +o00, §to znadi da je za p dovoljno blisko 1/2 {; > r.
Odatle na osnovu (3.32) sledi da je P(Ey = 1) = p. U Tabeli 3.5 data je
za r € {1,2,3,4,6,8,10, 15, 20, 30,40,50,100} i m € {2,4,6} granicna
verovatnoda p iznad koje je P(ET = 1) = p.

U opstem slucaju se VZG ne ponasa uvek na ovaj nacin u okolini
1/2, 3to se moze ilustrovati slede¢im jednostavnim primerom.

Primer 3.5 Neka je LKM H data jednakoscu
110
H = [ 101 ]
Ovdejer =2im =1, pa je na osnovu (3.30) {, =l(r+1)/2] =1. U
ovom sluc¢aju (kao 1 za m = 1 1 proizvoljno r > 2) granica (, ne zavisi

od verovatnoée p, 1 manja je od broja kontrola parnosti r. Za VZG se
na osnovu (3.32) dobija

P(E;=1)=p—(p(1-p)*—p*(1-p)) =p-p(l —p)(1—2p) <p
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VIZiG, m =2

p 0.15 0.30 0.35 - 0.40 0.45

- |

101500 1!/03000 103500 2104000 310.4500 5
2 101220 1103000 210.3500 2104000 304500 6
3101021 21(0.2933 203500 3]0.4000 4 |0.4500 6
4100861 2102878 310.3470 3| 0.4000 4 !0.4500 7
6 || 0.0609 302746 4|0.3421 4{0.3994 5| 0.4500 8
8 100434 402619 5/0.3365 5(0.3984 6|04500 9
10 | 0.0311 5 [0.2498 6 0.3307 61{0.3971 7 10.4500 10
15 (| 0.0135 8 (0.2237 8 (0.3170 9 ]0.3939 10| 0.4500 12
20 || 0.0063 10 | 0.1998 11 | 0.3026 11 | 0.3886 12 | 0.4499 15
30 || 0.0014 15 0.1628 16| 0.2781 16 |0.3794 17 | 0.4494 20
40 || 0.0003 20 {0.1342 21| 0.2569 21| 0.3705 22| 0.4486 25
50 )| 0.0001 25| 0.1116 26| 0.2383 26 | 0.3620 27 | 0.4476 30
100 || 0.0000 50 | 0.0478 51 | 0.1698 51 | 0.3260 52 | 0.4419 55

Verovatnoca promene, m = 2

1|f0.0000 1{0.0000 1[0.0000 2]0.0000 37]0.0000 5
2101385 1|0.0000 2|0.0000 2]|0.0000 3]|0.0000 6
31100761 2]0.1104 210.0000 3!0.0000 410.0000 6
4 1 0.1551 2 |0.0557 3|0.0587 3]|0.0000 4]|0.0000 7
6 || 0.1576 3 |0.0967 4 |0.1023 41]0.0152 5 |0.0000 8
8 1 0.1571 4 ]0.1269 50.1347 510.0343 6 | 0.0000 9
10 || 0.1559 5 [0.1499 6| 0.1596 61! 0.0533 7| 0.0000 10
15 || 0.1448 8 (0.2519 8| 0.1407 9 ]0.0577 10| 0.0037 12
20 || 0.1516 10} 0.2136 11| 0.2303 11 {0.1277 12| 0.0059 15
30 | 0.1504 15| 0.2428 16 | 0.2644 16 { 0.1750 17 | 0.0213 20
40 §| 0.1501 20| 0.2595 21 | 0.2847 21 | 0.2073 22 | 0.0401 25
50 || 0.1500 25| 0.2701 26} 0.2983 26| 0.2311 27 { 0.0591 30
100 || 0.1500 50 | 0.2911 51 | 0.3288 51 | 0.2946 52 | 0.1346 55

Tabela 3.4: VZG 1 verovatnoca promene za homogeni sistem ortogonal-
‘nih kontrola parnosti, m = 2.
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VZG, m =4
D 0.15 0.30 ' 0.35 0.40 0.45
r
1101500 20.3000 8 |0.3500 19| 0.4000 63 ] 0.4500 502
2 101500 2703000 9]0.3500 20| 0.4000 64 1] 0.4500 502
3101500 3103000 9]0.3500 20104000 641 0.4500 503
4 11 0.1455 3 10.3000 10] 0.3500 21 |0.4000 65| 0.4500 503
61 01377 4103000 11 )0.3500 2204000 661 0.4500 504
8 i 0.1289 5103000 12 10.3500 23 1}0.4000 67 ) 0.4500 505
10 | 0.1200 6 | 0.3000 13 ]0.3500 24 | 0.4000 68 | 0.4500 506
15 § 0.0997 9] 0.3000 15| 0.3500 26 |0.4000 70 i 0.4500 509
20 | 0.0824 11 | 0.3000 18 ] 0.3500 29 0.4000 73 0.4500 511
30 j 0.0567 16 | 0.3000 23 | 0.3500 34 |0.4000 178 { 0.4500 516
40 11 0.0394 21 10.2998 28 10.3500 39! 0.4000 83| 0.4500 521
o0 || 0.0276 26 | 0.2995 33 ] 0.3500 44 | 0.4000 88 | 0.4500 526
100 |} 0.0050 51 {0.2953 58 { 0.3500 69 | 0.4000 113} 0.4500 551
Verovatnoca promene, m = 4

1) 0.0000 200000 8{0.0000 19 {0.0000 63! 0.0000 502
2100000 2100000 9 |0.0000 20)0.0000 6410.0000 502
3 0.0000 3 {0.0000 9]0.0000 201|0.0000 64 |0.0000 503
41 0.0399 3|0.0000 10! 0.0000 21 0.0000 65 ] 0.0000 503
| 6 0.0675 4 ) 0.0000 11 | 0.0000 22| 0.0000 66 { 0.0000 504
8 { 0.0865 5 ({0.0000 12! 0.0000 2310.0000 67| 0.0000 505
10 ) 0.1002 6 | 0.0006 13 { 0.0000 24 ! 0.0000 68 ] 0.0000 506
15 1) 0.0897 9 { 0.0000 15 ] 0.0000 26 |0.0000 70| 0.0000 509
20 11 0.1323 11 | 0.0000 18 { 0.0000 29 ) 0.0000 73 ) 0.0000 511
30 }} 0.1428 16 { 0.0007 23 | 0.0000 34 | 0.0000 78 { 0.0000 516
40 | 0.1470 21 | 0.0029 28 ) 0.0000 39 [ 0.0000 83 | 0.0000 521
o0 || 0.1488 26 | 0.0069 33 [ 0.0000 44 | 0.0000 88 ] 0.0000 526
100 § 0.1502 51 { 0.0397 58 | 0.0000 69 ! 0.0000 1131} 0.0000 551

Tabela 3.4: (nastavak) VZG i verovatnoda promene za homogeni sistem
ortogonalnih kontrola parnosti, m = 4,
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™m

2

T

4

m =06

P

P

P

Ca

20
100

0.02001
0.22816
0.32699
0.37236
0.41590
0.43718
0.44984
0.46662
0.47497
0.48332
0.48748
0.48930
0.49284

00 O D b —[E

10
15
19
29
39
45
34

0.02001
0.06118
0.12652
0.16602
0.21307
0.24156
0.26134
0.29305
0.31271
0.33709
0.35231
0.36113
0.37960

0.02001
0.02752
0.06952
0.09783
0.13377
0.15668
0.17317
0.20067
0.21849
0.24156
0.25664
0.26568
0.28550

Tabela 3.5: Grani¢na verovatnoca p iznad koje je VZG za homogeni

sistemn ortogonalnih kontrola parnosti jednaka p

za proizvoljno p, 0 < p < 1/2.

Za zadatu LKM H VZG zavisi samo od verovatnodée greske p. Oblik
ove funkcije je u opstem slucaju vrlo komplikovan, pa se najjednos-

tavnije moze analizirati numericki.

Primer 3.6 Za sledece tr1i LKM

"1

H = 1
1

"1

H =] 1
1

T 11
HIH_____ 1 0
10

O

1 0 0
¢C 1 1
1 0 O

o - O
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data je u Tabeli 3.6 vrednost VZG kad je p = 0.0(0.01)0.36. Za sve
ove vrednostl p najmanja je vrednost VZG za H’, a pajveca za LKM
H"”. S obzirom da su dimenzije odgovarajucih linearnih kodova redom
2,3,4, ovaj odnos se ne mozZe objasniti na jednostavan nadin. U sva tni
sluéaja postoji granica za verovatnocu p (manja od 0.36) iznad koje je

VZG jednaka p. O

Cinjenica da za neke LKM postoji granica za verovatnoéu p iznad
koje je VZG identicki jednaka p, moZe se objasniti na osnovu sledeée
teoreme.

Teorema 3.5 Posmatrajmo linearni (n, k) kod odreden lokalnom kon-
trolnom matricom H dimenzijar xn, r = n— k. Neka je sal oznacen
broj kodnih reéi teFine dva u dualnom kodu, takvih da im je prva koordi-
nata jednaka jedinici. Ako je | > 2 onda postoji broj py, 0 < po < 1/2,
takav da je za proizvoljnu verovatnoclu greske p, pp < p < 1/2, VZG
strogo manja od p. Ako je pakl = 0, onda postoji broj pg, 0 < pg < 1/2,
takav da je za svako p, po < p < 1/2, VZG jednaka p. -

DokAzZ. Neka je s proizvoljni fiksirani sindrom. Koset koji odgo-
vara sindromu s je skup vektora koji zadovoljavaju sistem jednaéina
He = s. Ovaj sistem jednaéina moze se resiti tako da se neke ko-
ordinate vektora e izraze kao linearne kombinacije ostalih koordinata
(nezavisnih promenljivih) 1 koordinata sindroma. Pri tome se zbog ob-
lika matrice H (svi elementi njene prve kolone su jedinice) koordinata e,
uvek mozZe svrstati u grupu nezavisnih promenljivih. Neka su (za ! > 0)
sa e;;, 1 £ j < l, oznacene promenljive za koje dualni kod sadrzi vek-
tor teZine dva, sa jedinicama na pozicijama jedan i1 z;, 1 < 7 < . Ove
promenljive nisu medu nezavisnim promenljivim, jer im je vrednost jed-
noznafno odredena vrednosScu nezavisne promenljive e;. Ostale zavisne
promenljive su ocigledno linearne kombinacije nezavisnih promenljivih,
od kojih je bar jedna razli¢ita od e;.

Posmatrajmo razliku A; broja jedinica u skupovima vektora Cjg
1 Cs; (3.8), odnosno razliku suma tezina njihovih ¢lanova. Elementi
skupova Cy o 1 Us; mogu se napisati u obliku tablica koje u svakoj vrsti
sadrZe po jedan vektor. Koordinate vektora se mogu tako ispermutovati
da se na)pre napisu koordinate koje odgovaraju nezavisnim, a zatim
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68
LKM

p HJ’ HH‘ HFH
0.01 || 0.000588 | 0.000683 | 0.000590
0.02 |j 0.002306 | 0.002667 | 0.002320
0.03 || 0.005084 | 0.005855 | 0.005130
0.04 || 0.008857 | 0.010157 | 0.008961
0.05 |j 0.013561 | 0.015485 | 0.013754
0.06 || 0.019134 | 0.021755 | 0.019449
0.07 || 0.025517 | 0.028888 | 0.025989
0.08 || 0.032652 | 0.036807 | 0.033317
0.09 || 0.040484 | 0.045441 | 0.041377
0.10 || 0.048960 | G.054720 | 0.050112
0.11 || 0.058028 | 0.064580 | 0.059469
0.12 || 0.067638 | 0.074957 | 0.069395
0.13 || 0.077744 | 0.085795 | 0.079837
0.14 {| 0.088298 | 0.097037 | 0.090745
0.15 § 0.099259 { 0.108630 | 0.102070
0.16 |} 0.110582 | 0.120526 | 0.113764
0.17 || 0.122228 | 0.132677 | 0.125781
0.18 [j 0.134158 | 0.145040 | 0.138075
0.19 || 0.146334 | 0.157574 | 0.150605
0.20 || 0.158720 { 0.170240 | 0.163328
0.21 || 0.171282 | 0.183002 } 0.176205
0.22 || 0.183988 | 0.195827 | 0.189197
0.23 || 0.196806 | 0.208683 | 0.202269
0.24 || 0.209705 | 0.221541 | 0.215386
0.25 || 0.222656 | 0.234376 | 0.228516
0.26 || 0.235633 | 0.247159 | 0.241626
0.27 |i 0.248609 | 0.259869 | 0.254689
0.28 || 0.261557 | 0.272486 | 0.267677
0.29 [ 0.274456 { 0.284489 | 0.280565
0.30 | 0.287280 { 0.297360 j 0.293328
0.31 || 0.300008 | 0.309583 | 0.305945
0.32 || 0.312620 | 0.320000 | 0.318395
0.33 || 0.325094 | 0.330000 | 0.330000
0.34 || 0.337411 | 0.340000 | 0.340000
0.35 || 0.349554 | 0.350000 | 0.350000
0.36 |} 0.360000 | 0.360000 | 0.360000

Tabela 3.6: Zavisnost VZG od verovatnoce greske za tri LKM
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zavisnim promenljivim. Bez gubitka opstosti moZe se pretpostaviti da
promenljivo} e; odgovara prva kolona u obe tablice. U prvoj koloni
tablice koja odgovara skupu Cg; ima 27! jedinica, a u prvoj koloni
tablice koja odgovara skupu Cyg ima 27! nula.

Pretpostavimo najpre da je | = 0. U svakoj koloni sem prve, u
oba skupa, broj jedinica jednak je broju nula. Zbog toga je zbir teZina
elernenata skupa Cg; vedi od zbira teZina elemenata skupa Cs g za 2772,
sto znaci da je u ovom sluéaju A; = —2""! za svaki sindrom s € B.,.

Neka je sada ! > 2. Kad sindrom s prolazi kroz skup B, tada i
vektor slobodnih koeficijenata (u r jednakosti kojima se zavisne pro-
menljive izraZzavaju kao linearne kombinacije nezavisnih promenljivih
i koordinata sindroma) prolazi kroz skup B,. Zbog toga postoji takav
sindrom s’ da se zavisne promerljive e;, izraZavaju jednakostima e;; =
ey Pl, 1 <35 <1 Tada je Ag = (I —1)277! > 0, jer [ kolona tablice
vektora skupa Cy o (Cy,1) koje odgovaraju promenljivim e;; sadrze 27~
nula (jedinica), 1 <37 <L

Oznadimo sa as;, odnosno fBs; broj vektora tezine i, 0 < 7 < n,
u skupu Cgg, odnosno Cgy. Za proizvoljno s € B, oznalimo sa s(p)
razliku verovatnoéa P(Csg) — P(Cs,). Tada je

i

Ys(p) = Z (as; — Bs,i) p' (1 — p) %,

3
1 =0

odnosno posle smene p = 1 — £

Ys(p) = 27" Z (asi — Bs,i) (1 — 6)£(1 + 6)""'..
=0
Razvojem ove funkcije u Tejlorov red u okolini € = 0 dobija se da je
Ys(p) =27 (1 +1ne) Y (@si — fsi) = 27"€ Y (1ag; — 18s,) + O(€).
=0 t1=0

U ovoj jednakosti je 3°7_q (asi — Bs,:) = 0 (skupovi Cy 0 i Cs,; imaju isti
broj elemenata) i 3 1, (tas,; — 18si) = As (jer je na primer proizvod
103 ; jednak broju jedinica u u vektorima teZzine 7 skupa Cyp), pa je

Ps(p) = —2'""eAs + O(€?).
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Prema tome, ako je I = 0, onda je Ag < 0 za svaki sindrom s € B,, pa
postoji takvo po, 0 < po < 1/2, da za svako s € B, vaZi nejednakost
Ps(p) > 0, odnosno P(Cgp) > P(Csa)- Za po < p < 1/2 se tada na
osnovu (3.27) dobija |

P{E} =1} = E P(Csy) = p-

scB,

U drugom slugaju, kad je I > 2, postoji takav sindrom s’ da je Agr > 0.
Zbog toga postoji broj po, 0 < po < 1/2, takav da je

Pa(p) = P(Car0) — P(Csr1) <0
za svako p, po < p < 1/2, pa je
}D{EJIiIl m— 1} = P(Cs-',u) + Z min{P(CE,D), P(CS,I)}

s8€ B, a#s8’
S P(Cs',n) + Z P(Ca,l)
sc B, s#s’
< Z P(Cﬂ,l) = p-
8sc B,
Time je zavrien dokaz teoreme. 0O

Ako se pretpostavi da su LKM koje se koriste za dekodiranje kodova
Rnn takve da u odgovarajuéim dualnim kodovima nema kodnih reci
tezine manje od tri, tada one zadovoljavaju uslove dokazane teoreme,
pa za njih postoji granica pg, 0 < po < 1/2, takvadajeza po < p <1/2
VZG jednaka p.

Izra¢unavanje VZG@G i verovatnoée promene u opstem slucaju je tezak
problem, jer je na primer numericka sloZzenost izratunavanja VZG prema
izrazu (3.27) O(n2"). Izvesna usteda mozZe se postiéi izraCunavanjem
VZG na osnovu jednostavnije “ekvivalentne” LKXM i na odgovarajuéi

nalin transformisanog vektora verovatnoéa p, na osnovu sledece teo-
reme, analogne Teoremi 3.2.

Teorema 3.6 Neka su kolone LKM H sa indeksima iz skupa 1 =
 {iy,42,...,4} jednake, 1 ¢ i, i neka je raspodela verovatnocéa na skupu
B,. odredena jednakoséu (8.7) i vektorom p. Pretpostavimo da su ma-
trica H' i vektor p’ formirani na naéin opisan u Teoremi 3.2. Tada su
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VZ(G i verovatnoda promene za LKM H, sa vektorom verovatnoéa p,
jednake VZG t verovatnoéi promene za LKM H’', sa vektorom verovat-

noca p’. -

DOKAZ. Neka je e € B,, E - sludajni vektor greske, 1 neka
su vektor e’ € B,_;41 1 sluajna vektorska promenljiva E’ formirani od
vektora e 1 slu¢ajne promenljive E na isti naéin kao vektory’ od vektora
y uiskazu Teoreme 3.2. Realizacija slucajne promenljive E jednoznaéno
odreduje realizaciju slu¢ajne promenljive E’. Ako se u oba koda fiksiraju
nulti vektori kao kodne reci, realizacije vektora E i E’ su primljene
poruke. Na osnovu Teoreme 3.2 za svaku realizaciju e € B, sluéajne
promenljive E, realizacije AVG p; = p;(H,e,p) i p; = p(H', €', p’)
su jednake. Iz (3.26) sledi da su realizacije slu¢ajne promenljive E;
(zaostale greske) i slutajne promenljive

{"=I(E{ =1,P < %) +I(E{ =0,P > %)
jednake za svaku realizaciju slucajne promenljive E, pa su i odgo-
varajuce VZG jednake. Sli¢no se pokazuje da su i verovatnoée promene
izracunate na ova dva nacina jednake. | |

Napomenimo da se VZG 1 verovatnola promene pomodéu ove teo-
reme mogu izracunavati na osnovu LKM sa manjim brojem kolona, ali
da je zato raspodela verovatnoca na skupu B,_;;; odredena vektorom
p’ kome nisu jednake sve koordinate.

3.4 Analiza probabilisticke faze kombi-
novanog algoritma

Polazeé¢i od uopStenja nejednakosti Sullivana za odnos verovatnodéa li-
nearnog koda 1 njegovog proizvoljnog koseta u ovoj tacki je formulisan
dovoljan uslov za konvergenciju niza vektora verovatnoda {pm} oo U
‘ iz
koracima 4° i 5% Algoritma 2.1. Za konkretni kod R, ,, i verovatnoéu
gresSke p tesko je ta€no izraCunati verovatnocu da ovaj dovoljan uslov

bude ispunjen. Medutim, ta verovatnoéa se moZe eksperimentalno
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ocenjivati, ito je demonstrirano na jednom primeru. Analiza kon-
vergencije jednog slicnog probabilistickog algoritma dekodiranja izve-
dena je i u radu [Gall62], ali ne dovaoljno egzaktno, jer se odnosi na
proseénu verovatnoéu greske. Materijal izloZen u ovoj tacki zasniva se
na radu [Zivi90).

Pre nego 5to bude formulisano uopstenje nejednakosti Salivena (Teo-
rema 3.7), najpre ¢e biti uvedene neophodne oznake. Neka je q stepen
prostog broja, a B, aditivna grupa polja GF(q"). Elementi B, su
vektori v = [vy vz ... vﬂ]T, gde jev; € B, za 1l < 7 < n. Prilikom
dokaza Teoreme 3.7 biée koriiéena slededa lema, direktno uopitenje
leme J. L. Massey-a iz [Sull67] (u kojoj je tretiran slucaj ¢ = 2). Ele-
menat v koseta C podgrupe G aditivne podgrupe GF(¢") je koset-lider
tog koseta ako u C nema elemenata manje tezine (odnosno elemenata
sa manje nenultih koordinata).

Lema 3.1 Neka je G podgrupa grupe B,, i neka je C pravi kosetl pod-
grupe G. Pretpostavimo da je v koset-lider koseta C, i w(v) =m < n.
Neka je G' podgrupa &iji se elementi dobijaju od elemenata podgrupe
G zamenom nulama onih koordinata koje odgovaraju koordinatama v
razli¢itim od nule. Tada je red podgrupe G' jednak redu podgrupe G.
0,

DOKAZ. Pretpostavimo da lerna nije ta¢na, tj. da postoje elementi
a,b € G, a # b od kojih se zamenom nulama koordinata odgovarajuéih
nenultim keordinatama vektora v dobija isti elemenat ¢ € G'. Tada je
a—b &€ G, a sve koordinate elementa a — b koje odgovaraju nultim
koordinatama vektora v jednake su nuli. Zbog toga, suprotno pret-
postavci o elementu v, vaZi nejednakost w(a — b + v) < w(v), 1ako je
a— b+ v € C. Time je iema dokazana. 0.

Podgrupa G je linearni potprostor linarnog prostora (B,,®), od-
nosno linearni kod. Neka je H kontrolna matrica koda . Dokazana
lema ima sledecu oliglednu posledicu.

Posledica 3.2 Ako je v koset-lider koseta C linearnog koda G, onda
postoji informacioni skup koda G koji je podskup skupa indeksa nultih
koordinata vekiora v. O
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Na skupu B, definige se raspodela verovatnoca P(-) tako da je za

svako A C B,

.P(A) - Z Hp':-”i' (333)
Ovde su p;j, 1 <1 < n, 0 £ 3 < g, realni nenegativni brojevi koji
zadovoljavaju uslove

Sicopii =1 o - |
=2 : , 1 <1< n. 3.34
{Pi,o?_Pi,ja 1<7<gq - (3:34)
Neka je G proizvoljna podgrupa reda ¢* grupe B,, 1 < k < n (g—arni
linearni kod), a C neki njegov koset. Problem nalazenja donje granice
za odnos P(G)/P(C) postavljen je i reSen u {Sull67] za slu¢aj kad je
g=2 1

Piy =P, Pio=1-—p, 1<i<n, 0<p<l/2 (3.35)

Tada je
P(G) _ 1+ (1 — 2p)**!
P(C) = 1~ (1~2p)k+

U radu [Redi73] je ova nejednakost dokazana na drugi naéin, a navedene
su 1 njene moguce primene.

Neka je J = (J1,725---.,7n) proizvoljna permutacija skupa indeksa
11,2,...,n}, k — celibroj, 0 <k <n, i u € By. Sa Cjy. bile
oznacen skup vektora

> 1. (3.36)

Cj,k,u — {VEBﬂ l Vi -|-""'|"U'J‘J“_+1 = Uy VUjpyy =™ " = Uy, =0}
(3.37)
Skup Cj i 0 je podgrupa reda 2%, a skupovi Cj,x,u su koseti ove podgrupe
za u # 0.
Lako se pokazuje da je za ¢ = 2 donja granica odnosa P(G)/P(C)
u (3.36) jednaka odnosu P{Cj0)/P(Cjr1)- Donja granica za odnos
verovatnoca P({(G)/P(C) u opstem sluéaju, kad raspodela verovatnodéa
P(-) na skupu B, zadovoljava samo uslov (3.34) teze je odrediti. Sta
vide, za fiksirano u € B, u # 0, ako je G neka podgrupa Cj o ob-
lika (3.37), a C odgovarajuéi koset Cj ., tedko je odrediti permutaciju
indeksa j za koju odnos verovatnoéa P(G)/P(C) dostiZze najmanju
vrednost.
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- Zbog toga ée biti razmatran manje opsti slu¢aj kad raspodela vero-
vatnoca P(:) zadovoljava pored uslova (3.34) 1 uslov

Pij = DPs 1 S J <4q, 1 S 2 S n, (3'38)
a time i1 uslov
Pio = 1— (q — l)ph P < l/qa 1< z < n. (339)

Naravno, sistem uslova (3.38) 1 (3.39) vazi ako i samo ako vazi sistem
uslova (3.34) i (3.38). Odnos verovatnoéa P(Cj o)/ P(Csxu) za u #0
moze se tada izraziti jednakoscu

P(Ciro) _ 1+ (¢—1)TT2 (1 — gps)
P(Cjku) 1 - TLH (1~ gp;)
q
= l—gq+ k+1

1 —T1;5, (1~- qu;) .
Ako je permutacija ) takva da je
Py > P2 > 2 Dins (3'40)

a pored toga je i p;; < 1/¢q, tada je na osnovu prethodnog izraza za
svako k, 1 £ k < n,

Ovde je funkcija Fi(p) definisana posredstvom permutacije j (3.40)

1+ (¢ — DI (1 - gp;;)
) 3.41
LTI (1= ap) (3.41)

U izrazu za Fy(p) figuride dakle k& + 1 najveéih koordinata vektora
P = (p1,P2,--.,Pn). Ako je p;; < 1/q tada funkcija Fi(p) ima za svako
k, 0 < k < n, sledeée osobine {5to se moZe neposredno proveriti).
"OSsOBINA 1. Fi(p) > 1. |
OsoBINA 2. Fi.1(p) < Fi(p). |
OSOBINA 3. Fi(p) je nerastuéa funkcija po svakoj od koordinata
vektora p.

Fi(p) =
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Pokazuje se da je donja granica odnosa P(Cjx0)/P(Cjru)s u # 0,
istovremeno i donja granica odnosa verovatnota P(G)/P(C), kad je
G proizvoljna podgrupa reda g* grupe B,, C njen proizvoljan koset,
a raspodela verovatnoéa P(-) zadovoljava ogranilenja (3.34) i (3.38).
Sledeéa teorema sadrzi uopétenje nejednakosti (3.36) iz [Sull67].

Teorema 3.7 Neka je raspodela verovatnoéa na grupi B,, date jed-
nakoséu (8.88), pri éemu parameiri p;;, 1 < < n, 0 £ ;7 < g,
zadovoljavaju uslove (3.38) i (3.89). Ako je G proizvoljna podgrupa
grupe B, reda ¢¢, 0 < k < n, a C proizvoljan (pravi) koset podgrupe
G, onda va#i nejednakost

P(G)

(C) > Fi(p) > 1, | (3.42)

gde je p = (p1,P2,---,Pn), pPermutacija J skupa indeksa {1,2,...,n}
je takva da vae nejednakosti (3.40), e funkcija Fi(p) je definisana
jednakoséu (3.41). Odnos P(G)/P(C) dostize donju granicu u ovo}
nejednakosti ako je G = Cyro t C = Cjpu, U # 0, videti {3.37), prt
femu je ] opisana permutacija indeksa. O

Dokaz. Tvrdenje teoreme bice dokazano indukecijom po &£, 0 <
k < n, gde je ¢* red podgrupe G. Za k =0 je G = {0} i C = {v},
pri ¢emu je sa O oznalen vektor &ije su sve koordinate jednake nuli.
Bez gubitka op3tosti moZe se pretpostaviti da su koordinate elemenata
linearnog prostora B, tako permutovaneda jev; =0zal <t < n—m,
iv;=12zati>n—m,gde je m = w(v). Prema tome,

P(G) _ M (1= (g — Ups)
P(C) =1 (1 —(g— I)Pi) [icn—m+1 Pi
_ 11 1“(‘?—1)}#}1—(‘2“1)%
t=n-m-41 Dy Pn

1 — (g —1)p;
P

Pretpostavimo da je tvrdenje teoreme dokazano za sve podgrupe reda
ne veéeg od ¢g*~. Neka je G podgrupa reda ¢, a C neka je njen
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proizvoljni koset, pri Cemu je elemenat v jedan od koset-lidera koseta
C i w(v) = m. Da je nejednakost (3.42) taéna za podgrupe reda g¢*
bice dokazano indukcijom po tezini m koset—lidera.

Razmotrimo najpre sluaj m = 1. Bez gubitka op3tosti mozZe se
pretpostaviti da prvih k pozicija u kodnim rec¢ima predstavlja informa-
cioniskupidajev;=0zat# k+1, 1 <12 <n (odnosno da je indeks
jedine koordinate koset—lidera razlicite od nule jednak k& + 1; ovo se
moze posti¢i odgovaraju¢om permutacijom koordinata svih vektora).

Neka je sa x’ oznaéen vektor [z, z, ... z4]7, a sa g(x’), odnosno
c(x’) vektori

g(X’) = [:L'l o oo Tp Lk+1 .sa Ln]T y (343)
odnosno
(xXN=g(xXY+v=I[zy 22 ... 2 Liy1 + vr41 --. Ln]T. (3.44)

Ovde su sa L; = L;{x"), 1 € i € n, oznadene odgovarajude linearne
kombinacije nezavisnih promenljivih z4, z4,..., zx. Jasno je da je

G = {g9(x') | X' € By}, ~ (3.45)

C = {c(x') | X' € By}. (3.46)

Skup B moZe se podeliti na ¢ disjunktnih podskupova D,,, 0 < u < g,
prema vrednosti linearne kombinacije Ly 1(x’), x’' € By,

D,.={x"€ B, | Lya1(x) =u}, 0<u<aq.

Neka je sa T, 0 < u < ¢, oznaclena sledeca suma

k n
Ty = Z ( Pi,:r,;) ( H pt',L.') .
x'€D, \i=l ' i=k42

Vrednosti' parametara p;;, 1 <: < n, 0 <7< q, date su sa (3.38),
odnosno (3.39). Verovatnoée p; ¢ biée oznalavane sa ¢;, 1 <1 < n.
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Skup Go = {g(x’) | x’ € Dy} je podgrupa grupe G. Pretpostavinio
najpre da je Go = G, odnosno da je Liy (%) = 0, x' € Bx. Tada je
(videti Osobinu 2 funkcije I)

P(C) _ prnr _ Pir _
PG) = qes g 1P S AP

odnosno nejednakost (3.42) je u ovom slucaju tatna. Ovde je koriscena
oznaka

d(p) = 1/ Fr(p)-

Neka je sada Liyq(x") # 0 za neko x’ € B;. Red podgrupe Gy je tada
g1, a skupovi G, = {g(x") | x' € D.}, 1 < u < g, su koseti podgrupe
Go. Neka je sa G’ oznacéen skup koji se od skupa G, dobija brisanjem
koordinate sa indeksom k + 1 iz svih elemenata, 0 < u < g, 1 neka je
P = (P1,... s PksPr+2s-- -, Pn)- Skup Gj je na osnovu Leme podgrupa
reda g*1, a skupovi G, su koseti ove podgrupe za 1 < u < ¢q. Kako je
P(G") = T, prema induktivnoj pretpostavci je

Ty

ol < ¢r_1(p’), 1 <u<ag (3.47)
0 - -

Koriséenjem uvedenih oznaka, verovatnote P{(G) i P(C) mogu se 1zra-

z1t1 jednakostima
P(G) = qe+170 + pea T

P(C) - q#+1T—uk+1 + Pk+1 (T + Tﬂ - T—v-u;,_i.l) 3

gde je sa T oznalena suma I = 39°) T,. Indeksi se ovde smatraju
elementima polja GF(q). Odnos verovatnoéa P(C)/P(G) je odavde

.}_J_(.g_)._.-l__( — ) 1‘“1;*31
P(G’) = qk+1 — Pk+1

T [ ]
qk+1 + P17,

Desna strana ove nejednakosti raste sa T_,,,, /To i T/To, pa se korisCe-
njem nejednakosti (3.47) odavde dobija da je

P(C)
P(G)

1 — ¢r—1(p’)
< 1 — — - 48
B (9141 pkH) dk+1 T Pk+1(9' — 1)‘5’51:-1(13’) (3 )

1 — (1 — prg1) (1 — de-1(P'))
1~ preyr(g — 1) (1 — éxa(p’))

|
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Neka su j1,73,.-.,Jk indeksi u vektoru p najveéih k koordinata vektora
p’. Tada je
' ba(p') = =
AR TN Y

gde je sa Il oznaten proizvod II = [, (1 - qp;-'.) . Zamenom u desnu
stranu nejednakosti (3.48) dobija se

P(C) _ _1-(1 —gpy)TI
P(G) ~ 14+ (1 — qprsa)(g— DI~

Neka je desna strana ove nejednakosti oznacena sa A. Zbog nacina
formiranja vektora p’ je 3! # k+ 1 za 1l < i < k. Ukoliko je pri1
jedna od k + 1 najvelih koordinata vektora p, tada je A = ¢r(p).
U protivnom, zbog toga 5to je izraz A neopadajuéa funkcija od pryi,
polazeci od piy1 < Pj,,., dobija se da je A < ¢ (p). Dakle, ako koset—
lider v ima teZinu jedan onda u oba slufaja vazi nejednakost (3.42),
tvrdenje Teoreme 3.7.

Pretpostavimo da je nejednakost dokazana za podgrupe reda ne
veéeg od ¢!, kao 1 za podgrupe reda ¢* sa kosetom za koji je tezina
koset-lidera manja od m, m 2> 1. Neka je G proizvoljna podgrupa
reda ¢ i neka je C bilo koja njena podgrupa. Neka je v jedan od
koset-lidera podgrupe C, pri ¢emu je w{v) = m. Sliéno kao u sluéaju
m = 1, bez gubitka opstosti se mozZe pretpostaviti da je {1,2,...,k}
informacioni skup koda (grupe) GG, a da su indeksi razli¢itih od nule
koordinata vektora v upravo k+1,k+2,...,k+ m. Elementi grupe &G
mogu se predstaviti u obliku (3.43), a elementi koseta C u obliku

e(x) = g(x') + v =
:[,T:l ee. Th Lk+1+'vk+1 .o Lk+m+'vk+m . es Ln]T, XIEB};,

tj. vaze jednakosti (3.45) 1 (3.46). Skup B; mozZe se podeliti na ¢
disjunktnih podskupova D,, 0 < u < ¢, prema vrednosti linearne kom-
binacije Ly, (x") na sledeci, naéin

D, = {XIEBkILk+m(X,)=U.}, 0<u<q.
Neka je sa Ty, odnosno R,, 0 < u < ¢, oznafena suma

T.= (ﬁpa,n) (k+ﬁ_lpi,b.-) ( f[ Pi.L.-) ;

xX'eP,. \i1=1 s=k+1 i=k4+m+1
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odnosno

R,= 3 (i Pf,-m) (Hﬁ-l”**“"‘) ( II p"'Li) |

X'eDu \i= i=k+1 t=k+m-1

Vrednosti parametara p;,, 1 <i < n, 0 < s < ¢, date su sa (3.38),
i (3.39). Verovatnoée P(G), odnosno P(C), mogu se izraziti jednakos-

tima
P(G) = giymTo + prymT (3.49)

odnosno

P(C) = qesmRvyn + Prim (R — Roy,,, + Ro), (3.50)

pr1 emu su sa 7", odnosno R, oznacene sume T = I T,, odnosno
R=3?_1 R, Nekaje G podgrupa koja se od grupe G dobija tako ito
se u svim njenim elementima koordinata sa indeksom k + m zameni nu-
lom. Sli¢no, neka je C’ skup vektora koji se od skupa C dobija tako sto
se u svim njegovim elementima koordinata sa indeksom k + m zameni
nulom. Na osnovu Leme 1 red podgrupe G” je g*. Skup C’ je koset pod-
grupe G, a elemenat v = [0 ... 0 vpy, ... Vktm—1 0 ... O]:r je jedan
od koset-lidera koseta C’ (videti na primer [Pete72, Teorema 3.9)).
Podto je w(v') = m — 1, na osnovu induktivne pretpostavke je

P(C")
P(GY)
gde je p’ vektor koji se od vektora p dobija brisanjem koordinate sa

indeksom k+m. Zamenom P(G") = G+m(To+T) 1 P(C') = qryrm (Ro+
R) u prethodnu nejednakost, dobija se da je

¢x(P)(To +T) > Ro + R, (3.52)

< ée(p) < 1, (3.51)

jer je ¢x(p') < di(p). _

Razmotrimo najpre slucaj Lii.(x') = 0, x’' € B,. Zbog toga sto
je Do = By, bice Go = {g(x) | X' € Doy} =G i T, =R, =0 2za
1 < u < ¢. Zamenom P(G) sa P(G'), i P(C) sa (Pr+m/ Qerm) P(C"),
na osnovu( 3.51) dobija se da je

P(C) _ prim PC) _ peam _ psy

PG) ™ Gim P(C) " iy = g, PRI S ulP)
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Neka je sada Liym(X’) # 0 za neko x’ € Bi. Skup Gp je pod-
grupa reda ¢°~! grupe G, a za proizvoljno u, 1 < u < g, skup C, =
{e(x') | x' € D,} je koset podgrupe Go. Na osnovu induktivne pret-
postavke je za u = —Up4m

P {C"”k"'"‘} — R"va
P(Go) To

< qsk—-l (p):

odnosno

Toék(p) - R—Uk+m > 0.

Polazeéi od (3.52) i ove nejednakosti dobija se nejednakost

Prim (—$x(P)T + Ro+ R = Respyn) 'S Prgm (#4(P)To — Roviym)
< k4 (st(p)Tﬂ — Rauk+m) 3

odnosno, zbog (3.49) i (3.50), nejednakost ¢(p)P(G) > P(C). Time je
dokazano da nejednakost (3.42) vazi za svako m, m > 1, za podgrupe
reda ¢*. Dakle, indukcijom je dokazano da nejednakost (3.42) vazi
za podgrupe proizvoljnog reda ¢, 0 < k < n, ¢ime je zavrSen dokaz
teoreme. - _

U opstem sluéaju kad raspodela verovatnoca P(-) na skupu B, za-
dovoljava samo opéste uslove (3.34), neka je |

p: =max{p;; |1 <j <gq} <1/q, 1 <i<mn,

i p = (p1,p2,.--,Pn)- Interesantno bi bilo pod ovim pretpostavkama
dokazati ili opovrgnuti nejednakost (3.42). Ovaj rezultat predstavl-
jao bi dalje uopstenje Teoreme 3.7, a time i nejednakosti (3.36) iz
rada [Sull67]. ' |

Neka je x kodna rec koja se propusta kroz kanal sa grefkom. Vektor
greske, slu¢ajna promenljiva E, ima raspodelu verovatnoca

PAE=e} = [IpF(l —p)"™%, e€Ba  (3.53)

1=1
Primljena poruka je slu¢ajna promenljiva ¥ = x @ E. Za proizvoljan
vektor y € B, funkcija Fy : [0,1]* — [0,1]" definiSe se kao preslika-
vanje koje prevodi vektor p (koji na osnovu (3.53) odreduje raspodelu
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verovatnoda na skupu B, ) u vektor p aposteriornih verovatnocla greske,
sa koordinatama

p = P, ({E: =1} | {H{‘)E — H(i)y})
P, {HYE = HOy, E; = 1}

- - <i<n. (3.
P, {HUE = HOy} 1<:<n. (3.54)

Neka je niz vektora {pm} ., zadat uslovom
i>

p(O) = (p: Py ,p), (355)

(gde je p verovatnoca greske u BSK, 0 < p « 1/2) 1 rekurentnom

relacijom | |
pl+h = F, (p(a)) , j>0. (3.56)

U koracima 4°% i 5° Algoritma 2.1 izraunavaju se ¢lanovi upravo ovog
rekurentnog niza vektora. Realizacija vektora greske E moze se oceniti
vektorom @ dobijenim od vektora p{? za neki fiksirani prirodni broj d
zaokruzZivanjem na jednu binarnu cifru, tj.

_ 0, p\¥ <1/2
€; — { p(d) _ / . (3.57)
1, pi">1/2

Razmotrimo pojednostavljeni algoritam dekodiranja (u daljem tekstu
Algoritam P) kod koga se predata kodna re¢ ocenjuje vektorom € y.
Ako je vektor & ® y kodna re¢, onda se on usvaja za rezultat dekodi-
ranja, a u protivnom se dekodiranje smatra neuspesnim. Dekodiranje
je neuspesno i ako kodna reé¢ €@y nije jednaka kodnoj reéi x dovedeno;
na ulaz BSK.

Za d = 1 Algoritam P je ustvari poznati algoritam dekodiranja
simbol-po~-simbol, videti na primer [Hart76]. Ponavljanje izracunavanja
aposteriornih verovatnoca gresaka ima heuristi¢ku motivaciju, a omo-
gucuje da na odluku o svakom bitu greske utice veci deo primljene
poruke (videti [Gall62] i [Meie89]).

Od interesa je ustanoviti pod kojim uslovima konvergira niz vek-
tora {p(-")}jw, zadat sa (3.55) 1 (3.56). Zaista, ako ovaj niz vek-

tora konvergira, onda za dovoljno vehko d° > 0 vektori € formirani
zaokruzivanjem (3.57) koordinata vektora p¥, d > &', ne zavise od d.
Naredna teorema daje dovoljan uslov konvergencije ovog niza vektora.
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Teorema 3.8 Neka je C linearni (n, k) kod sa kontrolnom matricom
H. Zal <1 < n neka su vrste matrice HG) neki linearno nezavisni
vektori iz dualnog koda. Neka jey € B,, i neka je niz vektora {p(-’)} <

iz
definisan uslovom (3.55) i rekurentnom relacijom (3.56), pri demu je
p, 0 < p < 1/2, proizvoljno. Ako za neko x € C i za neko d > 0

koordinate vektora p® zadovoljavaju uslov

@ ) < 1/2, y:i= =z << |
P, { >1/2, yida 1 <1< n, (3.58)
onda je

Jmp = {3 MWL isise

DOKAZ. Neka je sluéajna promenljiva E' datasa E' =E®x®dy

i neka su ¢clanovi niza vektora {}')U)} <o definisani jednakostima
i

(5)

-—(.‘.")_____{ Pi > Yi = T4 : :

Py’ = : , . 1<:<n,3=0. (3.59)
1 - p?)a Yi 7 T

Slu¢ajna promenljiva E ima raspodelu verovatnoca odredenu vektorom

p(?} ako i samo ako sluéajna promenljiva E’ ima raspodelu verovatnoca

odredenu vektorom p\), ;7 > 0. Niz {}3(-’)} o zadovoljava rekurentnu
iz

relaciju
pl+)) = 7, (I-)(J)) , i>o.

Zaista, neka je 7 2 0 1 neka je Fyp (f)(j)) = p. Tada su prema definiciji
funkcije 7 koordinate vektora p date sa

pi = Fgo ({EI =1} {H(i)E = 0})
= Py ((E =1} | {HOF = o})
P ({E; =1®z;i Dy}l {HG)E = H(i)y})

(7+1)
P; i = Yi . =+ ;
{ 1 — p(}—*‘l) M i _—,é y - pEJ ), 1 S- : S n’
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tj. Fy(p1) = pl*+). Koordinate vektora p® zbog (3.59) i uslova teo-
reme (3.58) zadovoljavaju nejednakosti

Y <1/2, 1<i<n. (3.60)
Oznacimo sa C} skup vektora koji se od skupa |
{e € B, | HYe =0, ¢; = u}

dobija brisanjem i-te koordinate u svakom elementu, u € {0,1}, 1 <
t < n. Skup C? je podgrupa reda 2% ( k; > k) grupe B, _;, a skup C?
je njen koset, 1 <1 < n. Neka je

o _ 1= 1
T (1) = _{5)

P Pi

1, 1<i<n, j>O0. (3.61)

Neka je dalje pl*) vektor koji se od vektora pl) dobija brisanjem i-te
koordinate, 7 > d, 1 £ : < n,inekajezal < i < n sa §; oznacena
velicina

5,- = Fk‘. (f)(d'i)) .

Zbog (3.60) i Teoreme 3.7 je §; > 1 za svako i, 1 < 7 < n. Na
osnovu (3.60) i (3.61) zakljucuje se da je al? > 1, 1 < i < n. Polazedi
od ovih nejednakosti moZe se indukcijom pokazati da za proizvoljno
7, ] = d, vaZe nejednakosti a,(-ﬂ >1,1<:<mn,azaj > dinejednakost

e’ >alVs 51, 1<i<n. - (8.62)

Ovo tvrdenje je za j = d ocigledno taéno. Pretpostavimo da je tvrdenje
tatno za d,d +1,...,j. Na osnovu Teoreme 3.7 za j > d je

Prio (C7)
P plie) (C})

> Fy. (;3(-?'=‘)), 1< < n.

Prema induktivnoj pretpostavci zbog (3.61) koordinate vektora pl7+
vece su od odgovarajucih koordinata vektora p{%*). pa na osnovu Osobine 3
funkcije F

Fh@wﬂth@@ﬂé&, 1<i<n.
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Ova nejednakost je naravno taéna i za j = d. Polazeéi od jednakosti
(videti (3.54)) |
S _ () Ppus (CF)
‘ ‘ Pf)(.i.i) (C:l) ’

i poslednje dve nejednakosti, pokazuje se da je it > a?)b}, 1 <

¢ < n, pa je indukcijom dokazano da nejednakosti (3.62) vaZe za svako
4 > d. Neposredna posledica dokazanih nejednakosti je

Jim o = +oo,  1<i<n,
i dalje, zbog (3.61)
limp” =0, 1<i<n.
Iz ove jednakosti i (3.59) direktno sledi tvrdenje teoreme. 0

Parametar p u ovoj teoremi ima proizvoljnu vrednost. Medutim,
jasno je da je za uspeSnu primenu Algoritma P neophodno da p bude
upravo jednako verovatnoéi greske u BSK na ¢ijem je izlazu dobijena
poruka y.

Koordinate vektora p(!) imaju jasnu interpretaciju, jer predstavljaju
aposteriorne verovatnode greske bita primljene poruke. Koordinate os-
talih vektora p(?, ... ne mogu se interpretirati kao verovatnoée, §to se
moze shvatiti kao izvestan nedostatak Algoritma P. Precizniji u ovom
pogledu je algoritam za dekodiranje “kodova sa kontrolama parnosti
male gustine” [Gall62]. Prilikom izratunavanja AVG nekog bita koriste
se druge AVG, u ¢ijem izra¢unavanju nisu korisCene kontrole parnosti
koje sadrze polazni bit. Medutim, ovakav postupak izra¢unavanja AVG
je nesto komplikovaniji, a ipak nije potpuno egzaktan, jer se posle malog
broja iteracija obuhvataju (i vise puta) sve koordinate kodne reéi.

Razmotrimo sada praktiéni znaca) Teoreme 3.8. Za d = 1 ona se
moze preformulisati na slede¢i nadin: ako se mozZe izvrsiti simbol-po-
simbol dekodiranje primljene poruke y koriséenjem LKM HO, 1 <: <
n, tada primena Algoritma P na poruku y vodi uspesnom dekodiranju.
Znacaj Teoreme 3.8 proisti¢e iz Cinjenice da se Algoritam P zavrSava
uspesnim dekodiranjem i u drugim slu¢ajevima, kad je uslov (3.58)
zadovoljen za proizvoljno d, d > 1. Egzakino izraéunavanje verovatnoce
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uspesnog dekodiranja za Algoritam P je vrlo komplikovano &ak i za
relativno jednostavne kodove. Medutim, postoji mogucnost da se ova

verovatnoéa oceni eksperimentalno.
Neka je X kodna rec¢ koja se dovodi ulaz BSK. Pretpostammo da vek-

tor greske, slu¢ajna promenljiva E, ima raspodelu verovatnoda (3.53),
pri ¢emu su sve koordinate vektora p jednake p, verovatnodéi prelaza
BSK. Neka je za d > 1 sa A4 oznaéen skup vektora greske e € B, takvih
da ako se Algoritam P primeni na vektor y = x @ e, vektor p(¥ zado-
voljava uslov (3.58). Iz dokaza Teoreme 3.8 sledi da je A; € A; C
Neka je za d > 1 sluéajna promenljiva U, definisana kao funkcija od
slutajne promenljive E,

Ud‘—'—'I(EEAd), dz"_l

Velicina oy = P{Us =1} = P {E ; € A4} je ustvari verovatnoéa da
vektor p{#, d > 1, zadovolji uslov (3.58), pa prema tome i verovatnoéa
uspednog dekodiranja ako se za dekodiranje koristi vektor p{9. Prema
tome, velitina ag moZe se eksperimentalno odredivati uobi¢ajenim pos-
tupkom. Nezavisnim slu¢ajnim promenljivim E{*) sa istom raspodelom
verovatnoca (3.53), 1 < s < n., n. > 1, odgovaraju nezavisne slucajne
promenljive UES"), sa istom 0 — 1 raspodelom verovatnoca. Sluc¢ajna
promenljiva n. Uy, gde je

ima binomnu raspodelu verovatnode sa para,metrirna._ad 1 n.. Lbog toga
se parametar ag ove binomne raspodele moze oceniti sa ag =~ 44, gde
je i1y realizacija sluéajne promenljive U;. Preciznije, sa verovatnoéom
od oko 95% velitina ay je u intervalu [ty — 204, @4 + 204, gde je

Cg o \/ﬁd(l — ﬁd)/ne..

Napomenimo da izbor kodne reéi x ne utiCe na ishod eksperimenta,
pa se moze uzeti da je x = 0. Opisana procedura moze se 1lustrovati
sledecim primerom.

Primer 3.7 Neka je C linearni kod R, gde je h(z) = 1 + 2% +
z1%% i n = 512. Sistemi kontrola parnosti koji odgovaraju LKM H®),
formiranim pomoéu Algoritma 3.1, 1 <t < n, su ortogonaln..




86 KOMBINOVANI ALGORITAM: PROBABILISTICKA FAZA

Neka je fiksirana kodna re¢ x € Ry, verovatnoéa p greske u BSK
1 parametar d, broj iteracija u Algoritmu P. Koriiéenjem generatora
slu¢ajnih brojeva formirane su realizacije el®) € B;,, 1 < s < n, =
100, vektorskih slu¢ajnih promenljivih E(*}, 1 < 5 < n,, sa raspode-
lom verovatnoda zadatom jednako3éu (1.1). Na svaku od primljenih
poruka y) = x@el®, 1 < s < n,, primenjen je Algoritam P, posle
Cega jJe registrovan broj uspesnih dekodiranja. Dobijeni rezultati za
p = 8/256(1/256)50/256 i d = 1(1)10 prikazani su u Tabeli 3.7. Za-
visnost ocene verovatnoce uspeinog dekodiranja od verovatnode greske
p prikazana je i na Slici 3.1, za d = 1,2,3,5,7,10. ZapaZa se da je za
p < 1/16 verovatnoca uspesnog dekodiranja vrlo bliska jedinici, posle
Cega relativno brzo opada. O
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Verovatnoca Broj iteracija
greike 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.031250 40 97 99 100 100 100 100 100 100 100
0.035156 32 9% 99 1060 100 100 100 1100 100 100
0.039062 25 954 99 1060 100 100 100 100 100 100
0.042968 22 90 98 90 1060 100 100 100 100 100
D.046875 12 90 97 99 100 106 100 100 100 100
0.050781 9 B4 97 99 100 100 100 100 100 100
0.054687 T 80 98 99 100 100 100 100 100 100
0.058593 3 71 94 96 99 g9 99 99 99 99
3.062500 2 64 91 a4 98 o8 98 93 o8 o8
0.066406 2 59 89 92 98 08 98 o8 98 98
0.070312 | 2 54 87 91 96 96 96 97 98 98
0.074218 1 52 83 89 93 93 935 95 96 96
0.078125 0O 48 B8O 85 90 a3 95 95 896 96
0.082031 0 44 77 84 89 92 94 94 95 96
0.085937 0 34 72 82 87 S0 93 93 94 95
0.089843 0 23 67 79 83 87 83 88 90 g1
0.093750 C 19 65 73 78 82 83 83 85 85
0.097656 0 11 60 71 76 8] 82 84 85 83
0.101562 g 11 54 70 75 81 82 83 85 85
0.105468 0 7 350 67 75 80 80 82 83 84
0.109373 0 7 48 62 74 78 78 81 82 83
0.113281 0 4 42 o8 68 T4 73 30 81 82
0.117187 || O 3 40 56 65 695 72 73 74 76
0.121053 0 3 33 50 61 a7 89 69 70 T2
0.125000 0 2 27 44 58 64 68 68 69 71
0.128906 0 2 21 40 53 29 61 62 63 65
0.132812 0 2 18 33 44 50 54 38 o9 61
0.136718 0 1 17 32 43 49 53 26 59 62
0.140625 0 1 14 29 38 41 45 47 49 51
0.144531 0 1 > 19 28 34 38 40 42 44
0.148437 0 1 3 13 23 28 33 38 40 40
0.152343 0 0 3 11 19 23 31 35 37 38
0.156250 O 0 2 10 19 24 25 31 33 35
0.160156 0 G 1 o 15 22 27 29 31 33
0.164062 Q 0 1 (4 11 19 23 24 26 28
0.167968 0 0O 1 7 10 17 20 21 23 25
0.171875 0 0 1 G 8 12 16 16 18 19
0.175781 0 0 0 4 8 12 14 15 16 17
0.179687 0 o 0 3 6 9 11 12 13 i4
0.183593 0 0 G 3 5 7 9 11 11 12
0.187500 0 0 0 2 5 7 8 9 9 10
0.191406 0 0O 0 1 2 3 4 4 S5 6
0.195312 0 G 0 0 0 0 0 0 2 3

Tabela 3.7: Zavisnost broja uspeinih dekodiranja {od 100) od vero-
vatnoée greske p
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Poglavlje 4

Kombinovani algoritam:
faza pretrage

Svaki ciklus kombinovanog algoritma za dekodiranje kodova R4, sas-
toji se, kao §to je re¢eno u poglavlju 2, od probabilisticke faze 1 faze pre-
trage. Faza pretrage (koraci 8°, 9°1 10° Algoritma 2.1) je ustvari algori-
tam dekodiranja koriséenjem sluéajno izabranih informacionih skupova
(videti na primer [Clar82, str. 102-131]. Postupak formiranja informa-
cionth skupova opisan je u tacki 4.1. DonoSenje odluke da li je zadata
kodna re¢ najbliza primljenoj poruci razmotreno je u tacki 4.2, a al-
goritam pretrage po skupu kodnih re¢i koje se od primljene poruke
na informacionom skupu razlikuju na ne vise od zadatog broja mesta
izloZen je u tacki 4.3.

4.1 Formiranje slucajnih informacionih
skupova

Osnovna ideja dekodiranja pomocu informacionog skupa je pronalaZenje
informacionog skupa na kome u primljenoj poruci nema gresaka. Zbog
toga je potrebno da se informacioni skup formira najpouzdanijih bita
primljene poruke. U ovoj taZki je detaljnije razraden postupak slu¢ajnog
1zbora informacionog skupa (Algoritam 4.1). Qcenjeno je matematicko
ocekivanje broja indeksa koji se uzimaju u obzir za formiranje informa-
cionog skupa, kao 1 numericka sloZenost ovog algoritma.

89
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Pod nepouzdanoscu bita y; primljene poruke u koraku 8° Algo-
ritma 2.1 podrazumeva se veli¢ina pgj), 1 <1 < n. Dakle, informacioni
skupovi se formiraju od indeksa najmanjih koordinata vektora p{),
sli¢cno kao i u {Meie89, Algoritam A] (izuzev $to se u tom radu koristi
samo vektor p{Y). Da bi se pak omoguéilo formiranje vise slu¢ajnih
informacionih skupova, izbori se vrie iz skupa 1’ indeksa &’ najmanjih
koordinata vektora p), k < k' < n. Skup V' mora da sadrzi bar jedan
informacioni skup. Drugim reCima, ako je G proizvoljna generisuca
matrica koda R, ,, potrebno je da bude rang Gy = k. S druge strane,
broj &’ ne sme da bude previde veliki da se informacioni skupovi ne bi
formirali od nepouzdanih koordinata primljene poruke. Pogodna vred-
nost parametra k' bira se na osnovu ova dva uslova, u zavisnosti od
parametara koda 1 verovatnoce greske p.

Procenicemo sada matematicko ocekivanje broja razmatranih ele-
menata skupa 1’ prilikom formiranja slu¢ajnog informacionog skupa.
Pri tome se zbog jednostavnosti smatra da su elementi skupa 1’ jednako
verovatni, kao 1 da su izabrani nezavisno i sa ravnomernom raspode-
lom verovatnoce 1z skupa Bj. Neka je L sluc¢ajno izabrani informacioni
skup, pri ¢emu su Ly, L,,..., L; njegovi elementi, onim redom kojim su
izvlaéeni iz skupa I’. Neka je dalje L(® = @i LY = {L,, L,,...,L;} za
1 < j < k. Skup LY formira se od skupa LU~Y dodavanjem sluéajno
izabranog indeksa L; € I'\LU~1, Ovaj izbor ponavlja se dotle dok se ne
dobije indeks L; takav da je vektor G, linearno nezavisan od vektora—
kolona matrice Gy,;-1). Zbog jednostavnosti modela smatra se da je ovo
izviaCenje sa vracanjem, iako je to za algoritam beskorisno,jer se time
povecava matematitko oéekivanje broja izviacenih elemenata skupa I’
Verovatnoca da je vektor G linearno nezavisan od vektora-kolona
matrice Gy;-1) je na osnovu pretpostavke o skupu 1’ pribliZno jednaka
verovatnodi izbora iz By \ 0, sluéajnog vektora linearno nezavisnog od
zadatih j — 1 (linearno nezavisnih) vektora

., 92— 9i-1

1<31<k.

Drugim refima, pretpostavljasedasuzal <j <k’ gusti!ne” vektora
linearno nezavisnih od vektora-kolona matrice Gy,;-1y priblizno 1ste u

skupovima I \ LU-1) | B¥\ ({0} U L(j"'”) .
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S obzirom na sistem linearnih veza izmedu kolona matrice G moze
se reéi da skup I’ \ LU~V nije dovoljno reprezentativan uzorak eleme-
nata skupa B* \ ({0} U LG "‘1)) , odnosno da iskoris¢ena aproksimacija
nije potpuno opravdana. Medutim, ovde joj se ipak pribegava zbog
sloZenosti egzaktnog izracunavanja olekivanog broja izabranih eleme-
nata skupa 1’ prilikom formiranja sluéajnog informacionog skupa.

Verovatnoca da se posle v — 1 neuspednih u v-tom pokusaju, v >

1, izabere pogodan elemenat L; € 1'\ LU™Y je (1 —p;)p_l P;s pa je
matematicko olekivan)e broja razmatranih kandidata za L;

Sv(1-p)" 5

L ]
=1 Pj

1 26—
ARSIt

I

Matematicko ocekivanje ukupnog broja razmatranih elemenata skupa
I’ mozZe se proceniti sa

1
= £k . k 4+ 2
+;23_1< + 2,
jer je

k k k-
1 1 1 1
. = -+ ) = <14) —
j=1 2 — 1 1 =2 -1 =

[ =

——
—

b

(4.1)

< 14

1=1

J

o

Na slican nacin moZe se ocenitl da je disperzija broja razmatranih ele-
menata skupa I’ manja od & + 7. Eksperimentalni rezultati pokazuju
da je aproksimacija pri 1zvodenju ove procene vrlo gruba. Najlesice je
dovoljno uzeti &' = 3%, iako ponekad cak 1 za tako veliku vrednost &’
nije zadovljen uslov rang G = k. Zaklju¢uje se da je u skupu vekiora
{G‘qJF | L, el'\ L(j_l)} gustina vektora linearno zavisnih od vektora—
kolona u matrici Gy-1y,1 < 7 < %, najéeiée znatno vela nego u skupu

vektora B* \ ({0} U L(j"'l)) ,
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Slu¢ajni informacioni skup moZe se formirati koriicenjem sledeceg
algoritma, sli¢nog Gausovom postupku refavanja sistema linearnih jed-
nacina.

Algoritam 4.1 Formiranje slu¢ajnog informacionog skupa I C I’ line-
arnog (n, k) koda sa generisu¢éom matricom G, pri ¢emu je 1’ zadati
podskup skupa {1,2,...,n}.

Ulaz: generiSuca matrica koda G i skup I’ C {1,2,...,n} takav da je
matrica Gy nesingularna.

Izlaz: slucajni informacioni skup 1 C I’ i matrica u = Gy L.

1° [Inicijalizacija, izbor prvog sluéajnog indeksa.] j « 1; izabrati
slu¢ajni elemenat I, € I’} staviti 10 = {,}; staviti v(}) «— Gy,;
neka je v, indeks prve koordinate vektora v(!) razlicite od nule;
staviti u — J*) gde je I*) jedini¢na matrica reda &; inicijalizo-
vati matricu v «— v{1),

20 [Priprema za slu¢ajni izbor narednog &lana informacionog skupa.]
j « j 4+ 1; izabrati slu¢ajni elemenat I; € 1’\ 19-3); staviti v «
Gyi; zai=1,2,...,j — 1 ako je v{) # 0, onda staviti v «
v @ v,

3° [Rang podmatrice od izabranih kolona nije poveéan?] Ako je v{?) =
0, skok na 2° u protivnom, neka je «; indeks prve koordinate
vektora vl razlicite od nule, staviti 1) = 1=y {I;}, matrici v
dodati vektor v{) kao poslednju kolonu, a sa kolonama matrice
u izvrsiti iste operacije koje su u koraku 2% izvriene sa kolonama
matrice v.

4° [Kraj?] Ako je j < k, skok na 2°%; u protivnom 1 « 1(%),

5° [Formiranje matrice Gi'.] Za ¢ = k,k — 1,...,2 Izvrsiti sledece
operacije sa kolonama matrica viu: za j = 1,2,...,2 — 1 ako
je (v;),, = 1, onda u; «— u; @ u;. Zatim ispermutovati kolone
matrica u i v istim skupom permutacija tako da se od matrice v

- dobije jedini¢na matrica. Tada je u = Gl'l. O

Pomoéni vektor vl se za 1 < j < k formira u koraku 2° kao linearna
kombinacija vektora Gy, , Gy,,..., Gy, tako
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¢ da bude linearno nezavisan od vektora G;,, Gy,,...,Gy,_,, ili, §to
je ekvivalentno, od vektora v{!), v(?3) (-1}

¢ da je linearni potprostor sa bazom v{!) v(?) . {9 jednak lin-
earnom potprostoru sa bazom G,,Gy,,..., Gy;

e da mu koordinate sa indeksima +;,72,...,7;~1 budu jednake nulj;
za vrednost 7; uzima se indeks prve koordinate ovog vektora ra-

zhicite od nule.

Koordinata vektora v?) sa indeksom ~; koristi se za dobijanje nula na
koordinatama sa tim indeksom u vektorima v+l v(+2) () 1 <
j < k. Da bi se formirao vektor v{¥) potrebno je izvrsiti najvise k(j — 1)
sabiranja po modulu dva, 1 < j < k, pa je zbog (4.1) matematicko
olekivanje numeritke sloZzenosti operacija sa vektorima v\ 1 < 7 < k,
u koraku 2° algoritma ograni¢eno odozgo veli¢inom

koo 2% _ j k-lj(gk__gi+2j)
LU - Dkg—om < k; 2F — 25

=1
k-1 * k—1 J |
k (Z]) +kj=212k_j__1

I

j=1
1 k-
= —k*(k-1)+k .
R F (k= +k 2 5
1 pm g B |
< =k¥k-1)+k .
Lot 1)+ 52 £
1 1
< -ék?(k — 1)+ 2k(k — 1) ~ §k3
Numericka sloZenost operacija sa matricom u u koraku 2° je najvide
k
> (G- Dk =k (k—1)/2.
1=1

U koraku 5° je potrebno izvrsiti jos

k
25°( —1) = k(k — 1)

1=1
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operacija u prvom delu i oko 2k? operacija za preuredenje kolona.
Dakle, numericka slozenost Algoritma 4.1 je oko k3.

4.2 Kriterijum za diskriminaciju kodnih
reci |

Prilikom dekodiranja po principu minimuma rastojanja u opstem slu-
¢aju se za fiksiranu kodnu re¢ ne moze tvrditi da je najbliza primlje-
noj poruci pre nego ito se provere rastojanja primljene poruke od svih
kodnih re¢i. Medutim, u slu¢aju kodova R;, za n dovoljno veliko
kodna reé¢ x je (sa odredenom pouzdano3éu) najbliza primljenoj poruci
y € B, ako i samo ako je rastojanje dist (x,y) manje od odredene
granice (videti na primer u radu [Sieg85]). Ova ¢&injenica je znalajna
u slu¢aju kad se unapred zna da neki podskup koda sadrZi traZenu
kodnu re¢. U ovoj tacki ¢e na osnovu [Sieg85] biti izlozen odgovarajudi
statisti¢ki model, kao i nac¢in odredivanja praga odluéivanja (diskrimi-
nacije) o kodnoj reci x na osnovu rastojanja dist (x,y).

Neka je x kodna re¢, E — vektor greske sa raspodelom verovatnoca 1.1,
i Y = x@® E - primljena poruka. Statisticki model koji omoguéuje
diskriminaciju kodnih re¢i koda Rp, prema rastojanju od primljene
poruke y (realizacije slucajne promenljive Y) je sledeli: rastojanje
kodne reci x’ € Ry, , od primljene poruke Y ima binomnu (odnosno pri-
blizno normalnu) raspodelu verovatnoca, sa srednjom vredno$¢u koja
zavisi od toga da li je x’ = x ili x’ # x. Neka je sa

U = dist (X, Y) = dist (x, x ® E) = dist (x' ® x, E)

oznadena slu¢ajna promenljiva jednaka rastojanju fiksirane kodne reci
x’ od primljene poruke. U slu¢aju kad je x’ = x, sluéajna promenljiva
U ima binomnu B(n, p) raspodelu verovatnoéa sa matemati¢kim oceki-
vanjem np i disperzijom npq, gde je ¢ = 1 — p. U slucaju kad je x’ # x,
slu¢ajna promenljiva U jednaka je zbiru sluéajnih promenljivih Up 1 U;
zadatih jednakoicu

Uy, =l{i|1<i<n, z;®z; =100, E;=1n}|, n € B.

Ovde je | - | oznaka za kardinalni broj skupa. Slu¢ajne promenljive Ug
i U, su nezavisne i imaju redom binomnu raspodelu B(wz, g), odnosno
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B(n —wg, p), gde je w, = w(x'@x). Zbog toga je raspodela verovatnoca
slucajne promenljive U jednaka konvoluciji ovih dveju raspodela (videti
na primer [El-A84))

P{U=u}= > P{lUy=u}P{lU=1u}, (4.2)

o u=u

i u opStem slucéaju nije binomna. Njeno matematitko oéekivanje je np+
we(g—p), a disperzija npq. Poznato je da je u kodnim re¢ima koda F4
broj nula priblizno jednak broju jedinica, videti na primer [Golo67].
Zbog toga je w, ~ n/2, pa je matematit¢ko oéekivanje slutajne pro-
menljive U priblizno jednako matematitkom oéekivanju sluajne pro-
menljive sa binomnom raspodelom B(n, p).

Razmotrimo sada slozZeniji model u kome je kodna reé x’ realizacija
slucajne promenljive X’ sa ravnomernom raspodelom verovatnoéa na
skupu KR ,. Ova} model vise odgovara realnoj situaciji, zbog toga sto
se kodna re€¢ x ne zna. Veliéina w, = w(x’' & x) je tada realizacija
slutajne promenljive W, = w(X’ & x). Nezavisne slu¢ajne promenljive
Us 1 U; definisane jednakoséu

Un=‘{‘£i1§i'§n,ﬂ:;@X:=1$T},E£=T]}I,' -']E.B:
zavise 1 od X' 1 E, a njihov zbir je slu€ajna promenljiva
U=dist(X,Y)=w(X' &x® E).

Slu¢ajna promenljiva Uy, odnosno U,, ima pri uslovu W, = w,, 0 <
w; < n, binomnu uslovnu raspodelu verovatnoéa B(w,,q), odnosno
B{wz, p). Uslovna raspodela verovatnoda sluéajne promenljive U pod
istim uslovom W, = w. je konvolucija ovih dveju uslovnih raspodela
(videti (4.2)). Pretpostavimo da slu¢ajna promenljiva W, ima binomnu
raspodelu B(n,1/2) (u radu [Kasa85] utvrdeno je da se raspodela tezina
vedine linearnih kodova dobro moze aproksimirati binomnom raspode-
lom). Iz ove pretpostavke sledi da i sluc¢ajna promenljiva U ima istu
binomnu raspodelu, jer je tada za 0 < u < n

P{U =u} =
= Y P{We=w} PUUX,Y) = u} | {Wa = w,))

wy =0
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min(wz,u)
—n Wy n— Wy udwy— n—wy;—u 4
)2 Z ( ) ( )p + Zw’q _ +2w
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Odluéivanje o tome da li je sluc¢ajno izabrana kodna re¢ x’ linear-
nog koda R, . Jednaka kodnoj reci x &ijim je propustanjem kroz BSK
(odnosno sabiranjem po modulu dva sa vektorom E slucajnih gresaka)
dobijen vektor y, moze se formulisati kao testiranje hipoteze Hp : X’ = x
protiv alternativne hipoteze Hy : x’ € R ,, X’ # x. Statistika na os-
novu koje se vrii odluéivanje je Hemingovo rastojanje d = dist (X', y)
Uslovna raspodela verovatnoca slucajne promenljive U = dist (X’,Y)
(¢ija je realizacija statistika u) kad je ta¢na hipoteza Hp, odnosno
hipoteza Hi, je binomna B(n,p), odnosno B (n,1/2) raspodela, videti
Sliku 4.1. Za dovoljno veliko n (na primer n > 20) ove raspodele

mogu se aproksimirati normalnim raspodelama A (np, \ /’npq) , odnosno

N (n/2,+/n/2). Kritiéna oblast testa je oblika {u | u < dp}, pa se sma-
tra da je hipoteza Hyp tacna ako je rastojanje d manje od praga do.

Prilikom odluéivanja da li je taéna hipoteza Hp ili hipoteza Hj
mogude je napraviti dve vrste gredaka: proglasiti za reSenje kodnu rec
koja to nije (proglasiti taénom hipotezu Hy iako je taina hipoteza Hjy),
ili prevideti taéno redenje (proglasiti taénom hipotezu Hj iako je tatna
hipoteza Hg). Verovatnodée ovih gresaka, koje e biti oznaéene redom
sa Pyp1, Pijo, date su za dovoljno veliko n pribliznim 1Zrazima

FPop = Pu, {U < do}
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Ppo{D = d}

D = d}
/\ Py, {

Slika 4.1: Uslovne raspodele verovatnoca rastojanja slucajno izabrane
kodne reci od primljene poruke

g2 ] ~2(z-n/2)? g,
nrw

°("):

Pl]O — PHO {U)dﬂ}
1 +oo _!z—nE!1
/ e *re dz
\/.?..?I‘npq dp

(e
npq )
Ovde je sa (z) oznacena funkcija

@(z) = _\/%;/:m ~7 dt.

Da bi se odluéivanjem na ovaj nacin uspesno izvrsilo dekodiranje,
treba obezbediti da verovatnola Py bude dovoljno mala, na primer

|

odnosno




98 ICOMBINOVANI ALGORITAM: FAZA PRETRAGE

P1|0 < 0.001. Neka je G = Q_l (0.001) ~ 3. Uslov Pl[ﬂ < 0.001 ekviva-
lentan je sa |

dp 2 np + ag/npq.

Zbog toga se za prag odluéivanja (diskriminacije) mozZe usvojiti veli¢ina

do = np + ap/npq. (4.3)

Verovatnocéa Fy treba da bude manja od 2-% da bi se u proseku
jednom na 2% testiranja proglasavala taénom hipoteza Hg kad je taéna
hipoteza Hj. Ako se uvede oznaka By = Q1 (2"‘) , ova] uslov ekviva-
lentan je uslovu

BPo

do S nf2 — ?\/E (4.4)

Prag dg koji zadovoljava oba navedena uslova moze se izabrati ako i
samo ako je

n/2 — %\/r_z > np + ag\/npq,

odnosno

n > (ao\/ﬁ-l-%) .
- (1/2-p)?

U ovom izrazu brojilac je relativno mala konstanta, pa na duZinu kodne
reCi n najvise utice parametar p, verovatnoca greske u BSK.

(4.5)

4.3 Pretraga okoline informacionog skupa

U ovom odeljku ce detaljnije biti opisano generisanje i provera kod-
nih re¢i iz neke okoline izabranog informacionog skupa. Pored toga
bi¢e pokazano (slicno kao u radu [LeeBS8S]) kako se moZe odrediti op-
timalna dubina pretrage okoline informacionog skupa. Algoritam za
dekodiranje druge klase linearnih kodova iz [LeeBB8S] (nesto opstiji od
Algoritma A) bez veéih promena moze se primeniti i na kodove Ry ,.
Taj algoritam je ugraden u Algoritam 2.1 kao faza pretrage u okviru
svakog ciklusa.

Neka je (videti poglavlje 5) 1 izabrani informacioni skup. Pre izla-
ganja samog algoritma, uvei¢emo pojam okoline informacionog skupa
u odnosu na primljenu poruku.
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Definicija 4.1 Za fiksirant vektor y, y € B,, pod okolinom dubine
w informacionog skupa 1 linearnog koda Ry, u odnosu na primljenu
poruku y podrazumeva se skup kodnih reéi Oy, koje se na skupu pozi-
cija 1 od vektora y razlikuju na najvise w mesta, odnosno

Oy1w = {xX' € Ry | dist (x1,¥1) < w}.

Neka je u € B, proizvoljni vektor. Kodna re¢ koja se na informa-
cionom skupu 1 poklapa sa vektorom u mozZe se napisati u obliku

(1.1'{(.';}1'1 G) d

jer je

(uf G'G), = (f G?) Gy =],

Oznalimo sa e vektor kojme je koordinata sa indeksom l; 1 samo
ona jednaka jedinici, 1 < j < k. Neka je x{9 kodna re¢ koja se na
informacionom skupu I poklapa sa vektorom y, i nekajezal < 7 < k
sa x\? oznaZena kodna re¢ koja se na informacionom skupu I poklapa
sa vektorom el): Tada je

x(® = (leGI'lG)T. (4.6)

xG) = ((e{ﬂ)TG;lG)T = ((Gl‘”‘G)T) L, 1<i<k (47)
7

Vektor x(9 je koren stabla pretrage, jer u narednom algoritmu pretraga
okoline Oy 1, zapodinje upravo sa njim (preciznije, koren stabla pre-
trage je vektor x{? @ y). Sistem vektora x(9),1 < j < k je oéigledno
baza hinearnog koda Rj,,.

Neka je w celi broj, 0 € w < k. Svakom vektoru e takvom da je
w(e) = w(e;) (5to znatéi da su mu koordinate van informacionog skupa
jednake nuli) i w{e) < w jednoznaéno se moze pridruziti kodna reé

k
1=1
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iz okoline Oy1,. Naredni algoritam zbog ove &injenice omogucuje
formiranje svih kodnih re¢i iz okoline Oy 1,, zajedno sa svim vektorima
e € B, takvim da je w(e) = w(e;) < w. Prilikom izlaganja koriste se
sli¢ni termini kao za Algoritam 3.2, 1ako ovaj algoritam nije heuristicki
(radi se o potpunoj pretrazi okoline Oy 1.,,).

Algoritam 4.2 Pretraga okoline Oy, informacionog skupa 1 koda
Ry . u odnosu na primljenu poruku y, sa ciljem da se (ako postoji)
odredi kodna re¢ x’ iz te okoline takva da je dist (x',y) < dgy (4.3).
Ulaz: prirodni brojevi n,k, n > k, polinom A(z) € GF(2)[z] stepena
k, primljena poruka y € B,, informacioni skup 1 koda Ry ,,, prirodni
broj w, 1 < w < k, 1 prag diskriminacije do (4.3).

Izlaz: kodna re¢ x' € Oy, takva da je dist (x’,y) < do (4.3) (ako
postoji).

1° [Izracunavanje vektora x(© i baze x(1),x(? ...  x(*) koda Ras.]
Izratunati na osnovu (4.6) i (4.7) vektore x(? i x(9), 1 <j < k.

20 [Inicijalizacija stabla pretrage: korena v(®, rednog broja geﬁera.cije
g i vektora e gresaka na informacionom skupu 1.] v(® «— x(9 gy,
g+—0,1e —0.

3° [Korak u dubinu stabla.] Ako je g < k, onda v{#+1) « vi9) g —
g+ 1,1 e, « 0; ako je pak ¢ = k, onda skok na 5°.

4° [Naredni korak u dubinu.] Skok na 3°.

5° [Povratak nazad na prvu nulu vektora e na informacionom skupu.}
Ako je ¢, = 0, skok na 7°.

6° [Smanjenje tekuce dubine g.} Staviti g + g — 1; ako je g > 0, skok
na 5°, a u protivnom - kraj, bez reienja.

7° [Promena nadenog bita greske u jedinicu.] e;, « 1, v{9 — vis-D g
(9)
x!9),

8° [Test da li je pronadeno resenje.] Ako je w(v(¥)) < do, onda X' «
vl9) @y, kraj.



PRETRAGA OKOLINE INFORMACIONOG SKUPA 101

9° [Dostignuta je gra.ﬁica. w dubine pretrage, odnosno broja ispravki
na informacionom skupu?] Ako je w(e) > w, skok na 5°.

10° [Obradivana je poslednja koordinata informacionog skupa?] Ako
je g > k, skok na 5%; u protivnom, skok na 3°. O

Vektori v\? formirani u koraku 7° algoritma jednaki su zbiru po
modulu dva kodnih reci iz okoline Oy, 1 primljene poruke y. Svaki
od njih dobija se pomocu n sabiranja po modulu dva. Opisani algoritam
slican je algoritmu iz [LeeB88§], s tim sto je preciziran nacin formiranja
vektora iz okoline Oy 1,. Taj deo algoritma odgovara poznatom algo-
ritmu pretrage stabla u dubinu, videti na primer [Nije71]}.

Algoritam 4.2 sastoji se od dve jasno odvojene faze, pripreme za
pretragu (korak 1°) i samog izvodenja pretrage (koraci 2°—10%). Formi-
ranje informacionog skupa ! i izratunavanje matrice GJ' pomoéu Al-
goritma 4.1 zahteva izvrSavanje oko k® operacija. Proizvod Gy G
moZe se izra¢unati pomodéu 2k?n operacija obiénim mnoZenjem matrica.
Efikasniji nacin 1zraCunavanja ove matrice je da se najpre izraCuna
~ njenih privih & kolona (oko 2k operacija), pa da se zatim primenom
rekurentne relacije (1.3) izratunaju elementi ostalih vrsta (jer elementi
svake vrste zadovoljavaju navedenu rekurentnu relaciju). Na ova] nacin
je potrebno izvrsiti samo k% 4+ mk(n — k) operacija, gde je m broj
¢lanova polinoma h(z) razlicitih od konstante. Dakle, zbir numerickih
sloZenosti Algoritma 4.1 i prve faze Algoritma 4.2 je oko mkn + 2k5.
U tipiénim situacijama je veli¢ina m mala u odnosu na k, pa se nu-
mericka sloZenost pripreme za pretragu moze, kao i u [LeeB88] oceniti
sa ak’®. § druge strane, 2a proveru udaljenosti jedne kodne reti iz oko-
line Oy, od vektora y potrebno je, kao i u {LeeB88] izvrsiti samo fn
operacija (n celobrojnih sabiranja i n sabiranja po modulu dva). Ovde
su a 1 f odgovaraj)uce konstante. Dakle, zbir numerickih sloZenosti
Algoritama 4.1 1 4.2 je

ak® + fBn i (k)
y=0 \¥

Zbog ovakvog odnosa sloZenosti pripreme za pretragu i njenog iz-
vodenja, efikasnost algoritma mozZe se optimizirati pogodnim izborom
parametra w, dubine pretrage [LeeB88]. Vektor yj je realizacija slucajne
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promenljive x3 & E;, dobijene propustanjem vektora x; kroz BSK sa
verovatnoéom greike p. Pri tome parametar p ima drugaéiju vrednost
od one sa kojom se ulazi u Algoritam 2.1, jer se pretpostavlja da je rezul-
tat probabilisticke faze tog algoritma efektivno smanjenje verovatnocle
greske, posebno za koordinate primljene poruke sa indeksima iz infor-
macionog skupa. S druge strane, koordinate vektora E; zbog toga nisu
nezavisne. Ipak Ce zbog jednostavnosti biti pretpostavljeno da su ko-
ordinate ovog vektora nezavisne. Verovatnoéa da se kodna re¢ x nade
u okolini Oy ,slucajnog vektora Y jednaka je

P {dist (Yl,xl) < w} = P {w(El) < 'LU} — Zw: (i)pv(l _p)k—u

=0

U radu [LeeB88| je za ovu verovatnoéu koriséen drugi izraz,

&) S0

ali se lako pokazuje da su za veliko n vrednosti ova dva izraza priblizno
jednake. Pretpostavimo da je fiksiran broj n; operacija koje se mogu
izvriiti u toku dekodiranja koriscenjem Algoritama 4.1 1 4,2. Tada je
broj sluc¢ajno izabranih informacionih skupova koji se mogu obraditi
manji od

Ny

ak3+ /ny Y, (i) 1

a verovatnoc¢a da se kodna re¢ x nade u bar jednoj od na ovaj nacin
dobijenih okolina nije veéa od

T
_f; Rk,?ﬁ (w) ?

gde je

Repry(w) = — (k) ) (4.8)
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Na primer, za a = 4, § = 2 je v+ = 2k/n. Maksimizacija uspesnog
dekodiranja primenom Algoritama 4.1 i 4.2 svodi se dakle na mak-
simizaciju izraza Ry, . U Tabeli 4.1 date su vrednosti funkcije Ry p o (w)
za k=50, 1 <w<4i1p=0(001)0.3, vy =0.02. Zapaza se da je op-
timalna vrednost w u ovom sluéaju jednaka w =0 za p=0.01, w =1
za 0.02 < p < 0.33, odnosno w = 2 za 0.3¢ < p < 0.49,

Da bi se pronasla optimalna vrednost w, potrebno je ustanoviti pod
kojim uslovima vaZe nejednakosti

Rk.r—'ﬁ(w) < Rkipf’r(w T+ 1): w2 01 (49)
odnosno
vo (5)pr e - ()P + T, (i)p”q"‘”_
vk + 50, (]) T () + 9k + 2, () ’

111
v (k. w [k
P e P k‘2 w1 k-w-——l.
5 (=2 ()

Smenom z = ¢/p, z > 1, dobija se nejednakost

woE () oyze e

=0 v .
Izraz sa leve strane ove nejednakosti opada sa w. Poéto je z > 1 (zbog
p < 1/2) skup vrednosti w za koje nejednakost vaZi je interval (1, wo),
gde je wo = wolk, p,~) takav broj da je

wo wp +1 -
k2 =3 (k) (z%e* ~1) 2 0> yk2 — 3 (k) (2042 —1).
v=0 \V =0 v |
Broj) wp je upravo traZena optimalna vrednost dubine pretrage, jer za
w # wq vazi nejednakost Ry p+(w) € Ry p (wo) . Za fiksirane vrednosti
k i v optimalna dubina pretrage wy zavisi od verovatnoée greske p.
Na osnovu éinjenice da leva strana nejednakosti (4.10) opada sa z =
(1 — p)/p = 1/p — 1, odnosno raste sa p, zakljucuje se da ako je ta
nejednakost zadovoljena za neko p, onda je ona zadovoljena 1 za svaku
vrednost p’ > p. Dakle, za p’ > p je

wO(kapra 7) 2 wﬂ(k"p’ 7)
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O 1 2 3 4
P
G.01 0.119E-01 | 0.902E-02 | 0.744E-03 | 0.477E-04 | 0.398E-05
0.02 0.714E-02 | 0.728E-02 | 0.695E-03 | 0.469E-04 | 0.397E-05
0.03 0.428E-02 | 0.550E-02 | 0.611E-03 | 0.448E-04 | 0.391E-05
0.04 0.255E-02 | 0.397E-02 | 0.510E-03 | 0.411E-04 | 0.379E-05
0.05 0.151E-02 | 0.277E-02 | 0.408E-03 | 0.363E-04 { 0.357E-05
0.06 0.889E-03 | 0.188E-02 | 0.314E-03 | 0.309-04 | 0.327E-05
0.07 0.521E-03 | 0.125E-02 | 0.234E-03 | 0.255E-04 | 0.290E-05
0.08 0.303E-03 | 0.819E-03 | 0.170E-03 | 0.203E-04 | 0.250E-05
0.09 0.176E-03 | 0.527FE-03 { 0.121E-03 | 0.158E-04 | 0.210E-05
0.10 0.101E-03 | 0.335E-03 } 0.843E-04 | 0.120E-04 | 0.172E-05
0.11 0.578E-04 | 0.210E-03 | 0.576E-04 | 0.886E-05 | 0.137E-0S
0.12 0.329E-04 | 0.130E-03 | 0.387E-04 | 0.643E-05 | 0.107E-05
.13 0.186E-04 | 0.794E-04 | 0.256E-04 | 0.458E-05 | 0.814E-06
0.14 0.104E-04 | 0.480E-04 | 0.167E-04 | 0.320E-05 | 0.608E-08
0.15 0.580E-05 | 0.288E-04 | 0.107E-04 | 0.220E-05 | 0.446E-06
0.16 0.321E-05 | C.171E-04 | 0.678E-05 | 0.149E05 | 0.322E-06
C.17 0.176E-05 | 0.100E-04 | C.425E-05 | 0.993E-06 | 0.228E-06
0.18 0.962E-06 { 0.582E-05 | 0.263E-05 { 0.652E-06 | 0.159E-06
0.19 0.521E-06 § 0.335E-05 { 0.161E-05 | 0.423E-06 | 0.109E-06
0.20 0.280E-06 § 0.191E-05 { 0.969E-06 | 0.270E-06 | 0.736E-07
0.21 0.149E-06 | 0.108E-05 | 0.57SE~06 | 0.171E-06 | 0.490E-07
.22 0.789E-07 | 0.602E-06 | 0.342E-06 | 0.106E-06 § 0.322E-07
0.23 0.414E-07 | 0.333E-06 | 0.199E-06 | 0.653E-07 | 0.208E-07
0.24 0.215E-07 | 0.183E-06 | 0.115E-06 | 0.397E07 | 0.133E07
0.25 0.111E-07 | 0.991E-07 | 0.657E-07 | 0.238E-07 | 0.839E-08
0.26 0.568E-08 | 0.532E-07 | 0.371E-07 | 0.141E-07 | 0.522E-08
0.27 0.287E~08 | 0.283E-07 | 0.207E~07 | 0.82GE-08 | 0.320E-08
0.28 0.144E-G8 | 0.149E-07 | 0.114E-07 | 0.478E-08 | 0.194E-08
0.29 0.717E-09 | 0.775E-08 | 0.622E-08 | 0.273E-08 | 0.116E-08
0.30 0.353E-09 | 0.399L-08 | 0.336E-08 | 0.154FE-08 | 0.684E-09
0.31 0.172E-02 | 0.203E-08 | 0.179E-08 | 0.857E-09 | 0.399E-09
0.32 0.828E-10 | 0.103E-08 | 0.942[5-09 | 0.472E-09 | 0.229E-09
0.33 0.395E-10 | 0.511E-09 | 0.490E-09 }| 0.256E-09 | 0.130E-09
0.34 0.186E-10 | 0.251LE-09 | 0.252[-09 | 0.137E-09 | 0.727E-10
0.35 0.867E-11 | 0.122E-09 | 0.128E-09 | 0.728[-10 | 0.401E-10
0.36 0.399E-11 | 0.587E-10 | 0.640E-10 | 0.380E-10 | 0.219E-10
0.37 0.182E-11 0.279E-10 | 0.317E-10 | 0.19GE-10 | 0.117E-10
0.38 0.817E-12 | 0.130E-10 | 0.154E-10 | 0.996LE-11 | 0.622E-11
0.39 0.362E-12 | 0.603E-11 0.743FE-11 | 0.499I:-11 | 0.325E-11
0.40 0.158E-12 | 0.275E-11 | 0.353E-11 | 0.247E-11 | 0.167E-11
0.41 0.684LE-13 | 0.123k-11 0.165E-11 | 0.120E-11 | 0.846E-12
0.42 0.291E-13 | 0.547E-12 | 0.760E-12 | 0.576E-12 | 0.422E-12
{1.43 0.122E-13 | 0.238E-12 | 0.345FE-12 | 0.272E-12 | 0.207E-12
0.44 0.503E-14 | 0.102E-12 | 0.154E-12 | 0.12GE-12 | 0.100E-12
0.45 0.204E-14 | 0.433E-13 | 0.67812-13 | 0.578E-13 | 0.476E-13
0.46 0.817E-15 | 0.180E-13 | 0.293E-13 | 0.260E-13 | 0.223E-13
0.47 0.321E-15 | 0.734E-14 | 0.124[5-13 | 0.115E-13 | 0.102E-13
0.48 0.124E-15 | 0.295E-14 | 0.519E-14 | 0.498E-14 | 0.462E-14
0.49 0.469E-16 )} 0.116E-14 | 0.213E-14 | 0.212E-14 | 0.204E-14

Tabela 4.1: Vrednosti funkcije Ry, (w) za k =501 v = 0.02
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Razmotrimo sada specijalne sluajeve nejednakosti (4.10) kad je
w € {0,1,2}. Za w = 0 dobija se nejednakost z < yk* + 1, ili p >
1/ (vk* +2), pa je

|
yk? 4+ 2

wﬁ(k1p1 7) = O Za P S

Dalje, za w = 1 nejednakost (4.10) postaje
22+ kz—~k*-1—-k<0.

Njeno resenje je z > z,, gde je

.

1 k
21=\/(Z+7)k2+k+1“§a

odnosno p < 1/(1 + z,). Dakle, wp = 1 je optimalna dubina pretrage
ako je p 1z intervala

1 1
< < .
~k2+2 PSS 1T 2

Nejednakost Rip+(2) < Rip~(3) je za z = 1 + 2v ekvivalentna sa
—k(37y+4v3)+1—(14+2+)® > 0, pa nije zadovoljena ni za jedno k > 1.
Zbog toga suprotna nejednakost vazi za svako z, z > 1 + 2+, i1 za svako
k, k2 1. Dakle,

1 1
<p< — .
1+ z P 2(1 + )

wo(k,p,7) =2 za

Time je nalaZenje optimalne dubine pretrage praktié¢no reseno. U speci-
jalnom slucéaju kad je & = 50 1 ¥ = 0.02, dobija se da je optimalna du-
binaw jednakaw =0za 0 < p = 0.0192, w = 12a 0.0192 < p < 0.3396,
odnosno w = 2 za 0.3396 < p < 0.4901, §to je u skladu sa podacima
navedenim u Tabeli 4.1

Na osnovu izloZenog moze se zakljuéiti da je u sklopu Algoritma 2.1
za dekodiranje kodova R, ,, optimalna dubina pretrage najéesce jednaka
jedan 1l1 dva, tj. optimalno je za izabrani informacioni skup izradunavati
rastojanje od primljene poruke onih kodnih re¢i koje se od nje na in-
formacionom skupu razlikuju na najvise jednoj ili dve pozicije.
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Poglavlje 5

Eksperimentalni rezultati

S obzirom da se Algoritam 2.1 zbog sloZenosti ne moze do kraja teorijski
analizirati, sproveden je izvestan broj eksperimenata sa ciljem da se
ovaj algoritam uporedi sa Algoritmima A i B iz [Meie89]. Da bi se
stekla bolja predstava o ponasanju algoritma, njegovo izvrsavanje nije
prekidano u treputku nalaZenja resenja. Eksperimenti su sprovedeni sa
jednim fiksiranim kodom R}, ., pri ¢emu je varirana verovatnoda greske.
Za kontrolu ponaSanja algoritma koriséeno je reSenje, odnosno kodna
re¢ koja Je dovedena na ulaz BSK. Pradeno je kretanje broja gresaka
posle pojedinih ciklusa, odnosno iteracija, i to u celoj primljenoj poruci,
kao 1 na pozicijama iz izabranih informacionih skupova.

Eksperimenti su vrSeni sa kodom Ry ,, gde je A{(2) =14 2%° 4+ 27
1 n = 800. Broj ¢lanova polinoma h{z) razlititih od konstante je m =
2. Razmotrimo najpre na osnovu [MeieS89] kako bi se na ovom kodu
ponasali Algoritmi A 1 B iz ovog rada kad verovatnoéa p uzima vred-
nosti- 220/1024, 230/1024, ..., 280/1024. Numeri¢ka sloZenost Algo-
ritma A ocenjuje se sa 2°% (videti [Meie89], odnosno tacku 1.3). Vred-
nosti parametra c 1 ocene sloZzenosti 2°¥ date su u sledeéoj tabeli.
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220/1024 0.111 275 0.687
230/1024 0.137 1020 0.619
240/1024 0.167 4680 0.567
250/1024 0.201 26100 0.525
260/1024 0.238 | 170000 0.482
270/1024 0.280 | 1420000 0.439
280/1024 0.325 { 13900000 0.395

Na osnovu toga moze se zakljuciti da je dekodiranje ovog koda
pomodu Algoritma A prakti¢no izvodljivo za sve ove verovatnoce. Ipak,
za p = 280/1024 slozenost dekodiranja je blizu gornje granice prih-
vatljivosti, naroZito ako se uzme u obzir da se pod elementarnom o-
peracijom ovde podrazumeva sabiranje dva vektora i1z Bggg 1 nalazenje
tezine njihovog zbira.

U istoj tabeli navedene su 1 odgovarajuce vrednosti faktora ko-
rekcije F(p,m,n/k) za Algoritam B (videti takode [Meie89], odnosno
tacku 1.3). Na osnovu zakljucka 1z citiranog rada, vrednosti faktora
korekcije veée od 0.5 garantuju uspesno dekodiranje primenom Algo-
ritma B sa velikom verovatnocom. S druge strane, ako je faktor ko-
rekcije mali (manji od 0.5), onda se znafajno smanjuje verovatnoca
uspednog dekodiranja. Sprovedeni eksperimenti (iako ne opseZni) sa
probabilistickom fazom Algoritma 2.1, koja je sli¢na Algoritmu B, po-
tvrduju ove zakljutke. Za p = 220/1024 dekodiranje je zavrieno u dru-
gom ciklusu, odnosno posle ukupno 3est iteracija, a za p = 230/1024
— u treéem ciklusu, posle ukupno sedam iteracija. Za vecCe vrednosti
verovatnode, p > 230/1024 dekodiranje nije bilo uspesno. Broj gresaka
se posle prvih nekoliko iteracija znatajno smanjuje, a zatim se blago
povelava i zaustavlja. Dekodiranje se u ovim slué¢ajevima uvek zavrsavalo
tako sto na kraju nekog ciklusa ni jedna AVG ne bi bila veéa od 1/2.

U naredne tri tabele prikazano je ponaSanje Algoritma 2.1 u tri
eksperimenta sa verovatnoéom greske p = 280/1024. Broj iteraclja u
jednom ciklusu ogranicen je na pet, kao i u [Meie89]. Ocekivani broj
bita sa AVG veéom od 1/2 posle prve iteracije je ng. = 121. Za svaku
iteraciju prikazan je broj bita sa AVG veéom od 1/2, kao i trenutni broj
gresaka (zbir broja taénih bita sa AVG vedom od 1/2 i broja pogresnih
bita sa AVG manjom od 1/2). U fazi pretrage svakog ciklusa birano )e
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k! Inform. skupova sa
Redni | Ciklus | Iteracija Nw Broj 0l1i{2] 3| bar4
broj gresaka (| min. | izabrano gresaka
230
1 1 1 128 188 157 172 0 0 0 G 10
2 2 1 34 166 . :
3 2 2 79 127
4 2 3 111 107
5 2 4 138 o6 493 542 0 0 2 4 4
6 3 1 O 95
i 3 2 28 86
8 3 3 39 81
9 3 4 43 77
10 3 5 50 68 674 741 0 0 0 0 10
11 4 1 2 66
12 4 p a9 ©1
13 4 3 10 60
14 4 4 17 55 .
15 4 5 25 57 454 499 g 0 1 1 8
16 S5 1 0 57
17 5 2 3 60
18 5 3 6 63
19 5 4 6 63
20 5 5 6 63 277 304 0 O 0O 0 10
21 6 1 0 63
22 6 2 0 63
23 6 3 0 63
24 6 4 0 63
25 6 9 0 63 114 125 0 0 O 0 10

Tabela 5.1: Prikaz rezultata prvog eksperimenta

na slu¢ajan naéin po 10 informacionih skupova. Broj koordinata k' u
podskupu I’ iz koga se bira informacioni skup biran je tako da bude za
10% vedi od donje granice (najmanjeg broja za koji je rang odgovarajuée
podmatrice generiSude matrice koda jednak k, videti tacku 4.1) U tabeli
je za svaki ciklus dat broj informacionih skupova sa 0, 1, 2. 3, odnosno
bar 4 greSaka. Jasno je da ako se za dubinu pretrage w usvoji vrednost
w = 2, onda se dekodiranje uspeSno zavr3ava onog trenutka kad se

naide na informacioni skup sa najvide dve greske.

U sva tri eksperimenta se za w = 2 dekodiranje uspesno zavrsava
vec posle drugog ciklusa. Nasuprot tome, dekodiranje primenom samo
probabilisticke faze (odnosno Algoritma B) nije bilo uspesno ni u jed-
nom slu¢aju! ZapaZa se da se dekodiranje obitno zavr3ava posle dru-
gog ciklusa, kada je najmanji srednji broj gresaka u informacionim
skupovima. Ovu pojavu je tesko objasniti, jer se ne vidi naéin da
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K Inform. skupova sa
Redni | Ciklus j Iteracija Nw Broj 0t1}12]| 3] bar4
broj - grefaka || min. | izabrano gresaka
2272
1 1 1 96 170 169 18 | 0 | O 0 1 9
2 2 1 39 139
3 2 2 90 98
4 2 3 129 73 472 519 0 4 4 1 1
5 3 1 4 69
6 3 2 14 59
7 3 3 32 53
8 3 4 44 47
o 3 5 51 44 641 700 | O O 1 4 >
10 4 1 G 44
11 4 2 0 44
12 4 3 0 44
13 4 4 0 44 .
14 4 5 D 44 114 125 0 0 1 5 4
Tabela 5.2: Prikaz rezultata drugog eksperimenta
k! Inform. skupova sa
Redni | Ciklus | Iteracija Nw Broj 0{1 | 23] bar4
broj greSaka || min. | izabrano gresaka
‘ 215
1 1 1 109 168 183 201 0| O 0 0 10
2 2 1 34 - 142
3 2 2 79 107
4 2 3 117 75
5 2 4 || 132 60 593 652 | 02|31 4 1
6 3 1 & 54
7T 3 2 17 47
8 3 3 26 38
9 3 4 31 31 _
10 3 5 || 31 31 || s30 ss3lo|l7|3]o 0
11 4 1 0 31
12 4 2 0 31
13 4 3 0 31
14 4 4 0 31
15 4 5 0 a1 {| 560 616 [0 [9[11{o0 0

Tabela 5.3: Prikaz rezultata treéeg eksperimenta

se postavi dovoljno precizan model ove situacije koji bi se zatim mogao
egzaktno analizirati.

ZapaZa se za parametar k' posle druge 1 kasnijih iteracija uzima
znatno vecu vrednost nego 3to bi se to ocekivalo na osnovu analize iz
tacke 4.1. Odstupanje je tako veliko da bi se ovakvim postupkom mogle
formirati velike podmatrice generisuée matrice koda sa rangom manjim

od k.
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