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Predgovor

U ovom radu su opisani osnovni elementi Morsove teorije i Morsove
homologije, kao i veza topologije mnogostrukosti i analitiqkih poj-
mova. U prvoj glavi se pokazuje da svaka mnogostrukost ima strukturu
CW−kompleksa, pri qemu za unapred izabranu Morsovu funkciju na
ǌoj, svakoj �eliji odgovara jedinstvena kritiqna taqka te funkcije.
Dakle, homologiju mnogostrukosti mo�emo raqunati samo na osnovu
analitiqkih svojstava Morsove funcije na ǌoj. To je dokazao Marston
Morse, trideseteh godina proxlog veka. U drugoj glavi se posmatra
prostor negativnih gradijentnih trajektorija, koji je odre�en Morsovom
funkcijom f, opisuju se ǌegova topoloxka svojstva, i na ǌemu zadaje ho-
mologija. Naime, lanqasti kompleks (C∗(f), ∂∗) qine slobodne Abelove
grupe generisane kritiqnim taqkama istog Morsovog indeksa, a grani-
qni operator ∂ je odre�en brojem trajektorija izme�u kritiqnih taqaka
qiji se indeks razlikuje za 1. To je tzv. Mors− Smale−Witten-ov kom-
pleks. Pokazuje se da je Morsova homologija izomorfna singularnoj
homologiji mnogostrukosti ([15]). U tre�oj glavi se prostor trajek-
torija opisuje pomo�u Fredholmovih operatora, taqnije taj prostor se
zadaje kao jezgro Fredholmovog preslikavaǌa. Ovaj pristup je razvi-
jen dosta kasnije, osamdesetih godina. Qetvrta glava je kratak pregled
osnovnih pojmova i teorema koje su korix�ene u radu.

U celom radu radimo sa konaqnodimenzionim mnogostrukostima. I
u tre�oj glavi, gde se skup trajektorija posmatra kao podskup u besko-
naqnodimenzionom prostoru, poma�u nam Fredholmova preslikavaǌa,
koja imaju konaqnodimenziono jezgro. Problem uopxtavaǌa Morsove
homologije i prelazak na beskonaqnodimenzioni sluqaj, prouqavao je
Floer i osnovne ideje su izlo�ene na kraju dodatka.

Zahvaǉujem se mom mentoru, Darku Milinkovi�u, kao i qlanovima
komisije Zoranu Petrovi�u i Jeleni Kati�, na svim komentarima i
savetima koje su mi uputili prilikom qitaǌa rada.



GLAVA 1

Klasiqan pristup teoriji Morsa

1.1 Morsove funkcije

Neka jeM glatka mnogostrukost dimenzije n i f : M → R glatka funkcija.

Definicija 1.1.1. Taqka p ∈M je kritiqna taqka preslikavaǌa f ako
je dfp : TpM → R nula preslikavaǌe.

Neka je (ϕ,U) karta oko taqke p, dakle ϕ : U → Rn, ϕ(x) = (x1, . . . , xn)

i f̃ = f ◦ ϕ−1. Tada je p kritiqna taqka ako va�i:

∂f̃

∂x1

(
ϕ(p)

)
= · · · = ∂f̃

∂xn

(
ϕ(p)

)
= 0.

Primer 1.1.1. Posmatrajmo funkciju visine na torusu f : T → R,
definisanu sa f(x, y, z) = z + a+ b, a > b > 0. Na osnovu parametrizacije
torusa, mo�emo definisati karte sa:

ϕ−1(u, v) = (b sinu, (a+ b cosu) cos v, (a+ b cosu) sin v)

pa je zapis funkcije f u lokalnim koordinatama:

f̃(u, v) = f(ϕ−1(u, v)) = (a+ b cosu) sin v + a+ b.

Kritiqne taqke zadovoǉavaju uslov:

∂f̃

∂u
(u, v) = −b sinu sin v = 0,

∂f̃

∂v
(u, v) = (a+ b cosu) cos v = 0.

Sledi, u ∈ {0, π} , v ∈
{
π

2
,
3π

2

}
, pa funkcija visine na torusu ima 4

kritiqne taqke:

A = ϕ−1(0,
π

2
) = (0, 0, a+ b), B = ϕ−1(π,

π

2
) = (0, 0, a− b),
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C = ϕ−1(π,
3π

2
) = (0, 0,−a+ b), D = ϕ−1(0,

3π

2
) = (0, 0,−a− b).

Slika 1.1: Kritiqne taqke funkcije visine na torusu

Definicija 1.1.2. Kritiqna taqka p ∈ M funkcije f je nedegenerisana
ako je matrica drugog izvoda

D2f̃p =
[ ∂2f̃

∂xi∂xj
(ϕ(p))

]
i,j=1,n

invertibilna, tj. ranga n.

Primer 1.1.2. Sve kritiqne taqke funkcije visine na torusu su nede-
generisane.

D2f̃ =


∂2f̃

∂u2

∂2f̃

∂u∂v
∂2f̃

∂u∂v

∂2f̃

∂v2

 =

[
−b cosu sin v −b sinu cos v
−b sinu cos v −(a+ b cosu) sin v

]

Sledi,

D2f̃A =

[
−b 0
0 −a− b

]
, D2f̃B =

[
b 0
0 −a+ b

]
,

D2f̃C =

[
−b 0
0 a− b

]
, D2f̃D =

[
b 0
0 a+ b

]
.

Matrice drugog izvoda svih kritiqnih taqaka su ranga 2, dakle in-
vertibilne.

Napomena 1.1.1. Primetimo da smo nedegenerisanost kritiqne taqke
definisali lokalno, tj. u karti. Postavǉa se pitaǌe xta ako uzmemo
neku drugu kartu, da li �e to promeniti nedegenerisanost. Odgovor je
ne. Iako D2f̃p zavisi od lokalne karte, nedegenerisanost ne zavisi od
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izbora karte. Da bismo to videli pomo�i �e nam bilinearno preslika-
vaǌe Hpf : TpM × TpM → C definisano sa

Hpf(Xp, Yp) = Xp(Ỹ f), Xp, Yp ∈ TpM

gde je Ỹ : M → TM proizvoǉno vektorsko poǉe takvo da Ỹ (p) = Yp. Hpf
nazivamo Hesijanom funkcije f u taqki p.

Neka je X̃ proizvoǉno vektorsko poǉe takvo da je X̃(p) = Xp. Tada je

Xp(Ỹ f)− Yp(X̃f) = [X̃, Ỹ ]p(f) = df(p)([X, Y ]p) = 0,

jer je p kritiqna taqka. Znaqi,

Xp(Ỹ f) = Yp(X̃f).

Leva strana ove jednakosti ne zavisi od vrednosti vektorskog poǉa X̃
van taqke p, a desna ne zavisi od vrednosti vektorskog poǉa Ỹ van taqke
p, dakle, obe strane zavise od vrednosti vektorskih poǉa X̃ i Ỹ samo u
taqki p, tj. od vektora Xp i Yp, xto znaqi da je Hesijan dobro definisan
(ne zavisi od izbora raxireǌa Ỹ ).

Predstavimo sada Hesijan u lokalnim koordinatama. Poxto je

Xp =
∑

ak
∂

∂xk

∣∣∣
p
, Yp =

∑
bk

∂

∂xk

∣∣∣
p
i Ỹ =

∑
bk

∂

∂xk
,

gde su ak, bk : M → R glatke funkcije, tada va�i

Hpf(Xp, Yp) = Xp

(∑
j

bj
∂f̃

∂xj

)
=
∑
i,j

aibj
∂2f̃

∂xi∂xj

Iz linearne algebre je poznato da, ako fiksiramo bazu, svako bili-
nearno preslikavaǌe je jedinstveno odre�eno svojom matricom i da je
invertibilno ako i samo ako je i ta matrica invertibilna. Poxto se
Hesijan Hpf u lokalnim koordinatama izra�ava preko matrice drugog
izvoda funkcije f̃ , sledi da je kritiqna taqka p nedegenerisana ako i
samo ako je Hesijan invertibilno, (tj. nedegenerisano) preslikavaǌe.

Hpf je definisan globalno, znaqi ne zavisi od karata, pa tako i
nedegenerisanost kritiqne taqke p ne zavisi od izbora karte.

Primetimo i da je Hpf simetriqna bilinearna forma tj.

Hpf(Xp, Yp) = Hpf(Yp, Xp)

pa ima samo realne sopstvene vrednosti.
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Definicija 1.1.3. Funkcija f je Morsova ako su sve ǌene kritiqne
taqke nedegenerisane.

Primer 1.1.3. Funkcija visine na torusu je Morsova.

Teorema 1.1.1. Funkcija f je Morsova ako i samo ako je diferencijal
df transverzalan na nulto seqeǌe kotangentnog raslojeǌa T ∗M.

Dokaz: Neka je s : M → T ∗M nulto seqeǌe i M0 = s(M) skup svih
nula kovektora iz T ∗M. Ako je p proizvoǉna kritiqna taqka, onda je
dfp : TpM → R nula preslikavaǌe, tj. dfp ∈M0.

Poxto df : M → T ∗M onda d(dfp) = d2fp : TpM → Tdfp(T
∗M), pa ako

je dimM = n, onda je d2fp nedegenerisano ako i samo ako je dimenzija
ǌegove slike n. Da je df transverzalan na nulto seqeǌe, oznaka df tM0,
po definiciji znaqi da, ako dfp ∈M0 onda va�i

Tdfp(T
∗M) ∼= Tdfp(M0) + d2fp(TpM).

Ako je dimM = n, onda je i dimM0 = n, a dimT ∗M = 2n, pa su i ǌihove
tangentne ravni u odgovaraju�im taqkama tih dimenzija. Zakǉuqujemo,
ako je transverzalnost ispuǌena onda je dim d2fp(TpM) = n, tj. p je nede-
generisana kritiqna taqka. S druge strane, ako je dim d2fp(TpM) = n,
onda treba proveriti da su vektorski prostori Tdfp(M0) i d2fp(TpM)
disjunktni, pa �e onda ǌihova direktna suma biti 2n−dimenzioni vek-
torski potprostor od Tdfp(T

∗M), tj. ceo Tdfp(T
∗M).

Ako je Xp ∈ TpM proizvoǉan nenula vektor, dakle Xp = dγ
dt
|t=0, γ :

(−ε, ε) → M,γ(0) = p, onda je d2fp(Xp) = d
dt
df ◦ γ|t=0. Poxto je d2fp nede-

generisano, onda je γ̃ = df ◦ γ : (−ε, ε) → T ∗M nekonstantna kriva.
df(γ(0)) = df(p) je nula preslikavaǌe, pa postoji neko t tako da ne va�i
df(γ(t)) ∈ M0, pa zato d2fp(Xp) ∈ Tdfp(T

∗M) r Tdfp(M0). Sliqno, ni jedan
vektor iz Tdfp(M0) ne pripada d2fp(TpM). �

Definicija 1.1.4. Indeks kritiqne taqke p funkcije f , oznaka Indf (p),
je indeks Hesijana Hpf .

Indeks simetriqnog bilinearnog preslikavaǌa je broj negativnih
sopstvenih vrednosti. Svakom kartom oko taqke p odre�ena je i ma-
trica Hesijana. Sve matrice su sliqne zato xto se baza zadaje in-
vertibilnom matricom. Poxto sliqne matrice imaju iste sopstvene
vrednosti, sledi da indeks ne zavisi od karte. Daǉe, broj negativnih
sopstvenih vrednosti preslikavaǌa je upravo dimenzija najve�eg pot-
prostora domena na kome je to preslikavaǌe negativno definitno. U
sluqaju Hesijana Hpf to znaqi Hpf(Xp, Xp) � 0, za svaki vektor Xp iz
negativnog potprostora. Znaqi, 0 6 Indf (p) 6 n.
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Primer 1.1.4. Neka je f funkcija visine na torusu. Tada je

Indf (A) = 2, Indf (B) = 1, Indf (C) = 1 i Indf (D) = 0.

U nastavku �e biti pokazano kako se ponaxaǌe Morsove funkcije u
okolini kritiqne taqke p mo�e opisati pomo�u indeksa taqke p. To je
tzv. Morsova lema, za ǌen dokaz �e nam trebati jedna pomo�na lema.

Lema 1.1.1. Neka je f : Rn → R C∞ funkcija u konveksnoj otvorenoj
okolini V taqke 0 ∈ Rn, tako da je f(0) = 0. Tada postoje C∞ funkcije
gk, k = 1, n na V tako da

f(x1, . . . , xn) =
n∑
k=1

xkgk(x1, . . . , xn), gk(0) =
∂f

∂xk
(0).

Dokaz:

f(x1, . . . , xn) =

∫ 1

0

df(tx1, . . . , txn)

dt
dt

=

∫ 1

0

n∑
k=1

∂f

∂xk
(tx1, . . . , txn)

d(txk)

dt
dt

=

∫ 1

0

n∑
k=1

∂f

∂xk
(tx1, . . . , txn)xkdt

=
n∑
k=1

xk

∫ 1

0

n∑
k=1

∂f

∂xk
(tx1, . . . , txn)dt

.

Definiximo funkcije gk, k = 1, n sa

gk(x1, . . . , xn) =

∫ 1

0

∂f

∂xk
(tx1, . . . , txn)dt.

Poxto f ∈ C∞(Rn), onda i gk ∈ C∞(Rn) i gk(0) = ∂f
∂xk

(0), k = 1, n pa su to
tra�ene funkcije. �

Teorema 1.1.2. (Morsova lema) Neka je p nedegenerisana kritiqna taqka
funkcije f indeksa k. Tada postoji lokalni koordinatni sistem (y1, . . . , yn)
u okolini U taqke p tako da yj(p) = 0, j = 1, n i

f(y1, . . . , yn) = f(p)− y1
2 − · · · − yk2 + yk+1

2 + · · ·+ yn
2.

Dokaz: Pretpostavimo da je M = Rn, zbog jednostavnijeg zapisa lo-
kalnih koordinata i da je p koordinatni poqetak i f(0) = 0 (u suprotnom
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izvrximo transformaciju koordinatnog sistema tako da to va�i).
Na osnovu leme 1.1.1. postoji okolina V 3 0 tako da je

f(x1, . . . , xn) =
n∑
k=1

xjgj(x1, . . . , xn), gj(0) =
∂f

∂xj
(0), j = 1, n.

Poxto je 0 kritiqna taqka, sledi, gj(0) = 0, j = 1, n. Sada primenimo
lemu 1.1.1. na funkcije gj. Sledi, postoje okoline Vj 3 0 i funkcije
hij, i = 1, n takve da je

gj(x1, . . . , xn) =
n∑
i=1

xihij(x1, . . . , xn), hij(0) =
∂gj
∂xi

(0), j = 1, n.

Znaqi, na preseku svih Vj okolina,j = 1, n i okoline V je

f(x1, . . . , xn) =
n∑

i,j=1

xixjhij(x1, . . . , xn).

Neka je Hij(x1, . . . , xn) = 1
2
(hij + hji). Tada Hij = Hji i

f(x1, . . . , xn) =
n∑

i,j=1

xixjHij(x1, . . . , xn). (1.1.1)

Sada dva puta diferenciramo funkciju f, pa je
∂2f

∂xi∂xj
(0) = 2Hij(0), tj.

[
Hij

]
i,j=1,n

=
[1

2

∂2f̃

∂xi∂xj
(ϕ(p))

]
i,j=1,n

Znaqi, matrica
[
Hij

]
je simetriqna i nedegenerisana, jer je 0 nede-

generisana kritiqna taqka, pa je det
[
Hij

]
6= 0. Zato pretpostavimo da

je
∂2f

∂2x1
(0) 6= 0. (Ako nije, izvrximo linearnu transformaciju koordi-

natnog sistema). Sledi i H11(0) 6= 0. Daǉe, H11 je neprekidna funkcija,
pa postoji okolina U na kojoj je H11 6= 0, tj. stalnog znaka. Pret-
postavimo da je H11 < 0.

Da se funkcija f mo�e napisati u obliku

f(y1, . . . , yn) = −y1
2 − · · · − yk2 + yk+1

2 + · · ·+ yn
2 (1.1.2)

pokaza�emo indukcijom po dimenziji prostora n.
Neka je n = 1. Funkcija f zadovoǉava uslove (1.1.1), tj. f(x) = x2H(x),

zatim, f(0) = 0, f ′(0) = 0 i f ′′(0) < 0, pa postoji dovoǉno mala okolina
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U na kojoj je f(x) = cx2, c < 0. Sada uvedemo novi koordinatni sistem
(u) = (

√
−cx), pa je f(u) = −u2, tj. va�i jednaqina (1.1.2).

Pretpostavimo da (1.1.1) va�i za n− 1 i doka�imo za n.
Prvo uvodimo novi koordinatni sistem, tj. novu bazu (y1, . . . , yn) na

slede�i naqin:

y1 =
√
−H11

(
x1 +

n∑
i=2

xi
H1i

H11

)
, yk = xk, k = 2, n.

Taqnije, matrica prelaska sa baze (x1, . . . , xn) na bazu (y1, . . . , yn) je
√
−H11

H12

H11
· · · H1n

H11

0 1 · · · 0
...
0 0 · · · 1


n×n

Matrica je invertibilna pa je (y1, . . . , yn) zaista novi koordinatni sis-
tem. Sledi,

y2
1 = −H11x

2
1 − 2

n∑
i=2

x1xiH1i − (
n∑
i=2

xiH1i)
2 1

H11

,

pa na osnovu (1.1.1) va�i:

f(x1, . . . , xn) = −y2
1 +

n∑
i,j=2

xixjHij − (
n∑
i=2

xiH1i)
2 1

H11

.

Definiximo funkciju

F (x2, . . . , xn) =
n∑

i,j=2

xixjHij − (
n∑
i=2

xiH1i)
2 1

H11

.

Na osnovu induktivne hipoteze funkciju F mo�emo napisati u obliku:

F (y2, . . . , yn) = −y2
2 − · · · − yk2 + yk+1

2 + · · ·+ yn
2.

Poxto je f(y1, . . . , yn) = −y2
1 + F (y2, . . . , yn), sledi

f(y) = −y1
2 − · · · − yk2 + yk+1

2 + · · ·+ yn
2.

�
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Napomena 1.1.2. Morsovu lemu mo�emo dokazati i primenom Kartanove
formule 1 na familiju diferencijalnih formi αt : M → T ∗M, tj:

d

dt
φ∗tαt = φ∗t (d(Xyαt) +Xydαt +

∂αt
∂t

).

Pretpostavimo da je M = Rn, nedegenerisana kritiqna taqka p koor-
dinatni poqetak i f(0) = 0. Dakle df(0) = 0 i matrica d2f(0) je nede-
generisana. Neka su α0(x) = d2f(0)(x, ·) i α1(x) = df(x) diferencijalne
forme. Definiximo familiju αt = α0 + t(α1 − α0) : M → T ∗M. Tada
familija difeomorfizama φt, φ0 = Id zadovoǉava φ∗tαt = α0 ako va�i
d
dt
φ∗tαt = lim

t→0

φ∗tαt − α0

t
= 0. Daǉe, ako je g(x) = 1

2
d2f(0)(x, x), onda je dg = α0

pa va�i

d

dt
φ∗tαt = φ∗t (d(Xyαt) +Xydαt + α1 − α0) = φ∗td(Xyαt + f − g) = 0.

Rexavaǌem ove jednaqine u maloj okolini nule U dobija se difeomor-
fizam φ1, koji zadovoǉava φ∗1α1 = α0. Dakle, u karti (φ1, U) je dg = α0 =
α1 = df, tj. f(x) = 1

2
d2f(0)(x, x). �

Primer 1.1.5. Primenimo rezultate Morsove leme na funkciju visine
na torusu. Indf (A) = 2 i f(A) = 2a + 2b sledi u nekoj okolini taqke A
postoji karta tako da je f(x, y) = 2a+2b−x2−y2. Sliqno, lokalni zapis u
okolini taqaka B,C i D je, redom, f(x, y) = 2a−x2+y2, f(x, y) = 2b−x2+y2,
f(x, y) = x2 + y2.

Posledica 1.1.1. Sve kritiqne taqke Morsove funkcije su izolovane.

Dokaz: Na osnovu Morsove leme postoji karta oko kritiqne taqke p
u kojoj se funkcija mo�e napisati u obliku:

f(y1, . . . , yn) = f(p)− y1
2 − · · · − yk2 + yk+1

2 + · · ·+ yn
2.

Znaqi:
∂f

∂xj
(x) =

{
−2yj, j 6 k;

2yj, k < j 6 n

Oko taqke p biramo okolinu u kojoj je bar jedno yj 6= 0, u toj okolini
nema drugih kritiqnih taqaka. �

Posledica 1.1.2. Ako je M kompaktna mnogostrukost, broj kritiqnih
taqaka Morsove funkcije je konaqan.

1Opxti oblik Kartanove formule glasi d
dtφ
∗
tα = φ∗t (d(Xyα) + Xydα), pri

qemu je α k-forma, φt : M →M, familija difeomorfizama koja zadovoǉa-
va: X(φt(x)) = d

dtφt(x) i y unutraxǌi proizvod. Pogledati [3].
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Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji beskonaqno mnogo
kritiqnih taqaka Morsove fukcije. Oko svake kritiqne taqke biramo
okolinu u kojoj nema drugih kritiqnih taqaka. Neka se pokrivaq mno-
gostrukosti M sastoji od tih okolina a sve druge okoline neka ne
sadr�e ni jednu kritiqnu taqku. Ovaj pokrivaq nema konaqan potpokri-
vaq. �

Slede�a teorema pokazuje egzistenciju Morsovih funkcija.

Teorema 1.1.3. Neka je M kompaktna mnogostrukost bez granice. Skup
svih Morsovih funkcija je otvoren i svuda gust podskup funkcija iz
skupa C2(M).

Dokaz: Neka je f Morsova funkcija i

v = {h ∈ C2(M)|‖h− f‖C2 < ε}

otvoren skup u C2 topologoji. Znaqi, ako h ∈ v onda va�i

sup
x∈M
|h(x)− f(x)| < ε,

sup
x∈M,ϕ

sup
i

∂(h̃− f̃)

∂xi
(ϕ(x)) < ε,

sup
x∈M,ϕ

sup
i,j

∂2(h̃− f̃)

∂xi∂xj
(ϕ(x)) < ε,

gde se supremum uzima i po svim kartama. Zato va�i i ‖dh − df‖C1 < ε.
Poxto je f Morsova onda je df transverzalan na nulto seqeǌe. Na
osnovu leme 4.3.4. sledi da je za dovoǉno malo ε i diferencijal dh
transverzalan na nulto seqeǌe, tj. h je Morsova, pa je otvoren skup v,
skup Morsovih funkcija. Time je dokazan prvi deo.

Neka je f : M → R proizvoǉna C2 funkcija. Pokaza�emo da u ǌenoj
proizvoǉno maloj C2−okolini postoji Morsova funkcija. Prvo ulo�imo
M u neko Rk (to je mogu�e na osnovu Vitnijeve teoreme [3]). Skup

(Rk)∗ = {L : Rk → R| L je linearno}

je C∞ glatka mnogostrukost 2

Poka�imo da su skoro sve funkcije f + L Morsove. Neka je∑
= {(x, L) ∈M × (Rk)∗| x je kritiqna taqka za f + L}.

2Ako je M glatka mnogostrukost klase Cr i f : M → N homeomorfizam,
onda je i N glatka mnogostrukost klase Cr.
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Va�i (x, L) ∈
∑

ako i samo ako d(f + L)(x) = (df + dL)(x) = df(x) + L = 0
tj. ako i samo ako L = −df(x). Znaqi,∑

= {(x,−df(x))|x ∈M},

pa je
∑
C∞ glatka mnogostrukost 3. Neka je

π :
∑
→ (Rk)∗, π(x, L) = L.

Projekcija π je glatko preslikavaǌe, pa na osnovu Sardove teoreme [3]
skup svih kritiqnih vrednosti preslikavaǌa π je mere nula. Lokalne
koordinate na M definixu i lokalne koordinate na

∑
, pa se π mo�e

izraziti i kao π(x1 · · · xn) = −df(x1 · · ·xn). L je kritiqna vrednost za
π ako i samo ako je −df(x) kritiqna vrednost za π, za neko x koje
je kritiqna taqka za f + L. Daǉe, −df(x) je kritiqna vrednost za π
ako i samo ako je d2π(x) = −d2f(x) degenerisano preslikavaǌe, tj. u

lokalnim koordinatama, ako je matrica (
∂2f

∂xi∂xj
) singularna. Poxto je

(
∂2f

∂xi∂xj
) = (

∂2f

∂xi∂xj
+

∂2L

∂xi∂xj
), znaqi (

∂2f

∂xi∂xj
) je singularna ako i samo ako

je d2(f + L)(x) degenerisano, za x koje je kritiqna taqka za f + L.
Konaqno, L je kritiqna vrednost za π ako i samo ako je x degenerisana
kritiqna taqka za f+L. Skoro sva L nisu kritiqna (Sardova teorema),
znaqi skoro sva d2(f + L)(x) nisu singularna, za kritiqnu taqku x tj.
skoro sve funkcije f + L su Morsove. �

Posledica 1.1.3. Na svakoj kompaktnoj mnogostrukosti bez granice pos-
toji Morsova funkcija.

1.2 Kritiqne taqke i homotopski tip

Neka je M glatka mnogostrukost dimenzije n, f : M → R glatka funkcija
i

M c = f−1((−∞, c]) = {x|f(x) 6 c}

Klasiqna Morsova teorija se zasniva na prouqavaǌu homotopskog
tipa prostora M c za razliqite c. To �emo ilustrovati na primeru
torusa u Euklidskom prostoru i funkcije visine na ǌemu. Kada c raste
posmatramo kako se homotopski tip od M c meǌa.

Zapa�amo da kada c uzima vrednosti izme�u dve kritiqne vrednosti
tip ostaje isti, a prolaskom kroz qetiri kritiqne vrednosti tip se

3Ako je M mnogostrukost klase Cr i f ∈ Ck(M), k > 0, tada je grafik
funkcije f mnogostrukost klase Cr.



meǌa i to na slede�i naqin:
-Ako je c < 0 onda je M c = ∅;
-Kada c ,,pro�e” nulu M c postaje dvodimenzioni disk;
-Kada c pro�e drugu kritiqnu vrednost (2b) M c se meǌa lepǉeǌem jedne
trake na suprotne ivice diska;
-Kada c pro�e tre�u kritiqnu vrednost na M c lepimo jox jednu traku
na suprotne ivice;
-Na kraju, kada c prolazi i qetvrtu kritiqnu taqku na granicu posto-
je�eg M c lepimo dvodimenzioni disk, tj. kompaktifikujemo ga jednom
taqkom.

Slika 1.2: Prolazak kroz kritiqne taqke

Prethodne ideje �e biti uopxtene i detaǉno dokazane u slede�im
teoremama.

Teorema 1.2.1. Neka je f−1([a, b]) kompaktan skup, bez kritiqnih taqaka.
Tada:

1. Ma je difeomorfno sa M b.

2. Ma je deformacioni retrakt od M b.

3. Postoji difeomorfizam F tako da slede�i dijagram komutira

f−1 {a} × [a, b]
F−→f−1([a, b])

π ↘ �
yf

[a, b]

Dokaz: Poxto je M glatka mnogostrukost, na ǌoj postoji Rimanova
metrika, tj. postoji familija skalarnih proizvoda 〈·, ·〉 na TpM, koja
glatko zavisi od p ∈M . Ona definixe vektorsko poǉe 5f : M → TM sa

〈Xp,∇f(p)〉 =
d

dt
f ◦ γ|t=0
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pri qemu je γ : R→M kriva takva da je γ(0) = p i dγ
dt
|t=0 = Xp.

Definiximo funkciju ρ : M → R sa

ρ(x) =

{ 1
〈∇f(p),∇f(p)〉 , x ∈ U ;

0, x ∈ V c

pri qemu je f−1([a, b]) ⊂ U ⊂ U ⊂ V, V kompaktan, a na V \U definixemo
funkciju tako da bude glatka.

Definiximo vektorsko poǉe X : M → TM sa

X(p) = ρ(p)∇f(p).

Dakle X ixqezava na V c, pa ima kompaktan nosaq, pa na osnovu teoreme
4.2.1. X generixe jednoparametarsku familiju difeomorfizama φt :
M →M tako da

dφt
dt

(p) = X(φt(p)), φ0(p) = p, p ∈M.

Fiksirajmo p ∈M.
Neka je funkcija τ : R→ R definisana sa τ(t) = f(φt(p)). Tada je

dτ

dt
=

d

dt
f ◦ φt(p) =〈dφt

dt
(p),∇f(φt(p))〉 = 〈X(φt(p)),∇f(φt(p))〉

=ρ(φt(p))〈∇f(φt(p)),∇f(φt(p))〉

=

{
1, φt(p) ∈ U ;
0, φt(p) ∈ V c

Znaqi, ako φt(p) ∈ f−1([a, b]), tj. a 6 f(φt(p)) 6 b onda je dτ
dt

(p) = 1. Sledi,
za svaku taqku p ∈M takvu da je a 6 f(φt(p)) 6 b je f(φt(p)) = τ(t) = t+c(p),
a konstantu c(p) odre�ujemo na osnovu uslova φ0 = IdM . Sledi
f(φ0(p)) = 0 + c(p) tj. c(p) = f(p). Konaqno,

f(φt(p)) = t+ f(p).

1. Posmatrajmo restrikciju difeomorfizma

φb−a : Ma →M b

Ako x ∈ Ma tj ako je f(x) 6 a onda je f(φb−a(x)) = b − a + f(x) 6 b pa
φb−a(x) ∈ M b, tj. kodomen je zaista M b. Daǉe, φb−a je difeomorfizam pa
je 1-1. Poka�imo da je NA. Neka je x ∈M b proizvoǉan. Treba pokazati
da φ−1

b−a(x) ∈Ma. Va�i:

f(φ−1
b−a(x)) = f(φa−b(x)) = a− b+ f(x) 6 a− b+ b = a.
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Dakle, jeste i NA, pa je i sama restrikcija jedan difeomorfizam izme�u
Ma i M b.
2. Definiximo preslikavaǌe r : M b →Ma sa

r(x) =

{
x, x ∈Ma;

φa−f(x)(x), x ∈M b rMa.

Ako x ∈M brMa onda f(φa−f(x)(x)) = a− f(x) + f(x) = a. Dakle φa−f(x)(x) ∈
Ma, tj. kodomen je zaista Ma. Poxto je r◦ i = IdMa znaqi r je retrakcija.
Definiximo preslikavaǌe H : I ×M b →Ma sa

H(t, x) =

{
x, x ∈Ma;

φt(a−f(x))(x), x ∈M b rMa.

Ako x ∈M b rMa i t ∈ I = [0, 1] onda je

f(φt(a−f(x))(x)) = t(a− f(x)) + f(x) 6 a− f(x) + f(x) = a.

Dakle φt(a−f(x))(x) ∈Ma, tj. kodomen je zaista Ma. Ako je f(x) = a onda je
φt(a−f(x))(x) = φ0(x) = x pa je H neprekidno. Daǉe,

H(1, x) =

{
x, x ∈Ma;
a, x ∈M b rMa = i ◦ r(x) i H(0, x) = x = IdMb(x),

pa je H homotopija tj. i ◦ r w IdMb . Dakle r je deformaciona retrakcija.
3. Definiximo preslikavaǌe F : f−1(a)× [a, b]→ f−1([a, b]) sa

F (x, t) = φt−a(x).

Po uslovu teoreme [a, b] je skup regularnoh vrednosti, pa je f−1(a) glatka
mnogostrukost dimenzije n− 1 i f−1([a, b]) glatka mnogostrukost dimen-
zije n (leme 4.3.1. i 4.3.2.). Ako t ∈ [a, b] i f(x) = a onda je f(φt−a(x)) =
t− a+ f(x) = t ∈ [a, b]. Znaqi kodomen je zaista f−1([a, b]).
Primetimo da su domen i kodomen iste dimenzije, n.
-F je NA:
Neka je x ∈ f−1[a, b] proizvoǉan. Tada,

F (φa−f(x)(x), f(x)) = φf(x)−a(φa−f(x)(x)) = x

i f(φa−f(x)(x)) = a − f(x) + f(x) = a, znaqi (φa−f(x)(x), f(x)) je zaista u
domenu preslikavaǌa F .
-F je 1-1:
Neka je F (x1, t1) = F (x2, t2), tj. φt1−a(x1) = φt2−a(x2). Onda je i f(φt1−a(x1)) =
f(φt2−a(x2)), tj. t1 − a+ f(x1) = t2 − a+ f(x2), i poxto x1, x2 ∈ f−1(a), sledi
t1 = t2. Sada je φt1−a(x1) = φt1−a(x2), a φt1−a je difeomorfizam, pa i 1-1,
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sledi x1 = x2.
-φt je familija difeomorfizama, pa su glatka preslikavaǌa, pa je F
glatka bijekcija.
-DF(x,t) je invertibilna matrica:
Na osnovu definicije diferencijala je:

DF(x,t) : T(x,t)(f
−1(a)× [a, b])→ TF (x,t)f

−1[a, b],

DF(x,t)(ξ, η) = D(φt−a(x))(ξ, η) = dφt−a(x)(ξ) + η
dφt−a
dt

(x)

(Podsetimo se: T(x,t)(f
−1(a)× [a, b]) ∼= Txf

−1(a)× Tt[a, b] i Tt[a, b] ∼= R; dakle
ξ ∈ Txf−1(a) i η ∈ R). Daǉe je

dφt−a
dt

(x) = X(φt−a(x)) =
1

‖∇f(φt−a(x))‖2
∇(f(φt−a(x))) 6= −→0 .

Posledǌa jednakost va�i zato xto φt−a(x) ∈ f−1[a, b]. Taqnije, f(φt−a) =
t− a+ f(x) = t− a+ a = t, a t ∈ [a, b]. Na osnovu leme 4.2.1. je

∇f(φt−a(x))⊥Tφt−a(x)f−1(t),

pa
dφt−a
dt

(x) ∈ (Tφt−a(x)f
−1(t))⊥

(Primetimo da je ovaj ortogonal dimenzije 1, zato xto dimTφt−a(x)f
−1(t) =

dim f−1(t) = n−1, jer je t regularna vrednost.) Daǉe, φt−a : f−1(a)→ f−1(t)
je difeomorfizam pa je

dφt−a(x) : Tx(f
−1(a))→ Tφt−a(x)f

−1(t)

bijekcija. Znaqi,
dφt−a
dt

(x) razapiǌe (Tφt−a(x)f
−1(t))⊥, a dφt−a(x) razapiǌe

Tφt−a(x)f
−1(t), pa DF(x,t) razapiǌe TF (x,t)f

−1[a, b], tj. DF(x,t) je invertibilno
preslikavaǌe.
Konaqno, F je glatka bijekcija, DF(x,t) invertibilna matrica, pa na
osnovu teoreme o inverznoj funkciji sledi da je i F−1 glatko, tj. F je
difeomorfizam. �

Posledica 1.2.1. Neka je M kompaktna mnogostrukost, ∂M = A ∪ B i
A∩B = ∅ i neka postoji glatka funkcija f : M → R koja nema kritiqnih
taqaka i neka je f−1({0}) = A, f−1({1}) = B. Tada je M ∼= A × [0, 1] ∼=
B × [0, 1].

Dokaz: Va�i f−1([0, 1]) ∼= M , daǉe teorema. �
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Posledica 1.2.2. (Reeb−ova teorema) Ako jeM kompaktna mnogostrukost
bez granice i ako postoji Morsova funkcija f : M → R koja ima taqno
dve kritiqne taqke, onda je M homeomorfna sferi Sn.

Dokaz: Neka su p i q nedegenerisane kritiqne taqke. M je kompaktna
mnogostrukost, pa f dosti�e minimum i maksimum. Poxto je u taqkama
ekstremnih vrednosti df nula operator, onda su f(p) i f(q) minimum i
maksimum, tj.

M = f−1([f(p), f(q)]).

Na osnovu Morsove leme oko taqke p postoji okolina U i koordinatni
sistem (y1, . . . , yn) tako da je yk(p) = 0, k = 1, n i

f(y1, . . . , yn) = f(p) + y1
2 + · · ·+ yn

2

Znaqi, postoje a ∈ R i ε > 0 tako da za svako y = (y1, . . . , yn) ∈ Ma, va�i:
|f(y)− f(p)| = (y2

1 + . . .+ y2
n) 6 ε tj. Ma je difeomorfan zatvorenom disku

polupreqnika ε, i da za svako y ∈ f−1(a) va�i: |f(y) − f(p)| = ε, tj. ∂Ma

je difeomorfna sferi Sn−1. Sliqno za taqku q postoji b ∈ R, tako da je
(M b)c difeomorfan zatvorenom disku, pa je na osnovu posledice 1.2.1.

f−1([a, b]) ∼= f−1(b)× [a, b] ∼= Sn−1 × [a, b].

Slika 1.3: Sfera i mnogostrukost

Neka su BN i BS disjunktne, zatvorene okoline severnog pola N i
ju�nog pola S sfere Sn, i difeomorfne sa Dn i neka je C = Snr Int(BN ∪
BS) (slika). Znaqi, C ≈ Sn−1 × I i ∂C = ∂BN ∪ ∂BS. Konstruiximo
homeomorfizam izme�u M = Ma∪f−1([a, b])∪M b i BN ∪BS ∪C. Prvo, neka
je

h0 : (M b)c → BN

difeomorfizam. Znamo da je ∂M b = ∂(M b)c, pa je na osnovu teoreme o
inverznoj funkciji

h0

∣∣∣
∂Mb

: ∂M b → ∂BN .
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Daǉe, proxirimo h0

∣∣∣
∂Mb

do difeomorfizma

h : ∂M b × [a, b]→ ∂BN × [a, b].

Sada mo�emo da proxirimo h0 do homeomorfizma

h1 : (M b)c ∪ f−1([a, b])→ BN ∪ ∂BN × [a, b],

h1(x) =

{
h0(x), x ∈ (M b)c;
h(x), x ∈ f−1([a, b]).

Proxirimo h1

∣∣∣
∂Ma

: ∂Ma → ∂BS radijalno do homeomorfizma

h2 : Ma → BS.

To je zapravo proxireǌe homeomorfizma g : Sn−1 → Sn−1 do

g̃ : Dn → Dn g̃(x) =

{
|x|g

( x
|x|

)
, x 6= 0;

0, x = 0

I konaqno tra�eni homeomorfizam H : M → Sn definixemo sa:

H(x) =

{
h2(x), x ∈Ma;

h1(x), x ∈ (M b)c
⋃
f−1([a, b])

�

Napomena 1.2.1. Nije uvek mogu�e konstruisati difeomorfizam izme�u
M i Sn. John Milnor je 1956. godine naxao primer mnogostrukosti koja
je homeomorfna, ali nije difeomorfna sferi S7. Takve mnogostrukosti
se nazivaju egzotiqnim sferama. Pogledati [7].

Teorema 1.2.2. Neka je f : M → R glatka funkcija, p ∈M nedegenerisana
kritiqna taqka indeksa λ i f(p) = c. Pretpostavimo da za neko ε > 0 va�i
da je f−1([c− ε, c+ ε]) kompaktan skup koji nema drugih kritiqnih taqaka
osim taqke p. Tada je M c+ε homotopno sa M c−ε sa zalepǉenom eλ �elijom,
M c−ε ∪ϕ eλ 4.

Dokaz: Dokaz �e biti izveden za specijalan sluqaj, funkciju visine
na torusu. Ideja je da se uvede pomo�no preslikavaǌe F na koje �emo
primeniti teoremu 1.2.1. Skup F−1([c − ε, c + ε]) ne�e imati kritiqnih
taqaka, to je taqkasti deo na slici, dok �e skup F−1((−∞, c−ε]) sadr�ati
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Slika 1.4: Mnogostrukost M

skup M c−ε, koji je na slici tamno sive boje, i skup homotopan eλ �eliji,
prugasti deo na slici.

Na osnovu Morsove leme oko taqke p postoji okolina U i koordinatni
sistem (y1, . . . , yn) takav da je yk(p) = 0, k = 1, n i

f(y1, . . . , yn) = f(p)− y1
2 − · · · − yλ2 + yλ+1

2 + · · ·+ yn
2.

Izaberimo ε > 0 tako da:
1. f−1([c − ε, c + ε]) je kompaktan skup i osim p nema drugih kritiqnih
taqaka funkcije f .

2. skup {(y1, . . . yn)
∣∣∣ n∑
k=1

y2
k 6 2ε} je sadr�an u skupu (y1, . . . , yn)(U) ⊆ Rn.

Neka je

eλ = {(y1, . . . , yn)
∣∣∣ λ∑
k=1

y2
k 6 ε, yλ+1 = . . . yn = 0}.

Primetimo da je eλ ∩M c−ε granica od eλ, xto znaqi da je eλ zalepǉen za
M c−ε.

Poka�imo da je M c−ε ∪ eλ deformacioni retrakt od M c+ε.

Neka je µ : R→ R C∞ funkcija koja zadovoǉava:

µ(0) > ε,

µ(r) = 0, r > 2ε,

− 1 < µ′(r) 6 0, r ∈ (−2ε, 2ε),

µ(r) > 0, r ∈ (−2ε, 2ε).

4eλ �elija je topoloxki prostor homeomorfan λ−dimenzionom
zatvorenom disku D, a granica ėλ je homeomorfna sferi. U opxtem
sluqaju, lepǉeǌe je neprekidno preslikavaǌe ϕ : ėλ → X, a X ∪ϕ eλ je
koliqnik prostor X ∪ eλ/x∼ϕ(x),x∈ėλ. Dakle, granica �elije eλ pripada
skupu M c−ε.
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Slika 1.5: Mnogostrukost M u okolini taqke p

Definiximo funkciju F : M → R tako da se poklapa sa f van okoline
U, a na okolini U neka je:

F = f − µ(y2
1 + . . .+ y2

λ + 2y2
λ+1 + . . .+ 2y2

n).

Poxto su f i µ glatke funkcije i µ(r) = 0, r > 2ε, onda je i F glatka.
Uvedimo i funkcije ξ, η : U → [0,∞) sa

ξ = y2
1 + . . .+ y2

λ

η = y2
λ+1 + . . .+ y2

n.

Znaqi,
eλ = {q ∈M | ξ(q) 6 ε, η(q) = 0}

F = f − µ(ξ + 2η).

Sledi, f i F se razlikuju samo na skupu {ξ + 2η 6 2ε}. Na okolini U
va�i f = c−ξ+η, i F = c−ξ+η−µ(ξ+2η). Nastavak dokaza bi�e podeǉen
u nekoliko koraka.

Korak 1: F−1((−∞, c+ ε]) = f−1((−∞, c+ ε]) = M c+ε

Dokaz: Ako je ξ + 2η > 2ε onda je F = f ; a ako je ξ + 2η 6 2ε onda je
f = c− ξ + η 6 c+ 1

2
ξ + η 6 c+ ε. Sledi:

⊆: Ako x ∈ F−1((−∞, c+ ε]) onda i x ∈ f−1((−∞, c+ ε]);
⊇: Ako x ∈ f−1((−∞, c + ε]) onda f(x) 6 c + ε; pa i F + µ(ξ + 2η) 6 c + ε,
tj. F 6 c+ ε− µ(ξ + 2η) 6 c+ ε, jer je µ > 0.

Korak 2: Kritiqne taqke za f i F se poklapaju.
Dokaz: Posmatrajmo samo na skupu {ξ + 2η 6 2ε}, jer se tu razlikuju
funkcije f i F . Na ovom skupu p je jedina kritiqna taqka funkcije f.
Daǉe je

∂F

∂ξ
= −1− ∂µ

∂ξ
< −1 + 1 = 0,
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∂F

∂η
= 1− ∂µ

∂η
> 1− 0 = 1.

Poxto je dF = ∂F
∂ξ
dξ + ∂F

∂η
dη sledi dF je nula kovektor ako i samo ako su

dξ i dη nula kovektori. dξ = ∂ξ
∂y1
dy1 + . . . + ∂ξ

∂yλ
dyλ = 2y1dy1 + . . . + 2yλdyλ

Znaqi, dξ je nula kovektor samo u taqki p i sliqno dη, pa je p jedina
kritiqna taqka za F.

Korak 3: F−1([c− ε, c+ ε]) nema ni jednu kritiqnu taqku funkcije F.
Dokaz: Ako je x ∈ F−1([c − ε, c + ε]) tj, c − ε 6 F (x) 6 c + ε onda je na
osnovu prvog koraka f(x) 6 c + ε i f = F + µ(ξ + 2η) > c − ε, jer je
µ > 0. Znaqi,F−1([c − ε, c + ε]) ⊆ f−1([c − ε, c + ε]), pa je jedina mogu�a
kritiqna taqka p. Ali, F (p) = f(p)− µ(0) < c− ε, pa p ne pripada skupu
F−1([c− ε, c+ ε]).

Korak 4: F−1((−∞, c− ε]) je deformacioni retrakt od M c+ε.
Dokaz: F je glatka funkcija pa je F−1([c − ε, c + ε]) zatvoren. Poxto je
sadr�an u kompaktu f−1([c− ε, c+ ε]) onda je i sam kompaktan. Na osnovu
prethodnog koraka nema kritiqnih taqaka, pa je na osnovu teoreme 1.2.1.
F−1((−∞, c− ε]) deformacioni retrakt od F−1((−∞, c+ ε]) = M c+ε.

Oznaqimo skup F−1((−∞, c− ε]) sa M c−ε ∪H, gde je H zatvoreǌe skupa
F−1((−∞, c−ε])\M c−ε. Na slici je skup H oznaqen strelicama, skup M c−ε

je sive boje, a F−1([c− ε, c+ ε]) je taqkast.

Slika 1.6: Mnogostrukost M u okolini taqke p

Korak 5: eλ ⊆ H.
Dokaz: Ako q ∈ eλ onda ξ + 2η 6 ε < 2ε pa ∂F

∂ξ
< 0. Znaqi, F opada du�

koordinatnih osa y1, . . . , yλ.
Daǉe, ξ(p) = η(p) = 0, a ξ(q) > 0, pa sledi F (q) 6 F (p) = f(p)− µ(0) < c− ε.
I zbog f(q) = c− ξ + η > c− ε va�i q ∈ F−1(−∞, c− ε]\M c−ε.

Korak 6: M c−ε ∪ eλ je deformacioni retrakt od M c−ε ∪H.
Dokaz: Definiximo preslikavaǌe r : M c−ε ∪H →M c−ε ∪ eλ
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na U :

r(y1, . . . , yn) =


(y1, . . . , yλ, 0, . . . , 0), ξ 6 ε;
(y1, . . . , yλ, s0yλ+1, . . . , s0yn), ε < ξ 6 η + ε;
(y1, . . . , yn), η + ε < ξ

van U : r = Id,

pri qemu je st = t+ (1− t)
√

ξ−ε
η
, st ∈ [0, 1].

r|eλ = Ideλ , pa je r retrakcija.
Sada definiximo h : I ×M c−ε ∪H →M c−ε ∪H na slede�i naqin
na U :

h(t, y1, . . . , yn) =


(y1, . . . , yλ, tyλ+1, . . . , tyn), ξ 6 ε;
(y1, . . . , yλ, styλ+1, . . . , styn), ε < ξ 6 η + ε;
(y1, . . . , yn), η + ε < ξ;

van U :
h(t, y) = y.

Va�i: h(0, ·) = i ◦ r; h(1, ·) = Id, i poxto je neprekidno, sledi da je h
homotopija, tj. i ◦ r w Id i r je deformaciona retrakcija.

Dakle, M c−ε∪eλ je deformacioni retrakt od M c−ε∪H = F−1(−∞, c−ε]
koji je deformacioni retrakt od M c+ε, pa je M c−ε ∪ eλ deformacioni
retrakt od M c+ε. �

Teorema 1.2.3. Neka je f−1(c) = {p1, . . . , pk}, gde su p1, . . . , pk nedegener-
isane kritiqne taqke sa indeksima redom λ1, . . . , λk i f−1([c − ε, c + ε])
kompaktan skup koji nema drugih kritiqnih taqaka.Tada je M c+ε homo-
topno sa M c−ε ∪ eλ1 ∪ . . . ∪ eλk 5 .

Dokaz: Indukcijom po broju kritiqnih taqaka, kao prethodna teo-
rema. �

Napomena 1.2.2. Sliqno se pokazuje da je M c homotopno sa

M c−ε ∪ eλ1 ∪ . . . ∪ eλk .

Pre nego xto poka�emo da se homotopski tip mnogostrukosti u pot-
punosti mo�e odrediti pomo�u kritiqnih taqaka Morsove funkcije
bi�e dokazane pomo�ne leme.

Lema 1.2.1. Ako preslikavaǌe F ima levi homotopni inverz L i desni
homotopni inverz R, onda je F homotopna ekvivalencija i ǌegov homo-
topni inverz je L (ili R).

5eλ1 , . . . , eλk su �elije dimenzija, redom, λ1, . . . , λk, qije granice pripadaju
skupu M c−ε.
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Dokaz: Ako je F ◦ R w Id onda je L ◦ F ◦ R w L i ako je L ◦ F w Id onda
i L ◦ F ◦R w R. Homotopnost je tranzitivno svojstvo pa je L w R. Daǉe
je L ◦ F w R ◦ F i zbog L ◦ F w Id sledi R ◦ F w Id . Znaqi, R je i levi
homotopni inverz. Sliqno se pokazuje za L. �

Lema 1.2.2. Neka su ϕ0, ϕ1 : ėλ → X homotopna preslikavaǌa (ϕ0 w ϕ1).
Tada postoji homotopna ekvivalencija

k : X ∪ϕ0 e
λ → X ∪ϕ1 e

λ

tako da je k|X = IdX .

Dokaz: Definiximo k sa

k(x) = x, x ∈ X

k(tu) = 2tu, 0 6 t 6
1

2
, u ∈ ėλ

k(tu) = H(2− 2t, u),
1

2
6 t 6 1, u ∈ ėλ.

gde je H(t, u) homotopija izme�u ϕ0 i ϕ1 i to

H(0, u) = ϕ0(u) i H(1, u) = ϕ1(u).

Prisetimo se da je X ∪ϕ1 e
λ = X ∪ eλ/x∼ϕ1(x),x∈ėλ , tj. ϕ1(u) = u, u koliqnik

prostoru X ∪ϕ1 e
λ, ako u ∈ ėλ, pa je k dobro definisano . Definiximo

l : X ∪ϕ1 e
λ → X ∪ϕ0 e

λ sa

l(x) = x, x ∈ X

l(tu) = 2tu, 0 6 t 6
1

2
, u ∈ ėλ

l(tu) = H(2t− 1, u),
1

2
6 t 6 1, u ∈ ėλ.

Neka je H̃ : I ×X ∪ϕ1 e
λ → X ∪ϕ1 e

λ definisano sa

H̃(τ, x) = x, x ∈ X

H̃(τ, tu) = τ4tu+ (1− τ)tu, 0 6 t 6
1

4
, u ∈ ėλ

H̃(τ, tu) = τH(2− 4t, u) + (1− τ)tu,
1

4
6 t 6

1

2
, u ∈ ėλ

H̃(τ, tu) = τH(2t− 1, u) + (1− τ)tu,
1

2
6 t 6 1, u ∈ ėλ.

Tada je H̃(0, tu) = tu, H̃(1, tu) = k(l(tu)), pa je H̃ homotopija i

k ◦ l w IdX∪ϕ1e
λ ,

pa k ima desni homotopni inverz. Sliqno se pokazuje da ima i levi
homotopni inverz, daǉe dokaz sledi na osnovu prethodne leme. �
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Lema 1.2.3. Neka je ϕ : ėλ → X lepǉeǌe. Svaka homotopna ekvivalencija
f : X → Y se mo�e proxiriti do homotopne ekvivalencije F : X ∪ϕ eλ →
Y ∪f◦ϕ eλ.

Dokaz: Definiximo preslikavaǌe F sa

F (x) = f(x), x ∈ X
F (u) = u, u ∈ eλ.

f je homotopna ekvivalencija, pa postoji funkcija g : Y → X tako da je
f ◦g w IdY i g◦f w IdX . Daǉe je i g◦f ◦ϕ w ϕ, pa na osnovu prethodne leme
postoji homotopna ekvivalencija k : X ∪g◦f◦ϕ eλ → X ∪ϕ eλ; definixemo je
na isti naqin kao u prethodnoj lemi:

k(x) = x, x ∈ X

k(tu) = 2tu, 0 6 t 6
1

2
, u ∈ ėλ

k(tu) = H(2− 2t, u),
1

2
6 t 6 1, u ∈ ėλ.

,

pri qemu je H homotopija, H(0, u) = g ◦ f ◦ ϕ(u) i H(1, u) = ϕ(u). Defini-
ximo preslikavaǌe G : Y ∪f◦ϕ eλ → X ∪g◦f◦ϕ eλ sa

G(x) = g(x), x ∈ X
G(u) = u, u ∈ eλ.

Korak 1: k ◦G je levi homotopni inverz za F.
Dokaz: Neka je h : I × X → Y homotopija izme�u g ◦ f i 1X . Dakle,
H(t, u) = h(t, ϕ(u)). Definiximo preslikavaǌe q : I ×X ∪ϕ eλ → X ∪ϕ eλ sa

q(τ, x) = h(τ, x), x ∈ X,

q(τ, tu) =
2

1 + τ
tu, 0 6 t 6

1 + τ

2
, u ∈ ėλ

q(τ, tu) = h(2− 2t+ τ, ϕ(u)),
1 + τ

2
6 t 6 1, u ∈ ėλ.

q je homotopija, pa je k ◦ G ◦ F w IdX∪ϕeλ , tj. F ima levi homotopni
inverz k ◦G.

Korak 2: k ◦G je desni homotopni inverz za F.
Dokaz: Analogno dokazu za F pokazuje se da G ima levi homotopni in-
verz. Daǉe, na osnovu k◦G◦F w IdX∪ϕeλ znaqi da je G◦F desni homotopni
inverz za k. Poxto je k homotopna ekvivalencija G ◦ F je i levi homo-
topni inverz za k, tj. G ◦ F ◦ k w IdX∪ϕeλ . Sliqno, G ◦ F ◦ k w IdX∪ϕeλ
znaqi da je F ◦ k desni homotopni inverz za G. Poxto G ima levi ho-
motopni inverz, na osnovu leme 2.1 F ◦ k je i levi homotopni inverz tj.
F ◦ k ◦G w IdX∪ϕeλ , tj. k ◦G je desni homotopni inverz za F. �
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Teorema 1.2.4. Neka je M kompaktna mnogostrukost bez granice i f :
M → R Morsova funkcija. Tada je M homotopskog tipa CW kompleksa
tako da za svaku kritiqnu taqku indeksa λ postoji taqno jedna �elija
eλ dimenzije λ i nema drugih �elija.

Dokaz: Na osnovu posledice 1.1.2. broj kritiqnih taqaka je konaqan,
pa i broj kritiqnih vrednosti. Neka su to c1 < · · · < cm. Poxto je M
kompaktna i f neprekidna onda f dosti�e minimum i maksimum; u ǌima
je df = 0, pa je c1 = min f i cm = max f i va�i M c1 = f−1(c1) i M cm = M.
Teorema �e biti dokazana indukcijom, gde je induktivni korak

I(k) : ck−1 < a < ck, M
a je tipa CW kompleksa.

I(1) : a < c1, M
a = ∅ pa je CW kompleks.

Pretpostavimo da je taqno I(k − 1) tj. za ck−1 < a′ < ck, M
a′ je tipa CW

kompleksa. Znaqi da postoji homotopska ekvivalencija h′ : Ma′ → K, gde
je K CW kompleks.
Doka�imo I(k) : za a′ < ck < a < ck+1 treba pokazati da je Ma tipa CW
kompleksa.
Uoqimo ε > 0 tako da a′ < ck − ε < ck < ck + ε < a < ck+1.
f−1([ck + ε, a]) je zatvoren u kompaktu M pa je kompaktan i poxto nema
kritiqnih taqaka, na osnovu teoreme 1.2.1. M ck+ε je difeomorfan saMa.
Znaqi ako je M ck+ε tipa CW kompleksa onda je i Ma. Daǉe, f−1([a′, ck−ε])
je kompaktan, bez kritiqnih taqaka pa je Ma′ difeomorfno sa M ck−ε, tj.
postoji difeomorfizam, koji je samim tim i homotopna ekvivalencija,
h : M ck−ε → Ma′ . Neka je f−1(ck) = {p1, . . . , pl}, p1, . . . , pl kritiqne taqke sa
indeksima λ1, . . . , λl. Tada je M ck+ε homotopno sa M ck−ε ∪ϕ1 e

λ1 ∪ . . . ∪ϕl eλl
pri qemu su ϕj : ėλj → M ck−ε, j = 1, l lepǉeǌa. Daǉe, h′ ◦ h : M ck−ε → K
je homotopska ekvivalencija i mo�e se produ�iti do

H : M ck−ε ∪ϕ1 e
λ1 ∪ . . . ∪ϕl eλl → K ∪h′◦h◦ϕ1 e

λ1 ∪ . . . ∪h′◦h◦ϕl eλl .

Poxto je K ∪h′◦h◦ϕ1 e
λ1 ∪ . . . ∪h′◦h◦ϕl eλl CW komleks, onda i M ck−ε ∪ϕ1 e

λ1 ∪
. . .∪ϕl eλl ima stukturu CW kompleksa. Sledi, M ck+ε ima strukturu CW
komleksa pa i Ma.
Konaqno, Ma ima strukturu CW komleksa za svako a ∈ [c1, cm], pa i za
cm−1 < a < cm. Poxto je M cm = Ma ∪ eλ1 ∪ . . . ∪ eλs onda i M = M cm ima
strukturu CW kompleksa. �

Posledica 1.2.3. Kompaktna, glatka, konaqnodimenziona mnogostrukost
bez granice je homotopskog tipa CW komleksa.

Dokaz: Na osnovu posledice 1.1.3. na M postoji Morsova funkcija,
daǉe prethodna teorema. �
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Napomena 1.2.3. Sliqno se pokazuje da je kompaktna, glatka, konaqnodi-
menziona mnogostrukost sa granicom homotopskog tipa CW -para. Tako�e,
i uslov kompaktnosti se mo�e oslabiti, pogledati [1].

Primer 1.2.1. Funkcija visine na torusu je Morsova; ima 4 kritiqne
taqke sa indeksima 0,1,1 i 2. Znaqi, torus je CW kompleks sastavǉen
od qetiri �elije e0, e11, e

1
2 i e2.

1.3 Morsove nejednakosti

Neka je X CW kompleks dimenzije n i Xk k-skeleton, tj. skup �elija
dimenzije najvixe k. Znaqi Xn = X, a sa X−1 oznaqava�emo prazan skup.
U nastavku �emo pretpostaviti da su sve homoloxke grupe sa koefici-
jentima u proizvoǉnom poǉu F i koristi�emo slede�e pojmove:
Betijev broj

βk(X) = dimHk(X)

βk(Xi, Xi−1) = dimHk(Xi, Xi−1).

Ojlerova karakteristika

χ(X) =
n∑
k=0

(−1)kβk(X)

χ(Xi, Xi−1) =
n∑
k=0

(−1)kβk(Xi, Xi−1).

U opxtem sluqaju za dug taqan niz homomorfizama gj i vektorskih pros-
tora Gj:

. . .
gk+1→ Gk

gk→ Gk−1
gk−1→ . . .→ G0

g0→ 0

va�i Ker(gj) ∼= Im(gj+1), a na osnovu teoreme o homomorfizmima va�i da
je Gj/Ker(gj) ∼= Im(gj). Zato je

dimGj = rang(gj+1) + rang(gj). (1.3.1)

Daǉe,

rang(gk+1) = dimGk − rang(gk)

= dimGk − (dimGk−1 − rang(gk−1))

= dimGk − dimGk−1 + dimGk−2 − rang(gk−2)

...
= dimGk − dimGk−1 + . . .±G0.

(1.3.2)
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Ako je A ⊆ B ⊆ C onda postoji dugi taqan niz:

. . .
∂k+1→ Hk(B,A)

i∗→ Hk(C,A)
j∗→ Hk(C,B)→ . . .

Sada primenimo (1.3.1) pa sledi:

dimHk(C,A) = rang(i∗) + rang(j∗).

Rang inkluzije jednak je dimenziji domena, a rang svakog preslikavaǌa
je najvixe dimenzija kodomena. Zato je dimHk(C,A) 6 dimHk(B,A) +
dimHk(C,B), pa va�i

βk(C,A) 6 βk(C,B) + βk(B,A).

Primenimo prethodno kod skeletona Xk−2 ⊆ Xk−1 ⊆ Xk, CW -kompleksa
X :

βk(Xk, Xk−2) 6 βk(Xk, Xk−1) + βk(Xk−1, Xk−2)

Indukcijom dolazimo do

βk(X) 6
n∑
i=0

βk(Xi, Xi−1)

Sliqno, va�i i

χ(X) =
n∑
i=0

χ(Xi, Xi−1).

Hk(Xk, Xk−1) je slobodna abelova grupa koja ima po jedan generator
za svaku �eliju dimenzije k i Hj(Xk, Xk−1) = 0, ako je j 6= k. Znaqi,
dimHk(Xk, Xk−1) je broj �elija dimenzije k i

dimHj(Xk, Xk−1) = βi(Xk, Xk−1) = 0, j 6= k.

Iz prethodnog paragrafa znamo da je svaka kompaktna glatka, konaqn-
odimenziona mnogostrukost M tipa CW kompleksa. Sa Mk oznaqi�emo
ǌen k-skeleton.
Broj kritiqnih taqaka indeksa k, proizvoǉne Morsove funkcije na ǌoj
oznaqimo sa Ck.

Teorema 1.3.1. Neka je M proizvoǉna kompaktna glatka mnogostrukost.
Tada va�i

βk(M) 6 Ck, k = 1, n

χ(M) =
n∑
k=0

(−1)kCk.
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Dokaz: Na osnovu teoreme 1.2.4. broj �elija dimenzije k je broj
kritiqnih taqaka indeksa k, pa va�i:

dimHk(Mk,Mk−1) = Ck.

Zato je βk(M) 6
n∑
i=0

βk(Mi,Mi−1) = βk(Mk,Mk−1) = Ck. Daǉe,

χ(Mk,Mk−1) =
n∑
i=0

(−1)kβi(Mk,Mk−1) =

{
βk(Mk,Mk−1), k ∈ 2N;
−βk(Mk,Mk−1) k ∈ 2N− 1,

tj.

χ(Mk,Mk−1) =

{
Ck, k ∈ 2N;
−Ck k ∈ 2N− 1.

Zato je χ(M) =
n∑
k=0

χ(Mk,Mk−1) =
n∑
k=0

(−1)kCk. �

Vratimo se ponovo na dugi taqan niz

. . .
∂k+1→ Hk(B,A)

i∗→ Hk(C,A)
j∗→ Hk(C,B)→ . . .

Na osnovu (1.3.2.) je

rang ∂k+1 = dimHk(B,A)− dimHk(C,A) + dimHk(C,B)− . . .

tj.
rang ∂k+1 = βk(B,A)− βk(C,A) + βk(C,B)− . . . .

Uvedimo oznake:

χk(C,B) = βk(C,B)− βk−1(C,B) + . . .± β0(C,B)

χk(C) = βk(C)− βk−1(C) + . . .± β0(C)

Jednostavnim raqunom zakǉuqujemo

rang ∂k+1 = χk(C,B) + χk(B,A)− χk(C,A).

Poxto je rang svakog preslikavaǌa nenegativan sledi

χk(C,A) 6 χk(C,B) + χk(B,A).

Ako primenimo sve ovo na skeletone dobijamo

χk(Xk, Xk−2) 6 χk(Xk, Xk−1) + χk(Xk−1, Xk−2).

Indukcijom sledi

χk(X) 6
k∑
i=0

χk(Xi, Xi−1)
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Teorema 1.3.2. Neka su uslovi kao i u prethodnoj teoremi. Tada za
svako k = 1, n va�i

βk(M)− βk−1(M) + . . .± β0(M) 6 Ck − Ck−1 + . . .± C0.

Dokaz: Na osnovu definicije χk je

χk(M) = βk(M)− βk−1(M) + . . .± β0(M)

kao i

χk(Mi,Mi−1) =

{
βi(Mi,Mi−1), k − i ∈ 2N ∪ {0};
−βi(Mi,Mi−1) k − i ∈ 2N− 1,

tj.

χk(Mi,Mi−1) =

{
Ci, k − i ∈ 2N ∪ {0};
−Ci k − i ∈ 2N− 1.

Poxto je χk(M) 6
k∑
i=0

χi(Mi,Mi−1) konaqno je:

βk(M)− βk−1(M) + . . .± β0(M) 6 Ck − Ck−1 + . . .± C0.

�

Ove nejednakosti su poznate kao Morsove nejednakosti. One pred-
stavǉaju vezu izme�u analitiqkog pojma kritiqne taqke i topologije
mnogostrukosti.



GLAVA 2

Morsova homologija,

diferencijalno-topoloxki pristup

2.1 Stabilna i nestabilna mnogostrukost kritiqne taqke

Neka je M kompaktna glatka mnogostrukost i f : M → R Morsova
funkcija. Rexeǌe diferencijalne jednaqine

d

dt
φt(x) = −∇f(φt(x)), φ0 = Id (2.1.1)

je jednoparametarska familija difeomorfizama φt : M → M, t ∈ R
generisana vektorskim poǉem −∇f koju nazivamo negativni gradijentni
tok. (Primetimo da je familija definisana na celoj realnoj pravoj
zato xto je mnogostrukost M kompaktna, pa vektorsko poǉe −∇f ima
kompaktan nosaq.) Kao xto smo videli u glavi 1 ova familija ostvaruje
difeomorfizam izme�u M b i Ma, kada M b rMa nema kritiqnih taqaka.
Poxto je

d

dt
f(φt(x)) = ∇f(φt(x))

d

dt
φt(x) = −|∇f(φt(x))|2 6 0

znaqi da f opada du� φt, tj. φt ,,spuxta” taqke sa M b na Ma.
Definiximo krivu γ : R→M sa γ(t) = φt(x), gde je x fiksirana regu-

larna taqka. Znaqi ova kriva je gradijentna trajektorija, tj. rexeǌe
diferencijalne jednaqine

dγ

dt
= −∇f ◦ γ, γ(0) = x (2.1.2)

koja pomera taqku x, taqnije ,,spuxta” je.
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Slika 2.1: Difeomorfizam mnogostrukosti Ma i M b

Opiximo jox xta se dexava ako je x kritiqna taqka. U tom sluqaju
rexeǌe jednaqine (2.1.2) je kriva γ(t) = φt(x), ali i kriva γ(t) = x, xto je
nemogu�e na osnovu teoreme o egzistenciji i jedinstvenosti diferen-
cijalnih jednaqina. Dakle, zakǉuqak je da nekonstantna gradijentna
trajektorija ne prolazi kroz kritiqnu taqku, ali va�i slede�e:

Lema 2.1.1. Svaka gradijentna trajektorija poqiǌe i zavrxava se u
kritiqnoj taqki.

Slika 2.2: Gradijentna trajektorija

Dokaz: Treba pokazati da ako je kriva γ rexeǌe jednaqine (2.1.1.)
onda postoje kritiqne taqke p i q funkcije f tako da je

lim
t→−∞

γ(t) = p i lim
t→+∞

γ(t) = q.

Neka je tn proizvoǉan niz takav da lim
n→+∞

tn = −∞. Poxto je M kompaktna

znaqi da niz γ(tn) ima konvergentan podniz, oznaqimo ga isto sa γ(tn),
tj. postoji taqka p ∈M takva da lim

n→+∞
γ(tn) = p.

Neka je h = f ◦ γ i ε > 0 proizvoǉno. Na osnovu Lagran�eve teoreme je
h(tn + ε)− h(tn) = εh′(cn); tn < cn < tn + ε. Poxto postoji lim

n→+∞
γ(tn), a f je

neprekidna onda je lim
n→+∞

h(tn+ε)−h(tn) = 0 pa je lim
n→+∞

h′(cn) = 0 i konaqno

lim
n→+∞

h′(tn) = 0. Daǉe, h′ = df dγ
dt

= −‖∇f(γ)‖ pa je lim
n→+∞

∇f(γ(tn)) = 0, tj.

∇f(p) = 0. Znaqi p jeste kritiqna taqka. Dakle, svaki podniz niza tn
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konvergira ka nekoj kritiqnoj taqki. Poxto je funkcija f Morsova,
onda su kritiqne taqke izolovane, pa svi podnizovi konvergiraju ka
istoj taqki, dakle lim

t→−∞
γ(t) = p. Sliqno se pokazuje za q. �

Napomena 2.1.1. Bitno je da je f Morsova, jer su tada kritiqne taqke
izolovane. U suprotnom za razliqite nizove sn → −∞ i γ(sn) bi mogao
da te�i razliqitim kritiqnim taqkama.

Neka je p ∈M kritiqna taqka i φt familija koja zadovoǉava (2.1.1).
Tada definixemo:

W u(p) = {x ∈M | lim
t→−∞

φt(x) = p}

i
W s(p) = {x ∈M | lim

t→+∞
φt(x) = p}

nestabilnu i stabilnu mnogostrukost taqke p. One zapravo predstavǉa-
ju skup svih gradijentnih trajektorija koje izviru u taqki p, u sluqaju
W u(p), odnosno uviru u taqku p, u sluqaju W s(p). Pokaza�emo da su
one zaista mnogostrukosti, a da su podmnogostrukosti1 od M , mo�e se
proqitati u dodatku 4.7.

Na osnovu Morsove leme postoji okolina U taqke p i koordinatni
sistem (x1, . . . , xn) tako da je xj(p) = 0, j = 1, n i

f(x1, . . . , xn) = f(p)− x1
2 − · · · − xk2 + xx+1

2 + · · ·+ xn
2,

gde je k indeks kritiqne taqke p. U toj okolini je i

∇f(x1, . . . , xn) = (−2x1, . . . ,−2xk, 2xk+1, . . . , 2xn),

gde je gradijent u odnosu na Rimanovu metriku koja je zadata standar-
dnim euklidskim skalarnim proizvodom u Rn 2. Ako i rexeǌe jednaqine
(2.1.1) izrazimo u lokalnim kordinatama, tj

φt(x) = (x1(t), . . . , xn(t)),

1Podskup N ⊆ M je podmnogostrukost ako postoji ulagaǌe i : N ↪→ M.
To je preslikavaǌe koje je 1-1, homeomorfizam na sliku i imerzija, tj.
diferencijal je injektivan u svakoj taqki.

2Ako je Rimanova metrika zadata matricom g = gij onda je lokalna for-
mula za gradijent ∇f =

∑
i,j gij

∂f
∂xi

∂
∂xj . Korix�eǌem glatke funkcije koja je

jednaka 1 u maloj okolini kritiqne taqke i 0 van malo ve�e okoline ,
mo�emo modifikovati metriku g, tako da se ona poklapa sa standard-
nom euklidskom. Znaqi, za svaku Rimanovu mnogostrukost postoji karta
oko kritiqne taqke u kojoj gradijent ima oblik ∇f =

∑
i
∂f
∂xi

∂
∂xi . Pogledati

[15].
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sledi

(x′1(t), . . . , x
′
n(t)) = −(−2x1(t), . . . ,−2xk(t), 2xk+1(t), . . . , 2xn(t)).

Rexavaǌem ovih jednaqina i na osnovu poqetnog uslova φ0 = Id sledi

φt(x1, . . . , xn) = (x1e
2t, . . . , xke

2t, xk+1e
−2t, . . . , xne

−2t).

Sada je lim
t→−∞

φt(x1, . . . , xn) = (0, . . . , 0) (to su lokalne koordinate taqke p)

ako i samo ako je xk+1 = . . . = xn = 0. Znaqi u lokalnim koordinatama je

W u(p) = {xk+1 = . . . = xn = 0}

i sliqno se pokazuje

W s(p) = {x1 = . . . = xk = 0},

pa su W u(p) ∩ U i W s(p) ∩ U mnogostrukosti, (hiperravni) dimenzija,
redom k i n− k. Va�i i vixe:

Teorema 2.1.1. W u(p) i W s(p) su mnogostrukosti, qime opravdavamo ǌi-
hove nazive.

Dokaz: Doka�imo prvo da su W u(p) i W s(p) stabilni u odnosu na
gradijentni tok φt, tj da je φt(W

u(p)) = W u(p) i φt(W
s(p)) = W s(p), za

svako t ∈ R. Fiksiramo t0 ∈ R. Neka je x ∈ W s(p) proizvoǉan. Poxto je
φt0 difeomorfizam, dakle i NA, onda postoji y ∈M tako da je x = φt0(y).
Poka�imo da y ∈ W s(p), tj. da je lim

t→+∞
φt(y) = p. Va�i

lim
t→+∞

φt(x) = lim
t→+∞

φt(φt0(y) = lim
t→+∞

φt+t0(y)) = lim
t→+∞

φt(y).

S druge strane poxto x ∈ W s(p) onda je lim
t→+∞

φt(x) = p pa i lim
t→+∞

φt(y) =

p. Dakle y ∈ W s(p), tj. W s(p) ⊆ φt0(W
s(p)). Sliqno va�i i W s(p) ⊆

φ−t0(W
s(p)), pa je φt0(W

s(p)) ⊆ φt0(φ−t0(W
s(p))), tj. φt0(W

s(p)) ⊆ W s(p).
Daǉe, oqigledno p ∈ W s(p) i neka je (Up, ϕp) karta oko taqke p mno-
gostrukosti W s(p) ∩ U. Ako je x ∈ W s(p) proizvoǉna taqka, onda je
lim
t→+∞

φt(x) = p, pa za dovoǉno veliko t postoji okolina Ux taqke x tako

da je φt(Ux) ⊆ Up. Na osnovu invarijantnosti je Ux ⊆ φ−1
t (Up) ∈ W s(p), a

ϕp ◦ φt je glatko, pa je sa (Ux, ϕp ◦ φt) dobro definisana karta oko taqke
x. Saglasnost karata je oqigledna. �
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2.2 Transverzalnost preseka

Opiximo prvo Thom−ovu dekompoziciju mnogostrukosti M. Neka je x ∈
M proizvoǉna taqka. Kao xto smo ve� videli kriva γ(t) = φt(x) zado-
voǉava diferencijalnu jednaqinu:

dγ

dt
= −∇f ◦ γ, γ(0) = x.

Dakle, γ je gradijentna trajektorija, pa na osnovu leme 2.1.1. poqiǌe
u nekoj kritiqnoj taqki p, znaqi x ∈ W u(p.) Dolazimo do zakǉuqka da se
mnogostrukost M mo�e predstaviti u obliku disjunktne dekompozicije:

M =
⋃

p∈Crit f

W u(p).

Primer 2.2.1. U glavi 1 smo videli da je funkcija visine na torusu
Morsova. Rexavaǌem diferencijalnih jednaqina dolazimo do zakǉuqka
da je nestabilna mnogostrukost W u(D) samo taqka D, nestabilna mno-
gostrukost W u(C) kru�nica kroz C i D, ali bez taqke D, (b sinu, 0,−a−
b cosu), u ∈ (0, 2π), i nestabilna mnogostrukost W u(B) kru�nica kroz B
i C, (0, (a − b) cos v, (a − b) sin v), v ∈ [0, 2π], ali bez taqke C. Svaka druga
taqka torusa pripada W u(A).

Slika 2.3: Nestabilne mnogostrukosti na torusu

Zato se torus mo�e napisati u obliku disjunktne unije:

T = W u(A) ∪W u(B) ∪W u(C) ∪W u(D).

Tomova dekompozicija je homotopski ekvivalentna �elijskoj dekom-
poziciji mnogostrukosti M, objaxǌenoj u glavi 1. Problem je xto ona
ne zadaje uvek na M strukturu CW− kompleksa, npr. u sluqaju funkcije
visine na torusu, primer 2.2.1. Smale je otkrio neophodan uslov da bi
to va�ilo. To je tzv. Morse−Smale−ov uslov transverzalnosti i glasi:

W u(p) t W s(q), za svake dve kritiqne taqke p i q.
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Funkciju f tada nazivamo Morse − Smale−ova funkcija. Ovaj se uslov
mo�e obezbediti za skoro svaku Rimanovu metriku na M. Dokaz ovog
tvr�eǌa se mo�e na�i u [4] i zasniva se na modernim tehnikama Floer−ove
homologije.

Pretpostavimo da je funkcija f Morse − Smale−ova. Definiximo
skup

M(p, q) = W u(p) t W s(q).

Znaqi,M(p, q) je skup svih gradijentnih linija koje poqiǌu u taqki p i
zavrxavaju se u taqki q. Na osnovu leme 4.3.3. zakǉuqujemo da jeM(p, q)
mnogostrukost dimenzije:

dim(W u(p) t W s(q)) = dimW u(p) + dimW s(q)− n
= Ind(p) + n− Ind(q)− n
= Ind(p)− Ind(q).

Primer 2.2.2. Kao xto smo videli u primeru 2.2.1. postoji gradijentna
linija od taqke B do taqke C, ali poxto ove taqke imaju isti indeks,
onda bi na osnovu prethodnog mnogostrukost M(B,C) bila dimenzije
nula, xto je nemogu�e. Dakle, funkcija visine na torusu nije Morse−
Smale−ova. Postoji proizvoǉno mala perturbacija ove funkcije, koja
�e biti Morse− Smale−ova. Tada bi gradijentne linije izgledale kao
na slici.

Slika 2.4: Nestabilne mnogostrukosti na modifikovanom torusu

2.3 Morsova homologija

Poka�imo prvo da se mnogostrukost M(p, q) mo�e orijentisati. Pret-
postavimo da je M orijentabilna. Prvo izaberemo orijentaciju na
W u(p), koja zatim indukuje orijentaciju na W s(p), za svaku kritiqnu
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taqku p. Daǉe, na osnovu transverzalnosti stabilne i nestabilne mno-
gostrukosti za svaku regularnu taqku x ∈ R postoji kratak taqan niz:

0→ Tx(W
u(p) ∩W s(q))

i→ TxW
u(p)⊕ TxW s(q)

j→ TxM → 0

pri qemu je i(u) = (u,−u) i j(v, w) = v + w.
Poxto imamo orijentaciju na TxW

u(p), TxW
s(q) i na TxM, ovaj niz in-

dukuje orijentaciju i naM(p, q). Za detaǉe pogledati [4]. Qiǌenica da
se mnogostrukostM(p, q) mo�e orijentisati omogu�ava da se homologija
definixe i sa koeficijentima u Z (a time i u svakom komutativnom
prstenu), a ne samo u Z2. Ipak ovde �e zbog jednostavnosti biti izlo�en
metod za Z2.

Neka grupa R dejstvuje na M(p, q) na slede�i naqin:

γ(·) s−→ γ(·+ s), s ∈ R.

Znaqi identifikujemo sve krive koje imaju isti trag. Koliqniqki pros-
tor oznaqavamo sa:

M̂(p, q) =M(p, q)/R.

Da bismo opisali strukturu tog prostora definiximo preslikavaǌa

E0 :M(p, q) ↪→M

γ 7→ γ(0).

i
ϕ = f ◦ E0 :M(p, q)→ R.

Neka je a ∈ (f(q), f(p)) regularna vrednost za ϕ i neka je

Ma(p, q) = ϕ−1(a).

Tada jeMa(p, q) podmnogostrukost odM(p, q) dimenzije Ind(p)− Ind(q)−1
i za sve γ ∈Ma(p, q) va�i f(γ(0)) = a. Preslikavaǌe

Ψa : R×Ma(p, q)→M(p, q)

(t, γ(·))→ γ(·+ t)

ostvaruje glatko i slobodno dejstvo, pa indukuje difeomorfizam:

Ma(p, q) ∼= M̂(p, q).

Dakle M̂(p, q) je mnogostrukost dimenzije dimM(p, q) − 1. Ova mno-
gostrukost je kǉuqna za definisaǌe Morsove homologije.
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Teorema 2.3.1. Ako je Ind(p)− Ind(q) = 1 onda je M̂(p, q) kompaktna mno-
gostrukost dimenzije 0, dakle konaqan broj taqaka.

Dokaz �e biti podeǉen u nekoliko koraka.

Lema 2.3.1. Svaki niz (un)n∈N ⊂M(p, q) ima podniz unk koji C∞loc konver-
gira ka gradijentnoj trajektoriji v ∈ C∞(R,M), tj.

unk |[−R,R]
Ck([−R,R])−→ v|[−R,R], za svako k ∈ N i svako R > 0.

Dokaz: Pokaza�emo da je proizvoǉan niz un ravnostepeno neprekidan
i uniformno organiqen, xto na osnovu teoreme Arzela−Ascoli znaqi da
ima lokalno konvergentan podniz. Poxto su un gradijentne trajektorije
va�i∫ t

s

|u̇n(τ)|2dτ =

∫ t

s

〈u̇n,−∇f ◦ un〉dτ 6 −
∫ +∞

−∞

d

dτ
(f(un(τ))dτ = f(p)− f(q).

Daǉe, aka je d Rimanova metrika na M onda je

d(un(t), un(s)) 6
∫ t

s

|u̇n(τ)|dτ 6
√
|t− s|

√∫ t

s

|u̇n(τ)|2dτ .

Druga nejednakost u formuli je Helderova. Znaqi, za unapred dato ε >
0 biramo da |t−s| < ( ε

f(p)−f(q)
)2, pa �e za svako n ∈ N biti d(un(t), un(s)) < ε,

tj. niz un jeste ravnomerno neprekidan. S druge strane skup svih un(t),
za sve t ∈ R i sve n ∈ N je ograniqen jer je sadr�an u kompaktnoj
mnogostrukosti M, odakle sledi uniformna ograniqenost. Ako isto
primenimo na sve izvode niza un dobijamo C∞ konvergenciju.�

Lema 2.3.2. Neka je X : U → Rn neprekidno vektorsko poǉe definisano
na okolini 0 ∈ R tako da je 0 kritiqna taqka poǉa X za koju je lin-
earizacija DX(0) nedegenerisana i simetriqna. Tada postoji ε > 0 tako
da za svako rexeǌe

ṡ = X(s), lim
t→+∞

s(t) = 0

postoje konstanta c ∈ R+ i t0 = t0(s) ∈ R za koje va�i:

t > t0 ⇒ |s(t)| 6 ce−εt.

Dokaz: [4].

Lema 2.3.3. Ako niz (un)n∈N ⊂ M(p, q) konvergira C∞loc ka gradijentnoj
trajektoriji v ∈M(p, q), onda on konvergira i u H1,2 normi.
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Dokaz: Poka�imo prvo da niz un uniformno te�i ka p, odnosno q, kad
t → ∓∞. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji niz realnih brojeva
tk → +∞ i podniz unk tako da je d(q, unk(tk)) > ε. Neka je U okolina taqke
q tako da je yj(p) = 0, j = 1, n i

f(y1, . . . , yn) = f(p)− y1
2 − · · · − yk2 + yk+1

2 + · · ·+ yn
2.

Pretpostavimo da je U sadr�ana u ε− okolini taqke q. Tada, za dovoǉno
veliko t, un(t) ∈ U. Ovo mo�emo da zakǉuqimo iz jednaqina gradijentnih
trajektorija u lokalnim koordinatama, tj.

u̇i = 2ui, i = 1, . . . , k, u̇i = −2ui, i = k + 1, . . . , n.

Poxto je lim
t→+∞

un(t) = q, u lokalnim koordinatama lim
t→+∞

(u1(t), . . . , un(t)) =

(0, . . . , 0), sledi

ui = 0, i = 1, . . . , k, ui = cie
−2t, i = k + 1, . . . , n,

gde je k Morsov indeks kritiqne taqke q. Dakle za dovoǉno veliko
t je d(q, un(t)) < ε. Dobili smo kontradikciju sa pretpostavkom da je
d(q, unk(tk)) > ε, dakle un ⇒ q, kada t→ +∞. Na isti naqin se dokazuje i
uniformna konvergencija ka p.

Iz Leme 2.2.2. sledi da postoji t0 > 0 tako da je, u lokalnim koor-
dinatama u okolinama p i q :

|un(t)| 6 cp,qe
−εp,q |t|,

za |t| > t0 i svako n. Sada na osnovu Lebegove teoreme o dominantnoj
konvergenciji sledi H1,2− konvergencija.

Dokaz teoreme 2.2.1: Neka je (un)n∈N ⊂ M(p, q) proizvoǉan niz. Na
osnovu leme 2.2.1. on ima podniz koji C∞loc konvergira ka gradijent-
noj trajektoriji v ∈ C∞(R,M). Poxto je f(q) 6 f(un) 6 f(p) onda je i
f(q) 6 f(v) 6 f(p). Pretpostavimo da je v(+∞) 6= q, dakle v ∈ M(p, p1),
za neku kritiqnu taqku p1 6= p. Sledi f(q) < f(p1) 6 f(v) 6 f(p) i
Ind(q) < Ind(p1) < Ind(p), xto je nemogu�e zato xto je Ind(p) − Ind(q) = 1.
Zakǉuqujemo v(+∞) = q. Sliqno se pokazuje i v(−∞) = p, pa v ∈M(p, q).
Daǉe na osnovu prethodne leme sledi da podniz niza un konvergira u
normi prostora M(p, q), pa je M(p, q), a samim tim i M̂(p, q) kompaktan.
�

Definiximo Morsov kompleks. Neka je Critk(f) skup svih kritiqnih
taqaka funkcije f indeksa k i neka je Ck(f,Z2) slobodna Abelova grupa
generisana elementima iz Critk(f), a sa koeficijentima ±1 i C−1(f) = 0.
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Sada definixemo graniqni operator ∂k : Ck(f,Z2) → Ck−1(f,Z2) prvo na
kritiqnim taqkama, pa ga produ�imo linearno

∂k(p) =
∑

q∈Critk−1(f)

n(p, q)q

gde n(p, q) predstavǉa broj taqaka mnogostrukosti M̂(p, q), po modulu 2.
Na osnovu prethodne teoreme ∂k je dobro definisan.

Teorema 2.3.2. ∂k−1 ◦ ∂k = 0.

Dokaz: Neka je p ∈ Critk(f) proizvoǉna taqka. Tada je

∂k−1(∂k(p)) = ∂k−1(
∑

q∈Critk−1(f)

n(p, q)q)

=
∑

q∈Critk−1(f)

n(p, q)∂k−1(q)

=
∑

q∈Critk−1(f)

∑
r∈Critk−2(f)

n(p, q)n(q, r)r.

n(p, q)n(q, r) predstavǉa broj krivih,po modulu 2, koje poqiǌu u taqki
p i zavrxavaju se u taqki r, ali prolaze kroz taqku q. Ove krive se
sastoje iz dve gradijentne trajektorije, ali same nisu gradijentne tra-
jektorije, zato xto gradijentne trajektorije ne prolaze kroz kritiqne
taqke, dakle to su izlomǉene krive. Unija svih ovih krivih,za sve taqke
q ∈ Critk−1(f), zapravo predstavǉa granicu mnogostrukosti M̂(p, r), teo-
rema 3.4.1. Ova mnogostrukost je jednodimenziona, pa ǌena granica ima
paran broj taqaka 3 , tj. po modulu 2, nula. Dakle∑

q∈Critk−1(f)

n(p, q)n(q, r) = 0.

�
Sledi da je (C∗(f), ∂) lanqasti kompleks, pa mo�emo definisati Morsovu

homologiju:
Hk(f) = ker(∂k)/ Im(∂k+1).

3Svaka glatka, povezana jednodimenziona mnogostrukost je difeo-
morfna kru�nici S1 ili intervalu realnih brojeva, dakle ǌena granica
ili nema taqaka ili ima dve taqke. Dokaz:[2] Zato sledi da je svaka
glatka jednodimenziona mnogostrukost difeomorfna uniji kru�nica
S1 i intervala realnih brojeva, dakle ǌena granica ima paran broj
taqaka.
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Primer 2.3.1. Ako je funkcija visine na torusu kao u primeru 2.2.2.
onda definixemo lanqasti kompleks torusa na slede�i naqin. Na os-
novu broja kritiqnih taqaka imamo Abelove grupe:

C0(f,Z2) ∼= Z2, C1(f,Z2) ∼= Z2 ⊕ Z2 i C2(f,Z2) ∼= Z2.

Sa slike 2.4. vidimo da za svake dve kritiqne taqke qiji se indeks
razlikuje za jedan, postoje taqno dve trajektorije, tj. nula u Z2. Zato
va�i:

∂0 ≡ 0;

∂1(B) = n(B,D)D = ∂1(C) = n(C,D)D = 0;

∂2(A) = n(A,B)B + n(A,C)C = 0,

pa je

Hk(T ) =

{
Z2, k = 0, 2;
Z2 ⊕ Z2, k = 1.

Primer 2.3.2. Neka je f : S1 → R funkcija visine na kru�nici. Dakle,
za S1 ⊆ R2, je f(x, y) = y+1. Ako je p ∈ S1rN proizvoǉna taqka, razliqita
od severnog pola, onda je lokalni zapis funkcije f :

f̃(x) = f ◦ ϕ−1(x) =
x2 − 1

x2 + 1
+ 1,

gde je ϕ : S1rN → R stereografska projekcija iz severnog pola, ϕ(x, y) =
x

1−y i ϕ−1(x) = ( 2x
x2+1

, x
2−1
x2+1

). Daǉe va�i

∂f̃

∂x
=

4x

(x2 + 1)2
i

∂2f̃

∂x2
=

4− 12x2

(x2 + 1)3
.

Dakle, kritiqna taqka je S = ϕ−1(0) = (0,−1) i poxto je ∂2f̃
∂x2 (0) = 4, to

je nedegenerisana kritiqna taqka indeksa 0. Uzimaju�i kartu S1 r S i
stereografsku projekciju iz ju�nog pola dobijamo i drugu nedegener-
isanu kritiqnu taqku N, indeksa 1, pa je funkcija f Morsova i va�i

C0(f,Z2) ∼= Z2 i C1(f,Z2) ∼= Z2.

Posmatrajmo Morsov lanqasti kompleks

0→ C1(f,Z2)
∂1→ C0(f,Z2)

∂0→ 0.

Na osnovu Tomove dekompozicije znamo da je kru�nica sadr�ana u skupu
svih nestabilnih mnogostrukosti, znaqi da postoje bar dve negativne
gradijentne trajektorije od taqke N do S. To su levi i desni polukru-
govi. Svaka druga trajektorija bi bila namotavaǌe kru�nice, odnosno
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ponovni prolazak kroz kritiqne taqke, xto je nemogu�e, dakle n(N,S) =
0, pa i ∂1 ≡ 0. Poxto je i ∂0 ≡ 0, sledi Ker ∂0 = C0(f,Z2), Ker ∂1 = C1(f,Z2)
i Im ∂1 = Im ∂0 = 0. Dakle

H0(S1) ∼= Z2 i H1(S1) ∼= Z2

Primer 2.3.3. Posmatrajmo sada glatku zatvorenu krivu K u ravni
homeomorfnu kru�nici i funkciju visine na ǌoj.

Slika 2.5: kriva K

Uvode�i odgovaraju�e karte pokazuje se da je ova funkcija Morsova
sa kritiqnim taqkama A,B,C i D, i indeksima Ind(A) = Ind(C) = 0 i
Ind(B) = Ind(D) = 1. Dakle,

C0(f,Z2) ∼= Z2 × Z2 i C1(f,Z2) ∼= Z2 × Z2.

Postoji samo jedna negativna gradijentna trajektorija od taqke B do A,
zato xto bi svaka druga prolazila kroz kritiqnu taqku C ili D, xto je
nemogu�e. I sliqno, postoji jedna negativna gradijentna trajektorija
od taqke B do C. Dakle ∂1(B) = n(B,A)A + n(B,C)C = A + C i sliqno
∂1(D) = A + C. Zato je ∂1(B + D) = 0, pa sledi Ker ∂1

∼= Z2, Im ∂1
∼= Z2.

Konaqno,
H0(K) ∼= Z2 i H1(K) ∼= Z2.

Sliqno se pokazuje da svaka zatvorena kriva homeomorfna kru�nici
ima iste homoloxke grupe kao kru�nica. Va�i i vixe, Morsova ho-
mologija je topoloxka invarijanta.



GLAVA 3

Morsova homologija, analitiqki pristup

Ovaj pristup Morsovoj teoriji izlo�en je dosta kasnije, tek osamde-
setih godina proxlog veka, zahvaǉuju�i Witten−u i Floer−u.
Kao i do sada, neka je M kompaktna glatka, konaqnodimenziona, mno-
gostrukost, funkcija f : M → R Morsova, a p i q ǌene proizvoǉne
kritiqne taqke. Posmatra�emo prostor negativnih gradijentnih tra-
jektorija, koje poqiǌu u taqki p i zavrxavaju se u taqki q :

M(p, q; f) = {γ : R→M | dγ
dt

= −∇f ◦ γ, γ(−∞) = p, γ(+∞) = q}.

Dokaza�emo da jeM(p, q; f) glatka mnogostrukost za skoro svaku Morsovu
funkciju na naqin koji se zatim mo�e uopxtiti i predstavǉa uvod u
Florovu homologiju.

3.1 Konstrukcija mnogostrukostiM
Neka je

C∞p,q(R,M) = {h ∈ C∞(R,M) | h(−∞) = p, h(+∞) = q}.

Dakle, C∞p,q(R,M) je skup glatkih i kompaktnih krivih. Daǉe, ako je
(ξ,R, π) vektorsko raslojeǌe, tj. ξ ∈ V ec(R), neka je

H1,2(R, ξ) = {s : R→ ξ |
∫ +∞

−∞
|s(t)|2 + |ṡ(t)|2dt <∞}.

Ako je φ : ξ → R×Rn trivijalizacija, tj φ : π−1(t)
∼=→ {t}×Rn, onda imamo

i indukovano preslikavaǌe φ∗ : H1,2(R, ξ) → H1,2(R,Rn) definisano sa
φ∗(s) = φ ◦ s. Definiximo preslikavaǌe

H1,2
R : V ec(R)→ Ban
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H1,2
R (ξ) = φ−1

∗ (H1,2(R,Rn)) = {φ−1
∗ (g) | g ∈ H1,2(R,Rn)}.

Poxto je π ◦ φ−1
∗ (g)(t) = t i φ−1

∗ (g) ∈ H1,2(R, ξ), znaqi da H1,2
R (ξ) pred-

stavǉa skup svih H1,2 seqeǌa raslojeǌa ξ i ne zavisi od izbora trivi-
jalizacije. Daǉe, poxto je H1,2(R,Rn) Banahov prostor i ǌegovom nor-
mom je indukovana norma na H1,2

R (ξ) onda je i H1,2
R (ξ) Banahov prostor.

Sada sve to primenimo na raslojeǌa (h∗TM,R, π′) i (h∗D,R, π′), pri
qemu je h ∈ C∞p,q(R,M) proizvoǉna kriva, D ⊂ TM otvoren podskup koji
sadr�i sve nula vektore, h∗TM = {(t, v) ∈ R × TM | h(t) = π(v)} i π′ :
h∗TM → R projekcija na prvu koordinatu, tj. π′(t, v) = t . Dakle,

h∗TM, h∗D ∈ V ec(R),

pa za sve krive h ∈ C∞p,q(R,M) va�i:

H1,2
R (h∗D) = {s ∈ H1,2(R, h∗D) | π′ ◦ s = IdR}.

Poxto je s(t) = (t, vh(t)), znaqi da je H1,2
R (h∗D) skup svih H1,2 vektorskih

poǉa du� krive h.

Analogno se definixe preslikavaǌe L2
R : V ec(R) → Ban i Banahovi

prostori L2
R(h∗D) i L2

R(h∗TM).

Daǉe, uvodimo eksponencijalno preslikavaǌe

exph : H1,2
R (h∗D)→ C0(R,M)

definisano sa
exph s(t) = exph(t) s(t) = γvh(t)

(1),

gde je γ jedinstvena geodezijska kriva na M tako da je γ(0) = h(t) i
dγ
dτ
|τ=0= s(t) = vh(t).

Ako je t = −∞, poxto s ∈ H1,2
R (h∗D) onda je s(±∞) = 0. Daǉe je γvp(0) =

h(−∞) = p i dγ
dτ
|τ=0= s(−∞) = vp = 0, tj γ ≡ p, pa va�i

exph s(−∞) = γvp(1) = p

i sliqno
exph s(+∞) = γvh(+∞)

(1) = q.

Neka je
P1,2
p,q = {exph s | s ∈ H

1,2
R (h∗D), h ∈ C∞p,q(R,M)}.

Dakle, sve krive iz P1,2
p,q poqiǌu u taqki p i zavrxavaju se u taqki q.
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Teorema 3.1.1. P1,2
p,q ima strukturu Banahove mnogostrukosti, pri qemu

je atlas {exph(Uh), (exph)
−1}h∈C∞p,q(R,M), gde su okoline Uh ⊆ H1,2

R (h∗D) iz-
abrane tako da exph na ǌima bude bijekcija. Pri tom va�i i

C∞p,q(R,M) ⊆ P1,2
p,q ⊆ C0

p,q(R,M)

i podskupovi su gusti u svom nadskupu u odgovaraju�oj topologiji.

Dokaz: [4].

Definicija 3.1.1. Neka je B Banahova mnogostukost, E topoloxki pros-
tor, preslikavaǌe π : E → B neprekidno, NA i takvo da π−1(x) ima
strukturu Banahovog prostora za svako x ∈ B . Banahovo raslojeǌe je
trojka (E,B, π) tako da postoji familija Banahovih prostora {Xi, i ∈ I}
i familija preslikavaǌa {φi, i ∈ I} tako da je φi : Ui × Xi → π−1(Ui)

homeomorfizam i φi : Xi

∼=→ π−1(x) izomorfizam, pri qemu je {Ui | i ∈ I}
pokrivaq mnogostrukosti B. Familiju {φi, i ∈ I} nazivamo trivijal-
izacija raslojeǌa, a Banahove prostore {Xi, i ∈ I} vlakna (ili fibre)
raslojeǌa. I sam prostor E nazivamo raslojeǌe.

Teorema 3.1.2.
L2

R(P1,2∗
p,q TM) =

⋃
γ∈P1,2

p,q

L2
R(γ∗TM)

je Banahovo raslojeǌe nad P1,2
p,q . Pri tome su vlakna Banahovi prostori

L2
R(h∗TM), h ∈ C∞p,q(R,M), a trivijalizacije su preslikavaǌa

∇2 : exph(Uh)× L2
R(h∗TM)→ L2

R(P1,2∗
p,q TM) |π−1(exph(Uh)),

gde je ∇2 exph ξ ·η izvod vektorskog poǉa ξ ∈ Uh u pravcu vektorskog poǉa
η ∈ L2

R(h∗TM). Sliqno,

H1,2
R (P1,2∗

p,q TM) =
⋃

γ∈P1,2
p,q

H1,2
R (γ∗TM)

je tangentno Banahovo raslojeǌe nad P1,2
p,q , tj TP1,2

p,q = H1,2
R (P1,2∗

p,q TM).

Dokaz: [4].

Primetimo da je kovarijantni izvod ∇2 exph ξ : L2
R(h∗TM)→ L2

R(h∗TM)
preslikavaǌe u vlaknu.

Teorema 3.1.3. Neka je X : M → TM vektorsko poǉe C∞ glatko i X(p) =
X(q) = 0. Tada se preslikavaǌe

C∞p,q(R,M) 3 γ 7→ γ̇ +X ◦ γ ∈ C∞p,q(R, γ∗TM)
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mo�e produ�iti do glatkog seqeǌa raslojeǌa L2
R(P1,2∗

p,q TM) :

Γ : P1,2
p,q → L2

R(P1,2∗
p,q TM)

pri qemu je
Γ(γ) = γ̇ +X ◦ γ.

Dokaz: Poxto je P1,2
p,q mnogostrukost dovoǉno je pokazati da je Γ

glatko u karti. Neka je γ ∈ P1,2
p,q proizvoǉna kriva. Tada postoje

funkcija h ∈ C∞p,q(R,M) i vektorsko poǉe ξ ∈ Uh ⊆ H1,2
R (h∗D), tako da

je (exph(Uh), (exph)
−1) karta oko γ i γ = exph ξ. Neka je ∇1 exph ξ izvod

krive exph ξ po prvoj koordinati, dakle po funkciji h i neka je ∇2 exph ξ
izvod po drugoj koordinati, tj. po vektorskom poǉu ξ. Tada je totalni
izvod krive exph ξ :

∂

∂t
exph ξ = ∇1 exph ξ · ḣ+∇2 exph ξ · ∇tξ

Imaju�i u vidu i lokalnu trivijalizaciju ∇2 exph ξ onda Γ ima lokalnu
reprezentaciju Γloc = (∇2 exph ξ)

−1 ◦ Γ ◦ exph i

Γloc : H1,2
R (h∗D)→ L2

R(h∗D)

i
Γloc(ξ) = ∇2 exph(ξ)

−1(
∂

∂t
exph ξ +X(exph ξ)).

Zbog gorǌe jednakosti sledi:

Γloc(ξ) = ∇tξ +∇2 exph(ξ)
−1(∇1 exph ξ · ḣ+X(exph ξ)).

Neka je g : R× h∗D → h∗TM definisano sa

g(t, ξ(t)) = ∇2 exph(ξ)
−1(∇1 exph ξ · ḣ+X(exph ξ))(t).

Poxto ξ ∈ H1,2
R (h∗D), onda ξ(±∞) = 0. Daǉe, exph ξ(−∞) = p i exph ξ(+∞) =

q, pa X(exph ξ))(±∞) = 0 i ∇1 exph ξ · ḣ(∞) = 0 pa je g(±∞, 0) = 0. Pokazuje
se da je g glatko, ∇tξ, g(·, ξ) ∈ L2

R(h∗D) i ako je D2g izvod funkcije g po
drugoj koordinati, tj

D2g = ∇2 exph(ξ)(g(t, ξ(t)))

onda je D2g(±∞, 0) u lokalnim koordinatama izvod vektorskog poǉa X
u taqki p odnosno q. �
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Posledica 3.1.1. Neka je f : M → RMorsova funkcija, p i q proizvoǉne
kritiqne taqke. Tada ∇f indukuje glatko seqeǌe

F : P1,2
p,q → L2

R(P1,2∗
p,q TM)

definisano sa
F(γ) = γ̇ +∇f ◦ γ

qija je lokalna reperezentacija, za proizvoǉno h ∈ C∞p,q(R,M) :

Floc : H1,2
R (h∗D)→ L2

R(h∗D)

i
Floc(ξ)(t) = ∇tξ + g(t, ξ(t))

gde je g : R× h∗D → h∗TM glatko, g(±∞, 0) = 0 i

D2g(−∞, 0) = Hpf i D2g(+∞, 0) = Hqf.

Sada dolazimo do veze preslikavaǌa F i prostora trajektorijaM(p, q; f) :

Teorema 3.1.4. Jezgro preslikavaǌa F qine sve glatke krive koje su
rexeǌa diferencijalne jednaqine

dγ

dt
= −∇f ◦ γ

i zadovoǉavaju uslove γ(−∞) = p, γ(+∞) = q. Dakle,

F−1(0) =M(p, q; f).

3.2 Fredholmova preslikavaǌa

Posmatrajmo preslikavaǌe

F : C0(R, End(Rn))→ L(H1,2(R,Rn), L2(R,Rn)),

F (A) = FA : H1,2(R,Rn)→ L2(R,Rn)

definisano sa
(FAs)(t) = ṡ(t) + A(t) · s(t).

Primetimo da je F neprekidno:

‖(FA − FB)(s)‖L2 = (

∫
R
|(A(t)−B(t))(s(t))|2dt)

1
2

6 ‖A−B‖∞‖s‖0 6 ‖A−B‖∞‖s‖H1,2 ,
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dakle,
‖FA − FB‖L 6 ‖A−B‖∞.

Neka je A skup svih preslikavaǌa A ∈ C0(R, End(Rn)) tako da su A+ =
A(+∞) i A− = A(−∞) samoadjungovane, invertibilne matrice reda n.
Dakle, A+, A− ∈ GL(n,R) i

〈A±f, g〉 = 〈f, A±tg〉,

za sve f, g ∈ H1,2(R,Rn). I, neka je µ(A±) Morsov indeks operatora A±,
tj. broj svih negativnih sopstvenih vrednosti matrice A+ odnosno A−.

Definicija 3.2.1. Fredholmov operator je ograniqeno, linearno pres-
likavaǌe Banahovih prostora, kome su jezgro i kojezgro konaqnodimen-
zioni, a slika je zatvoren skup. Fredholmovo preslikavaǌe je funkcija
qiji diferencijal je Fredholmov operator. Fredholmov indeks Fred-
holmovog operatora F je ceo broj

Ind(F ) = dim Ker(F )− dim Coker(F ).

Fredholmov indeks Ind : L(X, Y ) → Z je neprekidno preslikavaǌe u
odnosu na operatorsku normu, pa povezane skupove slika u povezane.
Poxto uzima vrednosti u Z, on je konstantan na povezanim skupovima.

Teorema 3.2.1. Za svako A ∈ A operator FA je Fredholmov.

Za dokaz �e nam trebati slede�a lema.

Lema 3.2.1. Neka su X, Y i Z Banahovi prostori i F ∈ L(X, Y ), K ∈
K(Y, Z) (K je kompaktan operator.) Ako postoji c > 0 tako da je

‖x‖X 6 c(‖Fx‖Y + ‖Kx‖Z), za sve x ∈ X,

tada F ima konaqnodimenziono jezgro i zatvorenu sliku.

Dokaz: [3].
Dokaz teoreme 3.2.1. Neka je A ∈ A proizvoǉan. Da bismo primenili

prethodnu lemu treba da na�emo odgovaraju�i kompaktan operator K.
Mo�e se pokazati da, za svako A ∈ A koje je konstantno preslikavaǌe,
postoji c > 0 tako da je

‖s‖H1,2 6 c‖FAs‖L2 , za svako s ∈ H1,2(R,Rn),

za detaǉe pogledati [4]. Daǉe, poka�imo da postoje konstante T > 0,
c(T ) > 0 tako da je

‖s‖H1,2 6 c(T )‖FAs‖L2 , za svako s ∈ H1,2(R,Rn), s |[−T,T ]= 0.



Morsova homologija, analitiqki pristup 48

Predstavimo s kao s = s+ +s− pri qemu s−, s+ ∈ H1,2(R,Rn) i s− |[−T,+∞)= 0
i s+ |(−∞,T ]= 0. Poxto su A− i A+ konstantni onda, za c = max{c(A+), c(A−)}
va�i

‖s‖H1,2 6 c‖FA±s‖L2 , za svako s ∈ H1,2(R,Rn).

Daǉe, poxto je A neprekidan, za dovoǉno veliko ε > 0 i T va�i :

‖A− − A(t)‖ < ε, za sve t 6 −T,

‖A+ − A(t)‖ < ε, za sve t > T,

pa je

‖FA±s±‖L2 6 ‖FAs±‖L2 + ‖(FA± − FA)s±‖L2 6 ‖FAs±‖L2 + ε‖s±‖L2 .

Sledi,

‖s‖H1,2 =‖s+‖H1,2 + ‖s−‖H1,2 6 c(‖FA+s+‖L2 + ‖FA−s−‖L2)

6c(‖FAs+‖L2 + ‖FAs+‖L2) + cε(‖s−‖H1,2 + ‖s+‖H1,2)

=c‖FAs‖L2 + cε‖s−‖L2 6 c‖FAs‖L2 + cε‖s‖H1,2 .

Zato je ‖s‖H1,2 6 c
1−cε‖FAs‖L2 , gde je ε izabrano tako da je ε < 1

c
, da bi

norma bila pozitivna.
Neka je β ∈ C∞(R, [0, 1]) funkcija seqeǌa, tako da je

β(t) =

{
0, |t| > T + 1;
1, |t| 6 T

i β̇(t) 6= 0, za sve |t| ∈ (T, T + 1).

Dakle (1− β)s |[−T,T ]= 0, pa na osnovu prethodnog sledi

‖(1− β)s‖H1,2 6 c̃‖FA((1− β)s)‖L2 .

Korix�eǌem nejednakosti |ṡ + 2As| > 0 i ‖As‖ 6 ‖A‖|s|, ako je c̃ =
max[−T−1,T+1] ‖A(t)‖, pokazuje se∫ T+1

−T−1

|ṡ(t)|2 + |s(t)|2dt 6 c̃

∫ T+1

−T−1

|ṡ(t) + A(t)s(t)|2 + |s(t)|2dt,

tj.
‖βs‖H1,2 6 c̃(‖FA(βs)‖L2 + ‖βs‖L2).

Daǉe,

‖FA(βs)‖L2 = ‖β̇s+β(ṡ+As)‖L2 6 ‖β̇s‖L2 +‖β(ṡ+As)‖L2 = ‖β̇s‖L2 +‖βFA(s)‖L2 .
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Na osnovu svih prethodnih nejednakosti, za dovoǉno veliko c, sledi,

‖s‖H1,2 =‖(1− β)s+ βs‖ 6 ‖(1− β)s‖H1,2 + ‖βs‖H1,2

6c̃(‖FA((1− β)s)‖L2 + ‖FA(βs)‖L2 + ‖βs‖L2)

6c̃(‖(1− β)FA(s)‖L2 + ‖βFA(s)‖L2 + 2‖β̇s‖L2 + ‖βs‖L2)

6c(‖FA(s)‖L2 + ‖s‖L2([−T−1,T+1])).

Neka je Z = L2([−T − 1, T + 1],Rn), i operator

K : H1,2(R,Rn)→ L2([−T − 1, T + 1],Rn)

definisan sa
K(s) = s |L2([−T−1,T+1]) .

Dakle va�i:

‖s‖H1,2(R,Rn) 6 c(‖FAs‖L2 + ‖Ks‖Z), za sve s ∈ H1,2(R,Rn).

Poxto je Z Banahov prostor, a operator K kompaktan, sledi na osnovu
prethodne leme, da FA ima konaqnodimenziono jezgro i zatvorenu sliku.
Treba jox pokazati i da ima konaqnodimenziono kojezgro. Poxto je

CokerFA = L2(R,Rn)/ Im(FA) ∼= Im(FA)⊥,

ako je r ∈ Im(FA)⊥ proizvoǉan, onda sledi:

〈r, ṡ+ As〉L2 = 0, za sve s ∈ H1,2(R,Rn).

Koriste�i jednakost
〈Ar, s〉 = 〈r, Ats〉L2 ,

sledi
〈r, ṡ〉L2 = −〈Atr, s〉L2 , za sve s ∈ H1,2(R,Rn).

Dakle, Atr je slabi izvod funkcije r. Daǉe je

F−At(r) = ṙ − Atr = 0, tj. r ∈ Ker(F−At),

Sledi,
CokerFA ∼= Ker(F−At).

Poxto FA ima konaqnodimenziono jezgro, za proizvoǉan A ∈ A i −At ∈
A, sledi F−At ima konaqnodimenziono jezgro, tj. FA kojezgro. �

Neka je ∑
=
{
FA ∈ L(H1,2(R,Rn), L2(R,Rn)) | A ∈ A

}
.
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Na
∑

uvodimo relaciju ∼ sa

A ∼ B ako i samo ako A± = B±.

∼ je relacija ekvivalencije, pa su klase:

θA = {FB ∈
∑
| A± = B±}.

Lema 3.2.2. Klasa θA0 je kontraktibilna u prostoru
∑
.

Skica dokaz: Homotopija izme�u identiqkog preslikavaǌa na klasi
θA0 i konstantnog preslikavaǌa c(FA) = FA0 ∈ Σ, se uspostavǉa pomo�u
preslikavaǌa H : [0, 1]× θ → θ definisanog sa

H(t, FA) = FA(t),i A(t) = (1− t)A+ tA0.

�
Poxto je θA kontraktibilan, znaqi da je povezan, pa je preslikavaǌe

Ind na ǌemu konstantno, tj. za sve FB ∈ θA va�i: Ind(FB) = Ind(FA).
Dakle, indeks operatora FA zavisi samo od A±. Va�i i vixe:

Teorema 3.2.2. Za svako A ∈ A, za Fredholmov operator FA va�i:

Ind(FA) = µ(A−)− µ(A+).

Dokaz: Neka je A ∈ A proizvoǉan. Poxto su A+ i A− invertibilne
matrice, one su sliqne dijagonalnim. Dakle postoje invertibilne ma-
trice C+ i C− tako da je C±A±(C±)−1 = D±, gde je D+ = diag(λ+

1 , . . . , λ
+
n )

i D− = diag(λ−1 , . . . , λ
−
n ). Matrice C± se mogu izabrati tako da va�i

λ±k > λ±k+1. Neka je sada C ∈ A tako da va�i

C(t) =

{
C+, t > T ;
C−, t 6 −T za neko T > 0.

Uvedimo preslikavaǌa

C1 : H1,2(R,Rn)→ H1,2(R,Rn) i C2 : L2(R,Rn)→ L2(R,Rn)

sa
C1(s) = Cs i C2(s) = Cs.

Neka je FD = C2FA(C1)
−1. Poxto su preslikavaǌa C1 i C2 izomorfizmi,

oni quvaju dimenzije jezgra i kojezgra, pa va�i

Ind(FD) = Ind(FA).
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Daǉe je

FD(s) =C2FA(C1)
−1(s) = C · ( ∂

∂t
+ A) · (C−1)(s)

=C(
∂C−1

∂t
s+ C−1∂s

∂t
+ AC−1s)

=
∂s

∂t
+ (C

∂C−1

∂t
+ CAC−1)s

=F
C ∂C−1

∂t
+CAC−1(s).

Poxto je ∂C−1

∂t
= 0 za |t| > T, sledi

(C
∂C−1

∂t
+ CAC−1)± = C±A±(C±)−1 = D±.

Dakle,
FD ∈ θD± .

Dolazimo do zakǉuqka da IndFA zavisi samo od D±. Zato bez gubitka
opxtosti mo�emo pretpostaviti da je

A(t) = diag(λ1(t), . . . , λn(t)),

λk(±∞) > λk+1(±∞),

λk(t) = const, za sve |t| > 1

.

Odredimo dim KerFA. Ako je s ∈ KerFA ⊆ H1,2(R,Rn) proizvoǉno, onda je

s(t) = (s1(t), . . . , sn(t)) i ṡ(t) = −λk(t) · sk(t), k = 1, . . . , n.

Za |t| > 1. gde je λk = const va�i

sk(t) =

{
e−λ

−
k t, t < −1;

e−λ
+
k t t > 1.

Pri tom je λ−k < 0 i λ+
k > 0 jer je lim

t→±∞
sk(t) = 0. Dakle, bazu u KerFA qine

funkcije ej ∈ H1,2(R,Rn) oblika

ek(t) =

{
(0, · · · , e−λ−k t, · · · , 0), t < −1,

(0, · · · , e−λ+
k t, · · · , 0) t > 1

gde su λ−k < 0 i λ+
k > 0.

Dakle, dimenzija jezgra jednaka je ukupnom broju onih k−ova za koje je
λ−k < 0 i λ+

k > 0, tj.

dim KerFA = max{µ(A−)− µ(A+), 0}.

Sliqno se pokazuje i dim CokerFA = max{µ(A+)− µ(A−), 0}. �
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Sada �emo prethodna razmatraǌa da uopxtimo na netrivijalna raslo-
jeǌa. Neka je ξ ∈ V ec(R) proizvoǉno raslojeǌe i neka je Aξ skup svih
preslikavaǌa A ∈ C0(R, End(ξ)) tako da su A+ = A(+∞) i A− = A(−∞)
samoadjungovani i nedegenerisani. Posmatrajmo preslikavaǌe

FA : H1,2(ξ)→ L2(ξ)

definisano sa
FA(s) = ∇ts+ As

gde je ∇t : H1,2(ξ)→ L2(ξ) kovarijantni izvod. Neka je

Σξ,∇ = {FA ∈ L(H1,2(ξ), L2(ξ)), | A ∈ Aξ}.

U odnosu na trivijalizaciju φ : ξ → R×Rn i indukovana preslikavaǌa
φ∗ : H1,2(R, ξ)

∼=→ H1,2(R,Rn) i φ∗ : L2(R, ξ)
∼=→ L2(R,Rn) imamo trivijal-

izaciju ∇triv
t : H1,2(R,Rn)→ L2(R,Rn) kovarijantnog izvoda ∇ts

∇triv
t s =

∂

∂t
s+ Γs,

gde Γ ∈ C∞(R,End(Rn)) predstavǉa Kristofelove simbole i trivijal-
izaciju Atriv = φAφ−1 ∈ C∞(R,End(Rn)) preslikavaǌa A. Tada je

FA = (φ∗)
−1F triv

A φ∗

i
F triv
A = ∇triv

t + Atriv =
∂

∂t
+ Γ + Atriv.

Daǉe, za s ∈ H1,2(R, ξ) va�i:

∇triv
t (φ∗s) =

∂

∂t
(φ∗s) + Γ(φ∗s) =

∂φ∗
∂t

s+ φ∗
∂s

∂t
+ Γ(φ∗s).

Poxto je ∇t = (φ∗)
−1∇triv

t φ∗ onda je

FA = (φ∗)
−1F triv

A φ∗ =(φ∗)
−1(

∂φ∗
∂t

+ φ∗
∂

∂t
) + (φ∗)

−1Γ(φ∗) + (φ∗)
−1Atriv(φ∗)

=
∂

∂t
+ (φ∗)

−1(
∂φ∗
∂t

) + (φ∗)
−1Γ(φ∗) + A.

Ako pretpostavimo da je Γ(±∞) = 0 (tj. da je kovarijantni izvod
Fredholm-dopustiv), onda Γ + Atriv ∈ A, pa na osnovu teoreme 3.2.2. za-
kǉuqujemo da je F triv

A Fredholmov operator. Poxto je φ∗ izomorfizam
onda je i FA = (φ∗)

−1F triv
A φ∗ Fredholmov operator, istog indeksa kao i

F triv
A . Ako je Γ(±∞) = 0, zbog ∂φ∗

∂t
(±∞) = 0, na osnovu posledǌe jednakosti
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sledi da Fredholmove osobine od FA zavise samo od A± = A(±∞). Daǉe
je

A± = φ−1(±∞)Atriv(±∞)φ(±∞),

a poxto sliqne matrice imaju iste sopstvene vrednosti sledi

Ind(FA) = µ(A−)− µ(A+).

Tako dolazimo do zakǉuqka:

Teorema 3.2.3. Neka je preslikavaǌe F : H1,2
R (h∗D)→ L2

R(h∗D) definisa-
no sa

F (ξ)(t) = ∇tξ + g(t, ξ(t))

pri qemu je g : R× h∗D → h∗TM glatko, g(±∞, 0) = 0, izvod po vlaknima
je nedegenerisan i D2g(±∞, 0) je samoadjungovan. Tada je, za svako s ∈
H1,2

R (h∗D), diferencijal DFs Fredholmov operator indeksa

µ(D2g(−∞, 0))− µ(D2g(+∞, 0)).

Dokaz:(skica) Poxto DFs : TsH
1,2
R (h∗D) → TF (s)L

2
R(h∗D), na osnovu teo-

reme 3.1.3. je DFs : H1,2
R (h∗D)→ L2

R(h∗D) i

DFs(ξ) = ∇tξ +D2g(·, s(·))ξ

Funkcija D2g(t, s(t)) : h∗D → h∗D predstavǉa izvod po drugoj koordi-
nati, u pravcu vektora ξ(t) ∈ h∗D, pa je D2g(·, s(·)) odgovaraju�e A ∈ Ah∗D.
Dakle DFs = FD2g·s ∈

∑
h∗D,∇ pa je na osnovu prethodnog Fredholmov op-

erator indeksa
µ(D2g(−∞, 0))− µ(D2g(+∞, 0)). �

Poxto je indeks kritiqne taqke jednak broju negativnih sopstvenih
vrednosti Hesijana, tj.

Ind(p) = µ(Hpf) i Ind(q) = µ(Hqf),

na osnovu posledice 1.1. sledi:

Posledica 3.2.1. Za svako h ∈ C∞p,q(R,M) preslikavaǌe

Floc : H1,2
R (h∗D)→ L2

R(h∗D)

definisano u posledici 1.1. je Fredholmovo preslikavaǌe indeksa

Ind(p)− Ind(q).
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3.3 Transverzalnost

Teorema 3.3.1. Neka su G i M Banahove mnogostrukosti i π : E → M
Banahovo raslojeǌe. Neka je Φ : G ×M → E glatko G− parametarsko
seqeǌe, tj. Φg = Φ(g, ·) : M → E je glatko seqeǌe, za svako g ∈ G. Daǉe,
neka postoji prebrojiva trivijalizacija φi : π−1(Ui)

∼=→ Ui×Xi, raslojeǌa
E, tako da za svako i ∈ N va�i:
a) 0 ∈ Xi je regularna vrednost za pr2 ◦ φi ◦ Φ : G× Ui → Xi i
b) pr2 ◦ φi ◦ Φg : Ui → Xi je Fredholmovo preslikavaǌe indeksa r, za sve
g ∈ G, pri qemu je pr2 projekcija na drugu koordinatu.
Tada je skup Φ−1

g (0) = {m ∈ M | Φg(m) = 0} podmnogostrukost od M, za
skoro sve g ∈ G.

Teorema 3.3.2. Za pogodno izabran niz (εn)n∈N pozitivnih realnih bro-
jeva, skup

C∞ε (M,R) = {f ∈ C∞(M,R) |
∞∑
n=0

εn‖f‖Cn <∞}

je Banahov prostor, gust u L2(M).

Dokaz obe teoreme: [4].
Za Banahove mnogostrukosti C∞ε (M,R) i P1,2

p,q i za raslojeǌe L2
R(P1,2∗

p,q TM),
definixemo preslikavaǌe

Φ : C∞ε (M,R)× P1,2
p,q → L2

R(P1,2∗
p,q TM)

Φ(f, γ) =
dγ

dt
+∇f ◦ γ.

Na osnovu posledice 3.1.1. Φf = F je glatko seqeǌe za svako f ∈
C∞ε (M,R). Sliqno se pokazuje lokalna reprezentacija

Φloc : C∞ε (M,R)×H1,2(h∗D)→ L2(h∗D)

Φloc(f, ξ) = ∇tξ +∇2 exph(ξ)
−1(∇1 exph ξ · ḣ+∇f(exph ξ)).

Trivijalizacija raslojeǌa L2
R(P1,2∗

p,q TM) je

∇2 : exph(Uh)× L2
R(h∗TM)→ L2

R(P1,2∗
p,q TM) |π−1(exph(Uh)),

gde je ∇2 exph ξ ·η izvod vektorskog poǉa ξ ∈ Uh u pravcu vektorskog poǉa
η ∈ L2

R(h∗TM). Tada je pr2 ◦∇−1
2 ◦Φ exph = Φloc,f = Floc : H1,2

R (h∗D)→ L2
R(h∗D)

Fredholmovo preslikavaǌe (posledica 3.1.2.).

Teorema 3.3.3. Preslikavaǌe Φloc : C∞ε (M,R) × H1,2
R (h∗D) → L2

R(h∗D) je
transverzalno na nulto seqeǌe, za skoro svaku Rimanovu metriku na
M. Dakle 0 ∈ L2

R(h∗D) je regularna vrednost preslikavaǌa Φloc.
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Dokaz:[4].
Na osnovu teoreme 3.1.4. je Φ−1

f (0) =M(p, q; f), pa primenom teoreme
3.3.1. dolazimo do zakǉuqka:

Teorema 3.3.4. M(p, q; f) je mnogostrukost dimenzije Ind(p) − Ind(q), za
skoro svaku Morsovu funkciju f.

3.4 Kompaktnost i lepǉeǌe

Kao i u glavi 2. neka grupa R dejstvuje na skupu M(p, r; f), (γ, s) 7→
γ(s+ ·). Koliqniqki skup oznaqi�emo sa

M̂(p, r; f) :=M(p, r; f)/R.

Teorema 3.4.1. Ako je Ind(p)− Ind(r) = 2 onda je M̂(p, r; f) mnogostrukost
sa granicom

∂M̂(p, r; f) =
⋃

Ind(q)=Ind(p)−1

M̂(p, q; f)× M̂(q, r; f).

Dokaz se sastoji iz dva dela. Prvi smer se dokazuje postupkom koji
se zove kompaktnost, a drugi lepǉeǌe. Topologija na mnogostrukosti
M̂(p, r; f) je H1,2 topologija.

Lema 3.4.1. Neka je γn ⊂ M̂(p, r; f), proizvoǉan niz. Tada ili pos-
toji H1,2 konvergentan podniz, ili postoji podniz (isto oznaqen) γn, i
kritiqna taqka q, trajektorije

γ1 ∈M(p, q; f),

γ2 ∈M(q, r; f)

i nizovi t1n i t2n realnih brojeva tako da

γn · t1n
C∞loc
⇒ γ1,

γn · t2n
C∞loc
⇒ γ2,

gde je γ · t(s) := γ(s+ t).

Dokaz: Posmatramo niz γn ∈ M(p, r; f) qiji je trag dati niz. Sliqno
kao u teoremi 2.2.1. na osnovu leme 2.2.1. sledi da niz γn ima C∞loc−kon-
vergentan podniz (ponovo isto oznaqen). Graniqna trajektorija γ1 ∈
C∞(R,M) je lokalno tako�e gradijentna trajektorija (jer niz γn kon-
vergira lokalno uniformno sa svim izvodima, a f je klase C∞, pa je
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Slika 3.1: Ponaxaǌe niza γn

∇f neprekidno). Svaka gradijentna trajektorija poqiǌe i zavrxava
se u kritiqnoj taqki. Ako je γ1(−∞) = p, γ1(+∞) = r, onda je ovaj
podniz i H1,2−konvergentan (Lema 2.2.3.). Sada pretpostavimo da je
γ1 ∈M(p, q; f), gde je r 6= q i oznaqimo podniz γn sa γn · t1n. Poxto f opada
du� negativnih gradijentnih trajektorija, onda je f(q) < f(γ1(t)) < f(p).
Isto je i f(r) < f(γn(t)) < f(p) za svako t ∈ R, n ∈ N pa f(r) < f(γ1(t)) <
f(p) , za svako t ∈ R. Va�i f(q) > f(r), u suprotnom bi kriva γ1 prolazila
kroz kritiqnu taqku r xto je nemogu�e. (Mo�emo da pretpostavimo i
da su vrednosti funkcije f u kritiqnim taqkama razliqite; ako to nije
sluqaj, mala perturbacija funkcije f u okolini kritiqnih taqaka �e
to omogu�iti.) Izaberimo sada regularnu vrednost a ∈ [f(r), f(q)], i
izaberimo niz t2n ∈ R tako da je f(γn(t2n)) = a. Poxto su γn · t2n gradi-
jentne trajektorije, one ne prolaze kroz kritiqne taqke, a poqiǌu i
zavrxavaju se u ǌima, dakle f(r) < f(γn · t2n) < f(q). Sada lemu 2.7. pri-
menimo na niz γn ·t2n, pa on ima C∞loc−konvergentan podniz i opet graniqna
trajektorija γ2 zadovoǉava f(r) < f(γ2) < f(q). Daǉe se isto kao u teo-
remi 2.2.1. pokazuje da ta trajektorija mora biti u M(q, r; f). �

Poxto se nizovi γn · t1n i γn · t2n na mnogostrukosti M̂(p, r; f) pokla-
paju,tj. predstavǉaju niz γn ∈ M̂(p, r; f) znaqi da ovaj niz konvergira
ka izlomǉenoj trajektoriji (γ1, γ2). Poxto je granica od M̂(p, r; f) skup
svih graniqnih trajektorija nizova iz M̂(p, r; f), na osnovu ove leme
zakǉuqujemo

∂M̂(p, r; f) ⊆
⋃

Ind(q)=Ind(p)−1

M̂(p, q; f)× M̂(q, r; f).

Time je dokazan jedan smer teoreme 3.4.1. Drugi smer se dokazuje
tehnikom lepǉeǌa. Treba�e nam slede�e funkcije seqeǌa β± : R→ [0, 1],
definisane sa

β−(t) :=

{
1, t 6 −1,

0, t > 0,
β+(t) :=

{
0, t 6 0,

1, t > 1.
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Neka je K ⊂M(p, q; f)×M(q, r; f) kompaktan skup i neka je ρ = ρK > 0.
Definiximo preslikavaǌe

]0 : K × [ρK ,+∞) ↪→ P1,2
p,r , (γ1, γ2, ρ) 7→ γ1]

0
ργ2

sa

γ1]
0
ργ2(s) :=


γ1(s+ ρ), s 6 −1,

expq(β(−s)ξ1(s+ ρ)), −1 6 s 6 0,

expq(β(s)ξ2(s− ρ)), 0 6 s 6 1,

γ2(s− ρ), s > 1,

gde je ρ dovoǉno veliko tako da je expq ξ1(t) = γ1(t), za t > ρ, a expq ξ2(t) =
γ2(t), za t 6 −ρ. Dakle, ovim preslikavaǌem izlomǉenoj trajektoriji
(γ1, γ2) pridru�ujemo krivu iz P1,2

p,r , koja ne mora biti u M̂(p, r; f). Zato
treba modifikovati preslikavaǌe ]0, tj. definisati ] tako da va�i
F(γ1]γ2) = 0, gde je

F : P1,2
p,r → L2

R(P1,2∗
p,r TM)

definisano sa
F(γ) = γ̇ +∇f ◦ γ.

Na osnovu posledice 3.1.1. imamo i ǌegovu lokalnu reprezentaciju, za
proizvoǉno h ∈ C∞p,r(R,M) :

Floc : H1,2
R (h∗D)→ L2

R(h∗D)

i
Floc(ξ)(t) = ∇tξ +∇2 exph(ξ)

−1(∇1 exph ξ · ḣ+∇f(exph ξ))(t).

Pa ako γ1]γ2 ∈ P1,2
p,r onda je γ1]γ2 = expω ξ Sada, preslikavaǌe ] treba da

zadovoǉava
Floc(ξ) = 0.

U nastavku �e nam trebati slede�a lema:

Lema 3.4.2. Neka je ϕ : E → F glatko preslikavaǌe izme�u Banahovih
prostora E i F oblika

ϕ(x) = ϕ(0) +Dϕ(0)x+N(x),

tako da Dϕ(0) ima konaqnodimenziono jezgro i desni inverz G : F → E
koji zadovoǉava uslov

‖GN(x)−GN(y)‖E 6 C(‖x‖E + ‖y‖E) + ‖x− y‖E

za neku konstantu C > 0 i za sve x, y ∈ Bε(0), gde je ε = 1
5C
. Tada, ako

je ‖Gϕ(0)‖E 6 ε
2
, onda postoji jedinstvena nula preslikavǌa ϕ, x0 ∈

Bε(0) ∩G(F ).
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Neka je (γ1, γ2) ∈ M(p, q; f) ×M(q, r; f) proizvoǉna izlomǉena trajek-
torija i ω = γ1]

0
ργ2 ∈ P1,2

p,r ⊆ C0
p,r(R,M). Tada Floc : H1,2

R (ω∗D) → L2
R(ω∗D) i

ǌemu odgovaraju�e G zadovoǉavaju uslove leme, pa postoji jedinstvena
ξ ∈ G(L2

R(ω∗D)) tako da je Floc(ξ) = 0.

Sada mo�emo definisati lepǉeǌe

] : K × [ρK ,+∞) ↪→M(p, r; f), (γ1, γ2, ρ) 7→ γ1]ργ2

γ1]ργ2 = expγ1]0ργ2 ξ,

pri qemu je ξ ∈ H1,2
R (ω∗D), ω = γ1]

0
ργ2 jedinstvena tako da je Floc(ξ) = 0.

Dakle, na osnovu prethodnog zakǉuqujemo F(γ1]ργ2) = 0 i lepǉeǌe je
dobro definisano.

Sada ove rezultate treba preneti na koliqnik prostor M̂(p, q; f). Kao
xto smo videli u glavi 2.

M̂(p, q; f) ∼=Ma(p, q; f),

gde je a ∈ (f(q), f(p)) regularna vrednosti i za sve krive γ ∈ M̂(p, q; f)

va�i f(γ(0)) = a. Neka je K̂ ⊆ M̂(p, q; f) × M̂(q, r; f) kompaktan skup.
Definixemo lepǉeǌe

]̂ : K̂ × [ρK ,+∞) ↪→ M̂(p, r; f)., (γ̂1, γ̂2, ρ) 7→ γ1]̂ργ2

γ1]̂ργ2 = (γ1]ργ2)τ(ρ,γ1,γ2),

gde je τ translacija koja omogu�uje f(γ1]̂ργ2(0)) = a, dakle γ1]̂ργ2 ∈ M̂(p, r; f).
Mo�e se pokazati da va�i slede�a teorema:

Teorema 3.4.2. Za svaku izlomǉenu trajektoriju

(γ̂1, γ̂2) ∈ M̂(p, q; f)× M̂(q, r; f)

i svaki rastu�i niz ρn →∞ postoji operator lepǉeǌa ]̂ tako da

γ̂1]̂ρn γ̂2

Cloc
∞

⇒ (γ̂1, γ̂2), ρn →∞.

Dokaz: [4].
Dakle, ka svakoj izlomǉenoj trajektoriji konvergira neki niz iz

M̂(p, r; f), xto znaqi da su izlomǉene trajektoriji u granici te mno-
gostrukosti. Time je dokazan i drugi smer teoreme 3.4.1. �



GLAVA 4

Dodatak

4.1 Mnogostrukosti

Definicija 4.1.1. Skup X je Banahova mnogostrukost ako postoji fa-
milija Banahovih prostora {Ei | i ∈ I} i atlas klase Cr, r > 0 {(Ui, ϕi), i ∈
I} tako da va�i

a)
⋃
i∈I

Ui = X,

b) ϕi : Ui → ϕi(Ui) je bijekcija na otvoren podskup ϕi(Ui) Banahovog
prostora Ei i ϕi(Ui ∩ Uj) je otvoren skup u Ei, za sve i, j ∈ I,

v) svake dve karte su saglasne, znaqi

dr
(
ϕj ◦ ϕ−1

i

)
: ϕi(Ui ∩ Uj)→ Lin

(
Er
i ;Ej

)
je neprekidno u odnosu na normu na Ei i operatorsku normu na
Lin
(
Er
i ;Ej

)
, za sve i, j ∈ I.

Ako umesto familije {Ei | i ∈ I} imamo Rn, onda se prethodna defini-
cija odnosi na svaku topoloxku, glatku mnogostrukost, dimenzije n.

Lema 4.1.1. Neka je M glatka mnogostrukost i neka grupa G dejstvuje
slobodno i diskretno naM . Tada je koliqnik prostorM/G mnogostrukost.

Dokaz: [3]

Definicija 4.1.2. Simplektiqka mnogostrukost (P, ω) je mnogostrukost
na kojoj postoji zatvorena, nedegenerisana 2-forma. Dakle, ωp : TpM ×
TpM → R i va�i:
1. dω = 0
2. za svaki vektor Xp postoji vektor Yp tako da je ω(Xp, Yp) 6= 0.
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4.2 Tangentni prostor

Definicija 4.2.1. Vektor Vp ∈ Rn je tangentni vektor na mnogostrukost
M u taqki p, ako postoji kriva γ : R→M, tako da je γ(0) = p i dγ

dt
|t=0= Vp.

Skup svih vektora Vp nazivamo tangentna ravan na mnogostrukost M, a
uniju svih tangentnih ravni TpM, za sve taqke p ∈ M nazivamo tan-
gentni prostor mnogostrukosti M i oznaqavamo TM.

Definicija 4.2.2. Rimanova metrika g je glatko preslikavaǌe koje
svakoj taqki p mnogostrukosti M dodeǉuje skalarni proizvod na tan-
gentnoj ravni TpM. Glatku mnogostrukost M sa Rimanovom metrikom g
nazivamo Rimanova mnogostrukost (M, g). Pokazuje se (videti [3]), da
na svakoj glatkoj mnogostrukosti postoji glatka Rimanova metrika.

Neka je f : M → N glatko preslikavaǌe mnogostrukosti M i N, tj.
preslikavaǌa u odgovaraju�im kartama su glatka. Tada definixemo
diferencijal preslikavaǌa f, df : M → Lin(TM, TN) na slede�i naqin:

df(p) = dfp : TpM → Tf(p)N

pri qemu je

dfp(Vp) =
d

dt
f ◦ γ |t=0,

izvod funkcije f u pravcu vektora Vp, a γ : M → R kriva koja zadovoǉava
γ(0) = p i dγ

dt
|t=0= Vp. Koristi se i oznaka f∗p ≡ dfp.

Specijalno, ako je (ϕ,U) karta mnogostrukosti M u taqki p, dakle
ϕ : U → Rn, onda je dϕp : TpM → Rn preslikavaǌe definisano sa
dϕp(γ

′(0)) = d
dt

(ϕ ◦ γ)(0). Pokazuje se da je ovo preslikavaǌe bijekcija,
pa se sve operacije sa vektorskog prostora Rn prenose na TpM, dakle
tangentna ravan je n−dimenzioni vektorski prostor. Ako ǌegovu bazu
oznaqimo sa ekp, k = 1, . . . , n, onda je svaki vektor Vp ∈ TpM oblika

Vp =
n∑
k=1

Vk(p)e
k
p,

gde su Vk(p), k = 1, . . . , n, realni brojevi.

Definicija 4.2.3. Vektorsko poǉe na mnogostrukost M je glatko pres-
likavaǌe V : M → TM tako da, za svaku taqku p ∈ M, va�i V (p) ≡ Vp ∈
TpM. Imaju�i u vidu prezentaciju tangentne ravni, svako vektorsko
poǉe se mo�e predstaviti u obliku

V =
n∑
k=1

Vke
k,

gde su Vk : M → R, k = 1, . . . , n, glatke funkcije, a ek, k = 1, . . . , n bazna
vektorska poǉa.
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Primer vektorskog poǉa je gradijent ∇f, gde je f : M → R proizvoǉna
glatka funkcija. On zadovoǉava jednaqinu

dfp(Vp) =
d

dt
f ◦ γ |t=0= g(∇f(p), Vp),

pri qemu je g(·, ·) skalarni proizvod definisan na TpM. Ako je i V
proizvoǉno vektorsko poǉe na M onda je V f : M → R glatka funkcija
definisana sa

V f(p) = dfp(Vp).

Ako je f̃ lokalni zapis funkcije f, u karti sa standardnom euklidskom
metrikom, onda je

V f(p) =
n∑
k=1

Vk(p)
∂f̃

∂xk
,

pa je zato opravdano uzeti lokalno za bazna vektorska poǉa

∂

∂xk
, k = 1, . . . , n.

Daǉe, ako su V =
∑n

k=1 Vk
∂
∂xk

i W =
∑n

k=1Wk
∂
∂xk

na okolini U, onda je i
metrika g na TpU zadata glatkim funkcijama gij = g( ∂

∂xi
, ∂
∂xj

), pa je

g(V,W ) =
n∑

i,j=1

gijViWj : U → R.

Lema 4.2.1. Neka je f : M → R glatka funkcija i f(p) = a. Tada je
−→
∇f(p)⊥Tpf−1(a).

Dokaz: Neka je Xp ∈ Tpf−1(a) proizvoǉan vektor. Tada postoji kriva
γ : (−ε, ε)→ f−1(a) takva da je γ(0) = p i dγ

dt
|t=0 = Xp. Sledi,

g(Xp,∇f(p)) =
d

dt
f ◦ γ|t=0 = 0.

Posledǌa jednakost va�i zato xto je f ◦ γ = a. �

Lema 4.2.2. U lokalnim koordinatama, za glatku funkciju f : M → R
va�i

∇f =
n∑

i,j=1

gij
∂f

∂xi
∂

∂xj

Dokaz: [15].

Lema 4.2.3. Neka je f : M → N glatko preslikavaǌe mnogostrukosti.
Tada za svako p ∈ f−1(a) va�i Tpf

−1(a) ∼= Ker df(p).
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Dokaz: Neka je Xp ∈ Tpf−1(a) proizvoǉan vektor. Kao i u lemi 4.2.1.
je

df(p)(Xp) =
d

dt
f ◦ γ|t=0 = 0,

a posledǌa jednakost va�i zato xto je f ◦ γ = a. Dakle, Xp ∈ Ker df(p).�

Definicija 4.2.4. Komutator vektorskih poǉa X i Y je vektorsko poǉe
[X, Y ] zadato sa

[X, Y ](f) = XY f − Y Xf,

za svaku glatku funkciju f : M → R.

Ako vektorska poǉa X i Y napixemo u lokalnim koordinatama:

X =
n∑
k=1

Xk
∂

∂xk
i Y =

n∑
k=1

Yk
∂

∂xk

onda komutator glasi:

[X, Y ] =
n∑
k=1

n∑
j=1

(Xj
∂Yk
∂xj
− Yj

∂Xk

∂xj
)
∂

∂xk
.

Dakle, komutator zaista jeste vektorsko poǉe.

Teorema 4.2.1. (Teorema o egzistenciji i jedinstvenosti rexeǌa difer-
encijalne jednaqine) Neka je M glatka mnogostrukost, X : M → TM
vektorsko poǉe. Posmatrajmo slede�u diferencijalnu jednaqinu:

dφ(t, x)

dt
= X ◦ φ(t, x), φ(0, x) = x. (4.2.1)

Tada va�i:
a) Za svaku taqku p ∈M postoji jedinstvena kriva

γp = φ(·, p) : (−ε, ε)→M

koja je rexeǌe date diferencijalne jednaqine. Dakle:

dγg
dt

= X ◦ γp, γp(0) = p.

b)Ako je X vektorsko poǉe sa kompaktnim nosaqem, onda je rexeǌe
definisano globalno, dakle rexeǌe je jedinstvena familija difeomor-
fizama φ : R×M →M i φt : M →M.
Va�i i obrnuto, za svaku familiju difeomorfizama φt, t ∈ R postoji
jedinstveno vektorsko poǉe koje je ǌom generisano, tj. tako da va�i
(4.2.1).
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Navedimo jox neke osobine te familije:

1. φt ◦ φs = φt+s = φs ◦ φt
dakle, difeomorfizmi komutiraju.

2. dφt(p) : TpM → TqM, q = φt(p) je bijekcija, za sve t ∈ R i sve taqke
p ∈M.
Dokaz: Neka je Yq ∈ TqM proizvoǉan vektor. Dakle, postoji kriva
γ, tako da je dγ

dt
|t=0= Yq i γ(0) = q. Neka je Γ = φ−1

t ◦γ. Tada za vektor
Xp = d

dt
Γ |t=0 va�i

dφt(p)(Xp) =
d

dt
φt ◦ Γ |t=0=

d

dt
φt ◦ φ−1

t ◦ γ |t=0=
dγ

dt
|t=0= Yq.

Dakle dφt(p) je surjektivno, poxto je i linearno, sledi i injektivnost.

4.3 Transverzalnost

Definicija 4.3.1. Neka je f : M → N Cr glatko preslikavaǌe, r > 1
i A ⊆ N glatka podmnogostrukost. Ka�emo da je f transverzalno na A,
oznaka f t A, ako u svakoj taqki p ∈M va�i

f(p) ∈ A i Tf(p)N ∼= Tf(p)A+ dfp(TpM)

ili f(p) nije u A. Ako su A,B ∈ N dve glatke podmnogostrukosti, ka�emo
da se one seku transverzalno ili da su u opxtem polo�aju, oznaka A t B,
ako je inkluzija jedne od ǌih u N transverzalna na drugu.

Neka je i : B ↪→ N inkluzija. Poxto je dip(Xp) = Xp, onda je i
dip(TpB) ∼= TpB, pa va�i

A t B ako je TpN ∼= TpA+ TpB,

za svaku taqku p ∈ A ∩B.

Lema 4.3.1. Neka je f : M → N Cr glatko preslikavaǌe, glatkih mno-
gostrukosti i r > 1. Ako je y ∈ f(M) regularna vrednost onda je f−1(y)
podmnogostrukost od M.

Dokaz: [2].

Lema 4.3.2. Neka je f : M → N Cr glatko preslikavaǌe, r > 1. Ako
je f transverzalno na A ⊆ N, onda je f−1(A) podmnogostrukost u M i
Codim f−1(A) = Codim(A).

Dokaz: [9].
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Lema 4.3.3. Ako se dve mnogostrukosti A,B ∈ N seku transverzalno,
onda je i ǌihov presek mnogostrukost, qija je dimenzija dimA+ dimB−
dimN .

Dokaz: Neka je i : B ↪→ N inkluzija i i t A. Na osnovu prethodne
leme je i−1(A) = A ∩ B podmnogostrukost od A, a samim tim i jedna
mnogostrukost. Daǉe je CodimA ∩ B = CodimA, tj. dimB − dimA ∩ B =
dimN − dimA odakle sledi tvr�eǌe. �

Definicija 4.3.2. Neka su f : M → N i g : W → N glatka preslikavaǌa.
Preslikavaǌe f je transverzalno na g, oznaka f t g, ako je

Tf(x)N = df(x)(TxM) + dg(p)(TpW ),

za sve x ∈M, p ∈ W za koje je f(x) = g(p).

Lema 4.3.4. Ako je f t g i ‖f − h‖C1 < ε, za dovoǉno malo ε, onda je i
h t g. Dakle, transverzalnost je C1 lokalno svojstvo.

Dokaz: [15].

4.4 Vektorska raslojeǌa

Definicija 4.4.1. Neka su B i E topoloxki prostori, preslikavaǌe
π : E → B neprekidno, NA i takvo da je π−1(x) vektorski prostor nad
poǉem K ∈ {R,C}, za svako x ∈ B . Vektorsko raslojeǌe je ure�ena
trojka (E,B, π) za koju postoji familija preslikavaǌa {φi, i ∈ I} gde je
φi : Ui×Kn → π−1(Ui) homeomorfizam i φi : Kn

∼=→ π−1(x) izomorfizam, pri
qemu je {Ui | i ∈ I} pokrivaq prostora B. Familiju {φi, i ∈ I} nazivamo
trivijalizacijom raslojeǌa, vektorske prostore {π−1(x), i ∈ I} vlaknima
(ili fibrama), a prirodan broj n rangom raslojeǌa. Nekada i sam pro-
stor E nazivamo raslojeǌem. Skup svih vektorskih raslojeǌa sa bazom
B oznaqavamo V ec(B). Ako postoji trivijalizacija φi : B×Kn → E, onda
raslojeǌe (E,B, π) nazivamo trivijalnim.

Primeri vektorskog raslojeǌa su tangentno raslojeǌe TM, gde je
π : TM → M definisano tako da je π−1(p) = TpM ∼= Rn i ǌegov dual,
kotangentno raslojeǌe T ∗M. Pogledati [3].

Definicija 4.4.2. Seqeǌe vektorskog raslojeǌa (E,B, π) je neprekidno
preslikavaǌe s : B → E, koje svaku taqku x ∈ B slika u sloj π−1(x),
dakle va�i π ◦ s = IdB .

Svako vektorsko poǉe je seqeǌe tangentnog raslojeǌa.
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Lema 4.4.1. Vektorsko raslojeǌe ranga k je trivijalno ako i samo ako
postoji k seqeǌa sj, takvih da su sj(b) linearno nezavisni, za svako
b ∈ B.

Dokaz: Ako postoji trivijalizacija φ : B × Kk
∼=→ E, onda seqeǌa

definixemo sa sj(b) = φ(b, ej), j = 1, . . . , k, gde su ej, j = 1, . . . , k, bazni vek-
tori u Rk. U drugom smeru, ako postoji k linearno nezavisnih seqeǌa,
poxto je raslojeǌe ranga k, dakle π−1(b) ∼= Rk, onda su s1(b), . . . , sk(b) baza
za π−1(b), pa je sa

φ(b, v) = v1s1(b) + · · ·+ vksk(b)

definisana trivijalizacija raslojeǌa E. �

Posledica 4.4.1. Poxto je svako vektorsko raslojeǌe lokalno trivi-
jalno, onda se svako seqeǌe s lokalno mo�e predstaviti u obliku

s = a1s1 + · · ·+ aksk, (4.4.1)

gde su aj : B → R, j = 1, . . . , k glatke funkcije.

Indukovano vektorsko raslojeǌe. Neka je h : B′ → B neprekidna
funkcija i neka je (E,B, π) vektorsko raslojeǌe. Tada je i (h∗E,B′, π′)
vektorsko raslojeǌe, gde je

h∗(E) = {(x, e) ∈ B′ × E | h(x) = π(e)} ⊂ B′ × E, π′(x, e) = x.

Lokalna trivijalizacija se ostvaruje preslikavaǌima φ′ : x × Rk →
π′−1(x) definisanim sa

φ′(x, v) = (x, φ(h(x), v)),

gde je φ : h(x)×Rk
∼=→ π−1(h(x)) lokalna trivijalizacija raslojeǌa (E,B, π).

4.5 Kovarijantno diferenciraǌe

Ako je X : M → TM vektorsko poǉe i

DX(p) : TpM → TXpTM

ǌegov diferencijal, onda je izvod vektorskog poǉa X u pravcu vektora
Yp vektor DX(p)(Yp) koji, osim u sluqaju da je M = Rn, ne pripada
tangentnoj ravni TpM. Zato posmatramo ǌegovu projekciju na TpM.
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Definicija 4.5.1. Kovarijantni izvod vektorskog poǉa X u pravcu vek-
torskog poǉa Y je vektorsko poǉe

∇YX : M → TM

definisano sa
∇YpX : p 7→ πp(DX(p)(Yp)),

pri qemu je π : M → Lin(TTM, TM) familija projekcija koju nazivamo
koneksija.

Operator ∇ ima slede�a svojstva:

∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ,

∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

∇X(fY ) = f∇XY + df(X)Y.

Ako operator ∇ zadovoǉava jox i Lajbnicovo pravilo:

Xp〈Y, Z〉 = 〈∇XpY, Z〉+ 〈Y,∇XpZ〉

i simetriqnost:
∇XY −∇YX = [X, Y ]

onda se on naziva Rimanova ili Levi-Qivitina koneksija.
Ako su ek bazna vektorska poǉa, onda je

∇eje
k =

n∑
i=1

θijke
i,

pri qemu glatke funkcije θjk : M → R nazivamo Kristofelovim sim-
bolima.

Ako vektorsko poǉe X predstavimo lokalno:

Xp =
n∑
k=1

ake
k
p

onda primenom prethodnih formula dobijamo:

∇YpXp =
n∑
k=1

∇Ypake
k
p =

n∑
k=1

[dak(p)(Yp)e
k
p + ak∇Ype

k
p].

Daǉe,

n∑
k=1

ak∇Ype
k
p =

n∑
k=1

ak
∑
j=1

bj
∑
i=1

θijke
i =

n∑
i=1

(
n∑
k=1

akθ
i
k(p)(Yp))e

i,
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gde su θik : M → T ∗M 1-forme koje nazivamo formama koneksije. Dakle,

∇YpXp =
n∑
k=1

[dak(p)(Yp) +
n∑
i=1

aiθ
k
i (p)(Yp)]e

k
p,

i

∇X =
n∑
k=1

[dak +
n∑
i=1

aiθ
k
i ]e

k (4.5.1)

Neka je ζ = (E,B, π) vektorsko raslojeǌe i C∞(ζ) skup svih seqeǌa
raslojeǌa ζ. Tada je i ξ = (Hom(TB,E), B, π′) vektorsko raslojeǌe, pri
qemu je π′−1(b) = Hom(TbB, π

−1(b) ≡ Eb) i C∞(ξ) skup svih seqeǌa raslo-
jeǌa ξ.

Definicija 4.5.2. Koneksija na ζ je R linearno preslikavaǌe

∇ : C∞(ζ)→ C∞(ξ)

koje zadovoǉava Lajbnicovo pravilo

∇(fs) = df ⊗ s+ f∇(s),

za svako seqeǌe s ∈ C∞(ζ) i svaku funkciju f ∈ C∞(B,R), pri qemu je
df ⊗ s : B → Hom(TB,E) tenzorski proizvod i df ⊗ s(b)(Xb) = df(b)(Xb)s(b).

Dakle,
∇(s) : B → Hom(TB,E)

i
∇(s)(b) : TbB → π−1(b) ≡ Eb.

Tada ∇(s) nazivamo kovarijantnim izvodom seqeǌa s, i koristimo oznaku
∇Xb(s) ≡ ∇(s)(b)(Xb) ∈ Eb.

Ako je (4.4.1) zapis seqeǌa s u okolini U i ako svaki od seqeǌa ∇sk
napixemo u obliku

∇sk =
n∑
k=1

θki ⊗ sk,

gde su θki 1-forme na U, onda primenom prethodnih osobina dobijamo:

∇(s) =
n∑
k=1

[dak +
n∑
i=1

aiθ
k
i ]⊗ sk,

xto je u skladu i sa kovarijantnim izvodom vektorskog poǉa 4.5.1.
Neka je s : B → E proizvoǉno seqeǌe. Tada je diferencijal

ds(b) : TbB → Ts(b)E.
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Va�i
Ts(b)E = Vs(b) ⊕Hs(b),

pri qemu je Vs(b) = Kerπ∗s(b) vertikalna komponenta izvoda seqeǌa s,
a ǌena ortogonalna dopuna do Ts(b)E je Hs(b), horizontalna komponenta
izvoda seqeǌa s. Ako je Xs(b) ∈ Ts(b)Eb proizvoǉan vektor, dakle postoji
kriva γ : (−ε, ε)→ Eb = π−1(b) takva da je γ(0) = s(b) i dγ

dt
|t=0= Xs(b), onda

je π∗s(b)(Xs(b)) = d
dt
π ◦γ |t=0= 0, jer je π ◦γ = b. Dakle, Xs(b) ∈ Ker π∗s(b) = Vs(b),

pa dolazimo do zakǉuqka Eb ∼= Ts(b)Eb ∼= Vs(b) i va�i slede�a lema:

Lema 4.5.1. Kovarijantni izvod seqeǌa vektorskog raslojeǌa je projek-
cija izvoda na vertikalnu komponentu:

∇(s)(b) : TbB → Vs(b).

Lema 4.5.2. Izvod seqeǌa je surjekcija na horizontalnu komponentu.

Dokaz: Neka je Ys(b) ∈ Hs(b) proizvoǉan vektor. Znaqi, postoji kriva
γ : (−ε, ε) → Ts(b)E |Hs(b) takva da je γ(0) = s(b) i dγ

dt
|t=0= Ys(b). Tada je

Zb = π∗s(b)(Ys(b)) = d
dt
π ◦ γ |t=0 nenula vektor iz TbB. Sledi, ds(b)(Zb) =

d
dt
s ◦ π ◦ γ |t=0= Ỹs(b). Poxto je

π∗(Ỹs(b)) =
d

dt
π ◦ s ◦ π ◦ γ |t=0=

d

dt
π ◦ γ |t=0= π∗(Ys(b)),

a π∗ je injektivno na Hs(b), sledi Ỹs(b) = Ys(b), tj. ds(b)(Zb) = Ys(b). �

Posledica 4.5.1. Seqeǌe s je transverzalno na nulto seqeǌe ako i samo
ako je kovarijantni izvod ∇s(b) surjektivan za svako b ∈ B takvo da je
s(b) na nultom seqeǌu.

4.6 Uopxteǌe-Florova homologija

Kao xto smo videli, Morsova teorija se bavi prouqavaǌem konaqnodi-
menzionih mnogostrukosti. Jedan oblik uopxteǌa na beskonaqnodimen-
zione uveo je Floer na slede�i naqin. Umesto konaqnodimenzione mno-
gostrukosti M posmatramo Ω, beskonaqnodimenzioni prostor glatkih
puteva u T ∗M 1 i Ω1, potprostor puteva koji poqiǌu i zavrxavaju se
u istoj taqki, tj. zadovoǉavaju periodiqne graniqne uslove. Dakle,

1umesto T ∗M mo�e se posmatrati i proizvoǉna taqna simplektiqka
mnogostrukost, ili mnogostrukost qija je druga homotopska grupa triv-
ijalna. Za detaǉe pogledati [4],[5],[10], [16]
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Ω := {γ : [0, 1] → T ∗M} i Ω1 := {γ : [0, 1] → T ∗M | γ(0) = γ(1)}. Umesto
Morsove funkcije posmatramo funkcional dejstva:

AH : Ω→ R, AH(γ) :=

∫ 1

0

γ∗θ −Ht(γ(t))dt,

pri qemu je θ Liuvilova forma na simplektiqkoj mnogostrukosti (T ∗M,ω)
tj. dθ = −ω i H glatka funkcija (Hamiltonijan), tako da je ω(XH , ·) =
dH. ǋegove ekstremale su Hamiltonovi putevi. Zaista, ako je ξ ∈ TγΩ
proizvoǉan vektor, sledi

dAH(γ)(ξ) = −
∫ 1

0

ω(ξ, γ̇ −XH(γ))dt+ θ(γ(1))ξ − θ(γ(0))ξ.

Za γ ∈ Ω1 posledǌa dva sabirka u gorǌem izrazu su jednaka nuli, pa su
kritiqne taqke restrikcije funkcionala dejstva na Ω1, zbog nedegener-
isanosti forme ω, putevi koji zadovoǉaju uslov γ̇ = XH(γ), odnosno pe-
riodiqni Hamiltonovi putevi. Dakle generatori Florove homologije
su rexeǌa sistema {

γ̇ = XH(γ)
γ(0) = γ(1)

(4.6.1)

Ako je Hamiltonovo vektorsko poǉe XH generisano familijom φHt : M →
M, onda je broj rexeǌa ovog sistema jednak broju fiksnih taqaka difeo-
morfizma φH1 . Zaista, ako γ zadovoǉava 4.6.1, onda zbog jedinstvenosti
rexeǌa diferencijalnih jednaqina, sledi da je γ(t) = φt(x), za neko
fiksirano x ∈M. Daǉe je

φH1 (x) = γ(1) = γ(0) = φH0 (x) = x.

Difeomorfizam φH1 je homotopan identiteti, pa na osnovu Lefxecove
teoreme va�i da je broj fiksnih taqaka ve�i ili jednak od χ(M), Oj-
lerove karakteristike mnogostrukosti. Me�utim, kako je kod nekih
mnogostrukosti, npr. torusa, Ojlerova karakteristika jednaka nuli,
onda nam ova ocena ne znaqi nixta. Zato treba iskoristiti Morsove
nejednakosti. Pretpostavimo da je Hamiltonijan Morsova funkcija.
Ako je x ∈ M fiksna taqka za φH1 onda je φH1 (x) = x = φH0 (x). Poxto
je φHt gradijentna trajektorija, onda H opada du� φHt , ali poxto je
H(φH1 (x)) = H(φH0 (x))) sledi da je trajektorija konstantna tj. φHt (x) = x.
Poxto je

dφHt (x)

dt
= −∇H ◦ φHt (x)

sledi da je dH(x) = 0, tj. fiksna taqka difeomorfizma φH1 (x) je kritiqna
taqka Hamiltonijana H. Dakle, broj Hamiltonovih orbita jednak je
broju kritiqnih taqaka Morsove funkcije H, pa na osnovu teoreme 1.3.1.
sledi da je taj broj ve�i ili jednak od

∑n
k=0 dimHk(M), xto znaqi da

svaki sistem (4.6.1) ima bar jedno rexeǌe.
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4.7 Teoreme o stabilnoj i nestabilnoj mnogostrukosti

Neka je f : M → R glatka funkcija na kompaktnoj Rimanovoj mno-
gostrukosti (M, g) i neka je dimM = n. Na osnovu Teoreme o egzis-
tenciji i jedinstvenosti rexeǌa diferencijalnih jednaqina (Teorema
4.2.1.) postoji jedinstvena familija difeomorfizama ϕt : M →M, t ∈ R
takva da va�i

dϕt
dt

= −∇f ◦ ϕt, ϕ0(p) = p.

Neka je p ∈ M nedegenerisana kritiqna taqka funkcije f. Kao xto smo
videli u glavi 2. stabilna mnogostrukost taqke p je

W s(p) = {x ∈M | lim
t→+∞

ϕt(x) = p},

a nestabilna mnogostrukost taqke p je

W u(p) = {x ∈M | lim
t→−∞

ϕt(x) = p}.

Lema 4.7.1. Ako je p ∈ U kritiqna taqka, a ∂
∂xk

, k = 1, . . . , n ortonormi-
rana baza na TpU, dakle

g(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
) =

{
1, i = j;
0, i 6= j

tada je matrica diferencijala od ∇f : U → Rn jednaka matrici Hesi-
jana Hpf.

Dokaz: [15].

Lema 4.7.2. Ako je p ∈ U kritiqna taqka, a ∂
∂xk

, k = 1, . . . , n ortonormi-
rana baza na TpU, tada je matrica diferencijala od ϕt u taqki p jednaka
matrici od e−Hpft.

Dokaz: [15].

Definicija 4.7.1. Fiksna taqka p ∈ M difeomorfizma ϕ : M → M je
hiperboliqka ako nijedna sopstvena vrednost diferencijala dϕp : TpM →
TpM nije jednaka 1.

Definicija 4.7.2. Preslikavaǌe G : E → E ′ Banahovih prostora je
Lipxicovo ako postoji k > 0 tako da za sve x, y ∈ E va�i

‖ G(x)−G(y) ‖6 k ‖ x− y ‖ .

Lipxicova konstanta Lip(G) je najmaǌe takvo k :

Lip(G) = inf{k > 0 | ‖ G(x)−G(y) ‖6 k ‖ x− y ‖, za sve x, y ∈ E}.

Ako je 0 < Lip(G) < 1 onda ka�emo da je preslikavaǌe G kontraktibilno.



Dodatak 71

Ako je p nedegenerisana kritiqna taqka indeksa k, onda postoji baza
na TpU tako da je matrica od Hpf dijagonalna,a na dijagonali se nalazi
k negativnih α1, . . . , αk i n−k pozitivnih sopstvenih vrednosti βk+1, . . . , βn.
Na osnovu prethodne leme, tada je matrica diferencijala dϕt jednaka:

e−α1t · · · 0
. . .

e−αkt
...

e−βk+1t

. . .
0 · · · e−βk+1t


n×n

Dakle, ako je t 6= 0, onda je p hiperboliqka taqka difeomorfizma
ϕt. Tangentni prostor TpM se mo�e predstaviti u obliku TpM ≈ T spM ⊕
T upM, pri qemu je Hesijan Hpf pozitivno-definitan na T spM i negativno-
definitan na T upM, a preslikavaǌe

dϕt(p) : T spM → T spM

je kontraktibilno.

Za proizvoǉno preslikavaǌe ϕ : Es(r) × Eu(r) → Es(r) × Eu(r) defin-
iximo stabilan skup od ϕ sa

W s
r (ϕ) = {x ∈ Es(r)× Eu(r) | ∀n > 0, ϕn(x) je definisano i ‖ϕn(x)‖ 6 r}

i nestabilan skup od ϕ sa

W u
r (ϕ) = W s

r (ϕ−1).

Teorema 4.7.1. (Lokalna teorema za stabilne mnogostrukosti) Postoji
ε > 0, koje zavisi samo od k, i za sve r > 0 i δ > 0 takve da, ako ϕ :
Es(r) × Eu(r) → Es(r) × Eu(r) zadovoǉava Lip(ϕ − T ) < ε 2 i ‖ϕ(0)‖ < δ
onda je W s

r grafik Lipxicove funkcije g : Es(r) → Eu(r) pri qemu je
Lip(g) 6 1. Ako je ϕ glatkosti C1 , ϕ(0) = 0 i dϕ0 = T, onda je g(0) = 0 i
dg0 = 0, pa je

T0W
s
r (ϕ) ∼= Es.

Dokaz: [15].

Teorema 4.7.2. (Globalna teorema za stabilne mnogostrukosti) Ako je
ϕ : M →M difeomorfizam konaqnodimenzione mnogostrukosti M i ako
je p ∈M hiperboliqka fiksna taqka, onda je

W s
p (ϕ) = {x ∈M | lim

n→+∞
ϕn(x) = p}

2T : Es(r)× Eu(r)→ Es(r)× Eu(r) je Lipxicova perturbacija od ϕ
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podmnogostrukost od M i TpW
s
p (ϕ) ∼= T spM. Tako�e, postoji i glatka, 1-1

imerzija
Es : T spM → W s

p (ϕ).

Dokaz: [15].
Ako u prethodnoj teoremi umesto ϕ posmatramo ϕ−1 imamo i slede�u

teoremu:

Teorema 4.7.3. (Globalna teorema za nestabilne mnogostrukosti) Ako
je ϕ : M → M difeomorfizam konaqnodimenzione mnogostrukosti M i
ako je p ∈M hiperboliqka fiksna taqka, onda je

W u
p (ϕ) = {x ∈M | lim

n→−∞
ϕn(x) = p}

podmnogostrukost od M i TpW
u
p (ϕ) ∼= T upM. Tako�e, postoji i glatka, 1-1

imerzija
Eu : T upM → W u

p (ϕ).

Definicija 4.7.3. Neka je ξ vektorsko poǉe na konaqnodimenzionoj mno-
gostrukosti M. Kritiqna taqka p ∈M, tj. takva da je ξ(p) = 0, je hiper-
boliqka ako dξ(p) : TpM → TpM nema jediniqne sopstvene vrednosti.

Pokazuje se da je taqka p hiperboliqka za vektorsko poǉe ako i
samo ako je hiperboliqka za svaki difeomorfizam φt generisan tim
vektorskim poǉem. I specijalno za ξ = ∇f postoje homeomorfizmi na
slike:

Es : T spM → W s
p (ϕ)

Eu : T upM → W u
p (ϕ)

xto zajedno sa prethodnim teoremama znaqi da suW s
p (ϕ) iW u

p (ϕ) podmno-
gostrukosti od M. Za detaǉe pogledati [15].
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