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IIpenrosop

Y oBoM pamy cy omucaHu OCHOBHU ejemeHTu Mopcose Teopuje u Mopcose
XOMOJIOTHj€, Ka0 W Be3a TOMOJIOTUje MHOTOCTPYKOCTU U AHAJUTUYKUAX I10j-
MOBa. Y TPBOj IIaBU Ce MOKa3yje Ja CBaKa MHOTOCTPYKOCT UMa CTPYKTYDPY
CW —kommnnekca, npu demy 3a yHamnpen m3abpany MopcoBy ¢yHRIuUjy HA
H0j, CBakKoj hemmju oaroBapa jeOIVHCTBEHA KPUTWYHA Tadyka Te (YHKIOU]eE.
Ilakmae, XOMOJIOTHUjy MHOTOCTPYKOCTH MOKEMO padyHATU CaMO HA OCHOBY
aHaAJUTUYKUX cBojcTaBa Mopcose ¢yHnuje Ha H0j. To je morxazao Marston
Morse, Tpumecerex roAawHa TPOILJIOr BeKa. Y APYroj IIaBU Ce IMOCMATPAa
MPOCTOP HETATUBHUX I'PAAUjEHTHUX TPajeKTopurja, koju je onpebher MopcoBom
¢yHKIUTjOM f, OMUCYjy Ce HeroBa TOIMOJIONIKA CBOjCTBA, U HA H-EMY 3371aje XO-
mosoruja. Hamme, nmanuactu kommiekc (Cy(f),0,) unne cnobonune Abenose
rpyle reHeprucaHe KPUTUYHUM TadvykaMa mctor MopcoBor mHOeKca, a TPaHu-
uHK onepartop 0 je onpehen 6pojem Tpajekropuja usmehy KpuTUUHUX Tavaka
unju ce nagekrc pasauryje 3a 1. To je T3B. Mors — Smale — Witten-oB Kom-
minekc. Ilokasyje ce ma je MopcoBa xoMoiormja m3oMOp¢Ha CHUHI'YIapPHO]
xomoustoruju MHOrocrpykoctu ([15]). Y tpehoj rmasu ce mpocrop Tpajek-
Topuja omnucyje momohy ®penxoaMoBux omeparopa, TadHUje Ta] IPOCTOP Ce
3amaje kao jearpo $penxonmoBor npeciaukaBama. OBaj mpucTtyn je pa3Bu-
jeH mocTa KacHUje, OcaMAeCeTUX roavHa. deTBpTa IyaBa je KpaTak IIperyen
OCHOBHUX IIOJMOBa U TE€OPEMa KOje Cy KOpHUIIheHe y pamy.

Y mesoMm pany paguMO Cca KOHAYHOIUMEH3UMOHUM MHOTOCTpYKocTuMa. U
y Tpehoj raaBu, rae ce CKym TpPajeKTopHrja mocMaTpa Kao MOJICKYI Y OeCcKo-
HAYHOAMMEH3MOHOM IPOCTOPY, MOMaKky HaM PpenxonMoBa NpPeCIMKaBaAmHA,
KOja MMajy KOHAUYHOAMMEH3MOHO je3rpo. IIpobiem yommraBama Mopcose
XOMOJIOTHj€ U Tpesia3ak Ha OECKOHAYHOAMMEH3WOHU CJIyUaj, IPOydaBao je
Floer nu ocHOBHe umeje cy M3JI0:KeHE Ha Kpajy oOaaTKa.

3axBaJsmyjem ce moMm MeHTOpy, lapky MwununkoBuhy, kao m umanoBuma

komucuje 3opany llerpoBuhy m Jemenn Karuh, ma cBumM kKomMenTapmuma u
caBeTMMa KOje Cy MU YIYTHJIM NPUIUKOM UNTAma Paga.



I'VNIABA 1

Kaacuuan npuctyn Teopuju Mopca

1.1 Mopcose pynrmuje

Hexka je M raaTtka mHorocTpykoct aumen3uje n u f : M — R raarka ¢gyHKIuja.

Hedbmaumuja 1.1.1. Taurka p € M je xpumuuna mavwka npecaurasana f aro
je df, : T,M — R myna npeciukaBame.

‘Hexa je (p,U) rapra oxo Tauke p, nakne ¢ : U = R", o(z) = (z1,...,7,)
u f=foe ! Tana je p KpUTUUHA TaUKa aKO BAKU:
of of
gar (¢0)) =+ = 5 (e0)) =0

ITpumep 1.1.1. Ilocmarpajmo ¢yurnujy Bucuae Ha Topycy f : 1T — R,
nedpunucany ca f(r,y,z) =z+a+b, a>b>0. Ha ocaoBy mapamerpusanuje
TOpyca, MOKEeMO HehUHUCATA KapTe ca:

o (u,v) = (bsinu, (a + beosu) cosv, (a + beosu) sinv)
ma je 3amuc GyHKnUje f y JIOKAJHUM KOODAMHATAMA:
flu,v) = f(o  (u,v)) = (a+ bcosu)sinv + a + b.

Kpuruune tauke 3a10BOBABAjY YCIOB:

of 9 -
%(u,v)——bsmusmv—o, aU(u,v)—(a—l—bcosu)cosv—o.
Cnemn, u € {0,7}, v € {g’i%ﬂ

KPUTUYHE Ta4dKe:

}, na ¢yHKIVja BUCHHE Ha TOpycy mma 4

A= (0, g) — (0,0,a+b), B=y \(r, g> = (0,0,a — b),
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C = %ﬂ) =(0,0,—a+b), D=¢ (0, 31) = (0,0, —a — ).

Cnuka 1.1: Kputnusae tauke (QyHKIUje BUCUHE HA TOPYCY

Hepuaumnuja 1.1.2. Kpuruuna tauka p € M ¢yuruuje [ je wedezenepucana
aKO je MaTpuia APYyror m3BOOa

L o).

i,j=1,n

D?f, =

WHBEPTUOUIIHA, Tj. PaHra n.

ITpmep 1.1.2. CBe kpuTnuHe Tauyke (YHKIMje BUCUHE HA TOPYCYy Cy Hene-
reHepucaHe.

2f  0:f
D*f = o2 Ouov | | —bcosusinv —bsinucosv
| 9rF  82f | | —bsinucosv —(a+bcosu)sinv
dudv v
Caenn,
27 —b 0 27 b 0
DfA_{o —a—b|r PIE=lo v |

0 a—b}’ DfD_{O a—l—b}'

Marpume apyror m3Boja CBUX KPUTUYHMX Tadyaka Cy paHra 2, Hakje WH-
BepTUOUIHE.

D?fo =

Hamomena 1.1.1. IIpumernMo ma cMO HeIEreHEPUCAHOCT KPUTUYHE TAYUKe
nepuHMCANN JIOKAJIHO, Tj. y Kaptu. [locTtaBiba ce murame mTa akO y3MeMO
HEeKy ApYTy KapTy, Za Ju hie To mpoMeHuTH HenereHepucarocT. Oarosop je
ne. VMako D?f, 3aBucy on JOKaJHE KapTe, HEJIETEHEPUCAHOCT HE 3ABUCHU O]
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u3zbopa rapre. Ila dbucmo To Bumenu nomohu he Ham OunmHEAPHO MPECIUKA-
Bawe H,f : T,M x T,M — C nepurucano ca

pr<Xpa YZD) = Xp(?f>7 Xpa YZD € TpM

rne je Y : M — TM npou3BOJLHO BEKTOPCKO NOJbe TAKBO I ?(p) =Y, H,f
HaszuBaMoO Xecujanom gynxuuje [ y mauxu p.

Hexka je X IIPOM3BOJHLHO BEKTOPCKO MOJbE TAKBO 1A je )?(p) = X,. Tana je
Xp(Yf) = Yo (Xf) = [X,Y]p(f) = df (p)([X, Y]p) = 0,
jep je p KpuTuuyHa Tadka. SHAYU,
X, (Y f) = Yy (X[).

Jlepa cTpaHa OBE€ jeIHAKOCTU HE 3aBUCHU OJ BPEIHOCTU BEKTOPCKOT MOJbA X
BaH TadvKe P, & JeCHA He 3aBUCH OJl BpETHOCTU BEKTOPCKOT MOJba Y BaH Tavke
p, makje, obe cTpaHe 3aBUCE OJ BPETHOCTU BEKTOPCKUX mosba X u Y caMo y
Ta4KA P, Tj. Of BeKTOpa X, 1 Y, mTO 3HauM 1a je XecujaH n006po nAehuHUCAH
(me 3aBucu onx M360pa pamupena }7)

[IpencraBumo canma XecujaH y JOKaJHUM KoopauHaTama. [lomTo je

0 0 ~ 0
szzak%‘p, }/I-,:Zbk@ » n Y:Zbk%’

rue cy ag, by : M — R rnatre ¢pyHKnMje, Tana BaKu

of o*f
H06:%3) = XS tg5) = i
j ,

Z7‘7

N3 nueeapue asnrebOpe je mMo3HATO Ha, ako (UKcUpamMo 0a3y, CBaKO OuIn-
HEapHO MPECIMKABAIE je jeAMHCTBEHO onpeheHo CBOjOM MATPUIIOM U Oa je
WHBEPTUOMIIHO aKO M CaMO aKo je W Ta Marpuna mHBepTuOmaHa. llomTo ce
Xecujau H,f y JIOKAJIHAM KOODIMHATAMA M3PasKaBa MPEKO MaTPUIE APYror

n3Bona (yHKRIUje f, caeam Oa je KPUTUUYHA TAYKa p HEIEereHEPUCAHA aKO U
caMo ako je Xecujan MHBEPTUOUIHO, (Tj. HEIEN€HEPUCAHO) IPECINKABALE.

H,f je mepurmcan rimobanHO, 3HaUM HE 3aBUCH OJ KapaTa, Ila TaKO U
HeIEeTeHEePUCAHOCT KPUTUYHE TadyKe P HEe 3aBUCU O M300pa KapTe.

[Tpumernmo u ga je H,f cumerpuuHa ObuanHeapHa opMa Tj.
Hypf(Xp,Yp) = Hp f (Y, Xp)

IIa MMa CaMO p€aJiHe COIICTBEHE BPEOIHOCTMU.
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Hedomuunmja 1.1.3. Pyuruuja f je Mopcosa axko cy cBe HeHe KPUTUUHE
TayKe HelereHepUuCaHe.

IIpumep 1.1.3. Pynkmnuja Bucuue Ha Topycy je Mopcosa.

Teopema 1.1.1. ¢yuruuja f je MopcoBa ako u caMoO ako je OudepeHIujat
df TpaHCcBep3aJiaH Ha HYJTO CeYele KOTAHMeHTHOT paciojema 1 M.

Jokas: Heka je s : M — T*M mynro ceueme u My = s(M) ckyn cBux
HyJa KoBekTropa u3 T*M. Ako je p mpow3BObHA KPUTUYHA Tadka, OHIA je
df, : T,M — R myna npeciukaBame, Tj. df, € M.

Homwro df : M — T*M ouna d(df,) = d*f, : T,M — Ty, (T*M), na axro
je dimM = n, onma je d?f, HemereHepmcaHO aKO W CaMO aKO je IUMEH3U)ja
werose cauke n. la je df TpancBep3aJsiaH Ha HYJITO cedyeme, o3uaka df M My,
o NeUHUIMjU 3HA4YN na, ako df, € M, onma Baxu

Ty, (T"M) = Ty, (Mo) + d* f, (T, M),

Axo je dim M = n, ouga je u dim My = n, a dimT*M = 2n, ma cy 1 BHUXOBE
TAHT€HTHE PABHU y OAroBapajyhnmM Tauykama TUX AUMEH3Hja. 3aKbydyjeMo,
aKO je TPAHCBEP3AJHOCT UCHyHeHa ouaa je dim d2fp(TpM) =n, Tj. p je Hene-
remepucana kputuuna tauka. C apyre crpame, ako je dimd?f,(T,M) = n,
orna tpeba mpoBepuTH Aa cy BekTopckm mnpocropu Ty, (M) u d*f,(T,M)
[VCjYHKTHU, a he OHAa HUXOBA NUPEKTHA CyMa OUTU 21— IMMEH3VMOHU BEK-
Topcku norupocrop ox Ty, (T*M), tj. meo Ty, (T*M).

Axo je X, € T,M mnpousBoJbaH HEHyJa BEKTOD, Hakiae X, = ‘fl—ﬂtzo, v o
(—e,6) — M,~v(0) = p, onna je d*f,(X,) = Ldf o7|,—. Ilomro je d*f, mene-
reHepucaso, oHma je 7 = df oy : (—&,6) — T*M HeKOHCTAHTHA KDPUBA.
df(7(0)) = df (p) je myna mpeciukaBame, Ia IOCTOJU HEKO ¢ TAKO Aa HE BAKU
df (v(t)) € My, na 3aro df,(X,) € Ty, (T*M) \ Ty, (My). Cnuuno, Hu jenan
Bexrop u3 Ty (My) me npunana d?f,(T,M). O

Hedunurnuja 1.1.4. Hnoexc kpumuune mavwke p gynryuje f , o3mara Inds(p),
je nanexc Xecujana H,f.

Nunexkc cuMmeTpuyHOT OUJIMHEAPHOT MPECIUKaBama je OpOj HEeraTUBHUX
concTBeHux BpemHocTtu. (CBAKOM KapTOM OKO Tauke p onpebena je m Mma-
tpuna Xecujana. CBe MaTpuile Cy CIWMYHE 3aTO MTO ce Da3a 3amaje WH-
BepTUOUIHOM MaTpuioM. llomTo ciavyne MaTpulle MMajy MCTE COICTBEHE
BPEIHOCTHU, CJEIU Oa WHACKC He 3aBucu on kaprte. [lame, 6poj HeraTUBHUX
COTIICTBEHUX BPETHOCTU MPECAUKABama je YIpaBO AUMeH3uja HajBeher mot-
IpoCTOpa JOMEHa Ha KOME je TO IpecIVKaBame HETATUBHO Ne(PUHUTHO. Y
cayuajy Xecujauma H,f To 3maunm H,f(X,, X,) < 0, 3a cBaku Bekrop X, u3
HeraTUBHOI morupocropa. 3Haun, 0 < Inds(p) < n.
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ITpumep 1.1.4. Heka je f ¢pynrnuja Bucune nHa Topycy. Tana je
Inds(A) =2, Indy(B) =1, Indf(C) =1 u Inds(D)=0.

Y HacTaBKy he OuTm mokaszaHO Kako ce moHamame Mopcose ¢yHENUje y
OKOJIMHU KPUTUYHE TaYKe P MOKe omnmcatu nomohy muaekca tauke p. 1o je
m3B. MopcoBa jneMa, 3a HeH noka3 he HaMm Tpebatu jemna moMmohHa jgema.

Jlema 1.1.1. Heka je f : R® — R C*® ¢yuKmUja y KOHBEKCHO] OTBOPEHO]
orkosnmuan V' tauke 0 € R", tako ma je f(0) = 0. Tanma nmocroje C*™ ¢yukumje
gr, k=1,n B2 V Taro ma

flzy,. ... x,) = Zxkgk(xl, e Tn),  ge(0) = %(O)
k=1

Joxas:

f(xhw%)_/l df(txl,.t. ,txn)dt

/OZ::&E,C (tar, ... txy,) ot

(txq, ... tx,)zpdt
/0 p 6m’“ "

:Zxk/ Zaxk (tzy, ... tx,)dt

Hepunumumo pyurnuje gp, k= 1,n ca

Lof
) = tay, .. tay)dt.
gk(xla 71:) 0 al’k<x1 l’)

[Tomro f € C*(R"), ouma u gp € C*°(R") u g,(0) = %(O), k =1,n ma cy To
TpaskeHe (QyHKIU]je. 0

Teopema 1.1.2. (Mopcosa snema) Heka je p Hemerenepucana KpUTUYHA TAYKA
dymrmmje f nngekca k. Taga TOCTOjU JIOKAJIHU KOOP IUHATHU CUCTEM (Y1, . .., Yy )
y oxoauman U tadke p tako ma y;j(p) =0, j=1,nmn

fWi oy =) = = = e+

Zloxas: IlpernocraBumo na je M = R™, 300r jemHocTaBHHUjer 3ammca Jio-
KaJHUX KOOpAWHATA U Ha je p koopauHaTHy nodetak u f(0) = 0 (y cynporHOM
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M3BPIIMMO TPAHCHOPMAIN]Y KOOPIUHATHOT CUCTEMA TAKO A TO BaiKW).
Ha ocuoBy meme 1.1.1. moctoju oronuna V > 0 Tako ma je

flzy,... x,) = ijgj(xl,...,xn), g;(0) = a—xfj(O), j=1n.
k=1

[Tomto je 0 kpurnuna tauka, cirenu, ¢;(0) =0, j = 1,n. Cama IpUMeHHMO
aemy 1.1.1. ma ¢ymrmumje g;. Cnemu, nocroje okonuue V; > 0 m ¢pyHKIUjE

hij, i =1,n TakBe ma je

gj(.ﬁﬂl, Ce ,l’n) = inhij(xb Ce ,l’n), hl]<0) = a—i]l(()), ] = 1,77,.
=1

3Hauy, Ha Ipeceky cBuUX V, okoiuHa,j = 1,n u oxonuue V je

f(.l?l, P ,.Z'n) = Z xixjhij('xla Ce ,Z’n).

ij=1

Hera je Hij<x1; R ,JITL) = %(h” —+ hﬂ> Taﬂa Hij = Hji n

f($1,...,13n) = Z$inHij(IE1,...,$n>. (111)
2,j=1
02 f
0xt0xI

Capna mBa myrta mudeperumpamo GyHrmujy f, ma je (0) = 2H;;(0), Tj.

1) = s tew)].

3Haun, MaTpUIa [Hi]-] je cuMeTpuUHa U HemereHepucana, jep je 0 meme-

reHepucaHa KPUTUYHA Tadka, na je det [Hij} # 0. 3aTO mpPEeTnoCTaBUMO 1A
. 0*f
e ot
HaTHOTr cuctema). Cnemu u Hqp(0) # 0. Hamwe, Hyy je Henperugna ¢yHKUM)ja,
ma moctoju okoimuHa U Ha kojoj je Hy; # 0, Tj. cramsor 3maka. Ilper-
noctaBumo na je Hyp < 0.

(0) # 0. (Ako Huje, U3BPUIUMO JUHEAPHY TPAHCHOPMAIM]Y KOODAU-

Ila ce ¢pyuEmuja [ MOxe HammcaTu y OOJIUKY

fn ) == = = et (1.1.2)

nmokaszaheMo MHAYKIMjOM O ATUMEH3UjU TPOCTOPA 7N.
Heka je n = 1. ®ynrmuja f 3amposomasa yeiaose (1.1.1), 1j. f(z) = 22H(z),
satuM, f(0) =0, f(0) =0 u f”(0) < 0, ma mOCTOju JOBOJBHO MaJja OKOJIMHA
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U ma ®ojoj je f(x) = cx®, ¢ < 0. Cama yBeneMo HOBU KOODAMHATHU CUCTEM
(u) = (V/—cz), na je f(u) = —u? Tj. Basku jemmaumna (1.1.2).
[IpermocraBumo na (1.1.1) Basku 3a n — 1 1 HOKAKUMO 3a n.

[IpBO YyBOOMMO HOBM KOODAMHATHU CUCTEM, Tj. HOBY 6a3y (yi,...,Y,) Ha
cnenehu HauwMH:

n

Hi; _
Y1 = v _H11<xl+zxiH1 )7 Yk = Tk, ]’CZQ,’I’L
i=2 1

Taunuje, MmaTpuna npenacka ca 6ase (ry,...,T,) Ha 6a3y (Y1,...,Yn) j€
N i .. Hin
Hi Hiy Hi
0 1 - 0
0 0o --- 1
nxn
Marpuna je uaBeprubuina na je (y1,...,Y,) 3aUCTa HOBU KOOD IUHATHI CHC-

tem. Crenn,
n n 1
yi = —Hnxy 2;$1$1H1z (ZZQ szu) Hy
na Ha ocuoBy (1.1.1) Basku:
n n 1

i,j=2
Hepuanmumo GyHKIW]Y
F(zg,...,z,) = Z xvix;Hij — (Z xiHli)QHLH.
i,j=2 =2
Ha ocnoBy mHaykTUBHE Xmunote3e (GyHKIUjy F MOkeMO HammcaTu y OOJIUKY:
F(ya, - stn) = =9 = = >+ ypa” -+ Y’

[TomTo je f(y17 SR 7yn) = _y% + F<y27 S 7yn)7 cuaenn

F) ==’ = —u’ Ty’ + o+’
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Hamomena 1.1.2. MopcoBy iemy MO:KeMO I0Ka3aTu 1 npuMeHoM RapraHnose

popmyne ! ma damunujy mudepernujasaux Gopmu oy : M — T*M, Tj:
d )6
Zoion = 67 (d(X a0y) + X adoy + 6—;).

I[IpernocraBumo na je M = R", HemeremepucaHa KPUTHUYHA TaYKa P KOOP-
muuatan novetak u f(0) = 0. Harme df(0) = 0 u matpuna d?f(0) je meme-
remepucana. Hera cy ag(z) = d*f(0)(z,-) u ay(z) = df () mudepenumjanne
popme. lepunumumo damumnujy op = o + t(ag — o) : M — T*M. Tana

dammmmja mupeomopduzama ¢, ¢y = Id 3amoBomaBa ¢y = p aKO BaKU
. ¢*at — QO . .

Lora, = 1%% = 0. Iame, aro je g(z) = 1df(0)(z, z), onma je dg =

ma BayKn

d
%gbfat = ¢y (d(Xooy) + Xadoy + o — o) = ¢ d(X ooy + f — g) = 0.

PemaBameMm oBe jemnauwmue y Majoj okoauau Hyje U nobuja ce mudeoMop-
¢uszam ¢y, KOju 3am0BOBABA iy = ap. Hakmne, y xaptu (¢1,U) je dg = ap =
oy = df, 1j. f(x) = L2 f(0)(x,2). O

ITpumep 1.1.5. [Ipumenumo pesynratre MopcoBe meme HA (YHKIU]Y BUCUHE
Ha Topycy. Inds(A) =2 u f(A) = 2a + 2b cnenu y Heroj oxoamHU Tadke A
nocToju KapTa Tako na je f(z,y) = 2a+20—x? —y?. Ciuuno, JOKAJIHYA 3aT1UC Y
okosuau Tavaka B,C u D je, penom, f(x,y) = 2a—z*+y?, f(z,y) = 2b—2*+y?,
fla,y) =2+

ITocsnemuma 1.1.1. Cse kputuune Taurke MopcoBe ¢yHKIUje Cy M30JT0BAHE.

Zloxaz: Ha ocuoBy MopcoBe seme mocToju KapTa OKO KPUTUYHE TaUKe P
y KOjO] ce (GpyHKIMja MOKe HANNCATH Yy OOJIMKY:

fn ) =) = = =l e+ o
3Ha4yun:
ﬁ(l’) _ _2yj7 ] < k;
oxJ 2u;, k<j<n
Oxo Tauke p OmpaMo OKOIMHY y KOjoj je bap jemuo y; # 0, y TOj OKOJIMHU
HEMAa APYIUX KPUTUYHUX TAUaKA. O

IMocaemuma 1.1.2. Ako je M KOMImakTHA MHOTOCTPYKOCT, OPOj KPUTUYHUX
tavaka MopcoBe (QyHKINUje je KOHAUAH.

1Onmru o6k Kapranose ¢opmysie riacu %qbz‘a = ¢; (d(X1a) + X oda), IpU

JyeMy je a k-popma, ¢ : M — M, paMuanja apudeoMopdusama Koja 3a10BOba-

Ba: X(¢i(z)) = $é(x) U L yHyTpamsu npousson. Ilorrenatu [3].

10
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Jloxasz: IlpermocraBUMO CyYmpOTHO, Tj. JMa IMOCTOjU OECKOHAYHO MHOTO
KpuTuvHUX Tavaka Mopcose ¢ykmnuje. OKO cBake KPpUTUYHE Tayke OMUPaMO
OKOJIMHY y KOjO] HEMa APYIrUX KPUTUUHUX Tadaka. Heka ce mMOKpuUBaU MHO-
rocTtpykoctu M cacTtoju on TUX OKOJUHA a CBe APYyre OKOJMHE HEKa He
canp:ke HU jeqHy KpuTuuHy Tadvky. OBaj MOKpUBAY HeMa KOHAYAH TOTIOKPU-
Bad. 0]

Cneneha teopema nokaayje erauctennujy MopcoBux ¢yHKIUja.

Teopema 1.1.3. Hera je M rommakTHa MHOTOCTPYKOCT Oe3 rpanune. Crym
cBux MopcoBux (yHKIUja je OTBOPEH M CBYJa I'yCT MOJACKYHI (YHKOMja U3
cxyma C%(M).

oxas: Hera je f MopcoBa ¢yHKIUja 1
v={heC*(M)||h— fllez < e}
oTBOpPEH ckyn y C? Tomosoroju. 3Haum, ako h € v OHZA BAKU

sup [h(z) — f(2)] <e,

zeM

a(h — f)

— 7 <e,
Sup sup = (p(z)) <e
0*(h— f)
SUD SUD = e (PLE)) <

zeM,p i

rIe ce CympeMyM y3uMa U IO CBUM Kaprama. 3aro Baxku u ||dh — df||cr < e.
[Tomro je f MopcoBa omma je df TpaHcBep3aJiaH Ha HYJITO ceueme. Ha
ocHOBYy Jneme 4.3.4. cumemu nma je 3a OOBOJLHO MaJjo € u mudeperHnumjan dh
TpaHCBep3aJiaH Ha HYJITO ceueme, Tj. h je MopcoBa, ma je oTBOpeH CKyT v,
ckyn MopcoBux ¢ysENIMja. TuMe je moka3aH IPBU J€O.

Heka je f: M — R mpoussomna C? ¢pymrnuja. [lokazahiemo na y meHO]
Ipou3BoLHO Masioj C2—okonuuu noctoju Mopcosa gpyuknuja. [IpBO yI0KAMO
M y mexo R* (to je moryhe ma ocuosy Butaujese Teopeme [3]). Cryn

(R*)* = {L:R¥ - R| L je nunmeapmuo}

je C* riaTka MHOTOCTPYKOCT 2
[Torkaskmmo ma cy cropo cBe ¢yukrnuje f + L Mopcose. Heka je

Z = {(x,L) € M x (R¥)*|  je xputuuna tauka 3a f+ L}.

2Ako0 je M ryaTKa MHOTOCTPYKOCT Kjace C" u f: M — N xoMeoMop(pu3am,
OHIa je 1 N TJlaTKa MHOIOCTPYKOCT KJyace C'.
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Bawxu (z,L) € Y aro u camo ako d(f + L)(x) = (df +dL)(x) = df(x)+ L =0
Tj. ako m camo ako L = —df(z). 3uaun,

> ={(x, —df (x))]x € M},

na je Y. C™ rmatka mHOrOCTpyKOCT °. Heka je

T Z — (RM*, 7(x,L) = L.

[Tpojeknuja 7 je raaTko mpecivkaBame, na Ha ocHoBy Capnose teopeme [3]
CKYIl CBUX KPUTUYHUX BPEIHOCTU MpECIUKaBama T je Mepe Hyzxa. JlokamaHe
KoopauHate Ha M mneQuUHUITY M JIOKaJHE KOODAWHATE HA Y ., Ma Ce T MOXKe
m3pasut u kao mw(xry---x,) = —df(zy---x,). L je KpuTUUHA BPETHOCT 3a
T aKko WM caMO ako je —df(r) KpUTUUYHA BPEAHOCT 3a T, 3a HEKO T Koje
je kpurtuuna tauka 3a f + L. lame, —df(x) je kpuTmuHAa BpemHOCT 3a T

ako u camo ako je d?m(z) = —d?f(r) meremepucano mpeciIuKaBame, Tj. y
2
JIOKAJHUM KOOPAMHATAMA, aKO jé MATPUIA (W) cuaryaapra. Ilomro je
rior
0 f 0 f 0?L o?

(8xi8xj) = <8mi8xj 8xi8xj)’ 3HAUN (m) je cuHTyJIapHa aKo U caMo akKo
je d*(f + L)(z) merenmepucano, 3a T Koje je KpUTUUHA Tauka 3a f + L.

Konauno, L je KpuTuUYHA BPETHOCT 3a T aKO M CaMO aKO je ¥ JereHepucaHa
kputnuna tauka 3a f+ L. Cropo csa L aucy kpuruuna (Capmosa Teopema),
3Haun ckopo csa d*(f + L)(r) HUCY cuHTyJapHa, 3a KPUTUUYHY TauKy T Tj.

crkopo cse ¢yurmuje f 4+ L cy Mopcose. O

ITocaemuma 1.1.3. Ha cBakoj KOMIIAKTHO] MHOTOCTPYKOCTU O€3 rpaHUIEe TTOC-
toju MopcoBa ¢yHKIMI]ja.

1.2 KpI/ITI/I‘«IHe Tadvke M1 XOMOTOIICKM THII

Hexka je M rmatra MHOrocTpykoct numensuje n, f: M — R raatka ¢yHEIUTja
u

M = fN(—o00,d]) = {2l (x) < c}

Knacuuna MopcoBa Teopuja ce 3acHMBa Ha IPOyUYaBamHY XOMOTOICKOT
tuna npocropa M¢ 3a pasmuuure c. To hemo maycrpoBaTu Ha TpUMEDY
topyca y Eykaunnckom npocTopy u ¢pyHKUMje BUCHHE Ha meMmy. Kana ¢ pacre
ImocMaTpaMo KaKO ce XOMOTOICku Tull ox M¢ Mema.

3amaskaMo ma Kajda ¢ y3uMa BpeaHOCTU m3MeDy nBe KPUTUUHE BPEeAHOCTU
TUI OCTaje WCTU, & MPOJACKOM KPO3 YETHUPU KPUTUYHE BPETHOCTU TUI CE

3AKO je M MHOTOCTpPYKOCT Kjace C" u f € C*(M),k > 0, Taga je rpaduxk
¢ yHKIUje f MHOTOCTPYKOCT Kjaace C'.



Mema U TO Ha ciaenehm HaYWH:

-Ako je ¢ < 0 omma je M= (;

-Kana ¢ ,,mipobe” myny M¢ nmocraje mBOAMMEH3UOHU IUCK;

-Kana ¢ mpobe apyry kpurnuny Bpemuoct (2b) M€ ce Mema JenbemeM jenHe
Tpake Ha CyNPOTHE WUBUIE TUCKA;

-Kana ¢ nmpobe tpehy rkpuruuny Bpemunoct ma M€ menmumo jomr jenny Tpaky
Ha CYIIDOTHE VBUIE;

-Ha xpajy, kama ¢ mpoja3m 1 4eTBPTY KPUTUYHY TAUKy Ha I'DAHUILYy ITOCTO-
jeher M€ menumo nBOOVMMEH3UOHU OWCK, Tj. KOMIAKTU(UKY]EMO T'a jeTHOM
TAYKOM.

Cnura 1.2: IIponaszak Kpo3 KPUTUYHE TAUKE
[Iperxonue unpeje he OuTw yommrTeHe W OeTa/bHO MOKa3aHe y cienehum
TeopeMaMa.

Teopema 1.2.1. Hexa je f~'([a,b]) kommakran ckyn, 6€3 KDUTUYHUX Tadaka.
Tana:

1. M je mupeomopdro ca MP.
2. M® je mepopmammonn perpaxr ox MP.

3. IlocToju mudpeomopouzam F taro ma cienehwm mujarpam KomyTupa

FHa} x [a,0] == ([, b))
N, O Jf
[a, ]

Joxas: Ilomro je M riarka MHOIOCTPYKOCT, Ha H0j mocroju Pumanosa
METpUKa, Tj. [NOCTOjU (aMuinja ckajdapHux npomssozxa (-,-) Ha T,M, xoja
riarko 3aBucu on p € M. Ona nedpunume BekTopcko nmoswe \/f : M — T'M ca

d
(Xp, V() = pr 0 Ylt=0
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npu yemy je v : R — M kpusa taksa ga je y(0) =p u ‘;—Z!tzo =X,
Hepranmunvo pyurnujy p: M — R ca
1
U.
_ ] wimviey YEYS
pe) { 0, zeV°
mpu uemy je f~([a,b]) C U C U C V, V roumakras, a ma V\U medunmmemo
¢YyHEIU]Yy Tako na Oyme riarka.

Iedpuanmumo BeKTOpcko nowe X : M — T'M ca

X(p) = p(p)V f(p).

Iaxkme X mmruesaBa Ha V¢, ma mMa KOMIIAKTaH HOCAY, IIa Ha OCHOBY TeopeMe
4.2.1. X remepuile jenHomapaMeTapcky ¢aMuianjy audeoMopouzama ¢; :
M — M Tako ma

dé,

—L(p) = X(6u(p)): do(p) =p. pEM.

durcupajmo p € M.
Heka je ¢ymrmuja 7: R — R medunucana ca 7(t) = f(¢y(p)). Tanma je

% — %f o ¢y (p) :<%(p), Vi(o(p) = (X(0:(p)), V(oe(p)))
=p(0:())(V f(0:(p)), V. f(d:(p)))
Oa ¢t(p) € VC

Buauu, ako ¢:(p) € f1([a,b]), Tj. a < f(¢d:(p)) < b onna je ‘fl—z(p) = 1. Cuenn,
3a coaxy Tauxy p € M Taxey 1a je a < f(6u(p)) < b je f(&(p}) = (1) = t-+e(p),
a KoHcTaHTy c(p) onpebyjemo Ha ocHOBY ycaoBa ¢y = Idy, . Cuenn

f(@o(p)) = 0+ c(p) mj. c(p) = f(p). Konaumo,
f(@u(p)) =t + f(p).
1. ITocmaTpajMo pecTpurnujy audeoMopusma
Gpa s M* — M°
Ako x € M* 1j ako je f(z) < a ouma je f(¢dp_o(z)) =b—a+ f(x) < b na
bp_o(x) € M, Tj. KOMOMeH je 3amcta M. Iame, ¢y, je madpeomopdusam ma

je 1-1. IMToraxmmo ma je HA. Heka je x € M® npoussoman. Tpeba mokazaru
a gbb_ja(x) € M°. Basxu:

Fh (@) = f(dan(@) =a—b+ flz) <a—b+b=a.

14
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Ilakise, jecte 1 HA | ma je u cama pecrpurimja jenan mupeomopduzam uzmehy
Me* u MP.
2. Jlepurummmo mpecaukasame 1 : M°® — M® ca

r(z) = Z, re M
T Pampy (@), TE MO M

Aro x € M\ M*® ouna f(Qo—j@)(x)) =a— f(x)+ f(z) = a. Hakne ¢q_ s (z) €
M*?*, 1j. komomen je 3aucta M®. IlomTo je roi = Idy« 3HAUM 1 je peTpakiuja.
Tedurummmo npecaukasame H : [ x M® — M? ca

x, e M®*
Hit,z) = { Ortasio (@), € MO~ M.

Akoz € M*~ M*utel=10,1] onma je

f(@ra—s@p (@) = tla = [(2)) + () <a— flx) + fz) =

Hagne ¢y f@) () € M?, 1j. Komomen je 3amcra M®. Axo je f(x) =a onma je
Bt(a—f(a)) (@ ) (;50( ) =z na je H menperknnuo. lame,

x, xe M
H(l,m):{ a, x € MP~ M®

na je H xomorommja tj. 107 2 Idys . Hakmne r je mepopmanmoHa peTpakIuja.
3. Iedurumumo npecaukasame F : f~(a) x [a,b] — f~'([a,b]) ca

F(z,t) = ¢1_a(x).

[To ycnoBy Teopeme [a, b je ckyn peryiapHox BpeaHoctu, na je f~'(a) raaTka
MHOTOCTPYKOCT mumensuje n— 1 u f~1([a,b]) rmaTka MHOTOCTPYKOCT AUMEH-
suje n (meme 4.3.1. u 4.3.2.). Aro t € [a,b] u f(x) = a ouna je f(p_q(x)) =
t—a+ f(xr) =t € [a,b]. 3nauu komomen je zaucta f~!([a,b]).

[IpumeTumo ma Cy DOMEH U KOIOMEH UCTEe AUMEH3Uje, N.

_F je HA:

Heka je x € f~![a,b] npoussBoman. Tana,

F(¢a—p@)(2), [(2) = ¢p2)-a(Pa-p(z) (7)) = @
u f(¢a ) () = a— f(z) + f(x) = a, smaunm (¢a_j)(2), f(2)) je samcra y

[OMEHY npeciarkaBama F.

_F je 1-1:

Hexa je I(x1,t1) = F(x2,t2), Tj. ¢1,—a(1) = Gry—a(2). Onma je u f(¢r,—o(21)) =
[(bry—a(x2)), Tj. t1 —a+ f(x1) =t2 —a+ f(x2), m momTo 21,79 € f~'(a), cnemn
ty = to. Caga je ¢y _a(x1) = Gp,—a(T2), & ¢p,—o je mudpeomoppuzam, nma u 1-1,

=idor(z) m H(0,z)=x=Idyp(x),
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caenu r, = Ts.
-¢y je pammaumja mudpeoMopdmzama, Ia Cy IJaTKa IpeciaukaBama, mna je F
riaaTera OujerIuja.

-DF(;) je uEBepTUOMIHA MaTpuUIa;

Ha ocnoBy nedunumnuje nudepennujaia je:

DFp : Tan (f7 (@) x [a,b]) = Try f ' a,b],

DF(:c,t) (5, 77) = D(¢t_a(ﬂf))(f’ 77) — d¢t—a($) (5) + ndq;tta (.%')

(IMoncernmo ce: Tiupn(f~H(a) x [a,b]) =2 T, f~'(a) x Ti[a,b] u T;[a,b] = R; nakmxe
EeT,f(a) muneR). Mlame je

dér o, . o 1 i} -
G 0) = X(0a(e)) = o V(0 £ T

[Mocnenma jeIHAKOCT Basku 3aTO mWTO ¢y o(x) € f[a,b]. Taunuje, f(Pi_o) =
t—a+ f(x)=t—a+a=t,até€]lab. Ha ocuoBy neme 4.2.1. je

vf(¢t—a (m))J-T%—a(w) f_l (t)>

IIa
d t—a -1
O 1) € (T (1)

(IIpumeTnmo na je oBaj oprororasn auMensuje 1, 3aro mro dim Ty, ) f 1 (t) =
dim f~1(t) = n—1, jep je t perynapna spennoct.) Hasme, ¢;_o: fH(a) — 7Lt
je mupeomopduzam ma je

dpr—a(x) : To(f 1 (a)) = Ty f (1)
de,—

o 2(z) pasamume (Ty, o f ' (t)", a dgy_q(z) pasanume

Oujeknuja. 3HAUM,

Ty, o) [ ' (t), ma DF (4 pasamumse T f~'a,b], Tj. DF(, ;) je nEBEpTUOUIHO
PECIUKABAE.

Konauno, F' je rnatka Oujeknumja, DF(,; unEBepTUOMIHA MaTpuUla, Ia Ha
OCHOBY TeopeMe O MHBEP3HOj OyHKIMju ciemn ma je u F~! rmatko, Tj. F je
mudeoMopduzam. O

IMocaemuma 1.2.1. Hera je M wxommakTHa MHOrOoCcTpykoct, OM = AU B u
AN B = () u mera mocroju raatka pyrrnuja f : M — R koja HeMa KpUTUYHUX
tauaka u meka je f1({0}) = A, f'({1}) = B. Tagna je M = A x [0,1] =
B x [0,1].

Jokas: Basgu f1([0,1]) 2 M, name Teopema. O
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IMocsnemuma 1.2.2. (Reeb—oBa teopema) Ako je M KOMOAKTHA MHOTOCTPYKOCT
6e3 rpanurne u ako nocroju MopcosBa ¢yrrmuja f : M — R koja uma TadvHO
IBe KPUTUUYHE Tauke, oHma je M xomeomopdHa chepu S".

Zloxaz: Heka cy p u q HenereHepucaHne KpuTuvHe Tavke. M je KOMIIAKTHA
MHOTOCTPYKOCT, na f mocTmwke MUHUMYM u MakcumyM. llomro je y Taukama
eKCTpeMHUX BpenHoctu df Hysa omepatop, oma cy f(p) u f(q) MurmMYM 1
MaKCUMYM, Tj.

M = =Y ([f(p), f(@)])-

Ha ocmoBy MopcoBe meme OokO Tauke p moctoju okoauHa U M KOOPIUHATHU
cucreM (yi,...,Y,) Tako ma je yx(p) =0, k=1,nn

FWisyn) = fF0) +y° + -+ u°

Suaun, nocroje a € R u ¢ > 0 tako na 3a cBako y = (y1,...,Y,) € M?, Bawku:
If(y) — f(p)| = (¥} +...+y2) <eTj M®je mupeomMopdan 3aTBOPEHOM IUCKY
NOJIyIpevHuKa €, u Aa 3a cBako y € [~ '(a) Basu: |f(y) — f(p)| = ¢, Tj. OM®
je mapeomopdua chepu S" ! Camuno 3a Tauky ¢ mocroju b € R, Tako na je
(MP)e mupeomopdan 3aTBOPEHOM AUCKY, Na je HAa OCHOBY mocuaemumne 1.2.1.

F7([a, b)) 2= f7H(b) x [a,0] = S"" x [a,].

f(q)
—_—u

Bg a a
v e ftp)
Cnuka 1.3: Cdepa 1 MHOTOCTPYKOCT

Herka cy By u Bg oucjyHKTHE, 3aTBOPEHE OKOJIMHE ceBepHOr moja N u
jyssor mosa S chepe S", u nudpeomopdue ca D" u mera je C' =S\ Int(By U
Bs) (cnura). 3maum, C ~ S" ' x [ u C = 0By U 0Bg. Konctpyummmo
xomeomopduzam usmeby M = MU f~*([a,b])UM® u ByU BsUC. Ilpso, Heka
je .

ho : (Mb>c — BN
mapeomopdumsam. 3Hamo ma je OM® = 9(M®)¢, ma je ma oCcHOBY Teopeme O
WHBEP3HO] (QyHKIUjU

ho - OM® — OBy.
OMPY
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Hame, mpomupumo hy , 110 nudeoMoppu3Ma
oM

h:OM" x [a,b] — OB x [a,b].
Cana MOKeMO ma mpomupuMo hg 1O XOMeoMOop(dr3Ma

hy: (MU fY([a,b]) — By UOBy x |a,b],
o) = J o),z e (M)
n ={ e TE P

[Ipomupumo hy : OM®* — 0Bg pamujajHO 10 XOMEOMOpU3IMa
oMea
hy : M* — Bg.

To je zampaso mpomupeme xomeomopdusma ¢ : S" 1 — "1 no

g:D"— D" ﬁ(x):{ \iﬂfggl%), x # 0;

, x=0
N romauno tpaskenu xomeomoppuzam H : M — S mnedununmemo ca:

. h2(m)7 T Mi
o= { (), @€ (M)U S ([a,b])

0

Hamomena 1.2.1. Huje yBex moryhe rkoncTpyucatu aupeomopduzam usmebhy
M u S"™. John Milnor je 1956. roaune HAMIA0 TPUMED MHOTOCTPYKOCTU KOja
je xomeomop@dHa, anu Huje mudeomopdua chepu S’. TakBe MHOTOCTPYKOCTH
ce Ha3uBajy ersorudHuM chepama. [lormenaru [7].

Teopema 1.2.2. Heka je f : M — R rnatka ¢pyurnuja, p € M Hemerenepucana

KpuTuyHa Tauka uagexca A u f(p) = c. [Ipernocrasumo na 3a uHeko € > () Basku

na je f~Y([c—e,c+¢]) KoMmaKkTaH CKyN KOju HeMa APYTUX KPUTUUHUX TadaKa

ocuM Tauke p. Tana je M xomoronno ca M ¢ ca 3anemmenom e hemujom,
c—¢ A4

Me=U, e %,

Zloxas: Joka3 he 6uTu m3BeneH 3a crenyjajaH ciaydaj, QYHKIU]Y BUCHHE
Ha Topycy. Wmeja je ma ce yBeme momohHO mpeciaukaBame F' Ha Koje hemo
npumerntu Teopemy 1.2.1. Cryn F~!([c — ¢, ¢ + €]) nelie umatu xputuuanx
Tayaka, TO je TAYKACTU Jeo Ha caunu, nok he ckyn F!((—oo, c—¢|) canpsxatu

18
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F_1 [:.g,n:+E:|

C+E
M

Cnurka 1.4: Muorocrpykoct M

ckyn M° ¢, Koju je Ha CIWIM TAMHO CHMBe 00je, M CKyI XOoMoTomaH e hemuju,
IpyracTy AeO Ha CJIIUIIU.

Ha ocuoBy Mopcose jieme OKO Tauke p TOCTOju OKOJIMHA U 1 KOOpAUHATHU
cucreM (yi,...,Y,) Takas ga je yx(p) =0, k=1,n un

FWi, o oyn) =F0) —yi® = =+ o+

Nzabepumo € > 0 Tako na:
1. f7Y[c —e,c+¢]) je KOMmakTan CKymn u OCUM p HeMa APYTUX KPUTUUHUX
tayaka QyHrnuje f.

2. cryn {(y1,---Yn)

Zyk 2e} je campsan y crynmy (yi,...,yn)(U) € R™

Heka je

A
D Ui <e yrr=...yn =0}

k=1

={(y1,- -, 9m)

[IpumerrMo na je e* N MC™¢ rparuna ox e, mTo 3HAUM Ha je e 3ajembeH 32
MC—E
[Toraskumo na je M * U er nepopManuoHu perpakrt om Mte.

Heka je p: R —- R C* ¢yHruuja roja 3am0BoJsaBa:

1(0) > e,

p(r) =0,r > 2e,

—1<p(r) <0,r € (—2¢2e),
p(r) > 0,7 € (—2¢,2¢).

ie*  hesmja je TOHNOJIOMKM IPOCTOP XOMEOMOP(AH \—ANMEH3NOHOM
3aTBOPEHOM MNMCKY D, a rpaHuna ¢* je xomeomMopdra chepu. Y onmrem
ciy4yajy, Jelbemhe je HENPEeKWAHO IpeciuKaBame ¢ : ¢* — X, a X U, et je
KOTUMYHUK TPOCTOP X U e/, yu)weer- Jlakme, rpammma hemmje ¢* mpumanma
CKymy M°~¢.

19
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(Y 5ee¥")

Cnura 1.5: Muorocrpykoct M y OKOJIUHU TadKe P

Hedpumunmunmo ¢pyurnujy F': M — R Ttako na ce noksamna ca [ BaH OKOJIVHE
U, a ma okonuuu U Heka je:

F=f—uli+...+y5+205 . +...+2y2).

[Tomro cy f u p rnatke ¢yuruuje u pu(r) = 0,r > 2, ouna je u F' raartka.
YBemumo u ¢pyurmuje &1 : U — [0,00) ca

E=92+.. .+
n=yrq+...+v.

3Haun,

et ={qe M|&(q) <enlg) =0}
F=f—pu(€+2n).

Cnemu, f u F ce pasznuryjy camo Ha ckymy {& + 2n < 2¢}. Ha okonunu U
Baku f =c—&+n, u F =c—E&+n—u(f+2n). HacraBak mokasa 6uhe nmonemen
y HEKOJWKO KOPakKa.

Fopax 1: F7'((—o00,c+¢]) = f1((—o0,c+¢|) = M+
Ilora3: Aro je &+ 2n > 2¢ oupma je F' = f; a ako je £ 4+ 2n < 2¢ onma je
f:c—£+n<c+%£+n<c+s. Cnennm:
C: Arko z € F7!((—o0,c+¢]) onma u z € f~((—o0,c +¢€]);
D: Arko x € f7((—o0,c+¢]) omma f(z) <c+e mawm F+pll+2n) <c+e,
Tj. F<c+e—ull+2n) <c+e, jepjeu=0.

FKopax 2: Kputuune tauke 3a f u F' ce mokgamnajy.
Hoka3: Ilocmarpajmo camo Ha ckymy {£ + 2n < 2¢}, jep ce Ty pasiukyjy
¢yurmuje f m F. Ha oBoMm crymy p je jemnna KpuTudyHa Tadvka GyHKUUje f.

Hame je
oF ol
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oF | on
on on

[Tomro je dF = %—?dﬁ + g—idn ciaemu dF je HyJsla KOBEKTOP akKO W CaMO aKO Cy

1-0=1.

d¢ n dn myna xkoBexkTopu. df = g—;ldyl + ...+ ;Tidy,\ = 2uy1dyy + ... + 2y\dyy
3uaun, d je HyJa KOBEKTOD CaMO y TAYKK p U CIUYHO d1), ma je p jeauHa
KpUTUYHA Tayka 3a F.

Fopax 3: F~([c — ¢,c+ €]) mema HU jenHy KpUTUUHY Tauky QyHEmAje F.
Iokaz: Axo je x € F ' ([c—¢e,c+¢]) 1j, c—e < F(z) < ¢+ ¢ onna je na
ocuoBy mpBor kopaka f(x) < c+eu f = F 4+ ul+2n) > c— ¢, jep je
p = 0. Buaun, F([c —e,c+¢]) C fHc—¢,c+¢]), na je jemuna moryha
kputnuHa tadka p. Auu, F(p) = f(p) — n(0) < ¢ — €, ma p He mpunana CKyIy
FY[c—¢,c+¢]).

Fopax 4: F~'((—o0,c — €]) je nepopmanuonu perpart om MHe.

Hoxra3z: F je rinatka ¢ymrmmja na je F~'([c — ¢, ¢+ €|) 3aTBopen. IlomTo je
caap:kan y komnakty f'([c—¢e,c+¢]) onma je u cam kommakTan. Ha ocHOBY
TPETXOMHOT KOpaKa HeMa KPUTUYHUX TavyaKa, I1a je Ha OCHOBY Teopeme 1.2.1.
F~'((—o0,c — €]) mepopmanuonu perpart on F~((—oo,c+¢]) = M.

Ozmaummo ckyn F~'((—oo,c—¢]) ca M *UH, rue je H 3atBopeme ckyna
F7Y((—o0,c—¢])\M* . Ha caumu je ckyn H o3mauden crpenumnama, ckym M ¢
je cuse 6oje, a F~!([c —¢,c+€]) je Tauracr.

3
f=F=c+¢€

Cnura 1.6: Muorocrpykoct M y OKOJIUHU TadKe P

Kopax 5: ¢* C H.

Joka3: Axo g € e ouma £+ 2n < e < 2¢ ma &£

ae < 0. Suaun, F' omama my:k

KOOpIUHATHUX oca y', ...,y .

Hame, £(p) =n(p) =0, a {(q) > 0, ma cremn F(q) < F(p) = f(p) — p(0) <c—e.
U 36or f(q) =c—E&+n>c—e Basku ¢ € F~1(—o0,c—e]\Mc=.

FKopax 6: M ¢ Ue* je nepopmanuonu perpakt om MU H.
Hoxas: Ilepurunmmo npecaukapame 1 : MU H — MU e




Earacuwan npucmyn meopuju Mopca

Ha U :
(yla"'7y>\70a"'70)7 ggé\a
T(y1,--~,yn): (yla-~~7y/\730y/\+1a'~-730yn)a 5<€<77+5§
(ylv"'7yn)7 77+5<5
Bau U : r=1d,
npu uemy je s, =t + (1 — 1)/, s, €[0,1].

"
r|er = Id,s, ma je r perpaxrnuja.

Cana medunmmunmo h: [ x M *UH — M°*°UH na cienehu Haumn
Ha U :

(yh'"?yz\uty)\Jrla'"7tyn)7 £<87

h<t7y17"'ayn) = (ylw--7y>\75ty/\+17---75tyn>> €<€<TI+€7
(Y1, Yn), n+e <&
BaHn U :
h(t,y) =y.

Baxu: h(0,-) =ior; h(1,) = Id, u momro je Henpekuano, caemu na je h
xoMoTonuja, Tj. tor 2 Id u r je medhopmanmona perpaxnuja.

Haxrne, M ¢Ue* je nepopmarnmonn perpakr ox M cUH = F~!(—o0,c—¢]
Koju je medopmaruonu perpakT om M ma je M ° U e) nedpopmanmonn
perpakT om Mete, O

Teopema 1.2.3. Hera je f~'(c) = {p1,...,pr}, THE CY D1,...,Pr HEIJETEHED-
ucaHe KPUTUYHE Tauyke ca UHICKCUMA pPeloM Aj,..., Ay u [ ([c — &, ¢+ €])
KOMIIAKTAH CKyI KOJU HeMa APYTUX KpUTWYHUX Tadaka.Tama je M xomo-
TomHO ca M S UeMU...UeM .

Jloxasz: Vunaykrmujom mo OpOjy KPUTUUHUX Tadaka, Kao MPETXOMAHA TeO-
pema. 0

Hamomena 1.2.2. Cnuuno ce noka3yje na je M¢ xoMOoTOmHO ca
MeeueMu... uet.

[Ipe HErO mMTO MOKAKEMO Ma C€ XOMOTOIICKM TUII MHOTOCTPYKOCTU y TOT-
IYHOCTU MOKe OoJpenuTu nmoMohy KpurmyHux Ttadvaka MopcoBe ¢yHENUje
brhe nokazaHe moMohHe seMe.

Jlema 1.2.1. Ako npecaukaBame F mMa JIeBU XOMOTOIHU MHBEP3 L M mecHU
XOMOTOTIHU WHBep3 R, onga je F' XOMOTOIHA €KBUBAJIEHIIN]ja U HETOB XOMO-
TonHN nHBEP3 je L (mun R).

SeM .. eM cy henuje mumensuja, peooM, Ai,...,\;, Ydje TPAHUIE TPUTATA]Y
CRymmy M°~=.

22
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Zoxasz: Aro je FoR<=1d ouna je Lo FoR<= L u ako je Lo F' = 1d ouna
u LoFoR=R. XOMOTOIIHOCT je TPAH3UTUBHO CBOjCTBO ma je L v R. Ilame
je LoF <= RoF u36or LoF <1d cnemqu Ro ' = Id. 3uauu, R je u sneBu
xomoromau naBep3. CangHo ce mora3yje 3a L. 0

Jlema 1.2.2. Hexka cy ¢y, @1 :¢* — X XOMOTONHa TpecauKaBama (Qg 2 o).
Tana mocToju XOMOTONHA €KBUBAJICHIIN]A

kXU, et — XU, e
rako na je k|y =Idy .
Hoxas: Iepuanmumo k ca
k(x) =z, € X

DN

k(tu) =2tu, 0<t< -, uceé

1
2
1
k(tu) = H(2 — 2t,u), gSt<lue é.
rae je H(t,u) xomoronuja uameby po u p1 u TO
H(0,u) = ¢o(u) uw H(l,u) = p1(u).

ITpucermvo ce ma je X Uy, e = X Ue/pon ) meer, T)- ¢1(u) = u, y KommanmK
npocropy X U, e*, axo u € ¢V, ma je k mobpo medumucano . IlepuHUITIIMO
[: X U, e — XUy et ca

l(x)=2, v€X

1 'A
-, c
9 u (&

1
(tu) = H(2t — 1, u), gSislue e

[(tu) = 2tu, 0<t<

Heka je H : I x X Uy, e — X Uy, ¢* ne¢unncano ca

H(r,z) =z, v € X

~ 1

H(r,tu) = tdtu+ (1 — 7)tu, 0 <t < 7 UE N

~ 1 1
H(r,tu) = TH(2 = 4t,u) + (1 = 7)tu, 7 <E< 3, u € é
~ 1

H(r,tu) =7H (2t — 1,u) + (1 — 7)tu, éétgl,ueé’\.

Tama je H(0,tu) = tu, H(1,tu) = k(I(tu)), ma je H xomoronmja u
k O l bt IdXUcple)\7

na k uMma mecHu XoMoTomHM mHBep3. CAMYHO ce ToKa3yje na mMa U JIeBU
XOMOTOIIHM MHBEP3, JAaJbe NOKa3 CJIeqU Ha OCHOBY IIPETXOOHE JIeMe. 0J
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Jlema 1.2.3. Heka je ¢ : ¢* — X nemmeme. CBaka XOMOTOITHA €KBUABAJICHIN]A
f: X =Y ce Moxe mIpommMpUTH IO XOMOTONHE ekBuBajernuje F': X U, e —
Y Ufmp €>‘.
Loxas: epuammmMo npeciaukaBame F' ca

F(z) = f(2), v € X

F(u) =u, uce
f je xomoTomHA eKBUBaJeHNUja, IIa MOCTOju ¢yHKIUja ¢ : Y — X Tako ma je
fogeldy ugof = 1Idx. [ame je u go fop 2 ¢, ma HA OCHOBY MPETXOIHE JIeMe

NOCTOjU XOMOTONHA ekBuBasteHnuja k : X Ugfo, €* — X U, *; nepunumenmo je
Ha MCTU HAYMH KA0 y IPETXOIHO] JIEMU:

k(x) =z, € X

1
k(tu) = 2tu, Oétéﬁ,uéé)‘

1
k(tu) = H(2 — 2t,u), g St<lue e

npu yemy je H xomoronuja, H(0,u) =go fop(u) u H(l,u) = ¢(u). depuun-
muMo npeciaukaBame G 1Y Ugq, er = X Ugo fop et ca
G(z) =g(x), reX
G(u) =u, u€ e
Fopax 1: ko G je meBu XOMOTOIIHU UHBEP3 3a F.
Iora3: Heka je h : I x X — Y xomoronuja uzmeby go f u lx. IHarne,
H(t,u) = h(t, p(u)). Hepuanmumo npecaurasame q: [ X X Uy, e* — X U, e ca
q(t,x) = h(r,z), =€ X,

14+7 )
,u € e

tu, 0 <t <

2
t =
147

2

q je xomoronuja, na je ko Go F v Idy ., Tj. F uma neBu XOMOTOTHU
)
naBep3 ko G.

q(7,tu) = h(2 — 2t + 7, p(u)), <t< 1, ueet

FKopax 2: koG je mecHn xoMOTONHU MHBEP3 3a F.
Ilokas: Amamoruo moka3y 3a F' moka3syje ce ma G mMa J€BU XOMOTOITHU WH-
Bep3. [lamwe, Ha OCHOBY koGoF = Idxy . 3Haun na je Gol' mecHM XOMOTOIHM
uaBep3 3a k. [Tomro je k xomoromna exkBuBajiennuja G o F' je u jgeBU XOMO-
TonHu MHBEP3 32 k, Tj. G o Fok = Idxy . Camuno, G o F ok = Idyy e
3Haum na je F ok mecun xomoronnu uuBep3 3a (. llomro G uma neBu xo-
MOTOIIHU UHBEP3, HA OCHOBY JieMe 2.1 F ok je u jieBU XOMOTOIIHU WUHBEP3 Tj.
FokoG=ldyy,e, 1Tj. koG je necam xomoronnu nuseps 3a [\ 0
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Teopema 1.2.4. Heka je M komMmakTHa MHOTOCTPYKOCT 0Oe3 rpanume u [ :
M — R Mopcosa ¢ysrmuja. Tana je M xomotonckor tuna CW kommiekca
TAKO Ja 3a CBaKy KPUTUUYHY TAUKy MHAEKCA A\ MOCTOjU TAYHO jedHa hesmja
e} numensuje \ m Hema apyrux hesnuja.

Zloxasz: Ha ocunoBy mocaenuiie 1.1.2. 6poj KpUTUUHUX TayaKa je KOHAYAH,
na u Opoj KpuTwuHUX BpemnHoctu. Hera cy 1o ¢ < -+ < ¢p,. Iomro je M
KOMIIAKTHA U [ HEMPeKuIHa OHAa [ MOCTU:KE MUHUMYM U MaKCUMyM; Y EbAMA
jedf =0, ma je ¢, =min f u ¢,, = max f u Basku M = f~1(c;) u M = M.
Teopema he Obutu mokaszaHa MHIYKIWjOM, TH€ je MHAYKTUBHU KOPaK

I(k): cx—1 <a<cg, M® je Tuma CW rommiekca.

I1): a<c¢, M*=0 na je CW roMmiexc.
[pernocraBumo xa je tauno I(k —1) Tj. 3a ¢ < a' < ¢, M? je Tuma CW
KOMIIJIEKCA. SHAUM Ia IIOCTOjM XOMOTOIICKA eKkBuBajeHnuja b : M® — K, rme
je K CW xommuekc.
Hoxaxxumo (k) : 3a d < ¢, < a < ¢y Tpeba nokazarn na je M tuma CW
KOMILJIEKCA.
Youumo € >0 tako na a' < ¢, —e<cp < cp+e<a< Cpy
FY[ex + €,a]) je 3aTBOpPEH y KommakTy M Ta je KOMIAKTaH U MOIITO HEMa
KPUTHUYHUX Tadyaka, Ha OCHOBY Teopeme 1.2.1. M je mudpeomopdan ca M?.
Buauu ako je M tuna CW wommiekca onga je u M®. Hame, f~1([d, cr—e])
je xommakraH, 6€3 KPUTUYHUX TAaYaKa Ia je MY mudpeomopduo ca M*~¢ 1j.
nocrtoju gudpeoMopdusaM, KOjU je caMUM THUM U XOMOTOIIHA €KBUBAJICHIW]A,
h:M%* — M. Heka je f~'(ck) = {p1,..., i}, P1,..., | KPUTUUIHE TaUKe Ca
MHICKCUMA Aq, ..., A Tazna je Mt xomoronno ca M~ U, eMuU. .. U, eM
npu ueMy cy ;i €N — M%TE j = 1,1 nemmema. Hame, W' oh: M* % — K
je XOMOTOIICKA €KBUBAJICHIM]ja U MOKE C€ MPOILYKUTU IO

H:M% U, e U. .. Uy e — K Upohop, € U Upiohoy, €
[Tomto je K Upohop, eMU ... Unh’ohog, eM CW komiekc, omma u M ¢ Ug, eM U
..Uy, €M nva cryrrypy CW rommninexca. Caemu, M+ uma crpykrypy CW
KoMJIekca ma u M®.
Kounauno, M* uma crpykrypy CW komiuekca 3a cBako a € [c1,Cp], Ta U 3a
Cm_1 < @ < Cp. IlomTo je M = M*UeM U...Ue* orma u M = M numa
crpyrrypy CW rommiexkca. U

Ilocaemuna 1.2.3. KomnakTHa, TiiaTka, KOHAYHO IMMEH3MOHA MHOTOCTPYKOCT
6e3 rpanune je xomoronckor tuna CW romiekca.

Zloxas: Ha ocuoBy mocuenurne 1.1.3. ma M mocroju MopcoBa ¢yHEKIUja,
OaJjbe IPEeTXOMHA TeopPeMa. O
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Hamomena 1.2.3. Canyno ce moka3yje na je KOMIaKTHA, TJIATKA, KOHATHO I~
MEH3MOHA MHOTOCTPYKOCT ca rpaHurioM xomorornckor tuna CW-napa. Takobe,
U yCJIOB KOMIIAKTHOCTU C€ MOke ocuabury, noriaenatu [1].

IIpumep 1.2.1. Pynrnuja BucuHe Ha TOpycy je MopcoBa; uma 4 KpuTudHe

rauke ca mamekcuma 0,1,1 u 2. 3maum, Topyc je CW KoOMIIEKC cacTaB/beH

on yetupu henuje €% el el u e

1.3 Mopcose mejemaakocTu

Heka je X CW rommiekc mumensuje n u X k-crejeToH, Tj. cKym hemuja
numensuje Hajpume k. 3Haun X, = X, a ca X_; o3HavaBahemo mpa3an cryi.
Y macrtaBKy heMmoO mpeTHOCTABUTH Aa CY CBE XOMOJIOIIKE I'DyIe ca Koe(uiu-
jeHTMMa y mpom3BOJbHOM mosby F u kopuctuhemo crenehe mojmose:
Lemujee b6poj

Br(Xi, Xio1) = dim Hi (X5, X;-1).

Ojaeposa Kapaxmepucmura

X(Xi, Xio1) = Z(—l)kﬁk(Xi,Xi—l)-

k=0

Y ommrTeM ciiydajy 3a OyT TadaH HU3 XOMOMODP(U3aMa ¢; U BEKTOPCKUX IPOC-
Topa Gj:

Jk+1 9k Jk—1 90
e Gk—>Gk_1 — —>G0—>O

Baskn Ker(g;) = Im(g;4+1), a Ha OCHOBY TeopeMe O XOMOMOD(U3MUMA BAXKHU Aa
je G/ Ker(g;) = Im(g;). 3aTo je

dim G; = rang(g;+1) + rang(g;). (1.3.1)
Hame,

rang(gr41) = dim Gy, — rang(gx)
=dim Gy, — (dim Gy_1 — rang(gx_1))
=dim Gy — dim Gy + dim Gy, — rang(gx—2) (1.3.2)

:dlmGk —dlmGk_l + ... :|:G0
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Axo je AC B C C onma mocTtoju Oyru TavaH HU3:
SV H(BLA) B H(O,A) 2 H(C,B) —
Cana npumenumo (1.3.1) ma cienn:
dim Hy(C, A) = rang(i.) + rang(7J.).

Panr veRIy3UWje jeqHak je QIUMEH3UjU NOMEHA, a PAHI CBAKOT IPECINKABAHA
je majBume muMensuja komomena. 3aro je dim Hy(C,A) < dim Hy(B,A) +
dim Hy(C, B), na Basu

[Ipumenumo mperxomHo Kom ckesneroHa Xi o C X 1 C X, CW-roMmmiaekca
X:
Bie( X, Xp—2) < Br( X, Xi1) + Bre(Xp—1, Xp—2)

Nunyknujom mona3mmo 1o

CrauuHo, BaKu U

X(X) = ZX(Xiin—l)-
=0
Hy(Xk, Xi—1) je cnobomua abesoBa rpyma Koja uMa HO jeJaH TEHEPATOD
3a cBaky heanjy mumensuje k u H;(Xy, Xj—1) = 0, aro je j # k. 3maun,
dim Hy (X, Xx_1) je 6poj henuja numensuje k u

dim Hj( Xy, Xg-1) = Bi( Xg, Xpm1) =0, j# k.

N3 mperxonuor maparpa@da 3HaMO Ja je CBaka KOMIIAKTHA I'JIaTKa, KOHAUH-
omumMensnona muorocrpykoct M tuma C'W kommuaerca. Ca M, o3maumhemo
meH k-CKeJeToH.
Bpoj kxputuunmx tavaka uHaekca k, mpou3BosbHEe MopcoBe QyHKIUje HA O]
osmaumumo ca (C}.

Teopema 1.3.1. Heka je M mpou3BoOJ/bHA KOMIAKTHA I'IATKA MHOTOCTPYKOCT.

Tana Baxu
Bu(M) < Cr, k=1,n
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Jloxas: Ha ocuoBy Teopeme 1.2.4. 06poj heauja mumensuje k je Opoj
KPUTUYHUX Tadvyaka WHIAEKCA k, a BasKU:
dim Hk(Mank—l) = Ok

n

Bato je Bp(M) < Be(Mi, Miy) = Bi(My, My_1) = Cy. Hame,

=0
O ) = L0 = § 2 SN
Ti.
3ato je x(M ZX My, My_y) = - (—1)*C. -
k=0 k=0

Bpatumo ce moHOBO Ha ayru TavyaH HU3
U H(B,A) B HL(C,A) B H(C,B) —
Ha ocuosy (1.3.2.) je
rang Oy = dim Hy(B, A) — dim Hi(C, A) + dim H,(C, B) —

Tj.

rang Oy1 = Bi(B, A) — Bi(C, A) + Bx(C, B) —
Y BeoguMo O3HAKe:

xi(C, B) = Bu(C, B) = By 1(C, B) + ... % 3o(C, B)

Xk(C) = Br(C) = Br—1(C) + ... £ Go(C)

JemHocTaBHUM padyHOM 3aKJLYUyjeMO
rang 1 = Xk(C, B) + xk(B, A) — xx(C, A).
[TomTo je panr CBAKOr MPeCIUKABAHA HEHETATUBAH CJIEAU
Xk (C, A) < xi(C, B) + xi(B, A).
AKO mpUMEHNMO CBe OBO Ha CKeJIeTOHE IOOujaMo
X ( Xy Xi—2) < X ( Xk, Xe—1) + X6 (Xi1, Xi—2).

Munyrnujom cienu

k
Xk(X) < ZXk(XiaXi—l)
i=0
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Teopema 1.3.2. Heka cy ycaoBu Kao W y OpeTXONHO] Teopemu. Tana 3a
cBako k = 1,n Baxknu

Br(M) = Bra(M) + ... £ Bo(M) < C, = Cp1 + ... £ Cp.
Jloxas: Ha ocHOBY mepunumnmje i je

Xe(M) = Br(M) — Br—a(M) + ... £ Go(M)

Kao 1 Bi(Mi, Mi_y), k NuU{0}
o 7 I3 i—1)» _Z = 2 U O 7
X (M, Mi—y) = { —Bi(M;, M;—1) k—ie€2N—1,
Tj.
[ Ci, k—ie2NU{0};
X (M, Mi—q) = { ~C; k—i€2N-1.
k
[Tomro je xi(M) < ZXi(MiaMi—l) KOHA'HO je:
i=0

Br(M) — Br_1(M) 4+ ... £ 6o(M) < Cy, — Cr—1 + ... £ Ch.

OBe HejenuarkocTm cy mo3Hare kao Mopcose Hejemnakoctu. Ome mpen-
CTaBJbajy Be3dy m3Mehy aHAIUTUUKOr IOjMa KPUTUYHE TadyKe U TOIOJIOTHje
MHOT'OCTPYKOCTH.
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I'VJIABA 2

MopcoBa xomoJioruja,

¢ epEeHIjaTHO-TOIIOJIOMIKY IIPUCTYII

2.1 Cradbuasa u HecTabUIIHA MHOTOCTPYKOCT KDUTHUYHE TauKe

Heka je M wommakTHa raartka muHOrocrpykoct m f : M — R Mopcosa
¢yurnuja. Pememe nudepennujaane jerHauynHe

o) = ~Vi(0u(x), 60 =1d (2.1.1)

je jemmomapamerapcka ¢amuinja audpeomopduzama ¢ 1 M — M, t € R
FeHEePUCaHa BEKTOPCKUM MOJbeM —V f KOjy HA3UBAMO HEZamueHU 2paiujermmi
mox. (Ilpumerumo na je damMmnmja mnedpuHUCAHA HA IEJI0] PEATHO] HPABO]
3aTO IITO jé MHOTOCTPYKOCT M KOMIAKTHA, A BEKTOPCKO mome —V f mma
KOMITaKTaH Hocad.) Kao mro cmo Bumenu y raasu 1 oBa damunmja octBapyje
madeomoppusam usmeby M? u M¢, kama M°\ M® HeMa KpUTUYHUX Tadaka.
[TomTo je

d d )
T (¢1()) = Vf(ﬁﬁt(x))a@(l’) = —|Vf(:e(x))|" <0

3HAUM Aa [ omaza AYiE ¢y, Tj. ¢ ,cmymTa’ Tauke ca M’ ma MO
Hepuuumumo kpusy v : R — M ca y(t) = ¢4(x), rme je © purkcupana pery-
JapHa Tayka. JHAUYMW OBa KPUWBA je IPaadjeHTHA TPajeKTopuja, Tj. pelreme
mudepeHnujaite jeHaAYNHE
dy

D o Vfon A(0) =a (2.12)

KOja IIoMepa TadKy &, TadyHuje ,.cruymra’ je.
) 2
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A b
A S—

ddy — _vf

dt

iV

Cmuxka 2.1: Hudeomopdusam maorocrpykoct M u MP

Onumumo jorn mTa ce memaBa akO je T KPUTUYHA TadKa. Y TOM CIyYajy
pemene jennaunse (2.1.2) je kpusa y(t) = ¢y(x), anu u kpusa y(t) = , wro je
HeMOor'yhe Ha OCHOBY TeopeMe O €r3UCTEHNU)V U jeAMHCTBEHOCTHU AU(PepeH-
nujagHux jemHauvmba. Jlakige, 3ak/pydak je ma HEKOHCTAHTHA T'PadvjeHTHA
TpajeKTopuja He IPoja3u KPO3 KPUTUUHY TAaUKy, ajld Bayku cienehe:

Jlema 2.1.1. CBaka rpaaujeHTHa TPAajeKTOpUja MOUMEE W 3aBpIIaBa ce y
KPUTUYHO] TAYKU.

P

Cnuka 2.2: I'pamujenTHa Tpajerkropuja

Jlokxas: Tpeba mokazatu na ako je KpuBa 7 pememe jenHauumse (2.1.1.)
OHZIa TTOCTOj€ KPUTUUHE Tauke p U ¢ QyHKIUje f Tako ma je

Heka je t,, mpousBo/man vu3 takas ga lim t, = —oo. [lomro je M roMmaxkTHA
n—-+00

3HAauM na Hu3 7y(f,) MMa KOHBEPreHTAH IOAHU3, O3HAYMMO ra ucto ca 7(t,),

Tj. mocToju Tavka p € M TakBa ma liI_iI_l ¥(tn) = p.

Heka je h = f o~ u € > 0 nmpousBosmsuo. Ha ocuoBy JlarpamxkeBe Teopeme je

h(t, +¢€) — h(t,) = eh/(c,); tn < ¢, < t, +¢&. Ilomro mocroju lirf v(tn), a f je

HEIPEKUIHA OHIA je lil}rl h(t,+¢e)—h(t,) =0 na je lir}ra h'(c,) = 0 u komauno
lim h'(t,) = 0. Hame, ' = df%2 = —||[Vf(7)| ma je Jim Vf(y(t)) = 0, 7.

n—-+o0o
Vf(p) - 0 SHa‘II/I P jeCTe KpUTU4YHa Ta4vKa. ,HaK.TIe, CBaKM IIOJHUM3 HU3a tn
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KOHBeprupa Ka Hekoj KpuTuyHoj Tauku. llomro je ¢ymrmmja [ Mopcosa,

OHIA CY KPUTWUYHE TAaUvKe M30JI0BaHE, Ta CBU MOJHU30BU KOHBEPTUPA]Y Ka

ncroj Tauku, nakiae lim (t) = p. Ciuynao ce moka3yje 3a q. O
t——00

Hanmomena 2.1.1. Butno je na je f MopcoBa, jep cy Taza KPpUTUYHE TauKe
M30JI0BaHe. Y CYNPOTHOM 3a pPa3juyuTe HU30BE S, — —o0 U Y(s,) 6u Mmorao
[a TEKU PA3IUUYUTAM KPUTUIHUM TAYKAMA.

Heka je p € M kputnuna Tauka u ¢, Gpamuanja koja 3amoomasa (2.1.1).
Tana mepuaumemo:

W(p) = {x € M| lim ¢,(x) = p}

W (p) = {z € M| lim ¢(x) = p}

HeCmabusny u cmabuany muozocmpyrocm mavxe p. OHe 3aIpaBO IpEACTABIbA-
JV CKyI CBUX I'DaJANjEHTHUX TPajeKTOpHUja KOje M3BUPY Y TAUKU p, Y CIAyUa]y
W"(p), omHocHO yBUpPY y Tauky p, y cayuajy W?(p). Ilokazahemo ma cy
OHE 3aMCTa MHOTOCTPYKOCTHU, a Aa Cy IOAMHOTOCTpykocTu' om M, Moxe ce

npouuTaty y nonartky 4.7.

Ha ocmoBy MopcoBe neme moctoju okojuna U Tauke p U KOOPIAUHATHU
cucreM (z1,...,%,) Tako ga je zj(p) =0, j=1,nu

flay, . m)=fp) =2 = =+ zpt @
rae je k MHIEeKC KpUTUYHE TadvKe p. Y TOj OKOJUHU je U
Vi(xy,...,zn) = (=221, .., =22k, 2% 41, - - -, 22y,

rie je rpaadjeHT y OMHOCY Ha PuMmaHOBY MeTPUKY KOja je 3amara cTaHIap-
MHUM eyKJIUACKAM CKaJapHUM mpousBogoM v R™ 2. Axo u pememe jerHaunHe
(2.1.1) uspa3umo y JIOKAJHUM KODIUHATAMA, Tj

Or(z) = (x1(2), ..., xn(t)),

loackyn N € M je mOOMHOTOCTPYKOCT aKO IOCTOjU yJjarame i: N — M.
To je mpecnukaBame koje je 1-1, xomeoMopdu3aM Ha CIUKY U UMep3uja, Tj.
mudepeHnrjal je NHjeKTUBaH Y CBAKO] TAUKU.

2Ako je PumanoBa MeTpuKa 3a1aTa MATPUIOM g = g;; OHIA je JOKaJHa (Pop-
MyJia 3a rpagujest Vf =3, . 9ij 9L 52 Kopumhemewm raarke GpyHKIUje Koja je
jemnaka 1 y maJjoj okosmHM KputudyHe Tadvke u () BaH mMaJjo Behe okoguue ,
MOKEMO MOIM(PUKOBATU METPUKY ¢, TAKO Oa Ce OHA IOKJIala ca CTaHIAPI-
HOM €YKJIUACKOM. 3HAUU, 38 CBAKy PUMaHOBY MHOTOCTPYKOCT HOCTOjU KapTa
OKO KpUTHUYHE TauKke y KOjOj TpaaujeHT uMma ook Vf =Y. 2L 0 Tlornenarn

i Ozt Ozt "
[15].

32
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ciiean

() (t), ..., 2 (8) = —(—221(t), ..., =221 (t), 221 (2), . . ., 22, (1)).
Pemapamem oBuX jemHavmHa M HA OCHOBY MOYETHOT ycjaoBa ¢g = Id ciemu

2t7 o _2t).

Gu(x1, .. ) = (w16™, L o™ mppae L e

Cana je tlim Or(z1, ..., x,) = (0,...,0) (TO Ccy JNOKaJHE KOOPIAMHATE TAUKE ])
——00

aKO M CaMO aKO jeé Ty1 = ... = &, = 0. 3HaUmM y JOKAJHUM KOOpIWHATAMA je
W p) ={xk41=... =2, =0}

U CIMYHO Ce TOKa3yje
We(p) ={x1=... =z, =0},

na cy W4 p)NU u W*(p) N U MHOTOCTPYKOCTH, (XUIMEpPABHU) AUMEH3U]A,
pemom k u n — k. Baxku u Bumre:

Teopema 2.1.1. W*(p) u W*(p) cy MHOrOCTPYKOCTH, YMME OIMPABAABAMO HU-
XOBe Ha3UBe.

Jokas: Ioraxumo upso ma cy W%(p) u W#(p) crabuanm y omsocy Ha
rpamjentn T0K ¢y, Tj 12 je G(IWH(p) = WH(p) w (W) = W(p), 3
cBako t € R. Purcupamo ty € R. Heka je x € W¥(p) npoussoman. Ilomro je
o1, mapeomopduzam, nakie u HA, orna mocroju y € M Tako na je © = ¢4, (y).
[Morasxkumo na y € W#(p), 1j. na je tEeroo ¢i(y) = p. Bakn

lim ¢i(z) = lm ¢u(Pr(y) = Um dr(y)) = Lm or(y).

t—+4o0

C mpyre crpane nomro z € W¥(p) ouna je tE+moo ¢(x) =p mamn tEELIlOO Di(y) =
p. Harne y € W¥(p), tj. W?(p) C ¢, (W?*(p)). Cinuno Bau u W?(p)
G—t,(W*(p)), ma je ¢y, (W(p)) S ¢, (0t (W*(p))), Ti- ¢4 (W*(p)) € W*(p).

Hame, ounrsenuo p € W*(p) u mexra je (U,,¢,) KapTa OKO Tadke p MHO-
rocrpykoctu W?9(p) N U. Ako je z € W?(p) nmpousBosbHa Tauka, OHIA je
tiiinoo ¢i(z) = p, ma 3a JOBOJBLHO BeJUMKO ¢ mocToju okosmHa U, Tauyke T Tako

N

na je ¢:(U,) C U,. Ha ocuosy umsapujantaoctu je U, C ¢; ' (U,) € W*(p), a
©p 0 ¢ je rnarko, na je ca (U, ¢, © ¢) B06pO meduHICaHA KapTa OKO TadKe
x. CarjzacHOCT KapaTa je OuYurjegHa. O
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2.2 TpaHCBep3aJHOCT IpeceKa

Omnummmo npBo Thom—oBy mekommno3unujy muoroctpyroctu M. Heka je x €
M upownssosmua tauka. Kao mro cmo Beh Bumenu kpusa 7(t) = ¢(z) 3am0-
BOJbaBa MU(PEPEHIU]AJIHY jeIHAUUHY:

dry

— =—-Vfo 0) ==

Iakne, v je rpaaujeHTHa TpajeKTopHuja, ma Ha OCHOBY Jyeme 2.1.1. mouumme
y HEKO] KPUTUUYHO] Tauku p, 3Haun x € W¥(p.) Ionazumo no 3akbydra ma ce
MHOTOCTPYKOCT M MO:ke mpencTaBUTU Y OOJIMKY AWCjyHKTHE NEKOMIIO3UIIN]E:

M= ) Wp).

peCrit f

ITpumep 2.2.1. Y raaBu 1 cmo Bumenm na je QyHKIMja BUCWHE HA TOPYCY
MopcoBa. PemaBameM nudepeHIUjalHNX je THAUNHA TOJIA3UMO OO 3aKJbY YK
na je mecrabumaa muHOrocrpykroct W¥(D) camo tauka D, Hecrabuina MHO-
roctpykroct W*(C) kpysuuna kpo3 C' u D, anu 6e3 rauke D, (bsinu,0, —a —
beosu),u € (0,27), n Hecrabuaua muOrocrpykoct W4 (B) kpy:kHnna kpo3 B
u C, (0,(a —b)cosv, (a — b)sinv),v € [0,27], amu 6e3 Tauke C. Caka apyra
Tayka Topyca npunana WY(A).

Cnura 2.3: Hecrabumne MHOTOCTPYKOCTH HA TOPYCY

3aTo ce TOPyC MOKe HANMUCATU Y OOJWKY IUC]yHKTHE YHUje:
T = W(A) UW™(B)UW*C)UW*(D).

ToMoBa mexkommo3uiuja je XOMOTOIICKM €KBUBAJIEHTHA NEJINjCKOj TEKOM-
no3unuju MHOrocTpykoctu M, objammenoj y raasu 1. [Ipobaem je mrTo ona
He 3amaje yBex Ha M crpyrrypy CW — Kommiekca, HIP. y caydajy QpyHKOuje
BUCUHE Ha TOpycy, mpumep 2.2.1. Smale je OTKpUO HEONMXOMAaH YCJIOB Ha Ou
1O Baskuao. To je 13B. Morse—Smale—0B yca0B TpaHCBEP3AJIHOCTU U IJIACH:

W (p) h W*(q),3a cBake nBE KPUTUUYHE TAUKe P U (.

34
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dyurnujy f rama mazuBamo Morse — Smale—oBa ¢yurnuja. OBaj ce yciaoB
Mo:ke 00e3bemuTu 3a CKOpo cBaky PumanoBy merpury Ha M. Iloka3 oBor
tBphema ce moxke Hahim y [4] u 3acHuBa ce HA MOLepHUM TexHUKaMa Floer—oBe
XOMOJIOTH]J€.

IIpernocraBumo na je ¢ymrumja f Morse — Smale—oBa. Iledpunnmmmo
CKyTI

M(p,q) = W*"(p) h W*(q).

Suaun, M(p,q) je CKyl CBUX IpaujeHTHUX JUHUja KOje HOUUBbY y TAUKU P U
3aBpmasajy ce y tauku q. Ha ocuoBy sneme 4.3.3. 3armyuyjemo na je M(p,q)
MHOTOCTPYKOCT AUMEH3Hje€:

dim(W*(p) h W?(q)) =dim W*(p) + dim W?(q) — n
= Ind(p) +n —Ind(q) — n
= Ind(p) — Ind(q).

ITpumep 2.2.2. Kao mTo cMmo Bugenu y npumepy 2.2.1. mocroju rpaiujeHTHa
auHuja on tauyke B mo Ttaurke (), aju MOIMTO OBE TAaUKe MMajy MCTU WHIEKC,
oHzma OM HA OCHOBY HpeTXOmHOr MHOrocTpykoct M(B,(C) buna muMensuje
HyJa, mTo je HeMoryhe. Jlakie, ¢pyHKIUja BucuHe Ha TOopycy Huje Morse —
Smale—oBa. IlocToju nmpom3Bo/sHO MaJjia HeprypoOamnuja oBe (GpyHKHUje, Koja
he outu Morse — Smale—oBa. Tana 6u rpaaujeHTHe JUHUjE W3TJenajae Kao
Ha CJIUIN.

Cunuka 2.4: Hectabuinne MHOrOCTPYKOCTH HA MOJIU(PUKOBAHOM TOPYCY

2.3 Mopcosa xomoJsoruja

[Tokaskumo mpBO ma ce MHOroctpykoct M(p,q) moxke opujentucaru. Ilper-
noctaBuMo na je M opujentabunna. IlpBo m3abepemo opujeHTanujy Ha
W"(p), koja 3aTum mHAYKyje opujeHtaunujy Ha W*(p), 3a cBaKy KpUTUYHY
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Taury p. lame, Ha OCHOBY TpPaHCBEP3aJHOCTU CTabOUIHE U HECTAOUIIHE MHO-
FOCTPYKOCTHU 3a CBaKy peryiaapHy Tauky T € R mocrojm kpatak TayaH HU3:

0 — TL(W"(p) N W*(q)) - T,W"(p) ® T,W*(q) > T,M — 0

npu vemy je i(u) = (u,—u) u j(v,w) = v+ w.

[Momro umamo opujenramujy uwa 1T, W"(p), T,W*(q) u ua T,M, oBaj HU3 WH-
nykyje opujenranujy u Ha M(p, q). 3a nerame nornenaru [4]. Yumenuna na
ce MHOrOCTPYKOCT M (p, ) MOske opujeHTucaT oMOryhiaBa na ce XOMOJIOruja
nedpuHUIe U ca koepunumjeHTrMa y Z (a TMMe My CBAKOM KOMYTATUBHOM
OpCTeny), a He caMo y Zs. Mnak oBue hie 360r je iHOCTaABHOCTU OUTU U3JI0KEH
MeTon 3a Zs.

Heka rpyna R nejcrByje Ha M(p,q) Ha caenehn nauwmn:
v(+) =, v(-+s), seR.

3HauYM NACHTUYUKYjEMO CBe KPUBE KOje MMa]jy UCTU Tpar. KOoJIuaHuIKY TpOoC-
TOp O3HaAYaBaMO Ca:

—~

M(p,q) = M(p,q)/R.

ITa bucmo onmcanu CTPYKTYPy TOT IPOCTOpa Ne(PUHUNINMO IPECINKABAHA
Eo: M(p,q) — M

v — 7(0).

p=[fokEy: M(p,q) =R
Hexka je a € (f(q), f(p)) perymapua BpemHOCT 3a ¢ U HEKa je
M*(p,q) = ¢ (a).

Tana je M®(p,q) momuuorocrpykoct on M(p, q) numensuje Ind(p) —Ind(q) — 1
u 3a cBe 7 € M(p,q) Baxku f(7(0)) = a. [IpecnuraBame

TR x M%p,q) — M(p,q)

(t,7() = (- +1)
OoCTBapyje IJIaTKO M CIOOOIHO NEjCTBO, Ia MHAYKYje audeoMoppu3aMm:

o~

M*(p,q) = M(p,q).

Ilakme M\(p, q) je muorocrpykoct mumensuje dim M(p,q) — 1. Osa wmHO-
FOCTPYKOCT je KJby4dHa 3a HedumHucame MopcoBe xomoioryje.
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Teopema 2.3.1. Axo je Ind(p) — Ind(q) = 1 onma je M\(p, ¢) KOMIAKTHA MHO-
rocTpykoct mumensuje 0, makijie KOHaYaH OpPOj Tadaka.

Ioka3 he Outu momemeH y HEKOJIMKO KOPaKa.

[e.9]

JIema 2.3.1. CBaku HU3 (Up)neny C M(p,q) uMma momuus u,, xoju Cp,

rupa ka rpamujeHtHoj Tpajexkropuju v € C*°(R, M), Tj.
CH(-R,R)

KOHBED-

U, [~ R,R) v|[-r,r), 3a cBaro k € N u cBako R > 0.

Zloxasz: Tlokazahemo na je mpou3BOJbaH HU3 U, PABHOCTEIEHO HEIIPEKUIAH
1 YHU(QOPMHO OPraHUYEH, IMTO HA OCHOBY Teopeme Arzela — Ascoli 3Haum ma
“Ma JIOKAJHO KOHBeprenTtaH nonams. llomro cy w, rpagujenTHe TpajeKkTopuje
BasKU

/ o ()2 = / (i, ~V f 0 un)dr < — / T G lun(m))dr = £) — fla).

o dr

Hame, aka je d PumanoBa merpuka na M onma je

d(un(t), un(s)) </ |0, (T)|dT < \/|t—s|1// |ty (7).

Ilpyra HejemrakocT y ¢popmynu je XenamepoBa. 3HauUM, 3a yHAIPED AaTO € >
0 6upamo ma [t—s| < (m)Q, na he 3a cBako n € N ouru d(u,(t), u,(s)) < ¢,
Tj. HU3 u, jecTe paBHOMepHO Henperunan. C apyre cTpaHe CKYI CBUX Up(t),
3a. cBe t € R u cBe n € N je orpanudes jep je caiIp:kaH y KOMIIAKTHO]
MHOTOCTpYKOCTH M, omakie cienn yHU(OPMHA OrpPaHUYEHOCT. AKO MCTO

IPUMEHUMO Ha CBe M3BOIE HU3a U, mobujamo C*° rouBepreumujy.]

Jlema 2.3.2. Heka je X : U — R" HenmpeknaHO BEKTOPCKO IOJbE Ne(PUHUCAHO
Ha okosmHM (0 € R Tako nma je 0 kpuTmuyHa Tauyka nosma X 3a KOjy je JuH-
eapusanuja DX (0) nemerenepucana u cumerpudsa. Tama noctoju € > 0 Tako
[a 3a CBAKO DeIIeHe

$=X(s), lim s(t)=0

t——+o0

nocroje koHcTanTa ¢ € RT u ¢y = ty(s) € R 3a roje Basmn:
t>to=|s(t)| < ce .
Lokas: [4].

JIema 2.3.3. Aro Hu3 (Uy)nen C M(p,q) rouBeprupa C;2 Ka I'DaanjeHTHO]

Tpajextopuju v € M(p,q), onna on kouseprupa u 'y H“? mopmu.
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Jokas: Tloka:kuMO TIPBO 1a HU3 U, YHUYOPMHO TEKU Ka P, OMHOCHO ¢, KA
t — Foo. IlIpernocraBuUMO CympoTHO, Tj. MOa MOCTOjU HU3 peaJHUX OpojeBa
t — +00 ¥ momHU3 u,, Tako na je d(q,un, (tx)) > . Heka je U okonnHa Tadke
q Taxo ma je yj(p) =0, j=1,nn

s yn) = F0) =y = = u” F oy ® -

[IpernmocraBumo na je U cagpskaHa y €— OKOJUHU Tauke ¢. Tana, 3a JOBOJBHO
BeJUKO t, u,(t) € U. OBO MOKEMO Ia 3aKJbYUYUMO U3 je IHAUMHA T'DAINjEHTHIX
TpajeKkTopuja y JOKAJHUM KOODIUHATAMa, Tj.

ﬂiZQUi,izl,...,k, UZ:—QUZ,Z:]{?—Fl,,?’L

[TomTo je 1tli1r+n U, (t) = q, y JIOKAJIHUM KOODIUHATAMA tlifrn (ui(t), ..., un(t)) =

0,...,0), cremn
w=0,i=1,....k, w=ce i=k+1,...,n,

rae je k MopcoB mHOEKC KpuTwuuyHe Tauke ¢. Jlakjie 3a JOBOJLHO BEJMKO
t je d(q,u,(t)) < e. Hobuim cMO KOHTPAIUKIM]y Ca IPETIOCTABKOM Ia je
d(q, un, (tx)) > €, marme u, =2 ¢, kaga t — +o0o. Ha ucty Haums ce nokasyje u
YHI(POPMHa KOHBEPTEHIja Ka P.

N3 Jleme 2.2.2. cnemm ma moctoju ty > 0 Tako ma je, y JIOKAJIHUM KOOD-
IUHATAMA y OKOJMHAMA P U ( :

|un(t)] < que_gp’qlt‘ )

3a |t| > ty u cBako n. Canma ma ocHoBy JlebGerose TeopeMe O IOMUHAHTHO]
rKoHBeprenmuju ciaemu H'?— xompeprennuja. ]

Jloxaz meopeme 2.2.1: Hera je (up)nen C M(p,q) nmponssoman mn3z. Ha
ocHOBY neme 2.2.1. oH mma momamu3 koju (. KOHBeprupa Ka I'DaIujeHT-
Hoj Tpajexkropuju v € C*(R, M). ITomro je f(q) < f(u,) < f(p) onma je m
f(q) < f(v) < f(p). lIpernocrasumo na je v(+o00) # ¢, nakae v € M(p,p1),
3a mexy kpurwmumy Tauxy p1 # p. Cremn f(q) < f(m) < f(v) < f(p) =
Ind(¢) < Ind(p1) < Ind(p), mro je Hemoryhe 3aro mto je Ind(p) — Ind(q) = 1.
3armyuyjemo v(+00) = ¢q. Ciuuno ce mokasyje u v(—oo) = p, na v € M(p,q).
Ilame HAa OCHOBY TpETXOIHE JeMe Cleu Ma TOJHU3 HU3a U, KOHBEprupa y

HOpMU 1pocTopa M(p, q), ma je M(p,q), a camum trm u M(p, ¢) KOMIAKTaH.
]

Hepuuumumvo Mopcos womnaexc. Hera je Crity(f) ckyn cBUX KpUTUYHUX
rauvaka ¢yurinuje f unnexca k u meka je Cy(f,Zy) cnobonua Abenosa rpyma
resepucana emementuma u3 Critg(f), a ca koedpummjerruma +1 u C_1(f) = 0.
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Cana nepunumemo rpaunndau ouepatop O : Cr(f, Zs) — Cr_1(f,Zs) upBO HaA
KPUTUYHUM TadKaMa, [a ra OPOLAY:KUMO JUHEAPHO

Kip)= Y, npa

q€Critg_1(f)

rae n(p, q) npencrasba 6poj Tavuaka MHOTOCTPYKOCTU M\(p, q), IO MOIyIy 2.
Ha ocuoBy mperxonue teopeme 0y je moOpo mepuHUCAH.

Teopema 2.3.2. 0,100, = 0.

Jloxas: Heka je p € Crity(f) npoussomua Tauka. Tana je

Oc1(0(p) = Oha( Y 1))

q€Crity_1(f)

= ) n(p.)0k-(q)

q€Critg_1(f)

- > > np.gnlgr)r.

q€Crity 1 (f) r€Critg—2(f)

n(p,q)n(q,r) npencraBma 6GPOj KPUBUX,IO MOLYIY 2, KOje HOUUKY y TAYKU
p ¥ 3aBpIIaBajy ce y Tadku I, aju mpoJjas3e Kpo3 Taury ¢. OBe kpuse ce
cacToje m3 IBe I'padrjeHTHE TPajeKTOpUje, ajlid caMe HUCY TPaijeHTHE Tpa-
jEeKTopuje, 3aTO MTO T'PANUjeHTHE TPajeKTOPUje He MPoJia3e KPO3 KPUTUIHE
Tauke, Jakje TO Cy U3JIOMJbeHe KpUBe. Y HUja CBUX OBUX KPUBHUX,38 CBE TAUKe
q € Critg_1(f), 3anpaBo npencrasma rpasuiy MHOrocrpykoctu M(p,r), Teo-
pema 3.4.1. OBa MHOTOCTPYKOCT je jeqHOIMMEH3MOHA, [1a HeHa TPDAHUIA NMa
napad O6poj Tavaka > , Tj. mo Momyny 2, Hyna. Jlakmae

> nlp.gnlgr) =0,

q€Crit_1(f)

[
Crnemu na je (C.(f),0) manyacTy KOMILIEKC, Ia MOsKkeMO qepurucatu MopcoBy
XOMOJIOTH]Y:

Hi(f) = ker(0r)/ Im(Og+1)-

3CBaka rjaTka, I[IOBe3aHa jeTHOOVMMEH3MOHAa MHOTOCTPYKOCT je nugeo-
MOpQHA KPY/KHUAIM S! M1 MHTEPBAJY peasiHuX OpojeBa, Jakjie HheHa IPaHUIa
M HeMa Tavaka WM uMma ase tauke. Jlokasz:[2] 3aro ciemm ma je cBaka
riIaTKa jeIHOOUMEH3MOHAa MHOTOCTPYKOCT IupeoMOp(GHa YHUJU KDPY-KHUIA
S' m mHTEepBaJa peaHUX OpojeBa, MakJIe mHeHa TPaHUIa WMa mapaH Opoj
Tayaka.
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IIpumep 2.3.1. Ako je ¢pyHEIUja BUCHHE HA TOPYCY Kao y mpumepy 2.2.2.
OHJA Ae(OUHUIIEMO JIAHYACTU KOMILJIEKC Topyca Ha ciaenehu maumu. Ha oc-
HOBY OpoOja KpUTUYHUX Tavyaka umamo AbesoBe rpyte:

Colf, 7)) = Ly, Ci(f, o) =Ly D Ly 1 Colf, Z%r) = Ly

Ca caumre 2.4. BUAMMO Oa 3a CBakKe IBE€ KPUTUUYHE TAUYKE YU CE WHIEKC
pa3iuKyje 3a jemaH, IOCTOjeé TAYHO ABE TpajeKkTopuje, Tj. HyJaa y Zs. 3aTO

BayKU:
0y = 0;
O (B) =n(B,D)D = 0,(C) =n(C,D)D = 0;
02(A) =n(A,B)B +n(A,C)C =0,
mna je

o ZQ: k = 072a
Hy(T) = { Do @ T, k= 1.

IIpumep 2.3.2. Hexka je f:S!' — R ¢pynrnuja Bucune Ha Kpy:xaumm. llakie,
3a ST C R?, je f(z,y) = y+1. Axo je p € S'\ N npoussosbHa Tauka, pa3JInduTa
O]l CEBEPHOT I0JIa, OHJA je JOKAJH! 3amnuc GpyHruuje f :
2
r)=/Jfo r)=—-+1,
Flo) = o w) =1+

rae je p : S'\NN — R crepeorpadcka npojeknuja u3 ceBepHor noia, o(x,y) =

i o l(z) = (xgil, i;:) Jlaibe Basku

of Az Of 41222
A u = .
dr  (z2+41)2 or? (224 1)3
Iaxrne, kputnuna tauka je S = ¢ 1(0) = (0,—1) u momro je 2%5(0) =4, 1o

je HemereHepucaHa KPUTUYHA Tauka upaekca 0. ¥Ysumajyhu rapry S'~\ S u
crepeorpadCky MPOJEeKNUjy U3 jY:KHOI IoJla JOOMjaMO M APYTY HenereHep-
ncany kputuuny tauyky N, mamekca 1, ma je ¢pyukmuja f Mopcosa u Baknu

Co(f, Zz) =7y m Cl(f, ZQ) = Zo.
I[TocmaTpajmo MopcoB naHUYacTyt KOMITJIEKC
0= C1(f,25) 2 Co(f, Za) 0.

Ha ocuoBy TomoBe mekoMmo3sunuje 3HAMO Oa je KPYKHUIA CAAPKAHA Y CKYIY
CBUX HECTAOUIHUX MHOTOCTPYKOCTH, 3HAUM Oa MOCTOje Oap aBe HEeraTWBHE
rpaaujerTae tpajekropuje ox tauke N mo S. To cy mgeBu u mecHU MOJTYyKpPY-
roBu. CBaka aApyra TpajekTopuja Ou Ouia HAMOTABAIE KPYKHUIE, OTHOCHO
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IOHOBHU IIPOJIa3aK KPO3 KPUTUYHE Tauke, mWTo je Hemoryhe, nakiae n(N,S) =
0, mau 0; = 0. [Tomrro je u 9y = 0, cnequ Ker 0y = Cy(f, Zs), Kerdy, = Cy(f, Zs)
u Imo; =Imdy = 0. Hakie

H()(Sl) = Z2 n Hl(Sl) = Zg

IIpumep 2.3.3. IlocmarpajMo cama riaaTKy 3aTBOpeHY KpuBy K y paBHUI
XOMEOMODP(HY KPYKHUIU U QYHKINU]y BUCUHE HA HOj.

B D

A

Caura 2.5: xpuBa K

YBonehu onrosapajyhe rapre nmokasyje ce na je oBa ¢pyuknuja Mopcosa
ca kpurnuanM taukama A, B,C u D, n uanekcuma Ind(A) = Ind(C) = 0 u
Ind(B) = Ind(D) = 1. Hake,

C()(f, Zg) = ZQ X ZQ u Ol(f, Zg) = ZQ X ZQ.

[TocToju camo jemna HeraTUBHA I'paavjeHTHA TpajeKkropuja on Tauke B mo A,
3aTO mTO OU CBaka Apyra mpoJa3uia Kpo3 kputuuny taury C uau D, mTo je
memoryhe. M cauyno, mocToju jenHa HeraTWBHA I'PaaAvjeHTHA TPajeKTOpHja
on tauke B mo C. Ilakne 0(B) = n(B,A)A +n(B,C)C = A+ C u cauuno
01(D) = A+ C. 3aro je 01(B+ D) = 0, na cnenu Kerdy = Zy, Im0; = Zs.
Kounauno,

HQ(K)gZQ n Hl(K)gZQ

CnuyHo ce mOKa3yje Ja CBaka 3aTBOPEHA KPUBA XOMEOMODPQHA KPYKHUALN
“Ma KCTe XOMOJIOIIKE I'pyIlle Kao Kpy:kHuUna. Baxkw m Bume, MopcoBa xo-
MOJIOTHja j€ TOHOJOIKAa WHBAPUjaHTA.



I'VIABA 3

MopcoBa XOMOJIOTHja, AaHAJIUTUUKA IIPUCTYII

OsBaj mpuctyn MopcoBoj Teopuju M3I0KEH je MOCTa KACHUjE, TEK OCaMIe-
ceTux rOMUWHA MPOILIOT Beka, 3axBasmyjyhu Witten—y u Floer—y.

Kao u mo canma, Heka je M KOMIaKTHa TJaTKa, KOHAYHOIUMEH3UOHA, MHO-
rocrpykoct, ¢yurmuja f : M — R Mopcosa, a p u ¢ meHe TpPOU3BOJLHE
kputnyse Taudke. [locmarpahemo mpocTop HeraTUBHUX I'DAIWjeHTHUX Tpa-
JeKTopuja, Koje IoOUYulmy y Tayk! P U 3aBPIIaBajy ce y TAyKU q :

d
M(p.g; f) = {7 : R = M | 2L = =V f 05,7(~00) = p,(+0) = q}.

Ilorazahemo na je M(p, ¢; f) riiaTka MEHOrOCTPYKOCT 38 CKOPO cBaky MopcoBy
(GYHKIM]y HA HAUMH KOJU C€ 3aTUM MOKE YOIIITUTU U MPEACTABIHA YBOI Y
draopoBy xomoaorujy.

3.1 Koucrpykumja maorocrpykoctu M

Hexka je

Cog(R, M) = {h € C*(R, M) | h(—00) = p, h(+00) = q}.
Ilakie, ng(@, M) je ckyn raaTkux m KOMHOakTHUX KpuBux. Jlame, ako je
(¢, R, ) BexTOpCKO paciojeme, Tj. & € Vec(R), mera je

HY2R, ) ={s:R—¢| /_Jroo |s(t)|” + [5(t)Pdt < oo}

Axo je ¢ : £ — R x R™ Tpusujanuzanuja, Tj ¢ T L(t) E>_{t} x R", orma mmamMo
U MHIYKOBAHO TpecaumkaBame ¢, : HYA(R,€) — H“(R,R") mepurucano ca
¢«(s) = ¢ o 5. JlepMHUIUMO PECTUKABAE

Hy? : Vece(R) — Ban
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H*(6) = ¢, (H(R,RY) = {6, (9) | g € H(R,R)}.

Homo je 70 g7 (g)(t) = ¢ w ¢7'(g) € HY(R,€), smasm na HLA(€) mpen-
craBma crym ceux H'? cedema paciojema § u He 3aBucH oJ u360pa TPUBH-
jamuzanuje. Iasme, nomrto je H'?(R,R") BanaxoB mpoCcTOp ¥ H-ETOBOM HOD-
MOM je MHAYyKOBaHa HOpMAa Ha HHIQ’Q({) oHIA je u Hﬂé’Q(f) Banaxos mpocTop.
Canma cse TOo mpumenmMO Ha paciojema (h*T'M, R,7) u (h*D,R,7'), mpn
gemy je h € C% (R, M) npoussomna kpusa, D C T'M oTBOpeH MOACKYT KOju
campxu cse Hyna sekrope, h*T'M = {(t,v) € RxTM | h(t) = 7(v)} u 7' :
h*TM — R npojekuuja wa npBy KoopmuHaty, Tj. 7' (t,v) =t . Iakie,
h*TM,h*D € Vec(R),
ma 3a cBe Kpuse h € Cgfq(ﬁ, M) Bau:

Hy?(h*D) = {s € H**(R,h*D) | 7’ 0 5 = Idg}.

TomTo je s(t) = (t,vn), 3waun ma je Hy”(h*D) ckyn csux H'“? BexTOpCHUX
moJba My:K Kpuse h.

Amamorro ce me¢urume mpeciukasame L3 : Vec(R) — Ban m Banaxosu
npoctopu Li(h*D) u Li(R*TM).

Ila/be, yBOOMMO €KCIOHEHIM]AJIHO IPECINKABAREC
expy, : Hy*(h*D) — C°(R, M)
ne(pUHUCAHO ca
CXPp, S(t) = €XDPp() S(t) = ’yvh(t) (1)7

rge je -y jemmHCTBeHa reome3mjcka kpuBa Ha M tako ma je v(0) = h(t) n
D |rmo= s(t) = vne)-
Axo je t = —o0, momro s € Hy’(h*D) onma je s(xoo) = 0. Hame je Yo, (0) =
h(—o0) =pm D |,_g= s(—00) = v, =0, Tj 7 = p, na Bakn

expy, s(—00) =7, (1) =p

n CJINYHO
eXPy, S<+OO> = 7”h(+oo)(1) =4q.

Hexa je B
'P;;g = {exp, s | s € Hy*(h*D),h € Cou(R, M)}

Ilakine, cBe KpuBe U3 73;;3 IOUMKY Y TAYKU p U 3aBpIIaBajy ce y TAUKA (.
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Teopema 3.1.1. P;:(? nMa CTPYKTypy DbanaxoBe MHOTOCTPYKOCTHU, IPU YEMY

je armac {exph(Uh),(exph)’l}hecooq@M), rae cy oxommue U, C Hp?(h*D) us-
oo (R,

abOpaHe Tako Ia exp, Ha muMa Oyne Oujexknuja. IIpm Tom Baku m

00 (7 1,2 0 (m
Con(R, M) C P CC, (R, M)
U TMOJCKYIIOBU Cy TYCTU y CBOM HAJCKYIy Yy OAroBapajyhoj TOmoJoTuju.
Jokas: [4].

Iedmuumnmja 3.1.1. Heka je B banaxoBa MHOIOCTYKOCT, F/ TONIOJIOMKY IPOC-
TOp, TmpeciukaBame 7 : F — B menperkumuo, HA u takso nma 7 '(r) uma
crpykTypy DamaxoBor mpocrtopa 3a cBako x € B . DBawaroso pacaojeme je
tpojka (E, B, 1) Tako ma nocroju pamuiauja Banaxosux npocropa {X;,i € I}
U paMuamMja TpecaumkaBama {¢;,1 € [} Tako ma je ¢; @ U; x X; — 7 YUj)
xomeoMopuzam 1 ¢; : X; — 7 '(z) msomopduzam, npu yemy je {U; | i € I}
nokpuBau MHOroctpykoctu B. Pavunujy {¢;,i € [} HazsuBamo mpusujan-
usayuja pacaojemwa, a Bamaxose mpocrope {X;,i € I} enaxna (nnmu pubpe)
paciojema. M cam mpocTtop F HazmBaMO paciiojeme.

Teopema 3.1.2.
LR (PyTM) = | J Li(y'TM)
vEP
je banaxoBo paciojeme HAI 73;;3. IIpu Tome cy Bnakna bBamaxoBu mpocTopu
LA2(W*TM), h e C%(R M), a TpuBHjanIu3anmje Cy mpecinKaBarmbha

VQ : exph(Uh) X L%(h*TM) — L]%(,P;”(?*TM) |7r*1(exph(Uh))a

rae je Vaexp, 1) n3BOJ BEKTOPCKOT nosba £ € U, y IpaBIy BEKTOPCKOT IIOJba
n € L& (h*TM). Cauuno,
HEPRZTM) = | HE (0 TM)

1,2
7€Pplq

je ranrenrHo Banaxoso pacmojeme man P2, 1j TP)2 = Hﬂé’Q(PI}ﬁ*TM).
Loxas: [4].
[IpumeTuMo ma je KoBapujanTHU U3Bon Vaexp, & : Li(W*TM) — Li(h*TM)
IpeCIMKaBame y BIIAKHY.

Teopema 3.1.3. Hera je X : M — T'M Berxropcko nosme C® rnarko u X (p) =
X(q) = 0. Tana ce npecankaBame

CoR,M)>y— 5+ XoyeCoR,+vTM)

»q
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MOJK€ IPOMYKUTH IO IJIATKOT ceuerma paciojema Lg(PyrTM) :
. plL2 2 (1,2%
I':Py— LR('Pp’q TM)

npu YeMy je
[(y) =9+ Xon.

Jloxasz: IlomTo je 73;’3 MHOT'OCTPYKOCT JIOBOJLHO je mokaszaTtu na je [
raaTko y kaptu. Heka je v € 73;”3 npom3BOJbHA KpuBa. Tama moctoje
¢yurmmja h € Cgff](@, M) u Bextopcko mome & € U, C Hp?(h*D), tako na
je (expy,(Up), (exp,)™!) xapra oko v u v = exp,&. Hera je Viexp, & usson
KpuBe exp;, { IO MPBOj KOOPAWHATH, HakjIe 10 GyHKIUju h 1 Heka je Vyexpy &
U3BOJ IO IPYTOj KOOPAWHATHU, Tj. MO BEKTOpCcKOM mosmy &. Tanma je ToranHum
U3BOJ KpUBE €Xp, £ :

P )
EexphgzVlexph§~h+V2eXth‘th

Nmajyhn y Buny u nokanany TpuBujaansanujy Vi exp, £ ogna I' mva nmokanany
penpesentanujy L. = (Voexp, &) ol oexp, u

Tyoe : Hy?(h*D) — L3(h*D)

0
[oe(§) = Vo exph(f’)_l(a expy, & + X (expy, §)).

3060r TOpme je THAKOCTU CJIEIU:

Toc(€) = Vi€ + Vagexp, (€)1 (Viexp, & - h+ X(exp,§)).

Hexka je g : R x h*D — h*T'M ne¢unucano ca,

g(t.£(1)) = Vaexp,,(§) " (Viexp, & - o+ X (exp, €))(t).

Iomro & € Hy”(h*D), orma &(£00) = 0. Ilame, exp,, £(—00) = p u exp,, £(+00) =
q, ma X (expy, €))(£00) = 0 u Vyexp, & - h(c0) = 0 ma je g(do0,0) = 0. Hokasyje
ce na je g rnatko, Vi€, g(+,&) € LA(h*D) u axo je Dyg usBom GyHEIMje g TIO
OpYyTroj KOOpAWHATH, Tj

Dag = Vaexp,(§)(9(t,£(1)))

ouna je Dyg(£00,0) y JOKAJHUM KOODAMHATAMA U3BOI BEKTOPCKOT MOJba X
y TAYKUA P OAHOCHO (. O
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ITocoemuma 3.1.1. Hera je f : M — R Mopcosa ¢yHEIUja, p 1 ¢ TIPON3BOJLHE
kputuuHe Tavke. Tana Vf MHOyKyje rIaTKO cedveme

F:Py2— Ly(PyTM)

ne(pUHUCAHO ca
F()=9+Vfon

umja je JOKaJHa pelepe3eHTanuja, 3a IPOU3BOJLHO h € C;,(;(R M) :

Fioe : Hy*(W*D) — Li(h*D)

Froc(€)(t) = Vi& + g(t, £(2))
rae je g : R x b*D — h*TM raarko, g(£00,0) =0 u

Dyg(—00,0) = H,f n Dyg(400,0) = H,f.
Canma nosa3umo 1o Bese mpeciaukasama J u mpoctopa rpajekropuja M(p, q; f) :

Teopema 3.1.4. Je3srpo mpeciukaBama JF UYMHE CBe TJIATKE KPUBE KOj€ CYy
pemema nudepeHnujaHe je THAYNHE

dry

%:—VfOV

7 337J0BOJbABAjy yciaoBe v(—oo) = p,v(+00) = ¢. Haxrie,

F7H0) = M(p, ¢ f).

3.2 ®penxosMoBa mpeciauKaBama
[TocmaTpajMo IpecauKaBame
F:C(R, End(R")) — L(H"*(R,R"), L*(R,R")),

F(A) = Fy: HY*(R,R") — L*(R,R")
ne(UHUCAHO Ca
(Fas)(t) = $(t) + A(t) - s(t).
[IpumeTnmo na je [ HempekumHO:
[(Fa = Fp)(s)ll2 = (/]R [(A() = B()(s(1))*dt)>

< 1A= Bllolisllo < [|A = Bllsollsl a2,
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JaKJe,
1Fa = Fplle < |4~ Bl

Hexra je A ckyn cBux npeciukasama A € CO(R, End(R")) tako na cy AT =
A(+o0) m A~ = A(—o0) caMoanjyHroBaHe, UHBEPTUOUIHE MATPUIE pera n.
Haxne, AT, A~ € GL(n,R) u

(A% f,g) = (f, A™g),

3a cse f,g € HY?(R,R"). U, mera je u(A*) Mopcos unmekc omeparopa AL,
Tj. 6POj CBUX HETATUBHUX COICTBEHUX BpeIHOCTH MaTpuie AT omxocHO A~.

Hedmuumnmja 3.2.1. $pedroamos onepamop je orpaHUUEHO, JUHEAPHO IIPEC-
nIukraBame baHaxoBUX MpoOCTOpa, KOME CYy Je3rpo U KOje3rpo KOHAYHO AUMEH-
3WMOHU, & CJIWKA je 3aTBOPEH CKyI. Ppedroamoso npecaukasamwe je GyHKIH]a
unju qudepennujan je PpenxoamoB omeparop. Ppedroamos undexc Ppen-
XOJMOBOT omeparopa F je meo 6poj

Ind(F) = dim Ker(F') — dim Coker(F).

dpenxonmos uugerc Ind : L(X,Y) — Z je HEOPEKUIHO NMPECIUKABAIE Y
OMHOCY Ha ONMEepPaTOPCKYy HOPMY, Ia TOBE3aHEe CKYNOBE CJWUKA Yy TOBE3aHE.
[Tomro y3uma BpemHocTu y Z, OH je KOHCTAHTAH HA MOBE3AaHUM CKYIOBUMA.

Teopema 3.2.1. 3a cBako A € A oneparop Fj je Ppenxommos.
3a moka3 he mam Tpebaru caeneha ema.

JIlema 3.2.1. Heka cy X,Y u Z Banaxosu mpocropu u F € L(X,Y), K €
K(Y,Z) (K je kommakran omeparop.) Ako mocroju ¢ > 0 Tako ma je

lzllx < cllFzlly + [|Kzl2), 3a cse z € X,

tana [ mvMa KOHAYHOIMMEH3MOHO j€3TPO M 3aTBOPEHY CIIUKY.

Loxas: [3].

Zoxasz meopeme 3.2.1. Heka je A € A npousBosan. Jla 6GucmMo npuMeHUIN
nperxonuy jemy Tpeba ma mabemo omrosapajyhm rommakran omepartop K.
Moske ce morazaru na, 3a cBako A € A Koje je KOHCTAHTHO TPECIUKABAE,
nocrtoju ¢ > (0 Tako ma je

18]l g2 < €| Fas||2,3a cBako s € HY*(R,R"),

3a merasse morienatu [4]. Iaswe, mokaskumo ma mocroje koncranre 1 > 0,
c(T) > 0 raro ma je

5]l g12 < e(T)||Fas||2,3a cako s € HY*(R,R"), s |=r,11= 0.
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[pencraBumo s ka0 s = sT+s~ npu uemy s, s € HY*(R,R™) u s~ |[_1,100)= 0
15T |(—oorj= 0. HHomro cy A~ m A" xoucranTHN OHA, 38 ¢ = max{c(A™),c(A7)}
BaKU

5|12 < || Faxs||p2,3a cako s € HY*(R,R™).

Iame, momro je A HemperumaH, 3a HOBOJLHO BeJuko € > 0 u T BawKuy :
|A™ — A(t)]| < e,3a cBe t < =T,
|AT — A(t)|| < e,3a cBe t > T,
mna je
1Fassllre < 1 Fas™ [z + | (Faz — Fa)s¥llze < [[Fas||z2 + ells¥]| 2.
Caenn,

Isllzrre =[5 l[mre +11s™ e < c(|Favs™|lre + [[Fa-s | 12)
S| Fasllzz + [|Fas™[[z2) + ce(lls™ [z + 15T [[m2)
=c||Fas||1z + ce||s™ ||z < c||Faslr2 + ce||s|| gre2.

|Fas||z2, Toe je € m3abpano tako ma je € < %, na ou

3aro je ||s|m2 < 52

HOpMa OwmJia MO3UTUBHA.
Hera je § € C*(R,[0,1]) ¢pynrmuja ceyema, Tako ma je

o, [t|=>T+1;
ﬁ(t)_{ o< u ((t) #0,3a cse |t| € (T, T+ 1).

Hakne (1 - 3)s |—r,= 0, ma Ha OCHOBY HPETXOIHOT CJeIn

[(1 = B)sllm> < E|Fa((1 = B)s)l 2.

Kopumhemem wejennaroctu |§ + 2As| > 0 u ||As]| < [|A]||s], ako je ¢ =
max(—r—1,7+1] |[A(t)||, morazyje ce

[ 0Pl <e [ s+ AwsoF + s

Tj.
85|z < e([[Ea(Bs)||z + (|85l 22)-

Hame,

1E4(B5)lIz2 = |85+B8(5+As)l|z2 < |85l 2 +[18(5+As)llze = |85l 2+ BFa(s) ] 2.
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Ha ocHOBY cBuX mpeTxOomHUX HEjeTHAKOCTHU, 3a MNOBOJLHO BEJIUKO C, CJIENIN,

I8/l =[(1 = B)s + Bs|| < (1 = B)sllar2 + [|Bs| a2
SE([Fa(( = B)s)l2 + | Fa(Bs)l2 + 19s]|22)
<L = B)Fa(s)llz= + 1BFa(s)llz2 + 2185l + 185l 2)
Sc[Fa(s)llzz + lIsll 2 -r—1.041)-

Heka je Z = L*([-T — 1,T + 1],R"), u onepaTop
K :HY(R,R") — L*([-T — 1,7 + 1],R")

ne(UHUCAH Ca
K(s) = s |r2(-r—1,1+1)) -
Iaxne Basku:

sl 2meny < (|| Fas||zz + [ Ks]|z),3a cBe s € H1’2(R, R™).

[TomTo je Z BamaxoB mpocTop, a onepatop K KOMHOAKTaH, CJIequ HA OCHOBY
npeTxomHe yjeMme, na [y nMa KOHAYHOIUMEH3UOHO je3rPO U 3aTBOPEHY CIUKY.
Tpeba jom mokazaTu U Aa UMa KOHAYHOAMMEH3MOHO Kojesrpo. Ilomro je

Coker Fy = L*(R,R™)/Im(F,) = Im(F4)™*,
ako je r € Im(F4)* mpoussoman, onna cienu:
(r,$+ As)r» = 0,3a cse s € H"*(R,R").

Kopucrehu jemnakoct
(Ar,s) = (r, A's) 2,

caenu
(r,8)p2 = —(A'r,s);2,3a cBe s € HY*(R,R").

Hakne, A'r je cnabu usson ¢pymrmuje r. lame je
F q(r)=7—Ar=0,1j. r € Ker(F_y),

Cnenn,
Coker Fy = Ker(F_4t).

[Tomro F4 mMa KOHAUHOIMMEH3MOHO je3rpo, 3a npom3BosbaHn A € A u —Al €
A, cnemu F_ 4+ uMa KOHAYHOIMMEH3UOHO je3rpo, Tj. F4 Koje3rpo. ([l

Hexka je

S ={Fue o ® R, LR RY) | A€ AL
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Ha )  yBommmo penamujy ~ ca
A~ B ako u camo ako AT = B,
~ je pejanuja €KBUBAJICHIIMje, Ma Cy KJace:
Oa={Fpe) |A*=B*}.
JIema 3.2.2. Kuaca 64, je KOHTpakTUOMIHA Y IPOCTOPY Y .

Cruya doxas: Xomoronuja m3MeDhy MOEHTHMUKOr NpECIUKaBama Ha KJIACH
04, M KOHCTAHTHOT npeciaukaBama c¢(Fy) = Fy, € ¥, ce ycmocrasiba noMmohy
npeciukasama H : [0,1] x § — 0 nedunucanor ca

H(t, Fa) = Fagy,m A(t) = (1 — t) A+ tA,.

O

[Tomro je 6, KOHTpaKTUOWIIAH, 3HAYM 18 je MMOBE3aH, I1a je MPEeCAUKABAmE

Ind ma memy romctantHO, Tj. 3a cBe Fp € 04 Baxu: Ind(Fp) = Ind(Fjy).
Hakne, numekc omeparopa Fy 3asucu camo on A*. Basku u Bume:

Teopema 3.2.2. 3a cBako A € A, 3a Ppenxonmos oneparop Fu Basku:
Ind(Fa) = p(A7) — u(A").

Jloxas: Heka je A € A npoussoman. Ilomro cy AT u A~ mmaBeprubuine
MaTpuile, OHe Cy CIWYHe nujaroHajaHuM. Jlakie mocroje mHBepTUOMIIHE Ma-
tpurte CT u C~ Tako na je CTAX(CE)~! = D rme je DY = diag(\],..., \})
u D~ = diag(\],...,)\,;). Marpune C* ce mory msabpatu Tako na Baku
/\lf > )\kiﬂ. Heka je cama C € A tako ma Baxku

+ > T
C’(t):{ g_’ i;?’T 3a Heko T > 0.

Y BeIUMO TIPECIUKABAILA,
C,: H(R,R") — H"*(R,R") u Cy : L*(R,R") — L*(R,R")

Ca

Ci(s) =Cs u Cy(s) = Cs.

Heka je Fp = CoF4(C1)~!. Tlomro cy npeciukasama C; u Cy uzoMopdusmu,
OHU YyBajy AVWMEH3Uj€e je3rpa U Koje3rpa, ma BasKu

Ind(Fp) = Ind(Fy,).

20
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ame je
0
Fp(s) =CoFa(Ch)™'(s) = C'- (5 T4 (C7)(s)
oCc—! _,0s .
=C( 5 s+ C E—i—AC’ s)
0s oC1
—_— A -1
T (C T +CAC )s
:F03%;1+CA0—1(3)'
[Towmrto je 6%;1 =03a |t| > T, cnenn
oC™! —1\+ N | +
(CZ5— + CACT) = CHA*(C*)™! = D*.
Iakie,

FD S eDi.

Honazmmo mo 3akmyuka ga Ind Fy 3aBucu camo om DF. 3aTto 6e3 rybuTka
OTIITOCTA MOYKEMO TPETIOCTABUTH 14 je

A(t) = diag( A1 (1), ..., A (t)),
)\k(:l:OO) 2 )\k+1(:|:OO),
(

k() = const, 3a cse |t| > 1

>

Oapemuvo dim Ker Fy. Axo je s € Ker Fy C HY?(R,R") npou3sBosbHO, OHIA je
s(t) = (s1(t),...,su(t)) m $(t) = =Ap(t) - sk(t), k=1,...,n.
3a |t| > 1. roe je Ay = const Baku

—Art
ekt ot < —1;
5i(t) = { e Mt > 1.

Ipu Tom je A, <0wm A\ >0 jep je tlirin sk(t) = 0. Ilakne, 6a3y y Ker Fy uune
dpynrmmje e; € HY*(R,R") obnura

B (()’...,e—%:t’...,(]), t< —1, 3 n
ek(t)‘{ (0, e Mt 0) t>1 0 Ao <0 Ac >0

Ilakse, numeH3uja je3rpa jegHaka je YKYyIHOM Opojy oHuX k—oBa 3a Koje je
A, <0m Af >0, ).
dim Ker Fiy = max{pu(A~) — u(A™),0}.

Cauuno ce nokasyje n dim Coker Fy = max{u(A™) — u(A7),0}. O
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Camna hemo nperxoaHa pa3Marpama [a YOIIITUMO Ha HeTPUBYUjaJTHA PACIIO-

jema. Hera je £ € Vec(R) mpoussosmno paciojeme u Heka je Ag CKym cBUX
npecaukasama A € CO(R, End(€)) Tako na cy AT = A(+o0) u A~ = A(—o0)

caMoaJjyHroBaHM M Henerenepucanu. [locmarpajmMo nmpeciaukaBame
Fa: HY(§) — L*(€)

ne(pUHUCAHO ca

Fu(s) =Vis+ As

rae je Vy: HY2(€) — L?(€) xoBapujanTau usson. Heka je
Sev = {Fa€ LIH(),L*(€)),] A€ Ac}.

Y ommocy Ha TpuBHjammsanujy ¢ : & — R X R" 1 mHAyKOBAHA IPECINKABAILA
b, : HY?(R, &) = HiQ(@, R™) m . : L*(R,¢) — L*(R,R") mmamo TpuBmjas-
uzanujy VI HY3(R,R") — L*(R,R") koBapujanTHOT M3B0Aa VS

: 0
Vits = 7%’ +Ts,

rre I' € C*(R, End(R"™)) npencrasmba Kpucrodemose cumborne m Tpusuja-
uzanujy A7V = pA¢p~! € C°(R, End(R")) npeciurasama A. Tana je

FA — (¢ ) trwq§>|<

u
o :
trw triv Atrw - T Atrw.
= V" + prin i
Iame, 3a s € H(R, ) Basm:
: 0 lon
triv _ —
Vi (805) = o (005) + T(6.5) = Tt 4 6.5 +T(6.5).

[Homro je V; = (¢.) 'ViIr¢, onna je

9 * - - triv
Fa = (007 F5 "0, =(6.) (0 16,0) 4 (67 T(0.) + (6.7 A7(6.)
8 0.
m)(¢>WJT%HA
Ako mpernocraBumo ma je I'(+oo) = 0 (Tj. 1ma je KOBaApujaHTHU U3BOI

Ppedroam-donycmue), ouma I + A" € A, na Ha ocHOBY Teopeme 3.2.2. 3a-
Kpyudyjemo ma je FY™ ®penxonmos omeparop. IlomTo je ¢, mzomopduzam
ouna je u Fy = (¢,) 'F{"¢, ®penxonmMos onepaTop, UCTOT UHIEKCA KAO U
Fi®. Axo je I'(+o0) = 0, 360r %(:I:oo) = (0, Ha OCHOBY IIOCJIEIH€ jeTHAKOCTH
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cnemu na Ppenxomvose ocobune on Fy 3aBuce camo on AT = A(+oo). Iame
je ‘
A* = ¢ (£00) A" (£00)$(£00),

a TOIITO CJIWYHE MATPUIE WMA]y MUCTE COICTBEHE BPEAHOCTU CJIEIN
Ind(Fa) = p(A7) — p(A").
Tako moma3zmMo M0 3aKJbYUKA:

Teopema 3.2.3. Heka je mpecaurasame F : Hy?(h*D) — L2(h*D) neduruca-
HO ca

F(&)(t) = Vi€ + g(t,£(1))

npu dyemy je g : R x h*D — h*T'M ranatko, g(£o00,0) = 0, ©3BOA MO BIAKHUMA
je memerenepucan u Dog(d00,0) je camoanjyurosau. Tanma je, 3a cBako s €
HHlR’Q(h*D), nudepennujan DF; PpenxoaMoB onepaTop MHIEKCA

M(DQQ(_Ooa O)) - M(D29(+OO7 0))

Joxas:(ckuna) Momro DF, : TyHy?(h*D) — Ty L3 (h*D), na ocroBy Teo-
peme 3.1.3. je DF, : Hy?(h*D) — L%(h*D) n

DF(&) = Vi€ + Dag(+,5(+))¢

dyuruuja Dog(t,s(t)) : h*D — h*D mpencraBiba M3BOI MO APYTOj KOOPIM-
HaTH, y npasiy Bekropa {(t) € h*D, na je Dyg(-, s(+)) omrosapajyhe A € Apsp.
Haxne DF = Fp,gs € > ,.p v & je Ha 0CHOBY mperxomHor $penxonmos omn-
epaTop MHIEKCa 7

u(D?g(—00,0)) — p(D?g(+00,0)). O

[TomTo je mHAEKC KPUTHMYHE TadKe jenHaK OpPOjy HEraTUBHUX COICTBEHUX
BpemHOCTU XecujaHa, Tj.

Ind(p) = u(Hyf) m Ind(q) = u(H,f),

Ha OCHOBY mocjaemurie 1.1. caemm:

ITocaemama 3.2.1. 3a cBakro h € Cﬁl(@, M) npecnurasame
Fioc : Hy*(*D) — Li(h*D)
nedpuamcano y nociaenui 1.1. je PpenxosrMoBO MpecInKaBamke UHICKCA

Ind(p) — Ind(q).
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3.3 Tpancsep3amaHOCT

Teopema 3.3.1. Herka cy G u M BawmaxoBe muOrocrpykoctu mu 7 : K — M
BanaxoBo pacaojeme. Hera je & : G x M — F ranarko G— mapameTapcKo
ceueme, 1j. ¢, = D(g,) : M — E je rnarko cedeme, 3a cBako g € G. ame,
HeKa mocToju npebpojusa Tpusujanuszanuja ¢; : w1 (U;) S U x X;, paciojema
E, Ttako na 3a cBako ¢ € N Baku:

a) 0 € X; je perymnapua Bpennoct 3a proo¢; 0P : G X U; — X; u

6) proo ¢ o @, : U; — X; je PpenxonmMoBo mpecinkaBame HHIEKCA T, 33 CBe
g € G, mpu yeMy je pro IpOjeKIrja HA APYTY KOOPAUHATY.

Tana je ckyn ®,1(0) = {m € M | ®&;(m) = 0} mommuorocrpyrocr on M, 3a
cropo cBe g € G.

Teopema 3.3.2. 3a noroauo uzabpad HU3 (€, ),ec Ny TO3UTUBHUX DEATHUX OPO-
jeBa, CKyI

CX(M,R) = {f € C*(M,R) | > enl|fllen < 00}
n=0

je Bamaxos mpoctop, ryct y L*(M).

Lokaz obe meopeme: [4].

00 1,2 : 2 1,2%
3a Bamaxose muorocrpyroctu C°(M,R) u P,/ u 3a pacnojeme Li (P, =T M),
Oe(pUHUIIEMO IIPECINKaBaAHe

®: CX(M,R) x P2 — Ly (Py2*TM)

2(f7) =T +Vfon

Ha ocmoBy mocnemumne 3.1.1. ®; = F je rimaTrko cedeme 3a CBako [ €
C*(M,R). Cinuno ce mOKa3yje JOKAJIHA PEIMpPEe3CHTAIN])a

Do : C°(M,R) x H"*(h*D) — L*(h*D)

q)loc(fa 5) = th + VQ eXph(f)_1<v1 exph§ : h + Vf(eXph 5))

Tpusujamsamuja paciaojema Lg(PyrTM) je

Vs expy(Uy) x LE(WTM) — LE(PYZTM) |1

expp, (Un))

rzae je Vaexp;, €1 U3BOI BEKTOPCKOT nosba & € Uy, y IpaBIy BEKTOPCKOT IOJbA
n € LA(h*TM). Taza je pryoVy o®expy, = Proe s = Fioe : Hy(h*D) — L3 (h*D)
dpenxonmoBo npecankaBame (nmocaenuna 3.1.2.).

Teopema 3.3.3. IIpecimrasame Oy, : C(M,R) x Hy?(h*D) — L4(h*D) je
TPAHCBEP3AJHO Ha HYJITO CEYeHEe, 33 CKOPO CBaKy PuUMaHOBY MeTpPUKY HA
M. Haxne 0 € L]%Q(h*D) je peryirapHa BpeIHOCT IpeciaukaBama Pj..
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Loxas:[4].
Ha ocmoBy Teopeme 3.1.4. je (13;1(0) = M(p,q; f), na mpuMeHOM Teopeme
3.3.1. momaszmmo [0 3aKJbYUKa:

Teopema 3.3.4. M(p,q; f) je muorocrpykoct mumensuje Ind(p) — Ind(q), 3a
cropo cBaky MopcoBy ¢yHEIUjy f.

3.4 KOMIAKTHOCT U JICIbEH-€

Kao mn y rmaBu 2. meka rpyma R mejcrsyje ma crymy M(p,r; f), (v,s) —
v(s + ). Konnuanukn ckyn ozmaunhemo ca

—

M(p,r; f) == M(p,7; f)/R.

Teopema 3.4.1. Ako je Ind(p) —Ind(r) = 2 ouna je M\(p,r; f) MHOrOCTpYKOCT
ca IPAHULIOM

Ind(g)=Ind(p)—1

Iloka3 ce cacToju u3 ABa mesa. IIpBu cMep ce JOKa3yje MOCTYIKOM KOju
ce 30Be KOMIAKTHOCT, a APYTHU JelJbelme. 1TOomojoruja Ha MHOTOCTPYKOCTH
M(p,r; f) je H'? Tononoruja.

Jlema 3.4.1. Hera je v, C M(p,r;[f), npousBoman Hu3. Tanma wam moc-
Toju H'? KoHBepreHTaH MOMHU3, WM MOCTOjU MOAHU3 (MCTO O3HAUEH) V,, U
KPUTUYHA TAYKa ¢, TPajeKTOpUje

e M(p,q; ),
v e M(q,r; f)

u HU30BU ¢} u t2 peasnux GpojeBa Tako ma

o
loc

Yoty =

COO

loc

Yot Y
rae je v-t(s) :=y(s+1).

Joxaz: Tlocmarpamo wu3 7, € M(p,r; f) unju je rpar matu au3. Camgao
Kao y TeopeMmu 2.2.1. Ha ocHOBY zneMe 2.2.1. cirenu na HuU3 7, uma C}% —KOH-
BeprenTan moauu3 (IIOHOBO WCTO O3HaueH). | panumuna Tpajexropuja ' €
C>®(R, M) je noramno takobe rpamujentHa Tpajekropuja (jep HU3 7y, KOH-
Beprupa JIOKAJHO YHU(GOPMHO ca CBUM u3BoauMa, a [ je wimace C°°, ma je
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Cnura 3.1: Ilomamame HU3A 7,

V[ menpernmuo). Cpaka TpaaujeHTHa TPAjeKTOPUja MOUYUHE U 3aBPIIABA
ce y kpuTudHOj Tauku. Axo je y'(—oo) = p, y'(+00) = r, onma je osaj
nomuus u H'?—xkomeeprentan (Jlema 2.2.3.). Canma mpeTmocTaBuMO Ha je
vt e M(p,q; f), roe je r # q u 03HAYMMO TIOJHU3 7, ca 7, -t.. [lomTo [ onama
My# HeTaTUBHUX T'PaUjeHTHUX Tpajekropuja, ouza je f(q) < f(v1(t)) < f(p).
Ucro je u f(r) < f(ya(t)) < f(p) 3a craro t € R, n € Nma f(r) < f(7'(t)) <
f(p), 3a cako t € R. Bassu f(q) > f(r), y cynporHOM 61 KpuBa 7' mposnasuia
KpO3 KpuTu4yHy Tadky r mro je memoryhe. (Mosxkemo ma mpermocraBumMo u
na cy BpenHoCTUu GyHKIUje [ y KPUTUYHUM TauKkaMa PAa3JIUIUTe; aKO TO HUje
ciaydaj, Majga meprypbanuja GyHKIUje [ y OKOJMMHA KPUTUYHUX Tadvaka he
to omoryhwuru.) WszaGepumo cana peryaapuy spemsoct a € [f(r), f(q)], u
uzabepumo Hu3 2 € R Taro ma je f(7v,(t2)) = a. Homro cy 7, - t2 rpaau-
JeHTHe TpajeKTopuje, OHEe He IIPOoJa3e KpO3 KPUTUYHE Tadke, a MOYUmbYy U
3aBpmaBajy ce y muMma, nakiae f(r) < f(y,-t2) < f(¢q). Cana nemy 2.7. npu-
MEHMMO Ha HU3 7, 12, ma on uMa C;° —KOHBEPTeHTaH TOJHU3 U ONeT IPAaHUJIHA
Tpajekropuja 72 3amosomasa f(r) < f(7?) < f(¢). Hame ce ucro xao y Teo-
pemu 2.2.1. mokasyje ma ta Tpajekropuja mopa outu 'y M(q,r; f). ([l

[MomTo ce HU30BU 7, - tL u 7, - t2 ma MHOrOCTPYKOCTH M\(p,r;f) HOKJIa-
najy,Tj. IpelncTaBsbajy HU3 7y, € /T/l\(p,r;f) 3HAYM na OBaj HU3 KOHBEPTUPA
Ka u3noMibenoj Tpajekropuju (v, ~?). Ilomro je rpanuna on M\(p,r; f) crym
CBUX I'DAHWYHUX Tpajexropuja Hmsosa m3 M(p,r; f), Ha OCHOBY OBe JeMe
3aK/LYdyjeMo

OM(p,ri f) C U M(p,q; f) x M(q. 7 f).

Ind(¢)=Ind(p)—1

Tume je nmoraszam jeman cMmep Teopeme 3.4.1. lpyru cmep ce mokasyje
TeXHUKOM JeThema. Tpebahe mam caenehe ¢pynrmaje ceuema 3% : R — [0, 1],
nepuHUCAHE Ca

26
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Hera je K C M(p,q; f) x M(q,r; f) kommakran ckyn u HeKa je p = pg = 0.
IlepmHAIINMO TpPECIUKABAHE

10 K X [pic, +00) = P2, (11,72, 0) — nlioe

Ca

m(s+ p), s < —1,
exp,(B(—s)éi(s+p)), —-1<
exp,(B(s)€a(s —p)), 0<s<
Y2(s = p), s> 1,

s <0,

’Ylﬁg%(s) = 1

)

rie je p MOBOJLHO BEJIMKO Tako zAa je exp,§1(t) = 7i(t), 3a t = p, a exp, (t) =
12(t), 3a t < —p. Ilakie, OBUM NpeCIUKABAHEM U3JIOMJILEHO] TPAajeKTOPUju
(71,72) mpuapy#yjemo kpusy us P)7, Koja He MOpa GuTH y M\(p,r; f). Bato
Tpeba MOMMOUKOBATH HpeciWkaBame ), Tj. OdedumHMCATH f TaKO da BaKK
F(mtye) =0, rme je

F Py — Ly(PyTM)
ne(pUHUCAHO ca

Fy)=7+Vfon.

Ha ocuoBy HOCJIe IUIe 3.1.1. mmaMO M BHETOBYy JIOKAJIHY PENpPE3EHTAIN]Y, 34
npoussosmro h € C5.(R, M) :

Fioe : Hy(h*D) — L (h*D)

Fioe()(t) = Vi€ + Vaexp,,(6) 7 (Viexpy, & - h + V f(exp;, €))(t).
Ta ako 11y, € P);? ouma je vy, = exp, § Cana, npeciukaBame f Tpeba ma
3a,0BOJLaBa,

JCZOC(f) =0.

Y mactaBkry he mam Tpebatu cieneha mema:

Jlema 3.4.2. Heka je ¢ : E — F rnatko nmpeciaukaBame udMebhy DBanaxoBux
npocropa E u I obauka

o(r) = ¢(0) + Dp(0)x + N(x),

rako na Dg(0) nMa KOHAUHOOUMEH3NOHO je3rpo um mecHu uasep3 G : F — F
KOjM 3a40BOJhaBa YCJOB

IGN(z) = GN(y)|le < Cllzlle + lylle) + llz = ylle

3a mexy kouctanty C' > 0 u 3a cBe z,y € B.(0), rme je ¢ = 5. Tana, ako
je [[Gp(0)[|z < §, oHma mOCTOju jeIMHCTBEeHA HyJa OPECIMKABHA O, To €
B.(0) N G(F).

o7
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Hera je (71,72) € M(p, q; f) x M(q,r; f) mpousBomHa U3IOMLEHA TPA]jeK-
Topuja 1 w = Y1107, € PL2 C CY,(R, M). Tana Fo. : Hy*(w*D) — Li(w*D) 1
wmeMmy oarosapajyhe G 3aJIOBOJ'baBajy YCJOBe JeMe, Ta MOCTOjU je IMHCTBEHA

£ € G(Lg(w*D)) taro ma je Fioc(§) = 0.
Canma MOkeMO Oe(UHUCATU JIEIJLEeH e
ﬁ:KX [PK;‘HX)) <_>M<p7/r7f)’ (71)727p>'_),}/11jp’y2

MEpY2 = XDy, &,

npu demy je £ € Hﬂé’z(w*D), =m p’}/g jemmHCTBeHA Tako ma je Fi..(§) = 0.
Haxne, Ha OCHOBY HpeTXORHOr 3akmydyjemo F(yi8,72) = 0 u nemmeme je
nobpo meduHUICAHO.

Cana oBe pesyarare Tpeba mpeHeTu Ha KOJIUYHUK npoctop M(p, ¢; f). Kao
IITO CMO BUAENW y T'JIaBU 2.

M(p,q; f) = M, q: f),
rae je a € (f(q), f(p)) peryapHa BPEIHOCTM U 33 CBe KpuBe Y € /\/l(p,q, f)

pazku f(7(0)) = a. Heka je K C M(p,q f) x ./\/l(q,r f) KoMmakTaH CKyI.
Ilepuunmemo nensbeme

jj:KX [pK,—i-OO)%M(p,T,f), (/’)\/17/’7\’2710) ’_)F)/lﬁp’)?

NipY2 = ('7111/)72) (pyy1,72)

o8

rae je 7 TpaHcJammja Koja omoryhyje f(’ylﬂp’yg(O)) = a, DaKJIe 'ylap’yg € M\(p, r; f).

Moske ce mokasaTu ga Basku cjeneha Tteopema:

Teopema 3.4.2. 3a cBaky M3JOMJLEHY TPajeKTOPU]y
(?17/7\2) € M(pv q; f) X M(Q7Ta f)

¥ CBaku pacTtyhu HU3 p, — 0O MOCTOjU ONMEPaTOp JEeNmbema ff TAKO na

—~ Croc™
Yo Ye = (T1:72)s P — 0.

Loxasz: [4].
Ilakne, ka CBakO] M3JIOMJHEHO] TPAJEKTOPUjU KOHBEPrUpa HEKU HU3 U3

M(p,r; f), mro 3HAUM na Cy M3JIOMJbEHE TPAjeKTOPUjUA y TPAHUNMA T€ MHO-
rocTpykoctu. Tume je mokazan m npyrm cmep teopeme 3.4.1. 0



I'VIABA 4

Ilomarak

4.1 MHsorocTpykocTu

Hepuaunuja 4.1.1. Cryn X je Banarosa mHozocmpykocm ako MOCTOjU da-
muiauja BanaxoBux npocropa {E; | i € I} u ataac kaace C',r > 0 {(U;, pi),i €
I} Tako nma Bawkwu

a) | JUi = X,
iel
6) vi : Ui — ¢i(U;) je bujermmja Ha orBopeH moackyn ¢;(U;) Bamaxosor
npocropa E; u ¢;(U; NUj) je orBoper ckyn y E;, 3a cBe 4, € 1,
B) CBake IBE KapTe Cy carjacHe, 3HAYN
d"(pjo i) : wi(UiNU;) — Lin(E]; E;)
je HempeKumHO y OJHOCY Ha HOpMY Ha F; M omepaTopcKy HOPMY Ha
Lin(E{;Ej), 3a cBe 1,] € 1.
Ako ymecro pamunuje {E; | i € [} mmamo R™, onna ce nperxonna neduHu-
1ja ONHOCU HAa CBAKy TONOJONIKY, I'JIATKY MHOTOCTPYKOCT, OUMEH3Hje 1.

Jlema 4.1.1. Heka je M riarka MHOrOCTPYKOCT u Heka rpyna (G mejcTByje
caobomuo u nuckperno Ha M. Tana je konuunuk npoctop M /G MHOTOCTPYKOCT.

Loxas: [3]

Hedbuannmja 4.1.2. Cumnaexmuura mrozocmpyrkocm (P, w) je MHOrOCTPYKOCT
Ha KOjO] IIOCTOjU 3aTBOPEHAa, HelereHepucaHa 2-popma. Jlawne, w, : T,M X
T,M — R n Bawxm:

1. dw =0

2. 3a cBaku BekTOp X, mOocTOju BeKTOD Y, Tako ma je w(X,,Y,) # 0.
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4.2 TaHreHTHU IPOCTOP

Hedpunanmuja 4.2.1. Bexkrop V), € R" je manzenmmnu 8exmop Ha MHOTOCTPYKOCT
M y raurm p, ako noctoju kpuBa v : R — M, tako na je v(0) =p n Z—z li—o= V-
Cryn cBux BekTopa V), Ha3WBaMO MaM2EHMHA Pa8ar Ha MHOTOCTPYKocT M, a
YHU]y CBUX TaHreHTHUX paBHM 1,M, 3a cBe Tauke p € M Ha3mMBaMO MaM-
zenmuu npocmop MEOTOCTpyROCcTU M 1 o3HauaBamo 1T'M.

Jepuaunmja 4.2.2. Pumanosa mempuxa ¢ je TIATKO INPECIVKaBame KoOje
CBAaKO] TAYKM p MHOrocrpykoctu M nomespyje crajJlapHU IPOW3BOI HA TaH-
reaTHOj paBau 1,M. I'narky mHOrocrpykoct M ca PumaHOBOM METPUKOM ¢
HasuBaMo Pumanoea muoroctpykocr (M, g). Ilokasyje ce (Bumeru [3]), ma
Ha CBAaKOj I'VIATKO] MHOTOCTPYKOCTM IIOCTOjU IIaTka PumMaHOBa MeTpUKA.

Heka je f: M — N raarko npeciaukaBame MHOrocrpykoctu M m N, Tj.
npeciauKaBama y OAroBapajyhmMm kaprama cy riaaTka. lana maeduHUIIEMO
mupepennujan npecaukasawa f, df : M — Lin(TM,TN) na crenehwn vaums:

df (p) = dfy : TyM — Ty N
Ipu YeMy je
d
(Vi) = 2F 07 li-o,

u3600 gynryuje f y npasyy eexmopa V,, a v : M — R xpuBa Koja 3a10BO/baBa
v(0) =p u 2 |,_o=V,. Kopuctu ce u osnaka f., = df,.

Cuenujanuo, ako je (¢,U) rapra mHOrocrpykoctu M y Tayku p, makie
¢ : U — R" omma je dp, : TpM — R" mpecnuraBame TEPUHUCAHO Ca
dipp(7/(0)) = L(p 0 7)(0). Tlorasyje ce ma je oBo mpeciukaBame Oujexnuja,
IIa ce CBe omepanuje ca BEKTOpPCKOr mpocropa R" mpenoce ma T,M, nakie
TaHTeHTHA PABaH je N— INMEH3MOHU BEKTOPCKM IpOCTOpP. AKO Hmeroby 6asy

O3HAYUMO Ca e';;', k=1,...,n, oana je cBaku Bexrop V), € T,M obmnuxra

V, =Y Vil(p)e),
k=1

rae cy Vi(p), k=1,...,n, peanau OpojeBu.

Hepunaunuja 4.2.3. Bexmopcko nomwe Ha MHOTOCTPYKOCT M je riaTko mpec-
nmukasame V @ M — TM rako ma, 3a cBaky Taury p € M, Baswu V(p) =V, €
T,M. Nmajyhu y Bumy npeseHTanujy TaHT€HTHE DaBHU, CBAaKO BEKTOPCKO
IIOJbe CE MOXKE MPEACTABUTU Y OODJIUKY

V= Z Vie",
k=1

roe cy Vy : M — R, k =1,... n, roarke pyskmmje, a e k = 1,...,n 6a3na
BEKTOPCKA IOJbA.
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[Tpumep BexkTOpCKOr MoJba je rpaaujent V f, rae je f: M — R npou3Bosmua
rnarka ¢pyarnuja. OH 3a70BObABA jeTHAUUHY

UVy) = 5T 0 leeo= 9(VF2), V),

npu 4deMmy je ¢(-,-) cramapHu npomssoxn nedunucan zHa T,M. Aro je m V
IIPOU3BOJLHO BEKTOPCKO moJbe HA M omma je Vf: M — R rmarka ¢ysruuja
nepuHUCaAHA Ca

Vfp) = dfp(vp)-

Axo je f morasuu 3anuc ¢yHEIUje f, y KAPTU Ca CTAHIAPIHOM €YKJIUICKOM
METPUKOM, OHIA j€

n a"“
Vi) = 3 Vi) o
k=1

IIa je 3aTO OIIpaBOdaHO Y3€THU JOKaJHO 3a bOa3ua BEKTOPCKa IIOJba

0
@,kzl,...,n.
_ N\ 0 _ N\ i) .
Hame, ako cy V=31  Vigru W =%  Wis7 Ha OK(;JII/H;I/I U, onga je u
merpuka g Ha TpU 3amara raaTeum ¢yHENUjama gi; = ¢(57, 5.7), Ha je

g(V,W) = g,ViW,;: U - R

ij=1
Jlema 4.2.1. Heka je f : M — R rmarra ¢ymruuja u f(p) = a. Tamnma je
H

V() LT, (a).

Joxas: Hexra je X, € T,f !(a) npoussoman Bekrop. Tama mocToju Kpusa
v :(—e,e) — f1(a) Taxsa ma je y(0) =p u ‘fl—ﬂt:o = X,. Cuenu,

90X, V1) = 5 07lima = 0.

[Tocnenma jemnakocT Baskm 3aTO mTO je f oy =a. 0
Jlema 4.2.2. Y jorajJHUM KOOpAWHATaMa, 3a riaaTrky ¢yskmujy f: M — R
BaKU
= af o
Vf= Z Gij

£ oxt 0xJ
,5=1

Loxas: [15].

Jlema 4.2.3. Hera je f : M — N riaaTko mpeciuKaBame MHOTOCTPYKOCTH.
Tana 3a cBako p € f~!(a) Basu T, '(a) = Ker df (p).
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Jokas: Hexra je X, € T,f '(a) npoussoman Bexkrop. Kao u y nemm 4.2.1.

je
HP)X,) = &
PR =

a IOCJIeNmba jeHAKOCT Basku 3aro wWTo je f oy = a. lakne, X, € Kerdf(p).O

f © 7’15:0 = 07

Hepununuja 4.2.4. Komymamop eexmopcrur nowva X m'Y je BEKTOPCKO IIOJbE
[X,Y] 3anaro ca
(X, Y](f) =XY[f-YX[,

3a cBaky ryiatky ¢ymrnujy f: M — R.

Axko BekTOpcka mosma X u Y HANUIIEMO y JOKAJHUM KOODIAHATAMA:

= 0 " 0

OHJa KOMYTaTOp T'JIaCH:

n

XY] = i O, 0Xi, 0

X Oxd Y Oxl >8:c’f '
k=1 j=1

Ilakne, KOMyTaTOp 3aUCTa jeCT€ BEKTOPCKO IMOJLE.

Teopema 4.2.1. (Teopema 0 er3ucTeHnNju 1 je IMHCTBEHOCTU PelIemha Audep-
ennujasne jennaunne) Heka je M rumarka muorocrpykoct, X : M — TM
BeKTOpCKO noJsbe. Ilocmarpajmo ciaenehy mudepennujanny jenHadywmuy:

do(t, x)

e Xoo(t,x), ¢(0,2) =x. (4.2.1)

Tana Baxku:
a) 3a cBaky Tayky p € M mocToju jeMHCTBEHA KPUBA

Tp = ¢(,p) : (_675) — M
KOja je pememe narte nudpepeHnyjaine jennauute. [lakie:

d,
d—tg = X 09,,7%(0) = p.

6)Aro je X BEKTOPCKO IMOJb€ CA KOMIIAKTHUM HOCAYEM, OHIA je peIleme
neprHUCAHO TI00ATHO, NaKJe Pellene je jeIMHCTBeHa (paMuinja qudeoMop-
¢mzama ¢ : Rx M — M u ¢y : M — M.

Basxm m obpryTO, 3a cBaky ¢ammanjy mudpeomopdumsama ¢y, t € R mocroju
jeIMHCTBEHO BEKTOPCKO IOJbe KOje je HOM I'eHEPUCAHO, Tj. TaKO Oa BayKU

(4.2.1).
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HaBemumo jom Heke ocobuHe Te (paMminje:

1. ¢to¢s:¢t+s:¢so¢t

nakiae, IupeoMopU3MU KOMYTUDPA]y.

2. deu(p) - T,M — T,M, q = ¢(p) je Oujexmuja, 3a cBe t € R u cBe Tauke
pe M.
Iloxa3: Hexra je Y, € T,M mpousBosman BexkTop. [lakme, mocToju KpuBa
v, TAKO Oa je fl—z li=o=Y, m 7(0) = q. Heka je I' = ¢, ' 0. Tazma 3a BexTop
X, = %F li=0 Baskm

d dry

d _
d¢t(p)(Xp) = Eqbt ol |t:0: acbt o ¢, Yo Y |t:O: E |t:O: Y,.

Hakne d¢(p) je CypjeKTUBHO, OWITO je U JIUHEAPHO, CJIeAN U NHjeKTUBHOCT.

4.3 TpaHcBep3aJHOCT

Hedbunumnmja 4.3.1. Hera je f : M — N (C" raarko npeciaukaBame, r > 1
u A C N ruaTtka TOAMHOTOCTPYKOCT. Raskemo ma je f mpawceepsanno wa A,
osuaka f M A, ako y cBakoj Tauku p € M Baku

f(p) €cAmn Tf(p)N = Tf(p)A + dfp(TpM)

ninu f(p) uuje y A. Ako cy A, B € N nBe riarke IOAMHOTOCTPYKOCTH, KAKEMO
I1a ce OHe CeKy MPaHCEep3aNH0 WA Ja Cy Y onwmem nosoxcajy, ozaara A M B,
aKo je MHKJIy3Wja jenHe ox mux y N TpaHcBep3ajHa Ha JIPYTY.

Herka je i : B — N wumkaysuja. Ilomro je diy(X,) = X,, onma je u
di,(T,B) = T,B, na Baxu

Amh B ako je T,N=T,A+T,B,
3a cBaky Taury p € AN B.

Jlema 4.3.1. Heka je f: M — N (" raaTko mpeciuKaBame, TIIATKAX MHO-
roctpykoctu u 7 > 1. Ako je y € f(M) perynapua BpensocT oHzaa je f1(y)
ITOIMHOTOCTPYKOCT ox M.

okas: [2].

Jlema 4.3.2. Heka je f : M — N (" rumatko npeciaukaBawme, 7 > 1. Ako
je f rpamceepsammo na A C N, onga je f~'(A) momvuorocrpykoct y M u
Codim f~1(A) = Codim(A).

Jokaz: [9].
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Jlema 4.3.3. Axo ce mBe muorocrpykoctu A, B € N ceky TpaHCBepP3aJHO,
OHZIA je M BUXOB MPECEeK MHOTOCTPYKOCT, unja je mumensuja dim A 4 dim B —

dim N.

Zoxasz: Heka je i : B — N wunraysuja u i M A. Ha ocHoBy mperxomue

neme je i '(A) = AN B moamHOrOCTPYKOCT Oom A, a caMuM TUM U jeIHA
muaoroctpykoct. ame je Codim AN B = Codim A, 1tj. dimB —dim AN B =
dim N — dim A omakae ciaemu TBpheme. O

Hedununmja 4.3.2. Hekacy f: M — N u g: W — N riaTra npecinkaBamba.
[TpecnukaBame [ je mpanceepsasno wa g, o3uaka f M g, ako je

Ty N = df (x)(T: M) + dg(p)(T,WV),
3a cBe x € M,p € W 3a roje je f(x) = g(p).

Jlema 4.3.4. Axo je f Mg u ||f — hller < &, 38 OBOBHO MaJO €, OHIA je U
h t g. Hakne, Tpancsepsannoct je C! mokaaHO cBOjCTBO.

Loxas: [15].

4.4 BexTopcka paciiojema

Hepununuja 4.4.1. Herka cy B m E TONOJIOMKN IPOCTOPU, IPECIUKABAHE
7 : E — B menpexunno, HA u TakBo na je m '(r) BEKTOPCKM MPOCTOD HAaJ
nomem K € {R,C}, 3a cako x € B . Bexmopcko pacaojeme je ypebena
tpojka (E, B,m) 3a kojy moctoju dpaMmunuja npecaukasama {¢;,i € [} rge je
¢i : U; x K" — 771(U;) xomeomopduzam u ¢; : K* = 7~ (z) uzomopduzam, npu
uemy je {U; | i € I} nokpusau npocropa B. ®amunnjy {¢;,i € I} nazuBamo
MPUBUJAAUIAYUJOM PACA0JETA, BEKTOPCKe mpocTope {7 1 (x),i € I} saaxnuma
(umu pubpama), a npupoman 6poj n paneom paciojema. Herana m cam mpo-
crop E maszusamo paciojemeMm. CKyIl CBUX BEKTOPCKUX PACOjema ca 0a30M
B osznauaBamo Vec(B). Ako nocroju rpuBnjanusamuja ¢; : B x K" — E, onna
paciaojewe (E, B, T) Ha3MBAMO MPUBUJAAHUM.

[Ipymepu BEeKTOPCKOT paciiojema Cy TAHMeHTHO paciyojeme 1M, rme je
7 :TM — M nepunucano taxo na je m '(p) = T,M = R" u meros myad,
KOTaHreHTHO paciojewme T*M. ITornenatu [3].

JHepuaunuja 4.4.2. Ceuemwe BeKTOpCKOr paciojema (F, B, T) je HenperuIHO
npeciaukasame s : B — FE, koje cBaky Tauky ¥ € B cauka y ciuoj m '(x),
nakjae Baxxku mwo s = Idg.

CBakKoO BEKTOPCKO IOJbE je CeUeHhe TAHIEHTHOI Paciojema.
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Jlema 4.4.1. Berropcko paciojeme panra k je TPUBHUjaJHO aKO W CAMO aKO
mocToju k cedema s;, TakBUX Oa Cy s;(b) JMHeapHO HE3aBUCHU, 33 CBAaKO

be B.

Jloxas: Axo mocroju rpuBmjammszamuja ¢ : B x KF 5 E, onna ceuema
neduaumenmo ca s;(b) = ¢(b,e;),j=1,...,k, rme cy e;, j =1,...,k, 6a3Hu Bek-
topu y RF. Y npyrom cMmepy, ako mocToju k JIUHEApHO HE3aBUCHUX CEUeHA,
HomTOo je paciojeme panra k, nakae 7 1(b) = R* omna cy s1(b),...,sy(b) 6a3za
3a m1(b), ma je ca

d(b,v) = v181(b) + - - + vpse(b)

neprHUCAHA TPUBUjANU3AIMja paciojema F. 0

Ilocnnemuma 4.4.1. IlomTo je cBaKO BEKTOPCKO PACIIOj€H€ JIOKAJIHO TPUBU-
jaJHO, OHIA Ce CBAKO CeYeHe S JIOKAJIHO MOKEe IIPEACTABUTU Y OOJIUKY

s=ais1 + -+ agsg, (4.4.1)
rae cy a; : B—R, j=1,... k rnatke pyHKIH]C.
HUnoyrkosarno eexmopcko pacaojewe. Hexra je h : B’ — B nenpekumsa
¢yuruuja u Hera je (F, B,7) Bekropcko paciojewme. Tana je u (h*E, B’ 7’)
BEKTOPCKO paciojeme, Tae je

hW(E)={(z,e) € B x E|h(z)=n(e)} C B'x E, @(x,e)=u.

JlokaJiHa TPUBHWjaIM3aIMja ce OCTBapyje mpecimeaBamuMma ¢ : x X RF —
'~Yz) nepunucanum ca

¢'(x,v) = (z,¢(h(x),v)),

rae je ¢ : h(z)xRF S 771 (h(z)) nokanna Tpusujammsanuja paciojewa (E, B, ).

4.5 KoBapujanTHO AudepeHNUPaH-€
Axo je X : M — T'M BEKTOpPCKO TOJbe U
DX (p) : T,M — Tx,TM
BEeroB AupepeHurjaa, Ouaa je u3800 aekmopckoz nosa X Y npasyy 6eKmopa

Y, Bekrop DX (p)(Y,) koju, ocum y cayuajy nma je M = R", me npunana
TaHreHTHO] paBHuU 1, . 3aT0 mocMarpaMo HeroBy npojexuujy Ha 1,M.
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Hepununimja 4.5.1. Kosapujanmmuu uz600 eexmopckoz nowa X y NpaBIly Be-
TOPCKOT TI0Jba Y je BEKTOPCKO TOJbe

VyX M —TM

Oe(pUHUCAHO ca
Vy, X 1 p = mp (DX (p)(V)),

npu yemy je m: M — Lin(TTM,TM) pamunuja npojernnja Kojy HA3UBAMO
KOHEKCUJQ.

Omneparop V mma cieneha cBojcrBa:
fo+gy'Z = vaZ + ngZ,

Vx(Y+2)=VxY +VxZ,
Vx(fY) = fVxY +df(X)Y.
Axo omepatop V 3amoBomasa jom u JajbHuuo080 npasu.no:
X, (Y, Z) =(Vx,Y, Z) +(Y,Vx,Z)
U CUMEMPUILHOCTI:
VxY - VyX =[XY]

oHOa ce OoH Ha3zuBa Pumanoea unu Jlesu- Husumuna xoxexcuja.

Axo cy eF 6asHa BeKTOpCEa IOJba, OHIA je

n
k_ i i
Ve = E e’
i=1

npu yeMy riartke ¢ynrmuje 0, : M — R masmBamo Kpucmogdenosum cum-
boauma.

AKO BEKTOPCKO mosbe X IPEACTAaBUMO JOKAJIHO:

n
_ k
X, = E ape,
k=1

OH/Ia TPUMEHOM TIPETXOAHUX (GopMysia mobujamo:

n

Vprp = Z Vypake'; = Z[dak(p) (}/p)(?]; + akVype’;].
k=1

k=1
Iame,

n n

Z aiVy, I; = Z g 21 bj 21 Gj,kei = Z(Z arf;,(p)(Yy))e',

k=1 k=1 i=1 k=1

66
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rae cy 0% : M — T*M 1-popme Koje HAZUBAMO popmama wonexcuje. Ilaxie,

n

Vy, X, = ) _[dar(p)(Y,) + Z ait; (p)(Y;)]ey,

k=1

VX = [dag+ Y a;0f)e* (4.5.1)
=1

k=1

Heka je ( = (E, B,m) BekTopcko paciojeme u C¥(() CKyIn CBUX ceuema
pacaojewma (. Tana je u £ = (Hom(T'B, E), B,n") BEKTOPCKO paciojeme, Ipu
uemy je 7'71(b) = Hom(TyB, 7 1(b) = E;) u C®(£) ckyn cBUX cedyema paciio-
jema &.

Hedwmaunuja 4.5.2. Konexcuja Ha ( je R nuHeapHO IpeciavkaBame
V:C=(C) = C=(¢)
KOje 3am0BoJbaBa JIajoHUIIOBO TPaBUIIO
Vi(fs)=df @ s+ fV(s),
3a cBako ceueme s € CP(() u cBaky ¢yurumjy f € C*(B,R), upu uemy je
df ® s : B — Hom(T B, E) ren3opcku npousson u df @ s(b)(Xy) = df (b)(Xp)s(b).

Hakmne,
V(s): B — Hom(TB, E)

V(s)(b) : T,B — 7 (b) = Ep.
Tana V(s) HA3UBAMO K08APUJAHMHUM U3B000M CEUeMq S, T KOPUCTUMO O3HAKY

Vx,(s) = V(s)(b)(Xs) € Ep.

Axo je (4.4.1) 3anuc ceuema s y okouuHN U U aKO CBakM OJ ceuema Vsy
HAIIUIIEMO Yy ODJIUKY

n
Vsk = Z Qf ® Sk,
k=1
rme cy Hf 1-popme va U, oHIa mpuMeHOM IPETXOMHUX OCOOMHA HOOMjamo:

n n

V(s) = ldap+ Y aibf] @ s,

k=1 i=1
ITO je y CKJIaIy W Cca KOBAPUjaHTHUM M3BOAOM BEKTOPCKOT mosma 4.5.1.

Hexka je s : B — E npou3Bo/mHO ceuewme. Tana je nudepeHnmjas

ds(b) : TyB — Ty E.
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Bawxu
Tiw) B = Vi) © Hyw),

npu uemy je Vip = Kerm,p BepTura na KOMIOHEHTa M3BOJa cedema s,
a WmeHa OpTOroHasHa gomyHa 1m0 TyykFE je Hyyp), XOpU3OHTaTHA KOMIIOHEHTA
u3BoJa cedema s. Axro je X ) € Typ) L, IpOM3BOBAH BEKTOD, JaKIe IOCTOJU
kpuBa v : (—¢,¢) — E, = 7 }(b) TakBa ga je v(0) = s(b) u Cé—z li—o= X,(p), oBIA
je Tusy(Xsy) = Lm0y |i=o= 0, jep je moy = b. Harne, X,4) € Kermusp) = Vi,
na moJa3suMo 10 3akpyuka By, = Ty By = Vi) n Baxkn ciaeneha mema:

Jlema 4.5.1. KoBapujauTHu u3BOI ceUema BEKTOPCKOD pPaciiojema je MPOojek-
vja M3BOJA HA BEPTUKAJHY KOMIOHEHTY:

V(s)(b) : TLB — Vig)
Jlema 4.5.2. N3Bon ceuema je CypjeKnuja HA XOPU3OHTAJHY KOMIIOHEHTY.

Lowas: Hexra je Yy € Hyp) mNpousBoJbaH BEKTOP. 3HaAUM, MOCTOJU KPUBA
v : (—¢,¢) = Tswk |n,, TaxBa ma je v(0) = s(b) m d—” li—o= Yip). Tama je

Zy = Tusv)(Ysr) = %m0 7 |io HeHyna BEeKTOp U3 TbB Cremu, ds(b)(Z,) =

d

Zs0mMory li—o= Y. HHomTo je

~ d
e (Fa) = 5705010 emg= 70y uma= Vo),
a T, je nHjeKTUBHO Ha H,y), cnemn 575( b = Y@y, Ti. ds(b)(Zy) = Yy O

IMocaemuma 4.5.1. Ceueme s je TpAHCBEP3AJIHO HA HYJITO CEUEHE aKO U CaMO
akKo je KoBapujanTHU u3Box Vs(b) cypjekruBaH 3a cBako b € B TakBo ma je
s(b) HA HysNTOM CEUERY.

4.6 Yonmreme-PopoBa xoMoJoruja

Kao mro cmo Bumenu, Mopcosa Teopuja ce 6aBu npoydaBameM KOHAUHOIN-
MEH3MOHNX MHOTOCTPYKOCTU. JemaH OOJIUK YOIIITemha Ha OECKOHAYHO INMEH-
3uoHe yBeo je Floer mHa ciemehu HaumH. Y MECTO KOHAYHOAUMEH3UOHE MHO-
rocrpyroctu M mocmarpamo (), DECKOHAYHOAMMEH3MOHU MPOCTOD TIIATKUX
nyTesa y T*M ' u Q, moTopocTop HmyTeBa KOjU HOUMIY W 3aBPIIABAjy Ce
y WCTOj TAYKW, Tj. 3aA0BOJHABAjY NMepUOAMUYHEe TpaHunyHe yciose. [lakie,

lymecto T*M MOsKe ce MOCMaTpaTy U NpPOU3BO/bHA TaYHA CUMIIEKTUYIKA
MHOTOCTPYKOCT, WJIN MHOTOCTPYKOCT ynrja je Apyra XOMOTOICKa I'PyIla TPUB-
njanHa. 3a gerasme noraenaru [4],[5],[10], [16]

68



Jodamax 69

Q:={y:[0,1] - T*M} u Q = {y:[0,1] — T*M | v(0) = v(1)}. ¥Ymecro
Mopcose ¢yHENUje mTocMaTpaMoO (PYHKIMOHAJ OejCTBA:

1
Ay Q@ —=R, Ag(y):= / v'0 — Hy(7y(t))dt,
0

npu yemy je 0 JluyBusosa ¢popma Ha CUMILIEKTUYKO] MHOTOCTpYKOCTH (T M, W)
1j. df = —w u H ruarka ¢ysrmuja (Xamunronujan), tako na je w(Xpy,-) =
dH. Therose excTpemaJie cy XaMMUJITOHOBU IIyTeBHU. 3amncTa, ako je & € T,()
MpOM3BOJbAH BEKTOP, CJIEIN

A (1)(€) = - / (€A — Xu()dt + 6(3(1)E — O(1(0))E.

3a v € ) mocnenma qBa cabupka y TOPHEM U3paly Cy jefHaKa HyIu, Ta Cy
KPUTUYHE TauyKe PECTPUKIMje (YHKIMOHAJNa AejcTBa Ha (21, 300r HelxereHep-
“caHoCTu GopMe w, IMyTEBU KOjU 3a10BObaAjy yciaoB v = Xg(y), OAHOCHO me-
puonuyuam XaMuUJITOHOBU nyTeBu. [lakie remeparopu Praopose xomosoruje
Cy pelrema CUCTeMa

{ 7= Xuy) (4.6.1)

7(0) =~(1)

Axo je XaMUITOHOBO BEKTOPCKO MoJbe X g renepucano dpamuaujom ¢ : M —
M, orna je Opoj pemrema OBOT CUCTEMA jeqHAK OPOjy PUKCHMX Tadyaka IuQeo-
mMopdusma ¢l . Baucra, ako 7 3amoBosmasa 4.6.1, onga 360r jeaMHCTBEHOCTU
pelema audpepeHnnjaTHUX jenHaduHa, ciaemu na je y(t) = ¢y(x), 3a HEKO
¢urcupano x € M. Hame je

H H
¢y () = (1) =7(0) = ¢ (x) = .
Hudeomopduzam ¢ je xomoTonam umenturern, ma Ha ocHoBy Jledmenose
TeopeMe Basku na je 6poj ¢urcHux tauvaka Behwm wim jemmak on x (M), Oj-
JepoOBe KapaKTEePUCTUKE MHOTOCTpykKocTu. Mebhyrtum, Kako je Kom HEKHX
MHOTOCTPYKOCTH, HOp. Topyca, OjilepoBa KapaKTEepUCTUKA jeqHAKA HYJU,
OHJa HAM OBa OIl€HA HE 3HAUM HUIITA. 3aTO Tpeba mcropuctutu Mopcose
Hejennakoctu. IIpernmocraBumo nma je Xamumaronujan MopcoBa ¢yHKNUja.
Axko je * € M ¢urcna tauka 3a ¢ omma je ¢ (z) = z = ¢ (z). omro
je ¢ rpammjentna Tpajexropuja, omma H omama mys ¢f, amu momTo je
H(¢M(z)) = H(¢ (x))) cnemu na je TpajexkTropuja konctanTHa Tj. ¢F (1) = .

[TomTo je
dey’ (x)

 _UHoaH
L = —VHo ¢/l (x)

cnemu na je dH(x) = 0, Tj. ¢pukcHa Tauka mupeomopdusma ¢l (r) je kpuTuuna
Tauka XamuiatoHujana H. [lakiae, O6poj XaMUITOHOBUX opOuUTa jemHAK je
6pojy kputnuHnx Tadaka Mopcose ¢pyrrnuje H, ma Ha ocHOBY Teopeme 1.3.1.
cremu ma je raj 6poj Behwm wmim jemmak on y,_,dim Hy(M), mro 3Haun na
cBaku cucreM (4.6.1) mma Gap jemHo pemese.
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4.7 TeopeMe o cTaGUIIHOj ¥ HECTAOMIIHOj MHOTOCTPYKOCTU

Heka je f : M — R rmarka ¢yHEUMja Ha KOMIOAKTHO] PrmanoBOj MHO-
roctpykoctu (M, g) u merka je dimM = n. Ha ocmoBy Teopeme o ersuc-
TEHIUJU U jeUHCTBEHOCTU pellewma qupepeHnnjannux jensaunta (Teopema
4.2.1.) nocroju jemquacTBeHa pamunnja mupeomopdusama ¢, : M — M, t € R
TaKBa & BaKU

dis

dt
Heka je p € M uenerenepucana kputuyHa Tauka Qysknuje f. Kao mro cmo
BUIEIN Y TJIABU 2. CMAOUAHG MHO20CMPYKOCT, MauKke P je

Wip) =1z € M| lim @(z) = p},

= —Vfow, @olp)=p-

a HecmabusHa MHO20CMPYKOCM MAYKE P je
W (p) ={x e M| lim @(r)=p}.

Jlema 4.7.1. Ako je p € U kputudHa Tayka, a a%’“ k=1,...,n oproHOPMU-
paHa 6a3a Ha T,U, nakmue

NG aa) =10 i)

rana je marpuna mudepennujasna on Vf : U — R" jennaka MaTpuru Xecu-
jana H,f.

Loxas: [15].

g 0 _{1,i:j;

Jlema 4.7.2. Ako je p € U xkpurtuuna Tadka, a a;zk’ k=1,...,n opToHOPMU-
pana 6a3a Ha 1,U, Tana je marpuna mudepeHnujaia ol ¢; Y TAYKA D jeTHAKA
MaTpurnu on e Hrft.

Joxas: [15].

Hebununuja 4.7.1. Puxrcua tauxa p € M mudpeomopdusma ¢ : M — M je
TUNepboAUNKa AKO HUjeIHA COICTBEHA BpenHOCT mupepennujaia dy, : T,M —
T,M muje jemnara 1.

Hepuunmmja 4.7.2. IlpecaurkaBawe G : F — E' BamaxoBux mpocropa je
JTunwuyoso ako mocroju k > 0 Tako ma 3a cBe x,y € F Baxku

| G(z) =Gy I<klz—yl.
Jlunwuyoea xonemanwma Lip(G) je Hajmame Takso k :
Lip(G) =inf{k 2 0| || G(z) = G(y) [[<k ||z -y, 3a cBe z,y € E}.

Axko je 0 < Lip(G) < 1 onma kaskeMo na je npecaukaBame G Konmpaxmubuino.
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AKo je p HemeremeprucaHa KpUTUUYHA TAUYKa UHIEKCA k, OHIa MOCTOju Hasa
Ha 1,U Tako ma je marpuna on H,f nujaronaJiHa,a Ha IUjarOHAJN Ce HAJIA3U
k HEraTUBHUX (1, . .., Q) U N—k TO3UTUBHUX COTCTBEHUX BPEAHOCTU ()1, - - ., -
Ha ocuoBy mperxonHe jieMe, Tana je Marpuna audepeHnujana dy; jeaHaka:

efalt e 0

—agt

67/816+1t

0 . e Pr+1t
= - nxn

Ilakne, ako je t # 0, omma je p xumepboamyka Tadka audeoMopduama
¢y Tanrentnu npocrop T,M ce mosxke npencrasutu y obmury 1T,M ~ T M &
T M, npu uemy je Xecujan H),f nosurusno-nedpururan va 1;M u neraTusHO-
nepuanran Ha 1M, a mpeciukaBame

dpi(p) - oM — T, M
je KOHTPaKTUOUIIHO.
3a mpou3BOJBHO mpecaukaBame ¢ : Fy(r) X E,(r) — Eq(r) x E,(r) nedpwun-
UIIAMO CMabunak CKYn O p Ca
W3 (@) ={x € Es(r) x Ey(r) | Vn >0, ¢"(x) je nepunucano u ||p"(z)| < r}
U HeCmabunak CKYn O p Ca

W) =W (™).

r

Teopema 4.7.1. (Jlokasnna teopema 3a crabuinne muorocrpykoctu) [locroju
e > 0, koje 3aBucu camo on k, m 3a cee r > 0 u 6 > 0 TakBe ma, ako  :
Ey(r) x Eu(r) — E (r) x E,(r) 3anosomasa Lip(¢ —T) < e 2 u ||[p(0)] < 4§
ouma je W? rpagpur Jlunmunose ¢pynruuje g : Eq(r) — E,(r) upu gemy je
Lip(g) < 1. Axo je ¢ raarroctu C' p(0) = 0 u dpy = T, onna je g(0) =0 un
dgo = 0, ma je

ToW?:(p) = E.

Jokasz: [15].

Teopema 4.7.2. (I'mo6anna Teopema 3a crabuiiHe MHOTOCTPYKOCTH) AKO je
¢ : M — M mupeomoppusaM KOHAYHOAUMEH3UOHE MHOTOCTPYKOCTU M 1 ako
je p € M xunepbonnyka (UKCHaA TadvKa, OHIA je

Wylp) ={z e M| lim ¢"(z)=p}

T Ey(r) x Ey(r) — Es(r) x Eu(r) je Junwuyosa nepmypbauuja on ¢
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nomuuorocTpykoct on M u T,W;(¢) = T M. Taxobe, moctoju u raaTka, 1-1
nMep3nja

B ToM — Wi ().

Uoxas: [15].

A¥o y IpeTxXoaH0j TeopeMm yMecTo ¢ mocMaTpaMo ¢ - uMamo u ciaenehy
TEOpEMY:

Teopema 4.7.3. (I'nobanua Teopema 3a HecTabUIIHE MHOTOCTPYKOCTH) AKO
je ¢ : M — M nmudeomopdrszamM KOHAYHOIOVMEH3NOHE MHOrOCTpykocTu M m
ako je p € M xunepbonnyka (UKCHA Tadyka, OHIA je

Wilp) ={z e M| lim ¢"(z)=p}
nomuuoroctpykoct ox M u T,W(¢) = T M. Tarkobe, nocroju u raarka, 1-1

uMep3uja

B TM — Wi ().

Iepuaunmja 4.7.3. Heka je £ BEKTOPCKO OJbe HA KOHAYHOIVMEH3NOHO] MHO-
rocrpykoctu M. Kpurtuuna tauka p € M, tj. taksa na je &(p) =0, je zunep-
boauura axo dé(p) : T,M — T,M Hema jeINHWUYHE COICTBEHE BPETHOCTH.

[lokazyje ce ma je Tauka p XxunepOOJMUYKA 3a BEKTOPCKO IIOJbE aKO U
caMO aKo je XurnepObomyka 3a CBakud aupeoMopduzaM ¢y T€HEPUCAH TUM
BeKTOpPCKMM nojeeM. WV cmemnmjasnuo 3a £ = Vf mocToje xomeoMop(pusMu Ha
CJIUKE:

S . S S
BT M — Wi (p)

E":TM — W(y)

IITO 3aj€/IHO Ca MPeTXOMHUM Teopemama 3raun xa cy W (p) u Wi (p) momuo-
rocrpykoctu ox M. 3a nerasme noraenaru [15].
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