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CBakoMme je HO3BOJEEHO Aa HEOIDAHWYEHO YMHOKABa OBO M€JIO0 Y UEJVWHU WX AeJOBUMA, Ca Uianu 0e3 M3MeHa,
y 6mia0o KoM OOJIMKY ¥ Ha OMJIO0 KAaKBOM HOCHOIY, Oa TAaKBe IMPUMEpKEe UCIopydYyje m objaBibyje U ma KOPUCTHU
IEroB Caap:Kaj y CBe CBpxe mox ciaenehum yciaoBuMma:

1.

Caku mpuMepak [eja WX HEKOT O EerOBUX AEJ0BA MOPa CAAP/KATU OBE HAIIOMEHE O IPABUMA Y IEJIUHU
u 0Oe3 m3MeHA M momaTaka. Y CIAydajy Aa Ce OeJ0 WA HEKW HEeroB [e0 KCIOPYydYyje y BUIIe NeJI0Ba,
CBakKM €0 MOpa cagpkKaTu OBe HamoMmeHe. Hamomene ce MOy MCHOPYYUTU OIBOjEHO O TAKBOI IIPUMEPKA
(ra mpuMep Ha 3aceOHOM HANMDY WM Yy 3ace0HOj NATOTENM), aju MOpajy OWTH UCHOpyYeHE y3 CBaKA
IPUMEPAK.

Oﬂ nprmMaona Ce He CMe TPpaKUTU OAPpUIalmk€ O OMJI0 KOr OpaBa M3 OBUX YCJIOBa, HUTU CE€ IpUMaJIaIl
MoO:ke ocyoboauTu 6miIo Koje obaBe3e M3 OBUX YCJIOBA.

Cxpahenu, nonymeHn nin N3MemeHr 00NN OBOT esia MOPajy OnTu o3HauyeHn kao TakBu. CBaka M3MeHA
WM DOINyHA MOpa OMTH mOCceOHO O3HAUEHA KAO TaKBA.

. IlpeBobeme mena Ha CcBe jesuke je MO3BOJHEHO IOJ yCJIOBOM Aa CE€ HA MPEBOJAE NPUMEHE UCTU OBU yCJIOBU.

[IpeBomuonu Mory momaTu CBOje MMe y IOJAIMIMA O KONMPA]Ty HA IPEBOI IHOPEI MMEHA ayTopa.

Kopumheme oBor mena niam meroBux IeaoBa y APYTUM AEJIUMA je TO3BOJHEHO Y U3MEHEHOM WJIM HEeU3Me-
IEeHOM OOJIMKYy ca miau 6e3 HaBoDhema M3BOpa MOM yCJIOBOM Ma Ce MPUMAOIMMa MPUMEPaKa TAKBUX A
UIM BUXOBUX IHeJIoBa He yckpaliyje HUjeIHO On IpaBa W3 OBUX YCJIOBA HaJ IPEy3eTUM CAIPKAJjEM Yy
u3BOpHOM 00smKy. OBU yCIOBU Ce HE NMPUMEHY]y HA M3MEHe MPEey3eTOr Caap:Kaja.

CAIIP/KAJ CE KOPUCTU HA COIICTBEHY MCKJbYUYMBY U HEJOKYIIHY OATI'OBOPHOCT.
AYTOP HE CHOCU HMKAKBY OAI'OBOPHOCT HU 3A JEOAH IEO CAIIP;KAJA. ITIPEBO-
IO TAKOBHE HE CHOCE HUEAKBY OAI'OBOPHOCT HM 3A JEINAH INEO IIPEBO.IIA
N3Y3EB AKO JE IPYTAUNJE HATJIAIITIEHO.
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I'imaBa 1

AKkcumomMaTcka Teopuja CKyIoBa

Axrcuomacka Teopuja CrynmoBa mpencraBiba (opMaan3anujy “ 3aCHUBAmE IEJOKynHe MaremaTwke, mTo ou-
PEKTHO yKa3yje Ha MoTPedy MCOUTUBAKHA MOTYNHOCTM TAKBOT MPUCTyHA. Y TPaBO TO MPEACTABHA b OBOT
pazna.

1.1 Ilepmesio PpenkesioBa Teopuja ckymoBa ZFC

Osne hemMo u3mO:KUTH HAjpacCIpPOCTPameHnju cucTteM akcuoma teopuje ckynosa ZFC. To je Teopuja mpsor
pena Ha jesury Lzrp = {€} u maname hemo pamu rpaher 3amuca ¢opmyna tor jesuka kopuctutu cienehe
O3HaKe.

r#y 3a -x=y,
¢y 3a T EY,
(Vx €y)e 3a Vr(r €y= ), rIeje  npousBosbHa GopMyIa,
Bz ey)e 3a FJz(r €y A ), rmejey npousBoHA HOPMYyIIA.

Ty cy x u y nmpousBobHE IPOMEHJLUBE, & (p MPOM3BOJLHA (Gopmyrna. llocrmenmuMm nema nepumHUIMIjamMa CMO
YBEJIN T3B. 02PAHUYEHE KBAHMOPE.

Moo ynueepsaanum zameopemwem Ppopmyne ¢ mompasdymeBahemo Gopmyny koja ce nobuja yHUBEP3ATHOM
KBaHTUUKANIjOM (OPMYJe ( IO CBMM NPOMEHJ/pMBAMa KOje y HO0j mMajy ciaobonHa jaBmama. 4Yecro hemo
TeopeMe nucaTtu 06e3 HeKuX wiau 6e3 cBux Bomehumx KBaHTODA.

Penanuje Bezane 3a yBoguMo Ha yobuuejeH HaUUH

xrCy & Yz(zex=ze€y),
rCy & zCyNhz#y,
r2y < yCu,

rDy & yCux.

T WYy Cy Ty HAPABHO, MPOMU3BOJbHE IIPOMEHJbUBE.

ZFC je teopuja mpsor pena Ha jesury Lyr = {€} ca mBe cxeMme ca GECKOHAYHO MHOTO aKCUOMA WHCTAHIN
U jOII KOHAYHO MHOIO IOjequHadHuX akcuoma. lakie, ykynao teopuja ZFC mma GeCKOHAYHO MHOTO aKCHOMA.
Kao mro he butn nokaszauno, reopuja ZFC HeMa eKBUBAJIEHTHY aKCHOMATU3AIN]Y CA KOHAYHUM OPOjeM aKCHUOMA.
AxcuoMe U3IaKEMO PEHOM.

AKcuoma excmensuoHaAHoCMU:
Vz(zex  zey)=>a=uy.

OBa akcmoma m3pakaBa CBOjCTBO Ia Cy ABa CKyIlla jeAHAaKa ako uMajy ucrte ejgeMmenTe. OOUYHO je KOPUCTUMO
na OMCMO MOKA3aJM jeIMHCTBEHOCT HEKOT CKYTIa.

Y ZFC reopuju ckynosa cy jemunu oGjektu ckymoBu. Mebyrum, 6yayhu ma muOre kosekmuje objerara
0 KOjuUMa MMa cMucjia ropopurtu y teopuju ckynoBa ZFC Hucy ckymosm, yBomumo mojam xkaace. Heka je
o(x,y1,. .., Yn) opmyna jesura Lyzrp. Tanma moskemo yBectu ozuary C(yi,...,Yn) 32 HOB 0BjeKaT KOju 3ampaBo
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OpeaCcTaB/ba KOJIEKIU]y CBUX CKYyNOBa & 3a Koje Basku ©(T,Y1,...,Yn). llpenusnuje, mu yBomumo ciemehy
ckpahenuIy
z€C(yr,...,yn) Jje 3amena 3a @(z,y1,-..,Yn).

3ampaBo, OBIe CMO MU JOOMIN jenHy (AMUIN]y KIACA Y 3aBUCHOCTU OX Yi,...,Y,. Ly he 3ampaBo Gutu
peuu o jemHoj Ki1acu ako je n = 0 mam ako CBaKy OJ IPOMEHJbUBUX ¥; 3aMEHUMO TEPMOM t; ¥ KOMEe He yUYeCTBY]Yy
npoMenspuBe, Beh camo ¢yHKuMjckm u kKoHCTaHTCKM cubonu. Byayhwm ma jesur Lyzp TakBux cuMmbosa HeMa,
TO je moryhe camo y mepMHUNMOHUM €KCTeH3MjaMa. Y KOJIWKO HeMa OHACHOCTH OX 3a0yHe KOpucTUheMO UCTy
o3nHaky x € C xao y ciayuajy n = 0.

JenmrakocT Kj1aca yBOOUMO Ha cielehu HaYuH:

C=D & Ve(zxeCsuzeD),

rae cy C' u D npousBossHe ki1ace. Heka je ¢ Ipon3BosbaH KOHCTAHTCKYA CUMOOJT M3 HEKOT IpOMmupena jeanka Lyp.
Tana je popmysnoMm z € ¢ medpunucana jenna kiaaca C Koja MMa UCTe eJIeMeHTe Kao CKyI ¢ (Tj. MHTepIpeTanuja
TOr cMMBOJIA), OMHOCHO AKO CXBATUMO ¢ Kao kiaacy Baxku ¢ = (. Crora CKymoBe MOKEMO TPETHUDATU KaO
nocebHe cilyyajeBe Kiaca.

Momencku riaenaHo, Kiace Cy MOJICKYIOBU CKyIla HOCAUa MOCMAaTPAHOT MOaeta Ae(pUHAOUIIHA IIPEKO mapamMe-
Tapa M3 CKyma Hocada TOr Mozxena. Kiaacy mepunucany dpopmyiom ¢(z,§), The Cy IPOMEHbUBE § pe3epBUCaHe
3a mapamerpe obesesxkaBamo u ca {zr : ¢(x,y)}. Hapasmo, Beh cama MoskeMo yBecTu HEke omepaiuje Ha,I
KJacaMma.

CUD={z:2e€C V ze D},
CND={zx:2e€C A zxeD},
Co={z:a g C},
C\D=CnDe.

Penanuje C, C, D u D Kao u orpaHuYeHe KBAHTOPE y CIydYajy Kjlaca AePUHUIIEMO Ha CJIMYAH HAUYUH KaO U
Yy Cay4dajy CKyIOBa.

Axcuoma npasznoz ckyna
JaVy y & x.

OBa akcmoMa HOCTYJIMpa er3UCTEHNN]Y IPAa3Hor ckymna. 1IomTo je OH Mo aKCMOMU €KCTEH3MOHATHOCTH jeTUuH-
CTBEH, MOKEMO yBECTU O3HAKy 3a mera kKao koHcTauTy. Ozmauasahemo ra ca 0.

Axcuoma napa
VeVydzVu(u € z o u=xVu=y).

OBa akcumoMa MOCTYJUpa er3ucreHnujy weypehernoe mapa. Heypebhen map uwuju cy ememMeHTV T U Yy O3-
nauasahewmo ca {z,y}. On nHam mHapasHo omoryhasa ma yBememo u cuneamon, kao u ypebher map kao

{.Z‘} = {3;‘,.%‘},
<m,y> = {{Z‘}, {xay}}'

Huje temko nmokaszatu ma ypeben map mma caemehy ocobuny
(x,y) = (u,v) & (x =uAy=wv).

Ilojam ypebene n-Topke yBOAUMO MHIYKTUBHO KAO INTO CJIEIN.

(z) =,

(@1, ey Ty Tpg1) = (X1, o, Tn)y Tnp1) 32 2 2.
UunyknujoMm ce mako mokasyje ma ypebema n-topka uma cBojcTBO

(@1, Zn) = W1y -y Yn) S (T1 =11 A Ay = Yn)-

Knacy V meduaumemo rkao V = {x : x =z}, a Ilekapros npousson kaaca Aj,..., A, rao

Ay x oo x Ay ={y:3xy-- - Fzp(z1 €A N Nap €A ANY={T1,...,2n))}
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Cremnen rnace A MHAYKTUBHO neduHUIIEMO Ha ciaenehn HauuH

Al = A,
At = A7 x A,

Yxronuko je F kmaca 3a kojy je F' C V™l u mpuroMm Basu
Yy - Ve, YyVz((T1,. ., &0, y) € FA(T1,...,20,2) € F =y =2)

pehu hemo na je F' jemna ¢yHKIMja ca n apryMeHaTa y CMUCIY KJjace. Y TOM CIydajy eJeMeHT Yy 3a KOju
(Z,y) € F obeneskaBamo ca F(Z). Tana takobe yBoamMo o3nake

{F(Z) : (x1,...,2n) € A} ={y: FT(F(T) =y A (x1,...,2,) € A)},
{F(Z) e A:(x1,...,2,) € B} ={F(Z) : (x1,...,2,) € B} N A,

npu yemy cy A u B mpousBoJbHE Kiace.

Axcuoma yruje
Ve dyVz(z € y < (Fu € x)z € u).

OBa akcmoMa TOCTynUpa €r3uCTEHNN]y YHUje CKyma. 3a BUX Ka0 U 3a yHU]y ABa CKyNa yBOJUMO O3HAKE

yelUr & (Fzea)yez,
Uy =Ufz,y}-

Omnepamnuja seypebenor mapa u omepamuja yuuje Ham omoryhasajy ma yBenmemo mojam Heypebere n-topke.

uty () = {z},

b1 (21, Ty Tna1) = Ubp (21, -+, ) U {@pt1 -

Bynyhu nma je ut(z) = {} u ute(z,y) = {z,y}, ymecro ut,(z1,...,z,) nucahemo {x1,...,x,}. Nagykuujom
ce CacBUM jeTHOCTABHO MOKAa3yje na BayKu

re{zy,..., xS (@=21V -V =u1,).

3060r aconrjaTUBHOCTU M KOMYTATUBHOCTH Ollepalje yHUje 1Ba CKyIa Koje ce JaKo nokaly]jy Hehemo nmucaTtu
3arpafie HUTU BOOUTHU PadyHa O PENOCIeny WIAaHOBa Ha KOje ce IpUMEHYje omepaluja yHUjE.

Axcuoma cenapayuje (cxema)
3a cBaky ¢popmyay ¢(z,z,4) Gopmyna
VaVrIyVz(z ey < z € x A p(z, 2,0))

je akcuowma.

OBa akcmoMma 3ampaBO TBPAU Ja je MPECEK CKyIa U KJace CKyI, OQHOCHO Ia je MOTKJIaca CKyla YBEK CKYIL.
Omna nam o06e30ebyje ersucrenmujy Ckyma OHUX €JIeMEHATa JATOr CKyla KOjU UMajy MOaTO CBOjCTBO M3PA3UBO
Ha je3WKy OpPBOTr pena. Y CKIAAY Ca TUM yBOAMMO O3HAKY 3a Taj CKYII.

ze{yex:p(r,yu)} < (z€xNp(x,2,u)).

Hapagro, nonpasymeBa ce na je ropma 3aMeHa CI000AHUX jaBibaiha IPOMEHBUBE Y ¥ POPMYIH (p TPOMEHIPUBOM
z peryiapHa.

IIpumernmo ma oBme mMamMo aBa OorpaHndema. lIpBO, MM M3ABajaMO €JEMEHTE CAMO W3 HEKOr CKyla, U
Opyro, IpOMEH/bUBA KOja O3HAUYABA CKYIl 3a KOjU C€ TBPAW €r3UCTEHIMja HE CM€ MMATU CIODOMHUX jaB/HbaMmha Y
dopMysu KOja ommcyje Koje eseMeHTe m3aBajamo u3 Tor ckyna. Oba orpanmyema Ccy OUTHA.

IIpBo orpanmueme HAC COpedaBa Oa 3aKHYUUMO O TMOCTOjU CKYI KOME MPUNANA]y TAYHO OHU E€JIEeMEHTU
KOjU MMajy MPOM3BOJFHY OCOOUWHY M3Pa3WBY HA je3uKy HpBOr pena. Haumme, Tama GHCMO MMaJu IPOTUBPEYHY
Teopujy Oynyhu na je ¢popmyina

~Vylycr Sy gy)
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BajbaHA. 3amnCTa, aKO OU IMOCTOjao TakaB T, OHIA OucMO 3aeMbyjyhm y ca @ mobmam
rerxex g,

mITO je KOHTPAAUKIN]a.

OBo ympaBo mokasyje Ia MOCTOje Kiace Koje HUCY CKymoBU, 300r dera je yBobDeme mojMa Kiaace U UMAJO
cmuciaa. Kiace Koje HHUCY CKYIIOBU 30BEMO U NPGBUM KAGCAMA.

Ilpyro orpaHmueme HaAC CIpedyaBa Ja IOMONY oBe cxeMe NeUHUIIEMO HEKM CKyI IpPeKo mera camor. To
orpanyene je Takohe OuTHO jep hopmyra

VedyVz(zey s (ze€xhzgy))

IPOTUBPEYM €r3UCTEHNNjU HEeNPAa3Hor ckyna. Hamme, ako cy & 1 u OMIJIO KAKBU €JIEMEHTU 3a Koje je u € x U Y
CKYT 3a KOJU BaXKU
Vz(zeye (zex Nz gy)),

OHIA 3aMemyjyhu z ca u mobujamo
ueye (ueErAuédy),

omakye Oynyhu ma u € x mobujamo
ueEy s ugy,

mITO je KOHTPAAUKIIN]a.
Axcuoma mpasHoOr ckymna je Takobe mocienuna akcmome cemapalnuje ako IpeToCTABUMO 1 TOCTOju bap jenan
CKYT, jep je 3a Ma KOju CKyI & UCIIYEHEHO

D={yecr:y#y}

[Tomrro je y KIacMYHOM MPEOUKATCKOM PadYyHY (opMyJa Jr © = T BaJjbaHa, a y IEMY Ce Teopuja CKyIOoBa U
u3Jazke, aKCUMOMa MIPAa3HOT CKyIa jecTe mocienuiia akcuome cemapamuje. Cruemeha Tteopema mokasyje ma je V
IpaBa KJjaca.

Teopema 1
Vedyy &

Joka3: Axko 6u mocTojao CKym & TakaB Ia 3a CBAKO Y BAKU Yy € &, OHAA OUCMO MO AKCUOMU CEmapalnje MOTJIN
YOUUTU CKYTI
z={u€x:udgu}

3a KOra, OM Ba:KWJIO
ueEzeugu

3a CBaKU CKYI U, I1a, U 38 Z, OJaKje 6u 6uio
z€Ez& 2 ¢ 2,

mTo je KoHTpamuknuja. OTyzma He IOCTOju CKyN KOMe mpunanajy csu ckynoBu. QED

Omnepanuje mpeceka u pa3imke CKyIOBa YBOAUMO Ca
zNy={z€x:zecy}
z\y={z€z:2¢y}

IIpecerk mempasHor ckyma x Takobe yBoamMO Ha yoOWYajeH HAYUMH KAO CKYI CBUX OHMX €J€MEHATa KOju
OpUIANajy CBAKOM YJIaHy CKyIa Z. 3a Hmera KOPUCTUMO CTaHAApIHE O3HaKe [ |T U ﬂyem y. Ilpecer mempasuor
CKyIla YBEK IIOCTOJU jep je 3a Ma KOju Helpa3aH CKYIl ¥ U Ma KOJU Her'0B eJeMeHT Yy NCIYyHeHO

Ne={z€y: Vuex)zeu)}.

Taxobe 300r aconmjaTuBHOCTU U KOMYTATUBHOCTH Ollepallje Ipeceka nBa CKyna HeliemMo mmcaTtu 3arpane
HUTYU BOIUTY PadyHa O PEIOCJEeNy YJIaHOBA Ha KOje ce NMPUMeEHYje OIepaluja IpPecekKa.

A’KJCUOMG napmumueHroz CKyna
Vo IyVz(z € y & (Vu € 2)u € x).
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OBa akcmoMa MOCTYJIWPA Er3UCTEHIU]y MAapPTUTUBHOL CKyIa OATOr CKyla. 3a MapTUTUBHU CKYI CKyIa &
KOPUCTUMO CTaHAApIHY O3Hary P(x).

AxcroMa TApTUTUBHOI CKyIa 3ajelHO Ca MPEeTXOMHMM akcuoMama HaMm obe3bebyje ersucrennujy Ilerap-
TOBOT IIPOM3BOJA CKyNIOBa. KOHKPETHO, YBOAMMO ra ca,

zxy={z€PPxUy)): (Buez)(Ivey)z= (uv)}

IlekapTOB TPOUM3BOM CKYIOBa HIUje ACONUjaTWBAH, ajy 3arpane HehemMo yBeK mucaTd W IPUTOM NEMO IO-
IOpa3yMeBaTU Oa Ce Ce TOMUJIAjy Ha JEeBOj CTpPaHU, Tj.

Ty X oo X Ty X Tpp1 = (T X oo X X)) X Tppg1-

Tarkobe, yBomumo JlekapToB cTemeHn maTor CKyma Ha ciaenehm HAYWH

=" X z.

Y Be3u ¢ TMM yBOIUMO IIOjaM n-apHe pejalyje Ha CKyIy & Kao Ipom3BoJbHOr moxackyma on x'. Takobe,
yBomuMmo cienehe ckpahenune
Rel,(p,z) 3a pCa”,

Rel, (p) 3a  Jz Rel,(p, ).

Axo je Rel,(p) onma ymecrto (21,...,T,) € p mumemo p(Z1,...,Ty,). Y ciydajy ma je p GuHapHaA penanuja,
tj. Rel,(p), yBOOIMMO HEH MOMEH U CIUKY Kao

dom(p) = {z : Iy (z,y) € p},
ran(p) = {y : 3z (z,y) € p}.

IIpurom cy ropme o3Hake onpasaane jep cy dom(p) m ran(p) momckynosu ckymna |JJp. Y cayuajy na je p
BuHapHa pesamuja ymMecTo p(,y) Y4eCcTo MUIIEMO TPy U YBOIUMO HO] MHBEDP3HY DEJAIM]y Ca

pt = {{z,y) 1 ypz}.

dyHKRIMjy KOja MpeCcauKaBa CKyN T y CKyI ¥ Me(@UHUIIEMO Kao OMIIO KOju MOACKYI f CKyma T X y KOju MMa
ocobuny nma 3a Ma koje u, v, w u3 (u,v) € f u (u,w) € f cnenr v = w. Y TOM cayyajy numemo f :x — Yy
onuocuo Fun(f), a jenuncrBenu emement b 3a koju (a,b) € f 30BeMO CIMKOM ejleMEHTa @ IPU IPECIUKABAKLY f
n obeneskasamo ca f(a).
Ako je f ¢yuruuja u nputoMm 3a cBe @ u b u3 meHor moMmeHa us a # b caemu f(a) # f(b), omna raxkemo ma
je f uHjerumja m y TOM CJay4dajy IUIIEMO
fia—=>b.

Hpasuo, Taza je f~! Takobe pymrmmaja. Yronuko je f ¢yusnuja u y = ran(f), onga kaxemo aa je f GyHEITja
Ha CKyn y uim na je ¢pyuruuja f cypjexkumja Ha ckyn y. Tama numemo

fdom(f) =5 y.

Yrkoauko je nmpuroMm f unjexnuja, pehu hiemo ma je f 6ujexuuja va cryn y u nucahiemo

f:dom(f) <=y

Yroauro noctoju bujeknuja usamebhy ckynosa a u b pehwn hemo na cy tu ckynosu exsunomernmuu u nucahemo
la| = |b| omOCHO @ ~ b.

Dynyhu na 3a Ma koje ckynose a u b u mMa kojy ¢yukmmjy f :a — b Baxku f € P(P(P(aUb))), no cxemn
cenapamnuje nocrojalie ckyn cBuX (QyHKOMja KOje MPECcJuKaBajy CKyI @ y CKymn b u 3a mera hemMo KOpuUCTUTHU
o3Haky a.

Axo f:a — b ouna 3a ma koju ¢ C a u Ma Koju u € ¢ Baxku f(u) € ran(f), ma mocroju ckyn csux f(u)
3a u € z. Hbera 30BeMO CcIMKOM CKyma x mpunpecinkasamy f u obenesxkaBamo ca f[z]. Tarobe, ako je y
OPOU3BOJLAH CKYI, OHIA 32 Ma Koje u 3a koje je f(u) € y Mopa ma Baxku u € @, Ha MOCTOJU CKYIl CBUX U TAKBUX
na f(u) € y. Taj cKym 30BeMO MHBEP3HOM CIMKOM CKyTla y TIPW TpeciukaBamy f 1 obeneskasamo ca f~1[y].
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Pecrpurnujy ¢pyurmuje f va ckyn ¢ C dom(f) y o3uanu f|, nepunumemo Ha yobanyajeH HAUMH KAO CKYI CBUX
ypebenux nmaposa (u,v) € f 3a koje je u € x. Hapasno, eraucrenuuja je 3arapanToBaHa CXE€MOM Celapanuje.
CacBuMm cauyno, ako f:a — bwu g: b — ¢, komnosurnujy go f mepuHUIIEMO HA CTAHZAPIAH HAUWUH, IPU UEMY
je er3mucTeHnuja Te KOMIO3UIKje Takohe 3arapaHTOBaHa aKCHOMOM cemapalnuje Oyaynu ma Basku

go f Cdom(f) x ran(g).

IIpurom hemo 3BOT acONMjaTMBHOBCTM KOMIIO3WIMj€ NMPU MUCAKY M30CTABJHATHU 3arpane. Y KOJWKo je f
¢yurmmja u a C dom(f) ropuctuhemo cnenehe oznare

/@) =Uflal

TEa

() f(z) =N /lal,

reca

OpU UeMy ce KO APYyTre mpeTmocTaBba fa je a # . Taxobe, mpousBos ckymoBa yBoAuMO Ha ciemehu HauuH.
Hexka je f ¢pyurmmja n a C dom(f). Tamga MOKEMO KOPUCTUTU O3HAKY

[[1@={icJUF: vz €a)i(x) € f(2)}.

Ako je jacHO 0 KO0jOj ce ¢pyHERUMjU ca momeHoM I pamu, 3a « € I MOXKEMO CIUKY €JIeMEHTa o ODeseRaBaTl ca
X, (mapaBuo, ymecto X ce MO:Ke KOPDUCTUTHU U OUJIO KOje APYTO CJIOBO) U Y TOM KOHTEKCTY KOPUCTUTU O3HAKE

UaGI Xas ﬂael Xo m Hael Xa-
Cse mo canma m3iIoKeHe akcuoMme HaMm He 00e36ebhyjy ersmcrennujy GECKOHAUHUX CKYNOBa. 3aTO YBOIUMO

crienehy arcuomy.
Axcuoma beckonaunocmu

J(Byer)Vezdy A(Vyex)(Fzer)Vu(uecz e (LeyVu=y)))

Y BeauMO O3HAKY

S(x) =axU{z}.
Hepunuaunuja 1 Ckyn a koju uma ciaenehe ocobuue
fex
x€a= S(x)€a,
30BEMO UHOYKIMUBHUM CKYTLOM.
IIperxomua akcmoMa 3ampaBo IOCTYJIUPa €r3UCTEHNNU]y OapeM jeIHOr WHIYKTUBHOD CKYIA.
Hepuraumnuja 2 Crynose s,, TJe je n 1eo HEHETATUBAH' 6poj, MHAYKTUBHO neduHMICaHe Ha cilenenn HaYMH
S = @,
Snt1 = Sn U{sn}
30BEMO HYMEPAAUMG.

JacHo je ma cBaku HyMepaJ NpUaa CBUM WHIYKTUBHUM CKYIOBUMa. Y KOJUKO OU IMOCTOjao CKYI w 4Yuju
Cy €JIEMEHTU TAYHO HyMepaJju, OH Ou OMO y CMUCIy WHKIY3Wje HajMawmu UHAYKTUBAH ckymn. Mebhyrum, mMmu Ha
jesury Lzp He MOKeMO TO 3amucaru. 10 CBOjCTBO 61 ce MOTJIO M3Pa3nuTy OEKOHAYHOM (OPMYJIOM

Ve(zrewe (z=sgVe=siVrx=s2V--+))
KOja He IpeacTaBiba POPMYIIy IPBOI pena.

Teopema 2 3a Ma KOju II€0 HEHEraTUBAH OpOj n HyMepaJ S, CAIPKU TAYHO 7. eJeMeHATa U TO Cy TAYHO
HyMepaau S, 3a 0 <m < n.

1Merareopujckn.
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JHoxka3: 3aucra, y cynpoTHOM Ou IOCTOjao HajMamu eo 6poj n > 0 3a koju To He O6m Omio Tauyno. Jlako ce
BuIu na He Moxke Outu n = 0, ma mopa Outu n = k + 1 3a Herku neo 6poj k > 0. Mebyrum, onna ckyn s uma
TayHo k esemeHnara, a Kako 3a Ma koje 0 < I < k ckynm s; mma tavyHOo | emeMeHara, CKyO S OM Ce Pa3JIMKOBAO
OXl CBUX CBOjUX ejeMeHaTa (AKO MX MMa) KOJUX MMa TaudHo k, ma Ou CKyI S, = S; U {s;} umao tauno k+1=n
esieMeHaTa 1 TO O OMIM TAYHO €JIEMEHTU CKyIa S U CaM CKYI Si. Jlakie, CKyn s, OM MMAo Ta4HO N eJeMeHATa
u TO Om Omam TAyHO CKymoBU §; 3a | < n, MTO je KOHTPAAMKIMja Ca IOJA3HOM IPETIOCTABKOM, Ia M3PEUEHO
tBpbeme Bazku. QED

ITocnemuua 1 Hywmepanu s, u s, cy pazauuutu 3a m # n. [loceGHo, HyMmepasga uMa GECKOHAYHO MHOTO.

[Tomro cBu HyMmepaaym MOpajy IpUIANATHA CBAKOM WHAYKTWBHOM CKYIy, CBaKM WHIYKTUBAH CKyI MODAa
canp:kaTy DECKOHAUYHO MHOT'O eJIeMeHaTa, IITO OIpPaBAaBa HA3UB OBE aKCHOME.

Teopema 3 Y cMuciy MHKIy3Wje IOCTOJU HAjMamU MHAYKTUBAH CKYII.

Joxras: Jlako ce mokasyje ma je mpecek OMIIO KO HENPA3HOT CKyIa MHIYKTUBHUX CKYIOBA MHAYKTUBAH CKYIL.
Heka je a OuI0 KOju MHIYKTUBAH CKYNl M HEKA je b CKyN CBUX HETOBUX MHIYKTUBHUX HOACKymoBa. b # () jep
a € b. Crora je u ckyn ¢ = (|b unnykrusan. Jlako ce Bumm na je ¢ C a. Heka je d 6uii0 KOju MHAYKTUBAH CKYTL.
Tana je u e = cNd = {¢,d} Takobe nnnyrrusan n Basku e C ¢ C a, ma e € b onakie je ¢ = (b C e C d. Iomro
je CKyI ¢ MHAYKTWBAH M IOIITO je d MpOU3BOJbAH MHAYKTUBAH CKYI, CKYIl C je 3aMCTa y CMUCIY WHKIY3HUje
HajMamu nHAYKTUBaH ckyn. QED

Hajmamu nnnykruBan ckyn oGesesxkaBamo cuMmbosioM w. Hberose esemenTte 30BeMO npupodrum Opojesuma.
Ckyn w mpeacTaBba MHTEPIPETAIU]Y CKyIa npupoaaux 6pojesa y teopuju ZFC. Nuarepuperanujy merareopu-
jckor mpupomHor Opoja n y teopuju ZFC npencraBiba HYMEDPAT Sj.

MebyTum, kao mrTo cmo Hamomenyau, Teopuja ZFC He rapanryje ma ocuM HyMepaJtia HeMa APYTUX TPUPOI-
Hux Opojesa. IIpemusnuje, mocroju Taksa popmyia ¢(x) Ha jesuxy Lyzp 3a KOJy BaKU

a) ZFCF ¢(sy) 3a cBaku neo 6poj n > 0,
6) ZFCV (Vx € w)p(x).

KomcTpykuuja TakBe GopMyie je clokeHUja 1 3aCHUBA Ce HA TeopeMaMa HENOTIIYHOCTU ca KojuMa hemo ce
HAKHAJHO yIIO3HATH.

Jlema 1 Cueneha ¢opmyrna je Teopema
(Vn € w)(n #0 < (Im € n) S(m) =n).
Joxa3z: Ilocmarpajmo caenehu ckyn
a={ncw:n#0< (Imen)S(m)=n}.

Jlako ce Bunu na () € a, kao u na je a C w. IIpernocrasumo na n € a. Tana je S(n) # 0 u3am=n € S(n) Baxn
S(m) = S(n), ma u S(n) € a, onakue je ckyn a naaykrusad. Cana u3 ¢ C w ¥ MUHUMAIHOCTU WHIYKTUBHOT
CKyIla w 3akbyuyjemo na je a =w. QED

IIperxomuu MeTon mOKa3MBama Ma CBU NPUPOAHU OPOjeBU MMajy HEKY OCOOMHY 30BeMO unlykuujom. Ilpu-
METHMO [a WHIYKTUBHA MPETIOCTAaBKA N € w OBaj IIyT HUje HUrae Kopumhera, mro yoyayhe obuuno aehe burnu
CIy4aj.

Jlema 2 Cpaku Hemapasan a C w CaIp:KU €JIEeMEHT b TAKO na Ba:Ku
Vrebzda
JToxa3z: Jlokazahemo 3ampaBo ma 3a CBAKO T € w BaKWU
Va(a CwAhz€a= (Fyea)(Vz€y)z < a).

Hajupe npumerumo ma oBa ¢popmyna Baskn 3a = = ). IIpernocraBuMo cama na mpeTxomaa GOpMyIa BaKA 3a
HEKO & =N € w 1 JOKaKUMO Ia OHA OHAa Baxku u 3a ¢ = S(n). IIpernocrasumo na je a Cw u ma z = S(n) € a.
Axo 3a cBe m € S(n) Basxku m ¢ a ouna je S(n) cenok 3a y. Axo mocroju Heko m € S(n) Tako ma BaxEuM m € a,
ouma 36or S(n) =nU{n} Basku m = n umu m € n. Ilo uaayrTUBHOj npermoctasuu ckyn b = a U {n} canp:xu
eJIEMEHT Y 3a Koju Baku y Nb = . Axo je y #n onma y € a, a aKo je y = n OHIA HE MOke OUTH M € n jep 6u
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ouma 36or m € a Gumo m € yNb =0, na je y=n = m € a onarne oner y € a. Takobe, uz3 yNb=0wuwa Cb
cnemm na je m yNa = (), unme je mperxomna popMysa y moTmyHOCTH nokasana. QED

Meron ynorpeCibeH 3a HOKa3MBaI-€ OBE JIEME je CaMO CTHJICKM DAa3iINYNAT O METONa KOju je KopumheH y
[OKa3y mpeTxonHe jeMe. Ty ce 3ampaBo um IOApa3yMeBa nOa Ce NMO3WBa Ha OAroBapajyhu MHIYKTHMBAH CKYIL.
Mu hemo ybyayhe ropuctutn oBaj CTHI.

Ilocnemuna 2 3a ma koje n € w Baku n € n. Takobhe, He mocToje m,n € w 3a kKoje je m €EnAn € m.
Jloxa3: JIOBOJBHO je MPUMEHUTH NPETXOAHY JieMy Ha ckymose {n} u {m,n}. QED

Jlema 3 3a ma koje m,n,k € w Baxku
menAnek = mek.

IToka3s: Tepbheme ounrnenno Baxxu 3a k = (). IIpeTnocraBuMo ma Baxku 3a Heko k = [ € w U 3a Ma Koje m,n € w
¥ HokakUMO na oHxa Baku u 3a k = S(l) u ma rakBe m,n € w. Haume, ako m € n u n € k = S(l), onna Basku
n €l umun=1[0 Y mpBoM ciydajy je IO MHIyKTUBHOj IPETIOCTABIX M € [, a y APyroM m € n = [, ma ometr
m € l. Oryna u 36or [ C S(I) Basxku m € S(I) = k. QED

Jlema 4 3a Ma Koje m,n € w BasKM TAYHO jenHa o1 MoryhuocTu

Ioka3: Ha ocHOBy mperxonHe mocienune 3a Ma Koje m,n € w He MOMKe [a Ba:KU BUILIE O jelHe O HABEIECHUX
moryhunoctu. Crora je HOBOJLHO Oa JOKAKEMO [a Bayky 0ap jeoHa Ol HaBEAEHUX MOI'yNHOCTH.

YKOJIMKO 3a HEKe Mm,n € w Baxku 0ap jemHa (a caMuM TUM M TA4HO jelHA) O] HaBexeHux MoryhmHocrw,
pehu hemo ma cy m u n ynopenusu. Ilputom je () curypHo ymopeoms ca CBUM OPUPOIHUM OpojeBuMma. IIper-
HOCTABUMO [ j€ ™M yHOPEAUB Ca CBUM IPUPOAHUM OPOjeBMMa U DOKAKUMO Ha je S(m) ymopemus ca CBUM
npuponauM OpojeBuma. S(m) je cBakako ymopeaumB ca mpa3HuM ckymoM. lIpermocrasumo na je S(m) ymope-
VB Ca HEKUM N € w U JOKA:KUMO Ja je ymopemus u ca S(n).

IIpernocrasumo cynportHo, na S(n) muje ymopemus ca S(m). W3 S(m) # S(n) mobujamo m # n. Us
S(m) € S(n) mobujamo S(m) € n u S(m) # n onarne 36or ynmopeausoctu n ca S(m) saxku n € S(m). Ilrasume,
360or m # n Basku u n € m. Cuawmuno, uz S(n) € S(m) nobujmo S(n) € m u S(n) # m, omakie 360r ynopeauBoCcTu
m ca S(n) Baxxu m € S(n). Ouner 360r m # n Ba:xEku m € n. AU KA0 LITO CMO IOKa3aJM, 38 M,N € w HE MOXKE
ucToBpeMeHo Bakutu m €n un € m. QED

ITocaemuma 3 Ckyn w je mobpo ypeben pemamujoMm € Ka0 CTPOTUM MOPETKOM.

Haname, hemo u mpasan ckyn cMarpaTtu ypehemeM y OQHOCY Ha MPAa3Hy pealujy, Ipu YeMy yCBajaMo CBe
yobuuajene meduHMNLje IOjMOBA Be3aHUX 3a ypebema.

Jlema 5 Esnementu mpupomaux O6pojeBa cy mIpupoanu O6pojeBu.

Hoxa3z: Ilomro mpasaH CKym HeMa ejJeMeHaTa, ayTOMAaTCKU Ba:kKM Oa Cy CBU HEMOBU €JIEMEHTU IPUPOIHU
6pojesu. Heka je n mpuponan Gpoj umju cy CBU ejeMeHTH npuponnu Gpojesu. Tama cy emementu ckyma S(n)
yIpaBo €JeMEeHTU MPUPOIHOr Opoja m, KOjUu Cy MO MPETIOCTAaBIM MPUPOAHU OpojeBu, M caM n KOju je takobhe
10 IMpeTHoCTaBIM npuponad 6poj. QED

Ilocnemuna 4 Ceu npupoanau 6pojeBu cy mobpo ypebeHu pemanujoMm € Ka0 CTPOTUM IMIOPETKOM.

Jloka3: IIpema mpeTxomHOM je CBAKM MPUPOIAH OpOj v OmHOCY Ha penanujy € momypebeme mobpor ypebema
w, omakie je u cam mobpo ypebern. QED

Jlema 6 3a Ma koju n € w u Ma Koju Hemap3aH m € S(n) mocroju k € n tako ma Baxu S(k) = m.

Hoxa3: Hera jen € wu 0 # m € S(n). Ipema nperxomaoMm je u m € w. Kao mro cmo Beh Bumenu, cakm
HempasaH m € w je obnuka S(k) 3a meko k € w. Jemuno jom tpeGa mposeputu na k € n. Mebyruwm, To caemu
u3 k € S(k) =m € S(n). 3aucra, nako ce Bumu na je m € S(n) =nU{n} exBusanentuo ca m € nVm =n, Tj.
cam<ny € ypebewy ckyna w. Cana je jacao na uz k< m < n caremu k <n QED

Teopema 4 Ckyn n je mpuponas 6poj ako u camMo ako je nobpo ypeben pemanujoMm € Ka0 CTPUKTHUM IOPETKOM
U aKO 3a CBAKU HEIPA3aH eJIEMEHT m CKyla S(n) mocroju eneMeHT k ckyma n Tako na Baxu m = S(k).
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JIloka3: Beh cmo mokasanu ma je cBaku mpuponaH 6poj n je mobpo ypeben penamumjom € krao penanujom
CTPUKTHOT TIOPETKa, Kao 1 ma 3a Ma koje § #m € S(n), rme je n € w Baxu S(k) = m 3a mero k € n. Ilorasknmo
obpar.

Heka je n mobpo ypeben ckym y omHOCy Ha pesanujy € Kao pejanujy CTPUKTHOT ypebhema u Heka 3a CBaKU
Henpaszan m € S(n) nocroju k € n rakso na je S(k) =m. IlpernocraBuMo ma n HUje IpupomaH Gpoj.

IMomTo n muje mpupoman 6poj mopa dutu n # (), ma 360or n € S(n) Mo MpeTmOCTABIM MOCTOJU HEKO i € N
rako ma Baxku S(i) = n. Tana je i uajsehin enement ypebema n = S(i).

Ako 6u 6uno i € w, oma 6u u n = S(i) 6uo npuponan Gpoj. 3aro mpermocraBuMo Aa i € w. CKyn cBux
j €n takBux na j € nVj € w Tana Huje npasaH jep caap:ku enemMeHntT i. CTora MOMKEMO YOUUTHU H-€rOB HAJMAHU
enement k. Tanma me moxke 6utu k = @), ma 36or k € n C S(n) nocroju | € n takso na je k = S(I). Hapasno,
tana 36or 1 € S(I) =k 1j. I<kul€e€nsaxul € wAl Cn. Mebyrum, To tauno smaun na je u k = S(I) C n,
kao u k = S(l) € w cynporso uzbopy enementa k. QED

OBa Teopema moka3syje na je mojam mpupogHOr Opoja moryhe meduHMcaTé HE3aBUCHO O aKCUOMe GECKO-
HAYHOCTHU.

Hepunaunuja 3 Cryn x 30BEMO KOHAWHUM aKO IIOCTOjU MPUPOAAH OpOj n TakaB Oa BaKU & ~ N. Y CyHPOTHOM
KayKEeMO A je CKyI T Oeckonayuak. Y CKaJIy ca TUM yBoamMoO ciaenehy o3Haky

Fin(z) < In(Nat(n) An~z),
rae je popmyna Nat(n) nedurncua ca

Nat(n) < W(n)A Mz eSh)3Byen)z=25y),
W(n) < On)A (Ve e P(n)\ {0})(3y € 2)(Vz € 2\{y})y € 2,
O(n) & (VMzen)(Vyen)Vzen)((zxdyVyda)A((x EyAy € z)=x € 2)).

Teopema 5 Ckyn w je GeckoHAYaH.

Hoka3: IIpso, 360r w # () He mocTOju HM jemHa OujeKnMja NPa3HOr CKyla Ha CKyI w. Heka je n € w Takas
@ HE TIOCTOjU HU jenHa Oujekmmja CKyma n Ha w. Axo 6m mocrojana Gujerumja f ckyma S(n) Ha w, oHma Ou
(yHKII]a

g={{z,y) enxw:zenhflz)=ynf(e) e fn)}U{(@y) enxwizennflz)=>5y)Afn)eflz)}

Ouma Oujexnuja ca n Ha W CYIPOTHO TPETIOCTABIIN.

3aucra, Heka x € n. Axo je f(z) € f(n), ouma e moxke 6utu f(n) € f(z), na je y = f(x) jenmacTBeHM
eseMeHT Takas ma (r,y) € g. Aro mak f(x) € f(n), onna mopa Baxkurn f(n) € f(z)V f(n) = f(z). Hpurom je
mvoryhuoct f(n) = f(z) uckmydena jep 6ucMO y CyIpPOTHOM U3 MHjEKTUBHOCTU (PyHEKIUje f HOOWMIU N = T, mWTO
je memoryhe 360or * € n u n € w. 3maum, ocraje camo moryhmoct f(n) € f(z) omawue je f(x) # (), ma 360r
f(z) € w mopa 6utu f(z) = S(y) 3a Heko y € w. IIpurom je y jenuucrBeno kao makcumyM ypebemwa S(y) = f(z),
na MOCTOjU TAJYHO jemHO Yy € w 3a koje je (x,y) € g. Hapasuo, mo camoj nepuHANIMIU CKYNa ¢ je UCKLYUYEHO Oa
(x,y) € g 3a HEKO Yy KOje He mpumaxa ckymy w. Jlakie, g je 3amcTa QYHKIM]a KOja CIUKA CKYI Ny CKYI W.

Heka cana y € w. IokaskuMo Ia 0OCTOjU je AMHCTBEHO * € N TakBo na je g(x) = y. Hapasno, seh no nedpuau-
uuju QyHKIUje ¢ je UCKBYUEHO na NOMEHY IPUIATHE HEKU €JIEMEHT KOjU HUje ujaaH CcKyma n. llpermocraBumo
na y € f(n). Tana f(n) € S(y), ma me Moske mocrojatu x € n 3a kxoje je f(x) = S(y) A f(n) € f(x). Crora je
g(z) =y & f(x) = y 3a cako z, ma momTo je f Gujexnuja, z = f~1(y) he GuTu jenuuo pememe jemHAUNHE
g(x) =y. Akomax y & f(n), ouma mopa 6urtu f(n) =yVf(n) €y, tj. f(n) € S(y) # vy, na hie 3a cBako & € n dGutn
g(x) =y & f(x) = S(y), omakne je 6ynyhu ma je f Gujexmuja, v = f~1(S(y)) he 6uru jemumcTBEeHO pememe
jemmauuue g(x) =y, ma je g 3aucra OUjeKnMja CKyma n Ha CKyI w CyIpOTHO uzbopy exementa n. QED

OBuM CMO IOKa3aJy Ja U3 akcuoMe OecKOHAUHOCTH (y3 IPEeTXOAHO yBeAeHEe aKCUOME) CJIeAU er3UCTEHIN]a
Oapewm jemuor OeckoHaUHOT CKyma. lIpuTom Basku u obpart, aau he mam 3a To OuTU MOTpPeOHA HAPEAHA AKCUOMA.
CucreM no caza yBeIEHUX aKCHOMa O3Ha4YaBa ce ca 2~ .

Axcuoma samene (crema)

3a cBaky dpopmyny p(z,y,z) caeneha gopmyia

VZVu((Va € u)JIoVy(p(z,y,2) © y=v) = FoVy (y € v 3z € u)p(z,y, 2)))
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je arcuoma.
OBOM akCMOMOM Ce TBPIU Aa ako je popmyioMm ¢(r,y,Z) ca mapaMerpuMa Z ONUCaHA (YyHKIMja HA CKYIY U
Yy CMUCIY KJace, Ja je OHAa ciauka ckyna u Takobhe ckym. CucreMm no cama yBeIEeHUX aKCHOMa ODesekaBaMo

ca ZF™.

Teopema 6 (ZF~) Akcuoma GeCKOHAYHOCTU je y3 oOCTaje yBeNeHe AKCHMOMe €KBUBAJIEHTHA Ca MOCTOjarheM
GapeM jemHor GECKOHAYHOL CKYIIA.

Jloka3: Beh cMmo Bumenu na m3 akcrome OECKOHAYHOCTU CJEOV €r3UCTEHIja DapeM je THOT OECKOHAYHOT CKYIIa.
Hoxrasxkumo oGpar.
Hexka je a 6uno xoju Geckonauan ckymn. Ilocmarpajmo ckym

u={z € P(a) : Fin(z)}

Heka je x € u mpomusomuo. Tanma mocroju mpuponman Opoj m TakaB na je m ~ x. YKOJUKO Ou 3a joumr HEKu
npupoman 6poj n 3a Koju je n ~ x, oEma 6m Ouio m ~ n Oymyhum ma je penamuja ~ peJaluja eKBUBAJICHIA]E.
Ho, Ttama 6u mocrojana Oujexnuja f ckyma m Ha ckyn n. Byayhu ma je m # n, ckyn

a:{k‘Gm:ﬂEIf((f:mlH—}n)/\(Wék)f(i):i)}

He 6u Ouo mpa3aH. 3aucTa, MOWNTO je M # n U M ~ N CKyI m He MOo:ke Outu npasan. Amu onma 36or m € S(m)
Mopa moctojatu Heko | € m takso xa je m = S(I). Tanga 6u | 6uo najsehu exement ypebema m, na momro je
m # n MopaJio 6u OuTuy [ € a, OgaKIe KOHAUYHO 3aK/bydyjeMoO Ja CKYI ¢ MOpa OUTU Helpa3aH.

Ho, raro je m mobpo ypebern m a je meruB HempasaH MOCKyIN, mocTojahe HajMamu ejleMeHT k CKyma a.
ITpurom k me moske Guty mpaszad ckym, Oyayhu ma 360r m ~ n mocToju OUjernuja g CKyma m Ha CKyI 1 7 m,

ma he
F=(g\{(0,9(0)), (g~ (©),0)}) U{(0,0), (g (0),9(0))}

6uTK Gujexnuja CcKyna m Ha CKym n 3a koju saxu f(0) = 0.

ITomro je k # 0 u k € m C S(m), nocrojahe | € m rakso ma je k = S(I). Hapasno, tana je l € lU{l} =k, na
[0 MUHUMAJIHOCTHU eJieMeHTa k eseMeHT [ He Moke mpunanaty ckymy a. Crora mocroju Oujexumja g :m — n
TakBa ma Baku (i) =i 3a cBe i < [, Tj. 3a cBe enmemente ckyma [ U {l} =k, onmocuo 3a cse i € k. MebyTuwm,

Taga je
f=g\{{k,g(k)}, (g7 (k), k)}) U {(k. k), (g~ (), g(k))}
Gujernmja ckyma m Ha CKyI n 3a Kojy Baskn f(i) =i 3a cse i < k cynporHo u3bopy enemenra k.

Oryna 3a cBakKO T € u MOCTOjU jeAMHCTBEH NPUPOIaH OPOj ¥ 3a KOJjU je T ~ ¥y, Ia [0 CXeMU 3aMeHe MMOCTOju
ckyn N cBUX IpUPOTHUX OpOjeBa KOjU CY €KBUIIOTEHTHU OAp jeTHOM KOHAYHOM MOACKYMYy ckyma u. Jlora:kumo
Ia je OH MHAYKTUBAH.

3aucra, Kako je () KOHAUAaH MOJACKYI OX U U NMPUTOM je mpuponan 6poj, ouhe () € N. Heka je cama n € N
npousBoJsHO. Tama mocroju konauan x C u TakaB ga je x ~ n. Mebyrtum, momro je u GeckoHaUaH, HE MOKE
outu x = u, ma je r ¢ u, omakIe mocToju HeKo ¢ € u \ . Ho, Tanma je 3a mpousBosmHy Oujexnujy f CKyma n Ha
CKYIl T (yHKIU]ja

g=rfu{{n,c}
jemna bujernuja cxyna nU{n} = S(n) va ckyn zU{c} C N, omarse S(n) € N, na je ckyn N 3aucTa MHIYKTUBAH.
QED

Cxema cemapanuje u cxeMa 3aMeHE MMajy IO OECKOHAYHO MHOTO aKCHOMAa WHCTAHIU. 300r Tora je cucreM
aKCroMa KOju m3ydaBaMo OeckoHaudaH. Kao mro hemo Bumeru, y3 ocTajie akCHOME TEOpUje CKYIOBa Ce CXeMa
cemapanuje MOKe CBECTH HA KOHAUYaH OPOj HEHUX MHCTAHIM, ajli CXeMa 3aMeHe He Moxke. [Ipenusnuje, cucrem
aKCUOMa KOJU M3yYaBaMO HEMa KOHAUHY aKCUOMATU3AIN]Y.

Cneneha akcuoma je myro Ouia HajJKOHTPOBEP3HUja aKCHMOMA TEOPUje CKYIMOBA U HAJKOHTPOBEP3HUJU MaTe-
MATUYKU TPUHIAI.

Axcuoma usbopa

Va3 f(Fun(f) A dom(f) = P(a) \ {0} A (Vz € dom(f))f(z) € x).

OBa akcuoMa TBpAM Ja 3a Ma KOJU CKYIl T MOCTOju (yHKHUja f KOja M3 CBAKOD OJ HENPA3HUX IIOICKYIOBa
CKylla ¥ jemaH ejeMeHT. 300r Tora je 30BeMO M jemHOM usbophom @ynryujom ckyma z. Kama je crym x
OecromauaH, Hajuemhe Huje Moryhe matu mpaBmiIo MO KOMe OM Ce M3 CBAKOD eJieMeHTa CKyma T m3abpao
mo jemaH ejeMmeHT. Jlpyrum pedmma, OBaj MPUHIUI je T3B. HEKOHCTPYKTUBHE mpuponae. To je Owo m riaBHU
pPAa3JI0T KOHTPOBEP3HOCTU OBOT mpuHIuna. Akcuomy uzbopa osnauaBahiemo ca AC, a cucrem no cama yBeIeHUX
akcuoma ca ZFC™. Cucrem mo cama yBemeHUX aKCHMOMAa M3Yy3€B cxXeMme 3ameHe obenexkasamo ca ZC ™.
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Teopema 7 (Z~) Arxcuoma u3bopa je eKBUBAJEHTHA ca Ouio kojum on cienehimx mckasa:
a) 3a cBaku ckym a 3a koju () € a mocToju pymkmmja f : a — (Ja TakBa ma 3a cBako x € a Baku f(r) € T.

6) 3a ceaky ¢ymrmujy f 3a kojy je f(x) # 0 3a cBako x € I rue I o3HavaBa noMeH QpyHKUUje f, Basku

[Tr@#0

il
Ioxka3z: Jlorazahemo crenehu mMIInKAIMjCKY HU3
AC = a)= 6)= AC

AC = a) Younwmo cryn b= Ja u ¢pysrnujy g: P(b) \ {0} — b rarBy ma Baxu g(r) € x 3a cBe T U3 DOMEHA Of
g. Tama 3a f =g|, Basku f:a — Ja u f(x) € z 3a cBe x u3 nomena ox f.

a) = 6) Hera je f Tarksa ¢ymrmmja ca momenom I 3a rojy je f(i) # 0 3a cse i € I. Tama 0 & ran(f), na
MOKeMO younTtr (GyHEmUjy g ca momenoM ran(f) 3a kojy Baxkm g(z) € x 3a cse x € ran(f). Ho, Tana je

gofe Hie[f(i)-

6) = AC Hera je a mpomssoman ckyn u S = P(a) \ {0}. Tama je [[,cgz # 0, ma momemo usabparu HEKO
f€ll,cgx. Ho, tana je f tpamena gynrnuja. QED

Teopema 8 (Z~) V3 akcuome m36opa ciaeam na 3a CBAKW CKYIl HENPA3HUX MeDhycoOHO IMCjYHKTHUX CKyTIOBa
IIOCTOJU CKYI KOJU Ca CBAKUM €JIEMEHTOM TOT CKyIla MMa TAYHO jeJNaH 3ajeIHUYKU eJIEMEHT. Y3 aKCUOMY 3aMeHe
Bayku 1 obOpar.

Ioxa3: Heka Baskum AC u Heka je a CKyn Takas na
Ddan(Vexea)Vyca)z#y=any=0).

IIpema mperxoaHO] TeopemMu MOkeMO n3abpatu GpyHEuujy f umju je momen a, tako ma f(x) € x 3a cBako ¥ € a.
Cana je fla] TpaskeHM CKym KOju ca CBaAKUM €JIEMEHTOM CKyIa @ UMa IO TAYHO jelaH 3ajeIHUYKNM €JIEMEHT.
[IpernocraBumo cana Ja BakM akKCHOMa 3aMEHE U [a 3a CBAKU CKYII @ YMjU Cy eJIeMeHTHU Hempal3uHu meDhycobOHo
IUCjYHKTHHU CKYIIOBM IIOCTOJU CKYI KOJjU Ca CBaKUM OJ €JIeMeHAaTa CKylla @ MMa [0 Ta4HO jenaH 3ajeTHUYKN
enement. Hera je a 6uno xoju ckyn. Tana je mo akcmomm 3amene knaca b = {{z} x z : z € P(a) \ {0}} crym.
[ITraBumie, eseMeHTH TOT CKyIa Cy HeIpa3HA U MeDycOOHO IOUCjyHKTHH, IIa IOCTOjU CKYI C KOjA C& CBAKUM
eJIEMEHTOM CKyma b mMa IO TavHO jenaH 3ajemuuuku einement. Ho, tama je f = ¢N|Jb Tpaskena ¢ynrunumja.
QED

Hasemhemo kacHmje jour Heke BasKHe €KBUBAJIEHTE aKCUOMe M300pa, a cajga NeMo yBecTHU OCIeqmhy aKCUOMY
cUCTEMa KOjU IPOydYaBaMo.

Axcuoma pezyraprocmu
Ve(dyy cx = (Fyex)(Vz € x)z € y)

IlocioBHO, OBa akCMOMa TBPIY a je CBAaKM HEIpa3aH CKYI OUC]YHKTaH ca 0ap jeIHWM CBOJUM €JIE€MEHTOM.
MebyTuMm, 3a pa3nuky ox OCTAIUX aKCHMOMA, OBA U HE AEJyje KA0 HEKO ~ ouuriemHo”’ cBojcTBO ckymoBa. Crora
je HeomxomHO mpoauckyToBaTtu je. [Ipurom hemo Teopuje Koje ce mobujajy mpomupuBameMm Teopuja Z—, ZF
ZC™ u ZFC™ akcuomowm perysapuocTtu obeneskaatu ca Z, ZF, ZC u ZFC tum penowm.

CraB 1 (Z) He nocroju HATH jemaH CKyI KOjU IpUIaga CaMOM cebu.

Ioka3s: Heka a € a. Tana 3a ckyn b = {a} Basku na je HempasaH, Ja My je G jJeIUHU YJIaH, aju 44 Ca HUM HUje
AUCjYHKTAH jep a € a Nb, mTo mporuBpeun akcuomu peryiaapuoctu. QED

Cras 2 3a ma koju mpuponan 6poj n > 1
Zb -3z Fzp(zr Exo A - ANTp_1 €Ty ATy € X7).

Jloka3: mpeTnocTaBUMO CYNPOTHO, Ma 3a HEKE X1, ..., Ly BAKA X1 € Lo N+ ATp_1 € Tn ATy, € 1. [locMaTpajmo
ckyn b= {z1,...,2,}. 3a mera ce nako yrBphyje ma je HempasaH, Kao U A& HUje OUCjYHKTAH HUTU Ca jeIHUM
cBojuM esemenToMm. Hawmme, z;_1 € bNx; 3a 1 > 1, omwocuo z,, € bNxy. QED
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Teopema 9 (Z) He mocroju ¢pyurumja f ca mOMeHOM w TakBa na 3a cse n € w Bawu f(S(n)) € f(n).

Ioxa3: IlpernocraBuMmo na Taksa (QyHEIUja mocToju. Tama 3a b = ran(f) Basku nma 3a cBako x € b mocroju
n € w rakso na je x = f(n). Ho, rana f(S(n)) ebnz. QED

Hamomena 1 Yroawuko ce qo3soiau na Gpyaknuja f Oyme kiaaca, OHA je HEONXOIHO KOPUCTUTUA U CXEMY 3aMeHe,
jep y momenuma teopuje ZC mory mocrtojaTtu (YHKIMje ca TOMEHOM w KOje HUCY CKynoBu Beh mpase kiace.
OsBze je 3ampaBo OWJIO MPETIOCTAaB/BEHO Oa je ¢pyHkuumja f ckym. Y caydjy ma je f rmaca mokas Ou Omo BpIIO
CIMYAH, Ca jeAVHOM Pa3JIMKOM IITO 6u ce mocTojame ckyna ran(f) ob6pas3iokuiio akCMOMOM 3aMeHe.

IIperxomuu cras 3anpaBo TBpAU aa He mocToje ’Geckonaune €-perpecuje”’. Kao mro hiemo Bumern, akcuoma
perynapHoCTH je y cucreMy 7~ eKBUBAJEHTHA Ca MCKa30oM mperxomHe teopeme. Ilpurom ce teopumja ZFC™
00nuHO cMaTpa GOopMAIU3aljoM TaKO3BaHE HAUSHE TEOPUje CKYIOBA.

1.2 Teopeme pekyp3uje

Y oBoM omessky hiemMo mox pesanujoM moApasyMeBaTH Kiacy, n To ypebenux maposa (GunapHy pesanujy)
aKoO ce He HArJacU Apyraduje.

Cras 3 (Z7) 3a ma kojy penamujy F C V x V, Koja MOke OUTH M Kjaca, W 3a Ma KOjy Kjaacy X HOCTOjA
HajMama kjaaca 1’ takBa ma je X C T u ma 3a 3a Ma kKoje y,z Baxku yEz Az € T = y € T. Ilputom, ako je 3a
Ma koje z kaaca {y:yFEzx} ckyn, ouna je y3 akcuoMmy 3amene T CKym ako u caMo ako je X CKyIL.

IHoxra3: ITocmarpajMo QpyHEIU]Y

HajMawu n € w 1. Jg(Fun(g) A dom(g)': S(n) A g(0) € X A (Vien)(g(S(i)),g(i)) € ENg(n) =x)
AKO TAKBO N IOCTOjU,

fx) =

w Haue.

Huje Temko nmokazatu na je T = {z : f(z) € w} Tpaskena rmaca. Yronuko je X ckyn u ako je knaca {y : yEx}
CKYyIl 32 CBe T, OHJa Ce HajIpe MHAYKIUjOM y3 KOPUIINeme aKCHOMe 3aMeHe M aKCMOMEe YHUje NOoKa3dyje na je
3a cBako n € w kaaca {z: f(z) =n} ckyn, a TOTOM MOHOBO npuMewnyjyhn akcuomy 3amene na je u T ckym. Ca
Opyre cTpaHe, Ha OCHOBY aKCHOMe cemaparnuje je jacHo ma ako je T ckym, omma m kiaaca X C T mopa Tarobe
outu ckyn. QED

Y3 cuMboJIMKy ¢3 IpPeTXOMHOr craBa kigacy 1 Tiemo 3Baru zameopewem riace X 3a penamujy FE. Cawmo
3arBOpeme knace X 3e peaanujy F osmauasahemo ca Fe(X). Axo je mpurom X =T, pehu hemo ma je rmaca
X sameopena 3a penanujy E. Taxobe, 3a npomsBosHy penanujy F yBOINMO EBEHO MPAHIUMUBHO 3AMEOPEHE
ET ca xETy & x € Ec(E,). Ty je E, = {z : 2Ey}.

CraB 4 (Z7) TpamsutusHO 3arBOpEeme penamuje E je HajMama TpaH3UTUBHA pejanuja TakBa na je F mena
IO IPEeJIaIja.

Ilokas: Hexka je 2ETy u yETz. Tana no nepummmuju z € Ec(E,) u y € Ec(E,). 36or y € Ec(E,) 3a Ma koju
u € E, ycuen 3arBopenocru kinace Ec(E,) 3a penamujy E mopa na Baxu u € Ec(E,). To ynpaso 3Haun na je
E, C Ec(E,), onakine he moHOBO Ha OCHOBY 3aTBOpeHOCTH KIace Fc(E,) 3a penamujy F 6uru Ec(E,) C Ec(E,).
Ho, Ttana he 36or z € Ec(E,) paxutu x € Ec(E,) To ject xETz. Tume cmo mokazamu na je penanuja ET
TpaH3UTUBHA.

Heka je E’ 6uno koja Tpam3uTuBHA penanuja 3a xojy je B C E'. Hokaxumo na je ET C E. Baz uy je
rETy no neuumimju exsusasnenTHo ca x € Ec(E,), mTo je mpema korcTpykmmju knace Ec(E,) eKBUBaJeHTHO
ca IoCTOjameM HPUpPOAHOr Opoja n m ¢ymkuuje f ca momenom S(n) 3a kojy Bamu f(0) € E,, f(n) =z un
f(S(i))Ef(i) 3a cBe i € dom(f). Ilokas ma 3a cBe z,y 3a Koje Baxu vETy Baskyu u v E'y ussermhemMo WHIyKITjoM
IO HajMaHleM IPUPOTHOM OPOjy N 3a KOjU IOCTOjU TaKBa (YHKIU]ja.

Yronuko je n =0, ouna Basku x = f(0)Ey, onakne je vE'y jep je FE nompenamuja oxn E’. Axo je n # (), onna
nocroju m € w 3a koju je n = S(m), na he mo mamykrusHOj mpernocrasmu 36or f(m)ETy 6urtu f(m)E'y. Anm,
npema z = f(n) = f(S(m))Ef(m) he 6uru xE' f(m) 6yayhu na je E nompenanuja on E’, onakie KOHAYHO HA
OCHOBY TPaH3UTUBHOCTHU penanuje E' 3akmyuyjemo ma Baxu zFE'y. QED

Hepuuunuja 4 Penanujy E CV x V (y cmucay knace) 3sahiemo 0obpo sacnosarom axo
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a) CBaka HENpa3Ha Kiaca uMa E-MUHUMAIHU €JIeMEHT, Tj. TAKaB €JEMEHT & 3a KOjU HE IOCTOJU €JIEMEHT
Yy U3 Te KJace 3a Koju Ou 6mno yExr u

6) 3a cBako x kaaca {y:yFz} je CKym.

IloGpy 3acuoBanoct penanuje E obeneskapahiemo ca WF(E). Takobe, knacy X 3sahemo no6po 3acuoBanom
ako je peaanuja €x= {(z,y) :x € X ANy € X Az € y} nobpo 3acuoBana. Kuacy {y: yEx} o3nauasahiemo ca F,.

IIpuMeTHMO Hajupe Ma Cy y CIydajy aKCHoMe peryJapHOCTH cBe kjaace mobpo 3acHoBade. HajBammuUjn
mpuMepu 106po 3aCHOBAHUX pesanuja cy nobpa ypebema Ha Ki1acama, Kao U y CIydajy aKCHUOMe PeryaapHOCTH
pectpukmuja €x= {(z,y) : * € X ANy € X Az € y} penamuje € Ha 6mno kojy knacy X. Tawxobe, 3aTBOpeme
IPOM3BOJLHOT CKYTIa 3a JOOPO 3aCHOBAHY PeNalujy je y3 aKCHOMY 3aMeHe CKYIL.

Jlema 7 (Z7) 3a ma kojy penanujy E u Ma koju ckyn x Bawu Fc(E;) =, gz, Fc({u}).

Iloxkas:

IokakuMoO Hajupe Oa je mecHa CTPaHa jeOHAKOCTU 3aTBOpeHa 3a penanujy FE. Herka je yEz u Heka je
z € Ec({u}) 3a mexo u 3a xoje je uEx. Bynyhu na je xknaca Ec({z}) 3aTtBopena 3a peaanujy E, onmax mobujamo
ma je y € Ec({u}), a camum tum u y € |J, g, Ec({u}). Omarne je rmaca |J,p, Ec({u}) 3amcra 3arBopena 3a
penamujy E. Bynyhu na je E, C |, p, Fc({u}), onarne cnemn na je u Ec(E;) C |, g, Ec({u}).

Ca mpyre crpane, u3 {u} C E, C Ec(E,) 3a uFx u u3 3arsopenoctu knace Ec(E,) 3a penamujy E caemm
na je Ec({u} C Ec(E,) 3a cBako u 3a xoje je uFxz, a camum tum u | J, 5, Fc({u}) € Ec(E,), unme je tBpheme
y mornyroctu mokaszano. QED

Jlema 8 (Z7) Hera je F 6umno koja penamuja. AKO CBaka HeNpasHa Kilaca MMa F-MUHUMAJHU €JIeMEHT, OHAA
cBaKa HempasHa Kiaaca mMa u ET-mumumManmu emement. Taxobe, axo je E moBpo 3acHoBaHa penanuja, y3
akcuoMy 3aMmeme je u penanuja E7 mo6po 3acmopana.

JHoxka3: Hera je X nmpousBossHa kiaca. JloramuMo GpopMmyIy
(Va)(Vy € X N Ec(E,))(X NEc(Ey) # 0= (3z € XN Ec(y))X NEc(z) =0).

IIpernocraBumo cymporso. Tana Oucmo mManm F-MUHMMAJJIHU e€JeMEHT X Kjace X 3a KOju IOCTOju Y €
Ec(E,) rakas na y € X, na je X N Ec(E,) # 0 u rako na je X N Ec(E,) # 0 3a ma roje z € X N Ec(E,). Hexra
je y Heku onx TakBUX F-MuHUMIHUX ejeMmeHarta. Bynyhu na

y € Ec(Ey) = U Ec({u})

uFEx

nocrojahie vexkn u Takas na uEr u na Baxku y € Ec({u}). Ty e moxe 6urn y € Fc(FE,) jep 6u TO IPOTUBPEUMIO
u3bopy esmementa x. Ilakme, ocraje camo moryhuoct ma je y = u. Ho, tama u3 uEr m HaumHna Ha KOju je T
n3abpaH ciaenu oa

(Vv e XNEc(E)(XNEcE,) #0= (3z€ XNEcE,)X NEcE,) =0).
Mebyrum, 6ynyhu na je X N Ec(E,) # 0 3a cBako v € X N Ec(E,), nmaliemo 3anpaBo na Baxu
(Vv e X NEc(Ey))(3z € X NEc(E,))X NEc(E,) = 0.

Usabepumo v € Ec(E,) npoussosno u z € X N Ec(E,) Takso na askn X N Ec(E,) = 0. Ho tana sasxku zETv
n vETy, onaxie je zETy ma ocroBy TpamsutusHocTr penamuje ET. MebyTtuMm, mpema u3bopy ereMenTa y 360rT
z € Ec(Ey) mopa 6utu X N Ec(E,) # 0, mro nporuBpeun m36opy enementa z. Tume je momasma $opmyiia
[OKa3aHa.

Axo je kmaca X HempasHa, OHJA MOMKEMO youwTu HeKo T € X. Yrouuko je X N Ec(E,) = 0, onna je x
jeman ET-mumuMmanan enement wmace ET. Y cympormoM Momemo mzabpatu meko y € X N Ec(E,). Axo je
XNEc(Ey) =0, onna je y jenan ET-vunnvanan enement knace X. Hajsaz, axo je u X N Ec(E,) # 0, onxa no
yIpaBo IOKa3aHoj GopMy/m Mopa mocrojaru Heko z € X N Ec¢(E,) rakso na Baxu X NEc(E,) ny ToMm ciydajy
je z jemam ET-MuHuMMANaH €JIEMEHT.

Ocramo je ma morazxkemo ma je ET ckym 3a caku ckym z kama je £ mobpo 3acHOBaHA peiammja y CIyuajy
Ia Ba)KM akcuoMa 3aMeHe. 1O cienu AWUPEKTHO U3 jeIHAKOCTU E{ = Ec¢(F,) xoja je mocaemuua ciaenehier
€KBUBAJICHINjCKOT HU3a

y€ Er & yETz & y € Ec(E,).

QED
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Teopema 10 (Z7) Heka je E mo6po 3acuHoBana penanuja, D Ouio koja kjaca 3aTBOpeHa 3a penaunujy F u R
6uio koja rsaca. llpermocraBumo jomr ma Baku akcumoma 3ameHe wian na je R ckym. Osmaummo ca @ kiacy
cBux maposa (z, f) rme je x momckym ox D, a f ¢ymEmaja ca momenoMm E! u cimkom campskamom y R. Tanma
3a Ma kojy ¢yuruujy G : ® — R moctoju Tauno jemHa ¢yukuuja ' ne¢umuucama Ha D TakBa ma 3a CBakKo
x € D Basgkn F(x) = G(z, F‘EI) Hapasno, 1y je F|E$ o3Haka 3a pectpurnujy ¢ymrmuje F ma ckynm EL | koja je
II0 aKCMOMU 3aMEHEe CKYII akO BaKd aKCHOMa 3aMeHe, OJHOCHO Ha OCHOBY aKCHOMeE cemapamuje ako je R cry,
Oymyhmu na je F|pr C (ET) x R. Hpurom he Bazuru F(x) € R 3a ceako = € D. Tarobe, ¢pynrmmja F he 6utn
CKYI 8KO M CaMoO ako je D CKyI.

Hloka3z: [Ipumerumo majupe ma 3a cBaky kiaacy X C D koja je 3aTBopeHa 3a peaanujy F mocToju HajBUIIE jemHa
dymrmmja g ca momerom X 3a kojy je g(x) = G(g|gr) 3a cee z € X. Hanme y cynporrom 6ucmo nmamnu 6ap mse
taxse Gynkmmje g u ¢’ u ET-MuEuManan enrement x 3a koju je g(x) # ¢'(x), mTo 6u GUIO Y CymPOTHOCTH Ca

g9(x) = G(z,glpr) = G(x,d'|pr) = ¢'(z).

Tarobe, 3a Ma koje y,z 3a koje je zETy mopa ma sawm E! C El 360r rpamsurusroctn penammje ET.
ITocmarpajmo knacy

C = {z € D:3hVg(g = h < Fun(g) A dom(g) = E7 A (Vy € E;)g(y) = G(y, 9zr))}-

Jacuo je ma mocroju ¢pymrmmja H ca momenom C' roja cBakoM x € C mpuapy:Kyje jeIMHCTBEHY (YHKIU]Y
g ca momenom ET 3a xojy je g(y) = G(y,g|E5) 3a cBako y € dom(g). Heka z € C u meka je yETx. Tana

y € dom(H(x)). Mebyrnwm, rana hie 36or E] C El = dom(H(z)) 3a cBako z € E] 6uru z € dom(H(z)), a no
nedpunmmju pynrnuje H(r) he samurn H(r)(2) = G(z, H(7)|gr), ma ma ocHOBY jemmHCTBEHOCTH (yHENHjE g Ca

momenom B 3a kojy Bamu g(z) = G(z,9|pr) 3a ce 2z € ET' wopa 6utn y € C u H(y) = H(:E)|EZ" IMoce6wo,

Yy 3

kraca C je sarBopena 3a penamnujy E7.
Ho, rama he ca F(z) = G(z, H(r)) 6utn nepurucana jemna dpymrmmja ca nomenom C' 3a kojy je H(z) = F|gr
3a cBako r € C. 3aucra, 6yayhu na us z € C caemu na je EX C C, ¢pynrmmje H(z) u F|gr nvajy mctu nomew,

U 3a mpou3BobHO Y € Bl Basm

Flpr(y) = F(y) = Gy, H(y)) = G(y, (H(2))|pr) = H(z)(y).

Crora Basku u

F(z) = Gz, H(z)) = Gz, Flgr),

Hapasro, u3 jegnakoctu F(z) = G(z, H(z)) caenu na je F(z) € R 3a cBako z € C. IloraxuMo cazna na je
C = D. Y cymporaom 6ucmo umasu ET-vunuvanan enement z xknace D\ C. Ho, Taga 6u ¢pysEnuja g = F|E$
Ouia CKyIl 3aTO IITO BaxKu akcuoMa 3amene miu na je R ckyn. IllraBumie, To 6u OGuiia jemuHCTBEHA (YHKIU]jaA
nedunncana ma ckymy ET 3a wojy 3a ceako y € ET samm g(y) = G(y,g|EyT), omakye 6u Guno x € C' cympoTHO
npernocraBuu. Pyurnuja F HapaBHO He MOKe OUTU CKYyI akKO jOj je HOMeH mpaBa kjaaca. Aiuu y ciaydajy na je
D ckyn, u ¢pyurmuja F' he duty CKyn uian 0o aKCHOMM 3aMEHe, aKO OHA BAKU, UM IPEMa aKCUOMU Celapalije
ako je R ckym 36or ' C D x R. Tume je teopema y mormynoctu nokazana. QED

Teopema 11 (Z7) Hera je E moGpo 3acHoBana penanuja u D 6uio roja kiaaca 3arsopesa 3a E. Osznaummo
ca T wracy cBUX mapoBa (z,y) TAe Cy ¥,y TPOU3BOLHU eJeMeHTH TakBu na © € D u ma je y C EX. Tana 3a
Ma kojy penamujy R C T mocroju tauno jemma penamuja P C D taksa na saxu P = {z € D : R(x, PN EL)}.
Tarobe, Penanuja P he 6utu ckyn y cayuajy mga je D ckym.

Joxa3s: Heka je b = {a,b} 3a nere mehycobuo pasznuuure a u b. Hera je ca

a sa R(z, f~'[{a}]),

Gz, f) = {
b wunaue,

nepuEUCcaHa jemHa (GyHKOMja Ha CKYTy CBUX Taposa (z,f) 3a koje je x € D m f : EI — b. Tanma mpema

OPETXOMHO] TeOpeMM MOCTOju jenmHcTBeHa (yHKmmja F Ha ckymy D 3a wxojy Baswu F(x) = G(z, F|gr), mro

je exBuUBasenTHO ca mocrojamem Tauno jemme penamuje P C D 3a wojy je P = {x € D : R(x, PN E)}.

Omrosapajyha penammja je P = F~![{a}]. Byayhu ma je P C D, jacuo je ma je P ckym y cayuajy ma je D

ckyn. QED
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Hepurunuja 5 Knacy X hemo 3Batu mpansumusHom axo je moOpo 3aCHOBaHA U aKO je WUCIYHEH OMIIO KOju
on CJIG,ZIehI/IX CKBMBAJICHTHUX yCJIOBaA:

a) xnaca X je sarBopena 3a penamujy €= {{z,y):x € y},
6) 3a ma koje y € X Bawu y C X,

Y Tom cayuajy hemo mucatu tr(X). Axo je rmaca X CKym, OHZa Ce YCIOBU a), 6) MOTY 3AICATA U KAO
UX cX.

Jlema 9 (ZF7) 3a cBaky raacy X mocroju Hajmama knaca T 3a kojy je X CT uszakojyz€eyAyeT =z eT.
IIputom je T ckym ako um camo ako je X ckym. Takobe, kmaca T je mobpo 3acHOBaHA aKO W CAMO aKO je KJjaca
X nobpo 3acHOBaHA, U y TOM CilydYajy je kiraca 1 TpaH3UTHBHA.

Ioka3: Osa nema je HemocpemHa nociaenuna craBa 3. QED

Y3 cuMmbonuKy 13 mpeTxomHe JeMme kaacy 1 hemo 3Batu mpamsumuenum sameopemem EKiaace X y O3HAIMA
tc(X). Ilpurom je mapasmo, tc(X) =€%. DBynyhum ma je ma cBakoj mo6po 3acHoBamOj kimacu X pesamuja
npunanama €x TOOPO 3aCHOBaHA, MPETXOMHE IBE TEOPEME MOKEMO (POPMYJIUCATHA y TOM MOCEOHOM CIydajy.

Teopema 12 (Z~) Heka je X noGpo 3acuHoBana kiaaca u R 6uio koja kinaca. [IpernocraBumMo na BazkU aKCUOMa
3amene wiu na je R ckyn. Osmaummo ca ® kimacy csux naposa (z, f) rae je ¢ moxckyn ox X, a f dyHruuja ca
momenoM te(z) N X m cauroMm canpskanoMm y R. Tama 3a ma kojy ¢ysrmujy G : ® — R mocToju Tauno jemaa
dpymsnuja I ne¢unmncana na X TakBa ga 3a cBako € X Bawu F(r) = G(x, Flicz)nx). Hapasuo, Ty je Flim)NX
o3Haka 3a pectpurmujy ¢yurimmje F ma ckym te(x) N X, Koja je O aKCHMOMU 3aMEHE CKYIl aKO BayKU aKCUOMAa
3aMeHe, OJHOCHO Ha OCHOBY aKcMOMe cemapamnuje ako je R ckym, 6yayhu ma je Flim)nx € (te(z) N X) x R.
ITpurom he Baskuru F(x) € R 3a cBako z € X. Takobe, ¢pyurnuja F' he Guru ckyn ako u camo ako je X CKyIL.

Teopema 13 (Z~) Hera je X no6po 3acmoBana kaaca. Osmaummo ca T Kiacy CBUX maposa (T,y) THe Cy Z,y
NPOM3BOJLHM ejeMeHTH TakBu fa © € X m na je y C te(x). Tama 3a ma kojy penammjy R C T mocroju tagno
jemna penamumja P C X rtaksa ma Baxku P = {z € X : R(z, P Ntc(x))}. Tarobe, Pemanuja P he Gutn crym y
cay4ajy na je X CKyTI.

Y cayuajy ma BaKM aKCHMOMa PEryJIapHOCTHU, CBaKa je KJjaca MOOpPO 3aCHOBAHA, Ma Y HPETXOMIHUM IBEMA
TeopeMaMa MOYKEMO UCIIYCTUTU IPETIOCTABKY O JOOPOj 3aCHOBAHOCTH Kjiace X, ajlu OHIA e MCKa3u TeopeMa
OuTu; moKa3mBU y cucteMy akcuoma Z. Hajsam, ako je < pesarnuja cTpukrHOr nobpor ypebema na HeKoj kKiaacu,
oHza je oHa MOOPO 3acHOBaHAa, ma TeopeMe mobujajy ciemehin obauk

Teopema 14 (Z~) Heka je X nobpo ypebena kiaca penamumjom < cTporor moperka u R 6uio kKoja Kiaca.
IIpermocraBumo ma Basku akcuoma 3aMene winn na je R ckyn. Osmaummo ca ® rmacy csux maposa (z, f) rme
je x emement on X, a f ¢pyHrmmja ca momenoM [0,x) u camkoMm canpskanoMm y R. Tana 3a ma Kojy (QyHRImjy
G nepmuncany ma ¢ mocroju TadHo jemHa ¢yHEmuja F nedumHmcana Ha X TakBa na 3a cBako r € X Baxku
F(z) = G(x,Fljgy)). Hapasmo, Ty je Flj,) o3maka 3a pecrpusnujy ¢pymsmuje F' ma ckyn [0,7), koja je mo
aKCMOMU 3aMEHe CKyIl aKO BajKi aKCUOMa 3aMeHe, OIHOCHO Ha OCHOBY aKCHMOMe cemapamuje ako je R crym,
Oyayhu na je Fl ) C[0,2) x R. TIputom he Bamurn F(x) € R 3a cBaro x € X. Taxobe, ¢pynrmmja F' he Gurn
CKyO aKO M caMO ako je X CKyIL.

Teopema 15 (Z~) Heka je X mobpo ypebena rnaca penanmjom <. Osmaummo ca T kiacy CBUX HapoBa (x,y)
rae cy &,y NPpOU3BOJLHU eseMeHTH TakBu na * € X u na je y C [0,2). Tana 3a ma kojy peaanujy R C T mocrtoju
rayHo jemua penaunuja P C X raksa na Bawu P = {x € X : R(z, PN[0,2)}. Takobe, Penauuja P he Guru ckyn
y cay4yajy ma je X CKyT.

1.3 Caabuju 00/ 1 €eKBUBAJIEHTU aKCUoOMe M30opa

Arcmoma usbopa je teopema Beh cucrema Z~ 3a ciayuaj KOHAUYHUMX (paMunnja Ckymnosa. [IpermusHuje, Basku
caeneha Teopema.

Teopema 16 3a cBakxy penanujy F (koja mMoskxe Outu u knaca) Gopmyna
Vo (Fin(z) A (Vy € 2)3zyFEz = 3f(Fun(f) Adom(f) =z A (Vy € 2)yEf(y))

je Teopema cucrema 7.
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Joxka3: NMunykmujom mo n norazahemo ma 3a Ma KOju KOHAUAH CKYI T TaKaB Oa MOCTOjU OUjeKIrja CKyIa 1 Ha
CKyIl T W JIa 3a CBAKO Y € T NOCTOjU Z TAKBO na je yFz, mocroju ¢pyHkmmja f ca moMeHOM x TakBa ma 3a CBAKO
y € z Baskm yEf(y). Baumcra, 3a n = () pynrnmja f = () ounraenno ncnymasa Tpaskene yciaose. Hera je n € w
TakaB [la OPETXOIHU MCKa3 Baku. [IpeTmocTaBuMo caza ma je & Takas CKym ga moctoju r:S(n) % T U TaKaB

& 3a CBAKO Yy € & MOCTOju z Takso na Baxku yEz. Byayhwm ma r|, : n % x \ {r(n)}, mocrojahe ¢pynrmmja g ca
momenoM z \ {r(n)} Taksa ma 3a csako y € dom(g) Baxku yFg(y). Tana dpysrmuja f = g U {(r(n),z)} ucnymasa
TpaskeHe yCioBe 3a z m3abpano Tako ga Baxku r(n)Ez.  QED

3a mpobiemaTuky m3 OBOT oxesbka Tpebahe mam ciaenehe neme.

Jlema 10 (Z7) Hera je E penamuja napuujanuor ypebema na mekoj ranacu Y u F dysrnuja nepunucana Ha
Heroj kiacu X. Tana 3a ma koju Henpasan koHauaH ckyn x C X mocroju a € x TakBo ga je F(a) MakcuMasan
(MUHUMAJIAH) eJeMEeHT CJMKe CKymna & mpu npeciaukasamy F. IloceGHo, ako je F snmueapuo ypebeme, omma
noctoju Hajsehu (HajMAmM) €IEMEHT CJIMKE CKyla I IpU IpeciukaBamy F.

IToka3: Jloka3 M3BOAUMO MHIYKIMjOM IO N € w 32 KOjU IMOCTOjU OMjeKIrja CKyma m Ha CKyH x. 3a n = () ckyn
T He MOyke OUTM Hempa3aH, ma je TBpheme ayToManku uUCoymeHo. llpermocTaBuMo cama na je m € w Takas na
TPAKEHN UCKA3 Baku. llpermocraBumo na je ckyn x C X Takas ga moctoju Oujexnuja ckyna S(n) Ha CKymn &
n Heka je [ jenna Taksa Owujekmmja. Aro je n = (), omma je f(0)) jenmHm ememeHT CKyma T, TAKO 1A €JIEMEHT
F(f(0)) samoBomasa tpakene ycaose. Ako je n # () oBIa IO MHAYKTUBHO] IPETIOCTABBIN MOCTOjA MAKCUMAJIAH
(MuanMaznan) enement m cauke ckyna x \ {f(n)}. Yromuko je F(f(n)) sehe (mame) oxn m, onna he Tpaskenn
enement outu F(f(n)), a uaaue m. QED

Jlema 11 (Z~) Cnuka KOHAYHOT CKymla Opu QyHKIUjU (KOja MOke OUTH U Kiaca) je KOHAUAH CKYIL.

Hoxka3z: Osme hemo mompadymeBaTu Oa je x yBeK NOACKyH goMmeHa ¢yurmuje F. Wuayrmujom mo n € w
nokazahemo ma 3a Ma kKOjy (GyHEmMjy F' u CKyn T TakaB Ja IOCTOjU OWjeknuja CKyIa n Ha CKYI & CJIHKA
CKyla T MOpa OUTM KOHauHa. 3aucTa, ako je n = () onna je u x = (), omaksie je U caumka CKylla I Npa3aH CKyT,
Koju je cBakako koHadaH. Ca qpyre cTpaHe, ako je n € w TakaB Ha TPa:KeHU UCKa3 Baxku, u f : S(n) — x,
ouna je cauka a ckyna z \ {f(n)} xomauna na mocroje m € w u f:m 1H—_dl> a, ouna je u g = fU{(m, F(f(n)))}
bujekuuja ckyna S(m) Ha ciauKy CKyla x npu npeciavkaBamy F. QED

Jlema 12 (Z7) YHuja KOHAYHOI CKyIla KOHAYHUX CKYNOBA je KOHAYAH CKYIL.

Ioxka3z: [lora:xknMo Hajupe ma je yHUja aBa KOHAYHA CKyna konayHa. Vuaykmujom mo n moxaszhiemo ma je aUb
KOHAYAH CKYII Kala Ol Cy ¢ U b KOHAUHU CKYIIOBU TAaKBU Aa MOCTOju Oujernuja uameby b u n. 3awucra, y ciayuajy
na jen = () ouno 6u b = (), na 6u aUb 61O KOHAYAH CKYT jep je a KoHauaH CKym 1 Baxu aUb = a. IIpeTrmocTaBumMo
cama ma je n € w TakaB ma je ¢ Ub KOHAYAH CKYI KaJ FOJA CY @ U b KOHAUHU U IPUTOM MIOCTOjU OUjaKIMja CKyma
n Ha ckyn b. Heka cy a um b Ma KOju KOHAUHU CKyNOBU TakBU na nocroju oujexnuja f : S(n) — b. Tana

fln:n — b\ {f(n)}, na je aU (b\ {f(n)}) ronauan ckyn. Yromauro f(n) € a, Bazkuhie aUb=aU (b\ {f(n)}),
omakie he aUb Ourn ronauan. Yrouuko f(n) € a younmo m € w u g: m % aU O\ {f(n)}). Anu rana

gU{{m, f(n))}: S(m) —aUb,

onakie je ckyn a Ub koHauan. TuMme je moxazaHo Oa je yHUja IBa KOHAYHA CKyNa KOHAYAH CKYI.

JToxasxmMo caia NHIYKIUjOM IO N € w [a je YHUja CKylla ¢ KOHAYHNX CKYIOBa KOHAYAH CKYII KA IOl IOCTOjU
fin % a. 3aucra, kana je n = () 6uhe a =0, a camum tum u (Ja = 0, mro je cBarako koHadaH ckym. Heka
je m € w TakaB na je 3a CBAKM KOHAYaH CKYIl ¢ KOHAYHMX CKYIOBa 3a KOjU IOCTOjU OWjeKnuja CKyIa 7 Ha CKYI
a ckyn | Ja KOHAUAH M yOuMMO KOHAUaH CKyIl ¢ KOHAYHUX CKyNOBa Takas na moctoju f : S(n) %» c. Ho, rana
je fln:m % c\{f(n)}, ma je cxyn J(c\ {f(n)}) romauan. Mebhyrum, rana je u ckyn Jec= f(n)UUJ(c\{f(n)})
TakoDe KoHauaH Kao yHUja aBa KoHauHa ckyma. QED

HaBenmmo Heke BaskHE eKBUBAJIEHTE aKCHOMe m3bopa
Teopema 17 (Z7) Cneneha tBpbhema cy exBuBasenTH akcuome m3bopa:

a) (Xaycnopos IpUHIMI MAKCUMAJIHOCTH) Y OUIIO0 KOM IapuujasHoM ypehemy CBakM JaHal ce MOKe
OPOIMPUTHU 10 MACKUMAJHOT jJaHna. Ilocebno, 6yayhu ma je () yBek maHal, cBako mapiujaidHo ypebeme
“Ma MaKCUMAJIAH JIAHAII.

6) (3opuoBa nema) Y cBakoM (HEmpa3HOM) maprujaidnoM ypehemy y KojeM CBakyu MaKCUMAJIaH JAHAIL UMa
MajopaHTy 3a CBAKM €JEMEHT TOI IapIyajiaHor ypebhema IOCTOju MakCUMaJsaH eJeMeHT Koju je Behwu 1o
jemmak oxm Tor emementa. [locebHO, y TAKBOM mMapumjasHOM ypehemy yBek mocToju MaKCUMAJIaH €JIEMEHT.
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6) (TakujeBa nema) Hera je x 6uno rkoju ckyn u F C P(x) tako ma 3a cBaku y C  Baku ma y € F
aKO M CaMO aKO CBU KOHAYHU MOACKYymoBu on y npunanajy F. Tama ckyn F uMma y CMUCIY WHKIy3WUje
MaKCUMaJIaH €JIEMEHT.

2) (Iepmenos npunuun nobpor ypebema) Ceaku ckym ce Moke DOGPO ypeauTu.

JIoxka3: JlokazalieMO MMIIMKAIM]CKU HUA3
AC=4a)=6)=86)=2)= AC.

AC = a) Heka je (A, <) napumjanso ypeben ckyn u T 6uio koju sanan tor ypebema. Ca A o3Haummo ckyn
cBux nanana A tor ypebema 3a koje je T' C A, a ca a 6uiio kojy QpyHEIMjy Koja npecaukasa ckyn P(A)\ {0}
y ckyn A takBy ma a(z) € x 3a cako = € dom(f). Ca I' osHaumMo QyHKIM]Y KOja CIMKa CKyD A y CKyn
P(A) mary ca
PN ={xe A: AU{z} € A}.

IMpumeTrnmo na je manan A € A Makcumanan ako u camo ako je ['(A) = (. Youumo jomr pynrmujy s : A — A
IeUHUCAHY Ca

oy [ AU s Ty £0,
S =
A 3a T'(A) = 0.
Ommax ce Bumu ma je jgaHam A € A MakcuMmaJsaH ako u caMo ako je s(A\) = A, Kao u ma je y CympOTHOM
ckyn s(A\) \ A jemmounan. Heka je ® ckyn ceux D C A koju umajy ciaenehe ocobumue:

1. TeD,
2. (VAeA)(Ae D= s(\)eD),
3.VS(SCDANMAES) (YN e SYANCN VN CA)=NSeD).

Crkyn © je mempasan 3aro mro A € ®, ma MoxkemMo youutu meroB npecek D. Jlako ce mpoepaBa ma
D e ®. Crora je D y cMuiIy MHKIY3MjCKOT MMOPETKA HajMamU eneMeHT ckyna . JlokaxknMo ma je cKyn
D nuaeapuo ypebeH MHKIY3UjCKAM MOPETKOM. Y OUMMO CKYII

L={AeD:(YN eD)ACNVNCA}

Jacuo je ma je L C D. Yronuro moraskemo na L € © 6uhe L = D 0ynyhu na je D MHKIY3UjCKM MUHUMYM
ckyma ®. Ocobure 1. u 3. ckyna L ce mako nposepasajy. IIlITo ce Tuue ocobune 2. younmMo IPOU3BOJbAH
enemeHT A € L u morasknmo na s(A\) € L. Y TOM muiby mOCMATPAjMO CKYI

U={NeD:s(\)CNVNCs\)}

Ouuraenno, U C D. Aro moraxkemo ma U € D, 6uhe 3anpaso U = D jep je D UHKIY3UjCKU MUHUMYM
ckyma ®, a camuM TM hemo moraszatu um ocobuny 2. ckyna L. IlonoBo ce ocobure 1. n 3. maro mOKa3yjy.
Iokasxumo 3ato ocobuny 2. Heka X € U. u nokaxkumo na cy ckynosu s(A) u s(\') nHKIy3ujCcEM ynopeamsu.
A\ je mo mpernocraBIm MHKIY3UjCKM ymopemus ca $(A). Axro 6m Baskmio s(A\) C N, omma 6u s(A\) n s(\)
6unu wmurIy3ujcku ynopemusu 36or s(A) C A C s()). Crora je mHTepecaHTaH caMO Ciyda] Kaua je
N C s(N).

Cauuno, A je MHKIY3WjCKM YIOPEIUB Ca CBUM ejleMeHTMMa ckyma D, ma u ca s(\). Y cayuajy ma je
s(\) € A. mmamo ma je s(N) C A C s(\), na cy u rana s(\) u s(\') nakaysujckn ynopemusu. Crora je
MHTepecaHTaH caMo cuaydaj kazna je A C s(A). Mebyrum, uz A C N C s(\) 6u caemuino ga crym s(A) \ A
canpsy 6ap IBa €JIEMEHTa, ITO je mpeMma AehuHUNUju yHENuje s Hemoryhe, ma He moxke outm A C N,
W3 cimurwmx pasmora He moxke outm mu A C A, Mebyrtum, 6yayhu na je ckynm A ymopemusB ca CBUM
enementrma ckyna D, ma u ca X, mopa 6utu A = . Ognarse onmax cremu na je u s(A\) = s(N), onarie
cy $(A) m s(\) HApABHO MHKIy3WjaKu YHODEIUBU.

Ho, to rorauno 3Haum na je ckyn D uHKIY3WjcKu amHeapHO ypeDeH, ma HA OCHOBY ocobumHe 3. mMaMoO Oa
\UD € D. To Tauno 3Haum na NOCTOjU MHKIY3UjCcku Hajsehn enement ckynma D, Koju ce cTora (yHKIjOM
S MOMKE CIMKATH WCKBYUUBO y cebe, ONaKie je OH MakKCHMaJaH JaHal nocMarpasor ypebema (A4, ).
Bynyhu na je mpema 1. ckyn 7 HOACKyI TOI MaKCHMAaJIHOT JIaHIA, OBaj eo TBpDhema je y mOTHyHOCTH
JOKa3aH.
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a) = 6) Ilpernocrasumo na je (A, <) mempasHo mapuujaaso ypebeme y KOMe CBakuM MakCUMAJIaH JIAHAL UM
majopanry. Heka je a € A. Byayhu ma je {a} smamam MoskeMO ra OpOMUPUTUA A0 HEKOT MAKCHUMAJHOT
JaHma, yrja he MajopaHTa OUTU TPAKEHU €JIEMEHT.

6) = e) IloraskuMmo Hajupe ma cy 3a TakBy Gpamunnjy F ypeheHy MHRIY31jOM UCIYH€HN yCIOBA 30PHOBE JIEME.
Hexa je £ C F 6uio Koju JaHaLl y CMUCIY MHKIy3ujckor ypebhema. Hokaxumo na ckyn M = |J £ npunana
¢amunuju F. 3a To je morpebHO mpoBeputu ga x € F 3a cBaku koHadaH x C M.

Heka je r xomauan monckyn ox M. Bynyhu ma je x xomauan u ma 3a cBako y € x mocroju L € L TakBo
na x € L, mocrojahie pymrmmja f : x — L tarsa na y € f(y) 3a cBaxo y € x. Ho, Oyanyhu na je ¢pyurmmja
f crymn, mena ciauka he takobe 6uru ckyn. [lraBume, cauka ¢pyakuuje he f takobhe 6urm konauna. Ho,
oynyhu ma je oma moackyn nuHeapHO ypebewor ckyma L wHKIy3ujoM, mocrojalie mHKIy3ujcku HajBehn
enement L ciure ¢yurrmuje f kome he mpumanmaru cBu umanoBu ckyna x. Iawime, Baxku ¢ C L € L C F,
IIa £ Ka0 KOHA4YaH NMOACKYH eidemeHtra L ¢amunuje F mopa 6utm unan pamumnumje F. Tume je mora3 na
M € F oronuvan. llakmge, UCHyHEHU Cy yCJIOBM 30PHOBE JieMe, A MaKCHMaJiaH ejleMeHT ¢amwuauje F y
CMUCIy WHKJIY3Hje IIOCTOjU.

6) = 2) Youumo npoussosman ckyn A. Heka je © ckyn csux nmaposa obauka (T, <), rae je T C A, a < penanuja
mobpor ypebema ma ckymy T. Taksu maposu nmocroje. Ha mpumep, (0,0) € ©. Ham mmm je ma mokaxkemo
Jla TOCTOjU map y CKymy D uuja je mpBa KOMIOHEHTa CKyn A. Y penumo ckyn D pesnanurjoM < neGpuHUCAHOM
ua caenehu mauun: (T,<) < (T, <') ako u camo ako je T C T/, <C<' msamakojex € TuyeT' \T
Bakn T <’ y. Jlako ce mposepaBa ma je To jemHo mapriujaJHO ypebeme Ha crymy D.

Hexa je F ckyn cBux sanana ypebema ©. Y 0uiao koM ypebemy je HOACKyI CKyla HOCAdYa JIAHAI aKO
U caMO aKO Cy CBU HEMOBM KOHAUHU HOJCKYIOBU JAHIOM, Ia HOCTOjU MakcuMmasaH jgaHal L ypebema D.
Hexka je

T=| {1 € P(A): 3p(T",p) e £}, <=|J{pe P(A)x P(A): IT'(T',p) € L}.

Hoxraskmmo nma je < mobpo ypebeme na T. Jlako ce mpoBepaBa ma je To jemno mapimjaauo ypebeme. Ha
npuMep, Heka cy z,y € T Taksu na Baxku x < y u y < z. Tazma nocroje (T7, <), (T",<") € © Taxksu na
x €T nyeT’ Ilpurom sehe onm ta mBa ypebema oGyxsara oba emementa x m y. Ha camuan mauwmw,
MoskeMo 1o morpebu npehwu ma jom Behe ypebewe m3 ckyma L y kome he Baskuty u @ < y u y < .
Ho, 6ynyhu na je To mo mpermocraBiu 3aucra ypebeme, mopahe na Baxum x = y. PeduexkcuBHOCT 1
TPAH3UTUBHOCT C€ NOKAa3Yjy CIMYHOM ~IMMHACTUKOM .

Hexka je cama U mempasan moackym on 1. Tama MOkeMO yOUWTH HEKU HETOB €JIEMEHT X, KOJU MOpa
npunagatu ckymy nocauy 1’ meror emementa (T, <”) cryna £. Ho, tama he ckyn UNT’ 6utn menpaszan
noackyn on 1”, ma he umatu HajMamU eJeMeHT y y nopeTky ckyma 1”. IIpeTmocTaBuMo y HUje HAajMAmU
enemeHT ckyna U y ypexnejemy ckyna 1. Tana he mocrojatu Herko z € T NU 3a koje Huje y < z. Tana
moskemo usabparu (T, <") € L Tako na Basku z,y,z € T”. Bynyhwu na muje x < z, jep 6u unaue 360r
y < x 6mwno y < z, mehe mohu ma Gyme mm 2z € T” \ T, na mopa 6utu z € U NT', roe npema uzbopy
€JIEMEHTa T BakU & < 2, a CAMMM TUM MOpa & BAKA W T < 2 CyIPOTHO m3bopy emementa z. Oba
KOHTpaUKIMja DOoKasyje ma je < 3aumcta mobpo ypebeme cxyma T.

Ocraje ma moraskemo na je T = A. Y cyunporHoMm Gucmo Moruu mzabparu Heku enement z € A\ T 3a roju
Ou CKym
L'=Lu{{Tu{z}, <UT x {z}}

6uo Behu enement ypebewa nanana (D, <) ox nanna £ cynporao uzbopy aanna L.

2) = AC Hexa je A npoussoman ckyn u < jenno nobpo ypebeme va memy. Tana he ¢pymruuja f nepunucana ma
cxymy P(A)\ {0} koja cBakoM Henmpa3HOM MOACKYTy CKyna A OpuApYsKyje HeroB MUHUMYM 3a0BOJbABATH
Tpaskene yciaoe. QED

O HekuM OpYrUM €KBUBAJEHTUMAa akcuome m3bopa Owmhe peuwnm racuuje. Canma hemo HaBecTu HEke HbeHE
cnabuje obaure. To cy teopeme teopuje ZFC roje mucy morasuse y teopuju ZF u roje y teopuju ZF mucy
€KBUBAJIEHTHE akcuoMu m3bopa.

3a monckyn A Bynose anre6pe pehu hemo na uma cBojcTBO KOHauHOTr Ipeceka (fip) ako 3a cBaku KOHAUaH
F C A nocroju enement a # 0 te Bynose anrebpe Takas na je a < b 3a csaxo b € A.

Teopema 18 (ZC™) (Teopema o yampaguampy — UF) Y csaroj Bynosoj anrebpu ce cBaku ckyn ca fip Moske
npoayxutu n0o yiarpaduiarepa. [locebno, ceaka Bynosa anrebpa mva 6ap jeman yarpaduiarep.
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IToxa3: Heka je B Gymosa anrebpa u A wen monckyn ca fip. Ilocmarpajmo ckyn F csux A C X C B ca fip.
Bynyhu na ¢amunuja £ ncnymasa yciose TakujeBe seme, nocrojahe makcumasan einement F pavmuiauje F.
Jlako ce 3armyuyje na je o ¢uarep. Dymyhwm ma ce me moske mponyskutu no Beher ckyma ca fip u ma cBu
¢untepu umajy fip, o je u yarpapuarep. QED

Hegpunumja 6 Ilon pamuaujom (a;);cr ca kmacom uanekca I monpasymesaliemo Qpyurunjy a (Koja mMoxke Outm
v kiaca) unju je nomen I u npurom hemo ymecro a(i) mucaru a;. [oceGuo, pamunuje yuju je momen w 3salieMo
HU30BUMA.

Teopema 19 (ZC™) (3asucan usbop — DC) Hera je A mempasan ckyn u R C A X A GunapHa penamuja HA HEMY
Koja mMa ocobuHy nma 3a cBako ¢ € A mocroju y € A takas ma xRy. Tanma mocroju HU3 (X, )new €7€MeHaTa
ckyma A TakaB ma 3a CBAKO N € W BAXKU T RTpy1.

IHoxa3: Heka je f m3bopua ¢pyurumja ckyna A m a 6uio koju meros exement. Tama je ca

a zan =0,
Ty, =
f{z e A:xzpRx}) 3an=S(m), mecw

KOPEKTHO Me()UHUCAH HU3 KOjU UCIOyHmaBa Tpaskene ycioe. QED

Teopema 20 (Z~ +DC) Hera je A menpasan ckyn u R C A X A GunapHa penanuja Ha HBEMY KOja UMa OCOOUHY
na 3a cBako r € A MOCTOjU Y € A TakaB 1ma zRy n (an)n@n, m € w KOHavaH HU3 eJIeMeHaTa CKyIa A rakaB ma
3a cBe N € w 3a Koje S(n) € m Bamu a,Rag(,). Tanma mocroju mu3 (T,)nc. eneMenara ckyma A Takas ga 3a
CBaKO N € w Baxku pRx,41 u na npurom Oyne a C .

Iloka3: Heka je § Ckym CBUX KOHAUHMX HM30Ba T ejeMeHaTa ckyna A 3a koje Baxm a C 1 m 1,Rrg(,) 32 cBe
n € w 3a xoje S(n) € dom(z). Ilpurom je §F 3amcra ckym jep je § C P(w x A). Hocmarpajmo pemannjy R’
nepuHUCAHY HA CKYIy § AepUHUCAHY ca

2Ry < z,ye€FAxz CyAdom(y) = S(dom(x)).

Tana mMokeMo yountn HU3 (fp)ne, €€MeHaTa cKyna § Takas na f,Rf,11 3a cBe n € w. OG3upom nma je rkmaca
F={fn:n€w} CwxFcryn, z =|JF he 6uru au3 ca tpaxkxenum ocobunama. QED

3a ckyn xz pehu hemo na je mpebpojuB ako mocroju Oujernuja [ :w — .

Teopema 21 (Z~ + DC) (IIpebpojusu usbop — CC) 3a 6uio koju npeGpojuB CKyI HENPA3HUX CKYIOBa, HOCTOJU
n300pHA (QYHKNMja TOT CKyIa.

Ioxa3s: Heka je © = {a, : n € w} npebpojus CKym, rue je a,, # a, 3a m # n u upu yemy @) ¢ x. [locmarpajmo
ckyn F' cBux m3bopHEX (yHEUMja CKynosa obauka {a, :n € m} 3a m € w u penauujy R Ha ckyny F neduncany
ca fRg ako u camo axko je f C g u dom(g) = S(dom(f)). Tama nocroju vu3 Ppymurmmja f, Takas na je fp =0 m
na Baskn [, Rf,11 3a cBe n € w. Ho, tana je f =J{fn:n € w} Tpaxkena pynrmuja. QED

JIema 13 (Z7) Ioackyn KOHAUHOT CKyIa & je KOHAYAH.

Iloras: Iloka3 hieMo CIpoBeCTU MHIYKIUjOM IO 1 € w KOJU je eKBUIOTEHTAH ca T. Y KoJuko je n = (), onna je
u r = (), ma je mpa3aH CKyI jeIVHM HEroB IOJACKYI, a OH jé CBAKako KoHauaH. Heka je caga n € w TakaB Oa
Cy CBU IOACKYIIOBU CKYyIIOBa €KBUIIOTEHTHUX Ca N KOHAUHU. Heka je & KOHAUAH CKyl €KBUIIOTEHTaH ca S(n),
y weros noackyn u f : S(n) %1} Z. Y je CBaKaKO KOHAYaH ako je ¢ = y. Heka je 3aTo y mpaBu HOACKYI O
z. Ako f(n) € y, ouna je y C f[n], omakie je y mO MHIYKTUBHOj mpernocTaBiu koHauad. Heka 3aro f(n) € y.
Y Tom cayuajy, Oyayhu ma je y mpaBm moxckyn on x, mocrojahie merko z € z \ y. Ilocmarpajmo ¢yHEKIMjy
g:n— x\ {z} nepunucany ca

f(k), f(k)# =,
f(n), f(k) =z

Jlako ce mposepasa na je g Oujermmja, omarie je ckym « \ {z} ekBunorenran ca n, a 6yayhwu na je y C x \ {z},
10 MHIYKTUBHO] mpernocTtaBnu je y konadan. QED

g(k) =

Jlema 14 (Z7) Konaynu CKynoBu Cy HEEKBUIIOTEHTHU Ca CBOJUM HpaBUM nAejgoBuMa. lloceGHO, pasauuutu
npuponHy 6pojeBu Cy HEEKBUIIOTEHTHU.
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JHoxka3: Nunykuujom hemo mokaszatu na n HHUje €KBUIIOTEHTHO HU Ca jeTHMM CBOJUM €JIEMEHTOM HUTH 3a jenaH
n € w. Oparae he HA OCHOBY JmHeapHOCTH ypeDema CKyma w ClIenuTu TpPpakeHO TBpDheme. Y ciaydajy aa
je n = 0 TBpbeme Basku jep n Hema ejeMeHaTa. Heka NPETXONHU WCKA3 BaKM 34 HEKO N € w M HEKA je
f:8(n) % m 3a Heko m € S(n). Ty mapasao me Moxke 6uru m = (), na je m = S(k) 3a vero k € w. Ho, rana
je ca
g={wy)enxk: flx)=y Ay <fn)iU{{z,y)enxk: flz)=5@) y=f(n)}

ne¢urHICaHA jenHa Oujexknuja ckyma n Ha cKyn k < m < n, mTo je KOHTpaaukiuja. Jloka3 mocienme YuHeHUIe
je cinyaH paHuje M3JIOKEHOM HOKa3y OeckoHauyHocTu ckyna w. Cana ocrarak TBphema ciequ HEmOCpEemHO U3
YME,EHUIIE & j€ 38 CBAKO N € w CBAKU IPABU MOACKYNI 01 S(n) €KBUIOTEHTAH CA HEKAM IIOJCKYIOM O 1 U
nperonue jgeme. QED

Jlema 15 (Z~) IloackynoBa KOHAYHOT CKyIla & MMa KOHAYHO MHOTO.

Hoka3: Iloka3 M3BOIMMO MHIYKIM]OM IO IPUPOIHOM 00jy 1 3a Koju je x ~n. 3an =0 je u z = (), omarre je
P(z) = {0}, mro je cBarako komauam ckym. Hera je cama n € w TakaB na MOMEHYTH MCKA3 Ba)KU U HEKA je T
exkBunorenTad ca S(n). Younmo npomsBobHy Oujernnjy f ckyma S(n) Ha CKym T U CKyIOBE

A={yCux:f(n)¢y}, B={yCux:f(n) €y}

Crkyn A je KOHauaH Ka0 NAPTUTUBHU CKyN CKymna f[n], a ckym B kao ekBumoTeHTan KoHauHOM ckymy A. Jemma
on 6ujernmja ckyma A ma ckyn B mara je ca y — yU{f(n)}. Ho, tama je u P(r) xoHAUAH CKynm Kao yHHja
koHauHOTr ckymna {A, B} komaununx ckymosa A u B.  QED

Teopema 22 (Z~ + CC) Yuuja upebpojuBor ckyla KOHAYHUX CKYIOBa je npebpojusa.

Toxa3s: Hera je x = {a} : k € w}, npu uemy cy cBu CKynoBu xj KoHaunu. Dynyhu na je 3a cBako k € w moctoju
n € w Tako ma cxym b(zg) = {f: f:n % x2p} C P(n X x) Oyme HempasaH, Kao M Ja je CKyn & npebpojus,
nocrojalie gynrmuja uzbopa i ckyna F = {b(y) : y € 2} C P(w x Uz). Ilpecnurasame j : k — b(xy) 3a k € w je
1-1, jep je zr = dom(b(k)), na he ioj 6utn jemmo 1-1 mpecaukaBame CKyla w y CKyn u3aOpaHux (yHKIU]ja.

Oszmaunmo ¢yuruujy i(j(k)) ca fr u dom(fx) ca ng. Harue, fi : ng % . HedurummMo mpecankaBama
a,f: Ur — w Ha caenehn maumn: o(y) = min{k € w :y € z1} u [y) = ;(z)(y) Cana MOXEMO yBeCTH
nopenak Ha ckyny |Jz Ha caenehn mavun:

a<b & ala) <ad)V(ala) =ad) A B(a) < B(D)).

Huje Temko mposeputu ma je To mobpo ypebeme 6yanyhm ma je ckym w mobpo ypeben u ma je 3a ma Koje
y,z € Jx Baskn a(y) = a(z) A B(y) = B(z) & y = z. IlpumeruMo na cBaku ejgeMeHT CKymna |Jz mma KoOHAYHO
MHOTO TPEeTXOIHUKa, u Oynyhu mna #e moctoju Oujernuja uzmehy paznuuuTux OpUpoOTHUX OpOjeBa, MOKEMO
nepunucaru Gpyurnujy ¢ : |Jr — w Kao

gly) =n & {ZEU:v:z<y}~n_

Jacuo je ma je ckyn g[y] nouernu koman ox w. Ho, npeciukasame ¢ je 1-1. 3amra, y CympOTHOM MOMKEMO
n3abpaTu HajMawmy eneMenT z € |Jz Takas moctoju u < z Tako ma je g(u) = g(z). Onarie u u z Mopajy na nMajy
vctu 6poj nperxonauka. Ho, tana je ca f(v) = flv], v € x, v < z nepunucana jenna pacryha Oujexnuja ckyma
CBUX NPETXOMHWKA O Zz HAa HEKW IPUPOIaH OpOoj m, ma Ou pecTpuknuja GpyHknuje f Ha CKYI CBUX MPETXOIHUKA
on u Ouia OuWjeKnUja Ha HEKM MPABU IOYETHU KOMA O m. AJju, NpaBu MOYETHU KOMAJ IPUPOITHOr Opoja
je mMamu mpuponaH 6poj, ma OGumcMoH uMaau Oujexknujy m3MeDy pazniumuUTUX OPUPOTHUX OpojeBa, IITO CMO
nokazayu ga je memoryhe.

OBuM CMO IOKA3aJIM MH]JEKTUBHOCT (yHEIUje g. AKO je g[y] mpaBu moueTHu KOMaj Ol w, OHZA IOCTOJU HAaj-
Mamu IpUPoAaH 6POj 1 KOju He mpunana CKymy ¢gly] u oupa je gly] = n, na je y KOHAUAH CKYIl KAO €KBUIIOTEHTAH
ca n. Ho raga 6u u3z y = |Jx cnemuno = C P(y), omakie 6u ckyn 610 KOHAYAH KAO HOACKYI KOHAYHOL CKYIIA,
mTo je cynporHo npernoctasmu. Crora, gly] He MOke OuTu mpaBm MOYETHM KOMal OX w Ta je gly] = w, omakie
je HamoKOH ckyn y mopebpojus. QED

Hepuaumuja 7 3a napuujanuo ypebeme kaskemo na je dpso ako je cBakm saHar Tor ypebema nobpo ypeben
U 33 CBAKM €JeMeHT T TOor ypeDema je CKyn CBUX ejleMeHATa MamUX O1 ¥ jJaHal. HiemeHTe nApBeTa 30BEMO
yaoposuma. Ilon eparom dpeema monpasymeBahemo makcumasnan aanan Tor ypebema. UBop y apsera 3Bahiemo
HACACORUKOM UBOPA X AKO je T < Yy U MPUTOM HE TOCTOJjU UBOP 2z APBETA TakaB Ha Baku r < z < y. Jlpso
je KOMawHO 2eMepucaMo aKoO je CKyI HACIeTHUKa OWJIO KO YBOPa KOHadaH. JIPBO je KOHAUHO aKO MY je CKyII
YBOPOBA KOHAYAH.
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Teopema 23 (Z~ + CC) (Kenuzosa aema 3a dpsema — KLT) BeckoHauno ApBO ca HAjMamUM €JIEMEHTOM KOje je
KOHAYHO TEHEPUCAHO MMa 0apeM jelaH OecKOHAYaH JaHall. Y KOJMKO je 3a CBAKU YBOD & CKYI CBUX UBOPOBA
MambUX O T KOHAYaH, OHAA je Taj JiaHall OECKOHAYHA T'DaHa.

Ioxa3: Heka je (T,<) GeckoHAUHO APBO Koje je KOHAUHO reHepucano. OsmHaummo ca S, 3a n € w CKyNI CBUX
x € T rakBux na je ckyn {y € T : y < £} eKBUIOTEHTaH ca N, a ca N, CKyI CBUX CKyIOBa O0JIMKA

N, ={yeT:"y je nacnenaur on ="’}

3a ¢ € S,. Iomro je N, C P(P(T)), er3ucrennuja My je 3arapanToBaHa akCUOMOM cemapanuje. Dymyhu ma
je 3a crako z € T crkyn N, IO OpETHOCTABIM KOHAYAH W O3 je CKyn [N, €KBUIOOTEHTaH ca S,, KopuihemeMm
jemsaxoctu Sg(n) = (J N, uEAyKDUjOM ce mOKasyje ma je cBakm O CKymoBa S, KOHAYaH, a CAMUM THM ¥ 1a je
ceyn I =, ¢, Sn KOHauaH nim npebpojus, ma mocroju u3bopHa GyHKIMIja ¢ HA CKyTmy 1.

Taxobe, uz z <y uy € I cnenu x € I. Ilocmarpajymo HU3 (T, )ne, LePUHUCAH Ca

0, n=20
T =1 c{y € N, : "Fin({z € T:z>y})}), aro je nesa crpana mepunucana 3a n = S(k)
*, uHAYE,

IZe je * HEeKW eJIeMEHT KOju He Impumnana ApBeTy. Takas moctoju jep je T’ ckym, a mokazanan cMo ma Vadyy & x.
NMunyruujom ce mokasyje na je c({y € Ny, : “Fin({z € T : z > y})}) nedpurucano 3a cBe n € w, Kao u ga T, € Sy,
3a CBe M € w. Y IOKa3y Ce KOPUCTU UMH-CHUIA Ja je YHUja KOHAUHOD CKYIa KOHAYHUX CKyNOBa KOHAYAH CKYI.
Hpyrum peunmMa, ako je yHHja KOHAYHOT CKyna OECKOHAYHA, OHAA OH MMa GapeM jeqaH GECKOHAYAH €JIEMEHT.
Ho, 3a cBako n € w je 2, < Tpt1, OJAKIE Ce MHAYKIMJOM TIO Kk JOKa3yje Ha je CBaKU OX CKymoBa {, :n < k}
mureapHo ypeben, ma je 36or nuaeaprocTtn ypebema ckyna w u ckyn b= {z, : n € w} nureapuo ypebem.

Ocraje camo ma ce moraske na je b rpaHa y MOMEHYTOM CJIydYajy. Y TOM IUJ/bY OIPUMETUMO O3 CBAKU JIAHAIL
“Ma [0 HAjBUINE jelaH 3ajeHUYKM €JEMEHT ca CBAKUM O CKymoBa S,. 3awucrta, Heka cy = m y pasaumdnTu
esemenTu ckyna S,. Axo O6u ma mpumep Ouno x < Yy, OHIA OU CKyI eJieMeHAaTa MamUX O Y CAIP:KAO CBE
eJleMeHTe Mame ON T W joumm x, ma 6w bumo y € S, 3a Heko m > n. Mebyrum, To je y cymporHocTm ca
HEEeKBUIMIOTEHTHOMNY KOHAYHUX CKYIOBA Ca CBOjUM IpaBuM moAcKymoBuMa. Jlakide, ako Ou [ 6O HEKu jaHaIl
kKoju mpomupyje b, mopaso 6u ma oyme bNI=1NI. Aau, y nomernyrom ciayuajy je I =T. QED

1.4 OpmuHanu u noopo ypebenu ckymoBmu

Jepurunuja 8 Ilapuujanno ypebeme Ha knacu X je 1oOpo ako cBaka HempasHa IHOTKIAcA 0n X MMa HajMamu
€JIEMEHT.

Teopema 24 (Z~) Csaku no6po ypeben ckyn je mmueapuo ypebenm m mpuroMm y memy HeMa OEeCKOHAUHUX
onanajyhux musosa. Y3 DC Baku u obpart.

Jloka3z: Jlumeapuoct nobpux ypebema cienu u3 mocrojama MUHAMYMa ABOWIAHUX MTOIACKYIOBa TOT ypebhema.
Taxobe, ckyn Bpenuoctu Geckonaunor onanajyher musa sema munnmyMm. Ca npyre crpane, ako ypebeme (4, <)
HUje nobpo, onna he 3a pemanujy R nedpunmcany Ha ckyny F' cBuX KOHAYHMX Omanajyhnx HM30Ba eeMeHATa
cryna A kao crpora mHKIY3Mja ¢, OHOa 3a cBaku & € F nmocroju y € F' takaB na Basxku xRy. Crora he nmocrojaru
OeckoHauaH HU3 ejieMeHaTa m3 F' TakaB ma je cBaKM MPETXOAHU IIPaBU AE€O HAPEIHOr, ma he uM yHuja Outnm
Geckonauan omanajyhu uu3 exemenara uz A. QED

Jlema 16 (Z7) Hera je (A, <) mo6po ypebewe u f: A — A pacryhia ¢pyHrmmja koja camka ckyn A Ha Heros
moueTHN KoMmal. Jlpyrum pednMa HeEKa Cy CBU €JIE€MEHTH KOjU Cy UCHOJ DapeM jeIHOT eJieMeHTa KOjU je y CININ
¢yurnuje f, rakobe y cannn ¢yurnuje f. Tana je f umenturer. Ilocebno, nobpo ypeben ckyn me Moxke Gutu
“30MOp(aAH CBOM IIPABOM IOYETHOM KOMALY.

JHoxa3: Heka je f memnmentuuko npeciukaBame. Tana mocroju nHajMamu x € A takas nma je f(x) # x. Ako
je f(x) < x, onma mpema m3bopy esementa x nobujamo na je f(f(xz)) = f(x), mox m3 MonoToHUje PpyHKIMjEe f
3akpyunjemo na mopa ouru f(f(x)) < f(x). Crora mopa 6uru z < f(x). Ho, tama he moparn ma moctoju
y € A 3a xoju je f(y) = x, a camum tum u f(y) < f(z). Omariae HA OCHOBY MOHOTOHHUjE 3aKbydyjeMO Aa je
y < x, a camuM TtuM u f(y) = y, wro je y cyupornoctu ca y < x = f(y). QED
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Teopema 25 (Z7) 3a ma roje nobpo ypebene ckymose (A, <) u (B,<) Basku Tauno jemua on ciaexehe tpu
moryhnocTu.

1. IMocroju pacryha ¢pyuruuja f roja ciamka CKyn A Ha IpaBU MOYETHU KOMAaJX CKyma B.
2. Iloctoju nzomopouzam f: A — B.
3. Ilocroju pacryha ¢yurmuja f koja ciauka ckym B Ha nmpaBu mOUeTHH KOMAX CKyma A.

IIpurom je ¢pyukmmja f jemuHcTBEHa y CBa TpU HaBeneHa ciaydaja. [locebuo, y mpBom u Tpehiem cayuajy cy u
IIOYETHU KOMAIU jeTUHCTBEHU.

IHoxa3z: IIpso, ako 6u 6ap nBe o4 ojaTepHATUBA OMIe TavyHe, oOHIA OucMo nMasu pacryhe ¢pyukmuje f: A — B
u g: B — A uuje cy ciuke momerHn KoMaau oarosapajyhux ypebema on kojux 6ap jemHa HUje CypjeKTUBHA.
Ho, Trama he rommosunuje go f u f o g takobhe dburtm pacryhe ¢yHEIMje UMje Cy CIMKE MOYETHU KOMAIU
omropapajyhux ypebema. Mebyrtum, npema mnperxonnoj gemu he 6utu fog u g o f mmeHTuTeTH, mWTO je y
CYNIPOTHOCTH Ca MPETIOCTABKOM Ha Oap jensa ox GyHrmuja f, g HUje CypjeKTUBHA.

Iloka:xkrMO ma Mopa na Baku OapeM jenaH on HaBeleHUX yciaoBa. Heka He mocroju pacrtyha ¢ysrmuja
f: A — B uuje je ciuka IpaBy IOYETHU KOMAIL On B 1 HeKa je * OMJI0 KOjU €JIEMEHT KOjU He IMPUIANa CKYILY
A. Tlocmrpajmo ¢pyurnujy g : B — A nepunucany ca

min(4\ ran(gl,)), ran(gl,)) € A

Jlako ce mpoBepaBa na je g|p\g-1[{+}] PacTyhe mpeciukaBame Ha MOYCTHN KOMa o A. Y KoamKo 6u mocTojao
€JIEMEHT KOjU Ce CIUKA y *, MOINIM OMCMO younTu HajMamu & € B 3a woju je g(x) = x. Ho, Ttama je gl
cypjexrmja ma ckym A. Aum, tama 6u (g,)”' 6maa pacryha ¢ymrrmmja ckyma A Ha moueTEW Komam onx B
cynpotro npernocrasiu. Crora je g pacryha ¢dyunkumja ckyna B ma mouerHu koMan on A.

OcraJto je na DOKa:KeMoO na Cy y CBa TPHU CIydaja IPEeCINKaBamba UKMja Ce er3UCTEHNNja TBPAU jeIMHCTBEHA.
Peunmo, ako 6ucmo mmanm paznuuure pactyhe ¢yurumje fi, fo : A — B umje Cy cirKe HOUYETHU KOMAIU OJ
B, onna 6ucmo Mornu yountu HajMamu ¢ € A 3a koju Basku fi(x) # fa(z). Aro 6u 6uno fi(x) < fa(x), onnma
6u 6uno fi(x) = f2(y) 3a meko y € A. Mebhyrum, onna 6ucmo u3 fo(y) = fi(z) < fa(z) Mornu 3akmyuuru na je
y < x. Amm, ouma je fi(x) = fa(y) = f1(y), omakne caemu x = y CyIpOTHO 3aKLYUKy y < . Ha camvad HAUMH
ce 3akmyuyje na HeMoxke ma Baxu HU fo(z) < fi(z). QED

IIpaBu mouetHu kKomamm no6por ypebema cy Taumo wmaTepBasm obmuka [0,x), rme je 0 mMummMyM, a =
npom3BosmaH eneMmeHnT Tor ypebema. IIpumerumo ma ako je mo6po ypebeme (A, <) msomopduo mpasom
noueTHOM KoMmany mobpor ypebema (B,<p) u (B,<p) M30MOP(HO mpaBOM MOYETHOM KOMany HOGPOr ype-
bewa (C,<¢), ma onma mopa 6utu u ypebeme (A, <4) nsomoppro npasom mouernom komany on (C,<¢). To
yIpaBoO 3HAUM a4 je Ha Taj HAYWH YBEIOEHO jemHo guHeapHo mpenypebeme mely mobpo ypebenum crymoBuma.
Irasume, To npeaxypebeme je mobpo.

Jlema 17 (Z7) Hera je T neku menpasan ckyn qo6po ypebenux ckynosa. Tana nocroju no6po ypebeme A € T
TAKBO Ha je A m30MOp(dHO moueTHOM KoMaxy Ouio kor mobpor ypebewma B € T.

Ioka3z: Younmo 6umio koje mobpo ypebeme A € T. Ako je oHO M30MOP(HHO MOYETHOM KOMAIy CBAKOD JOOGPOr
ypebema B € T, ouna Hema mra na ce nokalyje. lIpernocraBumo 3aro ga nmocroju 6ap jenno B € T rtaxBo na
A HUje M30MOP(HO HUTU jeIHOM ITOUYETHOM KoMany ox B. Y ToMm ciaydajy, CBako o TakBux nobpux ypebema B
je m3oMopdhHO HEKOM mpaBoM mouetHoM KoMmany [0,ap) ypebema A. Younmo ckyn cBux x € A TakBux na je 6ap
jeman unan ckyna T uzomopdan ca nouetnum komanoMm [0, z) ypebema A. Kako je To menpasan moackym onx A,
nmahe HajMamy ereMeHT a U BeMmy he oarosaparu Hero ypebheme B € T koje je m30MOPHHO IOYETHOM KOMAILY
[0,b) ypebema A. Yronuro ce B He Gu MOTA0 yTONWTH y TOYETHM KOMAJ HEKOr esementa ckyma C € T, omma
6u ypebeme C Guio m3oMop(hHO HEKOM IpaBOM HOYeTHOM KoMany ypebema B, a caMuM TUM M HEKOM MOYETHOM
rkomany [0, c) ckyma A 3a ¢ < b cynporso u3bopy enementa b. Crora ypebeme B mma tpaskene ocobune. QED

Teopema 26 (Z~) (Xapmoecoe 6poj) 3a csaku ckyn X moctoju nobpo ypebeme (A, <) takBo ma ce ckyn A He
MO’K€ MHjeKTUBHO IPECIUKATU Y CKyll X, aJu TAaKO & CE€ CBAKM IPABU IIOYETHU KOoMal o1 A Moke MHjeKTUBHO
MIPECIUKATH ¥ CKyH X .
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Hoxka3: Youwmmo ckyn T cBux mobpo ypebenmx ckymoBa rojuma je ckym mHocau monckym om X. Heka je ~
penamnuja exkBuBaJieHnuje Ha ckymy 1 yBemena kao A ~ B ako m camo ako cy A m B uszomopdua ypebema.
Axo ca U osmaummo onroBapajyhu ckyn kiaca ekBuBajieHnuje, ogna Mebhy muma mosxeMo yBectu ypebeme kao
[A] < [B] ako u camo aro je A msomopduOo nmouetHoMm komany ox B. Ilpema mperxomuoj smemu, To ypebeme je
mo6po. Ilrasume, 3a csaku enemenr A € T je A mzomop¢uo ca mouernum romanoMm [0, [A]) ypebewa U, npu
ueMmy je m3omop¢usam mat ca f(z) = [[0,x)].

OBo mpecnukasame je 100po meduHmucano jep je 3a cBako x € A ckyn [0,2) npaBu modeTHu KoManm ox A,
O6ujekTUBHO jep 3a 6umio koje ypebeme B M30MOpP(HO MpaBOM MOYETHOM KOMamy ol A mocToju TadvHo jemHo
x € A rakBo na je B mzomop¢HO ca nouerHUM KoMamoM [0, ), a MOHOTOHO 3aTO IITO je 3a ejeMeHTe &,y € A 3a
Koje je ¥ < y mouetHu koman [0,2) ckyma A mpasu modeTH:M KoMan mouerHor komanxa [0,y), Takobhe ckyma A.

Ogmatie ogqmax nobmjamMo na Cce CBAKW MPAaBU IMOYETHU KOMad ckyma U MOsKe WHjeKTUBHO IpeciaukaTta y X.
IIpernocraBumo na ce U moske MHjeKTUBHO mpecaukaTu y X Ha OIpuUMep HeKnM npeciukaBamem f. Tanma 6um ce
Ha ckymy X Mmoruo gedunucatu no6po ypebeme < ca x <y < f(z) < f(y) 3a 2,y € U. Ho, rana 6u ypebeme
(X, <) 6uio mzomoppuo HekoM ypebemy A € T, a camum TuM u npasom nodetHoMm komany [0, [A]) ypebema U.
MebyTum, 1y je f uzomopduzam ypebema X u U, na 6u u nobpo ypebemwme U 6miro nu3aoMoppHO CBOM IpaBoM
IOUYeTHOM KoMany, mTo je Hemoryhe. QED

Yupaso koucTpyucano mobpo ypebeme Temo y3 cumGonuky w3 mperxonme Teopeme o3nadaBatu ca H(X).
Cneneha mepuuurnuja noruue on Poun Hojmana.

Hedunaunuja 9 Opauuan je TpaH3UTUBAH CKyI M06po ypebheH peramujoM € KAO CTPOTUM ITOPETKOM.
Panuje cMo mokazanu ma cy CKyn w U IPUPOAHU OPOjEeBU OPAMHAJIN.
Jlema 18 (Z~) Enementu opaunana cy OpIuHAIIN.

Jloka3: Heka je o opaunan u Heka je 3 € a. Ilomro je o TpasusuruBan ckym, buhe 8 C «, a camum tum he u 3
outu nobpo ypeben pemanujom € ka0 CTUKTHUM mopeTtkoM. M3 § € y u v € § ieMO Ha OCHOBY TPaH3UTUBHOCTU
CKyla « 3aKJbYUYUTU HAjupe na cy 7y u 0 3ajenuo ca ( ememenTu ckymna «. Ho, Oyayhu ma je € crpurran
MOpENaK y (v, Ha, OCHOBY TPAH3UTUBHOCTU 3aKJbyUdyjeMo ma § € v, omakie je [ rpansutuBan. QED

Jlema 19 (Z7) 3a Ma koju opamHas « Basxku « € «. Tarxobe, 3a Ma kKoje opaunane a u § Bakn a € SV & a.

Iloka3: Y cymporHOM 01 3a o kKao eseMeHT ypebema o BEuIO o < v, a y caydajy ma Baxkun o € A [ € a u3
TPAH3UTUBHOCTYU CKyNa (@ Ba;KUJIO OU o € (v, WTO je Kao mTo cMO Bumeau Hemoryhe. QED

Jlema 20 (Z7) 3a Ma koju opamHaJ « u meros exeMment [ Baxku (= [0, ) v ypebemy opaunamna «.

Ioxka3: IIpema Ttpam3utuBHOCTEU CKyma « je S C «, ma 3a IPOUBOJHHO 7y Ba:KU

vYE0,B)&vEaNyEBSYEP
QED
Jlema 21 (Z7) 3a ma koje opaunase o u 3 Basku o C 3= a € (.

Hoxa3: Ilocmarpajmo HajMamy exeMenT 7y ckyna 3\ « y cmucay ypebewa opmunana §. VI3 v € § caenu na je
v=[0,v) y ypebemy opmunana 3, a omatie npema u3bopy enementa v na je v C a. Ilomro je v opamHamd Kao
eJIeMeHT OpauHaJja (3, Ha OCHOBY TPAH3UTUBHOCTU OPAUHAJA Y 3aK/bYUUjeMO Oa je 7y MOUYEeTHU KOMai Om «. 1y
He MOoke 6uTh 7y # « jep 61 OHZA Y Kao IpaBU MOYETHN KOMad OoX & 0uo obuuka [0,0) 3a HEKU § € @ ¥ CMUCIY
ypebewma opmuaana «, omakiae Ou npemMa TPETXOTHOM OUIO0 7y = §, MTO je y cynpoTHOCTH ca vy &€ a. Mebhyruwm,
OoHIA je Y=, a camuMm TuM U & € . QED

Jlema 22 (Z7) 3a Ma Koje opamHaJsie o U [ Baxku TavHo jemua on caenehiumx moryhnocTu:

aef, a=p, pEa.

JIoka3: IIpema mpeTrxomHOM HE MOMKE BAKWUTHU BUIe On jenHe moryhuocTtu. [loka:kuMmo na Baku Oapewm jemHa
O HAaBeAeHNX MOrynHOCTH. Y CBAKOM CJaydajy MOpa ma Basku Oap jemua on ciaenehe tpu moryhuocTu:

aCh, a=p aZp

Y apyrowm ciydajy HeMa IITa Oa ce HAOKasyje, y IpBoM je a € (3, a y TpehieM MoskeMO younTu HajMamby €JIEMEHT
~v ckyna « \ 8 y cmucay ypebema opaunana «. Ho, 6yayhu ma cBu eseMeHTH OpAMHAJA (v KOJU CY MABmU O
~ mpunaznajy ckymy (3, Baxkuhe v C 3. Mebyrum, To yupaso 3saum na je v = Vv C [, upu dyemy apyra
Moryhuoct ornana 36or v ¢ 3. Hapasuo, 36or v € o hie tana mopatu na Baxku 3 € a.  QED
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Jlema 23 (Z7) Opaunas « je uzomMopdaH TPaBOM MOYETHOM KOMady opauHaia [ ako u caMo ako « € [3.
Irapume, Taj m3omopduzam ce yBeK CBOAM Ha jemHakocT. [loceOHO, pasanuuTy OpAWHAIM HE MOLY OuUTH
n30MOP (HHU.

IHoxa3: Aro a € 3, onzna je a = [0,«) y ypebemy [ u Tana je opamHan « jeIHAK, a CAMUM TUM U U30MOD(paH
IpaBoM IOYETHOM KoMmany opauHainaa (. OOpHyTOo, HEka je opAMHAJN  M30MOP(AH HEKOM IIPABOM IOYETHOM
komany opauuasa (3. Tanma mpema Teopemu 25 opauHamu « u 3 He MOrYy OUTU M30MOP(YHU HUTU OPIAUHAI (3
MO:ke OuTH M30MOp(aH IIOYETHOM KOMaay OpAMHAJIa (v, Ia CAMUM THUM He Moxke Omtm Hu [ = a HE 3 € o.
Crora, ocraje camo moryhuoct ma je a € §. Ilomro je m3omopduszaMm OpIauHATIA yBEK jeAWHCTBEH, OH C€ Y
ciyJajy opauHaja cBomu Ha maeHturer. QED

OBoO HaM 3ampPaBO rOBOPU M4 je € jedaH CTOI'M JUHEAPHU Mopenak, a C JuHeapHu mopenak Mehy opauHammma.
IlraBume, Taj nopenak je mobdap.

Teopema 27 (Z~) Hera je x Guino koju HenpasaH CKyl opauHaia. Tala OH y OJHOCY HA yBeNEHU IOpeAaK UMa
MUHUMY M.

Iloka3: IIpema Teopemu 17 mocroju opamHAlX @ € X KOjU je M30MOP(AH HEKOM IIOYETHOM KOMAaIy Ma KOT
opaunasa 3 € z. Ilomro cy pazauuuTy OpAXHANN YBEK HEM30MOD(HU, opauHal « he Outy m3omMopdaH npaBoM
Ho4YeTHOM KoManxy Ma kor opmusaia [ € x \ {a}, onHocHo na a € § 3a cBako B € x\ {a}. QED

Bynyhu na cy opannanu nobpo ypebenu pemanujoMm €, cBaka HeIpasHa Kjaca OopauHasa nMvahe HajMamu
€JIEMEHT, jep WCIOJ CBAKOT OPAMHAJA MMAMO CKyI MHOro opauHaia. Crora 3a moka3uBame a HEKO TBpDheme
BayKM 3a CBE OPAMHAJE MOYKEMO KOPUCTUTU ODJMK WMHAYKIUje KO KOora ce NOKasyje na 3a AaTyh OPAAHAJ TO
TBpDeme BaKM Ha OCHOBY IPETIOCTABKE na TO TBpheme BaskM 3a CBe Mame OpIUHAJIE.

Teopema 28 (ZF~) Caku no6po ypeben ckyn n3oMopdan je TaUHO jeLHOM OpAUHAILY.

Hoxka3: Behh cmo Bumenu na #HeMma pasnuyWTAX WU30MOPQHUX OpAMHAJIA, HA je OPAWHAJ M30MOP(daH TATOM
mo6po ypebenom crymy jemmncrsen. Heka je (A, <) mobpo ypebeme Ha ckyny A. Tazma je cimka o QyHEKUZje
f ca momenom A nedunmCcane ca

flx)={fly):yc Any <z}

TPAKEHU OPIUHAJ. 3aUCTa, 33 Ipou3BomHe T,y € A uz y < x cnemnu f(y) € f(x). AKO HOKa’keMO WHjEKTUBHOCT
¢yurnmje f Baxkuhe m obpar. Y ToM mmmy Hajupe mokaxkumo ma f(x) € f(z) 3a ma koje z € A. Y cynporaom
6u nocrojao Hajmawu z € A 3a koju je f(z) € f(x). Mebyrum, onna 6u 3a Hero y < z Baxkuio f(y) = f(z).
Ho, nmpema nsGopy esemenrta z ouna mopa ourn f(y) € f(y), mro je kourpamurunja ca f(z) € f(x).

Ako ¢ymrunuja f me 6u Oumma 1 — 1, ouma Ou 3a Heke x,y € A 3a koje je x < y Bawwmio f(x) € f(y) u
f(x) = f(y), mwro npoTuBpeUn IPETXOIHOM 3aKbyuKy na He mosxke outu f(z) € f(z). Crora je [ unjexnuja, a
€ nobpo ypebeme na ckyny « mzomopduo ca (A, <), upu yemy je f oxrosapajyhim uzomopduzam.

Hexka je cama 8 € a u v € . Tana Baxu na je = f(x) 3a verko © € A u v = f(y) 3a mexo y € A 3a koje je
y < T, oiakie je HAIOKOH ¥ € a. QED

Jlema 24 (Z7) 3a ma koju opaunasx « ckyn S(a) = a U {a} je rakobhe opauman. YHuja ckyna opaunHaia je
opaunain. lrasume, Ty je S(a) HajMamu opaunas koju je Behu on «, a yHUja CKyna OpAMHANA je CYyNpeMyM
TOT CKyINla OPAUHAJA.

Hoxa3z: U3 (€ S(a) cnenn na je f=aV [ € «a, na 3a Ma koje v € § Baku v € o Oyayhu na je o Tpan3urusan
ckyn, mTo ynpaso 3Haun na je 3 C a. Ca mpyre crpane je a € S(«), unme je npsBu neo TBphema moKa3aH.

Heka je cama x ckyn opaumuana u « = |Jz. Ilpermocrasumo cana na 3 € a u v € . U3 [ € a caequ
na mocroju Heko 0 € x 3a roje f € §. Ho, Oynyhu ma je 6 opmuuan, 6uhe v € §, a camum TuM u vy € Q.
3HauM, @ je CKyIl YMju CYy CBU €JIEMEHTU OPIMHAJM KOjU jeé Y3 TO U TPAH3UTUBAH ako je mobpo 3acumoBan. O
he cBakako To u 6utu; jep je Kao CkKym opamHaia mobpo ypeben pemanujom €. Yumenura mna je yHHUja CKyma
OpAMHAJIA CYTPEMYM TOT CKyIa OPIAUHAJA Cala CIEAU MUPEKTHO U3 UUELEHUIE [a je MOPEIaK OPAUHAIA YIPABO
uakiaysuja.  QED

Teopema 29 (Z~) Knaca opaunana HEje ckym.

Ioka3: Y cynpoTtHOM OuM Taj CKyI MMao CyIpeMyM «, O Kora oucmo morau Hahu sehun opmmman S(«), mro
nportuBpeun uzbopy opmauuasaa «. QED

Opaunane obauka S(), e je @ HEKU OPAMHAI 30BEMO HACACOHUYUMGA, & OCTAIE 2PAHUNHUM.
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36up « + @ opaunana « u 8 medpuHMmEMO Kao opmuHad uzomopdan ypebemy < cryma a x {0} U S x {1}
MATOM ca
(x,a) < (y,b) @ acbV(a=bArz <y).

Huje Temko mposeputu na je To mobpo ypebeme, na momenyTtu opauuaa nocroju. IIpurom je a+ 1 = S(a).
WunykmujoMm mo § HEmOCPEIHO ce IpoBepaBa Oa 3a cabupame OpIuHAIA BayKu

at(B+1)=(a+06)+1,

a+0=aq,

a+f= U (a+7), 3a rpannuru opmuHaia y =7 0.
=

Onmruje, moA IPOM3BOBHOM CYyMOM y ... (i, rae je (0i)ca paMuiuja opIuHALA MHIACKCUDAHA ODIMHAIOM
Ka0 CKyIIOM MHIEKCA, MOAPa3yMeBaMo opauHas usomopdan ypebemwy cryma (J;c,{i} x 8; nepunncanom ca
(myy) < (@ yyer<d' V(=2 Ny <y).

3a KOje ce jako mpoBepaBa ma je mobpo. Huje rtemko yTBpauTty ma 3a OBako OJe(QUHUCAHY CYMY BayKU

ZiEa+1 52 = Ziea 52 + 504;
[IpomsBon a X [ medpurumemo kao opawaasa uzomopdan ypebemy cryna a x [ penamujom < ne@UHUCAHOM Ca
(wy) < (@) ey<y V<a Ay=y).

W 3a oo ypebeme ce Ha jemmocraBaH HauuH yTBpDyje na je moOGpo, ma MOMEHYTU OpPIAMHAJ MOCTOjU. 3a
MHOKEHhE ODIUHAJA Bayke POpMyJIe

a(By) = (ap)y,
a(f+1)=af+a,
af=U,.507

YBenuMmo jom omepalujy cTemeHOBama OpauHaja. Heka cy a u 3 TpouU3BOLHM OPAMHAJIU U Heka je F ckynm
ceux dymrmuja f: 3 — « 3a roje je f~[a\ {0}] xomauan cryn. Ilepurumumo pesamujy < Ha TOM CKYIy ca

f<ge f#gnflz)<g(r)sax=min{y € f: f(y) #g(z)}.

Hedbunnnmja je KOPEeKTHA jep je CKyI Tadvaka y KOJUMa Ce PAa3iNKy]y pa3anyuTe (QyHKOUje n3 F KoHAUYaH U
menpasad. Hwuje memko mpoBeputu na je oBo jenuo maprujanao ypebeme. Ocraje ma ce mokaske na je To
ypebeme mobpo. lorakuMo y TOM by (GOPMYIY

(Va € B+1)(VX € P(F))((3f € X)flla, +o0)] € {0} = (Fr € X)(Vy € X)z < y).

Y cymnporaoMm 6um mocrojao HajMamu a < (G 3a koju mocroju X C F takaB ma mocroju f € X 3a Koju
je flla,+o0)] C {0} u Taro ma X HeMa MUHMMYM, Ia MOM¥KEMO youuTu Ckyn X u ¢yHKIMjy [ ca HaBexeHUM
ocobunama. Ho, Tama 3a Ma koju ememenTt b < a mocroju ¢ takBo na je b < ¢ < au f(c) # 0, jep 6u y
CynpoOTHOM CKyl X MMao MUHUMYM IO WHIYKTUBHOj MPETIOCTABIU. AKO jé @ IPDAaHUYHU OPIAUHAJ PA3IUUUT OJ
0, omma MoskeMo m3abpaTtu HeKO b < a. IIpeMa TeopeMy peKyp3uje MOKEMO YOUMTH HU3 (Ty, )ncw TAKAB NA BAKNA

ro =0, xpy1 =min((z,,a)N f e\ {0}]) 3ancw.

Ho, Tana je ckym {x, : n € w} Geckomauan noackyn ox f~1[a\{0}], ma je u cam ckyn f~1[a\ {0}] 6eckonauan
cynpotao unmenunu na f € X C F. Crora a He MOke OUTU FPAHUYHU OPAWHAJ PA3auUuT on Hyjde. Ho, mako
ce 3aKpydUyje na a He MOyKe OuTwm Hu Hyja, ma mocroju b € [ takBo ma je a = b+ 1. Tanma mpema uzbopy
enementa a Mopa outu f(b) # 0. Yoummo meby csum g € X 3a woje Basku g[[a, +00)] C {0} omaj 3a roju je
spemsoct ¢(b) majumama moryha, xao u ckyn H csux ¢ymrmuja h € X 3a xoje je hp 1o0) = 9lp,400)- CBaxoj
¢yurImjn h € H MOKeMO TPUAPYRATU (OYHKIU]Y

un = h 0 ((B\{b}) x a) U{{b,0)}.

omTo uy, € %o, momemo younru ckyn T = {uy, : h € H}. Taj ckyn he 6uTu HempasaH U IpeMa UHIYKTUBHO]
npernocTaBuy nMmalie MuHUMYM u = up 3a Heko h € H. MeDyrum, npeciukaBame h — up je m3omopduzam



30 1 Akcuomarcka Teopuja CKyIOBa

yupebenux ckymosa H u T, na je h munumym ypebewma H. Anu, momTo je cBaku edeMeHT ckyma H mMamu on
cBakor esementa ckyna X \ H, ¢pyurnuja h hie 6utu Muaumym ckyna X CyopoOTHO NPETIOCTABUM, MITO IOKA3Yje
mosasHy (GOpMyJIy M3 KOje HEmOCPeTHO cienu na je yodeHo ypebeme ckyna F mobpo.
Crora he To ypeheme 6uTn m30MOP(HO ca HEKUM OPAMHAJIOM Kora hemo oberexasaTu ca o a camy yBeneny
omepanujy heMmo 3BaTH CTEIEHOBAIHEM OPAWHAJA. 3a OBY ONEPUUjY BAKU
a =1,
aPtl = afa,

af = U'y<ﬁ a” 3a rpaEnunu opauHaa 7y # 0.

IIpsa ox HaBenmeHwx ocobuHa je oumrmenna. lokazkumo npyry. Heka je F(a, ) 3a ma Koje opamHase o u
B ckyn cBux dyurmmja f: 3 — a 3a koje je f~a\ {0}] komauan ckyn. Taza je 3a Ma Koje a € a nogypebeme
F, onux ¢yurmmja f € F(a, 5+ 1) 3a koje je f(5) = a nzomoppro ypebemy F(a, 5) ca usomoppusmom f — f|g.
IIputom 3a a,b € auz a <b, f € F,, g € Fp cnenu f < g, omakjie ciequ na Olepanuja CTEIEHOBAHA OPAMHAIA
3aUCTa UMa U APYTY OCOOWHY.

Jloka:kmMMO jomn u mOCJIenlmy O HaBEAEHUX OCOOMHA CTEMEeHOBama OPAMHANA. 3a Ouio Koju opmauHal v <
ypebeme F(a,7) ce npeciaukasa Ha npasu nodetnu koMman ypebema F(«, §) uzomopdusmom f — fU((B\7)x{0}).
Ca mpyre crpawne, 3a cBako [ € F(a, ) nocroju najsehin exement x € § takas na je f(x) # 0. Ho, 6ynyhu na
je § rpammunu opauuan 3a opmuHaa v = z + 1 he Basgkuru f\ ((B\7) x {0}) € F(«,7), onakue je yuuja ciura
cBux ckymosa F(a,7) 3a v < 8 mpu omrosapajyhnm mzomoppusmmuma jemmara ckyny F(a, (), mro mokasyje
TBpheme y meauHn.

Ha cnauvan Haume 6 ce MOTao yBeCTH 1M IPOM3BOJbAH MPOM3BOA opauHana |[,.. B3, rae je a opmuman a
(Bi)ica DaMunmja opauHAIA WHIEKCUPAHA OPAMHAJIOM (@ KAO CKYIIOM MHAEKCA, KA0 OPAMHAJI U30MOP(PaH 106poM
nonypebemy ceux dpynxmmja ([[;c, Bi) N F(a,U;eq Bi) cxyna F(a,U;c, 8i) y omocy ma yBesenn mopenak. Ha
CACBUM CJIMYaH HAUMH KAaO MAaJOIpe ce MOKa3yje Ma 3a OBAKO yBeAeH MIPOU3BOJLAH HPOU3BOM OPIUHAJA BAaKN

H/Bi =1,

€0

1T 5= (1158

ica+1 [A<Te"

H B; = U Hﬂ“ 3a rpaHUYHU opauHAT o # 0.
i€a y<a i€y

IIperxonue dpopmyie cy moBomHE na Ou ce AepumHUCaNe YIPaBO YBEACHE omepanuje Ha onnHaguMa Oymxyhn
[a IpeMa TeOPEMU PEKyp3Hje MOCTOjU MO TavHO jenHa (yHKNMja Koja mxX 3amoBosbaBa. Mebhyrtum, mu cmo Ha
OBaj HAUWH NAJW jeIHy CKYIOBHY pempe3eHTanujy TUX omepamnuja. Ha Taj HAUMH MOKEMO TOBOPUTU O TAKBUM
omepalmjaMa 1 'y CIyYajy IpPOMBOSLHUX H0Opux ypebhema, mTo nmMa cMuciaa Oyaynu na je 3a moKa3uBame er3uc-
TEHIIje OBUX Ollepanuja HaJ OpAVHAJINMA HEOIXOOHA IpUMeHa akcuoMme 3aMmeHe. [IpumeHoMm Te penmpeseHTaruje
OBUX OIepalyja JIaKo ce MOKa3yje Ia 3a MPOUM3BOJbAH OPAAMHAI & U Ma KakBy (pamunnjy (5;)ic; BaEn

a+Jsi=Ja+8),

el i€l
o ( U Bi) = U(Oéﬂi),
i€l i€l
aYier Bi — Uaﬁi-
i€l

IIpumeTnmo na oBe omepalyje IO IPBOM apPryMEHTY HUCY HENPEKUIHE jep BaKu

Un+w:w+w>w: LJ(TL—H,u)7

new new
(Un)w:w2>w: U(nw),
new ncw

(Un)w:w‘“>w: Un“’.

new new



1.4 Opaunanu u nobpo ypebhenu ckymoBu 31

Ose oneparuje nmajy ciemehie ocobuHe Koje ce jeMHOCTABHO MOKA3Yy]y WMHIYKIWjOM HA OPAWHAIAMA IIPU-

MEHOM TIPETXOMHUX (POPMYyJIa.
U(O‘H‘ﬁ) < (Uai) + 5,

i€w el
J(@iB) < (|Je)s,
€W i€l
U(@?) < (Uai)ﬁ,
€W i€l

Takobe, Basku u
(a+pB)+y=a+(B+7),
(aB)y = a(Bv),
a(f+7) =aB +ay,
aftr = aﬁoﬂ,
(0/3)“Y =a.
IIpurom je
w+l>w=1+uw,
w2 =w+w>w=2w,
I+lw=w<w+w=1lw+lw,
202 = w2 >w=(2-2)~.
Hu oBme muje moryhe marm mpumepe ca oO6prHyTMM 3HaKoBuMa HejemaarocTu. OBe omepamnuje Cy moBe3aHe
ca MOPEeTKOM opamHaJa ciaemehum ocobuHama
a+f<a+y & [<y
af<ay & a#0AN[B <7y
<l & a=2N0 <.
Ipu yemy je
Otw=w=14w
lw=w=2w
2% =w =3“.
Nuaue, ckyn w je 3aTBOpEH 3a yBeIE€HE ONepallije U y TOM CIy4Yajy Cy YBEIEHO Ccabupame U MHOKEHE
KOMYTATUBHU, MHOKEHE je ca obe cTpaHe AUCTPUOYTUBHO mpeMa cabupamy, & CTENEHOBAE IPEMa MHOKEHY.

Takobe, 3akonm ckpahuBama Baske 300r KOMyTATUBHOCTH U Ca APYre CTpaHe, KAKO Yy CIyYajy jeTHAKOCTH,
TAKO M y ciaydvajy moperka. Ha kpajy oBor omesmka HaBoguMo ciaenehe tpu teopeme.

Teopema 30 (Z7) (Eyxaudcko deaewe opdunasa) 3a Ma koje opmuHaide « u (3, upu demy je [ # 0 mocroje
jeIMHCTBEHN OPAVHAINA Y U § TaKO Oa Baxku a = v+ u d < G.

Hoka3: Iloka:kMMO HAjIpe jeMHCTBEHOCT. 3a Ma KakBe opAuMHaJe 7,7 u opaunaJe 6,0 < [ 3a koje je v < v/
BaKU

By+d<pBy+B=0(+1)<pY <BY +0".

Crora je 0 jemuHCTBEH, a OHAA ca HBUM onMax u 0. JloraskmMo eraucrennujy. Y ciaydajy ma je a = 0 y3umamo na
je 8=~ =0. Heka je 3ato a # 0. Knaca cBux opaunaina v’ 3a xoje je 87 > « je mempassa jep joj npunana a+1,
a MMa HAjMAamU €JIEMEHT KOju 300T HENPEKNIHOCTH cabupama 10 APYTOM APTYMEHTY He MO:Ke OUTH IDaHUYHMU.
Ilakne, mocToju opamHAI v 3a Koju je By < a < By + . Ho, Taga je knaca opamuasa §’ 3a koje je By + 40" > «
HEempasHa jep Ccaap:Ky ejgeMeHT (J, Ma uMa HajMAmU €JEMEHT KOjU MOHOBO 300r HENMPEKUAHOCTU cabupama o
APYTOM apryMeHTy He Moxke Omtu rpamuvsu. Jlakae, mocroju opauHan § 3a koju je Sy + 6 < a < fBy+ 6+ 1.
QED

Teopema 31 (Z7) (Kawmoposa nopmaana gopma) 3a Ma koje opaunHane « u (3, npu deMmy je > 2 mocroju
JEIMHCTBEH N € W W OPAVHAIU 7y;,d; 38 ¢ € N TAKBU N2 BayKU
a= Zﬂ%(si, Yir1 <%, 0<6; <.
iEN

IIpuTom 3a n > 0 Basku u o < 30+,
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Jloka3: Iloka:XuMO HajUIpe er3UCTEHNU]y MHAYKOUjoM mo «. Heka je a HajMamu opImHaJ 3a KOjU TaKBa
penpesenranuja He nocroju. bynyhwu na je 36up Ha mecuoj crpamm 3a n = 0 jemmak 0, mopa Outum a > 0.
Tarobe, momro je 87 > = 3a cBakm opauHAN ¥, a W 3a Y = «, KJIaca CBUX OpAMHAJA 7 3a Koje je (37 > a je
Hempa3Ha, I1a UMa HAajMamU €JIEMEHT KOju 300r HENPEKUIHOCTU CTENEeHOBAaKkhA OPAMHAJA IO APYTOM apryMeHTy
He MOMKe OWTU FPAHMYHE, OJAKJIE HOCTOjU OpIMHAI 7 3a Koju Baxu 37° < a < B+l Jacmo je ma je Taxas
opauHaJ vy jemuucrBeH. Tana hie mpema mpeTx0maHOj TEOpEMU MOCTOJATU jeIUHCTBEHU OPIUHAIU dg U § 3a KOje
jea=p3%5+dud < B <a Ty saxwu d < 3, jep 6u y cymporrOM 6mi0 o = 376, + 6 > B+ cympormo
u3bopy opauHaga 9. Ho, Tama he mo MHAYKTWBHOj MPETHOCTABIM MTOCTOjATH MPUPOIAH OPOj Ng U OPAUHAIA
~i m &) 3a koje je
6= B8, v <t 0<&<p.
1€ENQ

Amm rama 3a n=ng+ 1, vit1 =, 1 611 = 0, Basku TpaskeHa jenHaxocr. JlOKa3 jeAMHCTBEHOCTU M3BOAMMO
rakobhe uuaykmujom mo «. Ilpe Tora mokaskumo ma 3a cBako n > 0 u 3a cBe 7; U [3; KAO U3 UCKA3a TeopeMe
Mopa ma Baww y ., [710; < Brot1l. Jlokas M3BOAMMO MHIYKIHMjOM IO n. 3a n = 1 TBphHeme OUUrIeHO BAKIL.
[IpernocraBumo ma TBpbheme Baku 3a n = k + 1 mox mpermocTaBKOM Oa Baxky 3a m = k. Y ToM ciaydajy
KOopuIniemeM WHAYKTUBHE IMPETIOCTABKE OAMaX HOOMjaMO ma BaiKu

Zﬁw(gi = 3798, + Zﬁwﬂéwl < B85 + B < ﬁ"/o-l‘l.
1EN i€k

[MpermocraBuMmo cana ma Basku gaTa pelmpe3eHTanuja opiuHajta «. byayhw na w3 mare pempeseHTarmje
crnemu ma je B0 < a < B! onmax mobujamo na je o jeAUHCTBEHO. Y BEIUMO Cana O3HAKY 0 = Zz’en\{@} B76;.
IIpema mperxomuom je § < (7 < «, mTO 3ajenHo ca npernocraBibeHuMm 6y < [ < [G7° maje je AMHCTBEHOCT
opamHaia dp u § mo nperxonsoj reopemu. Ho, Oyayhu nma je § < o, merosa penpeseranuja hie Mo MHAYKTUBHO]
mpernocTaBiy outu jemuHcTtBeHa. QED

Teopema 32 (Z7) Heka je 8 > 2 npou3sBobaH OPAMHAN U HEKA CY (v, ' MPOU3BOJLHU ODAWHAIU 3AMUCAHU Yy
KanropoBoj HOpMaNHO] popMuy ca OCHOBOM (3 Kao

a=Y e, o =) B
i€n ien’
Axo je i € nNn/ Hajmamwu 6poj Takas ma je y; # i V §; # d} arko Takas ¢ yommre mOCTOju, OHIA je
a<d &y <AV (vi=7 N6 < 6.
YKOJIMKO Ak TaKBOT i HeMa, OHAA je o < &’ aKo m camo ako je n < n'.

JToka3: Ao MOMEHyTHU eJIeMeHT ¢ IOCTOjU, OHJa he mocTojatu u mpupoaan 6poj k < nNn’ 3a koju je n = i+ k,
¥ TO je ympaBo OHaj opmuHaia k Koju je m3omop¢an mobpom monypebemy n \ i mobpor ypebewa n. Cauano
TOME, MMOCTOjU W IPUpoaan 6poj k' 3a xoju je n’ =i+ k'. 3a mux Baskm

7 it ’_ i PR
o = E /B’Y 0; + E 6’Y+J(5i+]‘, Q= E 57 d; + E /871+351_+j'
ien Jjek i€n Jek
Crora he 6urtn o < o/ ako 1 caMo aKo BaKU g < & 34
’
L Y
ag = E B4, g = E B+ 6 ;-
jek j€k

Ako je y v; < 7}, onna tBpheme caemu uz oy < 37! < of. Ha camuan Hauum ce p3MaTpa U ciIydaj Kaua
je vi < ;. Hera je 3aro v; = +,. Ho, tana 3a 0; < 0, MOKeMO CINYHO KaO MaJjonpe youuru opaunan 0 > 0 3a
Koju je 8, = 9; + 9, omarune je 3a k =1+ 1 ucnymeno

ag = B10 + > B  < B6 + BT < 78 4+ 1) < B < o,

j<li

Y cayuajy na je k = 0 tBpbheme menocpenno caemu. Cauvno ce pemasa ciyd4aj kamxa je v; = v A < §;.
YKOJIMKO i ca OBUM CBOjTBUMMA HE IIOCTOjU, OHIA je Ha mpumep 3a n < n’ opmunat o Beh 3ammcan kao 36up
OpAVHAJA (v U HEKOT OpAMHAJA pas3aumauTor ox 0, ONakiIe je OpAMHAT (¢ MAamU O &' KAO HEroB IIPABU IIOYETHU
roman. QED
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1.5 KapmuaasHu O0pojeBu

Hera cy x u y 6o KakBU CKymoOBU. Y KOJMKO mocToju (yHKuMja f:x =% y mucahemo = < y. Ta peaamuja
je ounrnemHo pedIEKCUBHA W TPAH3UTUBHA. AHCTUCUMETPUYHOCT O HA peJalijy EKBUIOTEHIM]E je 3ampaBo
mocsequia ciaenehe Teopeme.

Teopema 33 (Z7) (Ilpedep-Beprwmajn) Hera cy A u B mMa kakBu ckynmosu u f : A — u g : B — A Ma KakBa
npecaukaBama uaMMmebhy wux. Tama mocroje mucjyHKTHU ckymoBu A; m As m mucjyHKTHU ckymoBu By um Bs 3a
KOje Basku. A = A1 UAQ, B = Bl UBQ7 f[Al] = B1 n g[BQ] = AQ.

Jloka3z: Ilocmarpany ycioBU Cy €KBUBAJIEHTHU Ca

Bl = f[Al]v
= B\ f[A4],
Ay = g[B\ flA],

Ay = A\ g[B\ flAd]].

Ounrsenso je mOBOJBHO morazaTy ma nocroju A; C A koju 3a10BObaBa MOCHENBY jeNHAUYWHY jep Ce CKYIOBU
Ay, By u By mpeocTaiuM ycioBUMa M3paskaBajy kao ¢ymruumje om A;. pyrum peumma, Tpeba mokazaTu ma

¢yurmmja h: P(A) — P(A) mara ca
h(X) = A\g[B\ f[X]]

vMma ¢urcHy tauky. Ilpumermmo majupe ma u3 X C Y C A caemu h(X) C h(Y). 3Baucra, 3a npousBosbHE
X,Y C A Baxu ciemehy uMIIMKANWjCKU HU3

Xcvy = fIX]cflY]
= B\ fIX]2 B\ f[Y]
= g[B\ fIX]] 2g[B\ f[Y]]
= A\g[B\f[ Il € A\g[B\ Y]]
= h(X) CA(Y).

IMocmarpajmo ckymose S = {x C A: 2z C h(z)} mwa=JS. Tama 3a x € S 36or z C a Baxu h(z) C h(a)
omarie je x C h(z) C h(a), na 6ynyhu na To Basku 3a cBako x € S, ouna je u a = |JS C h(a) onakue a € S.
MebyTtum, orna saxu u h(a) C h(h(a)), omakne je h(a) € S, na je h(a) Ca. QED

Teopema 34 (Z7) (Kanwmop-Beprwmajn) 3a Ma KOje CKYNOBE T U Y U3 T X Y U Y <X T CIEIA T ~ Y.

Iokas: Ako f:x — yu g:y —> z, OpeMa IPETXOIHO] TEOPEMU MOCTOj€ MUC]YHKTHE CKymoBu z’ u x| Kao
n aucjyHkTHM cKynoBu y' m y” rako ma Baxku x = ' U’ y =y Uy", fl2'] =y n gly’] = 2”. Ho, Tana je
dynrmuja h = f| U (gly#)”" Oujernuja ckyna x ma crkyn y. QED

Teopema 35 (Z~) Axkcuoma u3bopa je eKBUBaJEHTHA Ca JUHEApHOINY yBemeHor npexypebema ckynosa.

Hoxa3z: IIpermocraBuMo na Baskm akcmoma m3bopa. Tanma 3a nmpousBossHe ckymoBe A m B mo TakujeBoj semu
IOCTOjU MaKcUMaJaH y cMmucity umKTysuje ckyn X C A X B ca ocobunom ma cy X u X! dpymsxmuje. Tana
X: A5 BV X!':B 5 A roject Bawu A < B V B < A. IlpernocraBuMo cana Ia je yBeIeHH
Opeanopenak CKyNoBa JuHeapaH. 3a cBaku Ckyn A mocroju takso mobpo ypebeme (X, <) ma ce ckym X me
MOke mHjekTuBHO npeciukatu y ckyn A. Ho, 6yayhu ma muje X < A, mo nmumeapuoctu mopa butu A < X
omakise ce ckyn A moske mobpo ypemutu. QED

Teopema 36 (Z7) Heka cy A u B 6mio koju ckynosu, npu udemy je A Hempasar. Axo ce ckyn A Moike
WHjEeKTUBHO TpeciauKaTu y ckyn B, onma ce B moske npecaukatu Ha A. IlputoMm, y3 akcuomy uzbopa Basku u
obpar.

JTlokas: Akoa € Au f: A— B, ouna f~U((B\ran(f)) x {a}) : B =% A. Ca mpyre crpase, axo je h uzbopua
$ymEmmja ckyma A u g : B == A, omma f : A =5 B, rue je ¢ymruumja f medumncama ca f(x) = h(g'[{z}].
QED
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Teopema 37 (Z~) (Kanwmop) Hera je x ma wxoju ckyn. Tama ce CKym x He MOKe mpecauraru Ha CcKyn P(z).
IToce6HO, 3a cBaku ckyn = Baxku x < P(z).

Ilokas: Jacuo je TBpheme Basku 3a x = (). Ila 6ucMo ra gokasanu 3a = # (), TOBOBHO je Oa HOKAEEMO Ia ce
CKyT & He MO:ke npeciukaru Ha ckyn P(x). IIpernocrasumvo na f : ¢ — P(z). Tanackyn B={a€x:a ¢ f(a)}
He MOske OuTu y caunu GyHKuuje f, jep 3a npousBomHO b € x Basku na b € B < b ¢ f(b), onakiae He Moske OuTH
f(b)=B. QED

Byayhu ma je oBo mpenmopenak, Ha mopemak MoxkeMo npehu Tek Ha oarosapajyhuM KiacaMa eKBUBAJICHIA]E.
MebyTum, onrosapajyha kimaca ekBuBaseHImje 6UI0 KOT HEIPA3HOT CKyIa je mpaBa Kjaaca. Y IPOTUBHOM, aKO
6u moctojao ckym z # () Takap ma je kaaca S CBUX CKyIIOBa EKBUIIOTCHTHUX Ca T CKyN, OHIA OU ce CKyI
P(S) Morao uHjeKTUBHO mpecauraTu y Kyl S npecaukaBameM f(a) = {a} X & cyIpOTHO NIPETXOMHO] TEOPEMU.
IlpuToM ce y MOKa3y WHjeKTUBHOCTHU MOpa KOPUCTUTU UMILCHUIA 1a je T 7# ().

IIpo6nem Gu 6uo pemen kKana 6ucMmo umaau QyHknujy f Taxksy na je f(r) medpuHMCAHO 3a CBAKU CKYyN T U
rakBy na je f(z) = f(y) & « ~y. Tana Gucmo BpemHoCT (GyHEUUje [ y TAYKK & 3BAJU KAPIAWHAJHUM OpOjeM
ckyma z. To ce moxke nmocruhiv y cucremuma ZF u ZFC™. Mebyrum 3a tuMm HEMa cymTUHCKEe moTpebe.

Teopujy rapauHaJIHUX OpOjeBa MOKEMO yYBECTHM W Ha APYTYW HAUYMWH. Y BEOUMO HAjupe OECKOHAYHO MHOTO
TPOMEHJBUBUX K, A, ... 38 KapauHaJHe Opojese. Te npomensmuse he mohu ma ce jaBmajy camMo y OHUM aTOMCKUM
¢dopmysaMa Koje cy jemHor on obauka kK < A\, K < A\, K = A\, IIe Cy 1 K U A\ IPOMEH/bUBE 3a KapIuHaJHe OpojeBe.
IIputom ce one Mory u kBanTH(uEKOBaTU. IlocMaTrpajmo ciaenehy Tpanchopmanujy oBakBuX (GopMyIa

(mp)* = —p*,
(p=V)* =" =",
Vep(k,9) = Vao(|z|,9),

rae je |-| HoB yHapHU (YHKIUjCKU 3HAK, a T IPBa IPOMEHJLUBA 3a CKYIOBE KOja Ce He jaBiba CI000AHO y hopMyIn
©(k,7). Tume cMo cBakroj (OpMyau Ha HpomupeHoM andabery Ge3 CIOOOMHUX IPOMEHLUBUX 38 KADPIUHAIE
OPUAPYRUIN GOPMYJIYy OPBOT PEna HA je3WKy IPOIIMPEHOM jeTHUM YHAPHUM (YHKIU]CKUM CHMOOJIOM.

Axo cama cBary ¢popmyny obnuka |z| < |y| wan |z| < |y| win |z| = |y| 3amernHO hOPMYIOM X < Y OJHOCHO
Z < Y, OOHOCHO T ~ Yy TUM penoM, mobuhiemo gopmyny Ha jesury Lzrp = {€} kKoja oarosapa mosasHoj GopMyan
Ha mOpomwupeHoM ajipabery 0e3 cioOOAHMX jeBJbama NPOMEHJMBUX 3a KapauHaiaHe Opojese. Ty dopmyiay
Ha TpomupeHoM ajabeTy 6e3 ciobOmHMX jaB/bama IPUMEH/LUBUX 33 KapauHaJHe OpojeBe hemo cmarparwu
ckpahenum 3anucom ogrosapajyhie ¢popmyie Ha npomuperoM andadbery unu oarorapajyhe gopmyne Ha jesuxy
fe.]-1}-

Ha canuan mHaums CcMO MOrJM yBECTHM W TEOPHUjy OPIAMHAJIHUX OpOjeBa, Ma 3a MOKa3 Aa je CBAKO HOOpOo
ypebeme n30MOp(HHO TAUHO jeTHOM OPAMHAJIY HEe ODMCMO MOPAJIN Aa KOPUCTUMO aKCHUOMY 3aMeEHE.

Teopema 38 (Z~) Kapaunanuu 6pojeBu CKymoBa Koju ce MOTY HOOpO ypeauTu Cy JuHeapHo ypebhemu.

Iloka3: OsBo je memocpenna mocienuna teopeme 25.  QED

Teopema 39 (Z~) Kapauuamau 6poj Xaprorcosor Gpoja CKyma & KOju ce MOKe HOOPO YyPEemuTH je HajMamu
KapIuHAJHA OpPOj CKyIa KOju ce MOke moOpo ypemurTu, a Koju je Behu on kapauHaiaHor 6poja CKyma .

Iloka3: Beh cmo mokazanu ma je kapamaagau 6poj XaprorcoBor 6poja ckyna x Behu onx kapamuasHor 6poja
ckyna z. Ako Ou ce CKyn y Morao moOpO ypeIuTu U IPUTOM BasKU & < ¥y, OHIA Y HE MO:Ke OUTU €KBUIIOTEHTAH
IpaBOM MOYETHOM KOMamIy XapTOorcoBOor Opoja ckyma x. Ho, YKOIUKO ce CKym y MOsKe ZOOpO ypemauTu, OHIa
he y mpoussossHOM mobpom ypebemy ckyma y Xaprorco 6poj ckyna T OUTH M30MOPQAH TOYETHOM KOMAITY
cryna y. QED

Heka je k xapmummamguu 6poj mobpo ypebenor ckyma x. Tama kapaunaiaau 6poj XaprTorcoBor 6poja ckyma

r obene:xaBaMo ca K.

Teopema 40 (Z7) Cryn x ce Moxke HOOPO ypeauTH aKkO U CaMO aKO jé KOHAYAH WU NocToje mobpo ypebeme
«a ca HajBehum esmemenTom m u QyHEOUja f ca JOMEHOM (v KOja CBAKM €JIEMEHT CKyIa (v CIUKA Yy HEK:U I00po
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ypebeHn ckyn u 3a KOjy Baku

f(0) ~w,
fB+1) ~ BT, B<m,

f(B) = U f(7), 3a B < m rpaEuvHU es€MeHT,
¥<B

f(v) je nmpaBu mouernu xoman on f(5) 3a v < 3,

flm) ~ z.

Iloka3: JacHo je ma ce KOHAUYHM CKYyHOOBU MOTY HOOPO YyPEOUTH KAO €KBUIOTEHTHU IPUPOITHUM OPOjeBHMAa, Kao
U & Ce CKyI & MO)Ke M00pO ypeauTu ako mocroju mobpo ypebeme a m pyHKumja f ca HaBegeHMM OCOOMHAMA.

Heka je x GeckoHauaH CKyII KOju ce MO:ke NOOPO ypeauTu. Y oumMo OMIIO Koje Hmeroso mobpo ypebeme <.
Heka je <=<' ykonmro CKym & y OIHOCY Ha TO ypeDheme HeMa IpaBu MOYETHU KOMAJ €KBUIOTEHTAH ca T Y
CYyIIPOTHOM yOuMMO HajMamu a € & TakaB ma ckyn [0,a) ~ x u 6uno kojy Oujexmmjy f : x % [0,a). Y Tom
cayuajy Heka je < mopenak Ha x gedunucan ca u < v < f(u) <’ f(v).

Younmo cana Omio Koju CKym m TakaB ga m ¢ x. Tanma je ckyn y = x U {m} nobpo ypeben penanumjom
<=< U(y x {m}). TMocmarpajmo ckyn « cBux t € y TakBux na je ckym [0,¢) GECKOHAUAH MOYETHU KOMAI OX Y
KOjU HUje €KBUIOTEHTAH HUTU CA jeTHUM CBOjUM MPABUM MOUYETHUM KOMAaAoM. JlOKaKMMO ma CKYNI & Yy OIHOCY
na Haciaebeno ypebeme 3ajenno ca dpynrmujom f nedpurncanom ca f(t) = [0,t) uma Tpaskene ocobume.

Cryn « je no6po ypeben rao momypebeme mobpo ypebenor crkyma y. DBynyhwm ma je cxym x = [0,m)
Geckonavan, nocrojalie HajMamu ejgeMeHT a € y 3a Koju je ckyn [0,a) Oeckomauan. JacHo je ma je tama a
HajMamu ejgeMeHT ypebhema «. IlocmarpajmMo OMiio KOju esleMeHT % KOju HHUje y CKymy y. Tama mo TeopeMu
peKyp3uje IOCTOjU jeWHCTBEHA (YHKIWja U : W — Y 38 KOJy BasKU

u(n)+1, wuln) <a,

%, UHAJe.

u(n+1)=

Munyknujom mo n € w ce nokasyje xa je u(n) # * 3a cBako n € w u ga je u[n] moyerHn xoman ypebema y
3a cBako n € w. Ho, 6ynyhu ma je u unjeruuja, ckyn u[w| je Geckonauan. Ckyn ulw] je ka0 yHUja HOUYETHUX
koMmaza nodyerHu koman ypebema y, ma je [0,a) = ulw], omakae je f(a) ~w. Ipyra, rpelia u yerBpra ocobuna
ce HemocpemHo mposepasajy. DBynyhwm na je [0,m) = z m ma CKyn 2 HUje €KBUIIOTEHTAH HUTU JEIHOM CBOM
OpaBoOM IMOUeTHOM kKoMany, m he 6uru Hajsehim enement ypebema o u 3a mera je f(m) ~z. QED

Teopema 41 (ZF™) Ilocroju jenuHcTBeHA (DyHKUM]a KOja CBAKOM OPIUHAIY ( IPUAPY:KYje OpAnHAJ Koju hiemMo
03HAYABATH Ca W, TAKO Na BaKU

Wy = W,
Wa+1 J€ HAJMABY OPOVHAJI TAKaB & BaXHN We < Wet1,

Wo = U wg 3a IpaHUYHKM OpAuHAJ « 7# 0.
B<a

Joka3: OBa uumeHUIa Ce NOKa3yje OOMYHOM IPUMEHOM TeopeMe pekyp3uje. Jemuno je 300r Apyror ycjioBa
HEOIIXOJHO KOPUCTUTU TeopeMy 0 XapTorcoBoM Opojy Ckyla, TeopeMy na je cBaku JoO6po ypeben ckyn m3zomop-
¢aH TavHO jeJHOM OpIMHAJIY U TeopeMy O nobpoj ypebenocru kinace cBux opamnuana. QED

YecTo ce opanHaa w, O3HaAUYaBa U ca Ny. Pa3jor jgexu y ToMe IMITO OpAnHAIIN 0OJIUKA W, Cy PeIpe3eHTalnje
KapaUHAJa TAYHO OHUX CKYMOBAa KOjU Ce MOTY HOOpPO ypemuTu. Y IOTpebOM pa3iuduTUX CUMOOJIUKA Kaga ce
BpIle omepaluje Ha KapIAHAJHUM ¥ HAJ OPAUHAJIHUM OpPOjeBMMAa HUCTUYE Ce O KOjUM Ce OIepalujama paju,
Oynyhu ma pe3ynarar 3aBUCH OJ TOTA jeCy JU Y NATAKY OIEpAlUje HAL KapIAHAJHUM WJIU HA OPAMHAIHAM
6pojesuma. CrymoBe obanka N, 30BeMO U ajeprMa.

3a CKyI, OJMHOCHO HeroB KapauHaduu Opoj pehu hemo ma mma aned ako je eKBUMOTEHTAH CA HEKUM ODIU-
"ajgoMm obauka N, 1 y ToM caydajy oarosapajyhm opamuan N, mouctoBehyjeMo ca KapaAuHAJIHUM OpOjeM TOT
ckyna. Crora hemo ybynyhe anede HazuBaTy KapaArHAJIHAM, & HE OPAWHAJIHUM OPOjeBUMA.

Teopema 42 (ZF~) Mory ce no6po ypenury TayHo OHU GECKOHAUHM CKYIIOBU KOjU UMajy ajed.

Ioka3: Jeman cmep cienu u3 IpeTXonHE TeOpeMe, a APYTU U3 YuieHule aa cy anepu nobpo ypebenu. QED
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Teopema 43 (ZF ) Axkcuoma uzbopa je eKBUBAJEHTHA Ca MCKA30M Ia CBU DECKOHAUHU KADIUHAIU UMAajy ajed,
TO jecT nma Ccy ajiepU jeOuHU KapIUHAJN.

Ioka3: JloBOBHO je MPUMEHUTU IPETXOMHY TEOPEMY U CTAB O €KBUBAJEHTHOCTU akcuome m3zbopa ca llep-
MeJIOBUM mpuHnunoMm nobpor ypebema. QED

Teopema 44 (ZF~) Csu anedpu cy mehycobuno ynopemusu. Ilrasuine, knaca aneda je mobpo ypebena. Yse-
neunu I[lopenak ameda oaroBapa MOPETKY OPJAMHANA Y EHUXOBUM WHIEKCUMA.

IHoxa3: Oso caemu u3 oarosapajyher tspbema 3a opaunase. Akcuoma 3aMeHe je Ty ydecTBOBaJa y HePUHU-
muju mojma axepa. QED

3a ckyn x pehu hemo na je mpebpojuB akro je eKBUIOTEHTaH CKyIy w. JacHO je ma Cy 3ajeqHO Cca CKyIOM
w cBu npebpojuBu CKynoBu GeckoHauHu. BeCKOHAYHE CKYNOBE KOjU HUCY NPeOpPOjuBU 30BEMO HEIPEOPOjUBUM.
Omnepanuje HA KapIUHATIUMA YBOIUMO KAO

Al + 1Bl = |Ax {0} UB x {1}], |A|-|Bl=|AxB|, Pl|A|=|"4|.
OsBe onepanuje cy KOpekTHO nepunucane Oynyhu na uz A~ A’ u B ~ B’ cnenn
Ax{0JUBx {1} ~ A x{0}UB x {1}, AxB~A xB, BA~FA.
3a 0BakKO yBeZeHe olepaluje ce JaKo IOoKa3yje na umajy ciaenehe ocobune

(F+N)+p=r+A+p),
K+ p= [+ K,

k+ 0=k,

(kA = £,

Kb = Pk,

KA+ 1) = KA+ Kp,

0k =0,

1k =k,

Mg = Akhg,

Csaka on oBHX omepaluja je HapaBHO Heomazajyha mo cBaxkoMm ox aprymernara. V3 Kanropose Tteopeme cienu
na je k < "2. Ho, kana cy aedu y nuramy, BaKU U BUIIE.

Jlema 25 (Z7) x X & ~ x 3a cBaku IPeGPOJUB CKYI .

Joxka3: J[oBOJBHO je mOKa3aTh na je w X w = w. Heka je (Sp)nec, HU3 mnepunucad Ha ciaenehin nHaunn

SOZOa

Sp41 =8p+n+1, 3ancw.

Bynyhu na cy cBu uiaHOBM HEM3a y CKYIy w, aKCHOMa 3aMeHe HHUje HeonxonHa. Tana je f(x,y) = sy4y + Dara
jemHa OuWjernmja CKyma w X w Ha CKyI w. 3aucTra, ca jegHe cTpaHe je f KOPEeKTHO neduHUCAHA (YHKIM]A.

[Moraskumo na je uujekumja. Jlako ce Bumu na je HU3 (Sp,)new MOHOTOHO pactyhu. Takobe, 3a cBako n € w
BAKU HEJEIHAKOCT S, + N < Spi1. 300r TOra 3a cBako m,m’,n,n’ € w 3a koje je m’ <m, n’ <n um <n Baxku
Sm+m < sp,+n'. Onarae onvmax nobujamo na us f(x,y) = f(2',y’) cnenn majupe na je x+y =2’ +3y', a norom
u na je x + x'. Mebyrum, tana mopa 6utu u y = ¢y’ yuMe je NOKA3 UHjEeKTUBHOCTU 3aBPIICH.

Yrkonuko f He Oum Owmia cypjekIuja Ha CKYI w, MOCTOjao OW HajMamu 2 € w KOjU He OU MPUIANA0 CIIUIA
oyurmuje f. Tana csakako He 6u Morsio ma Oyme z = 0, na mocroju v € w 3a Koju je z = u+ 1. Mebyrum, Tana
je f(z,y) = u 3a mere z,y € w. Yroauko je Ty y =0, onna je

fO,z+1)=s,01 =8, +z+1=f(z,0)+1=u+1=z
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ITO je MmO MpeTnocTaBi| na z Huje y caunu ¢yuximuje [ memoryhe. Crora je y = ¢’ + 1 3a mero y' € w. Ho,
Taga je

f@+1y)=sopynta+l=Fflzy+D)+1=f(zy) +1=ut1l=z
IITO IIOHOBO MPOTUBPEYN IPETIOCTABLIN Aa z Huje y ciannu ¢yurnuje f. OBoe cMO KOPUCTUIN KOMYTATUBHOCT
cabupama npuponaux Opojea. (Cpe omepanuje KOje Cy IpUMEHEHE Cy y OIIITEeM CIy4dajy neduHucaHe Ha

OPAVHAJIMMA, aJu Cy KOpUNIlieHe n OHe OCOOMHE KOoje He BajKe y OIINTEM CIydajy, a 3a KOjé CMO HATJACUIN I
Baske Ha ckymy w. QED

Teopema 45 (ZF ) Anedu cy mAEMOOTEHTHHU, TO jeCT 3a CBAKUA OPAUHAI « Baxku NN, = N,.

Ioxka3: ITocmarpajMo GyHKIU]y § KOja CIMKa OpAUHAJE Y OpAuHAaje Ha cienehiv Hauwmu

Tana je ca
f(a,8) = s(max{a, 8}) +{ vy

nmepuHucaHa jenHa Oujeknuja kadace ypebemmx maposa opamHasa Ha KJIAacy OpAMHANA. 3aUCTa, MTOKAKUMO
Hajupe uHjekTuBHOCT. Dyayhu ma je s momorono pacryhia ¢ymrumja, usz penammje s(a) + o+ a < s(a+ 1)
KOja Ba:KM 3a CBAKM OpIMHAJ « CJIeOU HajIpe ma 3a Ma Koje opamHate «,f,v,a’,0 .,y 3a koje je 8,7 < «
kao u o, <+ ma<dad Baxknm s(a)+ B+ < s(ef)+ 5 +9. Oryma 3a ma xakse opaunase «,3,a/, 5 n3
fla,B) = f(o, ') cnemm ma je max{q, 3} = max{a’, 0’} xao n

Q, a<f, o, o <,
a+B, B<a | o +0, F<a

IIpernocrasumo na Baxu o < B u ' < o'. Tana 6u Baszkuno o’ = B u a =o' + [, onarne je ommax
a<fB=d<d+8 =aq,

mro je HapasHo Hemoryhe. Crora y3 ycaos f(a, () = f(o/,0') u3 a < f cnemn o < . Ha nmormyso cianyan
HauuH ce noka3dyje m obpuyT cmep. Crora y cayuajy ma je a < 8 Bawmu o < 3, a cavum tum u 8 = ' u
a=a. Axo jenak < a,omma jeu 3 <o/, maummamo na jea=o' na+G=a + 5, acavum tum u 5= 3.

Ila bucmo nokazanm na je gpyHrnuja f cypjekiuja Ha KjIacy CBUX OpAMHAJA, IOKAKUMO HajIpe na 3a CBaKU
opamuan « Baskn f[a X a] = s(a). IIpermocraBumo na je a HAjMaBmM OPAWHAJ 3a KOju TO HEUje Tauno. Tama «
He MOKe OWUTU TPAHUYHU OPAWHAJ jep Ou y TOM CaydYajy BasKUIO

flaxal= ] fi8x 8= s(8) = s(a).

B<a B<a

Ospne je kopumhena MOHOTOHUja (YHKIUje S KOja Ce HEIOPEAHO MPOBEPABa EYKIUICKAM IEeJIEHEeM OPINHAIA O
ca w. [lakse, opaunas o Morpa butu obauka -y + 1 3a HeKu opauHAJ Y. Ay Tana je

flaxal = flly+1) x(y+1)]
= fhyxalud{fla,7) e/ <y} U{F(7,8: 8" <7}
= s(yU{s(+a:a <yt U{s()+r+8:8<7)}
= s(y) U ((s(n)+1\s(y) U ((s(y) +72+ D\ (s(v) +7))
= s(y+1) =s(a),

WTO NpOoTUBpeun npernocrasuu ga je fla X af # s(a).
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Opnasne n u3 penanuje o < (@) Koja BAXKM 38 CBAKU OPIUHAJ (v X KOja C€ HEIOCPETHO IPOBePaBa UHIYKIWjOM
1O (v CJIeIN Ja je IpeciuKaBame [ 3aucTa CypjeKnnja Ha Kiaacy cBux opauHasa. Jlokaskumo jour na je |s(a)| = |«
3a cBaku opauHAJ « > w. [Iputom je Beli mokazamo ma je a < s(a), camum tum u |of <X |s(@)].

Jemnaroct s(w) = w ciaenu u3

new

IpU 4eMy FOpHa MHKIY3Wja CJIENU U3 YhibeHuIe na je $(n) € w 3a CBakU N € w. YKOJIMUKO je & = wg 3a HEKU

opamuan $ > 1, nox npermocraskom na je |s(y)| = |y| 3a cBakm opmunan w < v < o BaEM
s(a) = | st <o
y<a

Ako mak opAnHAJ o > W HUje TOr OOJIMKA, OHJA MOCTOjU OPANHAI (3 < (v 38 KOjU je a ~ (3, ma moJ IPEeTIOCTABKOM
na je |s(B)| = |8| Basn

laf = 8] =[s(8)| = |f[B x Bl = B x B] = |a x a| = |fla x af| = |s(a)].
OBuM cMO yjenuo mokaszanu u na je s(w,) = we 3a CcBaku opmuHal «. To ympaso 3Haum na f OUjeKTUBHO
MPECINKABA CKYI Wq X Wo HA Wo. QED

Ha cnuuan Hauun ce 6e3 akcumome 3aMeHe MOKe TOKa3aTU Ja OBO TBpDheme BaKu 3a MPOU3BOJbAH KAD IUHAIHA
6poj k beckomaunor mobpo ypebenor ckyma. Tanma 6u ce ymecTo Oujeknuje Kjiaace CBUX OPIAUHAJA KOPUCTHUIIO
nobpo ypebeme cryma k X k nedurucano ca

(a,by < (a’,V') < max{a,b} < max{d,b'}V (max{a,b} = max{a’,b'}
A ((a<bAV <d)Via<bAhd <b ANa<d)V(b<anl <d Ab<l))),

roe je k mobpo ypebeme KapIMHAJIHOCTU K KOj€ HUj€ E€KBUIOTEHTHO HUTHU jETHOM CBOM IMPABOM TOYETHOM
KOMaIy, & YMeCTO OpAuHaa O0IuKa w, eleMeHTH CKymna k X k ca O€CKOHAYHO MHOI'O IPETXOIHHUKA, AU TAKBU
[a HU jelaH MabkbU €JeMEHT HeMa CKYI IPETXOOHUKA NCTE KAaPIUHAJIHOCTHU.

ITocnemuua 5 (ZF ™) 3a rapmunaiue x, A 1o6po ypebenux ckymosa ox kojux je Gapem jeman OecKOHAUAH BAKNA
k+ A =max{k,\}, a aKO Cy IpPUTOM U PA3IUYUTHU OX HyJe OHZa Baxku U kA = max{x,A\}. [llrasume, 3a Guio
KOju KapanHaJs k 6eckoHadHor nodpo ypebenor kymna je ©k = 2.

Hoka3z: Jloka:kKMMO TOCIEeTImU Ie0 TBphHema.
HQ g NI{ < I{(HQ) — H-HQ — Ii2.

Cana tBpbeme cienmun u3 Kanrop-Bepumrajuose teopeme. QED

OBaj craB ce MO:ke HOOKaszaTu U Ge3 MPUMEHEe aKCUOME 3aMeHe, Makie y CUCTeMy Z~ aJu je OBAE M3BeIeH
u3 TeopeMma nokazaHux y ZF~. YBemumo cana omepiuje cyme um mpoumsBona (aMmmianje kpamHasa. Heka je
(2;)icr Oumo KOja PpamMuaMja CKymosa. Tama cyMy W IpoOM3BOJ oArosapajyhe dpamuiauje kapAnHAIHUX OpojeBa

nepuHAIIEMO Kao
Sl =@ x )], [l =[]l
€1 el i€l i€l

Y ToMm cmucay Baku ciemeha Teopema.

Teopema 46 (ZC™) (Kenuzosa sema 3a xapounane) Heka cy (2;)ier 1 (Yi)icr OBE PpaMuiamje CKymnoBa WHIEKCU-
paHe MCTUM CKYIIOM WHIEKca [, mpu 4yeMy 3a CBako ¢ € I Baxku x; < y;. lana je

Z |zi] < H |yl

iel icl
Hpyrum paunMa 3a Me Koje pamuianje xapauHana (Ki)icr U (A;)je; UHAEKCHpaHE UCTUM CKyNOM uHAekca I 3a
Koje je ki < A; 3a Ma koje i € I Bamm Y, ; ki < [ [;c7 i

JIoka3: Ca 0063upom Ha akcuomy m300pa, JOBOJBHO je Ha JOKaAKEMO na ce CKyn X = Uiel x; x {i} He Moxe
IPECIUKATU Ha CKyn Y = HieI Yi, jep oH Takobhe mpema akcuomu m3bOpa HUje mpa3aH. YOUMMO MPOU3BOJFHO
npeciukaBame f: X — Y. Hera je f; : x; — y; upecnukaBame nepunucano ca f;(a) = f({(a,4))(i). Tana je
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360r x; < y; CKym ¥; \ ran(f;) mempasas, ma mo akcuomu uzbopa nocroju mexn b € [[,o;(y; \ ran(f;)). Ho, rana
b¢ran(f). QED

Heka je o = (x,<) 6uno koju Geckonauan nobpo ypeben ckyn Ge3 najsehlier esmemenra. Tanma mocroju
HajMamu KapAUHAJHA OpOj Kk Takas 1a mocToju u C & KapIUHAJHOCTU K TAKaB A4 je CKYI U 040370 HEOrPaHUUEH
y ypebewy (z,<). Taj rapmunan je kapauHasau Opoj mobpo ypebenor ckyma jep je ckym u nobpo ypeben
nacnebhernum noperkom. Taj kapauuamau 6poj 30BeMo u koduuaanomhy ypebema o u ozmauamo ra cf(0).

Yroanuko nputoM ypebheme o HeMa mpaBy MOYETHU KOMAJ EKBUIOTEHTAH IIEJIOM CKYIy HOCAUY, OHIA KarKeMO
na je cf(o) kopunannocr kapaunaasHor 6poja ckymna x y osnauu cf(|z|). IIpurom ce 3a cBaku mobpo ypeben
CKyn Moke Hahwu Bmeros moueTHu KOMakd KOJU je eKBUIIOTEHTAH Ca IeJVM CKYIOM HOCadveM U Koju y Haciaehenom
ypebemy nmMa mperxomHo HaBeneHny ocobuny. Kapammanuu 6poj k 30BeMO peryiaapHuM ako je cf(k) = k.

Jlema 26 (Z7) Heka cy o = (z,<) u o/ = (¢/,<') mobpa ypebewa u f : x — 2’ monorono pacryhe omosro
HEOTPAHWYEHO TpeciukaBame. Tana je cf(o) = cf(0).

Joxas: Heka je cf(0) = k m y 0m03ro HeOrpaHUYeH NOACKYI OX & KapAuHaaHocTu k. Tana je fly] omosro
HeorpaHudeH noackyn on ¢’ takobe kapaunaaunoctu k, na je cf(o’) < cf(o). Heka je canma cf(0') = k u y omosro
HEOTPAHUYEH MOACKYT O 2’ KapIUHAJIHOCTH K. Y OUUMO CKYIl

A= {min(f[{a}) 0 € y'} C o
On he umary kapauHATHOCT K U OGuhe 0mO3r0 HeorpanwueH y x omakie ciemu na je cf(o) < cf(o’). QED

Teopema 47 (Z~) Heka je o = (x,<) GeckoHauHo no6po ypebeme Ge3 makcumyma KopuHanHOCTH K. Tana
[OCTOjY 0J03r0 HEOI'DAHUYEH IO ACKYI KapIUHAIHOCTY Kk y ToM ypebemy Koju y onaocy Ha HacieDenn mopenak
HIj€ eKBUIIOTCHTAH HUTY jE€JHOM CBOM IPABOM IIOUETHOM KOMAY.

Kapmuuan £ je perymapad KapIuHal Mamu OO0 jJeOHAK OI |T|, KOjU CaMMM TUM OPEICTABILA KADIWHAJHN
6poj Heror nobpo ypebenor ckyna. JIpyrum peumma, saxu cf(cf(0)) = cf(0). Y3 akcuomy 3amene je KapamHaJ
N, 41 peryiapas 3a cBaku opauHad «. Kapamuau |w| je TakoDe perymapan. Tarobe, y3 akcuomy 3amene je u
cf(Ny) = cf (o) 3a Ma KOju GeckOHAYAH I'DAHWYHU ODIUHAT (.

Joka3: YKOIUKO y3 cuMOOIMKY M3 UCKa3a Teopeme Baxu cf(0) = k, Mosemo yountn y C x 3a Koju je |y| = K
. . . 1-1
U KOjU je HEOTDaHWYeH y T, KAO U HajMamyU MOYeTHU KoMan k Ckyma y exksumorenTan ca y. Hera f:k — y.

Tama he ckyn
8 ' A={f(a):ac kAN e€k)f(b) < f(a)}

OUTU HEOTPpAHWYEH y Y. 3aucra, y CYIPOTHOM OM MOCTOja0 HAajMamU ejeMeHT z € y kKoju je Behm om cBux
enemenara ckyna A. Ho, tama 6um 3a a = f~1(2) Bammno ma z = f(a) € A cynpoTHO M360py eieMeHTa Z.
MebyTum, Tana je ckyn A KapAMHAJIHOCTU K OJO3TO0 HEOUPDAHWUYEH Y T W IPUTOM HUTHU jeIaH IPABU OYETHU
koMam on A HUje eKBUIOTEHTaH ca A.

3aucra, momTo je cKyn A 0m03ro HEOTpaHUUEH Yy T, HeroBa KapAMHAJHOCT MOopa butu Beha mo jemmaka on
K, & IOIMITO je MOACKYI CKyIa Y KapIWHAJHOCTHU K, OH jé KapIWHAJHOCTY Mame H0 jemHake on k. Pyurmuja f je
MOHOTOHO pacTyha Ha ckymy A, ma ako 6u ckyn A 6UO €KBUIIOTEHTAH HEKOM CBOM IPABOM IIOYETHOM KOMAIY
[0,a), onma 6u u ckyn f~1[A] 6uo exsumorentan ca f~[[0,a)], onakse 6u Gumo

k| = & =|A| = |f7HA] = [£71[0,0)]] < [0, f~} ()] < |KI.

Ako 6u 6uno cf(k) = A < Kk, omma OucMo mMaau MOACKYT B ckyna A Koju je KapIMHAJIHOCTA A U KOJU je
omosro meorpanuuen y A. Ho, Trana me 6u G1o 003r0 OrpAHUYEH HU ¥ T, CYOIPOTHO U300PY KapIAUHAIA K U .

Heka je a mpoumssosman opmuuan m A C wyy1 0mo3ro Heorpanmuen ckyn. CBaku esemenT ckyma A je
KapAMHAJHOCTU Mame IO jexHake on N,. Axko me 6u 6uso |A| = R,41, onga 6u 6ynyhu na je A nobpo ypeben
ckyn 6uino |[A] < X,. Ho, tana 6u 6mio |wat1| < Ng Ny = Ny CYyIPOTHO mepUHUIM]M OPIUHATA We 1. LlOCTE MM
€0 CJeaUN Ha OCHOBY IPETXOMHE JieMe MPUMEHEHE HA MPECIUKABAE & — Wo. QED

Teopema 48 ZC~ 3a csaku Geckonauan xapmusan & je (g > k. Tlpurom je cf(®\) > k 3a mpomsBosman
KapIdHaT A > 2.

Jloka3: Hera je x mobpo ypebeH ckyn KapAMHAJIHOCTU K KOJU HUj€ €KBUIIOTEHTAH HUTU j€AHOM CBOM IPABOM
nmoueTHOM KoMamy. V3 Kenurose meme citenn

el = [J00,9)] < S 10,0)] < | [T «l = s

1ET i€ET 1€ET



40 1 Akcuomarcka Teopuja CKyIOBa

Ipyru meo takobe ciaemu u3 Kenuxose jseme um U3 MAEMOOTEHTHOCTH OECKOHAUHUX KapauHasia. Heka je k
no6po ypebheH CKyn KapIWHAJHOCTH "\ KOjU HUje €KBUIIOTEHTAH HUTU j€THOM CBOM IPABOM IIOYETHOM KOMAIY
U HEKa je T BeroB OL03I0 HeorpaHudeH HoAckyl. IIpermocraBumo nu na je |z| < k mobujamo xa je

H)‘:lLJ[OaZ” < ZHO,Z)l <H“)\:“|I\)\< AR\ =R\,

1€ET 1€ET 1€ET

mTo je KouTpamurnuja. QED

1.6 TI'enesioBe TeopeMe HENOTHYHOCTU

1.6.1 Pekypsusrae dpynRmUje

Oyurmujy f : A — Ny rme je A mpomsBossan moackyn ckyna Nj 30BeMO M jeqHoM (mapuujajHOM) apuT-
METUYKOM (DYHKIUjOM Iy:KWHE n. Y mocebHoM cayuajy kana je A = Ny xakemo ma je Ta ¢yHEmmja ToTaJHA.
Penanuje R C ng takoDe HaszmBamo apurMmeruukuM. Hanasme hemo 3a cBe ¢(yHKIUje meduHMCaAHE M3paA3UMa
KOjU MMajy CMMCJA y CKyIly IPUPOIHUX OpOjeBa CMaTpATH apUTMETUUYKVM, U TO He(PUHUCAHUM 3a TAUYHO OHE
BpPEeIHOCTU apryMeHaTa M3 ckyna Np 3a Koje je BpeIHOCT TOT m3pa3a AepUHUCAHA.

Cana heMo yBecTm CKyn TAaKO3BAHUX PEKYP3WBHUX (PYHKIMja 3a KOje Ne ce MCIOCTABUTU Oa Cy TO TaYHO
OHe (QyHKNIUje KOje Cy NPEeACTABLUBE y TEOPUJU Z~ U CBUM HEHUM HENPOTMBPEYHUM IPOIIMPEHUMA.

Pyurmuje

Uin(l‘l,...,x”) = Ti,
0(x1,...,25) =0,
s(z)y=x+1

30BEMO OCHOBHUM DPEKYyDP3UHUM (yHKIUjaMa.
Hexka je T = 21,...,Z,. Ao cy hi(Z),..., hy(Z) napuujanse pyurumje nysxune n u g(yi, ..., Ym) TAPIIJATHA
¢yHEIUja Oy:KUHE M, OHIA je ca

f(@) = g(h(z), ..., hin (7))
KODEKTHO neuHUCAHA jelHa (yHKIUja Ha CKYIYy TAakBUX (Z1,...,Z,) 3& KOje je mecHa CTpaHa jeIHAKOCTU Ie-
¢uHMCaHA. 3a BY KaxKeMO na je nobujeHa CcyncTUTyIujoM u3 ¢yHKIuja g, hi,..., Ry,

Hera cy cama g : Nf — Ng u h: N8+2 — Ny mBe Toramne ¢pymrnuje. Tanma mo TeopeMu pekyp3mje IHOCTOjU
jemnaCTBeHA GyHKUUMjA f : NELH — Ny koja 3amoBosbaBa cienehe yciose:

rae je T O3HaKa 3a Ty,...,T,. Y ciaydajy ma cy ¢ymaxuuje ¢(T) u h(Z,y, z) napuujanno nepuHucane, OHIA je
f(Z,y) medpunucana ma cxymy S TakBOoM Ha je

(z,0) € S ako u camo ako T € dom(g),
(Z,k+1) € S ako u camo aro Z € dom(g)

U TIOCTOJU HU3 Yo, ..., Y, TAKO Ha je

Yo = g(i.)a (j70ay0) € dom(h),
Y1 = h(jvoayo) n (‘T7 17?/1) € dom(h)7

yp = h(Z, k= 1ype—1) mu (T, k,yx) € dom(h)

3a CB€ I1,...,Tn,k € Ng. IIputom je Bpemnoct ¢yurmuje f Ha ckymy S jemmHcTBeHO onpebheHa ropmum aaro-
PUTMOM, IPU YeMy je

f(z,0) = g(z),

f(i.vk 1) :h(m7kayk)
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3a TakBy QyHEIUjY f KaxkeMo ma je moOujeHa perypsujoMm u3 g u h.
Axko je nak ¢(Z,y) ToranHa (pyHKOUja, OHAA 32 (YHKIW]Y

3a g(Z,2) =0 =n
9(Z,y) # 0 3a cBe y < z,
Hene(pUHUCAHO  WHAYE

2,

£(@) = py (9(z,y) = 0) <

KayKeMO Ja je nobujeHa MUHMMU3anujoM (YHKIUje g [0 NPOMEeHBUBOj y. Ty HapaBHO, GpyHKIMja g MOXKe OuUTH
¥ mapuujaaHo nepUHUCAHA, Uy TOM ciaydajy he f(Z) OuTu nqeuHUCAHO U jeNHAKO Z aKO U caMo ako je ¢(Z,y)
nepuHrCcaHo 3a cBe y < z u npuroM ¢(Z,z) = 0 u g(Z,y) # 0 3a cBe y < z. Oneparop MUHMUMM3ALKjEe CE pa3MaTpa
u Ha pesanujama. Hawwme, aro je D(Z,y) pesaumja my:xuse n + 1, onga je ca

3a D(Z,z) m
f(Z) =ny D(z,y) = -D(Z,y) 3a cBe y < z,
HeleQUHUCAHO uHaUe

mo6po medpuHMCAHA jenHa QYHKIMja KOjy 30BEMO WM MUHUMU3AIMjoM penamuje D(Z,y) Mo NPOMEHILUBO] Y.

Hepurunnyja 10 Cryn IpUMUTUBHO PEKYP3UBHUX QYHKIN]aA je HAJMAmU CKYI KOjU CAIP:KA OCHOBHE PEKYP3UBHE
(YHKIMIje ¥ KOjU je 3aTBOPEH 3a CYNCTUTYIW]y M PEKyp3U]y, & CKYI PEKyP3WBHUX (YHKIUja je HAJMABU CKYI
KOJU CaAp:KM CBE OCHOBHE DEKYP3WBHE (YHKIOMje W 3aTBOPEH je€ 3a CYNCTUTYIU]Y, PEKYP3Ujy U MUHUMU3AIU]Y.
3a penauujy D(Z) ny:xune n KakeMo na je (IPUMUTHUBHO) PEKyP3UBHA aKO je TAKBa HEHA KAPAKTEPUCTUYHA
¢yurumja cp(Z) mnepuaucana ca
_vdef [ 1 akoje D(Z),
cp(@) = { 0 ako Jnije E)()j)

W3 neduruIrje npuMUTUBHO PEKyP3WBHUX (QYHKOMja je jacHO ma cy oHe cBe torasHe. Hajupe hemo ce
m03ab0aBUTH TPUMUTUBHO peryp3uHuM ¢yHkmujama. Crora hemo Hamasme, cBe HOK He OyIeMO NPEHIU HA
peKyp3uBHE (YHKIUje HOAPA3yMEBATH Oa PAJUMO HCKLYUMBO ca TOTAJHMM (yHEKmMjama. HaBennmo Heke
IpuMepe IPUMUTUBHO PEKYyP3UBHUX (DYHKIUjA.

CraB 5 Cueneche ¢yHnruuje cy npuMUTUBHO DEKyp3UBHE:
a) Koucrantue ¢pyurmmje f(Z) = n,
MHOEEHmEe Mm(T,y) = T -y,

a8

)
6) cabupame p(z,y) =z + vy,
)
2)

crenenosame n(x,y) = xv.
Ioxka3s:
a) 3awmcra, f(T) =n ce MOKe IPEICTABUTH KAO KOMIO3WIMja HyJIa (YHKOMje U N (YHKIUja HACIETHUKA.

6) Kaxo je
p(z,0) =z,
plx,y+1)=z+y+1=pz,y) +1

IOBOJLHO je Ia MOKasKeMO na je (pyHrnuja g(x) = & IPUMUTUBHO PEKYP3UBHA U Aa HOCTOJU IPUMUTUBHO
pexypsuBHa ¢yHEmMja h(z,y,z) Taksa ma 3a cse z,y € Ny Bakn

hz,y,x+y)=x+y+ 1.

Kako je g = U} jacHo je ma je g mpuMmMTUBHO peKypsuBHA. 3a h MomeMo m3abpatu ¢yHEmujy h(r,y,z) =
z+ 1 Koja je MPUMUTUBHO PEKyp3UBHA 300T

h(x,y,z) = S(Z) = S(Ug(x’ywz))

6) U3 penanuja
m(z,0) =0,
m(z,y+1) =z(y+1) =ay+z=m(z,y) +=



42 1 Akcuomarcka Teopuja CKyIOBa

v uumenune ga je 0(z) = 0 IpUMUTUBHO PEKyP3WBHA CJIEIU Aa jé HOBOJLHO MOKA3ATH A& MOCTOJU IPUMU-
TUBHO pekryp3uBHa (pyHrnuja h(x,y,z) Taksa ma 3a cse x,y € Ny Baxku

h(z,y,zy) = zy + .
JacHo je ma je To mcunymeHO 3a (YHKIUjY
h(z,y,2) =z +x =Us(2,y,2) + Ui (2,9, 2).
2) Crnenu u3 yumeHUNA:
n(xz,0) =1 = s(0(x)),
n(z,y+1) =a¥ x=n(z,y) v =Uiyn(y) Uyn(y) QED

Bpenuo je momenytu u ciaenehy ocobuny mpomsBosmHe kiace C KOja CAIp:KU CBe IMPOjeKIUjCcKe (QYHKIUje U
KOja je 3aTBOPEHa 3a CYICTUTYIU]jY.

CraB 6 Axo je g(z1,...,2T,) Ma Koja ¢yHKIUja u3 Kiaace C, Tana U GpyHKOUja
f@iy,y o 2i,) = g(xiw(nv ceo V'Tiﬂ'(n))
takobhe mpunana Toj raacu C, Ipu dyemy je ii,...,I; Ma KOjU HU3 PA3IAUIUTUX WHIEKCA, KOjU HE MOpajy OuTwu
u3 ckyna {1,...,n}, a 7 6uno koje mpecaukasame ckyna {1,...,n} y cxyn {1,...,m}.
Hoxka3: Crenn OIUPEKTHO U3 UMB-eHUNA Oa je kiaaca C 3aTBOpEHA 3a CYNCTUTYIU]y U Oa CY MPOjEKIUjCKe
¢yarnuje y knacu C, o63upom ma je 3a T = x;,,...,T;, HUCIYEHEHO
[y, 2,) = g(U (Z),...,U"(z)). QED

To nocebHo 3uaum na ako je ¢pyurnuja f(z,vy,z,t,u,v) y xiacu C ogga hie To 6utu u QpyHKIUjEe Kao

f(y7z7x7v’u7t)7
f($»$7y7$7$az)a
g(z,y,w) = f(z,2,9,9,9,y),
h(u7/v7w) = f(u’ u’ u’ u7 u7 u)

OIHOCHO Ja apryMeHTe MOKEMO MEePMYTOBATH, MOHABJ/ATUA KAO M YBOAUTU HOBE apryMeHTe O KOjux (YHKIWja
He 3aBucu. Taxobhe, MOxkeMO ce 0CcI00OAUTH apryMeHaTa O KOjuX (YHKIMja He 3aBucu. Taro Ha NpUMEp, aKo
flz,y,z,t,u,v) HE 3aBUCH OX 2z U t, IPUMEHOM CyICTUTyIHje MoxkeMo npehu Ha ¢yHrRUM]Y

9(%%% U) = f(xay7x7xau’ U)'

Ilakne, peKyp3UBHOCT U IPUMUTUBHA DPEKYP3UBHOCT (QYHKIMja HE 3aBUCE O YBODEHmAa WU WCKIbYUMBAA
apryMmerara ol Kojux ¢yHknuja He 3aBucu. Vicro Baskm um 3a penamnuje. HaBemumo join Heke mpmmMepe mpuMU-
TUBHO PEKYP3UBHUX (DYHKIU]ja.

CraB 7 Cuenehe ¢yuEIUje 1 penanuje Cy NPUMUTUBHO PEKYP3UBHE:
a) Pakropujen pyurnuja z!,
6) ¢dymrnmja x — y nedpuHMCAHA KAO

r—y, 3ay<uz,

. def
Tty =
0, 3a Yy > x,
6) ¢ymrmuje |z — y| mw min{z, y}, max{z,y}, kao u pymrmmje min{xy,...,z,} v max{z,...,z,},
2) ¢pyurmuje sg(x), Sg(x) mepunucane ca
ot | 070 def
e J— € .
sg() = , Sg(z) = 1= sg(a),
1 2#0

0) OynoBCKe KOMOMHANIM]e TPUMUTUBHO PEKYDP3UBHUX DEJaIuja,

h) penamyje =y, x £y, x <y, x <y,

e) ¢ymrmmje rm(x,y) n qt(x,y) ocraTka? u KOMMUHUEKA TP Jesbemy T Ca v,

2Toapasymesahiemo ma je rm(y,0) =y u qt(y,0) = 0.
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o) peJsanuja NeLUBOCTU X|Y.
Jlokas:

a) OBy ¢yHKUU]Y (HOPMAJHO HE MOMKEMO NOOUTH AMPEKTHOM IPUMEHOM IIpaBUIa PEKyp3uje, jep QyHKImja
g m3 mepuUHUIMje IpaBUia PEKyp3rje MOopa UMaTy IYy:KUHY Oap jemaH, ma caMuM TUM (YHKIZja Koja ce
nobuja pekyp3ujoM M3 HEeKUX (yHKIUja uMa mayskuHy Oap aBa. Crora hemo mo mpeTxomHO] HAIOMEHU
YBECTU JOII jeOaH apryMeHT OX Kora (pakTopujerHa (YHKIMja He 3aBACH U IOCMATPATU (QYHKIW)Y

u(z,y) = y'.
HapaBHo, oHa& je TPUMUTUBHO pPEKyp3UBHA 300T
u(z,0) =1=1(x) = s(0(x)),
wz,y+1) =+ D=y (y+1) = uz,y) s(UF(z,y)).

Ty je mapasuo f(z) = u(z,z). Y mambeM TEKCTy ce y CKIaLy Ca HPETXOAHOM HamoMeHoM Heliemo Buine

onrepehuBaTy pacmopenoMm u 6pojameM TPOMEHJLUBUX.

6) O6G3upoMm ga je
r-0=u=x,
r=y+l)=(x-y -1

ocTaje caMmMo na ce IOKake na je GpyHKuuja  — 1 IPpUMUTUBHO PeKyp3uBHA. 10 Cilenu IVEeKTHO u3

0-1=0,
(z+1)-1=u=.

6) Crnemu mUpeKTHO U3 peramuja

lz—yl=(z=y) +(y - 2),

min{z, y} = = (z = y),

max{z,y} =z + (y = z),

min{z1,...,Zyt1} = min{zy, min{xa, ..., Tpi1}},
max{z1,...,Tpt1} = max{zy, max{xa,...,Tpt1}}-

2) Cuemu n3 5g(x) =1~ z, sg(z) = min{l, z}.
0) Caemu u3 omrosapajyhux penanuja 3a KapakTepUCTUUHE (YHKIU]jE

cop(Z)=1= cp(T),
cprQ(Z) = cp() - cq(Z).

b) Kapakrepuctuuna ¢ynruuja 3a x < y je sg(y — ) , a ocrane ce penamuje mobujajy Kao meHe GYIOBCKe
KOMOUHAIH]E.

e) PekypsusnocT ¢pyHKmmje rm(z,y) crenu u3

rm(0,y) =0,
m(z,y) +1, sarm(z,y)+1#y,
rm(z + 1,y) =
0, 3a rm(z,y) + 1 =1y,
= (rm(z,y) +1) -sg(|(tm(z, y) + 1) — y).
3a ¢ymrmmjy qt(z,y) je
qt(0,y) =0,

qt(z + 1,y) = qt(z,y) +sg(tm(z + 1,y)).

ac) x|y je 3anpaso ekBuBajeHTHO ca rm(y,z) =0 QED
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Ila 6ucMO MOjeIHOCTABUIM NOKA3UBAKE€ MPUMUTUBHE PEKYP3WBHOCTU peiaiuja mnokazahiemo 3arBopenocT
Kjace OPUMUTUBHO DPEKyP3WMBHUX (yHKOMja 3a jom Heke omeparope. Illrasume, Taj pesynrar hemo yom-
OITUTHU HA Ma KOjy KJIacy apurMeTndrux GpyHruumja € Koja canp:Ku CBe OCHOBHE DEKyp3uBHE (VHKIMje U KOja je
3aTBOPEHA 3a CYNCTUTYyLUjy 1 pexyp3ujy. IIpurom hemo roBoputm na Heka apUTMETHYKA peJlalnuja IpUIana
knacu € aKo HeHa KapaKTePUCTUYHA QyHKnuja npunana xnacu €.

Cras 8 Heka je T = 21,...,Z,. Axro cy ¢1(Z),...,9m(T), g(T,y) Toranme ¢pynrmuje u3 rmace € u ako cy
D(z,y),D1(Z),..., D (Z) npenukatu u3 xaace €, ouna kiacu € npunanajy u HUKeHaBeJeHe QYHKIUje U P au-
KaTy OpU 4eMy Cy CBe HUKCHABEACHE (YHKIWje U TOTAJIAHE.

a) Heduuunuja no ciaydajeBuma
g1 (i’), za D1 (J_L‘),
Im(Z), za D, (Z).

6) Bynoscke kombunanuje npenukara u3 €.

(3] ) OFpaHI/ILIeHO cCyMupame 1 OrpPaHUYCH IIPOMU3BO
f].(j"’ Z) = Zy<z g(‘i‘?y)7
f2(i'7 Z) = Hy<z g(i.u y)

2) OrpaHuyeHa MUHAMU3ALU]a

t, HajMamu t < z TAKO Oa
f(z,2) = (uy < 2)(g(Z,y) =0) & g(xz,t) =0 ako Takas mocroju,
z, wuHAdeE.

0) OrpaEEUYEHO MPeTPaRKUBAHE 010310°

t, ako je t Hamamu OPOj
Mamu On z 3a koju je D(Z,t)
aKO TaKaB IIOCTOjU,

z, wUWHAUe.

t, ako je t Hajsehum 6poOj
Mamu on z 3a koju je D(Z,t)
aKO TaKaB IIOCTOjH,

z, wWHaYJe.

e) OrpannueHa yHUBEP3aJIHA U €T3UCTEHIIN)AJTHA KBAHTUGUKAIM]A
Si(7.2) & (vy<=2)D(y),
S2(z,y) & (Jy<z2)D(@,y).
Jloka3s:

a) Cnemu u3
f(@) = 91(Z)ep, (2) + -+ + gm(Z)cp, (Z).

6) Cnemn u3 pemanuja
CD,AD; = €D, *CD,, C-p=1-=c¢p

30B0 je HAPABHO HUIITA APYTO OO OrPAHMYCHA MUHUMU3ALM]A IPEIUKATA, D(Z,y) no mpomensmusoj y (py < z) D(Z,y).
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6) Ilobuja ce omMax U3 peyamuja

f(Z,2+1) = fi(z, 2) + 9(7, 2);

fa(z,0) =1,
fo(Z,z 4+ 1) = fa(z, 2) - g(Z, 2).
2) Crenu u3 IPETXOMHUX pENalUja U
f(z, Z) = Zt<z Sg(Hygt 9(Z,y)).
0) Cnemu u3
f(Z,2) = (py < 2)(c-p(Z,2) =0).
h) Moske ce mpeacTaBUTH Kao
f(Z,2) =2~ (uy < 2)(c-p(Z, 2z~ y) =0).

e) obujamo u3

Csy (i‘v Z) = Hy<z CD(Z‘,y),

cs,(Z,2) = Sg(2y<z cp(Z,y))
QED

JacHo je ma ce y mpeTXOIHOM CTaBy MOMke CByHa Yy < z 3amenutu ca y < h(Z,z) ommocuo y < h(Z,z) rae je
h(z,z) Ma koja' IPUMUTUBHO pekyp3uBHA (GyHKIMja. Y BEIMMO Caga KOAUPaHe KOHAUHUX HU30Ba MPUPOTHUX
6pojeBa. 3a To he mam Tpebaru cienehiv cras.

Cras 9 Ilpemukar Prost(zr) u uus® p, nedpunucanu xao
Prost(x) < 7z je prost broj”,
Pn je n-ti prost broj py =2, p1 =3,...
Cy TPUMWUTUBHO PEKYyDP3UBHU, KA0 U QYHKIUja T, (n) nepunucana ca
0, 3an =0,

Tm(n) = najsehu o

o uHAYE.
Tako na po|n,

Ioxa3s: Prost(r) je 3ampaBo UCTO WTO U
(x>2)A(Vy < 2)(ylz =y=1).

Ca mpyre crpase, IPeTIOCTaBUMO Ha je Py, - ..,P, HU3 OpBux n + 1 mpoctux OpojeBa y pacrtylieM MOpeTKy.
Tanma 6poj
k=popnt 1

HUje IeJbUB HU Ca jJeNHUM OX IPOCTUX OpOjeBa Py, ...,Pn, Oa MOpa o6utu p,+1 < k. Kako je jom k < p,!+1
6uhe 3anpaBo p,i11 < p,! + 1 rao majmaww mpoct 6poj Behu ox p,, ma ra MoxkeMO HOOKUTU OrpaAHUYEHIM
nperpaxkuBameM. Takobhe u3 HejemHarocTu o < Py, KOja Ce JIAKO JNOKa3yje MHIYKIWjOM IO (¢, CIENN Ia je 33
n > 0 3ampaso m,(n) < n. Ipyrum peumMa, 3a n > 0 je my,(n) Hajsehu 6poj o Mamu ox n 3a xoju po|n. Ha
OCHOBY NIPETXOJHUX Pa3MaTpama TO CYy NPUMUTUBHO pekyp3uBHe ¢pyuruumje. QED

Cana hemo yBecTu Koaupame KOHAYHUX HU30Ba Ha ciaemehn mauwm: Ilpaszam mus® hemo xomuparn mymom.

Jennounan mu3 @ Komupamo Gpojem 291 1, a Hu3 ai,...,a, 3a n > 2 hemo kKomupaTu Gpojem
r a1 On—1_an+1 -
1y os0n ' =Dyt D e PRt — L

YBenumo cinenehe ¢yHKuMje Be3aHe 3a OBO KOOUPAIHE:

4 Mobujano nx cyncrurymmjor dysrmuja h(Z, 2) u h(Z,z) + 1
5Husz kao QyHKIMja jease TpOMEHILUBE.
6Hus Ge3 njensnor unana
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a) l(x) = 7 nyskuna HU3a yuju je Kox x”,

" mmsza umju je komx 7 axo je n < b(l(w)), omEocHO 0 y TPOTUBHOM.

6) (), = "n-T! unan
Jacnuo je ma cy ome® mpumumTuBHO pekypsusHe. Morye 61 ce PermuMo 3amUCATH Kao
{(x) = majsehiu n < x Takas ma p,|(xz + 1),
(@)n = mn(z + 1) = sgln — I(z)].
Kompame ckyma N2 ysenumo na caenehu mauun: Heka je xox mapa (z,y) mar ca

T(z,y)" =22y +1) = 1.

Jacuo je na je ¢dyurmuja " (z,y)" OPUMUTUBHO PEKyp3UBHA 3ajeIHO Ca OArosapajynuM mpojexkuujckumM ¢yHKIuU-
jama 72, 72 3a Koje je

Haume, oHe ce MOTy 3ammMcaTH Kao
72 (z) = mo(x + 1),
m3(z) = qt(2mo @D+ g 1),

CnuuHO ce yBOAM M KOOVPAHE TPOJKU Ca
“(,y,2)" ="("(2,y),2)".

Amnajioruo Koaupamy mapoBa  KOAUPame TPOJKA je TaKohe TPUMUTUBHO PEKYP3UBHO 3aj€IHO Ca MPOjEeKIU]CKUM
¢yHEKOII]jaMa 7r:1)’77r§,7r§’ 3a Koje je
s

("(z,9,2)7)
("(z,9,2)7)
("(z,9,2)7) =

s

x,
Y,
™ zZ.

WwNo w— W

Ome cy 3ampaBo mate popmyrama
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Ha mormyno amasoran HaYymH Cce MOKE yBECTH KOAWPAHE N-TOPKU 3a IPOM3BOJGHO N > 3, ajau HaMm TO Hehe
Tpebaru.

1.6.2 Apurmeruuke GpopMyse Y TEOPUjU CKyToOBa

3a cBaku n € Ny pepuammmmo popmyiy Sp(z) xKao

So(x) : Vyy g, Snpa(z) : Wyyeze \/ Siy),

i<n

rze je y mpBa y HU3Y CBUX IPOMEHJ/LUBUX KOja je paszamunTa ox x. OBe popmysie hie HM CIy:KUTH 3a MHTEpPIPE-
Tupame oarorapajyhux mpuponunx OpojeBa. YBeauMmo ¢(oOpMyJie 3a MHTEPIPETUPame cabupama U MHOXKEHA
OpUPOTHUX OpojeBa Kao

Si(z,y,2) « x €wNy €wAIf(Fun(f) Adom(f) = S(y) A f(0) =z A (Vi€ y)f(S(i) = S(f(i) A fly) = 2)

S(x,y,2) : v €wNy €wAIf(Fun(f) Adom(f) = S(y) A f(0) =0A (Vi € y)Sy(f(i), x, F(S() A fy) = 2).

"Uunexc mpsor unaxa Husa je 0.
8Ty je ¢ynrmmja (), DocMaTpaHa Kao (yHKIMja IBE IPOMEHJLUBE.
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IIpuToM ce mpoMeHMBUBE ca Be3aHUM jaBJ/LambUMa PEIOM YBOZE KAO IPBE IPOMEHJLUBE KOje CY PA3JIUYUTE O
IPOMEHJBUBUX T,Y, 2 U Koje morie Hucy Bell ynmorpebmene. Cazna cMO COpeMHH na Je(pUHUNIEMO IPEBOI apUT-
METUYKUX (OopMyIa Ha je3WK TeOpUje CKYIOBa.

(z=y)" o=y, (x=n)" (n=2)": Su(x), (m=n)": Ix(Sn(x)A Sn(z)),

t=n)", (n=1)":3(Su(x)A({E=2)), (z=0)": (t=2),

rIe TepM t HUje TPOMEHJLUBA HUTU KOHCTAHTA,

(tr+te=a)" : JyI2((h =2)" A (t2 =y)" AS+(y,2,2)), (ti-t2=2)" : FyFz((tr = 2)" A(t2 =y)" AS.(y,2,2)),

rIe cy Y,z NpBe NMPOMEHJBUBE KOj€ Ce HE jaBihajy y TepMmuMma i, to,

(m@)* = 2o, (=) et =Y, (Ve <y)e)™ : (Vo ey)p®, (Vo <n)p)* : F2(Sn(2) A (Vo € 2)¢")

rIe je z IpOMEHJLUBA KOja ce He jaBiba CI000IHO Yy GopMysIn @,

(Fzp)* : (Fz € w)p*.

1.6.3 TIpeacraBmuBocT GyHKNUja M penanuja

INe¢unummja 11 Heka je T Guno Koja Teopuja Ha OpUMED NPBOT pena (Mama ce Taj yCIOB MO:KEe MHOTO
ocnabutu) y K0joj je negurHabuiaHo 6eCKOHAYHO MHOTO KOHCTAHTH Cy,C1,Ca, ..., IPU UYeMy 3a Ma koje m,n € Ny
uz m #n cnemu na T F ¢, # ¢,. Y3 moroBop ma 3a cBako ¢ € Ny eJleMeHT ¢; cMaTpaMo UHTEPIPETALNUjOM MeTa-
Teopujcror esnemMenTa ¢ € Ny y TOj Teopuju, yBOAMMO MOjMOBE MPEACTABHLUBOCTU APUTMETUUKAX PEJIAIU]a U
¢yHEIUIja, Ka0 1 mojaM ciiabe IPenCTaBHUBOCTY APUTMETUUKUX pesanuja Ha ciaenehwn mHauwa. Hera je R C N’g.

Tana raskeMo na je penamuja R npencrasmusa y Teopuju T ako nocroju popmyna ¢(xi,...,Ty) je3nka Teopuje
T TakBa ma 3a Ma Koje Ni,...,Nn; € Ny Bakn
1. Axo je R(ny,...,ng) ouma T F o(cnyy- -, Cn,)-
2. Axo muje R(nq,...,n;) onma T F —@(cpyy.. . Cny)-
3a penamujy R kaskxeMo na je cuabo mpeacraBibUBa akO MOCTOjU TakBa popmynaa o(zi,...,Tx) je3uka teopuje
T na 3a cBe nq,...,nE € Ny Basku
R(ni,...,n;) aro u caMo ako T F @(cpy,...,Cny)-

3a ¢ynrmujy F : A — Ny, rme je A C NE rammemo ma je mpencTaBmumBa ako je TPeACTABLUBA DPeJaIuja
R C N’g“ neduHUCAHA Ca

R(ny,...,ng,m) aro m camo ako je F(ny,...,n;) DIePUHACAHO U jeTHAKO M.

Mu hemo penamuje m (yHKIUje TPENCTABHATA KUCKBYUMBO APUTMETHYKAM (GOpMyIamMa, OIPU YeMy hNheMo
IO NOKA3MBOUINY HEKe apuTMeTUYKe (OPMyJe y TEOPUjU CKYIOBA 3alPaBO MOAPA3yMEBATHA NOKA3UBOCT HEHOT
npeBoga. Kao mro hemo BumeTu, y TeopujamMa Koje Hac Oymy 3aHMMAaJie he MPeacTaBbUBOCT OUTU MCTO IITO
u perypsuBHOCT. Ilpmmepa panm, jemHo mpencrasimame ¢yarmmje UM (Z) je popmyna y = x;. Ia 6u ce 1o
IOKA3aJI0 HEONMXOMHO je 3HATU OAa je Y TEeOPUjU CKYIOBa MOKA3UBO —Mm = N 3a Ma Koje m,n € Ny 3a koje je
m # n. Ilpencrasmame pyurnuje s(x) = v+ 1 je y = v+ 1, a myna pyuarnuje popmyna y = 0. Iorazahiemo
YakK & Ceé CBaKa PEKyp3uBHA (YHKIUja MOKE IPEICTABUTHU NPEKO Y, apurMmerwndre (popmyne. DBynyhwm na
CMO TO IOKa3aJIX 32 OCHOBHE peKyp3UBHEe (YHKIUje, NJOBOJLHO je NOKa3aTH Ia je CKyI (YHKIUja KOoje ce MOy
IPEeICTABUATHU IIPEKO Y1 APUTMETUUKUX (opMyJiia OUTHU 3aTBOPEH 3a CYICTUTYLUW]Y, PEKYP3U]y U MUHUMU3AIN]Y.

Heka cy g(x1,...,@m) mwhi(x1, ..., Zpn)y- -y b (21, ..., Ty) OWIIO KOje mAPIUjATHE APUTMETUUKE (YHKIU]jE KOje
Cy mpencraB/beHe apUTMETHUKIM L1 POPMYIaMa Og(Y1, .-, YmsY), Pha(T1s-- s Tn, Y1)s- s Phyy (T1, .0+, Ty Y) THM
penom, oHxa je popmyiia

(1, nsy) 2 3y Iy Ony (X1 T Y1) A AR (15 Ty Ym) A Qg (Y155 Yms )
jemno ¥y mpencrasmame ¢Gyurmuje f(z1,...,25) = g(h1(T1,...,2n), ... hm(21,...,2,)). YrOMUEO je mak dop-
Mya @g(T1,...,Tn,Y,2) OUI0 KOje ox ¥y HmpeacTaBbama QyHKIUje ¢(T1,...,Tn,Y), OHIA je popMya
o1, .. zn,y) - (V2 <y)Fu)(p(xr,. .. 20, 2,u) Au # 0) Ap(zr, ..., 20,Y,0)

jemno ¥y mpencrasmame pyuruuje f(r1,...,x,) = py (y = 0)g(z1,...,Tn,y). Cpxk OOKa3a na cy cBe PEKypP3UBHE
GYHKIMje IpencTaB/bBe je Y JOKA3y 3aTBOPEHOCTH CKyIa IPeICTaBBUBUX (YHKIMja 3a peryp3ujy. a ou ce
TO MOKAa3aJI0, HEOMXOMIHO je MOKa3aTu Hajupe ciemehy Teopewmy.
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Teopema 49 (Z7) (Kunecka meopema o ocmayuma) Hera cy naru npupomuau Gpojesu by, ..., b > 0 Koju cy y
mapoBUMa y3ajaMHO mpocTu. Tama 3a Ma Koje mpuponHe Opojese T1,...,T 3a Koje je r; < b; mocToju nprupoaax
Opoj n 3a KOju BaKuU

n=p, T,...,N=p, Tk,

rme =,, O3HadyaBa KOHrpyeHnujy mo mouayay m. lllrasume, 6poj n je jenurcTBeno oapebher m0 HA KOHI'DYEHIU]Y
mo Momyay b= by ---by.

Jloka3: JacHo je ma 6pojeBu KOju Hajy MCTU OCTATaK IPU Oejemy ca 0miIio Kojum on 6pojesa b; mopajy outu
KOHIPYEHTHU U [0 MOAyJy b, omakie cuaemu jemuuactBenocT. Heka cy 0 < n,n’ < b paznauuuru GpojeBu u HEKa
je b = H#i b;. Tanma je 6poj b; ysajamHO mpocT ca b; ka0 TPOM3BOXA OpOjeBa y3ajaMHO IPOCTHUX ca b;, ma
nocroje GpojeBu m; m n; 3a Koje Bawu m;b; = n;b; + 1. Ho, rama je 6poj m;b; memus ca b; 3a cBako j # i, a
npu nenewy ca b; maje ocrarak 1. Crora 6poj

n=rymib] + - + rpmyby
UcnymaBa Tpaskene yciaose. QED

Jlema 27 (Z7) Hera je n npupoman 6poj. Tanma cy Gpojesu obmuka k-nl+13a 1 <k <n+ 1y napoBuma
y3ajaMHO TIPOCTH.

Joxas: Heka je 1 <i< j<n+1un Heka je p npoct 6poj 3a koju p|(i-n!+ 1) u p|(j-n!+1). Tana p|(j —i)n!.
Y ToMm cayuajy cBakako Baxku p|n! jep u3z p|(j — i) caenu p|n! 36or 1 < j —i < n. Ho, raga 36or p|(i-n!+1)
Mopa na Basku u p|l, mro je memoryhie. QED

IIpernocraBuMo cana na cy Gopmyie @q(x1,...,Tk) 1 @p(T1,..., Tk, Y, 2, t) IPOU3BOBHA Yq-IPEACTABHAA
¢ymarumja g(z1,...,xE), u h(zy, ..., 2k, Y, 2) TAM pegoM. Tana je popmyia

or(x1, .. 2k, y,2) ¢ Fa3b(@mIr(r <b+1Aa=m(b+1)+7r A @g(x1,...,25,7)) A
(Vi <y)3ImIram/Ir'(r <b(i+1)+1 A1’ <b(i+2)+1A
a=mBE+D)+D)+r Aa=m'bE+2)+1)+7" A op(z1,... 250,77 ,7)) A
Im(z<bly+1)+1Aa=mbly+1)+1)+=2)

jemno ¥; mpencrasmame pynrmuje f(x1,..., Tk, y) gobujere pexypaujom u3 g(xy,...,xx) u h(z1, ..., o5y, 2). Ty
cy 3amnpaBo a u b TakBu 6pojeBu na GpojeBu obumka b+ 1 3a 1 < i< y+1 Oyny y mapoBuma y3ajaMHO OIPOCTHU
n Behu ox max; <y f(x1,..., 2k, ) ¥ jOII TAKBU Ia je OCTATaK IpHU OdeleHmy a ca b(i+1)+1 jemnak f(x1,..., Tk, 1)
3a cBe ¢ < n. TakBu a 1 b TOCTOje MO KMHECKO] TEOPEMU O OCTAIMA.

OBuM je y MOTIyHOCTU JOKA3aHO N& Ce CBe PeKypP3WBHE (yHKIMje MOTY MPEACTABUTHU y Teopuju Z~ momohy
apurMeTndkux Y7 ¢popmyna. Jokazahemo u obpar. Ho, 3a To he Ham TpebGatu rogupame GopMyiia je3ura
L7p W apUTMETUYKAX (GOPMYyIIa, Kao U IPEACTABJHAKE IPEBOAA MPOU3BOJLHE apPUTMETHYKE (OPMYJE HA jE3UK
Lzr. Komupajmo majupe popmyie jeauka Lyzp TpupogHuM OpojeBUMA.

"Um € vp ' = 5|—(m7n)—|7

Tom =vp, " =5"(m,n)"+ 1,
’—_‘(,0_‘ — 5|—(p—| _|_ 2’

(e =9) =5y +3,

rae je (Zn)nen, HA3 CBUX NPOMEHJLUBUX NPEIMKATCKOT DadvyHa NMPBOT Pela, a ¢ W 1) OPOU3BOJLHE (POPMYyIIe
jesura Lzp. Ilepuaummmo penamujy FV(m,n) ma caemehu mauun.

FV("p,n) ako u caMO aKO MPOMEHJbUBA Uy, MMa CJIOOOMHUX jaBibama y GOPMYyIH .

OsBa penanuja je pexypsusna. la 6Gucmo ce y To yBepunu, ysemumo nomohny ¢pyuruujy f,(z,y) nepunucany
ca f,(m,n)="(Fv(0,n),...,Fv(m,n))”, npu uemy je Fv(m,n) kapakrepucruuna ¢pyuxuuja penauuje FV(m,n).
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Tana 3a f,(m,n) Baske caenehe popmyie

fm+1,n) ="(mo(fo(m,n),...,7m(fo(m,n)),s)7 3a

I, <1A (n=riq) Vn=m3q),
1, r=2A (fv(man))q:L
s=<{ 1, r=3A (fv(m,n))wf(q) + (fo(m, n))wg(q) >0,
L r=4An#ni(q) A (folm,n))ezq =1,
0, wunHaue,

3ar=rm(m+1,5) u ¢ =qt(m + 1,5).

Omnasme je jacuo ma je ¢ymrmuja f,, a camum tuM u penamuja FV perypsmusBHa. Ha cinyan Hauwme ce
noka3yje ma je peaammja Free(m,n, k) nepunucana xao

Free("p 7, n, k) & 3amena cBux cio0OAHUX jaBibamba IPOMEHJLUBE U, YV (0 IPOMEHJLUBOM Uy jeé peryiaapHa
pekyp3uBHa. Hawnme, 3a my Bakn

Free("v,, € v, k,1),
Free("v,, = v, k, 1),
Free("—¢™, k, 1) akro  Free("p ™k, 1),

Free("p = ¢, k,1) arxxo Free("p™ k1) A Free("¢, k,1),

Free("Jvmp™ k1)  axko k=m V (Free("p ™ k,1) Al #m).

Taxobe, meka je ¢pynrunja sub(T¢ ™, n, k) nepunrcana kao kox Gpopmyie kKoja ce no0uja 3aMEHOM CBUX CJIO-
60IHUX jaB/bama IPOMEHJLUBE U, TPOMEHJLUBOM Uy AKO jé TAKBa 3aMeHa peryiaapHa, npu uemy je sub(Tp™ n, k)
nmepuHMcaHO ako u camo ako je Free("p™ n, k). Tana je pysrimmja sub pekypsusna. 3awncra, sub(T¢,n,k) =m
je exBuBasienTHO ca sb(Tp ', n, k) =m A Free("p7,n, k), roe je pyurnuja sb nedpunucana ca

"Om €v, ', k#m Ak #n, "om=v,", k#FmAk#*n,

- A "oy ev,', k=mAk#n, - A "oyy=wv,", k=mAk#n,
sb("vm, € v, L K1) = i A sb("vy, =, k1) = i N

Um €U, k#mAk=n, Um =2 k#*mANk=n,

Top €, k=uANk=wv, Top =1, k=uANk=w,

sb("=p ™, n, k)
sb("(p = )7, n, k)

5 : Sb(r<)0—|7 n, k) + 27
5-T(sb("p™,n,k),sb("7,n, k)" + 3,

Mz, 07, n=u,

b("Jzupin, k =
s( Ly@ 5T ) {S-F(u,sb(rgo—',n,k))—'—i-‘l, n;éu

Bpenuocr sb(T¢ ", n,k) je 3anpasBo kon dopmyse koja ce mobuja (HOPMAJHOM 3aMEHOM CBUX CJIOOOIHUX
jaBibama IPOMEHJLUBE v, ¥ GOPMYIH  TPOMEHLUBOM vy, 6e3 063upa Ha perymaaproctT 3amene. Cana HUje TEIKo
YTBPAUTHU 2 je penanuja 'n je KO HeKe Ol MHCTAHIU CXeMe cemapalje Wil cXxeMe 3aMeHe” peKyp3UBaH, Kao
u 1a je penamuja ’n je kon akcuome ZFC cucrema” takobhe pekypa3uBaa. Kao popmanmszanujy mpesmraTcKOr
padyHa KOPUCTUIIEMO CEKBEHTHY (DOPMYJIANMjy NPUPOLHE NeNyKuuje 4duje Cy aKCuoMe U NpaBuiia U3BODema
naTu ca

Tobe, Threz=z T,z=yty=z T,z=yy=ztaz=2z T, z=ykFe)=90),

'k ok —p T,—pk o 'y AF-p Lok 'y, Albep=49

AR’ I'k—p ’ 'y AR T ThRe=] ARy
T, o(z) - I
() oo () L0 P 3up(o), () g (+9) T Bapla) b (1),

T, 3zp(z) F 1y’
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Ty cy I' m A npousBoBHM KOHAYHM CKYHOBM (OpPMyJa, a (¢ u 1 mpousBosbHe ¢popmyne. Takobe, x je
IPOU3BOJLHA IPOMEHJLUBA, & { IPOU3BOJbAH TepM. Y obpacuuMa O3HAUYEHUM ca (%) ce HoApasyMeBa Ia MPOMEH-
JbUBA T HeMa CJIODONHUX jaB/bama y NOHEM CEKBEHTY, a y (opMysaMa O3HAUEHUM ca (k) Ha je 3aMeHa CBUX
cJI060MHUX jaBJbama IPOMEHUBE Ty popMmynn ¢(x) TepmoM ¢t perynapsa. OBaj cucTeM HUje MUHUMAJIAH, AJIU
hemo ra 300r omepaTmBHOCTU TMPOUIUPUTHU jomr akcuomama obmuka [' - 7, rme je I mpomusBosban KOHAYAH CKYTI
¢opmyia, a T IPOU3BOJAHA MHCTAHIA OUJIO KOje TayTOJOTHjeE.

Ila 6ucMO KoAMpaJiu CEeKBEHTe NMPUPOITHUM OpojeBrmMa, Tpeba Hajupe na KOAMPAMO KOHAYHE CKyIOBe (OpP-
myna. DBymyhu ma cy dopmyne Beh komumpame mpupomauMm OpojeBuMa, HOTPEDHO je ma jom Oa Koaupamo
KOHAUHE CKYyIIOBe IPUPOIHUX OpojeBa. Jeman ox mauwmHa je cienehm

k

{zg, ... x5} = ZQI",

n=1

IpH YeMy ce IoIpa3yMeBa Ia je ¢; 7# x; 3a i # j. Popmanno, y ToM ciaydajy he BaxuTn
n€{xy,. .,y < qt({ry,. .. 2x}7,2") > 2 qt({zy, ..., 2k}, 2"
Crora hemo nedunucaru penanujy € mehy npuponauM 6pojeBuMa Kao
men & qt(n,2™) > 2-qt(n, 2™ "),

Penanuja men 3anpaBo mpencraBi/ba mpumangame 6poja m KOHAUYHOM CKYIMYy KOIUPHOM OpojeMm n. JacHo je
Ia je 3a CBaKy OJf HaBEJEHUX CXeMa aKCUOMa IIPEeIUKATCKOr pavyHa pesanuja 1 je KOI CeKBeHTa akcuome”
PEeKyp3UBaH ako je pejanuja 'n je KOL (opMylie KOja je MHCTaHIa TayTojoruje’ pekyp3uBaH. 1y ce KoOx
CEKBEHTA YBOIM Ka0

FF }_ SD—I — r(r FT’ 7807)7.

dopmyua unju je xox 6poj k je mHcTanua tayrosoruje ako Baxku f(n) = 1 3a cBako npeciukaBame f CKyna
{0,...,n} y cryn {0,1} 3a koje je 3a cBe m,n 3a koje uma cmucaa f(bm+2)=1— f(m) u f(5"(m,n)"+3) =0
ako u camo ako je f(m) =1mu f(n) =0. Jpyrum peunma, GpopMmysia 4uju je KOX k je MHCTAHLIA TAYTOJIOTHUje
axko Baku ke s 3a cBaku kox s monackyna on {0,...,k} 3a koju Baskn

(bn+2)es & —nes 3abn+2<k,
(57(m,n)"+3)es & (mes= nes) 3a (m,n)"+3<k.

Bynyhu na cy konosu monackymnosa ckyma {0,...,k} tauso 6pojeru mamu ox 287!, oBa penammja je pexyp-
3UBHA, T4 je U pejamnuja 'n je KO CeKBeHTa akcuoMme’ perypa3uBaH. Takobe, 3a cBako o1 HAOPOjaHUX MPABUIA
n3Bobema je pesmanuja "n KOJI CEKBEHTA KOJU ce NOOMja MPUMEHOM TOT IpaBUia M3BODema Ha CeKBeHT (uiau
CEKBEHTE) uuju Cy KomoBU matu’ je peKyp3uBHa. Ha Taj HAUMH ce JAKO 3akbydyje Aa aKO NOKA3€ KOIUPAMO
Kao oarosapajyhe koHauHe HM30Be KOJMOBa (PopMyia, na je takobe u penamuja ’n je Kom nokasza’ peKyp3UBHA.

Bynyhu ma je ckyn komosa akcuomMa 6uino kor mena teopuje ZFC (pauynajyhu Ty cxeme kao mesuse)
pexyp3uBaH, U penanuja 'm je Ko GOPMYyJIe C HECHOr HeJia MOCIEeNHmer CEKBEHTA y MOKA3y 4Yuju je KOO N U’
KOMe Cy cBe (OopMyJie ca JeBe CTpaHe 3alpaBO HEKe O aKCMOMa TeOpHje CKyIoBa~ je MpeIcTaB/bMBA 3a CBAKU
Ol TAKBUX IEJIOBA TeOpuje CKymoBa. HapaBHO, UCTO ce ONHOCU M HA OMIIO KOjU CKYI akCUOMa Y Ha je3ury Lzp
KOjU MMa IPEeACTaBLUB CKYI KOZOBa. Y TOM ciydajy hemo penanujy ”m je kom GpopMylie Yuju je KO IOKAa3a
¥3 cucreMa akcuoma ¥ jenHak n” obenesxasaru ca Provy(m,n).

IIpernocraBumo cana na je R(ng,...,np) peiamyja OPeICTABHLUBA y TEOPUJUA X Ca PEKYP3UBHUM CKYIOM
KOZIOBa aKCMOMAa U HeKa je ¢(x1,...,2) JeaHO npeacTaBbame Ha jesuky Lzr Te penanuje y Teopuju 3. PyHRImMja
Koja mapy Opojesa (i,n) mpuapyskyje xon dopmyiae S,(x;) je pexkypsusHa, ma he m ¢yHKIMja KOja k-TOpim
6pojesa (ni,...,NnE) IPUIPYKYje KOX POpMyJIIe

¢n1,...,nk =R Elxk(snl (l’l) VANREIAN Snk (l'k) AN (p($1, . ,:L’k))
6utu perypsuBHa. Onarie hie ckynosu

R={(n1,...,ng) € Nf: (3m € No)Provs("¥n, ..n, ,m)},
R ={(n1,...,n;) € N§: (3m € No)Provs (" %n,.. n. sm)},
OuTH; peryp3uBHO HAOPOjuBH, ma je peaanuja R pexkyp3uBHa. Tume je mokaszaHa HajaBHEHA TEOpEMa A je 3a Ma

KOj€ HEIPOTUBPEUYHO PEKYP3MBHO AKCHOMATCKO NPONIMPEHE X TeopHuje Z~ NPOU3BOJbHA penanuja R, 0THOCHO
¢yHEKIMja f, IpeACTaB/LUBA y TEOPUjU X aKO U CAMO aKO je PEKypP3WBHA.
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1.6.4 IIpsa I'emenoBa TeopeMa HEHNOTIYHOCTHU

3a pa3Marpama y OBOj Tauku Kopuctuheno cienehy smemy.

JIema 28 (Iedenosa nema o dujazonarusayuju) 3a cBary Gpopmyny ¢ () jesuka Lzp ca TAYHO jeTHOM CJIOGOTHOM
IPOMEHJLUBOM MOCTOJU PEUEHUIIA ( UCTOT je3uka 3a kojy Z~ F o < (Tp).

Iokas: Iocmarpajmo Gpymrmujy subst(m,n) nepuaucany xao
subst(T07,n) = "3x(S,(z) A O(x))™.

Omna je pexyp3uBHA, IIa IOCTOjU IpencTaBibame subst(z,y, z) Te pyHKUUje KOje jom MOkeMO u3abpaTy Tako Aa
3aMeHa CBUX CJIODOOMHUX jaBibarma IPOMEHJ/bUBE Yy IPOMEHJ/PUBOM T Oynme perynapHa. Tanma 3a dopmyry

d(r,y,2) t x EwAY EwAz € wAsubst(x,y, z) A (Ju € z)subst(z, y, u),
rie je u IPOMEHJUBA 3a KOjy je ropma 3aMeHa peryjapHa, BaKU na je popMmyiia
VaVyVovw(o(z, y,v) A ¢z, y, w) = v =w)

TeopeMa Teopuje Z~ mOoI yCIOBOM Oa Cy TOpme 3aMeHe perynapHe. To crenum w3 ummeHHIEe na je modpa
ypebenoct ckyna w Teopema teopuje Z~. Ho, Hera je n xon dpopmyiie

0(z) : Fz(d(z, 2, 2) A Y (2)).
IIpomensmuBa z je morsia Ourtu m3abpaHa TAkO Aa ropma 3aMeHa Oyne peryiapHa. Tana gopmyrna
¢ Jz(Sp(z) AO(x))

3a0BOJbaBa TpaskeHe ycinoBe. Hamme zamemyjyhn ¢opmyny 0(x) y meduuunmju gopmyie ¢ mobujamo na je
(opMyJIa ( €KBUBAJICHTHA Ca
Fx32(Sp(z) A d(z, x, 2) AN(2))

Bynyhu na je y Teopuju Z~ nokas3uBa je JUHCTBEHOCT €JIEMEHTA T 3a KOJU Baxkul .Sy, (T) 1 Ja je mpeMa IpeTXO0JHOM
KOMEHTADY 3a CBAKO X eJIeJIEMT Z 3a KOjU BaKU ¢(x,x, z) NOKA3UBO jeAMHCTBEH y UCTOj Teopwuju, oHma he y Toj
Teopuju OUTU NOKA3UBa je IMHCTBEHOCT CBENOKA 3a T U 2 y T'OPH:0j (popMysnu. JemHOCTABHO ce MPOBEpaBa na
je subst(n,n) = "¢, na je u popmyia

Jz32(Sy,(2) A Srpa(2) A Pz, 2, 2))

teopema. U3 S, (z) caenu na he cBemok 3a x Ouru McTU Kao y IPETXOAHO] Gopmynu, a u3 ¢(x,z,z) na he
U CBEIOK 3a z butwm 3ajemunuru 3a obe popmyie. Ho, rana he popmyna ¢ Outu KOKA3MBO €KBUBAJIEHTHA Ca
dpopmynom Fx (S, (x) Ap(x)), mro je 3ampaso medunmmja popmyie ¥("pT).  QED

Y3 cuMOonuKy 13 IpeTxonHe geMe GOPMyYILy ¢ 30BEMO mujaroHaausanujom Gopmyie ¥(x). Y mabeMm TEeKCTy
he ¥ Outm TpoOM3BOBHO PEKYP3UBHO AKCMOMATCKO NPOIMNpPEHe Ha je3ury Lzp Teopuje Z~, Ipu YeMy MOKe
butu u ¥ =77, a Pryu(z) popmyna JyProvs(x,y). Tarobe, ¢ e nam o3navaBaTu qujaroHanusanujy Gpopmyiie
—Pry(z).

Teopema 50 (Ilpsa I'edenosa meopema HENOMNYHOCTIA)

a) Ako je ¥ mempormspeuHa Teopuja oHZa X I .

6) Ako je ¥ menporuspeduna Teopuja u nupuroM u3 % - Pry(T¢™) cnemn ¥ F p, onna X .
Iloxkas:

a) 3 ¥ F ¢ 36or ¥+ ¢ < —Pry(T¢") caenn na 6u tana Bakuio u 3 - —Pry(T¢T). Ho, ako je n kox mokasa
3a (p U3 aKcmoMa X, OHIA
Y 3y(Sn(y) AProvs ("¢ y)),

a camuMm ™uM 1 X F JyProvs ("o y), To ject ¥ F Prs(T¢T), mwro 3ajenHo ca npeTXooHUM Aaje IPOTUBDEU-
HOCT Teopuje 2.
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6) s X F —p 360or L F ¢ < —Prs(Tp") Basku X F Prs(T¢™), a omartae je mo npernocrasimu X F @, onakie je
Haj3a.1 Y IPOTUBPEYHA TEOPUja.

QED

Kao mro ce Bunm, y noka3y na X b/ - kopumhes je jauu yciaoB o HempoTUBpeuyHOCTH Teopuje Y. Kacuuje
hemo Bumeru ma je taj yciaoB 6mo OuraH, TO jecT ma ce He Moxke mcmyctutu. Cana hemo mHaBecT: jemmy
TEOPEMY HENOTIYHOCTH KOja HE 3aXTeBa jaue IMPETIOCTABKE 3a TEOPUjy X O HEIPOTUBPEYHOCTHU.

Teopema 51 (Pocep) Ilocmarpajmo popmyry
0(x) : Vy(Provs(z,y) = (3z < y)Provs(bz + 2, 2)),
WV Yy PA3BUjEHOM OOJIUKY
0(z) : (Vy € w)(Provs(z,y) = (32 € y)FuFvFwIt(Ss(w) A Sa(t) A S.(w, z,u) A Sy (u,t,v) A Provs(v, 2))).

Heka je ¢ mujaromanusanuja popmyie 6(z). Tana axo je Teopuja X menporuspeuna Baku L ¢ u X —p. To
moceGHO 3HAYN Oa je Teopuja 2 HEIOTIIyHA.

Hoxka3: 3a dopMmysy 1 Baxkn
Y Fy e Vy(Prove(TY 7, y) = (32 < y)Prove ("7, 2)).
Yroanuko ¥ F 1), oHOA 3a KOO N OOKa3a 3a 1 U3 aKCUOMa Y BayKuU
Y F Provs ("Y', n) = (3z < n)Provs (T, 2).

MebyTtum, mo mepumHUNMjU IPEICTABHUBOCTY U U3 YUHEHUIE 14 j€ N KOJ O0Ka3a 3a GOPMYIy 1 U3 aKCHuoMa X
ciemn na % F Provs ("¢, n). Ho, Tana

Y F (3z < n)Prove ("7, 2).

Anu, 6ynyhu na
YEVYz(z<n& \/zzi),
<n
Baskuhe u
Yk \/ Provy ("7, ).
<n

MebyTum, 360r HEIPpOTUBpPEUYHOCTH TeOopUje X u X - 1 Basku X I/ —p, ma

Sk = \/ Provs ("7, i),

i<n
mTo je kouTpaauknuja. Heka cama ¥ F —)p. Tana Basku
Y F Jy(Provs(TY 7 y) A (32 < y)Provs (T, 2)).
Ho, Ttana 36or smuaeaproctu ypebema npupomuux GpojeBa Baku
Y FVy(Provs(T—97, y) = (32 < y)Provs ("¢, 2)),

oIaKje ce NOKa3 M3BOAM Ha CIMYAH HAauuH Kao maJjomnpe. QED

1.6.5 IIpyra I'emesmoBa TeopeMa HEHOTIyHOCTU

Y mora3zy npyre enmesose Teopeme HenmoTmyHocTr Kopuctuhiemo caenehe ocbune popmyiie Pry(x) xkoje Baske
3a Ipou3BOJbHE (Popmye ¢ u 6.
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DI Ws Sr4¢ crem ¥+ Prg(Ty7).
D2 S+ Prg(T¢7) = Prg("Prs(Ty)7).
D3 Y Prs(Ty = 07) = (Prs("y7) = Pre(Ty7)).

[IpBa ocobuna cienu u3 came yumbeHule na Gopmyia Provs(z,y) npeacrasma penanujy "n je Kox nokasa
3a GopMmyay umju je kox m m3 akcmoma X . Tpeha ocobumHa je mociemuiia YWmHEHUIE A Ce HATOBE3WBAHEM
[Ba IOKa3a JoOHMja NOKA3 M YMELCHUIE Oa Ce NOMAaBaleM Ha Kpaj JOKa3a CEKBEHATA KOjU CY M3BOIUBU M3 HEKUX
Ol IPEeTXOMHUX YJIaHOBa nOKa3a mqobmja moras. Ilpyra ocobuna ce qokasyje (popMaan3annjoM y TeOpUju X
noka3a mpBe ocobune. I[IpuTom je mpBa ocobuHA HOBOJBHA 3a MOKA3 MpBe ['emenoBe TeOpeMe HEIMOTIYHOCTHU.
IIpe mero mro npebhemo Ha moka3 apyre u Tpehe ocobumHe M3BeaMMO U3 OBUX OCOOWHA Apyry [ 'ememoBy Teopemy
HEMOTILYHOCTH.

Teopema 52 (/pyea I'edenosa meopema nenomnynocmu) Hera je Cony, popmyna —Pry (70 = 17), npu uemy 0 = 1
MOKe OUTHU O3HAKa 3a OMJIO KOJy KOHTPAIUKIM]y Ha je3ury Teopuje L. Tama X+ Conyg < . To nocebuo 3naum
na ce y upBoj I'emenoBoj teopemu HemoTmyHOCTH pOpMyna ¢ Moxke 3ameHuTu Gpopmysaom Cony.

JHoxa3z: V3 Bamanoctu ¢popmyne 0 =1 = ¢ u D1 caenu na
YEPre(T0=1= ¢,

a opariae mo D3
SEPrs("0=1") = Prs(T¢").

IIprMmenoMm mpaBmia KOHTpamo3unuje gqoduja ce
SF-Pry("e") = -Pre("0=17),

WY TIOCJIE 3aMeHE €KBUBAJIEHATA
3+ ¢ = Cony.

N3 ¥ F = -Prs("¢") u DI cremn
S EPr("p = —Prs(Te")7).

Opnarne u n3 D3 mobujamo
() YEPre(Te™) = Prg(T=Pr(Te™)7).

MebyTum, Ha ocHoBYy D2 je
(%) YSEPrs("¢T) = Pra("Pr(Te 7).

Mpumvenyjyhu D1 ma Bamany dpopmyay Prs(T¢?) = (—Pr("¢™) = 0 = 1), a norom D3 ma mobujenu pesyarat
3aKBYUyjeMO na BaKU

YEPr("Prs("e ")) = Pre("Prs("e) = 0=1").
Axo cagna npumennmo D3 Ha ¢popmyny Prs(T—Prs(Te¢™) = 0=1") nobuliemo na
SEPr("Prs(T¢")7) = (Pre("TPrs(Te ™)) = Pre(T0=17)).

IMosesyjyhu to ca (%) u (xx) nobujamo ma Basku

Y F Prs(TpT) = Prg(T0=17),
OIaKJIie KOHTPAMO3UIjoM A00UjaMo ma

Sk —Pry(T0 = 17) = —Pr("¢7).
Hajzanm, 3aMeHOM eKBUBAJICHATA 3aKJbYUYjEMO

¥ F Conyg = ¢.

QED

Ocrauo je ma mokakeMo 0COOUHE KOje CMO KOPUCTUIM y HOKa3y. Huje Temko nokaszaru na ako je f(Z) 6umo
KOja NPUMUTUBHO DEKypP3UBHA (YHKIMja, Aa OHAA HEHO HpeAcTaBibame O(T,Yy) KOHCTPYUCAHO NPEKO HABEICHUX
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OIICa MHUIN]AJIHUX PEKYyP3UBHUX (YHKNUja U OePaTopa CyNCTUTYIUje U PEKyp3Uje NePUHUIIEe jeTHy TOKa3UBO
TOTAJHY (QYHKIUjY V TEOPUjU Z~ Yy CMHUCIY Oa BaKU

727 F (VZ € w)(Fry € w)e(Z,y).

Crora nocroju 1 npeacraspbame GyHKINje KOja Iapy KOAOBA KOHAUHUX HU30Ba IPUAPYKYje KO KOHKATCHAIN]E
THX HM30Ba KOj€ MMa Ty OCOCOOUHY.

Ioka:xkumo cana ocobuny D3. Ako cy matu mokasu 3a 1) = 0 u ¢ u3 akcuoma X, OHIA CYy HBUXOBU MOCIIEHU
unanosu obamka I' F ¢ = 0 u A F ¢ 3a I';)A C 3. Ho, omarie ce omvax mnobuja ceksent ')A F 0, na
HAIOBE3WBAmEM NATUX N0KA3a U AOMUCUBAH-€M OBOI CEKBEHTa Ha Kpaj mobujamo moka3 3a 0 u3 akcuoma .
Iloxaz ocobure D2 he Outu 3HATHO Iy:KU.

JIema 29 (Z7) Ako je dopmyna @1 A -+ A @, = % UHCTAHIA TAYTOJOTHWje, OHAA MOCTOjUA MOKA3 CEKBEHTA
<pla'--7<pnl_¢'

JIoxka3: Iloka3 hemo uzBecTy mHIYKIMjOM O 12 € w. 3a n = 0 mpeTnocTaBka riacu na je GopmyJiia 1) MHCTAHIA
rayrosnoruje. Tana je Tpaskenu cexkBeHT akcuoma. Heka je n = k+ 1. Tama je dpopmyna (o1 A« A pg) =

(¢k+1 = ) Tayronoruja, ma je N0 MHAYKTUBHO] IPETIOCTABLUU CEKBEHT (1,...,¢Pk F @rr1 = ¥ morasus. Ho,
Tala je Ha OCHOBY ciyiabjbemha M MOLYC IOHEHCA Taj MO0Ka3 HPOLYKUB CEKBEHTUMA 1,...,Q0k+1 F ©rr1 = ¥,
Okt1 T Prt1s 1y Prr1 EPrpr 1,0k B Y. QED

Y3 cuMOOJIMKY 1 IPEPIOCTABKE U3 IPETXOAHE JIeMe 3a CEKBEHT 1, - -+, ¥y - 9 KaXKeMO [a je MCKAa3HO NOKA3UB.
JIema 30 (Z~) Ako cy cexsentu I'; b ¢; morasusu 3a 1 < ¢ < n, ouga je u cexsent ['1,....[pF o1 A Ap,
JOKA3UB.

Hoxa3: Iloka3 moHoBo u3BoAuMO muayknujoMm no n € w \ {0}. 3a n = 1 mema mra na ce morasyje. Heka je
n=k+13ak>21lul=TU---UTl,. Taga cy Ha ocHOBYy cnabiema cekBerTu ' - ¢; Takobe mora3uBu 3a
cBako %. 1lo MHAYKTUBHO] mpeTnocTaBnu JOKa3UB je m cexkBeHT I'F @) A --- A @y, a momro je dpopmyna

OLA Aok = (Pn = 1A AQry1)

WHCTAHIA TAyTOJIOTHWje, IO OAroBapajyhnoj akcmoMum m MOAYC HOHEHCY je cekBeHT L' F ¢, = o1 A+ A ©pq1
nokasuB. Cana 36or moraszuBocTtu cexkBeHTa [ F o, Mopa u cexkBeHT ['F @1 A -+ A g1 Outu mokasus. QED

Jlema 31 (Z7) (IIpasuno ceuwewa) Aro cy ceksentn I'; F ¢; mokasusu 3a cBako 1 < ¢ < n M akKo je NOKa3WB
ceksent I',p1,...,on, FyY3al’'=T7U---UTl,, ouna je u cexksent I'1,...,[,, F ¢ morasus.

Joxka3: Jloka3 ce m3poau mpuMeHOM nperxonne ase jeme. QED

Popmyre ¢ m ¢ iemMo 3BaTU CAMYHUM y O3HALU ¢ ~ 1) aKo ce 1) nobuja Ipeo3HaUYaBamEeM BE3aHUX IPOMEH-
BUBKUX vV . Ilpenusnuuje, penanujy CIMYHOCTU NeYUHUIIEMO UHIYKTUBHO KAO

x=y)~0 <& 0 je popmyna xz =y,

reEyY)~0 <& 0 je popmyna x €y,

(

(

(mp)~0 < 0 je obaura —¢’ 3a @~ ¢,

(p=9Y)~0 <& 0jeobmura (¢ =¢')3ap~¢ nwip~,
(

Jrp(x,2)) ~0 < 0 je obuura Jyp(y, Z) npu yemy je xkopumlieHa 3aMeHa peryJapHa.
Huje temko mpuMmeruTu na je ~ pesaiuja eKBUBAJECHIA]E.
Jlema 32 (Z7) Hera cy ¢ u ¢ camune popmyse. Tana je cexsent ¢ b 1 mokasus.

Ioka3: Jloka3 ce M3BOIU MHIAYKIMjOM IO CIOKEHOCTU popMmyie. Y Caydajy aTOMCKUX GopMmyiia GopMmyse ¢ u
1) MOpajy OUTU MCTOBETHE, Ma je TPAKEHM CEKBEHT 3aIpaBo akcuoMa. Y ciaydajy ma je popmyia ¢ obmura —¢@’
3a HEKO ', onma u dopmyna ¢ Mopa Guru obauka —)’ 3a Takso ¢ 3a koje je ¢’ ~ 1'. Ho, 6ynyhu ma je ~
peslanuja eKBUBAJICHNIN]E, IO WHIAYKTUBHO] IIPETIOCTABIM je CeKBEHT 1) - ¢’ mokasus. Ay Tama je U CEKBEHT
F ' = ¢ norasus. Iomto je cersent F (¢ = ¢') = (=¢’ = —9') akcuoma, onma he u cexsent - ¢ = 1 Gurn
MOKa3UB, Na je HA OCHOBY ciabibema MOKa3uB U CekBeHT p F ¢ = 1. Cama 360r ¢ - ¢ HA OHOBY MOJIYC MOHEHCA
cjlenu na je CEeKBEHT - 1) moKa3uB.

Ako je ¢ obuuka ¢’ = ¢” 3a mexe popmyine ¢’ u ¢”, ouma u popmyna ¥ mopa Guru obauka ' = " 3a
Hekre dopmyne P u ¥ 3a roje je ¢ ~ ' u ¢’ ~"”. Tana hie no npernocrasuu cexsentu ¥’ = ¢’ u "’ ="
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OUTKH MOKa3WBU, a CAMUM TUM U cekBeHTu b 1) = ¢’ u F ¢”’ = 1)". Ho, cama moKasmBOCT TpasKEHOT CEKBEHTA
CIIeN U3 MOKA3UBOCTHU CEKBEHTA

e =@ " =y

Hajsan, ako je popmyna ¢ obauka Jdx ¢’ (x, Z) 3a HeKko ¢, onma popmyna ¢ mopa outu obauka Iy’ (y,Z) 3a
Heko Y’ (x, Z) 3a koje je kopumhena 3aMeHa peryiapHa u 3a koje je ¢’ (x,z) ~ ¢(x, z). Tanga je HApaBHO, CEKBEHT
¢ (z,z) b ' (x,Z) nokasus, a camuMm TuM U cekBeHT ¢’ - Jyih(y, Z) HA OCHOBY IpaBUia Cevema IPUMEHEHOI Ha
cexsent Y(z,z) b JyP(y, Z). Omatne mapaBHO ciemu TOKA3MBOCT cekBenTa Jry (x,Z) b Iy’ (y, Z) bynyhu na y
BmeMy HeMa CI000IHUX jaBibama mpomensuse x. QED

Huje Ttemxo morazarm nma 3a cBaky (GOpPMYJIy ¢ ¥ CBaKU N € w IOCTOjU (popMyJsa 1 ciImdHa (GOPMYIU @
y KOjO] HEeMa Be3aHUX jaBJ/bama IPOMEHJBUBUX v; 3a ¢ < n. OBo Hac 3ajemno ca ociaobaba pazmummama 0
TOME KOje CMO IPOMEHJbUBE Yy HEKOj (pOPMYJIM KOPUCTUIN KAO Be3aHe, KA0 M A YBEK MOYKEMO BPIIUTU 3aMEHY
CBUX CJIODONHUX jaBjhama HEKE MPOMEHJPVBE NATHM TEPMOM t, jep aKO 3aMeHa y IOCMaTPAaHO] GOPMYyJu HIUje
perymapHa. Mo:keMO nmpehu Ha HOj CAUYHY YV KOjoj he Outwm perynapHa.

Jlema 33 (Z7) U3 ceksenra I', ~¢(z) F ¢ je usBomus ceksent I', 3z p(z) b ¢ mox ycmosoMm ma y mocienmeM
CEKBEHTY HeMa CJIODOMHUX jaBJbama IPOMEHJLUBE .

Hoxa3: U3 cexsenra I', —mp(x) F ¢ ce majupe usBomu ceksent I', ) F ¢(x). IIpumenom ceuema Ha Taj CEKBEHT

n Ha cexsenT ¢(x) F 3z p(z) nobuja ce cersent I', ) F Tz p(x) u3 Kora ce mako KOOUja TPAKEHU CEKBEHT.
QED

Jlema 34 (Z7) 3a Ma koje n € w mocToju hopMasSaH AOKa3 y Teopuju % 3a Gopmyiy S,(x) A S,(y) = x =y.

Joxkxa3: CexBeHT
——(zez e \/ Si(2)), (2 €y & \/ Si(2)) F "z €z &z €y)
<n i<n

je ucka3uo mokasmB. V3 mera ce mM3BOAM CEKBEHT

~F-(z€z & \/ Si(2)), "Fem(z ey & \/ Si(2))F —(zex & zey),
i<n <n

a 13 mbera CEeKBEHT

~Tn(zer & \/ Si(2)), "Fzm(z ey & \/ Si(2)) F ~Fzm(z €z & 2 € y),

i<n i<n

koju ce kpahe 3amucyje Kao
Sp(x), Sply) F ~Fz-(z €z < 2z €y).

HO7 ako ca Ext osmaummo AaKCUOMY €KCTE€H3MOHAJIHOCTU OHIOa he cexkBenTu

ExtF —-Jy-(-Fz-(z€x o z€y) = =y),
—dy-(-Tzm(z€r e zey) 2=y F (-Tn(z€r S 2€Y) = x=1y),
~a(-Tem(zex s zey) ==y F ("Fo(zer o zey) = =y),

Outu nokasuBu. lIpumMeHOM ceuema Ha HBUX A0buja ce
ExtF (m3z-(zex e zey) = a=y).
Cana npumenyjyhu Mmomyc monenc u ciabmeme nobujaMo
Ext, S, (z), Sh(y) Fx =y,
omakie ciaemu tBpheme. QED

Jlema 35 (Z7) 3a ma koje n € w popmyna xS, (x) je popMaIHO TOKA3UBA.

Ioxkas: [lokas uzsoaumMo naayknujoM 1o n. 3a n = 0, popmyna IS, (x) ce cBOIM HA aKCMOMY IPA3HOT CKyIIA.
Heka je n = k 4+ 1. Hemocpenno ce mpoBepaBa ma jé CEKBEHT

Sk(z),z€ye (z€xVz=2a)F Skgr1(y)
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uckas3so nokrasus. CaMuM TuM 3600

Vzizeye (zeaxVz=a)FVz(zeye (z€xVz=n1))

Vz(zeye (z€xVz=z)bFzeys (z€xVz=21)
HA OCHOBY CEUE€H:a BaKU U
Sk(x),Vz(zey&e (z€axVz=21))F Spr1(y).

Mebytum, omarie y Tpu KOpaka Ceé U3BOAU CEKBEHT
JxSk(z), Wz(z ey (z€xVz=2x))F JySkt1(y).

ITo npermocraBnu nocToju KOHauaH NoACKyn I' ckyma akcuoma Z~ rtakas xa je ceksent '+ JxSi(x). Ca mpyre
CTpaHe, IOWTO je hopMyiia
VedyVz(z ey o (z €xVz=1))

TeopeMa cucrema Z~, 3a 0ap jemaH KOHadaH MOIACKyNn A cKyma akcuoMa Z~ he CekBeHT
AF WVz(zeye (z€axVz=u1a))
6urtu nokaszus. Ho, rana je nokasus u cexsent 'y A F JyS,(y). QED

Jlema 36 (Z7) 3a ma Koje m,n € w 3a KOje je m # n mocToju GpopMaiaH NoKa3 y Teopuju Z~ 3a (POpMYyIy
Sm(x) b =S (z).

Ioxa3: Hera je n HajMammy egeMeHT CKyna w 3a Koju cekBeHT S,(x) b x € x Huje mokasus. Tanma cBakako He
Moxke 6butu n = 0 jep je cekBeHT —dy y € x F x € xr aKkCMOMa HaIler CEeKBEHTHOr pauyHa. Heka je n = k + 1.
Tana Baku

Su(x) Fz ez e \/ Sia),

i<k

OaKJIe ce JakKo mobuja
Sp(x)Frex= \/ Si(x).

i<k
Opasne ce ciaabibemeM U MOLYC ITIOHEHCOM mO0uja

Sn(z),z€xt \/ Si(x).

i<n
ITo nuaykTrBHOj npernocrasiu je S;(z) -« & z, a camum tum u F S;(z) = 2 € = 3a cBe ¢ < n. Ho, tana je 36or
So(x) = dx,...,S% @) =z &, \/Sz(x) Fada
<n

Ha OCHOBY C€4Y€lha WCILYHEHO

Sp(x),zr€extz .

V3 oBOr CeKBeHTA Ce AUPEKTHO U3BOAU TpaskeHu cexBeHT S, (x) F x & x. Hera je cama m < n. V3 cexksenara

Sm (@), Sn(y) b Sm(z)
JIAKO Ce U3BOIU CEeKBEeHT Sy, (x), Sy (x) F x € y. MocebHo, ako cy IpOMEHbUBE X U Y OUiIe jeJHAKe UMAaau OUCMO

Sm(x), Sp(z) F x € z. Ho, npema nperxonaom fie rana 6uru u S,,(x), S,(x) F ¢ 3a 6uno kojy popmyay 1, mro
y caydajy na je ¥ popmymna —S,(x) maje cekBeHT m3 kKora MO:keMO nobutu Tpaskenu pesynarar. QED

aKCroMa

Jlema 37 (Z7) Hocroju komauvan ckyn I' C ¥ Ttakas na je 3a cBako n € w ceksent 1, S, (x) F x € w nokasus.

Hoxa3: Dyayhu na je popmyna VaVy(x e wAVz(z €y < (z €2V 2z =12)) = y € w) TeopeMa TeoOpuje CKyIOBa
MoskeMO younTtn koHauaH ckyn ' C ¥ rakas na je cexsent I' - VaVy(z e wAVz(z €y & (2 €xVz=12)) =y Ew)
nokasus. Huje temrko mpoBeputu na he tana u CEKBEHT

NrewVz(zeye (z€xVe=x)Fycw



1.6 I'emenoBe TeopeMe HEMOTIYHOCTU 57

ourtu nokaszus. Cuuuno, momro je Vo (Sy(xz) = x € w) Teopema Teopuje CKyIOBa, MOYKEMO MPETIOCTABUATYA U A
je T' mOBOBHO BeJMEM KOHAUYAH IMOACKYN CKyma % na u ceksent '), So(x) Bz € w Gyne morasus. IIpoGuem ce
CBOIY HA JOKA3UBAHE CEKBEHTA

Sp(x), Sn+1(y) FVz(z ey e (2 €z & 2z =1)),
jep hie ce y ToMm caydajy nako HApABUTH MHIYKTUBHU KOPak. 1aj CEKBEHT Ce M3BOJM U3 CEKBEHTA
Sn(@), Snt1(y) FVz(z ey (z€x & 2 =1))

3a KOjU ce JaKO BUOUW na je uckas3Ho mokasuB. QED

Ha cauvan maumu ce mokasyje cpeAcTBUMa Z~ Ha jé U CeKBEHT
ExtSp(z) F Spi1(y) & Vz(z ey (z€xVz=21))
nokasus, rae je Ext o3maka 3a akcmomy ekcreH3noHasiHOCTH. Bynyhu na cy ¢opmyne

VavVyVVy'V2' (S (z,y,2) AVu(uey & (ueyVu=1))) = (Si(z,y,2) ©Vu(u ez & (u € zVu=2)))),

TeopeMe Teopuje ckymnosa, nmocrojahe rornauan ckym ' C 3 3a Koju Cy JOKa3UBU CEKBEHTU

T, Si(z,y,2), Vu(uey & (ueyVuez)kF Si(x,y,2) & Vuluez & (uezVu=2)),
T, S()(y) + S+(x,y,z) & 2=

[IpuTom ce MOke HORATHO MPETHOCTABUTU Oa CKYI [ caap:kuM M aKCMOMY €KCTEH3WOHAJIHOCTH.

Kopumhemem oBux cekBeHaTa JOKasyje ce Ja je MCTU CKym ' u 3a Ma kKoje m,n,k € w HOpMaNHO TOKA3ZUB
cexkBenT I' - (m +n = k)* ako je k = m +n, ommocuo I' F =(m +n = k)* 3a k # m +n. Ha cauvan mauun
ce TMOCTyNa W y CIydajy MHOKEHA. JaTUM Ce NOKA3yje MHIYKIWjOM IO CJIOKEHOCTH TepMa Aa 3a TepMme t,t’ y
KojuMa ce He jaBibajy mpoMmeHmuse Basku [ F (¢ = t')* kama tepmu t,t mMajy mcre BpemHOCTH y w, OIJHOCHO
Pt =(t=t)* y cynporaOM.

Ilocne Tora, MEHOYKOMjOM IO CIOXKEHOCTH (OPMYyJe NOKa3yje ce Oa 3a CBAKYy apUTMETUUKY g (GOPMYJIY
Baku ' - p* ako je popmyrna ¢ TayHa y CTPYKTYPH w, OOZHOCHO Baku [ F —¢p* ako ¢popMmyna ¢ Huje TavyHa y
CTPYKTYDPU W,

Hamokon, ako u3 3xy - - Jzgp(ry,. .., 2k), TOe je ©(T) apurmernuka Lo Gopmyaa, mocrojahe my,...,my 3a
koje je @(mq,...,my), na je mokasus cexkseHr [’ F Jxp- --Elgck(/\f:1 Si(x;) N p(z1,...,25)). Ho, rana hie 6urn
mokasus u cexBent I - Jxq -+ Jxpp(zy,...,25), & TO je yupaBo GopMayaH IOKA3 3a MPEBOJ NATe apPUTMETUIKE

popmyse u3 akcroma Teopuje ckymoBa. To Ha kpajy 3Haunm ma L F ¢ = Pra(T¢T)) 3a 6uno kojy pedenury
( KOja mpencTraBiba IPEBOX Y1 aPUTMETHYKEe (POPMYyJe Koja moumme OJIOKOM er3MCTEHNIUjaJIHX KBAHTOPA M3a
KOjUX CJIeOu Y apUMETUUKa (hopMyiia.

CBaka peryp3uBHA peJsalrja je MpeacTaBbuBa X GOPMYJIOM y TEOPUjU X, Ma MOCTOJU X1 TPEACTABIHAHE
o(x,y)) v teopuju ¥ penamuje Provs(x,y). Ho, tama penamujy Pry(z) omucyjemo y Teopuju ¥ popmysom
Jyp(x,y)) xoja je rakobe X1 popmyna. Crora je ocTano na jom ma ce mokaske Ha je CBaKM IPeBOJ %1 POpMyIte
E€KBUBAJIEHTAH MPEBOLY HEKe (POPMYJie KOja eBEeHTYAaJIHO MOUNEhe DJIOKOM €r3UCTEHIN]AHIX KBAHTOPA U338 KOJUX
je Yo ¢opmyna. To je mocnemuma TeopeMe O IPEHEKC HOPMAJJIHO] (POPMU U €KBUBAJIECHIM]jE

(Ve < y)Izp < Fu(Va < y)(Tz < u)ep.

Cmep < je tpuBmjanan. Cmep = je mocienuna UMmHEHUIE Ta MamUx OpojeBa o1 Yy MMa caMO KOHAUYHO
muoro. Crora, ako cBakOM z < Yy OPUAPY:KUMO oaroBapajyhm cBemok z,, TakBux he OUTH caMO KOHAUHO
MHOT'O, IIa HOCTOJU U 3& KOje je u > z; 3a cBe ¢ < y. Tume 6u dpopmyna X F Prs(T¢™) = Pre("Pr(T¢ ™)) 6una
Yy HOTIYHOCTHM NOKA3aHA.

Ho, tako 6bucmo mokazanu ma
akKo je Teopuja Y. HenmporuBpeuna, ouna X b Consy.
Ogrosapajyha ¢opmanuzamnuja Tor crasa y teopuju Z~ Ou buiaa

Z~ F Cony = —Pry("Cony ).
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Mu suamo ma 3 F Conyg < ¢. Mebyrum, y morasy Te uumenune ce kopucte camo ocobuue D1, D2 u D3.
Ocobuna D1 je nocnenuia npeacraBibuBOCTH peKyp3uBHe penanuje Provy(z,y), mro je moryhe u y Teopuju Z~.
Cununo, y mokasy ocobmua D2 u D3 ce kopucre camo akcuome cucrema 7Z~, Ia 3ampaBo Baske oArosapajyhm
CTaBOBU KOju ce modbujajy 3amenoMm cuMbosia Y ca Z~ Ha CBUM MECTUMa OCUM Y UHIEKCUMA.

Crora 3anpaso Baku Z~ F Cony, < ¢. Ho, tana npema D1 Basku na Z~ F Pr("Cony, = ¢7), omakie je npema
D3 rauna penanuja Z~ F Prg("Cong ™) = Prs(T¢7), onrocro Z~ F =Prg(T¢ ") = —Pry("Cong ™). Tarobe, mema
0 mujaroHanu3anuju Bazxu Beh y Teopumju Z~, Tako ma MosxkeMmo yszeru u ma Z~ F ¢ < —Pry(T¢"), omakne he
HAj3a] HA OCHOBY TPaH3UTMBHOCTU mMinukanuje outn Z~ F Cony = —Prs("Cong ™).

1.6.6 KomenTap

I'enenoBe TeopeMe HEMOTHYHOCTM HAM 3alIPABO TApPAHTY]y & (POPMAJHMU CUCTEMU KOJU OIMCY]y MOJIE O3-
bumanju pparment Maremaruke (To ject y kKojuMa je Moryhe mHTepmpervpaTu apUTMETUKY NPUPOMHUX OPO-
jéeBa M NPENCTABUTH CBE PEKYP3UBHE Dejlanuje) y CIyvajy Aa PEeNoAyKyjy CaMo UCTUHE Ha je3UKy ApPUTMETUKE
IpUponHKX OpOojeBa He caMo Ia Cy HENOTIYHU, HErO Ce He MOI'Y HUKAKO HU IPOIIUPUTUA OO TAKBUX (OPMATIHUX
cucteMa Koju Ou Oumum jom m mornyuu. Takobhe, Mu y TakBuM cucTeMuMa 3HAMO 3a 6ap jeIHO BasKHO TBpDheme
KOje ce y HmUMa MOKe (pOPMYIUCATH ajlud HEe U NOKA3aTH HUTU OOOPUTHU CPEACTBUMA TOr cucTeMa. 1o je mcka3
KOjuM ce (popMaim3yje Yy TOM CHCTEMY CBOjCTBO HEIPOTMBPEYHOCTU MCTOT TOT CUCTEMA.

Ty je y mokasy KopuinleH jauum OPUHIMI OJ HENPOTUBPEYHOCTU TOr cuUcTeMa. AKO je X jemaH TakaB
¢opmasHu cucreM, oHzma je teopuja I = ¥ + —Cony mempoTrmBpeuna. Ty je 4ak HOBOJSLHO NIPETIOCTABUTU
obuuny Henporuspewdnoct teopuje T. Mebyrum, ako je x(x) jemHo mpencraBibame CKyna akKCHOMa TEOPUje
Y un ="Conyg’, ouna je ca ¥(z) : x(z)V (x = n)* maro jenuo mpexncraBmame CKyla akcuoma rteopuje T.
[Ipu crapmapanom HaumHy KOHCTpyucama popmyna Cony u Cony mpero mpeacTaBbama CKyla akcuoMma Omhe
¥ F Cony = Cony, mro oapaskaBa CBOjCTBO Ha ako je Teopuja 1T HeNpOTUBpEUHA, OHIA je HENPOTUBPEUYHA U
Teopuja X Koja ce mobuja m3banuBameM Heke akcumoMe u3 teopuje 1. Ho, tama Baxku X F —Cony = —Conrp,
omuocuo T F —Conyp. Asm, momto 3a mujaroHanuszanujy ¢ ¢popmyie —Prp Basku T+ Cony < ¢, To hie 3HaunTH
na takobe T F —¢p.

Ho, To ynpaso 3ua4m na ce y meiry y KOMe je KOPUIINEH jauu yCIOB O HEIPOTUBPEYHOCTU TEOPUje Y NOKA3 U
HUje MOTao0 M3BECTU KOPUIINEHmEeM CaMO YCI0Ba HEMPOTUBPEYHOCTU CUCTEMA Y Y KOME Ce MOYKE MHTEPIPETUPATHU
apUTMETUKA OPUPOIHUX OpojeBa WM y KOME Cy NPENCTAaBUBE CBe pekypsuBHe pemanuje. HWnar, Pocep je
[OKa3a0 HEMOTIYHOCT TAKBUX CHUCTeMa Kopuctehm OoOWYHY HENPOTMBPEYHOCT TAKBMX Teopuja. Ho, mpema
IPETXOIHOM TO Ce HUje MOIJIO YPAIUTHU Ha NPUMeEPY (popMyJie Koja u3paskaBa HEIPOTUBPEUYHOCT UCTOT CHUCTEMA,
ma je 3aro Pocep koHCTpyucao ApYry pedeHUIy 3a KOjy je HOKa3ao na je y TOM CUCTEMY HENOKAa3MBa U
neobopuBa. Wmnak, mako je Pocep mokazao HEMOTIYHOCT TAKBUX TEOPUja MO caabujuMm yciaoBuMma, ['emesnon
npuMep HeJokazuse (M HEODOPUBE) PEUYEHUIE je BUIIE 3ayKUBEO Y MATEMATUYKO] MPAKCU jep je HeJOKa3UBOCT
Te pEUeHUI[e UMaJIa U APYyre IMOCJIequie, O KOjuXx NeMo BHAETH HEKE KOje Ce OJHOCE TEOPHUjy CKYyIOBA.

Y nmoka3y ummenune D2 OMTHO CMO KOPUCTWUIM IPETIOCTaBKY Ja je pernamnuja Provy mpencraBibeHa X
dopmynom. Ta ummenuna je Omna OuTHA, jep Kao mTO NeMo BHUAETH KOJI TeopeMa pedekcuje, IOCToje U
takBa II; mpencrasiama ucre penanuje na 3a pedenuny Cony nepumHrcany Ha yoOudyajeH HAUWH ajud IPEKO
ror II; npencrasmama penamuje Provy(z,y) Baku X+ Cony.

Ha xpajy, mopa ce mpusnaTtu na mako ce moka3 ['enesnoBe TeopeMe HEIOTIYHOCTU MOMKE€ CIPOBECTU HOTIYHO
($OpPMaJIHO KOPEKTHO, na ¢opmyianuja 'enesnoBe TeopeMe HENOTIYHOCTM Huje Oamr cacBuM jacHa. l'emesosa
TeopeMa HEMOTIYHOCTU Ce Ipe CBera ONHOCHU Ha (OPMAJIHE CHUCTeME KOju ucinymanajy onpebene ycmose. Ilpsu
Ol TUX yCJ0Ba 6u OO a ce y TOM CUCTEMY MOMKE MHTEPIPETUPATA NOTPpeban pparMeHT apUTMETUKE IPUPOIHIX
OpojeBa. Ilpyru ycioB je ma cy mpaBuUia TOT CUCTEMA AJTOPUTAMCKU OMUCUBA. Y CYIPOTHOM CE€ MOCTABJIbA
IUTAmE KOJIWKO TaKaB CUCTEM MMa CMUCJIa HazuBaTu (opmatauM. Tpehwm ycioB je mpencTaB/mUBOCT CBUX
PEKYyP3UBHUX pejanyja y TOM CHACTEMY. YeTBPTU yCJIOB je HEIPOTMBPEUHOCT TOr (opmasiHOr cucrema. CBu
OBU YCJIOBU Cy, PEIMO y CJIy4Yajy Teopuja IPBOT pela, ONNCUBUA (HOPMAIHUM MATEMATHUUKUM jE3UKOM.

TI'enenoBa Teopema HENMOTIYHOCTH Yy TOM CIy4Yajy TBPIW Oa (POPMyJa TOT CHCTEMAa KOja OIUCYyje HEIpo-
TUBPEYHOCT UCTOI CUCTEMA HIje NOKa3uBa cpencrBuMma Tor cucreMa. OBne Huje Gam cacBUM jacHO Koje O6u TO
yciaoBe TpebaJio a UCIYHU HEKa peYeHnna TOI CUCTeMa, IIa Na 3a By KajKeMO na OIKCYje HEIPOTUBPEYHOCT
Haller cucreMa, jep 6u I'emenoBa Teopema HemoTmyHOCTH TpebaJia a Ce OJHOCH Ha CBe TAKBE DEYEHWUIle TOT
cucTeMa.

Hapasuo, y cuyuajy Teopmnja mpBor pena, MU MoxkeMo 3axTeBaTu na ¢opmyrna Cony Oyne nedpuHucana
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npeko ¢opmyiie Provy Ha omucaHm HauwH, Ipu YeMmy on ¢opMmyie Provy 3axTeBaMo na UCIYHU T'OpPe U3peUeHe
ycaoBe. Ausm ona OGUHTO 3aBUCK O KOpUIINEHOr KOAUpama (opMysia U 01 KOPUIINEHOr (OPMAaJIHOT OMUCa
npemukaTckor pauyna. Cymuna je uzpehu ¢popmannuMm je3amkoM ycsose koje ona Tpeba na UCIYyHU, HE3aBUCHO
Ol HAUMHA Ha KOJU je KOHCTpyucaHa. AHaau30M HOKa3a OUIIO KOje TeopeMe Ce MOsKe 3aKJbYyUYUTU LITa j& 3aUCTa
KOpUIINEHO y HBHEHOM NOKa3y, ajlid Ce pejaluja ~ ONUCUBAma’ HE MOMKE M3PA3UTU (POPMAJHUM CPEICTBUMA.
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I'imaBa 2

Monenu Teopmuje CKymoBa

Kao mro je m yobuuajeno, mom momesioMm je3umka Lyzp mompasymeBalieMo mpowm3sBosban ckyn M cuabmeBen
6unapuoM penamrjom £ C M2, Camy TakBy CTpyKTYpy mpeactasbamo ypebernm mapom 9 = (M, E). Meby-
M, yecTto he Ty M u F 6utu npase kiaace. Tama MopamMo OUTH OIpE3HUjU Yy Pany jep TakBe CTPYKType He
TMOIJIEKY KIACUYHOj Teopuju monmena. Hamame hemo mompasymeBatu ma cy M m E, kmace, Mo:kIa HE Tpase,
anu gmonymrahemo Ty mMoryhuocrt. Y cayuajy kana je 9 xnacuyaH Mozmen y cMUCIY ckyna M cHabmeBeHOT
bunapuoMm, penarmujom E, mucahemo M = (M, E).

2.1 Penamnuja 3am0BoJbeHA 3a MOEJIe TEOPHje CKyIOBa

Hajupe hemo nedunucatu pemanujy 3amoBosmema Ha Momeauma M = (M, F) jesura Lzp y ciayuajy xama je
M ckyn. ITo Teopemu pekypsuje nocroju popmyaa Holds(9N, n,v) jemuucrseno onpebena mo Ha ekBUBaJIeHIM]Y
ca Tpu ciaobomue npomensmuse I, n, v rakBa na caenehe dpopmyiie Oyny Teopeme

Holds(9, n,v) = (AMIE (M= (M,E) A ECM? A M#0) An€w A v:iw— M),

C = (Holds((M, E),5 (m,n)",v) < v(m)Ev(n),

C = (Holds((M,E) 5F(m,n)"+ 1,v) & wv(m) = v(n)),

C = (Holds((M, E),5n + 2,v) < -Holds((M, E),n,v)),

C = (Holds({M, E),5 (m,n)"+3,v) < (Holds(< E),m,v) = Holds((M, E),n,v)),

C = (Holds({M, E),5" (m,n)" +4,v) & (1w —>M A o\ fmy = V' |o\gmy A Holds((M, E),n,v)),

rae je ca C osmauena ¢popmynra M # 0 A EC M2 A n€w A v:w— M Ilrasume, Ta dpopmyra he
boutu jemuHCcTBEHO Oonpebena mo Ha ekBuBaseHnujy. Ty je Teopema peryp3uje npuMemeHa Ha JOOPO 3aCHOBAHY
pemanujy R mebhy ypebernum Tpojrama Kom KOjux je mpBa KOMIOHeHTa ypeDher map mepuHucany ca
((M, E),n,v) R (M',E"),n',v") & (M,E)= M ,EY AnenNwAv :w— M).
Jacuo je ma je 3a mpomsBossHO M, E, n, v rimaca
{(ME), " ) - (M, EY), 0/, 0") R((M, E),n,0)}
3ampaBo CKYIl, Kao U Oa He noctoje beckonaunu HU30BU ((My, Nk, Vi) )rew 3a KOjE je
(Mpg1, Nheg1, Vig1) R (M, n, o)

3a cBako k € w. lpyrum peumma, penanuja R je nobpo 3acHOBaHa, Ia je IpUMeHa TeopeMme peryp3uje moryha.
OBo je me¢umunnuja yyBeHe peranuje 3an0Bosbema Tapckor y mocebHOM ciydyajy Kaja je y nmuramy jesur Lzp.
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Ho, ako 6ucmo ¢urcupamau momea M = (M, E), rae je M npasa knaca, onna 6u rope NOMeHyTa Kiaaca Ouia
mpasa, na pesanuja R He Om Ouna qoOpo 3acHOBaHA, OIAaKJe MPUMEHA TeopeMe PeKyp3uje He 6u bmuna moryha.
3aro npu mepuHUCAKY pesanuje 3aI0BOJbema 3a MOJese KOju Cy mpaBe kiace Tpeba O6utu ompesnuju. Ho,
mpe Hero mTo mpebhemo Ha KiIace, MIOMEHUMO ciaeneny Teopemy.

Teopema 53 7~

wWiw—MAV:iw—MARncw A(Vm € w)(FV(n,m) = v(m) =v'(m))
= (Holds((M, E), n,v) < Holds((M, E), n,v")).

Ilokas ce M3BOOM MHIYKUWjOM IO N, WIN IpENu3HUje, kopumhiemeM nobpe ypebenocru ckyma w.

[IIto ce Tuue penanuje 3aK0BOBHEHA HA MOIEINMA KOJU CY IpaBe KIace, Yak U ak0 PUKCUPAMO TAKAB MO e
M, mehemo mohm na mabemo dopmyny F(z) 3a kojy 6m 6uno F(T¢") ako m camo ako Basku ¢ y momemxy I
y caydajy kKazma je ¢ ¢opmyna 0e3 ciobomHux npoMeHJuBuXx. Hawmme, Ha HaumH caudaH nokaly [emesose
jJeMe O AMjaroHaJU3alUjUi NOKa3yje ce ma 3a cBaky (popmynay F(x) mocroju pedenuna ¢ taksa na je popmyiia
F("¢™) < —p Teopema teopuje Z~. To 3maun ma ako nocmarpamo monea I = (V, €), ykoauko 6ucMO uMasm
popmyay Sat(z) 3a kojy je Sat("¢7) & 1 3a cBaky peuenuny, onma 6um 3a oarosapajyly pedeHumy ¢ 3a KOJjy
je Sat(T¢") & - Basuio jom m Sat(Tp’) & ¢, omakme Ou GUIO P < T, WTO je KOHTpaMUKNuja. 10 yjemHo
yEKa3yje ma ce yCJOB Ha je 3a CBAKO & Kiaaca {y: yEr} cKym He MOMke MCIyCTUTU y TEOPEMU DEKyD3uje.

Axo ¢urcupamo momen I u GopMyIy @, OHIZA MOKEMO YHYTap TEOPHUje TOBOPUTHU O TOME Oa J Momes IN
3am0BosbaBa popmyny . OnroBapajyhy ¢opmyny hemo 3Batu penaruBusanujoM ¢Gopmyiie ¢ Ha Mozxed M u
obenexasatu ca ', omrocuo M = . Ty GOpPMYTy MHAYKTUBHO AedWHMIIEMO Ha ciemenn HAUMH

MExzey : xFy,

MEz=y: 2=y,

M —p = (M=),
ME(p=19¢): (MEe)=>MEY),
M = 3zp : (Fz € M)(M = o),

rae je M= (M, E). Ho, nako He mocroju dpopmyna Sat(z) Taxksa ma 3a cBary pedenuny ¢ Baxku Sat(T¢’) < ¢,
TakBa (OPMYJIA UIAK IOCTOJU aKO Ce OUPDAHUYMMO CAMO Ha X, ¢popmyie . 3aucta, Heka je I = (M, E) mekn
MOZEJ KOju MO:Ke OuT! m KJjaca. ¥YBeammo ciaenehe omepamnuje

N(m)=5m+2, I(m,n)=5"(m,n)"+3, E(m,n)=5 (m,n)"+4,
BE(m,n,p) = E(m,N(I(5"(m,n)",N(p)))) 3a m #n.

KomkpeTHo, 3a oBe onepanuje BaKu
N ="=¢", I, ="p=19¢", E(m,"¢7)="Tv,p,
BE(m,n,"p7) ="(3u, € vp)e ' 3a m#n.

Ckyn KOmoBa aTOMCKUX (GopMyJia je CKyn OHUX OpojeBa KOju IpHU Helemy ca b majy ocrarak koju Huje Behm
on 1. YBenumo o3nake X u I, roe je k > 0, 3a moackynoBe o w JepUHUCAHE PEKYP3UBHO Ca

5n, 5n + 1 € Xy, Iy,
N(n) € ¥y & n € I,
N(n) e Iy & n € Xy,
I(m,n) € ¥y & (m eIl An € Xy

);
I(m,n) € Iy & (m € X An € Ily)

E(m

,n) € Yo < (E(m,n) € ran(BE) An € ),
E(m,n) €Il < (E(m,n) € ran(BE) A n € Iy),
E(m,n) € Zpy1 & n € gy,

(m, )

E(m,n) € 41 < (n € g V (E(m,n) € ran(BE) An € II;14)).
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Jlako ce mokasyje ma 3a oBe ckymose Baxu Xy, UIl, C X, 11 NIl,4, xao n {J,, X, = U, II, = w. Hexa je
camga M = (M, E) durcupan monein jesuxka Lzp KOju MOKe OUTH U Kjaca, alud Takas Oa je pesaunuja F nobpo
3acHOBaHa. TaxBe Mozmese hemo 3Batm moOpo 3acHOBaHMM. Tanma mocToju hopMmynia Satgf) 3a Kojy je y ZF~
OKA31BO

Satgz(m,v) =>meXy) A v:iw— M,

Kao 1 ma ¢opmysa m,n,p € Yo A v:w — M nosrauu cBaky on popmyna

Sat o (57 (m,n)7,v) & v(m) Ev(n),

SatEm (57 (m,n)7+ 1,v) < v(m) = v(n),

Satz (I(m,n),v) < (Satz0 (m,v) = Satgz (n,v)),

Satz (N(m),v) & —\Sa‘cz(J (m,v),

Sa‘cz0 (BE(m, n,p),v) < W' (V']u\ fm} = V]w\fmy AV (M) Ev(n) A Satgz(p, v')).

Takxsa popmyrna noctoju Oyayhwm na je pemammja R C {(n,v):n € Xy A v:w — M} nepunucana ca
(n,v) R(n',v")y & n<n A (Bm,m' € w)(V]o\(m} = V| fmy AV (m) Ev(m'))

nobpo 3acHoBana Oyayhu ma 3a mato v’ m 3a cBako n/,m,m’ y TOpmOj pesanuju nMamMmo CKyI MHOTO MOTy HHOCTH
3a v 1 ma je yHuja npebpojuBe damwminje ckymoBa ckym. Popmyiry Satgz (n,v) osmauasahemo jom u ca
Satfﬁ(n,v). [IpermocraBuMo cama ma cy $popmyie Sat%j; (n,v) m Sat%i (n,v) Beh nme¢punucane. Ilo Teopemu
pexyp3uje nocrojahe popmyia Satzjil(n,ut,w) 3a Kojy je y teopuju ZF~ mnokasuBo
Satiy_f_l(n,v,t,w) =>(neXp At=0)VnellAt=1) Av:w— M,

Kao u na gopmyrna m,n,p,q €Ew A v:w — M 3a cBako | € N nmoBsnauu cBaky ox popmyiia

Saty 1 (57 (m,n) 7, v,t,w) < v(m) Ev(n),

Saty 1 (57(m,n)7 + 1,v,t,w) < v(m) = v(n),

m € gy = (Satzj_s_l(N(m),v, 0,w) & ﬁSatzj_E_l(m,v, 1,w)),

m € Ypp1 = (Satkarl(N(m),v, Lw) & ﬁSatzﬁl(m,v,O,w)),

m €1 An € Xpp = (SatZ’j_l(I(m,n),v,O,w) & (Satzjj_l(m,v, 1,w) = Sat%il(n,v,ﬂ,w))),

meE g1 An € i = (Satﬁl(l(m,n),v, 1l,w) < (Satzjil(m,v, 0,w) = Sat%il(n,v, 1,w))),

neE g = (Satzjil(E(m, n),v,0,w) < ' (v 1w — M A V|p\fm} = Vlo\gm) AV (M) €wA Satkmil(n, v, 0,w))),

n € Iy = (Satys;(E(m,n),v,0,w) & ' (v :w — M A V' |i\ran{m} = Vlw\{m} A V(M) €w A Satlgﬁ (n,v"))),

n € Myy1 \ I = (Satps (BE(m, n,p), q,v,1,w) <

F' (V' w ——= M A V| () = Ve {my A V(M) Ev(n) A Sat)t; (p, v, 1,w).

[MTraBume, 3ajenao ca ¢popmyrama Satgz u Satgz, dhopmyna Satzjil je rarkobe jemmucTBeHO Oompebena mo Ha
exBuBaseHnujy. Ho, oBme Tpeba HamoMeHyTH na cy moMeHyTe ¢opMmylie noka3uBe Beh y teopuju Z7, jep je
aKcroMa 3aMeHe NOoTpebHa caMO y Ciay4dajy PEeKypPeHTHOr neduHMcama (YHKIUje Yuje BPENHOCTU IPUIAIA]Y
HEKO] KJIaCH, IOK je aKCHMOMa 3aMeHe HemoTpebHa y CiIydajy PeKypeHTHOr neduHUCama (YHKIUjE Yuje Bpen-
HOCTU IPUIALajy HEKOM CKYILy, Ka0 M y CiIydajy PeKypeHTHOr JepurHucama penanuje Oyayhu na je penanuja
3anpaBo (pyHEKIUja ca aBe moryhe BpemgHOCTH.

Canma ce ¢popwmyme Sat%’iﬂ(w,v) n Sat%iﬂ(axv) nedunmmy xao JwSatyt, (z,v,0,w) u Yw Satiy(z, v, 1,w)
tuM pemoMm. Ha Taj Haumn cmo 3a Ma koju mMozesn I = (M, E) u 3a cBaku MeTATEOPUjCKU IpUpOIaH Opoj k
nedpuHUCAIN HOPMYIIE Satgi (z,v) m Sa‘c%jfc (z,v). 3a mux Basku caeneha Teopema UMju MOKa3 MU30CTABIHLAMO jep
Cce M3BOIU KPajHe jeAHOCTABHO NBOCTPYKOM WHIAYKIMjOM: HAjIpe mOo k, a MOTOM IO CJIOKEHOCTH (hOpMyJie ©.

Teopema 54 Z~ 3a csaru k € Ny u ma xojy dpopmyny @(vi,,...,v;, ) jesura Lzp Umje Cy jeMHe €BEHTYAJHEe
cioboaHe TPOMEHIBUBE Uy, , . .., V; BAKU
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a) Ao "o(viy,...,v;,)7 € Bk, oHIA

ZFwv:w—M= (Sat%i('—tp(vil, v ) ) &M E o(v(iy),. .., v(in)))).
6) Axo "p(viy,...,v;,)" € Iy, ouna

Z Fw:iw—M= (Sat%tk ("p(Viyy .- yvi,) ) &M E e(v(in), ..., v(in)))).

Yxronmuko je ty M = WF, rne je WF kiaca cBux mobpo 3acHOBaHUX CKyIoOBa M penanuja F nepunHnrcana
ca zEy & x,y € WF A = € y, ouna hemo oszmaky 9N uszocrasmaru. HapaBHO, O omepamuju TPAH3UTUBHOT
3aTBapama CKylla MMa CMUCJIa FOBOPUTK caMo y3 akcmoMmy 3amene. Ho, kmaca WF ce moxke m3rpaautu um
XUjepaxujCKu. 3a TO je HEOIXOMHO neduHHCATH GAMUNN]y CKYIOBa V., e & IPeIa3u IPEKO CBUX OpAMHAJA.
Omna ce meduHUIIE UHAYKTUBHO Ca

Vo=0, Vay1=P(Vy), V,= U Vs  3a rpaHuvHN OpAMHAI (.
B<a

Ty ce mHOyKIUjOM IO « JIAKO NOKa3yje na je ckyn V, TPaH3UTUBAH OJAKJIE Ce NUPEKTHO IIPOBEpaBa Oa
n3 o < B cnemm Vo C Vg. Ho, momernMo jom na o 0BOj XmjepapXWju MMa CMUCJa FOBOPUTH CaMO y CBETIY
aKCcHOMe 3aMeHe KOja je KopumheHa Kpo3 TeopeMy peKyp3uje Oy KiIace OpIaruHAaJa.

Paur npousBomHOT CKyma x € UanRD V4 v o3nanm rank(z) neduaMmeMo Kao HajMamU OPAMHAI (& 38 KOJU
T € Vgy1. IIpurom, aro je x € Vo1, ovOa 36or o C V, 3a cBako y € x Baxku na y € V,. AKO je o rpaHuUYHU
opauHaJ, oHIa mocToju [ < o Tako na y € Vg C Vgi1, omakie je rank(y) < 8 < a. Ho, o he Tauno smauurn
nma u3 y € x cremn rank(y) < rank(x). Ipyrmm peunmva, ako ¥ € J,corp Va, OHIA je 3a cBaku y € T Baxu
Y € Uacorp Va u mpurtoM je rank(y) < rank(z).

Teopema 55 ZF~ WF =, V..

Hoka3: UWanyknujom no « nokasyje ce ma je Vo, € WF. 3Bamcra, 3a 2 € Vo u ) £ y C 2 younmo z € y
HAJMAWEr paHra. 3a mera he Baskutu y Nz = @, na je x € WF. O6puyTo, ako je v € WF \ Uacorp Va, onna
je cxyn y = tc({2}) \ Uncorp Vo Hempaszan jep canpsxu enement z, a takobe je moackyn kmace WE jep je oma
Tpan3uTuBHA 3a pesanujy €. Ho, knaca WF je mobOpo 3acHoBana 3a penamujy €, ma mOCTOJU €-MUHUMAJIAH
enemeHnT z ckyma y. Tana je z emement xmace WF koju me mpunmana knacu J,copp Va, @01 YUjU je CBaKH
eneMenT y Toj Knacu. Ho, tama 3a o = sup,¢, rank(u) Baxu ma z € Voi9, mTo je KoHTpamurmmja. QED

Heka je cama ¢ mpowmsBoJsHaA GOpMyJa U %, ] PA3IUUYUTH Heau HeHeraTuBHU OojeBu. Tana je yHUBep3aJsHO
3aTBOpEmE (PopMyIe

Vv 3up V(@ = v = vg) = YR g1V (v € v < (Fu; € vg) @),

rme je k HajMamu 1eo HeHeraTwuBaH Opoj koju je Behu onm 4,j, Ka0 W OX CBUX IEJUX HEHEraTUBHUX OpojeBa
l 3a Koje mpoMeHJ/pMBA VU UMa CIODOAHUX jaB/bama y (GOpMyaH ¢, jenHa mHCTaHIA cxeMe 3amene. lllrapumre,
ako je Ty "' € X Ullg, onna je xox ropwme popmyne y ckyny llx14. Kox ropme popmyne oznauaBaliemo ca
CS("¢™,4,7). Pynrmmja CS je sanncuBa cpencTBuMa Teopuje Z~ U 3a By BaKK 14 3a Ma KOjU €0 HEeHEraTUBaH
6poj k

ZF™ = (Vn € (8, UILR))(Vi, j € w)Vo(Fun(v) A dom(v) =w A i # j = Satm,_,(CS(n,14,7),v)).
OBO cieau OMPEKTHO M3 MHCTAHIE CXEMEe 3aMEHe Kaaa je popMysa ¢ OePUHUCAHA KAo

i,j €w Ai#j A Fun(v) A dom(v) =w A F'(Fun(v') A dom(v') = w A v\ i1 = Ve fiy A
V(i) =x AN V'(j) =y A (Satm, ., (CS(n,i,5),v'),

KOja onucyje (yHKIUOHAJHY 3aBUCHOCT y of apryMmenta x. OBme ce Takobe KOpuMCTU UYMB€HULA Oa je Cpel-
cTBUMa Teopuje Z~ morasuBo ga 3a Ma koje k € Ng u ma koju momen MM = (M, F) Basku

(Vn € %) (Vi € w)((Vv)(v : w — M = Satx, (M, n,v)) & (Vo) (v:w — M = Saty, ,, (M, N(E(i,N(n))),v))).
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CinnyHO Basku U ako ce ciaoBo Y 3amenwu ciaosoM II. Omparne memocpenuo ciemu nga je takobe y teopuju Z~
IOKa3uBO Oa 3a Ma koju monen I = (M, E) u ma koje k € Ny Baku

(Vn € I ) (Vi € w)((Vo) (v : w — M = Saty, (M, n,v)) & (Yv)(v: w — M = Saty, (91, UC(n),v))),

rae je UC(n) kox yHUBED3AJHOT 3aTBOpEema (pOpMyJe Yuju je KOX M.

CunuyHOo TOME, aKo je ¢ Ouno xoja ¢popmyna jesuka Lzp u i,j € Ny TakBu na je j HajMamU €JIEMEHT CKyIa
Ny koju je Behu onx i, kao um oxn cBux | € Ny 3a Koje IpOMEHBUBA v; UMa CIODOMHUX jaBibama y GopMyan ¢,
OHZa je YHUBEP3AJHO 3aTBODEHE (GopMyIe

ijﬂijervi(vi € Vjt1 <= (Ui SO A QO))

jemna mHCTaHna akcuome cemapanuje. Konx Te mncranue osnauasahemo ca CC(Tp™,i). Pyurumja CC(n,i) je
OIIICVBA CPEICTBUMA Teopuje Z~ U y TOj TEOPUjU je NOKA3mBa (HOPMYJIa

VIMVYMVYE(OM = (M,E) AM#O AN E={{x,y) e M?:z €y} A (Vz e M)P(z) CM =
Yo(Vn,i € w)(v : w — M = Holds(9, CC(n, i),v))).

Ieramu nokasa ce NpemymITajy 4nTaoly.

2.2 ArmncosyTHOCT U TPaH3UTWBHU MO IEJI

3a monen M = (M, E) pehu hemo na je ekcrensmonanan ako 3a0BOJbABA AKCUOMY €KTEH3MOHAJHOCTU, TO
jecr ako 3a Ma koje x,y € M 3a koje je x # y mocroju z € M 3a roje —(zEx < zEy).

Hepununuja 12 3a xkracy M pehu hemo na je rpamsuruBra ako nu3 x € y u y € M caenn « € M 3a ma koje z,y
U aKO je peJsalyja € Ha TOj KjJacu HOOPO 3aCHOBaHA. Y KOJUKO je IPUTOM F pesanuja mpunagama Ha KIacu
M, omna hemo 3a momen MM = (M, E) pehu na je Tpansutusan.

Tpamzutusae Momenae hemo momcroBehuBaTH ca BUXOBUM HOcCaumMa, Oyayhu ma je mHTepIperaluja pesa-
nyje mpunagama y TOM ciayvajy jemmacTBeHo onpebena. OHUM Cy yBEeK €KCTEH3MOHAJIHU, IITO AUPEKTHO CJIEAN
13 aKCMOMe EeKCTEH3MOHAJHOCTU. Ha 3Hauaj TpaH3UTUBHUX Momena ykasyje ciemeha teopema.

Teopema 56 ZF~ (Teopema xonanca) Cpaku ercremsuonasan monen MM = (M, E) rox kojer je penanmja E
no6po 3aCHOBaHA M30MOPQAH je HEKOM TPAH3UTUBHUOM MOZENy. LIpuTOoM Cy Taj TPaH3UTUBAH MOMEN, KAO U
onroeapajyhwm mzomopdursaM jeIuHCTBEHU.

IHoxa3: [IpernocraBumo na cy oarosapajyhu rpasautusan mones onpeben nocauem X u uzomopdusam f natu.
Yeaos f(y) € f(z) & yFx koju MOpa na Baku 3a CBe T,y € M je eKBUBAJEHTAH Ca yCIOBOM

f(x) ={f(y) : yEx},

OJIaKJIe II0 TEOPEMM PEKyp3uje Cllean jeIMHCTBEHOCT M30MOp(U3Ma, a caMUM TUM U OoaroBapajylier TpaH3u-
TUBHOI MOJeJa Kao CJIuKe TOr n3oMopdusma. Tarobhe mo reopeMu pekypsuje, pyHrmuja f ca TOpHOM OCOOMHOM
IoCTOju, a na OuCMO mOKa3aiu Aa je Ta (PpyHKmuja u m3oMopdusam Ha Mozmen onpeben ciauxom X Te ¢yHKIUje
Tpeba nposeputu na je f umHjernumja. Ho, To ciemu muperTHO M3 ekcreHsuonasHocT Mogmesa 9. Ckyn X je
nobpo 3acHOBaH, jep je penanuja OIpulaiama Ha HmeMy HoOpO 3aCHOBaHA Kao M30MOP(HA TOOPO 3aCHOBAHO]
penamuju. IIpernocrasumo na x € y u y € X. Tana je 3a ueko y' € M

y=10)={f(2): 2By},
na u3 ¢ € y caenu ga je x = f(z) 3a mexo z € M, onarse x € X. QED

OpmaBme cienu ma ce ycioB nHa je 3a cBako x kuaaca {y : yEx} 3anpaBo ckyn 6utal y TeopeMu Dekyp3uje.
Hawnme, ako nmocmarpamo penanujy F nepuuncany ca

By # 0Ny =10,
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ouma je {z : *FE(} mpasa kmaca, mOK je Apyru ycioB mobpe 3acHoBaHOCTH penamuje F umcmymen. Takobe,
vozen (V, E) je tama exkcrensuoHasad. Kama moMeHyTH ycioOB y TeopeMu pekypsuje He Ou 6uo Oura, OHIA
6u HA OCHOBY HOKA3a MPETXOJHE TeOpeMe IOCTOjao jeJUHCTBEHU TPAH3UTUBHU MOAes (HApABHO, IPaBa KIACA)
“30MOp$aH NaTOM MOIEINY, ajid CJIUKA IPA3HOr CKyIa IPU TOM M30oMOp(u3My He Ou MOrao ma Oyne HUTHU jedaH
cxyn 6ynyhu na je {z : zE(} npasa rmaaca.

TpaH3uTUBHE MOAEN U3 TPETXOIHE TEOPEME 30BEMO UM TPAH3UTUBHUM KoJsarncom monena 9. Hapasuo, ako
je Ty M ckymn, onma he mo akcumomu 3aMeHe U X OUTU CKYII.

Hepuuanmuja 13 Hera je 9 = (M, E) upoussoman Mmogen u k € Ny. edpuaummmo popmyie

Absgz n):neZy AVo(v:w— M= (Satg; (n,v) < Saty, (n,v))),
Abs%i (n) :nelly AVo(v:iw— M= (Satgnﬁk (n,v) < Satm, (n,v))).

IIpBy hemo uuratu "n je kom X dopmyie kKoja je amcosyrHa 3a Momen I, a npyry "n je rox Il dopmymre
KOoja je amcoisyTHa 3a momen M7 Tarobe, popmyme

Absy, (M, n) :

newAIMIEM#DAECM2AM=(ME) A (V)(v:w— M= (Holds(M,n,v) & Sats, (n,v)))),
Absp, (M, n) :

newAIMIEMADANECM2AM=(ME) A (V)(v:w— M= (Holds(M, n,v) & Saty, (n,v))))

hemo umraTy HA MCTU HAYWH, C TUM O3 j€ ¥ OBOM CJiydYajy HOcCad Momeisa I crym.

3a dopmyiay ¢ pehu hemo na je amconayTHa ako je amcoJyTHaA 3a CBe TPAH3UTUBHE MOJEJE KOjuMa je Hocadu
ckyn. Jlako ce mokasyje ma cy CBe aTOMCKe (GOpMyJe AICOJNYTHE, Ka0 M Ia je CKYI aIlCOJyTHUX (GopMmyia
3aTBOPEH 3a JIOTUYKEe Omepalnuje, Kao 1 3a orpaHndeHy kBanTudpuranujy. IIpemusnuje, 3a ma koje k € Ny cryn
KozoBa X, onHocHo Il dopmyra koje cy amconyre mma oarosapajyha csocrBa. OTyna je cBaka Yy ¢popmyiia
AICOJIy THA.

AnconxyTHOCT penanuje, omepanuje OZHOCHO KOHCTAHTE Ne(GUHUCAHE HEKOM (OPMYJIOM Yy CMUCIY TeopeMe
0 Ie(UHUIMOHO] €KCTEH3Uju AePUHUIIEMO KAO AICOIYTHOCT Te (GopMmyie. YKOJIUKO CXBATUMO KOHCTAHTE Kao
¢yHEIUMje 6e3 apryMeHara, OHIA je KOMIO3UIYja allCOJNYyTHUX OIEPAaIja alCOJIyTHA Olepalyja, Kao U pesaluja
R(F(z)), rme je R amcomyTHa penammja, a F; amcomyrtae omepamuje. Ty ce kKao apryMenTu omepanumja Fj
MOr'y TOjaBUTU U NMPOMEHJLMBE OJ KOjUX PE3yJTAT Olepalyje He 3aBUCU. Y Be3U Ca AIlCOMyTHOmNY, BaKu
¢yunamenTanana teopema peduaexcuje. Ho, mpe me moraszahemo Here ieme.

Jlema 38 X,-dopmyiia ¢ je 3ajenHO ca CBUM CBOjUM HOT(OPMYyJIaMa AICOJNYTHA 3a HOOPO 3aCHOBaAH €-MOIEN
M ako m camo ako 3a cBaky moTdgopmyiy dpopmyie ¢ obamuka Iy (T, y) u 3a ce a € M 3a koje nocroju b € WF
rako na WF = ¢(a,b) mocroju u ¢ € M Tako na M = ¢(a,c).

IToxas: [loraszahemo camo Herpusujasan cmep. Jlokas M3BOAMMO MHIYKIM]OM IO CIOKEHOCTH popMyie ¢. Ako
je bopMyna  aToMCKa, OHIA OHA W HeMa MpaBUX MOTGOPMYJIa M amcOJNyTHA je 38 CBAKU €-MOJEJ. Y KOJIUKO
je hopmyna ¢ obauka —¢', orma je ¢’ Takobe X,-GpopMysa u OHe Cy alCOJNyTHE 34 UCTE MOJIEJE, Ia TBpheme
y OBOM CJIydYajy BasKy IO MHAYKTUBHO] mpermoctaBnu. CacBUM CIWYHO 3akKbydyjeMo na TBpheme Baxku u y
cayuajy na je dpopmyina p obaura ¢ = ¢”. IIpermoctasumo ma je popmyia ¢ obauka Iy (Z,y). Tana npema
ycaoBuMa jeMe 3a Ma koje a € M ako Baxm WF |= ¢(a) onna Basku u M | ¢(a). OCpHYTO Ba:Kkmn HA OCHOBY
VHIYKTUBHE IIPETIOCTaBKe IO K0jo] je ¢gopmyna ¢(T,y) amcoayTHa 3a Momea M u HA OCHOBY IPETIOCTABKE.

QED

JIema 39 Yronuko je X,-popmyna ¢(Z) 3ajeHo ca CBUM CBOJUM MOTHOPMyJIaMa AlCOIYTHA 3a CBE MOJeNe U3
Heke Heonanajyhe pavunnje (My)aca, rae je A mekn nuneapro ypeben ckym, onzna je popmyina ¢(T) anconyTHa,
takohe ca cBuUM CBOjuM moTdopmysiama, u 3a momea M = UaeA M,. Ilputom ce mompasymeBa na je y CBUM
TUM MOJENMMa WHTEPIPETAINja PEJIalljCKOr cuMboia € ynpaBo CKYIOBHO IIPUMNANAHE.

Joxka3: Jloka3 M3BOAMMO UHIYKIUjOM IO CJIOKEHOCTU HOPMyJIie U IPUMEHOM nperxonte geMe. Heka je Iy (T, y)
nordpopmyna popmyie ¢ n a € M. Ilpermocrasumo jom nma WF = (@, b) 3a mexo b € WF. Mzabepumo Takxso
a € A 3a koje a € A. Tama M, = ¥(a,c) 3a mero ¢ € M,. Amu tana WF | 9(a@,c) 6ynyhu na cy cse
nordopmyiie o ¢ amcosuyTHe 3a cBe Monene M,. Ho, popmyna ¢(Z,y) je upasa moTpopmyna ox ¢, ma 3a my
TBpheme Basku 1m0 MHAYKTUBHO] Ipernocrasiu, omakie M = ¢(a,c), ma tepbheme cienu mo NpeTxomHO] JIEMU.
QED
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Teopema 57 ZF~ (Teopema pegaercuje) Hera je n € Ny. Tana je y reopuju ZF~ nokas3uso na 3a cBaku KoGpo
sacuoBan ckyn M’ moctoju TpamsutuBam ckynm M D M’ takap ma oarosapajyhwm momen Oyne alcosyTaH 3a CBe
3, dopmyre jesura Lzp. llrasume, mHera je M, damunuja TpaH3UTUBHUX CKyNoBa Koja uma cienehe ocobume

1. Ba a < B je M, € Mg.
2. 3a rpasmunn opauHaT a je My = (U, Mp.

3. Uacorp Ma = WF.

Tanma ckyn M’ mMoske 6utu u obnuka M, 3a HEKM OpIMHAJ O

Iloka3: Hexa je @, =¥, UIl,. Huje temko npuMmerutn; na je norpopmyina popmyie us ®,, rakobe y crxyny @,
Popmyne n3 ckyna ¢, mazmsBahemo P, -popmynama. Muayrmujom no cioskenoctu P,-popmyie ¢ moxkazahemo
nma 3a cBaku noOpo 3acuoBan ckyn M’ mocroju opmunan o takas ma Ca oy o3maumhieMo HajMamu OpAMHAI Ca
ocoburom na je Mg, 2 M. Takas opmuman moctoju 3ato mto je |J,copp Ma = WF, nmpu uemy je cxym M
nmoackyn kinace WFE. Hawuwme, 3a oy je 10BOBHO y3eTH CympeMyM CBUX opﬂHHana [ takBux ma mocroju x € M
3a Koju je [§ HajMamu OpAMHAJ TakaB ga * € Mg. TakBux opamHasia MMa KOJIUKO M ejleMeHaTa ckyma M, ma je
IUXOB CyIPEMyM 3auCTa OPIUHAI.

YKOIUKO je ¢ aToMCKa (hOpMyJsa, HOBOJFHO je CTaBUTU « = ay. IBpbheme y caydyajy kazma je ¢ Herammja
HeKe (opMyJie ciaeu OIMaX MO MHIYKTUBHOj mpermocTaBiu. lIpermocraBumo ma je dopmyia ¢ obnuka ¢ = 6.
Tana cy ¢opmyne ¢ u 6 rakobe ®@,-dopmyne rao norpopmyne P, -bopmyne ¢. Crora, hie mo MHAYKTUBHO]
IPETIOCTABIM MOCTOjATH HU3 OPAMHATA (Ot )kew\{0} TAKAB Ja 3a CBAKO k € w OPIMHAJ Qapy1 OyAe HajMamu
OpAVHAJT KOjU HHUje MAmU ON (i U TakaB Aa Momed M,, Oyme amcomyTan 3a (pOopMyILy 1 3ajeqHO ca CBUM
BEeHUM HOT(POpMyJIaMa, a Aa OPAUHAT (ki OyAe HajMamy OPIWHAJ KOjU HUje MAamU O (iop41 U TAKAB Ia
mogen My,,,, Oyne ancomyTan 3a popmyny 0, Takobe ca cBum merum norpopmynama. Bynyhu na taj xus ne
omana, HErOBU IIONHU30BU €JeMEHATa Ca IMapHUM, ONHOCHO HEIAPDHUM MHAEKCHMMAa Ne MMaTU UCTU CYIPEMYyM «,
ma he 3a momen M, 6uru ancomxyrae 06e popmyie ¥ u 6 3ajeqHo ca CBUM BUXOBUM MOTHOPMYyIaMa, a CAMUAM
TUM 1 QOpMyJa ¢ 3ajeqHO ca CBOJUM IOT(HOpPMYyJIaMa.

Hajsan, ako je ¢popmyna ¢ obawuka Iy (Z,y), ounma je ¥ (ZT,y) kao nordopmyna P, -popmyne ¢(Z) Takobe
jemna ®,-popmyna , ma 3a BY BaKU WHAYKTUBHA MPETIOCTaBKa. KOHCTPYyWIIMMO HU3 OpAMHANA (Qk)kew\{0} HA
cnenehin mauns. 3a cBaku opauHa ¥, ckyn X um a € X ca fx (@) osmaunhemo majMamn opauuan § xoju Huje
Mamby O 7y U TakaB Aa aKo HocToju b 3a koje je 1(a,b), onma mocroju u b € Mg rakBo ma Bawxu ¥(a,b). 3a
cBakKoO k € w HEKA je (o1 HAJMAKBU OPAMHAJ KOJU HUje MamU O (or U TakaB xa je ¢popmyna ¢(Z,y) 3ajemto
ca CBUM CBOjUM HOTHOPMYyJIaMa AlCOIyTHA 38 MOIed Maoki1, U HEKA je Qopia = SUDGEM 0,y ., BMa%H@%H(a)
Tana he moxHM30BU OBOT HM3A CA HAPHUM, OIHOCHO HEMAPHUM WHAEKCHUMA UMATHU UCTU CYNPEMYM (& jep je Hu3
meonanajyhu. IIpema npexonauM pasmarpamuMa 1 MHAYKTUBHO] IpeTnocTasiu, Monea M, he buru ancomyran
3a popmyny ¥(ZT,y), KAO U 3a CBe HEHe HOTPOpPMYJIE.

Horazkumo na he taj momen Gutu amcosnyran u 3a popmyny ¢(Z). Heka je a € M,. Yromuro M, = ¢(a),
ounna 36or M, E Jyi(a,y) nocroju mero b € M, takso na M, | Jyi(a,b). Ho, npema amcomyTHOCTH pOpMYyITE
¥(Z,y) 3a momen M, tama mopa na Baxku ¥ (d,b), a cammm tuMm u p(a). IIpermocraBumo 3ato na Baxku ©(a).
YoummMo HEKO k € w TakBO ma @ € Mg, ,. IIpema xoHCTpyEIMju opauHana asoky2 moctojahe mewo b € Ma,, ,,
rakBo na Basku ¥(a,b). Ho, tama he 6utu u b € M,, omakie Ha OCHOBY amcoxyTHOCTH (Gopmyie (a,b) 3a
momen M, 3armydyjemo ma mMopa Baskutu M, = ¢(a,b), a camum tum u M, E (a).

Hexka je cana M npousBoman 1ob6po 3acHOBaH ckyn. [lepunHumunmo opanHas oy kao Masgonpe. Hus opanrana
(k) kew\fo} AepuEucahiemo a ciaenehn Haums. 3a MpomsBoJbHO k € w m3abpaheMo ay 1 Ka0 HajMamU OpAUHAI
He MamU O (v 3a Koju je cBaka ®,-dpopmyrna ca komoMm He BehuMm ox k, a CKyI TakBrX (OpMyJa je 3aTBOPEH
3a moTdopMyse, alcoIyTHA 3a Mones M Tana he cse @,-popmyne duru amcoxyrHe 3a Momes M, rae je
a = SUppe, ak.  QED

Q41 °

Hapenumo jom jenny BaskHY BapUjaHTy TeopeMe pedlileKcuje y K0joj ce KapAWHAJIHOCT MOJea KOHTPOJINIIE.

Teopema 58 ZFC™ Heka je M € WF u n € Ny. Tana noctoju m1o6po 3acuosan ckyn M’ D M Takas na je Momed
M’ ancomyraH 3a cBe X,-popmMmyie u Tako ga je [M'| = |M]|- Rq.

Iloka3: Heka je momoo ®,, = X, UIl,. Iloraxkumo Hajupe MHAyKIMUjoM IO cioxeHoctu P,-popmyne ¢ na
noctoju takas Momen M, anu koju je amcosyTaH 3a GOPMYIy ¢ 3ajeHO Ca CBUM H-EHUM HOTPopMyaaMa. Y
nokasy hemo kopucrutu osHaky ||z|| 3a |z| - Ng. Hajope yoummo tpamsutmsan ckyn M’ O M takas na je
mozen M” amcosnyranm 3a cse ®,-popmMmyine u Ha meMmy QpyHKOUjY u3bopa f. YKOIUKO je ¢ aToMcka (opMmyia,
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Moskemo craputu M’ = M. Y cayuajy ma je popmyda ¢ obauka —i), TBpheme Basku Ha OCHOBY WHIYyKTUBHE
IPETIOCTABKE.

[IpernocraBumo cana ma je popmyna ¢ obuuka 1 = 0. Koucrpyummmo ciaenehin vus monena (My)re,. Hera
je Mg = M. 3a cBako k € w Hera je Mog 1 2 Mor Momen 3a koju je Gopmyia 1) amcoiyTHa 3ajeTHO Ca CBUM
cBOjuM moTdopmynaMa u Takas ga je |Magi1| = ||Mag|| n Hera je Magio 2 Magy1 Mozmen 3a koju je popmyina 6
amcosnyTHa Takobe ca cBuMm cBojuMm moTpopmynama u TakaB ma je |Magia| = ||Magt1]|. OBa rorcTpyrumja he
6uTy KOpekTHa jep cBu Momenu My mory 6utu noamonenu ox M| a na ckyny P(M”) nocroju ¢pyuruuja uzbopa
KOja CBAKOM Hempas3HOM moickymy ckyma P(M”) mpuapysyje jeman meros emement. Momen M’ = (J,. ., My he
UCIIYH-aBATU TPAKEHE YCJIOBE.

Hexka je cama ¢popmyna ¢(Z) obaura Jy(Z,y). Koucrpyummmo mn3 (My)ie, Ha cnemehn maumn. Heka je
nouoBo Mg =M u Hera je momen

M1 2 M U{f({b e M” : (@, b)}) s @ € My A Jyvi(a, )}

3a cBako k € w Takas na je gopmyaa ¢(Z,y) 3ajeaHO ca CBUM CBOJUM MOT(HOPMYJIAMa AINCONYTHA 38 Hera u
takaB ga je |[Mgy1| = ||[Mg||. Momene u3 osor Hm3a Takobhe mMoskemo Guparn kao momMmognerne monena M| ma
jé KOHCTPYyKIMja KOpEKTHa 3axBaJsyjyhum akcmomu msbopa. Momen M/ = Ukad My he ucnymaBaTu TpakeHe
ycaoBe. 3aBpuIeTak IOKa3a je CIWdaH Kao y mperxonaoj reopemu. QED

Y oBoj Teopemu ckyn M’ y ommTeMm ciyuajy He MOke OMTH TpaH3WTHBaH. Hawme, mocToju GopMyia KOjy
He peduieKTyje HUTK jemaH npebpojus TpaH3uTuBaH Momed. Heka je i(x) 6uno koja ¢gopmyina umja je jemuna
eBeHTyaJIHa CJI0D0IHA TPOMEHJLUBA T U TakBa Aa je gopmyna ¥(z) = x # () Bamana u Heka je § mpousBoLHA
pedeHna. Y3 IPETIOCTABKY Oa Bayku § CBAKM TPAH3UTUBAH MOJIEJ KOjU peiiekTyje GOopMyIy

)V (x=0 A 0)

pedpaerryje u popmyae YP(x) m 6. Ty ce mHajupe ropummhemeMm UnEmEHUNE Na NPA3aH CKYN IPUIALA CBAKOM
HENpa3HOM TPAH3UTUBHOM CKyTy W 3aMEHOM T ca () 3akmbydyje a y TOM MOJAeTy MOpa ma Baku 0, a moToMm u
Ia Taj MOmea Mopa ga Oyne amcouayTaH u 3a Gopmyiay ().

Ako je ma npumep ¥ (z) popmyuna |z| > Ni7, a § popmyna Jzy(x), onga najupe y momery M koju pedierryje
ropmy (OpMyIy MOpa MOCTOjaTH HEKM eJeMeHT a 3a koju Baxku M = ¢(a), a moToM mpema amcoJIyTHOCTHA
popmyse () 3a Taj Momen, Taj ereMeHT Mopa mMaTH KapanHaaHu 6poj Behm om Niz. Ho, karo je cakum
eJIeMEeHT TPAH3UTUBHOI CKYIa U HEroB MOJCKYI, TO [ie TaYHO 3HAUUTU ma Momes M Mopa mMaTy KapIuHAJIHOCT
Behy om Ny7.

Teopema pedaekcuje mam omoryhasa ma mokaskemo nma meopuja ZFC™ HeMa KOHAUHY aKCHOMATU3AIU]Y.
Y TOj Teopmju mMaMO maBe cxeMme ca OEeCKOHAYHO MHOIO aKCMOMa WHCTAHNU. Kao mro hemo BuaeTw, cxema
cemaparnuje ce MOKe CBECTU Ha KOHAUYHO MHOTO CBOjuX mHCTaHiu. Mebhyrtwmm, TO Tauyno 3Haym ma ce cxema
3aMeHe He MOKe 3aMEHUTU HEeKMM KOHAUHMM Opojem akcuoma. Takobhe, mutwm 3a jeman mpupoman O6poj n He
MOKEMO CXEeMYy 3aMEH€ CBECTU Ha CKYI EbEHUX X.,-WHCTAHIU.

Y cunenehe mBe teopeme ce akcuoma m3bopa He MOpA KOPUCTUTU, AU TAKAB INOKA3 3aXTEBA CIOMKEHUjU
amapaT Koju he HaKHAOHO OUTU pa3BUjeH.

Teopema 59 3a cBaku koHauan ckyn F rteopema teopuje ZFC Bazu ZFC™ + Tm(F), upu uvemy je Tm(F)
dopMysa KOjOM Ce m3paskaBa IOCTOjame TpaH3uTuBHOI Mozesa Teopuje F. Ilocebuo, teopuja ZFC™ Huje
KOHAUHO aKCUOMATCKA.

Joxa3: 3a cBaku koHauaH cKymn F = {¢1,...,¢,} akcuoma teopuje ZFC™ mpema Teopemu pediiekcuje BasKu
ZF~ F3IM (tr(M) A V(AL (M < ¢1)). Homro je ¢; 3a cBako i akcuoma teopuje ZFC™, pamuhe

n
ZFC™ F IM(tr(M) A\ M = ¢;).
i=1
Ho, y Tpam3uTuBHUM MOmeianMa yBEK BasKM aKCHMOMa peryJiapHOCTH, ma ako 6u teopuja ZFC Ouma koHadyHO
aKCUOMATCKa, OHIA Ou 3a meHy koHauny akcuomarusanujy F saskuno ZFC™ + Con(F), a camum Tum 360r ekBU-

BasenTHocTH TUX ABejy Teopuja u F F Con(F), mro je cynporno I'enenoBoj TeopeMu HEMOTIYHOCTY IPUMEH€HO]
ma teopujy F.  QED

Teopema 60 Teopuja ZFC™ mema X,-momakCHOMATHU3ANN]Y.
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Jloka3: Iloka3yje ce camyaH HAUMH KAO MPETXOIHA TEOpeMa Ha OCHOBY YMHCHUIIA BE3aHUX 33 CXeMe 3aMeHe U
cemapamnuje ca Kpaja mperxonHe Tauke, ['enesoBe TeopeMe HEMOTIyHOCTH U Teopeme peduiercuje. QED

Ha kpajy, moMeHHMO jOIn jegaH KpUTEPUjyM AlCOJYTHOCTU 38 TPAH3UTUBHE MOIEJIE.

Teopema 61 Z~ Hera je ¢(Z) mera Xi-popmyna u ¥(z) mera Ilj-popmyna. Ako cy te nse popmyse eKBuUBa-
JICHTHE, OHJA Cy OHE W AICOJyTHE 34 CBAKA TPAH3UTUBAH MOIEJ y KOMe Cy €KBUBAJICHTHE.

Iokas: Ipernocrasumo xa je popmyna p(T) obmuka y¢’ (T,7) 3a Hery Xo-dpopmyay ¢ (Z,y) u ma je popmyia
Y(Z) obuuka VzZy' (T, Z) 3a meky Ilg-dopmyny ¢'(Z,Z), kao u mna je M Tpamsurusan momes (OpaBa Kiaca WUIU
ckyn) takaB na M = VZ(p(Z) < (7)), kao u na Baxu VZ(o(Z) < ¥(z)). Herka a € M. Aro rana Baxu M = ¢(a),
ouna Bazyu u M = 1(a), kao u M |= ¢/(@,b) 3a mexe b € M. Bynyhu na cy cee Yg-dpopmyite amcomyTHe 3a cBe
TPaH3UTUBHE MoJese, omaTie ciemu na Baxu ¢ (a,b), a camum tum u (@), ommocuo ¥ (a). Y cympoTHOM
Bk M = —p(@) u M = —(a), a camum tum u M = —¢)/(@,b). Omer mo amcomyTroctu Ilp-opmyna 3a cse
TPAH3UTUBHE MOJeJe 3aKkbydnyjeMo na Baxm —'(a,b), omakme —1)(a), a camum tum u —p(a). QED

2.3 Meron ynyTpammsux MoOOesa

Y oBoM omespKy hemo yBecTH mpBU O METOIA 3a MOKA3UBAKE PEIATUBHE KOHCUCTEHTHOCTU AKCHOMATCKUX
cucTeMa y TeOpUju CKymoBa. 10 je MeTon yHyTpalmmux Monena koju je y Maremartumu kopurmmhes jomr y
T'eomeTpuju 3a mokaszmBame KOHCUCTEHIIN]€ HEEYKIANUACKUX reoMeTpuja. MebhyTuMm, MeTon yHY TPpAIIHUX MOIETA
Y TEOPUjU CKYIOBa je MHOTO Pa(UHUPAHU]U.

Heka je nar meku momen 9 = (M, E) u dpopmyaa ¢(x). Tama mo oarosapajyhum momionesoM moapasyme-
Bamo Mozen N = (N, E), roe je N = {& € M : ¢(z)}. Ilpeumsuuje, unrepuperaimja OGUHAPHOT PEJIAIN)CKOD
cumbona € y momeany N je ENN x N, anu heMo pecTpuKIAjy HEKe pejaluje Ha HEKM CKYN O3HAUYABATHU UCTO
Kao M caMy Ty peJalujy ako HeMa OIIaCHOCTH O 3abyHe.

Kana mokasyjemMo pesaTUBHY KOHCHUCTEHTHOCT Teopuje 1o y omHocy Ha Teopujy 1), HOBOJHO je IOKa3aTu
na ce cBaku Momena teopuje 1) Moxke npepanutu y monea teopuje To. U Bume on tora, Oyayhu na Basxku cras
KOMIIAKTHOCTH, MOBOJBHO j€ 3a CBAKM KOHauaH ckyn ¢popmyina K C T, ceaku momen teopuje 1] Moske mpepaguTu
Tako ga ce mobuje momes Teopuje K. Y oBoMm omemky he jemmna BpcTa mpepajne OUTHU MOMYyT IOpe OMUCAHE,
Mala ce y OIIITEM CJIydYajy MOIeJs Moyke npepabuBaru Ha OMI0 KOju HAUUH.

2.3.1 KOHCTPYKTHOWIHN yHUBEP3YM

Osne heMmo KOHTpyUCATH HAjMABU IOAMOIEI TATOr Moaena ZF~ Teopuje KOju caap:Ku CBE HEroBe OPANHATE
u Koju Takobhe 3amoBosbaBa akcuome ZF ™. Ilpurom, ako je mosa3Hu Momes 6MO TPaH3UTUBAH, ¥ KOHCTPYUCAHU
noaMoznesn he 6mTu TpaH3uTUBaH. Y TOM HNUILY yBemumo Hajupe ['emenoBe omeparuje.

So(a,0) = {a,b},

F1(a,b) = {{z,y) €a:z €y},
Fa(a,b) = {{x,y) €a: (y,x) €b},
Fs3(a,b) = {{z,y,2) €a: (y,z) €b},
Sa(a,b) = {(z,y,2) € a:(x,2) € b},
85(a,0) = {(z,y) €a:z b},
S6(a,b) = {x€a:x &b},

S7(a,b) = {x€a:Iylx,y) €},
3s(a,b) = Ua,

Sola,b) = axb.

IIprMmeTumo na je 3aTBOPEHOCT YHMBEP3yMa 34 CBE OBE ONlEpAIMje MOCIeIUIIa CaAMO KOHAYHO MHOTO MHCTAHIIA
cxeme cemaparnuje y3 ocrane akcuome teopuje ZF. Cxema cemapamuje ce y3 Te ocTajie aKCHOME MOXKE CBECTH
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Ha CaMO TMX KOHAYHO MHOI'O WMHCTAHIM W WHCTAHIE Koja 00e3belyje eraucrennujy mekapTOBOT MPOM3BOIA ABA
ckyna. Ha Taj mHaumn mo0ujaMoO €KBUBAJEHTHY TEOPUjY Ca MOJIA3HOM y KOjO] yUYeCTByje camMoO KOHAYHO MHOI'O
MHCTAHIU CXEMe Celapaluje.

3a knacy X pehu hemo ma je ckopo yHuBep3sasHa ako 3a cBaku ckym x C X mocrtoju y € X Takso Oa je
r Cy. Huje Temko mpuMeTUTH Oa je CBaKa CKOPO YHUBEP3aJHA KJAca IPaBa.

Teopema 62 Z~ Heka je ¢(x1,...,2,) 6uno xoja Lo-popmyna. Tana nocroju komnosummja §(yi, ..., y,) Leme-
JIOBUX OTlEpAaIlfja TaKBa & BAKU

(YY1 yn € WF) F(W1,-- s yn) = {01, %) €Y1 X oo Xy 1 (B0, .00, T0) }

Ioka3: Hajupe mpumermmo ga MOKEMO HPETIOCTABUTUA & CE€ jeTHAKOCT HULAE HE IOjaBibyje y GopMmymnm ¢
oynyhu ma je
VeVy(x =y & (Vzex)zey A (Vz €y)z € ).

Tarobe MokeMO NpeTHOCTABUTU A& HE IOCTOjU MOTHOopMya (GopMmylie ¢ O0nuKa T € T, Ka0 1 Ja POPMYIa @
O JIOTMUYKUX BE3HWKa MMa caMo A M —, & O KBAaHTU(PMKATOPA jeAMHO OrpaHWUYEHE er3WCTEHIUjaIHe KBAHTODE.
Teopemy hiemMo morazaTy MHAYKIUjOM HO CIOMKEHOCTH (popmyise O(T1,...,Ty). Y KOIUKO je GOPMyJIa @ aTOMCKA
u n =2, ouma TBpheme cieau u3 je IHAKOCTU

{(z1,2) € y1 X Y2 1 1 € 22} = F1(v1 X y2,¥1),
{z1,22) €y1 X y2: 2 € 1} = Fa(v1 X Y2,81(Y2 X y1,91))-

HanaJ/se NeMo mon « py moapa3dyMeBaTu OMIIO KOjy on GopMysa & € Y, OOZHOCHO Yy € . YKOJIUKO je n > 2 n
dopmysa ¢ je obnuKa T,_1 pT,, OHOA TBPpDHEme cienu u3 je AHAKOCTHU

{<$17-'~7xn> CEYr X XYp ! Tn—1 pxn} = 33(3/1 X X yna{<mn717xn> € Yn—1 X Yn : Tn—1 pxn})

YromuKO je mak (opmyia ¢ obamka x; pT, 3a ¢ < n — 1, oEga TBpheme ciemu M3 TPETXOTHO IOK3AHOT U
JeAHAKOCTU

{<$1,...,$n> CYr X XYp: xszn} :34(11/1 X X yn;{<xla"'7xn—23xn> EY1L X X Yn—2 X Yn: %an})
Hajsan, ako je popmyna ¢ obmuka ; px; 38 ¢ < j < n, oEIa TBpheme cilemm u3 JOKa3aHOT U U3 jeTHAKOCTHU
{z1,. - yxn) €Er X Xyp i pxit ={{T1,. .., Tj) EY1 X - XY 1 T pT5} X Yig1 X -+ X Yn.

Tume cmo pemmnan npobiieM y ciaydajy aa je GopMmyJsia ¢ aToMCKa. Y KOJUKO je GopMysa ¢ obianka —1) 3a HEKy
dopMyny v, onna TBpheme cienu u3 jenHaKoCTH

{1, .. yxn) Eyr X - Xyn (@1, ., 2n) =Folyr X - X yn, {{@1, .o Tn) EY1 X o+ X yp : Y(X1,...,20)})

Y MHIyKTUBHE IpernocTaBke. Ilpumernmo cana na je aNb = Fe(a,Fs(a,d)) 3a Ma koje ckymose a u b. YroInKO
je bopmyna ¢ obaura 1 A 0 3a Heke popmyie Y u 6, onga TBpheme ciequ MO MHIYKTUBHOj IPETIOCTABIM U
jemHaKoCTHU

{z1, o yxn) Eyr X - Xyp o ={(1,. . ,xp) Eyr X - Xyp VN {1, ..., 20) Eyr X -+ X yp 2 0}

Konauno, ako je ¢popmyna ¢ obmura (Jy € x;)(x1,...,2n,y) 38 HEKY dopMyry v, onma TBpbheme cremu Ha
OCHOBY WHIYKTUBHE MPETIOCTABKE U jeIHAKOCTU

{<$1,---,In> €y X Xyn:@}:37(yl Xoees Xyn,{<951,-~~793n7y> EYls,- s Yn ng(yuyi)ﬂll})-
QED

IIpumeTumo na HUTIE HUCMO KOPUCTUIU omepanuje o U §s.

ITocnemuma 6 Z~ Csaka Tpan3uTuBHa Kiaca X KOja je 3aTBOpeHa 3a cBe ['emesnoBe omeparuje pediierryje cBe
MHCTAHIE CXeMe ceraparmje 00InKa

VpVaIb Ve (rebs (x€a A o(Z,p)),

Ize je ¢ HeKa Yp-(pOpMyIIa.
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JHoxka3: Yronuko je x jequHa ciao0ogHA IPOMEHBUBA (POPMYyIE ¢, OHIA TBPpDEme Ciequ IO IPETXOTHOj Teo-
pemu. Ako mak gopmyina ¢ (u3ysumajyliu IpOMEHJBUBY T) 3ABUCH jOLI O IPOMEHJBUBUX D1, . . . , Py OHIA IPEMA
IpeTxoaHoj TeopeMu nocroju komnosunuja §(a,p) IemenoBux onepanuja taxsa na je

F(a,p) = {{z,y1,- -, yn) €ax {p1} x - x{pn}: p(z,p)}

Yronuko oBaj ckyn o3naummo ca A, u ckynose A; 3a 0 < i < n gepuHumemo ca

A, =Fr(ax{p1} x - x{pi}, Aiy1), 3ai>=1,

Ao = F7(a, Ar).
Harme, ckyn Ay ce m3paskaBa Kao Kommosunuja [emenoBux omepamnuja CKymoBa a,pi,...,Pn. OTyma, axro
ay,p1,---,Pn € X, ouna u Ag € X. IlraBume, momTo je GopMmyaa ¢ Kao Lg-(pOpMysa alcoJIyTHa 3a TPaH-

3UTUBHY kJacy X, Baxkuhe
Ao ={zca:p(@,p)}={zca:p¥(z,p)}
QED

Teopema 63 Z~ Csaka TpaH3WTHWBHA CKOPO YHUBEP3aJHA KJjaca 3aTBOPEHA 3a omeparuje §o, ..., 57 3aTBOPEHA
je 3a cBe I'emenoBe omeparuje.

Hoxa3: Heka je X Tpan3uTmBHA CKOPO YHUBEP3AJHA KJIAaCa 3aTBOPEHA 3a omnepaluje §o,...,57. 11OmTo je Kiraca
X 3aTBOpena 3a omepanujy §g, ouhe 3arBopena u 3a ypeben map. Ho, kako je kmaca X jormr u TpaH3UTUBHA U
CKOpPO yHUBep3aJiHa, 3a Ma Koje a,b € X he nocrojatu ckynmoBu C, D € X 3a koje je C Daxbu D Cbxa. 3a
mBUX he BaKUTU

axb=g5(F2(C,F5(D,b)),a).

Tarkobhe mo TpamauTUBHOCTU U CKOpPO yHUBep3asHocTu kiaace X, 3a cBako a € X mocrojahie A € X 3a koje je
A CJa. 3a wera Baxu

Ua =387(4,51(4 x a,a)).
QED

Teopema 64 ZF~ Csaka TpaH3uTUBHA CKOPO yHUBep3ajHa X Kjaca 3aTBopeHa 3a [emesoBe omepanuje pe-
(JIeKTyje CBe MHCTAHIIE CXEMe celapaluje.

Ioxka3s: Hokazahemo memro onmruje tBpheme. Heka je p(x1, ..., Ty, a1,...,ay,,b) npoussomsua popmyna. Tana
BAKU

(Yar,...,an € X)(Vb € X){{(z1,...,2n) €ay X ---ay, : o~ (Z,a,b)} € X.

Iloxkaz hemo cmpoBecTH MHIYKOWjOM IO CIO:KeHOCTH (opmyne . Ilpurom hemo mpermocraBuTu na Cy CBU
KBAHTOPU er3uUCTEHIMjaJTHr. Ba3a mHAyKIuje Baku mo npeTxonuoj nociaeaunu. CriaydajeBu kaga je Gpopmyna ¢
Heranuja Heke (OpMyJie MIM KOHjYVHKIja HEKUX (OpMyJa pelraBajy ce Kao y TeopemMu 62.

_Jemumw npeocramu ciyuaj je kana je popmyna ¢ obmura Ju(z,y,z,u). Hakne, Tpeba mokazatu ma 3a cBe
a,b e X Baxu ~
{(1,.. ., 20) € {ar,...,a,) : Fu € X))~ (z,a,b,u)} € X.

Osmaunhemo Ttaj ckym ca c. [lomTo je xmaca X Tpamsurusma, 6uhe X C WF, ma 3a cBako (z1,...,%,) € ¢
MOKEMO younTu opamHad « = h(ZT) 3a koju moctoju ckyn u € X panra « 3a xoju sasxu ¥ (Z,a,b,u). Tana he 3a
ckyn d =V, NX, rue je a = (Jh[g]) + 1 Baskurn

(V(x1,..., %) €ay X -+ x a,)((Fu € X)X (z,a,b,u) & (Fu € Ay~ (x,a,b,u)).

Ho, mpema cxopo yruBep3asnoctu knace X mocrojahe e € X 3a xoju je e C d. Y mperxonHoj ¢opMmynan ce
Taga ckyn d Moske 3ameHUTH ca e. Tana he ckyn

w={{x1,...,2p,u) Eay X --- X ap X € : P (Z,a,b,u)}

npunagaty kixacu X, oJakie Haj3am U CKym ¢ = §r(ay X -+ X ap,w) npunazxa kracu X. QED

Kopumhemem nperxonne TeopeMe M CKOPO YHUBEP3AJIHOCTH NOKa3yje ce ma JoOpO 3aCHOBAaHA CKOPO yHU-
Bep3aJsiHa kiIaca X 3aTBopeHa 3a l'enmenoBe omepanuje pediexryje cBaky akcuomy teopuje ZF~. Canma hemo
neUHUCATH HAjMa®khy TPAH3UTUBHY CKOPO YHUBEDP3AJIHY KJIacy 3aTBOpeHY 3a l'enesoBe oneparnuje, npu yemy he
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ce mokasaTu na je oHa no6po 3acHoBaHa. IlocMaTpajMo Ha KiIacu CBUX mapoBa opanHaia ypebeme nedunrcano
Ha cienehm HAaunHE

(o, B) < (o, 0" & max(a, f) < max(a/, ) V

(max(a, 8) = max(a/, ) Na < o) V

(max(a, f) =max(a/, ) Na=a' NG < ).

OsBo ypebeme je moOpo u cBaku map mMa CKyIO MHOTO NMPETXOAHWKA. Dyayhu na je mpuToM IOMEH IpaBa
kaaca, To ypebeme he unnykosatu jemuy 6ujeknujy wmace ORD x ORD ua wmacy ORD. Ilputom he cauka
npom3BOJLHOT mapa («, 3) 3anpaso 6utu opamMHAJ KOju oarosapa ypebemy CBUX mperxomauka Tor mapa («, 3).
Ako Ty Oujernnujy ozmauumo ca G’ Bakuhe dpopmyna

Q, a < 3,
Gla,B)= D 2y+1 +
y<a,B a+p, azp.

ITo Teopemu o eyrmmackoMm nenemy opaunana ca G(a,f(,n) = 9G'(a,f) + n mara je jemma Oujerumja kaace
ORD x ORD x 9 uva knacy ORD. Cana mnepunumumo npecaukaBame F krace ORD ca

F(G(a, B,n)) = n(F(a), F()), 3an<8,

FG8.8)= |J F

v<G(a,8,8)

Heduanmurmo knacy L kao ciauky ¢yurmuje F. Onmax ce Bumu na je knaca L 3aTBopenHa 3a omeparnuje
5o, ..,87. Horasxumo na je rpansuruBHa. Vuayknujom no « mokazahiemo na je F(a) C L. Yronuko je ocrarak
npu mesemy « ca 9 jemHak HyJIM, OHIA TO Ba:KM 1O mepuuunmju esementa F(«). Ako je mak o = G(83,7,n) 3a
Hero n > 0, ouna F(a) C L ciaenn us uumenune 1a je §n(a,b) C a 1 MHAYKTUBHE IPETIOCTABKE.

CrOpO YHMBEDP3AJHOCT Kjace L ciemy W3 UYWBEHUIA [a jé CyOpEeMyM CKyIa OpIMHAJIA OPIAWHAJ U Oa O
CBaKOI opauHaJa MoskemMo Hahwm jomr Behw opammas, koju he camum TuM cBakako ouTu memus ca 9. Omasne
cnenu na kinaca L peduexryje cBe akcrome teopuje ZF~ . HapasHo, Ta unmeHUIa BasKy y CBETIY CaMe TEOPUje
ZF~, 6ynyhu na 0Oe3 cxeMe 3aMeHe HEMa HUM CMUCJIA IOBOPUTHU O IOjMOBMMA KOJjU CY He(PUHUCAHU NPUMEHOM
TeopeMe peKyp3Huje, Kao MTO je KOHCTPYKTUOWIHU YHUBEP3yM L.

Knacy L 30BeMO M KOHCTDYKTHOWJIHUAM YHUBED3YMOM, & H€HE €JIEMEHTE KOHCTDYKTUOWJIHUM CKYIOBHMA.
JepUHAMNIMO KOHCTPYKTUOWIHN paHr rng(x) NPpOU3BOJLHOr KOHCTPYKTUOUIHOD CKyIla T KAO HAjMAbM ODIUHAJ
a 3a koju je x = F(a).

Jlema 40 ZF~ TpamsuTuBHA CKOPO yHUBep3aJHa Kjaaca X 3aTBOpeHa 3a lemesoBe omepamnuje camp:Ku CBe
OpavHaJIE.

Jloka3: Heka je a majmamu opauHata koju ue npunanga X. Tama mopa 6utu o C X, ma 3060r CKOPO yHUBEP3aJI-
HOCTHM Kyace X mocroju ckyn a € X tako ga je a C a. Ilomro je mpemukar ”Outu opauHan’ AalcoyTaH 3a
TpaH3UTUBHE MOele, a kiaca X TPaH3UTUBHA CKOPO YHUBEP3AJHA U 3aTBOpeHa 3a ['emesioBe omeparuje, CKyI
b cBux opmunasa u3 a he takobe 6utu emement om X, ma je 3060r 3arBopeHOoCTH 3a l'emesioBe omeparyje u
B =Jb enement knace X. 36or TpansurusHOCcTH Kiaace X u o € X, knacu X He IpuUmaia HATHU jelaH OpIUHAI
Behim om . Ho, Tana je a < 0+ 1, omakie jako ciaenu koHTpaauriuja. QED

Ilocnemuma 7 ZF~ Kaaca L je Hajmama TpaH3UTUBHA CKOPO yHUBEp3aJiHA Kjaaca Koja je 3aTBopeHa 3a [eme-

JIOBE Ollepalyje.

Beh cmo mokazamu ma je Aj-popmyna ancosyTHa 3a OHE TPAH3UTUBHE MOJENE Yy KOJjUMa BaKU Ia je OHA
Ai-dpopmyaa. Ca mapyre crpase, omepanuja 3anaTa HEKOM X1-(GOPMYJIOM je alCOIyTHA 3a TPAH3UTUBHE MOEIE
V KOjuMa BaxKW Ia je UCTOM (OPMYJIOM 3aaHa Olepalyrja, 1 IOL yCIOBOM Ia je popMyIa KOJOM je 3a1aH NOMEH
amconytHa. UltaBume, Basku caeneha smema.

Jlema 41 Z~ Heka cy ¢(Z,y,Z) u ¥(Z) ancomyTtre popmyie 3a momea M. YKOIUKO Baxku
VZ ((Y(2) A3zp(Z,y,2) AJzp(T,y/,2)) =y =y) m

M = Vz (¢(Z) = Jy3ze(Z, v, 2)),
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ouna he dpopmyna ¥(Z) A Izp(Z,y, Z) butu ancomxyTHa 3a Momen M u Baxuhe
M = VZ (¢(Z) = J1y3Ze(T, v, 2)).

Joxa3s: IIpernocrasumo na M = ¢(a) A 3Zp(a,b, Z) 3a meke a,b € M. Tana Baxu M = ¢(a) A ¢(a, b, ¢) 3a Here
¢ € M, na je mo npernocrasienoj amncoxyraoctu ¥(a) A ¢(a,b,c), a camum tum u (a) A Izp(a, b, z).

O6puyTo, npernocraBuMo na Basku ¥(a) A IZ¢(a, b, z) 3a ueke a,b € M. Ha ocHoBy ancosnyraoctu popmyiie
¥, Tana he Basury u M = (@), omakme Ha OCHOBY NpeTIOCTAaBKU JeMe Mopa na Baxku M = Jy3ze(a,y, 2),
a camuMm M n M |E FzZp(a,b’,zZ) 3a mero ' € M. Ilpema mperxomHnM pasmarpamuMa TO lie 3HAUUTH A
Bazku JZp(a, b, z), a 36or ¥(a) u ¥(a) A Izp(a, b, z). Ilpema npermocraBraMa jeme Tama Mopa outu b = b/,
a OHA IpeMa IPEeTXONHOM U IpeMa amcouayTtHoctu Gopmyie ¥ u M | ¥(a) A Izp(a, b, z). Canma us noxkaszane
aIlCOJIyTHOCTY U M3 MPETIOCTABKY JIEME OOMaX CJeAU Aa MOpa Ia Basku U mpeoctaiu neo TBphema. QED

ITocnemuua 8 Z~ Heka cy ¢(Z,y,Z) u (Z) ancomyTtre popmyie 3a momea M. YKOINKO Baxkn
vz (¥(2) = JyIze(T, ¥, 2)),

u mpuToM je monmen M amcomxyral 3a GpopMmyLy
vz (1(7) = Jy3zp(T, y, 7)),

ouna he dpopmyna ¥(z) A Iz2p(Z,y, Z) Gutu ancoayTtHa 3a Momesa M.

[TongceTrumo ce Hajupe Oa ce amcoayTHOCT meduHwmie y omHocy Ha kiaacy WF mobOpo 3acHOBaHMX CKyIOBA.
Tamo je 30or mobpe 3acHOBaHOCTH JnHeapHA ypebeHocT pesanujom € mcrto mTo m nobpa ypebenoct ucrom
peslanujoM, Ia ce pejanuja ' je opauHAJ 3alucyje (OPMYyJIOM Ca OTPDAHUYEHUM KBAHTU(GUKATOPUMA, KOja
je caMuM TUM aImcoJyTHa 3a cBe TpausdutuBHe Moneine. Crora he m momenu omepanuja cabupama U MHOKEHA
opauHaja, kao n onepamuja G,G' u F GuTu ancoiayTHA 3a MPOU3BOJHAH TPAHZUTUBAH MOIEI.

IIpuveTrMO cafa ma ce omepanuje cabupama W MHOKEHA OPIUHAJa, Kao u ouepamuje G, G’ u F omucyjy
(GOpPMYIIOM KOja MOCTYAMpPa €r3uCTEHNN]y HEKOT CKymna (permuMo (GyHKIUje) Koju Tpeba na UCIyHU HEeKe yCIOBe
ommcaHe popMyaMa Koje Cy alcoiyTHe 3a CBe TpaH3uTuBHe Monene. Crora he mpema mpeTx0omHO] MOCJIE U
NOCTOjaTU KOHAUAH CKyn TeopeMma (makie, popmyia 6e3 ciaobomuaux npomenmuBux!) Tteopuje ZF~ Ttakas ma cy
IIOMEHYTe OIlepalfje alCOJyTHE 3a Ma KOjU TPaH3UTUBAH MOIEJIKOJjU Pe(IEKTYje Te pEeUeHUIE.

W3 KOHCTPYKTUOMIHOCTU CBAKOT OPAMHAJA U allCOJYTHOCTH Kiaace L 3a omeparujy F cienu na y KOHCTPYK-
TUOUTHOM YHUBEP3yMYy L BaKu TakKO3BaHA aKCUMOMa KOHCTPYKTUOMIHOCTU KOja TIacCK

Vz(3a € ORD)F(a) = x

u Koja ce obemeskaBa ca V = L. Cucrem arkcuoma ZF~ + V = L obGenesxkaBahemo ca ZFL. Ilomro cy cBu
KOHCTPYKTUOMIHU CKYIOBU NOOPO 3aCHOBaHU, y3 akcuoMy V = L, TO jecT y3 IPETHOCTaBKYy Aa APYTHUX CKYIOBa
HEMa, CBU CKYIOBU CYy HOODPO 3aCHOBAHU.

Bynyhu na cBe Basbane (popMyJe Baske y CBUM MOAEINMa U A& U3 AICOJIYyTHOCTA POPMYIa @ U ¢ = 1) ciequ
alcoNyTHOCT (OpMyJse ¢ 3a MCTW Taj MOIEJ, MPOM3BOJLAH MOIE] he OUTM alcoIyTaH U 3a CBAKYy TEOPEMY
Teopuje 3a uujy je cBaky akcumoMmy amcoiyran. OBme hiemo mokazatu mse BaskHe Teopeme Teopuje ZFL.

IIpBa ox mux je akcmoma mszbopa. Hawmme, cBakOM KOHCTPYKTUOMIHOM CKYIYy T MOXKEMO HOPUIAPYKUTH
HajMamy opauHad « y o3Hauu rng(x) 3a koju je F(a) =x. Bynyhu na je To npeciukaBame UHJEKTUBHO, TAME
ce mobpo ypebeme opmumana mpenocu Ha kKiaacy L uyuMme je cBaku HeH HOIACKYI moOpo ypeben. Ako Baku
akcumoMa KOHCTpyKTubummaaoctu V = L, onma To ynpaBo 3uHauu ma Basku LlepmesoB mpunnun nobpor ypebema,
a caMyM TUM U akcuoMa usbopa.

Ilpyra je Tako3BaHa reHepaJXCaHa KOHTHUHYYM XMIOTe3a Koja TBpau na m3MmeDy rapawnasHor Opoja Gec-
KOHAUYHOI' CKylla X KapIWHAJIHOr Opoja HeroBor HapTUTUBHOI CKylla HeMa Apyrux kapauHasia. OBaj mokas
je maso caokenuju. IIpermocraBuMo ma Basku akcmoMma KoHCTpyktubuinoctu V = L. Ilokaszahemo mHajmpe
mejemraroct ||rng(x)|| < [[te({z})||. Ty je mapasno, ||z|| o3maka 3a N - |z].

Hexka je x mpoussosmuo u Hera je N D te({z}) TpansuTusan Momesn Koju pediekrTyje KOHAUAH CKYIl PEUEHUIA
koju 00e3bebyje amncosmyrHOCT oOmepamuje F M aKCMOMY KOHCTPYKTUOWIHOCTU. HberoBy KapIuHAJJIHOCT He
MOYKEMO y ONIITEM CJIyuajy KOHTposucatu. Amaum mo nowmoj CKOIEMOBOj TEOPEMU MOSKEMO YOUUTHU E-EIOB eJie-
merTapru moamonea N’ D te({z}) rapaunannocru |[tc({z})||. Ou he peduaerroBaru ucre hpopmyse ka0 MOLET
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N jep My je emeMeHTapHU IHOAMOIEN, KOjU Y OIIITEM CJIydYajy He MOopa 0wty TpandutuBad. Mebyrum, nmomro je
no6po 3acuoBan (jep cy 36or V = L cBu ckynoBu no6po 3aCHOBAHU), OH MMa TPAH3UTUBHU KoJjanc M, koju y
ommreM cayuajy Hehie peduekToBaTu ucte popmyia kao momea N, amu he pedaekroBaTu MCTe pEUYECHUIE KAO
wmeMy n3zoMmopdan monen. Ilomro cMo My 00e3bemunu amcoxyTHOCT omepanuje F amconyTtHOmNy 3a KOHAYAH
Opoj peuenwuria, omepanuja F he dutu amcomyTHa u 3a Momea M.

Y ommreM caydajy, IpU TPAH3UTUBHOM KOJIAICY CBaku esneMeHT x nomena (M, E) ce ciauka y TpaH3UTUBHU
komanc monena (E,, E), rne je E, = {y : yETx}. Honcermvo ce na je ET o3Haka 3a TPAaH3WTUBHO 3aTBOpEHE
penamuje E. Ilomro je y HameMm caydajy MHTEpIpeTaIja pealyje Tpulagamha yIPaBo CKYIOBHO MPUIAAakhE,
u nomro je tc({z}) C N, ciuka ckymna x npu TPaH3UTUBHOM KoJsancy he 6uTu ympaso ckyn z. Ho, momTo cMo
OPETIOCTABUIN aKCUOMY KOHCTPYKTUOMIHOCTU M momTo je moxea M peduerryje, ona he Bakutu 1 y meMmy,
Oa CKylm & MMa KOHCTPYKTUOWJIHMA DAaHr (v, KOjU MOPa y TOM MOZENY na Oyle OpAWHAJ, I1a MOITO je MO
TPAH3UTUBAH, MOpa U MHadve na Oyme opmuuas. Ho, y momeny M Basu F(a) = x, ma 360r amcosyTHOCTH
onepanuje F' 3a momen M mopa 6utu n unave F(a) = z. Ho, kako je momen M rapmunanunoctu |[tc({z})|| =
[|tx(z)|| n xarko a € M, kapausanHOCT OpAUHAJIA « He Mo:ke buru Beha ox ||tc({z})||, jep 360r TpansuTuBHOCTH
momena M Baskn o C M. Tume je TpaskeHa Heje IHAKOCT MOKa3aHA.

IToce6HO, ako je K OeckoHauaH KapAuHad M T C K, KOHCTPYKTUOWJIHM DaHr CKyma x Ouhe Mamu ox kT,
ma Ha Taj HauMH MOOUjaMO jeIHO MHjeKTUBHO MpeciukaBame ckyna P(k) y T, mTo nokasyje reHepanucany
KOHTUHYYM XUIIOTE3Y.

2.3.2 Amnanusa Merone yHyTpPamIEUX Mozejia U H-eHA OrpaHMYeHa

Kana moka3syjemo 3a IBa akCHMOMAaTCKa CHCTeMa Y 1 Y Ja U3 KOHCUCTEHIUje CHUCTeMa Y CJeId KOHCUCTEHT-
HOCT cucTeMma Y’ MOAEJCKAM NPUCTYIOM, Yy IPUHIUIY MU WX Hojazeliy on mMpou3BOJLHOr MOZeNa Teopuje X
MOKa3yjeMo nIa MOCTOjU MOZeJ Teopuje X', miam nosaasehim om mpousBossHOT Mozesa Teopuje Y. HOKazyjeMo mna
cBakKu KoHauaH cucteM akcuoMa K’ C ¥/ mma Momed.

Y caydajy MeTome YHYyTPAIIHUX MOIEJa, UIX Ce MOKAa3yje na CBAKA MOIEJ TEOPUje Y MMa MOAMOIE] KOju
je Momen Teopuje X/, miau ce Hoka3dyje ma 3a Ma KOjU KOHadaH cucTeM akcuoma K’ C Y/ mpousBo/baH MomOed
Teopuje Y MMa IoAMOIeN] Koju je Momen 3a K'.

Ty ce mpBM DpUCTyN OUYUTIETHO CBOOW HA APYTU, QM y ONIITEM CJIydYajy OOPHYTO He MOpa Oa BAKU jep
mpepana MOLesia Teopuje > He MOopa Outu yHU(OPMHA, TO jeCT PEKOHCTPYKIMja MIOAMOIEJA KOJU je MOIes
teopuje K’ Mosxke 3aBucucTi on mszabpaHor cKyma akcuoma K.

Hapemumo jeman mpuMep 3a mocjenmy KoHcTaTarmujy. Heka je ¥ Teopuja cTpUKTHOT JuHeapHOT ypebema <
ca MUHUMYMOM Yy KOME CBAKU €JIEMEHT OCUM MUHUMYMA MMa HEIIOCPEIHOT IPETXOMHUKA U y KOME CBU eJeMEHTH
OCUM €BEHTYaJHO jemHOT mMajy Hemocpemsor ciemberumka. Ca ¢ 03HAUMMO DPEUEHUILy KOjOM C€ TBPIA Ia
CTPUKTHO ypebeme < mMa MAKCMMyM M HEKa je 3& CBAKO N € w PEUYCHUIA KOJOM CE€ M3paskaBa er3MCTEHI)a
Bapem n obGjeraTa o3HaueHa ca ¢,. 3a X' yzehemo Teopujy X+ ¢ + {¢pn : n € w}. Ypebeme (N,<) je jeman
MOZes TeopHuje Y KOju HeMa HUTU jelaH HOAMOMAE] Teopuje L' MaKo MMa IOAMOIE] CBAKOT HeHOT KOHAYHOT
AKCHMOMATCKOT TIOJCUCTEMA.

Herka je M 6uio koju TpamsutuBan momes teopuje ZFL. Kaaca opauHasma 6Ma0 KO TPAH3UTUBHOD MOIEJIa
je HEeKu OpJAMHAJ KOjU 30BeMO BUCHHOM TOr Mogmesa. O63upom na je omeparuja I amcomyraa 3a momen M u
& Taj MOZEJ 3aM0BOJLABA AKCUOMY KOHCTPYKTUOWIHOCTH, OH he Outm obnuka Flal, rme je o Bucuna Mozmesa
M. Ilakse, cBu TpansutuBau Mogmenu teopuje ZFL he 6uru obauka F[a] 3a meku opmunan «, na hie nocrojatu
HajMalbU TPAH3UTUBAH Monea Teopuje ZFL monm ycnoBoM fna yommTe IOCTOjU TPAH3UTUBAH MOJEJ T€ TEOPUjeE.
HapaBmo, Ta mpernocTaBKa je eKBUBAJEHTHA Ca IOCTOjameM TPAH3UTUBHOT Mozeina teopuej ZF~ . Haname he
( O3HAUABATU HajMamu opiuHan Takas ga je Fla] | ZFL, nox mpermocraBKOM ma TakaB OPAUHAJ YOIIITE
MIOCTOjU.

Heka je caga N 6uio roju moaMozes Mozena Fla] koju 3anoBomasa akcnome ZF~ . Tana Tie on 6utu no6po
3aCHOBaH KAO MOAMOJE] TPAH3UTUBHOI Mozena, na e mmarn Tpausurtusau kojanc N'. Ilpurom he Baskurm
N’ = Fla] mon ycaoBoMm ma Basku GapeMm jeman ox ciaenehux uckasa:
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a) Momen N 3am0BObaBa AKCUOMY KOHCTPYKTUOUIHOCTH.

6) N je xrmaca y momeny Fla], To ject mocroje dpopmyna o(z,y1,...,Yn) U enementn b, ..., b, € Fla] Taxsu
na u3 a € Fla] cnequ na je a € N eksuBasienTHo ca Fla] = ¢la, b].

6) Cryn N je TpaHsurusas.

IIpuToMm ce opyru yCcaoB y TEOPUjU CKYIIOBA MOAPA3yMeBa Kada C€ TOBOPU O METOMU YHY TPAIILUX Moaeaa. &
CiIydvajy na BayKU IPBU YCJIOB, TBphEmE cileau Ha OCHOBY UME-EHUIE 18 BUCHUHA MOmenaa N He MOsKe IPEeMAIInTU
Bucuny « mMozena Fla]. Y apyrom ciaydajy ce mOKasyje Oa mpecek MOAMOJENa Ca TPAH3UTUBHUM 3aTBODEHEM
OMJIO KOr IherOBOr €JIEMEHTA €JIEMEHT TOT MOJesa, OJaKJIe MOy IPUIALA U HErOB TPAH3UTUBHU KOJIAIC.

ITocebno, meka je M Owuio koju TpamsutuBaH Momen teopuje ZF~ . Tanma je mpema pasmarpamuma u3
nperxomue tauke MY Takobe Tpamsutusanm momes teopuje ZF . Ho, om je obmuka F|a], ma campxn HajMamu
TpamH3uTuBaH Monen teopuje ZFL koju je yjenno m HajMamW TPaAH3UTWUBAH Moaes Tteopuje ZF ™.

Meron yHyTpammnx MOAENa 3a MOKA3WBaK-€ KOHCHUCTEHNIUje Teopuje Y’ W3 KOHCHUCTEeHnuje Teopuje Y mo-
Opa3yMeBa MPOHAJIAKEHE IOIMOIE]a IPOU3BOBHOI MOLETIA TEOPUje Y TaKO Oa Taj HOAMOIEJ 3aA0BOJBU AK-
crome Teopuje . Y TOM CMHUCIY HE MOKEMO METOIOM YHYTPANILUX MOAEIa JOKA3aTH HE3aBUCHOCT HUTH j€IHE
XUTOTE3€ OM AKCUOMATCKOT CUCTEMa KOjU MMa MUHUMAJAH MOIEJ.

Hera je cama S akcmomMarckum cucreM KOju canpsku Oapem akcuome teopuje ZF~ u kKoju He mpoTuBpeun
Teopuju ZFL, n nexa je H xumore3a KOja He 3aBUCU O TOT CUCTEMA aKCuUOMa. Ta HEe3aBUCHOCT HE MOKe OuTu
IOKa3MBa METOMOM yHYTPAIIKLUX MOAENa, jep y MUHUMAJHOM MOIey Teopuje S xunoresa H wiay Baku Wi
ve Basku. OBaj HemOCTATAK METOME YHYTPAIIBUX MOJAENa HAC MOTUBUIIE O3 U3yYaBaMO U IPYre MeTole 3a
[OKA3WBAIE PEJIATVBHE KOHCUCTEHIM]e ¥ TEOPUjU CKYIIOBA.

WNnaxk, oBo orpannyeme Kao mMTO heMO BUAETU, HE BAKU KaJa C€ METOM YHYTPAIIHUX MOMIEIa CXBATU HEIITO
ONIITHje, KA0 METOJ KOjuM ce moJsiazehu o1 mpous3BOBHOT MOmena Teopuje 1 mpOHaJIA3U HEeroB MOAMOIEIN KOjU
3a0BOJbABA yHAIIPE HATU KOHAYAH IIOACKYI CKymna akcuoma 1.

OsBaj omesmak heMo 3aBpIIMTH jeAHOM BapUjaHTOM UyBeHe TeopeMme amcogyTHocTu. Hera je H 6wmio koja
peuennna orpanndena Ha V. IIpermocrasumo ma ZF~ I H. Tana mocroju momen M teopuje ZF~ + —-H. Axo
ca LM 03HaunMO CKyI CBUX KOHCTPYKTHOMIHUX eleMeHara v Mozxexy M, omma je LM mommomen momena M koju
mpeMa IPeTXOMHUM pa3MaTpamuMa 3aJ0BOJbaBa CcBe akcuome Tteopuje ZFL.

Ho, raro je ckyn V,, amcosyran 3a L Kao TpaH3WTUBHY KJacy Koja pediexTyje oarosapajyhn koHadan
¢parment teopuje ZF~ (manma V, 3a o > w Huje ancoayrad nojam), tBpheme H koje je orpanudeno Ha V,, je
trakobe amconyTrO 3a L, ma ra momen LM pedaexryje ca M. To ympaso smaum na LM = ZFL + —-H, omrocHO
ZFLV H.

OBuMm cMO mokazasu ma ako je TBpbewme H orpanmueno wHa V,, OHIa je OoHO moka3uBo y cucremy ZFL
aKO U CcaMO akKO je HOKa3uBO y cucteMmy ZF™ | To jecT He 3aBucm HuUTH On akcuoMe m360pa, HUTU O aKCHOME
KOCHTPYKTUOMJIHOCTU KOja IpeACcTaB/ba OaJleKO Hajjaud MO3HATY MaTeMaTUJKU IpUHOUN. 1y croaznajy cBu
npobIeMu KOHCUCTEHIIUjE U PEJIATUBHE KOHCUCTEHIMj€e, KA0 U BEJIUKUA OPOj BEIUKUX MATEMATUYKUX IPOOJIEeMa Y
Koje cmanajy Ha npuMmep Pumanosa xunoresa o pacnozxenu Hysna Pumanose (-¢yHuruuje, ['onnbaxoBa xunoresa,
HemaBHO moKaszaHa Besmka ®PepmaoBa Teopema, P mpema NP mpobmem, kao u pa3nu mpobiaeMu aHAJATUYKE
Teopuje 6pojeBa ca aCHMMIOTOTCKUM MOHAIIAKBUMA HEKUX aPUTMETHUUYKNAX (YHKIMja Ba*KHMUX 3a Teopujy Opojesa.

)

Ho, mama cy oBme OuTHM mpobieMU KOHCUCTEHIU]E ¥ PeJIATUBHE KOHCUCTEHIMjE, TAKO T4 MOKEMO ~MUPHE

nyme” na KOPUCTUMO IOMEHYTU Hajjadym MaTeMaTwdku npuHmuno V = L.

2.4 PopcuHT

OBpe KOHCTPYKUMjy HOBOT Monesia HehieMo m3BpmuTy cyskaBameM, Beh nmpommupuBameM naror Mogena. Heka
je P = (P, <) napuujanuo ypebeme Ge3 muanmyma. 3a enemente 2,y € P pehiu hemo ma cy xomnarubunnau, y
osHamum ||y, ako moctoju z € P TakBo ma je z < x u z < y. ¥Y cymnporaoM, pehu hemo na cy maroMnarubuiHn
u nmucahemo xly. 3a ypebeme P pehu hemo na mcnymasa ycioB Ielama aKo MCION CBAKOI €JIeMeHTa MMaMO
nBa mHROoMTIaTubOmiaHa. Hamame hemo pamuTu camo ca TakBuMm ypebhemuma.
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Cawme esemente ypebema 3Baliemo ycaosuma. [Ipurom hiemo pehu na je ycnos p jaum on ycioBa ¢, uiau na
YCJIOB p HOCU BUIle MHPOPMAIHja O yCIOBa ¢, ako je p < ¢. 3a ckyn D C P KakeMoO #a je I'yCT MCIOJ YyCJIOBA
P aKo 3a CBakKO ¢ < p mocToju ycioB r € D takaB nma je r < gq. 3a ckyn D C P hemo pehu ma je rycr ako je
IyCT UCHOJ CBAKOT yciyioBa p. Huje Temko nmpumerutu na cy ciaenehiv yClioBM eKBUBAJIEHTHU.

a) Cryn D C P je rycr ucnoq ycioBa p.

6) Crxyn D C P je ryCT UCHOJ CBAKOT jAUuer yCJIOBA O .

6) Axo je D’ kyn cBux ycnosa g ucnon xojux je ckyn D C P ryct, ouzna je ckyn D’ rycrt ucnon p.
Hapasuo, ekBuBajenTau cy u ciaenehu ycaosu:

a) Cryn D C P je rycr.

6) Cryn D C P je ryct ucmom CBakOr ycJoBa p.

6) Axo je D’ kyn cBux ycaoBa g ucnon kojux je ckyn D C P rycr, onga je ckyn D’ rycr.

CBu 0Bu IIOjMOBU Cy AIllCOJIyTHU 3a CBe TPAH3UTUBHE MoZeie Koju canpske ypebeme P. 3a ckyn G C P
pehu hemo na je dunrep aro 3a ma koje p,q € G moctoju r € G TakaB Ia BARKU T < p U r < ¢ U aKO 3a Ma KOje
p,g€E PuzpeGup<qcunemu q € G. Heka je caga D 6uino Koju CKyn ryctux ckymosa. 3a ¢uarep G pehu
hemo ma je D-remepuuru axo je G N D # () 3a ceako D € D. Bynyhu zma je 3a cBaku ycaoB p CKyT

{geP:q<pVplg}

ryct, 3a regepudky ¢uarep G u yciuoB p mocroje camo ase moryhuoctu: p € G m pLG. Y upsom cayuajy G
cede CBAKWU CKYH KOjU je I'yCT UCHOM P, & Y OAPYTOM HU jeJaH CKYI KOjU je I'yCT CaMO UCIOJM yCJIOBA P U jaUUx
on mera, kao mro je ckyn D' ={q € D : q < p}, rume je D 6Guio Koju ryCT CKyTI.

3a cBakry npebpojuBy ¢amuiujy D rycTtux CKymoBa M Ma KOjU YCIOB p moctoju D-remepuurn duiarep G
Takas ma p € G. 3awucra, ako je D = {D,, : n € w}, oHxAa MOKEMO younTHu HU3 (Pp)nc, TAKaB Ha je pg € Do u
po < pu ma 3a ceako n = 1 6yne p, < pr—1 U pp, € D,,. Tana hie ckyn G = {g € P : (In € w)p, < q} Ourn
TpaskeHn D-renepuuku ¢uirep. IIpumernmo na je oBae ropumhena akcroMma 3aBucHor umztopa DC.

Csaku mpebpojus TpausutuBaH ckyn M rome npunana ypebeme P camnpsku camo npeGpojuBO MHOTO T'yCTUX
monackynoBa on P Gynyhu nma je u cam mpesGpojus. Oaxrosapajyhu remepudrn ¢puarep 30BeMO U IeHEPUYKAM
¢unrepom Han M. Kao mTo cMo Bumenu, TakBu (UITEPU MOCTO]E.

3a csaku ¢puarep G ypebema P ckyn D = P\ G je rycr 6ynyhu na cy cBaka nsa enementa ¢uarepa G
KOMIaTubuiHa, na 3a reaepudkn ¢uarep G HaL TpaH3UTUBHUM MoxersoM M kome npunana u ypebeme P u roju
je 3aTBOpEH 3a omepanujy CKynoBHe pasiuke, Baxku G ¢ M. Haname hemo mpernocrasmaru na je M npeGpojus
TPAH3UTUBAH MOJEJ KOJU UCIYHAaBa Taj yCJIOB.

Knacy mvena VP mepunmenmo pexyps3usHO ca
ceVP & (Vreo)3rp)(r=(r,p) Ape P ATeVP).

Kinaca nvena ce moske M3rpaguTy U XUjePaPXUjCKU KAO

VZ, = VEUP(VT xP)
VP = UVZ;, 34 TPAHWYHU OPIUHAJ (,
B<a
VP = |J VI
a€ORD

Y Be3u ca OBOM HeDUHUIjOM, MOXKE Ce Me(pUHUCATH MMEHCKUA DAHD MMEHA ¢ HA CJIWYAH HAYWH KAO U PAHT
nobpo 3aCHOBAHOI CKyma . Y Be3u C TUM, CBAa MMEHA Cy HOOPO 3aCHOBAHA U HUXOB MMEHCKM DAaHr HUKAIA
muje Behu onx muxoBor pamra y xujepapxuju V.. To je mokasuBo cpenctBuma Teopuje ZF . 36or tora m
360r ummenwUIe Ma ce omepamuja o — V. omucyje ¥j-popMyIoM, MOCTOju KOHAYAH CKyT Teopema Teopuje ZF
ca OCOOMHOM Ia je mojaM MMeHa alCOJyTAaH 3a CBe TPAH3UTUBHE MOJENE KOju PEe(PIIEKTYjy Taj KOHAYAH CKYI
teopema. Hamame hemo mpermocrasmaTu na Momea M ucmymaBa ¥ Taj yCIIOB.
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Wurepnperanujy umena o € M npu remepuurom ¢uarepy G man momesom M y osmakama og u intg(o)
ne(GuHUIIIEMO PEKYP3UBHO Ca

o ={1¢: (3p € G){(r,p) € o}.

Cana momemo nedurmocaTn rerepuuko npommpeme M[G] momena M kao M[G] = {og : 0 € VP N M}. ¥ Besnm
Ca MHTEPIPEeTALjoM, Ae(PUHUIINMO KMe IPOM3BOJLHOI HOOPO 3aCHOBAHOI CKyIa & y O3HALU & PEKyP3UBHO Ca

F={y:y€x}xP.

CpencrBuma teopuje ZF~ ce moka3syje ma cBaku nob6po 3acHOBaH ckyn mMa ume. Hamame hemo mpermocras-
jmaTtu na Mmomesn M pediexrje m Ty Teopemy, kKao um morpeban Opoj Teopema koju 00e3bebhyje amcomyTHOCT
TPAH3UTUBHOT MoJena 3a onepanujy = — &. To je moryhe Oynyhu na je Ta onmepamnuja onucusa Xi-(pOpMYyJIOM.
WMunyximmjom mo panry ckyma x € M mokasyje ce na Baxku jemnHakoct intg(E) = z. To ympaso 3mauu na je mon
HageneHuM ycaosuma M C M[G].

Ho, yxkoanko momen M pedraerryje u noBoman 6poj akcuoma teopuje ZF~ roju 06e36ebyje eraucrenmujy
ckyma I' = {(p,p) : p € G}, onma je 36or I'¢ = G € M[G] \ M naBenmena umkaysuja crpora. Hamame hemo
moApa3yMeBaTU Ja PaguMO U HOJ TOM IPETIOCTABKOM.

Oszumaunmo ca DB(p, D) dopmyny ” D je monckyn on P koju je ryct ucnon P”. Hapasuo, y w0] ¢urypuire
P kao mapamerap. 3a mnpousBosal p € P, popmyny ¢(z1,...,2T,) U UMEHA O1,..., 0, AeOUHALIIMO DeJalujy
popcupama (u3snybusama) Te GopMyse 0 CTpaHe yCJIOBa p IPU BALyauuju T; — o; y o3Hamu p - ¢(oq,...,04)
PEKyP3UBHO ca

plroer & DB(p,{¢geP:3mryern)(¢g<rAnqglFm=0)}),

plFo=71 & Vg<p)(V(mr)e€o)q
q

plk—p < =(3ge€ P)(g<pAqlkp),
plFpAY & plEe Aplk1,

pl-Vro(z,00,...,0,) & (VreVP)plkp(r,o1,...,00).

OBa nmedunUIMja 3aXTeBa HEKe BaxkHe HamoMmeHe. Hawmme, He moctoju Gopmyia kKoja medurume Gopcrupame
IIpOM3BOJbHE (POPMYJIE UMjU je KO NAaT IPU AaTOj BaJIyalyju IPOMEH/LUBUX UMEHNUMA U3 BPJIO CIMYHUX PA3JIora
13 KOjUX He MOCTOjU TakBa GOPMyJia Koja AepUHUIIE pesanujy 3a10Bobemha Ha yEUBep3yMy V. OBre ce 3anpaBo
pamu o jemHoj QyHKUMju Koja cBakroj dpopmynu ¢(Z) npuapysxkyje dpopmyay Foro(Z,p, P) kojy obenesxkaBamo
Kao rope u Koja sHaum "% € VZ u p je ycios m3 P koju popcupa ¢(Z)”. Ilpyro, oBme ce mpBo aepuHUIIE
¢dopcupame aTOMCKUX (POPMYyJa OBOCTPYKOM PEKYP3UjOM IIO PAHT'Y MMEHA, a IIOTOM ce (OpCUPaH-e OCTAJIUX
dopMyna mepuHUIIE UHIYKIIjOM IO ciaoskeHOCTH popmyne. U tpehe, cimyno Kao Kon pernamnuje 3aJ0BOLEHA,
u oBze je Moryhe meduuumcaru nomohy jemue Gopmyiie GOPCUHD penanujy X,-GpopMylie ca DaTUM KOJIOM. 3a
TO je HOBOJPHO NPUMETUTH & BaKU

plk (Ve € o)o(z,0,m1,...,7) & (Vmq)€o)VreP)r<pAr<q=rlto(mor,...,m)).

NHayrnujoMm mo paHry MMeHa Cce Hajupe MOKa3yje na ako yCJIOB p Gopcupa HEKY ATOMCKY (OPMYIIy BaJyu-
paHy HEKMM MMEHUMAa, Ia OHJA MCTO TO (OopcUpa U CBaKU ycaoB ¢ < p. IloToMm ce MHAYKIjOM IO CIOKEHOCTHU
¢opmyJiie nOKa3yje ma TO BaKU 3a CBaKy (OPMYJy, a He caMo 3a aroMcke. Ho, mokaxkumo cana cienehy uyBeHy
TeopeMy, aJi Ipe TOra IPUMETUMO Ia U3 JeuHUNUje GOPCUHT pesamuje 3a ciIydaj (opMylie Koja je Heramuja
Heke aApyre GpopMyJiie HEIOCPETHO CJIeIU Aa Ce 3a Ma KOjy BaJIynpPaHy (OPMYIY ( CBAKU YCJIOB MOke ~ojadaTrn’
[o ycioBa kKoju he ga ¢opcupa unu GOpMyILy @ WU HEeHy Heralujy.

Teopema 65 ZF~ + DC (Popcune meopema) Ilon maBenenum npermocraBkaMa 3a TPOU3BOJLHA UMeHa 0 € M y3
MPEeTXOMHY CUMOOJIUKY BarKy

a) M= (plF (@) & (VG)(peG=MG] E ¢(oa)),
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6) M[G] E ¢(6a) & (FpecG)ME (pl-¢(a)).

Ioxka3: IIpumerumo ma apyru meo Teopeme ciaenu U3 IPBOr. 3awucra, cMep < je tpuBujanan. llro ce tuue
cMepa =, Tpeba caMO KOPUCTUTHU YMEEHUIY AA je CKYIl CBUX YCJIOBa p Koju ¢popcupajy unu ¢(d) nmu —¢(o)
rycr (mro ciemu meduHunuje popcupama —@(d)), 360or uvera nocroju p € G rakas na M E (p Ik (7)) wim
M E (pIF =¢(5)), rae je G mpomssoman resepuusn ¢unrep. Crora hemo mokasatu camo npsu neo tBpbhema.

Tepbheme 3a ciyuaj aTrOMCKAX (HOPMyJsa MOKA3yjeMO CUMYJITAHO (jeIHAKOCT M IPUNAIAHE) JBOCTPYKOM
MHAYKNZUjoM 10 panry uMmena. Hexka M = (p Ik o € 7) u wera p € G. Ilpema nepunvnuju GopcuHr pesianuje

MEDB(p,{ge P: (Fm,ryer)(g<r N ql-m=0)}).

I[TpumernMo ma cy oBAE CBU MOJMOBHU Ca KOJUMa PAIMMO aIlCOJyTHU 3a Momesa M, ocum (opcuHr pemanuje.
Bynyhu nma je ckyn
D={qeP:3mryer)(¢g<r N ME(¢lFm=0)})

nepuHMCcaH yHyTap Mozena M, om he My mpmmamaTtu mox HPETIOCTABKOM na Mmozea M 3amoBossaBa OAro-
Bapajyhu xkonauan ¢parment teopuje ZF~ . To je omaj pparment koju obe3bebhyje amconTHOCT mojMa MMeHA
3a TPaH3UTUBHE MOJEJE U KOjU je IOBOJbAH 3a NOKa3 TeopeMe na 3a cBako ypebewe P = (P, <) ca ycaoBom
nenama U 3a Ma Koja nMeHa o u T nocroju ckyn {q € P: (I(m,r)em)(¢<r AN qlFm=0)}.

Ho, 6ynyhu ma ckyn D nmpunanga momenay M m ma je mojam rycTUHE CKyIa WCIOM JATOT YCJIOBa AICOJJIYTaH,
nocrojalie meko ¢ € G N D. Tana he 3a omrosapajyhie 7 u r Baswutu r € G u M Er -7 =0, kao u 7g € T,
OJlaKJie 0 WHAYKTUBHO] IPETIOCTABIM BaXKU TG = O, ONAKIE je Haj3an og € Tqg.

IIpernocraBumo na oG € 7¢ 3a cBaku G 3a koju p € G u ga je ¢’ < p. Uzabepumo renepuuru puarep G 3a
koju ¢ € G. Tama he mocrojatu nap (m,r) € T 3a Koju Basku r € G u 71 = og. Ho, tama he 3a mpoussoman
g€ P 3arojujeqg<¢,rBaswurtnu q<puME (¢l o €T).

Heka cama M | (p Ik 0 = 7) u p € G. Ilpema nedpuaMImju GOPCUHT peanmje M AICONYTHOCTH OJrO-
Bapajyhux mojMoBa Tama MOpa Aa BayKU

Vg <p)(V(mr)yeo)g<r = ME (¢gl-7enT)).

YourMo Hpou3BOBAH eJeMeHT ckyna og. OH je obuuka mg 3a Heko (m,7) € 0 3a koje je r € G. Ho, nomro
p,r € G, nocrojahie mexo ¢ € G Taxso na Oyne ¢ < p,q. IIpema ropmo]j Gopmyinu 3a mera Basku M = (¢ IF 7 € 1),
OJlaKje MO MHAYKTWBHO] MPETHOCTABOU MOpa outu mg € 7¢. Omnmarie 3akmyuyjeMo na je og C 7g. OOpuyTa
UHKJIY3H1ja Ce TOKa3yje aHAJOTHO.

IIpernocraBuMo cana na Baxku og = 7¢ kan rox p € G. Heka (m,r) € 0 u neka je q < p,r. Vzabepumo
renepuurn punarep G tako na g € G. Tana he mapasuo 6utu u p € GG, na Baxku og = 7. Ho, 36or p < r he
6utu u TG € oG, a CAMUM TUM U TG € Tg. bynyhu na je G 6ro mpom3BosbaH reHepuYKkM Guiarep 3a koju q € G,
npeMa MHAYKTHBHO] mpernoctasuu tana M = (¢ I 7 € 7). Ha canuan Haums ce mposepasa na y mMoneny M
BaKM U OPYTU KOHjYHKT (opMyJie KOjoM ce me¢pmuuine penamuja p l-o = 7. Tume je tBpheme y mornynoctu
IOKA3aHO 3a CJIyYaj aTOMCKUX (GOopMyIIa.

Hera cana M = (p Ik —¢(7)) u mera je G remepmurn ¢uirep takas na p € G. Axo 6u 6uno M[G] = ¢(5¢),
[0 MHIYKTUBHO] IPETIOCTABIN MOCTOjaso 6u Heko ¢ € G takso na M = (¢ IF ¢(7)), a camum tum u Hero 1 € G
3a koje je r < p,q u camum tuM 1 M = (1 IF ¢(7)), mTO je y CympOTHOCTH Ca MOJA3HOM IPETIOCTABKOM Ia

M E (plF =¢()). Crora M | —p(5q).

Yroauro M[G] & —¢(d¢g) 3a cBaku resepuuku ¢punrep G 3a koju p € G, OHIA HUTU 32 JeqHO ¢ < P HE MOKe
6utn M = (¢ IF ¢(d)) jep 6u y cymporHOM 3a remepuukn ¢punrep G takas ma ¢ € G Baxuno M[G| E ¢(Gg) n
p € G cynporro npernocrasmu. Crora, M = (g IF —p(5)).

Ipernocrasumo cana ma M = (p Ik () AY(5)) u na je G remepuuru puarep Takas na p € G. Tanma 36or
M E (plF ¢(3)) Bau M[G] = ¢(¢), a 36or M | (p IF ¢(5)) Baxu M[G] = ¥(5¢). Y cBakoM ciyuajy, Basku
M[G] = ¢(0c) AN (G6)-

Axo 6u 6uino M[G] = ¢(Ga) ANY(Gg) 3a cBaku renepuurn ¢uarep G 3a koju p € G, oHxa 61 38 CBAKK TAKAB
¢uarep Baskusmo M | (plk ¢(3)) u M = (p Ik o(7)), a camum Tum u M = (p I ¢(3) A(F)).

Hexa M |= (pIF Vop(z,5¢)), onna 3a ceako mve m € (VE)M pazwu M |= (pIF ¢(7,5¢)), ma 3a cBaku remepuysu
dunrep G Koju campsxum p u 3a ceaxo mme m € (VPM paxu M[G] = ¢(ng,¢), omrocuo Baxu M[G] = Vz o(z,0¢q).
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O6puyTo, arko M[G] E Vx¢(x,5c) 3a cBaku remepmurnu ¢puarep G 3a koju p € G, OHZA 3a CBAKU TaKaB
dunrep u ceako mve m € (VEOM pamu M[G] & p(ng,d¢), na 6ynyhu na je Ty G TpoW3sBObAH TeHEPUUKN
¢uirep 3a xoju p € G mopa 6utn u M = (plF o(m,5)) 3a cBako ume m € M, a camum tum u M(p I+ Vo ¢(z,5)).
QED

OBpne Tpeba HAIOMEHYTU Aa 33 CBAKy (POPMYJIY (¢ UCKa3M IPETXOIHE TeOpeMe BajKe IO YCIOBOM Ja MOIEN
M szanoBosmaBa onpeben konauan pparment reopuje ZF~ . Taj pparment ykmyduyje norpebHe ocobuue GopUHT
penamnuje Ha TOj GOPMYyJIN U HBEHUM NOTHOPMyJiaMa Koje cy KopumheHe y JOKa3zy.

ITocnemuma 9 ZF~ 4+ DC Ma koju ycnoB p popcupa cBaky Bamany ¢popmyry. lllraBume, 3a Ma kKOju yciaoB p,
CKyn ¢opMmyna GOpPCUPAHUX YCIOBOM p je NEeAYKTUBHO 3aTBOPEH.

Hoxa3z: [IpumernMo Hajupe ga je ckym ¢popmyna S HeAyKTUBHO 3aTBOPEH aKO M CaAMO aKO CAOPIKUA CBE BaJbaHe
(opMyJie U 3aTBOPEH je 3a KOjJYHKIUjY U Monyc noHeHc. HeomxonmuocT Tux yciosa je oumrsnensa. Illto ce tuue
[OBOJLHOCTH, HEKA je 1) popmyra 3a kojy S F 1. Tana mocroje popmyie ¢1,...,p, € S TakBe na @1,...,e, - .
Ho rana je popmyna p; A --- A ¢, = 1 Bamana, Ia npunana ckymy S. Aunu, momrto je ckym S 3aTBOpeH 3a
KOHjyHKUUjy, Ouhie u o1 A -+ A @, € .S, na 360r 3aTBOPEHOCTHU 3a MOIYC HMOHEHC Y € 5.

Hexka je ¢ 6umo roja peuenuna u p € P takaB na p Iff ¢. Hera je M nmpebpojuB TpaH3UTUBAH MOAENT KOjU
pedierTyje moBosbaH KOHauaH (parmeHT teopuje ZF | m koju jom pediaerryje dopmyay p I ¢. Tanma 360r
M E (p IV ¢) nocroju remepuurn ¢uarep G man momeaom M raras ma M[G] £ ¢. Ho, To ympaso 3Haun na
dopmya ¢ HHje BajbaHA.

3aTBOPEHOCT 3a KOHjYHKIUjY CIeOU NUPEKTHO u3 meduuunuje popcurar penanuje. [lokaxumo jomr 3arBope-
HOCT 3a Moxmyc moHeHc. Heka je p ycioB koju gopcupa popmyny ¢, a He popcupa GopMyay . Y KOIUKO Ou
6uio —(3g € P)(¢ < p A ¢lF =), nocrojao 6u npebpojus TpansuTusaH Monesa M kKoju peduerruje Ty popmyy
u norpeban konadaH ¢parmeHt Teopuje ZF~, kao m dpopmymay p I ¢. Ho, To Om 3Haummao ga je ckym cBUX
q € P raxsux na M | (¢ IF ¢) ryct ucnon p. Oryna 6u 3a cBaku remepuuru puiarep G takas ma p € G BaRUIO

MIG] | ¥, wro je y cynporroctu ca M = (p Iff ).

Tume je moxkazano ma mMopa mocrojatu ¢ < p Takso na ¢ Ik —. Ho, u3 p IF ¢ Taga mobujamo ma 3ampaso
q Ik o A=, omarne 36or ¢ < p Bawu p lf —(p A —1p). OG3upoMm ma ce MMIIMKAIMja HA TA] HAYMH A€(UHUIIE
NPEeKO KOHjYHKIWje U Heramuje, nokas je 3aspmed. QED

OsBo tBpheme ce morno morazatu m 06e3 akcuome n3bopa AWPEKTHOM HPUMEHOM aeduHUnUje (GOPCUHT
pejanuje IpoOBepaBameM AKCHOMa NPEANKATCKOI padyHa U 3aTBOPEHOCTU 3a IpaBmia u3Bobhema y (POpPCUHD
penanuju. Tanga He 6u Owiao moryhe nmo3mBame Ha GOPCHUHT TeopeMmy.

IIpoBepuMO cana akCMOMe TeOpUje CKyloBa y TeHepmuko] ekcremsmju M[G]. 3a cBaky akcumomy Teopuje
ZF~ he maMm butu; HeonxomHo na Mozen M 3amoBoJsbaBa Heku KOHaUaH (pparMmeHt teopuje ZF ™.

ExcrensunonannocT Basku 36or rpamsutuHocTn Mozena M[G]. Mozxen M[G] je Tpansurtusan 6ynyhu na 3a
Ma Koje x € og nocrtoju (m,p) € o TakBo ga p € G u na je x = g € M[G].

IIposepumo akcuoMy mapa. 3a Ma Koje og, g he ouru 7¢ = {og,ng} axo je 7 = {o,7} x P. Illrto ce
Tye akcuoMe GeckoHauHOCTH, Oyayhn ma je w amcosyTHA KOHCTAHTA 348 TPAH3UTUBHE MOZEJE, MOMTO CKYI w
no akcuomu Oeckonaunoctu Mopa npunagaru mozeny M C M[G], ornga mopa 6utu n w € M[G], na omer mo
ANCOYTHOCTH TOT TIOjMa 3a TPAH3UTUBHE MOJEJE Y HEMy MOPa BasKUTU aKCUOMa OECKOHAYHOCTH.

[posepumo cana akcuomy cemaparmuje. Heka je o(z,§) 6umo koja gopmyna u meka cy m,6 € MNVP. Tana
ce 3a nMe
p={(r,p) € dom(m) x P: (g € ran(m))((T,q) €T A p<q A M= (plF ¢(7,5)))}

HEIOCPEAHO IIPOBEpaBa 2 BaskU
pc ={7c¢ € ¢ : M[G] = ¢(7¢,0a)}-

IIITo ce Tmue akcuome yuuje, 3a og € M[G| u nme 7 nepurUCAHO Cca

m={p: (Hr.p) €0)3Fq € P)(p,q) €T} x P

Baskn m € M u |Jog C mg. Ocratak mokasa akcroMme yHHje CJIENU U3 CXeMe cemapanuje.

Y mmimby mOKasza akCHMOMe MAPTATUBHOL CKyIla HajIpe NPUMETUMO Oa 3a Ma Koje og, g € M[G] 3a koje je
oq C mg 1 3a uMe

7 ={(p,p) € dom(r) x P: M [ (plF p € 0)}



80 2 Monenu Teopuje CKymoBa

BKU T = Og. 3aucra, ako T € og C TG, OHNA je CBAKaKO x ObJMKa pg 3a Heko p € dom(w), mpm uemy
nocroju p € G takso na M | (p Ik p € 0), ma x = pg € 7¢. Ca mpyre crpane, akO T € TG, OHAA je T = pg
3a Heko p € dom(w), npu dyemy mocroju Heko p € G 3a koje M | (p Ik p € o), omakne x = pg € og. OnmaBue
canma memocpenHo caemu ma je ca T = P(dom(w)) X P maro mMe peanmsanuje MapTATUBHOT CKYIa €JEMEHTA T
y mozery M[G].

Iokasxumo cana cxemy 3amene. Heka je y momeny M[G] nara ¢pyurmuja popmyiom ¢(Z,y, z) ca mapameTpumMa
T, TO jecT

M[G] = VaVy3iz (7, y, 2).

Tanma he cBakako Ba:xUTU 1

M[G] E VaVy3z o(Z,y, 2).

Heka je p € G Ttakas ma M = (p IF VaVy3z o(Z,y)). 3a Ma kxoja umena o,7 € VP moctoju nme 7 € VP 3a koje
Bazku M[G] E ¢(dg,7q,Ta), na hie mocrojatu u ycaos q € G, 3a xoju M | (q - (5,7, 7)).

Bynyhu na momen M 3amoBomasa oarosapajyhy mECTammy cxeme 3amene, 3a cBako mme p € VO N M y
M he mocTojaTu CKymn a CBUX MMEHCKUAX paHrosa « umena m € dom(p) 3a Koje MOCTOjU yCJOB ¢ TakaB Ia
M [ (¢ IF ¢(G,7,7)) u na nputom M = (¢ I ¢(7,7,7")) 3a ceako ume 7" € M Hmxer panra ox 7. Camum TrM
he y momeny M mocrojaru u ckyn b cBuX mMeHa 4mju paHr npunana ckymy a. Ho tama he 3a mve p =0 x P
BayKATU

M[G] & p(oG,7a, Ta)

3a Gap Heko T € b kan rox m € dom(p). Omarne Henocpenso caemu na mMonesx M[G| 3anoBomasa oxrosapajyhiy
MHCTAHIy CXeMe 3aMeHE.

Ocrano je jom na noraske ma ako y M Basgkm ogrosapajyhm komauan ¢pparment teopuje ZFC™ | na he y M|G]
BaKUTHU akcuoma mzbopa. Y ToMm 1y nokaszahemo 3ampaso ciaenehiu ekBuBajeHT akcuome usbopa

3a ceaxu cxyn T nocmoju 0pouUHan KOJU CE MONCE NPECAUKAMU HG .

3aucra 3a Ma koje og € M|G] y momeny M mocroju Oujekmmja f ckyma dom(o) Ha Hekm opauuaa «. Ho,
tazna he 3a ume

7= {{up((f(7))",7),p) : (7, p) € 0},
rae je up(a,b) = {a,b} X P, BA®UTH T¢ : @ ——= 0, YnMe je IOKA3 3aBpIIEH.

HapaBrO, omaBme n Ha OCHOBY MPETXOAHE MOCIEMUIE CIENN Na CBAKUA YCJIOB (OPCHpPA CBAKY TEOPEMY CUC-
Tema ZFC™. To ce morasyje cpencreuma ZFC™.

Cuenelia BaskHa JMBE€HUNA BE3aHA 38 TeHEPUUKE eKCTEH3Uje je aa renepudro npommpeme M[G] canpsku ucre
opamHaJsie Kao Momen M mon yciaoBoMm na momen M 3amoBosaBa morpebaH kKoHauaH ¢pparMenTt teopuje ZF ™.

Jenna unrmaysuja caemu u3 penamuje M C M[G]. IIto ce Tuue apyror cMmepa, HEKA je « OMIIO KOJU OPAMHAJ
u3 M[G]. On mopa 6utu obnuka og 3a Heko ume o € M. Ho, MHAYKIUjOM 0O UMEHCKOM paHry uMeHa m € M
[OKa3yje ce a paHr CKymna g He MOoxke Outm Behim om MMEHCKOr paHra mMeHa 7. Ay, panr opavHajta « je
yIPaBO v, U OH HE IIPEJIa3u MMEHCKU PAHI MMeHa o 300r a = oG, na « He MOke OuTu Behe on MMEHCKOr paHra
nMmeHa o kKoje npunana Moxery M. Crora a € M.

Capna ce mako mokasyje ma 3a Ma kKoju ycioB p Baxku p lFV # L, a camum tum u ga xunoresa V = L me
3aBucu on akcuoma ZFC™. 3a ToO je HOBOJLHO MPOBEPUTHU Aa AKCUOMa KOHCTpyKTuOuiaHoctu V = L He Basku Hu
y jemHoj remepmuroj excrensuju M[G].

Haume, axko momeau M u M[G| 3amoBomasajy morpeban ¢parment teopuje ZF~ koju oGesbebyje amco-
ayTHOCT omepaimuje F' u3 mperxomHor omxedpka, ouaa ckyn G € M[G] me moske Outu roHcTpykTrbuiaan y M[G]
6ynyhu na 6u y nporusaom 3a opaunas « € M[G] 3a koju M|G] = F(a) = G HA OCHOBY AICOIYyTHOCTU BAKUIIO
majupe F(a) = G, a motom kako je F y momeny M ¢ymrumja mnedpunucana ma rmacu ORD, onma Ou 3a HEKn
x € M Basuno M | F(a) = . Ho, omer mo amcoxyraoctn 6u tana 6uno F(a) = x, omakne 6u ciaenmio
G = x € M, mro 3samo na je memoryhe. OBaj mokas je msBonen cpencrsuma teopuje ZF~ + DC.

Y tumaj akcmome m3bopa ce y CKJIALYy ca HAIOMEeHAMa Ha KPajy MPeTXOIHE TaUKe OBIE MOKE €JICUMUHUCATH.
Ospne cy Oune m3moxkeHne ocobure GOPCUHT pesalyje Koje He 3aBuce on m3bopa mapuujaaaor ypebema P roje
3a40BOJbABA YCIOB nemama. Ho, 3a pemaBame 030UBHIjUX TpOOIEeMa OBOM METOAOM j€ jaKO BaXKHO mM3abpartu
omroeapajyhe mapuumjanuo ypebeme koje he mmaru ocobuHy nemama, TAaKO Oa ce HOOUjy sKejbeHe ocobuHe
(OpPCHHT pesanyuje M FeHEPUYKUX eKCTEH3Uja.
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Ho, omvax ce mMoike mpumeTuTn na ce HE3ABUCHOCT aKCHOME M300pa Ol OCTAJINX aKCUOMa TeOPUje CKyIOBa
He MOKe OOKa3aru (opcumHr Meromom, Oyayhu ma mom on momena 3a ZFC™ ysek mobujamo momern 3a ZFC™.
Bynyhu ma cmo penaruBny kKomcucrenTHoCT cucrema ZFL, a camum tum u cuctema ZFC™ mokasanayd MeTomoMm
VHYTpaIlbUX MOAENa, IpeMa HAIoOMaHaMa U3 MPEeTXOMHe Tauke MU Ha MOYKEMO MOKa3aTU na akcuoMa u3bopa
He cuemu m3 akcuoma ZF ™~ Hu Mmeromom ymuyTpmmux momnena. Mebyrum Ilon Koen je To ycmeo ma moraske
koMOuHOBameM obe Merone. To ce makine, He MOke MOKa3aTW HU jeTHOM OJ T€ NBE METOJE IOjeqUHAYHO, aJIU
ILUXOBOM KOMOMHAIMjOM MOKE.

2.4.1 Amnasmsa GOpCUHT MeTOme

Panmnje cmo HamoMenyau na ako ce METOI YHYTPAIIBUX MOIEJIA CXBATU HA yOOUYAjeH HAUWH, BUME Ce He MOKE
[OKA3aTU HE3aBUCHOCT HUTHU jemHe xunorese onx akcumoma ZFC 36or ersucrennuje MuHUMAIHOT Moznenaa. Ho,
aKO Ce KOHI[ENIT METOe YVHYTPAIIhUX MOJea IPOMNUpPY, OEJa TaKBO OrPAaHMUEHe He Mopa na nocroju. Hauwme,
axo je 9 Ouno Koja IPOMEHJLUBA, NEPUHUIIUMO jeAHY (YHKIHMjYy KOja CBakoj GOPMYJM ¢ y KOjOj ce He jaBipa
npomerpuBa I npunpyxyje dopyay Sat, Koja o1 cI000IHNX TPOMEH/LUBUX UMa TAYHO CI000IHE IPOMEHILUBE
Koje mMa u hopMmyia ¢ 1 jom mpoMeHpuBy I Ha caenehwu mHauwmh:

(AM,E)M = (M, E) AM # 0 AE CM? A (v;,v;) € E), v = (v; €vj),

AM,E)M = (M,E) A\M#0AE CM? Av; e MAv; =v;), = (v; =vj),
Sat, = ¢ —Saty, p =,

Sat,, = Saty, p=9 =0,

(M, E)(9 = (M, E) AM £ 0 A E C M2 A (Yo; € M)Saty), @ = (Vo).

Ty je cumGon = ynorpebibeH 3a o3HauyaBame MeTajenHakoctu. Popmyma Sat, omucyje Baskeme dopmyie
@ vy Momeny 9 npu Basyanuju OATO] HEHUM CJIODOMHMM IPOMEHJbUBUM U AICOJNYTHA j€ 38 CBE MOJEJE je3UKa
Lzp, Ta Yak 1 HETPAH3UTUBHE, IITO C€ KPAajihe JeAHOCTABHO MOKA3Yje MHAYKIMjOM IO CJIOKEHOCTH (HOpMYyJIe ©.

IIpernocraBumo cana na je teopuja ZFC roucucrentaa. [lo Teopemu pediiercuje Baskum

ZFCF (VF C ZFC)(Fin(F) = 3IM( ”M je upebpojus u tpausutusas” A M = F)).

Ho, ¢opcunr koncrpyrmnuja je takobe m3senena cpencrsuma ZFC, mro 3naun ma takobe Baku

(VM)(( ”M je npebpojus u Tpamsutusan” AM = F; = M[G] E F)).

ITpurom je M[G] Takobe tpamsurnsan momen. Heka je cana Fy mpoussoman konauan noncucrem ox ZFC+V =1L
u Heka je M 6uino koju momen 3a ZFC. Ilpema mperxomuom, Baxkuhe

M = (3N)(”N je rpamsuruBan mozen” A N = Fy).

Homro M | ”N je rpamsutusan momesn”, monen N nacnebyje penamujy npunanama onx moxena M, omarie
he Gurn nommozmen mozmena M, a 36or ancoxyrroctu Gopmyie N | Fp ie N 3aucra 6utu monen teopuje Fo.

3uaun, cpencrBuma ZFC mokasyje ce ma 3a cBaku koHauaH nozxcucrteM teopuje ZFC + V =L cBaku momen
Teopuje ZFC uma nmommonen koju 3amnoBosbaBa akcuome Fy. IlosuBajyhin ce HA KOMIAKTHOCT, TO yIPaBO 3HAUU

na ZFC k- Con(ZFC) = Con(ZFC + V =1L).

Meron ¢dopcunra, nako HajMONHUjM MO3HATH METOX 3a NOK3a3UBAKE PEJIATUBHE KOHCUCTEHIUjE€ CUCTEMA
aKCUOMa TeOopHje CKyIoBa, UMMa MHOra orpanudema. Ako je mapuujaino ypebeme P ckym, Kao mTo je TO Ouio
y HallleM ciIy4ajy, OHZa (OPCHHI pejlallja HeEMa yTHIaja Ha KapAUHAJIHY apUTMETHKY 3a KapIWHaJe KOJjU CY
Behu on Heror onpebenor. Jla 6u ce m3MeHMIJAa KapAWHAJIHA apUTMETUKA YK I€JIe XUjepapxuje KapIrHaJa,
HEONXOMHO je na mapiujanuo ypebewme P Oyme mpasa kiaca. Ho, Tama mopajy OUTH UCIOYHEHU jOII HEKU
OONaTHU YCJIOBU Oa OW MPOMIIM NOKA3U KbYUYHHX TeopeMa. Mu cMO Ha IpuMep KOPUCTUIN UMHLEHUIYy Oa je
ypebeme P cryn y mOKa3y akCrOMe HAPTUTUBHOL CKyIa U CXEMe 3aMeHe.
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2.5 Beaurku kapmuHamz

Bennkwm kapamHanu cy KapOuHAJIU KOjU CY TOJWKO BEJUKU N3 HBUXOBA €r3MCTEHNNja IOBJIAYM KOHCHUCTEHT-
woct Teopuje ZF~, a camum tum u Teopuje ZFL. IIpema I'emenoBoj TeopemMu HEMOTHYHOCTU U TPETXOITHUM
pasmMaTrpamuMa TO 3HauM Oa ako je Teopuja ZF~ Hemporuspeuna, omza uax Hu teopuja ZFL He Mmoxe na
JOKaKEe er3UCTEHIN]y TAKBUX KapAUMHAJA.

Xujepapxuja BEJIWKAX KapAUHAJIA TOYAIEe ca Ccaab0o HemTOCTWKHUM. DecKoHauyaH KapIuHAJd K je caabo
HeJOCTIKAH aKO je TPAHNYHM, TO jecT Huje obmmka A1, u ako je perymapaH, TO jeCT He IOCTOje Mamy Kap IIHA
A u pyarmmja f: A — Kk KOja je y cmuciy ypebema opamHaia k HEOrDAHUYEHA.

YKOMMKO clabo HeTOCTWAAH KapAWHAJ A 3aJ0BOJ/bABA U jaUl YCJIOB, Ja m3 A < k ciaema 2* < k, OHIa 3a
mhera KaskeMo Ja je 1M jaKO HeJOCTHKAH. Y CJydajy Ja Bakn IeHepaJMCaHa KOHTMHYYM xumoresa (2% = AT
3a cBaKu OeCKOHAYaH KApIUHAJI \), Koja je uHade Teopema rteopuje ZFL, mojam jako HemocTtwskHOr u ciaabo
HEIOCTWXHOT KapIuHaJa Ce M3jeqHadaBajy.

Ho, y cayuajy ma je k jako HemOCTIWKEH KapIuHAaJ, OHAa je CKyl V, momea 3a ZF ™, mom yciaoBoM Oa
VHUBEP3YM 3aM0BosbaBa akcuoMme ZF . Hamme, 3a cBaku IpaHUYHU OPAWHAI (¢, MOAEN V, 3aT0BOJLABA CBE
aKCHOMe Teopuje Z~. YKOIUKO je K jako HeDOCTIKAH KapAWHAJ, OHIA je 3a CBAKU OPIOVHAI & < K CKYHO V,
KapIuHAJHOCTA Mame on k. Ho, ako f:x — V, 3a  CV,, onna he ¢yrsrnumja g : « — ORD neduuucana ca

9(8) = sup{rang(f(y)) : y € x Arang(y) = 5}

360T PeryJiapHOCTH KapauHala Kk U |¢| < kK cInka opauHAN « y KapamHau k. Ho, GyHEmUja g je orpaHndeHa,
na 3a opaunan 3 3a koju je a < < k u g[r] C § Baxu f € Vgy, €V, ma caMmuM y Mozmely V, BaKHU U CXeMa
3aMeHe.

[Ipema mperxomauMm pasmarpamuMa, Oyayhu ma ce y teopuju ZFL mojmoBu jake u ciabe HEeOOCTUKUBOCTHU
K
u3jegHavaBajy, 3a moka3 romcucrennuje teopuje ZFL je moBomam m cucrem akcmoma ZF~ + “mocroju caabo
HeJNOCTI:KaH KapauHai’ . Ako Ty xunoresy o3maummo ca NK, omga mo ['emesnoBoj TeopeMu HEIOTILyHOCTH

ZFL + NK I/ Con(ZFL + NK),

a cCaMM TUM U

ZFL + Con(ZFL) i/ Con(ZFL + NK),

oynyhu ma je xumoreza Con(ZFL) npema nperxomaom caabuja on NK. Asu, momTo je mojaM HeJOCTURHOT Kap-
nuHAJa ancoxyTad 3a L Oyayhu ma ce onucyje IIj-popmynom, y crBapu hie Con(ZFL + NK) 6uru ekBuBaieHTHO
ca Con(ZF~ + NK), na 3anpaBo Baxu

ZFL + Con(ZFL) I Con(ZF~ + NK).

Ca mpyre crpane, npernocrtasumo na reopuja ZFL+-NK nuje koucucrentrna. Tana 6u NK 6uno mokasmso y
teopuju ZFL, nma 6u npema nperxonaum pasmarpamuMma teopuja ZFL morsa ma moraske CBOjy KOHCUCTEHTHOCT,
omaksie 6u mo ['emesmoBOj TeopeMu HEMOTHYHOCTH Owita mporuBpeuHa. Ho, omatiae 6u u teopuja ZF~ Owmia
nporuspeuna. CBe 0BO ce MO:ke m3BecTu y cucremy ZF~ Tako nma

ZF~ F Con(ZF~) = Con(ZFL + —NK).

Osne Bumumo jemuy acumerpujy. Koucucrerntnoct teopuje ZFL + —-NK je mokasuBa cpencTBuMa KOjuMa KOH-
cuctentHocT Teopuje ZFL+NK nmuje moraszusa. llltaBume, knaca ORD Ha HeKr HAYMH OPEACTABIBA jaKO HEIOC-
TU:KAH KapauHat y yauBepsymy WF, amu To muje 3amucuso cpencrBuMma cucrema ZFC™, tako ma 6u teopuja
ZFL+4+NK tpebaso ma Oyne KOHCUCTEHTHA.

Kao mTo je Beh momenyTo, xumjepapxuja BEJUKUX KapIAHAJA CAMO MOYUH€ HEIOCTWKHUM KapIUHAJIUMA.
Omna ce nponmy:kaBa cBe BehuMm u BehiuMm KapauHaIUMa y CMUCITY 18 €r3UCTeHInja BeAuX MMIInimpa er3ucTeH-
OUjy MambuX, aji er3uCTEHNNja MamUX HUje NOBOJbHA na 00e30eou KOHCUCTEHTHOCT er3ucreHnuje ehimx, dak
HU PEJIATUBHY y OTHOCY HA KOHCUCTEHTHOCT €r3UCTEHIje TOr MAer.
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ITocToje jom rope crBapu on acuMmerpuje y MOTyNHOCTY HOKA3UBAaKA PEJIATUBHE KOHCUCTEHIjEe HEKE XUIIO-
Te3e ca akcumoMaMa Teopuje CkymoBa. Penumo, ako ce Heka xunore3a H uspakasa Il;-pedyennnom orpanndeHom
Ha V,,, OHIA [IOJ YCJIOBOM Ja je Ta XUIOTe3a HE3aBUCHA O AKCMOMAa TEOPUje CKyIOBa, NOKa3 KOHCUCTEHTHOCTHU
xunorese H, oqaocHo ~H y onHOCY Ha akcrHOMe Teopuje CKynoBa Huje Moryh. Jlakie, He panu ce O aCUMETPUjU
Ka0 KOJ BEJWKUX KapauHaia, Beh o HemoryhHOCTH qOKa3a peslaTUBHE KOHCUCTEHTHOCTH y 00a cMmepa.

Hawmme, ako 6u dpopmyna ¢ Ouna obauka (VI € V)¢ (Z) 3a mery Yg-dpopmyny ¢(T), omma y ciaydajy ma
nocroje i € V,, TAKO Ja y YHUBEP3yMy Y KOMe paimMo Baxku —p(7), To 6m Omio mokasmBo cpenctsuma ZF
3aro mwro je ¢(Z) jemHa Xo-popMmyiaa orpaHudeHa Ha V,, na 0u xumoresa ¢ Ouia obopusa y cucremy ZF ™ ma
ol mera He 6um Omia He3aBucHa. Crora OM TakBa XUIOTE3a, aKO je 3alCTa HE3aBUCHA, MOpalia OUTH (aKTUUKU
Tauna. A TO je OHIA OKA3 caMe XUIIOTEe3€ ¢ 3a KOJU Cy CaCBUM JIOBOJbHA U cpeacTBa Teopuje ZF ™| Oynyhu
a je MOMKEeMO WHTEPIpPETUPATU y OKBUPY We came. Ay TO OmeT 3HAUM Ja OHA HUje HEe3aBUCHA OJN CUCTEMA
ZF”, mTo je KOHTPAIWKIH]a.

Ila crBap Oyme jom ropa, Ty ce Hajaa3u BeNuHA BaKHUX MaTeMaTUYKUX TBpDema, 1 TO Ipe CBera OHUX KOja
cy Besana 3a Amanusy, Teopujy Bpojesa, Teopujy M3pauynmuocTy u Ha Kpajy npobjieMe KOHCUCTEHIU]je
U pelaTUBHE KOHCUCTEHOUje. 3HAYM, ako je Heka (peJsaTrWBHA) KOHCUCTEHLM]a HEpPaCcIpaB/bUBA, OHAA je Ta
HEpaCIpaB/LUBOCT HENOKA3UBA U HEOMOBPribuBa. Jlakie, BasKyU HEIITO MOy T

ZF™ F (Con(ZF~ + H) A Con(ZF~ + —H)) = Con(ZFL+Con(ZFL) + ~Con(ZFL + H)),
ZF~ F (Con(ZF~ + H) A Con(ZF~ + —H)) = Con(ZFL+Con(ZFL) + —-Con(ZFL + —H)).

3a xumote3dy H rao rope.

Ca mpyre cTpase, IOCTOje OTPpAHUYEHa Be3aHa 33 TAKO3BAHE TPAH3UTUBHE METOJE MOKA3UBAKA PelaTUBHE
KOHCUCTEHIje, e CHanajy MeTone KojuMa cMo ce mMu OaBuim. To cy mMerome kKon Kojux ce mosasehwu on
TPAH3UTUBHOT MOJIEJa YBEK m00Mja TpaH3UTWUBAH. 1UM IMyTeM je HeMoryhe MOKa3aTy HE3aBUCHOCT XUIOTE3a
KOje ce m3pamkaBajy (opmyiaMa OrpaHWYEHVMM Ha V,, jep je amCoJIyTHOCT TaKBUX (OPMYJIa 3a TPAH3UTWBHE
MOJeJie KOjU 3a0B0oJbaBajy oapeben konauan ¢pparmenT teopuje ZF~ noxasusa Beh y Teopuju ZF~. To 3naunm
na je cpemctBuMa Teopuje ZF~ mOKa3MBO A TaKBa XWUMOTE3a WIW BaKU Yy CBUM TPAH3UTUBHUM MOIEIUMA
Teopuje CKymoBa, wiaum HuU y jenHoMm. Ha mpumep, ['emesnoBe TeopeMe HENOTIYHOCTU HUCY JNOKA3UBE TAKBUM
MeTOJaMa, aJiu jecy MOKA3WBE APYTadunjOM METONOJIOTUjOM.

IIITo ce tTuue 'enesnoBrx TeopeMa HENOTHYHOCTY, OHE HAM IOBOPE na CUCTEM aKCHUOMa TeOpHje CKYIOBa He
MOXKEMO HUKAJa yHOTHyHUTHW. [lakie, My HUKaJa He MOKEMO y MOTIYHOCTU ONUCATU KOMIpexeH3ujy. KanTop
je TMOKyImao ca HeOTPAHWUYEHOM KOMIIPEXEH3MjOM, aJll C€ MCIOCTABUIIO A4 je Taj IPWHIWI BOAMO Y IPOTUBpEU-
HOCT. ¥ aKCMOMATCKO] TEOPUjU CKyMOBa Ce KOMIpexeH3uja orpanmdasa. MeDyTuMm Ta Teopuja je HEMOTIyHA.
IlonaBameM HOBUX aKCHOMa MU MOKeMO pehu joinr HemrTo O KOMIPEXEH3Uju, TO jeCT AEIUMUYHO YIOTIYHUTHU
CIUKY O H0j, ajii HUKaJga He Mokemo nahu “mpaBy Mepy”, TO jeCT CUCTEM KOju OMO MOTIYH U HEMPOTUBPEYAH.
Hpyrum peunma, nemoryhe je pehu mra cy Tto ”cBe moryhie koneriuje objekara” .

CranmapiHa akCHOMATHKA TEOPHje CKYyNOBa je HAacTajla Kao peaju3anuja uaeje o KyMyJaTUBHO] Xujepap-
xuju V, Kojom ce mokymao u3behwm Pacenor mapamorc. IlocraBma ce nmrame "mra Ganu’ KyMyJIaTUBHO]
Xyjepapxuju na O0u y NOTIYHOCTH ommcata koMmupexeHsujy. IIpBo, jemuuo mto ce 3ua o Bucuau ORD takBor
VHUBEP3YMa je Ia IPeACcTaBba HEKY BPCTY jaKO HENOCTILKHOD kKapauHata. MeDyruwm, nesna ”raacuuna” Ma-
TEeMaTUKa Ce MOKe M3rPaIuTv U Ha HUBOUMA XUjepapxuje Koju ce mobujajy Ha Taj HAUMH. AJM Kao IITO CMO
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HAIIOMEHYJIM, HEIOTIYHOCT C€ jaBJba jOUI Ha HUBOY V,, & TO je (eHOMEH KOju HOHYDHeHM OAroBOp joIl yBek He
objammaba.

CrBap je y TOMe MTO aKO MOKYIIAMO 13 KOMIIPEXEH3U]y OIMUIIEMO MPEKO KyMyJaTUBHE XujepapXuje, OHIa Ce
Ta AeUHUIMja TO3MBa Ha OIepalujy HapTUTUBHOT CKyIla, KOJU Cce OTUPEKTHO OCJama Ha II0jaM KOMIpeXeH3Hje
KOjU yIpaBO MOKyNIaBaMO Ia OIMIIEMO, TaKO Ja Ty MMa CMUCJIa NOBECTU y NUTAH-€ PEKYPEHTHOCT Te Ne(UHU-
nuje. YKOJIMKO MU Ha npuMmep ~3HamMo” mTa je V.5, MU IMaMO KOMIPEXEH3Ujy Oe(UHNICAHY CAMO IO OKYIJIAha
eleMeHaTa CKyna V44, a ga oucmo mnepuHUCcaAIN V46, HaMa Tpeba KOMIpexeH3nja NeUHUCAHA 3a eJIEeMEHTE
ckyna V,45. Ilarmne, xujepapxuja V, je pekypeHTHO meduHHICAHA CaMO aKO je KoMmpexensuja Beh mara, ma
KyMyJIaTUBHaA XUjepapXuja He MOKe MOCIYKUTHU 3a Ne(UHUCAH€ II0jMa KOMIpeXeH3Hje.

WNnak, oBo jom He o0jammaBa HEKOMIUIETHOCT HA HUBOY V,, Maaa CMO My ce ~omacHO” TpPUOIWKUIN.
Haume, y medpuuunumju ckyna V, ce mojasiyje jemaH BpJio MuctuuynHy cuMmbon w. OH je meduHMCAH Kao, y
CMUCJy WHKJIY3WUje HAjMamU WHIYKTUBAH CKyIN, a TO je Bell mo3uBame HA KOMIPEXEH3WUjy, U TO €JIEMEHATA
ckyma V,, KOju yopaBo Ae(pUHUIIEMO.

IMocToju jemnma muOrO mpenmsuuje oxpebena omepammja D(x) oxm omepammje mapTUTUBHOr CKyma. 1o je
CKyO CBHMX IOACKYHOBa OJ  KOjU Ce MOTY ONUCATU Hpero mapamerapa u3 x. OBre ce paau O jeIHO] MHOTO
onpebeHnjoj BpcTu KOMIIPEXeH3uje, TAKO aa Tpeba OUeKnBaTH a Y YHUBEP3yMy L KOjU ce IIPEKO OBe Olepaluje
MOK€e M3TPAOUTUA XUjePapPXUjCKU Ca

La+1 = D(La)7

L, = U Lg, 3a rpaHMYHU OpIUHAJ «,
B<a

L= U Le.

a€ORD

MOkeMO pehir MHOro Buile O KOMIPEXEH3WjU, & CAMUM TUM UM PEIIUTV MHOI'O BHUIIE MAaTEMAaTUUKAX IPOobIeMa.
Osne je "mpobaemaruuna” omeparuja IapTAUTUBHOL CKyIla 3aMem-€Ha jeIHOM npenusHuje onpebenom omeparu-
jOM KOja ce ociama AUPEKTHO Ha yoruky. MeDhyrum, 360r mojmMa opauHasia OBa Xujepapxuja ce Takobhe mo3uBa
Ha KOMIIPEXEH3Ujy, IPU YeMy KOHCTaHTa L, KOja IITABUIIE ONUCYje MCTU CKYIl KAO KOHCTAHTa V., 'HaTtu’ Ox
ucTux npobieMa Kao M OHA, Ila Ty U He Tpeba OUEeKMBATH HEKM HAIpPENaK HA TOM HUBOY XUjepapxuje, MITO HAM
yIpaBo ¥ TBPAU TEOPEMa AIlCOJIyTHOCTH.

Wnak, Mopa ce mprMeTuTH A Ce Ty KOMIIPEXeH3UWja y Ne(pUHNNUjU KOHCTAHTE w KOPUCTU CaMO HA KOH-
CTPYKTUOMJIHUM CKYIOBMMAa KOJjU Cy MHOTO NpEIu3HHuje NeUHUCAHU, aju Ty Tpeba mMaTtu y BHUAY Oa C€ CBU
MOACKYIOBU oX L, He M0jaBipyjy Ipe HUBOA BUCUHE w1, U KOju e crora 6uTu MHOTO KacHuje mnepuuucanu. Ho,
aKCHOMa KOHCTPYKTUOMIIHOCTH pa3pemaBa Hajehu Opoj murama Ha KOja ce He MOKe OOIOBOPUTU Y OKBUPY
cucrema akcuoma ZFC™. Paasor tpeba TpakuTy y UMHEHUIM A CE€ OHU THUME CBOJE Ha MHOTO NPEIU3HUje
oanpeben mojam opmurasa. Maiso je y MaremMaTunu mojMOBa KOjU Cy TOJNMKO jeTHOCTABHU, a KOjU HA HEKU
Ha4YMH ONNCY]y OECKOHAUYHOCT, KaoO II0jaM OPAMHAJIHOT Opoja.

Y CyIITWHN HAM aKCUOMa KOHCTPYKTHOWJIHOCTHM He pelraBa Ipo0JieM BUCHHE yHUBeEp3yMa, Mana IOCTOju
TeopeMa IO K0joj Ta akcmoma ~oxacena’ HajBehwm meo Beamkmx rapauHata. llpenusHuje, y CUCTEMY aKCHOMA
ZFL ce moka3syje ma MepJ/bUBUW KapOWHAJM, & CAMUM TUM U Behu on mux He moctoje. Mebhyrum, To He 3HAUM na
HaM aKCUMOMa KOHCTPYKTUOMIHOCTU cMamyje HajBehy moryhy Bucuny yHUBEp3yMa, jep kiaace V u L mMmajy ucty
BUCHUHY. Y 3DOK OBOT (DEHOMEHA JIeKM y TOME IITO Kjaca L Huje amcoiayTHa 3a mojaM MEepPJbUBOCTU KapInHAJA.
Kapannan roju je MepbuB y yHUBEP3yMy V, ryOr MepJbUBOCT y Kiaacu L.

Tako HemTO Ce Mmak HE AemaBa Ca HEAOCTIZKHUM KapAWHAIUMA. PAa3ior 3a TO JeXU Yy YNHEHUIU 13 Ce
mojMoBH cyabe, OQHOCHO jake HEIOCTIKMBOCTHU KapanHatia onucyjy Ilj-dopmynama, mok ce mojam MepibuBOCTH
oncuyje X3-popmynom. Kmaca L je xao TpaH3WTHBHA KjIaca alcoNyTHA 3a Xg-popmyne. I[Ipurom, axko Heka
VHUBep3aJHa (OPMyJsa BasKU Ha MIMPOj KIACKH, TUM Ipe Ne BakUTU U Ha Y/KOj, IITO HE MOpa OWTu ciaydaj ca
€r3UCTEHINjaTHIM (OPMYIaMa.

Y cBakowMm ciydajy, 6e3 003upa Ha cBe npobieMe Ha KOje ce Hauia3u, UCIUTUBAKE PEIATUBHE KOHCUCTEHIIN])e
mpeacTaB/ba OCHOBHO OpyDhe mpuiukoMm 0aB/bema HAJTEKWM W HAjBAKHUUM IPOOJIEMOM Teopuje CKyIoBa, & TO
je IpomuprBame CINCKA aKCHOMA.
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