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Predgovor

U ovom radu su opisane dve najefikasnije algebarske metode za automatsko
dokazivanje geometrijskih teorema — Vuova metoda i Buhbergerova metoda
(poznata i kao metoda Grebnerovih baza). Pored kompletnog teorijskog i al-
goritamskog opisa obe metode, opisana je i implementacija metoda u program-
skom jeziku C++. Druga celina rada se odnosi na integrisanje implementi-
ranog dokazivaca u sistem GCLC — aplikaciju za vizuelizaciju geometrijskih
konstrukcija [34]. Geometrijske ilustracije prikazane u ovom radu su uradene
korigéenjem upravo ovog programa (verzija za Windows operativni sistem pod
nazivom WinGCLC).

Glavni cilj ovog rada je implementacija algebarskih dokaziva¢a geometrijskih
tvrdenja. I pored dosta radova koji se mogu pronadéi na ovu temu, ukoliko bi neko
pokusao da na osnovu teorije izloZzene u tim radovima implementira dokazivac,
to ne bi bio jednostavan posao. Dosta detalja treba interpolisati iz date teorije,
a i sama implementacija moze sadrzati za teoriju neinteresantne detalje koji
itekako mogu uticati na performanse (takvi detalji najéesée nisu navedeni u
opisima metoda). Dodatni problem je nedostatak izvornog kéda kod postojeé¢ih
implementacija dokazivaca. Ovaj rad trebalo da bude jedan od retkih otvorenih
i dostupnih geometrijskih dokazivaca algebarskim metodama.

Prva glava rada je uvod u tematiku automatskog dokazivanja geometrijskih
teorema (ADGT'). Osnovna podela dokazivaca je na algebarske metode i metode
koje ne zavise od koordinatnog sistema.

Naredna glava uvodi osnovne algebarske pojmove, definicije i algoritme koji
se koriste u oblasti kojom se bavi ovaj rad.

Treca glava sadrzi uvod u algebarske metode za ADGT. vide¢emo zbog tega
su relativno kasno pocele da se koriste iako su najefikasnije, kao i koji problemi
su otezavali njihovu efikasnu primenu.

Cetvrta glava sadrzi opis Vuove! metode. Ova metoda je razvijena upravo
u svrhu dokazivanja geometrijskih tvrdenja i njena prednost u odnosu na os-
tale algebarske metode je relativno lako izvodenje dodatnih uslova koji moraju
vaziti da bi tvrdenje bilo taéno (uslovi nedegenerisanosti). Teorija potrebna za
izvodenje Vuove metode je bila poznata jos ranije kroz rad Rita (Ritt) na temu
karakteristicnih skupova.

Peta glava sadrzi opis Buhbergerove metode (metode Grebnerovih baza).
Ova metoda je univerzalna i ima brojne primene u algebri, pre svega za utvrdi-
vanje pripadnosti polinoma idealu.

Sesta glava sadrzi opis implementacije dve algebarske metode (Vuove i Buh-
bergerove metode) i svih programskih modula koji su uradeni da bi se metode
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6 SADRZAJ

mogle implementirati.

GCLC aplikacija je program za vizuelizaciju geometrijskih konstrukcija. Po-
red osnovne primene, ovo je i pogodan interfejs za postavku geometrijskih
tvrdenja konstruktivnog tipa. Sesta glava sadrzi i opis integracije algebarskih
geometrijskih dokazivaca u okruzenje GCLC.

Poslednja, sedma glava, daje kratak rezime ovoga rada, sumira postignute
rezultate i bavi se mogué¢im pravcima u kojima se rad moze dalje razvijati.

Na kraju je, kao dodatak tekstu, dat spisak teorema dokazanih ovde im-
plementiranim dokazivacima. Kompletno poglavlje je automatski generisano.
Ulaz u program je geometrijsko tvrdenje zapisano u GCLC jeziku, a izlaz sadrzi
ilustraciju teoreme i podatke iz dokaza teoreme, zajedno sa vrednostima koje
ukazuju na performanse dokazivac¢a. Teoreme dokazane implementiranim doka-
ziva¢ima su dodate u web repozitorijum GeoThms [5].



Glava 1

Uvod

U proteklih trideset godina razvijene su veoma uspesne metode za automatsko
dokazivanje i otkrivanje geometrijskih tvrdenja. Ova glava sadrzi kratak pregled
tih metoda i njihovu sustinu (sadrzaj ove glave zasnovan je na [3]).

1.1 Kratka istorija automatskog rezonovanja u
geometriji

Generalno, postoje dva pristupa masinskom dokazivanju geometrijskih teorema:
pristup zasnovan na vestackoj inteligenciji (Al) i algebarski pristup. Prvi pro-
gram na racunaru za automatsko dokazivanje geometrijskih teorema (ADGT) je
delo Dzelerntera (Gelernter) i koautora [7]. Program je simulirao dokaz na nacin
kako bi ga izvodio ¢ovek i smatran je naprednim programom na polju vestacke
inteligencije toga vremena. Vos (Wos) i koautori su iskoristili njihov metod
rezolucije kao dokazivac opSte namene za eksperimente u dokazivanju geomet-
rijskih teorema preko aksiomatskog sistema Tarskog u elementarnoj geometriji.
Jedna metoda dokazivanja teorema u euklidskoj geometriji je opisana u [6]. Up-
rkos pocetnim uspesima i unapredivanjima tokom vremena, ove metode nisu
prerasle u mocéne dokazivace geometrijskih teorema.

Na polju algebarskih metoda, najraniji pokusaji dosezu do Hilberta. U svojoj
klasiénoj knjizi Osnovi geometrije [8], Hilbert je opisao metod odluéivanja u
klasi konstruktivnih geometrijskih tvrdenja afine geometrije. Kao sto je Tarski
primetio, Hilbertovi rezultati ,,su tesno povezani sa metodom odluc¢ivanja u
elementarnoj geometriji, ali imaju ograniceni karakter”.

Tarski je 1951. godine objavio metod odlucivanja za teoriju realnih zatvorenih
polja ¢ime je pruzio i metod odluéivanja u elementarnoj geometriji [9]. Uprkos
nekoliko unapredivanja od strane Sajdenberga (Seidenberg) i drugih istrazivaca,
godinama su varijacije metode Tarskog ostale neprakti¢ne za dokazivanje netriv-
ijjalnih teorema geometrije. Godine 1974., Kolins (Collins) je dao vazan dopri-
nos na liniji dokazivaca tipa Tarskog [10]. Ovaj metod je implementirao Arnon
i nekoliko teskih algebarsko-geometrijskih tvrdenja je uspe$no dokazano.

Prakti¢no, Dejvis (Davis) je bio prvi koji je istrazivao algebarski pristup za
ADGT na racunarima [11]. Njegov dokaz Paposove teoreme na racunaru je u
sustini ve¢ opisan od strane Hilberta koji medutim nije pruzio opsti mehanicki
algoritam za vodenje dokaza.
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Prodor na polju ADGT je napravio kineski matemati¢ar Vu. Ogranic¢avajuéi
se na klasu geometrijskih tvrdenja koja se mogu izraziti u vidu jednakosti, Vu je
1977. godine predstavio metod koji moze efikasno dokazati veoma teske geomet-
rijske teoreme. S obzirom na to da je preko 130 teorema uspesno dokazano ovom
metodom [13], Vuov rad je ubrzo postao poznat i izvan Kine. Ko (Ko) i Husein
(Hussain), Vang (Wang) i Hu (Hu), Gao (Gao), Kapur (Kapur) i Van (Wan)
su uspeli u implementaciji dokazivaca zasnovanih na modifikovanim verzijama
Vuove metode. Kasnije je utvrdeno da se algebarska teorija potrebna za Vuovu
metodu moze pronadi i u rezultatima do kojih je dosao matematicar Rit mnogo
godina ranije [11]. Ova metoda je danas poznata kao Rit-Vu metoda karakter-
isti¢nih skupova. Do danas je na stotine teorema iz euklidske i ne-euklidskih
geometrija dokazano implementacijama Vuove metode.

Uspeh Vuove metode je ponovo probudio interesovanje za dokazivanje geo-
metrijskih teorema na ra¢unarima. Istrazivana je primena metode Grebnerovih
baza i Buhbergerovog (Buchberger) algoritma [15] na istu klasu geometrijskih
tvrdenja na koje se odnosi i Vuova metoda. Osamdesetih godina dvadesetog
veka tri istrazivacke grupe (Cu (Chou) i Selter (Schelter), Kapur, Kucler (Kut-
zler) i Stifter) su objavile uspesne rezultate.

Ostale uspesne primene metoda eliminacije na ADGT uklju¢uju metod rezul-
tanti (Jang (Yang), Zang (Zhang), Hu (Hou)) [16], NZD racunski pristup (Kalk-
brener), pristup provere numerickih uzoraka (Hong, Zang, Jang, Deng, Vang),
metod Brauer-Sajdenberg-Vang i metod Diksonovih rezultanti.

Vuova metoda i metoda Grebnerovih baza se odnose na geometrijska tvrdenja
zadata u vidu jednakosti. Teorijski, Kolinsova metoda moze dokazati (ili opovr-
gnuti) svaku re¢enicu u geometriji Tarskog. Mnogi istrazivaci su se fokusirali na
razvo]j efikasnijih algoritama za specijalnu klasu problema koji uklju¢uju nejed-
nakosti. Vu je predlozio metod pronalaska minimalne ili maksimalne funkcije
nad polinomima pod odredenim uslovima koris¢enjem metode karakteristi¢nih
skupova (eng. Characteristic Sets, CS) i Lagranzovih multiplikatora.

Prethodno nabrojani radovi se odnose na elementarnu geometriju. Kako
je metod karakteristicnih skupova (CS) takode primenjiv i na diferencijalne
polinome [17], Vu je prosirio CS metod i na dokazivanje teorema diferencijalne
geometrije.

Sve prethodne metode imaju zajednicko da prvo prevode geometrijsku po-
stavku u jednacine na osnovu relativnih koordinata tacaka i zatim barataju tako
formiranim jednakostima. Potraga za metodama koji ne barataju koordinatama
u ADGT je pocela poctetkom osamdesetih godina proslog veka jer se verovalo
da bi se tako dobili dokazi u ¢itljivom obliku. Poc¢etkom devedesetih predlozeno
je nekoliko uspesnih nealgebarskih metoda: metoda povrsina (Cu, Gao, Zang)
[18], vektorska metoda za konstruktivna tvrdenja (Cu, Gao, Zang) [19], metod
algebre zagrada (Rikter(Richter)-Gebert) [21] i metoda Klifordove algebre (Li i
Ceng (Cheng) [22], Fevre i Vang). Eksperimenti su pokazali da su dokazi do-
bijeni ovim metodama generalno krac¢i od dokaza dobijenih algebarskim meto-
dama. Od ovih metoda, metod povrsina koristi izvorne geometrijske invarijante,
kao §to su povr§ina, odnos duzi, Pitagorina razlika, itd. Glavna prednost ove
metode je da svaki korak u dokazu ima jasno geometrijsko znacenje. Program
zasnovan na metodi povrsina je uspeo da dokaze preko 500 geometrijskih teo-
rema i pri tom za neke od njih proizvede krate dokaze od do tada poznatih
18],

U novije vreme, pristup zasnovan na vestackoj inteligenciji i heuristikama je
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napredovao do nivoa da moze dokazati na stotine teskih geometrijskih problema
i proizvede kratke dokaze efikasno [23].

1.2 Implementacije algebarskih dokazivaca

Od trenutka objavljivanja Vuove metode do danas, pojavilo se dosta imple-
mentacija algebarskih dokazivaca. Najvise uspeha su pokazali dokazivaci zasno-
vani upravo na Vuovoj metodi, ali ne zaostaju mnogo ni dokazivaéci bazirani na
Grebnerovim bazama, Kolinsovoj metodi, i ostali.

Postojec¢e implementacije uglavnom podrzavaju vise metoda istovremeno.
To je i razumljivo s obzirom da je veliki deo implementacije zajednicki za sve
algebarske metode (svodenje geometrijske teoreme na algebarski problem, al-
goritmi i operacije nad polinomima, itd.), dok se samo algoritmi spefici¢ni za
samu metodu razlikuju'.

Najpoznatija, i verovatno najmocénija implementacija, je Cuvo dokazivac [4],
koji nazalost nije javno dostupan. Ostali popularni dokazivaci su GEX — Geom-
etry Expert (autori Ksiao-Sin Gao, Zang i Sang Cing Cu)7 JGEX - java verzija
programa GEX od istih autora (internet adresa:
http://www.cs.wichita.edu/"ye/), GEOTHER (autor Dongming Vang) i MMP
Geometer (autori Ksia-Sin Gao i Ciang Lin). Nazalost, do pomenutih dokazivaca
se tesko dolazi, interfejs samih programa je komplikovan, nedostaju primeri
ulaznih teorema i priru¢nik za korisc¢enje, te ne postoji sirok krug korisnika.

Autoru ovog teksta nije poznata nijedna potpuno slobodna implementacija
geometrijskih dokazivaca koriséenjem algebarskih metoda (sa neke strane to je
i razumljivo s obzirom na potencijalne komercijalne primene takvih programa).
Zato je jedan od ciljeva ovog rada i da se pruzi implementacija dokazivaca koja
¢e biti otvorena, javno dostupna, ukljucujuéi veliki broj ulaznih teorema i imati
Sirok krug korisnika.

1.3 Motivacija istrazivanja geometrijskog zaklju-
civanja

Geometrija je oduvek zahtevala i formalni postupak i matematicku intuiciju pa
je potpuno prirodno §to se nametnula kao prva oblast matematike koja je pocela
da se istrazuje u okviru vestacke inteligencije. Postoje i drugi razlozi za to, kao
$to je postojanje odgovarujuce vizuelne ilustracije za geometrijske probleme, sto
oblasti.

Proucavanje geometrijskog zakljucivanja je doprinelo razvoju i drugih oblasti.
Na primer, rad Dzelerntera je doneo nove ideje u oblast automatskog rezono-
vanja, kao §to je koriS¢enje modela i lema u dokazu. Sa druge strane, Vuov rad
je unapredenje metode karakteristi¢nih skupova prethodno razvijenih od strane
Rita. Time je ponovo ozivljeno interesovanje za rad ovoga matematicara, a
primene su pronadene i u drugim oblastima van geometrije.

Na kraju, geometrijski dokazivaci imaju i komercijalnu primenu. Razli¢ite
aplikacije automatskog geometrijskog zakljucivanja su nasle svoju primenu u

LOvaj rad opisuje i sadrzi implementacije vise od jedne metode
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brojnim oblastima, kao §to su: ucenje podrzano racunarima, robotika (Huang i
Vu [30]), dizajn povezanih lanaca (eng. linkage design) (Gao, Zu i Huang [29]),
racunarska vizija (moguénost masine da razume slike) (Kapur i Mandi [31]),
inteligentni rac¢unarski dizajn masina (eng. computer-aided design, CAD) (Gao
i Cu [27], [28]), modeliranje integralnih delova objekta (eng. solid modeling)
(Vu [32]) i druge.



Glava 2
Osnovni pojmovi i definicije

U prvom delu glave navesé¢emo osnovne algebarske pojmove i strukture koje se
pominju u tekstu (pretpostavlja se prethodno poznavanje osnovnih matematickih
pojmova kao Sto su skup, relacija i sliéno). Drugi deo glave sadrzi opste al-
gebarske algoritme koji se koriste u veéini algebarskih metoda za dokazivanje
geometrijskih teorema.

2.1 Osnovne algebarske strukture

Definicija 1 (Monoid) Monoid (M, %) je uredeni par skupa M i binarne re-
lacije x : M x M — M wu kojem vaZe sledeée aksiome:

1. Zatvorenost: Za svako a i b iz M, a b je takode u M.

2. Asocijativnost: Za svaku trojku a, b i ¢ iz M vaZi:

ax(bxc)=(axb)*c

3. Neutralni element: Postoji e iz M takvo da za svako a iz M vazi:
axe=exa=a
Takvo e zovemo neutralni element monoida.

Definicija 2 (Grupa) Grupa (G, *) je uredeni par skupa G i binarne relacije
*: G X G — G koji zadovoljava sledeée aksiome:

1. Zatvorenost: Za svako a i b iz G, a xb je takode u G.

2. Asocijativnost: Za svaku trojku a, b i c iz G vazi:
ax(bxc)=(axb)*c
3. Neutralni element: Postoji e iz G takvo da za svako a iz G vazi:
axe=exa=a

Takvo e zovemo neutralni element grupe.
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4. Imnverzni element: Za svako a iz G, postoji b iz G za koje vaZi:
axb=e
gde je e neutralni element grupe.

Definicija 3 (Komutativna grupa) Grupa (G, *) u kojoj vazi komutativnost,
odnosno za svako a i b iz G vazi:

axb=bxa
se naziva komutativna ili Abelova grupa.

Definicija 4 (Prsten) Prsten (R, +,x*,0,1) je uredena petorka skupa R i dve
binarne relacije +: RX R — R i ¥ : R X R — R u kome vaZe sledece aksiome
prstena:

1. (R, +) je komutativna grupa sa neutralnim elementom 0
2. (R, %) je monoid sa neutralnim elementom 1

3. Relacija * distribuira nad relacijom +, odnosno wvaZe sledeée dve jed-
nakosti:
ax(b+c)=axbt+axc

(a+b)xc=axc+bxc

gde su a, b i ¢ proizvoljni elementi skupa R.

Definicija 5 (Komutativni prsten) Prsten (R, +,%*,0,1) je komutativni pr-
sten ako je operacija *x komutativna, odnosno ako za svako a i b iz skupa R
vazi:

axb=bxa

Definicija 6 (Polje) Prsten (R,+,%,0,1) je polje ako je uredeni par (R \
{0}, %) grupa sa neutralnim elementom 1.

2.2 Polinomi

Polinomi su jedna od osnovnih algebarskih struktura i predstavljaju izvesno
prosirenje prstena. U ovom poglavlju da¢emo manje formalnu definiciju poli-
noma vise promenljivih.

Definicija 7 (Polinomsko prosirenje prstena) Algebarska struktura Klx],
gde je K prsten a x novi objekat ili promenljiva, predstavlja prosirenje prstena
K i definise se kao skup svih objekata oblika:

p(z) = anz™ + an_ 12"+ ..+ ag

za neko n > 0, gde su koeficijenti a; iz prstena K (a; € K). Navedene objekte
naziwamo polinomima jedne promenljive nad prstenom K. Indeks n nazivamo
stepen polinoma p(x) i pisemo:

deg(p) =n
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Definicija 8 (Term polinoma) Faktore oblika a;x* iz definicije polinoma nazi-
vamo termima. Broj ne-nula termova (term ¢iji vodeéi koeficijen nije jednak
nuli) koje sadrzi polinom je broj termova polinoma.

Primetimo da iz definicije sledi da je K C Klz]. Ovako definisan skup
polinoma K [x] je zatvoren u odnosu na operacije sabiranja i deljenja, pa samim
tim vazi i naredna teorema:

Teorema 1 (Prsten polinoma) Polinomi na prstenom K predstavljaju pr-
sten u odnosu na operacije sabiranja i mnoZenja, gde su nula (neutralni ele-
ment) i jedinica isti kao i u prstenu K. Ukoliko je K komutativni prsten, tada
je i K[z] komutativni prsten.

Kao $to smo prosirenjem prstena K dobili prsten K[z], na isti na¢in mozemo
prosiriti prsten K[z] novom promenljivom y i dobiti prsten K[z][y]. Ovako do-
bijeno prosirenje zapisujemo i u obliku K[z, y]. Prsten K[z,y| nazivamo prsten
polinoma dve promenljive nad prstenom K.

Nastavljajuéi opisani proces, dolazimo do definicije prstena polinoma vise
promenljivih nad prstenom K.

Definicija 9 (Polinomi viSe promenljivih) Prsten polinoma promenljivih

(x1,22,...,2.) = x nad prstenom K oznacavamo sa K[x1,...,x.] (ili K[x]) i
definisemo kao skup objekata sledeceg oblika:

n
plx, 22, ..., 2,) = p(x) = Z T S SR
=0

gde su koeficijenti a; iz prstena K.

Definicija 10 (Monomi) Moniéni polinomi (monomi) nad prstenom K|z| su

svi polinomi oblika:
k

x
za neko prirodno k. Nula se ne smatra monomom.

Polinome mozemo da definisemo kao funkcije.

Definicija 11 (Funkcija polinoma) Polinom p iz prstena K[x] je funkcija
koja slika K™ u K. Vrednost u tacki k = (k1,...,k.) € K" se definise kao:

p(k) = 3 aiki" ko kp
=0

gde je polinom p(x) definisan kao u definiciji 9.

Definicija 12 (Nule polinoma) Nule polinoma p(x) iz prstena K[x]| su sve
tacke k = (k1,...,kr) € K" za koje vazi:

p(k) :p(ktha' '~7kr) =0

Skup svih nula polinoma p(x) oznacavamo sa V(p).
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Definicija 13 (Sistem polinoma) Skup polinoma (p1,p2,-..,pn) nad prste-
nom K|[X] nazivamo sistem polinoma. Zajednicke nule svih polinoma iz sistema
oznacavamo sa:

V(pla s apn)

Lako je pokazati da vaZi:

Vipr, ... .pn) = V(p1) NV(p2) N -+ N V(pn)
Definicija 14 (Ideal) Ideal I prstena K je struktura za koju vazi:
e (I,+) je pod-grupa grupe (K,+)
o Za svakoa €l i1 ke K vazi ka € 1.

Ovom definicijom je obuhvaéen i ideal nad prstenom polinoma K[x].

Definicija 15 (Ideal polinoma) Ideal I nad prstenom polinoma K[x] gener-
isan sistemom polinoma (p1,p2,-..,Pn) je definisan kao:

I={Qipr +- +Q.p,|Q; € K[x]}

Lako je pokazati valjanost prethodne definicije, odnosno da skup iz definicije
zadovoljava aksiome ideala.

Teorema 2 (Hilbertova osnovna teorema) Svaki ideal nad prstenom poli-
noma K[x] je generisan konacnim sistemom polinoma.

Dakle, za svaki ideal iz prstena polinoma, postoji sistem polinoma
(p1,p2, - .- ,Dn) koji ga generise.

2.3 Osnovni algebarski algoritmi

U ovom poglavlju razmotricemo neke algoritme i teoreme opsteg tipa koje se
koriste u Vuovoj i ostalim algebarskim metodama.

2.3.1 Algoritam pseudo-deljenja

Jedna od osnovnih operacija u algebarskim metodama je pseudo-deljenje poli-
noma (poznato i kao ostatak pri deljenje polinoma).

Definicija 16 (Polu-ostatak pri deljenju polinoma) Neka je A komutativ-
ni prsten (na primer, prsten polinoma Qyi,...,ym] gde je Q komutationi pr-
sten). Neka su f = anv™ +---+ag i h = bgv® + -+ + by dva polinoma iz Alv]
gde je v nova promenljiva. Polu-ostatak pri deljenju polinoma f polinomom h
po promenljivoj v definiSemo na sledeci nacin:

poluostatak(f,h) = by f — anv™ *h
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Definicija 17 (Pseudo-deljenje polinoma) Koristedi oznake iz prethodne de-
finicije, razmotrimo sledeéi lanac deljenja sa polu-ostatkom polinoma:

ro = f
1 poluostatak(ro, h)

r; = poluostatak(ri_1,h)

Neka jem; = deg(r;,v) stepen polinomar;. Zam; > k vazi da je m; > mjy1.
Za najmange t takvo da vazi my < k (Sto se mora desiti u konaénom broju
koraka) definise se rezultat pseudo-deljenja na sledeéi nacin:

prem(f, h,v) =

Algoritam pseudo-deljenje se moze iskoristiti u primeni euklidovog algoritma
nad polinomima i tako izracunati najveci zajednicki delilac dva ili vise polinoma.

Primer 1 (Algoritam pseudo-deljenja) Neka su data dva polinomas:
px)=a"+2* —2? —x+2
q(z) = 2% =22 4223 — 2 + o +1

Ponavljaéemo pseudo-deljenje na dva poslednja rezultata sve dok ne dobijemo
rezultat nula:

r(z) = prem(p,q) = 3z* - 22° + 42? — 20 + 1
s(r) = prem(q,r) = 22" +132° — 22+ 13
t(x) = prem(r,s) =z>+1

u(x) = prem(s,t) =0

Ovim smo dobili da je NZD(p,q) = t(x) = 22+1. Posto smo pronasli zajednicki
faktor dva polinoma, moZemo ih faktorisati © napisati u prostijem obliku:

p(z) = (@ +1)(2® + 2% —2+2)
q(z) = (@® + 1) (2 — 22> + 2+ 1)

Teorema 3 (Ostatak pseudo deljenja) Za ostatak pseudo deljenja u ozna-
kama definicije 16 vazi sledeéa formla:

wf=aqh+re, gdejes<n—k+1ideg(ro,v) < deg(h,v) (2.1)

Dokaz: Dokazuje se indukcijom po n = deg(f,v) za fiksno h. Ako je n < k,
tada je 1y =19 = f 1 f =0-h+ry. Pretpostavimo da je n > ki da
formula 2.1 vazi za sve polinome f za koje je def(f,v) < n. Posle prve
iteracije vazi 71 = by, f — a,v" *h, gde je a, vodeéi koeficijent of f. Posto
je deg(r1,v) < n na osnovu induktivne pretpostavke vazi bﬁcr =q1h+ 9.
Zamenom u prethodnoj formuli tvrdenje je dokazano. |
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2.3.2 Algoritam sukcesivnog pseudo-deljenja

U ovom delu ¢e biti izlozene definicije trougaone forme sistema polinoma, sukce-
sivnog pseudo-deljenja i formula ostatka, koje se koriste u Vuovoj metodi.

Definicija 18 (Trougaona forma) Sistem polinoma (hy, he, ..., h,) nad neza-
visnim promenljivama (z1, T2, ..., Ty) je trougaoni ako svaki polinom h; u nizu
sadrZi najvise jednu novu promenljivu x; koja nije sadrZana ni u jednom prethod-
nom polinomu (hq,...,hi_1).

Definicija 19 (Sukcesivno pseudo deljenje) Pretpostavimo da je sistem po-
linoma f1, fa,..., fr iz prstena polinoma Klus, ..., ud,21,...,Ty] U trougaonoj
formi. Bez umanjenja opstosti, mozemo preimenovati promenljive tako da se
sistem bude u obliku:

fi(ua, ..o ug, 1)
falur, ... ug,x1,22)
(2.2)
fT(uh ey Udy X1, T2, 7x7‘)
Neka je dat polinom g = g(ua,...,ud,21,...,2,) i neka je sukcesivno pri-
mengjen algoritam pseudo-deljenja dat definicijom 17:
erl = prem(gvf’raxr)
R.—2 = prem(R.—1, fr—1,2r-1)
Ry = prem(Ry, f1,21)
Ry se naziva poslednji ostatak i oznacava se skraéeno sa prem(g, fr,..., f1)-

Teorema 4 (Formula ostatka) Neka su f1,..., fr i g zadati kao u definiciji
19. Tada postoje nenegativni celi brojevi si,...,S, i polinomi Q1,...,Q, takvi
da je:

(1) 7' Ifrg=Q1fi+...Qrfr + Ro, gde je I; vodeéi koeficijent polinoma
fi-

(2) def(Ro, ;) < deg(fi,x:), za svakoi=1,...,r.

Dokaz: Koristimo indukciju po r. Ako je r = 1 tada se formula svodi na 2.1.
Pretpostavimo da je r > 1 i da formula vazi za r — 1, tj.

' IRy = Qufi+ ... Qr_1fr—1+ Ro
i deg(Ro,x;) < deg(fi,z;) za svako ¢ = 1,...,r — 1. Kombinujuéi sa

R,_1 = I77g — Q, fr, (takode posledica teoreme 2.1) dobijamo (1) i (2).
O
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2.3.3 Jednostavan algoritam svodenja na trougaonu formu

Postoji puno nacina da se sistem polinoma svede na trougaonu formu. Ovde ¢ée

biti predstavljen jedan od najjednostavnijih algoritama, po svom obliku veoma

slican Gausovoj metodi eliminacije za sistem linearnih jednacina.
Pretpostavimo da je dat sistem polinoma nad prstenom polinoma K[u, x]:

hi(ui, ..., ug,T1,...,2,) =0
ha(ut, ..., udg,T1,...,2,) =0

(2.3)
he(ug, ..o g, @1, .. 2) =0

Ovakav sistem polinoma, videéemo kasnije, na algebarski na¢in opisuje ge-
ometrijsku konstrukciju. Parametri u; su nezavisne promenljive i oznacavaju
opsti karakter geometrijske konstrukcije (proizvoljna prava, proizvoljna tacka,
itd.). Parametri x; su zavisne promenljive i oznacavaju geometrijske uslove (ko-
ordinata preseka dveju pravih, normala iz tacke na pravu, itd.). Svaki polinom
iz sistema je jedna hipoteza geometrijske konstrukcije. Broj zavisnih promen-
ljivih je jednak broju hipoteza, odnosno svaka hipoteza odreduje jednu zav-
isnu promenljivu. Nakon postupka transformisanja geometrijskog tvrdenja, broj
hipoteza i zavisnih promenljivih po pravilu moraju biti jednaki.

Da bi se pocetni sistem sveo na trougaonu formu, najpre se moze eliminisati
promenljiva x, iz r — 1 polinoma da bi se dobio slededi sistem:

filut, ... ug, w1, ., or—1) =0
(2.4)

floy(ug, .o ug, Ty, 1) =0

fiuy, .. ug, @1, .. ) =0

Zatim se isti postupak primenjuje na prvih r — 1 polinoma da bi promenljiva
x,_1 bila eliminisana iz svih osim jednog polinoma, i tako redom.
Eliminacija promenljive z,. iz r — 1 polinoma se izvodi na sledeé¢i nacin:

Sluéaj I Ako se z, ne pojavljuje ni u jednom polinomu iz skupa od r polinoma,
algoritam se prekida i daje se obavestenje o tome. Radi se o gresci u
primeni procedure, tj. pogresan je izbor parametara tvrdenja.

Sluéaj IT Ako se promenljiva x, pojavljuje u samo jednom polinomu f;, tada
se taj polinom postavlja na mesto polinoma f,. Time je zadovoljena forma
2.4.

Slucaj IIT Ako jedan polinom f; ima stepen 1 u odnosu na promenljivu z,.,
tj. deg(fi,z.) = 1, tada se svi ostali polinomi mogu podeliti tim poli-
nomom i iz njih eliminisati promenljiva x,. Polinom f; se postavlja na
mesto polinoma f, i svaki polinom f;, j = 1,...,7 — 1, zamenjuje se
polinomom f; = prem(f;, fi,z). Time je zadovoljena forma 2.4.

Sluéaj IV Postoji vise polinoma koji sadrze promenljivu x, i nijedan od njih
nije stepena jedan. Potrebno je izabrati dva polinoma koji imaju mini-
malni stepen po promenljivoj x,, neka su to f, i f.—1 (ukoliko se radi o
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polinomima sa drugim indeksima, izvrsiti odgovarajuéu zamenu). Pret-
postavimo da je deg(fr—1,z,) < deg(f,z,). Neka je:

= prem(fr, Jr—1, 337’)

tada je deg(r,z,) < deg(fr—1,2,) (u geometrijskim primerima, ¢esto je
deg(ri,x,) = deg(fr—1,2,) — 1). Ako je deg(r1,2,) > 1, neka su:

ro = Prem(fr—h 1, xr)

rs = prem(ri,re, ;)
i tako dalje, sve dok za neko k nije zadovoljen jedan od slede¢ih uslova:

1. deg(rk,x,) = 1. Uzeti ry i 7x—1 za nove vrednosti polinoma f, i f,._1
i vratiti se na slucaj IIL.

2. 1, = 0. Zakljucujemo da polinomi f. i f.—; imaju zajednicki delilac
i da je pocetni sistem polinoma svodiv. Posto je ovo jednostavna
procedura, ovakvi slucajevi se nete reSavati. Algoritam se zaus-
tavlja uz odgovarajuce obavestenje (ovakva situacija se retko desava
u geometrijskim problemima).

3. deg(rg—1,x,) > 11deg(rg,z,) = 0 (odnosno ry je slobodan od x,.).
Uzeti r 1 rx—1 za nove vrednosti polinoma f, i f,._; i vratiti se na
slucéaj II.



Glava 3

Algebarsko dokazivanje
geometrijskih teorema

Algebarska geometrija je oblast matematike koja kombinuje abstraktnu algebru
i geometriju. Rene Dekart je prvi uocio jasnu povezanost ove dve oblasti stavivsi
u istu ravan i geometrijsku sliku i koordinatni sistem. Centralni deo algebarske
geometrije je izuc¢avanje sistema polinoma viSe promenljivih koji se dobija kada
se geometrijski objekti i odnosi predstave na analiticki nacin.

Tako je algebarska geometrija primenjiva na sve tipove geometrija, ovaj rad
¢e se baviti isklju¢ivo euklidskom geometrijom. Mmnogi rezultati prikazani u
tekstu su opsteg tipa i vaze u svim geometrijama, a na nekim mestima ¢e to biti
i naglaSeno.

3.1 Propusti u tradicionalnim dokazima

Da bi se mehanicki izveli dokazi geometrijskih teorema, moraju se striktno
postovati pravila i aksiome geometrije. Pokazuje se da su naizgled trivijalni
dokazi veoma teski ukoliko se trazi kompletan i striktan dokaz.

3.1.1 Tradicionalni euklidski dokaz

Jedan od glavnih propusta u tradicionalnim euklidskim dokazima je zanemari-
vanje uslova kao $to su uslovi vezani za dve strane jedne prave i unutrasnjost
ugla.

Razmotrimo najpre sledeéi primer i tradicionalni analiticki dokaz.

Primer 2 Neka je dat paralelogram ABCD (AB || CD, BC || AD) i neka je
E presek dijagonala AC i BD. Dokazati da je AE = CE (slika 3.1).

Tradicionalni dokaz ove teoreme pocinje time §to se pokaze da je AACB =
ACAD (iz ¢ega sledi da je AE = CFE). U dokazu podudarnosti ovih trouglova,
koristi se ¢injenica da je ZCAB =2 ZACD. Ovo je ,,0¢igledno” na osnovu slike
imajuéi u vidu da se radi o alterniraju¢im uglovima u odnosu na dve paralelne
prave AB i CD. Ovde je implicitno pretpostavljena ,,trivijalna ¢injenica” da
su tacke D i B na suprotnim stranama prave AC. Medutim, ovu ,,trivijalnu
Cinjenicu” je teze dokazati nego sam problem!
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Slika 3.1: Paralelogram

Slika 3.2: Svaki trougao je jednakostrani¢an

Ovaj jednostavan primer pokazuje tesko¢e u implementaciji geometrijskih
dokazivaca polazeé¢i od tradicionalnih dokaza. Najlogi¢nije resenje je pored ak-
sioma, dokaziva¢ snabdeti i teoremama koje se mogu koristiti u cilju ubrzanja
,,trivijalna ¢injenica” navedena u prethodnom primeru, pa bi se ta i ostale teo-
reme mogle ¢uvati u bazi podataka gde bi bile dostupne dokazivacu. Medutim,
ovakav pristup povla¢i za sobom niz drugih problema, kao $to je, na primer,
konzistentnost dokaza §to ilustruje naredni primer.

Primer 3 (Svaki trougao je jednakostranican) Ako je ABC proizvoljan tro-
ugao onda vazi da je CA= CB (slika 3.2).

Dokaz: Neka je D presek simetrale duzi AB i bisektrise ugla ACB. Neka su
DE i DF podnozja normala iz tatke D na prave AC i BC redom. Lako
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se pokazuje da je ACDE =2 ACDF i AADE = ABDF. Stoga je CE +
EA=CF + FB, odnosno CA = CB. O

)

Naravno, u pitanju je kontradikcija, ovaj ,,dokaz” nikako ne moze biti tacan.
Ali indikativno je kako koriséenje pomoénih teorema (ne iduéi u dokazu do samih
aksioma) moze dovesti i do ovakvih ,,dokaza”.

3.1.2 Primer algebarskog dokaza

Analiticki dokaz tvrdenja 3 bi izgledao otprilike ovako:

Neka je u ravni dat Dekartov koordinatni sistem i neka u njemu tacke imaju
sledeée koordinate: A = (0,0), B = (u1,0), C = (u2,u3), D = (z2,21), i
E = (z4,23). Tvrdenje zadatka (AE = CFE) je sada ekvivalentno jednakosti
g = 2ugxy + 2usrs — u% — u% =0.

Fiksirajmo tacke A, B i C'. Na osnovu jednacina za prave AD i C D mozemo
odrediti koordinate tacke D, a na osnovu jednac¢ina za prave BD i AC' mozemo
odrediti koordinate tacke F. Zatim zamenom dobijenih vrednosti u polinom g
mozemo utvrditi da li je jednakost tacna.

Dve jednacine za odredivanje koordinata tacke D, odnosno za reSavanje
nepoznatih x7 i xo su:

AB H CD: hl = U171 —UIU3 = 0
DA H CB: hgngxg—(UQ—ul)xl =0

Sliéno, dve jednacine za odredivanje nepoznatih x3 i x4 su:

E pripada BD: hg = z124 — (x2 — u1)z3 —uix1 =0
E pripada AC: hg = ugxqy — usxs =0

Resavanjem prve dve jednacine dobijamo x1 = u3 i 29 = us—u;. ReSavanjem
poslednje dve jednacine i koris¢enjem dobijenih vrednosti za x1 i 22 dobijamo
x3 = u3/2 1 x4 = uz/2. Konagno, zamenom svih vrednosti u g dobijamo da je
g = 0. Time je dokaz zavrsen.

Navedeni dokaz je slican dokazu koji je koristio P. J. Dejvis da bi dokazao
Paposovu teoremu na rac¢unaru [11].

Jedan problem sa ovakvim dokazom je u tome §to nisu naglaseni uslovi nede-
generisanosti bez kojih tvrdenje teoreme moze biti i neta¢no. Nije naglasena
Cinjenica da smo dokazali da je geometrijsko tvrdenje ta¢no samo u ,,opStem”
slucaju. Na primer, da bismo dobili gornja resenja za nepoznate x1,xs, 3 i x4,
moramo pretpostaviti uy # 01 us # 0, tj. uslove nedegenerisanosti da tacke A,
B i C nisu kolinearne.

3.2 Geometrijska tvrdenja konstruktivnog tipa

Uslovi nedegenerisanosti (NDG uslovi) za geometrijsku teoremu se mogu navesti
u ¢itljivoj, geometrijskoj formi (na primer: nekolinearne tacke, dve prave imaju
presek, dva kruga imaju presek i tako dalje). Medutim, automatsko odredivanje
NDG uslova i njihovo navodenje u takvoj formi je izuzento tezak problem koji
do sada nije reSen u opstem slucaju. Problem je delimi¢no reSen za odredene
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klase geometrijskih teorema, kao, na primer, kod Vuove metode za klasu kon-
struktivnih geometrijskih teorema. Ova klasa geometrijskih tvrdenja nije re-
striktivnog karaktera i, kao §to ¢emo videti, obuhvata veé¢inu poznatih teorema.

Zbog jednostavnosti, govorimo samo o geometriji ravni, ali su opsti principi
prosirivi i na prostornu geometriju.

Definicija 20 (Konstrukcija prave) Neka je II konacan skup tacaka. KaZe-
mo da je prava | konstruisana direktno iz I ako:

e [ sadrzi dve tacke A i B iz 11

e | sadrzi jednu tacku C iz 11 i paralelna je sa pravom odredenom dvema
tackama A i B iz 11

e | sadrzi jednu tacku C iz II ¢ normalna je na pravu odredenu dvema
tackama A i B iz 11

o | je simetrala duzi AB, gde su A i B iz 11

Prava [ konstruisana direktno iz II je dobro definisana ako su tacke A i B iz
definicije 20 razlicite.

Slicno se moze definisati direktna konstrukcija kruga u II, odabirom dve
razlicite tacke O i A tako da je O centar kruga i OA polupreénik kruga.

Definicija 21 (Geometrijske teoreme konstruktivnog tipa) Geometrijska
teorema je konstruktivnog tipa ako tacke, prave i krugovi u tvrdenju mogu biti
konstruisani na konacan nacin koriséenjem sledeceg skupa konstrukcija, gde je
II skup tacaka prethodno konstruisan:

e Konstrukcija 1: Biranje nove, proizvoljne tacke. Za koordinate tacke se
uzimaju nove slobodne promenljive (u;, wit1).

e Konstrukcija 2: Biranje nove, proizvoljne prave. Svodi se na biranje dve
nove tacke.

e Konstrukcija 3: Biranje novog, proizvoljnog kruga. Svodi se na biranje
dve nove tacke.

e Konstrukcija 4: Biranje proizvoljne prave koja sadrzi postojecu tacku.
Svodi se na biranje nove tacke.

e Konstrukcija 5: Biranje proizvoljnog kruga sa poznatim centrom. Svodi se
na biranje nove tacke.

e Konstrukcija 6: Biranje proizvoljne tacke na postojec¢oj pravoj. Za koordi-
nate tacke se uzima jedna nova slobodna promenljiva i jedna nova zavisna
promenljiva (u;,x;) (ili (zj,u;)).

e Konstrukcija 7: Biranje proizvoljne tacke na krugu. Za koordinate tacke se
uzima jedna nova slobodna promenljiva i jedna nova zavisna promenljiva

(uiﬂxj)'

e Konstrukcija 8: Tacka odredena presekom dve postojece prave. Za koordi-
nate tacke se uzimaju dve nove zavisne promenljive (;,2;41).
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e Konstrukcija 9: Tacka odredena presekom prave i kruga. Za koordinate
tacke se uzimaju dve nove zavisne promenljive (2, j41).

e Konstrukcija 10: Tacka odredena presekom dva kruga. Za koordinate tacke
se uzimagju dve nove zavisne promenljive (2, 2j41).

e Konstrukcija 11: Tacka koja je podnozje normale iz postojece tacke na pos-
tojec¢u pravu. Za koordinate tacke se uzimaju dve nove zavisne promenljive

(T, jt1).

e Konstrukcija 12: Prava koja je bisektrisa ugla koji odreduju dve postojece
prave. Svodi se na konstrukciju jedne tacke te prave (druga taca je teme
ugla). Za koordinate tacke se uzimaju dve nove zavisne promenljive
(@, 2j11)-

e Konstrukcija 13: Tacka koja je simetrala duzi odredene dvema postojecih
tacaka. Za koordinate tacke se uzimaju dve nove zavisne promenljive

(T, jt1).

Definicija 22 (Konstruktivno tvrdenje) Konstruktivno tvrdenje je relacija
jednakosti medu konstruisanim tackama.

Treba napomenuti da ovo nije konacan skup konstrukcija. Na slican na¢in
se, na primer, mogu dodati konstrukcije vezane za krive drugog reda i neke
druge konstrukcije.

Izbor koordinata se moze dodatno pojednostaviti. Prva tacka umesto ko-
ordinata (u1,us) moze imati koordinate (0,0), dok druga tacka moze imati
koordinate (u1,0). Ukoliko je neka prava paralelna sa z ili y osom, sve tacke na
toj pravoj ¢e imati iste y, odnosno x koordinate.

Neke konstrukcije u pojedinim situacijama mogu biti nekonzistentne sa pret-
hodnim konstrukcijama. Na primer, konstrukcija 8 ne odreduje novu tacku
ukoliko su dve prave paralelne. Ovakvi sluc¢ajevi se retko desavaju, zato Sto
se teoreme obi¢no zadaju u ispravnom obliku. Veéina metoda za automatsko
dokazivanje geometrijkih teorema moze automatski otkriti nedoslednost i ne-
konzistentnost konstrukcija i to prijaviti korisniku.

3.3 Prevodenje geometrijskih konstrukcija u poli-
nome

Jedan od problema kod koriSéenja algebarskih metoda jeste reSavanje geomet-
rijskih tvrdenja koja ukljuc¢uju velicine kao $to su mera duzi, mera ugla i sli¢ne.
Mera duzi se ne moze predstaviti polinomom i da bi se iskazala jednakost koja
ukljucuje ovu meru u obliku polinoma izraz se mora osloboditi operacije ko-
renovanja. Prosto kvadriranje nije dozvoljeno zato $to se nakon kvadriranja ne
dobija ekvivalentan izraz. Ovaj problem je tesno povezan sa definisanom ori-
jentacijom u geometriji (u euklidskoj geometriji su definisani orijentacija duzi,
orijentacija povrsine i orijentacija ugla).

Stoga, vecina algebarskih metoda ne moze u opstem slu¢aju resavati teoreme
u kojima se pominje rastojanje izmedu tacaka i druge pomenute mere. Ipak,
takve teoreme je u velikom broju slucajeva moguce preformulisati tako da se
ovaj problem izbegne (videéemo kako).
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Neka su date tacke A, B, C, D, E, F', G i H i neka su koordinate tacke
X = (z1,22), gde je X iz skupa prethodno navedenih tacaka.

1. Za tvrdenje "AB = CD”, koristi¢emo kvadrat rastojanja izmedu dve
tacke:

AB* —CD" = (a1 — b1)? + (a2 — b2)* — (e1 —d1)? — (2 — d2)* = 0

2. "Tacke A, B i C su kolinearne”, ili ”tacka A pripada pravoj BC”. Ekvi-
valentna polinomna jednakost je:

(a1 — b1)(bs — ) — (az — ba)(by — 1) = 0
3. "AB | CD:

(a1 — b1)(ca — da) + (a2 — ba)(c1 — d1) = 0
4. 7AB 1. CD”:

(a1 — b1)(c1 — dy) + (a2 — ba)(ca — dg) = 0

5. ? Tacka A pripada krugu sa precnikom BC” je ekvivalentno sa BA 1 CA.

6. 7 B je srediste duzi AC” je ekvivalentno uslovima da B pripada pravoj AC
i dve duzi AB i BC' su podudarne. Posto se radi o kolinearnim tackama,
nema razloga da se razmatr samo rastojanje, dovoljan je uslov:

2b1—a1—61:()/\2b2—a2—02=0

7. 7AB-CD =FEF -GH”:
AB°.CD -EF -GH =0

8. "kAB =1CD": .,
KAB - 12CD" =0

9. 7 Algebarska suma duzi AB, CD i EF jednaka je nuli’. Ovaj uslov se
koristi kada zelimo da navedemo da je jedna duz jednaka zbiru druge dve
(u opstem slucaju, ove tri duzi ne moraju biti paralelne). Zbog ogranicenja
metode (ne mozemo koristiti pravu meru duzi posto ta veli¢ina koristi
operaciju korenovanja kada se prevede u algebarski oblik), koristimo ovaj
slabiji uslov — da je algebarska suma te tri duzi jednaka nuli.

Posto suma ili razlika dve duzi trazi orijentaciju (koju pokusavamo da
. . ’- . . —52
izbegnemo), ovaj uslov se razmatra na sledeéi na¢in. Neka je 22 = AB",
y? = CD’i:%=TFEF . Trazeni uslov je ekvivalentan sa:

(x—y—2)z—y+2)c+y—2)(z+y+2)=0

Interpretacija je sledec¢a: poznati su nam kvadrati rastojanja, ali ne i sama
rastojanja. Posto krajnja suma treba biti jednaka nuli, moramo uzeti u
obzir sve kombinacije suma po vrednostima x, y i z, zato $to neke vrednosti
mogu biti i negativne. Takvih kombinacija ima 23 = 8, ali je dovoljno uzeti
Cetiri od njih (preostale ¢etiri su negacije neke od prve ¢etiri).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

” Krugovi (A, BC) i (D, EF) se dodiruju”’. Ekvivalentno sa uslovom da je
algebarska suma duzi AD, BC' i E'F jednaka nuli. Algebarskom metodom
ne mogu se razlikovati slu¢ajevi unutrasnjeg i spoljasnjeg dodirivanja (kao
ni unutrasnji i spoljasnji ugao, itd.).

Kao s§to je pomenuto, kod neuredenih geometrija ne moze se raditi ”do-
davanje” ili "oduzimanje” duzi. Ipak, kada je re¢ o duzima na istoj ili
paralelnim pravama, onda se moze u potpunosti baratati sa orijentisanim
duzima. To je stoga $to umesto duzine duzi, mozemo koristiti udaljenost
izmedu z ili y koordinata, a posto se radi o duzima na paralelnim pravama,
svi odnosi ¢e biti jednaki do na konstantni faktor.

" Odnos orijentisanih duzi AB/CD gde je AB || CD” je ekvivalentan sa
jednim od:
(b1 —a1)/(dr — c1) V (b2 — a2)/(d2 — ¢2)

Prva vrednost se moze koristiti kada prave nisu paralelne y osi, dok se
druga vrednost moze koristiti kada prave nisu paralelne = osi. Ukoliko je
u problemu zadata veli¢ina odnosa dve duzi, moze se pretpostaviti da je
odgovornost onoga koji je postavio teoremu da su duzi paralelne ili se to
moze dokazati od strane dokazivaca.

" Tacke A, B, C i D su harmonijski spregnute”. Tacke A, B, C'i D moraju
biti kolinearne, i tada se ovaj uslov prevodi u slede¢u jednakost:

AC/AE = DA/DB
” Unakrsni proizvod tacaka A, B, C i D" se definise kao:
o1 DB
CB DA
"AB —CD — EF + EA = 0" je ekvivalentno sa:
(b —a1) —(dy —c1) = (fi —e1) + (a1 —e1) =0
ili
(bQ — CLQ) — (dQ — CQ) — (fQ - 62) + (ag - 62) =0
Prva jednakost vazi ukoliko prava nije paralelna y osi, dok druga jednakost

vazi ukoliko prava nije paralelna z osi.

Umesto podudarnosti uglova, da bismo zaobisli problem sa orijentacijom,
koristi¢emo slabiji uslov — kongruencija uglova. Dva ugla pripadaju is-
toj klasi ako i samo ako su podudarni ili se dopunjuju do pravog ugla
(tj. tangens uglova je jednak).

Funkcija "tg(£LABC)” se definiSe na sledeé¢i nac¢in: neka su k; i ko uglovi
izmedu pravih BA i BC i z ose (ta vrednost se moze definisati kao (a; —
b1)/(az — be) ili co ukoliko je ag = by). Tangens ugla tada je jednak:
(ko + k1)/(1 — k1ks) ako je ki #£ooNky#o0oAN1l—kika #0
oo akoje 1—kiko=0
—1/ky ako je k1 =00 Aky# 0
—1/k1 ako je ki #ocoNks =00
0 akoje ki=ko=
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16. "ZABC = ZDEF” je ekvivalentno sa:

tg(LABC) —tg(LDEF) =0

17. ” Tacke A, B, C i D pripadaju istom krugu.”:
tg(LACD) —tg(£BCD) =0

18. 7/ZABC + LAlBlCl + ZAQBQCQ ~ /DEF” je ekvivalentno sa:
Ovim uslovom se moze opisati trisetrisa ugla.

19. ” Dvostruka orijentisana povrsina trougla ABC, u oznaci V(ABC)” je jed-
naka:
(a1 —b1)(b2 — c2) — (ag — b2)(b1 — c1)

20. ” Dvostruka orijentisana povrsina éetvorougla ABCD, u oznaci o(ABCD)”
je jednaka:
V(ABC)+ V(CDA)

3.4 Pogodan izbor koordinata tacaka

Pri izboru koordinata tacaka u Dekartovom sistemu u primerima iz potpoglavlja
4.3, najcesce je uzimano da prva tacka ima koordinate (0,0), tj. koordinate
koordinatnog pocetka, a druga tacka pripada osi X i ima koordinate (u1,0).
Ovakav izbor koordinata smanjuje broj promenljivih za tri i bitno uproscava
dalje racunanje i smanjuje vremensku i prostornu slozenost izvodenja dokaza
(svi termovi u svim polinomima koji bi sadrzali neku od te tri promenljive su
anulirani).

Ovakav izbor koordinata je postao veé¢ standardan i koristi se u svim al-
gebarskim metodama, medutim nigde nije naglasena korektnost i postavljeno
pitanje da li se time umanjuje opStost dokaza? Sledeta jednostavna teorema
daje odgovor na ovo pitanje.

Teorema 5 Dat je polinom h(uq,...,uq,21,...,2,) = 0 nad skupom promen-
livih (us, ..., uq, x1,. .., Zy) koji je dobijen kao jednakost geometrijske konstruk-
cige. Tada vazi:

h(ui, ... udg, 1, .. 2p) = 0= h(uy,...,ul,x,...,2) =0

gde su koordinate ul i ) dobijene tako $to je na geometrijsku konstrukciju pri-
menjena neka od operacija translacije ili rotacije.

Dokaz: Tvrdenje vazi s obzirom da se geometrijski odnosi i veli¢ine (duzina
segmenata, ugao izmedu pravih, pripadnost tacke pravoj, itd.) éuvaju pri
tranformacijama translacije i rotacije. O

Iz navedene teoreme sledi da izbor pocetnih koordinata ne umanjuje opstost
dokaza.
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3.5 Osnovna ideja algebarskog dokazivanja geo-
metrijskih teorema

Postoji dosta metoda za algebarsko dokazivanje geometrijskih teorema (u ovoj
tezi Ce biti opisane dve takve metode). Kod svake metode postoje varijacije
same metode (u cilju dokazivanja specijalnih sluc¢ajeva ili ubrzanja programske
implementacije metode). Sada ¢emo neformalno iskazati ono Sto je zajednicko
za sve algebarske metode.

3.5.1 Apstraktni opis algebarske metode

Sveséemo problem na geometrijska tvrdenja konstruktivnog tipa u kojima se ge-
ometrijsko tvrdenje iskazuje u obliku jednakosti. Dakle, takvo tvrdenje se sastoji
od geometrijskih konstrukcija i geometrijskog tvrdenje koje iskazuje jednakost
izgradenu od konstruisanih objekata.

Kod svih metoda se polazna geometrijska konstrukcija prevodi u algebarski
oblik, a to je sistem polinoma (p1, pa, . . ., p.) nad prstenom K|x1, ..., 2,]. Prime-
timo da broj polinoma u sistemu odgovara broju promenljivih i ova zavisnost
odgovara intuitivnoj pretpostavci da je sistem od n jednacina dobro defin-
isan samo ukoliko ima m nezavisnih promenljivih. Nacin prevodenja u sis-
tem polinoma je izvrSen na taj nacin da je geometrijska konstrukcija tacna
(odnosno da se objekti nalaze u polozaju opisanom konstrukcijom) u nekoj
tacki k = (ki,...,k,) iz prostora K" ako i samo ako vazi k € V((p1,p2,-.-,pr),
odnosno k je zajednicka nula polinoma iz sistema.

Na slican naéin se i geometrijsko tvrdenje prevodi u polinom g nad istim
prstenom polinoma.

Definicija 23 (Algebarska formulacija geometrijske teoreme) Geometrij-
sko turdenje je dokazana algebarskom metodom ukoliko je dokazana sledeca im-
plikacija:

(Vk e K")(k € V(p1,p2,...,0r) = k€ V(g))

Smisao definicije je sledeéi: ukoliko je za neku tacku prostora K" ostvarena
geometrijska konstrukcija, onda u toj tacki mora vaziti i geometrijsko tvrdenje.

Ovaj pocetni korak je zajednicki vec¢ini algebarskih metoda. Nadalje, svaka
metoda se sastoji od karakteristi¢nih algoritama za manipulaciju pocetnog sis-
tema polinoma ne bi li se dokazalo ili opovrglo geometrijsko tvrdenje. U svakom
koraku algoritma, trenutni sistem polinoma se uz odredene transformacije trans-
formiSe u novi sistem polinoma:

(p7i7p127 s 7p:«1) - (pl{i_lapl;_la e 7pi:r+11)

koji ima isti skup nula kao i prethodni sistem, odnosno:
V(0L Py opr) = VIO 05" 0

Ovim je takode naglaseno i da se broj polinoma u sistemu moze menjati izmedu
koraka !

ITo je, na primer sluéaj kod Grebnerove metode, dok kod nekih metoda (na primer kod
Vuove metode) broj polinoma u sistemu ostaje uvek isti



28 3 Algebarsko dokazivanje geometrijskih teorema

Algoritam staje u trenutku kada se sistem polinoma svede na normalnu
formu za datu metodu (definicija normalne forme sistema zavisi od same metode,
na primer kod Vuove metode to je trougaona forma, a kod Buhbergerove metode
to je Grebnerova baza). Kod svake algebarske metode je potrebno dokazati da
se svaki sistem polinoma svodi na normalnu formu u kona¢nom broju koraka.
Slozenost jednog koraka metode kao i prose¢ni broj neophodnih koraka da se
sistem svede na normalnu formu odreduju slozenost metode.

Na kraju, algebarska metoda sadrzi i algoritam kojim se proverava da li
je polinom koji je odreden geometrijskim tvrdenjem posledica normalne forme
sistema polinoma. Rezultat u ovom slucaju moze biti da je tvrdenje tacno
ili netac¢no, ukoliko je algebarska metoda potpun sistem odlucivanja, ili da je
tvrdenje tacno ili da se ne zna pouzdano ta¢nost geometrijskog tvrdenja, ukoliko
metoda nije potpun sistem odlu¢ivanja (u ovom drugom slu¢aju, nepotpunim
algebarskim metodoma ne mozemo dokazati svaku geometrijsku teoreme).

Ovim smo na apstraktan na¢in opisali siroku klasu algebarskih metoda za
dokazivanje geometrijskih tvrdenja, i na neki nacin naveli obrazac po kome
se mogu konstruisati algebarske metode. Da sumiramo, proces dokazivanja je
slededi:

Korak 1 Geometrijsko tvrdenje se navodi u obliku geometrijske konstrukcije i
zavrsnog tvrdenja zadatog kao jednakost nad konstruisanim geometrijskim
objektima.

Korak 2 Geometrijska konstrukcija se prevodi u sistem polinoma p', a geo-
metrijsko tvrdenje se prevodi u polinom g.

Korak 3 U svakom koraku se trenutni sistem polinoma p? transformise u novi
sistem polinoma p’*! sve dok se ne dobije sistem polinoma u normalnoj
formi. Metoda garantuje da ¢e se taj proces zavrsiti u kona¢nom broju
koraka.

Korak 4 Metoda sadrzi algoritam odlu¢ivanja koja za dati sistem polinoma u
normalnoj formi i geometrijsko tvrdenje g daje jedan od sledeé¢ih odgovoras:
e Tvrdenje je tacno
e Tvrdenje nije tacno

e Tvrdenje nije dokazano niti opovrgnuto

3.5.2 Primeri tranformacija sistema polinoma

Invarijanta koja se mora ocuvati prilikom tranformacije sistema polinoma je
skup nula sistema. U okviru algoritama za svodenje sistema polinoma na nor-
malnu formu. moze se koristiti svaka transformacija koja ne menja skup nula
sistema, polinoma.

Razmotrimo primere odgovarajuéih transformacija:

Teorema 6 (Osnovne transformacije sistema polinoma) Sistem polinoma
(«- s Pis- -, Pjs--.) gde su polinomi iz prstena polinoma K[x] ima isti skup nula
kao i sistemi:

1. ("'7pi7"'7pj7"'7pi)
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2. (---7pj7---7pi7---)
3. (..,api,...,pj,...),a € K[x],a #0
4. (oo api + Bpj, .y pjy ) o, f € KX, a#0,8#0

Teorema 7 Sistemi polinoma (p1,p2,---,0r) @ (41,92, --,G) maju isti skup
nula ako su ideali koje generisu jednaksi.
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Glava 4

Vuova metoda

Pravo iznenadenje u matematickom svetu je bilo kada je kineski matematicar
Vu Ven Cun 1977. godine predstavio algebarsku metodu koja je bila u stanju
da dokaze mnoge geometrijske teoreme [12], od kojih su neke iziskivale veome
teske tradicionalne dokaze. Malo je oblasti automatskog rezonovanja u kojima
se moze izdvojiti jedna osoba koja je imala presudan uticaj na tu oblast, kao sto
je prekretnica koja se dogodila u oblasti automatskog dokazivanja geometrijskih
teorema nakon objave Vuovih rezultata.

Kada govorimo o metodi Vua, mozemo razlikovati nepotpunu (ili uproséenu)
i potpunu metodu Vua. U ovom radu ¢e biti opisana ova prva, pojednostavl-
jena metoda, a na osnovu pregleda teorema (videti dodatak) koje su dokazive,
vide¢emo da je i uproséena metoda Vua veoma mocna. S druge strane, imple-
mentacija potpune metode Vua je samo nadogradnja implementacije uproséene
metode, te je upro$éena metoda Vua dobar pocetak koji se iterativno moze
nadogradivati.

4.1 Opis Vuove metode

Vuova metoda se koristi za dokazivanje tvrdenja u elementarnoj geometriji' za
koje, u njihovoj algebarskoj formi, hipoteze i zaklju¢ci mogu biti predstavljeni
u obliku izraza nad polinomima.

Za takva geometrijska tvrdenja, posle izbora odgovarajuceg koordinatnog
sistema, hipoteze mogu biti predstavljene kao skup jednakosti nad polinomima:

hl(ul, s Udy X1, ...,xt)

ho(Uty ooy Udy T1y oeey Tt )

ht(ulv"'vud;mlv"'vxt) =0
dok je zakljucak takode jednakost polinoma:

g=g(ut,....,uq, x1,...,x¢) =0

ako je Vuova metoda lako progiriv na razne geometrije, nadalje éemo razmatrati samo
slucaj euklidske geometrije koja je i najbliza najSirem krugu citalaca
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gde su hy, ha, ..., ht, g polinomi iz prstena Kuq, ..., ud, 1, ..., ], gde je K neko
polje. Promenljive u1, ..., uq su parametri ili nezavisne promenljive, a promen-
ljive x1,...,x; su algebarski zavisne od parametara u;, gde je zavisnost data
gornjim sistemom jedna¢ina?. Odabir parametara u; dolazi od pretpostavke da
se objekti u geometrijskom tvrdenju nalaze u opstem polozaju, pretpostavka
koja se ¢esto implicitno uzima kao ta¢na u postavkama geometrijskih tvrdenja
(u primeru 2, implicitna je pretpostavka da su tri tacke A, B i C' nekolinearne).

Jednostavna procedura svodenja sistema na trouganu formu 2.3.3 se moze
iskoristiti da bi se potvrdile geometrijske teoreme (nepotpuna metoda Vua), a u
nekim sluc¢ajevima (linearni slucajevi) jeste i potpuna procedura odluc¢ivanja. Za
kompletnu metodu Vua, potreban je sofisticiraniji algoritam koji bi proveravao
svodivost sistema polinoma (§to nije pokriveno korakom IV /2 iz 2.3.3).

Da bi se potvrdilo geometrijsko tvrdenje nepotpunom metodom Vua, do-
voljno je pokazati sledece:

1. Finalni ostatak je nula:
Ro=0

2. Zadovoljeni su i slede¢i dodatni uslovi:
I; #0
prem(-[hfla .. '7f7‘) # 0

Ukoliko je poslednji ostatak jednak nuli, ali dodatni uslovi nisu zadovoljeni,
pokazuje se da su polazne hipoteze nekonzistentne. Svako ko zeli da implemen-
tira dokaziva¢ na osnovu Vuove metode i jednostavnog algoritma svodenje na
trougaonu formu, treba da proveri i ovaj poslednji uslov. U knjizi [1] se navodi
da na osnovu eksperimentisanja sa stotinama teorema, samo je kod dva ili tri
slucaja primeceno da drugi uslov ne vazi.

4.2 Razmatranje uslova nedegenerisanosti

Za razliku od drugih algebarskih metoda za ADGT, Vuova metoda moze veéinu
uslova nedegenerisanosti (NDG uslovi) da predstavi u geometrijskoj formi za
Siroku klasu geometrijskih problema.

Kod geometrijskih teorema konstruktivnog tipa 3.2, svodenje sistema po-
linoma na trougaonu formu 2.3.3 se moze efikasno izvesti na na¢in tako da se
cuvaju informacije o geometrijskoj interpretaciji dodatnih uslova koji ¢e na kraju
biti NDG uslovi Vuove metode. To ilustruje sledeéi primer.

Primer 4 (NDG uslovi preseka dvaju pravih) Konstrukcijom 8 iz defini-
cije 21 odredena je nova tacka kao presek dveju pravih. Neka su koordinate nove
tacke (zg,xp+1). Formule koje odreduju pripadnost tacke pravama su:

li =a1xk41 + iz +c1 =0

12 = A2Tf+1 + blxk +co = 0

20znacavanje promenljivih, odnosno konvencija da se nezavisne promenljive oznacavaju
malim slovom wu, a zavisne promenljive oznacavaju malim slovom z, potite od Hilbertove
teoreme za afinu geometriju (Hilbert mechanization theorem for affine geometry)
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Ovaj mini-sistem se moZe svesti na trougaoni sa sledeca dva pseudo-deljenja:
prem(le, 11, xk11) = drg — di, =0

prem(ly,lo, x) = dxgs1 — dgy1 =0

gde je d = a1by — asby, a dy i diy1 su neki koeficijenti. Ukoliko se konstruk-
cija 8 pominje u zadatku, mogu se u toku postupka svodenja na trougaoni sis-
tem odabrati ova dva svedena polinoma od kojih jedan wvodi promenljivu xy, a
drugi Tiy1, a zatim algoritam biti nastavljen uobicajenim tokom. Time smo
dobili jedan dodatni uslov I, = Ix11 = d ¢ije je geometrijsko znacenje da dve
prave imaju presek (u euklidskoj geometriji ekvivaletno uslovu da dve prave nisu
paralelne).

I ostale konstrukcije se mogu tretirati na slican nacin. Ukoliko se nove kon-
strukcije dodaju u dokaziva¢, za svaku treba odrediti koje uslove nedegener-
isanosti moze proizvesti i koji je njihov geometrijski smisao.

U poglavlju 4.3.2 je dat primer kako se uslovi nedegenerisanosti mogu pratiti
kroz izvodenje dokaza geometrijskog tvrdenja i na kraju prevesti u citljivu
formu.

4.3 Primene Vuove metode

Slededi primeri ilustruju koris¢enje Vuove metode u dokazivanju geometrijskih
teorema.
Razmotrimo najpre primer iz prethodnog poglavlja.

4.3.1 Primer paralelograma

Primer 5 (Kao primer 2)

Implicitna pretpostavka da je paralelogram ABC D u opStem polozaju ima
znacenje da su svake tri tacke nekolinearne. Prema tome, promenljive uy, us i ug
se mogu uzeti kao parametri (koristimo istu dodelu koordinata tacaka kao sto je
korid¢eno u prethodnom poglavlju). Dobijamo ¢etiri jednacine hy =0, ..., hy =
0 kao hipoteze i jednacinu g = 0 kao zakljucak.

Neko bi brzopleto mogao da pomisli da je algebarska postavka problema
sledeca:

(h1:0/\h2:0/\h3:0/\h4:0):>g:0 (41)

Medutim, (4.1) tvrdenje je neta¢no iz razloga $to vazni uslovi nedegener-
isanosti nisu uzeti u obzir. Vuova metoda moze automatski generisati neophodne
uslove nedegenerisanosti iz postavke problema.

Sledeci korak je svodenje sistema polinoma hq, hs, hs, hy na trougaonu formu
iz definicije 18 tako da svaki sledeéi polinom sadrzi najvise jednu novu zavisnu
promenljivu z; u odnosu na prethodne polinome.

Sistem (h1, ha, h3, ha) nije u trougaonoj formi zato $to polinom hs ukljucuje
dve nove promenljive x3 i x4 koje nisu bile sadrzane u polinomima hy i hs.
Koriséenjem jednostavne eliminacione procedure, moze se do¢i do trougaone
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forme. Neka je f1 = hl, f2 = hQ, f3 = prem(h4,h3,m4)3 y f4 = h4. Time je
dobijena trougaona forma:

fi = wri—uwuz=0

fo = uzry—(ug —up)r; =0

f3 = (uzwa —uowy — uyuz)ws +ujuzr; =0
fa = uzry—ugx3 =0

Sukcesivnim pseudo-deljenjem, iz tvrdenja problema se mogu eliminisati
nezavisne promenljive:

Ry = prem(g, fi,z4) = (2uj + 2u3)x3 — uj — ujus
Ry = prem(Rs, f3,23) =
= (—u3 —udud)as + ((ug — 2ur)ul + (ud — 2ugud)uz)ry + uiuj + uyuius
Ry = prem(Ry, fo,22) = (—urui — uiuiud)z; + uiul + upuiud
Ry = prem(Ry, f1,21) =0

S obzirom na to da je poslednji ostatak Ry jednak nuli, teorema je dokazana
uz nekoliko dodatnih uslova. Da bismo videli koji su to dodatni uslovi, podse-
timo se formule ostatka (teorema 4) koja vazi za sukcesivno deljenje polinoma
g u odnosu na trougaonu formu polinoma fi,..., f.:

I g =Qufi+ ..+ Qrfr + Ro (4.2)

gde je I vodeéi koeficijent polinoma f; u odnosu na promenljivu .

S obzirom na to da je Ry =0, tada jei g =0 uz uslov Iy Z0;k =1,...,7).
Dodatni uslovi su dakle I, # 0 i to su uslovi nedegenerisanosti. U ovom
specificnom slucaju, jednakost (4.1) je taéna uz dodatne uslove:

ILL=u; #0
Ir =u3#0
I3 = uzwe — usxy —uguz # 0
Iy =u3 #0

Uslovi u; # 0 i usz # 0 znace da tacke A, B i C nisu kolinearne. Uslov
u3Ta — U1 — urus # 0 znaci da prave AC' i BD imaju presek.

4.3.2 Primer Simpsonove teoreme

Primer 6 (Simsonova teorema) Neka je D tacka kruga sa centrom O opi-
sanog oko trougla ABC' sa centrom O. Neka su E, F i G podnoZja normala
iz tacke D na prave BC, AC i AB redom. Dokazati da su tacke E, F i G
kolinearne (slika 4.1).

3prem(ha, h3,x4) predstavlja ostatak pseudo-deljenja polinoma hs polinomom hs po
promenljivoj z4. U poglavlju 2.3 su detaljno izlozene algebarske operacije koriséene u Vuovoj
metodi.
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Slika 4.1: Simpsonova teorema

Neka je A= (0,0), B = (ul,O), C = (UQ,Ug), 0= (33‘1,33‘2), D = (Z‘g,U4),
E = (z5,24), F = (z7,26) 1 G = (x3,0). Tada su hipoteze tvrdenja:

OA=0C: hy =2usxs + 2uzr — u§ —u3 =0

OA = 0OB: h2:2u1x2—u%:0

OA=0D: hs= —m% + 22913 + 2ugr1 — ui =0
E, B i C su kolinearne: hy = uzxs + (—ug + u1)xs — ujug =0

DE 1 BC: hs= (UQ - ul)x5 + usxy — (U2 - ’U,l)x3 —ugug =0
F, AiC su kolinearne: hg = uzxry — usxg =0

DF 1 AC: hy = usxy + uzxg — usxy — ugty = 0

Zakljucak tvrdenja da su tacke E, F' i G kolinearne se moze predstaviti
polinomom:

g =x427 + (—x5 + x3)T6 — X324 =0

Trougaoni sistem polinoma mozemo konstruisati na sledeéi nacin:

fi = prem(hy, ha,x2)
fo = ha
fs = hs
fa = prem(hg, hs,x5)
fs = ha
fe = prem(he,h7,x7)
fr = hr

Dobili smo:

fi = 4dujuzxr; — 2u1u§ — 2uul + 2uluy =0

fo = 2ujms — u% =0

fs = —x§ + 22913 + 2ugx1 — ui =0

fi = (—ug — u% + 2uqug — u%)x4 + (u2 — ur)uszs + u§U4 + (—ujug + u%)w =0
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fs = wusxs + (—ug+ui)zs —uiug =0
f6
fr

2 _ 2 2
(—uz — u3)xe + ugugxs + uzus = 0

U2T7 + U3Te — Usxy — UgUyg = 0

Posto je deg(f3, x3) = 2, pseudo-deljenje ¢e iéi brze (stepen polinoma ostatka
posle pseudo-deljenja ovim polinomom ¢ée biti za dva manji od stepena polinoma
delitelja):

Rs = prem(g, fr,x7) = (—u22s — uzxs + u2x3)xe + usals

Rs = prem(Rs, fo,x6) = (ugu;;xg + uQu§U4)x5 + (ungxg — u§U3U4)x4 —
—uduz T3 — uguiusrs

Ry = prem(Rs, fs,75) = ((ugu3 + (u3 — wyud)us)rs — uguguiug)ry —
—uduir? + (—ugudug + wjudud)rs + ugusuiug

Rs = prem(Ry, fa,24) = ulungxg — u%uzugxg + ulungui + (—uluzug +
H(—urug + uiud)ud)ug

Ry = prem(Rs, f3,23) = —2ujusuizsrs + ulususrs — 2uiusuiusx, +
+(urugul + (urud — utud)ud)ug

Ri = prem(Ry, fo, 29) = —4uluguiusay + (2uiugul + (2uiui — 2udud)ul)ug

Ry = prem(Ry, f1,21) =0

Posto je poslednji ostatak Ry = 0, na osnovu formuli ostatka dokazali smo
Simsonovu teoremu pod slede¢im dodatnim uslovima:

L = 4dujus #0

Ih = 2u; #0

I, = —ug - ug + 2uiug — u% #£0
Is = wuz3#0

Iy = —uj—us#0

Iz = wy#0

Razmatranje dodatnih uslova

Navedeni dodatni uslovi mogu imati i svoju geometrijsku formu. U poglavlju
4.2 su opisani sluc¢ajevi u kojima se moze pratiti geometrijska forma dodatnih
uslova.

Geometrijske konstrukcije ove teoreme koje su transformisane u polinomne
jednakosti su:

OA=0B
OA=0C
OD = 0A
DE 1 BC
B, C'i E su kolinearne
DF 1 AC
A, Ci F su kolinearne
DG 1 AB
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Slika 4.2: Gausova tacka

A, B i G su kolinearne

Neke dodatne uslove mozemo prevesti u jednostavnu geometrijsku formu:

(1) I, # 0 ima znacenje da simetrale duzi AB i AC imaju jedinstven presek.
To je ekvivalentno uslovima A # B, A # C' i ,,prave AB i AC nisu paralelne
ni identi¢éne” (poslednji uslov je ekvivalentan uslovu da tacke A, B i C nisu
kolinearne).

(2) Iy # 0 ima znacenje da normala iz D na pravu BC ima jedinstven
presek sa pravom BC'. To je ekvivalentno uslovima da je B # C' i prava BC
nije normalna na samu sebe (uslov B # C odreduje jedinstvenost normale iz
proizvoljne tacke na pravu BC, a uslov da prava BC' nije normalna na samu
sebe odreduje jedinstvenost preseka prave BC i bilo koje prave koja je normalna
na nju)*. Poslednji uslov je suvisan u euklidskoj geometriji.

(3) Sli¢no, Is # 0 je ekvivalentan uslovu ”prava AC nije normalna na samu
sebe”, takode suvisnom u euklidskoj geometriji.

(4) Uslovi Iy # 0, Is # 01 Ir # 0 nisu neophodni i pazljivijim postupkom
svodenja na trougaoni sistem se mogu izbeéi (primer 4).

Dakle, teorema je dokazana uz uslove nedegenerisanosti da tacke A, B i C
nisu kolinearne.

Sledeéi primer je komplikovaniji od prethodnih. On ilustruje kako Vuova
metoda moze biti racunski zahtevna.

4.3.3 Primer Gausove tacke

Primer 7 (Gausova tacka). Date su éetiri nekolinearne tacke A, B, C i D.
Neka su tacke X 1Y preseci pravih AD 1 BC, odnosno pravih AB i CD. Neka

4Prava normalna na samu sebe se zove izotropna prava, takve prave naravno ne postoje
u euklidskoj geometriji. Izotropne prave postoje u nekim modelima metrickih geometrija i u
geometriji Minkovskog, pa ukoliko je dokaz namenjen ne-euklidskim geometrijama svi dodatni
uslovi moraju biti navedeni.
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su tacke P, Q 1 R sredista duzi BD, AC 1 XY redom. Dokazati da su tacke P,
Q i R kolinearne (slika 4.2).

Neka su koordinate dodeljene tackama na sledeéi nacin: A = (0,0), B =
(’U,]_,O), C= (Ug,Ug), D= (’U,4,U5), X = (x27xl)a Y = (ng,O), P = (x5,x4),
Q = (z7,26) 1 R = (w9,2s). Na osnovu konstrukcija iz problema dobijamo
sledece hipoteze :

X pripada BC:  hy = —uz®s + (uz — u1)T1 + usug
X pripada AD:  hy = —uszs + ugxy
Y pripada CD: hg = (—us + us)xs + (usus — usug)
P pripada BD: hy = —uszs + (ug — u1)T4 + usug
PB=PD: hs= (2ug — 2u1)xs + 2uszq + (—u? — u3 + u?)
Q pripada AC: hg = —uzr7 + usxg
QA QC:  hy = 2uswy + 2uzwe + (—ud — uj)
R pripada XY: hg = x9x1 + T8%3 — TgTo — T3T
RX 2 RY: hg=2x9x3 — 22979 — 228271 — x% + x% + x%

Tvrdenje teoreme se moze napisati u obliku polinoma:

g = —T9xg + Toxy + x3xT7 — X35 — T7T4 + 6T = 0

Pseudo-deljenja koja mogu biti izvrSena su:

fs = prem(hs,ho, )
fe = prem(he, h7,x7)
fa = prem(hg, hs,x5)
fo = prem(ho, h1,z2)
fi = hi,1€{1,2,3,5,7,9}

dajuéi odgovarajuci trougaoni sistem:

f1 = (—usuz + usuy + ugus)r — ususzu

fo = —uswa+ugm

fa = (—us+ug)rs + (usug — usug)

fi = (2u 4 2u? — duguy + 2u)zg + (—ud — usu3 + 2usugu; — usu?)

fs = (Qua —2u1)zs + 2uswy + (—uZ —ul +u?)

fo = (2u} + 2ud)ws + (—uj — ugu3)

fr = 2uswy 4+ 2uzwe + (—u3 — u3)

fs = 2x8x§ —4dxgxr3xs + 296896% + 296896% — x%xl + 2x31071 — x%xl — x:{,
fo = 2xgx3 — 2w9T0 — 28T — x% + x% + x%

Na ovako dobijenu trougaonu formu, kao i u prethodnim primerima, pri-
menjuje se sukcesivno pseudo-deljenje tvrdenja teoreme, Rs = prem(y, fo, z9),
R7; = prem(Rs, fs,zs), ..., Ro = prem(Ry, f1,z1). Dobija se da je Ry = 0,
¢ime je teorema dokazana uz dodatne uslove:

I = —usus+ usui +uguz #0
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A B
Slika 4.3: Prav ugao

I, = —us#0

Is = —us+us#0

I, = 2u§ + 2u? — duguy +2ut # 0
Is = 2ug—2u; #0

Is = 2ui+2u3#0

I = 2us #0

Is = 222 —dagzy +223 +227 #0
Iy = 2x3—2x9#0

koji su povezani sa uslovima nedegenerisanosti, odnosno da su tacke A, B, C'i
D nalaze u opstem polozaju.

Naglasimo da se pri sukcesivnom pseudo-deljenju u ovom primeru dobijaju
jako veliki polinomi, na primer, polinom R se sastoji od ukupno 1744 termova.
Ovaj primer je praktitno nemoguce uraditi ru¢no na papiru, a i racunarska im-
plementacija je bila skoro nemoguca sve do pojave mo¢nijih racunara pocetkom
osamdesetih godina proslog veka.

4.4 Mogucéi problemi primene Vuove metode

Ukoliko se ne koristi pravilno, kod primene Vuove metode se mogu pojaviti
problemi i nepravilnosti koji u krajnjem slu¢aju mogu dovesti i do pogresnih
dokaza. Takode, uproséna metoda Vua, za razliku od potpune Vuove metode i
Buhbergerove metode, nije potpun sistem odlucivanja.

4.4.1 Primer ugla nad preénikom

Primer 8 (Ugao nad prec¢nikom) Dat je krug k sa precnikom AB i centrom
O. Neka je C proizvoljna tacka na krugu k. Dokazati da je ugao LACB prav
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(slika 4.3).

Neka je izbor koordinata sledeéi: A = (0,0), O = (u1,0), B = (x1,0) i
C = (z2,us2). Hipoteze tvrdenja u obliku jednakosti nad polinomima su:

BO = AO: hl = {E% - 2U1{E1 =0
CO = AO: h2:x§—2u1x2+u§:0

Tvrdenje problema, da su prave AC' i BC normalne, se iskazuje jednakoséu:

2 2
g=1o5 —x2x1 +u5; =0

Sistem polinoma je trougaoni na samom pocetku, stoga nikakav dodatni
posao u tom koraku ne treba ¢initi. Eliminacijom zaklju¢nog tvrdenja, dobi-
jamo:

Ry = prem(g,hy,x2) = —x2w1 + 2u12

Ry = prem(Ri,hi,x1) = —xax1 + 2u129

Posto finalni ostatak nije jednak nuli, tvrdenje nije dokazano. U ¢emu je
problem, jer je tvrdenje ispravno i ¢ini se trivijalnim?

Ako razmotrimo jednacine koje odreduju tacku B, videéemo da tacka B nije
jedina tacka u ravni koja ih zadovoljava. Tacka B pripada krugu k i pravoj AO.
Postoje dve tacke koje zadovoljavaju iste uslove, to su tacka B i tacka A. U
slucaju da je ova potonja tacka izabrana u konstrukciji, tvrdenje ne vazi.

Ovo je takozvani slucaj svodivog sistema polinoma. Ako razmotrimo hipotezu
h1, vidimo da se ona moze faktorisati po nepoznatoj x1 na sledeéi nacin:

hl = xl(xl - 2’LL1) =0

odakle se dobijaju dva resenja za x1. Prvo reSenje je 1 = 2u; (tacka B) i drugo
reSenje je x1 =0 (tacka A).

Ukoliko umesto hj izaberemo polinom h} = z; — 2u;, koji odreduje onu
tacku na koju se i mislilo u zadatku, tada je:

Rll = prem(g, h?a x2) = —xox1 + 2u1x2
R6 = prem(Rlla hlla 1‘1) =0

Tvrdenje je dokazano bez dodatnih uslova.

Videli smo da ovaj jednostavan primer nije dokaziv uproséenom metodom
Vua, zbog problema u jednoznaénosti konstrukcije tacke B. Nemogucnost obrade
ovakvih slucajeva je i glavni nedostatak uproséene metode, ali kako se ovakvi
slucajevi ne pojavljuju ¢esto u praksi, najveéi broj geometrijskih teorema je
dokaziv ovom metodom. Primer je dokazan tek kada je jedna od hipoteza fak-
torisana — to je upravo nacin kako bi se problem resio kompletnom Vuovom
metodom.

4.4.2 Nekonzistentnost geometrijske konstrukcije

Razmotrimo sledeéi primer i dva ,,dokaza”, od kojih ¢e jedan namerno biti po-
gresan.
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Slika 4.4: Nekonzistentnost geometrijskih konstrukcija

Primer 9 Dat je trougao ABC. Neka je E podnoZje normale iz B na pravu
AC'. Dokazati da je AB = CB (slika 4.4).

Navedimo ispravan dokaz:

Dokaz: Neka su tacke A, B i C proizvoljne. Neka E pripada pravoj AC i neka
pripada pravoj koja sadrzi B i normalna je na AC.

Na osnovu konstrukcije, koordinate tacaka ¢e biti dodeljene na sledeci
nac¢in: A = (0,0), B = (u1,0), C = (ug,us) i E = (x1,22). Time dobi-
jamo hipoteze i zakljucak tvrdenja:

EB 1 AC: hi =wuzxs + usxry — ujus =0
E pripada AC: ho = usxy —uzx; =0
AC = BC: g=u3+u3—2ujus =0

Posle svodenja na trougaoni sistem dobijamo:

f1=(u3 +ud)zy —ugus =0

fo =1u2wa —usx1 =0

Medutim prem(g, f1, f2) # 0. Posto se radi o linearnom sluc¢aju (deg(f1,z1) =
deg(fa,22) = 1), mozemo zakljuciti da je tvrdenje netacno.

O
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Ukoliko se konstrukcija izvodi na nepravilan na¢in, moguce je dobiti i ,,pogresan

dokaz”:

Dokaz: Neka su tacke A, B i E proizvoljne. Neka C pripada pravoj AFE i pravoj
koja sadrzi A i normalna je na BE.

Na osnovu konstrukcije, koordinate tacaka ¢e biti dodeljene na sledeci
nac¢in: A = (0,0), B = (u1,0), E = (ug,us) i C = (x1,22). Time dobi-
jamo hipoteze i zakljucak tvrdenja:

EB 1 AC: hl = uzT2 + (U/Q — ul)xl =0
E pripada AC: ho = usxg — uzwr; =0
AC = BC: g=a3+ 22 —2uz; =0

Posle svodenja na trougaoni sistem dobijamo:

fi= (ug + ug —ujug)ry =0

fo=1u2w2 —usx1 =0

Sada je prem(g, f1, f2) = 0, prema tome tvrdenje je dokazano uz dodatne
uslove u2 + u3 — ugua # 0 i ug # 0!

O

Greska je u opisu konstrukcije tacke C. Ako je AE | BE, onda C' moze
biti proizvoljna tacka na pravoj AF, medutim tacke A, B i E su date u opStem
polozaju i u dokazu se ne moze preptostaviti da je ugao LZAEB prav. Jedina
tacka koja u opstem slucaju zadovoljava navedene uslove za tacku C' je tacka
A, iu tom slucaju zaista vazi AB = CB. Prema tome, dokazival je zaista
dokazao postavljeno tvrdenje opisanom konstrukcijom, ali opisana konstrukcija
nije korektna za zadati problem.

Ovakve greske su masinskom dokazivacu teske za otkrivanje. Neke neis-
pravne konstrukcije mogu biti sprecene ugradnjom heuristike u dokazivac, ali
generalno odgovornost je na korisniku da dokazivacu prosledi validne geomet-
rijske konstrukcije.

4.5 Skica Vuove metode

Iz prethodnih primera i objasnjenja koja su isla uz njih, videli smo da se Vuova
metoda sastoji iz slede¢ih koraka:

Korak 1 Konverzija geometrijskog tvrdenja u odgovarajuéi sistem polinomnih
jednakosti.

Korak 2 Svodenje sistema polinoma na trougaonu formu koriséenjem algo-
ritma pseudo-deljenja. U kompletnom metodu Vua, dekompozicija i pro-
vera svodivosti je neophodna (pogledati poslednji primer iz poglavlja 1.2).
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Korak 3 Primena sukcesivnog pseudo-deljenja da bi se dobio finalni ostatak
Ry. Ako je poslednji ostatak jednak nuli, onda je teorema dokazana uz
dodatne uslove koji su iskazani kao nejednakosti medu polinoma (dodatni
uslovi se Citaju iz trougaonog sistema polinoma, kao vodeéi koeficijenti
svakog polinoma). Ako poslednji ostatak nije jednak nuli, teorema nije
dokazana, ali nije ni opovrgnuta posto uproséena metoda Vua nije kom-
pletna metoda odlucivanja.

U slu¢aju linearnog sistema polinoma (kada je deg(f;, x;) = 1), i uproséena
Vuova metoda je potpuna procedura odlucivanja u euklidskoj geometriji.
Drugim rec¢ima, za ovakve slucajeve finalni ostatak ¢e potvrditi da je
tvrdenje ta¢no (uz dodatne uslove) ili da je tvrdenje netacno (i da ga
nikakvi dodatni uslovi ne mogu pretvoriti u taéno)®.

Korak 4 Analiza uslova nedegenerisanosti: I; # 0, ..., I, # 0. Neki od uslova
se mogu automatski prevesti u geometrijsku formu kao uslovi koji isklju¢uju
degenerativne slucajeve konstrukcije. To nije uvek moguce uraditi au-
tomatski. Za neke od uslova moze se pokazati da ¢ak nisu ni neophodni
(o tome e biti vise reéi kasnije, ukratko neki uslovi nedegenerisanosti
nisu potrebni u geometrijama gde takav degeneritet ni ne postoji, kao na
primer uslov da prava nije izotropna u euklidskoj geometriji).

Nekoliko pitanja se odmah namece:

1. Posle sukcesivnog pseudo-deljenja, ako poslednji ostatak nije jednak nuli,
Sta mozemo zakljuciti iz toga?

2. Za koju teoriju ova metoda moze dokazivati teoreme?

3. Algoritam se zavr3ava dodavanjem dodatnih uslova teoremi. Da li je teo-
rema oslabljena ovim dodatnim uslovima? Da li hipoteze ostaju konzis-
tentne uz dodatne uslove?

4. Da li su svi dodatni uslovi neophodni? Ukoliko neke od dodatnih uslova
odreduje nedegenerativne slucajeve teoreme, da li taj uslov moze iskazati
u geometrijskoj formi umesto kao nejednakost polinoma?

Odgovore na veéinu pitanja nudi kompletna metoda Vua [12]. Nepotpuna
metoda Vua nam pruza moguénost dokazivanja nekih geometrijskih teorema i
ostavlja otvoreno pitanje kod ostalih geometrijskih teorema. Sto se tice pre-
vodenja dodatnih uslova u geometrijsku formu, ne postoji opsti na¢in da se
to uradi. Ipak, za veliku klasu geometrijskih konstrukcija, postoji algoritam
masinskog prevodenja dodatnih uslova u odgovarajué¢u geometrijsku formu, kao
$to smo videli u prethodnim primerima.

4.6 Cuov dokazivac

Najpoznatija implementacija Vuove metode je dokazivac¢ ¢iji je autor kineski
matemati¢ar Cu ([1]). Do danas ne postoji implementacija potpune Vuove me-
tode, a Cuova implementacija je njena najpotpunija aproksimacija. Sadrzi veliki

5Prema podacima iz knjige [1], od 366 teorema sa kojima je eksperimentisano, 219 je
linearnog oblika, uklju¢ujuéi i veliki broj netrivijalnih problema
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broj poboljsanja u odnosu na Vuov rad i potpuna je u sluc¢ajevima kada su ulazni
polinomi najvise kvadratni.

I pored svojih ograni¢enja, Cuov dokazivac vazi za najmocniji geometrijski
dokaziva¢ uopste, a Vuova metoda za najmocéniju metodu za dokazivanje geo-
metrijskih teorema.

Svoj rad u oblasti ADGT, Vu je zapoceo na univerzitetu u Kini 1976. godine.
Velike zasluge za upoznavanje svetske javnosti sa rezultatima Vuovog rada ima
upravo Cu, koji je 1986. godine na univerzitetu u Teksasu predstavio Vuovu
metodu i implementirao svoj dokaziva¢ koji je uspesno dokazao na stotine ne-
trivijalnih teorema.

Vuova metoda je takode poznata i kao Rit-Vu metoda, a pomenuti dokazivac
kao Rit-Vu-Cu dokazivaé, a takode i kao kineski dokazivac.



Glava 5

Buhbergerova metoda

Metodu Grebnerovih baza® [15] predstavio je Buhberger 1965. godine. Radi
se o moc¢nom algoritmu koji se moze koristiti za reSavanje brojnih problema
i u teoriji ideala polinoma. Uspeh Vuove metode je nagnao istrazivace da na
istu klasu geometrijskih teorema na koje se odnosi i ta metoda primene metodu
Grebnerovih baza. Jedan od uspesnijih radova na tu temu je i [24]. Koriséenjem
metode opisane u tom radu uspesno je dokazano 358 od ukupno 366 teoreme iz
kolekcije teorema [25].

U ovoj glavi bi¢e predstavljena metoda iz rada [241] i bi¢e data uporedna
analiza dve metode u kontekstu dokazivanja geometrijskih teorema.

5.1 Osnovni pojmovi Buhbergerove metode
Neka je K polje i neka je A = K[yi, ..., yn] prsten polinoma nad poljem K.

Definicija 24 (Kompatibilno uredenje) Totalno uredenje < u skupu M svih
monoma u prstenu polinoma K[y] nazivamo kompatibilno uredenje (sa mnoZe-
njem), ako vazi:

1. 1 <m, za svako m # 1;

2. mp < mo = smy < Sma, za svako s,my,ms € M.

Primer 10 (Leksicko i uredenje po stepenu) Sledeéa dva uredenja zado-
voljavaju definiciju kompatibilnog uredenja i najcece se koriste u Buhbergerovoj
metodi Grebnerovih baza:

1. Leksicko uredenge yi* - - yir < y? < ytn ako postoji k < n takvo da je
si=t; zai <k isp<tg.

2. Uredenje po stepenu yi'---ysr < yil ceyln ako je s =814 ...+ 5, <
t=1t1+ ...+ 1, ili je s =t i prvi monom je leksicki mangi od drugog

monoma.

LU literaturi se kao ime metode najéesée koristi ime metoda Grebnerovih baza, ime koje
je metodi dao autor, Bruno Buhberger, u ¢ast svom profesoru Volfgangu Grebneru (Wolfgang
Groebner).
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Teorema 8 (Kompatibilno uredenje) Svako kompatibilno uredenje je dobro

definisano 2.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da postoji beskonac¢ni o-
padajuéi niz monoma m; > mg > --- > my > ---. Tvrdenje se moze
jednostavno dokazati indukcijom po n, broju promenljivih prstena poli-
noma Ky1,...,yn]. Ovde éemo navesti drugi, indirektan dokaz koristeéi
osnovnu Hilbertovu teoremu (teorema 2).

Neka je Jy = (my,...,my) ideal polinoma u prstenu Klyi,...,y,]. Tada
je J1 C Jy C --- rastudi niz ideala. Prema osnovnoj Hilbertovoj teoremi,
postoji ceo broj t takvo da je J; = Jiii za svako k > 0. Prema tome,
Mer1 = p1m1~+...+prmye. Ovo je moguce jedino ako su svi monomi m; za
i < t delitelji monoma my41, odnosno myy1 = s;m;. Na osnovu definicije
kompatibilnog uredenja:

1<8¢:>mi<m¢si:>mi<mt+1
§to je kontradikcija. O
Izbor totalnog uredenja < je predmet implementacije — za izvodenje Buh-

bergerove metode se moze iskoristiti svako uredenje koje zadovoljava definiciju
24. Najcesce se koristi uredenje po stepenu.

5.2 Buhbergerova metoda

Razmatramo dalje prsten polinoma A = Klyi,...,y,] nad poljem K.
Za dato kompatibilno uredenje < medu monomima polinoma, svaki ne-nula
polinom p iz A se moze jednozna¢no napisati u obliku:

p=cimy+...cpemyg

gde su ¢; # 0 i monomi m; su poredani u opadajuéem poretku, odnosno m; >
mg > ... > my. Pri ovoj reprezentaciji, uvodimo nove pojmove:

Definicija 25 (Vodeéi monom i vodeéi term polinoma) Monom m; se na-
ziva vodeéi monom polinoma p, a polinom cymy se naziva vodedi term polinoma
p. Takode kaZemo da su mq,ma, ..., m, monomi polinoma p. Za skraceni zapis
uvodimo i sledece dve oznake koje se redom odnose na vodeéi monom i vodeci
term polinoma p, to su lm(p) i lt(p).

Neka je S skup polinoma iz A i neka je g proizvoljan polinom.

Definicija 26 (B-svodenje) Polinom g je b-svodiv po modulu S ako postoji
polinom f € S takav da je vodeéi monom my = Im(f) faktor nekog monoma m
iz polinoma g. U tom slucaju se moze izvrsiti b-svodenje na sledeci nacin:

1. f se moZe napisati u obliku f = cimq + f1 gde je c1f1 = lt(f)

2Relacija totalnog uredenja je dobro definisana ukoliko svaki neprazni skup S ima najmanji
element, ili ekvivalentno ukoliko ne postoji beskona¢ni opadajuéi niz m1 > mao > -
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2. m = smy, zato $to je my faktor od m
3. g se moZe napisati u obliku g = cm + ¢’
4. zamenom dobijamo novi polinom g1 = csmy + ¢’

B-svodenjem smo od polinoma g dobili polinom g1 tako $to smo u njemu monom
m zamenili termom cim;.

Izvodenjem b-svodenja kazemo da je polinom g sveden na polinom g; po
modulu S u jednom koraku. Prateéi pravila zamene, lako se pokazuje da vazi:

g — g1 € Ideal(S)

Ako je dalje g1 b-svodiv po modulu S, on se istim postupkom moze svesti na
polinom go, i ovaj proces se moze dalje nastaviti na isti nac¢in. Primenom teo-
reme 8 se moze lako dokazati da svodenje ne moze da se nastavi u beskonac¢nost
— za neko k polinom gx nece biti b-svodiv po modulu S.

Definicija 27 (Normalna forma) Polinom gy koji je poslednji u nizu svode-
nja polinoma g po modulu S se naziva normalna forma polinoma g po modulu

S.

Na osnovu definicije b-svodenja koja dozvoljava izbor proizvoljnog polinoma
skupa S da se izvrsi jedno b-svodenje, proces svodenja nad istim polinomom se
moze obaviti na vise razli¢itih nac¢ina, pa prema tome i normalna forma mozda
nece biti jednozna¢no odredena. Medutim, pokazace se da za neke skupove S,
redosled svodenja nije bitan i da svako svodenje vodi ka istoj normalnoj formi.

Definicija 28 (Grebnerova baza) Baza G ideala I C Ky| se naziva Greb-
nerova baza od ideala I ako svako svodengje polinoma g € K[y] po modulu G kao
rezultat ima istu normalnu formu.

Teorema 9 (Pripadnost polinoma idealu) Ako je G Grebnerova baza ide-
ala I, tada g € 1 ako i samo ako je normalna forma polinoma g po modulu G
jednaka nuli.

Prvi smer navedene teoreme se trivijalno dokazaje, za dokaz drugog smera
pogledati [26].

Znacaj teoreme je u tome sto kada se jednom odredi Grebnerova baza ideala
I, tada se pripadnost proizvoljnog polinoma idealu moze utvrditi jednostavno.
Sada ¢emo opisati Buhbergerov algoritam konstrukcije konaéne Grebnerove baze
ideala I.

Definicija 29 (S-polinom) Neka su p1 = cymq + f1 @ pa = cama + fo dva
polinoma razlicita od konstante sa vodecim termovima cymy i cams. Neka je
monom m najmanji zajednicki sadrzalac monoma my i mo i neka su sy i so dva
monoma takvi da je m = s1mq = SaMea.

Tada polinom:

1
p=s1fi — —s2f2
C2

nazivamo S-polinomom? polinoma py i po.

38 iz naziva S-polinom nije povezano sa skupom S koji je prethodno pominjan.



48 5 Buhbergerova metoda

Algoritam 1 (Buhbergerov algoritam konstrukcije Grebnerove baze)
Neka je dat konacan skup S koji generise ideal I. Grebnerove baza ideala I moZe
se konstruisati na sledeci nacin:

Formirati S-polinome svih parova polinoma iz skupa Sog = S. Svesti svaki od
ovih polinoma na njithovu normalnu formu po modulu Sy i ukoliko je taj rezultat
razlicit od nule, dodati normalnu formu polinoma w skup S1 za koji inicijalno
vazi S1 = Sy. Ponawviti proces sa skupom Sy da bi se dobio novi skup polinoma
So, i tako dalje formirati skupove Ss, Sy, ... sve dok za neko k ne vazi:

Sk = Skt+1

Teorema 10 (Buhbergerova teorema) Algoritam 1 se zaustavlja u konaénom
broju koraka i poslednji skup u nizu Sy je Grebnerova baza ideala I.

Na slican nacin kao u dokazu teoreme 8 moze se pokazati da se Buhbergerov
algoritam zaustavlja u konaénom broju koraka. Za drugi deo tvrdenja, da je Sk
Grebnerova baza, pogledati rad [20].

U Buhbergerovom algoritmu izvodenja Grebnerove baze osnovna operacija
je izracunanje S-polinoma dva polinoma i dodavanje rezultata u trenutni skup
polinoma ukoliko je rezultat razli¢it od nule. Sledeéi primer pokazuje da se u
odredenim slu¢ajevima i bez racunanja moze utvrditi da ¢e rezultat biti upravo
nula.

Primer 11 (S-polinom kod uzajamno prostih vodeéih monoma) Neka su
m1 1 Mo vodeci monomi polinoma p1 i ps © neka je najveéi zajednicki delilac
monoma my i mg jednak 1 (pisemo NZD(mi,me) = 1). Tada se S-polinom p
polinoma p1 i p2 moZe svesti na nulu po modulu skupa {p1,p2}.

Dokaz: Posto je NZD(my,mq) = 1, tada je NZS(my, ma) = mime (najvedéi
zajednicki sadrzalac). Prema tome, s; = ma i s = my pa je S-polinom

jednak:
C1
p= m2f1 - —m1f2
C2

Vodeéi monom polinoma p; je delilac drugog monoma polinoma p, pa
mozemo po njemu izvesti b-svodenje. Monom m; se zamenjuje polinomom
—f1/c1 1 dobija se polinom p':

hts

p/ =maf1 +
ca

Slede¢e b-svodenje se moze izvrsiti vode¢im monomom polinoma py. Vr-
§imo zamenu monoma my polinomom — fa/ce i dobijamo:
" Nfe | fife
C2 C2

O

Ovo jednostavno svojstvo ima znacajnu primenu kod implementacije Buh-
bergerovog algoritma time §to omogucava da se veliki broj operacija S-polinoma
izbegne.
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5.3 Dokazivanje geometrijskih teorema

Buhbergerova metoda se moze koristiti za dokazivanje iste klase geometrijskih
teorema za koje se primenjuje i Vuova metoda. Geometrijska teorema je zadata
geometrijskom konstrukcijom i tvrdenjem koje je relacija izmedu uvedenih ob-
jekata i koja se moze svesti na jednakost (to su, na primer, relacije da su tacke
kolinearne, da je zbir dva ugla jednak trecem, ali ne i da je zbir dve duzi veé¢i od
treée duzi). Odabirom koordinata tacaka iz konstrukeije i izborom slobodnih
i zavisnih promenljivih, geometrijsko tvrdenje se moze algebarski iskazati kao
sistem polinoma (hq, hs, ..., hy), koje nazivamo hipoteze:

hi(Ut, ooy Udy T1y ooy Ty) =
hg(ul,...,ud,ml,...,xt) =
he(ui, ..., udg, 1, ...,x¢) = 0
i polinomom g koji predstavlja tvrdenje:
g=g(ut,....,uq, x1,...,x¢) =0

Za primenu metode Grebnerovih baza, koristi¢emo proizvoljno kompatibilno
uredenje medu promenljivama za koje vazi:

U < U2 < - < Ug <X < -0 < Ty

Navedeni polinomi pripadaju prstenu polinoma K [ug, ..., 2], gde je K neko
polje* . Polinomi se takode mogu razmatrati i kao polinomi prstena
K(u,...,uq)[x1,...,2¢, 1 na taj nacin su slobodne promenljive izdvojene od

zavisnih promenljivih. Razlika je samo u tome Sta se smatra za koeficijente
polinoma: u prvom slucaju to su elementi skupa K, dok su u drugom slucaju
to elementi skupa K (u).

U zavisnosti kom prstenu polinomi pripadaju, zavisi i rezultat funkcija vodeéi
monom i vodeéi term polinoma. Razmotrimo sledeéi primer.

Primer 12 (Dva razli¢ita pogleda na isti polinom) Neka je dat polinom
b
P = ugu1 Ty + u1Ty + uiT

Ukoliko se radi o polinomu prstena K[uy,us, x1, T3], tada su vodedi monom i
vodeci term polinoma:

Im(p) = a9

lt(p) = wuguixs

Medutim, ukoliko se radi o polinomu prstena K (uy,us)[x1,x2], onda su vodedi
monom i vodeci term polinoma:

Im(p) = =2

lt(p) = (ugur + uy)we

4U praksi se koriste polja Q i R
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Sada ¢emo predstaviti algoritam Buhbergerove metode za dokazivanje geo-
metrijskih teorema.

Algoritam 2 Neka je J ideal koji generisan sistemom polinoma (hi, ..., hy).

Korak 1 Odrediti Grebnerovu bazu sistema polinoma (hi, ..., hy) u prstenu
polinoma K (u)[x] (primena algoritma 1). Svodenjem polinoma g na tako
dobijenu bazu proveriti da li g € J. Ukoliko g pripada idealu, tada je
tordenje tacno uz dodatne uslove nedegenerisanosti. U suprotnom, preci
na sledeci korak.

Korak 2 Odrediti Grebnerovu bazu GB sistema polinoma (h1,...,hp, 29 — 1)
u prstenu polinoma K(u)[x] (primena algoritma 1). Ukoliko je baza je-
dinicéna, odnosno ako je GB = {1}, tada je tvrdenje tacno uz dodatne
uslove nedegenerisanosti. U suprotnom, turdenje nije tacno.

Uslovi nedegenerisanosti se dobijaju prilikom izvodenja Grebnerove baze. To
su svi delioci koji su uklonjeni u tom procesu (videti naredne primere). Uslovi
nedegenerisanosti se navode kao nejednakosti polinoma (u obliku g # 0) i ne
postoji opsta procedura prevodenja u geometrijsku formu (kao $to postoji kod
Vuove metode).

Za dokaz korektnosti algoritma pogledati rad [I]. Prvi korak algoritma je
racunski znatno manje zahtevan od drugog koraka. Iako je drugi korak kom-
pletniji, u implementaciji Buhbergerove metode koris¢en je samo prvi korak koji
se pokazuje sasvim dovoljan za najveéi broj geometrijskih teorema obradenih u
ovom radu.

Kod dokazivanja teorema euklidske geometrije, bazno polje polinoma je polje
realnih brojeva R.

5.3.1 Primene Buhbergerove metode

Primer 13 (Teorema o paralelogramu) Isti kao i primer 2.

U prstenu polinoma R(u1, us, us)[x1,x2, 3, x4] Buhbergerovim algoritmom
odredujemo Grebnerovu bazu sistema polinoma (hy, he, hs, hy):

GB(h1)h25h3)h‘4) =
U1Ty — uzul
uzze — uz(uz — u1)
2U1{E3 — usuy
2
—2u3zxs — U3
Uslovi nedegenerisanosti su koeficijenti vodeéih termova polinoma Greb-
nerove baze, u ovom sluc¢aju to su: us # 0 i u; # 0. Nakon deljenja sa uslovima

nedegenerisanosti, Grebnerova baza se moze zapisati u slede¢em, standardnom,
obliku:

GB(hi,ha,hs, hy) =

T1 —us
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T2 — (Uz - ul)

us
Ty

u
)

Svodenje tvrdenja g u odnosu na bazu GB kao rezultat ima nula polinom,
pa je tvrdenje dokazano uz NDG uslove: ug # 01 uq # 0. Ovi uslovi imaju isto
geometrijsko znacenje kao i u primeru uradenom Vuovom metodom.

Primer 14 (Simsonova teorema) Isti kao i primer 6

Grebnerova baza sistema polinoma geometrijske konstrukcije je:

GB(hi,... hy) =
r1 —  (u3 +ul—uiug)/2us
o — U1/2

2 —  (uyusws — uzul + (ug +ud — uruz)ug)/u3

vy —  ((ug —up)uzzs + uiug + (—ugug +ud)ug) /(U3 + us — 2ugus + u?)

s —  ((u3 = 2uqug 4+ ud)as + (ug — uy)ugug + urul)/(ul + us — 2ugus + u?)
(
(

6 — (ugusxs + u3U4)/(u3 + u2)

vy — (udzs+ UQU3U4)/(U§ +u3)

Grebnerova baza svodi geometrijsko tvrdenje g na nula polinom, ¢ime je
Simsonova teorema dokazana. Uslovi nedegenerisanosti su: wuy # 0, u; # 0,
ug # 0, u3 +u3 — 2uyug +u? # 0, ui +uj #0.

Slededi primer je teorema koja ne moze biti dokazana osnovnom metodom
Vua.

Primer 15 (Jednakokraki trougao) Dat je jednakokraki trougao ABC gde
je AC = BC'. Tacke D i E se nalaze na pravama AC i BC i vazi AD = BE.
Neka je F' presek pravih DE i AB. Dokazati da je DF = EF (slika 5.1).

Koristimo koordinatni sistem u kome ¢ée tacke konstrukcije imati sledece ko-
ordinate: A = (0,0), B = (u1,0), C = (z1,22), D = (us,uz2), E = (v3,24) i
F = (25,0). Tada su konstrukcija i tvrdenje opisani slede¢im jednakostima:

AC = BC: hy =2uz1 —ui=0
D pripada AC:  ho = —x122 + usuz =0
AD = BE: hy=22+ 23 —2ujzz — 23 —ui+ui=0
E pripada BC: hgy = (—x1 + u1)xg + usxs —ujug =0
F pripada ED: hs = (—x4 + x2)T5 + uzxy — xow3 =0
tvrdenje DF = EF: g = (223 — 2ug)zs — 23 — 23 + 23 +u2 = 0
Grebnerova baza sistema polinoma je:
GB(hi,...,hs) =
Ty — (2U3 + ul)/2
x4 + 2ugus/ur
r3 — (u3 + u1)
To — 2’LL2’LL3/U1

T —U1/2
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Slika 5.1: Jednakokraki trougao

Navedena baza svodi tvrdenje g na nula polinom, ¢ime je teorema dokazana.
Uslovi nedegenerisanosti su: us # 0, 2ug — uy # 0, uz # 0, 4u3 + u? # 0.

5.4 Poredenje sa Vuovom metodom

Vuova metoda i metoda Grebnerovih baza imaju isti domen, tj. obe se ko-
riste za dokazivanje geometrijskih teorema zadatih u obliku sistema polinomnih
jednacina i sa zaklju¢kom zadatim takode kao polinomna jednakost. Obe me-
tode koriste uslove nedegenerisanosti da bi tvrdenje dokazali kao taéno u opstem
slucaju.

Vuova metoda je orijentisana ka dokazivanju geometrijskih teorema, dok je
metoda Grebnerovih baza opstija i ima mnogo Sire primene. Vuova metoda
u nekim slu¢ajevima (geometrijske teoreme konstruktivnog tipa) moze da do-
datne uslove prevede u ¢itljivu formu. Takode, Vuova metoda moze biti uspesno
primenjena i na neke slucajeve svodivih problema (Morlijeva teorema o trisek-
ciji), dok to nije slu¢aj sa osnovnim oblikom metode Grebnerovih baza. Sa
druge strane, metoda Grebnerovih baza moze potvrditi neke teoreme koje nisu
dokazive sa osnovnim oblikom Vuove metode (primer 8 iz prethodne glave).

Obe metode su potpune procedure odlucivanja, ali za Vuovu metodu jos
uvek ne postoji potpuna implementacija®. Sa druge strane, i takve nepotpune
implementacije Vuove metode obi¢no pokazuju bolje rezultate od potpunih im-
plementacija Buhbergerove metode.

Do sada ne postoji temeljna uporedna teorijska studija o efikasnosti dve
metode. Empirijski je utvrdeno da je Vuova metoda u proseku efikasnija, a
osnovni razlog za ovo je brze vreme izvodenja karakteristi¢nog skupa (koriséenog

5Cuov dokazivaé je potpun samo za kvadratne slucajeve.
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u Vuovoj metodi od izvodenja Grebnerove baze). Sli¢éni rezultati su potvrdeni i
u ovom radu. U dodatku je navedeno 100 geometrijskih teorema od kojih su sve
dokazane Vuovim metodom, dok neke nisu dokazane Buhbergerovom metodom
zbog velike racunske slozenosti izvodenja Grebnerove baze. Obe metode su
predmet interesovanja istrazivaca i do sada su pronadene brojne optimizacije
implementacija osnovnih algoritama, pa se konac¢ni zakljucak o efikasnosti obe
metode jos uvek ne moze doneti.
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5 Buhbergerova metoda




Glava 6

Implementacija dokazivaca
geometrijskih teorema

U ovoj glavi ¢e biti opisana implementacija algebarskih dokazivaca geometrijskih
teorema na osnovu Vuove i Buhbergerove metode. Veliki deo implementacije
je zajednicki za veéinu algebarskih metoda, pa se ova implementacija moze
iskoristiti ne samo za unapredivanje postoje¢ih metoda, veé i za razvoj novih
algebarskih metoda.

Iz postavke problema (pogledati glavu 3.2), zaklju¢ujemo da je jedna od
osnovnih struktura podataka koja ¢e se koristiti pri dokazivanju geometrijskih
teorema algebarskim metodama polinom nad prstenom:

R(uq, ..., ug)[x1,. .., o

Prvi i bazni deo implementacije je biblioteka za rad sa polinomima ovoga
tipa koja ¢e podrzavati osnovne operacije koje se koriste u algoritmima metoda
(aritmeticke operacije, pseudo-deljenje, b-svodenje).

Drugi deo implementacije se odnosi na same metode dokazivanja. Svaku
metodu karakterisu karakteristi¢ni algoritmi, a najveéa kompleksnost metoda
je u operacijama koje se vrSe nad polinomima i koje su deo biblioteke za rad sa
polinomima.

Ovako implementiran dokaziva¢ je dovoljno opst da se moze koristiti u raznih
kontekstima. Moze biti integrisan u proizvoljnu klijent aplikaciju koja bi po-
datke o teoremi prenosila dokazivacu. U ovom radu ¢ée biti opisano jedno takvo
integrisanje.

GCLC je aplikacija za vizuelizaciju geometrijskih konstrukcija koja podrzava
i komande za navodenje geometrijskih tvrdenja u obliku izraza nad geometri-
jskim objektima. Aplikacija je veé sadrzala jedan geometrijski dokazivaé, zas-
novan na metodi povrsina (koja je ne-algebarska metoda). U GCLC okruzenje
su sada implementirana i oba dokazivaca opisana u ovom radu.

Integrisani sistem se sastoji iz dva dela. Prvi deo je zajednicki deo za
svaku algebarsku metodu i sastoji se od obrade zadatih konstrukcija i geometri-
jskog tvrdenja i njihovog prevodenja u algebarsku formu. Posebna paznja je
posvecéenja optimalnom izboru koordinata tacaka.

Drugi deo integrisanog sistema se odnosi na pozivanje odgovarajuce alge-
barske metode za dokazivanje date teoreme i kreiranje odgovarajuceg tekstu-
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alnog izlaza. Podrzana su dva popularna i Siroko portabilna formata — IXTEX
format 1 XML format.

Ceo projekat sadrzi jos mnogo tehnickih detalja koji su zanimljivi sa strane
dizajna softvera, ali su manje zanimljivi u kontekstu dokazivanja geometrijskih
teorema pa stoga nece biti opisani u ovom radu. Neki od ovih detalja su opcija
prekidanja procesa dokazivanja kada se probije data vremenska granica, efikasna
memorijska alokacija polinoma sa stotinama hiljada termova, kreiranje tekstu-
alnog izlaza u viSe nivoa i u vise datoteka, automatsko generisanje dodatka ove
teze polazeéi od geometrijskih konstrukcija sa¢uvanih u GCLC datotekama i
drugi.

Dokazivac je implementiran u programskom jezikom C++. Izvorni kod pro-
grama je slobodan i dostupan za koriséenje u nekomercijalne svrhe.

6.1 Konstruktivno i opisno zadate teoreme

U ovom poglavlju razmatracemo na koji nacin se geometrijski problem moze
postaviti tako da je ,,razumljiv’ masinskom programu. U tu svrhu, razlikova¢emo
dva osnovna modela, to su konstruktivno zadate teoreme i opisno zadate teo-
reme.

Konstruktivno zadate teoreme odgovaraju intuitivhom nacinu na koji se
postavlja geometrijski problem i koji je Siroko prihvacen u nastavi geometrije.
Geometrijska konstrukcija je opisana nizom koraka, a geometrijsko tvrdenje je
relacija izmedu konstruisanih objekata. S druge strane, opisno zadate teoreme
polaze od objekata koji ¢ine geometrijsku konfiguraciju, opisuju medusobne
odnose izmedu njih, i na kraju (na isti na¢in kao i kod konstruktivnih postavki)
izrazavaju geometrijsko tvrdenje kao relaciju izmedu geometrijskih objekata
sadrzanih u konfiguraciji.

Ukoliko zelimo da opiSemo poznatu teoremu da svaki trougao ima ortocentar
(visine trougla seku se u jednoj tacki), odgovarajuéa konstruktivna i opisna
teorema bi mogle da izgledaju ovako:

Primer 16 (Ortocentar trougla — konstruktivna teorema) U trouglu
ABC, A; je podnoZje visine iz temena A na stranicu BC, By je podnoZje visine
iz temena B na stranicu AC i Cy je podnoZje visine iz temena C na stranicu
AB. Prave AA, i BBy se seku u tacki H. Dokazati da su tacke C, C1 i H
kolinearne.

Primer 17 (Ortocentar trougla — opisna teorema) Date su tacke A, B,
C, Ay, By i Cy. Tacke A, B i C su izabrane proizvoljno, vazi da tacka Ay
pripada pravoj BC i AA; L BC, tacka By pripada pravoj AC i BBy 1 AC,
tacka Cy pripada pravoj AB i CC1 L AB, tacka H pripada pravoj AA;y i pripada
pravoj BBy. Dokazati da su tacke C', Cy i H kolinearne.

Zadati teoremu na konstruktivan naéin je ¢esto jednostavnije. Opisno postavl-
jene teoreme su ,,pogodnije” za algebarsko dokazivanje. Opis svake relacije
medu geometrijskim objektima se, kod algebarskih dokazivaca, prevodi u jednu
hipotezu izrazenu polinomnom jednakoséu. U prethodnom primeru, hipoteze
tvrdenja su:

e A; se nalazi na pravoj BC
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AA; L BC

B se nalazi na pravoj AC

BB, L AC

C1 se nalazi na pravoj AB

CcCy L AB

H se nalazi na pravoj AA;

e H se nalazi na pravoj BB;

Iste hipoteze bi algebarski dokaziva¢ postavio i u slu¢aju kada je teorema za-
data na konstruktivan nagin, ali bi u tom slucaju bilo vise posla zato sto hipoteze
nisu eksplicitno zadate kao u slucaju opisnih teorema. Kod konstruktivno za-
datih teorema, hipoteze se generisu od konstrukcija gde svakoj konstrukciji moze
odgovarati nula, jedan, dva ili vise polinoma hipoteza.

Dokaziva¢ opisan u ovom radu dokazuje tvrdenja konstruktivnog tipa. U
posebnom poglavlju je opisana integracija dokazivaca i aplikacije GCLC koja
pruza interfejs za opisivanje geometrijskih konstrukcija. Verovatno najuspesniji
dokazivaé¢ geometrijskih teorema, Cuov dokazivac [1], spada u grupu dokazivaca
kod kojih se teoreme navode u opisnom obliku. Moguénost unosenja teorema
u konstruktivnom obliku pruza veéi komfor u radu korisnika, dok zadavanje
teorema u opisnom obliku eliminiSe moguce konflikte, ali i zahteva napredno
poznavanje sistema od strane korisnika zato Sto analizu toga Sta su hipoteze
kod geometrijskog tvrdenja izvodi on sam, a ne program.

Na kraju, treba dodati da konstruktivni pristup ima ogranic¢enja koja nisu
prisutna kod opisnog pristupa. Da bi se, na primer, zadala Morlijeva teorema
koja ukljucuje trisekciju ugla, kod dokazivaca koji prihvata teoreme konstruk-
tivno opisane potrebno je imati komandu koja ¢e izvoditi konstrukciju trisekcije
ugla (zato sto se takva konstrukcija ne moze izvesti od elementarnih konstruk-
cija). Ukoliko se koriste samo konstrukcije zasnovane na lenjiru i Sestaru, onda
se konstruktivnim pristupom moze opisati strogo manji skup tvrdenja nego opis-
nim pristupom.

6.2 Dokazivac

Dokaziva¢ se sastoji od tri celine — biblioteke za rad sa polinomima, imple-
mentacije Vuove metode i implementacije Buhbergerove metode. Dokaziva¢
reSava problem dokazivanja teorema u strogo algebarskoj formi, pa su za njega
geometrijski pojmovi nepoznati. Pretpostavka je da se obrada geometrijskih
konstrukcija desava u klijent aplikaciji i da se dokazivacu prosleduje samo alge-
barski oblik teoreme.

6.2.1 Biblioteka za rad sa polinomima

Imajuéi u vidu problem koji se resava, pre samog dizajniranja biblioteke poli-
noma postavljamo sledeé¢e opste uslove koje biblioteka treba da ispuni:

1. Polinomi pripadaju prstenu polinoma R(u)[x];
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2. Aritmeticke operacije nad polinomima su efikasne;
3. Operacije pseudo-deljenja i b-svodenja su efikasne;
4. Definisano je uredenje promenljivih w1 < ug < -+ <z < ---.

Prvi uslov obezbeduje moguénost biblioteke da se koristi u implementaciji
proizvoljne algebarske metode. Drugi uslov ¢e garantovati efikasnost same bib-
lioteke. Treci uslov se odnosi na dve osnovne operacije koje se koriste u Vuovoj
i Buhbergerovoj metodi. Poslednji uslov je karakteristican za Buhbergerovu
metodu, ali takode obezbeduje konzistentan zapis polinoma.

Zapis polinoma

Za dato uredenje promenljivih u; < us < -+ < x; < ---, zapis polinoma iz
prstena polinoma R(u)[x]| je jednoznacno odreden. Na primer, polinom koji
sadrzi termove ulxgxl, 2uzu1x§x1, wx%xl, ugulxl i usugx; se zapisuje na
sledeéi nacin:

4 2 2 2
U1Tox1 + U3T53T1 + 2uzu1x2x1 + uguoTy + UU1T1

Takode se koristi i kompaktan zapis polinoma u kome se grupisu termovi
¢iji su podskupovi koji se sastoje samo od promenljivih x; jednaki. Kompaktan
zapis je takode jednoznacan, i za gornji polinom on izgleda:

ula:%a:l + (ug + 2uouy )32 + (ugus + uiug)w

Mnozenje polinoma

Razmotrimo operaciju mnozenja dva polinoma. Efikasno izvodenje ove operacije
je veoma kompleksan problem i optimizacija ove operacije bitno utice na struk-
turu podataka koja ¢e se koristiti u implementaciji.

Pretpostavimo da su data dva polinoma od kojih svaki ima nekoliko stotina
termova (polinom razmatramo kao skup termova). Rezultat mnozenja dva po-
linoma je suma proizvoda svakog terma iz prvog polinoma sa svakim termom
iz drugog polinoma, a u ovom slucaju to je nekoliko stotina hiljada mnozenja
termova. Medutim to nije sve — kada se dva terma pomnoze i rezultat doda
u skup termova, on moze imati isti monom kao neki term koji je ve¢ sadrzan
u skupu. U tom slucaju, ta dva terma treba sabrati (sabiranje se izvodi tako
Sto zajednicki monom ostaje isti, a koeficijenti se sabiraju). Dakle, pri svakom
od par stotina hiljada mnozenja, treba izvrsiti pretragu u trenutnom skupu ter-
mova (koji predstavlja medurezultat mnozenja) i proveriti da li postoji term
sa istim monomom — sve zajedno ovo je veoma skupa operacija. Razmotrimo
slededi primer:

Primer 18 (MnoZenje polinoma) PomnoZiti polinome p = uyr3z;+(ugu; +
u3)r1 i q = 3 + uz.

Mnozenje se izvodi tako Sto se svaki ¢lan skupa {ulxgxl, (uguy + us)z}
mnozi sa svakim ¢lanom skupa {3, us} i proizvod doda u krajnji rezultat. Do-
bijamo:

2. 2 2 2
UL L5125 + u1T5T U + (ugur + us)r1xs + (uguy + ug)xriusg



6.2 Dokazivac 59

Posle sredivanja (sortiranja po uredenju) dobijamo:
4 2 2 2
U1T5x1 + Ut 521 + (ug + uou)x5z1 + (usue + usug )Ty

Drugi i treéi sabirak imaju isti faktor, pa se mogu sabrati. Pri sabiranju, opet se
dobija slucaj jednakih monoma, ovoga puta to je monom wusui. Krajnji rezultat
je:

ulx‘éxl + (2uouq + U3)x§x1 + (ugul +uguz)zr |

Ukoliko je broj termova u prvom polinomu m, a u drugom polinomu n,
mnozenje polinoma opisano na gornji na¢in bi imalo slozenost O(m?n?) - C gde
je C slozenost operacije poredenja monoma. Ova slozenost dolazi odatle §to
imamo mn mnozenja termova, posle svakog mnozenja term se dodaje u skup
koji ima O(mn) termova. Za svaki ¢lan skupa se proverava da li ima zajednicki
monom sa dodatim termom.

Da bi se mnozenje polinoma ubrzalo, najpre treba odabrati pogodnu struk-
turu podataka koja ¢e predstavljati skup termova. Ukoliko koristimo sortirani
niz (vektor), tada se operacija pretrage (u cilju pronalaska ¢lana skupa koji
ima zajednicki monom sa novim termom koji se dodaje skupu) moze izvrsiti u
O(log(mn)) vremenu binarnom pretragom. Ali operacija dodavanja novog ¢lana
u skup ¢ée zahtevati vreme proporcionalno sa O(mn) (srednje vreme dodavanja
novog ¢lana u sortirani niz), tako da, iako je izvrsavanje ubrzano, slozenost je
ostala ista.

Slededi kandidat za strukturu podataka skupa termova jeste balansirano bi-
narno stablo. Ova struktura podataka garantuje logaritamsko vreme izvrsavanja
tri osnovne operacije: pretraga, dodavanje i brisanje ¢lana skupa. Pri dodavanju
novog terma u skup termova koji je implementiran balansiranim stablom, koriste
se sve tri navedene operacije. Prvo je potrebno proveriti da li u skupu postoji
term koji ima zajednicki monom sa termom koji se dodaje (operacija pretrage);
ukoliko postoji, stari term se sabira sa novim termom, ukoliko je rezultat jed-
nak nuli, stari term se izbacuje iz skupa (operacija brisanja); ukoliko term sa
istim monomom ne postoji, novi term se dodaje u skup (operacija dodavanja).
Koris¢enjem balansiranog binarnog stabla, skup termova ¢e se ¢uvati u sortira-
nom obliku i slozenost operacije mnozenja ¢e biti O(mn - log(mn) - C), Sto je
verovatno i optimalno vreme izvrSavanja tog problema.

Sada kada su tehnicki problemi delimi¢no objasnjeni, moze se preci na dizajn
klasa i struktura podataka. Polinomi su dizajnirani tehnikom od dna do vrha
(eng. bottom-up approach), polazeéi od prostijih objekata i redom gradeéi
slozenije objekte.

Promenljive

Posto se radi o polinomu iz prstena R(u)[x], razlikujemo dva tipa promenlji-
vih. Prvi tip su promenljive klase u;, a drugi tip su promenljive klase x;. 1
nadalje ¢e neki od objekata biti duplirani (imaéemo u-objekte i z-objekte) kao
posledica dva osnovna tipa promenljivih. I za prvi i za drugi tip promenljivih
dovoljno je znati kojoj klasi promenljiva pripada i koji joj je indeks (na primer,
uz promenljiva pripada u klasi sa indeksom 3). Objekat tipa Promenljiva nije
definisan, umesto njega direktno je definisan objekat tipa Monom. Tip promen-
ljive je definisan enumeracijom.
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Stepeni

Stepeni su monomi jedne promenljive. Primeri stepena su: w2, ug, 3, itd.
Objekat klase Stepen je odreden svojom promenljivom (koja je odredena tipom
i indeksom promenljive) i celobrojnim stepenom. Klasa Stepen je definisana na
slededi nagin:

enum TIP_PROMENLJIVE

{
TIP_PROMENLJIVE_U = 1,
TIP_PROMENLJIVE_X = 2
+;
class UStepen
{
int indeks;
int stepen;
+;
class XStepen
{
int indeks;
int stepen;
+;
Monomi

Monom je proizvod svojih termova, gde je jedan term monoma stepen pro-
menljive. Primeri monoma su: wuy, udui, oz, itd. Monom se predstavlja
strukturom podataka skupa stepena.

Posto implementacija skupa stepena ne utice bitno na performanse biblioteke
polinoma, skup koji je tipa vektora je sasvim zadovoljavajuéi:

vector<Stepen*> vecStepeni;

Termovi

Term polinoma je uredeni par koji ¢ine koeficijent i monom polinoma. Prvi skup
termova se odnosi na polinome prstena R[u], a drugi skup termova se odnosi na
polinome prstena R(u)[x]. Kod prvih (koje éemo zvati u-termovi), koeficijenti
su elementi skupa R, a kod drugih (koje ¢emo zvati x-termovi), koeficijenti su
polinomi prstena R[u].

Primeri u-termova su:

1
2 2 3
2uq, 0.5uzus, §u4u2u1
Primeri z-termova su:
1
4 3 /2 2 2
x®, 2uyxy, (uzug + §u2)x2$1

Termovi su definisani na slede¢i nacin (z-termovi sadrze u-polinome koji su
kasnije definisani):
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class Term

{
vector<Stepen*> vecStepeni; // Monom terma
s
class UTerm : public Term
{
double koeficijent;
3
class XTerm: public Term
{
UPolinom* upKoeficijent;
3
Polinomi

Polinom je zbir svojih termova i moze se predstaviti strukturom podataka skupa
termova. wu-polinom je skup u-termova, dok je z-polinom skup z-termova. Kao
§to je receno u uvodnom delu, implementacija skupa termova bitno uti¢e na
performanse biblioteke polinoma. Prvo éemo navesti apstraktnu definiciju klase
skupa termova, a zatim i samih polinoma.

class SkupTermova

{
// dodaj term u skup
void Dodaj(Term* term);

// velicina skupa
int Velicina();

// vrati clan skupa za dati indeks
Term* Clan(int indeks);

// da li postoji term sa istim monomom kao zadati term
bool Postoji(Term* term) ;

Apstraktna definicija klase SkupTermova se sastoji samo od javnog interfe-
jsa. Interfejs je isti bez obzira kojom strukturom podataka je implementiran
SkupTermova (bilo da je u pitanju neuredeni niz, sortirani vektor, balansirano
stablo, itd.).

Optimalna struktura podataka za implementaciju klase SkupTermova je bal-
ansirano stablo. U ovom radu je koriséena posebna vrsta balansiranih stabla —
AVL stabla [33].

Skup termova je implementiran kao balansirano binarno stablo, koje garan-
tuje logaritamsko vreme operacija dodavanja, brisanja i trazenja objekta iz
skupa. Operacija dodavanja terma u skup koristi sve tri osnovne operacije
(dodavanje, brisanje i trazenje objekta u skupu). Prvo, treba proveriti da li u
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skupu postoji term sa istim monomom kao i term koji se dodaje. Ako takav
term postoji, onda taj term treba zameniti zbirom tog terma i terma koji se
dodaje. Moze se desiti da rezultat sabiranja bude nula i u tom slu¢aju term
treba izbaciti iz skupa.

Klasa polinom ima slede¢i minimalni interfejs:

class Polinom

{
// termovi polinoma
// x-polinom sadrzi x-termove, u-polinom sadrzi u-termove
SkupTermova* skupTermova;

// aritmeticke operacije

Polinom* Pomnozi(Polinom* polinom) ;
Polinom* Saberi(Polinom* polinom);
void Negacija();

// operacije koje koristi Vuova metoda
// pseudo deljenje
Polinom* prem(Polinom#* polinom) ;

// operacije koje koristi Buhbergerova metoda
// b-svodjenje
Polinom* sPolinom(Polinom#* polinom);

Klasa polinom je dovoljno apstraktna da moze predstavljati i u-polinome i
x-polinome istovremeno — prva klasa polinoma bi sadrzala samo u-termove dok
bi druga klasa polinoma sadrzala samo z-termove.

Ovim su nabrojani osnovni objekti biblioteke polinoma i metode nad njima.

6.2.2 Algebarski dokaziva¢

Algebarskim dokazivacem geometrijskih teorema nazivamo dokaziva¢ koji za
ulazne vrednosti ima hipoteze geometrijske teoreme i tvrdenje teoreme u ob-
liku polinoma iz prstena polinoma R(u)[x], a kao izlaz, pored statusa dokaza
koji moze biti da je teorema dokazana, opovrgnuta ili nedokazana, daje i skup
dodatnih uslova nedegenerisanosti koji moraju vaziti da bi teorema bila ta¢na.
Algebarski dokazivac je implementiran slede¢om apstraktnom klasom:

class AlgDokazivac
{
public:
// funkcija vraca enumeraciju TvrdjenjeStatus:
virtual TvrdjenjeStatus
Prove(
// ulazni parametar, sistem hipoteza
Vector<Polinom> vecPolHipoteze,
// ulazni parametar, tvrdjenje teoreme
Polinom* polTvrdjenje,
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// ulazni parametar, vreme u milisekundama nakon

// koga prekinuti se dokaz prekida

double vremeGranica,

// izlazni parametar, skup uslova nedegenerisanosti
Vector<Polinom> vecPolNDGUslovi

// definicija enumeratora statusa dokaza
enum TvrdjenjeStatus
{
TVRDJENJE_DOKAZANO,
TVRDJENJE_OPOVRGNUTO,
NEPOZNATO,
PREKID_VREME,
PREKID_SLOZENOST,
PREKID_OSTALO
3

Posto je kompleksnost algoritama algebarskih dokazivaca eksponencijalna
(bez obzira o kojoj se metodi radilo, svi algoritmi otkriveni do sada imaju
eksponencijalnu slozenost u opstem sluc¢aju), u apstraktnu klasu algebarskih
dokazivaca je dodata i opcija da se rad prekine ukoliko je vreme potroseno na
dokaz probilo zadatu vremensku granicu.

6.2.3 Implementacija Vuove metode

Tri osnovne operacije Vuove metode su pseudo deljenje polinoma, svodenje sis-
tema polinoma na trougaonu formu i racunanje finalnog ostatka. Sve tri op-
eracije su detaljno opisane u glavi 4 (glava o Vuovoj metodi). Ovde ¢e biti
prikazane konkretne implementacije u pseudo kédu i programskom jeziku C++.

Vuova metoda, na nacin na koji je implementirana u ovom radu (nepotpun
oblik Vuove metode), kao rezultat moze potvrditi da je tvrdenje ta¢no, moze
za linearni sistem hipoteza potvrditi da tvrdenje nije ta¢no, i u svim ostalim
slucajevima vratiti rezultat nepoznato $to znac¢i da tvrdenje nije ni potvrdeno,
ali ni opovrgnuto.

Algoritam 3 (Vuova metoda) Dokazivanje tvrdenja koriséenjem Vuove me-
tode.

Ulaz:
// sistem polinoma - hipoteze geometrijskih konstrukcija
Vector<Polinom> vecSistemPolinoma,
// tvrdjenje
Polinom polTvrdjenje
Izlaz: iz skupa {Tacno, Netacno, Nepoznato}

Procedura VuovaMetoda(vecSistemPolinoma, polTvrdjenje)
begin
// svesti ulazni sistem na trougaoni sistem
SvediNaTrougaoni(vecSistemPolinoma) ;
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end

// finalni ostatak tvrdjenja po modulu trougaonog sistema
polOstatak = FinalniOstatak(vecSistemPolinoma, polTvrdjenje);

if polOstatak == NulaPolinom
return Tacno

// ako je ulazni sistem linearni, tada je Vuova metoda potpuna
if LinearniSistem(vecSistemPolinoma) :
return Netacno

// ulazni sistem nije linearni, Vuova metoda nije potpuna
return Nepoznato

Algoritam 4 (Pseudo ostatak deljenja polinoma)

Pseudo deljenje sa ostatkom dva polinoma vise promenljivih je sli¢no algoritmu
deljenja polinoma jedne promenljive. Pseudo deljenje se uvek vrsi po zadatoj
promenljivoj i polinomi se razmatraju kao polinomi nad jednom promenljivom
(po kojoj se vrsi deljenje) dok se ostale promenljive razmatraju kao konstante.

Ulaz:

// polinom delilac

Polinom polDelilac,

// polinom delitelj

Polinom polDelitelj,

// indeks promenljive po kojoj se vrsi pseudo deljenje
int indeks

Izlaz:

// ostatak pseudo deljenja
Polinom polOstatak

Procedura PseudoOstatak(polDelilac, polDelitelj, index)
begin

// na pocetku ostatak je jednak deliocu
polOstatak = polDelilac

// dok je najveci stepen promenljive po kojoj se deli veci
// u polinomu ostatka nego u polinomu delitelja
while Stepen(polOstatak, indeks) >=
Stepen(polDelitelj, indeks)

//

// polinome treba predstaviti kao polinome

// promenljive po kojoj se deli

// polOstatak p =pl * x"v + p2

// polDelitelj = q = ql * x"w + g2

// ovde su (pl * x"v) i (gl * x"w) vodeci monomi

// u odnosu na promenljivu x

//
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// operacija koju treba izvrsiti je:
// p*ql -q=x*pl*xx"(v-w

// vodeci monomi i stepeni promenljive po kojoj se deli
v = Stepen(polOstatak, indeks)
pl = VodeciMonom(polOstatak, indeks) / Stepenuj(indeks, v)

w = Stepen(polDelitelj, indeks)
ql = VodeciMonom(polDelitelj, indeks) / Stepenuj(indeks, w)

polOstatak = polOstatak * ql -
polDelitelj * pl * Stepenuj(indeks, v - w)
end

return polOstatak
end

Algoritam 5 (Svodenje sistema polinoma na trougaonu formu)

Ovaj algoritam je opisan u poglavlju 2.3.3. U osnovi to je jednostavan algo-
ritam gde se najveci deo izvodenja svodi na pravilan izbor slede¢e promenljive
u trougaonom sistemu.

Algoritam 6 (Finalni ostatak)
Finalni ostatak deljenja polinoma po sistemu polinoma se dobija sukcesivnim

pseudo deljenjem svim polinomima iz sistema redosledom od poslednjeg do pr-
vog polinoma iz skupa

Ulaz:
// sistem polinoma - hipoteze geometrijskih konstrukcija
// u trougaonoj formi
Vector<Polinom> vecSistemPolinoma,
// polinom koji predstavlja tvrdjenje teoreme
Polinom polTvrdjenje
Izlaz:

// polinom finalni ostatak sukcesivnog pseudo deljenja
Polinom polFinalniOstatak

Procedura FinalniOstatak(vecSistemPolinoma, polTvrdjenje)
begin
polFinalniOstatak = polTvrdjenje

// poslednji indeks
indeks = vecSistemPolinoma.size()

// pseudo deljenje od poslednjeg do prvog polinoma
while indeks > O:
polFinalniOstatak = PseudoOstatak(
vecSistemPolinoma[indeks - 1],
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polFinalniOstatak,
indeks)
end

return polFinalniOstatak
end

6.2.4 Implementacija Buhbergerove metode

U glavi 5 su opisani algoritmi b-svodenja, konstrukcije Grebnerove baze i provera
pripadnosti polinoma idealu. Sada ¢e biti izlozeni odgovarajuéi algoritmi u
pseudo kodu.

Algoritam 7 (Grebnerova baza) Odredivanje Grebnerove baze skupa poli-
noma h = (hy, ..., hy)

Ulaz: Vector<Polinom> h = (hl, h2, ..., hn)

Izlaz: Grebnerova baza ulaznog skupa polinoma,
GB = (g1, g2, ..., gk)

Procedura GrebnerovaBaza(hl, ..., hn)

//

// 1) Pocetni skup S(0) je skup ulaznih polinoma
// 2) Skup S(1) se na pocetku postavlja na S(0).
// Za svaki par polinoma (pi, pj) iz S(0) se

// formira S-polinom gq. g se svodi na normalnu
// formu po modulu skupa S(0).
// Ukoliko je rezultat ne-nula polinom, rezultat

// se dodaje u skup S(1).
// 3) Na isti nacin se formira skup S(2) od skupa S(1)
// 4) Proces se zaustavlja kada vazi S(i+1) = S(i).

//

// pomocni vektor za formirane s-polinome parove polinoma
Vector<Polinom> vIzvedeniPolinomi

// u prvom koraku skup SO je skup hipoteza h

ponavljaj
vIzvedeniPolinomi.clear ()

// formiraj S-polinome svih parova
za svaki par (pi, pj) iz h:

q = Spolinom(pi, pj)

r = NormalnaForma(q, h)

if r 1= 0:
vIzvedeniPolinomi.push_back(r)
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// dodaj ne-nula S-polinome u trenutni skup Si

// da bi se formirao skup Si+l

za svaki p iz vIzvedeniPolinomi
h.push_back(p)

// ako je skup vIzvedeniPolinomi prazan,
// znaci da je Si = Si+l
dok vIzvedeniPolinomi.size() > 0

return GB
end

Pomoc¢ne procedure koris¢ene u glavnoj metodi za odredivanje Grebnerove
baze.

Algoritam 8 (S-polinom dva polinoma) Algoritam formiranja S-polinoma
dva data polinoma.

Ulaz: Polinom p = ciml + f1,
Polinom q = c2m2 + £2,

Izlaz: Polinom r = S-polinom(p, q)
BOOL Spolinom(p, q)

s = NZD(m1, m2)

sl=s/m

s2 =s / m2

r =c2 * sl x f1 - cl1 *x s2 x f2

return r
end

Algoritam 9 (b-svodenje polinoma ¢ sa polinomom f)

B-svodenju polinoma g polinomom f. Proverava se da li je moguée izvrsiti
b-svodenje po nekom monomu polinoma g, i ukoliko je moguée vrsi se svodenje.
B-svodenje se uvek vréi najveéim moguéim monomom polinoma g'.

Ulaz: Polinom g = clml + c2m2 + ...,
Polinom f cm + f1,

indeks i

Izlaz: TRUE wukoliko je g svodiv po nekom monomu mi vrsi
se svodjenje
FALSE ukoliko g je nesvodiv po svakom monomu mi,
polinom g ostaje nepromenjen

BOOL B-svodjenje(g, f)

1B-svodenje se moze izvrsiti po proizvoljnom monomu polinoma, izbor implementacije da
to uvek bude najveéi moguéi monom je postavljen zbog determinisanosti dokazivaca.
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i=1
while i < g.BrojTermova()
if m.DeljivoSa(mi)
g=g-ci*mi-c(mi/ mif1
return TRUE
i=1i+1

// ni sa jednim monomom polinoma g svodjenje nije moguce
return FALSE
end

Algoritam 10 (Odredivanje normalne forme polinoma g)

Svodenje polinoma g na normalnu formu po modulu skupa polinoma

f= (f17f27"'7f"’b)'

Ulaz: Polinom g,
Vector<Polinom> f = {f1, f2, ..., fn}

Izlaz: polinom g je sveden na normalnu formu po
modulu skupa f

Procedura NormalnaForma(g, f)

j=1
while j <= f.size()
// svodjenje i-tog monoma sa j-tim
// polinomom dokle god je moguce
if B-svodjenje(g, f[jl) == FALSE
// prelazak na sledeci polinom
j=3+1

end

Predstavljeni algoritmi su centralni deo implementiranog dokazivaca kori-
S¢enjem Buhbergerove metode..

6.3 Integrisanje dokazivaca u sistem GCLC

GCLC je aplikacija za vizuelizaciju geometrijskih konstrukeija ([34]). Geomet-
rijska konstrukcija se zadaje komandama GCLC jezika gde svaka bazi¢na kon-
strukcija (izbor tacke, presek dve prave, konstruisanje paralelne ili normalne
prave iz jedne tacke u odnosu na drugu pravu, presek prave i kruga, presek dva
kruga, itd) ima posebnu komandu. Na kraju, moguée je zadati tvrdenje geo-
metrijske teoreme u obliku izraza nad konstruisanim geometrijskim objektima.

Integracija dokazivaca u sistem GCLC se sastoji od analize geometrijske
konstrukcije i njenog prevodenja u sistem polinoma koji predstavljaju hipoteze,
zatim prevodenja izraza tvrdenja u polinom za koji treba dokazati da je posledica
hipoteza i dodatnih uslova nedegenerisanosti? i na kraju pozivanje dokazivaca

2Uslove nedegenerisanosti odreduje sam dokazivaé
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sa datim parametrima i vracanja rezultata dokazivanja aplikaciji GCLC koja ¢e
ga prikazati korisniku.

Najtezi deo integracije je upravo analiza geometrijskih konstrukcija i njihovo
prevodenje u hipoteze teoreme.

6.3.1 Prevodenje konstrukcija u algebarsku formu

Prevodenje geometrijskog problema u algebarsku formu je operacija koja se vrsi
u svakoj algebarskoj metodi za dokazivanje geometrijskih teorema. Sa stanovista
implementacije algebarskih dokazivaca, sloj programa koji stoji izmedu geo-
metrije i algebre je jedinstven i njega koriste svi implementirani algebarski
dokazivaci.

Uobicajeni tok dokazivanja jedne teoreme je sledeéi:

1. Opisuje se geometrijska konstrukcija, na primer kroz interfejs aplikacije

WinGCLC;

2. Postavlja se tvrdenje vezano za konstrukciju, na primer dve tacke su
identi¢ne, tri prave su kolinearne, dve duzi su jednake, dva vektora su
jednaka, itd.;

3. Geometrijski problem se prevodi u algebarsku formu;
4. Algebarski formulisan problem se prosleduje algebarskom dokazivacu;

5. Dokaziva¢ dokazuje teoremu i vraca status dokaza. Status je iz skupa
vrednosti: tvrdenje je dokazano, tvrdenje je opovrgnuto, tvrdenje nije ni
dokazano niti opovrgnuto, dokazivanje je prekinuto;

6. U slucaju da je tvrdenje dokazano, dokaziva¢ moze vratiti i listu dodat-
nih uslova koji moraju vaziti da bi tvrdenje bilo tacno, takozvane uslove
nedegenerisanosti.

Broj konstrukcija koji je podrzan od strane dokazivaca, odnosno od strane
sloja programa koji prevodi geometrijski problem u algebarski, je konacan. Za
svaku konstrukciju postoje posebna pravila prevodenja konstrukcije u odgo-
varajuce polinome. Podrzane geometrijske konstrukcije su opisane u poglavlju
3.2.

Prvi korak u prevodenju geometrijske konstrukcije u algebarsku formu je
uvodenje koordinatnog sistema u ravni (razmatranje se odnosi na planarnu
geometriju, s tim da veéina iznetog vazi i u slucaju visedimenzione geomet-
rije). Time su svakoj tacki konstrukcije dodeljene koordinate (a,b). Kao sto
je opisano u poglavlju 3.2, koordinata tacke moze biti 0 (Sto znaci da je tacka
na z ili y osi), promenljiva u; (nezavisna promenljiva, ozna¢ava slobodan iz-
bor tacke) ili promenljiva x; (zavisna promenljiva, oznacava zavisnost tacke od
drugih tacaka i objekata).

Svaka konstrukcija moze generisati nula, jedan ili dva polinoma. Izbor
proizvoljne tacke, recimo, ne generise polinom. Presek dve prave ée obi¢no
generisati dva polinoma; prvi polinom je uslov da tacka preseka pripada pr-
voj pravoj i drugi polinom je uslov da tacka preseka pripada i drugoj pravoj.
Konstrukcija prave koja sadrzi jednu tacku i paralelna je jednoj pravoj obi¢no
generiSe jedan polinom, to je uslov da su dve prave paralelne. Medutim, za istu
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konstrukciju moguce je i da nijedan polinom ne bude generisan — u slucaju da
se konstruise paralela iz tacke kojoj ta tacka pripada.

Postoji nekoliko detalja implementacije koji omogucavaju uspesno izvrsa-
vanje prevodenja u algebarsku formu. Poteskoce nastaju onda kada tekuéa
konstrukcija ne generiSe automatski nijedan polinom. Ukoliko su, na primer,
date dve tacke A i B, moze se konstruisati prava m koja je simetrala duzi
AB. Medutim, to se jo§ uvek ne moze iskazati nijednim uslovom u obliku
polinoma. Tek kasnije, ukoliko se naknadnim konstrukcijama dogodi, na primer,
da pravoj m pripada neka tacka M, generisace se polinom koji opisuje uslov da
suduzi MAi MB jednake. Ovakvi problemi se resavaju obilaskom konstrukcija
u vise prolaza. U prvom prolazu se nabroje osnovni objekti — to su tacke,
prave i krugovi, i lokalizuju se relacije pripadnosti medu njima. Posle prvog
koraka je poznato za svaku pravu koje tacke sadrzi i za svaki krug koje tacke
sadrzi. U sledec¢em prolazu se konstrukcije prevode u polinome. Kada bi se
sada obradivala konstrukcija simetrale duzi, automatski bi se za svaku tacku
koja pripada simetrali generisao po jedan polinom koji opisuje uslov da je tacka
jednako udaljena od krajeva duzi. Treba napomenuti da se u ovom koraku,
prevodenja geometrijske konstrukcije u sistem polinoma, ne uvodi nijedan novi
objekat u konstrukciju — nijedna nova tacka, prava ili krug.

Tokom generisanja sistema polinoma od geometrijskih konstrukcija (gener-
isanje sistema hipoteza), izvodi se i vazna optimizacija pred samo dokazivanje
teoreme — to je minimizacija broja promenljivih. Izbor proizvoljne tacke ravni
u aplikaciji GCLC se zadaje komandom point, na primer:

point A 20.0 25.0

gde je A naziv tacke, a sledece dve vrednosti su koordinate tacke u Dekartovoj
ravni za ilustraciju koju proizvodi GCLC. Svaka ovako zadata tacka se sma-
tra slobodnom tackom konstrukcije, tj. tackom koja zauzima opsti polozaj.
Dokazivaé ¢e prvoj slobodnoj tacki konstrukcije dodeliti koordinate (0,0) (ko-
ordinatni pocetak). Druga slobodna tacka konstrukcije ¢e dobiti koordinate
(u1,0), treca slobodna tacka ¢e dobiti koordinate (ug2,us), itd.

Sistem dalje ¢uva uglove koje prave grade u odnosu na x osu. Ukoliko se prve
dve navedene tacke nalaze na x osi, prava koja ih sadrzi gradi ugao od 0° sa z
osom (paralelna je x osi). Slicno, ukoliko su prve dve tacke date na y osi, prava
koja ih sadrzi gradi ugao od 90° sa x osom. Ugao se ne moze odrediti za svaku
pravu, posto se geometrijska konstrukcija navodi u opstem sluc¢aju najveéi broj
pravih ¢e graditi proizvoljan ugao sa x osom. Medutim, kao $to smo videli za
pravu koja sadrzi prve dve tacke konstrukcije, za neke prave se ovaj ugao moze
pouzdano odrediti. Ukoliko je za pravu p ugao pouzdano odreden, onda je ugao
pouzdano odreden i za sve prave paralelne sa tom pravom ili normalne na nju,
ili koje grade fiksni ugao sa tom pravom. Tako se mogu lokalizovati sve prave
sa odredenim uglom u odnosu na x osu, jednim prolazom kroz sve konstrukcije
geometrijske konfiguracije.

Za dokazivac je bitno da su odredene sve prave konstrukcije za koje se pouz-
dano zna da su paralelne x osi ili da su normalne na x osu. Prvo, takve prave se
koriste u minimizaciji broja promenljvih, zato Sto ¢e sve tacke na jednoj takvoj
pravoj imati istu promenljivu za x (odnosno y) koordinatu. Drugo, takve prave
su bitne i kod generisanja polinoma nekih tvrdenja. Takvo je recimo tvrdenje da
su dva vektora jednaka. Posto su vektori paralelni, ovo tvrdenje je ekvivaletno
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Slika 6.1: Neoptimizovana konfiguracija

da su x projekcije vektora jednake — ako vektor nije paralelan y osi ili tvrdenju
da su y projekcije vektora jednake — ako vektor nije paralelan x osi. Da bi se
znalo koje ekvivaletno tvrdenje od dva navedena treba iskoristiti za generisanje
polinoma, mora se znati da li prava ima specijalan polozaj paralelnosti sa x ili
y osom.

Izborom da prve dve slobodne tacke konstrukcije odreduju koordinatni po-
cetak i jednu tacku x ose postavljenog Dekartovog koordinatnog sistema se i
korisniku koji zadaje tvrdenje ostavlja moguénost dodatne optimizacije. Sve
tacke konstrukcije koje su detektovane da se uvek nalaze na x osi ée imati y ko-
ordinatu jednaku nuli, ¢ime je za svaku takvu tacku broj promenljivih smanjen
za jedan. U zavisnosti kojim redom se navode slobodne tacke konstrukcije, broj
tacaka Cije je koordinate moguce optimizovati moze biti veéi ili manji.

Razmotrimo dve geometrijske konfiguracije ilustrovane slikama 6.1 1 6.1 —
neoptimizovanu konfiguraciju i optimizovanu konfiguraciju.

Kod prve konfiguracije konstrukcija je zapoceta tackama A i B, dok je kod
druge konfiguracije konstrukcija zapoceta tatkama D i G. Ove dve konfiguracije
su ekvivalentne i za obe vaze ista tvrdenja, ali druga konfiguracija ima dve tacke
vige na x osi (prva konfiguracija ima dve, a druga Cetiri tacke na x osi). Time
je broj promenljivih u drugom slucaju manji za dva $to kao posledicu ima brze
izvodenje dokaza.

U dodatku A.2 je kroz primer Paposove teoreme prikazano kako se geometri-
jski problem zadaje u programu GCLC i, kao pocetni deo dokaza, kako se prob-
lem prevodi u algebarsku formu korak po korak. Na ovom primeru se mogu
videti na delu sve opisane optimizacije, mogu se videti koje prave su prepoznate
da grade fiksni ugao u odnosu na x osu i kako su tackama na tim pravama
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Slika 6.2: Optimizovana konfiguracija

dodeljene posebne (optimizovane) koordinate.

6.3.2 Dokazivanje tvrdenja

Algebarski dokaziva¢i, u osnovnoj implementaciji, nemaju nikakvih dodirnih
tacaka sa geometrijom. Oni kao ulaz imaju algebarsku formulaciju problema,
a kao izlaz daju status dokaza i, ukoliko je tvrdenje dokazano, listu dodatnih
uslova koja moraju vaziti da bi tvrdnje bilo tactno (uslovi nedegenerisanosti).
Dodatni uslovi su takode u algebarskoj formi, dati kao nejednakosti nad poli-
nomima (npr. u; # usg). Uslovi se dalje mogu analizirati i neki od njih prevesti
u geometrijsku formu.

Algebarski dokazivaci imaju zajednicki interfejs. Minimalni ulazni podaci za
algebarski dokaziva¢ su sistem polinoma (hipoteze teoreme) i polinom tvrdenja
teoreme. Ostali ulazni podaci mogu biti opcije za prekidanje dokaza u slucaju
da je kompleksnost problema prevelika za dokazivac.

Vreme izvrSavanja algebarskih dokazivaca geometrijskih teorema je ekspo-
nencijalno za sve postojete metode. U praksi, to znaci da realno vreme rada pro-
grama moze dosta da varira u zavisnosti od zadatog problema. Dokaz za veéinu
teorema (preko 90 teorema) dokazanih ovde implementiranim dokazivac¢em traje
manje od po 100 milisekundi na trenutno prose¢noj ra¢unarskoj konfiguraciji.
Medutim, zbog eksponencijalne slozenosti metode, vreme izvrsavanja raste ve-
oma brzo kako se dokazivacu postavljaju kompleksnija tvrdenja. Za ocekivati
je da dokazi nekih problema traju nekoliko minuta, nekoliko sati, pa i nekoliko
dana.

Dva su osnovna nacina da se kontrolise vreme izvrsavanja. Prva opcija je da
se programu zada maksimalno vreme izvrsavanja i ukoliko dokaz nije zavrsen u
tom vremenu, prekida se dalje izvr3avanje i daje signal o prekidu rada. Druga
opcija je da se izvrsvanje prekine ukoliko broj termova u nekom polinomu koji je
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dobijen tokom izvrsavanja dokaza premasi unapred zadatu granicu. Ova opcija,
naravno, ne garantuje donju granicu trajanja dokazivanja. Njen smisao je da
sve dok su veli¢ine polinoma u okviru neke granice, dokaz se odvija u okviru
prihvatljive kompleksnosti.

Ovim smo opisali i dve mere kompleksnosti dokaza. Prva mera je vreme
trajanja dokaza, a druga mera je maksimalni broj termova u nekom polinomu
koji je dobijen tokom izvrsavanja dokaza. Obe vrednosti se prikazuju u odgo-
varajuc¢em izvestaju (pogledati primer iz dodatka A.2).

Izlaz dokazivaca su status dokaza i eventualno uslovi nedegenerisanosti. Sta-
tus dokaza je jedan od sledecih:

Dokazano — tvrdenje je dokazano
Opvrgnuto — tvrdenje je opovrgnuto
Nepoznato — tvrdenje nije ni dokazano ni opovrgnuto

Vreme — dokazivanje je prekinuto zato $to je premasena postavljena vremen-
ska granica

Kompleksnost — dokazivanje je prekinuto zato $to je premasena zadata kom-
pleksnost (iskazana kao maksimalan broj termova kod medu-polinoma
kreiranog tokom dokaza)

Lista mogu¢ih statusa dokaza je prosiriva dodavanjem novih opcija dokazi-
vacu (opcije koje trenutno nisu podrzane). Korisna opcija bi bila prekidanje
dokaza u proizvoljnom trenutku, u tom slucaju bi se definisao novi status sa
imenom Prekid. Treba predvideti i nepredvidljive greske tokom dokazivanja
(eng. exceptions), takvom slu¢aju bi odgovarao status Ostalo.

6.3.3 Tekstualni izlaz dokazivaca

Algebarski dokazivaéi, skoro bez izuzetka, proizvode dokaze koji se ne mogu
geometrijski rekonstruisati. Za takve dokaze kazemo da su geometrijski necitljivi.
Ovakav opis, iako Siroko prihvacen, nije najtacniji. Algebarski dokaz je itekako
¢itljiv i nudi obilje informacija. Posebna paznja u razvoju dokazivaca je posvecena
kreiranju potpunog i kvalitetnog tekstualnog izlaza. Uporedujudi sa tekstualnim
izlazima koje proizvode drugi postojeéi dokazivaci (javno dostupni dokazivaci su
nabrojani u poglavlju 1.2), tekstualni izlaz je podignut na visi nivo, otkrivajuéi
potpun tok dokaza i sve korake koji su izvedeni.

Implementirani algebarski dokazivaci, kroz integraciju u sistem GCLC, pro-
izvode tekstualni izlaz dokaza u dva tekstualna formata — KTEX i XML. Uz
podrsku GCLC za XML, prisutna je i skripta XSLT transformacija koja od
XML izlaza kreira HTML verziju dokaza koja u najvecoj meri li¢i na I¥TEX
izlaz.

Podrskom dva popularna formata — IMTEX i XML, dokazi dobijeni od al-
gebarskih dokazivaca kroz sistem GCLC se mogu koristiti na svim operativnim
sistemima i na internetu.
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Glava 7

Zakljucci i dalji rad

U ovoj glavi su prikazani osnovni rezultati rada na implementaciji programa
algebarskih dokazivaca. Pored kratkog pregleda Sta je sve uradeno i sa kolikom
uspesnoscu, ukratko su opisani i dalji moguéi pravci razvoja rada.

7.1

Zakljucci

7.1.1 Pregled

Rad prezentovan u ovom tekstu je implementiran u vidu programskih biblioteka
i integracije u druge geometrijske aplikacije. Sledeca lista daje pregled program-
skih modula koji su napisani:

Biblioteka za rad sa polinomima vise promenljivih. Biblioteka podrzava
osnovne aritmeticke operacije nad polinomima, algoritme koji se koriste u
algebarskim metodama (psedo deljenje polinoma, b-svodenje polinoma),
ispis polinoma u ITEX i XML formatima. Biblioteka je optimizovana za
efikasan rad sa polinomima koji imaju i nekoliko stotina hiljada termova.

Implementacije Vuove i Buhbergerove metode. Obe metode su implemen-
tirane nad apstraktnom algebarskom metodom koja se moze iskoristiti kao
polazna osnova za dodavanje novih metoda. Apstraktna metoda pruza
podrsku za ograni¢avanje kompleksnosti dokazu u vidu prekidanja dokaza
nakon zadate vremenske granice, kao i zajednicki programski interfejs al-
gebarskih metoda.

Integracija algebarskih dokazivaca u sistem GCLC. GCLC aplikacija ([34])
je softverski proizvod za vizuelizaciju i uenje geometrije ¢ija je prva verzija
izasla jos 1996. godine. Detalji o integrisanju su opisani u glavi 6, a ovde
¢e biti naglaseno da je sama integracija u popularan softver sa tradicijom
od preko 10 godina, kakav je GCLC, dokaz kvaliteta i stabilnosti koda.

Bogat tekstualni izlaz koji proizvode dokazivaci u ITEX i XML formatima.
Podrska popularnih formata je jedan od doprinosa otvorenosti rada.

Javna dostupnost koda u izvornom obliku. Studentima i istraziva¢ima
koje zanima ova oblast je na taj nacin pruzen kompletni uvod u alge-
barske dokazivace: tekst koji opisuje teorijsku osnovu, GCLC aplikacija sa
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jednostavnim interfejsom za zadavanje geometrijskih tvrdenja, korpus od
preko 100 geometrijskih teorema koje su dokazive izlozenim dokazivacima
i, na kraju, izvorni kod programa koji moze posluziti kao polazna tacka
za nove radove i nove algebarske dokazivace.

7.1.2 Rezultati

Pored navedenih rezultata u programskom delu rada, izdvaja se i:

e Vise od 100 teorema dokazano Vuovom metodom

e Vise od 70 teorema dokazano Buhbergerovom metodom

e Preko polovine teorema dokazano je u vremenu manjem od 30 milisekundi

Slede¢a tabela prikazuje poredenje tri metode implementirane u sistemu
GCLC na korpusu geometrijskih navedenih u dodatku.

Teorema Vuova Buhbergerova | Metoda
metoda metoda povrsina

Talesova teorema | 0.002s 0.002s 0.003s

(primer 21)

Altitude Center Exists | 0.005s 0.048s 0.006s

Theorem (primer 28)

Altitude Center Exists | 0.005s 0.048s 0.006s

Theorem (primer 28)

Dualna teorema visi- | 0.011s 0.03s 0.01s

nama trougla (primer

29)

Upisani krug trougla | 0.011s 0.043s nepoznata

(primer 30) greska

Sredisnja duz trougla | 0.004s 0.004s 0.001s

(primer 31)

Paralelogram teorema | 0.002s 0.002s 0.0s

(primer 32)

Paralelogram teorema | 0.005s 0.004s 0.075s

2 (primer 33)

Opisani krug trougla | 0.003s 0.003s 0.071s

(primer 34)

Paposova teorema | 0.012s vreme > 21s 0.186s

(primer 35)

Paposova teorema | 0.03s 1.325s 0.079s

(druga verzija) (primer

36)

Dualna Paposova teo- | 0.026s vreme > 21s | —

rema (primer 37)

Paposov heksagon | 0.028s 1.41s 0.074s

(primer 38)

Povrsina trougla | 0.001s 0.001s 0.001s

(primer 27)

Tri kvadrata (primer | 0.022s 0.132s —

39)
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Teorema Vuova Buhbergerova | Metoda
metoda metoda povrsina

Gergonova tacka | 0.076s vreme > 21s | nepoznata
(primer 40) greska
Adamsov krug (primer | 22.162s vreme > 21s | —
41)
Teorema 3 iz [l] | 1.565s vreme > 21s | 1.713s
(primer 42)
Harmoniéne tacke 2 | 0.01s vreme > 21s | 0.004s
(primer 22)
Teorema 25 iz [1] | 3.411s vreme > 21s | vreme > 21s
(primer 43)
Teorema 28 iz [1] | 0.046s vreme > 21s | 0.016s
(primer 44)
Teorema 29 iz [1] | 0.144s 0.015s —
(primer 45)
Teorema 30 iz [1] | 0.008s 0.012s —
(primer 46)
Teorema 31 iz [1] | 0.005s 0.01s —
(primer 47)
Teorema 35 iz [1] | 0.067s vreme > 21s | nepoznata
(primer 48) greska
Teorema 37 iz [1] | 0.004s 0.003s nepoznata
(primer 49) greska
Teorema 42 iz [1] | 0.034s 0.062s 0.008s
(primer 50)
Teorema 46 iz [1] | 0.127s vreme > 21s | vreme > 21s
(primer 51)
Teorema 49 iz [1] | 0.006s 0.328s 0.007s
(primer 52)
Dezargova teorema | 0.234s 0.494s 0.534s
(primer 23)
Teorema 55 iz [1] | 0.006s 0.005s 3.059s
(primer 53)
Teorema 56 iz [1] | 0.005s 0.006s 0.132s
(primer 54)
Teorema 58 iz [1] | 0.081s 0.631s —
(primer 56)
Teorema 59 iz [1] | 0.047s vreme > 21s | —
(primer 57)
Teorema 69 iz [1] | 0.028s 0.087s 0.045s
(primer 58)
Teorema 75 iz [1] | 0.031s vreme > 21s | nepoznata
(primer 59) greska
Teorema 77 iz [1] | 0.033s — nepoznata
(primer 60) greska
Teorema 82 iz [1] | 0.059s vreme > 21s | vreme > 21s
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Teorema Vuova Buhbergerova | Metoda
metoda metoda povrsina

Teorema 84 iz [1] | 0.021s 0.388s vreme > 21s

(primer 62)

Menelajeva  teorema | 0.003s 0.003s 0.038s

(primer 24)

Teorema 85 iz [1] | 0.038s 0.032s vreme > 21s

(primer 63)

Teorema 86 iz [1] | 0.017s 0.082s —

(primer 64)

Teorema 83 iz [1] | 0.275s 0.104s —

(primer 65)

Teorema 91 iz [1] | 0.006s 0.02s —

(primer 66)

Teorema 92 iz [1] | 0.104s vreme > 21s | —

(primer 67)

Teorema 94 iz [1] | 2.515s vreme > 21s | nepoznata

(primer 68) greska

Teorema 95 iz [1] | 0.005s 0.014s —

(primer 69)

Teorema 97 iz [1] | 0.022s vreme > 21s | nepoznata

(primer 70) greska

Teorema 5.1 iz [1] | 0.01s 0.04s —

(primer 71)

Teorema 101 iz [1] | 0.156s vreme > 21s | —

(primer 72)

Teorema 104 iz [1] | 0.044s 0.09s —

(primer 75)

Konstrukcija  pravog | 0.001s 0.002s nepoznata

ugla (primer 26) greska,

Teorema 102 iz [1] | 0.059s 1.527s —

(primer 73)

Cevina teorema | 0.007s 0.018s 0.001s

(primer 20)

Teorema 103 iz [1] | 0.003s 0.003s 0.489s

(primer 74)

Teorema 108 iz [1] | 0.014s 0.181s —

(primer 76)

Teorema 110 iz [1] | 0.142s 0.146s —

(primer 77)

Teorema 114 iz [1] | 0.029s 0.039s —

(primer 78)

Teorema 117 iz [1] | 4.037s vreme > 21s | —

(primer 79)

Teorema 119 iz [1] | 0.025s 0.04s —

(primer 80)

Teorema 120 iz [1] | 0.005s 0.004s 0.073s

(primer 81)
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Teorema Vuova Buhbergerova | Metoda
metoda metoda povrsina

Teorema 121 iz [1] | 0.004s 0.003s —
(primer 82)
Teorema 123 iz [1] | 0.7s vreme > 21s | nepoznata
(primer 84) greska
Teorema 126 iz [1] | 0.053s 1.649s —
(primer 85)
Teorema 127 iz [1] | 0.051s vreme > 21s | nepoznata
(primer 86) greska
Teorema 132 iz [1] | 0.071s vreme > 21s | nepoznata
(primer 87) greska
Teorema 133 iz [1] | 0.005s 0.006s —
(primer 88)
Teorema 136 iz [1] | 0.049s vreme > 21s | —
(primer 89)
Teorema 137 iz [1] | 0.007s 0.019s nepoznata
(primer 90) greska
Teorema 138 iz [1] | 0.006s 0.008s nepoznata
(primer 91) greska
Teorema 140 iz [1] | 0.005s 0.008s —
(primer 92)
Teorema 141 iz [1] | 0.005s 0.008s nepoznata
(primer 93) greska
Teorema 145 iz [1] | 0.231s 0.134s —
(primer 94)
Teorema 150 iz [1] | 0.095s 0.106s —
(primer 95)
Teorema 155 iz [1] | 0.027s vreme > 21s | —
(primer 97)
Teorema 172 iz [1] | 0.101s vreme > 21s | nepoznata
(primer 98) greska
Teorema 219 iz [1] | 0.014s 1.145s —
(primer 100)
Sinusna teorema | 0.004s 0.004s —
(primer 101)
Kosinusna teorema | 0.001s 0.001s —
(primer 102)
Ojlerova formula | 0.125s 4.101s nepoznata
(primer 103) greska
Brahmaguptina teo- | 0.006s vreme > 21s | nepoznata
rema (primer 104) greska
Vivianijeva  teorema | 4.358s — —
(primer 105)
Krug sSest tacaka. | 0.381s vreme > 21s | —
(primer 106)
Harmonijska spregnu- | 0.048s 0.068s 1.111s
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Teorema Vuova Buhbergerova | Metoda
metoda metoda povrsina

Leptir teorema (primer | 7.627s vreme > 21s | nepoznata

108) greska

Krug osam tacaka | 1.632s vreme > 21s | nepoznata

(primer 109) greska

Uopstena Menelajeva | 0.012s 0.04s 0.043s

teorema (primer 25)

Ojlerova prava (primer | 0.038s 0.38s vreme > 21s

110)

Gausova prava (primer | 2.591s vreme > 21s 0.036s

111)

Uglovi nad  istom | 0.004s 0.004s nepoznata

tetivom (primer 112) greska

Teorema 20 iz [5] | 1.205s 6.062s 0.061s

(primer 113)

Teorema 22 iz [5] | 0.012s 0.06s vreme > 21s

(primer 114)

Problem u jednakon- | 0.005s 0.02s vreme > 21s

strani¢cnom pravou-

glom trouglu (primer

115)

Konstrukcija jed- | 0.002s 0.002s nepoznata

nakostrani¢nog trougla greska

(primer 116)

Leon-An teorema | 0.079s vreme > 21s —

(primer 117)

Krug devet tacaka | 6.855s vreme > 21s | nepoznata

(primer 118) greska

Nobsova teorema | 0.081s vreme > 21s nepoznata

(primer 119) greska

Paskalova teorema | 0.298s vreme > 21s | nepoznata

(primer 120) greska

Ptolomejeva teorema | 0.107s 0.046s —

(primer 121)

Simsonova teorema | 0.097s vreme > 21s nepoznata

(primer 122) greska

Vorinjonova  teorema | 5.584s 10.382s 0.01s

(primer 123)

7.1.3 Automatska detekcija nekonzistentne konstrukcije

U sistemu za vizuelizaciju geometrijskih konstrukcija, kakav je aplikacija GCLC,
geometrijska konstrukcija se zadaje kao niz elementarnih konstrukcija' od kojih
svakoj odgovara po jedna komanda koja se prosleduje aplikaciji. Nije svaka

L Geometrijska konstrukcija, moZemo jos reéi i geometrijska konfiguracija, je skup geomet-
rijskih objekata i relacija koje vaze izmedu njih. Jedna elementarna konstrukcija je jedan korak
u opisivanju geometrijske konstrukcije. Elementarna konstrukcija moze biti konstrukcija pre-
seka dve prave, konstrukcija prave koja prolazi kroz dve date tacke, konstrukcija podnozja iz
date tacke na datu pravu, itd.
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komanda validna geometrijska konstrukcija. Recimo, prava odredena tackama
A i B nije pravilno definisana ukoliko jedna od tacaka nije prethodno uvedena.
Prava odredena tatkama A i A je takode nepravilno definisana. Ova dva slucaja
su primeri sintaksnih gresaka, a to su tipovi greSaka koji se lako detektuju od
strane aplikacije za vizuelizaciju geometrijske konstrukcije.

Ukoliko su sve komande koje ¢ine geometrijsku konstrukciju sintaksno is-
pravne, to i dalje ne znaci da one ¢ine validnu geometrijsku konstrukciju. Prava
odredena tackama A i B nije ispravno definisana ukoliko su tacke A i B identi¢ne
u opStem slucaju. Presek dve prave nije mogué¢ ukoliko su te dve prave paralelne
u opstem slucaju. Ovo su primeri deduktivnih greSaka. Ovaj tip gresaka se ne
moze jednostavno detektovati od strane aplikacije. Identitet dve tacke u opstem
slucaju ili paralelnost dve prave u opstem slucaju je poseban odnos izmedu
objekata koji su uvedeni komandama konstrukcije i predstavlja geometrijsko
tvrdenje koje treba dokazati.

Ono sto aplikacija moze lako da detektuje, to su semanticke greske — nekonzis-
tentost niza elementarnih konstrukcija u konkretnom sluc¢aju (za razliku od
opsteg). Aplikacija za vizuelizaciju geometrijskih konstrukeija svakoj tacki kon-
strukcije dodeljuje realne dekartovske koordinate i nadalje je svaki objekat (prava,
krug, kriva drugog reda, itd.) odreden jednac¢inom sa konkretnim vrednostima.
U opstem slucaju, koordinate tacaka bi bile promenljive, a ne realne vrednosti
i parametri geometrijskih objekata bi bili u funkciji ovih promenljivih. Re-
alne vrednosti koje su dodeljene objektima umesto promenljivih opisuju jedan
konkretan primer geometrijske konstrukcije. U ovom konkretnom primeru ap-
likacija moze detektovati poseban odnos izmedu datih objekata — da li su dve
tacke identi¢ne, da li su dve prave paralelne, da li su dve prave normalne, itd.
Time se moze detektovati nekonzistentnost niza geometrijskih konstrukcija u
konkretnom slucaju. Ali identitet dve tacke u jednom, posebnom slu¢aju ne
znaci da su te dve tacke identi¢ne u svakom, odnosno opstem slucaju (dok
obratno uvek vazi). Prema tome, aplikacija za vizuelizaciju konstrukcija moze u
najboljem slucaju detektovati samo mogucénost da je niz konstrukcija nekonzis-
tentan, ali tako nesto ne moze i potvrditi bez pomoé¢i dokazivaca. Dokazivac je
neophodan zato $to su iskazi poput onoga da su dve tacke identi¢ne ili da su
dve prave paralelne upravo geometrijska tvrdenja pri zadatoj konstrukciji.

Prethodno razmatranje se moze pretociti u efikasan algoritam koris¢enja
geometrijskog dokazivaca u cilju otkrivanja nekonzistente geometrijske konstruk-
cije:

1. Geometrijska konstrukcija se zadaje aplikaciji kao niz komandi od kojih

svaka opisuje jednu elementarnu konstrukciju.

2. Aplikacija obraduje jednu po jednu komandu, kreira geometrijske objekte
i njihovim parametrima dodeljuje realne vrednosti.

3. Ukoliko nije moguée izra¢unati vrednosti parametra nekog objekta (ne
moze sa odrediti presek dve prave, ne moze se konstruisati prava kroz dve
zadate tacke, itd), aplikacija detektuje moguénost nekonzistentnosti kon-
strukcije. Relacija izmedu objekata koja sprecava da se pravilno obradi
tekuca komanda se prosleduje dokazivacu kao tvrdenje koje sledi iz pre-
thodno zadatih komandi.

4. Ukoliko dokaziva¢ potvrdi tvrdenje, korisnik se obavestava o nevalidnosti
konstrukcija u opstem slucaju. Ukoliko tvrdenje nije tac¢no, korisnik se
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obavestava da se konstrukcija moze izvesti, ali ne sa trenutno zadatim
vrednostima, odnosno konstrukcija nije validna u zadatom, posebnom
slu¢aju (obiéno je dovoljno da se promene koordinate nekih od poéetnih
tacaka). Ukoliko dokaziva¢ ne uspe ni da dokaze niti da opovrgne tvrdenje,
korisnik se obavestava da konstrukcija nije validna u zadatom polozaju i
da mozda nije validna u opstem slucaju.

GCLC ima ugradenu podrsku za automatsku verifikaciju regularnosti ge-
ometrijske konstrukcije ([35]) sa moguénoséu koriséenja proizvoljnog geometri-
jskog dokazivaca. Sada ta podrska ima na raspolaganju tri razlic¢ita geometrijska
dokazivaca koja su implementirana u sistemu GCLC.

7.2 Pravci daljeg razvoja

Tema obradena u ovom radu nije zatvorenog tipa. Naprotiv, osim teorijskih i
prakti¢nih primena koje pruza, automatsko dokazivanje geometrijskih teorema
(algebarskim putem) se moze dalje razvijati kako kao samostalan projekat, tako
i kao deo drugih projekata.

7.2.1 Unapredivanje metoda

Samo iz nabrojanog iz ¢ega se sastoji programski deo projekta, moze se naslutiti
kompleksnost teme automatskog dokazivanja geometrijskih teorema. Program
koji je napisan se moze dalje unapredivati poboljSanjem opcija koje trenutno
podrzava, kao i dodavanjem novih. Lista je dugacka, i na samom pocetku se
nalaze sledeta unapredivanja:

e Poboljsanje Buhbergerove metode. Ova metoda trenutno postize slabije
rezultate od Vuove metode i to iznad ocekivanja navedenih u drugim
radovima koji su se bavili poredenjem dve metode. Jasno je da na ovom
polju ima dosta prostora za napredak.

e Poboljsanje performansi dokazivaca. Trenutne performanse su zadovol-
javajuce, ali se mogu unaprediti na nekoliko nac¢ina, kao $to su paralelizacija
i optimizacija rada sa memorijom.

e Podrska svodivih sistema polinoma do kvadratnih stepena. Sa tom podr-
gkom, dokaziva¢ bi bio u stanju da dokaze najveéi broj teorema planarne
geometrije i bio bi u rangu sa najboljim postojeé¢im dokazivacem (Cuov
dokazivac).

e Prevodenje uslova nedegenerisanosti u geometrijsku formu.

7.2.2 Podrska za veéi broj geometrijskih teorema

Dokazivanje geometrijske teoreme algebarskim metodama se sastoji od tri os-
novna koraka:

1. Zadavanje teoreme;

2. Prevodenje teoreme u algebarsku formu;
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3. Dokazivanje algebarske forme teoreme.

Osigurati podrsku za veéi broj geometrijskih teorema znaci obezbediti takvu
podrsku u sva tri koraka. Trenutno nepodrzane teoreme su, izmedu ostalih, one
koje ukljucuju krive drugog reda ili trisektrise ugla.

U ovom radu se, kada se govorilo o interfejsu za postavku geometrijskih teo-
rema, uglavnom mislilo na sistem GCLC. U toj aplikaciji moguce je konstruisati
proizvoljne krive drugog reda, ali one nisu podrzane u smislu dokazivanja ge-
ometrijskih teorema zato $to nedostaje podrska u drugom koraku — njihovom
prevodenju u algebarsku formu. S druge strane, GCLC ne sadrzi komande za
izvodenje konstrukcije trisekcije ugla tako da podrska teorema koje traze takvu
konstrukciju (npr. Morlijeva teorema) nije obezbedena veé u prvom koraku.

Rad na obezbedivanju podrske za dokazivanje Sireg opsega geometrijskih
teorema se zato proteze na nekoliko nivoa, od kojih su neki (prvi korak) i izvan
dokazivaca.

7.2.3 Automatsko otkrivanje novih teorema

Dokazivaci geometrijskih teorema se u najveéem broju slucajeva koriste da
dokazu postojete i do sada poznate teoreme. Sa istrazivacke strane dobit je
u tome §to je dobijen jos jedan dokaz date teoreme, produbljuje se razumevanje
same teoreme i, naravno, razvija se oblast automatskog dokazivanja ¢iju vaznost
ne treba naglagavati.

Otkrivanje novih geometrijskih teorema je, s druge strane, zadatak koji jasno
doprinosi samoj geometriji. Od nastanka geometrije, istrazivaci se bave otkri-
vanjem novih teorema i njihovim dokazivanjem. Pojava raunara i programa
za automatsko dokazivanje geometrijskih teorema pruza potrebne alate da se
automatizuje i otkrivanje novih teorema.

Procedura kojom bi moglo da se automatski traga za novim teoremama bi
u nagrubljem obliku izgledala ovako:

1. Traganje za novim teoremama pocinje od zadate geometrijske konstruk-
cije. Konstrukcija se moze zadati na viSe nacina:

e Konstrukcija se bira slu¢ajno — polazi se od prazne konstrukcije na
koju se dodaju nasumicno izabrane elementarne konstrukcije;

e Konstrukcija se ru¢no zadaje;
e Konstrukcija se preuzima iz poznate teoreme;

2. Pocetna konstrukcija se prosiruje novim elementarnim konstrukcijama na
nacin koji podseca na poznati algoritam teorije grafova pretrage u $irinu.
Trenutna konstrukcija se prosiruje novom elementarnom konstrukcijom
na sve moguce nacine. Svaka nova dobijena konstrukcija se zatim na isti
nacin obraduje dodavanjem nove elementarne konstrukcije na sve moguce
nacine i tako dalje. Svaka konstrukcija dobijena na ovaj nac¢in se obraduje
narednim korakom.

3. Trenutna konstrukcija se oslobada parametara — svakoj tacki ¢e biti
dodeljene konkretne realne koordinate, svaka prava ¢e imati izracunate
parametre koji je odreduju, itd. U ovu svrhu se koristi aplikacija za
vizuelizaciju geometrijskih konstrukcija, na primer GCLC.
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4. Za zadati posebni slu¢aj geometrijske konstrukeije (oslobadanjem od para-
metara je predeno sa opsteg na posebni slucaj), proverava se da li postoji
posebna relacija izmedu dva ili vise objekata, a koja nije posledica zadate
konstrukcije. Neke od posebnih relacija su:

e Dve tacke su identicne;

e Dve prave su paralelne, normalne ili grade ugao od 30, 45, 60, 75
stepeni;

Cetiri ili vise tacaka pripadaju istom krugu;

Cetiri tacke su harmonijski spregnute;
e Tacka je srediste duzi ili odnos dve duzi je ceo broj;

5. Ukoliko je posebni slucaj detektovan, on se prosleduje dokazivacu kao
tvrdenje koje je posledica konstrukcije. Teorema je otkrivena ukoliko je
ovakvo tvrdenje dokazano.

Od ove ideje do realizacije je dug put. Automatsko otkrivanje novih geo-
metrijskih teorema metodom koja je opisana deluje efikasno i izvodljivo. Prva
dva koraka, generisanje geometrijske konstrukcije, se racunski mogu veoma brzo
izvesti. Pretpostavka je da se na hiljade probnih konstrukcija moze generisati
u jednoj sekundi. U rezultatima implementiranih dokazivaca je napisano da je
prosec¢no vreme dokazivanja teoreme manje od 100 milisekundi. Kombinacijom
ova dva vremena dolazi se do zakljucka o efikasnosti metode otkrivanja novih
teorema.

Poteskoce koje se ocekuju tokom realizacije su brojne, pa se ne moze sa
sigurnos¢u predvideti uspesnost metode — jedini pokazatelj uspesnosti u ovom
slucaju bi bio broj novo-otkrivenih interesantnih teorema primenom metode.
Neki od problema koji se unapred mogu predvideti su:

e Optimalan nacin za generisanje pocetne konstrukcije. Optimalnost se meri
udaljenoséu pocetne konstrukcije od konstrukcija koje sadrze nove teo-
reme;

e Prepoznavanje posebnih odnosa izmedu geometrijskih objekata uvedenih
konstrukcijom koji su posledica same konstrukcije i ne predstavljaju novo
geometrijsko tvrdenje;

e lako je srednje vreme dokazivaca na najvetem broju teorema veoma efi-
kasno, na pojedinim slucajevima dokaziva¢ moze raditi veoma dugo, §to
je posledica eksponencijalne slozenosti algebarskih metoda;

e Otkrivene teoreme je potrebno klasifikovati. Pretpostavka je da bi se
u najvec¢em broju slucajeva radilo o trivijalnim tvrdenjima, poznatim
tvrdenjima ili na neki drugi nac¢in neinteresantnim teoremama. Poseban
problem je opisivanje interesantnih teorema.

Automatsko otkrivanje geometrijskih teorema je izazovan zadatak u svakom
smislu — istrazivackom, programerskom i nau¢nom. Pored svega toga, sama
oblast je atraktivna i zbog ¢injenice §to bi uspesni rezultati imali veliku vrednost
— svaka nova otkrivena teorema, do sada nepoznata i nigde klasifikovana, bi
obogatila geometriju, a to je nagrada koju svaki geometricar prizeljkuje.
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7.2.4 Koriséenje lema pri dokazivanju

Jedan od rezultata ovoga rada je i prikupljanje korpusa geometrijskih teorema.
Vise od 100 teorema je sakupljeno (tekstovi i ilustracije teorema su navedeni u
dodatku) i sve su dodate u repozitorijum GeoThms [5] koji je javno dostupan.

Baza geometrijskih teorema je vredna sama po sebi; moze se koristiti u
cilju ucenja geometrije, klasifikacije i sistematizacije geometrijskih znanja, a u
projektima razvoja novih sistema automatskih dokazivaca i kao materijal za
testiranje i uporedivanje programa. Jo§ jedna od atraktivnih primena baze
geometrijskih teorema na polju automatizacije geometrije je koriséenje lema pri
izvodenju novih dokaza.

Geometrijsko tvrdenje se sastoji od geometrijske konstrukcije i tvrdenja koje
se postavlja u odnosu na nju. Tvrdenje je dokazano ukoliko se pokaze da je
posledica konstrukcije (koju u ovom slu¢aju zovemo hipoteza) i dodatnih uslova
nedegenerisanosti koji odreduju opsti polozaj konstrukcije. Dodatni uslovi nede-
generisanosti se odnose samo na konstrukciju i ni na koji nacin ne zavise od
samog tvrdenja. Posledica tvrdenja u odnosu na hipoteze konstrukcija i do-
datne uslove nedegenerisanosti se moze zapisati na slede¢i nac¢in:

(hi Nha A...ANhy Andgr A ... Andgy) = g (7.1)

gde su h; pojedina¢ne elementarne konstrukcije, ndg; uslovi nedegenerisanosti
i g tvrdenje.

Dokazane teoreme koje se ¢cuvaju u bazi teorema se mogu koristiti kao leme
pri dokazivanju novih tvrdenja. Recimo da je u bazi teorema pronadena teorema
¢ija konstrukceija je podskup konstrukcije novog tvrdenja (i da je novo tvrdenje
iskazano formulom 7.1). Ova teorema bi tada imala oblik:

(hpy Ahpy Ao Ay, Andgt™ A AndgtD) = gy

gde su h,, iz skupa {h1,hs,...,h,}. Ono 3to je vazno primetiti, a posledica
je toga da uslovi nedegenerisanosti zavise samo od geometrijske konstrukcije,
je da su uslovi nedegenerisanosti ndgj(»l) takode iz skupa {ndgi,ndgs, ...ndgy}.
To je stoga sto ako jedan uslov nedegenerisanosti vazi za jednu geometrijsku
konstrukciju, onda taj uslov mora vaziti i za svaku nad-konstrukciju date kon-
strukcije.

Iz svega razmatranog, lako se pokazuje da ukoliko je slede¢a implikacija
tacna:

(hi Nha Ao ANhy Andgr A ... Andg AN q1) = g

onda je ta¢na i implikacija 7.1. Odnosno, ukoliko je pokazano da je tvrdenje
g posledica hipoteza konstrukcije, dodatnih uslova nedegenerisanosti i dodatne
leme (koja je taéna za pod-konstrukciju date konstrukcije), onda je tvrdenje g
takode posledica osnovnih hipoteza konstrukcije i dodatnih uslova nedegener-
isanosti. Time je pokazana korektnost koriséenja lema pri dokazivanju geomet-
rijskih tvrdenja, sa akcentom na algebarski pristup dokazivanju geometrijskih
tvrdenja.

Postoji nekoliko ideja na koji nac¢in bi se leme mogle iskoristiti u cilju ubr-
zanja izvodenja dokaza, ali nijedna od tih ideja nije jos proverena u praksi:
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e Iskoristiti lemu da se uproste hipoteze (tj. da se smanji stepen polinoma
koji predstavlja hipotezu ukoliko je to moguée). Kod Vuove metode,
uproséavanje se pokusava pseudo deljenjem, kod Buhbergerove metode,
upro$cavanje se pokusava B-svodenjem.

e Iskoristiti lemu da se uprosti tvrdenje.
e Dodati lemu u skup hipoteza.

e Zameniti jednu ili vise hipoteza lemom (na nacin koji ne ugrozava korek-
tnost dokaza).

Da bi se ideja o koriséenju lema mogla realizovati, potrebno je resti jos
jedan kompleksan problem — efikasno pronalazenje teoreme u bazi teorema
¢ija konstrukcija je podskup konstrukcije zadatog tvrdenja. Otezavajudéi faktor
je moguénost postavke ekvivalentne geometrijske konstrukcije na vise razlictih
nac¢ina. Da bi se dve konstrukcije uporedile, potrebno ih je nekako svesti na
kanonsku formu, a idealno bi bilo definisati kanonsku formu koja bi imala svo-
jstvo da je za svaku konstrukciju u kanonskoj formi, svaki njen podskup takode
u kanonskoj formi. Time bi se omogucila laka pretraga kroz bazu teorema.



Dodatak A

Kolekcija geometrijskih
teorema

Svrha geometrijskog dokazivaca je dokazivanje geometrijskih teorema, a moé
geometrijskog dokazivaca opisuje opseg i kompleksnost teorema koje moze do-
kazati. U ovom dodatku je kroz veliki broj primera (preko 100 geometrijskih
teorema) prikazana prakti¢na vrednost implementiranih dokazivaca.

A.1 Uvod

Teoreme navedene u ovom dodatku su izabrane iz opsega teorema koje moze
dokazati implementirani dokaziva¢. Taj opseg ¢ine teoreme konstruktivnog tipa
geometrije euklidske ravni koje se mogu iskazati jednakostima (najveéi broj teo-
rema pripada upravo toj klasi) i kod kojih dobijeni sistem polinoma koji ¢ine
hipoteze tvrdenja nije svodiv, ili je svodiv ali je tvrdenje tatno za svaku nesvo-
divu komponentu sistema. Da bismo izbegli formalnu definiciji pojmova svodi-
vosti i nesvodivosti sistema polinoma, navedimo nekoliko primera koji ilustruju
kada dolazi do svodivosti sistema.

Svodivost je posledica nejednoznaénosti geometrijske konstrukcije, na primer
presek prave i kruga. U opStem slucaju, tim presekom su odredene dve tacke,
recimo tacka A sa koordinatama (z1,z2) i tatka B sa koordinatama (s, x4).
Neka se dalje resavanjem sistema polinomnih jednakosti dobijaju sledeca resenjas:
A= (p,q)iB = (r,s). Medutim, zbog simetrije postoji jos resenja koja zado-
voljavaju uslove preseka prave i kruga, ta reSenja su:

Ukupno, postoji ¢etiri reSenja po nepoznatama x1,x2,x3 i x4 za problem
konstrukcije preseka prave i kruga. Svako od ovih Cetiri reSenja gradi jednu
komponentu polaznog sistema polinoma koji je svodiv. Ukoliko tvrdenje nije
ta¢no bar u jednoj od ovih komponenti, onda takvo tvrdenje nije dokazivo ovde
implementiranim dokazivacem.
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Ay

C1

By

Slika A.1: Paposova teorema

Medu dokazanim teoremama nalazi se dosta onih koje uklju¢uju presek prave
i kruga. U svim tim teoremama se koristi samo jedna tacka preseka i tvrdenje je
tacno bez obzira na izabranu tacku, ¢ime je izbegnuta zamka svodivosti sistema
polinoma.

A.2 Primer teoreme dokazane u GCLC-u

Geometrijske konstrukcije se u okruzenju GCLC zadaju u programskom jeziku
te aplikacije, u takozvanom gcl formatu. Razmotrimo slede¢u teoremu o tri
kvadrata.

Primer 19 (Paposova teorema) Data je prava p sa tackama A, B i C, 1
tacke Ay i As van prave p. Neka je By presek prave AyAs sa pravom koja
sadrzi A i paralelna je sa Ay B. Neka je C1 presek prave A1 As sa pravom koja
sadrzi B i paralelna je sa CBy. Dokazati da je ACy paralelna sa CAy. (slika
A1)

Odgovaraju¢i GCLC kod konstrukcije navedene teoreme je, na primer:

point A 20 10
point B 90 10
online C A B
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cmark_b A
cmark_b B
cmark_b C

point A_1 55 50
point A_2 45 43
line A_1A_2 A_1 A_2

line A_1B A_1 B
parallel AB_1 A A_1B
intersec B_1 A_1A_2 AB_1

line CB_1 C B_1
parallel BC_1 B CB_1
intersec C_1 A_1A_2 BC_1

cmark_1t
cmark_1t
cmark_1t

Q W =
e

drawline A
drawline A_

= Q

drawsegment A
drawsegment B
drawsegment B
drawsegment C

=

drawsegment A C_
drawsegment C A_
prove { parallel A_1 C A C_1 }

Tvrdenje teoreme (A;C || AC1) je iskazano komandom prove.

GCLC aplikacija sadrzi tri dokazivaca geometrijskih teorema. Ukoliko bismo
ovu teoremu dokazali dokazivacem koji je baziran na Vuovoj metodi, GCLC
aplikacija bi proizvela sledeéi izvestaj:

GCLC Prover Output for conjecture ,,Paposova teorema”

Construction and prover internal state

Construction commands:
POINT: A

POINT: B

ONLINE: CA B

POINT: A

POINT: A,

LINE: A1A2 Al A2
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LINE: A1B A1 B

PARALLEL: ABy A A1B

INTERSECTION OF LINES: By A1As AB,
LINE: CB; C By

PARALLEL: BCy B CB;

INTERSECTION OF LINES: C; A1 Ay BC,

Coordinates assigned to points:

A= (0,0)

B = (Ul,O)
C= (U7,0)
Ay = (u3,uyg)
Ay = (us,ug)
By = (x3,22)
Ci = (x5,24)

Conjecture(s):

1. e GCLC code:
{ parallel Ay C A C; }

¢ Expression:

ALC || ACy

Resolving constructed lines

AB = (A, B), (line is horizontal), (generated by the prover)
A4z = (A1, A2)

A1B = (A1, B)
AB; = (A, By)
OB, = (C, By)
BCy = (B, Cy)

Creating polynomials from hypotheses
e POINT: A

no condition

e POINT: B

no condition
e ONLINE: CA B
— point C' is on the line (A, B)

true by the construction
no condition

e POINT: A,

no condition
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POINT: A,

no condition
LINE: A1A2 A1 A2

— point A; is on the line (41, Ag)
no condition

— point As is on the line (41, Asg)
no condition

LINE: A1B A; B

— point A; is on the line (4, B)
no condition

— point B is on the line (4, B)
no condition

PARALLEL: AB; A A\B
— line (A, By) parallel with line (4;, B)

p1 = —uax3 + (uz — u1)x2
INTERSECTION OF LINES: B; A1A5 AB;

— point By is on the line (A;, As)

P2 = (—ue + ug)xs + (us — uz)re + (Uglsz — usuy)
— point Bj is on the line (A, By)
no condition

LINE: CB; C By

— point C is on the line (C, By)
no condition

— point Bj is on the line (C, By)
no condition

PARALLEL: BC; B CB;
— line (B, C4) parallel with line (C, By)

P3 = T5T2 — T4T3 + UTT4 — UL T2
INTERSECTION OF LINES: C; A; Ay BCq

— point C4 is on the line (A;, As)

Pa = (—up + ua)rs + (us — uz)ry + (uguz — usug)

— point C is on the line (B, Cy)
no condition
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Creating polynomial from the conjecture

line (A1, C) parallel with line (A4, C1)

Ps = uaTs + (u7 — uz)ry
Conjecture 1 :
P6 = UaTs + (U7 — u3)T4
Invoking the theorem prover

The used proving method is Wu’s method.
The input system is:

po = —ugx3+ (uz — u1)To

p1 = (—ue+ua)zs + (us — uz)ze + (ueus — usus)
P2 = TsT2 — T4T3 + UTT4 — UIX2

ps = (—ue+ua)zs + (us — u3)ra + (Ugus — Usua)

Triangulation, step 1
Choosing variable: Trying the variable with index 5.
Variable z5 selected: The number of polynomials with this variable is 2.

Minimal degrees: 3 polynomials with degree 1 and 2 polynomials with degree
1.

Polynomial with linear degree: Removing variable x5 from all other poly-
nomials by reducing them with polynomial ps.

Finished a triangulation step, the current system is:

Po = —uax3+ (uz — u1)To

pr = (—ue+ug)rs + (us — uz)w2 + (ueus — usuy)

p2 (ue — ua)aw3 + (—us + uz)raws + (—urue + Urtg)Ts +
(—ueus + ugt1 + Ustg — UgUy ) T2

ps = (—ue+ua)rs + (us — ug)zs + (ueusz — usua)

Triangulation, step 2

Choosing variable: Trying the variable with index 4.

Variable z4 selected: The number of polynomials with this variable is 1.
Single polynomial with chosen variable: No reduction needed.

The triangular system has not been changed.
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Triangulation, step 3
Choosing variable: Trying the variable with index 3.
Variable z3 selected: The number of polynomials with this variable is 2.

Minimal degrees: 1 polynomials with degree 1 and 0 polynomials with degree
1.

Polynomial with linear degree: Removing variable x3 from all other poly-
nomials by reducing them with polynomial p;.

Finished a triangulation step, the current system is:

Do (—ugus + uguy + usty — ugt1 )Ty + (Ugusuz — usu?)

p1 = (—ue+ua)rs + (us — u3)w2 + (ueus — usus)

P2 = (ug —ua)raxs + (—us + ug)xaTs + (—uzue + urug)xy +
(—ueus + usu1 + ustiy — UgU1)T2

ps = (—ue+us)xs + (us — ug)zs + (ueusz — usua)

Triangulation, step 4
Choosing variable: Trying the variable with index 2.
Variable - selected: The number of polynomials with this variable is 1.
Single polynomial with chosen variable: No reduction needed.
The triangular system has not been changed.

The triangular system is:

Po (—ugus + usu1 + usty — usuy) 2 + (Uguats — usu3)

p1 = (—ue+ua)rs + (us — u3)w2 + (ueus — usus)

p2 = (ug — ua)rax3 + (—us + ug)xaxa + (—urzug + urug)y +
(—ueus + ugu1 + Ustg — UsU7 ) T2

ps = (—ue+ua)rs + (us — ug)zs + (ueusz — usua)

Final remainder

Calculating final remainder of the conclusion:
g = uaxs + (u7 — uz)24
with respect to the triangular system.
1. Pseudo remainder with ps over variable xs:

g = (—urug + urug + ugus — usts) T4 + (—uguguz + usui)
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2. Pseudo remainder with py over variable x4:
2 2 2 3
g = (—uguqus + ugusuj + uguius — usuy)r3+

2 2
(—U7UGU3 + urugul + UTUcUSUL + UrUCULUS — 2UTUCULUL —
2 2 2,2 2
UTUSUY + UTUZUT + UgU3 — UgU3U] — UUsULU3 + UgU5ULUL —
2 2 2
UsU4U3 + UgU4UZUT + USUZUZ — U5u4u1)x2—|—

2 2 2 3
(U7ugUsUz — UTURUSUS — UTUBUUS + UTUSUY )
3. Pseudo remainder with p; over variable x3:
3 3 2 2 2
g = (urugus — urugul — UrUusUsUs — 2Uuruguaus + 3UrugUaty+

2uw6u5ui + U7u6uiU3 — 3u7u6uiu1 — u7U5u‘Z’ + ’U,7’U,ZU1—
3,2 3 2 2 2 2
UgU3 + UgUaUl + 2UgUsULU3 — UGU5U4UT + UgUAUZ—
902 . 2,2 _9 200 + 2 201+
UgU4U3UTL UsUrUy UsUsU4U3 UsUsU4UT
2 2 3 3
UpUFUSUT + UEUY — UsUGUT )Ta+
(—U7ug’LL4’LL3 + uw%%ui + QU7U%’LLZU3 — 2U7UGU5UZ—
3 4 3 2 2 2
UTUGULUZ + UTUSU, + UGULUZ — 2u6U5u4U3—
2.2 2 2 3 3 2 4
uguzus + uguzuy + 2ugUsUyus — USUy)
4. Pseudo remainder with pg over variable xs:

g=0

Prover report

Status: The conjecture has been proved.

There are no ndg conditions.

Space Complexity: The biggest polynomial obtained during proof process
contained 34 terms.

Time Complexity: Time spent by the prover is 0.006 seconds.

A.3 Teoreme

Ovo poglavlje je potpuno automatski generisano polazeéi od direktorijuma sa
kolekcijom GCLC datoteka u kojima su teoreme navedene. Sve teoreme su
zadate svojim tekstom, ilustracijom, napomenom ukoliko postoji i kratkim i-
zvestajem o dokazu teoreme.

Izvestaj se sastoji od koordinata koje su dodeljene tackama iz konstrukcije
od strane dokazivaca i statusa dokaza za oba dokazivata (dokaziva¢ Vuovom
metodom i dokaziva¢ Buhbergerovom metodom).

Status moze biti da je teorema dokazana i u tom slu¢aju je navedeno vreme
izvrsavanja i kompleksnost dokaza (kompleksnost je odredena maksimalnim bro-
jem termova nekog polinoma dobijenog tokom dokaza). Ukoliko teorema nije
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Slika A.2: Cevina teorema

dokazana, navodi se razlog zbog koga dokazivanje nije uspelo (razlog moze biti
da metoda nije u stanju da dokaze tvrdenje ili da je dokazivanje probilo vre-
menski limit).

Sve teoreme su dokazane Vuvom metodom, dok je Buhbergerovom metodom
dokazano viSe od polovine teorema iz kolekcije. Najveéi broj teorema je preuzet
iz knjige [1]. Navedena vremena izvrSavanja su dobijena na rac¢unaru sledece
konfiguracije: procesor AMD Sempron 25004 1.81GH, 1GB RAM memorije,
32-bitni operativni sistem Microsoft Windows Vista.

Primer 20 Cevina teorema (slika A.2). Dat je trougao ABC i tacka P unutar
njega. Neka su D, E i F redom preseci pravih PA, PB i PC sa stranicama
trougla BC', CA i AB. Dokazati da je AF 0BD L—E =

A= (0,0), B = (ul,O), C = (UQ,’LL3), P = (U4,U5), D = ((Eg,xl), E =
({E4,{E3), F= (xg,O).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.007s, 13 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.014s, 45 terma.

Primer 21 Talesova teorema (slika A.3). Na pravoj p date su tri tacke O, A 1
B. Neka je C tacka van prave p i neka je D preseéna tacka prave OC' i prave
koja sadrzi D a paralelna je sa AC. Dokazati da je odnos duzi OA i OB jednak

OA _ 0C
odnosu duzi OC' i OD, odnosno da je 5% = 55
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Slika A.3: Talesova teorema

0= (0,0), A= (Ul,O), C = (UQ,U;;), B= (U5,0), D = (x3,x2).
Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.002s, 4 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.002s, 4 terma.

Primer 22 Harmonicne tacke 2 (slika A.4). Dat je éetvorougao ABCD. Neka
je K presek pravih AD i BC, L presek pravih AB i CD, F presek pravih KL i
FD iG presek pravih KL i AC. Dokazati da je éetvorka LEKG harmonijski
LK

spregnuta, odnosno da je r

— GL

GF’

Isti primer je ponovljen sa drugacijom konfiguracijom. Obratiti paZnju na
sliku, odabir koordinata i kompleksnost dokaza.

A= (0,0), B = (ul,O), C = (UQ,U,g), D = (U4,U5), L = (33‘2,0), K =
({E4,{E3), F = (xg,x5), G = (xg,x7).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.008s, 7 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Izvrsavanje prekinuto posle 21.612s.

Primer 23 Dezargova teorema (slika A.5). Ako se prave A1B1, AsBs i A3Bs
seku u jednoj tacki, tada su preseci pravih AjAsNB1By, A1AsNB1 B3 i AsAsN
By B3 tri kolinearne tacke.

S =(0,0), A2 = (u1,0), B2 = (ug,0), A1 = (uz,ua), B1 = (v2,u5), Az =
(UG,’LL7), B3 = ({E3,’U,8), P= (x5,x4), Q = (x7,$6), R = (x97x8)~

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.184s, 402 terma.
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Slika A.4: Harmonicne tacke 2

Slika A.5: Dezargova teorema
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Slika A.6: Menelajeva teorema

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.
Kompleksnost: 0.293s, 544 terma.

Primer 24 Menelajeva teorema (slika A.6). Dat je trougao ABC. Neka su D
i E proizvoljne tacke na pravama BC i AC redom. Neka je F' presek prave DE

sa pravom AB. Dokazati da je %g—%% =—1. %B—%% =—1.
A = (0,0), B = (ul,O), C = (UQ,U3), D = (xl,U4 s E = (xQ,U5), F =

({E4, 0)
Teorema je dokazana metodom Wu-a.
Kompleksnost: 0.003s, 8 terma.
Teorema je dokazana metodom Groebner-a.
Kompleksnost: 0.003s, 8 terma.

Primer 25 Uopstena Menelajeva teorema (slika A.7). Dati su cetvorougao
ABCD, tacka Ay na pravoj AB i tacka By na pravoj BC. Neka su Cy i Dy
AA | BB,
A.B  BiC

preseci prave A1By sa pravama CD i AD redom. Dokazati da je
CC . DDy, _ 4
C.D DA

A= (07 )7 B = (’U,]_,O), C = (u27u3)7 D = (U4,’LL5), Al = (u870)7 Bl =
(z2,u7), C1 = (24,73), D1 = (76, 5).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.011s, 30 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.027s, 48 terma.

Primer 26 Konstrukcija pravog ugla (slika A.8). Dokazati da je ugao nad
preénikom prav
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Slika A.7: Uopstena Menelajeva teorema
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Slika A.8: Konstrukcija pravog ugla
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Slika A.9: Povrsina trougla

A= (0,0), B= (Ul,O), 0= (xg,O), C= ({E3,’LL2).
Teorema je dokazana metodom Wu-a.
Kompleksnost: 0.002s, 3 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.
Kompleksnost: 0.001s, 3 terma.

Primer 27 Poursina trougla (slika A.9). Dat je trougao ABC. Neka je M
srediste stranice AB. Dokazati da trouglovi AMC' i M BC imaju jednaku povrsinu.

A= (0,0), B= (ul,O), C= (UQ,U;;), M= (xg,O).
Teorema je dokazana metodom Wu-a.
Kompleksnost: 0.001s, 2 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.
Kompleksnost: 0.001s, 2 terma.

Primer 28 Visine trougla (slika A.10). Dokazati da se visine trougla seku u
jednoj tacks.

A= (0,0), B = (ul,O), C = (UQ,Ug), Al = (33‘2,33‘1), Bl = (x4,x3), Cl =
(uz,0), H = (xg,x7).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.004s, 6 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.036s, 30 terma.

Primer 29 Dualna teorema visinama trougla (slika A.11). Dat je trougao
ABC' i tacka O wu istoj ravni. Neka su p, q i v prave koje prolaze kroz O i
normalne su sa pravama OA, OB i OC redom. Neka su D, E i F preseéne
tacke pravih p, q i r sa pravama BC, AC i BC redom. Dokazati da su D, E i
F kolinearne.
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Slika A.10: Visine trougla

Slika A.11: Dualna teorema visinama trougla
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Slika A.12: Upisani krug trougla

A = (0,0), B = (u1,0), C = (ug,u3), O = (ug,us), D = (x2,21), E =
({E4,{E3), F= (xg,O).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.009s, 27 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.021s, 86 terma.

Primer 30 Upisani krug trougla (slika A.12). U svaki trougao se moze upisati
krug.

A= (0,0), B = (ul,O), C= (UQ,U;;), S = (xg,xl).
Teorema je dokazana metodom Wu-a.
Kompleksnost: 0.009s, 23 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.
Kompleksnost: 0.035s, 31 terma.

Primer 31 Sredisnja duz trougla (slika A.13). Dokazati da je sredisnja duz
trougla paralelna odgovarajuéoj stranici.

A= (050)7 B= (Ul,O), C= (U’27u3)7 By = (332,.231), Al = (334,.233).
Teorema je dokazana metodom Wu-a.
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Slika A.13: Sredisnja duz trougla

Kompleksnost: 0.004s, 8 terma.
Teorema je dokazana metodom Groebner-a.
Kompleksnost: 0.004s, 8 terma.

Primer 32 Paralelogram teorema (slika A.14). U ravni je dat trougao ABC.
Neka je prava p paralela na BC iz tacke A i neka je prava q paralela na AB iz
tacke C. Neka je D presek pravih p i ¢ Dokazati da je AB = DC'.

A= (0,0), B= (ul,O), C= (UQ,U,g), D = (33‘2,33‘1).
Teorema je dokazana metodom Wu-a.
Kompleksnost: 0.002s, 4 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.
Kompleksnost: 0.002s, 4 terma.

Primer 33 Paralelogram teorema 2 (slika A.15). U ravni je dat trougao ABC.
Neka je prava p paralela na BC' iz tacke A i neka je prava q paralela na AV B
iz tacke C'. Neka je D presek pravih p i q i neka je E presek pravih AC i BCD.
Dokazati da je AE = EC.

A= (0,0), B= (ul,O), C= (UQ,U,g), D = (Z‘Q,Ug), E= (x4,x3).
Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.004s, 6 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.005s, 6 terma.

Primer 34 Opisani krug trougla (slika A.16). Dokazati da se simetrale stranica
trougla seku u jednoj tacki.

A= (0,0), B= (ul,O), C= (UQ,U,g), 0= (xg,xl), M = ($4,0).
Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.003s, 6 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.003s, 6 terma.
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Slika A.14: Paralelogram teorema

Slika A.15: Paralelogram teorema 2
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Slika A.16: Opisani krug trougla

Primer 35 Paposova teorema (slika A.17). Data je prava p sa tackama A, B
1 C, i tacke Ay i Ay van prave p. Neka je By presek prave A1 As sa pravom koja
sadrzi A i paralelna je sa Ay B. Neka je Cy presek prave A1 As sa pravom koja
sardzi B i paralelna je sa CBy. Dokazati da je ACy paralelna sa C'A;.

A= (0,0), B = (ul,O), C = (U7,0), Al = (U3,U4), A2 = (U5,’LL6), Bl =
(33‘3,33‘2), Cl = (x5,x4).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.010s, 34 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 12.526s, 4172 terma.

Primer 36 Paposova teorema (druga verzija) (slika A.18). Neka su ABC i
A1 B1Cy dve prave i neka je P = AB1NA1B, Q = AC1NA;C i S = BC1NB;C.
Dokazati da su P, Q i S kolinearne.

A= (0,0), B = (ul,O), C = (u8,0), Al = (U3,U,4), Bl = (U5,u6), 01 =
({EQ,U7), P = (x4,x3), Q = (xg,x5), S = (xg,x7).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.018s, 28 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.774s, 899 terma.

Primer 37 Dualna Paposova teorema (slika A.19). U ravni su date tacke O,
A, B, C i0O;y. Tacke Ay, By, C1 i I su konstruisane kao preseci parova pravih:
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Aq

C1

By

Slika A.17: Paposova teorema

Slika A.18: Paposova teorema (druga verzija)
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Slika A.19: Dualna Paposova teorema

OB i 0C, OA i O.C, OB i O1A, BBy i AA,. Dokazati da su tacke C, Cy i
I kolinearne.

0 = (0,0), A= (Ul,O), B = (UQ,’LL3), C = (U4,’LL5), Ol = (UG,’LL7), Al =
(33‘2,33‘1), Bl = (33‘4,0), Cl = (33‘6,33‘5), I = (xg,x7).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.020s, 36 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Izvrsavanje prekinuto posle 23.097s.

Primer 38 Paposov heksagon (slika A.20). Na pravoj p su date tacke A, B
i C, dok su ma pravoj q date tacke Ay, By i@ C;. Neka je P = AB; N A1 B,
Q=AC1NAC i R=BC,yNB1C. Dokazati da su tacke P, Q i R kolinearne.

Ova teorema je posledica Paskalove teoreme za krive drugog reda. Dve prave
su specijalan slucaj krive drugog reda.
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Slika A.20: Paposov heksagon

A= (0,0), B = (ul,O), C = (u8,0), Al = (U,3,’u,4), Bl = (U5,u6), Ol =
(Z‘Q,U7), P = ($4,$3), Q = ($6,$5), S = ($8,$7).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.018s, 28 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.822s, 899 terma.

Primer 39 Trikvadrata (slika A.21). Data su tri kvadrata: ABB1 A, BCCy1 B,
1 CDD1,C4. Dokazati da je £/D1AD + /D1BD = /D,CD.

A= (0,0), B = (ul,O), C = (33‘2,0), D = (33‘4,0), A1 = (0,1‘5), AQ = (0,1‘7),
D1 = (334, 335).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.016s, 40 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.036s, 40 terma.

Primer 40 Gergonova tacka (slika A.22). Upisani krug trougla ABC dodiruge
stranice trougla BC, CA i AB redom u tackama D, E i F. Dokazati da su
prave AD, BE i CF konkuretne.

A = (0,0), B = (Ul,O), C = (UQ,’LL3), I = (xg,xl), D = ({E4,{E3), FE =
({EG,SE5), F= (xg,O), G= (xlo,xg).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.053s, 97 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Izvrsavanje prekinuto posle 21.056s.
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Slika A.21: Tri kvadrata

Primer 41 Adamsov krug (slika A.23). Upisani krug trougla ABC, sa centrom
1, dodiruje stranice trougla BC, CA i AB redom u tackama D, FE i F'. Prave
AD, BE i CF konkuretne i seku se u Gergonovoj tacki. Iz Gergonove tacke su
povuéene paralele sa stranicama trougla DEF koje seku stranice trougla ABC
u tackama P, Q, R, S, T i U. Dokazati da se ovih Sest tacaka nalazi na krugu
sa centrom I.

Zbog simetrije problema, dovoljno je pokazati za tacke S, T i Q) da se nalaze
na krugu sa centrom 1.

A = (0,0), B = (u1,0), C = (u2,u3), I = (x2,21), D = (24,23), E =
(33‘6,33‘5), F= ($2,0), G = ($10,Z‘9), Q = (33‘12,33‘11), S = ($14,0), T = ($16,0).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 12.877s, 8738 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Izvrsavanje prekinuto posle 21.437s.

Primer 42 Primer 3 iz [1] (slika A.24). Date su tri kolinearne tacke A, B i
C i tacke D i E van prave AB. Tacke J, G, K, I, L, H i F su konstruisane
kao redom preseci parova pravih: AE i CD, AD i BE, BD i EC, AE i BD,
CD i BE, EC i AD i na kraju DE i AB. Neka je dalje O presek pravih JH
1 IG. Dokazati da su tacke O, E i D kolinearne, kao i da su tacke O, L i K
takode kolinearne.

A= (0,0 s B = (ul,O), C = (U7,0), D = (U3,U4), E = (U5,u6),

J =
(x9,28), L (z11,210), H =
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Slika A.22: Gergonova tacka
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Slika A.23: Adamsov krug
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Slika A.24: Primer 3 iz [1]
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Slika A.25: Primer 25 iz [1]

(w13, 212), F = (215,0), O = (217, 16).
Teorema je dokazana metodom Wu-a.
Kompleksnost: 1.037s, 1022 terma.
Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.
Izvrsavanje prekinuto posle 21.328s.

Primer 43 Primer 25 iz [1] (slika A.25). Proizvoljna prava sece stranice
trougla ABC' u tac¢kama D, E i F. Neka su P, Q i R sredista duzi EF, FD i
DE. Dalje, neka prave AP, BQ i CR seku prave BC, CA i AB u tackama X,
Y i Z. Dokazati da su X, Y i Z kolinearne.

A = (0, ), B = (Ul,O), C = (UQ,’LL3), F = (UG,O), D = (xQ,U5), F =
({E4,{E3), P = ({EG,SE5), Q = ({Eg,x7), R = (xlo,xg), X = ((Elg,xll), Y =
(x14,x13), Z = (xlﬁ,O).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 2.569s, 2302 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Izvrsavanje prekinuto posle 21.046s.
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Slika A.26: Primer 28 iz [1]

Primer 44 Primer 28 iz [1] (slika A.26). Kod Sestougla AC1BA;CBy trojka
pravih BBy, C1 A i A1C je konkurentna, kao i trojka pravih CCy1, A1B i B1A.
Dokazati da je i trojka pravih AAy, B1C i C1 B takode konkurentna.

Posto dokazujemo teoreme konstruktivnog tipa, a me opisnog, ova opisna
teorema mora biti iskazana u konstruktivnom tipu. Prvo ée biti konstruisan
sestougao koji zadovoljava svojstva iz zadatka, i potom ée na njemu biti dokazana
teorema.

A= (0,0), Cl = (ul,O), B = (UQ,UB), A1 = (’LL4,’LL5), C = (’LLG,’LL7), 0 =
({EQ,O), H= (x4,x3), Bl = (xg,x5), 1= ({Eg,x7).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.036s, 90 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Izvrsavanje prekinuto posle 21.084s.

Primer 45 Primer 29 iz [1] (slika A.27). U ravni je dat trougao ABC. Kru-
govi ki i ko sadrie teme A i dodiruju pravu BC u temenima B i C redom.
Ako su p i q poluprecnici krugova ki i ko, dokazati da je pq = R?, gde je R
polupreénik opisanog kruga trougla ABC.

Prvo su konstruisani krugovi ki i ko sa centrima P i Q.

B = (0,0), C = (ul,O), A= (UQ,’U,g), 0 = (33‘2,33‘1), P = (0,$3), Q =
(u1,x5).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.016s, 73 terma.
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Slika A.27: Primer 29 iz [1]

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.
Kompleksnost: 0.015s, 73 terma.

Primer 46 Primer 30 iz [1] (slika A.28). Neka su H i O ortocentar i centar
opisanog kruga trougla ABC. Dokazati da je ZHAO = |£B — ZC).

C = (0,0), B = (ul,O), A= (UQ,U,g), D = (UQ,O), 0= (x4,x3).
Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.009s, 25 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.011s, 36 terma.

Primer 47 Primer 31 iz [1] (slika A.29). Dokazati da u proizvoljnom trouglu
vaZi jednakost: OH? = 9R? — a® — b% — 2.

A= (0,0), B= (ul,O), C= (UQ,U,g), 0= (xg,xl), H= (1,@,333).
Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.006s, 12 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.008s, 32 terma.

Primer 48 Primer 35 iz [1] (slika A.30). Neka je ABC' jednakostranicéni tro-
ugao upisan u krug sa centrom O, i neka je P proizvoljna tacka na krugu.
Dokazati da Simsonova linija iz tacke P polovi polupreénik PO.
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Slika A.28: Primer 30 iz [1]
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Slika A.29: Primer 31 iz [1]

A= (0,0), B = (ul,O), C = (xg,xl), Cl = (xg,xg,), O = ({EQ,SE5), P =
(Z‘7,U2), D= ($9,$8), E = (33‘11,3310), I = ($13,Z‘12).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.050s, 64 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Izvrsavanje prekinuto posle 21.003s.

Primer 49 Primer 37 iz [1] (slika A.31). Iz tacke P su povucene tangente PT
i PB na krug k sa centrom O. Neka je BA precnik kruga k i neka je H normala
spustena iz T na preénik AB. Dokazati da prava AP polovi duz TH.

Konstrukcija u dokazu je izvedena na drugacini nacin, polazeci od precénika
AB i odabirom proizvoljne tacke T na krugu (pogledati koordinate tacaka u kon-

strukciji).
A = (0,0), B = (ul,O), O = (xg,O), T = (xg,u2), P = (ul,x4), H = (x3,0),
I: (CEg,(Eg).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.
Kompleksnost: 0.003s, 6 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.
Kompleksnost: 0.003s, 6 terma.

Primer 50 Primer 42 iz [1] (slika A.32). Dat je éetvorougao ABCD. Neka se
prave AB i CD seku u tacki W i neka su X 1Y sredista dijagonala AC i BD.

Dokazati da je povrsina trougla XYW éetiri puta manja od povrsine cetvorougla
ABCD.
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Slika A.30: Primer 35 iz [1]
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Slika A.31: Primer 37 iz [1]
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Slika A.32: Primer 42 iz [1]

Teorema se dokazuje za orijentisane povrsine. Posmatraju se orijentisani
trougao XWY i orijentisani cetvorougao ABCD.

A= (0,0), B = (ul,O), C = (UQ,U;;), D = (U4,’LL5), W = (xg,O), X =
(x4,23), Y = (26, 25).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.016s, 48 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.024s, 96 terma.

Primer 51 Primer 46 iz [1] (slika A.33). Dat je paralelogram ABEFD. Na
dvema paralelnim stranicama AE i BD date su tacke C' i F'. Neka je M presek
pravih CD i AF i neka je N presek pravih BC ¢ EF. Neka su dalje P i Q

preseci prave M N sa stranicama paralelograma AD i BE. Dokazati da su duZi
AP i BQ jednake.

Dovoljno je dokazati da su duzi AP i BQ paralelne i istog odnosa.

A= (0,0), E = (ul,O), B = (UQ,U,g), C = (UG,O), D = (Z‘g,Ug), F =
(U7,’LL3), M = ({EG,SE5), N = ({Eg,x7), P= (xlo,xg), Q = ((Elg,xll).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.104s, 114 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Izvrsavanje prekinuto posle 21.019s.

Primer 52 Primer 49 iz [1] (slika A.34). Dat je trapez ABCD gde su AB i
CD paralelne. Dokazati da prava koja sadrzi presek dijagonala trapeza i presek
suprotnih stranica trapeza polovi bazu AB trapeza.
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Slika A.33: Primer 46 iz [1]
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Slika A.34: Primer 49 iz []

Slika A.35: Primer 55 iz [1]

Dovoljno je dokazati jednak odnos duzi posto se nalaze na istoj pravoj.

A= (0,0), B = (ul,O), C = (UQ,Ug), D = (U,5,U,3), F = (33‘3,33‘2), E =
({E5,{E4), G= (x7,0).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.007s, 5 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.043s, 114 terma.

Primer 53 Primer 55 iz [1] (slika A.85). Dat je trougao ABC' i tacke M, N i
P na stranicama AB, BC i CA redom. Neka su My, Ny i P, tacke na pravama
CA, AB i BC takve da je MM, || BC, NNy || AC i PP, || AB. Dokazati da
su povrsine trouglova MNP i My N1 Py jednake.

A= (0,0), B = (ul,O), C = (UQ,Ug), M = (U7,0), N = (Z‘Q,U5), P =
(z3,u6), P1r = (x5,u6), M1 = (27,26), N1 = (29,0).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.008s, 8 terma.
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Slika A.36: Primer 56 iz []

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.
Kompleksnost: 0.005s, 9 terma.

Primer 54 Primer 56 iz [1] (slika A.36). Dat je paralelogram MNPQ. Prava
koja prolazi kroz M sece prave PQ, NP i NQ u tackama S, R i T. Dokazati
dajo gl + ks = s

Posto se tacke M, R, S 1 T nalaze na istoj pravoj, dovoljno je dokazati da

je ML 4 NT _
MR ' M5
M = (070)7 N = (Ul,o), P = (’U,Q,’U,3), Q = (x27u3)7 S = (’U,5,’U,3), T =
(w5, 24), R = (w7,26).
Teorema je dokazana metodom Wu-a.
Kompleksnost: 0.005s, 4 terma.
Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.005s, 9 terma.

Primer 55 Primer 57 iz [1] (slika A.37). Dat je paralelogram ABCD. Neka
je C1 tacka ma stranici AB koja deli tu stranicu u odnosu 1 : 2. Na slican
nadin konstruisane su i tacke D1, A1 1 By na stranicama BC, CD i DA. Neka
su dalje A = AAy, N DDy, B, = BBy NCCy, Co = CCyNDD;y i Dy =
DDy N AA;y. Dokazati da je povrsina cetvorougla ABCD trinaest puta veéa od
povrsine éetvorougla As BoCoDs.

A= (0,0), B = (ul,O), C = (UQ,’LL3), D = ({EQ,U3), Cl = (x4,0), Dl =
(w6, 75), A1 = (28,u3), B1 = (710,%9), A2 = (212,711), B2 = (214, 713), C2 =
(716, 715), D2 = (718, 717).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 1.015s, 987 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 2.967s, 987 terma.

Primer 56 Primer 58 iz [1] (slika A.38). Dat je trougao ABC. Neka je Cy
tacka ma stranici AB koja deli tu stranicu u odnosu 1 : 2. Na slican nacin
konstruisane su i tacke Ay i B1 na stranicama BC i CA. Neka su dalje As =
BB1NCCy, B = AA1NCCy i Co = AA1 N BBy. Dokazati da je povrsina
trougla ABC' sedam puta veéa od povrsine trougla As BoCs.

A= (0,0), B = (ul,O), Cl = (33‘2,0), C = (UQ,Ug), Al = (33‘4,33‘3), Bl =
(w6, 75), A2 = (z3,27), B2 = (%10, T9), Co = (T12, T11)-

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.036s, 36 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 1.022s, 67 terma.

Primer 57 Primer 59 iz [1] (slika A.39). Dva duplo perspektivna trougla su
istovremeno 1 troustruko perspektivna.
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Dy

Slika A.37: Primer 57 iz [1]
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Slika A.38: Primer 58 iz [1]
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Slika A.39: Primer 59 iz [1]
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Slika A.40: Primer 69 iz [1]

Dwa trougla ABC i A1B1C1 su perspektivna ukoliko su prave AAy, BBy i
CCy kolinearne. Konstrukcija duplo perspektivnog je polazna uw dokazu teoreme
(iskusniji ¢italac moZe na osnovu izbora koordinata tacaka rekonstruisati korake
konstrukcije).

0 = (0,0), A= (ul,O), B = (’LLQ,’LL3), C = (’LL4,’LL5), Ol = (’LLG,’LL7), Al =
(33‘2,0), B1 = ($4,$3), Cl = (33‘6,33‘5), 02 = ($8,$7).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.035s, 68 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Izvrsavanje prekinuto posle 24.049s.

Primer 58 Primer 69 iz [1] (slika A.40). Dijagonale paralelograma i upisanog
paralelograma su konkurentne.

A= (0, ), B = (ul,O), C = (UQ,UB), D = ({EQ,U3), A1 = ({E4,0), Bl =
(x6,25), C1 = (x8,u3), D1 = (z10,29), O = (212, 211).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.023s, 39 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.065s, 39 terma.
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Slika A.41: Primer 75 iz [1]

Primer 59 Primer 75 iz [1] (slika A.41). Na tetivi AB kruga k sa centrom O,
izabrana je tacka C. Neka su D i E preseci normale iz tacke C na pravu OC
sa tangentama kruga k iz tacaka A i B. Dokazati da je C srediste duzi DE.

Dovoljno je pokazati da su projekcije duzi CD i CE na x osu jednake.

A= (0,0), O = (ul,O), B = (ml,uQ), C = (xg,U,g), E = (x4,x3), D =
(07 .735).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.023s, 69 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Izvrsavanje prekinuto posle 21.013s.

Primer 60 Primer 77 iz [1] (slika A.42). Harmonijska spregnutost cetiri tacake
na krugu je jednaka uw odnosu na svaku tacku kruga.

A = (0,0), B = (u1,0), C = (ug,u3), O = (x2,21), D = (x3,u4), P =
(Z‘4,U5), Q = (Z‘5,U6), F = ($7,0), G = (xg,()), F1 = ($11,0), G1 = (1‘13,0).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.028s, 64 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Krajnje svodenje nije rezultiralo nula polinomom!

Primer 61 Primer 82 iz [1] (slika A.43). U ravni je dat trougao ABC. Neka
je F' srediste stranice AB i neka su P i Q podnoZja visina spusStenih iz temena A

1 B. Neka je G podnoZje normale iz F na pravu PQ. Dokazati da je G srediste
duzi PQ.

A= (07 )a B = (Ul,O), C = (UQ,Ug), F = (3)2,0), P = (334,.233), Q =
(w6, 75), G = (w8, 27).
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Slika A.42: Primer 77 iz [1]
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Slika A.43: Primer 82 iz [I]
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Slika A.44: Primer 84 iz [1]

Teorema je dokazana metodom Wu-a.
Kompleksnost: 0.034s, 114 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.
Izvrsavanje prekinuto posle 21.157s.

Primer 62 Primer 84 iz [1] (slika A.44). Prava koja prolazi kroz presek di-
jagonala paralelograma ABC D sece prave odredene stranicama paralelograma u
tackama E, F, G i H. Dokazati da je EF = GH.

A= (0,0), B = (ul,O), C = (UQ,UB), D = ({EQ,U3), H = ((Eg,’LL4), O =
({E5,{E4), F = (x7,U3), G = (xg,O), E = ((Ell,xlo).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.007s, 14 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.240s, 69 terma.

Primer 63 Primer 85 iz [1] (slika A.45). Dat je paralelogram ABCD. Neka
su P i Q tacke na stranicama BC i AD takve da je PQ || AB. Neka su dalje
M =BQNAP i N =CQNPD. Dokazati da je MN paralelna sa AD i jednaka
poloving te stranice.
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Slika A.45: Primer 85 iz [1]

Kada se dokaZe paralelnost, druga pretpostavka se dokazuje kroz odnos duZzi.

A = (0,0), B = (u1,0), C = (ug,u3), D = (x2,u3), P = (x3,u4), Q =
({E5,’LL4), N = ({E7,{E6), M = ((Eg,xg).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.028s, 39 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.017s, 39 terma.

Primer 64 Primer 86 iz [1] (slika A.46). Neka je ABC trougao takav da je
ugao kod temena B dva puta veéi od ugla v temenu C. Neka je D podnoZje
normale iz tacke A i neka je M srediste stranice BC. Dokazati da je AB =
2DM.

Slika je konstruisana tako $to je prvo konstruisan jednakokraki trougao CF B,
a zatim tacka A odredena kao presek simetrale ugla ZC i stranice BF'.

C = (0,0), B = (ul,O), A1 = (UQ,U,g), F = (33‘2,33‘1), A= ($4,$3), M =
({EQ,O), D = ({E4,0).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.122s, 37 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.068s, 65 terma.
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Slika A.46: Primer 86 iz [1]

Primer 65 Primer 88 iz [1] (slika A.47). Data je tacka D na osnovi AC
jednakostranicnog trougla ABC. Neka su E i F podnozZja normala iz tacke D
na stranice AB i BC i neka je H podnoZje visine trougla ABC iz temena C.
Dokazati da je zbir duzi DE i DF jednak visini CH.

Dovoljno je dokazati da je algebarska suma duzi DE, DF i CH jednaka
nuli.

A= (0,0), B = (ul,O), C = ((El,’LLg), D = (xg,u;;), E = ({EQ,O), F =
(33‘6,33‘5), H = (33‘1,0).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.191s, 426 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.076s, 426 terma.

Primer 66 Primer 91 iz [1] (slika A.48). Neka je D tacka na stranici BC
pravouglog trougla ABC' takva da krug sa centrom O i precnikom CD dotice
hipotenuzu AB u tacki E. Neka je F = AC N DE. Dokazati da je AF = AE.

Konstrukcija je izvedena tako sto su tacke C' i D izabrane proizvoljno, tacka
FE je izabrana proizvoljno na krugu sa preénikom CD, a ostale tacke tako da
zadovoljavaju uslove konstrukcije.

C =1(0,0), D = (u1,0), O = (22,0), E = (z3,u2), A = (0,24), B = (27,0),
F= (0, Z‘g).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.004s, 9 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.017s, 11 terma.
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Slika A.47: Primer 88 iz [1]

Primer 67 Primer 92 iz [1] (slika A.49). Sa preénika CD kruga sa centrom
O, spustene su normale CE i DF na tetivu AB. Dokazati da je OF = OF'.

Konstrukcija je izvedena tako $to su izabrane proizvoljne tacke A, B, X, Y i
Z. Centar kruga je odreden kao presek prave XY i simetrale duzi AB. Precnik
CD je odreden kao presek prave OZ i kruga.

A = (0,0), B = (u1,0), X = (ug,u3), Y = (uq,us), O = (x2,21), Z =
(’LLG,’LL7), D= (x4,x3), C= (xg,x5), FE = (xg,O), F= (x4,0).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.048s, 78 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Izvrsavanje prekinuto posle 102.404s.

Primer 68 Primer 94 iz [1] (slika A.50). Oko trougla ABE opisan je krug
k sa centrom O. Neka je PE proizvoljna tangenta na krug k. Simetrala ugla
LAPE sece duzi EFA i BE u tackama C ¢ D. Dokazati da je EC = ED.

E = (0,0), O = (ul,O), A= (ml,uQ), B = ($2,’u,3), P = (0,$3), C =
({EG,SE5), D = (xg,x7).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 1.746s, 1833 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Izvrsavanje prekinuto posle 21.009s.

Primer 69 Primer 95 iz [1] (slika A.51). Na krugu k sa centrom O data je
tetiva AB. Neka je D srediste tetive AB i neka je M sredina luka AB kruga
k. Neka je E podnozje normale spustene iz M na pravu koja prolazi kroz A i
normalna je na polupreénik AO. Dokazati da je ME = MD.
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Slika A.48: Primer 91 iz [1]
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Slika A.49: Primer 92 iz [1]
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Slika A.50: Primer 94 iz [1]

Slika A.51: Primer 95 iz [1]
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Slika A.52: Primer 97 iz [1]

D = (0,0), 0= (ul,O), M = (U3,0), B= (0,1‘2), A= (0,$4), E = ($7,$6).
Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.004s, 6 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.008s, 15 terma.

Primer 70 Primer 97 iz [1] (slika A.52). Neka je G tacka na krugu k sa
centrom O i precnikom BC' i neka je A sredina luka BG istoga kruga. Tacka D
je podnozje normale spustene iz A na prec¢nik BC. Neka su dalje E = ADNBG
i F = AC N BG. Dokazati da je AE =2 BE = EF.

B = (0,0), C = (ul,O), O = (xg,O), G = ((Eg,’LLg), A= (x5,x4), A1 =
({E7,{E6), E= ({E5,{Eg), D = ({E5,0), F = ({E13,x12).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.017s, 16 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Izvrsavanje prekinuto posle 21.000s.

Primer 71 Primer 5.1 iz [1] (slika A.53). Dat je kvadrat ABCD. Na pravoj
koja prolazi kroz teme C' i paralelna je dijagonali kvadrata BD izabrana je tacka
FE takva da je BD =2 BE. Neka je F presek prave BE i prave CD. Dokazati
da je DE = DF.



140 A Kolekcija geometrijskih teorema

Slika A.53: Primer 5.1 iz [1]

Slika A.54: Primer 101 iz [1]

Ova teorema ima dve razlicite slike (pogledati tacke Ey i Fy). Algebarski
dokaz za obe konfiguracije je isti, dok se elementarni dokaz razlikuje u zavisnosti
od izabrane slike.

A= (0,0), B = (ul,O), D = (0,1‘1), D1 = (0,$3), C = (ul,xl), E =
(xs,x7), Ev = (T10,29), F = (212, 211).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.008s, 10 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.058s, 10 terma.

Primer 72 Primer 101 iz [1] (slika A.54). Nad hipotenuzom AB pravouglog
trougla ABC' izdignut je kvadrat ABFE sa centrom P. Dokazati da je ZACP =
/PCB.

Problem ima dve konfiguracije, kao $to je prikazano na slici. Teorema je
tacna za obe konfiguracije.

C = (0,0), B = (ul,O), A = (O,UQ), E = ((Eg,xg), E1 = ({E5,{E4), F =
(x7,26), P = (x9,x3).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.067s, 92 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Izvrsavanje prekinuto posle 21.000s.

Primer 73 Primer 102 iz [1] (slika A.55). Dve tangente povucene iz A i C na
opisan kruga trougla ABC' seku se u tacki E. Neka je D presek simetrale duzi
BC i prave AB. Dokazati da je DE || BC.

A= (070)5 B = (1,1,1,0), C = (1,1,2,1,(,3), O = (332,331), H = (334,333), D =
({EG,O), E = (xg,x7).
Teorema je dokazana metodom Wu-a.
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Slika A.55: Primer 102 iz [1]

Slika A.56: Primer 103 iz []

Kompleksnost: 0.025s, 91 terma.
Teorema je dokazana metodom Groebner-a.
Kompleksnost: 0.969s, 345 terma.

Primer 74 Primer 103 iz [1] (slika A.56). Prava paralelna sa bazom trapeza
ABCD sece stranice i dijagonale trapeza u tackama H, G, F i E. Dokazati da
je: EF =~ GH.

A= (0,0), B = (ul,O), D = (UQ,U,g), C = (UG,Ug), H = (Z‘Q,U5), E =
({E4,’LL5), G = (xg,U5), F= (xg,U5).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.003s, 6 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.004s, 6 terma.

Primer 75 Primer 104 iz [1] (slika A.57). Neka je E tacka na krugu opisanom
oko jednakostranicnog trougla ABC. Ako je D presek pravih BC i AE, dokazati
da je BE-CE =ED - FEA.

B = (0,0), C = (ul,O), A= (xg,xl), Al = (xg,xg,), 0 = ({EQ,SE5), E =
({E7,’LL2), D= (xg,O).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.025s, 45 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.043s, 49 terma.
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Slika A.57: Primer 104 iz [1]
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Slika A.58: Primer 108 iz [1]

Primer 76 Primer 108 iz [1] (slika A.58). Oko jednakokrakog trougla ABC
(AC = BC') je opisan krug sa centrom O. Neka je D tacka na krugu i neka je
E = ABNCD. Dokazati da je: CA®> = CE -CD.

A= (0,0), B = (ul,O), X = (UQ,Ug), O = (33‘2,33‘1), M = ($2,0), C =
({EQ,SE5), Cl= (xg,x7), D= ((Eg,’LL4), E= (xll,O).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.011s, 28 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.138s, 206 terma.

Primer 77 Primer 110 iz [1] (slika A.59). Na pravam AC i BD trougla ABC
date su D i E takve da je AD = BE. Neka je F = DEN AB. Dokazati da je:
FD-AC =EF - BC.

Konstrukcija je izvedena tako $to su tacke A, B, C izabrane proizvoljno, D
izabrana proizvoljno na pravoj AC. Zatim je konstruisan paralelogram ADD,B
i tacka E je odredena kao presek kruga sa poluprecnikom BDy prave BC.

A= (0,0), B = (ul,O), C = (UQ,’U,g), D = ($1,’u,4), D1 = ($3,U4), El =
(x5,24), E = (x7,26), F = (x9,0).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.
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Slika A.59: Primer 110 iz [1]
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S|

Slika A.60: Primer 114 iz [1]

Kompleksnost: 0.095s, 514 terma.
Teorema je dokazana metodom Groebner-a.
Kompleksnost: 0.100s, 514 terma.

Primer 78 Primer 114 iz [1] (slika A.60). Na krugu sa precnikom AB data je
tacka F. Tangenta iz tacke F sece normale na pravu AB povucene iz tacaka A
i B u tackama D i E. Dokazati da je: OA* = DF - EF.

A= (0,0), B= (ul,O), 0= (33‘2,0), F= ($3,’u,2), D = (0,$4), E = (ul,mg).
Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.019s, 37 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.028s, 37 terma.

Primer 79 Primer 1174z [1] (slika A.61). Iz tacke A dve tangente su povucene
na krug sa centrom O, doticuéi krug u tackama B i C. Iz proizvoljne tacke P
na krugu, spustene su normale PE, PF i PD na prave AC, AB i BC redom.
Dokazati da je: PD? = PE - PF.

Konstrukcija je izvedena na sledeéi nacin: izabrane su proizvoljne nekolin-
earne tacke A, B i X. Tacka O je odredena kao presek normale iz B na AB
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Slika A.61: Primer 117 iz [I]

i simetrale ugla BAX. Tacka C je podnozZje normale iz O na AX. Tacka P
je izabrana proizvoljno na krugu sa poluprecnikom OB, i E, F, D su podnoZja
normala iz P na AC, AB i BC.

A = (0,0), B = (u1,0), X = (ug,u3), O = (u1,x1), C = (x4,23), P =
(335,U4), F= ($5,0), E= (33‘9,33‘8), D = (33‘11,3310).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 2.719s, 1921 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Izvrsavanje prekinuto posle 21.022s.

Primer 80 Primer 119 iz [1] (slika A.62). Neka je P tacka na krugu opisanom
oko jednakostranicnog trougla ABC'. Dokazati da medu tri duzi PA, PB i PC,
jedna je jednaka sumi druge dve.

Dovoljno je pokazati da je algebarska suma duzi PA, PB i PC jednaka nuli.

A= (0,0), B = (ul,O), C = (xg,l‘l), Cl = (xg,xg), O = (33‘2,33‘5), P =
(x7,u2).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.016s, 35 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.030s, 35 terma.

Primer 81 Primer 120 iz [1] (slika A.63). U ravni je dat trougao ABC. Iz tri
temena trougla povucene su paralelne prave koje seku prave odredene naspram-
nim stranicama u tackama X, Y, © Z. Dokazati da je povrsina trouglov XY Z
dva puta veéa od pouvrsine trougla ABC.
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Slika A.62: Primer 119 iz [1]
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Slika A.63: Primer 120 iz [1]

Dovoljno je pokazati da je odnos orijentisanih povrsina trouglova ABC i
XZY jednak 1 : 2. Obratiti paznju da traZimo orijentisanu povrsinu trougla
XZY, a ne trougla XY Z. QOve dve veli¢ine su suprotnog znaka. Sa slike se vidi
da je orijentacija tacaka kod trouglova ABC i XZY ista, u oba sluc¢aja tacke
su rasporedene u smeru suprotnom od smera kretanja kazaljke na satu.

A= (0,0), B = (ul,O), C = (UQ,U;;), X = ((El,’LL4), Y = ({E3,{E2), Z =
({E5, 0)

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.005s, 7 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.004s, 7 terma.

Primer 82 Primer 121 iz [1] (slika A.64). Date su éetiri nekolinearne tacke
A, B, C i D. Prava koja prolazi kroz tacku A i paralelna je sa pravom BD sece
pravu AD wu tacki E. Prava koja prolazi kroz tacku E i paralelna je sa pravom

BC sece pravu AB wu tacki F'. Dokazati da je prava AC paralelna sa pravom
DF.

A= (070)7 B = (’U,]_,O), C = (’U,Q,’U,g’), D = (u47u5)7 E = (x27x1)7 F =
(334, 0).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.003s, 6 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.
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Slika A.64: Primer 121 iz [1]
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Slika A.65: Primer 122 iz [1]

Kompleksnost: 0.005s, 6 terma.

Primer 83 Primer 122 iz [1] (slika A.65). Stranice BC' i CD éetvorougla
ABCD seku se u tacki O, dok se stranice AD i BC seku u tacki O1. Na
pravama OA, OC, O1A, O1C su redom konstruisane tacke E, F', E1 i Fy takve
da je OE =~ A—B>, OF =~ D?, Ol—E{ = E, Ol—F{ ~ BC. Dokazati da su prave
EF i F71Fy paralelne.

A= (0,0), B = (ul,O), C = (UQ,Ug), D = (U4,U,5), O = (33‘2,0), 01 =
(33‘4,33‘3), E= (33‘6,33‘5), F = (xg,x7), E1 = (31‘10,339), F1 = (33‘12,3311).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.013s, 32 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.072s, 165 terma.

Primer 84 Primer 123 iz [1] (slika A.66). Neka je P proizvoljna tacka na
polukrugu sa precénikom AB. Ako su C i D tacke na polukrugu takve da su
lukovi BC i CD jednaki, i ako su E i F' preseéne tacke pravih AC' i PB, odnosno
pravih AD i PC, dokazati da se prave EF i AD seku pod pravim uglom.

A = (0,0), B = (ul,O), O = (33‘2,0), D = (Z‘g,UQ), C = (x5,x4), Ol =
(x7,26), P = (x3,u3), E = (210,29), F' = (z12,211).
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Slika A.66: Primer 123 iz [1]
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Slika A.67: Primer 126 iz []

Teorema je dokazana metodom Wu-a.
Kompleksnost: 0.364s, 830 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.
Izvrsavanje prekinuto posle 21.002s.

Primer 85 Primer 126 iz [1] (slika A.67).

B = (0,0), C = (ul,O), A= (UQ,Ug), O = (33‘2,33‘1), B1 = (x4,x3), Cl =
(x6,x5).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.032s, 57 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 1.156s, 140 terma.

Primer 86 Primer 127 iz [1] (slika A.68). Dat je trougao ABC i tacka M
na simetrali ugla BAC. Iz M su spustene normale MQ i MR na prave AC i
AB. Neka je N presek prave QR i prave AAy, gde je A1 srediste stranice BC.
Dokazati da je prava M N normalna na pravu BC.
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Slika A.68: Primer 127 iz [1]
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Slika A.69: Primer 132 iz [1]

Teorema vazi za unutrasnji ugao temena A, kao i za spoljasnji ugao (pogledati
alternativnu sliku,).

A= (0,0), B = (ul,O), C = (’LLQ,’LL3), X = ((Eg,xl), M = ((Eg,’LL4), Q =
(33‘5,33‘4), R = (33‘3,0), A1 = (33‘9,33‘8), N = (33‘11,33‘10).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.034s, 78 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Izvrsavanje prekinuto posle 21.071s.

Primer 87 Primer 132 iz [1] (slika A.69). Neka je M srediste tetive AB kruga
sa centrom O. Nad OM kao preénikom nacrtan je novi krug sa centrom N.
Neka je T proizvoljna tacka na novom krugu i neka tangenta iz T drugog kruga
sece prvi krug u tacki E. Dokazati da je: AE? + BE? = AET?.

A= (0,0), B = (ul,O), X = (UQ,’U,g), O = ($2,$1), M = ($2,0), N =
(x2,25), T = (x7,u4), E = (x9,25), E1 = (211, T10)-

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.047s, 118 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Izvrsavanje prekinuto posle 21.015s.
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Slika A.70: Primer 133 iz []

Primer 88 Primer 1388 iz [1] (slika A.70). Na stranicma AC i BC trougla
ABC' date su tacke M i N. Ako se prave BM i AN seku na visini AD trougla,
dokazati da je CD simetrala ugla ZMDN.

Konstrukcija je izvedena tako $to je izabrana proizvoljna tacka J na visini
CD. Posledica ove teoreme ja da ako su Hy, Hy i H. podnoZja visina trougla
ABC, tada je ortocentar H centar upisanog kruga trougla HoHyH..

A= (0,0), B = (ul,O), C = (’LLQ,’LL3), D = (UQ,O), J = (UQ,U4), M =
(x5,24), N = (x7,26)-

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.005s, 6 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.007s, 10 terma.

Primer 89 Primer 136 iz [1] (slika A.71). Dat je trougao ABC' i neka je CF
simetrala ugla LZACB gde je F tacka na pravoj AB. Ako su K i J podnoZja
normala iz temena B i A na simetralu CF, pokazati da su tacke C, F, J i K
harmonijski spregnute.

Teorema vazi i za unutrasnju simetralu ugla ZC, kao i za spoljasnju sime-
tralu. Pogledati alternativnu sliku.
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Slika A.71: Primer 136 iz [1]
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Slika A.72: Primer 137 iz []

A= (0,0), B = (ul,O), C = (’LLQ,’LL3), K = (xg,xl), J = (x4,x3), F =
({EG, 0)

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.034s, 85 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Izvrsavanje prekinuto posle 21.018s.

Primer 90 Primer 157 iz [1] (slika A.72). Simetrala ugla kod temena C,
trougla ABC, je takode simetrala ugla ZOCD gde je O centar opisanog kruga
trougla ABC, a CD je visina istog trougla.

Teorema vazi i za simetralu unutrasnjeg ugla, kao i za simetralu spoljasnjeg
ugla.

A= (0,0), B= (ul,O), C= (UQ,Ug), 0= ($2,$1), F= ($4,0), D = (UQ,O).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.006s, 18 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.012s, 55 terma.

Primer 91 Primer 138 iz [1] (slika A.73). Simetrala ugla ZC trougla ABC
polovi luk AB opisanog kruga trougla ABC.
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Slika A.73: Primer 138 iz [1]

Dokazano je ekvivalentno tvrdnje: ako je L srediste luka AB, onda je CL
simetrala ugla ZACB. Na taj nacin je izbegnut svodiv slucaj preseka simetrale
ugla ZC' i kruga opisanog oko trougla.

A= (0,0), B = (ul,O), C = (U,Q,U,g), 0 = ($2,$1), Ll = (33‘2,33‘3), L =
(x2,x5).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.006s, 15 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.011s, 20 terma.

Primer 92 Primer 140 iz [1] (slika A.74). Proizvod dve stranice trougla je
jednak proizvodu visine povucene iz treceg temena i precnika opisanog kruga.

A= (0,0), B= (ul,O), C= (uz,u?,), 0= ($2,$1), F = (UQ,O).
Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.004s, 12 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.007s, 29 terma.

Primer 93 Primer 141 iz [1] (slika A.75). Povrsina trougla je jednaka kolicniku

proizvoda tri stranice i dvostrukog precnika opisanog kruga, tj. Paapc = ‘;—l;g
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Slika A.74: Primer 140 iz [1]
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Slika A.75: Primer 141 iz [1]
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Slika A.76: Primer 145 iz [1]

A= (0,0), B = (ul,O), C= (UQ,U;;), 0= (xg,xl).
Teorema je dokazana metodom Wu-a.
Kompleksnost: 0.004s, 12 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.
Kompleksnost: 0.007s, 29 terma.

Primer 94 Primer 145 iz [1] (slika A.76). Dokazati da su rastojanja tacke na
tezisnoj linigi trougla od stranica trougla inverzno proporcionalna dvema strani-
cama trougla, odnosno: NK : NJ = BC : AC.

A= (0,0), B = (ul,O), C = (UQ,U;;), F = (xg,O), N = (x3,’LL4), K =
(x5,24), J = (x7,26).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.075s, 222 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.082s, 222 terma.

Primer 95 Primer 150 iz [1] (slika A.77). Neka je G tezZiste trougla ABC' i
neka je M proizvoljna tacka v ravni. Dokazati da je: 3- MG? + AG? + BG? +
CG* = AM? + BM?* + CM?>.
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Slika A.77: Primer 150 iz [1]
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Slika A.78: Primer 152 iz [1]

A= (0,0), B = (ul,O), C = (UQ,Ug), M = (U4,U5), F = (xg,O), FE =
({E4,{E3), D = (xg,x5), G = (xg,x7).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.063s, 197 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.072s, 197 terma.

Primer 96 Primer 152 iz [1] (slika A.78). Cetiri podnozja normala spustenih
iz jednog temena trougla na éetiri simetrale ugla preostala dva temena (dva
unutradnja i dva spoljasnja ugla) su kolinearna.

Takode, prava PQRS je paralelna sa pravom AB.

A =(0,0), B=(u1,0), C = (ug,u3), P = (x2,21), Q = (x4, 23).
Teorema nije dokazana metodom Wu-a.

Krajnje svodenje nije rezultiralo nula polinomom!

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Krajnje svodenje nije rezultiralo nula polinomom!

Primer 97 Primer 155 iz [1] (slika A.79). Centar upisanog i centar ekterno
upisanog kruga dele simetralu ugla na kojoj se nalaze u harmonicnom odnosu.
Odnosno, tacke C, D, I i I. su harmonijski spregnute.
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Slika A.79: Primer 155 iz [1]
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Slika A.80: Primer 172 iz [I]

A= (0,0), B = (ul,O), C= (’LLQ,’LL3), 1= (xg,xl), Ic = (x4,x3), D = (xg,O).
Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.051s, 42 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Izvrsavanje prekinuto posle 21.009s.

Primer 98 Primer 172 iz [1] (slika A.80). Dokazati da je povrsina pravouglog
trougla jednaka proizvodu dva segmenta na koje je podeljena hipotenuza tackom
dodira sa upisanim krugom.

A = (0,0), B = (ul,O), X = (U,Q,U,g), C = (0,1‘1), I = ($4,$3), D =
(z6,x5).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.065s, 106 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Izvrsavanje prekinuto posle 21.034s.

Primer 99 Primer 174 iz [1] (slika A.81). Visina AD trougla ABC je produZena
i sece opisani krug trougla u tacki K. Ako je H ortocentar trougla ABC, doka-
zati da tacka D polovi duz HK .

A= (0,0), K = (ul,O), D = (U5,0), X = (U3,’LL4), O = ({E3,{E2), C =
(U5,l‘4), B = (u’f)vxﬁ)v L= (3)9,338), H= (mllvo)'

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.007s, 6 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.
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Slika A.81: Primer 174 iz [1]
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Slika A.82: Primer 219 iz [1]

Krajnje svodenje nije rezultiralo nula polinomom!

Primer 100 Primer 219 iz [1] (slika A.82). U trouglu ABC, O je centar opi-
sanog kruga, a U je presek simetrale ugla ZACB i prave AB. Dokazati da su
prave CO, simetrala duzi CU i normala iz U na pravu AB konkurentne.

Ekvivalentno turdenje je da ako je P presek prave AO i simetrale duzi CU,
onda je prava PU normalna sa pravom AB.

A= (0,0), B = (ul,O), C = (UQ,U;;), O = ((Eg,xl), U = (x4,0), P =
({EG, {E5).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.066s, 32 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.669s, 671 terma.

Primer 101 Sinusna teorema (slika A.83). Dokazati da je u proizvoljnom tro-
uglu odnos stranice i preénika opisanog kruga jednak sinusu naspramnog ugla,
odnosno: 55 = sina

sina = ﬁ—g

A= (0,0), B = (ul,O), C= (UQ,UB), 0= (xg,xl), D= (’LLQ,O).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.003s, 11 terma.
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Slika A.83: Sinusna teorema
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Slika A.84: Kosinusna teorema

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.
Kompleksnost: 0.003s, 11 terma.

Primer 102 Kosinusna teorema (slika A.84). ¢* +b? — 2bccosa = a?

_ CD
Cosx = AC

A= (0,0), B= (ul,O), C= (UQ,UB), D= (’LLQ,O).
Teorema je dokazana metodom Wu-a.
Kompleksnost: 0.002s, 0 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.
Kompleksnost: 0.002s, 0 terma.

Primer 103 Ojlerova formula (slika A.85). Dokazati da je d* = R(R—2r) gde
su R i r polupreénici opisanog i upisanog kruga trougla, a d rastojanje izmedu
ngih.

A =(0,0), B=(u1,0),C = (ug,us3), I = (z2,21), O = (x4,23), D = (x2,0).
Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.170s, 194 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 2.459s, 815 terma.
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Slika A.85: QOjlerova formula

Primer 104 Brahmaguptina teorema (slika A.86). Cetvorougao ABCD cije
dijagonale grade prav ugao je upisan u krug. Dokazati da prava koja prolazi kroz
presek dijagonala i normalna je na jednu stranicu cetvorougla, polovi suprotnu
stranicu.

Da bi se izbegao slucaj svodivosti u koji bi dokazivac upao ukoliko bi pokusao
da odredi preseéne tacke prave i kruga (do svodivosti dolazi zato $to presek nije
jednoznacan), polazeéi od tacaka B, T i O, ostala temena ¢éetvorougla su kon-
struisana malo duzim, ali jednoznacénim putem.

B = (0,0), T= (ul,O), 0= (UQ,Ug), X = (U/Q,O), D = ($4,0), A= (ul,m5),
Cl= (ul,x7), Y = (ul,U3), C= (ul,mn), P = (33‘14,3313), Q = (33‘16,33‘15).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.006s, 5 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Izvrsavanje prekinuto posle 21.016s.

Primer 105 Vivianijeva teorema (slika A.87). Iz tacke P unutar trougla jed-
nakostranicnog ABC' spustene su normale na stranice trougla. Dokazati da je
suma ove tri normale jednaka visini trougla ABC..

Dovoljno je dokazati da je algebarska suma duzi CH, PF 1 PG jednaka nuli.
Pogledati sliku.

A= (0,0), B = (ul,O), P = (UQ,U,g), C = (xg,xl), Cl = (33‘2,33‘3), D =
({EQ,O), G= ({Eg,x7), F = (xlo,xg), FE = (UQ,O), H = {EQ,’LL3).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.
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Slika A.86: Brahmaguptina teorema
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Slika A.87: Vivianijeva teorema



A.3 Teoreme 173

Slika A.88: Krug Sest tacaka.

Kompleksnost: 2.616s, 2000 terma.
Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.
Krajnje svodenje nije rezultiralo nula polinomom!

Primer 106 Krug Sest tacaka. (slika A.88). U ravni je dat trougao ABC.
Neka su Ay, By i Cy podnoZja visina trougla povucene iz temena A, B i C
redom. Neka su dalje Ay 1 A3 podnoZja normala spusStenih iz tacke A1 na prave
AC i AB. Na slican nacin su konstruisane i tacke Bo, B3, Cy i C3. Dokazati
da se Sest tacaka As, As, Bs, Bz, Cy i C3 nalaze na istom krugu.

A = (0,0), B = (ul,O), C = (UQ,Ug), A1 = (33‘2,33‘1), Bl = ($4,$3), Cl =
(u2,0), Cy = (x8,27), C3 = (w10,%9), A2 = (T12,711), A3 = (22,0), By =
(716, 215), B3 = (24,0), O = (220, T19).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.258s, 355 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Izvrsavanje prekinuto posle 21.011s.

Primer 107 Harmonijska spregnutost (slika A.89). Harmonijska spregnutost
tacaka ostaje ista nakon projekcije.

A= (050)7 C = (ulvo)a D = (Ulg,()), B = (uQaO)v 0 = (U4,U,5), Al =
(x3,u6), B1 = (z4,ur), C1 = (xs,25), D1 = (28, 7).
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Slika A.89: Harmonijska spregnutost

Teorema je dokazana metodom Wu-a.
Kompleksnost: 0.031s, 100 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.
Kompleksnost: 0.025s, 100 terma.

Primer 108 Leptir teorema (slika A.90). Date su cetiri tacke na krugu k sa
centrom O, to su Py, P>, P3 i Py. Neka je M presek pravih PyP3 i PoP,. Neka
je prava I normala iz tacke M na pravu OM i neka su X 1Y preseci pravel sa
pravama P Ps @ Py Py redom. Dokazati da je M srediste duzi XY .

Posto su X, Y © M na istoj pravoj, dovoljno je dokazati da je odnos paralelnih
duzi XM © MY jednak 1.

P1 = (0,0), 0 = (ul,O), P2 = (xl,u2), P3 = (xg,u;;), P4 = (x3,U4), M =
(x5,24), X = (x7,26), Y = (x9, 3).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 3.895s, 4561 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Izvrsavanje prekinuto posle 21.065s.

Primer 109 Krug osam tacaka (slika A.91). U ravni je dat cetvorougao ABC D
gde su dijagonale AD i BC' pod pravim uglom. Neka su Ay, B1, C1 i Dy sredista
stranica AB, BC, CD i DA redom. Neka su dalje As, Ba, Co i Do normale
spustene iz Ay, By, C1 i D1 na naspramne stranice CD, DA, AB i BC redom.
Dokazati da su osam tacaka Ay, B1, Cy, D1, As, By, Co i Dy sve nalaze na
istom krugu.
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Slika A.90: Leptir teorema
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Slika A.91: Krug osam tacaka

Slika A.92: Ojlerova prava

Neka je krug k sa precénikom A,C1. Dovoljno je dokazati da tacke By, Dy i
Ay pripadaju krugu k.

A= (0,0), C = (ul,O), B = (UQ,UB), D = (’LLQ,’LL4), A1 = ((Eg,xg), Bl =
(x5,24), C1 = (z7,26), D1 = (x9,28), A2 = (T11,210), B2 = (213,212), C2 =
(x15,%14), D2 = (217, 16), O = (19, T18).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.102s, 168 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Izvrsavanje prekinuto posle 21.187s.

Primer 110 Ojlerova prava (slika A.92). Dokazati da se ortocentar, teZiste i
centar opisanog kruga trougla nalaze na istoj pravoj.

Biée dokazano opstije turdenje. Tacke se nalaze na istoj pravoj, teziste je
izmedu ortocentra i centra opisanog kruga i deli tu duZ u odnosu 2 : 1.

A= (0,0), B = (ul,O), C = (uz,u?,), Cl = ($2,0), A1 = (33‘4,33‘3), T =
(33‘6,33‘5), 0= (1‘8,1‘7), CQ = (U,Q,O), A2 = ($12,Z‘11), H = (33‘14,3313).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.
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Slika A.93: Gausova prava

Kompleksnost: 0.028s, 40 terma.
Teorema je dokazana metodom Groebner-a.
Kompleksnost: 0.274s, 157 terma.

Primer 111 Gausova prava (slika A.93). Dat je cetvorougao AgA1AsAs. Neka
je X presek pravih AgAs i A1As i neka je Y presek pravih AgAy © AsAs. Neka
su My, My i M3 sredista duzi A1 Az, AgAs @ XY redom. Dokazati da su tacke
My, My i M3 kolinearne.

AQ = (0,0), A1 = (ul,O), A2 = (UQ,’LL3), A3 = (U4,U5), X = ((Eg,xl),
Y = (x4,0), M1 = ({EG,SE5), M2 = ({Eg,x7), M3 = ((Elo,xg).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 1.324s, 1744 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Izvrsavanje prekinuto posle 22.252s.

Primer 112 Uglovi nad istom tetivom (slika A.94). Dokazati da su svi uglovi
nad istom tetivom jednaki ili se dopunjuju do opruzenog ugla.

A= (0,0), B = (ul,O), X = (UQ,U;;), O = (xg,xl), C = ({E3,’LL4), D =
({E4, ’LL5).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.004s, 6 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.004s, 6 terma.

Primer 113 Primer 20 iz [5] (slika A.95). U ravni je dat trougao ABC' sa
tezistem T. Kroz proizvoljnu tacku X povucena je prava TX. Dokazati da je
zbir rastojanja dva temena od prave T'X jednak rastojanju tréeg temena.
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Slika A.94: Uglovi nad istom tetivom

Obratiti paznju na sliku koja je izabrana tako da se maksimalno pojednos-
tavi proces dokazivanja. Slika je konstruisana na nacin da najveéi broj tacaka
lezi na pravoj koja je paralelna koordinatnoj osi. PaZljivom analizom redosleda
konstrukcija tacaka, iskusniji ¢italac moZe rekonstruisati korake konstrukcije.

A= (0,0), C = (ul,O), T = (UQ,’LL3), Al = (xg,xl), Cl = ({E4,{E3), B =
(33‘6,33‘5), X = (U4,U,5), D = (xg,x7), E= (xlo,l‘g), F = (33‘12,3311).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.757s, 1211 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Krajnje svodenje nije rezultiralo nula polinomom!

Primer 114 Primer 22 iz [5] (slika A.96). Dat je paralelogram ABCD. Tacka
N je konstruisana kao presek prave povucene iz C paralelne sa dijagonalom BD
1 prave povucene iz A normalne na dijagonalu BD. Prave AN i BN seku pravu
CD wu tackama P i Q. Dokazati da je Q srediste duzi CP.

A= (0,0), B = (ul,O), C = (UQ,U;;), D = (xg,u;;), N = (x4,x3), P =
({EG,U3), Q = ({Eg,’LL3).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.010s, 24 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.043s, 28 terma.

Primer 115 Problem u jednakonstranicnom pravouglom trouglu (slika A.97).
Dat je jednakostraniéni pravougli trougao ABC sa pravim uglom kod temena
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Slika A.95: Primer 20 iz [5]

Slika A.96: Primer 22 iz [5]



180 A Kolekcija geometrijskih teorema

Slika A.97: Problem u jednakonstrani¢nom pravouglom trouglu

C. Na stranici AC je izabrana proizvoljna tacka E. Tacka D je odredena kao
presek prave koja sadrzi tacku E i paralelna je sa AB i prave BC. Normale na
pravu BE povuéene iz D i C' seku pravu AB u tackama K i L. Dokazati da je
L srediste duzi KA.

C= (0,0), A= (Ul,O), B = (O,xl), Bl = (0,953), E= (U3,0), D= (O,CEG),
L= (xg,xg), K = ((Ell,xlo).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.005s, 4 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.015s, 10 terma.

Primer 116 Konstrukcija jednakostranicnog trougla (slika A.98). Jednakon-
stanicéni trougao ABC je konstruisan tako Sto je izabrana proizvoljna duz AB,
a zatim tacka C odredena kao presek simetrale duzi AB i kruga sa centrom A i
polupreénikom AB. Dokazati da je ugao ZCAB jednak 60 stepeni.

A =(0,0), B=(u1,0), C = (z2,21), C1 = (22, 73).
Teorema je dokazana metodom Wu-a.
Kompleksnost: 0.002s, 3 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.
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Slika A.98: Konstrukcija jednakostrani¢nog trougla
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Slika A.99: Leon-An teorema

Kompleksnost: 0.002s, 3 terma.

Primer 117 Leon-An teorema (slika A.99). U ravni je dat ¢etvorouga ABCD.
Neka su My i My sredista dijagonala AC i BD i neka je O proizvoljna tacka
na pravoj My Msy. Dokazati da je zbir povrsina trouglova ABO i CDO jednak
polovini povrsine cetvorougla ABCD.

A= (0,0), B = (ul,O), C = (UQ,U;;), D = (U4,U5), M1 = (xg,xl), Mg =
(x4,23), O = (x5, ug).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.026s, 96 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 12.481s, 6640 terma.

Primer 118 Krug devet tacaka (slika A.100). Dokazati da se podnoZja visina
trougla, sredista stranica i sredista duZi koje povezuju temena sa ortocentrom,
nalaze na istom krugu.

Slika nam daje ideju gde se centar kruga nalazi. Iskoristicemo to i dokazati
da su tri para tacaka istovremeno i precnici kruga devet tacaka (odnosno bide
dokazano 1 vise nego sto se trazi u zadatku, ali ée to uciniti dokaz ne tezim, veé
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Slika A.100: Krug devet tacaka

Slika A.101: Nobsova teorema

laksim!). Krug devet tacaka je takode poznat pod mnogim imenima: Fojerbahov
krug, Ojlerov krug, Terkvemov krug, krug Sest tacaka, itd.

A= (0,0), B = (ul,O), C = (’LLQ,’LL3), D = (xg,xl), FE = (x4,x3), F =
(’LLQ,O), G = ({Eg,O), J = (xlo,xg), I = (xlg,xu), H = (x14,x13), K =
(z16,%15), L = (z18,217), M = (220, Z19), O = (222, x21).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.334s, 642 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Izvrsavanje prekinuto posle 21.162s.

Primer 119 Nobsova teorema (slika A.101). U trougao ABC je upisan krug k
koji dodiruje stranice trougla u tackama Sy, Se i Ss3. Neka su P = BC'NS5153,
Q=ACNSS3 1 R=ABNS515:. Dokazati da su tacke P, Q i R kolinearne.

XZ(O 0) (’LL,O, Z(UG,O),OZ(’LLG,’LL;),) Z( ) SQZ
(4,us), A= (26,0), B = (s, ) C = (w10,19), P = (9612,$11) Q= ($14,CC13)
R= (!E16,0).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.
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Slika A.102: Paskalova teorema

Kompleksnost: 0.037s, 96 terma.
Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.
Izvrsavanje prekinuto posle 21.363s.

Primer 120 Paskalova teorema (slika A.102). Na krugu k sa centrom O date
su tacke A, B, C, D, E, i F. Neka su P, Q i S preseci parova pravih AB i
FD, BC i EF, AE i CD redom. Dokazati da su tacke P, Q i S kolinearne.

Paskalova teorema vazi © ako se umesto na krugu tacke nalaze na proizvoljnoj
krivoj drugog reda. To je posledica osobina projektivne geometrije — svaki krug
se moze projektivnim transformacijama koje ¢uvaju incidentnost pravih i tacaka
preslikati u proizvoljnu krivu drugog reda.

A= (0,0), O = (ul,O), B = ((El,’LLg), C = (xg,u;;), D = ({E3,’LL4), E =
({E4,’LL5), F = (x5,u6), P = ({E7,{E6), Q = ((Eg,xg), S = ((Ell,xlo).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.174s, 496 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Izvrsavanje prekinuto posle 21.062s.

Primer 121 Ptolomejeva teorema (slika A.103). Proizvod dijagonala cetvorougla
upisanog u krug jednak je zbiru proizvoda naspramnih stranica.

Dokazacemo slabije turdenje, da je algebarska suma tri proizvoda iz zadatka
jednaka nuli (odnosno da je jedan od njih jednak zbiru druga dva).
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Slika A.103: Ptolomejeva teorema

A= (0,0), B= (ul,O), C= (UQ,U,g), 0= (xg,xl), D = (Z‘g,U4).
Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.021s, 49 terma.

Teorema je dokazana metodom Groebner-a.

Kompleksnost: 0.033s, 83 terma.

Primer 122 Simsonova teorema (slika A.104). U ravni je dat trougao ABC
oko koga je opisan krug k sa centrom O. Neka je D proizvoljna tacka na krugu
k i neka su E, F i G podnoZja normala iz tacke D na prave AB, AC i BC
redom. Dokazati da su tacke E, F i G kolinearne.

A= (0,0), O = (ul,O), B = ((El,’LLg), C = (xg,u;;), D = ((Eg,’LL4), E =
(x5,24), F = (x7,26), G = (x9,x8).

Teorema je dokazana metodom Wu-a.

Kompleksnost: 0.044s, 81 terma.

Teorema nije dokazana metodom Groebner-a.

Izvrsavanje prekinuto posle 21.440s.

Primer 123 Vorinjonova teorema (slika A.105). Dat je cetvorougap ABCD.
Neka su P, Q, R i S sredista stranica AB, BC, CD i DA redom. Dokazati da
je ¢éetvorougao PQRS paralelogram.

A= (Oa )7 B = (Ul,O), C = (UQ,U,g), D = (U4,U5), P = (332,0), Q =
(z4,73), R = (w6,25), S = (w8, 27).
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Slika A.104: Simsonova teorema
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Slika A.105: Vorinjonova teorema
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Teorema je dokazana metodom Wu-a.
Kompleksnost: 2.422s, 3170 terma.
Teorema je dokazana metodom Groebner-a.
Kompleksnost: 5.400s, 3170 terma.
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