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Zahvalnost

Zeleo bih da se ovim putem zahvalim svima koji su mi pomogli u veoma dugom procesu kreiranja ove
teze, svestan Cinjenice da svega ovoga bez tih ljudi verovatno ne bi ni bilo.

Mentoru za izradu teze i idejnom tvorcu projekta, profesoru Predragu Janici¢u, dugujem veliku
zahvalnost na iskazanoj podrsci, znanju i entuzijazmu, bez kojih bi izrada projekta bila vremenski
neogranicena. Profesor Jani¢i¢ nije odustajao od ideja koje smo imali na pocetku, insistirajuéi na
tome da se rad privede kraju, ,gurajuéi“ stvari u zeljenom pravcu i pokazujuéi gotovo nadljudsko
strpljenje u odredenim trenucima. No, najviSe zahvalnosti profesoru Janiciéu dugujem za ilustraciju
lepota fantasti¢nog sveta racunarske grafike kojom se sada bavim, a do ¢ega samostalno nikada ne
bih uspeo stici.

Profesoru Milanu Tubi i profesoru Srdanu Vukmirovicu, ¢lanovima komisije za pregledanje i odbranu
teze, zahvalnost dugujem na brzini kojom su pregledali tezu i izneli sugestije i kritike, kao i na plodnoj
diskusiji o samoj temi rada. Svojim doprinosom pomogli su da se ovaj tekst priblizi nekoj svojoj
,savrsenoj” verziji, ujedno potvrdujuci postignute rezultate projekta.

Mr Aleksandru Samardzi¢u bih Zeleo da se zahvalim na brojnim savetima koji su mi olaksali rad na
projektu. Bez njegovog ogromnog znanja racunarske grafike i saveta kako resiti brojne prakti¢ne
probleme koji su se tokom rada pojavljivali ceo proces izrade projekta bio bi daleko komplikovaniji i
tezi za mene. Profesoru Srdanu Vukmiroviéu dugujem zahvalnost na pomoéi u vezi sa tehnickim
detaljima o Poenkareovom sfernom modelu. Saveti profesora Vukmirovic¢a su centralni deo softvera
koji je napisan kao deo projekta, prevashodno o metrickim svojstvima hiperbolicke geometrije.
Profesorki Nedi Bokan veliku zahvalnost dugujem na podrsci ukazanoj kroz rad ,Grupe za
geometriju, obrazovanje i vizualizacije sa primenama“ Matematickog fakulteta, koja je iskazala
interesovanje za projekat i pomogla njegovo predstavljanje na konferenciji Workshop on Multimedia
Technology for Mathematics and Computer Science Education, Belgrade, November 10-11, 2005 i u
DAAD Spring School "Visualization and Geometry", Berlin, 10-13 April 2006. Profesorka Bokan je kao
dekan Matematickog fakulteta iskazivala interesovanje i pruzala podrsku studentskim projektima, te
ovaj rad nije u tome izuzetak.

Profesoru Zoranu Luciéu i profesorki Miroslavi Anti¢ sam zahvalan $to su uspeli da mi privuku paznju
svojim predavanjima o hiperbolickoj geometriji. Interestantne istorijske anegdote o njenom
nastanku, teorija i prakticni detalji kojima su ta predavanja bila protkana otvorila su za mene jedan
novi svet, koji je, iako veoma stran, veoma lep. Stoga i ne ¢udi entuzijazam sa kojim sam prihvatio
rad na projektu hiperbolickog rejtrejsinga. Profesor Konrad Poltier sa Slobodnog Univerziteta u
Berlinu pratio je projekat od njegovog samog pocetka i izneo niz korisnih sugestija od kojih su neke
inkorporirane u finalnoj verziji. Dr. DZefri Viks, jedan od pionira vizualizacija hiperboli¢kog prostora,
pomogao mi je demistifikacijom procesa formiranja slike u virtuelnom hiperbolickom okruzenju i
svojim entuzijazmom udvrstio veru da uloZeni rad na projektu nije uzaludan.

Ogromnu zahvalnost dugujem mojim koleginicama i prijateljicama, Jeleni Novici¢ i Radmili
Stamenci¢, koje su ucestvovale u radu na projektu u njegovim inicijalnim fazama. Rad sa Jelenom i
Radmilom je uvek bio prijatan, iako ne uvek i lak, a rezultati su govorili sami za sebe. U trenucima



euforije, kada bi mi se cinilo da je ,sve lako uraditi”, Jelena i Radmila bi me spustale na zemlju i
pokazivale da je neophodan veliki trud da bi se doslo do zadovoljavajucih rezultata.

Koni Ligl mi je bila velika podrska, najvise u trenucima kada je izrada projekta nailazila na, naizgled,
nepremostive prepreke i kada sam ostajao bez motivacije da istrajem u radu. Bez njenog
entuzijazma, Zelje da bude od pomodi i tolerisanja svih mojih hirova ovaj rad bi jos uvek bio u izradi.

Na posletku, zahvalio bih svojoj porodici na svemu sto stu ucinili za mene tokom svih ovih godina.
Bez njihovih reci podrske, otreznjenja, ponekad i grdnje sigurno ne bih bio u prilici da piSem ove
redove, jer bih mnogo ranije poklekao pred malim i velikim preprekama na koje sam nailazio. Nadam
se da se vasa vera u mene na kraju isplatila.



Apstrakt

Intenzivan razvoj racunarstva od polovine XX veka doprineo je razvoju uredaja i algoritama koji za
osnovni cilj imaju grafi¢ki prikaz i vizualizaciju sveta koji nas okruzuje. Jedan od najstarijih i
najpoznatijih algoritama racunarske grafike je rejtrejsing algoritam koji reSava problem globalnog
osvetljenja i omogudava kreiranje foto-realisti¢nih prikaza trodimenzionih scena. Koristeci parametre
scene poput geometrijskog opisa objekata prisutnih u sceni, parametre materijala i osvetljenja,
rejtrejsing algoritam izraCunava koji su objekti vidljivi za posmatraca u sceni, kao i viSestruke
interakcije svetlosti sa datim objektima, simulirajuc¢i komplikovane fizicke reakcije iz stvarnog sveta. S
druge strane, hiperbolic¢ki prostor je intrigantna geometrijska struktura koja se ¢esto kosi sa nasom
intuicijom, po prirodi euklidskom. U nameri da kreiramo alat za vizualizaciju hiperboli¢kog prostora i
ispitivanje njegovih osobina, razvili smo verziju rejtrejsing algoritma u hiperbolickom prostoru koja
nije do sada postojala. U daljem tekstu bice prikazani razvijeni algoritam, odredeni problemi sa
kojima smo se susreli, predloZena reSenja i dosadasnji rezultati. Ova teza je nastavak rada o
hiperbolickom rejtrejsing algoritmu koji je nagraden godisnjom nagradom Univerziteta u Beogradu
2006. godine kao najbolji studentski naucni rad iz oblasti tehnickih nauka (Ajdin et al., 2006).



1. Uvod

Od praistorijskih vremena ljudska vrsta izrazava potrebu za vizualizacijom sveta koji nas okruZuje.
Arheoloska otkri¢a u pecini Chauvet (slika 1) u Francuskoj ukljucuju i pecinske crteze stare ¢ak 32.000
godina — smatra se da su to i najstariji saCuvani crtezi ikada napravljeni. Vizualizacija ima poseban
zna€aj u geometriji, nauci koja ,izuCava prostorne odnose”. Jedan od najstarijih sacuvanih
geometrijskih dijagrama poti¢e od Euklida iz Aleksandrije’. Nekada samo jedna od ilustracija u delu
Elementi (greki: Ztowela), jedne od najznadajnijih knjiga u istoriji matematike, ovaj dijagram
predstavlja geometrijsku interpretaciju poznatog algebarskog identiteta (slika 2).

Slika 1: prizor iz peéine Chauvet. Slika 2: dijagram iz Il knjige Euklidovog dela Elementi.

Sve do pojave racunara kao alata za vizualizaciju mogucnosti ilustrovanja geometrije pomocu crteza i
dijagrama bile su limitirane. Poseban znacaj racunarska vizualizacija ima upravo u modernom razvoju
neeuklidskih geometrija. No, alati za prikaz trodimenzionalnih neeuklidskih prostora su i danas retki,
te vedina hiperbolickih vizualizacija pripada klasi dvodimenzionalnih vizualizacija.

U ovom radu biée prezentovan rejtrejsing algoritam (eng. Ray Tracing), odnosno njegova
modifikovana verzija prilagodena hiperbolickom prostoru. Pre toga, u kratkim crtama bice iznete i
osnovne osobine kako hiperbolickog prostora, tako i fizickih osobina svetlosti, neophodne za
razumevanje rejtrejsing algoritma. Sva neophodna izra¢unavanja izvedena su vodedi se zakonima koji
vaze u hiperboli¢koj geometriji, bez geometrijskih aproksimacija. Kao model prostora u kojem je
implementiran algoritam izabran je Poenkareov’ sferni model hiperbolitkog prostora. lako
Poenkareov model, gledano iz ugla racunarske grafike i rejtrejsing algoritma, nije najpodesniji izbor,
takav izbor je nacinjen prevashodno imajuéi u vidu da je model konforman i ograni¢en. Drugim
re¢ima, Poenkareov sferni model intuitivno je najjednostavniji za razumevanje. Buduci da je cilj ovog
projekta pojednostavljivanje razumevanja hiperbolicke geometrije korisnika koji sa njom nisu
direktno upoznati, prednost je data intiuitivnom razumevanju modela u odnosu na jednostavnost i
efikasnost programiranja u modelu.

! Euklid, grcki matematicar; oko 365 p.n.e. — 275 p.n.e.
2 7il Anri Poenkare, francuski matematicar; 1854 — 1912.



2. Hiperbolicka geometrija

U ovoj glavi bi¢e ukratko prezentovani istorijat razvoja hiperbolicke geometrije i neke od njenih
osobina, kao i Poenkareov sferni model hiperbolicke geometrije (Lucié, 1997), (Coxeter, 1965).

2.1 Istorijatirazvoj

Geometrija se pojavila uporedo sa pojavom prvih civilizacija, kao rezultat potrebe da se opise i bolje
razume svet koji nas okruZuje. Inicijalno se geometrija razvijala kao sasvim prakti¢na disciplina:
Covecanstvu su bila potrebna precizna merenja duZina, povrsina i zapremina; osecala se potreba za
razumevanjem odnosa (npr. u trgovini) i to je najcesce izrazavano uz pomo¢ geometrije; na posletku,
geometrija je najprirodniji nacin da se na logicki valjan nacin opisSu objekti prisutni u svakodnevnom
Zivotu. Do kvalitativhe promene videnja znacaja geometrije dolazi sa objavljivanjem Euklidove knjige
Elementi u Ill veku p.n.e. lako je veéina tvrdenja koja Euklid iznosi bila poznata i njegovim
prethodnicima, ono Sto Elemente Cini jednim od najvaznijih dela u celokupnoj istoriji matematike je
Euklidov pristup uvodenju geometrije — po prvi put je pokuSano da se neka matematicka teorija
uvede sistematski pomodéu aksioma, tvrdenja koja se ne dokazuju i iz kojih se izvode sva ostala.
Drugim recima, tek je Euklid uvideo moguénost da se geometrija izdigne iznad jednostavne prakti¢ne
discipline u redove apstraktnog konstrukta koji danas nazivamo matematickom teorijom. Pratedi
Euklidovu viziju, viSe od dva milenijuma razvoja klasicne geometrije iznedrilo je ogroman broj
izvanrednih naucnika koji su dali svoj doprinos toj nauci. Taj proces je u mnogome zaokruzen
objavljivanjem dela Osnovi geometrije iz 1899. godine nemackog matemati¢ara Davida Hilberta".

Neeuklidske geometrije su, uslovno receno, stare koliko i sama euklidska geometrija. Ve¢ se u
Elementima nazire ideja da se euklidska geometrija mora aksiomatski definisati, tj. da ona ne vazi
,Po prirodi stvari“. V Euklidov postulat (slika 3), koji Euklid ne dokazuje, tvrdi da ¢e se dve prave
jedne ravni, koje seku trecu pravu te iste ravni, seci sa one strane treée prave sa koje je zbir uglova
preseka te dve prave sa trecom manji od opruzenog ugla.

Slika 3: V Euklidov postulat.

! David Hilbert, nemacki matematicar; 1862. — 1943.



Euklidovi naslednici postali su i njegovi prvi kriticari, prevashodno kritikujuéi postojanje V postulata.
Kao razlog kritike najceSce se navodi Cinjenica da su ostale aksiome i postulati na osnovu kojih Euklid
gradi geometriju daleko jednostavniji, te V postulat odudara kao daleko kompleksnije tvrdenje.
Medutim, stvarni razlog se krio u tadasnjoj geometrijskoj dogmi da je jedina moguéa geometrija
upravo Euklidova i da V postulat mora biti moguce izvesti iz ostalih aksioma i postulata. Tvrditi
drugacije je bilo nezamislivo i ta nekonzistentnost primetna u Elementima morala je biti otklonjena.
Koriste¢i Elemente kao spiritus movens, generacije matematicara su u naredna dva milenijuma
pokusavale da dokazu V postulat ili neki od njegovih ekvivalenata, polazeci od preostalih Euklidovih
aksioma i postulata.

Abu Ali al-Hasan ibn al-Hasan ibn al-Hajtam® moze se svrstati u red najplodnijih nauénika i istrazivaca
svih vremena. Ovaj vrsni matematicar, fizi¢ar, inZenjer, astronom, filozof, oftamolog, psiholog —
generalno redeno multi-disciplinarni stvaralac, pokusSao je da dokaze V Euklidov postulat
pretpostavljajuéi postojanje neeuklidskih geometrija i dovodedi takve pretpostavke do kontradikcije.
Njegov pokusaj zasnivao se na uvodenju novih postulata, sli¢nih aksiomi Plejfera®, koja je ekvivalenta
V Euklidovom postulatu, te je samim tim i sam al-Hajtamov dokaz pogresan. Ipak, u pokusajima da
dokaze V postulat svodenjem na kontradikciju al-Hajtam je izveo neke od prvih teorema hiperboli¢ke
i elipticke geometrije. Svoje dokaze je izvodio razmatrajuéi takozvani Ibn al-Hajtamov cetvorougao,
koji je u zapadnom svetu popularisao Lambert® te se taj &etvorougao naziva i Ibn al-Hajtam-
Lambertovim cetvorouglom (slika 4a). lbn al-Hajtam-Lambertov cetvorougao sadrzi tri prava
unutrasnja ugla, dok je Cetvrti ugao prav, ostar ili tup, u zavisnosti od toga da li razmatramo taj
¢etvorougao u euklidskoj, hiperboli¢koj ili eliptickoj geometriji.

L/

(a) (b)

Slika 4: (a) ilustracija Ibn al-Hajtam-Lambertovog cetvorougla; (b) ilustracija Khajam-Sakerijevog cetvorougla.

Omar Khajam®*, matematicar, astronom, filozof i pesnik, dokazivao je istinitost V Euklidovog postulata
polazedi od ekvivalentnog tvrdenja koje glasi:

Dve konvergentne prave se seku i nemoguce je da dve konvergentne prave divergiraju u
pravcu u kojem konvergiraju.

! Abu Ali al-Hasan ibn al-Hasan ibn al-Hajtam, arapski/persijski nauc¢nik; 965 — 1039.
’ Dzon Plejfer, Skotski matematicar; 1748 — 1819.

® Johan Hajnrih Lambert, Svajcarski matematicar; 1728 — 1777.

* Omar Khajam, persijski nauc¢nik; 1048 — 1123.



Ovo tvrdenje, pomalo zbunjujuée, zapravo kazuje da se dve prave ili seku ili su paralelne. Jasno je da
je dokazati istinitost nekog tvrdenja polazeéi od njegovog ekvivalenta jednostavno, te je i Khajam
,dokazao” da je euklidska geometrija jedina moguca. No, znacaj Khajamovog pristupa ogleda se u
definisanju Khajamovog cetvorougla, poznatijeg u zapadnoj literaturi i kao Sakerijev’ ¢etvorougao,
odnosno Khajam-Sakerijev cetvorougao (slika 4b).

Kod Khajam-Sakerijevog ¢etvorougla dve naspramne stranice su podudarne i upravne na trecoj, pri
¢emu su sve stranice proizvoljne duZine. Definisan na ovaj nacin cetvorougao ima dva prava
unutrasnja ugla, dok su preostala dva podudarni uglovi. Ako se pretpostavi da su oni takode pravi
uglovi, onda se iz te pretpostavke moZze dokazati V Euklidov postulat. Omar Khajam koristi tu
pretpostavku i svoju novouvedenu aksiomu da pravilno dokaze validnost V Euklidovog postulata —
naravno, polazeci od pogresne pretpostavke.

Sakeri je nastavio putem Omara Khajama, pokusavajuc¢i da dokaze da je zbir unutrasnjih uglova
trougla jednak opruzenom uglu, Sto je ekvivalent V Euklidovom postulatu. Pretpostavljajuci
suprotno, Sakeri lako dokazuje da zbir uglova ne moze biti ve¢i od opruzenog ugla. Ukoliko bi to bilo
moguce, tada bi prave u prostoru bile kona¢ne, $to je u kontradikciji sa Il Euklidovim postulatom?.
Medutim, dokazati da zbir uglova ne moZze biti manji od opruzenog ugla pokazalo se kao daleko vedi
problem. Sakeri je uporno dokazivao nova tvrdenja trazedi u njima kontradikciju, ali sve Sto je iz
njegovog rada proizaslo su zapravo brojne teoreme hiperbolicke geometrije. Svoj rad na ovoj temi
Sakeri zakljucuje recima: ,hipoteza ostrog ugla je apsolutno netacna, jer je u suprotnosti sa prirodom
pravih linija“.

Konadan rasplet ovog matematitkog trilera dat je tek polovinom XIX veka u radovima Boljaja’,
Gausa® i Lobacevskog’. Pokazano je da je V euklidov postulat nezavisno tvrdenje koje ne moze biti
izvedeno iz ostalih aksioma i postulata, veé¢ im se mora pridruziti kao tvrdenje koje se ne dokazuje.
Po prvi put se pojavila ideja da je moguée postojanje paralelnih geometrija, sa mnogim slicnostima i
razlikama — da geometrijski ,ocigledno” ne znaci i jedino moguce. Pretpostavivsi da je moguée
razmatrati geometriju u kojoj ne vazi V Euklidov postulat, Boljaj, Gaus i Lobacevski stvorili su
takozvanu hiperbolicku geometriju, predivan teorijski konstrukt, problemati¢an kao suprotnost
milenijumskim dogmama i izuzetno neintuitivan. U ¢ast njenih izumitelja ta geometrija se danas jo$
naziva i geometrijom Lobacevskog i geometrijom Boljaj-Gaus-Lobacevskog.

Jedno od osnovnih pitanja vezanih za prirodu raznih geometrija je i pitanje njihovog odnosa. Jasno je
da se euklidska geometrija razlikuje netrivijalno od neeuklidskih geometrija, ali na prvi pogled nije
moguce odmabh reci o kojim se razlikama radi. Ispostavlja se da se, na aksiomatskom nivou, euklidska
i hiperbolicka geometrija razlikuju jedino u aksiomi paralelnosti — sve ostale aksiome su zajednicke za
ove dve geometrije. Stoga se u izucavanju klasi¢cne geometrije obi¢no najpre uvodi takozvana
apsolutna geometrija, tj. geometrija bez aksiome paralelnosti (aksiome se obi¢no dele u 5 grupa:
aksiome incidencije, rasporeda, neprekidnosti, podudarnosti i paralelnosti). Nakon $to se izvedu sva
geometrijska tvrdenja apsolutne geometrije, koja vaze kako u euklidskoj tako i u hiperbolickoj

! Povani Dirolamo Sakeri, italijanski matematicar; 1667 — 1733.

? Neka se pretpostavi...i da ograni¢ena prava moze biti produzena u svom pravcu neprekidno.
® Janog Boljaj, madarski matematicar; 1802 — 1860.

* Johan Karl Fridrih Gaus, nemacki naucnik; 1777 — 1855.

> Nikolaj Ivanovic¢ Lobacevski, ruski matematicar; 1792 — 1856.
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geometriji, uvode se zasebne aksiome paralelnosti i pristupa se izvodenju tvrdenja specifi¢nih za
datu geometriju. Valja spomenuti da se navedeni pristup ne moZe direktno primeniti na elipti¢ku
geometriju s obzirom na to da u toj geometriji ne vaze sve aksiome apsolutne geometrije.

VaZno pitanje je i pitanje neprotivrec¢nosti navedenih geometrija, tj. pitanje valjanosti sistema
aksioma kojima se one defini$u. Odgovor na ovo pitanje doneo je Eugenio Beltrami' 1868. godine
definiSu¢i model hiperbolicke geometrije unutar euklidske geometrije. Time je pokazano da
eventualna nekonzistentnost hiperbolicke geometrije nuzno dovodi i do nekonzistentnosti euklidske
geometrije. NeSto ranije sam Lobacevski povezao je hiperbolicku i sfernu geometriju, a time i
euklidsku. Ova dva rezultata su dokaz ekvikonzistentnosti euklidske i hiperbolicke geometrije —ili su
obe konzistentne ili su obe nekonzistentne. Eugenio Beltrami je zasluzan i za definisanje
najpoznatijih modela hiperboli¢ke ravni, Klajnovog® disk modela, Poenkareovog disk modela i
Poenkareovog polu-ravanskog modela. Ovi modeli obi¢no nose imena matematicara koji su definisali
validnu metriku u tim modelima.

Dati modeli mogu se prirodno prosiriti na treéu dimenziju, te postoje Klajnov sferni model,
Poenkareov sferni model i Poenkareov polu-prostorni model. Sledi kraci prikaz Poenkareovog sfernog
modela. Prethodno ¢e biti definisan Poenkareov disk model, s obzirom na to da je u dve dimenzije
jednostavnije prikazati osnovne koncepte na kojima se ti modeli zasnivaju.

2.2 Poenkareov disk model

Neka je dat krug u ravni i neka je njegov centar ujedno i centar Dekartovog® pravougaonog
koordinatnog sistema u toj ravni (odredenosti radi neka je poluprecnik kruga 1). Taj krug zvaéemo
apsolutom, unutrasnjost kruga zvacemo h-ravan, a sve tacke h-ravni zvacemo h-tacke. Ako je neki
krug (prava) upravan na apsolutu segment tog kruga (prave) unutar apsolute zvaéemo h-pravom
(prava upravna na apsolutu sadrzi srediste apsolute). Segment kruga (duz prave) upravnog na
apsolutu, Cija su temena h-tacke date h-ravni zvaéemo h-duz, a segment kruga (duz prave) upravnog
na apsolutu ¢ija su temena, redom, h-tacka date h-ravni i element apsolute zvaéemo h-polupravom.
Prvo od tih dvaju temena zvacemo temenom, a drugo krajem date h-poluprave. Sliéno kao u
euklidskoj geometriji mogu se definisati i h-ugao, h-trougao, h-poligonska linija, h-poligon i h-
poligonska povrs.

Razmotrimo inverziju u odnosu na krug upravan na apsolutu ili refleksiju u odnosu na pravu
normalnu na apsolutu. Tom inverzijom, odnosno refleksijom, h-ravan se preslikava sama na sebe. To
je motivacija za definisanje h-refleksije kao restrikcije te inverzije, odnosno refleksije, na h-ravan. Ova
definicija omogudava definisanje i simetrale h-duZi kao h-prave ortogonalne na datu h-duz kojom je
definisana h-refleksija koja preslikava jedno teme date h-duZi u drugo.

Definisanje h-refleksije omogudéava definisanje i podudarnosti u hiperbolickom smislu: neka su dati
parovi h-tacaka (4, B) i (C, D); re¢i ¢emo da su ti parovi h-podudarni ako postoji niz h-refleksija koji

! Eugenio Beltrami, italijanski matematicar; 1835 — 1899.
? Feliks Kristijan Klajn, nemacki matematicar; 1849 — 1925.
®Rene Dekart, francuski matematicar; 1596 — 1650.
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preslikava par (4,B) u par (C,D). Proizvod tih h-refleksija zva¢emo h-izometrijom. Medu svim
izometrijama izdvajaju se h-translacija i h-rotacija: h-translacija za datu h-duz je kompozicija dve h-
refleksije, prve u odnosu na h-pravu ortogonalnu na datu h-duz u pocetnoj h-tacki i druge u odnosu
na simetralu date h-duzi; h-rotacija oko date h-tacke za dati h-ugao a je kompozicija dve h-refleksije
definisane dvema h-pravama koje sadrie datu h-tacku i zahvataju h-ugao a/2, pri ¢emu je
orijentacija h-ugla koje zahvataju te h-prave jednaka orijentaciji datog h-ugla.

8

(a) (b)

(c) (d)

Slika 5: ilustracija Poenkareovog disk modela; (a) osnovni elementi modela — h-tacke, h-prave i h-krug, (b) h-cilindar u
modelu, (c) h-reflekcija h-trougla, (d) ilustracija aksiome Lobacevskog.

U Poenkarevom disk modelu se moZe prirodno uvesti metrika preko inverzivnog rastojanja, sto je
inspirisano definicijom h-izometrije kao kompozicije h-refleksija (koje su predstavljene pomocu
inverzije u odnosu na krug, odnosno refleksije u odnosu na pravu). To medutim nije jedini nacin da
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se uvede metrika u Poenkareov model hiperbolicke ravni. Definicija rastojanja omogucava
definisanje h-kruga kao skupa svih h-tacaka podjednako udaljenih od date h-tacke. U Poenkarevom
modelu je h-krug i u euklidskom smislu krug, medutim euklidski i hiperbolicki centar kruga ne moraju
nuzno biti jednaki. Pomodéu metrike moze se definisati i h-cilindar kao skup h-tacaka podjednako
udaljenih od date h-prave, koju nazivamo osom h-cilindra. U Poenkareovom disk modelu h-cilindar je
unija dva kruzna luka ili kruznog luka i duzi.

VaZna osobina Poenkareovog disk modela je njegova konformnost, tj. vazi da model cuva uglove.
Drugim rec¢ima, mera h-ugla izmedu dve h-prave jednaka je euklidskoj meri ugla izmedu dva kruga (ili
kruga i prave ili dve prave) koji sadrze date h-prave. To Cini Poenkareov model intuitivnijim u odnosu
na neke druge modele gde je mera h-ugla komplikovanija. S druge strane, Poenkareov model nije
projektivan model, tj. u modelu se ne mogu direktno koristiti projektivne koordinate i matrice
transformacije, koje znacajno pojednostavljuju i ubrzavaju operacije sa modelom na racunaru. Za
ilustraciju osnovnih elemenata Poenkareovog disk modela pogledati sliku 5.

2.3 Poenkareov sferni model

U ovom odeljku biée definisan Poenkareov sferni model, koji predstavlja model hiperboli¢ckog
trodimenzionalnog prostora. Posebna pazinja bice posveéena definiciama koje se razlikuju od
odgovarajucih definicija u Poenkareovom disk modelu, kao i definicijama koje nisu mogle biti
uvedene u disk modelu.

U sfernom modelu apsoluta je sfera ciji je centar ujedno i centar Dekartovog pravougaonog
koordinatnog sistema (slicno kao u disk modelu, uzima se odredenosti radi sfera poluprec¢nika 1).
Unutrasnjost apsolute zvacemo h-prostor, a sve tacke h-prostora zvacemo h-tacke. Ako je neki krug
(prava) upravan na apsolutu, segment tog kruga (prave) koji se nalazi unutar apsolute zvaéemo h-
prava. Ako je neka sfera (ravan) upravna na apsolutu deo te sfere (ravni) koji se nalazi unutar
apsolute zvaéemo h-ravan (ravan upravna na apsolutu sadrzi srediste apsolute). Inverzijom u odnosu
na sferu upravnu na apsolutu (refleksijom u odnosu na ravan upravnu na apsolutu) se unutrasnjost
apsolute preslikava sama na sebe. To je motivacija da se definiSe h-ravanska refleksija u sfernom
modelu, kraée h-refleksija, kao restrikcija te inverzije (refleksije) na h-prostor. Analogno definiciji
simetrale h-duZi u disk modelu, definiSe se simetralna h-ravan h-duZi (krace simetralna h-ravan) kao
h-ravan upravna na datu h-duz kojom se jedno teme date h-duZi preslikava u drugo. Pored definicija
h-ugla, h-poligona i h-poligonske povrsi, u sfernom modelu mogu se definisati i h-poliedar i h-
poliedarska povrs, slicno kao u euklidskoj geometriji.

Definicija h-izometrije ekvivalentna je odgovarajucoj definiciji u disk modelu. Specijalno, h-translacija
za datu h-duz se definise kao kompozicija dve h-refleksije, prve u odnosu na h-ravan normalnu na
datu h-duz u pocetnoj h-tacki i druge u odnosu na simetralnu h-ravan date h-duzi. H-rotacija oko
date h-duzi za dati h-ugao a je kompozicija dve h-refleksije u odnosu na h-ravni koje sadrZze datu h-
duz i zahvataju h-ugao a/2, ¢uvajudi orijentaciju h-ugla.
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(a) (b)

Slika 6: ilustracija Poenkareovog sfernog modela; (a) osnovni elementi modela — h-ravni i h-prava kao njihov presek, (b)
ilustracija h-refleksije h-sfere u odnosu na datu h-ravan.

U Poenkareovom sfernom modelu moze se definisati metrika, slicno kao u disk modelu, tj. funkcija
rastojanja izmedu h-tacaka. Postoji vise funkcija koje zadovoljavaju uslove da se nazivaju metrikom u
prostoru, a u ovom radu koristi se metrika data jednacinom

1+p(X,Y)

d(X,Y) = lnm

X — yI?
A= 1xHA = Y1) + 1% = yI?

p(X,Y) =

Jednacina 1: funkcija rastojanja d u Poenkareovom sfernom modelu hiperbolickog prostora.

U navedenoj formuli X,Y su dekartovske tatke koje odgovaraju datim h-tatkama modela, X,y su
njihovi radijus vektori, a vrednost |X| je intenzitet vektora X. Uvodenje metrike omoguca da se,
pored h-krugova, definisu i h-sfere kao skupovi h-ta¢aka u h-prostoru podjednako udaljenih od date
h-tacke, koja se naziva centrom h-sfere. U modelu su h-krugovi i h-sfere i u euklidskom smislu krugovi
i sfere, ali njihovi centri ne moraju nuzno biti i centri u euklidskom smislu. Staviée, centar h-kruga ne
mora pripadati euklidskoj ravni koja je odredena datim krugom. Pomocu metrike moZe se definisati i
h-cilindar kao skup svih h-tacaka podjednako udaljenih od date h-prave. DefiniSemo i h-valjak kao
skup h-tacaka podjednako udaljenih od date h-duZi.

Poput Poenkareovog disk modela i Poenkareov sferni model je konforman, tj. mera h-ugla u modelu
jednaka je meri odgovarajuéeg ugla u euklidskom smislu. Na primer, mera h-ugla izmedu dve h-ravni
jednaka je meri ugla izmedu dve sfere (ili sfere i ravni ili dve ravni) kojima su odredene date h-ravni.



3. Svetlost

U fizici se pojam svetlosti koristi kao sinonim za elektromagnetno zracenje, koje se manifestuje u
vidu talasa koji se prostiru kroz vakuum ili materiju i sadrze oscilujuce elektricno i magnetno polje,
uzajamno ortogonalne i ortogonalne u odnosu na pravac prostiranja. Elektromagnetno zracenje
prema rastucoj talasnoj duZini deli se na gama zracenje, x-zracenje (poznatije kao rendgensko®
zracenje), ultravioletno zracenje, vidljivu svetlost, infracrveno, mikrotalasno i radio zracenje (slika 7).
Vidljiva svetlost je elektromagnetno zracenje Cija je talasna duzina izmedu 400 i 700 nanometara
(dok odredeni izvori navode i raspon od 380 do 750 nm) i odgovara svetlosti koju ljudsko oko moze
detektovati (u daljem tekstu pojam svetlosti koristi se kao sinonim za vidljivu svetlost). Pored talasne
duZine svetlost se najceS¢e karakteriSe i intenzitetom. U ovoj glavi izloZzene su fizicke osobine
svetlosti i proces formiranja slike (Crowell, 2008).

—3|{mm

400nm 700nm

\
|||

Wl

0.01nm 1nm 100nm

Slika 7: podela elektromagnetnog zracenja prema talasnoj duZini.

3.1 Optika

U tradicionalnoj optici svetlost je predstavljana zracima, uzevsi da se svetlost u vakuumu prostire
pravolinijski. Pomocu tradicionalne optike mogude je opisati osnovne osobine svetlosti, kao Sto su
pomenuto pravolinijsko prostiranje, refleksija, refrakcija, pa ¢ak i zakrivljeno prostiranje unutar
odredenih transparentnih objekata (kod kojih je koeficijent refrakcije funkcija pozicije u objektu).
Generalno se tradicionalna optika moze koristiti kada su strukture sa kojima svetlost interaguje veée
za nekoliko redova veli¢ine od talasne duZine svetlosti. Medutim, brojni svetlosni efekti nastaju
upravo kao rezultat interakcije svetlosti sa objekatima Cije su dimenzije usporedive sa talasnom
duZinom svetlosti. Na primer, da bi se opisali difrakcija ili polarizacija svetlosti mora se koristiti neki
drugi, opstiji model svetlosti.

! Vilhelm Konrad Rendgen, nemacki fizicar; 1845 — 1923.
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Slika 8: interakcija svetlosti sa objektom cije su dimenzije usporedive sa talasnom duZinom svetlosti: (a) tradicionalna
optika ne moZe da opise difrakciju koja nastaje u datoj interakciji; (b) talasni model prostiranja svetlosti korektno
predvida Sirenje talasa nakon prolaska svetlosti kroz proreze.

Model koji bolje opisuje ponasanje svetlosti u prirodi je takozvani talasni model (model koji pripada
talasnoj optici) Roberta Huka®, koji svetlost tretira kao talas odredene talasne duZine i pravca
prostiranja. Talasni model je u stanju da opise interakcije svetlosti sa objektima cije su dimenzije
slicne talasnoj duzini svetlosti ili manje (slika 8). S druge strane, talasni model je komplikovaniji od
tradicionalnog modela — pored vektora prostiranja svetlosti potrebno je imati i podatak o talasnoj
duzini svetlosti. | sam opis interakcije svetlosti sa objektima potrebno je prosiriti da bi se obuhvatila
interakcija talasa sa tim objektima. Medutim, ni talasni model nije u stanju da opiSe sve osobine
svetlosti. Na primer, foto-elektri¢ni efekat ili zracenje crnih tela mogu se objasniti koris¢enjem
modela koji uzima u obzir dualnu prirodu svetlosti: svetlost se moZe ponasati i kao talas i kao Cestica.
Ajnitajn’ je 1905. opisao foto-elektri¢ni efekat uvodeci koncept dualne prirode svetlosti, prosirujuéi
rezultate do kojih je do$ao Maks Plank® nekoliko godina ranije. Time je pocetak XX veka u fizici
obeleZzen pojavom kvantne optike, koja predstavlja sveobuhvatni model ponasanja svetlosti u
prirodi.

Prilikom kreiranja algoritama racunarske grafike koji se bave foto-realisti¢nim renderovanjem obi¢no
se koristi tradicionalna optika, primenjena na vidljiv spektar svetlosti. lako ona ne moze da opiSe sve
interakcije svetlosti u prirodi, scene koje se najéesc¢e predstavljaju na raCunaru ne sadrZe objekte Cije
bi interakcije sa svetloséu zahtevale primenu talasne ili kvantne optike. Stoga je u nastavku
podrazumevano predstavljanje svetlosti zracima. Postoje i algoritmi koji za renderovanje koriste
Maksvelove® jednacdine talasne optike, ali kompleksnost datih jednacina dovodi do drasti¢nih
usporenja u procesu kreiranja slike.

! Robert Huk, engleski matematicar; 1635 — 1703.

% Albert Ajnstajn, nemacki fizicar; 1879 — 1955.

* Maks Plank, nemacki fizicar; 1858 — 1947.

4 Dzejms Klerk Maksvel, skotski fizi¢ar; 1831 — 1879.
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3.2 LjudskKi vizuelni sistem

Nakon viSestrukih interakcija svetlosti sa objektima koji se, zajedno sa posmatraéem, nalaze u sceni,
odredeni procenat svetlosti nalazi svoj put i do ociju posmatraca. Medutim, ljudski vizuelni sistem
poseduje odredene specificnosti koje se u racunarskoj grafici koriste kako bi se aproksimacijama
realnog fizickog sveta smanjila kompleksnost problema osvetljenja, ne umanjujuéi pritom
realisti¢nost prikaza.

Vizuelni sistem vecine sisara sastoji se iz sledeéih osnovnih delova: oko, opticki nerv i vizuelni korteks
(slika 9). Oko je organ koji pretvara svetlost, ¢ija talasna duZina pripada odredenom intervalu, u
elektri¢ni signal. Taj signal se dalje pomoéu opti¢kog nerva Salje u mozak, u kojem se formira finalna
slika. Ljudsko oko poseduje tri vrste foto-receptora, odgovornih za detekciju boja (,cepici“), svetlosti
slabog intenziteta (,Stapici“) i ambijentalne svetlosti (foto-osetljive ganglionske celije). Do otkrica
treée grupe foto-receptora, tj. ganglionskih celija, doSlo se 1991. godine razmatranjem stimulacije
ociju glodara, a prethodno je smatrano da se ljudski vid sastoji iskljucivo od ,Cepica” i ,Stapi¢a”. U
daljoj analizi vizuelnog sistema bi¢e podrazumevana valjanost starog modela, s obzirom na to da
postojanje ganglionskih celija prakti¢no nema uticaja na prikaz slika u racunarskoj grafici.

Levo oko

Vizuelni korteks

Slika 9: vizuelni sistem homo sapiensa.

Kao Sto je ve¢ napomenuto, foto-receptori u ljudskom oku pretvaraju svetlost u elektri¢ni signal,
ukoliko talasna duZina svetlosti pripada odredenom intervalu. Medutim, funkcija odziva foto-
receptora unutar tog intervala nije konstanta, ve¢ zavisi od specificne talasne duZine unutar samog
intervala (slika 10). Boje se detektuju pomodu tri vrste ,Cepica“, odgovornih redom za svetlost
kracih, srednjih i duzih talasnih duZina.
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Slika 10: funkcije odziva foto-receptora.

S obzirom na to da je ljudski vizuelni sistem opremljen tri-hromatskim senzorima, u racunarskoj
grafici se ova Cinjenica uzima u obzir u cilju pojednostavljivanja problema osvetljenosti — umesto da
se svetlost predstavlja pomocu analiticke funkcije talasne duzine ili njene gusto tabelirane verzije, u
grafici je svetlost najcesée predstavljena pomocu tri vrednosti koje odgovaraju odzivu svake od tri
vrste ,,Cepi¢a”. To su vrednosti koje se identifikuju kao osnovne boje: plava, zelena i crvena. Data
aproksimacija omoguéava pojednostavljivanje procesa renderovanja, uz smanjenje opstosti metoda
i, u odredenim slucajevima, kvaliteta finalne slike. Odredene kompleksne interakcije svetlosti sa
okolinom, poput fluorescentnosti, ne mogu se adekvatno predstaviti tri-hromatskim modelom. Cak i
u slucaju da su svi objekti prisutni u datoj sceni ,jednostavni“, u kontekstu njihovih interakcija sa
svetloséu, ukoliko se Zeli tacan rezultat renderovanja mora se posegnuti ka takozvanom multi-
spektralnom renderovanju, gde je svetlost predstavljena daleko preciznije u spektralnom smislu.
Pored toga, ukoliko je nemoguce izmeriti vrednosti sve tri komponente boje tri-hromatskog modela,
tada se obicno zelena komponenta gusce uzorkuje od plave i crvene komponente. Razlog za to lezi u
navedenoj Cinjenica da je funkcija spektralnog odziva ,Cepi¢a” srednjih talasnih duZina sli¢na funkciji
odziva ,Stapica” i da najbolje aproksimira osetljivost ljudskog oka na intenzitet svetlosti, koja je
daleko veca od osetljivosti na obojenost svetlosti.

18



4. Svetlost u racunarskoj grafici

Spiritus movens ogromnih istrazivackih napora u racunarskoj grafici je problem globalne iluminacije.
Fizicke osobine svetlosti, iako komplikovane (npr. dualna priroda svetlosti) mogu se za potrebe
racunarske grafike relativno jednostavno konceptualno opisati, ali je njeno modelovanje na ra¢unaru
prakticno nemoguce. Stoga je razvijen veliki broj metoda za predstavljanje svetlosti i njenih
interakcija sa objektima u sceni koji bi pojednostavili sam problem i omogudili da se na ra¢unaru
generisu foto-realisti¢ne slike. U ovoj glavi bice izloZzeni osnovni lokalni modeli interakcije svetlosti sa
objektima, proces formiranja slike i globalni model osvetljenja (Foley et al., 1990), (Kajiya, 1986),
(Weyrich et al., 2009).

4.1 Lokalni modeli osvetljenja

Lokalni modeli osvetljenja predstavljaju modele interakcije svetlosti sa odredenim objektom.
Nasuprot lokalnim modelima su globalni modeli osvetljenja, gde se razmatraju viSestruke interakcije
svetlosti sa svim objektima u sceni, pri ¢emu je svaka pojedinacna interakcija predstavljena
odredenim lokalnim modelom. U ovom poglavlju bi¢e predstavljeni osnovni koncepti koji stoje iza
najcesce korisc¢enih lokalnih modela osvetljenja.

Funkcija distribucije bidirekcione refleksije (eng. Bidirectional Reflection Distribution Function —
BRDF), je 4-dimenziona funkcija koja opisuje distribuciju refleksije svetlosti od neprozirnih objekata,
uz pretpostavku da ne dolazi do ispod-povrsinskog rasipanja svetlosti (Nicodemus, 1965). Ova
funkcija je definisana na prostoru parova svih upadnih i reflektovanih zraka, definisanih u odnosu na
normalu na povrs objekta u tacki preseka sa tim zracima. Njen rezultat predstavlja odnos upadne i
reflektovane jacine svetlosti predstavljene tim zracima, gde je jedinica mere fukcije sr’. Funkcija je 4-
dimenzionalna posto se svaki od zraka moze prestaviti dvema vrednostima: azimutalnim uglom i
elevacijom. Formula kojom se matematicki opisuje BRDF je:

dLy(wy)

fr(wy, wy) = m

Jednacina 2: jednacina BRDFa. Indeks 'u’ oznacava upadni zrak svetlosti, dok je indeks ’r’ oznaka za reflektovani zrak.

U datoj formuli L je radijansa, tj. intenzitet reflektovane svetlosti, dok je E iradijansa, tj. intenzitet
svetlosti koja pada na dati objekat. Data jednacina BRDFa sama po sebi ne podrazumeva da ¢e njome
opisane osobine refleksije svetlosti podlegati osnovnim fizickim zakonima koji vaZze u prirodi. Ukoliko
se Zeli model refleksije svetlosti koji podleze zakonima fizike, mora se jednacina BRDFa specijalizovati
uvodenjem dodatnih zahteva. To su redom Helmholzov® reciprocitet i princip ocuvanja energije:

! Herman Ludvig Ferdinand fon Helmholc, nemacki fizicar; 1821 — 1894.
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frWy, wy) = fr(Wy, wy,)

qu:ff;"(Wu, w,) cos 8;dw, < 1
0

Jednacina 3: Helmholcov reciprocitet i princip o€uvanja energije.

Koncept BRDFa je veoma vazan u racunarskoj grafici poSto omogucava da se kompleksne interakcije
svetlosti sa objektom jednostavno matemati¢ki modeluju. Primetimo da su pretpostavke o
pojednostavljenim osobinama objekata, koje su neophodne za uvodenje koncepta BRDFa, jake i u
najvecem broju slucajeva objekti koji se Zele modelovati posedovaée kompleksnije fizicke osobine.
Pre svega, BRDF ne uzima u obzir da objekti u prirodi najcesée nisu homogeni, tj. da postoje
odredene varijacije njihovih reflektivnih osobina, koje zavise od pozicije gde se odvija razmatrana
interakcija svetlosti i povrSine objekta. Stoga se uvodi koncept prostorno varijabilne funkcije
distribucije refleksije svetlosti (eng. Spatially-varying BRDF — svBRDF). svBRDF je 6-dimenziona
funkcija koja, pored zavisnosti od upadnog i reflektovanog zraka svetlosti, zavisi i od pozicije na
objektu (koja se moZe predstaviti parametarski pomocu dve koordinate). svBRDF se tada obi¢no
zapisuje kao f,-(wy, w,, x). Drugim re€ima, pretpostavka na kojoj se bazira svBRDF je da se u svakoj
tacki objekta njegove reflektivhe osobine mogu predstaviti odgovaraju¢im BRDF-om (Matusik et al.,
2009).

Mnogi objekti, medutim, ne zadovoljavaju datu pretpostavku, te se svBRDF koncept prosiruje
takozvanom bidirekcionom teksturnom funkcijom (eng. Bidirectional Texture Function — BTF). BTF je
parametrizovan na identi¢an nacin kao i svBRDF, no u BTF su inkorporirani odredeni globalni efekti,
poput ispod-povrsinskog rasipanja i samo-sencenja (Dana et al., 1996). Drugim recima, BTF eliminise
pretpostavku da se objekat moZe predstaviti kolekcijom BRDF-ova. Konacno, najopstiji model
lokalnog osvetljenja koji se koristi u racunarskoj grafici je koncept funkcije distribucije bidirekcione
refleksije sa povrsinskim rasipanjem (eng. Bidirectional Surface Scattering Reflection Distribution
Function — BSSRDF). To je 8-dimenzina funkcija koja uzima u obzir da svetlost incidentna na objektu
ne mora da se reflektuje u istoj tacki — nakon ispod-povrsinskog rasipanja svetlost moze napustiti
objekat na drugoj lokaciji (Jensen et al., 2001). Primer takve interakcije svetlosti i objekta su
translucentni objekti, poput voska. BSSRDF se zapisuje kao f,-(wy, x,, W;, x;-). lako je jasno da BRDF
predstavlja refleksiju svetlosti u odnosu na dati objekat na veoma ograni¢en nacin, iz prakti¢nih
razloga bi¢e podrazumevano da BRDF predstavlja standardnu funkciju refleksije svetlosti.

BRDF se moze predstaviti pomocu analiticke funkcije ili pomocu tabeliranih vrednosti izmerenih npr.
gonioreflektometrom. Oba pristupa imaju svojih prednosti i mana — analiticki pristup je kompaktniji i
izbegava se potreba za interpolacijom, ali s druge strane izracunavanje vrednosti funkcije moZze biti
vremenski zahtevno; pored toga, analiticke funkcije obi¢no nisu u stanju da verno predstave
varijacije koje BRDF poseduje, a koje nisu glatke, pa ¢ak ni neprekidne. Tabelarni pristup je
memorijski daleko zahtevniji, podloZan je vidljivim artefaktima koji su rezultat interpolacije (ukoliko
je gustina merenja BRDFa nedovoljna) i sadrZi vise Suma u signalu, ali se ovim pristupom mogu dobiti
realistiCniji prikazi BRDFa materijala. S obzirom na to da su za potrebe ovog rada analiticki BRDF
modeli adekvatni, u nastavku teksta pod BRDF modelom bic¢e uvek podrazumevan analiti¢ki model.

20



4.2 Analiticki BRDF modeli

Najjednostavniji analiticki BRDF model je difuzni, poznatiji i kao Lambertov model. Za objekat se kaze
da poseduje osobine Lambertove refleksije ukoliko je jacina reflektovane svetlosti izotropna, t;j.
ukoliko je jacina reflektovane svetlosti jednaka bez obzira na ugao posmatranja. Drugim recima,
svetlost incidentna na objektu se rasipa prilikom refleksije podjednako u svim pravcima na hemisferi.
Primer objekta koji se moZe nazvati difuznim je Skolska kreda. Medutim, vecina objekata se ne moze
okarakterisati Cistom difuznom refleksijom, veé je potrebno u model uvesti i pojam sjajnosti,
odnosno spekularne refleksije, koji predstavlja refleksije svetlosti incidentne na objektu koja se ne
rasipa podjednako u svim pravcima, ve¢ postoji jedan ili viSe dominantnih pravaca refleksije. Primer
spekularnog materijala je polirani metal.

Prvi BRDF model koji eksplicitno tretira spekularnu refleksiju je Fongov' empirijski model iz 1973.
godine (Phong, 1975). Taj model zapravo kombinuje tri komponente refleksije: ambijentalnu, difuznu
i spekularnu (ambijentalna komponenta je pokusaj da se simuliraju visestruke uzastopne interakcije
svetlosti sa difuznim objektima u sceni, koje je gotovo nemoguée prakticno izraCunati — videti
poglavlje 4.3). Fongova jednacina lokalnog osvetljenja moze se zapisati na sledeci nacin:

I} = I3ka045 + Z Sifattly(kgO0gqy cos @ + ksO; cos™ a)

1<ism

Jednacina 4: Fongov BRDF model.

Data formula primenjuje se za crvenu, zelenu i plavu komponentu pojedina¢no: kombinovanjem
rezultata dobija se konacna boja piksela slike. U datoj formuli A je oznaka za komponentu boje koja
se trenutno raduna, I je rezultujudi intenzitet svetlosti, I,; je intenzitet ambijentalnog osvetljenja
scene, dok je I, intenzitet svetlosnog izvora. Koeficijenti refleksije materijala su dati sa k, kg4 i kg, za
ambijentalnu, difuznu i spekularnu refleksiju respektivno, dok je boja objekta data sa 0,4, i O, za
difuznu i spekularnu refleksiju i za svaku komponentu boje posebno. Posto svetlost slabi sa
povec¢anjem udaljenosti, komponenta f,;; sadrii koeficijent slabljenja svetlosti. Ukoliko je izvor
svetla blokiran nekim objektom koeficijent S; jednak je O (taj svetlosni izvor ne uti¢e na boju
objekta); inace ima vrednost 1. Ugao 0 je ugao izmedu pravca izvora svetlosti i normale na objekat u
razmatranoj tacki i njime je odreden intenzitet difuzne refleksije, dok je ugao a ugao izmedu pravca
izvora svetlosti i reflektovanog zraka pogleda i odreduje intenzitet spekularne refleksije. PosSto se
razni objekti razlikuju po sjajnosti, vrednost cos a stepenuje se koeficijentom sjajnosti n, pri ¢emu
sjajniji objekti imaju vedi koeficijent sjajnosti. Parametar m predstavlja broj svetlosnih izvora u sceni,
a boja trenutnog piksela dobija se sabiranjem rezultata osvetljenja razmatranog objekta od svakog
izvora svetla ponaosob. Cesto se koristi i modifikovana verzija formule u kojoj se boja objekta i
koeficijenti refleksije kombinuju u jedinstvene koeficijente refleksije definisane za svaku
komponentu boje i za ambijentalnu, difuznu i spekularnu refleksiju posebno.

! Fong Bui Tuong, americki informaticar; 1942 — 1975.
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Objasnimo ukratko i pojam slabljenja svetlosti koji se koristi u formuli Fongovog lokalnog modela
osvetljenja. Razmotrimo tackasti izvor svetlosti u vakuumu koji emituje kratak impuls svetlosti
intenziteta I jednako u svim pravcima. Svetlost se ravnomerno Siri kroz vakuum obrazujudi takozvani
sferni talasni front, odnosno talas svetlosti koji se u sfernom obliku udaljava od izvora svetla. Posto
se svetlost krec¢e kroz vakuum, ukupan intenzitet sfernog talasnog fronta svetlosti jednak je
pocetnom intenzitetu svetlosti I i jednako je rasporeden po celoj povrsini talasnog fronta.
Razmotrimo tacku prostora na udaljenosti r od izvora svetlosti. U toj tacki intenzitet osvetljenja
obrnuto je proporcionalan povrsini sfere talasnog fronta. Kako je povrsina sfernog talasnog fronta
svetlosti koja je presla rastojanje r od izvora jednaka 4r?m, dobija se da je koeficijent slabljenja
osvetljenja u razmatranoj tacki jednak:

1

4121

fate =

Jednacina 5: koeficijent slabljenja svetlosti u prostoru.

Prednost Fongovog modela u odnosu na vecinu drugih modela je njegova konceptualna
jednostavnost. U poredenju sa sveobuhvatnijim modelima, Fongov model je i ra¢unski jednostavniji.
Nedostatak Fongovog modela je njegova izotropnost — spekularna refleksija svetlosti ne zavisi od
toga sa koje strane se posmatra dati objekat. Taj nedostatak modela ogleda se u krajnjem rezultatu,
posto objekti sa materijalima koji se opisuju Fongovim BRDF-om izgledaju isuviSe ,plasticno” —
Fongov model i njegovi derivati nisu u stanju da pruZe adekvatan nivo fizickog realizma. llustracija
Fongovog modela data je na slici 11.

Slika 11: ilustracija Fongovog BRDF modela - upadni zrak svetlosti doprinosi difuznoj i spekularnoj komponenti refleksije.
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Osnovni nedostatak Fongovog modela i njegovih derivata je pomenuta izotropnost. Stoga su kreirani
anizotropni BRDF modeli koji pokus$avaju da prevazidu pomenuto ogranicenje Fongovog modela.

U Vardovom® anizotropnom modelu spekularnost se definise pomocu dva parametra, a, i @y, koji
odreduju jalinu spekularnosti u datim glavnim pravcima, pri ¢emu su vektori pravaca X i y
medusobno ortogonalni. Spekularnost u Fongovom modelu je odredena samo jednim parametrom
a, Sto nije dovoljno da se predstavi njena anizotropnost.

Anizotropnost BRDF modela se uvodi i pomocu koncepta mikro-ravni, tj. ideje da je povrsSina objekta
nije savrseno glatka, ve¢ je prekrivena brojnim planarnim segmentima. Dimenzije tih segmenata su
zanemarljive u odnosu na dimenzije objekta i ne uticu na vidljivu geometriju samog objekta.
Medutim, prilikom njihove interakcije sa svetlo$éu pravac normale na svaku od mikro-ravni utice na
to kako ¢ée se svetlost od date mikro-ravni reflektovati. Jasno je da je broj takvih mikro-ravni preveliki
da bi se mogao ekspicitno predstaviti na racunaru. Umesto toga, mikro-ravni predstavljaju se
statistickim modelom njihove distribucije po povrsi objekta. Pored toga, potrebno je definisati i
geometrijsko slabljenje, tj pojavu da deo svetlosti reflektovan od neke mikro-ravni moze biti blokiran
od strane druge mikro-ravni. Najpoznatiji model koji koristi mikro-ravni je Kuk’-Torensov’ model. U
ovom radu koristi se Fongov model, s obzirom na to da kreiranje foto-realisti¢nih slika nije primarni
cili ovog rada (upitno je i da li termin ,foto-realisticno” ima smisla koristiti kada se govori o
renderovanju u hiperbolickom prostoru).

4.3 Globalni model osvetljenja i jednacCina renderovanja

Jednacina renderovanja (rendering jednacina) predstavlja jedan od osnovnih koncepata u
racunarskoj grafici. Uvedena je 1986. godine od strane DZems Kadzije® i Dejvida Imela’ i u njoj je
matematicki opisano globalno ponasanje svetlosti u sceni, ukoliko su poznati modeli interakcije
svetlosti sa svim objektima prisutnim u sceni pojedinacno, tj. njihovi BRDF-ovi (Kajiya, 1986). Model
ponasanja svetlosti koji je opisan jednafinom renderovanja je fizicki korektan i u teoriji je moguce
generisati savrSeno realisticne slike na racunaru ukoliko se pronade njeno tac¢no resenje, uz uslov da
su svi BRDF-ovi prisutni u sceni takode fizicki korektni. Sama jednacina se najceSce zapisuje u
slede¢em obliku:

LiCe, W) = Lo, ) + f £ Gt Wy L (x, W) (i - )l
0

Jednacina 6: jednacina renderovanja.

! Gred Vard Larson, americki informaticar.
2 Robert L. Kuk, americki informaticar; 1952 —.
®Kenet E. Torens, americki informaticar.
*DzemsT. Kadzija, americki informaticar.
5 .. avpe s ey

Dejvid Imel, americki informaticar.
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L;(x,w;) Ukupna ja¢ina svetlosti koja napusta scenu u tacki x i pravcu w;
Lo(x,w;) Ja¢ina emitovane svetlosti koja napusta scenu u tacki x i pravcu w;
fir (e, Wy , W) BRDF u tacki x za ulazni pravac W, i izlazni pravac w;
L, (x,w,,) Jatina ulazne svetlosti u tacki x i pravcu w,
Wy, - 1) Koeficijent slabljenja ulazne svetlosti (zavisnost od upadnog ugla)
i, Integra.I. po .hemisfe.ri u tacki x za s.ve vuI_a;pe pravce wy, (infinitezimalna suma
0 refleksija svih ulaznih zraka u datoj tacki i izlaznom pravcu)

Tabela 1: opis elemenata rendering jednacine.

Tabela 1 opisuje elemente rendering jednacine. Primetimo da su u navedenoj jednacini nepoznate
ukupna jacina svetlosti koja napusta scenu, kao i ukupna jacina ulazne svetlosti u sceni —
izraCunavanje jedne od ove dve vrednosti podrazumeva istovremeno izraCunavanje i druge
vrednosti. Ovakav tip integrala naziva se FredholmoV'itegral Il vrste i njegovo analiti¢ko re$avanje je
prakticno nemogude. Stoga se u reSavanju rendering jednacine najceSce pristupa matematickim
trikovima ili fizickim aproksimacijama u cilju pojednostavljivanja problema.

Jedan od veoma popularnih metoda reSavanja rendering jednacine je radiositi (eng. Radiosity)
metod, koji podrazumeva da svi objekti u sceni ispoljavaju osobine difuznih reflektora. Uz datu
aproksimaciju se rendering jednacina pojednostavljuje, posto se oslobada zavisnosti od pravaca
prostiranja svetlosti — radiositi metod tada definiSe konadan broj segmenata prostora i izracunava
transport energije svetlosti izmedu njih. Mana radiositi metoda je u samoj aproksimaciji prostora
difuznim objektima, s obzirom na to da su sjajni objekti neizbezni u vecini realisti¢nih scena. S druge
strane, prednost ovog metoda je u tome Sto izraCunati transport energije izmedu segmenata
prostora ne zavisi od pozicije posmatraca, zbog Cega se radiositi Cesto koristi kada je potrebno
generisati interaktivan prolaz kroz velike trodimenzionalne scene. Slika 12a ilustruje tipi¢an konacan
izgled scene renderovane radiositi algoritmom — svi objekti u datoj sceni su difuzni reflektori i ne
modeluje se spekularna refleksija.

(a) (b)

Slika 12: ilustracija algoritama globalne iluminacije — (a) radiositi algoritam; (b) algoritam klase Monte Karlo.

Y Erik Ivar Fredholm, Svedski matematicar; 1866 — 1927.
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U resavanju rendering jednacine mogu se koristiti i probabilisticke metode — umesto da se
prostiranje svetlosti i njene interakcije sa objektima u sceni pokusaju eksplicitno izracunati za svaki
mogudi pravac u sceni, moze se statisticki izdvojiti uzorak zraka koje e biti pracen, pocevsi od nekog
zadatog skupa zraka. Takvi metodi se obi¢no nazivaju Monte Karlo metodima, kojima pripada i sam
rejtrejsing algoritam. Za uspeh Monte Karlo metoda klju¢an je izbor distribucije zraka koji ¢e biti
koriséeni prilikom izracunavanja: pogresan izbor funkcije distribucije dovodi do rezultata koji
odstupaju od matematickog ocekivanja. S obzirom na to da je spekularna komponenta BRDF-ova
objekata obi¢no definisana pomoéu malog broja dominantnih pravaca jednostavno je kreirati
funkciju distribucije zraka koja ¢e uvek uzeti te pravce u razmatranje. Stoga je kvalitet prikaza sjajnih
objekata pomodéu Monte Karlo metoda gotovo po pravilu blizu foto-realisti¢nosti. Problem nastaje
kod modeliranja visestrukih uzastopnih difuznih refleksija, jer je za njihovo modelovanje neophodan
ili veliki broj zraka ili optimalan izbor manjeg broja zraka. Dati metodi zapravo predstavljaju varijante
re$enja Fridholmovog integrala poznatijeg kao Liuvi'-NojmanoV? red, koji konvergira ka re$enju u
beskonacnosti. Rezultat koris¢enja takvog metoda ilustrovan je na slici 12b. Spekularna refleksija je
verno prikazana, Sto nije mogude postici radiositi metodom.

Slika 13: dvoprolazni rendering algoritam.

Vet je napomenuto da reSenja rendering jednacine koja pripadaju klasi Monte Karlo algoritama
polaze od zadatog skupa zraka, definisanog od strane korisnika. Taj skup zraka bi trebalo da bude
neki podskup skupa svih zraka koji napustaju izvore svetlosti — svetlost napusta izvor i nakon
viSestrukih interakcija sa objektima u sceni odredeni procenat zraka prolazi kroz vidnu ravan i
zavrsava u tacki pogleda. Medutim, problem leZi u tome Sto je nemoguce unapred odrediti koji zraci
su od vaznosti za datu sceni, tj. koji zraci ¢e zavrsiti u vidnoj tacki i doprineti kona¢nom izgledu slike.
Stoga se moze razmatrati obrnuta putanja svetlosti — prate se zraci iz vidne tacke u sceni i vrsi analiza
osvetljenosti objekata u obrnutom smeru. Prednost ovog principa je $to se prate samo oni zraci za
koje smo sigurni da direktno doprinose konacnom izgledu slike. S druge strane, oigledna mana leZi u

! Jozef Liuvil, francuski matematicar; 1809 — 1882.
? Karl Gotfrid Nojman, nemacki matematicar; 1832 — 1925.
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¢injenici da je tesko predvideti koji zraci svetlosti odreduju ambijent slike, tj. difuznu komponentu
osvetljenja u sceni. Stoga se za vrhunske rezultate obic¢no koriste takozvani dvoprolazni algoritmi:
prvo se odredi globalna distribucija iluminacije praéenjem odredenog broja zraka ili fotona iz izvora
svetlosti do objekata u sceni, a potom se iz vidne tacke za svaki piksel odreduje vidljivost i direktna
iluminacija piksela u toj tacki, uzevsi u obzir vrednosti odredene u prvom prolazu. Ovakvi metodi su
racunski zahtevniji od jednoprolaznih metoda, ali daju superiorne rezultate (slika 13).

Primetimo da jednacina 6 veé poseduje odredene aproksimacije. U navedenom obliku jednacine
ignoriSe se pojam vremena, kao i zavisnost rezultata od talasne duZine svetlosti. Nedostatak
zavisnosti od talasne duZine svetlosti je zapravo ekvivalent predstavljanju svetlost kao
monohromatske, tj. neobojene. U tom slucaju svetlost je potpuno opisana svojim intenzitetom i
pravcem prostiranja. Da bi se omogucilo i generisanje boja, za svaku od tri osnovne boje (plavu,
crvenu i zelenu) rendering jednacina se primenjuje posebno. Ukoliko je cilj fizicki korektno tretiranje
pojma obojenosti svetla, tada se mora ukljuciti i zavisnost od talasne duzine u jednacinu, ¢ime se
dobija spektralna jednacina renderovanja, koja je u stanju da opisSe i kompleksne promene boja usled
npr. fluorescentnosti objekta. Nedostatak zavisnosti jednacine renderovanja od vremena kao
parametra donosi dva sustinska ograni¢enja: prvo je da se ne mogu opisati odredene pojave poput
fosforescentosti, kod kojih je emisija svetlosti funkcija akumulirane svetlosti i vremena; drugo
ogranicenje je pretpostavka da se svetlost kroz vakuum prostire beskonacno velikom brzinom. U
najveéem broju slucajeva scene koje Zelimo da renderujemo ne sadrze objekte ¢ija brzina je dovoljno
velika da se primete relativisticki efekti. Takode, ni posmatrac u sceni, odnosno kamera, obi¢no se ne
krecu relativistickim brzinama. U slucaju da se relativisticki efekti u sceni Zele eksplicitno predstaviti
mora se parametar vremena, tj. ogranicenost brzine svetlosti, uzeti u razmatranje.
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5. Rejtrejsing algoritam

U prethodnoj glavi je navedeno da je rejtrejsing algoritam predstavnik klase Monte Karlo algoritama
koji predstavljaju aproksimacije reSenja jednacine renderovanja. Prisetimo se da su ti algoritmi
zapravo razliCite varijante resenja u obliku Luivil-Nojmanovog reda, koji u beskonacénosti konvergira
ka ta¢nom reSenju (u slucaju jednacine renderovanja, tacno resenje je fizicki korektna slika
generisana na osnovu datog opisa scene). Medutim, sa istorijskog stanovista, nastanak rejtrejsing
algoritma nije direktno povezan sa naporima da se resi rendering jednacina. Stavide, sam algoritam
je nastao pre nego Sto je jednacina uopste bila formulisana. U ovoj glavi biée izloZzen rejtrejsing
algoritam induktivnim metodom, tj. polazeéi od jednostavnijih algoritama i njihovim uopstavanjem.
Razlog zbog kojeg je odabran dati pristup je intuitivnije predstavljanje algoritma i njegovo lakse
razmevanje. Prvo Ce biti predstavljen rejkasting algoritam (eng. Ray Casting), ¢ijom generalizacijom
je nastao rejtrejsing algoritam.

5.1 Rejkasting algoritam

Rejkasting je algoritam racunarske grafike originalno nastao da bi se omogudilo odredivanje vidljivih
povréina iz date tatke pogleda u sceni. Razvijen od strane Artura Apela® 1968. godine, svoj sadasniji
naziv dobio je 1982. godine. Osnovna ideja rejkasting algoritma je da se iz tacke pogleda kroz svaki
piksel virtualnog prozora pusta zrak vidljivosti i detektuje prvi objekat u sceni koji taj zrak se¢e —to je
objekat koji bi dati posmatrac video u tako definisanoj sceni (Appel, 1968). Slika 14 ilustruje princip
funkcionisanja rejkasting algoritma.

Centar posmatranog
piksela

Tacka pogleda

Primarni | +—7 [ ~~—-
zrak | ‘ g !
)///{
/‘
P Objekti u sceni
>l |
[
" Pikseliu
o vidnoj ravni

Slika 14: ilustracija rejkasting algoritma: iz tacke pogleda pusta se zrak kroz centar svakog piksela i trazi najblizi presek sa
objektima u sceni.

! Artur Apel, americki informaticar.



U sceni se, pored objekata koji se Zele predstaviti, definiSu i tacka pogleda, u kojoj se nalazi
posmatrac i prozor vidljivosti, koji definise horizontalne i vertikalne uglove vidljivosti. Taj prozor
pripada takozvanoj vidnoj ravni i u njemu se definiSe mreza piksela koji se nakon kreiranja slike
prikazuju na ekranu. Sada se za tako definisanu tacku pogleda i piksele u vidnoj ravni postavljaju
zraci pogleda, koji se nazivaju i primarnim zracima, duz kojih se trazi presek sa objektima u sceni.
Objekat koji je najblizi tacki pogleda je objekat koji posmatra¢ u sceni vidi iz date tacke pogleda.
Rejkasting spada u red image-precision algoritama odredivanja vidljivosti, tj. algoritama koji vidljivost
odreduju za svaki piksel slike pojedinacno. Pored njih postoje i takozvani object-precision algoritmi
kod kojih se kreiraju mape objekata ili delova objekata koji su vidljivi, a potom se vrsi njihovo
projektovanje na vidnu ravan da bi se odredila boja za svaki piksel pojedinacno.

Postujuéi Helmholcov reciprocitet, moze se u tacki preseka objekta sa primarnim zrakom izracunati i
sencenje objekta, tj. primeniti jednacina lokalnog osvetljenja. Helmholcov reciprocitet kaze da se
percepirane reflektivnhe osobine objekta ne menjaju ako izvor svetlosti i posmatra¢ zamene svoje
pozicije u sceni. Stoga je moguce izracunati osvetljenje objekta polazeéi od zraka pogleda umesto
zraka svetlosti. Medutim, kombinujudi rejkasting algoritam i lokalne modele osvetljenja mogudée je
izraCunati samo direktnu iluminaciju, bez izracunavanja medurefleksija u sceni.

Dodajmo da kod kreiranja vizualizacija virtualnih scena metodom centralnog projektovanja postoji
dodatni problem koji se ogleda u deformaciji objekata koja zavisi od njihovog polozaja u vidnom
polju u sceni. Naime, centralno projektovanje ,izduzuje” objekte koji se ne nalaze na centralnom
pravcu pogleda u sceni (tj. centru mreZe piksela u vidnoj ravni), pri ¢emu je pravac izduZivanja
kolinearan sa vektorom pomeraja objekta od centralnog pravca pogleda (slika 15). Ovaj problem
moze se korigovati koriséenjem naprednih modela kamere.

Slika 15: ilustracija izduzivanja prilikom centralne projekcije objekta.

S obzirom na to da rejkasting algoritam pruza moguénosti da se, barem konceptualno, jednostavno
opiSe proces formiranja slike u sceni, logi¢no je bilo da se on pokusa nadograditi tako Sto ¢e se u
izraCunavanje osvetljenja ukljuciti i indirektna iluminacija. Ta nadogradnja predstavljena je
rekurzivnim rejtrejsing algoritmom.
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5.2 Rekurzivni rejtrejsing algoritam

Tarner Vitid' je 1980-te godine, kao istraziva¢ u Bel laboratorijama u Nju DZersiju, objavio rad u
kojem se eksplicitno uvodi rekurzivni rejtrejsing algoritam, polazeé¢i od postoje¢eg rejkasting
algoritma (Whitted, 1980). Princip funkcionisanja algoritma je sledeci: koristeéi rejkasting algoritam
pronalazi se tacka preseka primarnog zraka sa najblizim objektom u sceni; potom se izraéunavaju
direktna iluminacija, koristeci lokalni model osvetljenja, kao i reflektovani i refraktovani, odnosno
prelomljeni zrak svetlosti. Potom se rekurzivno poziva rejkasting algoritam, pri ¢emu tacka preseka
primarnog zraka sa objektom postaje nova tacka pogleda, a reflektovani odnosno prelomljeni zraci
su novi primarni zraci (rekurzivno se pozivaju dve instance algoritma). Na kraju se doprinosi direktne
iluminacije i iluminacija dobijenih kroz reflektovani i prelomljeni zrak sabiraju, Sto daje totalnu jacinu
svetlosti u datoj tacki. Pomenuta procedura se ponavlja za svaki piksel slike posebno (slika 16).

Providni
objekat

Neprovidni
objekti

(

Primarni
zrak

Izvor svetlosti

®

Ja

Tacka pogleda

Slika 16: ilustracija rekurzivnog rejtrejsing algoritma.

Nakon Sto se odredi presecna tacka primarnog zraka i objekta najblizeg tacki pogleda, odreduje se
direktna iluminacija, ukoliko zrak svetlosti nije blokiran neprovidnim objektom (Zuti vektori na slici).
Reflektovani i prelomljeni zraci odreduju se u odnosu na vektor normale na povrs$ objekta u tacki
preseka, predstavljene crvenim vektorima, pri ¢emu se prelomljeni zrak odreduje ukoliko je dati

! Tarner Vitid, americki informaticar.
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objekat providan. U suprotnom se odreduje samo reflektovani zrak. Rekurzija rejtrejsing algoritma se
prekida ili kada doprinos trenutnog zraka konacnom reSenju postane manji od unapred zadate
vrednosti (tj. kada konacni izgled slike prestane da zavisi od daljih rekurzivnih poziva) ili kada se
dostigne odredena dubina rekurzije. U praksi se pokazuje da se za veéinu scena dobri rezultati
ostvaruju koristec¢i dubine rekurzije 2 ili 3. Jednostavna implementacija rekurzivnog rejtrejsing
algoritma data je na slici 17, u vidu pseudokoda.

Ukoliko se pretpostavi da su BRDF-ovi objekata u sceni predstavljeni Fongovim modelom, tada
jednacina globalne iluminacije koja se izracunava rejtrejsing algoritmom postaje:

Iy = ky(IygkyOgs + Z S; Farely (kgOgy c0s 6 + kyOy; cos™a) + 1) + k1,
1<ism

Jednacina 7: formula globalne iluminacije sa Fongovim BRDF modelom.

U navedenoj jednacini k, je koeficijent refleksije povrsi, k; koeficijent transmisije, I, ukupna jacina
reflektovane svetlosti, a I; ukupna jalina prelomljene svetlosti. Ostali simboli su identi¢ni
odgovaraju¢im simbolima iz jednacine 4. Shodno rekurzivnoj prirodi algoritma, intenziteti
reflektovane odnosno refraktovane svetlosti I, i I; se raCunaju koristeéi navedenu jednacinu.

Boja rejtrejsing( Zrak primarni_zrak )
{

Boja direktna_boja, reflektovana_boja, prelomljena_boja
Objekat o

0 = nadi_najblizi_presek( primarni_zrak )
direktna_boja = nadi_direktnu_boju( 0)

ako ( o reflektuje svetlost )

reflektovana_boja = rejtrejsing( nadi_reflektovani_zrak( primarni_zrak, 0))
ako ( o propusta svetlost )

prelomljena_boja = rejtrejsing( nadi_prelomljeni_zrak( primarni_zrak, 0))

vrati ( kombinuj_boje( direktna_boja, reflektovana_boja, prelomljena_boja))

Slika 17: pseudokod rekurzivnog rejtrejsing algoritma.

Vec je napomenuto da se reflektovani i prelomljeni zrak odreduju pomocu vektora normale na povrs
u tacki preseka. Preciznije receno, reflektovani zrak se odreduje pomodéu pravila ogledala, a
prelomljeni zrak pomoc¢u Snelovog® zakona. Pravilo ogledala kaze da ¢ée se zrak u sudaru sa objektom
odbiti tako da je ugao koji upadni zrak zahvata sa normalom na povrs u tacki preseka jednak uglu koji
reflektovani zrak zahvata sa tom normalom; Snelov zakon prelamanja tvrdi da je odnos sinusa uglova
upadnog i prelomljenog zraka, datih u odnosu na normalu na objekat u tacki preseka, jednak odnosu
koeficijenata prelamanja’® materijala od kojih se sastoje objekat i prostor oko njega (slika 18). Vazno

! Vilebrord Snel van Rojen, holandski matematicar; 1580 — 1626.
2 Koeficijent prelamanja svetlosti materijala zavisi od brzine prostiranja svetlosti kroz navedeni materijal.
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je napomenuti da ¢e upadni zrak svetlosti, pocevsi od nekog ugla @4, biti u potpunosti
reflektovan. Ta pojava naziva se totalna unutrasnja refleksija i u skladu je sa Snelovim zakonom.
Interesanto je primetiti da je zakon refrakcije svelosti pronaden mnogo vekova pre Snela: Ibn Sal' je
definisao taj zakon u X veku nove ere, a do istog reSenja su dosli i drugi naucnici, poput Dekarta.

A

Vektor normale

Upadni Reflektovani
zrak zrak
Materijal A
Materijal B

Prelomljeni
zrak

Slika 18: ilustracija zakona refleksije i prelamanja svetlosti.

Primetimo da ovako uvedeni rejtrejsing algoritam nije u stanju da realisticno prikaze difuznu
komponentu osvetljenja. S obzirom na to da se prate samo reflektovani i prelomljeni zraci svetlosti,
jasno je da je time prioritet dat spekularnoj komponenti osvetljenja. Ukoliko se Zeli posti¢i veca
realistiCnost krajnjeg rezultata rejtrejsing algoritam se mora dopuniti. Stoga se, u skladu sa
metodologijom algoritama klase Monte Karlo, u tacki preseka primarnog zraka sa objektom definisu i
takozvani zraci sencenja, tj. bira se nasumi¢no odredeni broj zraka koji se prate od tacke preseka do
raznih delova scene, koji pripadaju istom poluprostoru kao i primarni zrak (ne uzimaju se u obzir
zraci sencenja koji prolaze kroz objekat). Time se pokusava aproksimirati difuzno osvetljenje u sceni.
U poglavlju 4.3 diskutovano je o osobinama koje takva distribucija slucajne velicine mora imati da bi
reSenje bilo statisticki nepristrasno. U praksi se pokazuje da je pracenje dodatnih 1000 zraka obi¢no
dovoljno da se dobro aproksimira difuzna komponenta globalne iluminacije.

5.3 Tehnike ubrzavanja

Mana rekurzivnog rejtrejsing algoritma je njegova kompleksnost: za svaki zrak u sceni koji se prati
mora se odrediti presek sa objektom koji je najblizi pocetnoj tacki datog zraka. Uzimajuci u obzir

! Abu Sad al-Ala ibn Sal, arapski matematicar; oko 940 — 1000.
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rekurzivnu prirodu algoritma, kao i ¢injenicu da simuliranje difuzne komponente zahteva kreiranje
velikog broja dodatnih zraka, jasno je da ukupan broj zraka koje je potrebno pratiti raste
eksponencijalno sa dubinom rekurzije. Za svaki od tako kreiranih zraka mora se odrediti presek sa
objektom najblizem pocetnoj tacki datog zraka, kao i sencenje koristeéi lokalni model osvetljenja.

Stoga su razvijene brojne tehnike ¢iji je krajnji cilj ubrzavanje izvrSavanja algoritma.

5.3.1 Paralelizacija rejtrejsing algoritma

Razmatrajuéi nacin na koji je rejtrejsing algoritam definisan moZe se primetiti da se on moze
primeniti na svaki piksel slike nezavisno, s obzirom na to da su zraci koje je potrebno pratiti za bilo
koja dva piksela slike nezavisni. To je podloga za paralelizaciju algoritma, koja je i najcescée koriséen
metod ubrzavanja rejtrejsing algoritma (Reinhard i Jansen, 1997), (Samardzi¢, 1998). Pri tome,
koriste se tri osnovna platformska resenja: implementacije za centralne procesore sa vise jezgara,
implementacije za graficke procesore i kreiranje specijalnog rejtrejsing hardvera.

Najjednostavniji model paralelizacije podrazumeva da su procesorske jedinice organizovane u formi
klastera sa nezavisnim ¢vorovima, tj. da svaka jedinica poseduje odvojene resurse neophodne za
izraCunavanja. Kao najbitniji resurs koji te jedinice poseduju, izdvaja se glavna memorija u kojoj se
¢uvaju podaci o sceni neophodni za izvrSavanje algoritma. Prilikom renderovanja scene na klasteru
racunara centralni racunar snosi odgovornost da rasporedi izvrSavanje rejtrejsing algoritma
¢vorovima klastera na optimalan nacin. Obi¢no se ta raspodela vrsi deljenjem mreze piksela u sceni
na podmreze manje rezolucije i renderovanje tako pojednostavljene scene na ¢vorovima. Na kraju
centralni racunar mora i da sprovede kombinovanje rezultata renderovanja dobijenih od svakog od
¢vorova u konacnu sliku. U teoriji, ovakav pristup omogucava ubrzavanja izvrSavanja rejtrejsing
algoritma koja su istog reda velicine kao i broj ¢vorova klastera.

Postoji nekoliko problema prilikom ovakve naivne implementacije paralelizacije. Osnovni problem
koji se javlja je mali broj klastera racunara cije su individualne procesorske jedinice u potpunosti
nezavisne, Sto kao posledicu ima neophodnost za pazljivijim dizajniranjem nacina na koji svaki ¢vor
moZe da koristi resurse koji su mu na raspolaganju. Pored toga, u odredenim situacijama
geometrijska kompleksnost scene moZe biti prostorno neravnomerna i ukoliko se ta Cinjenica ne
uzme u obzir prilikom particionisanja mreze piksela, dobitak u performansama moze biti drasti¢no
smanjen — najveci deo posla ponovo obavlja samo deo raspoloZivih procesorskih jedinica.

Realisti¢niji scenario od klastera nezavisnih procesorskih jedinica je klaster medusobno zavisnih
procesorskih jedinica, kod kojeg je odredeni broj raspolozivih procesorskih jedinica primoran da
koristi deljene resurse. Primer takvog scenarija su viSeprocesorske radne stanice i personalni
racunari, kao i graficke kartice novije generacije sa unificiranim $ejderima®. U ovom slucaju velika
paznja se posvecuje koris¢enju deljene memorije, s obzirom na to da zraci u rejtrejsing algoritmu
obi¢no nisu koherentni. Drugim recCima, mora se voditi racuna o tome koji zraci poseduju slicne
osobine prilikom prolaska kroz scenu (seku se sa istim objektima, fizicki su bliski u sceni, itd). Takode,
model koriséenja zajednicke memorije dodatno se komplikuje ukoliko se uvedu brojne optimizacije

! Pocevii od NVidia GeForce 8 generacije kartica.
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na nivou pracenja jednog zraka svetlosti — paralelizacija u tom slucaju postaje daleko kompleksnije
pitanje, a ponekad je nemoguce takav algoritam paralelizovati.

Rejtrejsing na centralnim procesorima sa vise jezgara postaje sve popularnije reSenje, s obzirom na
to da se broj jezgara u standardnim procesorima konstalno povecava (standardno su dostupna
Cetvorojezgrena reSenja). Osim toga, centralni procesori omogudéavaju pojednostavljeno
manipulisanje memorijom, kao i brz pristup relativho nekoherentnim podacima, $to ih €ini izuzetno
pogodnim za rejtrejsing. Kompanija Intel vrsi aktivno istraZivanje moguénosti koris¢enja sopstvenih
procesora u svrhe rejtrejsinga i njihovi poslednji rezultati su veoma impresivni — Daniel Pohl i
saradnici kreirali su interaktivnu verziju racunarske igrice Enemy Teritory: Quake Wars koja se u
potpunosti izvrSava na 16 jezgara procesora klase Nehalem kompanije Intel. Koriséena je 720p HD
rezolucija i postignuto je vreme izvrsavanja od 16 slika u sekundi. Intel takode aktivno radi na
kreiranju hibridne procesorske jedinice koja objedinjuje napredni memorijski model i programske
instrukcije poput centralnih procesora sa visokim nivoom paralelizacije grafi¢kih procesora. U pitanju
je projekat Larrabee, a kao jedna od osnovnih aplikacija tog hibridnog procesora navodi se upravo
rejtrejsing algoritam (Seiler et al., 2008).

Graficki procesori su izuzetno uspesni i u takozvanom ,lomljenju brojeva“, tj. veoma brzom
izraCunavanju. Za razliku od centralnih procesorskih jedinica koje su veoma mocéne i sposobne da
izvrSe veoma komplikovane serijalizovane instrukcije, jezgra grafickih procesora su pojednostavljena
i nisu u stanju da efikasno izvrSsavaju kompleksne instrukcije. Pored toga, u trenutnim verzijama
grafickih procesora ona imaju i limitiran pristup memoriji. Snaga grafickih procesora medutim lezi u
paralelizaciji — iako svako od njegovih jezgara pojedinac¢no nije izuzetno moc¢no, njihov veliki broj
omogucava paralelno izvrsavanje velikog broja instrukcija, Sto ove uredaje Cini idealnom platformom
za dobro formulisane paralelne algoritme. Rejtrejsing medutim nije jednostavno implementirati na
grafickim karticama, jer on zahteva komplikovan pristup memoriji, kao i dodatne memorijske
strukture radi optimizacije izvrSavanja. | pored toga brojni istrazivaci bave se problemom kreiranja
rejtrejsing algoritama za graficke procesore i u tom polju postignuti su dobri rezultati (Purcell, 2004),
(NVidia, OptiX, 2009). Buduce verzije grafickih procesora kompanije NVidia (sa kodnom oznakom
Fermi) posedovace poboljSanu preciznost izracunavanja u pokretnom zarezu, kao i hijerarhiju kes
memorije, poput centalnih procesora, Sto bi trebalo da olak$a kreiranje rejtrejsing aplikacija na
grafickim procesorima, ali i da dodatno ubrza njihovo izvrSavanje (NVidia, Next Generation CUDA
Architecture, 2009).

Pored ovih standardnih racunarskih komponenti, tokom vremena bilo je pokusaja da se kreira
specijalizovani hardver ¢ija bi osnovna namena bila hardverska podrska za rejtrejsing odgovarajuc¢im
specijalnim operacijama. Analizom rejtrejsing algoritma mogu se pronadi osnovne primitive koje su
neophodne za njegovo izvrSavanje i direktno se implementirati u hardveru. Takvi uredaji bili bi
viSestruko efikasniji od postojecih reSenja, kada je u pitanju izvrSavanje rejtrejsing koda. Medutim,
njihova primena bi bila limitirana obzirom na njihovu specijalizaciju — vecina drugih izracunavanja
bila bi oteZana ili nemoguca na takvim arhitekturama. Primer takvog pokusaja je RPU" arhitektura
kreirana na Univerzitetu u Saarlandu (Woop et al., 2005).

' RPU je skracenica od Ray Processing Unit, tj. jedinica za procesiranje zraka.
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5.3.2 Hijerarhije granicnih tela

Vec je napomenuto da broj zraka koji se kreiraju tokom rada rejtrejsing algortima u tipicnom
scenariju moze biti veoma veliki: u slu¢aju kreiranja slika ciji je kvalitet usporediv sa fotografijama
broj zraka prelazi i nekoliko milijardi. lako je paralelizacijom moguée postic¢i odlicne rezultate, oni
ipak zavise od broja procesorskih jedinica koji su na raspolaganju rejtrejsing algoritmu. Kako mreze
racunara ogromne veli¢ine, koje bi omogucile veoma brzo izvrSavanje algoritma, obi¢no nisu
dostupne, mora se pristupiti optimizaciji samog algoritma, tj. onih njegovih delova koji oduzimaju
najviSe procesorskog vremena. Analizom raznih implementacija rejtrejsing algoritma doslo se do
zaklju¢ka da se najveéi deo vremena tokom njegovog izvrSavanja troSi na izraCunavanje preseka
izmedu zraka svetlosti i objekata u sceni. Logi¢no je dakle da je mnogo truda i vremena ulozeno u
nalaZzenje optimalnijih metoda za resavanje problema preseka zraka sa objektom (Ericson, 2005),
(Moore, 1991).

Razmotrimo naivnu implementaciju problema preseka. Za dati primarni zrak i skup objekata u sceni
izraCunava se presek datog zraka sa svakim od objekata, ukoliko on postoji, i od svih preseka bira
onaj koji je najblizi tacki pogleda. Pri tome ignoriSe se Cinjenica da su objekti u sceni verovatno
rastrkani, te da je verovatnoca da svaki zrak prolazi kroz svaki objekat veoma mala. Pored toga,
mnogi objekti u sceni su sastavljeni od kompleksnih mreza poligona i racunanje tacke preseka takvih
objekata sa zrakom svetlosti nije jednostavno. Kada su takvi objekti u pitanju poZeljno je vrsiti
racunanje preseka samo onda kada je vrlo verovatno da taj presek postoji. Da bi se poboljsale
performanse algoritma vidljivosti definiSu se takozvana granicna tela i njihove hijerarhije, kao i kd-
stabla. Njihova osnovna namena je da particionisanjem prostora omoguce jednostavnije odredivanje
verovatnoce da dati zrak svetlosti i dati objekat u sceni imaju zajednickih tacaka.

Granicno telo, poznatije i kao granicna povrs, je nevidljivi objekat u sceni u cijoj unutrasnjosti se
nalazi jedan ili vise vidljivih objekata scene. Kada je grani¢no telo za dati skup objekata definisano,
tada se racunanje preseka primarnog zraka sa objektima tog skupa moZe zapoceti racunanjem
preseka datog zraka i grani¢nog tela. Ukoliko presek ne postoji moze se izvudéi zakljucak da ne postoji
ni presek sa objektima unutar granicnog tela. Ukoliko presek postoji, tada se moZe pristupiti
racunanju preseka datog zraka i svih objekata unutar grani¢nog tela ponaosob. Jasno je da uspeh
optimizacije kreiranjem granicnih povrsi zavisi prevashodno od odnosa kompleksnosti same povrsi i
skupa objekata scene koji se nalaze unutar te povrsi. Pored toga, grani¢na tela u idealnom slucaju
zadovoljavaju i dodatne zahteve:

» Efikasno racunanje preseka sa zracima svetlosti

Minimizovanje praznog prostora izmedu objekta i grani¢nog tela
Jednostavno kreiranje samog tela

Memorijska efikasnost

YV V V

Efikasno izracunavanje izometrija tela (za dinamicke scene).

Posto je vecina algoritama trodimenzine racunarske grafike bazirana na koris¢enju poligonalnih
modela geometrije objekata u sceni, kao granicna tela najcesée se koriste kvadri, koji predstavljaju
veoma jednostavne poliedarske povrsi. Pored toga, ravni kojima pripadaju strane kvadara kao
granicnih tela obi¢no se biraju tako da budu paralelne sa koordinatnim ravnima, Sto dalje
pojednostavljuje detekciju kolizije sa zracima svetlosti, no tada je moguée povecanje praznog
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prostora izmedu objekta i tela Sto dovodi do povecanja broja pogresnih pozitivnih testova preseka.
Ukoliko rejtrejsing sistem podrzava kreiranje objekata koriséenjem analitickih formula, onda se kao
granicno telo moze koristiti i sfera, s obzirom na to da se izraCunavanje preseka prave i sfere moze
efikasno izvrsiti (slika 19).

Slika 19: koncept granicnih tela — sferno granicno telo je prikazano kao mrezni poligonski model u ilustrativne svrhe.

Razmatranjem prostornog rasporeda objekata u scenama moze se doci do zakljuc¢ka da je veliki broj
objekata poziciono grupisan. Takvi objekti se, pored njihovih individualnih grani¢nih tela, prirodno
mogu ograditi i grani¢nim telom grupe. Sada se provera preseka zraka sa objektima u sceni definise
kao pretraga takve hijerarhije granicnih tela — prvo se testira presek zraka i grani¢nog tela cele grupe,
pa ukoliko taj presek postoji moZe se precii na grani¢na tela svakog od objekata (slika 20).

Prilikom dizajniranja hijerarhije grani¢nih tela neophodno je voditi racuna o odredenim
karakteristikama stabla hijerarhije i njegovih ¢vorova, u cilju postizanja optimalnih rezultata. Na
primer, poZeljno je kreirati grani¢na tela minimalne veli¢ine na svakom nivou hijerarhije, kao i
minimizovati potencijalne preseke izmedu granicnih tela; vise paznje prilikom kreiranja strategije
podele prostora na grani¢na tela treba posvetiti viSim ¢vorovima u hijerarhiji — eliminisanje viseg
Cvora iz daljeg razmatranja donosi veci benefit posto se eliminiSe veéi broj objekata scene. Na
posletku, veoma vaino je kreirati stablo balansirano u odredenom smislu, posto se kod
nebalansiranog stabla sefenje grana ne izvrSava optimalno. Primer jednostavnog metoda koji je
moguce koristiti je metod binarnog particionisanja. Kod ovog metoda se, polazeéi od korena stabla
(tj. granicnog tela koje sadrzi sve objekte scene), podela na ¢vorove-naslednike pravi tako da je zbir
povréina' objekata unutar njihovih respektivnih grani¢nih tela jednak. Ponavljajuci ovu proceduru za
svaki od ¢vorova naslednika dobijamo stablo koje je balansirano u smislu povrsine objekata scene.

! Razlog zbog kojeg se tretira povrsina objekata, umesto npr. zapremine, je taj da povecanje povrsine takode
povecava verovatnocu postojanja preseka objekta sa zrakom svetlosti.



Slika 20: ilustracija hijerarhije grani¢nih tela u dve dimenzije i odgovarajuéeg stabla hijerarhije; ¢vor stabla predstavlja
sve objekte u sceni i ako zrak svetlosti ne sece ¢vor stabla onda nema preseka ni sa elementima scene. Ukoliko presek
postoji tada se proveravaju ¢vorovi potomci. Na kraju se potencijalno testira presek sa samim objektima scene.

Jedan nedostatak hijerarhija granic¢nih tela lezi u tome S$to se njima eksplicitno definisu i granice koje
se implictno podrazumevaju — time se komplikuje provera preseka tog segmenta prostora sa datim
zrakom, Cuva se vise informacija nego $to je to neophodno i povecava rizik od pogresnih pozitivnih
rezultata testiranja preseka. Stoga se u implementacijama rejtrejsing algoritma danas najcesée
koriste takozvana kd-stabla', koja predstavljaju varijaciju BSP stabala. BSP stabla definidu hijerarhiju
binarnih particija prostora ravnima, pri ¢emu je izbor ravni podele proizvoljan. Kod kd-stabala se
prostor ne deli na proizvoljne ravni, ve¢ se uvek bira neka od ravni paralelna sa koordinatnim osama,
u cikliécnhom maniru — obi¢no se prvo koristi ravan paralelna x-osi, zatim y-osi, z-osi i potom se
sekvenca ponavlja. Pored toga, sledeca ravan podele bira se tako da je njena koordinata na osi koja
joj je paralelna jednaka srednjoj vrednosti koordinata svih objekata tog segmenta prostora na toj
istoj osi. Time se postiZe balansiranost stabla.

Pretraga prostora koji je particionisan kd-stablima definiSe se veoma jednostavno — prvo se testira
presek zraka sa korenom stabla, tj. sa jednom ravni. Ukoliko presek postoji tada se rekurzivno
proveravaju potomci tog ¢vora u stablu, jer je moguce da zrak sece neki od objekata scene u oba
segmenta prostora koji je podeljen tim ¢vorom. Na kraju se, prateci preseke hijerarhije, dolazi do
testiranja preseka sa objektima scene koji se nalaze u segmentu prostora definisanim ravnima sa
kojima je pronaden presek. Ova pretraga stabla moZe se izvrsiti veoma brzo, medutim problem
nastaje kod njihovog kreiranja, s obzirom na to da ono oduzima veliku koli¢inu vremena. Stoga je
primena kd-stabala u dinamickim scenama jo$ uvek predmet rada mnogih istrazivaca (uopsteno
govoreci, jos uvek se traga za strukturom podataka koja ubrzava pretragu preseka zraka svetlosti i
objekata u sceni, ali omogucava i brzo kreiranje ili azuriranje u sluc¢aju dinamickih scena).

1 . s . . .
kd je skraéenica za ,k-dimenziono”.
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6. HiperbolicKi rejtrejsing

U ovoj glavi bi¢e predstavljena verzija rejtrejsing algoritma prilagodena Poenkareovom sfernom
modelu hiperbolickog prostora. Najpre ¢ée biti izloZeni ciljevi projekta, a potom prezentovane
modifikacije nacinjene nad euklidskim rejtrejsing algoritmom - sam algoritam detaljno je
predstavljen u glavi 5. Na kraju ¢e biti razmotren problem preslikavanja hiperbolicke ravni na
euklidsku ravan, korak koji je neophodan da bi se rezultujuéa slika prikazala na ekranu racunara.

6.1 Postavljeni ciljevi

Motivacija za kreiranje hiperboli¢kog rejtrejsing algoritma bila je Zelja da se definiSe novi alat za
proucavanje hiperbolickog prostora. U cilju ostvarivanja te ideje kreirana je programska biblioteka
koja pruza funkcionalnost neophodnu za kreiranje Poenkareovog sfernog modela na racunaru.

Najvazniji uslov koji biblioteka mora da zadovolji je da se sva izra¢unavanja dosledno sprovede u
Poenkareovom modelu i bez geometrijskih aproksimacija. Svi objekti koji su ukljueni u definisanje
scene moraju biti definisani u Poenkareovom modelu kao i interakcije medu objektima. Insistiranje
na tom uslovu omogucuje da se svim koriséenim metodama, ali i dobijenim rezultatima, da stroga
geometrijska interpretacija.

Biblioteka (HyperGeomlLib) je kreirana tako da, kao osnovne operacije, sadrzi primitive za kreiranje
osnovnih geometrijskih objekata i primitive za odredivanje preseka, normala, refleksija i sl. Nakon
Sto je izgradena bazi¢na funkcionalnost Poenkareovog sfernog modela, nad njom kao osnovom je
implementiran hiperbolicki rejtrejsing sistem. U vezi sa tim postavljaju se dva pitanja: kako definisati
hiperbolicki rejtrejsing algoritam i na koji nacin definisati prelaz iz Poenkareovog sfernog modela u
euklidski prostor'? Uslov koji taj prelaz treba da zadovolji jeste da se on primenjuje kao posledniji
korak generisanja vizualizacije 3D scene u Poenkareovom sfernom modelu. Drugim re¢ima, prelaz iz
hiperbolickog u euklidski prostor se odlaZze Sto je viSe mogude, ¢ime se garantuje da su operacije
koriséene tokom izvrSavanja rejtresing algoritma korektne u hiperbolickom smislu.

U biblioteci HyperGeomLib se ne koriste hijerarhije granicnih tela niti kd-stabla za ubrzavanje
izvrSavanja programa (poglavlje 5.3). Razlog za donosenje ovakve odluke lezi u kompleksnosti
Poenkareovog modela hiperbolickog prostora, tj. koris¢enja zakrivljenih pravih i povrsi (u euklidskom
smislu) za njegovo definisanje. Pored toga, kao lokalni model refleksije svetlosti koristi se BRDF
model, koji ne predstavlja realistican model interakcije svetlosti sa fizickim objektima (poglavlje 4.1).
Ovaj rad nema za cilj kreiranje apsolutnog ekvivalenta klasiCnog rejtrejsing algoritma u
hiperbolickom prostoru, ve¢ da ilustruje mogucénost njegovog koriS¢enja kao alata vizualizacije
hiperboli¢cke geometrije.

1 . . . Ve s . . . v . . . . .
Taj prelaz se neminovno mora izvrsiti jer se mi nalazimo u prostoru koji se moze smatrati euklidskim i uredaji
za prikaz slika na racunaru su takode euklidske prirode.
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6.2 Osnovni elementi hiperbolickog rejtrejsinga

Analizom euklidskog rejtrejsing algoritma uvedenog u poglavlju 5.2 mogu se identifikovati i izdvojiti
elementi algoritma koji zahtevaju prilagodavanje hiperbolickom prostoru. Neki elementi rejtrejsing
algoritma su nezavisni od geometrije prostora u kojem se algoritam definiSe (tj. oni su definisani u
terminima apsolutne geometrije) i stoga je prilagodavanje tih elemenata trivijalno. Postoje i
elementi koji se menjaju sa promenom geometrijskog prostora, ali koji imaju precizno definisane
ekvivalente u drugom prostoru. Najveci problem prilagodavanju algoritma Poenkareovom sfernom
modelu predstavlja Cinjenica da se neki njegovi njegovi elementi oslanjaju na osobine euklidske
geometrije za koje u hiperbolickoj geometriji ne postoje odgovarajuéi ekvivalenti. U tom slucaju
neophodno je pronadi reprezentaciju takvih elemenata koja odgovara ,hiperbolickom posmatracu”
prisutnom u datoj sceni. U nastavku teksta bic¢e opisane sve uvedene promene pojedinacno i, ukoliko
je neophodno, izneti razlozi zbog kojih su one uvedene:

1. Osnovni elementi algoritma opisuju se koris¢enjem osnovnih geometrijskih pojmova tacke,
prave i ravni. Na primer, virtuelni piksel u vidnoj ravni predstavljen je tackom, zrak svetlosti
predstavljen je pravom (ili polu-pravom), a objekti scene poligonima, koji su segmenti ravni.
Prelaz u hiperbolicki prostor se trivijalno definise koriS¢enjem h-tacaka, h-pravih i h-ravni
umesto euklidskih tac¢aka, pravih i ravni. Time se kao rezultat rada hipebolickog rejtrejsing
algoritma dobija centralna projekcija hiperbolickog prostora na h-ravan.

2. U poglavlju 5.2 opisan je nacin odredivanja zraka refleksije i prelamanja u odnosu na neki
objekat u prostoru, pri ¢emu su koriséeni pojednostavljeni fizicki zakoni refleksije i
prelamanja svetlosti. U euklidskom prostoru se ti zakoni svode na razmatranje vektora
pravca prostiranja zraka i vektora normale na povrs u tacki preseka zraka sa datom povrsi. U
hiperbolickom prostoru se ne mogu definisati vektori pravca i stoga se refleksija i prelamanje
u Poenkareovom sfernom modelu definiSu koriséenjem svojstva konformnosti modela koje
je opisano u poglavlju 2.3. U poglavlju 6.3 opisan je metod za racunanje zraka refleksije u
Poenkareovom sfernom modelu.

3. Intenzitet osvetljenja u sceni zavisi od udaljenosti razmatranog objekta scene do svetlosnog
izvora. U poglavlju 4.2 opisano je ponaSanje svetlosnog talasa u vakuumu i efekat slabljenja
intenziteta svetlosti. U hiperboli¢koj geometriji vazi isti princip Sirenja svetlosti u obliku
sfernog talasnog fronta. Razlika je u zavisnosti povrsine talasnog fronta od duZine puta koju
je svetlost presla, tj. od poluprecnika sfere talasnog fronta (u hiperbolickoj metrici). Povrsina
sfere poluprecnika r se u hiperbolickoj geometriji racuna po formuli (Munzner, 1997)

P = 4 sinh?r

Jednacina 8: povrsina sfere u hiperbolickom prostoru.

Odatle se koeficijent slabljenja intenziteta svetlosti moZe izracunati kombinovanjem
jednacine 5 i jednacine 8:
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1
41 sinh? r

fate =

Jednacina 9: formula slabljenja intenziteta svetlosti u hiperbolickom prostoru.

U praksi, poluprecnik sfernog talasnog fronta nije dat eksplicitno, ve¢ implicitno kao
rastojanje od tacke izvora svetlosti do tacke preseka zraka svetlost i objekta u sceni. Da bi se
izraCunala eksplicitna vrednost precnika koristi se metrika data jednacinom 1.

4. Virtualni pikseli u vidnoj ravni euklidskog rejtrejsing algoritma formiraju pravougaonu mrezu.
Problem definisanja adekvatne mreze piksela u vidnoj h-ravni je istovremeno i najtezi
problem za reSavanje prilikom kreiranja hiperbolickog rejtrejsing algoritma. Pikseli u vidnoj
ravni euklidskog rejtrejsing algoritma pripadaju dvama pramenovima paralelnih pravih koji
su medusobno ortogonalni. Medutim, u hiperbolickom prostoru takav pramen ne moze se
konstruisati, tj. ne moze se konstruisati pravougaonik, jer je zbir uglova ¢etrovougla strogo
manji od 360 stepeni. U poglavlju 6.4 biée izloZzena moguca resSenja ovog problema.

6.3 Osnovne geometrijske primitive

Osnovni problem koji se javlja prilikom kreiranja geometrijskih vizualizacija je neophodnost kreiranja
osnovnih primitiva koje omogucavaju opisivanje datog prostora na prirodan geometrijski nacin. U
ovom poglavlju su definisane operacije nad osnovnim elementima Poenkareovog sfernog modela, h-
tackama, h-pravama i h-ravnima. Pored toga, opisane su i primitive za izvrSavanje rejtrejsing
algoritma, koje se prevashodno odnose na kreiranje kompleksnijih objekata u modelu, njihove
transformacije i izracunavanje preseka h-pravih i objekata u modelu.

H-refleksija h-tacke u odnosu na h-ravan — neka su date h-ravan « i h-tacka A koja joj ne pripada.
Ukoliko je h-ravan a deo euklidske ravni tada se h-refleksija h-tacke A u odnosu na a definiSe
pomocu odgovarajuce euklidske refleksije tacke u odnosu na euklidsku ravan. U suprotnom h-ravan
a je deo euklidske sfere s poluprecnika r Ciji je centar tacka C. Euklidske koordinate h-tacke B,
odredene h-refleksijom h-tacke A u odnosu na h-ravan a, dobijaju se inverzijom euklidske tacke A u

odnosu na sferu s. Drugim re¢ima, euklidska tacka B zadovoljava sledece jednacine:
B=A4+t(C-A4),
|CA|[CB| = r2.
Resavanjem sistema jednapo parametru t dobijaju se koordinate trazene h-tacke.

Simetralna h-ravan h-duZi — neka je h-duz odredena dvema h-tackama A i B sa euklidskim
koordinatama (ay, ay,a;) i (by, by, b;). Ukoliko je euklidsko rastojanje tataka A i B od sredista
apsolute jednako, tada je simetralna h-ravan date h-duZi deo euklidske ravni koja sadrzi srediste

apsolute, &iji je vektor normale 71 odreden sa (bx — Ay, by - ay, b, — az). U suprotnom, trazena h-

ravan je deo sfere koja je upravna na apsolutu i ¢iji centar se nalazi na pravoj AB (jer se inverzijom u
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odnosu na trazenu sferu tacka A preslikava u tacku B). Prava AB moZe se predstaviti parametarskom
jednacdinom

X—a, X—a, Xx—a,

(=1),

Ny n, n,

pri ¢emu su ny, n,, i n, koordinate vektora 7, a t parametar koji je potrebno izralunati. Ako je centar
traZene sfere tacka S sa koordinatama (sy, Sy, S;), a poluprecnik sfere r, tada je uslov ortogonalnosti

1+7r%= /s§+s§+s§.

Kombinovanjem prethodne dve formule dobija se trazena vrednost parametra t:

1- /a§+a§,+a§

t= .
ne(a, + by) + ny(ay + by) +n,(a, +b,)

sfere i apsolute dat jednacinom

Zamenom izracunate vrednosti parametra t u jednacinu prave dobijaju se koordinate tacke S kojom
je jednoznacno odredena trazena sfera.

H-ravan ortogonalna na h-duz u temenu date h-duzi — neka je, kao i u prethodnom razmatranju, h-
duZ data h-tackama A i B, Cije su euklidske koordinate (ay, ay, a,) i (by, by, b,) (moZe se razmatrati i
h-poluprava sa temenom A i jednom h-tackom B). Razlikuju se dva slucaja: data h-duZ je u jednom
slucaju segment euklidske prave, a u drugom segment euklidskog kruga. Razmotrimo slucaj h-duzi
koja je segment euklidske prave

Ukoliko je h-tacka A ujedno i srediste apsolute, tada je traZzena h-ravan deo euklidske ravni koja
sadrzi srediSte apsolute i Ciji je vektor normale jednak vektoru poloZaja h-tacke B u modelu:
n = (by, by, b,). Ako h-tactka A nije srediSte apsolute, tada trazena h-ravan pripada euklidskoj sferi
ortogonalnoj na apsolutu, Ciji centar S pripada pravoj AB. Vektor poloZaja tatke S mozZe se
parametarski predstaviti pomoéu vektora poloZaja h-tacke A kao S=tA. Sada se iz uslova
ortogonalnosti traZzene sfere i apsolute dobija jednacina po nepoznatom parametru t:

Zamenom parametra t u jednacini kojom je izrazen vektor poloZaja centra trazene sfere dobija se
tacka S.

Presek h-poluprave i h-ravni — kako h-poluprava moze biti segment euklidske prave ili kruga, a h-
ravan deo euklidske ravni ili sfere, racunanje trazenog preseka deli se na Cetiri slucaja. Ovde ce biti
prezentovane formule za slucaj h-poluprave koja je segment kruga i h-ravni koja je deo euklidske
ravni.

Data h-poluprava zadata je dvema h-tackama A i B, pri ¢emu je h-tacka A teme h-poluprave, i

odredena je presekom dve h-ravni: jedne koja je deo euklidske ravni a &iji je vektor normale 7
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odreden koordinatama (ny, n,,n,) i druge koja je deo sfere p poluprecnika r Ciji centar S pripada
ravni a i odreden je koordinatama (sy, Sy, S;). Data h-ravan je deo euklidske ravni § i odredena je
vektorom normale i &ije su koordinate (my, my, m;). Trazena h-tacka nalazi se u preseku ravni @, f8
i sfere p. Odredimo prvo presec¢nu pravu ravni a i . Vektor pravca k date prave odreden je
vektorskim proizvodom vektora n [ m i hjegove koordinate su
(myn, —m,n,, myn, — myn,, myn, —m,n,). Kako ravni a i § sadrze srediste apsolute, presecna
prava takode sadrzi srediSte apsolute. Sada je trazena h-tacka presek sfere p i dobijene presecne
prave. Parametarska jednacina presecne prave je:

x_ _Z _
TS GO

Ako se gornja jednacina po parametru t uvrsti u jednacinu sfere p dobija se kvadratna jednacina po
parametru t koja moze imati nijedno, jedno ili dva resenja, u zavisnosti od vrednosti diskriminante

D = (kysy + kys, + kzsz)2 — || < /s,% + 55+ 52— r2>.

Ako je D < 0 tada nema redenja, odnosno h-prava i h-ravan se ne seku'. Ako je D > 0 tada se jedna

jednacine:

vrednost parametra t racuna po formuli:

 kyse +kysy + ks, + VD
k] |

Uvrstavanjem vrednosti t u jednacinu prese¢ne prave dobijaju se koordinate presecne tacke K.
Ukoliko je rastojanje date tacke od srediSta apsolute manje od 1 tada je to traZzena presecna h-tacka.
U suprotnom se t racuna po formuli:

kysy + kysy +kys, —VD
= 7 :

Uvrstanjem parametra t u jednacinu presecne prave dobijaju se koordinate tacke K Cije je rastojanje
od sredista apsolute sigurno manje od 1, tj. K je traZena h-tacka. Ostaje joS da se proveri da li je
dobijena h-tacka sa iste strane temena date h-poluprave kao i h-tacka B, koja je element date h-
poluprave. Ukoliko je K = A ili K = B tada je K traZena presec¢na h-tacka. U suprotnom, h-tacke 4,
B i K obrazuju trougao u prostoru, a jedini raspored temena trougla koji ne zadovoljava navedeni
uslov je raspored u kojem je najduZa stranica trougla stranica BK. U preostala dva slucaja moZe se
konstatovati da je h-tacka K trazeni presek date h-poluprave i h-ravni.

Ispitivanje pripadnosti h-tacke unutrasnjosti h-poligona — pretpostavimo da h-tacka P pripada h-
ravni h-poligona ¢ija su temena Py, P,, ..., P,2. Ukoliko h-tacka P nije srediste apsolute, tada se sva
temena h-poligona preslikavaju h-refleksijom u odnosu na h-ravan kojom se P preslikava u srediste
apsolute. Sada se za tako dobijeni niz temena h-poligona vrsi provera da li se srediste apsolute nalazi

! Ako je D = 0 tada postoji tacno jedno resenje kvadratne jednacine, no njime je odredena tacka na apsoluti
koja ne pripada datom h-prostoru.
? Definisani su samo prosti konveksni planarni h-poligoni, poglavlje 7.1.2.
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unutar tog h-poligona. Za taj slucaj razvijena je varijanta algoritma broja navoja koji, uslovno
govoreci, broji koliko puta kriva rotira oko kandidat h-tacke. Ukoliko je taj broj 0, tada je h-tacka van
date krive. U suprotnom h-tacka pripada unutrasnjosti krive. U slu¢aju h-poligona provera se svodi
na testiranje da li vektorski proizvod vektora polozaja dvaju uzastopnih transformisanih temena h-
poligona menja svoj smer, pri cemu se temena h-poligona obilaze u jednom unapred izabranom
smeru (slika 21). Promena smera vektora jednaka je promeni znaka njegovih koordinata, Sto se
jednostavno proverava. Stoga je proveru promene smera vektora dovoljno izvrsiti samo za jednu
proizvoljno izabranu koordinatu datih vektora (odredenosti radi, pretpostavimo da se radi o x
koordinati unutar Poenkareovog modela). U slucaju da ravan h-reflektovanog h-poligona sadrzi x osu
koordinatnog sistema i svi vektorski proizvodi imaju kao svoju x koordinatu vrednost O, tada se moze
probati sa y koordinatom. Ako su sve y koordinate takode O tada se prelazi na z koordinatu. Na taj
nacin se izbegava potreba da se vektorski proizvod ra¢una u potpunosti.

Slika 21: ilustracija algoritma za proveru da li tacka pripada unutrasnjosti poligona. U prvom slucaju vektorski proizvodi
PP, X PP3 i PP3 X PP susuprotnog smera. Na slici desno svi vektorski proizvodi su istog smera.

6.4 Mreza piksela i tipovi projektovanja

U ovom poglavlju bi¢e razmotreni detalji problema projektovanja objekata h-prostora na h-ravan,
mreze piksela u hiperbolickom prostoru kao i problem predstavljanja mreze piksela u euklidskoj
ravni u cilju njenog prikaza na ekranu racunara. Sama mreZa piksela je u potpunosti odredena svojim
tipom, dimenzijama i rezolucijom (tj. brojem piksela po jedinici duzine ili povrsine). S obzirom na to
da tip projektovanja mreze piksela iz hiperbolickog prostora u euklidski direktno zavisi od tipa mreze,
tipovi mreza bice identifikovani pomocu njima odgovarajucih tipova projekcija. Ukoliko nije drugacije
naglaseno, podrazumevace se da se tacka pogleda nalazi u srediStu apsolute modela. Razlog za ovu
pretpostavku leZi u ¢injenici da su prave koje prolaze kroz srediste apsolute euklidske duzi (poglavlje
2.3), $to uveliko olaksava manipulisanje mrezom piksela.

Dati problem projekcije mreZe piksela mozZe se razmatrati sa dva medusobno nezavisna stanovista.
Prvi cilj je kreiranje vizualizacije koja ¢e posmatracu verno predstaviti izgled scene, tj. da izgled slike
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na ekranu u potpunosti odgovara onome $to bi posmatra¢ mogao videti da se nalazi u hiperbolickom
prostoru i posmatra zadatu scenu (drugim re¢ima cilj je Sto realisti¢niji prikaz). S druge strane, posto
je jedna od osnovih namena ovog projekta primena u edukativne svrhe, drugi cilj je da se struktura
prostora Sto deskriptivnije prikaze korisniku (Sto ne mora istovremeno da podrazumeva i
realistiCnost prikaza). Dobar primer takvog prikaza je ortografska projekcija u geometriji, koja
odstupa od korektne perspektivne projekcije, ali u odredenim situacijama pruza jasniju geometrijsku
sliku objekata u sceni.

6.4.1 Projektovanje objekata h-prostora na h-ravan

U poglavlju 5.1 definisani su object-precision algoritmi vidljivosti. Kod tih algoritama se vidljivost
objekata ne odreduje za svaki piksel slike u vidnoj ravni posebno, ve¢ se kompletna trodimenziona
scena projektuje na vidnu ravan analiziranjem odnosa izmedu celih objekata ili njihovih delova.
Zatim se u vidnoj ravni moZe uzorkovanjem odrediti za svaki piksel slike koji je najbliZi projektovani
objekat. S obzirom na to da ovaj princip ne zavisi od toga u kojoj geometriji se vrsi projektovanje, on
se moZe primeniti i na hiperbolicku geometriju. U euklidskoj geometriji se projektovanje objekata
prostora na ravan, posmatrano iz date tacke pogleda koja ne pripada datoj ravni, vrsi odredivanjem
geometrijskog mesta tacaka preseka date ravni i svih polupravih cije je teme data tacka pogleda i
koje seku neki od objekata prostora. Ukoliko se radi o hiperbolickoj geometriji, tada se opis
projekcije dobija prostom zamenom reci prostor, ravan, prava i tacka reCima h-prostor, h-ravan, h-
prava i h-tacka. Drugim recima, iz date h-tacke pogleda se h-prostor projektuje na datu h-ravan
pomocu preseka svih h-polupravih sa temenom u datoj h-tacki koje seku objekte h-prostora.

U specificnom slucaju Poenkareovog sfernog modela, projekcija prostora na h-ravan, posmatrano iz
sredista apsolute, svodi se na projekciju unutrasnjosti apsolute na deo euklidske sfere kojoj data
vidna h-ravan pripada. Medutim, sa stanoviSta posmatraca koji se nalazi u srediStu apsolute, sasvim
je svejedno da li se prostor projektuje na h-ravan ili na neku drugu neprekidnu povrs koja sece svaki
od zraka vidljivosti (slika 22). Ovo proizilazi iz ¢injenice da posmatrac koji scenu gleda iz samo jedne
tacke pogleda nije u stanju da odredi rastojanje vidne povrsi od tacke pogleda, ve¢ samo da li se u
specificnom pravcu pogleda nalazi presek zraka definisanog tim pravcem i nekog objekta scene.

4
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Slika 22: ilustracija projekcije 2D objekta na jednodimenzionu liniju - posmatrac u sva tri slucaja vidi istu sliku.
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Razmotrimo proizvoljnu h-pravu u modelu koja ne sadrzZi srediSte apsolute, tj. h-pravu koja je
predstavljena segmentom euklidskog kruga. Data h-prava je jednoznacno odredena pomocu bilo
koje dve razne h-tacke koje ta h-prava sadrzi. Medutim, ona se moZe zadati i kao presek dve
proizvoljne h-ravni koje sadrze date h-tacke. Ukoliko jedna takva h-ravan sadrzi srediste apsolute,
tada je ona deo euklidske ravni, tj. i sama h-prava pripada toj istoj euklidskoj ravni. S obzirom na to
da i tacka pogleda, koja se nalazi u srediStu apsolute, pripada toj euklidskoj ravni, sledi da je
projekcija h-prave na euklidsku vidnu ravan uronjenu u model, posmatrano iz sredista apsolute, deo
euklidske prave. Drugim rec¢ima, datu h-pravu posmatrac lociran u sredistu apsolute doZivece kao
euklidsku duz. Na sli¢éan nacin, s obzirom na to da projekcija ne zavisi od povrsi na koju se projektuje,
data h-duz projektovana na vidnu h-ravan ¢e posmatracu lociranom u sredistu apsolute takode
izgledati kao deo euklidske prave.

6.4.2 Mreze piksela u Poenkareovom sfernom modelu

U prethodnom poglavlju dat je opis centralnog projektovanja h-prostora na h-ravan, sto predstavlja
krajnji rezultat hiperboli¢kog rejtrejsing algoritma. Da bi se kreirala vizualizacija dobijenog rezultata
neophodno je dobijenu h-ravan prikazati na ekranu racunara. To je mogucée uciniti na dva
principijelno razli¢ita nacina: dobijena h-ravan se moze u odredenom smislu direktno prikazati na
ekranu racunara (u duhu euklidskog rejtrejsing algoritma), ili se dobijena h-ravan moze h-
izometrijom preslikati u h-ravan koja pripada velikom krugu apsolute® i prikazati na ekranu racunara.
U oba slucaja neophodno je definisati odgovaraju¢u mrezu piksela u modelu koji ¢e biti prikazani na
ekranu racunara. OpiSimo detaljnije navedene pristupe.

Direktan prikaz vidne h-ravni — ovaj pristup prikazu vidne h-ravni zasniva se na ideji da se svakom
pikselu mrezZe tacaka definisane u toj h-ravni pridruZi bijekcijom ta¢no jedan piksel rezultujuée slike
koja se prikazuje na ekranu racunara. Intuitivno ovakav prikaz predstavlja ,,uranjanje” ravni ekrana u
model i centralnu projekciju vidne h-ravni na ekran. Ovim prikazom definisane su sledece mreze
tacaka u vidnoj h-ravni:

e Euklidska mreZa — ovaj tip mreZe odstupa od principa koji su izloZeni u poglavlju 6.1, s
obzirom na to da se projekcija vrsi na povrS koja nema jednostavnu geometrijsku
interpretaciju u modelu. Pored toga, za izraCunavanje rastojanja izmedu piksela u vidnoj
ravni umesto hiperbolicke metrike koristi se euklidska metrika. Pikseli u vidnoj ravni su
rasporedeni na identi¢an nacin kao i u standardnim implementacijama rejtrejsing algoritma.
Drugim recima, projekcija na vidnu ravan koja koristi ovu mrezu piksela predstavlja klasi¢no
euklidsko projektovanje ,uronjeno” u Poenkareov sferni model (slika 23). MreZu piksela
kreiramo u ravni kojoj pripada veliki krug apsolute i potom euklidskom izometrijom
transformiSemo u Zeljenu poziciju u sceni. Napomenimo da se ovom mreZom mogu
definisati i pikseli koji ne pripadaju modelu, tj. pikseli koji se nalaze izvan apsolute, ¢ime je
omoguceno prikazivanje citave vidne h-ravni na ekranu racunara. Ovi pikselima se
automatski dodeljuje crna boja.

! Primetimo da je takva h-ravan nuzno deo euklidske ravni u modelu i predstavlja Poenkareov disk model
hiperbolicke geometrije.
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Hiperbolicka mreZa hiperparalelnih h-pravih — ovaj tip mreZe poStuje principe navedene u
poglavlju 6.1. Projekcija se vrsi na mrezu piksela koja je definisana u h-ravni. Sama mreza
dobija se kao presek dva pramena h-ekvidistantnih h-pravih ortogonalnih na dve medusobno
ortogonalne h-prave. Pikseli se prvo definiSu u xOy ravni Poenkareovog sfernog modela (t;j.
u euklidskoj ravni), a zatim se odgovaraju¢om h-translacijom mreZa piksela postavlja u
Zeljenu vidnu h-ravan. U ravni xOy navedeni pramenovi h-pravih definiSu se kao pramenovi
ortogonalni na h-prave koje su delovi euklidskih pravih kojima pripadaju ose x i y
koordinatnog sistema (slika 23).

U euklidskoj geometriji mreza uvedena na gore navedeni nacin bila bi nuzno i pravougaona
ekvidistantna, tj. bila bi ekvivalentna mrezi tacaka koja se standardno koristi u euklidskom
rejtrejsing algoritmu — u hiperbolickoj geometriji to nije slucaj. Primetimo da mreza
definisana na ovaj nacin ne moze na prirodan nacin pokriti ¢itavu h-ravan kojoj pripada, s
obzirom na to da se h-prave pramenova kojima je mreza definisana neée seci pocev od neke
h-prave (neformalno — kada se te h-prave priblize apsoluti). Ovakva mreZa se na ekran
ratunara moze preslikati bijektivno, tj. tako da se h-tacka mreze i piksel slike sa
koordinatama' (i, j) preslikavaju jedno u drugo.

Slika 23: ilustracija euklidske mrezZe i hiperbolicke mreZe piksela u h-ravni.

Euklidska pravougaona neekvidistantna mreZa — kako se, posmatrano iz sredista apsolute,
sve h-prave u modelu vide kao delovi euklidske prave (poglavlje 6.4.1), bez obzira na tip
projekcione povrsi koju koristimo, sledi zaklju¢ak da se mozZe koristiti mreza tacaka u vidnoj
ravni koja je deo euklidske ravni uronjene u model. lako ovaj pristup odstupa od principa
iznetih u poglavlju 6.1, s obzirom na to da se kao projektivha povrS ne koristi h-ravan,
rezultat koji bi se dobili koriSéenjem bilo koje od te dve povrsi je isti. Stoga je ispunjen

1 v_ . . . v ee e . o
U oba slucaja radi se o koordinatama unutar mreze, a ne o geometrijskim koordinatama u modelu ili na

ekranu.
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najvazniji uslov koji kreirana mreza mora da zadovolji a to je izracunavanje bez
geometrijskih aproksimacija.

Imajuéi u vidu osobine hiperbolickog i euklidskog centralnog projektovanja iznete u
prethodnim odeljcima, moZe se zakljuditi da se hiperbolicko centralno projektovanje na h-
ravan moZe predstaviti odgovaraju¢im  modifikovanim  euklidskim  centralnim
projektovanjem. Dobijena euklidska pravougaona mreza tacaka se od odgovarajuce
euklidske ekvidistantne pravougaone mreze razlikuje po funkciji kojom se definiSe
ekvidistantnost: u jednom slucaju koristi se standardna metrika euklidskog prostora; u
drugom sludaju trazenu funkciju nije jednostavno iskazati analitickom formulom®. Stoga ovaj
tip mreze nije implementiran vec se koristi kao ilustracija moguénosti da je, koriste¢i mrezu
piksela definisanu unutar modela ili mrezu koja u modelu nema jasnu interpretaciju, moguce
dobiti identican konacni izgled scene.

Prikaz projekcijom na Poenkareov disk model — h-izometrijom se vidna h-ravan moze preslikati na
veliki krug apsolute, tj. vidna ravan se preslikava u Poenkareov disk model (poglavlje 2.2).
Poenkareov disk model defisan je u euklidskoj ravni i moZe se bez daljih projekcija prikazati na
ekranu racunara. Odgovaraju¢e mreze tacaka kojima se moZze kreirati prikaz projekcijom na disk
model su:

e Euklidska mreza velikog h-kruga apsolute — ovaj tip mreze predstavlja najprirodniji nacin
uzorkovanja vidne h-ravni projektovane na veliki krug apsolute (u euklidskom smislu): mreza
se kreira u h-ravni koja je deo euklidske ravni i potom se h-izometrijom ta h-ravan preslikava
u Zeljenu poziciju u sceni. Nakon zavrSetka rada hiperboli¢kog rejtrejsing algoritma takva
mreza moze se direktno prikazati na ekranu racunara. Primetimo da, slicno kao i u slucaju
euklidske pravougaone ekvidistantne mreze, ova mreza moZze sadrzati piksele koji se nalaze
van apsolute, te se ti pikseli ne uzimaju u razmatranje tokom rada hiperboli¢kog rejtrejsing
algoritma.

e Hiperbolicka mreza h-ekvidistantnih krivih — ovaj tip mreZe inspirisan je definicijom h-
cilindra u hiperbolickoj ravni datoj u poglavlju 2.2. Posto pramen hiperparalelnih h-pravih
nije istovremeno i pramen h-ekvidistantnih pravih, ukoliko se Zeli odrzati pojam h-
ekvidistantnosti ¢vorova u mreZi mora se posegnuti za drugacijim reSenjem. Ovaj tip mreze
kreira se pomocu dva skupa h-ekvidistanti, ortogonalnih na ose x i y koordinatnog sistema u
kojem je definisan Poenkareov sferni model (slika 24). Ovako kreirana mreza ima neke
pogodne osobine. Pre svega, njome je moguce pokriti ¢itavu vidnu h-ravan, s obzirom na to
da se svake dve krive koje pripadaju datim dvama skupovima h-ekvidistanti seku. Pored toga,
ovako uvedena mreZa h-tacaka pokriva vidnu h-ravan na ravnomeran nacin, Cuvajudi
rastojanja izmedu ¢vorova mreZe u h-ravni u hiperbolickom smislu.

Ovakav pristup zahteva interpolaciju izracunatih boja u odredenim h-tatkama mreze, s
obzirom na to da preslikavanje mreZe na piksele ekrana nije bijekcija (Meyer et al., 2002).
Pored toga, implementiran je i prikaz u kojem svakom pikselu generisane slike odgovara
tacno jedna h-tacka mrezZe, slicno prikazu hiperbolicke mrezZe hiperparalelnih h-pravih.

! Pogodnim izborom funkcije rastojanja dobija se mreza koja iz centra apsolute izgleda identi¢no hiperbolickoj
mrezi hiperparalelnih h-pravih.
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Slika 24: ilustracija kreiranja mreze h-tacaka pomocu preseka h-ekvidistantnih krivih. Ova mreza predstavlja drugacije
uzorkovanje velikog kruga apsolute od euklidske mreze i zahteva interpolaciju radi prikaza na ekranu racunara.

U kreiranom programskom kodu podriano je kreiranje euklidske mreZe, hiperbolicke mreze
hiperparalelnih h-pravih i hiperbolicke mreza h-ekvidistantnih krivih sa ili bez interpolacije. Ovih pet
mreZa oznacavac¢emo njihovim indeksom koji je koris¢en i u programskom kodu: euklidska mreza je
mreza 0, hiperbolicka mreza hiperparalelnih h-pravih je mreza 1, euklidska mreza velikog h-kruga
apsolute je mreza 2, hiperbolicka mreza h-ekvidistantnih krivih bez interpolacije je mreza 3, a sa
interpolacijom mreza 4.



7. Implementacija

U narednim poglavljima bic¢e izneti detalji o implementaciji hiperbolickog rejtrejsing algoritma i
pratec¢eg modula za opisivanje scena u modelu, kao i primeri scena koji se njome mogu kreirati.

7.1 Opis biblioteke HyperGeomLib

U ovom poglavlju bice opisana biblioteka HyperGeomLib (Hyperbolic Geometry Library — Biblioteka
Hiperbolicke Geometrije) koja sadrzi primitive za definisanje Poenkareovog sfernog modela,
objekata u modelu i hiperbolickog rejtrejsing algoritma.

7.1.1 Izbor programskog jezika i kori§¢enih biblioteka

Kao platforma za biblioteku HyperGeomLib koristi se C++ programski jezik u Microsoft® Visual
Studio® 2008 okruzenju. C++ programski jezik je Siroko rasprostranjeni predstavnik objektno-
orijentisane programske paradigme koja preovladuje na trzistu kreiranja aplikativnih programa.
Pored toga, C++ sadrii brojne gotove biblioteke koje olakSavaju i pojednostavljuju proces
programiranja. lako se kao razvojno okruzenje koristi Visual Studio, Zelja je bila da se kreira
biblioteka nezavisna od platforme na kojoj se program izvrSava. Stoga su koriséene iskljucivo
standardne C++ biblioteke ili biblioteke za koje postoji verzija za sve vaznije platforme.

Kao kontejner klasa koristi se klasa vector iz standardne biblioteke Sablona STL, u kojoj se ¢uvaju svi
skupovi elemenata u modelu. Pored toga, koriste se i standardne matematicke rutine definisane u
svim verzijama C++ programskog jezika, dok se kreirane slike ¢uvaju u TIFF datoteci uz pomoc¢
biblioteke libtiff, raspolozive za veéinu programskih platformi.

7.1.2 Dizajn biblioteke i hijerarhija klasa

HyperGeomlLib biblioteka sadrzi klase neophodne za definisanje elemenata Poenkareovog sfernog
modela, kao i hiperbolickog rejtrejsing algoritma. Prateci osnovne aksiomatske principe zasnivanja
geometrije bazirane na tackama, pravama i ravnima kao objektima koji se ne definisu, definisane su
osnovne klase u biblioteci za reprezentovanje datih osnovnih objekata. Potom se tako definisane
klase prirodno prosiruju novim klasama koje obuhvataju izvedene geometrijske objekte. Osnovne
geometrijske klase biblioteke HyperGeomlLib su:

e HPoint - definiSe h-tacku. HPoint je osnovna klasa hijerarhije i omogucava definisanje h-
tacaka u h-prostoru, kao i primitive za njihovu transformaciju: h-refleksiju, h-rotaciju i h-
translaciju. U ovoj klasi je implementirana i metrika u prostoru (poglavlje 2.3) kao funkcija
rastojanja izmedu dve h-tacke.
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e HLine - definiSe h-pravu. Klasa HLine omogucava definisanje h-prave u prostoru, definise

primitive za njihovu transformaciju, kao i dodatne primitive koje su od znacaja za ostatak
biblioteke. Implicitno su klasom HLine definisane i h-poluprava i h-duz. Sama klasa kao
podatke sadrzi dva HPoint objekta, koji predstavljaju dve razne h-tacke koje jednoznacno
odreduju datu h-pravu. Te h-tacke se koriste i za transformaciju HLine objekata, posto se
novi polozaj h-prave moze odrediti pomoc¢u novog polozaja bilo koje dve h-racke koje joj
pripadaju. HLine klasa sadrZi i primitive za odredivanje h-ravni ortogonalne na h-duz u
temenu date h-duzi, simetralne h-ravni date h-duzi, kao i dve h-ravni koje sadrze datu h-
pravu i zahvataju dati ugao.
S obzirom na to da se u rejtrejsing algoritmu najcesée koristi operacija racunanja preseka
prave i objekata prostora, klasa HLine je definisana tako da izvrSavanje operacije trazenja
preseka bude Sto je brze mogudée. Stoga je kreirana reprezentacija h-prave koja je deo
euklidskog kruga' u njenom sopstvenom koordinatnom sistemu. Pogodnim izborom osa
koordinatnog sistema h-prave, Ciji se koordinatni pocetak nalazi u centru kruga koji sadrzi
datu h-pravu, problem trazenja preseka h-prave i objekta scene svodi se na primenu dve
linearne transformacije koordinata, kojima se prelazi iz svetskog koordinatnog sistema u
koordinatni sistem h-prave i nazad i trazenja preseka u novom koordinatnom sistemu, Sto je
u vedini sluc¢ajeva znatno pojednostavljeno. U odredenim situacijama koristi se i pristup bez
transformacije koordinata, posto novi pristup ne dovodi do poboljSanja performansi ili je
isuvise komplikovan za implementaciju.

e HPlane — definiSe h-ravan. Klasa HPlane kao podatke sadrzi tri HPoint objekta, koji
predstavljaju tri nekolinearne h-tacke (koje ne pripadaju jednoj h-pravoj) kojima je data h-
ravan jednoznacno odredena. Transformacija HP1ane objekta se, slicno kao i u slucaju klase
HLine, svodi na transformaciju tri HPoint objekata koji pripadaju klasi. Od vazZnijih
primitiva klase treba izdvojiti primitive za raCunanje preseka date h-ravni sa h-pravom, kao i
primitive za racunanje refleksije i refrakcije zraka svetlosti predstavljenog h-pravom od h-
ravni.

Kao Sto je ve¢ napomenuto, koristeéi navedene tri osnovne klase biblioteke, izvedene su i brojne
druge klase. Njihov primarni cilj je definisanje objekata unutar Poenkareovog sfernog modela —
objekata koji se Zele renderovati kreiranim algoritmom i prikazati na ekranu. Sve klase koje definisu
objekte imaju zajednicku roditeljsku klasu, koja je Cista virtuelna klasa. Razlog ovakve strukture leZi u
lak§em baratanju objektima u sceni, posto se na ovaj nacin svi objekti mogu smestiti u jedan vektor
pokazivaca na virtuelnu roditeljsku klasu. Klase objekata u biblioteci su:

o HObject — bazna klasa hijerarhije klasa kojima su definisani objekti u h-prostoru. Definisana
kao cisto virtuelna klasa, ona ne dozvoljava definisanje objekata klase. Medutim, koristeci
pokazivace na klasu HObject mogu se reprezentovati svi ostali objekti ove pod-hijerarhije
klasa u biblioteci. U klasi je kao podatak klase definisan BRDF objekta, dok su virtuelni
metodi klase koji moraju biti implementirani u klasama naslednicama metodi za racunanje
preseka zraka svetlosti i objekta, metodi koji implementiraju lokalni model osvetljenja, kao i
metodi za traZenje refleksije i refrakcije. Pored ovih metoda definisani su i standardni metodi
transformacije objekta klase, od kojih su neki Cisto virtuelni i moraju se implementirati u
izvedenim klasama, dok su neki zajednicki implementirani u HObject klasi.

! Slucaj kada je h-prava deo euklidske prave je racunski jednostavan.
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e HPlaneObject — klasa koja definiSe h-ravan kao objekat u modelu. Definisana kao klasa
naslednik klasa HObject i HPlane, ona objedinjuje funkcionalnost ove dve klase i
omogucava prikazivanje Citavih h-ravni na ekranu. lako se Cini kao neprirodna potreba za
definisanjem dve razlicite klase koje predstavljaju h-ravan, primetimo da je HPlaneObject
klasa specijalizacija klase HPlane i sadrzi elemente koji nisu neophodni u grupi klasa koje
definiSu osnovne elemente h-prostora.

o HSphereObject — klasa koja definise h-sfere u modelu. Svaka h-sfera jednoznacno je u
modelu definisana h-tackom koja je centar h-sfere i polupre¢nikom zadatim u hiperbolickoj
metrici. Medutim, za potrebe lakSeg i brzeg manipulisanja h-sferama i njihovih
transformacija, kao podaci klase Cuvaju se i njen euklidski centar i poluprecnik (podsetimo se
da je h-sfera u modelu i u euklidskom smislu sfera, ali im centri nisu nuzno u istoj euklidskoj
tacki — poglavlje 2.3), kao i Cetiri nekoplanarne h-tacke koje joj pripadaju. Razlog zbog kojeg
se Cuvaju date cetiri h-tacke lezi u pojednostavljnim transformacijama objekata klase
HSphereObject. Bilo koja transformacija h-sfere moZe se predstaviti transformisanjem
Cetiri nekoplanarne h-tacke, kojima je h-sfera jednoznac¢no odredena. Nakon Sto se primene
odgovarajuc¢e transformacije na date h-tacke lako se mogu odrediti njeni centri, u
euklidskom i hiperbolickom smislu.

e HCylinderObject — klasa koja definise h-cilindar i h-valjak u hiperboli¢ckom prostoru. U
poglavlju 2.3 definisan je h-cilindar kao skup h-tacaka hiperbolickog prostora podjednako
udaljenih od date h-prave koja se naziva osom h-cilindra. Ukoliko osa h-cilindra sadrzi
srediSte apsolute tada je h-cilindar povrs nastala revolucijom oko ose h-cilindra kruznog luka
koji sadrzi presecne tacke ose h-cilindra i apsolute. Ukoliko je osa h-cilindra y osa
koordinatnog sistema kojim je definisan model, tada je jednacina h-cilindra data sa:

y2+ (Wxt+z2+d)? =r?,
Jednacina 10: jednacina h-cilindra oko y ose.

pri cemu je sa d dato rastojanje centra datog kruznog luka od koordinatnog pocetka, a sa r
polupreénik kruznog luka (i vazi d? + 1 = r?).

Problem koji se javlja prilikom koris¢enja h-cilindra u Poenkareovom sfernom modelu je
izraCunavanje preseka h-cilindra i h-prave. Ukoliko se osa h-cilindra ne poklapa sa y osom
koordinatnog sistema prvo se odgovaraju¢im transformacijama h-prava i dati h-cilindar
preslikaju u odgovarajucu poziciju. Potom se racuna presek i na kraju se inverznim
transformacijama dobijena presena h-tacka preslikava u finalnu poziciju. Medutim,
racunanje preseka u slucaju h-prave koja je deo euklidskog kruga nije jednostavno —
potrebno je naéi presek povrsi date jednacinom 10, euklidske ravni i euklidske sfere.
Jednacina preseka tada postaje jednacina 4. stepena sa kvadratnim korenom koja se ne
moZe resiti. Stoga se u slucaju h-cilindra presek sa h-pravom racuna numericki
modifikovanom metodom polovljenja intervala'. Ukoliko HCylinderObject objekat
definiSe h-valjak, tada se prvo izraCuna presek h-prave i h-cilindra Cija je osa h-prava koja
sadrzi osu datog h-valjka, a potom se proverava da li je rastojanje datog preseka od h-tacaka
h-duzi koja je osa h-valjka manje od poluprecnika h-valjka i ako jeste dobijeni presek tada

1 v . . v, . v v_ . v . . . ,
Posto sistem jednacina ima u opstem slucaju dva resenja, tokom pretrage intervala u kojem se nalaze moguda
reSenja ponekad je neophodno nastaviti sa rekurzivnom pretragom u oba dela datog intervala.
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predstavlja trazenu h-tacku. Ukoliko je rastojanje vece, tada presek h-prave i h-valjka ne
postoji.

e HPolygonObject — definise h-poligon u modelu. H-poligon se definise pomocu zatvorenog

skupa h-duzi, uz uslove da dati skup mora biti bez samo-presecanja (tj. da bilo koje dve h-
duZi datog skupa mogu imati kao zajednicku h-tacku samo teme), mora biti h-koplanaran i
mora biti konveksan. U samoj klasi se dati skup duZi predstavlja pomocu vektora njihovih
temena, kao i h-ravni kojoj dati h-poligon pripada. Razlog zbog kojih se uvode navedena
ograni¢enja je povecana jednostavnost, kao i efikasnost izvrSavanja koda, bez gubitka
mogucnosti da se prikazu i kompleksni h-poligoni'. H-ravan kojoj dati h-poligoni pripadaju
koristi se prilikom izracunavanja preseka zraka svetlosti i h-poligona, kao i njegove
refleksije/refrakcije.
HPolygonObject klasa je proSirena i mogucnoséu definisanja takozvanih Zi¢anih h-
poligona, tj. zicanih poligonalnih modela (Zi¢ani poligoni su zapravo sinonim, ¢esto koris¢en
u racunarskoj grafici, za poligonalnu liniju). Ukoliko se Zeli definisati Zicani h-poligon, tada je
potrebno u klasi HPolygonObject podesiti parametar debljine h-linije u modelu, koji je
definisan u hiperbolickoj metrici. Sada se presek zraka svetlosti i h-poligona racuna tako Sto
se proverava rastojanje zraka svetlosti od svake h-duZi koja je ivica datog h-poligona —
ukoliko je rastojanje manje ili jednako od definisane debljine h-poligona, smatra se da presek
postoji. U suprotnom se zrak svetlosti i h-poligon ne seku. Stoga se Zi¢ani h-poligon definise
nizom h-valjaka koji predstavljaju ivice datog h-poligona.

e HPolyhedronObject - definiSe h-poliedarske povr$i u modelu. H-poliedarska povrs
predstavljena je u klasi unijom h-poligonskih povrsi, pri ¢emu se ne postavljaju nikakvi
zahtevi pred tu uniju. Drugim rec¢ima, dozvoljeno je samopresecanje, a h-poliedarska povrs
ne mora biti ni zatvorena. Razlozi za kreiranje objekata klase HPolyhedronObject na ovaj
nacin leze u kompleksnosti Poenkareovog sfernog modela. Umesto da se h-poliedarska povrs
definiSe pomocu liste njenih temena, ivica i stranica, kao sto je to slu¢aj u euklidskim
implementacijama rendering algoritama, u Poenkareovom modelu nije trivijalno izracunati
sve parametre h-poligonskih i h-poliedarskih povrsi samo na osnovu njihovih temena i ivica.
U slucaju Zicanog h-poliedra koristi se niz h-valjaka koji predstavljaju ivice datog h-poliedra,
na sli¢an nacin kako je to ucinjeno u klasi HPolygonObject.

Da bi se pojednostavilo kreiranje scena koje sadrie poznate geometrijske objekte, u biblioteci
HyperGeomlLib je kreirana lista predefinisanih objekata klase HObject i omoguceno korisnicima da
date objekte dodaju u scenu uz minimalnu upotrebu parametara za njihovo kreiranje’. Predefinisani
objekti kreirani su koristeéi svojstvo konformnosti Poenkareovog sfernog modela, kao i Cinjenicu da

! Moze se pokazati da se neplanarni, konkavni ili h-poligoni sa samo-presecanjem mogu predstaviti kao unija
dva ili viSe planarna, konveksna prosta h-poligona.

2 Mnogi poligonski i poliedarski objekti su zanimljivi, kako sa geometrijskog tako i sa estetskog aspekta. Neki od
njih su predstavljali i osnovni cilj anticke geometrije — u Elementima Euklid zapocinje izvodenje geometrije
aksiomama i postulatima, a zavrSava Platonovim poliedarskim povrsima (Platon, starogrcki filozof i
matematicar; oko 428 p.n.e. — oko 348 p.n.e.), koje su anticki Grci smatrali savrSenim objektima prirode zbog
njihove topoloske pravilnosti. Neki od objekata imaju i poseban znacaj za hiperboli¢cku geometriju — Sakerijev i
Lambertov Cetvorougao (slika 4) koriS¢eni su kroz istoriju kao polazni elementi u dokazima protivre¢nosti
hiperbolicke geometrije.
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su dve h-tacke u modelu podjednako udaljene od centra apsolute ako i samo ako su njima
odgovarajuce dekartovske tacke podjednako udaljene od centra koordinatnog sistema. Koristeci
navedena svojstva Poenkareovog sfernog modela moZe se dokazati da temena pravilnih poligona

(Platonovih poliedara) ciji je centar opisanog kruga (sfere) ujedno i centar koordinatnog sistema
odreduju temena pravilnih h-poligona (h-poliedara) u modelu’.

Pored navedenih klasa koje omogucavaju definisanje osnovnih objekata hiperbolicke geometrije u
Poenkareovom sfernom modelu, kao i komplikovanijih dvodimenzionih i trodimenzionih povrsi i tela
u modelu, da bi se kreirao rendering algoritam potrebne su i dodatne klase koje nisu vezane za
geometrijsku prirodu modela u kojem se rendering obavlja. To su klase koje omogucéavaju
izvrSavanje sencenja i rekurzivnog rejtrejsing algoritma u izabranom prostoru.

e Color - klasa koja definise boju. Koristi se standardni trokomponentni RGB kolor model, tj.
definisane su crvena, zelena i plava vrednost boje kao podaci klase. Svaka od komponenata
boje predstavljena je kao 32-bitni broj sa pokretnim zarezom (float u C++ programskom
jeziku). Nakon toga se dobijene vrednosti mapiraju u 8-bitni raspon, $to predstavlja standard
kada su u pitanju izlazni uredaji na racunaru.

e BRDF - klasa koja definiSe parametre Fongovog BRDF modela lokalnog osvetljenja. Podaci
klase su koeficijenti ambijentalne, difuzne i spekularne refleksije za svaku od komponenti
boje pojedinacno, kao i generalni koeficijenti reflektivnosti, transparentnosti, sjajnosti i
indeks prelamanja. Dalje se ovi koeficijenti koriste u rejtrejsing metodu na nacin kako je to
opisano jednacinom 7 u poglavlju 5.2.

e HLight — definiSe tackasti izvor svetlosti u modelu. Podaci klase HLight su intenziteti
difuzne i spekularne komponente svetlosti, kao i h-tacka izvora svetlosti.

e HScene - definiSe 3D scenu i rejtrejsing algoritam. Klasa HScene sadrzi vektor svih objekata
definisanih u sceni (vektor pokaziva¢a na objekte abstraktne klase HObject), vektor svih
izvora svetlosti u sceni kao vektor objekata klase HLight, poziciju posmatraca u sceni,
mrezu h-tacaka kojom je definisana projekcija h-prostora na h-povrS i sam hiperbolicki
rejtrejsing algoritam, kao i rutine za kreiranje mreze h-tacaka’. Klasa HScene podriava
promenu pozicije posmatraca i transformacije objekata i izvora svetlosti u sceni. Time je
omoguceno animiranje scene animiranjem individualnih objekata ili izvora svetlosti.

7.2 Opisivanje scene

Kao Sto je veé¢ navedeno, rejtrejsing algoritam kreira realisticne slike na osnovu datog opisa
trodimenzionalne scene. Da bi se olaksalo kreiranje scena koje ¢ée biti prosledene rejtrejsing
algoritmu definisan je format ulaznih datoteka kojima se jednostavno mogu zadati scene
hiperbolickog prostora. Takve ulazne datoteke omogucavaju zadavanje parametara scene,
parametara rejtrejsing algoritma, objekata scene i njihovih transformacija. Gramatika kojom su data
pravila opisivanja scene kreirana je imajuéi u vidu osobine Poenkareovog sfernog modela
hiperbolickog prostora koje su intuitivno razumljive korisnicima. Moduli za leksicku i sintaksnu
analizu, kao i generisanje odgovaraju¢eg koda prilikom obrade scene kreirani su pomodu

! Uz uslov da sva temena moraju pripadati unutrasnjosti apsolute.
2 Podrzano je kreiranje euklidske pravougaone ekvidistantne mreze, hiperbolicke mreze hiperparalelnih h-
pravih i hiperbolicke mreza h-ekvidistantnih krivih sa ili bez interpolacije.
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programskih paketa flex i bison. Dati programi omogucavaju jednostavno kreiranje leksickog
analizatora i parsera na osnovu opisa Zeljene gramatike.

7.2.1 Tokeni gramatike ulazne datoteke

Leksicki analizator ucitava ulaznu datoteku element po element, vrsSi prepoznavanje tokena i
prosleduje ih parseru koji vrsi sintaksnu i semanticku analizu. Izrada leksickog analizatora izvrSena je
pomocu programa flex. Osnovni token koji leksicki analizator prepoznaje je decimalni broj, tj. broj sa
pokretnom tackom. Ovaj token koristi se i za cele brojeve, u cilju smanjivanja kompleksnosti —
sintaksni analizator moZe naknadno da odredi koja od te dve reprezentacije je neophodna. Ostali
tokeni ukljucuju nazive sekcija u ulaznoj datoteci, nazive njenih parametara, nazive objekata,
transformacija itd. Praznine se ignoriSu, ali se prate pojavljivanja znaka za novi red ¢ime je
omoguceno adekvatno informisanje korisnika o lokaciji na kojoj se pojavljuju eventualne greske.

Podriano je i komentarisanje unutar datoteke, na identican nacin kako je to ucinjeno u C++
programskom jeziku — ukoliko se prepozna sekvenca ’/* tada leksicki analizator ulazi u stanje
komentar i sve dok se ne naide na sekvencu '*/’ koja oznadava kraj komentara ignorisu se znakovi
ulazne datoteke. Pored toga, mogu se komentarisati i individualni redovi datoteke koris¢enjem
sekvence ’//’ na pocetku reda koji zelimo da komentarisemo. Na ovaj nacin ¢e svi karakteri izmedu
date sekvence i prvog pojavljivanja karaktera za novi red biti ignorisani.

7.2.2 Gramatika ulazne datoteke

Kada leksicki analizator odredi koji tip tokena se nalazi na trenutnoj poziciji u ulaznoj datoteci, taj
token prosleduje se sintaksno-semantickom analizatoru, kreiranom pomodéu programa bison. Taj
program zatim proverava da li se dati token uklapa u definiciju gramatike jezika koji se kompaijlira i u
skladu sa tim generiSe odgovarajudi izlaz: u slucaju da je token ispravan, generise se izlazni kod, a u
slu€aju da je token pogreSan generiSe se izvestaj o gresci.

Gramatikom ulazne datoteke opisivanje scene podeljeno je u segmente, svaki od kojih definise
odredeni aspekt scene. Segmenti pocinju klju¢nom reci koja definise koji segment je u pitanju, nakon
Cega sledi telo segmenta, unutar viti¢astih zagrada, u kojem se definiSu njegovi elementi. U nastavku
¢e biti izloZen kradi opis svakog od segmenata. Primer ulazne datoteke dat je u Dodatak A.

Globals — osnovni segment kojim se podesavaju parametri rejtrejsing algoritma. U ovom segmentu
definiSu se rezolucija mreZze piksela, kao i njen tip i fizicka veli¢ina u modelu, dubina rekurzije
rejtrejsing algoritma, itd.

BRDFs — segment u kojem se definiSu osobine materijala koji se koriste prilikom definisanja objekata
scene. Neophodno je definisati koeficijente ambijentalne, difuzne i spekularne refleksije za svaku
komponentu RGB kolor modela pojedinac¢no, zatim koeficijente reflektivnosti, transparentnosti i
refrakcije, kao i sjajnost objekta.
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Points — segment u kojem se definiSu sve h-tacke koje su neophodne za kreiranje objekata scene i
njihovih transformacija. Svaka h-tacka zadaje se kao trojka njenih koordinata unutar apsolute i
proverava se da li je h-tacka ispravno zadata (da li se nalazi unutar apsolute).

Objects — segment u kojem su definisani svi objekti koji se pojavljuju u sceni. Svaki objekat pocinje
klju¢nom reci kojom se definise tip objekta, nakon ¢ega sledi odgovarajuca lista parametara kojima
je specificni objekat odreden. Podrazumeva se kreiranje objekata cije se srediSte nalazi u
koordinatnom pocetku — time se koristi osobina Poenkareovog sfernog modela da se hiperbolicki i
euklidski centar sfere u koordinatnom pocetku poklapaju, tj. da su ekvidistantne tacke unutar
apsolute istovremeno i h-ekvidistantne h-tacke u modelu.

Lights — segment u kojem su definisani svi izvori svetlosti u sceni. lzvor svetlosti definiSe se svojim
centrom i jaCinom difuznog i spekularnog zracenja, u skladu sa Fongovim modelom lokalnog
osvetljenja (poglavlje 4.2).

Transformations — u ovom segmentu definiSu se Zeljene transformacije nad objektima scene
definisanih u segmentu Objects. Omoguceno je zadavanje h-pravih i h-ravni kojima su te
transformacije odredene, kao i primena transformacija h-refleksije, h-translacije i h-rotacije nad
zadatim objektima.
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8. Primeri hiperbolickih scena

U ovoj glavi su izneseni primeri kreiranih scena u Poenkareovom sfernom modelu. Dati primeri
ilustruju moguénosti razvijenog algoritma, ali i neke interestantne osobine hiperboli¢kog prostora.

8.1 Kreiranje geometrijskih objekata

Najjednostavniji primeri renderovanih scena sadrze h-poligone. Pomocu kolekcije predefinisanih
objekata HyperGeomLib biblioteke mogucde je kreirati pravilne h-poligone sa 3, 4, 5 ili 6 temena, a
lako se mogu kreirati i Lambertov i Sakerijev Cetvorougao. Svi h-poligoni mogu se kreirati kao
planarni modeli i zicani modeli.

Slika 25: ilustracija h-poligona u modelu: Zicani model pravilnog petougla i Lambertov cetvorougao, prikaz 0.

Kompleksnije vizualizacije dobijaju se pomocu trodimenzionalnih objekata hiperbolicke geometrije.
Biblioteka HyperGeomlLib podriava kreiranje h-poligona, h-sfera i h-cilindara, C¢cijim se
kombinovanjem mogu dobiti kompleksniji objekti. Koristeci biblioteku predefinisanih objekata lako
se mogu kreirati kompleksni planarni i Zi¢ani h-poliedarski objekti u sceni. Kao demonstraciju te
mogucnosti biblioteke kreirane su slike Platonovih poliedara, jedinih topoloski pravilnih prostornih
objekata apsolutne geometrije (poglavlje 7.1.2). Dati h-poliedri kreirani su kao planarni modeli i
Zi¢ani modeli. Takode se mogu kreirati i kompleksnije vizualizacije h-poliedara pomocu kombinacija
planarnih i Zicanih modela (slika 26). Podrzana su i neka od nestandardnih tela, a ipak zastupljenih u
literaturi (slika 27).
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Slika 26: Platonovi h-poliedri kao planarni, Zicani i kombinovani modeli, prikaz 3.

Slika 27: h-poliedri sa Vitofovim* simbolima 2|3 4i 5/2 |2 5i zlatni pravougaonici ikosaedra, prikaz 0.

! Viljem Abraham Vitof, holandski matematicar; 1865 — 1939.
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Razvijeni sistem podrzZava i kreiranje daleko komplikovanijih modela, sa vise pojedinacnih objekata
koje je neophodno renderovati. Kao ilustracija dat je rezultat renderovanja ,zeca sa Stenforda”,
c¢uvenog 3D modela objekta koji je nastao skeniranjem realnog objekta (slika 28). Naravno, vreme
izvrSavanja hiperboli¢kog rejtrejsing algoritma neuporedivo je sa postojec¢im euklidskim verzijama.

Slika 28: Stanford Bunny - renderovanje kompleksnijeg 3D modela, prikaz 0.

8.2 Ilustracija rejtrejsing algoritma - refleksija i refrakcija

Osnovna odlika rejtrejsing algoritma je jednostavna podrska za komplikovane svetlosne interakcije
poput refleksije svetlosti. Slika 29 ilustruje razliku izmedu renderovanja bez racunanja refleksije i
renderovanja u kojem se racuna refleksija svetlost: u slucaju renderovanja sa refleksijom na h-
sferama i h-dodekaedru mogu se primetiti refleksije objekata prisutnih u sceni.

Slika 29: renderovanje bez refleksije (slika levo) poredeno sa renderovanjem sa refleksijama dubine 1, prikaz 0.
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Pored refleksije svetlosti neophodno je simulirati i refrakciju, odnosno prelamanje svetlosti, pojavu
koja opisuje interakciju svetlosti sa semi-transparentnim objektima. Prelamanje zraka svetlosti koji
prelazi iz jednog medijuma u drugi, u odnosu na datu povrs, je u potpunosti odredeno upadnim
uglom svetlosti na datu povrSs i odnosom koeficijenata prelamanja svetlosti datih medijuma
(poglavlje 5.2). Ukoliko su koeficijenti medijuma kroz koje prolazi zrak svetlosti identi¢ni tada se

pravac prostiranja svetlosti ne menja:

Slika 30: refleksija svetlosti i transparencija (bez prelamanja), dubina rekurzije 0, 1 i 2, prikaz 3.

Ukoliko su koeficijenti prelamanja medijuma kroz koje zrak svetlosti prolazi razli¢iti, tada dolazi do
prelamanja svetlosti po Snelovom zakonu — zrak svetlosti menja svoj pravac kretanja smanjivanjem
ugla izmedu zraka i normale na povrs u tacki interakcije zraka sa povrsi (slika 18). MozZe se primetiti i
efekat totalne unutrasnje releksije koji opisuje pojavu da se zrak svetlosti u potpunosti reflektuje od
semi-transparentne povrsi — teme Zicanog modela h-ikosaedra u desnom delu slike 31 nije vidljiv
iako je h-dodekaedar semi-transparentan:

Slika 31: prelamanje svetlosti (indeks refrakcije 1.15), dubina rekurzije 1 i 2, prikaz 3.
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8.3 Transformacije scene i pozicije posmatraca

Do sada su sve navedene scene kreirane smestanjem posmatra¢a u modelu u centar apsolute. Time
se olaksSava kreiranje scene i njeno intuitivno razumevanje, kao i kreiranje objekata u sceni (poglavlje
7.1.2). Medutim, u sklopu biblioteke HyperGeomlLib podriane su i transformacije pozicije

posmatraca u modelu u proizvoljnu h-tacku modela.

Slika 32: pomeranje pozicije posmatraca u modelu h-rotacijom oko sredista scene, prikaz 3.

Pomeranje pozicije posmatraca mozZe se iskoristiti i kao demonstracija h-izometrija u Poenkareovom
sfernom modelu. Ukoliko se posmatrac i svi objekti u sceni preslikaju istom h-izometrijom tada se
konacni izgled scene ne menja (slika 33). Primetimo da u navedenom primeru scena polozaj izvora

svetlosti nije transformisan, te osvetljenje scena nije identi¢no.
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Slika 33: h-translacija scene i posmatraca u sceni, prikaz 2.

8.4 Ilustracije osobina hiperbolicke geometrije

U poglavlju 6.4 iznesene su osobine mreza piksela koji se koriste u svrhu projektovanja h-prostora na
euklidsku ravan kojoj pripada ekran racunara. Ukoliko se prilikom kreiranja scene koriste razlicite
mreze piksela, ne menjajudi ostale parametre scene, dobijaju se drugaciji prikazi.

Slika 34: dodekaedar u modelu, kreiran koris¢enjem prikazi 0, 1, 3i 4.

Prisetimo se da se h-prave u modelu ,vide” kao delovi euklidskih pravih (poglavlje 6.4.1). Stoga se
koriséenjem mreza 0 i 1 za prikaz scene kao rezultat dobija slika koja izgleda euklidski — nije prisutno
zakrivljenje objekata scene. Razlika u prikazu proistice iz drugadijih dimenzija mreza Sto rezultuje
skaliranjem krajnjeg rezultata. Pored toga, mreza 1 ne pokriva Citavu vidnu h-ravan (poglavlje 6.4.2).
Time je onemoguceno kreiranje prikaza scena koje nisu lokalnog karaktera koristeéi sve raspolozive
mreze h-tacaka, pa se koris¢enjem i prikaza 2 i 3 dobijaju slike koje izgledaju euklidski.

Jedna od osnovnih osobina hiperbolicke geometrije, koja je direktna posledica aksiome paralelnosti
Boljaj-Gaus-Lobacevskog, je da zbir uglova u h-trouglu mora biti manji od opruZzenog ugla (u
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euklidskoj geometriji zbir uglova trougla je uvek jednak opruzenom uglu). Slicni odnosi vaze i u
slu€aju pravilnih poliedara u prostoru: u euklidskoj geometriji se prostor moze popuniti bez praznina
pravilnim heksaedrima ciji je ugao izmedu svake dve susedne stranice 90 stepeni; s druge strane, u
hiperbolickom prostoru ugao izmedu stranica pravilnog h-heksaedra je uvek manji od 90 stepeni, te

se h-prostor ne moze popuniti bez praznina na identi¢an nacin kao i u euklidskom prostoru.

Slika 35: teselacija euklidskog prostora kockama i neuspesan pokusaj ekvivalentne teselacije u hiperbolickom prostoru.

Medutim, objekti hiperbolickog prostora iskazuju interesantnu osobinu prilikom skaliranja — uglovi
izmedu njihovih ivica i stranica se menjaju. Povecavanjem dimenzija objekta smanjuju se
odgovarajué¢i uglovi, a smanjivanjem dimenzija objekta ti uglovi se povecavaju. MoZiemo da
odredimo dimenzije pravilnog h-heksaedra u kojem je ugao izmedu dve susedne stranice 72
stepena, te pet takvih h-heksaedara koji imaju zajednicku tacno jednu ivicu formiraju pun ugao.

Ovakvim rasporedom pravilnih h-heksaedara moguce je popuniti hiperbolicki prostor bez praznina.

Slika 36: teselacija prostora pravilnim h-heksaedrima, prikaz 0.
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MoZe se primetiti da ,zakrivljenost” ivica h-poligona i h-poliedara zavisnosi od pozicije objekta
unutar apsolute — Sto je objekat blize centru apsolute to ¢e percepirano zakrivljenje biti manje. Slika
37 ilustruje ovu osobinu hiperboli¢kog prostora: Lambertov ¢etvorougao i pravilni h-heksaedar se h-
translacijom postepeno udaljavaju od centra apsolute, ¢ime se euklidska duzina njihovih ivica
smanjuje, a zakrivljenost povecava. Primetimo da se povecava i debljina ivica, Sto je posledica
izduZivanja objekata prilikom centralne projekcije (slika 15).

Slika 37: ilustracija h-translacije Lambertovog cetvorougla i pravilnog h-heksaedra, prikaz 4.

Specijalan slucaj predstavljaju temena h-poligona (h-poliedara) koja se nalaze na apsoluti — takva
temena nazivaju se nesvojstvena temena h-poligona (h-poliedra). H-poligone (h-poliedre) ¢ija su sva
temena nesvojstvena nazivamo idealnim (slika 38). Mera ugla Cije teme je tacka na apsoluti je 0, a
zbir unutrasnjih uglova idealnog h-poligona (h-poliedra) je takode 0.

Primetimo da se hiperbolickom mrezom h-ekvidistanti tacke koje se nalaze blize apsoluti
neravnomerno uzorkuju u euklidskom smislu — tacke koje leze na x i y osama Dekartovskog
koordinatnog sistema u kojem je definisan Poenkareov sferni model su favorizovane u odnosu na
ostale h-tacke u modelu. (slika 38 levo, desno teme h-petougla). Taj problem reSava se
interpolacijom koja je implementirana u prikazu 4. Obzirom da se mreZa 2 sustinski od mreze 4
razlikuje samo po uzorkovanju vidne h-ravni, koris¢enjem ova dva prikaza dobijaju se isti rezultati (do
na kvalitet interpolacije koriséene za prikaz mreze 4).
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Slika 38: idealni hiperbolicki petougao, prikazi 3, 4 2.

Za kraj, ilustrujmo kroz kakvu vizuelnu transformaciju bi morao proci hiperbolicki zec da bi se mogao
zvati ,,nesvojstvenim®.

Slika 39: "zec sa Stenforda" pre i nakon skaliranja, prikaz 2.

8.5 Efikasnostizracunavanja

Kreirana implementacija rejtrejsing algoritma u Poenkareovom sfernom modelu nije efikasna u
praksi (poredeno sa klasicnim euklidskim rejtrejsing algoritmima). Razlozi za to prevashodno leZze u
kompleksnoj strukturi Poenkareovog sfernog modela. Kako Poenkareov sferni model nije projektivni
model hiperbolickog prostora, ne mogu se koristiti homogene koordinate niti zapisivanje izometrija
prostora matricama transformacija, Sto predstavlja efikasan nacin za manipulaciju objektima u
programima za 3D vizualizaciju. U poglavlju 5.3 opisane su odredene tehnike ubrzavanja izvrsavanja
rejtrejsing algoritma, ali i naglaseno da su one veoma tesko primenjive u slu¢aju Poenkareovog
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sfernog modela, Sto je takode posledica njegove kompleksne strukture. U tabeli 2 i tabeli 3 date su

brzine izvrSavanja programa za test scene ,h-sfere” i , h-valjci“ (slika 40). Testiranje je izvrSeno na

Intel® Core2™ Duo procesoru koji radi na 2.2 GHz, u rezoluciji od 1000x1000 piksela. Sva vremena

izvrSavanja data su u sekundama. Dobijeni rezultati neuporedivi su sa postoje¢im implementacijama

rejtrejsing algoritma koje koriste projektivna svojstva euklidskog prostora.

h-sfere 1 2 4 8 16 1 2 4 8 16 1 2 4 8 16
Svetla 1 1 1 1 1 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
Rekurzija 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1
Vreme 23|34 |58 10. 22 13355103 |206 (456 |4.4|7.7|15.4 |32 | 75.7
Tabela 2: vremena izvr$avanja za test scenu , h-sfere”.

h-valjci 1 2 4 8 1 2 4 8
Svetla 1 1 1 1 5 5 5 5
Vreme 29.1 67.2 146.3 333.1 37.7 101.6 266.9 736.5

Tabela 3: vremena izvr$avanja za test scenu ,h-valjci®.
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9. Pregled relevantnih radova

U ovoj glavi bice dat opis prethodnih radova koji se bave vizualizacijom hiperboli¢kog prostora, kao i
njihov odnos sa ovim radom. lako postoje brojni sistemi za prikazivanje hiperbolickog prostora na
racunaru, oni su obi¢no kreirani u nameri da se prikazu osnovne gemetrijske strukture prostora
koriséenjem jednostavnih metoda sencenja. Ovaj rad je jedan od prvih koji se bavi realisti¢nim
vizualizacijama hiperboli¢kog prostora.

9.1 Prve vizualizacije hiperbolickog prostora

Krajem ’80-ih i pocetkom ’90’ih godina XX veka Carls Gan, Mark Filips i Dele Maksvel, tada istrazivaci
Geometrijskog Centra Univerziteta u Minesoti, kreirali su pionirske sisteme za vizualizaciju
trodimenzionog hiperbolickog prostora (Phillips i Gunn, 1992). Radeci prevashodno sa Klajnovim
sfernim modelom, mada se isti principi mogu primeniti na sve projektivne modele hiperboli¢ke
geometrije, pokazali su da se u tim modelima mogu kreirati sistemi za vizualizaciju u realnom
vremenu koji se od odgovarajucéih sistema u euklidskoj geometriji razlikuju jedino po matricama
transformacije. Ako se klasicne matrice transformacije euklidske geometrije zamene odgovaraju¢im
Lorencovim® matricama, dobijaju se transformacije projektivnog hiperbolitkog prostora (npr.
Klajnovog sfernog modela) ekvivalentne transformacijama euklidskog prostora (Gunn, 2004).

U euklidskom trodimenzionom prostoru koordinate tacaka koje mu pripadaju obi¢no se zadaju
koristeéi Dekartov koordinatni sistem, kojim se svakoj tacki prostora jednoznacno dodeljuje vektor
koordinata iz prostora R3. Koordinate tog vektora se obi¢no zapisuju kao uredena trojka (x,y, z) i
nazivaju afine koordinate. U racunarskoj grafici se, medutim, obi¢no koriste takozvane homogene
koordinate koje pripadaju prostoru R*. Transformacija izmedu afinih i homogenih koordinata je
veoma jednostavna: homogene koordinate (x,y,z, 1) odgovaraju afinim koordinatama (x,y,z), a
afine koordinate (x/u,y/u ,% /) odgovaraju homogenim koordinatama (x, y, z, u), ukoliko vaZi da
jeu # 0. Prednost homogenih koordinata je da se izometrije i projekcije euklidskog prostora mogu u
homogenim koordinatama predstaviti mnoZzenjem 4 X 4 matrica.

o
U trodimenzionom euklidskom prostoru skalarni proizvod dva vektora (d, b) raéuna se na osnovu
formule (d,b) = a,by + ayby, + a,b,, pri ¢emu su sa a; i b; date koordinate vektora d i b. U
homogenim koordinatama se u formulu skalarnog proizvoda mora ukljuciti i dodatna koordinata, $to
je moguce uciniti na dva nacina:

(@,b)s = a,by + ayby, + azb, + a, b,

(@,b), = a,by + ayby, + a,b, — ayb,

Jednacina 11: skalarni proizvodi u homogenim koordinatama kojima su definisani elipticki i hiperbolicki prostor.

! Hendrik Anton Lorenc, holandski fizi¢ar; 1853 — 1928.
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Prvi skalarni proizvod odgovara eliptickoj geometriji, dok drugi skalarni proizvod odgovara
hiperboli¢koj geometriji (on se jo$ naziva i skalarnim proizvodom Minkovskog®). Razmotrimo sada
skup tacaka V. = {a € R* (a,a), < 0}. Taj skup tacaka obrazuje konus oko u-ose koordinatnog
sistema sa temenom u koordinatnom pocetku, pri cemu su u koordinate svih elemenata ovog skupa
razlicite od 0. Sada se normalizacijom homogenih koordinata, slicno kao u euklidskom slucaju,
dobijaju koordinate trodimenzionog hiperboli¢kog prostora koji se obi¢no oznacava kao H3. H? je
zapravo predstavljen svim elementima skupa V_ kod kojih je ¢etvrta koordinata 1. U trodimenzionom
euklidskom prostoru taj skup predstavlja tacke koje se nalaze unutar sfere poluprec¢nika 1, odnosno
tacke unutar apsolute, kako se ta sfera obi¢no naziva (poglavlje 2.3).

Mogu se definisati matrice transformacije ovog prostora, koje pripadaju podskupu skupa svih
matrica klase 4 x 4, koje predstavljaju izometrije prostora H3. Primera radi, matrica kojom se
koordinate tacaka prostora H?3 rotiraju za hiperboli¢ki ugao a oko x-ose je matrica:

cosha 0 0 —sinha
0 1 0 0
0 0 1 0
sinha 0 0 cosha

Pomocu ovako izgradenog sistema kreirane su brojne slike i video zapisi kojima su po prvi put
ilustrovane osobine hiperbolickog prostora u tri dimenzije (slika 41). Radi se o isecku iz videa Not
Knot, koji su kreirali Carls Gan i Dele Maksvel, kao i slici renderovanoj programom Curved Spaces
autora Dzefri Viksa (Weeks, 2002).

(a) (b)

Slika 41: Vizualizacija Klajnovog sfernog modela — prostorna teselacija pravilnim dodekaedrima iz videa Not Knot (a) i
programa Curved Spaces (b).

! Herman Minkovski, nemacki matematicar; 1864 — 1909.



9.2 Napredne vizualizacije

U nastavku svog rada na hiperboli¢kim vizualizacijama Carls Gan posvetio se kreiranju odgovarajuce
biblioteke za renderovanje u hiperbolickom prostoru koja bi bila slicna postoje¢oj OpenGL biblioteci
koja sluZi za renderovanje u euklidskom prostoru. Primer rezultata koje je moguée dobiti ovim
pristupom dat je na slici 42. Dodata je podrska za senéenje i teksturiranje, medutim rezultati jos uvek
dosta odstupaju od foto-realisticnih rezultata koje je moguce dobiti klasi¢nim renderovanjem u
euklidskom prostoru.

Slika 42: implementacija sencenja i teksturiranja u hiperbolickom prostoru.

Zanimljivi rezultati postignuti su i tehnikom koja se naziva relativisticki rendering, koja prilikom
kreiranja finalne slike uzima u obzir Cinjenicu da brzina svetlosti nije beskonacno velika (Howard et
al.,, 1995). Ukoliko se posmatra¢ u sceni krec¢e dovoljno velikom brzinom doéi ¢e do pojave
relativistickih efekata poput Doplerovog’ efekta i Lorencovih kontrakcija’. Relativisticki rendering
omogucen je i u brojnim komercijalnim rendering sistemima, poput RayVIS, Pov-Ray i Backlight.
llustracija relativistickog renderinga data je na slici 43 (Zhang, 1995).

Pored specijalizovanih sistema za vizualizaciju hiperbolicke geometrije postoje i brojni sistemi koji
omogucavaju proizvoljne matematicke vizualizacije. Program GeomView omogucdava vizualizovanje
objekata euklidske, hiperbolicke i elipticke geometrije, kao i izometrijske transformacije objekata
radi boljeg razumevanja njihove strukture. Aplikacije poput programskih paketa Mathematica i
JavaView omogucavaju analiticko definisanje objekata u prostoru, kao i njihovih osobina, te prikaz

! Kristijan Johan Dopler, austrijski fizicar i matematicar; 1809 — 1853.

2 Ovim problemom bave se AjnStajnove opsta i specijalna teorija relativnosti, sa kojima je hiperbolicka
geometrija povezana pitanjem na koje joS uvek nismo u stanju da damo odgovor: da li je univerzum model
euklidske, hiperbolicke ili elipticke geometrije?
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na ekranu. Medutim, koris¢enje takvih programa zahteva veliku koli¢inu znanja korisnika, kao i veliki
napor, s obzirom na to da je neophodno kreirati biblioteke kojima se definiSu osobine prostora koji
Zelimo da vizualizujemo. Dodatno, te aplikacije nisu predvidene za realisti¢ne vizualizacije i napredni
efekti poput realisticnog sencenja i teksturiranja nisu nativno podrzani.

Slika 43: relativisticki rendering - izgled scene u kojoj posmatrac stoji i scene u kojoj se posmatrac krece brzinom 0.99c.
Primetimo zakrivljenje prostora, kao i pojavu Doplerovog efekta (pomeranje spektra vidljive svetlosti).

U vremenu od objavljivanja naseg prvog rada na temu hiperboli¢kog rejtrejsinga pojavila se jos jedna
implementacija tog algoritma, kreirana u programskom jeziku Java, autora Hendrika Rupinga.
Podrzano je kreiranje sloZenih teselacija prostora (slika 44). Medutim, u vreme pisanja ovog rada
implementacija ovog programa, data na sajtu autora, nije pravilno radila, te nismo bili u moguénosti
da kreiramo vise rezultata radi poredenja sa rezultatima prezentovanim u ovom radu.

Slika 44: rejtrejsing vizualizacija teselacije hiperbolickog prostora pravilnim dodekaedrima.
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10. Zakljucci i dalji rad

10.1 Zakljucci

Osnovni motiv za kreiranje hiperbolickog rejtrejsing algoritma bila je Zelja da se kreira alat za
proucavanje hiperboli¢kog prostora, odnosno njegovog Poenkareovog sfernog modela. Proucavanje
hiperbolickog prostora do sada je bilo ograni¢eno na proucavanje njegove matematicke strukture.
Nasa Zelja je bila da, koristeéi rejtrejsing algoritam, omoguéimo kreiranje realisti¢nih slika
hiperbolickog prostora. Pored toga, umesto projektivnih modela hiperbolickog prostora koji se
koriste u drugim sistemima za vizualizaciju izabrali smo Poenkareov sferni model kao podlogu za
rejtrejsing algoritam. Razlog za ovakvu odluku leZi u Cinjenici da je Poenkareov model konforman, Sto
ga Cini intuitivno jednostavnijim od odgovarajuéih projektivnih modela, sto je od velike pomodi u
nastavi geometrije. U ovom radu su takode predstavljeni i neki od osnovnih koncepata racunarske
grafike koji se standardno koriste za kreiranje realisti¢nih prikaza trodimenzionih scena, poput BRDF-
ova, jednacine renderovanija i rejtrejsing algoritma.

Cilj projekta, kreiranje alata za vizualizaciju Poenkareovog sfernog modela rejtrejsing algoritmom koji
pruza moguénost davanja jasne geometrijske interpretacije dobijenih slika, je ostvaren. Obezbedena
je kompletna funkcionalnost Poenkareovog modela, tj. moguénost kreiranja osnovnih objekata
modela i interakcija izmedu njih. Takode, implementirana je osnova rejtrejsing sistema, sto ukljucuje
implementaciju izvora svetlosti, osobine materijala od kojih su sacinjeni objekti i sam rejtrejsing
algoritam, a obezbedeno je i automatsko ucitavanje scene na osnovu opisa iz ulazne datoteke.
Krajnji produkt je Windows aplikacija koja objedinjuje opisivanje scene, HyperGeomLib biblioteku i
njen rejtrejsing sistem, kao i zapis rezultujuée slike u TIFF formatu.

Rejtrejsing algoritam se moZe primeniti koriste¢i nekoliko metoda kreiranja slike u modelu i
projektovanja na euklidsku ravan S$to omogucuje poredenje dobijenih rezultata. Biblioteka
HyperGeomlLib detaljno je opisana u kreiranoj dokumentaciji i time je potencijalnim korisnicima
olaksano koriséenje bibioteke. Opisivanje scena, renderovanje slika i njihovo cuvanje olaksano je
kreiranjem modula za ucitavanje scene iz ulaznog fajla i Windows aplikacije koja objedinjuje sve
komponente projekta. Sve navedene komponente projekta javno su dostupne u cilju daljeg
razvijanja hiperboli¢kog rejtrejsing algoritma.

Nadamo se da se rezultati ostvareni u vidu hiperbolickog rejtrejsing algoritma mogu iskoristiti u
popularizaciji matematike i problema geometrijskih vizualizacija. Takode, smatramo da
HyperGeomlLib biblioteka i prateci programi mogu posluZiti i u obrazovanju kao alat za priblizavanje
hiperbolicke geometrije dacima i studentima i pomaZe njenom boljem razumevanju. Dobijeni alat
mozZe se iskoristiti i u digitalnoj umetnosti — zanimljivost hiperbolicke geometrije, pomognuta
realisticnim izraCunom osvetljenja korisSéenjem rejtrejsing algoritma omogucava novi vid umetnickog
izraZzavanja.

Struktura klasa biblioteke HyperGeomlLib, kao i klasnih metoda i podataka, napravljena je sa ciljem
da bude lako prosiriva, tj. da se omoguéi jednostavno dodavanje nove funkcionalnosti biblioteke.
Pored toga, mogucée je iz biblioteke izdvojiti odredene grupe klasa i pomocu njih kreirati
jednostavnije biblioteke. Time je omoguceno koris¢enje cele HyperGeomLib biblioteke ili njenih
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delova i u drugim aplikacijama koje kao podlogu koriste Poenkareov sferni model hiperbolickog
prostora.

10.2 Daljirad

Do sada kreirana podrska za elemente rejtrejsing algoritma i vizualizacije 3D scena na racunaru je
dovoljna za ilustrovanje mogucénosti koriséenja rejtrejsing algoritma i u hiperbolickoj geometriji.
Pored toga, dobijene vizualizacije pokazuju da se mogu kreirati i realisticne slike 3D scena
neeuklidskih prostora. Medutim, jo$ uvek hiperbolicki rejtrejsing algoritam nije kompletiran, a dalji
razvoj algoritma ukljucuje dodavanje podrske za sledeée elemente:

e Anti-aliasing (eliminisanje nazubljenih ivica poligona)
e Podrska za teksturiranje objekata

e Podrska za animacije

e Podrska za prosSirene izvore svetlosti

e Podrska za renderovanje visokog dinamickog raspona.

Dodavanjem navedenih elemenata moguénosti hiperboli¢kog rejtrejsing algoritma postale bi jednake
moguénostima koje poseduju napredne verzije euklidskog rejtrejsing algoritma. Najpoznatije
aplikacije za vizualizaciju rejtrejsing algoritmom u euklidskom prostoru (3D Studio, Maya, Lightwave,
POV-Ray, ...) bazirane su upravo na tim elementima za definisanje 3D scene i rejtrejsing algoritma.

U poglavlju 5.3.1 predstavljene su neke ideje za paralelizaciju rejtrejsing algoritma u euklidskom
prostoru. Na slican nacin moguce je kreirati i paralelnu implementaciju hiperbolickog rejtrejsing
algoritma. Cilj paralelizacije je ubrzavanje rada algoritma koristeci ¢injenicu da je pracenje raznih
primarnih zraka u algoritmu nezavisno, a s obzirom na to da je prezentovana implementacija
hiperbolickog rejtrejsinga relativno racunski neefikasna, ubrzavanje paralelizacijom bi drasti¢no
smanjilo vreme neophodno za dizajniranje novih scena i renderovanje odgovarajuéih slika.

Za uspesSno prikazivanje sveta koji nas okruZuje na racunaru neophodno je ovladati i fizickim
osobinama kretanja objekata u prostoru i prostiranja talasa, narocito prostoranja zvuka, a slicno vazi
i u hiperbolickoj geometriji. U buduénosti paznju treba posvetiti kreiranju okruZzenja koje omogucdava
precizno definisanje prostornih odnosa u sceni, kao i kretanja objekata i prostiranja zvuka koji
postuju zakone hiperboli¢kog prostora, Sto kao krajnji rezultat daje animacije visokog kvaliteta slike i
zvuka. Nije teSko zamisliti i filmske sekvence ili racunarske igre u kojima se kompletna radnja odvija u
hiperbolickom prostoru.

Inherentna kompleksnost Poenkareovog sfernog modela i neprilagodenost tog modela kreiranju
vizualizacija na racunaru znacajna je prepreka daljem proSirivanju postojece verzije hiperbolickog
rejtrejsing algoritma. Stoga se paZnja moZe posvetiti i kreiranju hiperbolic¢kih vizualizacija u nekom
od projektivnih modela hiperbolickog prostora (npr. u Klajnovom sfernom modelu). U glavi 9 ukratko
su opisani rezultati na polju vizualizacije hiperbolicke geometrije u projektivnim modelima. Ti
rezultati mogu se iskoristiti za kreiranje verzija rejtrejsing algoritma koji bi se po brzini rada
izjednacili sa najbrzim verzijama euklidskog rejtrejsing algoritma. S obzirom na to da modifikacije
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koje je neophodno izvrsiti nad euklidskim rejtrejsing algoritmom, u cilju prilagodavanja projektivnom
modelu hiperbolicke ili elipticke geometrije, nisu obimne i komplikovane, moZe se zamisliti
rejtrejsing sistem u kojem je moguce koristiti proizvoljnu geometriju, uz sve napredne efekte koje
moderni rejtrejsing algoritmi ukljucuju prilikom kreiranja scene.
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Dodatak A. Primer ulazne datoteke

Globals {

recursion_depth = 1;
resolution = (1200,1200);
window_size = (0.15,0.15);
net_type = 0;

to = (0,0,0.1);

background = (0,0,0);
ambient = (0.1,0.1,0.1);

}

BRDFs {
ambient = (0.4,0.8,0.4),
diffuse = (0.4,0.8,0.4),
specular = (0.7,0.7,0.7),
alpha = 0.6,
trans = 0.3,
shininess = 50,
refraction = 1;
ambient = (0.8,0.5,0.3),
diffuse = (0.8,0.5,0.3),
specular = (0.7,0.7,0.7),
alpha = 0.6,
trans = 0.3,
shininess = 50,
refraction = 2.5;

}

Points {
(0,0,0);
(0,0,0.16);
(0.1,0,0);
(0.07071067811865,0.07071067811865,0) ;
(0,0.1,0);
(-9.07071067811865,0.07071067811865,0) ;
(-0.1,0,0);
(-0.07071067811865,-0.07071067811865,0) ;
(0,-0.1,0);
(0.07071067811865,-0.07071067811865,0) ;
(0,0,-0.1);
(0,0,0.1);

}

Lights {

%1, (0.35,0.35,0.35), (0.7,0.7,0.7);
%4, (0.35,0.35,0.35), (0.7,0.7,0.7);
%6, (0.35,0.35,0.35), (0.7,0.7,0.7);
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%7, (O.
%9, (O.

Objects {
Sphere
Sphere
Sphere
Sphere
Sphere
Sphere
Sphere
Sphere
Sphere
Sphere

Transformations {

35,0.35,0.
35,0.35,0.
%3, 0.05,
%4, 0.05,
%5, 0.05,
%6, 0.05,
%7, 0.05,
%8, 0.05,
%9, 0.05,

35),
35),

#1;
#1;
#1;
#1;
#1;
#1;
#1;

%10, 0.05, #1;
%11, 0.05, #1;
%12, 0.05, #1;
Dodecahedron 0.045, #2;

hline (%1,%2);
hline (%1,%5);

%1->Rotate(%2,-0.
%2->Rotate(%2,-0.
%3->Rotate(%2,-0.
%4->Rotate(%2,-0.
%5->Rotate(%2,-0.
%6->Rotate(%2,-0.
%7->Rotate(%2,-0.
%8->Rotate(%2,-0.
%9->Rotate(%2,-0.

7);
7);
7);
7);
7);
7);
7);
7);
7);

%10->Rotate(%2,-0.7);

%1->Translate(%1);
%2->Translate(%1);
%3->Translate(%1);
%4->Translate(%1);
%5->Translate(%1);
%6->Translate(%1);
%7->Translate(%1);
%8->Translate(%1);
%9->Translate(%1);
%10->Translate(%1);
%11->Translate(%1);

(0.7,0.7,0.7);
(0.7,0.7,0.7);
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Slika 45: izgled scene opisane datom ulaznom datotekom
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