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0. PREDGOVOR

Mnoge fizicke pojave se mogu oplsati parcijalnim diferen-

.- - P

cijalnim Jednacirama,pa metodi za .., ..., . Sl SRR
vanje dobijaju sve znacajnije mjesto u savremenou numer;umuj
analizi.U.metode Kojl se najcesce koriste spadaju metod kona-
dnih razlika (metod mre?a) i metod konaénih elemenata.Ono
3to je zéjedniéko za oba ta metoda je to da njihovo koriste-
nje dovodi do-sistema algebarskih jednacdina,Odredjene speci-
fic¢nosti tih sistema zahtijevaju koriStenje specijalnih meto-
da za njihovo rjesavanje koji ¢e uzimati u obzir karakteristi-
ke tih sistema i omoguciti nala”enje rjesenja sa upotrebom

i
manjeg broja racunskih operacija u poredjenju sa opStim meto-
dima linearne algebre.Sa pojavom ralunara va®no mjesto madju
tim specijalnim metodima dobili su iterscioni metodi (vidjeti
(25,26,45] ).U poCetku su se oni kdristili SZMO Za rjesavanje
sistema sa regularnom matricom,da bi kasnije bili koristeni
za rjesavanje singularnih,kako saglasnih tako i nesaglasninh,
a takodje 1 sistema sa pravougaonom matricom (vidjeti[361),
Razlic¢iti iteracioni metodi se medjusobno uporedjuju po efi-
kasnosti, tj. po faktorima konvergencije i po broju radunskih
operacija potrebnih da se norma greske (ili ostatka) smanji
odredjen broj (€-4) puta.Pokazalo se d= je najefikasniji me-
tod za rjesavanje mresnih jednacdina metod premjenljivih pra-
vacd za KOJjl Je broj potrebnih racdanskih operacija jednak
O ™Mb ey ,t5.ONUmNine" s gdje je N* - broj ne-

POZnutlh. 311 1 za taj metod je potreban velik broj radunskih
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operacija kadz je . melo.U "elji da se dobije ekonomidan me-
tod 2za Kojl ce potreban broj operacija biti proporcionalan
sa bfojem'nepoznatih,Fedorenko je 1961,.godine (vidjeti [58})
precivzio jedan iteraciont el e w0l g L Lood Padnsk
O¢N™¥n £°%y .Tek ce 8o-ih godina Fedorenkova 1deja D.ti znd-
cajnije iskoriétena sto ce dovesti do pojave mnogostepenih ili
visemre’nih metoda (multilevel,multigrid methods),éija se ideja
sastoji'u koristenju veceg broja mre?a i kombinovanju klasicnih
iteracionin metoda sa dobrim glacdajucim svojstvima i kfupno-
-mrezne korekcije.Pokazalo se da ti metodi imaju faktor kon-
vergencije koji ne zavisi od diskretizacionog parametra {u
zbog Cega su oni vrlo brzi,a da je potreban broj radunskih
operaclja proporcionalan broju nepoznatih,sto ove metode &ini
Aasimptotski optimalnim iteracionim metodima,T pored ovin predno-
sti u odnosu na klasicne iteracione metode,cvaj metcd se jos
uvljek ne koristi dovoljno u praksi na 3to utile mo%dz i slo-
zenost strukture jednog iteracionog kruga u poredjenju sa kru-
gom klasicnih metoda,Osim toga,ovaj metod je jos uvijek nepo-
znat U sirim krugovima,pogotovu onim in’enjerskim.Za sada ne
postojl ni jedna knjiga koja bi na pristupadan nalin govorila
0 ovom metodu.Ustaje jedinz mogucnost za upoznavanjem koriste-
njem nekih osnovnih radova (vidjetil6,7,10,24]).
U Kelnu je 1981,g5. odr?anz konferencijs posvecena ovom metodu
roslije koje Je objavljen zbornik radov: 3to je ostavilo velik
trag i uticalo na sve vece interesovanje za ovaj metod.
U prvo] polovini 1985.g. Je u ‘merici odr¥anz druga konfera-

neijaste je znak da je ovaj metod 1 sire prihvacen.



7a sida se mnogostepeni metodli uspjesno primjenjuju zz riesa-
vanje eliptickih jednacina,za probleme sopstvenih vrijednosti
i gadatke bifurkacije,parabolidke i integralne jednaline,

Ovaj rad se bavi anzlizou BnopCsH ouges.cn LeTuus o rjesavanie
singularnih samokonjugovanih eliptickih zadataka,pri cemu se
ti zadaci-tretiraju kao nekorektni,te se prethodndo vrsi nji-
hova regulariéacija u smislu Tihonova,

Rad Je ﬁodijeljen na 5 glava,

U ﬁryoj glavi su definisani eliptidki granidéni zadaci (klasi-
&na i varijaciona formulacija),uvedene oznake i funkcionalni
prostori koji ce se kasnije koristiti,Javedeni su 1 glavni
metodi za pribli¥no rjesavanje eliptickih graniénin zadataka-
- nmetod konaénih rzzlika i metod konadnih elemenata,

Druga glava je posvecena kKlasicnim iteracionim metedjmauﬂ?a_
zzno je na osnovnl nedostatzk ovih metods pri koristenju za
rjesavanje mre“nih i.konaéno-elementnih jednaZina - spora
konvergenciju i velik raclunski posao zbog zavisnosti fakto-

r: konvergencije od diskretizacionog parametr:c .

U treco] glavi Je opisan mnogostepenl iteracioni metod - asim-
ototski optimalan iteracioni metod.Za njegovu primjena se sta-
1no pretpostaviiale da posmatrani zadatsak 1ma jJedinsiveno rje-
senje,tj. d& nula nije talk: spektraz operatorz zadatka,

Glavni rermlitati su o glavama 4 105,

Vrieci konzino-2lementnu aproksimaciju s mokKeajugmovenih,nens-—
sativno odredjenih eliptidkih granicnih zadatzka,dobijamo sin-
gularne sisteme alcebarskih jednacina,Fosto su to nekorekino

rostavljeni zadaci,za njihovo rjesavanje se koristi Tihonovljewv
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metod regularizacije.,Z%a rjesavanje dobijenog sistema je formi-
ran jedan regularigzacioni algoritam koji 1idi na uproscenu
regularizaciju.Tako se dobija regularizovani sistem za ¢éije

se rjesavanje RKoristi muogostepend 1l¢.oGilie _ Lol dula, oo
kazanz je Konvergencija te procedure nezavisno od diskreti-
zacionog ﬁarametra %:,a takodje je dokazano da Je ukupan ra-
cunski posac proporcionalan broju nepozanatih.Pos5to se zbog
koriﬁteﬁja mnogostepenog metoda vrsi formiranje i rjeéavénje
sistema na raznim stepenima koji imaju oblik regularizovanog
sistema,predlozena Su ava na¢ina za izbor parametara regula-

rizaclje na svakom stepenu,

Banjaluka, novembra 1985, M, V.Celic



1.ELIPTICKI GRANICNI ZADACTI I METODI ZA

NJIHOVO PRIBLIZNO RJESAVARJE
1.7, Osnovni pojmcvi 1 oznake

Neka je Qe R’ proizvoljna ogranidena, jednostruko pove-
zana oblast,0(e njena granica 1 Q=Quuoas .
Neka funkcija Wwsm(xa,Xq, -,%q) unutar oblasti S zadovolja-

va jednacinu

L1 ™
(1) LUE-Z%{(ﬂij%)+E%£§%+Cu=S—,
J , <

a na granici 9% jedan od granicénih uslova

) n au -‘
(%) (gﬁ sowy =l Y—a"j‘é;’- Cos VXY + T dgg, =0,
YEA J

Sa v - smo oznafili speljnu normalu na granicu O8L .,
zadatak (1)-(2) nazivamo prvim granidnim ili Dirichlet-ovim,
a zadatak (1)-(3) trecim granidénim zadatkom ako Jje &¢0 ,i
drugim granic¢nim ili Neumann-ovim zadatkom ako jJje 6=0,
Koeficijenti Qg , bs ,c 16 su funkeije od m=ﬂmﬂ\x1)“";mn‘3 .
Smatracemo da Je 1lspunjen uslov eliptidnosti,t). da postoji
konstanta Coyo0 takﬁra da za sve realne ‘rjrojeve gﬂ,g,_,....,g..h ;
koji nisu svi jednaki nuli,u svakoj tacki x € G2 ,vazl neje-
dnakost

o ~
(4) o < Co ;3: $ i%ﬂﬂg EA 31'_ .
U slucaju kada su koeficijenti jednacine oy, b, ¢ 1 desna
strana ¥ dovoljno glatke funkecije, funkeija weCeaanCedn

koja u oblasti S <zadovoljava jednacinu (1),a na granici SS
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neki od granicnih uslova (2)-(3),se naziva klasidénim rjeSe-
njem DdgovaraquBg granicnog zadatka (vidjeti [18,32,33,37] ).
C e je standardna oznaka za prostor svih x puta nepre-
kidnc diferencijabilnih na S funkelija.dorma u SRy se
definise jednakosScu

RN o~ = wmox i\D“’w\n\ .
VI ET D —
X1 I TR

gdje Je = (diaydg,ensdn) gl SU nenegativni cijeli brojevi,
lll=s da+dartdn , D (x)= My , DUexy oznadava parcijalni

izvod reda tal,t].

14}
D*U('I.) = - a U .

o
Bacﬂ““. oxy

Pri tome je C°¢S2y = CcQy.
Sz -aG2Yy <cemo oznadavati prostor svih mjerljivih na §2
funkeija koje su na S integrabilne zajedno sa svojim kva-

dratom,U tom prostoru se norma definise sa

A7

nug=( Vurax ) .
c

- . o
Cesto cemo stavljati L.mC§E)=‘*(§l) , 2 uvedenu normu 4-i
cemo ponekad oznadavati 1 s3a W-lie .

Prostor L.a¢S2y je Hilbert-ov za skalarni proizvvd

Za ol el 5Tej w4 Cemo sa ii"Eggw sznacavati prostore So-
boljeva reda m ,To su prostori koji se sastoje od svih fun-
kceija iz L ,(fRY koje imaju sve uopstene izvode do reda m
zakljucno,koji su takodje integrabilni na S zajedno sz

svojim kvadratima (vidjeti 115,33%]).



Ako sa DSy oznadimo prcstor beskonacne puta diferenci-
jabilnih na S22 funkcija sa kompaktnim nosacem u S ,kale-
mo da je funkcija Due L,y uopsteni izvod funkeije u

redz i} akc ¢

r & R ._:'-"'Jl r ) 2k - — — “ {'ﬁ , _—
jD L}-{d:ﬁ: =S J&LDT'&_}_ IEECHENCA - ,1@' ie...-,,_-f-g_ -
S

a
(vidjeti L311).
Norma u H <) se definiSe jednakodcu

| Ar2
Wbt = ( i S\D*U.\id?t)

1drem S
Prostori HT(Q) su Hilbert-ovi prostori za skalarne proi-

zvode

(U = 1 (D, D).

LT
Koristicemo 1 prostore

Ho (= Desad s
gdje se zatvaranje uzima u smislu norme H-fm .

PridruZimo jednadini (1) integralni identitet

Ju 3v b, 25 ouy \rdx + Yeuvdw = S'&Vdm ’
(5) SOHU ij Xy Cl‘:l.‘. N ixA gé‘ S S
ri"‘ 2]

gdje Je v proizvoijna glatka funkcija jednaka nuli na gra-
nici 9% oblasti St ,Ako je ue) npr. dva puta neprekidno
diferencijabilna funkecija u s ,1 ako su svi koeficijenti
jednadine (1) glatke funkecije,lako se pokazuje da su jednai-
kosti (1) 1 (5) za tu funkciju ekvivalentne a1i,(%5) ima smi-
six 1 ozaz funkeiju W koja ima izvods sz2me prvaog Lo L2
a¢gsbe, ¢ 1§ koje nisu diferencijabilne funkei je,

lzraz Soﬁau SV dx

Y x; 3. ima smislz za sve funkcije w 1 v iz

prostorz HWERY [pa (5) va®i ne samo za sve funkeije we D)

L] > hy &
e 1 za sve funkelje ve Ho (),



U vezl sa ovim se uvodi pojam uopstenog rjesenja {(v.[32,33,371).
Funkcija We€ H'Q) se naziva wopstenim rjesenjem granicnog
zadatka (1)-(2) za $e€l.(2) ,ako ona zadovoljava (5) zu sve
funkeije V€ Ha(R) i granicéni uslov (2),pri cemu se jednu-
kost u tom granifnom uslovu podrazumijeva u smislu triga (v.[37D
Funkcija M€ H%) se naziva uopstenim rjesenjem granifnog

zadatka (1)-(3) za -S-ELz.CQ) ,ako za nju vaivi -

M AV M dS= (vdxe , vEH" (Q)
(5") S[ E.:,Q"U'au A l‘:B v veuv Jdux +a§?_6‘uv S§

) ellptlcke granicne zadatke se osim formulac13e (1)~(2)

S ili (1)-(3) koristi i varijaciona formulacija (v.[8,18,221):
naci funkciju M€V tako da je

(6) AU = ¢S,V za sve ve€V

gdje je V= He(&) u sludaju prvog i V=HSD) o slucaju
drugog i treceg granicnog zadatka,a sa a(r3-): VeV R je

oznacena bilinearna forma
au ov ,_7:{, .\y?cmr]d-x.

dx; 9%y 1

(7) vy = 3T T i
Q iu'l‘l
koja odgovara operatoru = iz (1) za prvi i drugi graniéni

zadatak,dok Jje u sluéaju treueg granicnog zadatka

(7°) oW = S\‘. T oI5 5 + L b Qi*-amcmrjdm ¢ SSuvds
"ﬁ'“ x5 iwma L Y an

- Govoricemo da ;]e bilinearna forma @<+, simetriéna ko je
Al V) =ar,un za sve a,ve V.
Bilinearna forma o C-»+) je pozitivna axo Je
Q(_u,u))ﬁ 723 8Ve LL_G:V 031m oo W=,
nenegativna 111 nenegativne odredjena ako jJe

Cl(_u,u) QO Za 3ve u.(:\\/}

i pozltivno odredjena ili V -eliptidn: o jo



SU vezi sa ovim se uvodl pojam nopsienog rjesenja (vidjeti
' [32,3%,371)-

- Funkelja we%RY se naziva uopsteninm rje%e%jem granid-~
cog wadatka (1)-{2} ua Telalty ,ake ona 27 o liava (9)

za ave funkecije V< Motbe) 1 graniéni uslov (<, prl Cemu s
jednakosf u tom granicnam usiova podragumi jeva u ‘smislu t%aga
(vidjeti £371),

Fuﬁkcijé « €« Ry se naziva nopstenim rjesenjem granic-
nog zadatka (1)-—-(3) zZa %eLa_t:Q“s,zikc za niw vazi (%) za

sve funkcije v eHcquy ‘*

7a eliptidke granilne zadatke se osim formulaclije obhlika
(1)=-{2) 11i (1)~(3) koristi 1 wvarijacionz(slaba) formulaci-
ja (vidjeti (8,18,221):

gacl funkelju U«E'-_V tako da jJe

(6) Acu,w) = (§,v) za sve V&V,

gdje Je V= o2y u slufaju prvog i V= H(S2Y  u sludaju
drugog i treceg granidnog zadatka,a sa oty )V Vo R Je

oznadcena bilinearna forma

" o
| 24 2 .94 v 4 cuy Jdx
(7) a(u;&)s SL%Q‘JQIj ai:-'-‘.; + ;b‘ E‘E‘r
Q' B
ko3ja odgovara diferencijalrom operatorn L iz (1),

covoricema da je bilinearna forma o ¢»-) simetrilna ako Je

QLU ) = KT Za SVE u,-u'e\/.
Rilinearna Torma Q)  dje positivre k¢ e
QLB Y YO za sve MeV 08im za W=gQ,

nenegativna 111 nenegativno odredjena ako Je
NIRRT e za sve MEV,

i pozitivno odredjena  1li VW -~eliptitns ako je



A

Q. QU LY Y o AR, z3 sve MeV,

gdje je &yo 1 WiWy - norma u prostoru V ,
7za operator L. ka%emo da je samokonjugovan ako je

AR A Y i,a)'!...-:.::";
za sve funkclije Ww,v 1z obiasil definisanodsil upelatuia io.
sko je L. samokonjugovan, bice odgovarajuca bilinearna fo;
rma <Q¢.,.) simetricdna,
Operator L je pozitivan ako je (Lu,u)vyo za sve funkci-
je w¥o 1z oblasti definisanosti oﬁeratora L. ,nenegativan
ili nenegativno odredjen ako je (Lu,mY%0 za sve m i pozi-
tivno odredjen ako je (L ,m) ydumu-, 4r0.
Posto cemo se mi baviti elipticCkim zadzcima sa nenegativno
odredjenim operatorima,primjetimo da ce njima odgovarati
nenegativno odredjena bilinearna forma,
Skup

ker L = i uzol
cemo zvati Jjezgrom operatora \. ,
M1 cemo se u ovom radu baviti szamokonjugovanim eliptidkim
granicénim zadacima kojima odgovara varijaciona (slaba) for-
mulacija 6blika (6) sz simetridnom bilinearnom formom ac-,-).
Pokazuje se da je u tom slucdsju zadatek (6) ekvivalentan
ekstremalnom zadxtku
naci meV tako da e

J(LL“]: Lm-&-jtﬂ') "
wreV

. . T . . . . .
gdje je J: V—= K linearni funkcional definisan sa

J@y = agn,vy - ack,vo.



Ako je bilinearna forma Q«¢.,-> neprekidna i \/ -elipticna,
tj. ako postoJi d4>y0 tako da jJe
| QA (Vv Y d«\\\f\\: za 8ve VF_V,

a linearna forma Xw)=C(¥,¥) neprekidna, tada zadatak (G} imna
jedinstveno rjesenje,sto je sadr7a] Lax-Milgram-ovog tvrdje-
nja (vidjeti [8,221). '

\/ ~elipticnost bilinearne forme povliali njenu pozitivnu
odredjenost,Mi cemo razmatratl samokonjugovane,nenegztivno
odredjene granicne gzadatke kojima ce odgovarati slaba for-
mulacija oblika (6) sa simetric¢nom i nenegativno odredjenom
bilinearnom formom, Takvi zadaci ne zadovoljavaju uslove
Lax-Milgram-ovog tvrdjenja ,pa oni ne moraju za sve funkei-
je £ 1imati rjesenje,a ako ga budu imali,ono nece biti je-
dinstveno,Ti zadaci c¢e imati rjesenje zko je fuﬁknija.-?
ortogonalnza nza jezgro odgovarajuceg oreratora L.,pri cemu

se ortogonalnost podrazumijeva u smisliu L,-~skalarnog pro-
izvoda(vidjeti [1,2]).T0 cemo uvijek pretpostavlijati.,Ako je
ker L # 10} , zadatak je_singularaﬁ i on ce imati beskonacno
mnogo rjesenja,Iz tog skupa se na jedinstven nadin izdvaja
rijesenje kKoje Je ortogonalno nzskup kerl .To ce biti rje-

senje sa minimalnom \-q -normom.Baviceno se odredjivanjem apro-

ksimacije bas tog rjesenja,
1.2, Metod kcnacdénih ragzliks

Jedan od vrle rasprostranjenih metcda za pribli®no rjesava-

nje granicnih zadataka za parcijalne diferencijalne jedna-



dine,pa samim tim 1 za elipticke graniéne zadatke,je metod
konaé¢nih razlika ili metod mre®a (vidjeti [9,35,471).
Osnovna ideja ovog metoda se sastoji u prelasku od diferen-
cijaine jednacine na njen diferencijski analopg - diferenci -
jsku semu.Da bl se mogla napisati ta diferencijska sema pu-
trebno jé:
1.zamljJenlti oblast neprekidne promjene argimenta oblaScu
njegove-diskretne promjene,
2.zamijeniti diferencijalni operator nekim diferencijskim
operatorom,a takodje formulisati diferencijski analog za
granicne uslove. ‘
U nasem slucaju ovo znadi da se oblast S& u kojoj je zadana
jednacCina (1) zamjenjuje oblascu S24 od konadno mMnogo ta;
Czka koja se nagiva mre’om.Za ostvarenje drugog zahtieva
treba sve parcijalne igzvode zamijeniti kolidnicima razlika.
PO ostvarenju ove procedure dolazimo do diskretnog elipti-
ckog granicnog zadatka kojeg cemo zapisati u obliku opera-
- torske Jednacine

!-LHL=§L .
Taj zadatak u stvari predstavlija sistem linearnih algebar-
skih jednacina,pa se zadatak pribli®no:z rjesavanja polaznog
eliptickog graniénog zadatka svodi na cdredjivanje rjesenja
dobiienog sistema jednacina.Poslije ostvarenog prelaska na
dlferencijski zadatak treba provjeriti d= 1i i u kom smislu
diferencijski zadatak aproksimira diferencijalni,te da 11
1 u kom smislu rjesenje prvog konvergira ka rjedsenju dru-
§0g zaditka.Mi se u ovom radu necemo interesovati za te pro-

bleme,vec cemo p2®nju posvetiti problesima vezanim za efek-



fivno rjesavanje sistema dobijenlih diskretlzacijom nepre-
kidnih graniénih zadataka.Cesto se za algebarske jednaline
dobijene primjenom metoda mreza kKoristi i naziv mre”ne je-

dnacine {(vidjeti [451]).
1.3, Metod konadnih elemenata

Uz metoﬁ konacinih razlika,néjéeéce.koriééen metod za numeri-
cko rjesavanje granic¢nih zadataka za parcijalne diferencija-
lne jednacine je metod konacénih elemenata,Specijalno,za rje-
savanje eliptickih granicénih zadataka taj metod pokazuje i
neke prednosti u odnosu na metod konacnih razlika,

Metod konzacnin elemenata je u susdtini varijzcioni metod
(vidieti [22,4&,36]) 1 za njegovu primjenu se¢ Koristi vari-
jaciona (sleaba) formulacija granicnog zadatkz, Tjega karakte-
risu sljedecz svojstva:

i.0blast u kojo] se rjesava zadatak se dijeli na podoblasti
'ili konacne elemente,

Z.nepoznata funkcija se aproksimira funkecijama specijalnog
oblika na svakom konzénom elementu,pa  samim tim i na cije-
i0j oblasti,

3.ta aproksinacija se stavlja u jednacinu koja nredstavlja

LY

varijacionu {slzbu) formulaciju polaznog zadatka,sto dovo-
di do sistern. jednacina u kojima se kao nepoznate velicine
Javlijaju parametri aproksimacije ¢ijim odredjivénjem do-
bijamo pribli“no rjesenje nolaznog zad. tka,

Najcesce se u dvodimenzionom slucdaju vrsi trijangulacija



oblasti §& ,tj. ta oblast se dijeli na trouglove,dok se
nepoznata funkcija na tim trouglovima aproksimira polino-
mima,Posmatrano na cijeloj oblasti,nepoznata funkcija se

aproksimira funkcljama kojJz su dio po dio polinomi.Mi cemo

za aproksimaciju Koristiti polinome prvog stepena, tj., 1i-

nearne kdnaéne elemente.Pretpostavlja se da u prostoru fu-

nkcija koje su dio pc dio polinomi odredjencg stepena,postoji

baza odrfunkcija kKoje imaju '"male" nosace,

Koristeci metod konacnih elemenata;zadatak oblika (6) koji
rjesava u prostoru V se zamjenjuje zadatkom :

naci Wy € Vo tako da Je |

(8) Qe wp) = (5,0 ). za sve Ve eV .

gaje Jje Vi, konadnodimenzioni potprostor prostora V koji
sastojl od funkcija koje su dio po dio polinomi odred;jenoz
stepena.Za ta] prostor se koristi i naziv prostor konadnih
elemenata,

Raznim trijangulacijama T& oblasti S ce odgdvarati ra-
-znl prostori konacnih elemenata Vi, ,& svakom tom prostoru
diskretni zadatak oblika (8). |

Ako Jje data baza {\P:”pf:',.._.,‘?;f“l prostora Vg ,gdie je
N = dim V4, ,rjesenje zadatka (8) tra®imo u obliku

(9) Mg, = Ni u.:ﬁf-' .

ixq

SEe

S€

gdje su My nepoznati koeficijenti.Da bismo odredili te koe-

ficijente,uvrstavamo to rjesenje u (8) odakie,stavliajuci

&L . L . . ‘.
VY =My 5 §J=4,2,.. N ,dobijano sistem jednalina

N
ot ¢ .
(10) VI:QL\?‘_-,LPJ-)"«L,:z(.‘S',\fj), j5 Ay, N

1z



O

Rjesavanjem ovog sistema odredjujemo nepoznate koeficijente
5to nam omogucava da koristenjem (9) dobijemo rjeSenje za-
datka (Bj,koje predstavl ja aproksimaciju rjesenja zadatka (6),
Buduci da je broj N obidno velik,zbog kolidiue raiunshkog po-
sla potrebnog za rjesavanje sistema (10),poZeljno je da ma-
trica tog sistema bude $to rjedja,tj. d2 bude 5to manji broj
elemenata te matrice.koji su razliciti od nule.To se posti-

7.e pogoﬁnim 1zborom baze prostora_VL Iz formule (7) za bi-
linearnu formu a<¢:,-) je Jasno da ce koeficijent a(‘??,‘?}')

biti jednak null kada Je mjera presjekz nosaca funkeija {E.i??

J
jednaka nuli,Zbog toga se za bazu prostora Vi biraju fun-
kcije sa malim nosaéima, tzv, finitne funkecije.Za jednadline

(10) dobijene primjenom metoda konadnin elemenata se kori-

)i

sti i1 naziv konacno-elementne jednzdinz,U ovom radua cemn se

baviti problemom rjesavanja konaicéno-elementnih jednadina,a
rezultate vezane za druge aspekte teorije konacnih elemena-
ta cemo direkitno Koristiti imajuci u vidu mnogobrojne knji-
_ge posvetene metodu konadnih elemenata (vidjeti U1,2,8, 23,

36,%8,43,44]),

porse Aot AR IR WATECTO PARA
o ' y i iTIp}
A T vh NIRRT A K ) 4
5;\ F&f_-‘i]w;_, P SRS B :“ ot
s i Jl v E S e A

5poll
RaTtym: _




o ITERACIONI METODI ZA RJESAVANJE VELIKIH

SISTEMA LINEARNIH JEDNACINA

Diskretizacijom elipticCkih granicnih zadataka-primjenom.
me toda kﬁnaénih razlika ili metoda konacnih elemenata se
dobijaju veliki.sistemi linearnih algebarskih jednacdina
koji se'najéeéce rjesavaju primjencm iteracionih metoda,

U ovo] glavi cemo navesti neke od najdesce koristenih ite-
racionih metoda,kako za sisteme sa regularnom, tako i za
sisteme sa singularnom matricom,kao i neke rezultate veza-

ne za brzinu konvergencije ovih metoda,

.1, Karakteristike sistema jednacina dobijenih primiencm

metoda konacénih razlika i konadnih elemenata

Za razliku od opstih sistema linearnih algebarskih jedna-
‘Cina, sistemi dobijeni primjenom metoda konadnih razlika i
konacnih elemenata imaju odredjene specifidnosti:

a) velik broj nepoznatih, b) broj nenultih elemenata matri-
ce je mall u poredjenju sa ukupnim brojem elemenata,

c) specifiénost mjesta na kojim se nalaze nenulti elementi,
d) velika razbacanost spektra.

U slucaju sistema sa simetridnom matricom karasKkteristika

d) znadi da sopstvene vrijednosti matrice pripadaju inte-

rvalu koji se neograniceno povecava kada narametar diskre-

tizacije fhac .



Ove specificnosti eliptickih mreznih i konacno-elementnih
jednaéina nameéu potrebu za primjenom ekonomidnih algori-
tama 2za ﬁjihovo numericko rjesavanje.Direktni metodi se

primjenjujﬁ, ali za vrlc usku klasu zadataka,Za rjesSavanje

ovakvih zadataka prednost imaju iteracioni metodi,

2.2, Pregled iteracionih metoda za rjeszvanje sistema

sa regularnom matricom

Neka Je primjenom nekog od metoda za pribliZno rjeéavaﬁje
eliptickih granicénih zadataka dobijen sistem jednadina
(1) Alﬂrb
sa regularnom matricom A (detA+#o ) koii treba rijesiti.
Za matricu A Cemo jos pretpostaviti dz je simetridna i
pozitivna(kao. operator),
U svakom iteracionom metodu se polazi cod ﬂeke pocetne apro-
ksimacije Mo rjesenja jednacine (1) i sukcesivno se odre-
djuju aproksimacijeLﬁhﬂtr“ﬁbﬂ%pﬂrgdje jeic-broj.iteracije.
Aproxksimaclja yy,, Se izrarava preko prethodnih aproksimaci-
Ja rekKurentnom formulom

Ban =Bl (Yo iy i)
gdje je Y« neka funkcija koja zavisi cd A ,d ik .
Iteracioni metod je reda m ako svaka sljedeca aproksimaci-
Ja zavisl samo od m prethodnih,t].

Misa = Fh(%u«m-&ﬁ1%h-m+;,-..}kﬁh‘) .
U praksi se najcesce koriste iteracioni metodi sa m=1 ili m=2.

Od i1zbora funkcije F« zavisi struktura iteracionih sema,

N



ako je ta funkcija linearna,za odgovarajuci iteracioni

metod se kaZe da je linearan,Metodi kod kojih funkcija

ne zavisi od k se nazivaju stacionarnim iteracionim metodima.
Mi cemo razmatrati linearne iteracione metode prvog reda

kojl se mogu napisati u kanonskom obliku

(2) | %L_éuu‘*ét +A%K={; , k=04 ... za Sve Yo

T wta

gdje je B - regularna matrica,k - broj iteracije, VsV, Vs, ~
- l1teracioni parametri, Uxy o .

Ako je B=E - jedinidna matrica,imacemo

(3) lﬂ!-\-l_gh &+ A%K =%, K:o}/t}... | Za Ssve %g -

Urean

U ovom slucaju se Meaa Odredjuje po eksplicitnoj formuli
Mean = M -Tuan ¢ Al -1,

pa govorimo o eksplicitnom iteracionom metodu,
U opstem sluéaju; za B# L, iteracioni metod je implicitans
za odredjivanje M« treba rijesiti jednalinu
(4) Bleen = Bl ~Tiss CAU -1 = D |, k=01,
pri Cemu je prirodan zahtjev da radunski posao potreban za
rjesavanje sistema Eu$nﬁ=§ﬁk bude manji od raéunskog pesla
potrebnog za rjeéavaﬁje sistema.(1).
Ako je poznato H e ,sukcesi%no odredjujemo Ma,M.,. .Iteracioni
metod ima smisla ako on konvergira, t). ako

M ~-Hi— 0 kada kx— o«
gdje jenqu;uE\“E'Gektorska norma koju cemo 1 ubuduce sia -
Ino koristiti, a 4 tadno rjesenje sistema (1).
Obicno se zadaje neka greska €70 (relativna greska M~ ME/ Tiko -4 i )

sa kojom je potrebno naci pribli®no rjesenje sistema (1), Pri



tome Se racunanje zavrsava kada je ispunjen uslov

Wi =Kl & E WMo M.
ovaj uslov je nepogodan za prakticénu provjeru jer je‘% ne-
poznat vektor, i1 on move biti zamijenjen uslovuin

(5) WMa =Ml SEhHs -Kip

gdje je U neka simetridna 1 pozitivna matrica,ﬁuuwdtDuﬁ;;,

a (UWWS=S;UJU17 skalarni proizvod dva vektora,Stavljajuci
npr. D =A? ,dobijamo |

MAYL -l € WA, - b,
Ova] uslov je pogodan za prakticnu primjenu,

Greskom k-te iteracije Cemo zvati razliku

fih:HKd% -
Greski odgovara jednadlina
3.'.1. &"}ﬂ. £
B = +"f:Hq TFAEIA=0 0T g Ye =1,

odakle dobi jamo

0dnosno
Fuan = Skant g 5 Smﬁ t-x ven BTVAL
Iskljucujuci %, ,%y¢.p,--.,%a , 1iMAMO 228 k=m~14
En = Vo 2o 5 Van =94 Sman---S25,.

Cdavde dobijamo | |

WEalp = AT Zo lp < P PR T TS 111 takp & QulZellp, Yoz Tallp |
Iteracioni proces cemo zavrsiti kada bude Qn <€ .
Azo Je wm=m(ynajmanji broj za koji je ispunjena neiednakost
Q.¢t& ,odnosno nejednakost (5),onda je ukupan broj racdu-
nskih operacija potrebnih za nalaZenje pribli’nog rjesenja

sistema (1) sa zadanom tadnoscu & jednak



k)

Qcey= z Q\c-.,

£Ex A

gdje Je Q- broj radunskih operacija potrebnih za racduna-
nje jedne iteraclije,tj. za rjesavanje sistema (4).Pretpo-
stavljajuci dz je Qyxq. 22 sve « ,dobijamo

Qeers meerg,, .
Ova] bro] se nastoji minimizirati,é to se postiZze odgovara-
jucim izborom matrice B i parametara Twesa u (2).
Uzimajuci B=E i Vwar=T ,dobijamo najjednostavniji itera-

cioni metod 2za rjesavanje (1),tzv. metod proste iteracije:

(6) 5“4{%"‘ + A%;:f') 5 k=0 A .
ili
(69 Hua = The +3% , gdje je T:=E-vA.

Postoje i druge varijante metoda proste iteracije.

Uzimajuci B“—'D=DUO~%A s Ukea =4 2za 8Ve x ,1iz (2) dobijamo

(7) D(%l-&&"%u\)ﬁ';\%h:% y ¥¥T0O. A, ..
111
(77) %leTkéthﬂ% > gdje je T=E-D'A.

Ovo je Jacobifjev iteracioni metod (vidjeti [25,26,45]).

Za B=D=diogA ,Tumsw za sve x,dobijamo Jacobi-jev

W ~metod
(8) L %H;: gl + Ahdw. -t 5, x=zom, ..
111
Lt - | Chuih I
(8’) %v.h:T}éKﬁ-Lqub 5 gdje je l:E_u_lb A\ .

U praksi se cCesto koristi 1 Gauss-Seidel-ov iteracioni me-
ted,1 to u jednoj od dvije forme
(9) ( D fA?)(-%w+q - %\LJ * A!‘éu -_-‘i y R=0 A L

(10) ( D ﬁ'f:\;‘)tl}%h'ﬁﬂ-—- i_j,,_; + HIAL ,_i_—_ . 0L,



koje se dobijaju iz (2) za Tweaz1 1 B=D+A" , odnosno B=D+ A,
gdje Je Ps*gornja trougaona, a A donja trougaona matrica sa
nulama na glavnoj dijagonali,a D je dijagonalna matrica
takc da jJe

A=A +DeA".
Iteracioﬁe seme (9) i (1o0) mogu biti napisane i u obliku
(97) %un'ﬂTlﬁ;*(D*A*)ﬂ% . . edje je T=E-(D+A*Y A,
(10”) | Mon = T + (D« A Y b gdje je T=E-CD+A Y AL
Stavljajuci u (2) B=D+rwA |, T,,.=w za sve x sdobijamo
metod relaksacije

(11 ) ( D +{..UA-) -‘:_é]l.'\-":-;%\‘__ + A%“ Z'ED N K‘:G)'ﬂ"t“'

>
ili

(117) Uray = T+ @ (D v Y | gdie je T=B-w(DeswAY" A,
7a w=4 ovo je Gauss-Seidelov metod (10),dok u slulaju wis
Koristimo naziv metod gornje relaksacije.

Svi navedeni primjeri iteracionih metoda predstavijaju pri-
mjere tzv, stacionarnih metoda kojima odgovara kandnski

zapls

(12) E) %KHT:%—E +AL&;=‘@: , k=o,a ...

sa regularnom matricom B,

U vezi sa konvergencijom tih metoda va~i

Teoremal, (vidjeti [45,46})
leka je A simetridna i pozitivna matrica reda 4 1 neka je
ispunjen uslov

".- Co s O n - I
(13) (B, %y 2 CAa =) i1 % 3t 7a SVE X € ik

Tada iteracioni metod (12) konvergira,tj.



1B A =i -Mb g —5 0 kada k—o . 4
ysiov (13) Jje dovoljan uslov konvergencije i on je pogodan
za praktiéno utvrdjivanje kada neki metod konvergira,
zapisujuci 1teracione metode U obilku
(14) Bueon = The v Ly
za neku ﬁatriou‘T i neki vektor £ ,moguce je formulisati

neophodan 1 dovoljan uslov konvergencije tog iteracionog

metoda,

Teorema 2., (vidjeti(25,26])
Iteracioni metod (14) konvergira ako i samo ako je
(15) QLT < 1y
gdje je Q(M=max{ini: ~ sopstvena vrijednostT) -spektralni

radijus matrice T , 0

S obzirom na (14),2a gresku ce va%iti formula

Frugnzs VE, = V2, y Fe=Me-H o,

pa ce metod (14)konvergirati kada je WTi<4 ,gdje je

uTﬂazig(T“‘T) -spektralna norma matrice | ,Uslov

' DT < A

Je-dovoljan,ali ne i'neoﬁhodan za konvergenciju iteraéionog
metoda (14). |

Primjenom ovih teorema Je moguce dokazati konvergenciju
razmatranih iteracionih metoda,

=1 retoda proste iteraéije (6) je B=% ,pa uzimajuci
obzir da je £ % A/iAL, imamo

. - A ¥ A v
R - X —_— - — —_— - - YO
EJ = =, - = AN b/, “A“A 2 A ¢ WA n )A

4 T . . : . Ly .
23 % 10 .Kako je za simetricénu pozitivnu matricu A

WAN = >y zmax{™: ™ sopstvena vrijednost Al ,metod proste

lteracije konvergira za sve vrijednosti T za kode G e
. | J J€



T < -;:-N -
3to se tice Jacobi-jevih metoda (7) i (8),pokazuje se d=a
ako konvérgira metod (7),tada Jacobi-jev w -metod konver-
gira za o<ws4 {vidjeti 1261).
U sludaju Gauss-Seidel-ovog metoda (9) je B=D+A%t=4,
pa Je |

B-SA-D+A-FA-DrAT-FTC(A +Dr AT =

S fpa SANA D,

odakle dobijamo ]

(CB-FAYX, x> = 2 (Dx,x) + 5 CCA-A)x,x) = 3 (Dx,x>+

| 1—-;-(A"'ac,m)---;-(A‘3‘-,m‘>=5{(_01,1\
jer Jje zbog simetrilnosti matrice A CATx x )= CA>x),
7bog pretpostavke da je matrica A pozitivna,bice i matrica D
pozitivna,sto se vidi iz uslova
( A3,3)=(D3,3)=au 3y yo tie aido K=, Ny

za g:(o,,..}g‘:,...)o P
Na osnovu .ovoga zakljulujemo da je za metod (9) ispunjen
“uslov konvergencije (13).I metod (10) tada konvergira,sto
se dokazuje analogno,
Konacno, za metod relaksacije je B=Drw A v=w , pa jé

B-ZA = DrwA -2 (A +DrA™) =

= (1- THYD + T CAT-A"),

cdakle dobijamo da je

T : o e N ) -t . eon -
(C% lA)d\)-L)—(l“j: )(_L'J-,‘-"n) > O 74 OQ‘-‘-"{'L+

Na taj nacin,u slucaju simetricne i pozitivne matrice A ,

metod relaksacije konvergira za sve o za kKoje je O<w<2.



b

sama ¢injenica da neki iteracioni metod kKonvergira nije
dovoljna da bi se sudilo o njegovoj pogodnosti za praktidnu
primjenu,Cilj je da se dobiju ekonomiéni iteracioni metodi.
radunski posao (<€) se mo¥e minimizirati ake se Diraga
iteracioni metodi koji brzo konvergiraju,tj. koji poslije
malog Broja lteracionih koraka m<¢ey dostizZu zadanu taénostec.
Na brzinu konvergencije metoda proste iteracije (6) se mo-
Ye uticati pogodnim izborom parametra T ,Pokazuje se da Je

u tom smislu optimalna vrijednost parametra T data sa

T = To =

2.
x’qﬁ-g?. 2

gdje su Y4 i Y2 ocjena odozdo najmanje i ocjena odozgo
najvece sopstvene vrijednosti matrice A respektivno

(vidjeti [45,46,47]).2& tako izabrani parametar ¥ se dobijs

ocjena

Dheen - Bl & QWAL - Ah,
gdje Je Q9= Il*ﬁl - faktor konvergencije,
Kako jJe

WM = K c( —) Ao - MW s
nejednakost

“%n -)Léh & ¢ h%o -kéii
ce bitl ispunjena za sve

Ty - A
w\nmgr>:%“e—k+fi.
C wm A

Za sisteme oblika (1) cdobijene diskretizacijom eriptidkin
granicnih gzadataka sa varametrom diskretizacije % je najde-
=L ~a

sce Ya=0Ca, *__,3"1:{;;; sPa Je u tim slucCajevima )0 B,

ra kako je za navedene metode 9.=0({*) ,ukupan broj radun-



skih operacija potrebnih za odredji%anje aproksimacije si-
stema (1) sa tadnodcu ¢ ce biti Qe)=0 " Ime ). Faktor kon-
vergencije q, metoda proste iteracije zavisi od % na slje-
de¢i nacin

q,= %—(3(&?3,
pa To znééi da ¢emo za male vrijednosti parametra % imati
vrlo sporu Konvergenciju,Pokazuje se da Gauss-Seidel-ov
me tod nééto brze konvergira (vidjeﬁi t26,45]),ali da je 1
ta konvergencija spora i da faktor konvergencije zavisi od
" na slidan nadin kao i kod metoda proste iteracije.Kod oba
ova metoda Je med» reda N* ,Taj broj se bitno smanjuje ako
se koristi metod relaksacije sa optimalnim relaksacionim
parametrom « (vidjeti{261).Pokazuje se da je u tom slulaju
pri rjesavanju mrezZnih i konafZno-elementnih jednacina
ey =0 Mgy 5, Qeey=0ch*mwe*y ,dok faktor konver-
gencije q na sljedeci nalin zavisi od diskretizacionog pa-
rametra &

qﬁeﬁ-CDC&)-

Istu brzinu konvergencije kao i1 metod relaksacije sa opti-
malnim relaksacionim parametrom «w ima 1 Richardson-ov metod

ﬁu‘*“q lé.t- + A%\'ﬂ. -':_EJ ) i‘-'—:C"-,"':"'

Tuvra

sa tzv, CebiSevljevskim izborom parametira “i.a (vidjetii45 , AT,
Ha kraju ovog pregleda iteracionih metoda za rjesavanje si-
Stema sa regularnom matricom dobijenih diskretizacijom eli-
ptickih granicénih zadataka,pomenimo i metod promjenljivih

s

pravaca Peaceman-Rachford-a (vidietil2o]),za koji jemw)y=Ud YAy,

. BT yoboey I=AL 0 —a s SR " ; X -
a Quey =07 A" 00, e preds tavlja povoljsanje cak 1



u odnosu na Richardson-ov i1 metod felaksaoije.
Zajednicki nedostatak svih navedenih metoda je zavisnost
broja nee) od parametra ¥ ,tj. zavisnost faktora konverge;
ncije q od broja %J,gdge Je 4, faktor smanjenjus greske na
jednom iteracionom koraku

WEtlip €QUELbp,
gdje je © neka simetrina-i pozitivna matrica.
Postavija se pitanje odredjivanja iteracionog metoda kod
koga fak tor konvergencije nece zavisiti od diskretizacionog

parametra .

2.5.Iteracioni metodi za rjesavanje sistema sa

singularnom matricom

Iteracioni metodi su se u pocetku primjenjivali samo za
rjeSavanje regularnih sistema jednadina,Jedan od prvih koji
je poceo koristiti iteracione metode za rjeSavanije singula-
- rnih linearnih sistema bio je H.B.Keller (vidjeti[131).0n je
prvi 1 formulisao neophodan i dovoljan uslov konvergencije
iferacionih metoda za singularne sisteme,koji je kasnije

preformulisan u terminima spektralnog radijusa,

Teorema3, (vidjeti (16,211)
Yeophodan i dovoljan uslov za Konvergenciju iteracionog
procesa
Uy, = TL(;'.,_ + L
Za rjesavanjé singularnih linearnih sistema je

S)C.T'.'J £ 4



pri demu,ako je moduo neke sopstvene vrijednosti » jednak a,

tada je =4 1 to jJe prost pol rezolventnog operatora

A

RcrTy=¢crE-Ty .

posmatracemo sistem linearnih algebharskih jednacCina
(16) _ - Ay=b
sa simetricéném,nenegativno odredjénom matricom Areda N ,za
koju je. detA=o ,U podetku cemo pretpostavlijati da je taj
sistem saglasan,tj. da ima rjesenja,.Uslov singularnosti
matrice A znaci da sistem AyY=o0 ima i1 neko nenulto rjeSenje.
Sa kerA cemo oznalavati jezgro matrice A ,tj.
kerA={yeR™: Ay=o},

a sa ¢mA skup vektora oblika w=Axg, t].

G A =iue R u=Ayza neko yeRM!
S obzirom na ove oznake i simetridnost matrice A ,va’i slje-
dece razlaganje |
(17) RY: her A © i A
Ovo znadi da se svaki vektor 4€R" moZ%e predstaviti u
obliku Vq«-g ,gdje je Qeﬁ&w’-\ y M€ e AL (%,%‘}zo.
Uslov saglasnosti sistema (16) znadi da Heim A ,tj. da je
vektor b ortogonalan na potprostor %érfﬁ .Rjeéenje siste-
ma (16) sa minimalnom normom je jedinstveno i njega cemo
zvati normalnim rjesenjem,To ce biti rjeSenje %ﬁ=%+7ig*
Zija je komponenta [> iz fer h jednaka nuii,tj,JE*ﬁﬂﬁuﬁ;é
Za rjesavanje sistema (16) mo%emo koristiti iteracionu pro-

ceduru

(18) B %“}: e Algr=b,kso,n,.,

3 24 SVE" %n ]



A
N

gije je B - simetriéna i pozitivno odredjena matrica,U —ite—-

racioni parametar,

Teorema 4, (vidjetiL391)
IJteracioni proces (18) sa parametrom
(19) _ pG:xq"rKl ®

gdjé je ¥a?® - ocjena odozdo najmanje nenulte,a ?12?54 -

. . - . . . . -~ 412 -2
-ocjenz odozgo najvece sopstvene vrijednosti matrice C=B AL,

(20) %= ¥>+
ka jednom od rjesenja sistema (16) odredjenom poletnom ite-
racijom Mo .

Dok a z,

Iteracioni proces (18) se mo¥e predstaviti u obliku

11

(21) E‘*‘fﬁ"m‘meu=%,_3‘°= E)%g,

gdje Je :n-:E;’Ié, %=E{m‘o, c-BAR .Ovo Je moguce

zbog pretpostavke da je B pozitivno odredjena,pa postoji
_Ef"1 i ™ y1 one su takodje pozitivno odredjene matrice,.
Semu (21) mo¥emo shvatiti kao iteracionu proceduru za rie-
Savanje sistema |

(22) Qat::%. |

Oznacdavajuci sa mﬂ;normalno rjesenjetog sistema,a sax, x-tu

iteraciju odredjenu po formuli (21),za gredku #.= xy-x*

vazil
2uir ~Fe L CRye=C, ©30,4,- %, = Ro-x*
171
111
(23) EF-‘\'& = (E_'UC.)*K ) “-.='::_}4:-*‘ 3 }ﬂ = 'DQQ—I_*_

Kakxo je matrica C simetriéna i nenegativno odredjena, ona



ima sistem ortogonalnih sopstvenih vektora {wy;) s j54,2,. N,

koji odgovaraju sopstvenim vrijednostima

O= Pa=-2fhr &fa € Prya & ey €000 & Py £ ¥a
Jasno je da je kerC= spam\ya,-,yet @ 0 C = Spani Yy sy il
gdje svum\u%r”,uu\ oznalava prostor generisan vektorima
u-!l.)”ﬂll}.-:.}l.bh .
Greski %, odgovara razvoj po spostvenim vektorima
_ " |
D
IH— = XQ’J LPJ 3 K':QJ"L:.I..
31 |

Stavljajuci taj razvoj u (23),dobijamo

" LEtAD - KDY
z C‘J' ¥ = E (.4:5}"’.1:)0)' ¥y

jor i

odakle,zbog ortogonalnosti sopsitvenih vektora ¥y, dobijamo

(K3 A) ~ ) . K4 ™) .
C; =ca~tppCr=c zca-Tpy - G j= ova, M
1
Chetd (%) c\el
) = C’J' = =y y o )E,2,0,7
| . v ~ LN ) . _ .
Zakljuéujemo da komponenta 1"‘:120"' Wy greske 2, iz kerC

ostaje nepromijenjena u toku iteracionog procesa i da je ona
jednaka projekeciji poletne gred3ke 2, na kerC .Kako rje-
Iéenja sistema (22) mogu imati proizvoljne projekcije na EﬁpC.,
za konvergenciju iteracionog procesa (21) je dovoljnd doka-
zati da projekeija greéke Ex na';hwll.teﬁi nuli kada k- o ’
tj. da je

) e | _
Q}-M‘CJ. \ =<:) Za er'\'"l‘"'] H'
Ll B 5

Da bl ovaj uslov bic ispuajsen potrebno je da bude
LA =T vl oA za  y=ca4n,. N

odnosno



O
LY

pParametar ¥ izabran po formuli (19) oligledno zadovoljava

ovaj uslov,

Koristeci razlaganje (17) i predstavijajuc¢i %, u obliku
o= Fe o+ Fu

iz (23) dobijamo

~ ~ -— 8 —
5-‘1:.1-:1 =% Y Feen =¢C E - K’q-t-‘.fxc')‘*" )
zbog Cega jJe

1 E .4 € i E - E.ﬁxlc NS

gdje je
- 2 2
W& g ol = QR - Al C
Kako je
2 0 2.

- —— = Ao - : A - -

g ¢ E gngc’) r+q$j;,ﬂ\ A At P‘i i 54::?;? | Far ¥ P’J | =
It S
{1*{'« H

Na taj nacin se projekcija greske na -C smanjuje brzinon
geometrijske progresije sa koliénikom<% ,dOK projekcija
greske na ker C ostaje nepromijenjena i odredjuje se poia—
- znom lteracijom,.Naime,ako je xe=Totxe ,Xo€kenrC y Roe € e C
iteracioni proces (21) konvergira ka rjesenju ur£§n+?ﬁ'si-
stema (22).Jasno je éa u slucaju nulte pocetne iteracije-x¢
l1teracioni proces konvergira normalnom rjeSenju.

2
r’ﬂ * r'L

Lako se pokazuje da je izbor % = optimalan jer to
daje najbrru konvergenciju.Ne t2j nalin su dobijeni razu-
ttati analogni rezultatima dobijenim za metod prcste itera-

clje za sisteme sa regularnom matricom,

I u ovom slucaju se pri diskretizaciji singularnih elipti-

] P -t - -
ckin granicénih zadataka za koje je fﬁzuﬁjxﬂz'g%-i,doblga

i



= 0dEMM Y 1 Qeey=0W et >, Sto pokazuje da
jteracioni metodi za rjesavanje sistema sa singularnim matri-
cama imaju isti nedostatak kao 1 iteracioni metodl za rje-
savanje Teguiarnilt sadataka,a N zavisncat faktcra 4%n-
nvergencijezmlod diskrevtizacionog parametra~&;.
U praksi‘se diskretizacijom singularnih granicénih zadataké
zbog gresSaka radunanja najcesSce dobijaju nesaglasni siste-
mi,a Gesto je 1 nemoguce utvrditi da 1i je sistem saglasan
i1i ne.Razmotritemo primjenu iterééionih metoda za rjesSavanje
nesaglasnih sistema oblika (16).Koristeci (17);dobijamo ra-
slaganje vektora b u obliku bebeb gdje beher A, beumA  si-
stem ce biti nesaglasan ako je 'i:;eo . 7Za nesaglasne sisteme
uvodimo pojam uopétenog rjeSenja,UopStenim rjesenjem (kvazi-
rjeienjem, pseudorjesenjem) sistema (16) se naziva vekLor aelR”
za KoJji Je

WAL= = um wAR-bY,
e R

a odredjivanje uopsStenog rjesenja u stvari predstavlja me-
‘tod najmanjih kvadrata (vidjetil141).
Pokazuje se da je skup uopstenih rjesenja uvijek neprazan
i da uopdteno rjesenje sistema (16) predstavlja rjesenje
uvijek saglasnog sistenma Awm=k .Zbog toga uopsteno rjese-
nje nije jedinstveno i ono se odredjuje do na vektor iz ker A .
Uopsteno rjedenje sa minimalnom normom se naziva normalnirs
riesenjem,Ono je jedinstveno i njegova projekeija ﬁa ker A Je
o,tj, normalno rjesenje pripada tw A, Uop3teno rjesenje
nesaglasnog sistema (16) se moZe definisati i kao rjesenje

uvijekx saglasnog slisteua



P@u.z}\h.
Formiranje ovog saglasnog sistema se u praksi ne preporu-
guje jer to povecava racdunski posao.Za dobijanjeuopstenog
rjeSenia unesaglasnog sistema (16) se moZe iskoristiti ite-
racioni proces (18) sa matricom B koja je jos komutativna
sa A ,t]. AB=BA ,Iteracioni proces cemo zaxgréiti kada
bude ispunjen uslov

B sa ~ T W\ & €

gdje je Tu=b-Ay.- defekt,a €>o0 zadani broj.

Teoremasb,
Iteracioni proces (18) za rjeSavanje nesaglasnog sistema

(16) sa parametrom T odredjenim po formuli (19) daje niz

vektora Ky , *=4,2,... ,2a koje va~i relacija
(24) -l.l-h‘w WTk4a = T 1 =0
=% g

Do k a =z,

Ponovo cemo iteracionu semu (18) nepisati u obliku

3“**-—:‘:“—--\-(:?&“:%, ﬁﬁuzg%n,

Y

~412

gdje Je x:E’:;”iﬁ, ’ %:Ea 'b‘:%-\'ﬁ_h y %ei‘&rc ’ %at’fmC.ZbOg u-
slova AWb=BA ,bice bkerCzherA , mC=m A ,Oznacavaju-
¢i sa x* normalno rjesenje nesaglasnog sistema Ux=q ,a sa
t.=X—-%x*,dobijamo

(25) Fuag = CD-TON 2, 2T L 2 - w7,
Koristecl razvoje za #*« 18 po sopstvenim vektorima Yy,

matrice C
M ) .t «
ELL”. = i Cj \thJ' ; (3 - Sj_ ‘;.J- ;‘JJ. \

j:q =N



P~
i

gobijamo iz (25)

(44 H-) Kegn, €O}
CJ' = CA- u).»J)C = CA=-T W) Qj y 3= T+A, H
(26) A e e
’ — * T, - - * ' .
J J N FJ - y r CR+ADT F’J s V= AR L -

ranije je bilo dokazano da se projekcija greske na mC sma-
njuje brzinom geometrijske progresije ¢iji je kolicnik q = %13;

127 1n
Iz (26) slijedi da je

F

'ih:rin?l‘-rﬁa.,
odakle zakljudujemo da ce razmatrani iteracioni proces di-

 yergirati zbog stalnog nagomilavanja greske u kerC ,tj.

imacemo KEuW—y o , vaw A1l mi Zelimo da dokaZemo relaciju

(24).U tom cilju Cemo ocijeniti 1izraz h%“"?mn-%-im W

-

-1 -2 -1
EE%ET{&‘-*“ 13) ITE}I'I=“E‘ Cb‘ﬁ%:&n\!' % 1(~J0—F\

";!-:-'»‘} h =
=nih CAB PR am B AL Txg s b Caaa - Lol =
= 11 € (X +-§"“$* B C{&A'\'ih\l L= i Cg’-v* ‘E% - N T% o=
- BT (Faa - ®¥ 5~ CCR= 270 =00 (Fu - LN,
-Kako je

NCCEma~ 20N &Y Ewen - 2N & Y2 € NErpn b+ WELRD £
v K"H't v =
SRR EN SCAS P DAL S AR SRR ELL

imacemo ocjenu

-4 -1 -
L T L IR MR RN EN

Y osnovu ove ocjene 1 nejednakostl

-4 -
P Wlrer = T b £ U0 "y, ~ B TN,

gdje je v najmanja sopstvena vrijednost pozitivne matricefyi

dobijamo (24),35to je i trebalo.dokazati.Q



veka je 1M} niz odredjen po iteracionoj semi (18).Defini-
zimo novi niz {wy¢} po formuli
(27) | L.LF,: %L“ F‘{%hiﬂ"%k_\) v

T e or ema b.
Niz vektora M« odredjenih po formuli (27) konvergira ka uo-
pStenom I.'jeéenju mw sistema (16) odredjenom poﬁefnom itera-
cijom Mo.

D o k'a Z o
Keka je w=N.+u" uopiteno rjedenje sistema (16) Cija je pro-
jekcija na fer jednaka '%u ,dok smo sa M*e {m A oznadili

!- o~
normalno rjeSenje sistema (16),Tada je B =%tx" ,pa je

A
M= = My - F(Aﬁuﬂ-l{”\—u:% T Xy ~ € {CXwgn =R DY - =

_1"""” gy L — b
‘\_1“ t"‘-i\-u. ‘1#(11‘-.*_# L] U\'ﬂ_‘,r‘ .

o

: 4
=.% 1txk-¥-(1m+q"mu3“%lﬂj ’-"%
_ . ) o
- almim‘)‘in —':.Q*]?-‘-E) ]'T.D‘-u'i'lt-"ﬁf(% *'im-\‘-iﬂ:;.a-i- LT%F&:CB T A A —
a
- Ka - Kﬁ%‘au)“ Xe- =¥l = % 1[1\4‘-““""&3’“&?« "'1'&)1 =

A

= % Lc_‘i'w*g‘(-—ihin-ihj}‘:

odakle se doblja ocjena

_h . N 4 -
b U ~ B = WD t}"_v‘(}h-n"?‘k\)j“ _é‘-“%1“."\:“iLU+K(liimﬁl\+i\q}‘u“)}-.‘:
L1 ' * .

E Y "N ' P S Ld*%\j“iﬂ\ £\

A
L

WA v kCargdlg ez
t3.

W~ WW & \\E{%u-[ Ax ik CARED T Q"  iTe .
Odavde,uzimajuci u obzir da je q,<Aslijedl

an, W~ i = O . a

k. 3w

Pormiranje niza vektora M po formuli (27) se vrsi sa ciljem



uniStavanja komponente vektora Wy iz ker A koja se stalno
poveCava.Pri tome se to uvrsStavanje ne mora vrsiti na sva-
Kom korakﬁ,vec se poslije nekog broja . iteracija moZe
odired jlvati vekior i« ,Jdasac je da fakvor konverge:uacdje

ovih iteracionih metoda za rjeSavanje mre’nih 1 konacno-ele-
mentnih ﬂesaglasnih jednacina takodje zé#isi od ﬁarametra 9».

nokazacemo da je moguce otkloniti taj nedostatak.

G v AoTrTren s yasmETer 243
LA N

I MATII Y, L i AT ICHALY

DL e ud O w. 2\

EBpoil oo .
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5. MNOGOSTEPEHNHI ITERACIONI METODI
%,1. Uvodne napomene

Uy prethoanoj glavi smo vidjeli da Jje glavnl nedostatak nave-
denih iteracionih metoda pri rjesavanju diskrétnih elipti-
dkih granicnih zadataka zavisnost faktora konvergencije od
diskretizacionog parametra f .Fedorenko je 1961.g.predloiio“
jedan lteracioni metod za rjeéavanje diskretnih eliptickih
zadataka koji je on nagvao relaksacionim,koji se bazira na
sasvim novoj ideji- koristenju krupnijih mre?a (vidjetil58]).
Koristecl tu ideju pri rjesavanju Dirichlet-ovog zadatka za
Poisson-ovu jednacinu u kvadratnoj oblasti,Fedorenko je do-
bio ocjenu brzine konvergencije svog relaksacionog metcda
koja ne zavisi od koraka najsitnije mreZe (vidjefi[59]).0n
Je takodJe dokazao da je za smanjenje norme poletne greske
€-* puta potrebno C-N* aritmetidkih operacija,gdje je
N* -broj Cvorova najsitnije mre¥e,Sto je predstavljaloc po-
boljsanje 1 u odnosu na,do tada najefikasniji metod za rje-
Saﬁanje mre’nih aproksimacija za Poisson-ovu jednalinu - me-
tod promjenljivih pravaca Peaceman-Rachford-a,za kojli Je bi-
lo potrebno C K¥@nN aritmetickih operacija za postiza-
nje istog efekta.Xasnije je Bahvalov (vidjeti[28]) ispiti-
vaoc konvergenciju Fedorenkovog metoda i dobio iste fezulﬁa—
te za diferencijski analog prvog graniénog zadatka u pravo-
ugaoniku za opstu elipticku parcijainu jednacinusa glatkim

kKoeficijentima
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T ?'u Q. S ow g

Na krajﬁ.jE'Astrahancev (vidjeti[27]) dobio analogan rezu-
1tat za diferencijsku aproksimaciju treceg granicnog zada-
tka za samokonjugovanu eliptidku jednacinu u proizvoljnoj.
dvodimenzionoj oblasti sa glatkom granicom, |

Tako Fe@orenkéva ideja nije ostala nezapa’ena,Cini se da ona
ipak u praksi nije dovoljno koristena,Mo%da je na to uticala
slo%enija organizacija racdunanja nego sto je to slucaj za
neki od klasiénih iteracionih metoda,Visemrezna Fedorenkova
ideja je aktuelizirana ponovo 8o-ih godina kada je Brandt
otkrio Fedorenkove radove [58,59].Koristeci tu ideju,on je
dosao do mnogostepenih metoda za rjesavanje diskretnih elip-

ti%kih granidénih zadataka (vidjetil61).
3.2. Oznake,ideja i komponente mnogostepenih metoda

'Mnogostepeni iteracioni metodi su se prvo poceli primjenji-
vati za rjesavanje mreznih jednacina, da bi se tek kdsnije
podeli koristiti za konadéno-elementne jednadine.Zbog jedno-
stavnosti,objasnitemo osnovne ideje mnogostepenih metoda
na primjeru mreZnih jednacina,iako Cemo glavne rezultate
ovog rada dobiti_;a konaCno-elementne jednacine,
Neka eliptickom granicénom zadatku

LLL'-—--S- u S?_.

L =0 na og.

odgovara diskretni zadatak



(1) Lywe=% na Qo
gdje je'*glgcgi. mreza.Pretpostavicemo da Jje u operatorsku
jednaéinu (1) ukljuéen i diskretni analog graniénog uslova.
3, Jje linearni diferencijski operator definisan na piosho-
ru mre’nih funkecija @W(Sx4) odredjenih na mreZi Stg ,aUp iiy,
su mre%né funkcije iz &) .U opstem sludaju je

Lhwg(x)= zVSth,{:x+K&‘1 ;
gdje je‘ K=C(KeK.VE £ , 1"'\.'E/C_ f , X €S2, ,:t je skup cijelih
brojeva,a Sk« su neki koeficijenti.

Ovo je moguce zapisati i u obliku

. |
S.aa So,n Sapn
LL\‘JLLxﬁ =Y_5.¢1LW9,(.:} - ',..5‘_“’4I=|I sﬂ,‘iﬂ=|I S4,0-- ng(x)
S So;a Sapa
i | i3

NajCesce se koriste diferencijski operatori kojima odgova-

raju S5-tackaste 1 9-tackaste seme

r Su,a 1 r 5-1‘1 sﬂ,q 5‘\,‘! T
S-{’ﬂ s";ﬂ' sﬁ‘ﬂ s S‘\ 3o sﬂ‘ﬂ 5-1,& :
L so,-v. | L L 5-11-1 Se-r S L=y d ?_,

Identifikovacemo operator Ly sa Usele ,t]. stavlijacemo

.LL ;[ Sh]%v . |
Oznacavajucl sa Q(Qnﬂ prostor mresnih funkcija odredje-
sivomy mre®l S2a sa dva puta vecim korakom,definisacemo
operatore koji uspostavljaju vezu izmedju prostora Q) iL(Ra).
Operatorom restrikeije (su%enja) cemo nazivati operator

2%
-.[Q‘ G(QLW — @(Qﬁ’.’)

koji se definise na sljedeci nadin:



3 ~ |
(ILWL )(OC.‘)'-‘Y_t“Wg,(I.t-Kev) y X € QI‘L ’ V C %11

ka\
t] .

i . 7 ab.
~ pr ~

i, e T

12 ~ 2k ' ~ ~ ~ |
T. 2l&00 -1 8L 8 1 .

”~ ”~ ~
t-ﬁ;ﬂ tg‘-q tn‘-—ﬂ

" . s,

Najcesce se gza operator restrikecije uzima

Operator interpolacije {(produZenja)
I:{, : G(Qur)— Gy
se definise na nesto slozeniji nacin.On proizvoljno]j funkeci-
Jji Wap e (R PRV pridru”uje funkciju wge Ar (QLe) koju odredju-
jemo na sljedeci nacin?
wu,ua){.,_ s =M+ b ,heV

Wi (x) = Wﬂ,‘ dije je W =
qeiﬂg_g_,’i by g J J ﬁr,nt lo , X = 161-1,:9.,;.;#\! 5‘

| . N
‘gdje je Ve £* ,2 t,. su neki koeficijenti.Operator 1, cemo

. . | ) : o
identifikovati sa Semom 1t.\,, ,t].

1 . [®

L A v % ' v v »
oo il =, L,

v w
‘t"‘l,-'\ -tu.-i ‘tﬂ’ﬂ-q

L2%
U vraksi se najcesce koristi bilinesarnz interpolacija

A 2. A%

1>

£+
. 11&

A
ol B S

I A 2 1Lk

7a operator La: G(ery— G se pretposta#lja da ima



inversz .. .Uvodimo sljedece oznake:

up -tacno rjesenje jednaline (1)

Lﬂ,'-neka aproksimacija taénog rjesSenja

1{=um—ui —gresna Koosies e, apreksisacijo ué

di=5a—LLui -defekt (ostatak) aproksimaclje ui
S obziroﬁ na uvedene oznake je
(2) L&xr,f, :.di., .
ova jedﬁaéina se zove defektnom jednaclinom,Ona je ekvivale;e
tna jednacini (1) jer je svejedno koju od tih jednadina éemo
taCno rijesiti.,Ako rijesimo tadno defektnu jednacinu (2),
tada je tacno rjesenje jednaline (1)

Ug = ul;,ﬂfg‘i

lako se &ini da se zamjenom jednaline (1) defektnom jedna-
cinom (2).nista ne postiZe,pokazace se da nije tako.
Defektna jednacina (2) i njena aproksimacija ce odigrati
sustinsku uwlogu u formiranju mnogostepenih iteracionih meto-
da, Aproksimaciju defektne jednacdine (2) je mogule izvrsiti
-zamjenom operatora Lg "prostijim" operatoromIIJ, ciji se
inverz t;: lakse od;edjuje.Zbog te zamjene se ne dobija ta-
¢na korekeija Vi vec Gf s T .
(3) Lot = oy
Rjedenje jednacine (3) ce predstavijati aproksimaciju ta-

y . 3 . . ST L
cne korekecije Ve ,pa ce popravljena vrijednost Wp+¥d biti

{n

amo asroksimacija tacnog rjesenia Ux koju moZemc uzeti za
sljedecu iteraciju,t].
3ah

iond
ug‘, = lk;kf-‘u{‘ 1

da ovaj nadin je odredjena jedna iteraciona procedura Jdiji



je iteracioni operator

Ee - Brle: Gy — G,
gdje je EBa - jediniéni operator,a B“'i_: ~ Ue .
7c. gresku i defekt vaZe jednakosti
\J’iﬂ= CEe-Bel ) "ri
de = (B - Le.'%e.)oli s J=0,A,....

Ranije smo vidjéli da konvergencija iteracionih metoda zavi-
si od spektralnog radijusa iteracionog operatora,NormelBe-Beleh
i WEBe-Le®y il (ne samo spektralne) daju stvarne faktore
redukcije greske i1 defekta na jednom iteracionom koraku,
Visemrezna ideja se sastoji u tome da se za aproksimacijuilg
koristi aproksimacija operatora Le operatorom L 4: G- GGy,
gdje Jje S&y neka krupnija mre%a,Ovo znali da se defekins
jednalina (2) zamjenjuje jednadinom
(4) Lud = d -
Kako je dim G )<< dim G(Re)D ,bice mnogo lakse odredi-
ti inverz LUw cija se egzistencija pretpostavlja.
.Takodje se pretpostavlija i egzistencija transfer-operatora
10 i 1T% .
Opisacemo Jjedan ilteracioni korak metoda koji se bazira na
aproksimaciji defektne jednadine (2) je&naﬁinom (4) -

1.izradunzati defekt diz%L-—LUﬂ.

2.suziti defekt di= Tﬁdi

3,tacno rijesiti jednacdinu L—HGJ=CLi

4.interpolirati izracdunatu korekciju ;ﬂf=I:G:
b.0dreditl novu aproksimaciju uﬁj=td,+%i-

Uvaj iteracionl proces ima iteracioni operator



g

2, =N
K;: = E-E.,_IH LHI;:LQ.. .
ti. |
(5) W= CEC-TIURTI LW b
gyacemno ga procesom Krupno-mrezne korekeilje.

Operator Ty U I predstavlja aproksimaciju operatora\ls.

Lemall,
proces krupno-mrezne korekcije (5) koristen kao iteracioni
proces nije konvergentan, |
Do k a =z,
" Ovo je posljedica 8injenice da,za neko wae & (SRe) koje ni-
je mrezna nula-funkcija,a za koju je LeWe e Rer CTEY  ,vaZi
(Be- ToUNT L we = Eewe = we

wa

Il
{D

Q(Ex- W T WA TPID S
Time Jje narusen neophodan i doveljan uslov konvergencije ite-

racionog metoda (5). O

‘Ovo u stvari znadi da krupno-mreZna defektna jednacina (4)
u opstem sluéaju nije razumna aproksimacilja defekitne jedna-
cine (2). . |
Ranije smo reklili da Jacobi~Jev,Gauss-Seidel-ov i drugi kla-
sicni iteracioni metodi nemaju dobra svojstva konvergencije
jer njihov faktor konvergencije zavisi od parametra % .

Ovo se moZe prevazici kombinovanjem tih metoda sa procesom
krupno-mre%he korekcije,Ta kombinacijz daje dvostepene me-
tode koji Cine osnovu mnogostepenih metoda.Spektralni radi-
Jusi Jacobi-jevog 1 Gauss-Seidel-ovog metoda za.Poisson-ovu
jednadinu su velidine reda 1-U(&") ,dok metod relaksacije

s optimalnim relaksacionim parametrom ima spektralni radijus



reda 4 -0Odv) ,5to je nedto bolje,ali ipak lose kada fv—o .
ovo znaci da ce redukcija greske bitl spora.Medjutim,poka-
zuje se da ta redukcija nije ravnomjerna 1 da je na nekim
rarmonikama ona brza,Redukcija greske primjenom klasicnih
jteracionih metoda se mo¥e analizirati razvijanjem greske-

u diskretni Fourier-ov red,.Pri tome se grubo pravi razlika
izmedju glatkih (niskofrekventnih) i neglatkih (visokofre-
kventnih) komponenata greske,Poznato je da su glatke kompo-
nente greSke odgovorne za sporu asimptotsku konvergenciju
jer se njihova amplituda sporo smanjuje.Ilako rglaksacioni
metodi sporo konvergiraju zbog spore redukcije glatkih kompo-
nenata gresSke,ovi su metodi vrlo efikasni u gusenju visoko-
frekventnih komponenata greske,tj. u smanjenjin niizovih a-
mplituda,Zbog ovoga ce poslije nekoliko relaxsacici.iiy J(0ra-
ka u greski dominantnu ulogu imati niskofrekventne komponen-
te,tj.njen glatki dio,pa kaZzemo da relaksacioni metodl imaju
dobra gladajuca svojstva,Ona se mjere glacajucim faktorom,
.tj. brojem koji predstavlja najveci (najlosiji) faktor kojim
se redukuju visoke frekvencije greske.

Predstavljajuci pocetnu gresku t&: u obliku

BeF e v Lot = (WL

Lok Lyw
gdje Je (11'4‘.\1_ - niskofrekventna,a (U’i’hu ~ visokofrekven-
tna komponenta greéke.Funkcije-{; su sopstvene funxclje re-
laksacionog operatora S¢ ,a K je neki broj o kojem <emo
kasnije nesto vise reli.Primjenjujuci relaksacionu procedu-
ru sa iteracionim operatorom Sg,poslije ¥ iteracionih koraka

va2amo dobhitli gresku



e ¥ )
U‘:’ = SQ‘ "J'L
kojo] odgovara razvoj
eV

‘U':ru= E d.:‘.;_ (].L;)P\?; + i d--:: (}u‘}p‘{); = (Pg Do+ (‘&J'i+”)g .
A

1%

rurnxelije Qf ma ‘e aun nigke frekvencije,dok su ?f za L%k
visoke frekvencije.Za niske frekvencije je karakteristicno
da su one"vidljive™™ 1 na krupnijoj mrezi @, ,dok visoke fre-
kvencije nisu,Medju sopstvenim vrijednostima p; ,sa t<K ,su
i one sopstvene vrijednosti koje su vrlo bliske jedinieci po
modulu,dok je 1pi14q, <4 za {yK ,Zbog ovoga ce poslije ¥ re-
laksacionih koraka biti smanjene amplitude visokih frekve-
ncija bar sa faktorom qY ,Glacajuci faktor ce biti jednak
qﬁtﬁﬁftﬂal .Redukcija one niske frekvencije koja odgo?ara
sopstvenoj vrijednosti koja je velidina reda 4 -O@E» ;ake
se koristi Jacobiwjev 111 Gauss-Seldel-ov mefod,ili redaj-odd
u slucaju metoda gornje relaksacije, je neznatna,Na taj na-
¢in je niskofrekventini dio (ﬁff“)h dominantan u odnosu na
7N TN |

il 1 ” ol - L
Restrikcijom greSke ¥&  na mreiu Q. - Se dobija

gdije se funkcije {; sada posmatraju samo u tadkama mreze Q.
Pri tome nije velika razlika izmedju koeficijenata g ik
Posto je greska ¢$J glatka,ona ce biti dobro aproksimira-
na na krupnijoj mre i Ly .Z2bog ovoga se nrije nrimjene kru-
pno-mreZne kKorekcije,tj. prije prelaska na jednadinu (4),vf5i
glacanje koristenjem nekog relaksacionog metoda.,Svakl korak

dvostepenog iteracionog metoda se sastoji od glacanja i1 kru-

pno-mrezne korekcije.Struktura jednog iteracionog Koraka,t].



odredjivanje vrijednosti &, ako je poznato uy ,izgleda
ovako:
1.Prvi dio glacdanja
Ligradunebl 4l primjenci: 43¢ KOraxa Nckog
ksacionog metoda na ug:
W = Relox™ (u} ,L )
L= QX We, 5 ‘L-;'S"L
2. Xrupno-mrezna Korekcija
.. “w . —J. —.j'
~izracunati defekt dg = du - Lunp
.y g W Ty
~guzitl defekt dy = I¢ dy
C . e v : ‘ Ay T
—rije$iti tadno jednadinu LaVvy=d,
: : : . . ~ ) L )
~interpolirati korekeciju Wy = LWy
-izradunati popravljenu aproksimaciju ui + Ve
3.Drugl dio glacdanja
—igzradunati. 4y’ primjenom ¥.wo kKoraka daioz Te-
. —— Ad
laksacionog metoda na Ug v Vi
1A “ =3 ry A
U.L. '_‘RQL‘CLOE. t(uiﬂ"\réq\—m‘%&di
Ovaj slo?eni iteracioni proces se moze zapisati u obliku
' I
{0) utﬂ:: Me Ui v b
gdje je iteracioni operator
. W . Ha
(7) M& = 54 Ki Se
izra¥en pomocu relaksacionog operatora S+. 1 operatora kru-
v s e ~ ¥y Loy ~-n o
pno-mre¥ne korekcije Wo'= Be- T lyleie.
Tiisdece kemponente Cine dvostepene metode
< relaksaciona procedura kKoju karakterise operator Sy,

b)brojevi relaksacionih koraka v,,v.

c)krupna mreza Gty

d)sitno-krupni transfer-operator Lg (restrikeija)



Iy
¢ Jkrupno-sitni transfer-operator I, (interpolacija)

f)krupnd—mreﬁni operator L-wu.
Pokazuje ée da izbor ovih komponenti bitno utile na efika-
snost dvostepenog metoda,ali se Cini da nema opsteg praviia
za njihov izbor sa ciljem postizanja optimalnih rezultata
(vidjeti 241). 3to se tide izbora krupnije mre%e'gaﬁ,naj—
cesce se koristi tzv, standardno ukrupnjavanje,tj. polazeci
od mreZe Sis sa korakom Hv=¢¥a,fa) ,prelazi se na mrefu Sy,
sa korakom H=olh=cabs,20.) .0 drugim nadinima za izbor QU
. vidjeti [241.5t0 se tide Krupno-mreznog difereﬁcijskog opera-
tora Lw,on se obic¢no konstruise na ¢, naanalogan nacin
na kKoji je konstruisan i operator s na Sts ,ali to nije
obavezno,U principu \_w mo?e biti bilo koji diferencijski
operator definisan na G {Su) koji u nekom smislu aproksi-
mira L¢ .U siucaju konacno-elementnih jednacina se cCesto ko-
risti tzv., Galerkinov pristup po kome se transfer- operatoril
koriste 2a odredjivanje krupno-mrezZnog operatora Lu,tj. u-
‘zima ée

\_ N =-I.€j L‘?.. _I:’fi” v
Za glacanje se umjestoO primjene relaksacione procedure sa
cperatorom S4 wa. puta prije i vy, puta poslije Krupno-mre-
zne korekeije,mogu koristiti razlicite procedure na svakom
Koraku.Primjena relaksacionih metoda zz glacdanje nije oba-
vezna,Bilo koja 1teraciona procedura koja dobro redukuje vi-
soke frekvencije,a ¢ija primjena ne zahtijeva mnogo racun-
skih operacija,se u principu mo%e koristiti za gladanje u

okviru mnogostepenih metoda,
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7a analizu svojstava konvergencije dvostepenih iteracionih
netoda treba odrediti spektralni radijus Q< M{) ili normu
WME W .Radunski eksperimenti vezani za primjenu dvostepenih
me soda za rjesavanje Virichlet-ovog zadacka Za FClsson-oOvi
jednad¢inu pokazuju da se pogodnim izborom komponentli ovog

me toda dﬁbija vrlo brza iteraciona ﬁrocedura.U tom slucaju

je Sak efektivno odredjen spektralni radijus o(M) (vidjetil24]).
Eksperiﬁenti pokazuju,a to se moglq i oEekivati,da nema re-
dukcije greske ako je v,-0 ,S5to znacli da je obavezno prije
primjene krupno-mreZne korekcije izvrsiti glacanje.Dok rela-
ksacioni metodi redukuju visoke frekvencije,krupno-mrezna
korekecija redukuje niske na koje relaksacija nije bitno uti-
cala,Rezultat primjene prvo relaksacije,a zatim krupno—mre%ne
korekcije je vrlo brza redukcija greske.Naknadno glacanje se
moze 1 izbjeci jer visoke frekvencije koje se stvaraju posli-
je primjene krupno-mrezne korekcije nece imati velike ampli-
tude pa se 1 ne moraju smanjivati.Dvostepenl metodi se rijet-
ko koriste u praksi,Oni sluze samo kao osno#a mnogostepenih
metoda.Najéesce ni mreza Siw nije dovoljno krupna da bi taéno
rjesavanje krupno-mre“ne defektne jednaline l_Hﬁi=¢ii bilo
ekonomiéno,Zbog toga se ta jednalina rjesava pribliZno,Za
pribli?no rjesavanje te jednaline prircdno je iskoristiti
dvostepeni metod ¢éime se uvodi i treca mre”a sa krupnijim
korakom nego Sto Jje korak mreze S ..Ako Je faktor konvergen-
cije tog .dvostepenog metoda dovoljno m=li,doveoljno Jje izvrsi-
ti samo nekoliko,recimo Y iteracionih koraka,da bi se nasla

: .. R . . L .
dobra aproksimacija rjesenja ¥, .0Ova ideja mo7e .bitl primje-
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njena rekurzivno sSto dovodi do koristenja sve krupnijih i
krupnijih mreza,Na najkrupnijoj mreZ%i mo%e biti iskoriSten
neki direktni metod ili ak neki klasicni iteracioni metod
ako on na najkrupnijoy wreZi ims dovoljac 1obra svojstva
konvergencije.

Strukturﬁ jednog koraka (kruga) mnogostepenog iteracionog
metoda je moguce predstaviti graficki,ako se uvedu sljedece
grafiéké oznake :

O- oznaka za glacanje

- oznaka za tacno rjesavanje defektne jednadine
\ - oznaka za sitno-krupni transfer
/ - oznaka za krupno-sitni transfer

(O Q 'P %\ ~ ,-P N\ /
_ RS

Par A VAYA
‘ o g o

Sl.1. S51.2.

(O
{
S1.3.

Na S1.17. Je prikazana struktura jednog kruga dvostepenog

metoda, S1,2, prikazuje strukturu trostepenih metoda sa =1 ,
'le i Y=» 1teracija redom na ni%em stepenu,dok je na S1.3.
prikazan krug cetverostepenog metoda s=a =4 1 ¥=2 .

Ako je y=4 ,iteracioni krug nazivamo V-Krugom,a ako je y'=2
onda govorimo o W-krugu,Jasno je dz se sa povecanjem broja
lteracija Y na ni%im stepenima struktura iteraclonog kruga
uslo®njava sto dovodi do povecanja racunskog posla,Zbog toga

su V 1 wW-Krugovl najinteresantniji zza -raksu,
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Opisacemo jedan korak k-stepenog iteracionog metoda,
Neka je dat niz mreZa Q,‘fﬂ_,_ sa koracima f, C b=k,
tako da je €. mnajkrupnija mre¥a,dok je mre%a ¢; krupnija
cd Shie 2@ L=a,2,..,%-a ,Neka su na prostorima G(S4)
mreznih funkeija definisani sljedeci operatori
Lq_,'-- G(R)— G), S1:BRO—-G ) S L=a,2,, K
I GRO = G, T4 B(e) = G(e), teay.. «
Na svakoj mre¥i cemo posmatrati jednadinu oblika
LeMe=§e , L=, .
S¢ je linearni operator koji odgovara relaksacionom metodu,
I."' je operator restrikcije,a Iqi, - operator interpolacije,
Nas je cil] da rijesimo zadatak Lguy={kr n2 najsitnijoj
mrezi Q% ,do0k nam zadaci na krupnijim mrezama sluve samo
kao pomocni.
Pretpostavimo da su brojevi v, v, i ¥ fiksirani i da ne za-
vise od v« i L ,Ako je data neka aproksimacija ui tacnog rje-
senja Uk ysljedeca aproksimacija ui”‘se racuna ovako:
a) ako je w=2 to je dvostepeni metod koji je vel opisan
b) ako je x»ra2
ﬁ. Prvi dio glacanja
- izracunati ﬁ;{ primjenom w.»o glalajucih koraka na u{:
ﬂ,{ = Relax ™« UJ; » L Fw?
2., Krupno-mra?na korekecija

v ] J —
- izracunati defekt dy = Fe-Lus

K-A ‘J‘

- suziti defekt Ay = I, o«

o

- L [ - . . W - T . J . o
- izracunatl jedno pribli~no rjesenje V,,defektne Jednzacine

hj "J'

(‘*-) Lv_..q \yn._;‘ -‘-dh-d
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na S ¢.. primjenom yx»4 iteracija «-a-stepenog metoda

(koristeci mre%e S w-n,..,524 1 odgovarajuce mrezne

operatore) za rjeSavanje jednacine (%) sa nultom po-

cetnom iteracijom,

_ interpolirati korekciju ¥ = I,%, .

- izracunati popravljenu aproksimaciju na, W+
%3, Drugi dio glacanja

- i . -;1‘“ » = ‘ w . < - -
- izradunati M« primjenom. ¥.,no gladajucih koraka na w+v2:

‘-‘--ﬂ — ’ - Y
T = Relax™ ¢ 1) + ¥ s , 5.

3,%.Konvergencija i1 efikasnost mnogostepene iteracione

procedure

Lema 2, (vidjeti (24))
Iteracioni operator M. opisanog w-stepenog metoda je dat
sljedecim rekurentnim formulama
Mox 6. (E - T, IS, Y5,
Me - S?\_.Ee - ]‘_:* (B an- M{.,\ L e 1‘1‘" Ly} S:f L=13,.. k. 0O

b

Razlika izmedju iteracionog operatora dvostepenog (hy bt-a)
metodz kojim se rjesava jednacCina oblika LeMmz=3$t ,tj. opera-
tora !
-1} r 8 Q_ -k ___{_,‘ VA
My = S (Et-Ig_1LQ-.1 Lo Le) S
1 operatora ¢ {-stepenog metoda je u tome 5to je operator
-4 - . | | AT
l_@1 iz Mg zamijenjen s2 operatorom (ﬂi%\-ﬁﬂg,)L{ﬁ
bl o ¥ - L] L ¥ e " -l
To odra¥ava ¢injenicu da je krupno-mre“na jednadina LV, =i

rijesena pribli®no sa V' iteracija d-1 -stepenog metoda sa



nultom pocetnom iteracijom,
Iteracioni operator Me (Ll=3 4,..,« ) se mo%e napisati i u

obliku

\ Ly R g
\\"it = Mt v A iy A 3

gdje je
. A, = 5:1111 : Gy — G,
AT UG INLe S B — G ).
Koristeci ovaj zapis iteracionog operatora Me¢ i pretposta-

vljajuci da su poznate ocjene za norme WM CWASE  ipAly

¢k ,moZe se izvesti ocjena za WM,

Lema 3, (vidjeti 124])
Neka sljedece ocjene vare uniformno u odnosu na ¢ ¢«
ML e, VAL A Ve T
Tada vazi ocjena'
MGl
gdje je mw« definisano rekurentno sa

q-ll:g > n'l_t.:s"'\"crﬂ'tf_i y Q.:?,.’...,K. [

Koristenjem ove ocjene,mo”e se dokazati konvergencija mnogo-
stepenih metoda nezavisnoc od Ww=%g.
Broj iteracija Y na ni%em stepenu move biti biran i tako da
zavisi od stepena,tj. da bude Y=Yy¢ .NajCesce se razmatraju
dva nacina izbora -

- A ., ako Jje € parno

8‘) \:l=1 _jlzf\'i}...]\(-.q b) ’f}__:{
2, ako je ¢ neparno

Peorema i, (vidjeti 124})

tko se parametri yp biraju na nadin a) 1 ako je 4C8s4 ,tada



vari uniformna ocjena

A -\A - 408 <98
2C

WMl € M=

?

dox pri izboru b) i usicvu 4G asCivga  ,vazl

- .-- C
A-YA-4C*(AxCHE ¢ 20 ca+CY , K parno

nC R
“MK“ $
A-2C' -~ NA-4CTC4+CHQ
K M & §Caral) y K lEeparno g

2C% C
Posto WMl predstavlja faktor redukcije greske na jednom
koraku, zakljulujemo da faktor konvergencije ne zavisli od ko-
raka mreze L=%,.
Ako je Yy=a 1 ako.je & dovoljno malo, bice y=6 ,0vo znaci da,
ako dvostepeni metod dovoljno brzo konvergira,tada odgova-
rajuci mnogostepeni metod ima slicna svojstva konvergenclje.
Ako je v dizabrano na nalin b),tada je ocjena za WMl
nesto los3ija,t]j. mnogostepeni metod sporije konvergira,alil
je zato manji raclunski posao zbog jednostavnije strukiure
‘iteracionih krugova,
Isﬁljuéuje se upotreba V-krugova (Y,=A }, jer to dovodil do
iteracionog procesa Giji faktor konvergencije zavisi od b=h
(vidjeti 124]).
Ovdje je samo kKratko prikazan jedan od pristupa za dokazi-
vanje nezavisnosti faktora konvergencije od koraka mre-e.
Postoje i drugl nacini za taj dokaz{vidieti L3,10,i2,15j).
U vecini tih dokaza‘se zahtijeva dovcljan broj glacajucih

korzka,a iskljucuje se upotreba V-kKrugova.



g radu 151 je prvi put dat dokaz konvergencije mnogostepe-
nog metdda za rje3avanje pozitivno odredjenih konalno-ele-
mentnih jédnaéina koja ne zavisi od parametra h,a koji dozvo-
1java i1 korisStenje proiz#oljnog broja glacajucih koraka 1
upotrebu.V~krugova.To svakako ima znadaj jer utice na sma-
njeﬁje racunskog poslas .

¢injenica da neki metod ima faktor konvergencije koji ne
zavisi od-& niéta ne govori o efikasnosti metoda dok se ne
azme u obzir i radunski posao.Pokazuje se da.je broj aritme-
4i8kih operacija potrebnih za jedan mnogostepenl Krug propor-
cionalan broju dvorova najsitnije mreZe,

Tako je u sludaju standardnog ukrupnjavanja za koje je i X,
L=23.. ,gdje je Ne - broj Eévorova mree Qe ,pri Ye=Y
z2 sve L ,ukupan racunski posao Q. jednog «=-stepencg kruga

dat sa (vidjeti (24})

%QNK )*Ytﬂ

Q.C‘.N‘g_ {‘-‘-'}.
Qg = ’

llCNg, 1\(:’3

OU&MNQ,fﬂ
AkKo je { <3 ,nas w-stepeni .iteracioni metod ce Dbitl asimpto-
tski optimalan jer tada konvergencija ne zavisl od f ,dok
je ukupan ralunski posao proporcionalan sa brojem ¢vorova,
Ako se koriste neka druga ukrupnjavanja za kKoja Je ¥1=X' 1

Nz T WNe-a , >4 ,tada je ukupan racunski posao dat sa

J_CN. , §<¥

Qn= hﬁ-—g
Ol M I > § =t



g ovom slucaju « '
ju ce x -stepeni metod biti asimptotski t
optima~
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4 .PRIMJENA METODA RECULARIZACIJE ZA RJESAVANJE
SINCULARNIH KONACNO-ELEMENTNIH JEDNACINA

1J ovol glavli cemo opisati metod regularlizaci]e Kol se Ko-
risti za‘rjeéavanje nekorektno postavljenih zadataka,a onda
cemo dokazati njegovu primjenljivost za rjeéavanje velikih
sistema linearnih algebarskih jednaéina koji se dobijaju
konadéno-elementnom aproksimacijom samokonjugovanih nenega- .
tivno odredjenih eliptidkih graniénih zadataka u dvodimenzi-
onoj oblasti §2 .Bice predloZena dva nacina za izbor regula-

rizacionih parametara.

4.1, O nekorektno postavljenim zadacima 1 metcdn

reguiarizacije

Medju matematickim zadacima posebno mjesto zauzimaju zadaci
Eija su rjesenja nestabilna u odnosu na male promjene polaznih
_podataﬁa.Za njih je karakteristicno to d= pfoizvoljno male pro-
mjene polaznih podataka mogu dovesti do velikih promjéna rje-
senja,Ti zadaci su lose postavljeni i oni pripadaju klasi

tzv., nekorekino postavlijenih zadataka,Za zadatak

(1) - Az=u_ el , uel,

gdie su 2 i U neki metricki prostori,a A £-»yU  overa-
tor,ka%emo da Je korektan 1ili korektno postavijen ako su
ispunjeni uslovi:a) jednacina (1) ima rjesenje za svako ue U,
b) rjssenje # se odredjuje jednoznacno zadavanjem W ,C) rje-

senje # neprekidno zavisi od &« u metrikama £ 1 U ,tj. ono
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je stabilno u odnosu na poremecaje desne strane, ko bar je-
dan od ovih uslova nije ispunjen,ka’emo da je zadatak (1) ne-
xorektan ili nekorektno postavljen.

pokazuje se da je klasa nekorektno poesiavljenih zadataka ve-
oma Siroka i da su ti zadaci znacajni,iako se dugo smatralo

da ti zadaci nemaju prakticéni znacaj.Interes za fu klasu za-
dataka Je naglo porastao poslije pojave Tihonovljevih radova
148,491 u kojima je uveden metod regularizacije za rjeSavanje
nekorektno postavljenih zadataka,

Pretpostavicemo da za neko WelU zadatzk (1) ima rjesSenje %.
Cesto je umjesto tadne desne strane X za koju zadatak (1) ima
rjesenje,poznata neka njena aproksimacija Usi bro] &»ro tako
da ide gucu;ﬁl)éé‘ ,gdje je sa @, ¢»-) oznalena metrika u pro-
storu U .#a taj nadin mi unjesto tadnin polaznin podataka (AL
imamo pribli*ne polazne podatke (A ,%e) 1 ocjenu njihove
greske & ,Zadatak se sastoji u tome da se na osnovu poznatih
polaznih podataka (A ws,8) nadje element %s koji ce biti a-
.proksimacija elementa 3 sa svojstvom stabilnosti u odnosu

na male promjene Ug,Z2 aproksimaciju ze se ne move uzeti ta-
¢no rjesenje jednaline (1) 'sa desnom stranom ug Jjer ono u
opstem sludaju ne vostoji za svako welU ,a ako postoji;nije
stabilno u odnosu nz male promjene desne strane pa se mo~e
bitno razlikovati od rjesenina i

Za operator Reu,&y iz U u £ cemo reci d= je regularizacionl
za jednaclinu (1) (u odnosu na element B ),2ko on zadovoljava
svojstva:

1.005t0j1 takav broj d&yo ,dz je orerzzor Rew,d) odredjen



;2 svako & ,0¢8sd, ,1i svako ugeU tako da je
gu(ua,'&)&&
2.za svako £%0 ,postoji Je =GaC & ,Us)< Ia ,fako da iz nejedna-
wUS Ol
gu(uf;ﬁ)ac‘;ac}n
slijedi nejednakost
Qa(Es,2)2 &€
gdje je
Zs = R(Us,8D.

Na taj nacin se z, odredjuje pomocu 0peratora kKoji zavisi
od parametra & - mjere greske polaznih podataka,i za to #s
vazi

Qi C(%es,2)—0 kada d—o.
Cesto se koristi 1 druga definicija regularizacionog opera-
tora.Ka%e se da je operator Rqu,e> iz U u £ ,koji zavisi
od parametra o ,regularizacioni ako za njega vavi:
1,postoje takvi brojevi 940 i £420 ,da je operator Rqu,qd)
odredjen za svako & €c¢o,dyd1l svako wel 2za koje je

Qult, 1) &3n 5

2..postoji takav funkcional «4=d4(ud) odredjen na skupu

Ud‘4=sl‘-’-'v9;,,<.u,ﬁ‘>&d‘q} elemenata wuel |, tako da za svako €»0,

postoji takav broj -d'ccvsé‘q da,ako el 1igQuik prsdsdced ,va’i
QxCE,24) £ €,
gdje Je
*¢=Rcﬁ,»&(ﬁ,€)3.
Ova definicija za 4 =& predstavlija u stvari prvu definiciju,
¥l u jedno) od ovih definicija se ne pretpostavlja Jednozna-

¢cnost operatora regularizacije.
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Ako Je Q (M ,usd>¢d ,tada se za pribliZno rjesenje zadatka (1)
sa pribliZnom desndm stranom ue ,uzima element 1¢==R(u@,;\
dobijen pdmOCu regularizacionog operatora RC(w,a) ,gdje je

d = ke I=d(6) saglasno sa greskomd poliaznog podatka e
(vidjeti 148,49]1).To rjeSenje %+ se naziva regularizovanim
rjesSenjem jednacine (1).Brojni parametar & se nazﬁva parame-
trom regularizacije.Svaki izbor parametra regularigzacije o
saglasnog sa greskom & polaznih podataka Ké odredjuje regu-
larizacioni operator,tj. regularizacioni algoritam za odre-
~djivanje pribliZnih rjesSenja jednadline (1) stabilnih u odno-
su na male promjene desne strane.Ako je poznato da je Q,(us,Lr<d,
saglasno definiclji regularizacionog operatora,moguce je iza-
brati parametar regularizacije d=d4(us) tako da,kada greska
§-v0 ,regularizovano rjesenje %y =Rlus d(med)  te’l (u metri-
ci nrostora £ ) traZenom talnom rjesenju ¥ ,tj. Oz (Raquy 2 )— O -
7Zbog ovoga i ima smisla za pribli’no rjesenje zadatka (1)

uzeti regularizovano rjesenje,

Prema tome, problem odredjivanja rjesenja zadatka koje ce
piti-stabllno u odnosu na male prbmjene desne strane se svo-
di na odredjivanje regularizacionog operatora,pri cemu je .
potrebno izabratl parametar regularizacije na osnovu infor-
maclije o greskl sa kojom se zadaje desnza stranz,Opisani me-

tod za codredjivanje privli~nog rjesenjz se naziva metodom re-
gularizacije (vidjeti [54,55)).

Postojl vise nacinz za odredjivanie rezularizacionog opera-
tora:,Jedun od cesto koristenih nacina je varijacioni princip

lzbora (vidjeti[54]) 00 kome se,kadii jo Q,(Us,kysd , Pribli-



sno rjedSenje tra¥i u klasi Qe elemenata iz % za koje je
qu (A% M ¢S Klasa Qe predstavlja skup moguéih rjesenja.
A1i,za pribliZno rjeSenje zadatka (1) nije moguce uzeti pro-
cegnline rjesenje iz Qe jer je ta klasa siroka i takvo “pri-
pliZno rjesenje" ne bi bilo u opStem slucaju stabilno u odno-
su na malé promjene desne strane,Zbog ovoga Jje neophodan pri-
ncip izbora mogucih rjesenja koji ce obezbijeditl da se iz
klase Qe izabere pribli¥no rjesenje koje ¢e biti stabilno
u odnosu na male promjene desne stréne.Za ta] princip izbora
;moguée je uzeti vafijacioni ﬁrincip.U tom.sluéaju se izbor
vr3i uz pomoé specijalnih funkcionala Getrzl .Kazemo da Je ne-
negativni funkcional S$&1%1 ,definisan na svuda gustom u 2
skupu Ta € T ,stabilizirajuci funkcional ako:
a)element 3 pripada njegovo]j oblasti definisanosti
b)za svaki broj dye ,skup Z.a={2e T, Qurisd]  Je kompak-
tan u T .
Neka je Stz - stabilizirajuci funkcional na T & % ,Prema .
varijacionom principu izbora,razmatraju se samo oni elementi
skupa Q¢ na Kojima j_e definisan funkcional Qitz3,t). cleme-
nti = skupa F.s= L.0n Qe ,1 medju tim elementima se za %e¢
uzima element koji minimizira funkcional Sitxl,
Rgzistencija takvog elementa se dokazuje u 1541 ,Tako izabra-
ni element se mo?e shvatiti kao rezultat primjene ﬁekog opera-
tora fﬁ koji zavisi od ¢ ,na desnu stranu wu=us Jeanadine (1),
t].

25=§(u¢~]€3.

Tokazuje se da ovako definisani varijscioni princip lzbora



predstavlija regularizacioni algoritam za rjeSavanje zadatka
(1),tj. da je operator R«uw, 8> regularizacioni za (1) (vidje-
ti 1541).To znaci da se element ¥¢=§£U@ﬁ9> moZe uzeti za
aproksimaciju cjesenja % .,
Da bi se otklonili neki nedostaci varijacionog principa izbo-
ra, za fofﬁiranje regularizacionih operatora se koristi i Ia-
grange-ov metod koji se sastoji u odredjivanju elementa z«
na kom funkcional
(2) PuT2, e = @1 CAT Usd + $SLTRD
. dostizZe svo] infimum,pri Cemu se parametar o« odredjuje iz
uslova
(3) Qu (AR, Usd)=d,
Broj QU(A'i,ULd'\ se Cesto naziva defektom,pa se izbor para-
metra o iz uslova (3) naziva igborom na osnovu defekta {vi-
djetilb54,411).Element %+ odredjen na ovaj nadin se mo%é shva-
titi kao rezultat primjene nekog operatora Ra koji zavisi
od & ,na desnu stranu 4=uU¢ jednaline (1),t3.

2o = RallUe dd,
pri Cemu se 4 =48 odredjuje na osnovu defekta,tj. iz. (3).
PokazulJe se da je taj operator regularizacioni, Parametar o&=d¢&)
koji se odredjuje iz (3) nije jednoznacan (vidjeti{541), pa
zbog toga nije Jjedinstven ni izbor regularizacionog opera-
tora,Pitanje lzbora parametra regularizacije Jje jedno od
osnovnih pitanja metoda regularizacije 1 ono se razmatralo
2 mnogim radovima’ (vidjeti npr.029,3%01).U sludaju kada je
nepoznata greska polaznih podataka & ,nije moguue odrediti

parametar regularizacije na osnovu defekta,lU tom slucaju se
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parametar & odredjuje poc Kriterijumu kvazloptimalnosti ili

‘kriterijumu kolicnika,Ovi nadini izbora parametra regulari-

zacije su predlofeni u [So0l,dok je njihovu opravdanost pri
VS

cpszavanju cingularnih L iuvse uslovijenih sigeems L:iacaralh

algebarskih jednalina dokazao Leonov u radu \344,

4,2, RjeSavanje singularnih i losSe uslovljenih sistema

linearnih algebarskih jednacina

~Klasl nekorektno postavljenih zadataka pripadaju i zadaci
rjesavanja sistema linéarnih algebarskih jednadina sa si-
ngularnom ili loSe uslovljenom matricom,Pojam loSe uslov-
ljenosti sistema nije sasvim precizno definisan (vidjetil561),
ali Jje poznato da primjer takvih sistema predstavijajv siste-
mi kod kojih male promjene desnih stirana mogu dovesti do ve-
likih promjena rjesenja.Sistem je singularan ako je matrica
tog sistema singulérna,tj. ako je njena determinanta jedna-
ka nuli,U tom slucaju matrica tog sistema ima bar jednu so-
pstvenu vrijednost jednaku nuli.Matrica lose uslovljenih si-
stéma ima neke sopstvene vrijednosti bliske nuli pa se cesto
kaze da su lose uslovljeni sistemi "pribli®no singularnir,
Ako se racunanje vrsi sa konaénom tacnoscu,u najvecem broju
slucajeva nije ni moguce utvrditi da 1li je neki sistem si-
ngularan ili samo lose uslovljen.Zbog toga Jje 1 nemoguce u
ckvirima zadate tadnosti praviti razliku izmedju singularnih
i lose uslovljenih sistema,pa se za njihovo rjesavanje kori-

ste isti metodi.U radovima 151,523 su predlo”eni metodi za



riesavanje tih zadataka ¢ijim koristenjem se dobijaju rjeSe-
nja stabilnz u odnosu na male promjene polaznih podataka,Ra-
di se u stvari o primjenl metoda regularizaclije za odredji-
el ) aoLinaluuvy Cjosenga slsivana

(4) A% =ik

gdje Je A:-Slq,;j'ﬁ , 2=3%;1, '11=5.UE';.,i=4,1,u-,m,3-4‘q,,:.,n, amim
ne moraju biti Jjednaki,.

Uvodeci-funkcional |

(5) Pa.tt,lkd-‘.\r- WAZ- ke + L Cht21, SRz = nz W,

gdje je - -~ ranije uvedena norma vektora,pokazuje se da
se za svako d4.y0 ta] funkcional minimigira na Jjedinstvenom

elementu 2* koji se mo7e odrediti iz sistena

(6) C(ATA + 4 BT = Alue,

.

.
R LY

gdie Je A’ - transponovana matrica matrice
Va®*i sljedeca

Teoremal, (vidjetil[54])
Neka je % normalno rjesSenje sistema A%=2 i neka je umje-
sto tacne desne strane u zadat vektor ude takav da je kue-bipsd.
Neka su dalje pa¢dd i pac¢8> proizvoljne,neprekidne na €0,8,)

i pozitivne na <0,8,31 funkcije koje monotono te7e nuli kada

d—o i takve dz je.

L. g Racdd 5 Rated =S
AL(ED

@

Tada za proizvellnn wnzitivms pn codin fmbaidn g s3Ykoja

zadovel java uslcve
& e ald) < BalS D

Pﬁ(d‘\-l'
vektori #*“°? koji minimiziraju funkcionale Rue,T#,Me¢l  kon-
verciruaju ka normalnom riesenju = sistema (4) kada d-»o ,t].

L i2* L 3w =0 . g
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Na osnovu ove teoreme zakljucujemo da ce minimizacija fun-
kcionala (5),0dnosno rjesavanje sistema (6),odredjivati je-
dan regulérizacioni algoritam za odredjivanje normalnog rje-
senja sistema (4) ako je parametar reguiarizacije owawdiza-
bran tako da

;%‘3—*@ kada d-—>0O.

vektore 22

mozemo shvatiti kao rezultate primjene nekih ope-
ratora R(ue,«dy ,koji su na osnovu prethodne teoreme re-
gularizacioni u smislu Tihonovljeve definicije.Na slican na-
din se pribliZno odredjuje normalno rjesenje ako je i matri-

ca sistema zadana pribliZno (vidjeti 151,52,5473 ),

4,%, Formiranje regularizacionog algoritma za rjesavanje
konacno-elementnih aproksimacija singularnih

eliptickih graniénih zadataka

Medju zadacima matematilke fizike javljaju se i oni Cije se
rie3enje ne odredjuje na jedinstven nacin.Standardan primjer
je Neumann-ov zadatak za Poisson-ovu jednadinu {(vidjetil531),
Fri diskretizaciji ovog zadatka,npr. primj)enom metoda kona-
cnih elemenata,doblija se singularan sistem algebarskih je-
dna¢ina sa simetricnom i nenegativno odredjenom matricom,
Iako polazni zadatak ina beskonaéno rjesenja, zbog greske ra-
cunanja desne strane odgovarajuceg sistema jednacina,najce-
sce se doblja nesaglasan sistem, Ali,mi 1 iz takvog sistema
*elimo da izvucdemo informaciju o rjesernju peolaznog zadatka,

Zbog toga se posmatrzju uopstena rjesenja dobijenog sistema
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jednaéina.Poéto polazni zadatak ima beskonacno mnogo rjesSe-
nja,postavlja se pitanje od kojeg od tih rjesenja cemo dobi-
+i aproksimaciju primjenom nekog pribliZnog metoda.Za zada-
2l oma nejz2dinsivenim rjesenjem je za nraksu cesto intoro-
santnije odredjivanje izvoda ilil neke njinhove Kombinacije
koja se oﬁredjuje na jedinstven nacin.Zbog toga je dovoljno
odrediti bilo koje od tih rjesenja,Tako je u slucaju Neumann-
~-0VOg zadatka za Poisson-ovu jednacinu prvi izvod rjesenja )
zadatka funkcija koja se odredjujelna jedinstven nadin, pa
je za njegovo priblisno odredjivanje dovoljno odrediti bilo
koje pribli?no rjesenje zadatka,a zatim njega pribliZno di-
ferencirati.Ml cemo se baviti odredjivanjem normalnog rje-
senja.

Razmotricemo jedan regularizacioni algoritam za rjiesavanje
sistema jednafina dohijenih konadno-elementnom diskretiza-
cijom samokonjugovanih nenegativno odredjenih eliptickih
granicnih zadataka sa nejedinstvenim rjesenjem ne vezujuci se
iskljuc¢ivo zz Neumann-ov gzadatak za Poisson-ovu jednacinu,

Tom eliptickom granicnom zadatku odgovara varijaciona. fo-
rmﬁlacija:

naci weH«uy tako da je

(7) acu ¥y= <5, vy za sve re H'WQH,

gdje je ©<¢,-3 simetricne,nenegativna bilinearna forma,aScR?
coligonalna oblast,

leka Jje disxretizacijom takvog zadatka dobljen sistem alge-
bzrskih jednzcina reda N

(EE’:) Ax =t

rrirodu nenrekidnog zadatka singularan

-

kKcjl Jje,s obzirewm nd
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ili lose uslovljen.Matrica A je simetricna i nenegativno
odredjena pri Cemu su neke njene sopstvene vrijednosti ili
jednake nuli ili vrlo bliske nuli.U svakom slucaju,zadatak (8)
e za odredjivanj2 njegovog pri-

e nexorektanc pustavljen,pa

bliZnog rjesenja stabilnog u odnosu na male promjene desne
strane ﬁotrebno primjeniti prethodno opisani Tihonovljev
metod regularizacije.Fadejeva jeuradu {571 predlozila je-
dan metod za povecanje stabilnosti rjeéenja lose uslovlje—p
nih sistema koji se sastoji u poméku spektra matrice,tj. u
prelasku sa sistema (8) na sistem

(9) (A+sEBrx=b,

i pokazala da,ako se parametar « izabere tako da bude mnogo
manji od najmanje pozitivne sopstvene vrijednosti u slucaju

=111

zularne matrice,odnosno mnogo manji od najmanje sopsive-
ne vrijednosti koja nije u grupi sopstvenih vrijednostl koje
su bliske nuli u sluaju losde uslovljene matrice,onda rjese-
nje sistema (9)-aproksimira normalno rjeSenje sistema (8) i
to rjesenje je stabilno u odnosu na male poremecaje pocCe-
tnih podataka.Rjesenje sistema (9),0znalimo ga sa X4 ,mo%e
biti shvaceno 1 kao rezultat primjene nekog operatora R
koji zavisi od & i koji je regularizacioni u smislu Tihono-
va,pa se metod Fadejeve moze shvatiti kao jedna varijanta
Tinonovljevog metoda regularizacije u kojoj se regulariza-

b —

cicni operator odredjuje nrimjenom pomaka spektra,tj. u

~ - - _ T -— - "1
toir slaudaju Je Reddy= CA LD .
n: je za odredjivanje regularizacioaog operatora za zadatzak

(2) koristien varijacioni irincip izbor:,unjesto sistema (9)



yznadene prva i druga varijacija funkcionala Pa ,
(ako je d*Pulu ,f¢;100 2za sve weMy ,z;akljuéujemo da je fu-
2kcional (15) strogo konveksan,pa on svoj munimum dostize
.4 jewinstvenow clementu Xuejeg ceiuc oznacavatl sa A ,uscaje
ia se doka%e nejednakost (16).
>o5t0 je }1* element na kom se dostiZe minimum funkecionala
Potu,§6) ymora biti
é‘p**[u*:'&d‘_;:l:@:

tJ.

CLCMH, V) + LGy = (§g; o) za sve Ve MWy.
Stavlijajuci v=WL* dobijamo

S R VSN S T RS
>dakle, zbog nenegativnosti forme a«c¢,-y ,a poslije primjene
tanchy-Schwarz-ove nejednakosti,slijedi nejednakost (16). D
1jesenje navedenog ekstremalnog zadatke se odredjuje iz uslo-
va SRl §e;3 =20 L1, w* je rjesenje zadatka
(17) G U,V e, = (e 0D za sve V& My,
Ovo je u stvari varijacioni zadatak kome odgovara sistem {(13).
U slucaju da Jje desna strana sistema (12) odredjena tadno,ima-
1i bismo umjesto (17) varijacioni zadatak tog oblika,samo S5to
bi umjesto funkecije ¢ stajala funkeiia § ,4ko sa B ognadimo
normalno rjesenje zadatka (14) sa §¢=§ ,pokazuje se da se n*

etl zZAa aproksimaci]ju tog rjesen’a stabllnu u odnosu

]

move u
na male gromjene funkclje $& ,tj. va~1
"e 0o r e ma ’? ,

4

Jeka Jje »¥ element na kom se dosti“e minimun funkcionalw

PELE'U‘}%-J = X (JJ. JIILL). -— 2__ {'-&EIJ ‘) T o '\“k],L‘t } -
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ada

ip*~nh—o kada 4 —0.

Dok a'z .

ako je
Pd.t-lld'-,ﬁ'l = Trowwy Pa.tu;&'_l,
e,
ice ‘
Pd.[ﬁi:%} < Pd.l'..ﬁ,s:l,
3j.

T Tdy ~ 3 T - =
GBS B~ 2CF0%) + A CBS %) £ By~ 2 (5.5 + &R, B,
dnosno |
~h T - - ~— - -— -— -
GLLSLBTY ~2(F, 8% +dCB5UY) £ —adl,B )+l 1.
davde,uzimajuci u obzir da je

(’1*{53’&(‘&;&*)3

0Bl J1amo

o

QB B, B% W) 4o puty” £ o ki,

dakle, zbog nenegativnosti bilinearne forme o ¢,-> ,konacno
;lijedl
18) A% W € WL,
wva ne jednakost oznacava da je'skup ¥} ogranicCen,pa-ce to
»iti kompaktan skup.Zbog toga iz svakog niza cb*) ,gdje a.—0
:ada w-s«w ,moremo izdvojiti konvergentan podniz,oznacimo ga sz
Cu*™y L lleka je |

h:wu LAV - R

-3 e
rako je svaki élan tog niza rjesenje odgovarajuceg ekstremalnog
radatka, prema ranijem jJe

— * i — ' . .
QR+ A, (R = T ) za sve wve Yy

ydakle, pustajiucl da v« ,dobl jamo



ALY =k, v za sve we vy,

a je w2 jedno od rjesenja diskretnog singularnog zadatka

14) sa §¢=§ ,tj. konalno-elementne aproksimacije zadatka (7)
oja odgovara prostoru My ,Na osnovu (18, Je takodje
TTTaREE T YT za sve ¥,

dakle se dobija

w0y £ piiy,
‘ako norma rjeSenja B> zadatka (14) sa ¥¢ =5 ne moZe biti
lanja od ﬁorme normalnog rjeSenja tog zadatka,mora biti
RN = M n,
odatle, zbog jedinosti normalnog rjesenja slijedl da je

Em'}___ 'ﬁ_ i

ko bi niz «u*) imao jos jedan konvergentan podniz koji bi

convergirao nekom elementu «“,na analogan bi se nacin moglo

okazati da je B“=u ,0vo u stvari znali da taj niz ima samo

jednu tacku nagomilavanja,tj. da je on konvergentan i da je

L B*e .
'bog proizvoljnosti brojnog nula-niza (dnd ,2zakljucujemo da jJe
ME‘:&. 0
&0

azmotrimo sada sludaj kada. je umjesto funkecije § poznata nje-

12 aproksimacija takva da je

h‘&'g*%“é@.

T e ocrema 3

- -

ek je w*?’ element nza kom se dostife minimum funkcionala

15),Tada 22 d=48> ,iz:brano tako d=z

19) ATHY—C 1 -0 " kadz d—o

diid) ’

FE 7



\HL“G) UNnN—O kada d-—o.

Do kaz.,

lako Je
R A TS S5 = o Pt 0
ur"m.n
Pul it £07 = mim Futu,5e3,
e,
yice

A YWY a0 = (5

ol 0* 0+ d vy = fe ),

ydakle slijedi da jJe

g )
AW\ T

¥y -Luﬂ
aun ;W) + 4 Y=(5-fs vy,

tj. funkcional Fetu.§-§s3 dostiZe svoj minimum na elementu

LT

O = L_Lﬂ-!.ﬁ}_ 1-1”'63

{ako je na osnovu Leme 1

- 6!‘5 ad ')

ST T\ ¢@)u% Te

bice

& - &y — — -
NTCLLER T WPANETO LA TS R TR A T Y2 -'-:3- l\% -Fah + w LYY B ¢

_f._i .,_“U_Mh T
d(E)
Po3to po pretpostavei —%——ﬁo}{ada e ,a wk*“llusokada dao

na osnovu pretpostavke i Teoreme 2,dobijamo da

Wt - G g— o kada d—o
3to je 1 trebalo dokazati. 0
Ja osnovu dokazane teoreme gakljulujemo da minimizaclja fun-
kcionala Yelw, §e1 &efinisanog sz (15),odnosno rjesavanje
zadatka (17) sa parametrom d4=d4<¢§) igabranim tako da vazi (19),

senerise algoritam koji Je regularizacioni u smislu Tihonova,



e

Prema tome,rjeSenje sistema (13) se mo%e uzeti za aproksima-
~iju normalnog rjesenja sistema (10),pa se rjesavanje tog si-
stema sa éingularnom il1i lose uslovljenom matricom moze zamije-
1itl rjesavanjem sistema (13).Yako dobljens sisteme oblixe
(13) mi cemo rjedavati primjenom mnogostepenih iteracionih
proceduré.Taénije,mi Cemo regularizﬁvativsistem kbji odgova-
ra konacno-elementno} aproksiﬁaciji u prostoru My ,tj. na
3tepenu-j=u , pri cCemu ce nam se kao pomoéni javljati sistemi
oblika (13) na stepenima j=xk-4,...,4 .I ti sistemi c¢e se rje-
5avati na isti nacin,tj. primjenom |[-stepenlih procedura za
i34 ,dok ¢e se jedino sistem na stepenu j=4 rjesavati nekim
iirektnim metodom.Da bi se formirali sistemi oblika (13) na
svim stepenima j=«,x~4,....,2a ,treba prethodno rijesiti pro-

hlem 1

hora parametara regularizacije.¥rl lizbhoru se mora vo-

£~

iiti radunz o saglasnosti tog parametra sa greskomd ,tj., o
uslovu (19).Kod nas se situacija komplikuje posto mi moramo
rijesiti w sistema oblika (13) sa razlicitim vrijednostima
greike desne strane d=95 ,Postavlja se pitanje da 1i mi za
svaki sistem moramo odrediti parametar & ,ilil Ce jedna vri-
jednost & odgovarati svim sistemima,

Greskz desne strane tih sistema,koja nastaje zbog primjene
formula za numericku integraciju,mo?e biti izrazena u fun-

zciji parcmetra $; koji karakterise prostor Wv; ,Heka je

c_1.

reska na stenenu j jednaka

6J =O('B\-F:.;"l y RO

J sludaju kida budemo koristili isti paramebtar o« n svim ste-

=)

Ug

penima, parimetre regilarizacije cemo birati nasljedeci nucin .

Ly [



S
L)
[, ¥

P/'l. .
; A 1
20) duj:--’k,g 28 J= Kyk=A iw AL

\ 2

{ada budemo koristili razlicite vrijednosti parametra 4 ,
s;tavljacemo

ut DI R N

iok cemo ostale parametre odredjivati po fofmuli
:22). | - d"i"\:id’i Y OJS K KA, 2,

Jvakvi izbori parametara regularizacije su u saglasnosti sa
'19).0vo bi takodje odgovaralo rezultatima vezanim za izbor
>arametra regularizacije po kriterijumima kvazioptimalnosti

L kolidnika za metod uprosScene regularizacije (vidjeti L341).
[zbor (20) ce imati smisla ukoliko broj k nije suvise velik

550 bl garantovalo ispunjenje uslova (19) na svim stepenima,

J protivnom je & potrebno birati na osnovu (21) i (22).

EoHvE T 6T TTIIRTHIN YARULITIOT PAAA
IA MATDEAT LY, BEENRY N OACTPRIIDMATY

'I".iil':_lll.l' i:l'i'.l.'i'r A iarddned

Ei‘lﬁﬂﬂbTEa‘iﬁ

Bpoj: S

Ratywm: —
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5. ANALIZA MNOGOSTEPENE ITERACIONE PROCEDURE

74 RIESAVANJE SINGULARNIH ZADATAKA

U glavi 4 Jje za rjesavanje sisvema Jednacdina dobijenil
onacnoszelementnom diskretizacijom samokonjugovanih nene-
ativno oaredjenih eliptidkih granicénih zadataka predloZen
edan regularizacioni algoritam,U ovo]j glavi cemo analizi-
atl ﬁa;stepeni iteracioni metod za rjesavanje sistema Jed-
acina koji se javlja u vezi sa tim regularizacionim algo-

‘itmom.1i dokazati konvergenciju tog metoda nezavisno od ho.
.1, Uvodne napomene

20 s3to smo vidjell uw glavi 3,mnogostepenl metodil se sa
spjehom primjenjuju za rjesavanje velikih sistema linea-
nih jednaéina'koji se dobijaju diskretizacijom eliptickih
ranic¢nih zadataka metodom konacnih razlika ill konacénih
lemenata.Jos Jje Bahvalov u svom radu {28] dokazao da se

aj metod moZe primjenitl za proizvoljan elipticki Opefator
rugog reda sa neprekidnim koeficijentima uz jedno,kako ga
m naziva,prirodnoc ogranicenje,koje se sastoji u tome da
jperator nije singalaran,tj. da tacka nula nije tacka spe-
tra operatora.U svim kasnijim -dokazima Konvergenclje mno-
ostepenih iteracija (vidjeti {3,4,10,12,18,19,27 ) )se pod-
-azumi jeva ovo ogranicenje.Mnogostepeni metod se dakle prim-

lenjivao samo za granicne zadatke s+ jedinstvenim rjesenjemn.

iy

:azlog zz to je sto se ypri primjeni ovog metoda za rjesava-

1je odgovarzajuceg sistema Jednz2iina dolzzi do sistema na nsj-



rupnijoj mre®i (najni’em stepenu) kojeg treba rijesiti
,aéno,pa se uvijek pretpostavljala egzistencija inverzne
atrice tbg sistema,Tek je u radovima {3 , 10 Y nagovijeSte-
2 mogucnost primjene ovog metoda 1 z& singularne granicne
adatke,all ne za sve,vec samo z2 one iz te klase zackoje

e poznato jezgro operatora,Naime,u oba rada je razmatran
reumann-ov zadatak ga Poisson-ova jednaclinu pri cemu se ko-
igti jezgro odgovarajuceg operatora koje se sastoji od svih
.onstantnih funkcija.Znanje tog jezgra je omogucilo uvodje-
1je faktor-prostora u kome posmatrani zadatak vise nije sin-
rularan. Med jutim, ovako se moglo postuﬁiti samo u Qvom spe-
»ijalnom slucaju,

Jokazacemo da se mnogostepena iteraciona procedura moZe pri-
1jeniti za rjesavanje sistema dobijeniln konatnowrelementnom
liskretizacijom eliptiékih granicénih zadataka uz pretposta-
rku da je odgovarajuci elipticki operator drugog reda samo-
conjugovan i nenegativno odredjen 1 da Jezgro tog operatora

sadr¥i i neku nenultu funkeciju.Nikakvu drugu infofmaciju o

jezgru operatora necemo kKoristiti.
5.2. Postavka zadatka,oznake 1 pretpostavke

¥ao prototip samokonjugovanog nenegativno odredjenog eli-
nvtidkog granilnog zadatka koristicemo HNeumann-ov zadatak za
Poisson-ovu jednadinu uz napomenu da ni u jednom trenutku

necemo koristiti nikakvu informaciju o jezgru operztora



ikle, razmatracemo graniéni zadatak

~dwv(a V) =F a G
) 0
% =C na o6,
ije jeQ. - poligonalni domen u R* ,Za funkciju ac¢x) se

retpostavlja da QA € CY'R) i da postoje pozitivne konsta-
te & 1 _t‘i takve da je

Q <Octx) € za x &8,

wdatku (1) odgovara varijaciona {slaba) formulacija (vidje-

SREINE

wi e H(Q) tako da jJe

2) AU,V ) = C5V) za sve Vv & H'C&),

e je

5) ACM,T) = Scx.vuvmix.., (5= {§vds .
(93 G2,

asno je da je bilinearna forma a-y-) simetricéna i nene-
ativno odredjena,tj. QACMAW¥O za sve W € HACYY L, pri Ce-
1 postoji funkcija v eHNQ) takva da je VD i a(v,vr)=o.
glavi 1 smo definisall prostore Soboljeva H"‘(Q) zad ne-
sgativne cijele brojevem .Za brojevem koji su pozitivni
nisu cijeli,prostori‘ H"‘(.Q) se definiSu iﬁterpolacijom,
ok se pros.stori HMCQ') za negativne brojeve m definisu kao
ualni prostori prostora HL (Y (vidjeti Usl).
a diskretizaciju zadatka (1),odnosno (2),koristicemo metod
onacnih elemenata.
eka je T3 fiksirana trijangulacija oblasti £ ,Za proi-
voljan trougao \ €& T2  uvodimo oznake

fvr =diam T

'e!-‘-'d-r - dijametar kruga upisanog a1



sfinisimo

1-) -?\h\"'-' ma.xC '&IT,CS\ :mihd-r.‘ S.q:‘l‘“‘l‘.’l\.%:- .
TeTh TeT) TeTy T4

70 znacl da cemo pretpostavlijati da je trijangulacija re-
ddarna i uniformna i da sude i d4 mjere regularnosti i
1iformnosti trouglova 1z Ta (vidjeti [81).
y5to cemo razmatrati mnogostepeﬁu proceduru,uvodimo nove
cijangulacilje 9: oblasti L2 ,za J»Aa .Konstruisacemo ih
wduktivno na sljedeci nalinisvaki trougao Te Tj-4 dije-
imo spajanjem sredina stranica na cetiri trougla koja ce
ripadati trijangulaciji ??‘.Tako konstruisane triiangula—
Lje imzju konstante regularnosti 1 uniformnosti do i 4
10 1 pocetna trijangulacija T+ .2a 'ev.;:mc?:k-rimamo
%.,5 o 9:_‘_.’,. Tel,

7akoj trijangulaciji Ty oblasti Su odgovara MNj -dimen-
ioni prostor konalnih elemenata sastavljen od neprekidnih
io po dio linearnih funkcija.Te prostore cemo oznacavati
x My, 1ili,Zesce,sa 'mq .
obzirom na nadin na koji su konstruisane trijangulacije I,
ice ,. |

T, C Hd(f?.)i mj c:ij za sve  jyA.
vakom prostoru YN\j odgovara sljedeca konalno-elementna apro-
simacija zadatka (2):
aci Aje M tako da Je
>) Oy, =C§, V) za sve v &y,
as ce cilj biti da zadatak (5) rijesimo u prostoru TNy ,
ije je ®ya ,dok ¢e zadaci tog oblika u prostorima Mj z:

<R ,biti ukljuCeni samo kac pomocni,



_eéavanje zadatka (5) je ekvivalentno rjesavanju sistem:
nearnih algebarskih Jjednacina
) /5:113;(i1= %;j)
je je ‘Pfh matricg ciji su elementi
A‘f::a =A%)
3 je vektor sa komponentamz %21=(94?f“)1
?Ej),'i:«,z,...,}dj} baza prostora Mj .
trica /¥$ﬁ je simetriéna,a lako se pokazuje da je i ne-
gativno odredjena,tj., da Je zz svaki vektor x e \Ruj

| xTA%% yo.
ovom primjeru Je matrica Ad) singularna,ali se u opstem
ucaju diskretizacijom singularnih granicnih zadataka mogu
ybiti pored singularnih*i lose uslovljeni sistemi.Mi smo
¢ u glavi 4 rekli da necemo praviti razliku izmedju tih
.stema 1 da cemo za njihovo rjesavanje koristitli metod re-
larizacije.Kako se kbmponente vektora -%d)éesto odredjuju
‘imjenom formula za numeriéku integraciju,mo?e se desiti da
ngularni sistemi (6) budu nesaglasni,pa cemo odredjivati
pstena rjesenja tog sistema,
w Sto smo rekli u glavi 4;za rjesavanje sistema (6) Cemo
)yristiti regularizacidni algoritam koji se sastoji u zamje-
. sistema (6) sa sistemom
) AT+ 05 MD) 292 49
lje je %%j)O - parametar regularizacije na stepenu j ,a Pﬂd)
» matrica ¢iji su elementi

Mip = 49 oy .

. . | T . Wy
<o proizvoljnom vektoru &x=Cxa,xa,erer®y;) 12 IR pri-



~ufimo funkeiju u:ix;x?i-‘” iz Ty ,tada je

xT r%‘j‘:c = (1, W)Y0 ,
1 SVe X#O , St0 znaci da je matrica M‘j)pozitivno'odredje-
1.Kako je matrica A‘j}nenegativno odredjena, bice matrica
\d)i- d Md) sistema (7) pozitivno odredjena,pa ce ta] zadatak
nati jedinstveno rjesenje 2za svaki vektor @fD.Sistemu (7)
igovara slaba formulacija:
el u‘fem‘; tako da je
3) Q(u}",v} ¥ daj(u.}";V);-cf,V) za sve veM;.
idatak (8) je konadéno-dimenzioni zadatak i on predstavlja
roksimaciju zadatka:
i w¥e H"(Q\‘ tako da je |
J) A UY,T) + 5 (W) = (F,.3) za sve &eH"(Q).
talarni proizvod (+s+) na H?Q}Se identifikuje sa dualnom
)rmom.nak{&ij¥ﬁﬁ}pﬂ.je desna strana jednacine (9) defi-
iéana za Ssve -S-eH-&I). Za rjesavanjesistema linearnlh alge-
irskih jednacina (7) dobijenog konaéno-elementnom apro-
simacijom zadatka (9) cemo primjeniti mnogostepénu itera-
ionu proceduru, |
2zitivno Odredjenbj biline'arnoj formi q_(-g-)-n-a.j(-.,-) odgo-
ira energetska norma

u\mnij = ACU,u) FdyCa, ).
1 zadatak (9) moramo uvesti sljedecu prefpostavku regula-
108ti:
bstoji konstanta © , O<KO g4 ,takva da za sve ¥e€ HB‘EQ)

| . ALO
adatak (9) ima jedinstveno riesenie 4MeH C(SL)  takvo da je

10) : “u‘j “41,0 & C “'S‘“o..1 .



D

ajucl u vidu nacin na koji su uvedenl prostori konacnih
emenata M; zakljudujemo da su oni afine familije u smislu
arlet-a (vidjeti{é\),te za njih vaze sljedeca svojsfva:
'ako b€ HSCQ),‘\-‘&ss A48 ,gdje je o0<® <4 ,tada postoji
U;e M tako da jJe

1 U= U)o + Ty lite- Wiy ¢ C R NS ,

za svako WjeMy vari
2) o WWills, @Cﬁ?ﬁlumh . Za 8Ve O§ 34,8811,
idjeti 0,2,23)).
*ojstvo-a) je standardno aproksimaciono svojstvo prostora
nacénih elemenata Mj,a b) predstavlja tzv. inverznu pre-
ostavku, Primjenjujuci mnogostepeﬁu iteracionu.procedury,
cemo u prilici da rjesavamc gadatke u nesto opétijoj fo-
1 nego sto je zadatak (8):
ci =eT\; tako da je
3) RN N ARX TS NS EAC IS za sve wveT;,
je je & 1linearni funkecional.
odnosu na svaki prostor My definiSemo‘sopstvené funkciquﬁh
odgovarajuce sopstvene vrijednosti 7&) , 152 1tsNj ,za koje jJe
4) Q(WE),V)*-d-j(\vf;iZV)'=?~3)(Y?.:1r) za sve ve& TR,
0 pozlitivne odredjenostl bilinearne formé O Coye) vdjCose)
e sve sopstvene vrijednosti %ﬁypozitivne.ﬂe umanjujucil
Stost,mo%emo pretpostaviti da je

7"-2} L ?"'S) Keosr & ?-{;}

5) : .
. |
P 20 3y oy b oy pd Y = AP

je je &« - Kronecker-ov simbol.

.0 na slican nacéin definiSemoc sopstvene funkcije i sopstve-



vrijednosti u odnosu na formu ¢ ,+) ,lako se pokazuje
i toj bilinearnoj formi odgovaraju sopstvene. funkclje qﬁ’
d? su joj sopstvene vrijednosti
6) P;:a‘?-dﬂ' s Lz4,2,005Hj.
ema tome,sopstvene vrijednostil aﬁ’se mogu napisati u obli-
3\0} PL + &y, L=, 2000 Nj .
risteci nejednakost
AL € © i
je Je C=m::ia;cl-j} ,1 (12) za §,=0 1 $S.=4 dobijamo ocje-

H
T 74a ?‘.NJ

< 4 U ) 6} 4y

7) Mt, = 2uy (Why, W) = Cl(‘fup‘}m, )+¢;(‘-i’u,,0{u IR RU2 G TPRRN

$C Uy Ny s C¥; w,:ju;-c?:“'
. svaki prostor M\ uvodimo skalu normi e Wesyg ,-2858,K0]Je Cce-
y definisatli na sljedeci nacin:

0oizvolinom elementu X&€M; ,koji u odnosu na bazu od sopstve-

ABA

M,
3) WX Wajs =) CIAY, -1 ss%a.

454

idi jednostavnosti smo izostavili gornjli indeks od 7u 731

h funkcija {4 ima razvo] X = E:LL ,pridruzujemc normu

1Isno Jje da Jje

W llagyo = Whlle 5 B oj,a = WKhie . .
1snije ce nam zatrebati jos neki rezultatil koge cemo na ovom
jestu navesti, -
3ka je sa %i(n,-) oznacena .-simetriéna,pozitivno odredjena
Llinearna forma koja je komparabilna sa \_q-skalarnim.pro—
zvodom u smisln da postoji konstanta‘5 nezavisna od +;,ta-

7a da Je

%J(‘U"lu') orfy -
19) o<t g T30 STED za sve vell\y vgo.




S

._L_"F

vezi sa tom bilinearnom formom definisemo sopstvene funkci-
5 Nf"‘-.-;k?,; 1 sopstvene vrijednosti ’i?‘:‘ic.}qs{.s Nj, SA

20 ) (P, + 45 (Fovy= R 05¢0,v)  za sve vl

7e sopstvene vrijednosti & c¢e takodje biti pozitivne,

kao i1 ranije moZemo,ne umanjujuci opstost,pretpostaviti

1 Je

9 O(ﬂ?:d 5;1&“. &"7:.“}.

i B; 0P, Pay = Sy AT, Jud + 85 (P, Y ) = P e

1 osnovu (17) i (19) izvodimo ocjenu za P

~ O, W) + 6y (A D AU, U+ df (W) !
22} Ay = Mmax ——2 —— £ p Mmox - TS =pry¢CRo

4 . .

ka proizvoljnom elementu Xe My odgovara sljedeci razvoj
> sopstvenim funkecijama ¢ :

H;" o
X= 1 Coye -

LRA
sfinisemo skalu normi

1 1
23) llll\llni,,“, = e M7, ~2 495492 .

L=7

dodatku rada (3} je za takve norme dokazana

L ema 1.

)stoji konstanta C takva da je,za sve o¢ssa 1 sve xeMm;

24.) Cluxms cmyhiy, e <Caxns. 0

3. Definicija k~stepene iteracione procedure

Jisacemo algoritam ga lzvrsavanje ﬂ—stepene procedure za
jesavanje zadatka oblika (1%) za j=k.
) Ako je k=4 ,treba zadatak (13) rijesiti nekim direktnim

me todom, tj., tacno.
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Ako Je Ry , tada se Jjedan iteracioni Korak E-Stepene
ocedure sastoji od dvije etave.U prvoj etapi se uzima
detna vrijednost ®ee™M& (to je u stvari prethodna itera-
ja) i odredjuje se vrijednost;zmaTﬁﬁ (m ce biti odredje-
- kasnije) sukcesivno na osnovu formule
5) (T~ Fga, V) = (,.Lu,-v&.h‘:i{(}cﬂ- 0(1,__&,11')-:1,,,,(1;4‘”1
gve Ve My,
ka je 'q'e'mh-q rjesenje zadatka
6) ARV g (G ¥) = G = B (Fmy ¥ )= dpop (Fmy¥) = T WY,
. sve W & Mgy,
nac¢imo sa q, aproksimaciju tadnog rjesenja q zadatka (26)
redjenu primjenom p lteracija k-4 -stepene procedure,

i Cemu se startovalo od nulte pocetne iteracije.Bro] ite-
cija p ce biti kasnije odredjen,

_?edivéi na taj nacin q, s Stavljamo

) | Fnan = Fm +q .

‘ema tome, jedan iteracioni korak %k ~stepene procedure se
stoji u prelazu od vrijednosti o€ My na vrijednost Emwa€ My,
1 Cemu se prelaz vrsi u dvije etape na opisani nadin.
.dnadinom-{(25) je definiséna procedura gladanja kéja ima

. ¢cilj redukeciju visokofrekventnih komponenti greske.Kao

0 je pdznato,ta procedura ne utice bitno na niskofrekven-
e komponente greske,ali se pokazuje da se greska u kojoj
minantnu ulogu imaju glatke,niskofrekventne komponente,
vZe dobro aproksimirati elementom iz Mu..Rjesenje zadatka
’6) 1 predstavlja taj element iz My., sa kojim se apro-
iimira greska,PoSto je dimenzija prostora TMh-a skoro e-

ri puta manja od dimenzije prostora My ,sa mnogo manje



cunskog posla je mogucCe odrediti aproksimacilju greske u
ostoru Mg., nego u prostoru Mg ,Tako odredjena aproksi-
cija greske moZe poslu”iti kao popravka prethodne itera-
je iz My ,poslije Cega dobijamo sljedecu iteraciju.Je-
acina (26) je defektna jedradina,Procedura glacanja defi-
sana sa (25) zahtijeva da se na svakom Koraku rjesavaju
stemi linearnih jednacina sa Gramm-ovorm matricomlﬁfiutffLﬂ%).
snije cemo vidjeti da se taj nedostatak mozZe izbjeci de-
nisanjem glacanja na nesto drugaciji nacin.Ta izmjena ce
aksati posao,a nece uticati na osnovni rezultat o koanver-
neciji koji cemo dobiti za % -stepenu proceduru sa glada-
em (25).Koristenjem gladanja u obliku (25) se pojednosta-
.juje pocetna analiza.Takodje i koristenje Pt e U (25)
1@ za clil]) pojednostavlijenje dobijanja osnovnih rezultata,

1jesto C Pt &) " moZe da stoji neka konstanta ‘3:‘.«.('&“;&;‘;‘:

4, Dokaz konvergencije

kazacemo da je k-stepena iteraciona procedura definisa-

L sa (25)=(27) konvergentﬁa.

Te oremal.

vka va?i (1o0) 1 neka je p>A cio broj.Tada postoji konstanta

i

4"(4 i cio broj muyaA ,0boje nezavisni od '?w. , tako da,axo je
28) MQ,-qWay, ¢ X PMTMap s
ida Jje

29) ME~ FmeaMa, ¢ Y WE-Zaboy .



&0

Do k a z,
a Je
Ee=%L-F, O0¢lscman
aska, Tada je na osnovu (25)
3) (€ V) = CEraa VI~ (g + d..f,ﬂ(_u(el_,.\m tap (Eea V) Yy A glem.

> pretpostavimo da greski €. odgovara razvoj

My
'Ea"-'z Ciyd,

s A

la se koristenjem (30) dokazuje da greski &y odgovara razvoj

ad . , q
Pl.-!-duu;
| €e=p_ CoC A~ Ywe, oslem.
) : E\ ) P+ dx te |
1
avde se odmah dobija ocjena |
2) HELWa, $ WEaMay . ' | ;

fektnu jednacinu (26) mo¥emo napisati u obliku
) ACG~ Em , V) + den (G- tm, V) =0 35 gye V€ Mi-a
> uvedemo skalarni prbizvod

CUVY g ® QREU VDY &y (A0,
la jednakost (33) mo¥emo shvatiti i u sljedecem smislu:
€m Je ortogonalno na prostor thqn u smislu skalarnog j
yizvoda <£*3* 2444 Pa Je ql ortogonalna projekcija greske
. na My, .To znaci da je q, element iz Tniﬂ~fkbji niaj- %
lje aproksimira E&w u smislu energetske norme i-Wa,. , . |
avljajuci u (33) ¥=9, ,dobijamo ocjenu
1) WM May, SWEMMarken ©
~risteci nejednakosti (28),(34)i (%2),dobijamo
5) MG, - qMey, ¢ YT MEMay_,
redjivanje greske €&€wm zamjenjujemo odredjivanjem njene apro-

imacije q, iz Mgen .



i ge dobio sistem

CA*+ <FHr>x = Ab.
omak spektra ie kasnije i uvr3ten u teoriju metoda regula-
izacije pod nazivom uprodcena regularizacija vidjeciv4o,42,
41).Ranije je releno da izbor regularizacionog operatora,
dnosno regularizacionog algoritma,nije jednoznaéén.Dokaza-
emo da ako umjesto jedinidne matrice E u (9) stoji pozi-
ivno odredjena matrica M ,koju cémo kasnije odrediti,da
e na taj naéin biti takodje formiran jedan algoritam za
dredjivanje aproksimacije normalnog rjesenja sistema (8)
0ji ce biti regularigacioni u smislu Tihonova, Pretpostavi-
o da je u vezi sa prostorom linearnih konalnih elemenata M;
obijen sistem jednadina oblika (8) kojeg cemo oznaciti sa
o) | L
‘ecemo praviti razliku izmedju singularnih 1 lose uslovije-
ih sistema jer cemo za rjesavanje i jednih i drugih kori-
titi isti metod,Takvi sisteml imaju jednu zajednicku 0s0-
vinu - osjetljivi su na male promjene desne strane.,U slu-
.aju singularnih sistema te promjene mogu dovesti do nesa-

‘lasnih sistema,dok kod lose uslovljenih sistena uticu na ve=_

ike gpromjene rjesenja.

ot

. . . re ey
retpostavimo da je umjesto talne desne strane B poznata

0}

lekz njena aproksimacija be 1 broj <jr<¢ tako da je

=) o))

i) nbh -t =T,

dutak se sastoji u tome ds se nz osnevu poznatih podatzka
P IR , L .. ) : ~ > : . =iy
-Aw{'.f' 5 &y odredi aprolfﬂlmi’?lf‘! N S veKxtora =« ,gdje JE X 4

o ‘I

- . - . - . l.j)
aynsl o riesenje slstema (12} sa tadncem desnon - -str2uom £,

. ’ _"'L L.

<o 40 to avroksimaclja bade stahilne u odnos't na nmale Tro-



1jene desne strane,
mjesto sistema
12) by
sazMa sraC iy sisten
13) (A-i-da l"\ﬁx:{;%i &Y0
rdje je MP Gramm-ova matrica {(matrica mase ) sa elementima
Mic= 9 95

rdje su | \ﬂfh, (=4,2,...,N; ,bazne funl_ccije' prostora T iLlj-:OU'fwTFLJ‘
sistem (12) odgovara varijacionom zadatku:
aci w;eMy  tako da je .
14) O Lk, ¥) = Cfe; ) za sve V€ Mj,
dje je §e¢; funkecija takva da je n§e;-50¢d).
Jvodimo sljedeci linearni funkcional odredjen na M;:

15 oI S = 0k, 1) - 2¢Te;, M) +dem, 1.
I vezl sa ovim funkcionalom posmatrajmo eksiremalni zadatak:
acl element L* iz prostora M na kome funkecional (15) do-
tiZe svoj minimum,

Lema 1.
a svako ¢>0 1 svaku funkeiju Sﬁie\ﬁi(gl) ,definisani ekstre-
ialni zadatak ima rjesenje, to rjesenje je jedinstveno i za
\jega vazi ocjena

. |
16) nurh o« S

arirajuci funkcional (15) (vidjeti U271),dobijamo
SRt U, Se3 2200 - 2¢84,0) + 2 UL, V)
S R 1,Fe;1 = 200 (W, 1 247 W),

. . . . s . " R
dje je v proizvoljni element iz ™M, ,2 sa dPa. , Py su

03
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— Y

Ny - ] . .
ka su w=T ¢eye 1 v= L Ciye dva proizvoljna elementa iz Mg
<anp LA
wda je

B ey = U, ¥ s dun = & C Ty .?Ej%d vhC Loy, LE 9 )=

' }
'_I—__ Sl acy g + ey, 9 1 =i Cicy Moy = Lci€e M

H

r~ - 'U"z. a+e’ln
Teont eones «(Teny Y (g e

= “\ulﬂ‘_‘}ﬂ_a . [I\'U‘m‘,“‘ﬁ*e » O LB LA,

ristenjem ove nejednakosti izvodimo ocjenu

6 ) Iu'ﬁ,-émm’;___ﬂ =

L
"

QLG -Em, G~ Em ) + Sken (F,~Emy G-Em )

"Q(i“am;&m)- Iy —n (C_L"Ern,Em‘)'-‘-

- — <(_L"Ern,£n-\)dh‘:

iy SMQ-€Emllidg a0 WEMmMG,
'VvO cemo ocijeniti faktor

A YA+

' -
memm"hﬂ JATS T EC (J‘#"bd"u-a)ﬁ*? (A- o ¥ Temr v
‘x4

Mg b bepan

Ny,
b

1 i R . Mo ¥ donen am
=E‘Cn (Puet S '(;‘H“ ., ) (M +dogon) C A - — Y

L
Ay v g~ =

& ‘P“uﬁ-#‘u-n) Tnax[(;:dmm V(A - R e

h B
. . » N ‘(.
He v dx-a P‘“t'l'ﬂt!«-n 1 E*CL (}h * d‘u”‘\
€€ Pt dyea Y- max P A-XIT mEL MY, .
xele,n)
. & 2m - . : vy S
ko funkcija %x"¢a-xY dosti?e svoj maksimum u tadki X =0,
osnovu prethodne ocjene i (17) konaéno dobijamo

7)

- 972
MEmMurs save € Ch, P N Ee agen -

taje da se ocijeni faktor mqf-twnn*p*‘ﬁ_, .42 to ce nam bi-

potreban standardni argument dualnosti i Lema 1
O~n

Ka Qe H™ <€) i neka fv\_e.r-’l (Q‘)

zadovoljava
ACM,V) +Al,¥)=Cg,v)  za sve wve H%C)y.
avljajuci v¥=q-tm,imamo za proizvoljno x e Mi-
CQ,Q~Em) = QUM qQ-Em) & bpen K, J~Em) =
= QA lM=-X, G Em) + dpep (M-, g-Em) &

3

o~ X Moy, W Q—Em\\\ﬂ_n .



og proizvoljnosti X € Mg-4 je
3) (9,§-Em) £ MY~ EmW- *"\T'Sﬂ W= X Wayon & C MQ-Emblg,., UnYilg-XHa £
Xe k-n Lo T g

S C WG Emlag.n- Lot hace &€ C WG -EmMar, b 3 gon
je smo za dobijanje konacne ocjene koristili Leuua 1,:pro-
imaciono svojstvo (11) sa s=a+4e 1 pretpostavku regulu-
osti (10) za dualni gadatak.

osnovu Leme 1 i (38) je
9) mEL'-' EmWagy,n-0 € CHQ-Emline € Cﬁi MG~ EmMay.n
acajuci se na (36) i koristeci (37)i (39),imamo
0) MY -Cmta, , € Co P meotyy. , -
naéno je iz (27),(28),(39),(%4)i (32)
1) MEmaa Wy, = MEm =G Maw-n & MG~ Wap., + BT~ EmMagn &

— -9 - =2
& r?mq‘m&yﬁ,‘ + Cm - Mtolagan E{ Pl\ﬁn“\dw_-n'\“ ™ WEoWgayg., =

=T+ Cw¥Mme, Wagen

ma je potrebna ocjena ovog oblika ali u norml wm-WMga, .
ovom nijestu cemo razmotriti dva razlicita nacina izboru:

rametra regularizacije :

stepen 1.nacin| 2.nacin
k| & d
kot | & 24
h-a
T 2 d 2
A & .

0 se koristi t.nadin za izbor parametra regularizaclje,

. osnovu (41) Jje odmah

' -8/
-2) MEwm M, & C XP-r Cwm ) MEolh gy

rajucli Y tako da je X‘?':%X' im dovoljno veliko di bude



N '—‘i*x' ,dobijamo iz (42) ocjenu

MemaeaWax & K Mho Wy,

bl & ~ 1‘m+q W & f WME- Tolllaw 4

;0 je 1 trebalo dokazati,
zmotrimo slucaj kada Jje dw-a= Ldw.

ko je uz tu pretpostavku WEnWa, $WEm WA, lmaCemo 12z (41)

—air 3

' ~9/0 1 1
W Emea Wi, € CEFFCm ) MEalawen = CY T+ Cm - Loy v auliotar ¢

-~ 8BS L .
¢ (YP+Cwm Yy L Mo Mo ¥ O LEo &a) * dy CEo B0 3 =

-8/

= (C F? + Cm ')1 2 Wee “\1&1& ’

nosno
3) WemeaWay & CTRPT+ O™ ) Mea oy -
rajucil u ovom slucaju Y tako da jJe ﬁgrc.%a' 1w dovoeljno

oL
<3 Y »dobijamo tra%enu nejednakost (29).

1liko da bude @2Cwm

sno je da se Y i ™ mogu izabrati nezavisno od Q-vj .

kazacemo konvergenciju ﬂ-stepenbg metoda i u bLp-normi,

. to nam je potrebna jada pretpostavka za zadatak (9).4a-

e, Moramo pretpostaviti Hl—regularnost,tj. da (1o0) varzi zz ©=4
W, € Cagne .

‘aj zahtjev Hl-regularnc;}sti nije suvise ograniéév-z;juéi.

L ¢ce biti ispunjen ako ,j'e S konveksna oblast 1 ako Je fun-

ija o) dovoljno glatka (vidjeti [8]).

Teor e_m a 2.

ka su ispunjene pretpostavke Teoreme 1 za ©=4 ,Postoji

mstanta O&Y{<A 1 neki cijell broj mxa ,0bcJe nezavisni

%o »tako da,ako je

4) M-l sy Uy,
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da Je
5) E-Fwmeglo &Y HE-2ollo -
Do k a z,
isti nacin se,kaoc i u Teoremi 1,koristenjem razvoja gre-
kKa €el €mpo sopstvenim funkcijama,dobija ocjena
6) | Emllo € WEala
risteci se cinjenicom da Jje MW-W, =WHe 1 stavlijajuci u (38)
Q-tm 1 ©=4 ,dobijamo
7). g~ Emllo €C R W3- EmMa, -
bismo dobili nejednakost analognu nejednakosti (35),izve-
ema prvo neke pomocne ocjene,
ko Je
l“a_;- Em “‘:.‘-. = O (q,- €m ,c';:- Em )+ dau-ﬁ(E];-Em 3G~ Em) =
=~ QG -Eom ,Em) = dvg-n (= Em €)= ~ <G-Em yEmY,, &
§ NG - EmMlayay MEmMay. s o
Se
8) MG Emil & MEm B, -

risteci razvoj (31) za €m ,izvodimo ocjenu

9) MemMy . & o S a..“_ﬂ{'?lli....llu s
. koje, zbog (46),dobijamoil
WEmMp,., & (M  den) S REo -
. osnovu (44),(47),(48),(49) 1 (17) se dobija

0) Wq=Golo €Y THG M £ Y TCUG-Emte +UEmBeY & YT (C’i.,_ G~ Emlily + Nl 4
¢ TLChe(pyy dn) NEhe + HEoho) & CyPutan,

;0 predstavlja analog od (35).

risteci {(47)i(36) za =4 ,dobijamo

i-tmls $CRL UG -emma, ,=Chyx L OG- Em G-tm> ¥ duin (§=Em G- Emd ) =



S — 1 —
=- Oy ¢G~EmyEm Yooy & TP Q- EmMay o MEmMa, . =
S —
= CRu WG - tmllo- WEmWan., ,
‘ 2
1) 1q- tmiy & Ch MEmty, , o .
ijenicemo MeEmMa..,,, Koristeci razvoj za &m PO sopstvenim

nkeljama yq:
2m

Ko rdw-a
f‘“‘lk"‘ g ~n

"

H
k8 i
luﬁ,.,,m:u_m LA €A -
“=pn

ado )

; S t \ 1- - 1m
IR R SN0 Y TIPS of G SR L
-I:Iﬂ ,u“\l“'dl-l"h /*HK‘*‘ d'“-"ﬂ

Fia

]

2
& (¢ Pﬂu*’d‘t-ns + TAQLDC ‘x:"'(.f\-x*;“: IIE,H: .
xefo,n)

avde,na slidan nadin na koji je dobijena ocjena (37),dobijamo
-9 -A

2) WEm Moy, & Chyum “hEole .

nadéno je,na osnovu (51),(50) i (52)

MEmealo € MEm-Tflo # UG~q Y, & TRy WEmMa, , , + CyFheato &

¢ CCm™ + (P koo -
rajuci y tako da bude C{f<%Y iwm dovoljno veliko da
de Cwt<%y ,dobijamo (45),Cime jJe Teorema 2 u potpuno-
.1 dokazana., O
nije je redeno da procedura glacanja definisana sa (25)
a jedan nedostatak jer jé na svakom kKoraku glaéaﬁja notre-~
0 rjesavati sistem sa matricom beL((f??ffH) .Da bi se
ocedura glaéanja pojednostavila, zamijenicemo (25) sa
3) B (Ey- EFron 2 V) = Py 1O~ AR ¥ = dosc (Feen ,ﬁ)i za sve eM, .
yristecl nejednakost

NG~ EmMy, & MG~ EmMi, 40,6 M Em My ave b 2

v analogan nacin se dokazinje

Te orema 3.

'ka vaze uslovi Teoreme 1 1 neka je py>a nekl cijeli broj.



o
o

la postojl konstanta o<y <4 1 cijell broj m»1 tako du,
> je ispunjen uslov (28) za iteracionu proceduru bazira-

na (53),(26) i (27), tada va“i uslov (29), Q

:ma tome, zamjena procedure glacanja ne utice na konver-
1ciju ®& -stepene iteracione procedure.
> za bazu prostora konalnih elemenata Ma izaberemo un-
Lje Q¢ koje su jednake 1 u jednom évoru,a o u svim osta-
n dvorovima,glatajuca procedura (53) ce biti,sa stanovi-
1 racdunskog posla,mnogo bolja od glacanja definisanog s=2
5) ako B.¢+s+.> izaberemo tako da dobijemo sistem jedna-
14 sa dijagonalﬁom matricoml4¢13to bi znacilo da za gla-
1je koristimo Jacobi-jevu iteracionu semu,

Wi a
2 su u=iu.-_~f.; i w:im,?.; dva proizvoljna elementa 1z ™. .

a%A A= A

finisanjem forme be¢rd na sljedeci nadin

Wy
b ¥y =T WV (e 9e) s
i:.‘ h
k> .
jesto sistema sa matricom ™M ,dobicemo sistem s= odgo-

rajucom dijagonalnom matricom,

ko definisana forma.'Bn(ﬁ-ﬁ ce zadovoljJavati usliov (19) {

1 i

. . H
o je baza prostora M, izabrana tako da je norma |luuL= Y R,

LT hy
vivalentna sa normom HW&h, L,t],

-y
C ilung, € WMo ¢ Callg,

. . s L
je se pod Xuhy, podrazumijeva norma vekKtora WUs(Ua,lg,,4nd,
Ny

pod wun, - L,-norma funk‘cije U.=Eu£~?.: .

ix A

aj uslov ispunjava baza ii&\ za koju je ¥Y¢=14 u jednon

oru i =0 u ostalim Cvorovima (vidjeti(8}).
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. Racunski posao 1 efikasnost

oreme dokazane u prethodnom paragrafu pbkazuju dis k-ste-
1a iteraciona procedura za rjesavanje sistema linearnih
rebarskih jednadina oblika (7) na stepenu j=h ,ima faktor
avergenclje ¥ Koji ne zavisi od parametra diskretiz:cije
, Zbog Cega je taj iteracioni metod mnogo bolji od klasi-
ih iteracionih metoda koJji nemaju to svojstvo,Ali, sum. ta
ajenica ne govorl da smo time doblli optimalin metod. Potre-
5 je imati u vidu 1 ralunski posao koji je potreban za rez-
zaciju tog metoda,
bismo odredili ukupnu kolidinu potrebnog radunskog posla,
odimo sljedece oznake
l;w - racunski posaoc dvostepenog metoda izuzimajucl posao
potreban za rjesavanje defektne jednacine, j=2,-,%,
14 - radunski posao potreban za tacdno rjesavanje defek-
tne jednadine na stepenu j=a ,
lj - racunski posao j -stepenog metoda na jJednom kor.ku,
K .

J: '1.}-.- ~

osnovu ovih oznaka,nas je cil] da odredimo Glx.Jasno je
Je |
1 )
Ql": Qﬂ + Q4 3 Qj - Qi‘ﬂ ¥ PQj-J‘ Y j=3‘t--,¥- .
ema tome,racunski posao potreban za jedan korak x-ste-
ne lteracione procedure ce biti
= K-} y 1
- u-
QK = Z P Qi-ﬂ * P Qq -
j=2

etpostavimo da je bro] racunskih operacija potrebnih za

atanje i1 za (27) ograniCen konstantom CamMj=CHNj ,t3.
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la Je

)bzirom da je

Nk

Hjﬂ :
4~

)

o Qk" CNui(‘E‘rﬂ + PK-IQ:\ .

j=
ivde se dobija da je ukupan racunski posao na jednom Kora-

dat sa
(%C“K sy P4
?.CNK ,P:'l.
Qk.: <
QCNK ' ,P=}
\O( NKQD%NK) s P-4 -

sno je da ce broj radunskih operacija biti proporcion:lan
brojen nepoﬁnatih ako se defektna JjednaCina rjesava

. ~4 -stepenim metodom sa pP$3 iteracija.

la je ta] bro] iteracijé p»4 ,necemo 1lmatl ekonomican me-
i.7Zbog toga su éa nas interesantni slucajevi p=2 1 p=3 .
tim sluéajevima ce ranijé definisana k -stepena iteraciona
ocedura imati sljedeca dva svojstva;:

njen faktor konvergencije ne zavisli od parametra P
ukupan broj radunskih operacija na jednom iteracionom
raku je proporcionalan broju nepozn-4itih.

og ovoga Jje uvedeni metod asimptotski optimalan (kadik-re ).
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