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Predgovor
Kratak gpis sadraga teze. Daoprinosi teze. Netodologia rada.

Teorija grafova je disciplina koja u prethodnih nekoliko decenija
dozivljava buran razvoj. Pitanjima iz teorije grafova moze se pristupiti na
razne nacine, na primer sa aspekta teorijske matematike, primenjene
matematike, racunarstva, telekomunikacija i tako dalje. Jedna od
najvaznijih odlika teorije grafova je da se grafovi mogu koristiti kao
matematicki modeli mnogih problema u nauci, tehnici, industriji. Teorija
grafova predstavlja znacajan matematicki alat u razli¢itim disciplinama,
kao $to su racCunarstvo, telekomunikacije, operaciona istrazivanja,

hemija, fizika, sociologija, genetika 1 sli¢no.

Spektralna teorija grafova je jedna grana teorije grafova koja se stalno
razvija. Spektar grafa moze da otkrije neke vazne karakteristike grafa ili

objekta ¢iji je matematicki model graf.

Tema ove teze su refleksivni grafovi, tj. grafovi ¢ijja je druga najveca
sopstvena vrednost manja ili jednaka 2. Refleksivni grafovi predstavljaju

veoma Siroku klasu grafova. Iz tog razloga postoji potreba za
odredivanjem refleksivnih grafova u nekim uzim klasama. Do sada je
bilo malo radova o refleksivnim grafovima. Tek od pre nekoliko godina
pojavljuje se jedan broj radova na ovu temu i ovo polje je otvoreno za
dalja istrazivanja. Obradivana su refleksivna stabla u [20] 1 [22] 1 bicikli¢ki
grafovi sa mostom izmedu kontura [35]. U ovoj tezi istrazujemo
refleksivne kaktuse (kaktus ili stabloliki graf je graf u kome dve konture
imaju najvise jedan zajednicki ¢vor) i refleksivne € -grafove (biciklicke
grafove cije dve konture imaju zajednicki put.)

Teza ima sedam poglavlja.




Prvo poglavlje predstavlja uvod i sastoji se iz cetiri dela.

U prvom delu se prikazuju osnovni pojmovi spektralne teorije grafova.

U drugom delu osvréemo se na grafove sa ograni¢enom drugom

sopstvenom vrednoscu.

U tre¢em delu dolazimo do refleksivnih grafova i na taj nacin stavljamo

temu ove teze u jedan $iri kontekst.

U cetvrtom delu predstavljamo osnovni aparat za dalji rad. U sklopu
toga su prikazani Smithovi grafovi, Schwenkove i1 Heilbronnerove
relacije. Takode, dati su i neki pomocéni rezultati za odredene tipove
grafova, kao i teorema koja daje odgovor na pitanje sta se dogada kada
posle uklanjanja artikulacionog ¢vora medu dobijenim komponentama

povezanosti ima Smithovih grafova (Teorema KS).

Druga glava sastoji se iz dva dela.

U prvom delu uvode se pojmovi cepanja i prelivanja Smithovih stabala,

inace kljuc¢ni u ovoj tezi.

U drugom delu prikazan je vazan rezultat o maksimalnom broju kontura
u refleksivhom kaktusu pod pretpostavkama: da konture ne ¢ine snop i
da je graf RS-neodreden (tj. da se refleksivnost ne moze odrediti
primenom Teoreme RS, Glava 1). Ove dve pretpostavke se odnose i na

sve kasnije rezultate.

Treca glava posvecena je refleksivnim kaktusima sa cetiri konture pod
pomenutim pretpostavkama 1 u njoj su odredeni svi takvi maksimalni

grafovi. Ova glava se sastoji iz dva dela.




U prvom delu se pronalaze svi maksimalni refleksivni kaktusi sa cetiri

konture ¢iji je bar jedan ¢vor neke spoljne konture opterecen dodatnom

granom.

U drugom delu se pronalaze i svi preostali takvi maksimalni refleksivni
kaktusi (kod kojih nijedan ¢vor neke spoljne konture nije optereéen

dodatnom granom).

U cetvrtoj glavi govori se o refleksivnim kaktusima sa tri konture.
Istrazujemo takozvane L-grafove, koji se definisu na sledeci nacin. Ako
¢vorove mosta koji spaja dve proizvoljne konture spojimo novim putem
duzine /, dobijamo triciklicki graf. Grafove ove konturne strukture
zovemo [~grafovi. Razmatraju se slucajevi kada je />4. Ova glava se

sastoji iz dva dela.

U prvom delu radi se algebarska analiza opsteg tipa i izvlace se zakljucci,
da bi se u drugom delu to primenilo na pojedinacne slucajeve [2>10,
[1=9,1=81=7,l=6,/=5 1 [=4. Tu su odredeni svi maksimalni

refleksivni [-grafoviza [ > 4.

U petoj glavi se govori o prisustvu Smithovih stabala u opisu prethodnih

rezultata. Ovo poglavlje sastoji se iz tri dela.

U prvom delu uocavamo jedan vid prisustva Smithovih stabala u I-
grafovima i dajemo algebarski dokaz, a zatim analiziramo mogucnosti za

pojedinacna Smithova stabla i izvodimo zakljucke.

U drugom delu sprovodi se analogan postupak za drugi vid prisustva
Smithovih stabala u I.-grafovima. Zatim analiziramo mogucnosti za

pojedinacna Smithova stabla i izvodimo zakljucke.




U tre¢em delu uocavamo prisustvo Smithovih stabala u grafovima tipa J,
K, M, N iz tre¢e glave, a zatim dalji postupak tece kao u prethodnim

slucajevima.

Sesta glava posvecena je biciklickim grafovima. Ova glava sastojt se iz tri

dela.

U prvom delu analizira se zamena jedne konture kaktusa Smithovim

stablom.

U drugom delu se govori o prelivanju trojki Smithovih stabala.

U treCem delu govori se o @-grafovima. Posle opstih razmatranja
prikazuju se dve klase @-grafova generisane Smithovim grafovima.
Nakon algebarskog dokazivanja analiziramo sve mogucénosti za
pojedina¢na Smithova stabla i dolazimo do familije @ -grafova

generisane na ovaj nacin.

U sedmoj, zaklju¢noj glavi, ukazuje se na dalje mogucée pravce

istrazivanja u ovoj problematici.

Na kraju su dodaci u kojima su date definicije vaznijih pojmova teorije
grafova, kao i tabele odredenih vrednosti u vezi sa Smithovim grafovima

koje se koriste u tekstu.

O doprinosima teze.

U drugoj glavi dat je novi dokaz Teoreme 4.5' iz rada Radosavljeviéa i
Simica [34] (ovde - Teorema 1, Glava 1), pomenute u prvoj glavi, o
prelivanju Smithovoih stabala u biciklickom grafu sa mostom izmedu
kontura. U drugom delu druge glave formulisana je i dokazana teorema
o maksimalnom broju kontura kod refleksivnih kaktusa pod pomenutim

uslovima.




U trecoj glavi formulisani su 1 dokazani stavovi 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8, 9, 10,
11, 12, 13, 13', 14, 15, 15" i teoreme 1, 2, 2' u vezi sa refleksivnim
kaktusima sa Cetiti konture. Pronadeni su svi maksimalni refleksivni

kaktusi sa cetiri konture pod pomenutim uslovima.

U cetvrtoj glavi definisani su I-grafovi, formulisani su i dokazani stavovi
1-17, kao 1 Teorema 1 kroz koju se vidi da su pronadeni svi maksimalni
refleksivni grafovi u ovoj klasi. U tim stavovima redom se analiziraju
mogucnosti optereéivanja ¢vorova centralne i spoljnih kontura i izvode
se prvo opsti zakljucci za razne vrednosti parametara, a zatim se
konkretno odreduju svi maksimalni refleksivni I-grafovi redom za

[210,1=9,1=8,1=7,1=6,l=51i[=4.

U petoj glavi formulisani su i dokazani stavovi 1, 2, 3 o prelivanju
Smithovih stabala u prethodno obradenim klasama refleksivnih kaktusa
sa tri 1 cetiri konture. Osim toga, uradena je kompletna analiza
Smithovih stabala i vrednosti odredenih izraza koji im odgovaraju. Na
kraju se u teoremama 1, 2 1 3 rezimira kod kojih se od maksimalnih
refleksivnih kaktusa sa tri i Cetiri konture iz prethodno obradenih klasa

prepoznaje ovakvo prisustvo Smithovih stabala.

U Sestoj glavi formulisana je i dokazana teorema o zameni slobodne
konture kaktusa Smithovim stablom, zatim teorema o prelivanju trojki
Smithovih stabala, i teorema o jednoj klasi maksimalnih refleksivnih -
grafova za odredene vrednosti parametara. Na kraju su formulisane i
dokazane dve teoreme o dvema klasama 6 -grafova koje su generisane

Smithovim grafovima.

Metodologija rada zasnovana je na teorijskom rezonovanju,

kombinatornom i algebarskom, a u finalnim koracima odredeni deo rada




izvodi se na racunaru. Prvo se koris¢enjem lema, teorema i Cinjenica iz
relevantne literature i prethodnih radova postavi algebarski okvir za
reSenje problema, zatim se primenjuje kombinatorno rezonovanje. Na
kraju se koristi kompjuter 1 ekspertni sistem GRAPH [9], koji
omogucava brzo ra¢unanje spektra grafa. U poslednje vreme primenjuje
se nova verzija ekspertnog sistema GRAPH, a to je newGRAPH [1,2],

koji omogucava udobniji rad u savremenom programskom okruzenju.

Zelim da se zahvalim profesoru Zoranu Radosavljevicu, koji me je uveo
u ovu oblast 1 koji mi je uvek pruzao nesebi¢nu pomoc i stalnu podrsku
u nau¢nom radu. Njegovo iskustvo i poznavanje ove oblasti uvek su mi
bili na raspolaganju tokom izrade ove teze. Takode, Zelim da se zahvalim
akademiku Dragosu Cvetkovicu na pazljivom citanju teze 1 nizu izuzetno
korisnih sugestija, koje su doprinele poboljsanju teksta. Zahvaljujem i
profesoru Pordu Dugosiji na korisnim zapazanjima, kao i profesoru

Milanu Drazi¢u na uspesnoj saradnji.




1. Uvod

Osrovrid porovs, gpsts i pormocni reultati

U ovom poglavlju prikaza¢emo neke osnovne pojmove spektralne
teorije. Ukratko ¢emo opisati dosadasnje rezultate o grafovima cija je
druga najveca sopstvena vrednost ogranicena nekom konstantom. Posle
toga ¢emo dati neke osnovne cinjenice o refleksivnim grafovima, sto je
tema ove teze. Zatim ¢emo dati prikaz nekih prethodnih rezultata i

navesti pojedina pomocna tvrdenja na koja se oslanjamo u daljem radu.

1.1 OSNOVNI POJMOVI SPEKTRALNE TEORIJE GRAFOVA

Spektralna teorija grafova je jedna od grana teorije grafova koja se stalno
razvija. lako graf nije jedinstveno odreden svojim spektrom, spektar
grafa daje neke vazne podatke i otkriva odredene karakteristike grafa ili
objekta ciji je matematicki model graf. Rezultati iz spektralne teorije
grafova cesto su zasnovani na vrlo razvijenoj teoriji matrica, ali
spektralna teorija grafova ima svoje posebne karakteristike, specificne
nacine zakljucivanja i pristupa problemima, $to je izdvaja kao posebnu

disciplinu.




Stalni razvoj spektralne teorije grafova u prethodnih pedeset godina

doveo je do toga da je to danas jedna od najvaznijih oblasti u algebarskoj

teoriji grafova. Primene spektralne teorije su brojne, narocito u

bl

racunarstvu, telekomunikacijama, fizici, hemiji 1 td.

U ovom tekstu pod grafor G smatramo ureden par G=(V,E)

kona¢nog skupa 7 (skup ¢vorova grafa G) i skupa E dvoelementnih

podskupova I (skup grana grafa G).

Graf H koiji je dobijen uklanjanjem nekih ¢vorova grafa G, zajedno sa

njima incidentnim granama, naziva se indukovan podgraf grata G. To znaci
daje V(H)<V(G) i E(H)=E(G)n(V(H)) . Akoje V' (H) pravi
podskup skupa V(G), kazemo da je H pravi indukovani podgraf grafa

G. (U ovom tekstu kada kazemo podgraf, to ima znacenje indukovan
podgraf.) Ako je H indukovan podgraf grafa G, kazemo da je G nadgraf
grafa H.

Neka je A (0,7)-matrica susedstva grafa G i P.(A4) =det(1] — A) njen
karakteristicni polinom. Ovaj polinom se naziva karakteristicni polinom
grafa G i oznacava se sa P (4) ako je jasno na koji se graf odnosi. Kako
su sve matrice susedstva datog grafa medusobno sli¢ne, karakteristi¢ni
polinom je jedinstven. Koreni katrakteristicnog polinoma F,;(1) su

karakteristicne (sopstvene) vrednosti grata G. One su realne, jer je A realna

simetricna matrica, pa se mogu poredati u nerastu¢i poredak

2(G)24(G)=...24,(G).

Spektar grafa G je familija njegovih karakteristicnih vrednosti. Najveca

sopstvena vrednost A, (G) se jo$ naziva 1 indeks grafa G. Ako je grat G




povezan, onda je 4, (G)>4,(G) [8]. Ako graf G nije povezan, onda je

njegov spektar unija spektara njegovih komponenata. U ovom tekstu

grafovi iz klasa koje istrazujemo su uvek povezani.

Povezanost spektra grafa i spektara njegovih podgrafova izrazava

takozvana teorema o preplitanju (the interlacing theorem):

Neka su A4, 24,2>..2A4, karakteristicne vrednosti grafa G i
My = 1, = 2= 1, karakteristicne vrednosti njegovog podgrafa H. Tada
vazi A, S g <A (i=12,...,m).

Zato, ako je m=n—1, imamo A4 2 24, 2, ... i takode A, > 1,

ako je G povezan.

Svojstvo grafa G koje je takode 1 svojstvo svakog njegovog

indukovanog podgrafa naziva se nasledno svojstvo.

Za svako a€ Ri ie N svojstvo /L(G)Sa je nasledno svojstvo. To
sledi iz teoreme o preplitanju, koja kaze da je 4 (H)<A,(G) za svaki

indukovani podgraf H grafa G.

Ako graf G ima dato nasledno svojstvo, a nijedan njegov pravi nadgraf
nema to svojstvo, kazemo da je G maksimalan graf za posmatrano
svojstvo. Sa druge strane, graf G koji nema dato nasledno svojstvo, a svi
njegovi indukovani podgrafovi imaju to svojstvo, naziva se minimalni

gabranjeni graf za to svojstvo.

Povezani grafovi za koje vazi A, =2 poznati su kao Smithovi grafovi.




Grafovi za koje vazi A, <2 nazivaju se refleksivni grafovi. Svojstvo A, <2

je nasledno svojstvo.

Kaktus i stabloliki graf jeste graf u kome dve konture imaju najvise jedan
zajednicki ¢vor. @-graf je biciklicki graf cije dve konture imaju

zajednicki put.




1.2 GRAFOVI SA OGRANICENOM DRUGOM SOPSTVENOM
VREDNOSCU

Grafovi ¢ija je druga najveca sopstvena vrednost ogranicena nekom
vredno$¢u ¢ € R su predmet istrazivanja u novije vreme. Takvi grafovi

su razmatrani u [8], [17], [27]. U razlicitim radovima razmatrane su

J5-1

konkretne vrednosti za ¢, posebno 5 \/— 1, T 112.

1
Sve grafove G takve da je 0< 4, (G) < 3 odredili su D. Cao 1 Y. Hong

u radu [3].

Grafove G za koje vazi A, (G) <2 -1 odredio je M. Petrovi¢ u radu

[24].

Kada je u pitanju zlatni presek, ima nekoliko rezultata koji se ticu

N

1
grafova G za koje vazi A, (G) < > S. Simi¢ je u radu [42] dokazao

da je skup minimalnih zabranjenih grafova za ovo svojstvo konacan.

N

istrazivali su D.

Strukturu grafova G sa osobinom 4, (G)<

Cvetkovi¢ 1 S. Simi¢ u radu [16], a deo rezultata objavljen je u [15].

Slucaj kada je 4, (G) <1 delimi¢no je resen u radu [5] D. Cvetkovica.

Ovaj problem karakterizacije grafova postavio je A. J. Hoffman.




Stabla kod kojih je 4, (G) <1 je istrazivao A. Neumaier u radu [22]. On

je opisao algoritam za odredivanje da li je druga najveca sopstvena

vrednost nekog stabla manja ili jednaka nekoj odredenoj vrednosti.

Grafove grana kod kojih je 4, (G) <1 obradivali su M. Petrovi¢ i B.

Mileki¢ u radu [25], a generalisane grafove grana u radu [20].




1.3 REFLEKSIVNI GRAFOVI

Grafovi za koje vazi A, <2 nazivaju se refleksivni grafovi. Ovi grafovi

odgovaraju skupovima vektora u Lorentzovom prostoru R”' koji imaju
Gramovu matricu 2/ —A4 (i zbog toga normu 2 i zaklapaju uglove od
90° i 120°) i oni su Lotentzovi ekvivalenti sfernih i Euklidskih
grafova, koji se pojavljuju u teoriji grupa refleksija, i direktno se
primenjuju u konstrukciji i klasifikaciji tih grupa [23]. Akoje 4, <2< 4,

ovi grafovi se nazivaju i hiperbolitki grafovi.

Refleksivni grafovi predstavljaju veoma Siroku klasu grafova. Na primer,
sopstvene vrednosti kompletnog grafa sa # ¢vorova (K, ) su 4, =n—-1,
A=A =4=..=4,=-1. Dakle, svaki kompletan graf je refleksivan.
Osim ovoga nije tesko odmah primetiti i mnoge druge primere
refleksivnih grafova. Zbog toga je prirodno da se istrazivanja o

refleksivnim grafovima izvode na nekim uzim klasama grafova.

Do sada je bilo malo radova u ovom polju spektralne teorije, pa
refleksivni grafovi predstavljaju oblast koja je otvorena za dalja
istrazivanja. Tek od pre nekoliko godina pojavljuje se odreden broj
radova na ovu temu. U ovoj tezi istrazujemo refleksivne kaktuse (kaktus
ili stabloliki graf je graf u kome dve konture imaju najvise jedan
zajednicki ¢vor) i refleksivne @ -grafove (biciklicke grafove cije dve

konture imaju zajednicki put.)

Klase refleksivnih grafova koje su do sada proucavane su stabla u [20] 1

[22] 1 biciklicki grafovi sa mostom izmedu kontura [35] (videti i [27] i




[17]). Maxwell je proucavao refleksivna stabla u [20]. Neumaier u radu
[22] daje neke opstije rezultate u vezi sa drugom najvecom sopstvenom

vrednos$cu stabla, $to se odmah moze primeniti za dato 4, .

U radu [35] Z. Radosavljevic i S. Simi¢ su formulisali i dokazali teoremu
(u ovom tekstu Teorema RS) koja daje odgovor na pitanje Sta se dogada
kada posle uklanjanja artikulacionog ¢vora medu dobijenim
komponentama povezanosti ima Smithovih grafova. U ovom radu
odredeni su svi biciklicki refleksivni grafovi sa mostom izmedu kontura
(pod pretpostavkom da Teorema RS ne daje odgovor na pitanje da li su

grafovi refleksivni ili ne).

U ovoj tezi razmatraju se stabloliki grafovi sa vise od tri konture (Glave
21 3), zatim jedna klasa kaktusa sa tri konture, tzv. -grafovi (Glava 4).
U Glavi 5 se istrazuje prisustvo Smithovih stabala u nekim klasama
kaktusa sa tri i Cetiri konture. Neke klase biciklickih reflleksivnih grafova
razmatraju se u Glavi 6. Osim stablolikih grafova tu se pojavljuju i -

grafovi.

Definisimo sada neke pojmove koji ¢e se koristiti u daljem radu.

Kako je, prema teoremi o preplitanju, grafovska osobina A4, <2

nasledna, logi¢no je da se u okviru posmatrane klase grafova trazi skup

maksimalnih refleksivnih grafova.

Neka je C neka klasa povezanih grafova. Graf je maksimalan refleksivan
graf u klasi C ako je refleksivan, ako pripada klasi C'i ako nijedan njegov
pravi nadgraf koji pripada klasi C nije refleksivan.

Prosirenje datog grafa znaci dodavanje novih ¢vorova (i grana) datom

grafu tako da se dobije pravi nadgraf datog grafa.




Neka je G graf iz neke klase C povezanih grafova. Prosirenje datog grafa
klasi C znaci dodavanje novih ¢vorova (i grana) datom grafu tako da se
dobije pravi nadgraf datog grafa koji pripada toj klasi. U daljem tekstu

izraz prosirenje grafa imace znacenje prosirenja u okviru date klase.
Opteredivanje cvora datog grafa znaci prosirenje datog grafa u tom cvoru.

U ovom tekstu opterecivanje ¢vora ¢e biti naj¢esce stablom. U takvim
slucajevina reé¢i ¢emo da je stablo oslnjeno na taj ¢vor (nekim svojim

¢vorom).

Sada ¢emo dati neke vazne napomene u vezi sa karakteristicnim

polinomom.

Posmatrajmo (povezan) graf G. Grafovi koji nas zanimaju su refleksivni
nadgrafovi Smithovih grafova. To znaci da za sopstvene vrednosti grafa

G vazi A4 <2</4,. Karakteristicni polinom grafa G je
det(Al—A)=A"+a, A" +..+aA+a,. Posmatrajmo odgovarajucu
polinomsku funkciju: P(x)=x"+a, x"" +..+ax+a, imajudi u vidu
pomenuta svojstva grafa G. Vazi: P(x) >0 za x> 4 i P(x)< 0 za
xe(ﬂz,/L). Ako je 4, <2, onda je P(2)<O. Primetimo da za bilo
koji (povezan) graf kod koga je A, >2 vazi: ako je P(2) >0, onda je
A, > 2. Dakle, ako nekim algebatrskim putem utvrdimo da je kod nekog

nadgrafa Smithovog grafa P(Z) >0, mozemo odmah zakljuciti da graf

nije refleksivan. Ovakva razmatranja ¢e biti od velike pomo¢i u daljem

istrazivanju.




1.4 OSNOVNI APARAT ZA DALJI RAD: POMOGCENI STAVOVI |

PRETHODNI

REZULTATI

Sledec¢a tvrdenja predstavljaju osnovni alat koji se koristi u narednim

poglavljima.

Teorema T1. (Smith [43]) Neka je ﬂq(G) indeks grafa G. Tada je

ﬂl(G)SZ (ﬂl(G)<2) ako 1 samo ako je svaka komponenta

povezanosti grafa G podgraf (pravi podgraf) jednog od grafova na Slici

1, koji svi imaju indeks jednak 2.

Slika 1
Ovi grafovi su poznati kao Smithovi grafovi.
Svi njihovi pravi podgrafovi imaju zajedni¢ko svojstvo 4 (G) <2 i

poznati su kao Coxeter-Dynkinovi grafovi.

U narednim tvrdenjima date su korisne formule koje govore o odnosu

karakteristicnih polinoma grafa 1 njegovih podgrafova.




Teorema T2. (Schwenk [39]) Dat je graf G. Oznacimo sa C(v)
(C(uv)) skup svih njegovih kontura koje sadrze ¢vor v (resp. granu uv).

Tada je

1. B (A)=4AP, (A)— z P, ,(A)-2 z PG—V(C)(X’)a

ueAdj(v) CeC(v)

2. F; (A= Fo (A) - Foovea (H-2 z PG—V(C) (A,

CeC(uv)
gde Adj(v) oznacava skup susednih ¢vorova ¢vora v, a G - I/(C) je graf

dobijen od grafa G uklanjanjem svih ¢vorova koje pripadaju konturi C.

Posledice ovih relacija date su u slede¢im formulama (E. Heilbronner —

videti, na primer, [8], str. 59).

Posledica 1. Neka je G graf dobijen spajanjem granom ¢vora v, grafa
G, sa ¢vorom v, grafa G,. Neka je G, (G,) podgraf grafa G, (G,)
dobijen brisanjem ¢vora v, (v,) grafa G, (resp. G,). Tada je

B (D) = B, (W E, (D) = F, (DF, (1),

Posledica 2. Neka je G graf sa viseCom granom vV, (gde je v, stepena
1). Tada je
P.(1)= lPGl A1)- PG2 (A)

gde je G, (G,) graf dobijen od grafa G (resp. G,) brisanjem ¢vora V,
(V)




Naredna teorema opisuje karakteristicni polinom  sjedinjenja

(coalescenece) dva grafa.

Teorema T3. (Schwenk [39]) Ako su G, i G, (Slika 2) dva korenska
grafa sa korenima u, 1 u,, tada je karakteristicni polinom njihove

siedinjenja G, -G,

P, (2)= P, (Z)PGz_uz (/1)+PGl_ul (i)PGz (z)—zPGl_ul (ﬂ)PGz_uz ().
> ] [
G1 G2 G
Slika 2

Sada prikazujemo listu vrednosti P(2) za neke grafove 1 to ¢emo koristiti

kao gotove rezultate u resavanju problema kojima se bavimo u narednim

poglavljima.

Lema 1. ([35]) Neka su G,..., G, grafovi prikazani na Slici 3. Tada je:

1. P, (2)=k+2,2. P, (2)=4,3. P, (2)=—klm+k+[+m+2,
4. P, (2)=4(1-kl), 5. P, (2)=—km, 6. P, (2)=—-m(2kl +k+1),
7. B, (2)=—4m, 8. P, (2)=—-m(3k+2k +21+1),

0. PGO(Z)=klmn—(m+n)(2kl+k+l).
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Slika 3

Dodavanje novog ¢vora na Smithov graf je situacija sa kojom se cesto

srecemo u dalje radu.

Lema 2. [35] Neka je G (povezan) graf dobijen prosirivanjem nekog

Smithovog grafa (Slika 1) ¢vorom proizvoljnog stepena. Tada je

P,(2)<0.

Ako se oduzimanjem jednog ¢vora iz
RN RN grafa dobijaju dve komponente koje su
\ h \ / Smithovi grafovi (kao, na primer, graf
sa Slike 4), po teoremi o preplitanju u

takvom grafu vazi A, =2.

Odgovor na opste pitanje $ta se dogada sa 4, kada imamo proizvoljan

broj komponenata medu kojima ima Smithovih grafova daje sledeca

teorema.




Teorema RS. [35] Neka je G graf prikazan na Slici 5, gde je u

artikulacioni ¢vor.

1° Ako su najmanje dve komponente grafa G-u  nadgrafovi

Smithovih grafova, i ako je bar jedan od njih pravi nadgraf, tada je

2,(G)>2.

2° Ako su najmanje dve komponente

grafa G-u Smithovi grafovi, a ostale

komponente su podgrafovi Smithovih

Slika 5

grafova, tada je 4, (G)=2.

3° Ako je najvise jedna komponenta grafa G-u Smithov graf, a

ostale komponente su pravi podgrafovi Smithovih grafova, tada je

4,(G)<2.o

Ova teorema resava slucajeve za Siroku klasu stablolikih grafova, ali ne
daje odgovor u slucaju da je jedna komponenta pravi nadgraf, a ostale su

pravi podgrafovi Smithovih grafova.

Dakle, ako trazimo sve maksimalne refleksivne grafove u okviru jedne
klase stablolikih grafova, skoncentrisacemo se samo na one slucajeve u
kojima Teorema RS ne daje odgovor na pitanje da li je graf refleksivan ili
ne. Takve grafove zvacemo RS-neodredenim. U daljem radu je stalna

pretpostavka da su grafovi koje posmatramo RS§-neodredeni.

Ako pocnemo nasu potragu za maksimalnim refleksivnim stablolikim
grafovima slucajem kada sve konture grafa imaju jedan zajednicki ¢vor
(¢ine snop), odmah se vidi da je ovaj pocetni slucaj, u stvari, najtezi. Broj
kontura nije ograni¢en. Mozemo lako zamisliti grafove sa razlicitim

stablima oslonjenim o ¢vorove kontura, ukljucujuci i zajednicki ¢vor, za
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koje mozemo pomocu Teoreme RS ili na neki drugi nacin utvrditi da li
su u pitanju maksimalni refleksivi grafovi. Medutim, broj slucajeva je
veoma veliki, tako da se tom problemu pristupa preko nekih uzih klasa,
kao $to su, na primer, biciklicki grafovi 1 tako dalje. Zbog toga, u daljem
radu sa kaktusima pretpostavljamo da ne postoji zajednicki ¢vor svih

njegovih kontura.

Ako stabloliki graf ima most izmedu dve konture, to je i dalje veoma
opsti slucaj, ali se moze lakse obuhvatiti. Svi maksimalni refleksivni
biciklicki grafovi sa mostom izmedu dve konture odredeni su u [35].
Rezultat ukljucuje 1 izuzetak, triciklici kaktus koji se prirodno pojavljuje

sa rezultatima sadrzanim u slede¢oj teoremi.

Oznac¢imo sa A4 familiju grafova ¢iji se ¢lanovi sastoje od dve konture

(duzina m,n € N) spojene mostom ¢,c,. Cvor ¢, ne pripada konturama
1 spojen je granom sa ¢vorom ¢,. Na ¢vorove ¢; 1 ¢, oslonjeni su
grafovi S, 1 §,, redom (Slika 6(a)). Za grafove S, i §, vazi da se
spajanjem ova dva grafa (identifikacijom ¢vorova c¢; i ¢,) dobija

Smithov graf. Neka je B familija grafova sa Slike 6(b) za [, =1, =0.

- ~ - ~
/ N / Ay
i \ Y c 2 \
\ h
) }
\\ ,/Il l\\\ /,
~- \ \ -
[} ]
Iy Iz'
[} [}
(incl. 1 =0, ) 2=0
(a) (b)

Slika 6
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Teorema 1. [35, 33] Ako su u RS-neodredenom biciklickom grafu sa
mostom izmedu kontura svi ¢vorovi kontura (osim onih koji odreduju
most) stepena dva, graf je refleksivan ako i samo ako je podgraf nekog

od grafova iz familije .4 ili familije B.

Ova teorema je dokazana u [35] (Stavovi 4.5 1 4.5%) pronalazenjem svih
slucajeva maksimalnih refleksivnih grafova pod datim pretpostavkama.

U narednom poglavlju dajemo novi dokaz ove teoreme.

Kao §to je ve¢ receno, u daljem tekstu se podrazumevaju sledece dve

pretpostavke:

e konture posmatranog grafa ne cine snop i

e graf je Rf-neodreden.




2. Maksimalan broj kontura
DPreivange Smithovib stabala. Maksimalan broj kontnra

2.1. CEPANJE | PRELIVANJE SMITHOVIH STABALA

Ako su data dva korenska stabla (Tl,ul) 1 (Tz,uz) 1 ako se

identifikovanjem u, =u, =u od njih moze formirati stablo T
(sjedinjenje T} -T,), tada kazemo da se T moze rascepiti u ¢voru u na T,

i T, (Slika 1).

] [

Slika 1

Ako rascepimo stablo T na sve moguée nacine, i u svakom slucaju

oslonimo dobijene delove u ¢vorovima u,; i u, na neke ¢vorove v, i v,
grafa G (4. identifikujemo u, sa v, 1 u, sa v,, i obrnuto), kazemo da se

u dobijenoj familiji grafova stablo T" preliva izmedu ¢vorova v, i v,
(Slika 2). Naravno, ovaj opis ukljucuje i slucaj oslanjanja celog stabla T,

u bilo kom ¢voru, na v, ili v,.

Slika 2




Prelivanje Smithovog stabla izmedu ¢vorova ¢, i ¢; vidi se na Slici 6(a),

Glava 1, a, osim toga, prelivanje Smithovih stabala ¢e se prepoznavati u
velikom broju slucajeva u narednim poglavljima.

Sada dajemo novi dokaz Teoreme 1 iz Glave 1 (Teorema 4.5' [35]).

Dokaz. Za graf sa Slike 6(b), Glava 1, za [, =1, =0 (ako se oba ¢ ¢vora

opterete sa po dve viseée grane), lako utvrdujemo da je maksimalan

refleksivan graf. Neka je sada § Smithovo stablo i » bilo koji od njegovih

¢vorova kojideli S na S, i S, (Slika 3(a)).

//——\\‘
! n
4 ‘\\ Jc 2
(a) (b)

Slika 3

P;(2)=0.Po Teoremi T2.1, Glava 1 imamo da je

B(2)=2R,(2)F,(2)= 2 Pw(2)R(2)- 2 An(2)R(2)

u'eAdj(v) u'eAdj(v)

Uvedimo oznake PSFV(Z)Z A, PSrV(Z)ZB, z PSﬁH{,(Z):EI,

u'eAdj(v)

z PSZ*V*”'(Z) = 22’ PSI (2) = Al’ Bgz (2) = Bl'

u'e Adj(v)
Tada dobijamo

24B-%,A-% B=0. 1)
Primenom Teoreme T2.1, Glava 1, na S, i S, i ¢vor », imamo

A =24-%,, B =2B-5,,(2)




respektivno. Primenom Posledice 1, Glava 1, na graf na Slici 6(a), Glava
1, dobijamo
P(2) =-nX, (—mA) —nBmA, = nm(AZ2 —B(2A -2, )) = 5
=nm (AL, +B%, -24B)=0,
gde smo koristili ¢injenicu da za graf na 3(b) vazi P(2)=-nZ,
primenom Teoreme T2.1, Glava 1, na c,.
Ako pretpostavimo da je S pravi podgraf Smithovog stabla, dobijamo u
(1) B(2)>01i P(2)<0 u (3), $to dokazuje da za grafove na Slici 6(a)
(GL 1) vazi 4, =2. Ovi grafovi su maksimalni, jer ako dodamo nov

¢vor na S, ili S,, po Lemi 2, Glava 1, § postaje pravi nadgraf

Smithovog grafa za koji vazi P;(2)<0, i dobijamo u (3) P(2)>0.

Kako ovaj slucaj ukljucuje i oslanjanje celog Smithovog grafa na ¢vor c,,
jednostavno  uopstavanje dovodi do triciklickog maksimalnog
refleksivnog grafa 7, (u klasi kaktusa sa mostom izmedu kontura)

prikazanog na Slici 4, koji ¢e biti mnogo korisé¢en u daljim analizama.
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Slika 4




2.2. STABLOLIKI GRAFOVI SA MAKSIMALNIM BROJEM

KONTURA

Posmatrajmo sada opsti slucaj dva snopa kontura sa mostom koji spaja
njthove zajednicke ¢vorove. Za jedan snop od £ kontura duzina
n,Ny,....n,, po Teoremi T21 1 Lemi 1.1, Glava 1, vazi

b
P(2)=-2(k-Dnn,---n,. Neka su m,,m,,....m, i n,,n,,..,n, duzine

kontura u oba snopa. Koristeci Posledicu 1, Glava 1, dobijamo

k

P(2)=(4k-D(I-D-1)] [ m,

li
n. .
i=1 i=l1

1

Dakle, ako jedan snop sadrzi samo jednu konturu, P(2) <0, tj. A, <2
1 graf je refleksivan ($to je takode jasno na osnovu Teoreme RS), dok je
za min(k,/)>22 P(2)>0. U slucaju k=1 graf T sa Slike 4 pokazuje
da dodavanjem jedne visece grane na ¢vor ¢, / postaje najvise 2 (i ako je
/=2, dodavanje nove vise¢e grane na levu konturu nije moguce). Sa
druge strane, ako nema visecih grana na levoj konturi, mozemo
primeniti Teoremu RS. Ove ¢injenice pokazuju da ti rezultati obuhvataju
sve slucajeve refleksivnih stablolikih grafova sa mostom izmedu kontura
(pod pretostavkom o RS-neodredenosti). Zato smo nadalje

zainteresovani samo za one stablolike grafove bez takvog mosta.

Pretpostavimo sada da svaka kontura stablolikog grafa ima najvise dva
¢vora koiji takode pripadaju i nekim drugim konturama. Tada je ukupan
broj takvih ¢vorova najvise dva (kad bi bila tri, uklanjanje srednjeg bi

dalo 4, > 2, Slika 5).
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Slika 5




Ako postoji kontura koja ima najmanje tri zajednicka ¢vora sa ostalim
konturama (u ovom slucaju nazovimo je centralnom konturom), to
moze biti najvise cetvorougao (inace bi se uklanjanjem odgovarajuceg

¢vora dobio podgraf na kojt bi bio RS-odreden, Slika 06).

Slika 6

Teorema 1. RS-neodreden stabloliki refleksivni graf ¢ije konture ne ¢ine
snop ima najvise pet kontura. Jedini takvi grafovi sa pet kontura, koji su
svi maksimalni, tj. ne mogu se proédiriti u bilo kom c¢voru, jesu Cetiri

familije grafova na Slici 9.

Dokaz. Da bismo pronasli ’ \
/
. . - ¢ m !
sve refleksivne  stablolike — ,~77~( s
! WNC 1 c2 -
grafove sa vise od tri konture l s‘; DN
) ) My N AN
pod navedenim uslovima, \ SN
\ / \\ ,/
.. N 4 -
posmatramo graf na Slici 7. el Le?
k - -
Slika 7

Za k23 to je nadgraf grafa T, sa Slike 4. Kako A, moze da ostane
nepromenjeno dodavanjem novog ¢vora proizvoljnog stepena,
prosirenje grafa 7, moze biti moguce ako spojimo novi ¢vor dvema

novim granama sa ¢-¢vorovima, formirajudi tako graf bez mosta izmedu
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kontura. Zaista, primenom Teoreme T2.1, Glava 1, na ¢vor ¢, i

kotiste¢i Lemu 4, dobijamo P(2) =2Imn(k —3), $to dopusta £=21 £=3.

Ako je k=3 (Slika 8(a)), ve¢ imamo A, =2, ali kako je takode
A,(T,) =2, sledi indukcijom da graf moze biti prosiren neograni¢eno u

¢voru ¢, ¢uvajuéi P(2) =0 (prosirenje preko ¢; je nemoguce zbog Tj).

@ ) ®) ©
Slika 8

Ovo naravno znaci da posle nekoliko koraka prosirenja dobijamo
A, =2,..., 1 moramo naéi granicu pre koje imamo A, =2. Ako
posmatramo samo maksimalan broj kontura, jasno je da 7, dozvoljava
konturu u ¢,, i, zaista, takav graf sa pet kontura ima A, =2 (Q, sa Slike
9(a)). Nijedna nova kontura ne moze biti oslonjena za ¢, zbog T, ali
ako uklonimo jednu kontutu u ¢, i oslonimo je na ¢;, ponovo je 4, =2
(graf O, sa Slike 9(b)). Isti zakljucci mogli bi se dobiti polazeéi od grafa
sa Slike 3 1 dodavanjem novog ¢vora d, (Slika 8 (b)). Ovo prositenje ne

menja ¢injenicu A, =2 idalja prosirenjau d, i d, ¢uvaju P(2)=0.




(a) ®) (© (d)

Slika 9

Oba rezultuju¢a grafa su maksimalna: na @, ne smemo osloniti nove
grane zbog T, dok za (,, ako dodamo vise¢u granu u bilo kom ¢voru,

uklanjanjem jednog ¢vora u cetvorouglu, dobijamo pravi nadgraf grafa

na Slici 3 koji je RS-neodreden.

Ako je £=2 (Slika. 8(c)), imamo P(2)<0, tj.. 4, <2. Nove konture
mogle bi se dodati samo u ¢, 1 ¢; i, u oba slucaja, primenom Teoreme
T2.1, Glava 1, na, na primer c,, 1 koristeci ¢injenice iz Leme 1, Glava 1,

dobijamo P(2) =0 (grafovi 7, i T, sa Slike 9 (¢) i (d)).

Oba grafa su maksimalna. U slucaju 7] ne moze se dodati vise¢a grana u
¢;, jer ako primenimo Posledicu 2, Glava 1, dobijamo P(2) >0, dok
dodavanje bilo koje druge dodatne grane nije moguée zbog 7, ili
rezultata iz [34]. U slucaju 7, isti zakljucci vaze za ¢, i ¢, 1 sve druge

¢vorove, respektivno, 1 time je dokaz zavrsen.

Na kraju, vratimo se na Sliku 7 i razdvojmo cetiri karakteristicne klase
triciklickih  kaktusa: za k=2 i k=3 moguée je dodavanje novih

kontura, a ako su triciklicki, onda ima veoma veliki broj moguénosti za
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dodavanje novih stabala; za k>3 nema vise kontura i tu je Cetvrta

I/ ‘o/ \\‘
. . . \ ’ "\ /
klasa, koja nastaje iz grafa “--- S

s N ~ ’ \ 777N N - , N Pty
, N , N , / N , \
! \ \ ’ \ \ / M \ 1 \ \
\ l‘ \ 1 Q—(S | " 1
! ! \ / / ] /
\ ’ \ /| \ \ ’
\ ’ \ ’ \ \ ’ \ ’
Seeot AP Seo Nl sl /I N NI N
\_/I
k>3

Slika 10
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3. Refleksivni kaktusi sa 4 konture

Reflekesivni keatketnsi sa eliri konture

Grafovi Q,, O,, T} i T, sa pet kontura su pocetna tacka za konstrukciju
raznih klasa maksimalniih refleksivnih kaktusa sa cetiri konture.
Nazovimo centralne ¢etvorouglove grafova Q, i O, i trouglove grafova
T, 1 T, centralnim konturama, a preostale konture, proizvoljnih duzina,

spoljnim konturama. Ako prosirimo graf uvodenjem nove grane na ¢vor 2,

kazemo da je ¢vor » opterecen tom granom.

Proces koji dovodi do pronalazenja maksimalnih refleksivnih kaktusa sa
cetiri konture pocinje uklanjanjem jedne konture sa nekog od grafova

0, 0, T, i T,, i onda prosirivanjem dodatnim delovima bez kontura,

dok se ne dode do maksimalnog grafa za osobinu A, <2.

3.1 SLUCAJEVI KADA SU OPTERECENI €CVOROVI SPOLJNIH

KONTURA

Prvo ¢emo traziti sve maksimalne refleksivne grafove takve da je
opterecen bar jedan ¢vor razlicit od ~¢vorova, a zatim ¢emo obraditi

preostale slucajeve.

Grafovi Q, i O, generi$u dva pocetna grafa sa Cetiri konture (Slika 1).
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Stav 1. Svako prosirenje grafa sa Slike 1(a) u bilo kom ¢voru njegovih

spoljnih kontura razli¢itom od ¢, i ¢, proizvodi 4, >2.

Dokaz. Brisanjem ¢vora ¢, dobijamo graf T, koji je maksimalan za

osobinu 4, <2 u klasi kaktusa sa mostom izmedu kontura, pa zbog
toga ne moze biti prosiren unutar te klase, tj. moze biti prosiren samo

preko ¢,. O

Stav 2. Kaktus sa cetiri konture sa konturnom strukturom kao graf sa
Slike 1(b), ¢iji je bar jedan ¢vor neke od spoljnih kontura razlicit od ¢

¢vorova opterecen, refleksivan je ako i samo ako je podgraf nekog od 48

grafova H, — H , prikazanih na Slikama 51 6.

Dokaz. Jedina spoljna kontura ¢iji se ¢vorovi mogu optereéivati je
srednja, ona koja sadrzi ¢vor c,, jer ako bi se opteretio neki ¢vor na
nekoj drugoj spoljnoj konturi, uklanjanjem c¢vora ¢; 1 primenom
Teoteme RS na ¢, dobili bismo A, >2. Takode, ¢vor ¢; se moze

opterecivati.
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Ostatak dokaza je zasnovan na rezultatima Stavova 4.2, 4.3 1 4.4 rada
[35], jer su sve mogucnosti prosirivanja pocetnog grafa ogranicene
maksimalnim grafovima iz tih stavova. Rezultujuéi skupovi maksimalnih
grafova (u klasi biciklickih grafova sa mostom izmedu kontura) koji
odgovaraju tim stavovima su A4, — A4, (Slika 3), B, —B,, (Slika 4) i
C, —C,, ([35]). Na primer, graf A, iz Stava 4.2 (jedini graf koji se

razmatra) ukazuje na analogna maksimalna moguca prosirenja pocetnog

grafa (Slika 2).

(a) (b)

Slika 2

Treba samo proveriti da li graf (b) zadovoljava 4, <2 i, ako ne, nadi
maksimalan graf njegovim smanjivanjem. Ali, u svim sluc¢ajevima osim

za grafove C|, —C\s iz Stava 4.3 dogada se da analogan graf zadovoljava
uslov refleksivnosti, dok C,, —C,s moraju biti iskljuceni, jer bi inace

jedan od preostalih ¢ —¢vorova (¢, ili ¢,) bio opterecen.
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H25 H26 H27

H29 H30 H31 H32

H33 H34 H35 H36

H37 H38

H42 H43 H44

H45 H46 H47 H48

Slika 6
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Nazovimo ¢vorove spoljnih kontura koji su susedni ~cvorovima crmim
¢vorovima, i obelezimo ih u skladu sa tim na slikama. Neka su ostali

¢évorovi beli ¢vorovi.

Grafovi 1, 1 I, generiSu slede¢a dva pocetna grafa za familije

refleksivnih kaktusa sa cetirt konture (Slika 7).

Slika 7

Stav 3. Neka je G kaktus iste konturne strukture kao graf sa Slike 7(a).
Ako su bar dva ¢vora njegovih spoljnih kontura razlicita od ¢-cvorova
opterecena, tj. ako su stepena bar 3, G je refleksivan ako i samo ako je
podgraf nekog od 9 grafova [, — I, prikazanih na Slici 8.

11 2y 13

(n  arbitrary)

(p arbitrary)
17 18

nl=1,n2>2
or min(nl,n2)>1

Slika 8
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Dokaz. Prvo, nijedan od ¢vorova sa leve spoljne konture ne moze biti
opterecen, jer ako dodamo vise¢u granu na ¢, 1 primenimo Teoremu
T2.1iLemu 4, Glava 1, dobijamo P(2)=mmn, >0,t. 4, >2,asli¢no
se dogada i ako opteretimo neki drugi ¢vor ove konture. Takode, beli
¢vor ne moze biti stepena Cetiri, jer Teorema RS, primenjena na ¢vor ¢,,
daje A, >2 iiz istog razloga ne mogu biti optere¢ena ni dva bela ¢vora

na istoj konturi. Pretpostavka da je opterecen po jedan beli ¢vor na

svakoj od kontura, posle primene Teoreme T2.1 i Leme 1, Glava 1, na
c,, daje P(2) =0 u slucaju grafa ;.

Crni ¢vor takode ne moze biti stepena Cetiri (P (2) >0 posle primene
iste leme kao i ranije). Isto vazi ako imamo crni i beli ¢vor stepena 3 na
istoj konturi (P(2)=mn(k+4)I>0, Slika 9(a)), a slican je zakljucak

ako su dva crna ¢vora na jednoj konturi i beli ¢vor na drugoj stepena 3, 1
ako su tri crna ¢vora opterecena. Ako je na jednoj konturi opterecen

jedan beli ¢vor, a na drugoj konturi crni ¢vor (Slika 9(b)), dobijamo
P(2)=m((n+2)(ki-1)+2ki-k-1-4). Za k=I=1 » nije
ograni¢eno, dok k =2,/ =1 daje n=1(4, =2). Kako u prvom slucaju
takav graf ne moze biti prosiren, on je deo resenja (graf 1,,4, <2), dok

u drugom slucaju imamo /[;,4, =2.

(b)

Slika 9

Ako su opterecena dva crna ¢vora iste konture, uvek imamo P (2) =0

(graf 1,). Sada, ako pretpostavimo da je po jedan crni ¢vor sa svake




konture stepena 3, posmatrajmo graf [;. Vidimo da je
P(2)=-m(n +n,+6)<0 i, da bismo dobili maksimalne grafove,

mozemo pokusati da ga prosirimo dodavanjem novih vise¢ih grana na

¢vorove stepena 1 ili ¢ —¢vorove. U prvom slucaju (Slika 9(c)) dobijamo
P(2)=m(n (n,+2)-4) i moguénosti (1,1) i (1,2) za (m,n,).
Nijedan od ovih grafova se ne moze vise prosiriti, i to su grafovi [ 1 I,
iz resenja. U drugom sluc¢aju imamo P(2) = m(nln2 +n+n,-3) (za ¢,
i¢)in=n,=1 (grafovi I, 1 ;). Zato, graf I, je resenje ako je

n, =1,n, >3 (i obrnuto) ili ako je min(n,,n,)>2.

U svim slucajevima kroz koje smo prosli (kada je 4,<2 i kada je
A, =2), ¢injenica da graf ne moze vise biti prosiren moze se proveriti
primenom Teoreme T1 ili Posledice 2, Glava 1, (u odnosu na dodatu

visecu granu), ili uz pomo¢ kompjutera.

Maksimalni grafovi kod kojih je A4, <2 oznaceni su zvezdicom (*) . O




Stav 4. Neka je G kaktus sa istom konturnom strukturom kao graf sa
Slike 7(a). Ako je opterecen jedan beli ¢vor i nijedan crni, G je
refleksivan ako i1 samo ako je podgraf nekog od grafova J, —J,

prikazanih na Slici 10.

1
\p
1

A( incl. p=0)

Slika 10

Dokaz. Po pretpostavci, treba da razmatramo situaciju sa Slike 11(a).
Primenom odgovaraju¢ih lema dobijamo P(2)=mn(2kl—k—1-4),
odnosno P(2):O za (k,l):(2,2) i (k,l)=(1,5) (rezultujudi
maksimalni grafovi J, i J, ne mogu se vise prositivati). Za k=1 i

[=1,2,3,4 potrebno je dodatno razmatranje.
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Ako je [ =1, graf se moze prosiriti novom granom dodatom na ¢vor
stepena 1 (J;), a, takode, dodavanjem vise¢ih grana na ¢, i ¢; (J,).
Ako hoé¢emo da opteretimo samo jedan ¢vor od moguéa dva «~Cvora,
razmotrimo graf sa Slike 11(b). Kako uvek dobijamo P (2) <0, put koji
dodajemo moze biti poizvoljne duzine. Ako uvedemo novu visecu
granu, kao na Slici 11(c), dobijjamo A, =2 za g=1, a isto vazi i ako
izaberemo ¢, umesto ¢;. Tako dobijamo Jg i J,. Za [ =2 prosirenja
su moguca do grafova J, i J;, a [=3 dovodi do J, i J,,. U svim
razmatranim slu¢ajevima dobijeni grafovi su maksimalni i vazi 4, =2.
Ako je [ =4, dobijamo graf J,,, kod koga je A, <2 ali koji ne moze biti

dalje prosiren. O

(a)

Slika 11

Stav 5. Neka je G kaktus sa konturnom strukturom kao na Slici 7(a).
Ako je opterecen jedan crni ¢vor i nijedan beli ¢vor, G je refleksivan ako

1 samo ako je podgraf nekog od 36 grafova K, — K, na Slici 12.

Dokaz. Podimo od c¢injenice da kada oslonimo dva grafa G, i G, na
¢vorove ¢, 1 ¢, respektivno, pocetnog grafa sa Slike 7(a), dobijamo istu
vrednost P (2) kao i kada im zamenimo mesta, tj. oslonimo G, na c, i

G, na ¢,. To se moze lako pokazati primenom Teoreme T1 i Posledice

1, Glava 1, na ¢ —¢vorove.




pHi>3,1>=0,p>0

Slika 12




Pretpostavimo sada da je crni ¢vor opterecen putem duzine 4 (Slika
13(2)). Kako je P(2)= mn(p(k— 2) —4) , maksimalna moguca
vrednost je k=6 (ako je p=1), pa se pojavljuju slede¢e mogucnosti:
p=1akoje k=5ili 6, p<2 ako je k=4, p<4 ako je k=31 za
k <2 p nije ogranic¢eno. Sa druge strane ve¢ smo dokazali da optereceni
crni ¢vorovi ne mogu biti stepena veéeg od 3, 1 na slican nacin se
pokazuje da se put ne moze prosiriti ni u jednom ¢voru. Uzimajuci ovo
u obzit, kao i druge mogucnosti prosirenja (¢, i ¢;), za k <3 dolazimo
do grafova K, —K,. Ako je k=2, posmatrajmo graf na Slici 13(b) kod
koga su dodati putevi na ¢, 1 «¢. Ovde dobijamo
P(2)=mn(p(2ki+k+1)+4(kl-1)) ividimo da, kako je p =1, £ili /
mora biti jednako 0. Proverom svih moguénosti prosirenja dobijamo

grafove K, -K,, za p=12,3,4, dok je za p>4 (k,l):(0,0) i

maksimalan graf je K (ﬂz < 2) .

(a) () (c) (d)
Slika 13

Ako je crni ¢vor opterecen samo jednom vise¢om granom, posmatrajmo
graf sa Slike 13(c). Kako je sada P(2) = mn(p(kl —1)+2kl—k—1— 4) ,
vidimo da je moguée k,l#0 (ako je min(k,l) =0, prosirenje dovodi

do grafova koje smo ve¢ dobili ii do onih koje ¢emo dobiti u




poslednjem delu dokaza). Moguce kombinacije p, 4, / daju grafove
K, — K,,. Naravno, ako je k =/=1, p nije ograniceno (K,,).

Posmatrajmo graf sa Slike 13(d) i pretpostavimo [/2>1. Sada je
P(2)=mn((p+1)(k=1)+k=5), i ako je k=1, P(2)<0 za svako
p. Ako je p=1, (k,1)=(2,1) (grafovi K,;,K,,) ili (k,/)=(2,2)
(grafovi K,5,K,¢). Ako je p=2, (k,l)=(2,l) (erafovi K,,,K,g), dok
[ =2 daje samo k=1. Zato ako je p+12>4, dobijamo k=1 i grafove
K., K, . Sada, ako pretpostavimo da je /=0 (c; je stepena 4) i na
slican nacin nalazimo grafove K,y —K;, iza p>24 K,,K;,. O

U slede¢em razmatranju pocetni graf ¢e biti graf sa Slike 7(b).

Stav 6. Neka je G kaktus sa istom konturnom strukturom kao graf sa

Slike 7(b). Ako su bar dva ¢vora razlicita od «-¢vorova opterecena, G je
refleksivan ako i samo ako je podgraf nekog od 12 grafova L, —L,
prikazanih na Slici 14.

L1 L2
2 i ! \
1 1
\\ /I
L5 L6
/. - \\I
J
Q e X
’I \l \\- _’
\ ! -
Nt
L9 Li0
I’ N I’ N
1 \ 1 )
\\~ /I, ‘\\ /I,

L1 Li2*

Slika 14




Dokaz. Sad svaki «cvor pripada spoljnoj konturi, i ograni¢enja su
definisana rezultatima Stava 4.2 [35] (maksimalni grafovi 4, —4,,) ako

obe spoljne konture imaju opterecene cvorove, i takode po Stavu 4.3 1
4.4 [35] (maksimalni grafovi su B, —B,, i C,—C,, [35]) ako jedna od

spoljnih kontura nema opterecene ¢vorove, u kom slucaju rezultat ne

zavisi od njene duzine.

Slucaj tri bela opteréena ¢vora ima granicu odredenu grafom 4, i dovodi
do maksimalnog grafa sa cetiri konture oznacenog sa L,. Ako su
optereceni dva bela i jedan crni ¢vor, odgovarajuée granice su odredene
grafom A 1 A, 1 generiSu maksimalan graf L,. Slucaj kada su
optereceni dva bela ¢vora i nijedan crni je ogranicen grafovima 4, i By i
gornja granica je u isto vreme rezultujuéi maksimalan graf L. Ako su
optereceni dva crna ¢vora i jedan beli, relacija beli-crni odredena je
grafovima A4, —A4,, a crni-crni grafovima 4;—A4,,. Ali, samo
kombinacija 4,, sa A4, daje maksimalan graf (L,), a sve ostalo nije
moguce. Ako su optereceni jedan crni 1 jedan beli ¢vor, tj. jedna spoljna
kontura nema opteréene c¢vorove (osim ¢-Cvorova), graf A,, u
kombinaciji sa ogranicenjem B za beli ¢vor i C¢za crni daje Ly, dok

A, generise samo L, a A4,, ne daje nista.

Sada razmotrimo slucaj kada su dva opterecena crna ¢vora na jednoj
konturi. Graf 4, pokazuje da mozemo imati najvise jednu visecu granu
na svakom od preostalih ~cvorova. Takav graf (gornje ogranicenje) ima
P (2) >0 i lako mozemo pokazati da uklanjanjem jedne viseée grane
takode nemamo refleksivan graf. Takode, oslanjanjem dva puta duzina £

i / na ¢C¢vorove (umesto samo grana) dobijamo P(2)=0 samo za
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k=I1=1, $to dokazuje da je jedini maksimalan graf ¢ija su dva

opterecena crna ¢vora na istoj konturi graf L, .

Pretpostavimo sada da su opterecena tri crna ¢vora (na svakoj konturi
po jedan). Slucaj generisan grafom A4, dovodi do grafa Lg. Sva druga
ogranicenja (A, — 4,,), u kombinaciji jedni sa drugima, daju P(2) >0,i1
moze se lako proveriti da nijedan ¢-¢vor ne moze bii optrecen novom

visecom granom, i nijedan crni ¢vor ne moze biti optereéen sa vise od

jedne viseée grane.

Na kraju, razmotrimo slucaj dva opterecena crna c¢vora. Slucaj dva
trougla, ogranicen sa A, i A, (i takode odgovarajuéim grafovima iz
skupa C,—C,, iz Stava 4.4, [35]) dovodi do grafova L, i L, dok
medusobno kombinovanje A4,, A4, 4, (kvadrat-trougao), posle svih
neophodnih provera, generiSe samo L,;, a slucaj petougao-trougao
(A4s, 4,,) ne daje nista. Granica odredena grafom 4,,, u kombinaciji sa
Ci, dovodi do grafa L, i primenom odgovaraju¢ih lema lako vidimo

da je L, maksimalan refleksivan graf za proizvoljnu duzinu njegovih

spoljnih kontura. O

Stav 7. Neka je G kaktus sa istom konturnom strukturom kao graf sa
Slike 7(b). Ako je tacno jedan beli ¢vor i nijedan crni opterecen, , G je
refleksivan ako 1 samo ako je podgraf nekog od 12 grafova M, —-M,,
prikazanih na Slici 16.

Dokaz. Poc¢nimo od grafa prikazanog na Slici 15(a), koji, osim belog

¢vora stepena 3, ima i sve «¢vorove opterecene, i to svaki po jednom
viseéom granom. Kako je P(Z) = mn(5k1+k+l—3) >0 za k, 121,

vidimo da najviSe dva ~C¢vora mogu biti optereCena novim granama.




Takode, ako pretpostavimo da je beli ¢vor opterecen putem duzine 2 i

¢ak 1 ako su svi ~-Cvorovi stepena 4, dobijamo maksimalan graf M, .

Slika 15

Sada posmatrajmo graf sa Slike 14(b). Za ovaj graf vazi:
P(2)=mn((p+q)(kl-1)+2kI—k—1-4).

Za k=[=1 duzine p i ¢ dva dodatna puta su proizvoljne, ali graf B,

ukazuje na gornje ogranicenje ako se ova dva puta zamene stablima (Sto

znaci da se putevi ne mogu prosiriti ni na jedan drugi nacin), 1 moze se

proveriti da ova granica stvarno generiSe maksimalan graf M, .

Ostatak dokaza se sastoji u analizi odgovarajucih izraza i proveri da

odgovarajudi grafovi ne mogu biti dalje prosireni. Zato, za k=2,/=1
dobijamo P(2)=mn(p+q—3), sto daje p=2,9=11 p=3,4=0 i
dovodi do grafova M, i M,. Na isti nacin, ako je (k,l ) jednako

(3,1),(4,1),(5,1) i (2,2), dobijamo My,M¢,M, i My, respektivno.

Na kraju, razmotrimo situacije sa Slike 15(c). Vazi:
P(2)=mn((p+q+2)(kI—k—1-3)+(p+1)(q+1)(k+1+2)), i ako

je k=1=1,o0ndaje p=g=1 idobijamo M, . Kako je k,/ 21, u svim




ostalim slucajevima je p =0 (grafovi su ve¢ dobijeni) ili ¢ =0, za koje
(k,l) = (1,1) dozvoljava proizvoljno p i dovodi do grafa M, za (2,1) i

(3,1) M, 1 M,,, respektivno, i za (4,1),(5,1) i (2,2) imamo tri grafa

koja su ve¢ dobijena. O

M1 M2

’____; i—c-__\ - ——=<y
7 \ N N 7 \ \
i / \ | i AN

\ / \ ! \ VA [N h
o NP N T S

M9 MI10

MI1 MI2
——- -=-~. P SR oL PR -—.
g /) \ N s ’ 7 \ \
| ’ N H I ! I ’ \ H
\ / \
\‘~_’/ N ANGPS AN \\‘ e S’

Slika 16
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Stav 8. Neka je G kaktus sa istom konturnom strukturom kao graf sa
Slike 7(b). Ako je tacno jedan crni ¢vor i nijedan beli opterecen, , G je
refleksivan ako i samo ako je podgraf nekog od 42 grafa N,—N,
prikazanih na Slikama 181 19.

Dokaz. Posmatrajmo grafove N i K sa Slike 17, gde su G, i G,

proizvoljna stabla oslonjena u ¢vorovima ¢, i ¢;. Primenom Leme 2 na

Ki N dobijamo slededi koristan rezultat: P (2) =P, (2) .

Kako Stav 5 pokriva sve mogucnosti za familije K grafova, rezonovanje
o vrednosti parametara p,q,4,/ je isto za odgovarajuce familije N grafova.

Ovo zapazanje, uz odgovarajucu proveru na kompjuteru daje grafove

N, - N, saSlika 181 19.

Slika 17

Takode, dobijamo jos tri grafa N,, — N,y opteredivanjem sva tri ¢vora
¢,C,,Cy, 1 grafove N,y —N,, optereivanjem ¢vorova ¢, i ¢;. Dokaz je

slican dokazima u prethodnim slu¢ajevima. O




Slika 18
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(incl. 11=0,12=0)

N37 *

N40

e

pHti>3,1>=0,p>0

N38 N39

N41 N42

Slika 19

Na kraju, imamo sledeci opsti rezultat.

Teorema 1. RS-neodredeni kaktus sa cetiri konture cije konture ne cine
snop 1 koji, osim ¢-Cvorova, ima bar jedan opterecen ¢vor na spoljnim
konturama, refleksivan je ako i samo ako je podgraf nekog od grafova
H =Hy, I,=1,, J,=J,, K =K5, L =Ly, M|=M, i N;=N,, iz

Stavova 2-8.
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3.2 SLUCAJEVI KADA SU OPTERECENI SAMO €EVOROVI
CENTRALNE KONTURE

Sada ¢éemo potraziti 1 sve preostale maksimalne refleksivne grafove iz
opisane klase, tj. takve da nijedan ¢vor na spoljnim konturama razlicit od

¢-¢vorova nije opterecen.

Kako je kontura Smithov graf, prirodno je pokusati da se ona zameni
nekim drugim Smithovim grafom. To je situacija koju smo ve¢ imali sa
grafovima iz Teoreme 1, Glava 1, i grafom 7. Pokazace se da efekat
cepanja Smithovog stabla i njthovog “prelivanja” od jednog do drugog

¢vora (u Teoremi 1, Glava 1, od¢; do c¢; 1 obrnuto) igra klju¢nu ulogu.

Stav 9. Ako se kontura na ¢voru ¢, (i ¢,) grafa O, zameni nekim
Smithovim stablom, oslonjenim na ¢, u proizvoljnom c¢voru, svi

dobijeni grafovi su maksimalni refleksivni kaktusi (Slika 20(a)).

Dokaz. Direktnom proverom pokazuje se da uvek imamo 4, =2.
Takode, nije moguce prosirenje ovakvih grafova. Smithovo stablo ne

moze biti prosireno jer posle uklanjanja ¢vora ¢, i primene Teoreme RS

na ¢, dobijamo A, >2. Prosirenje na drugim ¢vorovima je nemoguce

zbog grafa T, .0

(a) (] (c) ()

Slika 20
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Stav 10. Ako se jedna od kontura na ¢voru ¢, grafa Q, zameni
proizvoljnim Smithovim stablom, oslonjenim na ¢, bilo kojim ¢vorom,

dobijeni grafovi su maksimalni refleksivni kaktusi. (Slika 20 (b)).

Dokaz. Proverom svih slucajeva vidimo da vazi 4, =2. Prosirenje u
bilo kom ¢voru Smithovog stabla ili u ¢; nije moguce zbog Teoreme 1,

Glava 1, dok je dodavanje visece grane na bilo koji ¢vor druge konture u

¢, nemoguce zbog rezultata u [35] (Teorema 4.6). Isto vazi za konture u
¢ 1 ¢y, 1 to se lako vidi uklanjanjem ¢vora ¢, i primenom Teoreme RS

na ¢vor ¢,. O

Stav 11. Ako se neka od cetiti spoljne konture grafa (J, zameni

proizvoljnim Smithovim stablom oslonjenim bilo kojim ¢vorom, svi

dobijeni grafovi su maksimalni refleksivni kaktusi (Slika 20 (c)).

Dokaz je slican dokazima u prethodnim slucajevima. O

Kao i u Teoremi 1, Glava 1, ponovo smo se sreli sa pojavom prelivanja

Smithovih stabala.

Stav 12. Ako uklonimo jednu od spoljnih kontura grafa Q,, recimo onu
koja je oslonjena na c;, i identifikujemo sa ¢; 1 ¢, dva ¢vora dobijena

cepanjem nekog Smithovog stabla, u bilo kom ¢voru, na S, 1 S,, svi

dobijeni grafovi su maksimalni refleksivni kaktusi (Slika 20(d)).




Dokaz. Kao i u prethodnim slucajevima imamo A, =2. Svi takvi

grafovi su maksimalni jer se nijedna viseca grana ne moze dodati na S, i

S, (jer uklanjenjem ¢vora ¢, ili ¢, dobili bismo pravi nadgraf nekog

clana familije opisane u Stavu 1, Glava 1). Isto vazi za dodavanje novih

grana na spoljne konture.

Kako prelivanje Smithovih stabala izmedu dva c¢vora ukljucuje i

oslanjanje celog Smithovog stabla na jedan od ovih ¢vorova, mozemo

takode smatrati da su slucajevi (b) i (c) obuhvaceni sluc¢ajem (d).

Posmatrajmo sada graf 7;. Odmah vidimo da se kontura na ¢, moze

zameniti proizvoljnim Smithovim stablom, ali ovog puta odmah ¢emo

obraditi opsti slucaj.

Stav 13. Ako uklonimo jednu od
kontura na ¢voru ¢, grafa T}, i
identifikuyjemo sa ¢, i ¢; dva
¢vora dobijena cepanjem nekog
Smithovog stabla, u bilo kom
¢voru 2, u S, and S, , svi dobijeni
grafovi su maksimalni refleksivni
kaktusi, ukljucujudi i slucajeve kada
je celo Smithovo stablo oslonjeno

na ¢, ili ¢, (Slika 21).

Slika 21

Dokaz. Koristicemo oznake iz novog dokaza Stava 1, Glava 1.

Iz relacija 24B—5,A-SB=01i A4 =24-%,, B, =2B -3, sledi

24B-%,A-%,B=AQ2B-%,)-%B=AB -3 B=0.

)




Sada ¢emo primeniti Teoremu T2.1, Glava 1, na graf sa Slike 12 i njegov

cvor ¢,.

P(2) =2mn(—pB)A— pBmnA—0-2(n—-1)m(—pB)A—

—2(m—-Dn(—=pB)A—-Z,(—=pB)mn—2(m+n)A(—pB)—2mnpAB =
=-mnp(B,A-2,B)=0. 5)
Ako bi graf § bio pravi podgraf Smithovog stabla, bilo bi P(2) >0, iz
¢ega bi sledilo AB,—%,B>0 u (4)i P(2)<0 u (5), §to dokazuje da je
sopstvena vrednost grafa sa Slike 2 koja je jednaka 2 upravo 4, . Svi ovi
grafovi su maksimalni, jer ako pretpostavimo da je § pravi nadgraf

Smithovog stabla dobijen dodavanjem jednog novog ¢vora (P (2) <0,

zbog Leme 2, Glava 1), dobijamo u (5) P(Z) >0.0

Naravno, ¢ak i ako ne dodamo niSta na ¢, 1 ¢, posle uklanjanja jedne
konture oslonjene na c¢,, ¢vor ¢, se ne moze opteretiti novom granom
zbog grafa 1 . Isto vazi za bilo koji ¢vor konture na ¢, zbog rezultata iz

[35] (Teorema 4.6). Opterecenje ¢vorova konture na ¢, nije moguce

zbog Stava 8. Zbog toga mozemo preformulisati prethodni stav.

Stav 13’. Ako krenemo od grafa sa cetiri konture dobijenog uklanjanjem
jedne konture na ¢, grafa 7;, i ako oslonimo neka stabla samo na

njegove ¢-Cvorove, takav graf je refleksivan ako i samo ako je podgraf

nekog od grafova familije prikazane na Slici 21.




Konturna struktura grafa 7, sugeriSe da kontura na ¢, moze biti
zamenjena Smithovim stablom, koje se onda moze prelivati izmedu ¢, i

na primer ¢;.

Stav 14. Neka je graf G dobijen uklanjanjem jedne konture na ¢voru ¢,
grafa T, i identifikovanjem sa ¢, i ¢; dva ¢vora dobijena cepanjem
nekog Smithovog stabla S, u bilo kom ¢voru, na §; and S, , ukljucujuéi
slucajeve kada je celo Smithovo stablo oslonjeno na ¢, ili ¢; (Slika 22).
Tada je ZQ(G)ZZ i G je maksimalan refleksivan graf, sa izuzetkom
slucaja kada je, posle uklanjanja ¢, iz G, preostala komponenta sa

mostom ¢,c; graf sa Slike 6(b), Glava 1.

(a)

Slika 22

Dokaz. Postupajuci na isti nacin i koristeci iste oznake kao u dokazu

Stava 5, imamo

P,(2)=—mnp(BZ, + AT, ~24B),




iz cega sledi F; (2) <2, P, (2) =2,F, (2) >2 ako je § pravi podgraf
Smithovog stabla, Smithovo stablo, ili pravi nadgrat Smithovog stabla,

respektivno. Zato, pretpostavka da je § Smithovo stablo znaci
2,(G)=2. Prema rezultatima iz [35], ¢vorovi kontura na ¢, i ¢; ne

mogu se opteretiti dodatnim granama.

Opteretimo ¢vor ¢; visecom granom i primenimo Posledicu 2 na novi
graf G,. Dobijamo P, (2)=2F;(2)-mPF,(2), gde je G’ biciklicka
komponenta dobijena uklanjanjem ¢vora ¢ iz G. Zato je Fj (2) =0
ako 1 samo ako F, (2) =0 i ovo se dogada u slucaju grafa sa slike 5(b).

Za sve druge mogucnosti cepanja Smithovog stabla na S, 1 S, mozemo
utvrditi proverom da je svaki takav slucaj pravi podgraf nekog grafa sa

Slike 6(a) Teoreme 1, Glava 1, iz éega sledi P, (2)>2.

Takode, pokazuje se da je optereéivanje ostalih ¢vorova konture u ¢

moguce samo u opisanom izuzetku, i ti grafovi su opisani u stavovima 8

i9 (M, i Ny).o

Indukcijom se lako pokazuje da u opisanom slucaju kada je F; (2) =0

neograni¢eno produzavanje u ¢, ¢uva P (2) =0. Maksimalan graf za

A, =2 je graf sa Slike 22(b).

Kako Stav 6 obuhvata sve situacije kada su jedan ili dva e¢cvora
opterecena, da bismo pronasli sve maksimalne grafove sa konturnom
strukturom grafova sa Slike 22, moramo jo$ pretpostaviti da su svi ¢

¢vorovi stepena bar 5.




Stav 15. Ako uklonimo jednu od kontura na ¢voru ¢, grafa T,, i

oslonimo stabla na sve njegove ccvorove, takav graf je maksimalan
refleksivan kaktus ako 1 samo ako pripada nekoj od deset familija

grafova sa Slike 23 ili onoj sa Slike 22(b).

Slika 23

Dokaz. Ako hocemo da opteretimo sve ¢-¢vorove, ali da ne dobijemo

graf sa Slike 22(b), posledica Stava 14 je da na bilo koja dva ~¢vora,

recimo ¢, 1 ¢;, moramo imati takva stabla da, kada ih sastavimo

identifikujuéi ¢, sa ¢, dobijamo pravi podgraf Smithovog stabla. Ova

¢injenica ukazuje da treba poci od svih takvih podgrafova (Coxeter-
Dynkinovih grafova) i njithovog cepanja na dva dela koji se oslanjaju na

¢, 1 ¢;. Bar jedno od ovih stabala u ¢~¢vorovima nije obican put (inace

61



bismo imali pravi podgraf grafa sa Slike 22(b)) i pretpostavimo da je to u
¢, . Ako bi to bio pravi podgraf Smithovog stabla

Z ml
------- o)
1 2 3 m
Slika 24

W, prikazan na Slici 24 (ozna¢imo ga sa Z, ), ¢, se moze opteretiti
najvise grafom Z, zbog Stava 14, i onda u ¢; takode imamo Z, . Ako

oslonimo na ¢, i ¢; delove pravog podgrafa nekog od ostalth Smithovih
stabala, posle jednostavne diskusije i male pomo¢i racunara dolazimo do

rezultujucih maksimalnih grafova sa Slike 23, kod kojih je 4, =2. O

Priklju¢ujuéi rezultate Stava 14 rezultatima Stava 15 mozemo

preformulisati Stav 15.

Stav 15°. Ako podemo od grafa sa cetiri konture sa konturnom
strukturom sa Slike 22, i ako oslonimo neka stabla na njegove ~¢vorove,
takav graf je refleksivan ako i samo ako je podgraf nekog od grafova

prikazanih na Slikama 221 23.

Maksimalni grafovi kod kojih je 4, <2 oznaceni su zvezdicom.

Svi rezultati iz prethodnih stavova dovode do sledeceg zakljucka.




Teorema 2. RS-neodredeni stabloliki graf sa cCetiri ¢ije konture ne cine
snop refleksivan je ako i samo ako je podgraf nekog od grafova

prikazanih na Slikama 5, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18-23.

Pravi podgraf konture je put i ako neku od spoljnih kontura bilo kog
grafa sa Slike 9, Glava 2, zamenimo putem oslonjenim bilo kojim
¢vorom na centralnu konturu, uvek imamo graf koji se uklapa u rezultate
Teoreme 2. Zato, na osnovu Teoreme 1, Glava 2, mozemo napraviti

slede¢u formulaciju.

Teorema 2’. RS-neodredeni stabloliki graf sa vise od tri konture, na koji
¢ije konture ne cine snop, refleksivan je ako 1 samo ako je podgraf nekog

od grafova prikazanih na Slikama 5, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18-23.




4. Refleksivni kaktusi sa 3 konture

U ovom poglavlju bavimo se

y N ’ N
. .. . .. P \ ’ \
istrazivanjem refleksivnih kaktusa \ ¢, Ccy ! \
'\ m O———O0 =n I
. Voo . \ Ty n U
sa tri konture cija je konturna \ s\ AN ’
AL I N4
- 4 \ /
struktura kao na Slici 1. Cvorove \ |
/
.. .. v . \\-’
u kojima se spajaju bocne i
centralna kontura zvaéemo ¢ Slika 1

&orovima. Duzina puta od ¢, do ¢, je /([ >4). Bavimo se slu¢ajevima
[ >4 jet je, kako je pokazano u drugoj glavi, za [ =2 ili / =3 mogucde
dodavanje novih kontura. Triciklicke kaktuse iz ovog poglavlja zvacemo

L-grafovi. Graf sa Slike 1 zvacemo osnovni 1.-graf. Za osnovne L-grafove

vazi P(2) =—4mn.

Prvo ¢emo napraviti neke opste zakljucke, a zatim ¢emo analizirati sve

situacije za razne vrednosti /

64



OPSTI

ZAKLJUCCI

O L-GRAFOVIMA

Odmah se uveravamo da je / ograniceno slede¢om ¢injenicom.

Stav 1. Refleksivni [-grafovi kod kojih je /2>10

ne mogu imati

opterecen nijedan ¢vor centralne konture.

Dokaz. Posmatrajmo graf na

Slici 2. p+p, =1,

P(2)=mn(p,+p,-9), 4.
P(2)=mn(I-9). Ocigledno,
za [>9 ne mogu se dodavati
centralnu

viseCe grane na

konturu. O

,/ \\ ,f \\
V4 \ /7 \
! \ ! \
t m O——O0 n |
\\ n n /’

/7 \ 1 \
\\~_¢, \ 1 \\__/,
\ ’

\
P )/ P2

Slika 2

Stav 2. L-grafovi kod kojih su oba c-¢vora optere¢ena po jednom

vise¢om granom mogu biti refleksivni samo u slucaju kada je [ =4.

Dokaz.

Slika 3

Posmatrajmo graf na Slici 27.

P(2)=5mn(l—4). Dakle, za [>5

ne mogu biti optere¢ena istovremeno

oba c¢vora u kojima se spajaju

konture. O
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Stav 3. Za refleksivne L-grafove kod kojih su optereceni ¢vorovi bocne
konture vazidaje [ <6 i

za [ =6 mogule je samo p=1 1 tada je m =1, m,=2 ili m =1,
m, =3,

za [ =5 moguce je samo p=11itadaje m =1, my,eN ili m =2,
m, =2,
za [ =4 moguée je p=2 itadaje m =1, my,=2 ii m; =1, m, =3,ili
p=litadaje m =1, myeNilim=2,m,=2,ilim=2, m,=3.
gde je p duzina puta oslonjenog na bo¢nu konturu svojim ¢vorom

stepena 1, m; 1 m, su duzine puteva na boc¢noj konturi od c-¢vorova

do optere¢enog ¢vora na konturi, m; +m, =m, m;,m, =1 (Slika 4).

Dokaz. Posmatrajmo graf na Slici 4
(ml-i-mz:m). p \? m O0— n |
Izracunajmo vrednost P (2) N

Slika 4

P(2):—n((l+2)(—p(ml —1)(m2 —1)+p+ml +m2)+
+mm,p(1-2)-m(2p(I-2)+p+1-2))

P(2)=n(4pmlm2 +(m1 +m2)(p(l—5)—4))

Za [ 27 lako se vidi da mora biti p =0 (uvek je P(2) >0).

Pre svega, lako se pokazuje da je nemoguce istovremeno opterecivanje
¢vorova obe spoljne konture i pretpostavimo da je to slucaj sa jednom

konturom.




Za l=6,vazi P(2)=n(4pmlm2+m(p—4)).Ako jesad p=2, onda
je P(2)>0, a ako je p=1, mogucée je m =1m,=2 (tada je

P(2)<0)im =1,m,=3,tadaje P(2)=0.

Za [=5, vaz P(2)=n(4pmlm2+4m). Ako je sad p=2, onda je
P(2)>O,aako je p=1,moguce je m;=1,m, e N (tada je P(2)<O)i

m, =2,m, =2, tadaje P(Z)ZO.

Za l=4, vaiiP(2):n(4pmlm2—m(p+4)). Ako je p=3, onda je
P(2)>0,aakoje p=2,moguceije m =1,m,=2 (tadaje P(2)<0)i
m =1,m,=3, tada je P(Z)ZO. Ako je p=1, moguée je
m, =1,m, € N, tada je P(2)<0,im1=2,m2=2im1=2,m2:3,tada

je P(2)<0.0




Sada ¢emo opteretiti proizvoljan ¢vor centralne konture nekim stablom
G. Izvesc¢emo neke zakljucke za opsti slucaj, a zatim ¢emo pretpostaviti

da je G odredena vrsta stabla i, na kraju, put.

Stav 4. Za grafove dobijene od osnovnog I-grafa oslanjanjem stabla G
na proizvoljan ¢vor centralne konture, ukljucujuéi i c-¢vorove (Slike 5 1
0) vazi:
P(2)=mn(4=-G,)+(/-5)%)
gdeje G, =P, ,(2)i2= Y P,..(2)

)

veeddj(u

/ \ / \ TS E kN
! > ! \ /’ \\ /, \\
t m O——O n | / \ ! \
\ n n '\ m n |
\ /ARY Y / \ /
se_ N PN \ /I\\ II\\ /
\ / AT I Ne__2’
P /D2 \ ’
\ u s \ l /
/7 \ 7
\\—/
Slika 6
Slika 5
Dokaz.
U racunu smo koristili i pomoéni L PR
4 \\ / \\\
1
rezultat: U m o—= n |
\
\ 11 RS /
P(2)=- +p, +1 >0 RS N
=—mn{p, +p, sP1sPr =Y, P ',
| |
. ] ]
za graf sa Slike 7. O o o
Slika 7
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Stav 5. Neka je G stablo kao na Slici 8. Tada vazi (koristeéi prethodno

uvedene oznake):

G, =—(L-1)LL+L+L+L+1 i

o)
]
S=—(L=2)bl+ 1 +1, +15, a4
]

odnosno: -G, =11, -1 /O\

lz/ \\ [3
o o

Slika 8

Dokaz. tka

(1) Za grafove sa Slike 8, kod kojih je [, >2 lako se dobijaju trazene
formule. Zbog specificnosti racuna moraju se odvojeno izracunati

vrednosti za slucajeve [, =111 =0.

(2) Neka je G stablo kao na Slici 9.

u
Dobijamo da je G, =L +L+2 i i
S=(L+1)(L+1). Ovaj graf je L/ N7
specijalan slucaj grafa na Slici 8, za d/ \\O
h=1. Slika 9
(3) Neka je G stablo kao na Slici 10. "
Dobijamo da je ,Q\\

. lZ l’ \) l3
G, =(L+1)(L+1) i v \\
=1, (1, +1)+14 (1, +1). d O

Slika 10

Ovaj graf je specijalan slucaj grafa
na Slici 8, za [, =0.

Vidimo da se slucajevi (2) i (3) uklapaju u formulu pod (1) za [, =1 i
[, =0, pa se moze koristiti samo ona u daljoj analizi. Vidimo da vazi:

-G, =Ll~-1.0




—— Lo~ Ovi rezultati se koriste u
Ay
\ . .- . .
m O——O n ! istrazivanju L-grafova sa Slike
/

\\_/, \ ’ S’ 11.

Slika 11

Stav 6. Da bi L-graf bio refleksivan za 16{6,7,8,9} na dvorove

centralne konture ne moze se dodati nista osim puta oslonjenog svojim

¢vorom stepena 1.

Dokaz. Dovoljno je proveriti za specijalne slucajeve grafa G kada je

[, =1,=1, svi ostali ¢e biti nadgrafovi. Za [, =1, =1iz Stavova 4 i 5

imamo P(2)=4mn(I-5),t. P(2)>02za [>6.0

Stav 7. Da bi L-graf bio refleksivan ¢vorovi centralne konture mogu se
opteretiti putem duzine g (Slika 12), oslonjenim svojim ¢vorom stepena
1 samo za sledeée vrednosti parametara:

za =9 i [ =8 moze biti samo g =1;

za =7 mozebiti g=11ili g=2;

zal=6,q¢ {1,2,3,4}

za [<5,geN.




Dokaz. Posmatrajmo graf na I,’ \‘ I,’ \‘
Slici 12. Sada je '\\ m ,C’D‘\—,? n /,'
G,=q+1,2=q,qeN i S==c P\z\\\ ,’I;?z ~=--7
P(2)=mn(q(1-5)-4). <|?

Sada analiziramo slucajeve u q E

zavisnosti od vrednosti / (I)

Slika 12

Akoje 1210, tada je P(2)>0 za svako g € N .

Za [=9 i [=8, moze biti samo g=1. Za [ =7 moze biti g=1 ili

q=2.7Zal=6, qe{l,2,3,4}.ZalS5, geN.o

Ovo su bili neki opsti zakljuécei, a sad prelazimo na analizu slucajeva u

zavisnosti od vrednosti / 2 4. Krenimo prvo od najlakseg slucaja, a to je

[>10.




4.2 ANALIZA L-GRAFOVA ZA RAZLICITE VREDNOSTI L

L - grafovi kod kojih je />10

Stav 8. Za [>10 osnovni L-

grafovi su  ujedno i IR AN
/7 \\ P / \‘
. . . . ! c 2 1
maksimalni refleksivni grafovi ) ! n !
\
. . \ ’ 4
u datoj klasi. St I et
\ /
\ )
\
. \ /,
Dokaz. Posmatrajmo MY
grafove sa Slike 13. Za njih Slika 13

vazi P(2)=—4mn. A,<2 i
to su maksimalni grafovi za A4, <2. Dakle, nije moguce opterecivanje

bilo kog ¢vora ovog grafa (stavovi 1-3). O




L - grafovi kod kojih je /=9

Stav 9. Svi maksimalni refleksivni I-grafovi kod kojih je /=9 jesu tri
grafa sa Slike 14.

Dokaz. Na osnovu prethodnih stavova sledi da je kod ovih grafova
moguce opterecivanje ¢vorova samo na centralnoj konturi, i to samo

putevima duzine 1. Uz odgovarajuce provere na kompjuteru dobijamo

maksimalne refleksivne kaktuse sa Slike 14. U sva tri slucaja vazi

A =A=2.0

Slika 14
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L - grafovi kod kojih je /=8

Stav 10. Svi maksimalni refleksivni [-grafovi kod kojih je /=8 jesu
grafovi sa Slike 15.
Dokaz. 1z prethodnih stavova sledi da je kod ovih grafova moguce

opterecivati samo ¢vorove centralne konture 1 to samo putevima duzine

1. Dobijamo $est maksimalnih refleksivnih kaktusa na Slici 15 (4, =2).

O
L08 1 LoS 2 L08 3
g /’_-\\\ AN /’_-\\\ 27T
' ' \ H \ ! \ H \
1 \ | H 1 1 \ !
\ \ \
~ NI NS NP IS
L08 4 L08 5
r’__\\ /’_‘\\ r’__\\ I’_‘\\
1 Y ’ \ ] \ ’ \
| \ ] \ ' 1 |
\ ! ' \ |
\_m/ e n_ / \‘m’, \n_’/

Slika 15
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L - grafovi kod kojih je /=7

Stav 11. Svi maksimalni refleksivni L-grafovi kod kojih je /=7 jesu
grafovi sa Slike 16.

Dokaz. Na osnovu prethodnih stavova sledi da je kod ovih grafova
moguce optereivati samo c¢vorove centralne konture i to samo

putevima duzine 1 ili 2. Dobijamo pet maksimalnih refleksivnih kaktusa

na Slici 16. U svih pet slu¢ajeva vazi 4, =4, =2.0

Slika 16
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L - grafovi kod kojih je /=6

Stav 12. Svi maksimalni refleksivni L-grafovi kod kojih je /=6 i kod
kojih je opterecen neki ¢vor na boc¢noj konturi (ne racunajuci c-¢vorove)

jesu dva grafa sa Slike 17.

Dokaz. Kao $to je pokazano u prethodnim stavovima, kod ovih grafova

moguce je opteretiti ¢vor na jednoj boc¢noj konturi i to samo na dva
nac¢ina. Prvi je p=1m =1m,=2, tada je P(2)<0, a drugi je
p=lm =1m,=3, tada je P(Z) =0. Odgovarajué¢i maksimalni
refleksivni kaktusi prikazani su na Slici 17. Kod prvog grafa je

A, =4, =2, akod drugog je samo 4, =2.0

L06 1 L06 2
I’—‘\\ I’—‘\\
/ \ / \
] ] 1 |
\ [}
. n v . n ’/
Slika 17

Stav 13. Svi maksimalni refleksivni L-grafovi kod kojih je /=6 i kod
kojih su optere¢eni samo ¢vorovi centralne konture jesu grafovi LO6_3-

1L06_17 sa Slike 18.

Dokaz. Cvorovi na centralnoj konturi mogu biti optereceni samo

putevima duzine najviSe 4. Proverom na kompjuteru dolazimo do




odgovaraju¢ih maksimalnih refleksivnih kaktusa i oni su prikazani na

Slici 18. Kod prvih devet grafova sa Slike 18 je samo A, =2, a kod

preostalih Sestje 4, =4, =2.0

Slika 18
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L - grafovi kod kojih je /=5

Stav 14. Svi maksimalni refleksivni I-grafovi kod kojih je /=35 i kod
kojih je opterecen neki ¢vor na boc¢noj konturi (ne racunajuci c-¢vorove)

jesu grafovi LO5_1-L.O5_6 sa Slike 19.

Dokaz. Kao $to je pokazano u prethodnim stavovima, kod ovih grafova

moguce je opteretiti jedan ¢vor na boc¢noj konturi i to: za p =1, moguce
je my=1,m, € N, tada je P(2)<0 im =2,m,=2, tada je P(2):O.

Odgovaraju¢i maksimalni refleksivni kaktusi prikazani su na Slici 19. O

LO51 L05 3
P =~
g N i AN
\ \
n ] n ]
/ ’
\ y \ ,
S =” S
1 1
1 1
5 Sy
1 1
L05 4 LO55 L0O56
- = T~ Phaink N
4 Ay N\
/ A rd \ ie \
n ! n | n )
N J M Pl AN J/

Slika 19
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Stav 15. Svi maksimalni refleksivni I-grafovi kod kojih je /=35 1 kod
kojih su opterec¢eni samo ¢vorovi centralne konture jesu grafovi LO5_7-

1L05_34 sa Slika 24 1 26.

Dokaz. Dodavanjem grafa sa Slike 20(a) (12,13 #0,/ No) na neki od
¢vorova centralne konture dobija se P(2)=4mn(ll 1), pa

zaklju¢ujemo da je jedino moguce [, =1, =1, (l1 € NO), i to su grafovi

oblika kao na Slici 20(b).
O-----0Z_ O-------
L g I,

Slika 20

Iz ovoga zakljucujemo da ce se, osim u ovakvim slucajevima, svi ostali
maksimalni grafovi dobijati dodavanjem samo puteva na c¢vorove

centralne konture.

Kako je ve¢ pokazano, ne mogu se u isto vreme opterecivati oba ¢vora u

kojima se spajaju konture.

Posmatrajmo sada graf na Slici 21. Za
njega vazi P(Z) =0. Postoji samo

jedan maksimalan graf koji sadrzi

ovaj i to je graf sa Slike 22.
Slika 21
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Dakle, osim u ovom slucaju, ¢vorovi a1 b

ne mogu biti istovremeno optereceni.

Slika 22

Posmatrajmo sad grafove sa Slike 23. Kod ovakvih grafova vazi

P(z) = mn(_lllzl3l4 +(ll +l3)(12 +l4)_4) '

Ako su [,1,,1,,1, svi razli¢iti od nule, 7T LN
dobijamo dve mogucnosti. Prva je
L=L=11 [,=1,=2, a druga je L, s

[ =1,=2 i Li=I=1. Tada je © /b

Slika 23

Ako je neki od I,L,L,], jednak nuli dobija se
P(2)=(,+1L)(1,+1,)—4, a ovi izrazi se vtlo lako analiziraju. Na
primer, ako je /, =0, dobija se P(2)=1(/,+1,)—4 i moguénosti su:
(h.15,1,) €{(1,1,3),(3,1,1),(0,4,1),(1,4,0),(0,2,2),(2,2,0)} . ~ Sli¢no

se dobija i u ostalim slucajevima. Odgovaraju¢i maksimalni refleksivni

grafovi prikazani su na kraju, na Slici 26.

Akoje [, =1,;=0ili [, =1,=0, vidi se da je P(2)=—4mn, 4. 1, i I,

odnosno [, i [;, mogu u tom slucaju biti putevi proizvoljne duzine i
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uvek ée biti P(2) < 0. Odgovarajuc¢i maksimalni refleksivni grafovi su

grafovi sa Slike 24.

L0O57 L0O5 8
/—\\
/ \
' \ PR
\ I ’ \
\ m \
S no
\ /7
\‘_I
/
/
/
sl / )
/ | 52
I

TN

Slika 24

Ako je na ¢vor a, oslonjen put duzine vece ili jednake 5, onda se moze
opterecivati samo ¢vor a, 1 gornji grafovi su maksimalni. Isto vazi i za

slucaj sa ¢vorovima a,,q,.

Ova cinjenica se koristi u opstoj diskusiji za ove slucajeve, jer moze biti
P(Z) =0 za neke vece vrednosti 7, ali u tim slucajevima to veé nije 4,,

ve¢ A, islicno. Na primer, za [, = 6,1, =1,/, =2,1, =1, dobijase 4, =2.

Posmatrajmo grafove oblika kao na Slici

l/ \ 7 \
25. Kod ovih grafova je ! { ‘,.
‘\m’, n /s
// \\\
A [
Az AN
/ ] [} \
o b L o
| |
(0] (0]
Slika




P(2)=mn(=LLLI +(L +1)(L,+1,)—4). Primecujemo da je rezultat

isti kao u prethodnom slucaju, pa ce se na isti nacin izvoditi zakljucci.

Granicni slucajevi koje proveravamo su:

(L, 15,1, ) € (0,0,4,1),(0,0,2,2),(0,0,1,4),(0,1,4,0),(0,1,2,1),
(0,1,1,3),(0,2,2,0),(0,2,1,2),(0,3,1,1),(0,4,1,0),(1,0,3,1),
(1,0,1,2),(1,0,0,4),(1,1,3,0),(1,1,2,1),(1,1,1,2),(1,1,0,3),
(1,2,1,0),(1,2,1,1),(1,2,1,2),(1,2,0,2),(1,3,0,1),(1,4,0,0),
(2,0,2,1),(2,0,0,2),(2,1,2,0),(2,1,2,1),(2,1,1,1),(2,1,0,1),
(2,2,0,0),(3,0,1,1),(3,1,0,1),(4,0,0,1),(4,1,0,0)}.

Svi odgovarajuéi maksimalni refleksivni kaktusi prikazani su na Slici 26.

O
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Slika 26
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L - grafovi kod kojih je /=4

Stav 16. Svi maksimalni refleksivni L-grafovi kod kojih je /=4 i kod
kojih je optere¢en neki ¢vor na boc¢noj konturi (ne racunajuéi c-cvorove)

jesu grafovi L04_1-L04_18 sa Slike 28.

Dokaz. Kao sto je pokazano u prethodnim stavovima, kod ovih grafova
moguce je opteretiti jedan ¢vor na

bo¢noj konturi (Slika 27) 1 to: za TN TN

L. N oy
p=2, moguée je m =1m,=2 N e
m;

(tada je P(2)<0)i m =1m,=3

Slika 27
(tada je P(Z):O), a za p=1
moguce je m; =1,m, e N, kaoi m =2,m, =2 1 m =2,m, =3 (tada je

P(2) <0). Odgovarajuéi maksimalni refleksivni kaktusi prikazani su na

Slici 28. o
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L0417

Lo41

L0418

L042

Slika 28

L04 4

L0416




Stav 17. Svi maksimalni refleksivni L-grafovi kod kojih je /=4 i kod

kojih su optereéeni samo ¢vorovi centralne konture jesu grafovi L04_19-

1.04_93 sa Slika 32, 34, 35, 36, 38 i 39.

Dokaz. Posmatrajmo sada grafove sa

Slike 29, ode je G stablo. Vai )
P(2):0. Da bismo algebarski e
proverili koje su moguénosti za graf
G da se dobiju  maksimalni
refleksivni  kaktusi, posamtra¢emo Slika 29

graf bez dodate grane kod c¢vora &

(Slika 30).

Inace, ako su oba c¢vora 4 1 b
optere¢ena, onda ni na jednom ne
moze biti put duzine veée od jedan, a
takode ne moze biti ni neki novi put.

Ako su optereceni ¢vorovi a 1 b, onda

se nista ne moze dodavati na ¢vorove

Slika 30
¢1e, ve¢ samo na d. Za graf sa Slike 30

vazi:
P(2)=mn(LL (L +3)=(] +1,+1,+5)).

Jednostavnom analizom se utvrduje da

I, .0

treba uzeti u obzir slucajeve: O-----O:/

(1,.1.1).1, € Ny, (0.1,3),(1,1,2).(2.1,2) b o

za trojke (11,12,13) grafa G sa Slike 31, Slika 31

na koji se odnosi formula.
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Odgovarajuci maksimalni refleksivni kaktusi prikazani su na Slici 32.

L04 I 9 L04 20 L04 Zl L04 22
I I
| ! |
‘\ mm ' \ m ' ‘\ m '

1

5| % E
|
Slika 32

Posmatrajmo sada grafove strukture kao na Slici 33. Za njih vazi

P(2)=mn (Ll (L +1,+2)=(L +1,+ 1 +1,+4)).

P N I, N
Lo Lo
‘\ m [ . I !
\__”I S -
I
/
,I
° i i
oo L L
i i i
o o o
Slika 33

Akoje I, =0 (ili /;=0), dobija se daje P(2)<0 za proizvoljnu trojku

l,,l,,1, € N, (odnosno [,,,l, € N,). U tim slucajevima su odgovarajuci

maksimalni grafovi prikazani na Slici 34.
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Slika 34

Ako je L,#0 i [;#0, onda treba proveriti grani¢ne slucajeve:
(1,,1,,1,,1,) €{(0,1,5,0),(0,1,3,1),(0,1,2,3),(0,2,2,0),
(0,2,1,3),(0,3,1,1),(0,5,1,0),(1,1,3,0),(1,1,2,2),
(1,2,1,2),(1,3,1,0),(2,1,2,1),(2,2,1,1),(3,1,2,0),(3,2,1,0)}

Odgovarajuci maksimalni refleksivni kaktusi prikazani su na Slici 35.
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Slika 35

Specijalno, za [, =1, =1, dobijamo
P(2)=-4mn<0, 4. putevi [, i I,
su proizvoljne duzine. Odgovarajuéi

maksimalan graf prikazan je na Slici

36.

/ \ / \
1 \ 1 \
\ 1 \ 2
\n n ., \ m n 4 \m
\\—f ~-=7 S - ~_=7 A -
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-7 N .-
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L04 36
7=~ o-=
/ N s
1 ' ]
\ h \
\m n
S ~--

Slika 36
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Posmatrajmo grafove oblika kao na Slici TN 27T

37. Za njih vazi (\f",/" {\:1/,\'
P(2)=mn(LL (1 +2)— (4 +1,+1+4))
. Vidimo da se dobija ista formula kao za .,
grafove sa Slike 33 kada se stavi /, =0, 5 /c:>\l3
pa je analiza slicna prethodnoj. o o
Slika
37

Treba proveriti slucajeve:

(L1, 1,1, ) € 4(0,1,5),(0,2,2),(1,1,3),(3,1,2),
(0,1,2),(0,1,3),(0,1,4),(1,1,2),(2,1,2)}.

U prva Cetiri slucaja je P(Z) =0, a u preostalih pet je P(Z) <0.

Odgovaraju¢i maksimalni refleksivni kaktusi prikazani su na Slikama 38 1

39.

Ovde se koristi 1 ¢injenica dobijena u Stavu 4 da rezultati ne zavise od

¢vora centralne konture na koji je oslonjeno stablo G.
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Slika 39
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Posmatrajmo sad grafove sa Slike 40. (Grafovi sa Slike 30 su specijalni
sluéajevi  ovih  grafova  za [,=0) Za  njih  vazi
P(2)=mn(LL (L +1,+2)=(l +1,+1,+1,+4)), §. ista formula kao za
grafove sa Slike 34.

Slika 40

Lako se pokazuje da na mestu ovog dodatnog puta duzine /, ne moze

biti niSta viSe osim puta.

Posmatrajmo sad grafove sa Slike 41. 277N PSRN
v !
Cvorovi centralne konture ne mogu se | ™ no

opterecivati stablima u kojima postoji

viSe od jednog ¢vora stepena tri.

Dovoljno je proveriti slucajeve kada je Slika 41

H stablo sa Slike 42 (1, € Ny,l, € N).

H
P, (2) = —4(11 —1). Za grafove sa Slike ; i ] I
1 2

64 vazi P(2)=4mn(l,+1)>0. Ommmmm Qs

Slika 42
Cvorovi centralne konture grafa sa "
Slike 41 ne mogu se opteretiti ni 1,
stablima sa nekim ¢vorom stepena O==-=-=---
veéeg ili jednakog cetiri. Dovoljno je

Slika 43

93



proveriti kada je H stablo sa Slike 43 ([, € Ny): P, (2)=-4(/,-1).Za

grafove sa Slike 42 opet vazi P(Z) =4mn (ll + l) >0.0

Na osnovu prethodnih stavova vazi sledeca teorema.

Teorema 1. Posmatrajmo triciklicki graf koji ima ciklicku strukturu kao
osnovni [-graf, Slika 1. Ako je 4</<9, graf je refleksivan ako i samo
ako je indukovan podgraf jednog od grafova L09_1-1.09_3, 1.O8_1-
1.08_6, 1.07_1-1.07_5, L.06_1-1.06_17, 1.05_1-1.05_34, 1.04_1-1.04_93.

Ako je 1210 graf je refleksivan ako i samo ako je osnovni [-graf.
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5. Prisustvo Smithovih stabala u

opisu prethodnih rezultata
Prisustvo Snaithovih stabale n 1 -grafovina, keao i grafovina fipa K, I, M7 IN

Smithovi grafovi su nezaobilazni pratilac istrazivanja o refleksivnim
grafovima. Sa njima se stalno sreCemo na razlicite nacine. U ovom
poglavlju prikazacemo dva vida pojavljivanja Smithovih stabala u I-

grafovima.

5.1 PRISUSTVO SMITHOVIH STABALA U L-GRAFOVIMA (1)

Posmatrajmo Smithovo stablo § S

sa Slike 1. Znamo da vazi

P,(2)=0. 0

Slika 1

Cvorom ¢ su odredeni delovi S| i

S, Smithovog stabla § (Slika 2).
» c c q
® O

Uvedimo  oznake Ky (2) =4,

R(2)=B.  P.(2)=4
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1352—0 (2) = B’ z ])Sl—c'—x (2) = z"A > z PSz—c'—x (2) = z“E : Vaél

xeddj(c) xeAdj(c)

P;(2)=24B-X,B-%,4=0, odnosno: 4B, —BX, =0.

s

Posmatrajmo sada graf S (Slika 3),
koji nastaje kada se kod prethodno
pomenutog Smithovog stabla doda

grana koja spaja ¢vorove # 1 .

Uvedimo oznake: P , | (2):W i K, (Z)ZC, gde je sa p oznacen
jedinstven put koji spaja ¢vorove # i » (unutar Smithovog stabla). Vazi:

P.(2)=—(W+20C).

S

Stav 1. Posmatrajmo grafove X oblika kao na Slici 4. Ovi grafovi sadrze

delove S, i S, dobijene cepanjem Smithovog stabla. Za ovu klasu

grafova vazi: P(Z) = mn(W —2C) .
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Dokaz. Neka je: U=PF,_ ., (2), V=P__(2), U=PF_(2),
I/1 :1)52—\1 (2)’ z:U = Z PSl—c—x—u (2)’ z:V = z PSz—c—x—v(z)‘
xeAdj(c) xeddj(c)

Vazi: V, =2V =%, U, =2U -5, , W=UV,-Vs,.

Sada racunamo P, (2) za graf X sa Slike 67. Prvo ra¢unamo pomocne

vrednosti By, (2) 1B, (2) ,gde su H, 1 H, grafovi sa Slike 5.

H,

(a) (b)
Slika 5

B, (2)=-mZ,B+mz,V , P, (2)=AB -UV,.

Py (2)=-mnP, (2)-nP, (2)-2mnC
=—mn(AB1 —UVl)—i-mn(BZA —VZU)—2mnC
=mn(-AB +UV,+ B2, -V%, -2C)

= mn(W—2C)

Dakle, P, (2) = mn(W—2C) .
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Na slican nacin se dokazuje da za granicne slucajeve sa Slike 6 takode

vazi P(2)=mn(W—2C).|:|

Slika 6

Iz ovoga izvodimo zakljucak da vrednost P, (2) ne zavisi od ¢vora ¢u
kome se cepa Smithovo stablo, ve¢ samo od ¢vorova # i ». Dakle,
Smithova stabla kod kojih je W —2C =0 mogu se cepati u bilo kom
¢voru ¢ izmedu évorova # i » (ukljucujudi i njih) i rezultat P, (2) =0 bice
ocuvan. Takode, primecujemo da na rezultat ne utice ako S, i S,

zamene uloge u okviru grafa X.

Primer. Posmatrajmo graf sa Slike
7. To je jedan primer X grafa. U
ovom grafu primecujemo Smithovo
stablo S215. W =8, C=4 i
W-2C=0,t. P,(2)=0.Ovo je

graf LO81 i to je maksimalan

refleksivan graf u svojoj klasi.

Slika 7
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Sada ¢emo proci kroz sva Smithova stabla i utvrditi one slucajeve gde je

W-2C=0.

U Dodatku 2 date su tabele sa vrednostima W i C za sva Smithova
stabla. Osim toga, u tabelama su date i vrednosti U 1 V o kojima ¢e

kasnije biti reci.

Napomena. Dakle, u izracunavanjima se pojavljuju vrednosti P(2)
karakteristichog polinoma P(x) podgrafova Smithovih stabala. Te
vrednosti su poznate u literaturi. Na primer, u radu [10] u Teoremi 3
date su vrednosti P(-2) za grafove ¢ija je najmanja sopstvena vrednost

veéa od —2. Tu spadaju podgrafovi Smithovih stabala, a kod njith vazi

PQ2)=P(-2).
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Analiza mogucénosti

SMITHOVO STABLO S215

S215
$9

oot o o000

S1 82 $3 S4 S5 S6 s7 S8

Slika 8

Oznacimo sa §,,5,,...,5, ¢vorove grafa §275 (kao na Slici 8). Trazimo

parove ¢vorova # 1 v tako da vazi W —2C = 0. Lako se pokazuje:

(U,V)E {(51,53),(51,54),(SI,SS),(Sl,SG),(Sl,S7),(Sl,Sg),
(Sz,SS),(S3,S5),(S4,S6),(S5,S7),(Sé,SS),(SG,SQ)}

Takode 1 (v,u) pripada istom skupu.

Paru (sl,s3) odgovara graf S na Slici 9. Odgovarajuci X grafovi su 104

25, 26, 41, 42, 43. Kod ovih grafova je, kao §to je veé pokazano, A, =2

1 maksimalni su u svojoj klasi.

Slika 9
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Paru (51,54) odgovara graf S na Slici 10. Odgovaraju¢i X grafovi su

LO5 9-1¢.

Slika 10

Paru (Sl,ss) odgovara graf S na Slici 11. Odgovarajuc¢i X grafovi nisu

maksimalni, podgrafovi su grafova tipa Y, nastalih od para (SZ,SS), o

b

kojima ¢ée kasnije biti reci.

Slika 11

Paru (Sl,SG) odgovara graf S na Slici 12. Odgovaraju¢i X grafovi nisu

maksimalni, podgrafovi su grafova tipa Y, nastalih od para (56,S9 )

Slika 12
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Paru (51,57) odgovara graf S na Slici 13. Odgovaraju¢i X grafovi su

L08 1-6.

Slika 13

Paru (sl,sg) odgovara graf S na Slici 14. Odgovarajuc¢i X grafovi nisu

maksimalni, podgrafovi su grafova tipa Y, nastalih od para (51,57 )

Slika 14

Paru (sz,ss) odgovara graf S na Slici 15. Odgovaraju¢i X grafovi su

Lo5 17-2¢.

Slika 15

Paru (s3,55) odgovara graf S na Slici 16. Odgovaraju¢i X grafovi su

L.04 31-34, 78-79, 83-85, 90,91.
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Slika 16

Paru (S4,S6) odgovara graf S na Slici 17. Odgovaraju¢i X grafovi su

Lo4 59,60, 63-65, 68,69.

Slika 17

Paru (ss,s7) odgovara graf S na Slici 18. Odgovaraju¢i X grafovi su

L04 53-58 1 podgraf grafa [.04 21.

Slika 18

Paru (s6,s8) odgovara graf S na Slici 19. Odgovaraju¢i X grafovi su

L04 50-52.
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Slika 19

Paru (s6,s9) odgovara graf S na Slici 20. Odgovaraju¢i X grafovi su

DN S SO

Slika 20

LO6 7-11.
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SMITHOVO STABLO §$313

S313
AYS

S1 2 S3 S¢4 S5 S¢ 87

Slika 21

Oznacimo sa §;,5,,...,5; ¢vorove grafa $373 (kao na Slici 21). Trazimo

parove ¢vorova # 1 v tako da vazi W —2C = 0. Lako se pokazuje:
(u,v) € {(sl,s3),(sl,sé),(sz,s4),(sz,ss),(sz,s())}

Takode 1 (v,u) pripada istom skupu.

Paru (51,53) odgovara graf S na Slici 22. Odgovaraju¢i X grafovi su

L.04 47-49.

Slika 22
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Paru (sl,sé) odgovara graf S na Slici 23. Odgovarajuc¢i X grafovi nisu

maksimalni, podgrafovi su grafova tipa Y, nastalih od para (Sz,S() )

Slika 23

Paru (52,54) odgovara graf S na Slici 24. Odgovaraju¢i X grafovi su

L.04 27-30, 71-77.

Slika 24

Paru (SZ,SS) odgovara graf S na Slici 25. Odgovaraju¢i X grafovi su

podgrafovi grafova .05 32-34.

Slika 25
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Paru (Sz,S()) odgovara graf S na Slici 26. Odgovarajuc¢i X grafovi nisu

maksimalni, podgrafovi su grafova tipa Y, nastalih od para (Sz,ss)

Smithovog stabla §275.

Slika 26
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SMITHOVO STABLO §222

S$222

S1 S$2 S3 S4 S5
Slika 27

Oznac¢imo sa §,,5,,...,8; ¢vorove grafa §222 (kao na Slici 27).

Samo ¢e u slucaju para (SI,S3) vaziti W -2C =0.

Paru (Sl,s3) odgovara graf S na Slici 28. Odgovaraju¢i X grafovi su

L.04 39, 44-46.

Slika 28

Graf §7777 nema par ¢vorova za koji bil vazilo W —-2C =0.
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SMITHOVO STABLO WN

a b;

Co C1 (6] Cn-1 Cn
a bz

Slika 29

Oznacimo ¢vorove grafa Wx kao na Slici 29. Trazimo parove ¢vorova # i

v tako da vazi W —2C =0. Lako se pokazuje:

(u,v):(al,cz) ili (u,v)=(ck,ck+2),k6{0,1,2,...,11—2} ili

—~
\.:
<

~
Il

(al,bl) zan=4.

Takode 1 (v,u) pripada istom skupu.

Paru (al,cz) odgovara graf S na Slici 30. Odgovaraju¢i X grafovi nisu

maksimalni, podgrafovi su grafova 1.05 7,8.

Slika 30
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Paru (ck,ckﬁ),ke{0,1,2,...,n—2} odgovara graf S na Slici 31.

Odgovarajuc¢i X grafovi su podgrafovi grafova 1.04 14,19, 23, 24.

VAN
VANPAN

Slika 31

Paru (u,v) Z(al,bl) za n=4 odgovara graf S na Slici 32. §to je isto

kao 1 kod para (sl,s7) grafa §275, pa su 1 zakljuccet isti. Odgovarajuéi X

grafovi su L.O§ 7-6.

Na osnovu prethodne analize vazi sledeca teorema. Koristicemo do sada

uvedene oznake.

Teorema 1. Maksimalni refleksivni I.-grafovi koji su istovremeno i X-
grafovi su: 1.04_25-34, 39, 41-60, 63-65, 68, 69, 71-79, 83-85, 90-91;
L05_9-26, 32-34; 1.06_7-11, LLO8_1-6.
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5.2 PRISUSTVO SMITHOVIH STABALA U L-GRAFOVIMA (2)

Posmatrajmo graf S_o (Slika 34), koji se dobija kada se ¢vorovi # i »

Smithovog stabla § (Slika 33) povezu putem duzine dva.

S
c
@
Slika 33
So

Stav 2. Posmatrajmo grafove Y oblika kao na Slici 35. Ovi grafovi

sadrze delove S, i S, dobijene cepanjem Smithovog stabla. Za ovu

klasu grafova vazi: P, (2) = mn(Us +V —ZC).

Slika 35
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Dokaz. Vaze sve prethodno uvedene oznake. Nove oznake su:
Us=F,(2), Vs =5, (2).

Vazi:

Ug=2UB-%2,B-UX;,U,=UB -%,B,

Ve =24V -2 V-2, 4, V,=AV, -2 V.

Sada racunamo F, (2).

Pomoc¢ni rezultati za grafove H, 1 H, sa Slike 36 su:

P, (2)=24B -UB -V,Ai P, (2)=-m(2BX,-BZ, -VZ,).

|I \
v mo)
\\ ,/
S; S5 S,
u \4 u
(a) (b)
Slika 36

B, (2)= —mnF, (2)- nb, (2)-2mnC
=—mn(24B,—UB,—V,A—-2BX , + B, +VX , +2C)
=mn(UB,+V,A-BX, -VZ ,-2C)

=mn(Us +V;—2C)

Dakle, vazi:

PY(2):mn(US+VS—2C).

Na slican nacin se dokazuje da za granicne slucajeve sa Slike 37 takode

vazi P(Z):mn(US +V —2C).|:|
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Slika 37

Posledica. Vrednost B, (2) ne zavisi od ¢vora ¢ u kome se cepa
Smithov graf §, ve¢ samo od ¢vorova # 1 ». Dakle, Smithova stabla kod

kojih je Ug+V;—2C =0 mogu se rascepiti u bilo kom ¢voru ¢ izmedu

#i v (ukljucujudi i njih) i rezultat P, (2)=0 bice ocuvan.

Primer. Posmatrajmo graf sa Slike 38. To je jedan primer Y grafa. U

ovom grafu primecujemo Smithovo stablo S215. Ug =4, V,=4,
C=41iUg+V,-2C=0, 4. B(2)=0. Ovo je graf L09 2 i to je

maksimalan refleksivan graf u svojoj klasi.

Slika 38

Sada ¢emo proci kroz sva Smithova stabla i pronaci sve slucajeve u

kojima je U +V;—-2C =0.
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Analiza mogucénosti

SMITHOVO STABLO S215

S215
S9

oo d o o000

S1 $2 S3 S4 S5 S¢ S7 S8
Slika 39
Trazimo parove ¢vorova (u,v) tako da vazi Ug +V;—2C =0. Lako se

pokazuje (11,v) € {(5,,5,).(55,55) (86,5 )} . Isto vazi i za par (v,u).

1. Paru (Sl,s7) odgovara graf S_o na Slici 40. Odgovarajuci Y grafovi su
L091,2,3.

Slika 40

2. Paru (Szass) odgovara graf S_o na Slici 41. Odgovarajuéi Y grafovi su
Lo6 12-16.

Slika 41
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3. Paru (S6,S9) odgovara graf S_o na Slici 42. Odgovarajuéi Y grafovi su

oot oob oo

Slika 42

LO07 1-3.

SMITHOVO STABLO §313

S313
A

oo oo oo

S1 2 83 S4 S5 S¢ 87
Slika 43

Trazimo parove ¢vorova (u,v) tako da vazi Ug +V; —2C =0. Lako se

pokazuje (u,v) € {(51,37 ) ,(Sz, sé),(sz,s8 ) ,(s3,s5 )} .
Paru (51’57) odgovara graf S_O na Slici 44. Odgovarajuéi Y grafovi nisu

maksimalni, podgrafovi su grafova Y koji odgovaraju paru (Sl,s7) grafa

S$215.

Slika 44
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Paru (Szoss) odgovara graf S_o na Slici 45. Odgovarajuéi Y grafovi su

L.07 4,5.

Slika 45

Paru (Sz,SS) odgovara graf S_O na Slici 46. Odgovarajuéi Y grafovi nisu

maksimalni, podgrafovi su grafova Y koji odgovaraju paru (S19S5) grafa

ot ol oo

Slika 46

S$215.

Paru (S3,S5) odgovara graf S_o na Slici 46. Odgovarajuéi Y grafovi su

podgrafovi grafova .05 32-34.

Slika 46
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SMITHOVO STABLO §222

S222

S1 $2 S3 S4 85

Slika 47

Trazimo parove ¢vorova (u,v) tako da vazi Ug +V; —2C =0. Lako se

pokazuje (u,v) € {(sl,ss),(sz,s4 )}

Paru (Spss) odgovara graf S_o na Slici 48. Odgovarajuéi Y grafovi nisu

maksimalni, podgrafovi su grafova Y koji odgovaraju paru (S(),Sg) grafa

$215.

Slika 49
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Paru (329*94) odgovara graf S_o na Slici 50. Odgovarajuéi Y grafovi su

podgrafovi grafova .05 32-34.

Slika 50

Smithovo stablo §7777 bi¢e obuhvaéeno u okviru ispitivanja stabla 7z,

koje sledi.
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SMITHOVO STABLO WN

b:

b;

Slika 51

Parovi (u,v) tako da vazi Ug+Vi—2C=0 su: (u,v)=(a1,a2),

(u,v):(ck,c,m),kE{O,l,...,n},k+le{O,l,...,n} ili (u,v):(al,bl).

Paru (apaz) odgovara graf S_o na Slici 52. Odgovarajuéi Y grafovi su

podgrafovi grafova 1.05 7, 8, 35.

Slika 52

119



Paru (Ck,ck+,) odgovara graf S_o na Slici 53. Posmatrajmo odgovarajuce

Y grafove. Za [>2, A, =2 (A, >2). Za [=2 dobijamo 1.05 7, §

(h=4=2).

l

VANWAN

Slika 53

Paru (al,bl) odgovara graf S_O na Slici 54. Posmatrajmo odgovarajuce

Y grafove. Za n>25, 4, >2, A, =2.Za n=4 dobijamo .09 1-3. Za

n=3 dobijamo .08 7-6. Za n=1 i n=2 dobijamo podgrafove
grafova 1.06 1 1.07.

Slika 54

1z svega prethodnog sledi zakljucak.

Teorema 2. Maksimalni refleksivni I-grafovi koji su istovremeno 1 Y-

grafovi su: LO5_7-8, LO6_12-16, .O7_1-5, L.O8_1-6, LO9_1-3.
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SUSTVO SMITHOVIH STABALA U GRAFOVIMA TIPA

Neka je S Smithovo stablo sa Slike 55. S
Graf S je dobijen od ovog Smithovog ,
stabla 7

dodavanjem nove grane koja spaja

¢vorove # 1 v (Slika 56).

“|

Slika 55

Slika 56

Posmatrajmo triciklicki graf sa Slike 57.
Na njegove ¢vorove d, i d, oslanjamo ili ceo graf S (¢vorom 1) ili

delove dobijene cepanjem grafa S u &voru v (oslanjanje opet ¢vorom 7).

Ve ~ 7 N
\

/ \ / \
| \ h \
\ m n ]
\ ,/

\\\_’,ldl \\s_/,

d;
Slika 57

Na ovaj nacin dobijaju se grafovi G,,G,,G;,G, sa Slike 60. To su
grafovi sa Cetiri konture. Cetvrta kontura potice od grafa S . Grafovi G,

i G, imaju ciklicku strukturu kao na Slici 58, a grafovi G; i G, kao na

Slici 59.
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S’ ~eo-”
U=
4 AY
1 \
] \
\ ,l
\
Slika 58 e Slika 59

Za graf S sa Slike 56 vazi: P (2) = —(W +2C).

Slika 60

Stav 3. Za grafove G,,G,,G;,G, sa Slike 060 wvazi

P, (2)=mn(=2Vg+W +2C), i=1,2,3,4.

Dokaz. Koristicemo sve iste oznake kao do sada.
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Posmatrajmo prvo graf G, sa Slike 61. U racunu ¢emo koristiti pomoéni

graf H sa Slike 62.

GI.-—~ P, (2)=-nmAB, —nBP, (2)-2mnAB
=mn(—AB, + B, +UB+2B(S, - put(uv))-2AB)
=mn(-2Vs+W +2C)

Slika 61

Dakle, B, (2)=mn(=2V; +W +2C).

Slika 62 P, (2)=m(-2,-U-2(S,— put(uv)))

Napomena: 4B =V, UB=W,B(S, - put(uv))=C.
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Posmatrajmo sada graf G, sa Slike 63. U racunu ¢emo koristiti pomoéni
graf H sa Slike 64.
G2 .~~~ P, (2)=-2nmAB—nPF, (2)-2mnAB
mn(-2AB+BE +%,4—-24AB+UB+2C)
=mn(-24B+UB+2C)
mn(—2VS +W + 2C)

Slika 63

Dakle, B, (2)=mn(-2V; +W +2C).

Slika 64 B, (2)=—m(2,B+2,4+UB+2C).

Posmatrajmo sada graf G, sa Slike 65.

G3,/"‘ PG3 (2):mn(W+2C)—2mnAB
- = mn (=20, +W +2C)
\

Slika 65

Dakle, P, (2)=mn(-2Vy+W +2C).

Posmatrajmo sada graf G, sa Slike 66.
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P, (2)=-nmB( 4, ~U=2(S, - put (uv)))+
+mnX ,A—2mnAB =

=mn(~AB+BU +2,4+2C~2Vy)
=mn(—2VS +W+2C)

Slika 66

Dakle, F; (2) = mn(—2VS +W+2C) .0

Dakle, za sva cetiti grafa G, G,,G;, G, ista je vrednost P(Z).

F; (2) =mn(—2VS +W+2C),i e {1,2,3,4}

Ova vrednost zavisi od izbora para ¢vorova #,». Sada ¢emo proci kroz
sva Smithova stabla 1 odrediti one slucajeve u kojima je

=2V +W +2C =0. Ovde nije svejedno $ta je ¢vor #, a §ta ¢vor z, jer

oni imaju razlicite uloge u izrazu.
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Analiza mogucénosti

SMITHOVO STABLO S215

S215
S9

oot o o000

S 82 $3 S4 S5 S¢6 S7 S8

Slika 67

Proverom utvrdujemo da za parove

(u,v)e{(sl,ss),(ss,sl),(s7,s3),(s7,s4),(s9,s4),(s7,s5)}

vazi =2V, +W +2C =0.

Paru (u,v):(sl,ss) odgovara graf S na Slici 68. Odgovaraju¢i G

grafovi su J7, M11, |8, M4.

Slika 68

Paru (u,v)=(s8,sl) odgovara graf S na Slici 69. Odgovaraju¢i G

grafovi su J2 1 M7.

Slika 69
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Paru (u,v)2(57,s3) odgovara graf S na Slici 70. Odgovaraju¢i G

orafovi su K20, K21, K33, K34, N20, N21, N33, N34.

Slika 70

Paru (u,v)=(s7,s4) odgovara graf S na Slici 71. Odgovaraju¢i G

grafovi su K27, K28, N27, N28.

Slika 71

Paru (u,v)Z(Sg,s4) odgovara graf S na Slici 72. Odgovaraju¢i G

grafovi su K7, K8, N7, N8.

NP NP

Slika 72

Paru (u,v)=(s7,ss) odgovara graf S na Slici 73. Odgovaraju¢i G

grafovi su K25, K26, N25, N26.

Slika 73
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SMITHOVO STABLO §$313

S313
$8

oo o d oo

St 82 S3 S4 S5 S¢ 87
Slika 74

Pokazuje se da je za (u,v) € {(Sl,sé),(sz,s4)} =2V +W +2C=0.

Paru (u,v):(sl,sé) odgovara graf S na Slici 75. Odgovaraju¢i G

grafovi su J9, J10, M12, M15.

Slika 75

Paru (u,v)=(s2,s4) odgovara graf S na Slici 76. Odgovaraju¢i G

grafovi su K16, K17, K29, K30, N16, N17, N29, N30.

Slika 76

Za grafove S222 1 S1111 ne postoje parovi (u,v) takvi da je

—2V, +W +2C =0.
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SMITHOVO STABLO WN

a b;

G ¢ & Cn-1 Cn
az b;

Slika 77
Uslov =2V +W +2C =0 ispunjen je u slucaju (u,v) = (al,cz) .

Paru (u,v)=(al,cz) odgovara graf S na Slici 78. U sluéaju n=2

odgovarajuci G grafovi su J4 1 M9. U slucajevima n =2 odgovarajuéi G

grafovi su J5, J6, M10 i podgraf (maksimalnog) grafa M2.

Slika 78

Tako dolazimo do sledeéeg zakljucka.

Teorema 3. Maksimalni refleksivni grafovi tipa J, K, M ili N, koji su
istovremeno i grafovi tipa G;, G,, G; ili G, su: ]2, J4-J10; K7-K8, K16-
K17, K20-K21, K25-K30, K33-K34; M4, M7, M9-M12, M15; N7-N8,
N16-N17, N20-N21, N25-N30, N33-N34.
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Sada ¢emo sumirati zakljuce iz ove glave.

Maksimalni refleksivni I-grafovi koji su istovremeno 1 X-grafovi su:
L.04_25-34, 39, 41-60, 63-65, 68, 69, 71-79, 83-85, 90-91; L05_9-26, 32-
34; 1.06_7-11, L.O8_1-6.

Maksimalni refleksivni I-grafovi koji su istovremeno i Y-grafovi su:

L05_7-8, LO6_12-16, L.O7_1-5, LO8_1-6, LO9_1-3.

Maksimalni refleksivni grafovi tipa J, K, M ili N, koji su istovremeno i
grafovi tipa G, G,, G; ili G, su: ]2, J4-J10; K7-K8, K16-K17, K20-
K21, K25-K30, K33-K34; M4, M7, M9-M12, M15; N7-N8, N16-N17
N20-N21, N25-N30, N33-N34.

bl

Preostali maksimalni refleksivni I-grafovi, kao i grafovi tipa J, K, M ili
N, koji nisu dobijeni na ovaj nacin, bi¢e predmet daljih istrazivanja.
Razmatracemo drugacije vidove prisustva Smithovih grafova u njima,

kao i1 druge mogucnosti nastale recimo iz uslova W —2C <0 i sli¢no.
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6. Biciklicki refleksivni grafovi
O Klasi bicikliskih reflokesioni grafonea 6 - grafovina

Biciklicki refleksivni grafovi obradivani su do sada jedino u radu
Radosavljevi¢a i Simi¢a [35]. U tom radu odredeni su svi biciklicki
grafovi sa mostom izmedu kontura. Detaljnije o tome bilo je reci u
uvodnoj glavi, a u drugoj glavi postoji novi dokaz Teoreme 1, Glava 1.
Jasno je da se ne moze ocekivati nalazenje svih maksimalnih refleksivnih
biciklickih grafova, ali se moze i¢i na odredivanje izvesnih klasa, a te

mogucnosti su se pojavile u prethodnim istrazivanjima.

6.1 ZAMENA KONTURE SMITHOVIM STABLOM

Posmatrajmo maksimalan refleksivan kaktus sa Slike 1(a), koji je

sjedinjenje konture C duzine 7 i kaktusa G.

g N\
/ \
. C
\\ ,Iv \4
(a) (b)

Slika 1

Teorema 1. Pretpostavimo da je graf oblika kao na Slici 1(a)

maksimalan refleksivan kaktus za koji vazi P (2) =01 F; (2) <0 1iza

svako prosirenje G, kaktusa G dobijeno dodavanjem viseée grane vazi
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F; (2) —-2F; , (2) >0. Ako je slobodna kontura C zamenjena

proizvoljnim Smithovim stablom, onda je graf koji se dobija takode

maksimalan refleksivan kaktus.

Dokaz. Primenom Teoreme T3, Glava 1, dobijamo:

P(2)=F(2)-F, (2)+ By (2)- F5(2) 2R (2) B (2).
Akoje P(2)=0, iz Leme 1, Glava 1, sledi da je

n(P;(2)-2P,,(2))=0

(D
Ako se sada C zameni Smithovim stablom § (Slika 1 (b)), dobijamo

P(z)=PS,V(2)-(PG(2)—2PG,V(2))=0' o
Kod prosirenja maksimalnih refleksivnih kaktusa moze biti P(2)> 0 ili
P(2)=0 (na primer 4, >2, a A =2). Pretpostavimo da proirenje
grafa G jednom viseCom granom daje graf G, za koji vazi
P, (2)-2F;_,(2)>0. Ovo znadi da ako je P(2)>0 u (1), onda je i
P(2)>0 u (2). Takode, ako progirimo § do S, dodajuéi novi
(neizolovani) ¢vor i pretpostavimo P (2), ;. (2) # 0, tada primenom
Leme 2, Glava 1, dobijamo P(2)=F; (2)-F,_,(2)>0, to znaci da je

svaki graf sa Slike 1(b) takode maksimalan.

Ako je F, (2) =F, (2) =0 (Sto jednostavno znaci da je uslov A, =2

dostignut pre nego $to je graf postao maksimalan, tj. 4, =2 ostaje da
vazi 1 u nekim prethodnim koracima prosirivanja), tada takvi slucajevi
treba da se posmatraju pojedinacno. Neki od njih su ve¢ opisani,
omogucavajuci da se zakljuci da su ti grafovi takode maksimalni ([33],

Stavovi 1, 2, 3).0
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Ako je graf sa Slike 1(a) maksimalan refleksivan kaktus takav da je

P, (2)—2]3(;7V(2)<0, (4, <2), tada je takode P(2)<0 u (2). Kako

sada nova vise¢a grana na G proizvodi F; (2)— 2F. | (2) <0, isto vazi

kada se kontura zameni Smithovim stablom, sto znaci da se grafovi sa

Slike 1(b) ne mogu prosirivati u ¢vorovima grafa G.

Jasno je da se nema garancije da ¢e prosirenje § dati A, >2. Zato, ako u
maksimalnom refleksivnom kaktusu sa A, <2 slobodnu konturu

zamenimo Smithovim stablom, za novi kaktus vazi 4, <2 i on ne mora

biti maksimalan.

Ovo moze biti osnova za konstrukciju biciklickih refleksivnih kaktusa.
Moguénosti koje dobijamo zahvaljujuéi grafovima @, i O, su veé
razmatrane u radovima [21], [30], [32] 1 [33]. Ovi grafovi dostizu
A, =2 ve¢ u fazi kada su samo dve konture povezane putem duzine
dva. Njihov triciklicki podgraf prikazan ana Slici 2(a) omogucava
prelivanje para Smithovih stabala izmedu ¢, 1 ¢, [21], [30] (Slika 2(b)),
1 moze se pokazati da zamena bilo koje (ili obe) konture Smithovim
stablima ne menja ¢injenicu da je A, =2. Sa druge strane, ako uklonimo
¢vor ¢, 1 primenimo Teoremu RS na ¢,, vidimo da nijedno od ovih
Smithovih stabala ne moze da se prosiri, tj. ovi grafovi su maksimalni.
Isto vazi za grafove H,—H, sa Slike 51 6, Glava 3, c¢ije konture u ¢,

nisu slobodne.
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(a) (b)

Slika 2

Za razliku od Q, i Q,, grafovi T} i T, omogucavaju primenu Teoreme
1, ali kako je takode moguce prelivanje Smithovih stabala [30], [33], oni

¢e se posebno razmatrati malo kasnije.

Za grafove koji se dobijaju u odeljku 3.1 je karakteristicno da poseduju
bar jednu konturu sa opterecenim ¢vorovima, ali kako imaju i slobodne

konture, primena Teoreme 1 moze dovesti do veceg broja maksimalnih

bicikli¢kih refleksivnih kaktusa.

N,
K4 AN / NS \ I'4 v/ \ ’ \
/ /
\\\-//, \\\,// \\--’/ \\\_/’ \\_,/’ ‘\ ,' \\\_,//
\
v/
’
N
(1>3)
(a) (b) (c)
Slika 3

Teorema 1 se takode moze primeniti na grafove sa Slike 3(c) (koji se ne

mogu prosiriti konturama 1 imaju bar jednu slobodnu konturu).
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Dalja potraga za maksimalnim triciklickim refleksivnim kaktusima
(posebno onih generisanih slucajevima (a) i (b) sa Slike 3), dovesée do

odgovarajucih biciklickih grafova.
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6.2 PRELIVANJE TROJKI SMITHOVIH STABALA

Klasa refleksivnih kaktusa sa Cetiri konture zasnovana na grafovima 7, i
1, i generisana prelivanjem Smithovih stabala izmedu ¢vorova ¢, 1 ¢
odredena je u Glavi 3. Svi ovi grafovi su maksimalni, osim jedne
karakteristicne klase (cepanje grafa W na dva analogna dela) koja

zahteva dodavanje ¢vorova na neke ¢vorove slobodne konture.

Klasa triciklickih refleksivnih kaktusa dobijenih prelivanjem parova
Smithovih grafova izmedu ¢vorova ¢, i ¢; opisana je u [30]. Vecina
ovih grafova je maksimalna, dok dva karakteristicna izuzetka postaju

maksimalni dodavanjem na neki od ¢vorova slobodne konture kao i u

prethodnom slucaju.

Posmatrajmo uopstenje ovih slucajeva, prelivanje trojki Smithovih

stabala.

Teorema 2. Neka se biciklicki graf G sastoji od konture proizvoljne

duzine i trougla, neka oni imaju zajednicki ¢vor ¢, i neka se trojka
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Smithovih stabala preliva izmedu ¢vorova ¢, 1 ¢; (Slika 4). Tada je G

maksimalan refleksivan graf, uz sledece izuzetke:

(1) Jedno celo Smithovo stablo je oslonjeno na ¢,, a jedno na c;, dok je
trece, koje se preliva, graf W, , rascepljeno kao na Slici 5(a), (b), (c), u

kom su slucaju ove tri familije grafova su maksimalni refleksivni

grafovi.

(2) Jedno celo Smithovo stablo S, je oslonjeno na c,, a ostala dva su
rascepliena na K, i S',(i=1,2), kao $to je pokazano na Slici 5(d),

(e) i (f), u kom su slucaju ove tri familije grafova su maksimalni

refleksivni grafovi.

‘\.f"\f YV YV

z>o\/ Q/

2>o M
L :
‘\\ L \\\ ’,1
(I1,12,13>=0)

(d) (e) o
Slika 5

(3) Za jedno od dva sjedinjenja tri dela tri Smithova stabla koja se

prelivaju, recimo S,,S,,S;, postoje odgovarajuci delovi S,,S,,S,
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takvi da S, i §, (i=1,2,3) imaju iste vrednosti p, =PS,-—CZ(2) i

2, = z P o (2) (pripadaju istoj od prethodno opisanih Sest

i
veAdjc, NS;

klasa) koje ukljuc¢uju i moguénost S, ZE. za neko 7 i tako da se
njthovo analogno sjedinjenje sastoji od kompletnog Smithovog

stabla 1 dve dodatne visece grane u ¢, (kao na Slici 5(d), (e) i (f)), u

kom slucaju se tri familije grafova formiraju na isti nacin kao i

prethodni slucajevi.

Grafovi na Slici 6 ilustruju opis slucaja (3) ove teoreme.

Slika 6

Dokaz. Oznac¢imo sa B graf sa Slike 4, 1 neka se trojke Smithovih
stabala prelivaju izmedu ¢, i ¢, (sjedinjenja S,-S,, i=1,2,3 su

Smithova stabla).

Uvedimo oznake: p, = PS,-*Cz (2) ) p} = ngi,c} (2)>

Zi = Z PS,-—CZ—V (2)’ 2'[ = Z PS‘[—L}—V (2)’ (l - 1’2’3) '

veAdjc, NS; veAdjcy NS

Primenom Teoreme T2.1, Glava 1, na ¢; dobijamo
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Pr(2) = —ml[pipaps (201050, — Eipapy — P55 — pipats) +

PPy (2papaps — Sipaps — i Zaps — priets) + 2pipepsp pa ]
= —m|papapapy (2mp) — Eapy — i) +
+prpapy P (2paps —

2Pa — TaPz) + o
+p1Pap1Ps (2papy — Tap!

s — E.J-_af’:i J]-

Sa druge strane, primenjujuéi istu Lemu na ¢vor u kome se cepa

Smithovo stablo, dobijamo

2p.p'.=2Z.p' =% p. :0,(1':1,2,3) @
sto daje B;(2)=0 u (3). Ako su ncke od tri sjedinjenja S-S,
(i= 1,2,3) pravi podgrafovi Smithovih stabala, odgovarajudi izrazi u (4)
su pozitivni, dajuéi Py(2)<0, dok u slucaju pravog nadgrafa, zbog
Leme 2, Glava 1, imamo P;(2)>0. Tako imamo refleksivne grafove,

koji su maksimalni u smislu da nijedan od njih ne moze biti prosiren u

bilo kom ¢voru grafova Si,Si' ,i=1,2,3.

Sada se postavlja pitanje da li je moguce dodati neSto na ¢, ili na neki
drugi ¢vor konture. Ako dodamo viseéu granu na ¢, primenom
Posledice 2, Glava 1, vidimo da ¢ée osobina P (2) =0 biti o¢uvana ako i
samo ako PE(Z) =0, gde je E komponenta grafa B—c¢, razlic¢ita od

puta duzine m—2.

Ako su najmanje dva kompletna Smithova stabla oslonjena na, na

primer, ¢,, Teorema RS daje PE(2)<O. Ako su dva cela Smithova

stabla oslonjena na razli¢ite ¢vorove mosta ¢,c;, dok se trece preliva,

situacija je slicna onoj koja je razmatrana u [30]. Koriste¢i Posledicu 1,

Glava 1, vidimo da je PE(2)=p1p2 (232'3—]93]9'3), i kako za sve
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Smithove  grafove vazi XX, —-p,p'y<0, osim u slucaju
ps=py=2,=%",=4 (cepanje grafa W na dva analogna decla)
dolazimo do slucaja koji se moze prosiriti najdalje do grafa na Slici 5(a).
Na slican nac¢in mozemo se uveriti da isto vazi za preostala dva izuzetka

na Slici 5(b) i ().

Ako se celo Smithovo stablo S, osloni na ¢,, na primer, a preostala dva
se prelivaju, odgovarajudi izraz postaje:

Pr (2) = —p1 (253X3psps — TapsTaph — paXispa Xy + 1’21‘:1!‘51”;'1.* (5)
Ako su dva Smithova stabla, koja se prelivaju, rascepljena tako da su S,

2

i 8, grafovi K, (viseée grane), imamo p, =2, X =1, p'ing

1
35

(i = 2,3) i PE(2) =0 u (5) (specijalan slucaj na Slici 5(d)). U ostalim

slucajevima, P, (2) <0 (za sve druge nacine cepanja p' > ZZ'3 i dokaz

je identican onom u [30]). Preostala dva izuzetka (Slika 5(e) i (f)) mogu

se dobiti na sli¢an nacin.

Pretpostavimo du svih Sest delova Smithovih stabala neprazni.

Primenom Posledice 1, Glava 1, dobijamo

Pe(2) = (2ppeps — Eipaps — mEaps — ;ims) -
- (2p\pops — Ziphph — PLEoph — pipaZh) —
! § [
—T¥ R ol by Ty o
PipaPaf Pally (6)

i sada mozemo odrediti da li je P (2) <0ili P, (2) =0.

Jednostavnom proverom moguénosti za cepanje Smithovog stabla i

odgovarajuc¢ih vrednosti p,, p',%;, 2", i primena Leme 1, Glava 1,

pokazuje da sva cepanja mogu biti klasifikovana u Sest klasa. Ako

cepamo W, na dva analogna dela, imamo p,=p'| =2, =Z',=4. Sva
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ostala cepanja daju jedan put, recimo ;. Pokazuje se da X, =ap;,,
P :(2—05)p'l., gde je a =337 u zavisnosti od toga da li je

pomenuti put duzine 1,2,3,4,5, respektivno. Numericka provera izraza
(6) je pokazala da se svi izuzeci (B, (2) =0) mogu opisati pozivajuéi se

na one prikazane na Slici 5.0
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6.3 NESTO O 06 - GRAFOVIMA

Ako dve konture imaju zajednicki put, kazemo da one formiraju @-graf
(Slika 7). Isti naziv ¢emo koristiti za svaki graf sa istom ciklickom

strukturom. Primenom istog alata kao i do sada dobijamo

P,(2) = kim 2 (Kl + km+Im)

Ovaj izraz daje ogranicenja za refleksivne @-grafove. Ako je k<I/<m
vidimo da za k=1,2 parametti /i » mogu biti proizvoljni. Za k=3,
[=3,4,5,6 i k=1=4, parametar 7 moze biti proizvoljan. U ostalim
slucajevima 4, / » su ograniceni i kK <6. Bilo koji od ovih slu¢ajeva se
moze istrazivati dodavanjem stabala na ¢vorove da bi se odredio

odgovarajuci skup maksimalnih refleksivnih grafova.

Takode, neka prosirenja pocetnog grafa mogu proizvesti ogranicenja za
odgovarajuCe parametre. Na primer, ako je k=/=4 i ako je viseéa

grana oslonjena na ¢vor na treCem putu, dobijamo da je m <10.
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Ovde ¢emo posmatrati samo jedan
od grani¢nih slucajeva k=I=m=6.
U ovom slucaju je B, (2) =0 (Slika
8). Ako uklonimo tri ¢ ¢vora, preostali

par Smithovih stabala ukazuje na to

da je dodavanje novih c¢vorova

moguce samo na ¢ CVorove.

Slika 8

Teorema 3. Prosirenje @-grafa kod koga je k=I=m=6 jeste
refleksivan graf ako 1 samo ako je podgraf jednog od cetiri grafa sa Slike

9.

Slika 9

U nekima od dobijenih grafova mogu se prepoznati parovi Smithovih

stabala, kao $to je prikazano na slikama.
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Klasa 6-grafova generisana Smithovim grafovima (1)

Posmatrajmo @-graf G na Slici 10. G
Ovaj graf se sastoji od Smithovog S /
\ O Y

stabla, oznacenog sa § i konture.

<

Smithov graf § je povezan sa

konturom jednim putem duzine 3, nl
koji pocinje u ¢voru u, a zavrSava se 77T
4

, \

u ¢voru u,, 1 jednim putem duzine 1 )
1> 1] p ul o vl

\ /

koji pocinje u v, a zavrsava se u V. AN 2 J/
\_ N ,
Sea_-"
Duzine puteva koji  povezuju
Slika 10

¢vorove u;, 1 v, unutar date konture

sun in,.

Stav 1. Za graf G sa Slike 10 vazi:
P, (2)=n(Us+Vs—-2C)—(2Vs -W)(2n—nn,).

Dokaz. Posmatrajmo dva pomocéna grafa H, i H,, prikazan na Slici 11.

HI H2
u \O 7 u \ O %

nl nl
,” \\ ,” \\
’ \\ ’ \‘
/
ul ovl (o) ovl
\ / \ ]
\ , \ 2 !
\ \
\"fz_,/ nl+n2=n e e
Slika 11
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Uvedimo oznake: Ug=F; (2), Vs :PS_V(Z), W:PS_M_V(Z),
C=P, (2), gde je X graf dobijen tako $to se iz Smithovog stabla .§

ukloni put koji povezuje ¢vorove # 1 ». Sada je
P, (2)= (U, ) () =(27, ~W) (2n=nm,). B, (2) = V.

Na osnovu ovoga racunamo F; (2) .
P, (2)=P, (2)-P, (2)-2nC, f.

P (2)=n(Ug+V;=2C)—(2V,—W)(2n—-nn,).o

Posmatra¢emo samo slu¢ajeve kada je n, =n, =4 . Tada je:

P,(2)=8(U, +7; -2C)

Slede¢i korak je da prodemo kroz sva Smithova stabla i nademo sve
slucajeve u kojima je Ug+V; —2C =0. Primetimo da je ovaj izraz isti

kao u slucaju Y grafova.

SMITHOVO STABLO S215

S215
89

oo d o o000

S1 82 S3 S4 S5 S6 S7 S8

Slika 12

Trazimo parove ¢vorova (u,v) tako da vazi Ug +V, -2C=0.
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Lako se pokazuje

(u,v)es{(sl,s7),(S7,sl),(sz,ss),(ss,sz),(sé,s9),(s9,sﬁ)}

0- grafovi koji odgovaraju ovim parovima prikazani su na Slici 13. Oni
su svi maksimalni refleksivni grafovi u svojoj kategoriji. U svih Sest

slucajeva vazi 4, =4, =2.

)

o o o o
q )
o o o o o o

Slika 13
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SMITHOVO STABLO §$313

S313
S8

oo o b oo

S1 $2 S3 S4 S5 S¢ 87

Slika 14

Svi parovi c¢vorova (u,v) za koje vazi Ug+V,—-2C=0 su

(u,v) e{(sl,s7),(s2,s6),(s2,s8),(Sg,sz),(s3,ss)}.

Posmatrajmo par (SI,S7). odgovarajuc¢i - graf prikazan je na Slici 15

(2). U ovom sluc¢aju je A, =2. Ovaj graf nije maksimalan. Postoje dva
maksimalna refleksivna grafa koji su nadgrafovi ovog grafa. Maksimalni
grafovi se dobijaju tako $to dodajemo novi ¢vor na ¢vor ¢ ili ¢,, kao

§to je prikazano na Slici 15 (b) 1 (c).

(@) (b) (c)
Slika 15
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Za preostale parove (u,v), odgovaraju¢i maksimalni €- grafovi su

prikazani na Slici 16. Za sve ove grafove vazi 4, =4, =2.

B
e

Slika 16

SMITHOVO STABLO §222

S313
$8

NS

S1 §2 S3 S4 S5 S¢ 87
Slika 17
Svi parovi c¢vorova (u,v) za koje vazi Ug+V,-2C=0 su

(u,v)e {(SI’SS)’(S2>S4)}'

Odgovarajuc¢i maksimalni @- grafovi prikazani su na Slici 18. Za sve

ove grafove vazi 4, =4, =2.
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Slika 18

SMITHOVO STABLO WN

a b:

G € C Cn-1 Cn
a bz

Slika 19

Svi parovi ¢vorova (u,v) za koje vazi Ug+Vi—2C=0 su

(u,v):(al,az), (u,v):(ck,ckﬂ), ke{0,1,2,...,n—1},

k+1e{l,2,...n} i (u,v)=(a,,b).

0- graf koji odgovara paru (apaz) prikazan je na Slici 20 (a). Za ovaj

graf vazi A, =2, ali on nije maksimalan. Ovaj graf je podgraf tri
maksimalna refleksivna grafa, prikazana na Slici 20 (b), (c), (d). Za ove

grafove vazi 4, =4, =2.
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= e

AAA

(a) (d)

Slika 20

Preostali parovi (u,v) dovode do maksimalnih refleksivnih grafova

prikazanih na Slici 21.

=

A A AA AL JX)JX)

B e
B

Slika 21

150



Dakle, na osnovu svega prethodnog, dokazali smo sledecu teoremu.

Teorema 4. Za @-graf sa Slike 22 (a), gde je sa S oznacen Smitov graf,

vazi: graf je maksimalan refleksivan @-graf ako i samo ako je jedan od

32 grafa sa Slika 13, 15(b) i (c), 16, 18, 20(b), (¢) i (d), 21.

Dodatna napomena. Pocetni graf G (Slika 22 (a)) moze se videti i na
drugi nacin. Naime, to je graf koji se sastoji od Smithovog stabla § i od

Smithovog stabla $373, povezanih jedan sa drugim preko ¢vorova ¢ i

¢, , kao na Slici 22 (b).

G G
/ s
u \ O 2 % u y
cl c2
ul vl
S313

(a) (b)

Slika 22

Primena Teoreme RS daje objasnjenje zasto je dodavanje novih ¢vorova

moguce samo u ¢vorovima ¢, 1 ¢,.
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Klasa 6-grafova generisana Smithovim grafovima (2)

Posmatrajmo @-graf G na Slici 23. Ovaj graf se moze formirati polazeci
od Smithovog stabla, oznacenog sa S, i konture. Smithov graf § je

povezan sa konturom putevima duzine 2, od kojih jedan pocinje u ¢voru

u 1 zavrsava se u ¢voru u;, a drugi pocinje u vV 1 zavrSava se u V,.
Duzine puteva koji povezuju ¢vorove u, 1 v, unutar date konture su 7,

in, (n+n,=nn2>24,n,24).

Slika 23

Stav 1. Za graf G sa Slike 4 vazi: F;(2)=n(Us+V;-2C).

Dokaz. Posmatrajmo tri pomocéna grafa prikazana na Slici 24.

(o)
TN \\?< TN u
I/ \\ \/ " I/ \\
] n | n
\\\ // ‘05}/ ‘\\ ,/
~—- , ~e-
P(2)=0 o P(2) =-nVs P(2) = -nUs

Slika 24

Koristimo oznake uvedene u delu o Smithovim grafovima. Na osnovu
izracunatth  vrednosti P(2) za pomocne grafove imamo:

P;(2)=0+nV+nUs —2n,C—2nC =n(Us +V; —2C).0O
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Slede¢i korak je da prodemo kroz sva Smithova stabla i nademo sve

slucajeve u kojima je U +V, -2C =0.

SMITHOVO STABLO §215

U Smithovom stablu S215

S215
59 trazimo parove c¢vorova

i (u, v) tako da  vazi

S1 S22 s3 S+ S5 S¢ §7 Ss Ug+V;-2C=0.

Lako se pokazuje:

(u,v) € {(sl,s7),(s7,sl),(SZ,SS),(Ss,sz),(sé,sg),(sg,s6)}

0 -grafovi koji odgovaraju ovim parovima prikazani su na Slici 25. Oni

su svi maksimalni refleksivni grafovi u svojoj klasi. U sva tri slucaja vazi

2‘2:}3:2-

it

Slika 25
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SMITHOVO STABLO §$313

S313 Svi parovi c¢vorova (u,v) za koje wvazi
hYs

Ug+V,-2C=0 su
O_O_O_i_o_o_o (u,v)e{(sl,s7),(sz,sé),(sz,sg),(sg,sz),(s3,ss)}.

S1 §2 S3 S4 S5 S¢ S7

Posmatrajmo par (Sl,s7). Odgovarajuéi maksimalni refleksivni -

grafovi prikazani su na Slici 26. (Primena Teoreme RS daje objasnjenje

zasto je dodavanje novih ¢vorova mogucée samo u ¢vorovima ¢, 1 C,.)

T W o

Slika 26

Za preostale parove (u,v), odgovaraju¢i maksimalni 6- grafovi su

prikazani na Slikama 27 1 28.
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Ena
fala

Slika 27
Slika 28
SMITHOVO STABLO §222
S222 Svi parovi ¢vorova (u,v) za koje vazi
Ug+V,-2C=0 su

(u,v) e{(sl,ss),(sz,s4)}.

S7 S2 83 S4 S5

Odgovarajuci maksimalni @-grafovi prikazani su na Slikama 29 i 30.
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SMITHOVO STABLO WN

Wn Svi parovi c¢vorova (u,v) za koje vazi
a Usg+Vs=2C=0 s (u,v)=(a,a,),
o C (u,v) = (¢ cn), ke{O,l,Z,...,n—l},

a

k+le {1,2,...,11} i (u,v):(al,bl).

Maksimalni refleksivni 0-grafovi koji odgovaraju paru (al,az) prikazani

su na Slici 31.

(msm,) €{(4,7).(4.8).(4,9).(4.10),(4,11),(4,12).(5.,6),(5.7).(6.6)}

Slika 31
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Parovima  (u,v)=(c.¢y),  ke{0L2.n-1}, k+le{l,2,..,n)

odgovara @ _graf na slici:

PRt
/,, \\\
% n; N
\ ’
\ /
\ /,
Y 7/
N 7/
\\\,/
n;

Zal23je 4, >2 (A4 =21isl).

Za [ =2 dobija se maksimalan refleksivan graf prikazan na Slici 32.

NN

Slika 32

Za | =1 dobija se maksimalan refleksivan graf prikazan na Slikama 33 i

34.

AR VAR O VA VA VA VA VR Ve

Slika 33
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NN

Se o

n;

Slika 34
(m.ny)€{(4.7),(4.8).(4.9),(4,10),(4,11),(4,12),(5.6),(5,7).(6.6)}

Paru (u,v)=(a,,b ) odgovaraju @ grafovi na slici:

Za [=4 1 [=3 odgovarajuéi maksimalni refleksivni €-grafovi

prikazani su na Slici 35.

Slika 35
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Za | =2 odgovaraju¢i maksimalni refleksivni @-grafovi prikazani su na

Slici 36.

Slajain

Slika 36

Za Il =1 odgovarajuéi maksimalni refleksivni @-grafovi prikazani su na

Slici 37.

(1) €{(4,6),(4.7),(4.8).(5,5)(5.6);

R 858

Slika 37

Na osnovu svega prethodnog dokazali smo sledece tvrdenje.

Teorema 5. Za O-graf sa Slike 23, gde je sa § oznacen Smithov graf,

vazi: graf je maksimalan refleksivan @-graf ako i samo ako je jedan od

72 grafa sa Slika 25-37.
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7. Zakljucak

Sada ¢emo ukratko sumirati sve dosadasnje rezultate o refleksivnim

grafovima i dati neke moguce pravce buduceg rada.

Klase refleksivnih grafova koje su do sada proucavane su stabla u [20] 1

[22] 1 biciklicki grafovi sa mostom izmedu kontura [35] (videti i [27] i

[17]).

7. Radosavljevi¢ 1 S. Simi¢ su u radu [35] formulisali i dokazali teoremu
(u ovom tekstu Teorema RS) koja daje odgovor na pitanje Sta se dogada
kada posle uklanjanja artikulacionog ¢vora medu dobijenim
komponentama povezanosti ima Smithovih grafova. U ovom radu
odredeni su svi biciklicki refleksivni grafovi sa mostom izmedu kontura
(pod pretpostavkom da Teorema RS ne daje odgovor na pitanje da li su

grafovi refleksivni ili ne).

U Glavama 2 i 3 ove teze razmatraju se refleksivni kaktusi sa vise od tri
konture. U Glavi 4 proucava se jedna klasa stablolikih grafova sa tri
konture, takozvani I-grafovi. U Glavi 5 se istrazuje prisustvo Smithovih
stabala u nekim klasama kaktusa sa tri i Cetiri konture. Neke klase
biciklickih reflleksivnih grafova razmatraju se u Glavi 6. Osim stablolikih

grafova tu se pojavljuju i @ -grafovi.

Sada ¢emo navesti koje su moguénosti otvorene za dalji istrazivacki rad

u oblasti refleksivnih grafova.
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Prvo, Sto se tice kaktusa sa tri

konture ostaju kaktusi ciklicke AN T N

’ \
. . . ’ \ \
sttrukture kao na Slici 1, ali samo '\ |
\ 4 \ /’
. v . . .o . ~ V4
oni slucajevi koji se ne mogu svesti ~-- el

na prelivanje para Smithovih Slika 1
grafova (prelivanje para Smithovih

grafova je uradeno u radu [21]).

Od triciklickih kaktusa tu su jos grafovi ciklicke strukture kao na Slici 2.

N - s = -
Id N ,/ \\ / N ,, \\
’ \ \ / \ \
! ] 1
‘\ ! \ / !
4 \ / \ \ /

\\_—’ \\_’I \§_4, \\_’/

Slika 2

Kada su biciklicki kaktusi u pitanju, tu je prostor otvoren za nalazenje
novih klasa. Isto vaZi i za uniciklicke grafove. Sto se ti¢e ne-kaktusa, tu
se ptvi koraci prave u okvitu istrazivanja o @-grafovima. Za sada su
radena neka preliminarna istrazivanja opstijeg tipa, kao 1 razlicite
konstrukcije @-grafova od Smithovih grafova. Sve ostalo je otvoreno za
dalji rad. O ne-kaktusima sa vise od dve konture nema nikakvih

rezultata.

Razliciti oblici prisustva Smitovih grafova su uoceni u mnogim
dobijenim maksimalnim refleksivnim grafovima, pa je to jos jedna vazna

tema na koju ¢emo se skoncentrisati u budu¢em radu.
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Dodatak 1 - Definicije

Graf

U ovom tekstu grafom G smatramo ureden par G :(V,E ) konacnog
skupa V= {xl,xz,...,xn} (skup ¢vorova grafa G) 1 skupa E
dvoelementnih podskupova 7 (skup grana grafa G). Ako {x, y} ek,

kaze se da su ¢vorovi x 1 y susedni. Za granu u = {x,y} kaze se da je

incidentna sa ¢vorovima x i .

Indukovan podgraf

Stepen ¢vora

Put duzine k

Povezan graf

Graf H koji je dobijen uklanjanjem nekih ¢vorova grafa G, zajedno sa

njima incidentnim granama, naziva se /ndukovan podgraf grata G. To znaci
daje V(H)cV(G) i E(H)=E(G)n(V(H)) . Akoje V (H) pravi
podskup skupa V(G) , kazemo da je H pravi indukovani podgraf grafa

G. (U ovom tekstu kada kazemo podgraf, to ima znacenje indukovan
podgraf.) Ako je H indukovan podgraf grafa G, kazemo da je G nadgraf
grafa H.

Stepen ¢vora je broj grana koje se sticu u tom ¢voru.

Put duzine £ wu grafu je svaki niz c¢vorova 1 grana

XUy s Xy Uy XyyUsyyenis Uy, X, , takav da za svako i=1,2,....,k ¢vorovi x,
1 x,, odreduyju granu u,, pri cemu su CVOrovi X;,X,,...,X,,, SVi

medusobno razliciti.

Graf je povezan ako su proizvoljna dva njegova ¢vora povezana putem.
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Komponente povezanosti grafa

Izolovan ¢évor

Artikulacioni évor

Most grafa

Viseca grana

Stablo

Regularan graf

Kontura

Komponenta povezanosti grafa kojoj pripada neki ¢vor x, je podgraf
obrazovan skupom svih onih ¢vorova koji su spojeni putem sa ¢vorom

X, , ukljucujudii x,.

Komponenta povezanosti koja se sastoji samo od jednog ¢vora naziva se

izolovan ¢vot.

Artikulacioni ¢vor grafa je ¢vor ¢ijim se udaljavanjem iz grafa povecava

broj komponenata povezanosti grafa.

Most grafa je grana cijim se udaljavanjem iz grafa povecava broj

komponenata povezanosti grafa.

Grana koja je incidentna sa ¢vorom stepena jedan naziva se visec¢a grana.

Stablo je povezan graf sa # ¢vorova i #-1 grana.

Stablo je povezan graf koji ne sadrzi kao podgraf nijednu konturu.

Graf G je regularan stepena r ako je d,=d,=..=d, =r gde su

d,,d,,...,d, stepeni¢vorova X,,X,,...,x, grafa G.

Povezan, regularan graf stepena 2 naziva se kontura.
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Slobodna kontura
Kontura kao podgraf povezanog grafa jeste njegova slobodna kontura

ako ima samo jedan ¢vor stepena veceg od dva.

Snop kontura
Ako konture grafa imaju ta¢no jedan zajednicki ¢vor, kazemo da

obrazuju snop.

Uniciklicki (jednokonturni) graf

Povezan graf je uniciklicki (jednokonturni) ako sadrzi ta¢no jednu

konturu, tj. ako je n=m, gde je 7 broj ¢vorova, a 7 broj grana.

Biciklicki (dvokonturni) graf

Povezan graf je biciklicki (dvokonturni) ako je m=n+1, gde je # broj

¢vorova, a 7 broj grana (sadrzi dve nezavisne konture).

k-ciklicki (k-konturni) graf

Povezan graf je £-ciklicki (#-konturni) ako je m =n+k—1, gde je 7 broj

¢vorova, a 7 broj grana (sadrzi £ nezavisnih kontura).

(0,1)-matrica susedstva

Neka je V:{vl,vz,...,vn} skup ¢vorova grafa G. Matrica dimenzija
nxn A=[a;] ¢jisu elementi a; =1 ako su ¢vorovi v, i v; susedni i

a, =0 inace, naziva se matrica susedstva grafa G.
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Karakteristi¢ni polinom

Neka je A (0,7)-matrica susedstva grafa G i P.(4) =det(1] — A) njen
karakteristicni polinom. Ovaj polinom se naziva Rarakteristicni polinom

grafa G.

Karakteristicne (sopstvene) vrednosti

Koreni karakteristicnog polinoma F,(A) su karakteristicne (sopstvene)

vrednosti grafa G.

Spektar grafa

Spektar grata G je familija njegovih karakteristicnih vrednosti.

(Standardno se predstavlia u nerastuéem poretku: {4, 4,,...,4,}, gde je

A=)

Indeks grafa
Najveca sopstvena vrednost 4, (G) naziva se indeks grafa G.

Smithov graf
Povezan graf za koji vazi 4, =2 naziva se Smithov graf.

Nasledno svojstvo

Svojstvo grafa G koje je takode 1 svojstvo svakog njegovog

indukovanog podgrafa naziva se nasledno svojstvo.

Maksimalan graf

Ako graf G ima dato nasledno svojstvo, a nijedan njegov pravi nadgraf

nema to svojstvo, kazemo da je G maksimalan graf za posmatrano

SVOjstvo.
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Minimalni zabranjeni graf

Graf G koji nema dato nasledno svojstvo, a svi njegovi indukovani

podgrafovi imaju to svojstvo, naziva se minimalni zabranjeni graf za to

SVOjstvo.

Refleksivan graf

Grafovi za koje vazi A, <2 nazivaju se refleksivni grafovi. (Svojstvo

A, £2 je nasledno svojstvo.)

Kaktus (stabloliki graf)

Kaktus ili stabloliki graf jeste graf u kome dve konture imaju najvise

jedan zajednicki ¢vor.

0 -graf
0 -graf je biciklicki graf ¢ije dve kontutre imaju zajednicki put.

Maksimalan refleksivan graf u klasi C

Neka je C neka klasa povezanih grafova. Graf je maksimalan refleksivan
graf u klasi C ako je refleksivan, ako pripada klasi C'i ako nijedan njegov
pravi nadgraf koji pripada klasi C nije refleksivan.

Prosirenje
Prosirenje datog grafa znaci dodavanje novih ¢vorova (i grana) datom

grafu tako da se dobije pravi nadgraf datog grafa.
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Prosirenje u klasi C

Neka je G graf iz neke klase C povezanih grafova. Prosirenje datog grafa u
klasi C znaci dodavanje novih ¢vorova (i grana) datom grafu tako da se
dobije pravi nadgraf datog grafa koji pripada toj klasi. U ovom tekstu

izraz proSirenje grafa imace znacenje prosirenja u okviru date klase.

Opterecivanje évora

Opteredivanje cvora datog grafa znaci prosirenje datog grafa u tom cvoru.

Korensko stablo

Korensko stablo (T ,u) je ureden par stabla T'i jednog njegovog ¢vora

.
Sjedinjenje (coalescence)

Ako su data dva korenska stabla (ﬂ,ul) i (Tz,uz) (Slika 1) 1 ako se

identifikovanjem u, =u, =u od njih moze formirati stablo 1, to stablo

nazivamo sedinjenje T, - 1) .

] [

Slika 1

Cepanje stabla

Ako je dato sjedinjenje 7'=1, -7, , tada kazemo da se T moze rascepiti u

¢voru u na 1; 1 T, (Slika 1).
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Prelivanje stabla (pouring)

Ako rascepimo stablo T na sve moguce nacine, i u svakom slucaju
oslonimo dobijene delove u ¢vorovima u, 1 u, na neke ¢vorove v, i v,
grafa G (4. identifikujemo u, sa v, i u, sa v,, 1 obrnuto), kazemo da se
u dobijenoj familiji grafova stablo T" preliva izmedu ¢vorova v, i v,
(Slika 2). Naravno, ovaj opis ukljucuje i slucaj oslanjanja celog stabla T,

u bilo kom ¢voru, na v, ili v,.
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Dodatak 2 — Tabele

Neka je S Smithovo stablo. Uvedimo oznake: Ug=2F_, (2),
Ve =F;_, (2) , B (2) =W i P, (2) =C, gde je sa p oznacen
jedinstven put koji spaja ¢vorove # i v (unutar Smithovog stabla). U

tabelama su date vrednosti Ug,V,W i C za sva Smithova stabla. Te

vrednosti se koriste u racunu u petoj i Sestoj glavi.

$222 Wn
a b:
G € Cn-1 Cn
a b
S1 $2 S$3 S4 S5
T N W C par Us Vs W C
b . S 4 4 4 4
1-2 3 12 6 6 44,
13 3 27 13 9 ac, |4 16 4(k+2) |8
1-4 3 12 10 6
1-5 3 3 4 3 ab, 4 4 n+4 4
2-3 12 27 18 18
24 12 12 16 12 ce. |16 16 16 16
k,neN,,leN
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S215

S1

$2

S9

§3

84

S5

S6

S7

AY]

S313

S1

$2

§3

A

S4

S5

S6

S7

par Us Vs W C
1-2 2 8 4 4
1-3 2 18 12 6
1-4 2 32 24 8
1-5 2 18 15 6
1-6 2 8 8 4
1-7 2 2 3 2
1-8 2 8 7 4
2-3 8 18 12 12
2-4 8 32 32 16
2-5 8 18 24 12
2-6 8 8 16 8
2-8 8 8 12 8
3-4 18 32 24 24
3-5 18 18 27 18
3-8 18 8 15 12
4-8 32 8 16 16

par Us Vs W C
1-2 4 16 8 8
1-3 4 36 24 12
1-4 4 25 20 10
1-5 4 16 16 8
1-6 4 9 12 6
1-7 4 4 8 4
1-8 4 1 4 2
1-9 4 9 8 6
2-3 16 36 24 24
2-4 16 25 30 20
2-5 16 16 32 16
2-6 16 9 30 12
2-7 16 4 24 8
2-8 16 1 14 4
2-9 16 9 16 12
3-4 36 25 30 30
3-5 36 16 48 24
3-6 36 9 54 18
3-7 36 4 48 12
3-8 36 1 30 6
3-9 36 9 18 18
4-5 25 16 20 20
4-6 25 9 30 15
4-7 25 4 30 10
4-8 25 1 20 5
4-9 25 9 20 15
5-6 16 9 12 12
5-7 16 4 16 8
5-8 16 1 12 4
5-9 16 9 20 12
6-7 9 4 6 6
06-8 9 1 6 3
6-9 9 9 18 9
7-8 4 1 2 2
7-9 4 9 14 6
8-9 1 9 8 3
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