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da je Fjutnove "kplilina materije (mams)" konstsntna. Medjutim,

U ovom radu, keo #to se vidl iz naslova -~ Jretanjs dins-
aldkd promenljivog objektm....., sutor nije prihvatic naziv
prozxenljiva maaa,kmﬁtatamuiﬁnﬁﬁfw
objekte, kod kojih se masa menja u smiaslu MeSderskog, nsziva 4 i~
namidki promenljivi objekt 547, Tonije
pitanje samo jezilnesg ili nagsad filoscfskog karakbera {55 ' A m—
go 1 mm&nm Chjektivno, masa nije ono 540 nam Je Hjutn osta-
vio u nasledstvu; ne kolidina materije, nege njens svojstvo. Sa-
vremena i'iz..ika, sa manjim oportunim konservativizuom, predefi-
nisals je mehanidku ™ meru kolidine materije " kaeo meru inerci-
je. Ta inercijs, koja je neodvojiva od objekta kretanja 1 nels-
trgljiva iz sva txl Hjutnova postulata w stvarl karakteride dlna-
milku, Tako 1 svakd objekt ( talka, sistem, telo ) realnog meha-
nidkog kretanja Jeste d inamnidki ob Jekt. iko objekt
podleie dinamidko] promeni ( promeni sopstvene inercije ) onda
takav cbjekt, kako Jje nepomenuto, nasiveéemo dinamidki
pronenliivim, PFrems dosedadnjin rezsultatima nauke di-

DT OREen. stupitl savisno od brzine kretenja, sto
tpatira relativistidks mehanika; i usled kvantitativne promene
supstance objekta, #to ete obuhvatifie mehanikom promenljive mase.
Ovde se ogradjujemo od treviranja relativistilkeg kwvetanja, me~
da kod Noveselova {38J (M@/’A‘g /J@, nalazimo tumadenje ' da
se relativistifke jednadine mehaniie pokesuju kae specijalnl
sludaj jednadina kretanja tadke promenljive mase. Lakodje ne
pretendujemo na izlaganje lgtorljskog rmi’hka ove eblastl., Fp~
vo gbog btoge, 3to to nije zadatek rada, a drugo 5to bl to blle




teiko dati. No mato, pored pememute literature, navodimo sva
naudnu literasburu iz ove oblastl, koju Je sutor ove studije
proditap 1ili proudio. |

U disertaciji, opite usevil, dati su nekl opiti teorij-
gied rezultabl o kretanju dlnamidkl promenljivog objekta. Earia-
teél tenzorskl radun i analogiju s geometriskim pojmovima uspe-
lo se doél do nekih rezultata o kretanju dinamicéki pro-
menliive tadke, sistema 1 lorutog tela.

U prvoj glavi, preko linesrnih transformacijs, nsplsane
su tenzorske ;jednaé-ine kretanja dinsmidki promenljive tatke u
sfinom i metrilkom, Rimanovem ( Riemann ) prostoru. ¥Freko njih
se kasnije dolazl do inbtegrala energije za nekoliko posebnih
slulajeva kretanja tadke. Za te jednadine kretanja, koje lmaju
pomenute prve integrale, tj. integrale energije, dokazsmno Je
da su one jednadine geodeziskih linija u konformnim rilme
prostorima. Geometrijskom interpretacijom objekata, odnosno ko=

jeficljenata povezanosti odredjeni su uslovi pri kojima se di~
namidki promenljiva tadka kreée pe sutoparalelmma u linsarno-

povezanom prostoru i po geodeziskim linijama u Rimenovon i eu~
klidskom prostoru. U evoj glavi delom su padriani i moji objav-

ljeni radovi [534 1 [54F.

Druga glava posvedésna je lskljudivo tretiranju stabll-
nosti kretanja dinsmidki promenljlve tadke. Na proudavanje sta—
bilnosti kretanja dinamidki promenljivog objekta u smisglu veoma
racionalne teorije Ljapunova (W ﬁ j’{ ), u literatuxrl,
nallazimo tel u poslednje dve - tri godine. Tako ovaj, na koll~-
ki bio po veliZinl, rezultatl pretstavlja ne nevaian prilog ovom



Posmatrajuéi na nejopdtiji nadin savisnosti spsolutnih
brzina kretenja Sestica od raznih kinematidkih, termo-dinamil.
kih 1 drugih £izidkih faktorsa, pokazano je da je&ﬁaﬁine pOTe-
medenog kvetanja dinamidki promenljlve talke pretstavlijaju jed-
nadine shalnih poremedaja. U smislu #ih opitih Jednadina poreme—
4enog krstanja sa sbalnim poremedajima, koristedél opite stavove
teorije stablilnosti kretanja, data Je 'haa-rem prems kojo] se
u konkretnim sludajevima odredjuju uslovl stabilnosti nekih
kretanja posmatrans tadke.

Keko u prve]j, tako i u ovoj glavi posmatra se kretanje
tadke koja se dinamidki menja usled jedmovremenog otpadanja i

pﬂpﬂjm& destica.,

Proudavanje kretanja dinamidki promenljivog slstema po-
moéu benzorskog reduns i diferencijalne geometrlije mahtevalo
je prethodnu raszradu konfiguracionog prostora za ova] sistenm,
5to je i ulinjeno u 3, paragrafu trete glave. Zoog dokazanih
razlika u tenzorskim &iftramijalnim operaci jama kod obidnog
konfigurasionog prostora i prostora u kome se proudava krele—
nje dinamidlko promenljivog sistema uveden je naziv pr édm e n-
1y 4 v a' konfiguracioni prostoxr (p )E i, adekvatno tome, p r O-
menljivo akeioni (P)X prostor. Svojstva (Plg 4
ajemi konformnog (p )f progtora proudeng su samo u granieana
potreba kinematidke interpretaclje kretanja posmatranog sislte-
ma, Tako, geometrljsks razrada 2Vvog parametarskog prostora os-

taje nedovrien sadatsk metrilke geometrije.



Pensorske jednadine kretanja skleronomnog, bolonow
opiteg diferencilalnog prineipa, razradjenog, uglavnom, u beow
gradsko] 3koll [14), Tako je pokazano da Je 1z ovog principa
sogude lakim putem direktno dodi do temsopskih Jednalina kre-

tanja.

Kso 1 38 tadlku edredjeni su integrall enexglje sa po~
sebne slulajeve kvetanjs elstema i pokazano da se takva kre-~
$enja vede po linijama stacionarne akcije u lagranievos (la-

kinetidke energije ucieno je da kretanja slstema po tim lind~
jems ne more da bude asmo kretanje inereiji, ked je reC o

Ju dinemidici promenljivog sistema, Takodje, preko autow

peralelnih putenja i prwéméa povezanosti B—Mmmmg

eonfigurascioneg prostora (P)Eh odredjenl su ud~

lovi pod kojim se sistem krede po tim pubanjama. Frli ¥im ws~

lovina, primera yradl, nspominje a8 pravelini jsko kretanje

h tela 1ili galakelja.

¥ poslednjem parsgrafu, 7., 11l glave, avedens Bu
kanonidne jednadine poremedency kretanja dinamidki promen~
1jivog sistema na cdgovarajude jednadine slstema s konstan-
tnom masom, & 8 tim 1 na redenl zadatak o negtabllinosti

kretanja w odnosu na kenonidéne promenljives

¥ prilogu ove studije lzveo samn jednadéine kretanja
dinamidiki promenljivog tela na adsekvatan nadin, kao 1 pro=-

fesor B, P, Andjelié {oF za klasidan slulaj kretanja tela.



lo

Zatim posle odredjivanja prvih integrala jJednadina obrtanja
dinamidki promenljivog tela oko mepomidne tadke, preko jed~
nadina 1 integrela poremeéenog kretanja tog tela, pokazao
sem da Je zadatak mogude redavatl premsa redovima Rumjascevs
@ 77 5 @ |

( 5""‘1’2‘3‘5 (J W/ ) (a6), To je u stvari moj znak zsh~
valnostl profesorima T, P. Andjeliéu 1 V. V. Runjacevu za
pomeé 1 naudno usmeravanje na postdiplomskom ussvriavanju.

Za samogtalnu nestavu na postdiplomskim studijema,
diskusije 1 korekelJe mojih rsdeva posebnu zahvelnost dugu~
Jjen docentu svoje Eatedre ( Katedre za mehaniku i asstrono-
miju PMF ii Beogradu ) Dr R. Stejanovidu,

Sadriaj dlssrtacije dat je na kraju.

Zbog isveanih primedbl redakeije "Vjeanika moskovskog
univerziteta”, kao i redskoije " Prikladnaja matematika i |
mehanika”, uz opite konslzro izlsganje materijalas na nekinm
mestina belst je opdirmije, jasnije izloZen.
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KRETANJA DINAMICKT PROMENLJIVE TACKRE

1. Jednadine kretanja u afipom 1 rimanskom

prostoru

1°~ Dinamidku promenu talke pesmatrademo u smislu
Me3éerskog [367 u opStem sludaju, tJj. kada se taSka dinamickl
menja usled jednovremenog otpsdanja 1 pripajanja destica. Maau
tadke u ma kojem momentu vremena + odredjujemo meprekidnom

i ogranidenom fumkcijom m od wamem t,
t

rjg-ﬁmd;‘,; Gu/f> &t

e
J
t A
gde je m, = m{0) ~ masa Ladke u momentu t=03 negativanli i po-

zitiwvnl integralnil aabirak pretstavljaju masu odbadenih i pri-

pojenih destica, odnosno pokazuju za koliko se tadka dinamidki
uma.n:jiia i parasla,_ tj. izmenila u inbervaiu ( t - ﬁa); izvod
mépewmamnui?aéama brzina dinamidke

pProme ne tadke, Iz (l.l_) imamo

(1.2) %‘ = f‘( H)(o 4”[‘([%)(;)

Za sludaj kada se vril samo proces otpadanja destica

ad tadke imademo

(1.3) %'11.___. wlDag = - Q(O/Tm;,,



ili samo za proces pripajanja Sestica

(1.8) —EB_— (B = Cc"/f;‘”

- Za razliku od brzine dinsmilke promene talke -%‘.é—- ’

izvod -—%—enu [-u(,) nazivademo b ¥ Zzina dina-
midke promene usled obtpadanjoe, aﬂcl)
‘nrzil_m dinamicke promense usled pripajanja cestloca.

Brzins dinamidke promene moZie bitli menja, jednaka 1

veéa od nule,

Na osnovu (1.2), (1.3) i (1.4) moZemo zakljuditi da

a)

- ako postoji Jedino proces otpadanja destica, 1
~ ako je brzina dinamidke promene usled otpadanja cdes—
tica po modulu veéa od brzine dineamidke promene usled pripa-

janja &estica, tJ. :
| [JL(U)} 7/JL{E1)/ /

b) -g?é 0

ako je tadka dinamidki nepromenljive

u(t)

)

\/Q(‘IL)(E):::_O)
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i ako je

I
r

/f"f‘o /= /fq"*?,/

brzins dinamilke promene usled etpa&a;n.ja degtica Jednaka po
modulu brzini dinamidke promene usled pripajanja cestlcaj

o) %70

- ako postoji jedino proces pripajanja cegtieca, i

- ako je brzina dinamidke promene usled pripajenja
destica po modulu veéa od brzine dinamicke promene usled ot~
padanja destica, t].

!

o] 7 |

Negativna brzina dinamidki promenljive tadke pokazu-~
je da se tadka dinamickl umanjuje, i obrnuto, pozitivna vred-
nogt te brzine pokazuje da =e adks Alnamillki povedava.

Masu taike izraienu preko parametra T, kao funkciju

vremens nszivademo zakon dinsmidke promene ili zakon mase.

o ovyeZaANaMm
2% _ Jednadine kretanja tacdke u afino ogtoru Ly

Opite jednadine MeSéerskog u Dekaxtovom .(Beac.artes )
ksordinatmm gl stemu 93( y’l, 3'2, yB } '



[ . ! h . i 1]
(1.3) /M f’@%: Vl*' olt) “eo= '+ 1 y(t)] ﬂ?-«)/

(‘. iy ’fzf._e'}

Ksda je red o jednadinsma kretanja nealobedne dinamidki
promenljive tadke, kretanju po povesial 111 umai.

] . ,I! 2—
¥ { C— ‘. _ .f- 7 '
m{{)ogg B \/ 1 ,>_ f{{(x) (ucac) ﬁ)*‘m AM‘)? Lo, 726-«)

()

(f{@ & ) =Y,

onda nade posmsitranje h’ﬂaﬂ.;;a prelasi u konfiguvacioni prostor

Lag ovim generslisanim koordinataua g« Kako se te
jednadine, analogno jednadiname krefanja dinamidki nepromen~
1jive tadke [lof, 425), svode w E; i u K, po formi na Jed~
ne te igste jednaiine, mi éemo yadl opidtogtl, ne gubedi nlita
od konkretnog, korespondiratl prostoru B’E ouwielidall prastor
En {x", freesy xS } « lexartove kwmﬁimﬁa }i povezane
su sa generalisanim koordinstams X  sledeéim relacijaus

V2 7 (X, sensy )

Pinin transformacijama
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ﬁl‘ﬁ) 14 f'= qu@a{a '

gde @a{' oznadavae pareijaini izvod po koordinati Xg ‘ﬁj.
Cho= = x‘* . Ba ne bi bilo sumnje jo3 uopitimo rezmatranje
pretposgtavikomn da kooxrdinabe x" pripadaju afinom prostoru I‘h'

Sada postupnim putem transformifimo jednadine (1<5)
iz Dekartovog prostora u L . Mase tadke m(t) 1 brzine
dinamiZke promene usled otpadanja i usled pripajanja cestlca
ostaju invarijsntne u odnosu ne sve ovde posmatrane transg-

formacije koordinabta, s obgirom da zavise samo od vremena 1.

Prvi 1zvod —f{% , tj. koordinate vektora brzine
tadke bilde

- N D

dt

a koordinate vektora ubrzanja

SF - ey Ay

Zanmsenom Hih yrednosti u {1.5), 1 komtrakcljom sa oy Al
dobidemo

/W’Ocra'@x PAgS omo?‘ﬁx “’z(’) yax +
+ (i (Ui Qi ™ a«g'@,«’fx )

+fu“)tun_) ‘x‘d'__ @wﬁfa‘,xﬂ; ac)
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/ -4
Imajudi u vidu da su, zbog (1.6), YE),-XK-———'/Y -
- kontravarl jantne koordinete speljasnjih aktivmnih sila u En*
odnliosno u Lﬂ; da su

v _. T ~ ¥
1.7) U, OXT= TG ) U OxT= g,

kontrevarijantne koordinate vektora brzine otpadajuéih i pri-
padajuéih éestica; da Jje

: g
NATE P
¥
gde su /— ¢/ koeficijentl povezanosti prostora Ih’ a

Ox J"a,f,zf:"- 5‘: — EKronekerovi (ZXronecher ) simboli, prednji
izraz transformlsanih jednadins doblja sredjeniji oblik

.8) (it [0 20" = X o @=L (05

Ove jednadine podelimo sa m(t) 1 uvidimo sledede oznake!

[ _% Xj__ Qﬁ'y , ~ z& generalisane aktivne spoljasnje sile
P/ _

" (&- -,,j 1 )é/ Imntravari,jantne koordinate resictivnih
ﬁd.la igazvanih atpadanjem destica 1

/ [3{1)!,!{_1' X\’L ra )@) = E'L/) kontravari jantne koordinate istih sila
| )

4 ! izazvanlih pripajsnjem Cestica

\ W( za kontravarijantnl vektor generalisanih
reaktivnih sila.
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U gnedenju tih simbola (brojeva) Jednadine (1.8)
predstavljaju Kontravarlijanime jednacine

_. ¥ . L .. X 14

xretanje dinsmidkl promenljive tadlke u prostoru afine pove-

zanostl.

Njima odgovarajuée kovarlJantne jednacine jesu

gde su 1;- py  kEovarljentne koordinate koeficijenats pove-—
zanostl koje podlein odredjivanju.

3° . Jednadine kretanja tatke u Rimanovom prostoru ’E’-n
U metridkom prostoru s rimanskom metrikom

(1.12) ds?— ﬁﬂm dx¥d ¥’

roeficijenti povezamostl su lzraZenl sa Kristofelovim (Cris-
toffel ) simbeolima

P/h:a' S ?/w' {6""’ Fax™ % T o E?;w)



Talkko jednadine kretanjsa dlnamidki promenljive badke
Rimanovom prostoru ? imate oblik | |

[ ¥
(1.14) %f{— = X 'F“Lo(’ajzwf = 7"k//

(1.15) gg-—‘—f-“"“" I L"" JIB " = Gy + 5”

gdé gg%’ predstavlja operator apsolutnog diferencljala u vn'

2. Integral energlje

Kinetidku energiju 7T Xkretanja dinamidkl promenljive
tatke izrazimo sa

(1.16) 2] = m#) %Jé’“xﬁ

gde ge masa m(t) odredjuje po (l.l).

Promena 1li izvod kinetilke energlje po vremenu bide

L LD S pyr)sd v
aap ¢ zﬂ"%%/yww +£ 42 g2
2 "

To jednacina (1.14) 1 (1.15) lako se dolazi preko Pfaffovih
Jednalina iz Pfaff-Bllimoviéeve forre.
r



Jor Je izved lnvarlijantne Jednek apsolutnoa izwdu.

Zamenom Jednadina (1.14) ili (l1.15) za odgovarajude
vrednosti S-lfﬁ u (1.17), sbeog (1.9), dobideno

St
| e *CCI);Z—H: ()("( Ff—)(;n)oc) x4 TZL % “é“-’“k Y

mkzm promene kinetidke energlje u generalisanim koordinatama,
u Rimsnovom prostoru. No do isbog oblika dolazimo preko apso~
lutnog diferencijala i Jednadina (1l.leo) ili (1.11) u afi-

nom prostoru 8 obzlrom da ja i ovde

) ) = = @!"
g‘{—(%“v) (*“’) At / .

Zekon kinetidke energlije (1.18) moZemo napisatbi, prema
(1L.9), u razvijenom obliku

J7_ [ _ I .
(1.19) sz/_l—: ‘XXQ‘,‘LIL’Q)/”{W““&)* fa«(“c@q“%d]w{qu-F-_zj-f—g:ufzfj

ili, zbhog (1.2)
(102&) __dI___ ;//?X v — iqﬂ / d . 5(
C&L _"' M’f* [} Uc;)qr+ chz) 0(4)5)*/ — _"-j_"' le’

Za sludaj kad su apsolutne brzine otpadanja Cestica kollnearne

apsolubtnim brzingma pripajanja, Urgoe = K Uey,



Inamo s

_ o A A
Oé_f,_ /\( 'f‘ﬂfﬂ:}'f\/ )Uczgq.}xq‘_ E% Yok ¥
a ga k = 1, ofigledno je
T /v oame e Ldmg )
of=( Ko+ G 7 ) 47— 5 Gt

114
— o |
(1.21) -C%—-f[—:_— z‘)(q/+ %}[%—é ij}x"’

Tekav oblik imade zskon kinetidke energije 1 za slulajeve kre—
tanja dinamicki promenljive tadke samo usled otpadanja ili
pripajanja é&stic:.a. Ako su Jod apsolutne brzine destlca koli-

nearne brzina kretanja tadke, tJj.
T J&qf
fada (1.21) molemo prostije napisati

odakle se vidi da je za /\=.-2— kinetilka ensrgija kretenja tad-
ke Jednake elemenbtgrnom radu akiivanih sila duZz trajektorije,

td.

[
T-T = | Ao,

W/



Ato Je indentidno sa klnetidkoxn snergljom kretanja tatke kons-
tentne mase. U tom slutaju, ako sktivne sile imaju funkciju
alle |

(1.23) U (@ ennneey®)

nszavisno od vremena +, pestojl integral energije

(1.24) T#Z/:/: 7;__% —T

gnercije.,

To isto vaii za sludajeve kretanja talke koja se di-
namidki menja 1li samc usled otpadanja 1li samo usled pripa~
janja destica.

Fogmatramo jod neke slutajeve pri kojima postejl ine
tegral ahﬁrgije.
a) Ako je f%'r) =~ f“cz) jednadine (l.20) moZiemo napi-
sati u obliku
-— Vs | L ) .L
(1.25) _Q// _. ! 1\/ — Gjﬂ“qy/u@q —Z/:?)) Xqﬁ
dt T o 4 |

\ 7 Z?L

Odavde, odigledno, sleduje integral (1.22), odnosno za spoljas-
nje konzervativne sile, integral (1.24) sko je i, = Urys B
ako su apsolutne Wrzine otpadanja 1 pripajanja Cestica Jjednake



i kelinsarne medju scbomj

b) za fe, =" f"rz) brsina Mék@ promens tadke
(1.25) dobija oblik (1.22) posls integracije, odnosno =a

X _Q_aé’f_ablik T~ U= h = gonst.

oxY

e ) istog integrala se dolazi ako je

e ad

(0 .""fu(:) / M? / {

jerja-%- = 0, &

d) takodje, ako Je

- N P
M= [, Da= 0 7
tj. ako je apsolutna brzina otpadajutih, odnosno pripajajuéih
destica jednaka nuli, s vekbtor apsoluthe brzine pripajajuéih,
odnosno otpadajuéih destica upravan na vektor brzire tadke,
onda postoji integral energije (1.24).

 Jednadine (1.19) moZemo napisatl pomoéu relabivnih
Y —_— v
brzina destica Vo= Yo~ L& 1 Viya™ Yea— ¥x u

oblliku

(1.26) S//_{{ k)( F (40 Vo * [ rw)* +4 Z’? Ko X"

Analizom ove jednakosti, kao posledica prethodnih sludajeva,
dolazimo do prethodnog integrala ehergije izradenog za odgova-
rajuée uslove relativonih brzine destica.



a3

%, Uslovl kretanja &

anidkl promenljive tadke
po axtoparalelsma

1° U opitem sludaju sistem jJednadina kretanja dinamidki
promenljive talke nemogude je dovesti do konacne intergracije
aka Jje masa nepoznata fimk:taij.a vremena +t, HMedjubtim, axw..legi.-.:.
jom geojednadina geometriskih linija i jednadina kretanja do-
lazimo do uslova pri kojim su trajektorije kretanja tadke bas
inkegrali tog intergrabilnog sistema jednadina geometriskih
linija. Takva g&ométridska interpre'baaija dovodi nas do uslo-
va pri koJim se dinamidki pmenljiva tatka kreée po autopara-—

.lala.ﬂlﬁn

Jednadine autoparalela u prostoru L, = Jmeﬁaijanti’-’-
na povezanosti 1_ ¥ lmsju oblik

—

vl / G e
(1.27) X+ [ cop¥ K = e x

gde je (e? funkcijae parametra t, koja mora da zadovoljava
Jednadinu.

2

(1:28) | g;z - f&)iz% =0,

s je afini parameter u L., & ako zashtevamo da se tadka krede
poe to] krivoj onda je 8 " jednovremeno i luk trajektorije.
Koeficijente povezanosti prostora L, 1 prostora Vn ( 114 Fh_),
aa‘lm;ji je definisano (1:12), povazéni'-su medju sobom nakin
tenzoronm tredleg reda - d:vaput kovarijantnim i jednom kontrava-



| T
Fljeantaia teazorom. Neka %o bude tenvor T s K0Ji
figuriie u relaciji

B’ s
(1.29) /—r_;,/b = {;{p} + Tq% )

& koji éemo odrediti lz zahbeva da dinmniéim trajektorije
tadke budu antoparalelne. |

Mmmm nove veze (1429) u jednedine subopsralsla
(1.,27) dobidésmo

. '] e X Xy
J(_"v‘f{ )JC"‘fJ{p:--CC"’«VEr /-ﬂr/bxy

leve gtrane ovih Jednadina identiéne su sa levim sira-
nama jednadina krebtanja (1.14), %e mora biti 4

-
(l-f?;'m) TWJ 1w = X7 (QY—P SV—J)

-

ako hodemo da zadovoljimo uslev identifikovanja dinamiciih
trajektori ja tacke 1 antoparslela.

Repoznatu funkeiju Ce’ iredidemo 1z (1.28) preko
elementa luka trajektorija (1.12), koji pomoéu izraza (1ll6)
noZemo napisati u oblikm

(1.31) s = /m—{- DT dt®

Prema tome, zbog (1.28), funiecija (€ - se moZe lazra~
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ziti kso

O = L ogr A dm
2rdt = 2m d#-

ili, zhog zakona kinetitke energije dinamiékl promenljive talke
(1.18), konaldno

:2":”{7_—/)4 '}'/\{r’e)w)'ex:élfgx x ¢

gde sgmo, radi kratkode plsenja, sa Ek osnadili zbir ,Kf'/%y '
Sada, kad je = ©  izveleno keo funkeija dimamidkih velidi-
pa (1.16) 1 (1.9), 1.30) moZemo napisati u obliku

v " [ 5 {5*)
‘qf/bxxp:szs"x x'r___ﬁ_o;__g L/ZTJ(JQ— JK//S

Gvaj izraz predstavlja sistem od n linearnih jednalina

'
______.LA_:LL_L kaardinata tenzora Tq, oo Jedan 0d mo-

gudin naéina redenja ovog sistems saatoi se u gvodjenju broja

nepoznetih T />
znatog tenzora pomoléu nekeg vektora, na primer &, u oblliku

ne bro) Jjednadina, %tj. u lzraZavanju nepc-

| X
(1.32) Tq,/b = G}Wﬁ-

Blstem se sads znatno uprosddéuje 1 svodl na



7‘—"5'__ / /' IJVK, -:-"'—'?S"}SK

Radi edredjivanja dinsmidke prircde koeficlijensta po-
vezanostl (1.29), razloiidemo aktivme L reaktivne sile na po
dve komponente 1 to Jedmu parslelnu tangenti na trajskbtorlji
s drugu u nomalnoej ravmld na trajektorijl, tj.

& - % /
7

x
X =ax®+by* Xow

111, radl kratkoée plsanja, prema uvedeno]j eznsci

Gu3%) S (are) xS (br)pt= ) AT

Brojevi &, by ¢, & su parametri, koji odredjuju velicine
glla, pa prema tome i N predatavlja velidinu slle, koja
dejstvuje normalno na pravas kretanja tadke; n Jje definisa-
no sa nu=1 1 Xn°= 0., Ake sada (1l.34) zamenimo u (1.33)
dobldemo da

7 — - |
(1.35) G{: 2:;4//77__:—: /— (/% ///72{

zavisi ssmo od kinetidke energlije 1 komponente sile normalne

na pravac kretanja.

Zamsnom vekbtora G wu pelaznom izrazu (l.32) tenzor

T /ng #/4/7;7%’

e) [

gvodimo na

a koeficijente povezanosti (1.29) na oblik



a7

(1437) f = ¢ m} 4 F % /f

Qdavde me vidi da se koeflclijentl povesanosti Jjavlje-
du, ne gsamo kao funkclje koordinata, #to je karakteriatika
z2 afinu povezanost, Za opitost ima samo mesta u okviru re-
zultata dobijenih od strane E, Claugera Ai6). U tim okvirima

ima mesto teorenal

U polju spoljedniih aktivnlh glla 1 resktivnih, lza

ljive tadka ge krece po auy

Paj rezultat karakberistidan Je samo sa stanovidta
geometrizacije dinamike dinamidki promenljive tadke. Medju-
tim ss8 mehanidke talke gledilta interssantna Je anallza us—
lova kretanja talke u dosed poznatim prostorima, konkreitnog,
afinom i Rlimanovom, | |

2% Kretanja po autoparalelams u afinom preostoru

U objekbu povezanosti u afinom prostoru moie biti recl
samo kao funkeiji koordinaba, Frema tome figurisanje kineticke
energlje i normalne komponente aktlvnih i reaktivnih sila u
(1.37), odnosno (l.35) ogrsnifava geometrijski smisac nadjemih
koeficijenata povezanosti karakberom funkeclija T 1 XN, Ako je
zaden zekon brzine kretanja btadke onda je odredjen objekt afi-

ne povezanosti u ovom ragmatranom sludaju. 5 druge strane, ako
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8¢ koeflcijentl povezanostl posuatraju zajedno sa posmatraninm
Jednadinama autoparslels, uncfienjem (1.37) u Jednsdine kreta-
nja (l.lo) otpada funkeija T, te se ogranidenja svode na ka-
rakter sila i sekon mase. Zato da bi teorema bila primenlji-
va 1 na afini prostor, nermalne kompeonenmbe aktivnlh i reak-
tivnih slla ne smeju sevisiti od brsina,. To se konkretno od-
nesi na kretanje tadke u polju skbtiwvnih sila koje ne zavise
o4 brzine tadke, a kod koje su apsolutno brzline destica:

~ 111 kolinesrne sa brzinama kretanja talke, |

- 111 su konstantne ( dto je praktidne najéesdi sluda])
=~ 11i su Jedneke nuli,

- 111 (t&erijaki) zavise samo od poloZaja tadka,

To vakodje obuhvabe slufsj kada su relativne brzine
Seatica kobnstantne i1l Jjednake nuli.

3% EKretanje tadke po geodeziskim linijama u

Lmanovom proatorn

Da bi povezanest blla rimanska, sa sa rimenskom metri-
keﬁ (1.12) koeficijenti povezenosti (1,37), zbog (1.13) mora-
Ju biti jednald Kristofelovim eimbolima, a to znadi za
mora bitli jednako muli, tj. prema (1.35),

/
> /1//?{::-10‘

Ovaj uslov blée zadovoljen 2za dva sludaja, i to:
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8) kada T —> =< , a oxbogonalna komponents aktivnih
1 reaktivalh slla Jje kunadna po velidini, 3%o nije predmet
nafieg detaljnog razmastranje. |

' b) kada kinetidks energija ima konadnu velidinu, a
normalnae kompenenta sktivoih i reaktivnih slla ne trajektorl-
o N ?fa je Jednake mull. To Je mogude

- sko se ( b = - d) komponente sila, normalne na pravac
kretanja u V, uzajamno ponlitaveju 1

~ kada uopite ne postojli Bakvih sila koje dejstvuju na

fadku u praveu ortogeonalmom na pravae kretanja.

Fa osmovu prednjih rasudjivanja sleduje teorema:

U polju aktivmib sils 1 peskibivaih, izagvanih otpadanjem
i_pripajenjem Sestica, dinsmidici promenljiva backs krece se po
eodeziskin linijena u rimauskom prostoru V,, sko se sile ox-

taggnalna na

Ukoliko se tadka krede samo pod dejstvom resktivmih si-
la, onda de njena trajektorija, prema pmthédmaj 'twmmi, bitli
geodezlijska linija i za sludaj, kada je vektor apsolutne brzine
3estica kolinearan sa vektorom bxrzine kretanja tacke. To Ce
biti i onda kada su apselutne brzine Sestice jednake nuli, te,
kao posledicu prethodne teoreme, mofemo napisatis

Trajektorija dinamidki promenljive taCke koja se krede
pod dejstvom reaktivnih sila, u rimsnskom prostoru Jje peode-
zijska linija, ako je vektor apsolutne brzine Sestica jednak




mill 111 Je kolinearan ss Veklorem

Gormja tecrems, kao 1 a;]ana. mﬁ_lédiea ednam ge 1 ns
ewklidskl . prostor B, C vV, pri uslovu _da Je tenzor krivine
R u V, Jednsk muli. ' ' |

Eso #to jJe poznato u Dekartovom slstemu koordinata
BZ) By geodezl jska linija je prava, pa moZemo tvrditl dea
ée ge dinamidki promenljiva tadka, u sludajevima obuhvaéenim
teoremon, kretatl po pravo] .liniji 0 B3.

4° U ragmatrenim granicama neavodimo, kao primer, dob-

ro poznate zadatike Ciolkovsitog (%cmwfwwf") L18y.

zadatsk 1. Tedka promenljive mase ( raketa) krete se
u bezvazdudnom prostoru pri odsustvu apoljasnjlh sile; rele-
tivaa brzina 15‘&1&511;}_& destica Je konstantna po velidini, |
kolinearna i suprotno usmerena vektoru brzine kretanja tal-

ke ( Iﬂk“ﬁ) .

Prema posledicl poslednje teoreme to kretanje treba
da se vrii po pravoe] liniji, 8to Je dokazao 1 Clolokovsiki.
Za nade oznalavanje, prema (1,9), bilde:

D=0 9o u-i=u,; P4y

| Unodenjem tih vrednostl u jednadine kretanja (1.15)
i njihovim uporedjenjem s jednadinama geodezijskih linija
u istom prostoru, dobléemo

S = T
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111, preme uslovu zadmnbska,

2 ! o |
s . _l.aqM
G5=— s

odakle se dobija formula Clolkovakoeg

(1:38) 7=y~ Voo On Lo

ugi zadatak Oliolkovakog tretirs kretanje
aom gravitacionom

talke (rakete) promenljive nase u homoge
polju. Veitbor sile kolineawan je vekboru brzine btadke L Ces-

tica, Podetna byzina je V o«

Analogno prethodnom zadatku

ip————

Q=g | T

S [
S8 =g~ o G
‘ - c//
ds — Cé‘f;_-.—-: ___?._._.//V(Q)F km/

adakla gledl reSenje drugog zadatka CGlolkovskog

U=, - T+ Ay (//}"&
(1.39) 7 g

2
S::/U“fﬁ%ﬁ*éa(vm)fz
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= mp et

4, Kretanje dinamiski promenljive badke u
konformnim prostorima

Bro] razmatranja kretanja dinamidkl promenljive tadke
po geodezsljsikim lini:jm se povedava ako se koristimo konfor-
mnim prostorima,

¥ prostoru s akcionim 1:13.1.;13211& elemsntom

ds? _z[z V)ds? -—--2/2 V)g#dx“"c/x”’

5700:» £ O/*/

miﬂijﬂka lini;ja edgmrara 'Brajaktariji pﬁsm;&tmm taéka,
eko za to kretanje postojl inﬁugral enargije (1.24), odnosno
sko se btadka krede u polju konzervabtlvnih sila,ked koje su

(Letio)

spaclutne brzine destica Jednake polovini #ekmra brzine
tadke:. To Jje sadovoljeme blile da poste ;ji same proces otpe-
danja 1li samo proces P:‘:‘ipaja.nja éaa‘tiiﬁa; ili Jjednovremsno
otpadanja 1 i:ripa;lan;lq Sestica sa d-aénaakf.im apsolutnim brzi-

RERS «

Jednadine kretanja (1.14) u opitem slulaju, u pros-



3%

toru Yﬁ, koji je, kako mse vidi iz (l.40), konforman prostoru
V., sbog navedenih uslova postojanja prvog integrala, a usled
(1.9) 1 (1.23), imeée oblik

e

(1esr) X +{f¥ﬂ>} v’ “%Q%ﬁwiﬁ%xa’

Jer je
_ ol
/X(x T 0xX
a

/¥ . V 7‘4/09 furr)/ ol J()+fu“3 ) %ﬁ/ﬂ“) VL(‘?.,}XE

w oy

111, zbog (1.2),

M=z
(2) =

U sludaju dlnsmidke promene tadlke samo usled otpadanja
Sestica, sa (1.3), Jjednadine kretanje imaju oblik

[ DU s
(l.42) é—:_--—--— mﬁ@x“ ﬁ .__Z/mf

2 sa (1l.4) 5

(1.43) DX _ | DU v e XS
St T e 2m ‘




Te jedneline kretanja u V
kmﬁaijmm pevezanoatl, Ma, da bi napiaali Jednadine
kretenja u prostoru s akcionom metrikom, dovoljno Je odrediti
vezh izmed ju Kristofelovih aimbula (1:13) u Vv, 4 kosZiolje-
nata povezanosti { o(ﬁ} « Vezu izmedju tih simbola mo-
Yemo odrediti iz uslova pwezmsti (22) konformnih prostora,

=~ (T

' \
_a, ;f ¥ S¥4 -fgxaqﬁ"" ;?a'/\(g 5
(1o44) / - } s oo "

Za. gkclonl faktor proporciomalneosti 2(h~V), uveden u (l.40)
- H
ekgponent LG Jednak je

26 = In (2L -2V

pa se,prema (l.44) lako dobija traZena veza

rg}= f? +2724\’/jk C/svT Obcg,,L/ al/ﬁ %ﬂ

o /3 “A

Uvrdtanjem ovog izraza u jednsdine kretanja (1.41)

dobiléemo — ‘ _L_ X
AR -q/ﬂ:____.__{._c’*)x-\/x"i?"—-—' %K +
X + a,ﬁ:()x b -V 2/
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hajwﬁiuvi&néajo

i

(1.45) %ougvyﬁ: 27

-iﬁa kretanja se konalne svods Ba

Y ) f v Eg s
< . e o /> ¥ 4
QX7 — J"F"L{a'/) XV =—oy dF ™ T oM “‘/

%8 posebne sludajeve (l.42) 1 (1l.43) nlsu potrebne
nikakve nove transformescije, pa snalegno prethodnom, moZemo
naplsati

S0 __J__ d)/x“ﬂ' ”Lf“a)’é{

x B
i
(ln‘i&) ___X:_T == /‘ %;]/X;{-"*F;/_‘fuﬁ)'v{
W e TRV
S druge strane jednadine geodezijskih limija u v Je-
su

y*x' -———‘é’y
(1.49) __Q._Ji..___,__. ¥t { }

gde Je ?____.

%--%



26

Na esnovu (l.40), (1,45) 1 (1.24) nije tedko izraéuna—'
ti da Je desna etrana tih jednadina

(1159) \{",V a‘:_ “I_/V_ITHE/_HW%X

jednaka desnoj strani jednsdina kretanja (1.46), Za sludajeve
(1,47) 1 (1.48) imsmo takodje

iinija | Jednake sa

cdgovarajutinm stranama jednadina kretanja.

Odatle dolazimo do zakljudka da se trajektorije dins~
midki promenljlve talke u prestoru s skelonom metrikom (l.40)
poklapaju sa gecdezljskim linijemsa, Tj. da 8e tadka kredée po

onoj ekstremalno] trajektoriji, dui koje je skalija ( u lagran-
fevom) smislu stacionarna. |

Sa tim je ujedno dokazan Mopertul ( Maupertius) - lag~
randev princip nasjmenje primude za poseban sludaj resktivnih
glla. | |

Pokafimo ovde da su trajektorije dinamidkj promenljive

taike g.mdagijéké linije u skelonom prostoru Vv, 1u dragin

Bluéajavima Emtaﬂ;}a; z8 koje 'j-e dobijen integral energlije u
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¢ ¢ Za %o dokazivanje dovoljno je amslizirati veé izvedene
Jednadine kretanja i Jednaline geodezlijekih linija. 2& sve
posebne sludajeve (s, b, ¢, 4, § 2), u kojims Je zZbog (1.2)
brzina dinamidke promene _ﬂ Jednaks nuli, jednadine geo-
desijskin (1.49), preke (1.5¢), svode na
__é:__@' A Y,
iy c/‘f*”
Ha takav obllk svede a@e JjednaCine kretanja u _‘5'; 28
sludajeve (& 2):

a) zbog = U, reskitivna gila (’_Po( Jednaka Je
null, Zaista, prema (1.9) je

/\/J: )(“m *)“Ff”ﬂi("”?""ébj B
Q2
f”w/ 0 '5;‘:)) - (f“mfﬂ“?)*ﬂ: “

b) zbog L Z?Z,//Wf y 7L, //BMM$

kad su veze, koje ogramicavaju kretanje talke identidki sade-
voljene za nove koordinate, takodje E,_.-= 0.

¢) mbog I, =0 i 0, //fﬂ,adifl/_f , kao 1 pod

b) Po = 0O} takav je siudaj i za

) v
d) zbog U, =0 1 A Uy //f‘w"

Prema tome Mopertul - lagraniev prineip prodiruje se
na sve slucdajeve kretanjea dinamicki promenljive tadke, za ko-
Je Je ovde nasdjen integral energlje, ako je broj veza koje
ogranicavaju krebanje talke indeticki ﬁadevaljena z& sistem
koordinsba u kome se posmabra kretanje.



G LAVA 1II
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Wil 3 T
He

SPABIINOST KRBETANJA DINAMIUKT FROM

Refenje medatka o kretanju dinamidkl promenljive talie
;P_.a gm&gﬂi;m liniéama redava zadatak o atahiinosti trajek-
'&ﬁr.i;]a tih km.tanda.q E‘Eabilmati geodezijskih linlija, & saminm
tim 1 kretanju ebjekta po mdﬁﬁidskim dinijemz, posvetilli su
dosta pasnje P, L, Civita f17), Vransean {52}, Onicescu £43J..
Njlhove rammatranje se uglavanom kredu u granicanms pmra APLok-
gimacije. Eorak dalje u razmatranju stabllnosti kretanja pe
geodezijskim linijama udinio je Aminov [2-5) rasmatranjem sta—
bilnostl u smislu Zukovskog i _La.apm#m Teko, moZemo redi,
de je tengorsikim radunom na nekoliko desetine stranica reden
sadatak stabilnosti posebnih slulajeva kretanja po geodezij-
gikim lipijama, koja su tretirana u prvo] glavi., Ov&;, u ovoy
glavi, redavamo opdtiji 1 cellshodniji zadatvak gtabilnoatli kre-—
tanjs dinamidkd promenljive tadke, tretirajuéi najopitije slu-
dajeve reaktivnih sila u tuklidskem 111, konkretnije, u Dekax-

ovom prostoru.

1. Jednadine poremeéenog kretanja

Kretanje dinamidki promenljive talke pod deJstvom aktlv-
nih spoljsdnjih sila i resakbtivnih, izszvanih ofpadanjem i pri-
pajanjem dastica, predstavljenc je op3tim jednadinama Me3ler—
skog (1.5), koje éemo napisati u obliku
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) - \ /o ‘ﬂ{’? 3
otz Y, i

\

gle Jjes sa ) eznadena peskbtivna sila
| 12
£2.2) | R L | .
) = ) [q&)r ufq);'“é/:) _
&AY (c()

Broj jednadina (2.1) je najviie 3, all moZe biti i me-
njl, Zato radl op¥tosti uszimemo neke indeks 1 ima vrednosti
do n, kad se zng da je n geo broj i nije veél od 3.

Pri delstva pe:emeéa;]nih sila odstupsnja stvarne tre-
jekttorije kretanja tadke od koordinata inbegrala Jjednadina
neporemedencg kretanja ¥y = ¥; (%) neka budu ¥, = po-
vemetajl koordinsba polofasja tadke, a odmosne odstupsnja od
hodogrefa brzine Je = g [t)  megbudu /Z = povemeéajl brai-

Ba, tj.
cgi.}) J’r: H.;' (/T) +§f =

Zvezdice oznadavaju poremedene velicline,

E«sl{a u najopatijen sluéa,.ju koordlnate sila % Zavise

od kooxdinata OLL brzina i vremena %,

V /Zl/// /)

ih sila y gavime Jod 1 od poremedaja

a koordinate _parf“ _- ain

Y; Yi{fff?f / ’L/Z)/



111 akko se ramvija u Tejlorov ( Taylor) red po poremedsjima

1/? im 2en0
2V
wo VY SRR

gclé if am&avaju male ﬁlamva drugog 1 viseg reda, tj. funk-
cije, koje zavise od velidina I 1 /2 y tako da se pcmié--
’smju, ako su te peméadm veliéine Jjednsake mxli,

‘f/%/ %/ %/ ';O) = &,

Reaktivna sila (2.2) po svojo] priradi 'mﬁe da bude
joi slodenija funkelijs. Ona uglavmom mavisi od brzine krete-
ﬁ-&k’ﬁaékﬂ j,- i spsolutnih braina destica U, . Clan ko
Ji eksplioitno zavisi od brzina tadke 1r tdse

.._T‘
/e

remell se s poremedajem brzine U,‘ "

dr
(25) a%@_fq)(ﬂr”/?;) |

Drugl 3dlan

gL

E /L{(or.) acac_) ¢

(o)
w osnovi zavisi od apsolutnih brzina destica. Brzinu dinamilke
promens tadke smatreéemo umapred odredjenom.Njen poremsée] ne
zavisi od poremeéaja apsolutnih brzina destica U, . Medju~
tim apsolutna brzina degtica mofe da zavisgl od raznih kinema-
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; Rii R &ki‘-hi PO N Y lii' ﬁﬁim kﬁl‘ﬁk"

teriastika. Nju mofemo paamatrati keo funkclju keordinata Do~
lodaja tadke ;7,- s brzina J,- s pritiska [° e temparameﬁ
recimo, nekih drugih mema nepozmatih f£izidkih karakberistlika

L

kl' k‘gj k}, En e ee o

inate apsolutnih brzina zavisile jod 1

| Poremedene koox
od poremedajas tih karakberlstika

A —— f

. . T . ‘, Lo,
Uy = 4y (395, 07 3 P THTj wr b el

gds suir jo’ ~ poremedaji pritiska, T’ - poremeéal tempera-~
ture, k' - poremeéeji f£izidkih velidina. Razlaiucl te koordi-
nate poremelenih brzins u Tejlorov red, lmademo

u f
= U, +Z aucﬂ); +§(o Gx)//

>
[CF” PR 7}

(Qai‘”)ﬁ—f/@ “‘")/ 4_2(___3__:{@_, e L

Sy

)y

gde -f, pretstavlja male ¢lanove videg stepena. FPretpostavi-
mo dalje da T 4 K  savief od pritiska, T,da je

L rer ISPk,
/ c / / % ( o 7/91
(F‘:d (f’:"’_ﬁ/’} \
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Zemenjujudl te vrednosti u prethodni izraz dobldeme

| . 9“@: f-Z/@“w, | ,+§/"X+7&9.f
(218)  Ugy; = oo +a’2‘7[ /R YA % |

ne moie taino dinamidicl odrediti. Zato i ¥lan (G, p'- f Semo

smatrati da Jje nepoznata velidina i veona nala.

Ha Mnom talrvog razmatranja poremedala, prems (2.3),
(2.4), (2.5), (2.6) 1 (2.2) sastavljemo opite jednadine po-
remeéencg kretanje dinamicki prnmﬁnljlva tadke u obliku

O} =_£’_/—y —,_a—g_@l/?_ﬁﬂﬁ)y-f
/mg%‘ J-‘-'r"‘ (75’ /7+/ (

Clan ff-@% “Z moZemo iazraziti drugacdije

(oc)

§‘ A2

o Y ds
Z.fq )’7 *:J .{w) { Yeo ?7/
gda Je S . Eronekerov simbol., Tako éemo jednadine poremecdencg

kretanja krade naplsatl

O//ZL._.—..-:) 77’*5{"" "P;f/ﬁ
S A A

(2.7) ot =
O/?; '_ &
d+t / =, '7/7/
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gde Je
R P T M
g. T -__(_/_. Q-L -+ gfiﬁ:h_7
RSN P P J
/
_ 1/ N
/j( ""mi\fﬁ *jf + /) j’
Pri ?‘=-Oj-.-)§=0)/7=,7¢=@ funicel ja ‘-1\7—‘; 89

ponistava, 4.

%{‘f) 5, _.;o) = O

Dok to svojstvo fumiselja Y smadovoljava uslove, koji
privede na3d sistem jﬁﬁnaé:l.m na mawa.&je stabilnosti po opsto]
teorliji Ljspunova, deotle Lfunielja @vbf ne podleZe tlm us~
lovima, Zato u sludaju odsustve funkcije ./ f:/—?f/ gtablluost
dinamidki promenljive tadke moguée Jje reSavati prema opsto]
veariji Ljspunovae L32[ i stavovima Citajeva £19) o stsbilnosti
kretanja. Medjutim, u opitem sludaju, posto flzidke 4 'Bema—-
dinamicke karsikteristike ne zavise od koordinata,; to ,j}/ f /
ne isdezava pri t = 0, il taémije pri F = U ? = 0.

Pako, realna pretposbtavka da spsolutne brzins Jestica
- n#& zavisl samo od kimmatiékih uslova, nego i od raznih termo-
dinamidkih i £izldkih karskteristika, privode k redavanju sta-
bilnosti pri dejstvu stelnih poremedsjnih fakbora (21). Zaista
uopdte uzevii, koeflcljenmti CLI- i 47 Jjednadina (2.7)
Javljaju se kao funkelje vremena, s obzirom da u njima Ifigu-



¥ife masa keo fumkaija wremena m(%). Vide mali dlemovi reda,
veél od drugog, sem 5to aavise od Vremena preko mase u(bt),
zavise 1 od drugih peposnabih f£izidkih karskteristika, koje
utléu na poremedaj kretanjs. |

Ako JoS, radl lakBeg rasudjivanja, uvedemo nova omnade~

T=5 1 .
: _//.*;,.-/m')
?‘ =5-"¢/"

f

G/':-' C?J] {’f;}é/.=//”-/ 2

sistenm joadnadina (2,7) svedéemo ns jednolikl sistem jednadina

5 ' e / -
(2.8) ‘BJ—L‘:ZC/’/{)\S/ ‘f‘?f?L/S/) (‘*“//**_;f 2*’“)

sa promenliivim koefiel jentima C,'{'{:f/ Z") , 2avisnim od vremena 4.
Eonkretno, za alstem (2.7), prl davanju vrednosii indeksima od
1 de.asm ~ 84 = 5;(/-+ﬂ) 1@ by =0 28 i< n 1 | ~n

Iz takve opSte analize poremedenog kretanja posmatrane
dinsmidke promenljive talke moZemo zakljuciti da

promenljive tadke (2.8) predstavliia slistem Jednaclinas gtalnih

poremedalia,

Kao sto smo mapomenuli, funkeija ﬁ{ Jo u opaten
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Kao 3te amo napomenuli, Wﬁ.aa (f@ Je u opdten
sludaju nepoznata 1 prtdfﬂh:vl_;ja' sbir poremedajnih dimilaca reda,
pe nilih od dva. Stalnl poremedaji su takodje veoma méle velidi-
ne. U sludaju zanemarivaaja funikeije % glestem (2.8) 3¢ svo-
di na sistem jednadina

dZ. ST
@9 LT €3

za koji ima smisla £20) da se razmatra u oblasti
‘E
/ -/ |

(2.10) L Z“- ;o /

u kojo] smabtramo da su desne strans jednadina neprekidne 1 jed~
nadine imaju jedinstveno redenje pri podetnim uslovims 134,%_

nidki promenljive tacke

U okviru opitih stavova teorije stabilmost kretanja
£195, L30), posebno stabilnost kretanja pri dejstvu stalaih
poremadala .{55!, [34!; a ns osnovu prethodnih raauﬂjivanja u

1, mojemo dati i opiti stav o stabilnosti dinamilki promen-

1jive teacke,
Opitu definicliu i teorema ¢ stabilnostl resenja jednadina

ga stalnim dejstvom poremedsja srefemo prvo kod IZJ.}’, a zatinm
L33] 8to je ovde 1 iskoriséens.



| Btﬁ.ﬁiﬂ.idai'l E@ﬁxf&ﬂnéam kretanje 5 = 0,( resenje
3 = O jednadina (2.9) ), nasiva se stabilnim pri stalnim
dejstvujuéin poremetajima, sko ga svako pozitivmo £ , ma
kako ono bilo malo, pestoje dva drugs pokitivna brojr (%) 1
7(e) takva, da svako redenje jednsadina (2.8) sadovoljava
ne jednakosti E}f/ < e prl svekom * ~>%t,, a za podetne
vrednostd S_ , f& s koje zadovoljavaju nejednakostl

13,]= 7(6)

za prolzvoljne % y zadovoljene u oblasti & 7 ¢, |5 /5::-"5

88

U punej strogesti definlelije moZie se primetiti da
: ;f .
ge u funicci ji fé; S’,ij e ) pored poremedaja S Jjavlijaju
jod 1 poremeéajl termo-dinamidkih 1 fizlickih karakteristika,
koji 3ine sistem (2.8) neredivim. Te fizicCke kavakteristlke,

pri kretanju tadke, neﬁnguée Je odrditl ni iz osnovmog s8is-
tema naporemedéencg kretanja. Tome se pristups eksperimentalno,
fizidkim putem, i ujedno podleie poseban odeljsk porucdasvanja
(v. na gn. {31f). Frema tome, u funkeiji f{ s poremaéaji
Piz1l8kih karakteristika, javlijaju se kao stalni poremecajni
faktori, za koje smo ved pretpostavili da zadoveljavaju (2.11).

Tako, prema preadnjoj definiciji, ima mesta teorima:

Ato postojli takva p&aitim - &eﬁmtm funkeija \/CZ y, 5)

¢ 811 Je totalnd izvoed u_Jed-
asdina poremedenog kretanja (2.9) negativoo definitna fuokol~

po vremenu t, W sunaden]
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da, _:L ; ) paredjalni izvodi %C)_\g 0T 8
nidenl, tade je nep ammém kretanje dinamidki promenijive .

DOKAZ: Neka su vlmvcs .‘/5):!.. v,
paai‘kim definitivne funkcije. Frema uslovima tearem moraju

biti sadovoljeni uslovi

(2.12) LA
(2.13) Z > S fi—l-“"\é
@ ;‘::( " 7 6/ {/
a treba, v smislu
oA -
P —
ci

i definicije o sbabilnosti kretanja dinamicdki promenljive tac-
ke, pokazati da je pri t > &

/3:/ < €
Fo uslovu teoreme da su %lé organidéenl i na osno-

vu teoreme © arednjo.j vrednosti

(gde su izvodi izradunati 1 tadkl (B3) (o< & <{ ) ) sle-
duje da funkecija V dopusta beskonadno malu gornju medju f19/.

dkko Jje revimo D( donja granmica funkclje Vl pri



uslovu da najveéa vrednost poremedaja SM - od apsolut~
mih vrednostl poremedaja sedovoljava /L Z¢ -, g , onda
je na osnovu (2.12) | )

ey VA _ w 20

‘7'
/ Spwey 7 E

Pri nekom pogsitivoem broju /{ s manjem od donje gra~
nice q—" funcije Vl ( f < ), posmatrajmo pokretnu povriinu

(2.15) V=<

® prostoru 2Zn koordinata ) ‘

Iz razloga Sto funkeija V dopulta egkonadno malu

gornju medju u svim tadkama te povrsine, 3 Je veée ili

TR
Jednako (3 F )i ) od nekog dovoljno malog broja /\ :
uz to iz (2+14) sledl da je u svim tackams te povriine lspu-
njen uslov S' | << &, , @ prema tome u svim tim tackama

za gvako t = % zwljana je 1 (2..15), tle
2A > k,:/ I f{fk/:"‘l_q)
Z ;= “”V-—

U smislu defimicije stabilnostl i diskusije funkcije
,5 7)/ zbog ogranidencostl parcijalnih izvoda funkcije V,
mm_z,uée je naéli toliko mall bro] /72 da bude ispunjeno

. ..
oV »
(2.16) 2 e Vs <0

Za podetne uslove ( &t = t, ) pré’&pestav]_.j:ﬁ* se da su
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maméa;i toliko mli da Je pri
(2417) ’ 5. <</

ispunjeno

Tada ¢e u svekom momentu ( t > t° ) kretanjz dina-
midkl promeanljive tadke, zbog (2.11), (2.17) 1 (2.16) biti

S[<¢

3to Je 1trebalo dokszati.

3+ Uslovd WMlm'ﬁti neiih possbnih slucajeva
n&tma FY3 Fi3e in

ki promenljive tadke

U okviru prednjih rezmatranja prouéimo stabllnost
nekih posebnih slucsjeva kretanja dimniéki,}_ ;Hmmﬁnldive tadke;
uglavnom onih, dije su oascbine obradjene u prve] glavi.

Jednadine kretanja dlnamidkl promenljive talke, d&ijl
su integrali obuhvadeni geometrljskim linl jema po veorsnl na
gstr. 0., mofemo zapisati u obliku

}1
(2.18) /)W(z‘)%&ﬁz 'C] + . >fA f)

Jer je vektor \/{ spoljasnjih aktivaih sila i vektor Ueg,

apsolutnih brzina Sestica kollnearan vekbtoru \J 7 brzine knrg-
'

tanja tadke,



. ? ) ety '_..f; . r L ]
— K t U . = j(w) ?f
y{ — ?‘. / _ (O(); /

k Jo konstantni faktor proporcicnalneogti, a /"60,) u najopati-
Jem sluéaju promenljiva, koja se odredjuje prema zadatom ho-
dografu brzine ili trajektoriji kretanja tadke, |

U smislu sistema (2,9) odgovarajute jednadine poreme-

denog kretanja pesmatxana tadke bida
{2

/S /{kz +) (49 [ /’5 f/RS )

3]

Za ispitivenje sbabilnosti kretanja, traZimo funkeiju
V ( funkelju Ljapunova, koja zadoveljava teoremu ) u obliku

V=233 >0

Igvod ove funkeije V po vremenu, u znadenju jednaSina

(2.9) bice
2 2Li5340 )G G

odnosno, zbog (2.19),
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' o
8i20) QLV - 2, dlrs 7.2 20 GG 573,

gko Be zaﬂrﬁ'm gsmo na parsméa;ju brzina,

Da bi funkelja O))/ V bila nagatim definlitna,

% -
tji
— 2SN, -
V=) ;L,Q— #2 CZ-C-JE‘S;- <0

!

| e ]

gde je |/ pozitivmo definitna funckija

\/__ > /O/j_ 4 2/\26{) SI. S.‘.

L,-.._..u.--u_

L]

treba: da budu svi glavai minord deterninante
T AN
NS C_c >0 /" ‘ //

funkeija \/ s Vesil mile, odnosno da svi elementi dis—
kriminante fuckcije V¥* budu manjli od mule tJ.

d/a + 2 4;6 Qﬂ

Uz ova]j uslov sledl i
(0 7O
kso zohtev da V bude pozltivno definikna funkclja: Zbog
ogranidenja u ’(2;20) i zbog T2:19) ovi uslovi stabilnosti
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T /M (u')
/\/ Ar2
Z/%Kzﬁjﬂ*{%ﬂ@(j“/jm))}
ill, po=le integrsacije prve ne jednakosti u inbtervalu E: % 7
/m _ /o
£ ? S E ('f)//':/f'l e ~t
Z.(Mc"‘)(/_ /5&,)) - R%3) (o0 76 e =1)
oo
> {2
KD oo (1= Pay),
(o)

gde je CT-—— '?f“& vreme kretanja tacke.

Akzo Je pak red o kretanju tadke,koja se dinamidkl
menja samo usled otpadanja desbtiea, goraji uslovi se upros—
tavaju na

/m N

(2.22) %//H/‘;)— K° (W) /, /5)/#-5:5:::

fc?'<‘glﬁ:'{/’/.-/

U ovim uslovima stabllnosti kretanja karakateristidna

je pojava intervala vremena u kom se posmatra stabllnost kre-
tanja tacdke.

Velicina / b, (t), kako je veé reCeno, moZemo odwediti
iz zadatog zakona puba ili zakona brzine kretanja tacke. Ako
je, na primer, hodograf brzine tadke, kad Je fay = 0, 5to od~-



23

% (t) onda 1z (2.17) dobija~

govera uslovima (2.22), a
mo da Je

2 e//”
_lw(é) Lo+ A 8 &t

[nm)’ NG

Tako isto moZe se odreditl 1 R, recimo iz zakons
puta, pa ¢e se uslovi stabllnostl svesti na medjusobau zavis-
nogt kipnematiCkih i dinemicékih elemenata zadatog kretanj:.

2

Pri codsutnosti speljasnje slle, ¢ s8a nes pojavlju~
je u uslovima stabilnosti kretanja, a ko Cestice otpadaju
konstantnom brzinom, eonda lasdezava i ‘,//3‘ . Takodje se mogu
na s8lidan nadin analizirsti kretanja pri razpim zakonima di-

2
namic¢ke prounene ftg.) < , fuf,) o g abrnutoj f Iy CEmE L L a

U koliko, pai, tretiramo kretanje ne odgovara jednsa~
Einama (2.17), onda, razumljive, stabilnost treba resavati po-

dev od formirsnja jednadina poremelencg krestanja,

Primerzr i, Ugranicana izloZenih regultata o sta-
‘biinostl kvetanja dinamidki premenljive tacke razmotrimo, pri-
mera radi, stabilnost relenja zadataka Clolkovskog (1.38) i
(1.39).

&a _pfvj_ zadabak poremeda] brzine je ollzledno konsban~
tan /)/ = consl.

Kod drugog zadatka Jjednadine poremecenog hodojrafa
brzine napisaéemo u obliku | |
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a prema (2.21) dobidemo uslov stabilnosti brzine kretanja tad-
ke { zakete Clolkovakog ) | |

)
IM_ —— 2k°

ot

R

Kako jo kod drugog zadatkas Clolkovskog

odaktle Je

2 _me

K == — J

111, zbog (1.39), za eksponencijalni zakon mase,

i _ MM o
Vo "“ﬁf + by Z /m';:

Pada mora da bude

da bl raketa Clolkovskog bila stabilna u odnosu na brzinu
kretanja. Na istl nedln se lsko dobijaju uslovi stabilnosti
i za linesrnl zazkon dinsmicke promene tadke.
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GLAVA III
KRETANJE DINAMICKT PROMBNIJIVOG SISTHdA

Uporedo razradjivanjem teorije kretanja dimmiéki
premenljive, na osnovu jednalina Me3lerskog, razradjena je
{ teorija kretanja sistema tadaka promenljive mase A1V, K27/, ..
Poglednjih godina iz te oblasti objavlijenc je vise radova
428Y, £29¥, #154,... u kojima su rasradjene osnovne jé#dnadi-
ne teorijske mehsnike za dlnamidki promenljivi sistem. U ra-
dovima {49}, f508 Sapa je dac i diferencijalne % integralne
principe mehanike. Raedi celostl te teorije u pocletku ove gla-
ve obradjen je Opdtli diferencijelni princip mehanike za dina-
midki promenljivi sistem. Iz njeza su izvedene sve nama potreb-
ne diferncijalne jednadine kretanja dinamidki promenljivog si-

stena.

1. Dinamicki promenljivi sistenm

Fosmabtrajmo jednovremeno u najopstijem sludaju sis-
tem od n ‘tadaka, od kojih se: @ tadaka dinamidki ne me-
ajaju
My = WMoy (’V:I/"'/@)
tadaka trpe dinamidku promenu samo usled otpadanja, ili

semo usled pripajanja Cestica



+

r

(}tl) ﬂ’n,,-':/mw -: Sz;gﬁdﬂcﬂ (V @4-;/ / @*@)
| )

&

( « =/ pokazuje da postojl samo proces otpadanjae, & ¥~2 se

odnosl na procea pripajenja destica )
i od tadaka, koje se dinpmliiki menjaju usled Jednovremenog
otpadanja 1 pripajanja cestlca

- +
| cim,, W.@i
(3.1%) my = Moy S‘BQ-"}Y‘C’H- T

gde je @+@+@ = e

| My o
Ako, kac i u prvoj ghvi, oznadimo sa Y, "'—-E;:f"i i
__dm $ wo tmo simbolidk %itelde
23, /uﬁ) = .__gg_w i upotrebimo simbolidke mnoZitelje

Y

b}

: — - . =f ) 23 . {9-1* /.
(3.107)  €agy = | e, (52m0 €0 = b <o ) Qév‘é

A 23 @4'@1*//... y @1#@; + (&

onds mesu svake tadke sgistema mozemo lzrazitl formulonm

t
A2

(3.:1) | M= Mey + Z‘f“rx]fecw)v
29,
%
Brzina dinamidke promendYsistema, kako se vidi iz

A

(512) 3 bice

bl

dtmq‘) — Zﬂm) 6@!‘.) V

(5:5) CLIZL o )
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Za prvih @ tadalks (5&), oCigledns Jje Jjednako null.
Jod je (3.3) Jednsko nuli,

1,2 —,
% fqm, S — @,

z8 Y= @5—}-—1 @4— P kad jaf(.ew) —_ 0, 8 3a
‘},2(@4“@ ".-"‘@ ‘bﬁﬁaka rad jﬁ !’-IHCJJ — —“ffft(fj) s

J

Poloza] posmatrenog sistema neka je odredjen sa n
vektors =T, = T, yl, yz, y‘y’ ), 8de su yi koordinate Dg-

ka@ovﬂg koordinatnog sistema D;, 1 sa k = ky + k, + k; Veza

Eéa-n =° (o=1,- k)

(3.5)

od kojih Jje k<< réé , ogranidavaju kretanje din&miékﬂ. n.eﬁrm&
m:‘al;,ivih @ tacakas kzq@ ogranidavaju kretanje @: taééka,_
koje se dinamickl menjaju samo usled @tp&&anja 1li samo usled
pripajanja Cestica; 1 kat @ vaza koje organidavalju kreta-
nja @ tadaka, koje se dinamicki menjaju usled Jednovrenmencg
obpadanja i pripajanja Sestica. .

Takodje Cemo pamtrﬁ-si sistem koji Jje podvrgnut i
dejstvu linesrnih neholonomnih skleronomnih veza |

i

| . : _.K+ + K,
(3.6) E}.(&,):o o (ﬁ{;,--,& /

e
*

kad oba sisbema veza, ogranid a, zadovoljavaju uslove kreta-
nja. U celom radu neéemo uzimati u obzir reonomne veze, te ta-
ko ako ne bude posebno nagladeno, podrazumeva se da Jje red o

skkleronomnim vezana.
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2. Op3tl diferencljalri princip za kretanje
dinamiékl promenljvog sistema

Diferencijalni prineip, koga su svojevremeno profeso—
ri Bilimovié i Andjelié 411}, £9F nazvali Pfaffov opiti princip
mehanike ili u knjigana f12F, {loJ Pfaffove metode u dinsmici,
nadno je svoje fizidke tumsienje f14}). Brojnost wvidovs }métmja
£37F, 8ije jednadine proizilaze iz ovog principa, neavods na po-
nmigsao ¢ skrivanju dubljeg smisla ovog principa o karakterisanju
materije uopite. Uzgred bidl redeno tu se ne radi ni o kakve]
neobjasnjenoj fenomenologliji pojava u prirodi, veé o zakonitos~
tl jedinstva raznih vidova kretanja materije; nisu to ni formal-
ne forme, nego matematidko~-fizldka karakteristika kretanja;
niti su to pak samo metode Pfaffa, nego izrazi dipnamidkih pro=-

mena pri pomeranju objekta,

1° Dinamidika foxma ( koju sem nazvao forma Ffaffa -
Bilimovida, gbog Pfaffovog diferencijalnog oblika 1 Bilimovi-
devih f1zidkih tumadenja /14/) trebalo bi da cbuhvata sve di-
namnicke elemenbe kretanjat kako unubtrasnja svojstva tela koje
se kredée, tako 1 spoljasnje faktore, koji utiéu na odnosno
gretanje, Promena tih dinamiékih eleusnata forme 1 Jjeste u
stvari kretanje. Zbog toga zakon gradijenta, koga ¢emo jos

nazvati zakon menjanjs kretanja, moZemo definisatis

Promena stanja kretanja na

R T S, il i Sl R il wi s

e lementu pomerania o0dgoVars pro-

Pod dinamnickim dejstvom podreszumeva se dejstvo koje ulazi
u sastav forme alcije [l4F.
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ﬁ_j.__g_g_ﬂ_g.__i&kzns de j8tve ped ko

J i m 5 e vrS8i1i kretanje, dui tog p o=

me T ania.

neni

2° Konkretno, za dinamidki promenljivi sistem, za
razliku od dinemidki nepromenljivog slstema, forme skelje qu,
prodiriée se za élan dejstva seknndnog rashoda

42
(3¢7) 2 f a @y u&f) v
| (or) |

koji nastaje osipanjem ili pripajanjem Cestica, TJj. za re-

axtivno dejstvo

[4

Mmoo A - -

L ZJ“«W u“‘“/”c/ﬁf off (p=42,>)
./

‘9_—_, ()

{
u intervalu vremena db, za koje vreme se dinamickl promen-

1jivi objekt, sistem pomewri izmedju dve tadke u prostoru 1l
i 2, u odnosu prema sistemu kooxrdinata yﬁ(/};- } 2, '5) ; /5 Je
nemi indeks.

Prema tome, dinamidka forma Ci) z8 holononnl dina-
midki promenljivi sisbtem imade oblilk

~ E
* =~.:2=1/m"(7m°%fvﬁ_ ]%m’ﬁm v -]~

o < 2o\ )
- 2_ /y + > [ o Uya +§ } ) (crﬁﬁﬁ Oj
ol e =1 v

A
gde je T kinetilka energlija sistenms

N
- [ <

(249) F/ B _j/;/m"(%)mﬁéj

e

=1



)\(cs)su mnozitelji veza :fi:w‘) ;7 a Irp s ]moﬁingte vek—
torsa brzine. |

Kap sto se vidi, forma stanja

je ista kao 1 za sistem tadaska konstantne mase. Dinamilka pro-

vril se bas sa promenom stanja .

mena { dmy ) u vremenu @bt

siatema d(m, i’f‘-’ ), & usled reaxtivnog dejstva, koje zajedno

sa dejstvom alktivmih sila
-0 | ,

N e h
Yy / | /
J ) 6y (@’fL
W/ Y:J Y/S JY. ;
“ S
1 dejstvonm
2
.
__— 67?) /,, 0 /
[ 7 ? /w}_“r'é,";“ 37‘) W
t LE‘T Y= ? «
A

reskclja veza, utidu na promenu stanja posmatranog sistena.

3° Dekle, prema zskonu gradijenta, odnosno zakonu

menjanjia kreatanja

1/ )__9@5

(3.10) & l f"’fwv &-f Y/ 0 (7 v

iz dinamidke forme (3.8) dobijemc sistem diferencljalnih jed-
nacilina kretanja dinsmicki promenljivog sistema

X
!y —— ﬂf
(3.11) /) yig_i/sﬂ = ) +jj%.g(a@m y, 4—2 Prowy

3 ff v



6l

/f;Z

Ga2) 2 e (o= Jon

reaktima sila. Uva] j:t.s‘bem Jjednadina, zajedno s jednadinama
{

e /1% S <y 2fy
{_Z_/')’nv H; l >Y (;/)l/‘*:ut)v(uf (7‘?) ‘;)\m) ,a?w;_f_

kao uslovnom ubrzanju

il
A —

"‘/{f‘ @faﬂ gi; /Bjm-) \]y \

N ) iz

o, e for 'l
veza (3.5), daje moguénost da se odredl 3n kooxdlinata pol.o-?
zZaja n 1 k ommozitel]a )\{E) kao funkelje mase m(t).
Alko je poznai zakon mase odredjen je i zakon kretanja dinamic~

ki promenljivog holonomnog skleronomnog sistena.

4° Rada je slstenm ogranien u krestanju jos sa J =

= 'Ei + &, + ks linearnih neholonomnih veza { k& =-ovl odgo-

varaju brojevina @, @ i @:)

X

£ <7 . . | —
(3.13) Lél')’; 7/} = 2_ a(}')ws (7\:51" éfd') [f by )

V=
formae skclje obuhvata 1 elejsmﬁ’cih neholonomnih veza na kre-

tanje sistema. Ovo dejstvo veza jednako je
Y |

(3.14) ,Li— 2_ A(f)QfJ.)vﬁo%(‘; Qf
i )

Cv) =1



o2

gde su f\cj) afj)/b komponente sila reakclija veza (3+13), a
NU au mnoZziteljli tih veaza.

Mnanmidka forma za neholgnomui, skleronomni dinamid-
ki promenljivi sisbem dobide 3iri, u odmosu na (3.8), oblik,

£3 ,
T ! [ o ko
, £ J:"; w /o
(3+15) d:ﬁ - C + [ 2_. :i:_. >1tf) Ofljyrp 17 OéL
' | AR

Prema zakonmu promene kretanja, imajuéi u vidu (3.,8) i (3+l10)
iz forme (3.15) dobiéemo sistem LagranZevih jednadine

. ,{;2 > f{)
(3,16 J / T
3416) m, T{Z}f{‘g — § —I:,__. f“fw)f wyp ;vn) 4—@;’/\ ) g?m
| G- 4
+ 7 Moy Doy
o §) U

prve vrste za neholonomni dinsmidki promenljvi sisbem., Une

L d ffd) O odredju~

zajedno sa uslcvima cL £2 ©) = O 3
Ju paiaﬁaj gistema, kojli zavisi od mase, 1:;1. funkcije vreme—

na -ﬁlﬂt)i

Veé ove jednacdine i jadnaiiixle (3.,11) dovoljno govore

o vainosti Opiteg diferencijalnog principa i za dinamiciki pro-

de

menljivi sisven.

59 Radi daljeg razmatrenja, potrebno je izvestl odgo-
varajuée jednadine klagidne mehanike i sa gensralisanim koordi-
natama, I to ¢emo udiniti pomodu Opfteg diferencijalnog prinelipa.
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Fosmatrani holonomnl sistem imade 3n ~ k nezevianih gensra-
liganih koordinata ¢q, povezanih 8 Dekartovim koordinatanma

slededin relacijama

Gar) Y= 4V 2] g = i)

koje identilki zadovoljavaju (3.5).

Inajué¢i u vidu da Jje

; 54 <
(3.,18) dt‘ff = r; ZF{’:"‘ oz

kao i to da je dinamidka forma invarijantna, (%.8) za genere~

liseani sisten koovrdinata ¢  moZemoc napisati u obliku

: Co 2___ e zﬂ
(3.19) CEB: 5y 287" {5, 285 [~ {(Qﬁ?\;o’z jC&L

A

L Y

gde smo sa Cl,y obele3ilis

““:i ’ 7 e ], "5)
= 2 ?’Ev@g&__ (f AT

/ e ') _
B 2a:

- L1 A"
(3.20) [, => “fv . koordinate genmeralisanih

gz, e azx azbivaih =slla,
—— M A2 4
-y .—-) ~ uy/)gzi-n _ .
(3.21) iRonyds %_f 6g 7 Deyw T generalisane koordinate
y=p () 4 sekundnog rasgipanja 1 pri-

pPajanja cestica, Jjor



predstavl jaju koordinate generalisanin apsolutnih brzina fes—
tica. Kinetidka energija T invarijantno Cuva avoj oblik
— LS Pt 2y S5
| i,f"——hZf / vazzr’a J

P

Y

Ako dejstvuju 1 linearne diferencljalne veze (3.13)
one ée u ovom sistemu generalisanih koordinata, zbog (3.18)
imati oblik |

Co (Z) = Cpe 27+ boy

gde koeficijenti: C( /)% oznacavaju
~ AL
g))’ ;—-;—; SR

Njihovo dejstve (3d4) u transiormisanom izrazu bice

: )
* N 1% b off
(3625 ) > )\f[)cj)z' OZj
(}):: 7

A
pa ée dinamidka formsa sa neholonomni dinamidki promenljivi sis-

tem w sistemu generalissnoih koordinata imatl oblik

Ciﬁ = ( 3.19) + (3.24)

odnosno .

— X b f

A (O e
y

/
gde 4 predstavljaju koordinate generalisanog ilmpulsa

(3.26) (7;"_: Ts, 2°
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koji, po svojoj prirodi, zavisi saumo ad dinamiékas atanaa,
kaJe ‘karakteriSe masa i hrﬁina objekta u datam trenntku VIQm

HeN 8 .

Z&koﬁ promene kretanja, iz ove foruwe, daje

T = X [
d Sf e G*x+?a’ T o q;)—; /\,_,))C(,)-,\
odnosgno —_
T = K -

e 2T 4 F 40 DGy

JtZT KT =
Znajuél da Je

R SN
fgifx — AN ﬁﬁ—-ff J Cﬂgng "ﬁ7ﬂ

prednje Jjednadine svodimo na g&n&r&lisana jednaclne

e il

g
YR -
Q= + E +
(3.27) gt O2% 02_’3' =G ‘j?:. » Cps

kretanja dinamidki promenljivog neholonomnog sistema sa mno-
2iteljima veza. Odigledno, ako kretanja sistema ne ogranida-
vaju neholonomne veze, onda im=mo Jednacine kretanja (Lagran~—

Zeve jednaline kretanja druge vrste )

J 20 (_\ -I’?

(3.28) 72: ‘b:j 92‘6’

Ove jednaCine ga sistem od n tadaka koje trpe di-
namldku promenu samo usled otpadanja Cestica izveo Jje dlrek-

tnom transformacijom Kosmodemjanskij £28), a za sludaj dina~-



nilke promens usled obpadanja 1 pripsjanjia destica, kuasaije
nalazgino xod Sepe (50}, Ta] oblik saluvsle su 1 jednadine 1=

vedene od stroune Loveslelova (38).

6° Gp4ti dlfersnei jelni prinecin lako dovodl do kaw
nonidnlh jednalina kretanja posmatranog dincaidki promenlji~

vog slshena,

Ne discutujudl poznats usleve posivjanja funielje

gile U(q) 1 dvsju skupova koordinata (p" )4 (g ) sa
iltonove fupkelije H, mozemo odmah napisati

eggigtenciju Hag
dinenidku formu .

4 /fb__ .
(- [T

Az ¢

gy - )
sde L predstavlje uwobidajenu lepranievu funkeiju 7T - U.
Geoonerzlissand inpulsi 9; = /% sada su nezevicne promenljive
¥ /’,»Z/ZV) Fri postojanju Qveoju vesta koordie

P +Z , sazlasno zakoau promene kreliaje, vrside se

prome st dud keordinata oba skups. Tolto iz fovue (H.29) 24

k

cremenljlva g € imamo

g za nezavisno nronexnliiva  p 7,

~op, 8,0,



b = — « |
_ A e/
(3.51)

| JdzF _ oA

\Cﬁfé Q/ozr

ito predstavlja sistem kanoniénih jednséina za dinamicki pro-

menlijivi sisten.

Razmotrimo Jjo# i primer kad brzina otpedanja i-pri-
pajanja c¢estica zavisl od patami;lala ﬂlb}', Tie kad postoje
flmkcid.s koordinata Ul i a, takv*e da je:

U, = 2_..!’*02"«“/521
N

= -~ — e
D ,_%,_ juc:) Ueovp 2
Za ovaj sludaj forma (3.29), na osnovu (3.21) 1 (3.22) dobija
oblik

U

el
/7 AN
D = poe¥— A - Z{ A LQL
,‘J
odnosno
(3.32) P=p 27~ Cf%“ t, -t )‘ab =
— ¥ __ 17/
p d2¥— F it
gde se vidi, da smo Ba 72- obelezili
VA — _.f’ /
(3.32) /j 5200 / é/

Pako iz (3.32), prema zakonu promene kretanja, sleduje:



&8

/Y
(3.34) it Cral
| 427 2. 7¢
ol Gl

K avom obliku (3.34), obliku Hamiltomovih kenonidnih
jednadins svode se i Jednadine (3.31) ako:au apsolutne brzine
destica Jednake muli. |

Broj Jednadina (3.11), (3.10), (3.27), (3.28), (3.31)
i (3.32), a ujedno 1 broj stepenl slobode, Zavisi od brojeva
(1) 4(p)s (8)( § 1., 1) 1 odgovarajuéih brojeva Ik, kpy ky
ky, kyy k; holomomnih (3.5) 1 meholomomnih (3.6) veza. U ovan
paragrafu nséemo vriitl tu prostu anallizu, sem 5%c demo napome-
nutl da za =_s 8= 0j k, ==k5 = Q iE; = k3 = 0O, @pemamrbih
jednadina odgovara kretanju dinemidki nepromenljivog sistema.

3, Fromemljivo - komrfiguraclonl prostor

Adekvatno potrebama za uvodjenje konfiguracionog pros-
tora za tretiranje klasldnlh zedateka beorljske mehanlke, jav-
1ja se potreba za uvodjenjem slidmog prostora pri razmatranju
kretanje d}m&ki promenljivog slstema., Kzko se ova] pirastor
razlikuje od poznatog komfiguracionog prostora h hekim diferen-~
cljslnim operacijama nazvademe ga promenljivo -k om~
figuracioni prostor. Re¢ promenilijl-
v 0 uzimean iz razloga, 5to sve razlike promenljivo~konfiguracli-
onog 1 poznatog konfiguracionog prostora potidu samo zbog dina~
midke promens tadaka sistema., Nazive za sve druge pojmove pros—
tors zadriatemo saobrazmo konfiguracionom prostoru, ali se mo—

ra znati da se oni odmoss ma promenljivo-konfiguracioni, reci-
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me N-dimenzionl, p-raawr_(P )Kn "

Posmmatrajmo sistem dimamidki promealjivih tadaka, defi-
alsanih u prvom paragrafu ove glave s mapomenom da su, 3a sada
m (t) pozrnate funkcilje paramwra t, 1 da postojli izmedju tada-
ka k =k + ky + kﬁ veza (3.5), mezavisnih od tog parametra.
Funkcije m(s) koje opbereduju =a tadaka lekartevog trodimen—
zionog prostorsa 133 ( %, ) %, 71’-5} obeleZidemo simbeliéki,
sdekvatno koordimatema 3. sa Mys o e B8RPy My, ,Myy
teko da Je ustvard My =,m,, = /M,, . Sada posmatrajmo
maodtve ( u Jjezidmom smislu mmoZiine ) od 3n koordinata, koje
odredjuju poloia] 3n tadska sa opteredenjima m(t), promen-
1jivim nezavisno od tih koordinata. UdruZene indekse VA za-
menimo sada sa jednim imdeksom 1, take da Jednom broju M za

v odgovarsju Yri broja M,, M, 1 M§ z8 lndeks 1, Fto znacl
da 1 uzima vrednost od 1 do 3m, Zbog k veza (.3.5)

(3435) feo (9 Jan) =0

glgbem ima 3%n - k = N mezavisanih koordinata ¢°C . Primetimo

jo8 sada iz
| | ' LL________ __;.‘;/' J “ 3 o K
(3'36) Ef 5{ QMZ / " ‘/Z ,) .
Q(
0( ¢« " &q
da su q = =nezavisne od m(t). To isto vazl za prve q = “33

2 # |
kao 1 druge Eiy = éd‘—%— izvode po parametru T, 8to se vidi

at |
iz |
(337)
i )
£y “o ' O o ™ VN
328 IV RGOV £ SC'S

e Com X
) __Qmﬁz
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Simbol O gznaéan, kao 1 dosad, operator ,%‘y y & _@Ws ope—

D . . |
retor ’32""6“ 2 py Bde parcljalne lzvode po koordinatama Qs
Iz (3.3%6), (3.37) 1 (3.3B) vidi se da tremsformacija kinematid-

elenenats iz Jednoz sistema keoordinsta u drugl ne zavisl
uopste od =m(%); kakos Je (3.37) 1zreziti primer kenmtravari-
janbaog vektors moieme konst ajfewati da &e ge komtravari jeamt-
ne koordinate vektora posmatrameog promenljivo-konfiguracionog
prostora ponadati u odnosu na mavedene linearne tramsformaci-
Jje, kao odgovarajule, odnosno iato,_ kontravarijantns koordi-
nate pozmatog obidmog koafiguracionog pré stors, Takav sludaj
nije 1 sa koovarijantaim koordimatama, koje se d;e.finiﬁu kao
uautrasinji prolzvod kombtravarijamtnih koordinate i metrickog
tenzora promenljivo konfiguraclomog prostora i odgovarajuélh
kanbravarijwtnih koordinata.

Radl togs, kao i obldmo Llof, definisimo metrilki
tenzor konflguraclomog prostora preko kinetilke emergije (3.9)
dinamidlci promenl;]iveg gigtenma, tJ.

(3.39) 2] = 2_,/7’4 i')arfgfsjz Qup Z 2"
ot 2

(3.40) Ly = J_mﬂ%{z“)&y hp = A, 02

gde

definile kovarijamtne koordinate metrilkog tenzora promenljivo

konfiguracionog prostora.

Njegove kontravarijantrne kooxrdinate ﬂa(/) prema
poznatej defimiciji u keonfiguracionom prosto:r:u biée Jjednake
odnosu kofalkiora A% determinante ,(ﬂm kojl odgovara
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Iz (3‘.39) 1 (3.40) se vidl da dw‘b spusta iadekse,
alli pri tom unosi funkeije mn(t) u vekbor sa spustenim ln-
deksom. Zato Ewrﬂim‘be éq kovarijantrog vektora zavise
1 preko m(t) od pavametra +, Sto mije asludaj, kako smo Vi-
deli, sa komtyswarijenbtalm koordlinatama OVog pro sﬁéﬁa. Konpo—
gicijom koordimata q, kovarijaatmog vektora sa komtraveri-
jantnim koordinstama dﬂ(/b mtriékeg tenzora dobljaju se koor-
dinate kaa’sravarijahtn@g vekt.ara,' slobodne od m(%)s Stvarno !
Neka su ?qﬁlkﬂntravarijaﬁﬁni vektori, mezavisni od m(t)s On~
da je prema définic.i.;li '

Ly A
Komposzicljom te relacije sa c?_”'/b dobl jamo
¥
aa,,3 %= A" 5,

a prema (3.41),
T __ & -«
> 5 =3

Tavarijantni izraz temsorskog karakiera u ovom promen-—
ljive—kénfiguraaianam prostoru zavisiée preko a(t), kao 1 ko-
varlijantnl vektori, od &, Jer imamo

— i °<'/5__. r_ s
4= a«n{uﬁ2)§ 3'=3% =7 %o
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Zbog toga 1 luk 8 lkrive de zavisitl, preko n(t), na poe
seban asdin od parsmetra %, 8 = 3 ( m(%¥), %), s obzirom da
Jje ﬁ%aﬁmat diktirana od dysn . Iﬁﬂrram, kaqrdinat:a me;
tridkog tenzora su zavisme od luka a8, koJji se Javlja kao m—
prekidna funkcija parametra t, Tada je 1 funkcije n(t) iz
reiena prelm parsmetra 8, t]. n(s)., Dakle u takvo] anglizi
1 sbog (3.40), koordinate metridkog temsgora

' P
(3us2)  Cyp = () YOt = Cpa ’s,2)

=4

su zavisne, pored koordinata q, 1li od +, ili od 8, zavis-
no od toga u odnosu na koji parametar se posmatra promena.
Pretpostavia da je, zasad, fumkcija m(t) poznata, vaii i za
m(s). .

Najzad alto sa tenzorom Cl, {/Zf,z ae formiramo metriku

(3443) ™= Clypdl2 2"

taj tenzor dmatramo osmovaim btenzorom, na primer, prostora

kod kég se kovarijantnl wvektorl §q, razlikuju od kontrava-
rijantaih  Z ¥ , pored gecmetrijske mejednakosti i po razlidi-
toj zavisnosti od parvametra t ili 8 (koji ne mora u ovom
gludaju da bude luk krive ), 1li uopdte mekog parsmetra ¢
Bl C’.cm (C{—; Z’j + Tretirana parametarska zavisnost koordi-
nata kovarijantnih vektora pmmn_l;ji?é-kanﬁgurmiamg progto-
ra utide na izmenu zakona diferenciranja (3.37) i (3.38), ali

" ne i ma opiti makon kvazicentro-afine transformecije



7

T o _ RiE. . Py e
.(3.44) 9. Fo) 5 B = 3

nego bad pripadaju toj tramsformaciji, s obzirom da (3.44)
eksplicito ne zavise od parametra, koJl sadrie kovarijantne
koordinate. Za kontravarl jan’ﬁme vektore, kako se vidl iz
(3.37) ne dolazi u summju vaiaost trsmsformacija (3.44), tim
pre, #to ne posgtojl summja o njlhovoj prirodi u mavismosti
od n(t)., Zbog toga (‘ skrenutli paZinju ma (3.38)) ni koefici-
jeﬁti pavezanos_'l:i F!"K' nede zavigiti od m(t), Jjer je

{

¢ & N ¢ .-'/ /C->
(3445) gémlyz ;'r_-am C/‘}cc'f D= D5 % )

odnosano
=

— y £ . o) )

/— = cap f ‘oz il

. q,-ﬁ . y

Cisto kovarijantne koordinate koeficljenata povezanosti imaju
drugh prirodu Jer je

(3e46) *’ié/-;h’ —_— dce_{_f 62 ‘ Y

U koliko se radl o prostoru (p )KN* 88 uvedenonm me-
trikom (3.43) koeficijentl povezanosti su prema definiciji
T

s .
f)' 'N'.
I T At B - y [ .. r | .r'f —-_I
lapy | 2 N Tro + 05 Qgp = I Cpy = [y 53,

e

R3.47)

o( - -

y
 Kristofelovi simboli.
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Kovarijamtni isvodi, bild koverijemtath 3. , bilo
da se sva dl-

kontraverijemtnih vektora 35 , B obwiron
ferenciranja vrie pa koordinstame, imade pommati oblik

g;;q/=®?‘§f' - E/b /—Q’(

(3.48)

Zato je 1 kovarijamtnl lzvod osmovnog tenzora 7 ,/ ( E; = )
jedaak muli,
—
- (C,2 ) =0
(3.49) x 7
3to nije sludej 1 sa apsolutnim, prirodmim izvodom po skalar-
Aom parametru CC , od kojeg zavisi (U /' .

Tz same defimiclje (3.40) osmovmog tenmzora vidi se,
da pri diferemciranju i pe parsmetru + neophodno tre-
ba diferemcireti i =al(t), &j. prirodai, ili, u Dekartovom ko-
ordimatmom sletemu, obidal izvod osmovmog tenzora (3.40) po &

je faktidki
ﬁm;z;-%ﬂ) -f-Zzﬂl;Cf)ﬁ(—}é_ ,—%f—)_

- O Im S

dto éemo pisati u oblliku

da{ & ey
(3.50) d/_cg‘_# 9 #Z i Cxa
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zde Jje sa %%%’ czaaden lzved

. .
PA,,. oLt = %rn.;éf) 235733
>3 @‘w - — ' 02X "Z:Z/“*

(3451)
VaZno je napomenutil da se ovaj S8lan, kao sSto se vidi, odnosi
mé na igvod skalara n f[) PO parametru f y Jer je pre-

ma opitem tenzorskom redunmu pozmrato da Je spasclutni lzvod ska—

obidnom ilzvodu po istom parametru

(Bef A i

: w
Apsolubtni 1lzvod kontravarijantrog vektora ?' u Kv
zbog istovetne prirode tih vektora u obidémom korfiguracionom

N~dinmenziomnem prostoru, bide bad kao u tom prostoru, t.j;

/3

P35 N }gq"d_.
(3.53) e AT * {q//b ng}

ToJ istovetnosti ne _;iedleéa i apsolutni iszved kova-
rljaatnog vektora S: = Q?'SI promenl jivo-konfliguracionog
prostora p) EN o Dofinidimeo taJ izvod prema polaznom stavu
(lo) tengorskog raduna. Naime, posmatrajmo izvod invarijant-

Bog izraza dvaju vektora, vektora S‘. /= é?,;,-jffj i 3,

\CJ/_. fr miwd
(3454) d%“ C(Jy S'3 _,,f))
od kojih konbtravarijantnl wvektor 2/ au? krive zadovol java

uslov

. (?.\;-;
(3.55) . %E\-:O



‘ ! d . dd d
/e 5% )—"—'—' ( alJ 0’3 0]?! a"}g‘{- 5/ + 3‘5 5

;7
e Vi L -~
= Y ’4,@3,@:,/5“5%’-— Uf oo |5+ 530

%0 demo svestl na oblilk

/et (0,930 4 | Sl e T

Prema tome, spsolutni ili prirodni isved kovarijamtaog vek-
foxa 5{ — a‘;,/.S(‘ Jednak Jje

(3.56) qz;;-il.psl) Gb’{ 017 (/3"(+ ”/3732}8{ -+ @_C_‘Lf_ :S'tf

odakle se vidi da postoji suiitinska raslika izmedju apsolub-
rog lzvoda u Kn i (P)En 88 &lan ’aii_g 3{ ’ m&a gse 1
(3.56) po forml moie svestl na

(3.57) = . :iz . "_?‘/b :

Fogmotrimo jo¥, Semu je jednak apsoclutni izvod o

zarg ; (T, 2) . Oblik tog izvoda je igti kao u K,, zbog
(3.57),
{:/\a*]‘“ar& o ;./‘é(“‘:d} /5 {f\’ﬁdz("
i SRR A r e NS



&%o nije telko pekazati. Basvijenjea desne strane, ne zaborav-

(5*5'3); 1a800

g ¥ % /3
(.@%3@):@@/*% =t - £/0:Cny + Ep Gy — @A)% -
- 35 ‘7/.); + 9,4% -Crp G2

ina ipotanjas Xodl sastavljanja dinanidke forms, koja radi
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se intermim dejstvom suprotstavlja promenl kretamja pod dej-
stvom kinetilke energije i sila koje dejstvuju na sistem. Ade~
kvatno sill (3.20), wbog tramsformacije (e3.44), vektor spoljas—
njih aictivaih sila w PR .

(3:59) C;Q( }/ QO(J

Takvoj tramsformaciji podleie i veltor sekundnog ras-
hoda (,3.7) pa imemo, slicmo (3.21)

3/‘" 4y 2

(3.59) P = X 9# _ S et 2

o )t azar f—= f' <) | ez

Ako se zma da Y pratl brzima u.) 1 da su ta
dva poJjma / e v Wegy \ fizidki merazdvojivi, onda (:i’ir

mo%emo, s obzirem mna (3.3)4 mapisati u obliimu

_ 2 e A -~ ___yd '
LS e, 39t 2D e g
5 e = ¢ - . o
. 4 [=/ df— ’;Zo( = Zz’— _
gde se podrazumeva da Jje za (; tadaka sigtemna
' /2
(3.60) —f[hm{n :h) . imfu)t'
T (o)

Zbog jednakosti kovarijamtnih i kontravarljantaih

vektora u Dekartovom sistemu Roordimeta, Pq, nozemo privesti

na oblik

M
C i,) - ~ m; > g BY, TN

Jer su 77 kontravarijantne koordinate vektora apsolutnih

= A

brzina destica u (p )KN‘ Uporedjivanjem P, u poslednjem ob-



1iku s2a (3.40) i (3.51), vidimo da se F moie napisati 1

kao
Ger) ) = %’” it
Prems tome reaktivma sila (3,12) u (@ )E! Lizraé.aaa
Jje sa .
(3.62) L Qfaé—lt%f"/&" ~z ‘n\ |

i ol

~ Kimetidka emergija je imale definisana sa (3.39). Na
osnovu prednjeg dipamidka forma dinamidki promenljivog siste
wa u P)E. imade oblik

2
,, ' T 2\ o It
D= an T (8,2 ﬁ(@ﬁﬂx 2]
A

(3.863)
Odavde prema zakeau gr&dijanta ( zakonu promene xroeta-
njal,
/ Ay —=
(3.64) O(Omfﬂ) T =0

trebalo bi ¢z dobijemo jednadine kretsmja posmatrancg sistena
u (p )Kﬁ. Jednadine (3.64), u prvom koraku diferemciranja, daju

1y 5~ e Uy 2 Y2 4 Bue Uy 272t —
/ O T + qu + L _}C#ﬂ O

i1l

dians?) - ~ D
ooz’ Ol = G + Lo

cs/ff



jor je 4 = 4~ dt. Imajuéi u vidu (3.39) i (3.50) Ve jed-

nacine svodimo na

aa{ﬂ-f +/a*fa°£b2ﬂ?x—“‘@ amf Q 'f‘/?—‘ /a )

Primetimo 11 Jjod da je

"9 O’ﬁ?‘? Z /@ a"(ﬂZZ "'“9/5 C?acxz 2 )

1 izjednadimo neme indekse «x 1 = , dobidemo
d"(aﬁzyﬁ—!’i{‘?/éﬁaxy 9 /qu /C-) Crﬂ’ &.'/} A2 -{ Qq'_f-(‘.p— ME)

Koriiéenjem Kristofelovih simbola (3.47), dobljemo u konalnom
obliku kovarijaamtne jednmacine

(3.65) Aep S/ e[x,pr]s’5 = Qutla,

a posle kompoziclije sa cf‘é— , 1 kontravarijantne jednacine

= 427

(3.66) Z° {w)zz Q¥ = 2=

kxretanja dinemidki promenljivog, holonmomnog, skleromomnog
gigtema. Kovarijantne jednallne (3:66) mogu se, saobrazno ko-
varijantnom izvodu (3.57), sveati i na oblik

(3.67) o _ i~ Ly s _
D 2 [ pe B8 = Qo L

pri demu treba obratitl paZaju na (3.56) i (362), Jor nlje
teiko mapraviti gredku, odmosno omasSku u racdunanju.



Ove Jjednadime (3.66) 1 (3.65) 111 (3.67) raslikuju se
od poznatih generalisanih lagranievih Jednadine druge vrste, za
ilan reaktivnih sile (3.62) 11i (3.59), kao 1 po tome Sto su
Kristofelovl simboli prve vrate ma odredjen madin furkcije,

ne sameo koordinata, mego 1 vremeana.

2° Ako je dlnamidkl promenljivi sistem podvrgaut 1
dejstvu linsarnih diferemcijalnih veza, oblika

(6-":" ho oo - /Em)

3.63) (], P o

gde pu (‘:I'N.} funkel je koordinata ¢, tada se forma (3.63)
dopunjuje &lanom dejstva meholomommih veza

2

)

-7 P

odakle zakon promene kretanja, anslogno poatupku od (%.65) do
(3.67), daje jednadine kretanja neholomommog dinamilki promen~
ljigov sistema u kovarijantnom

. | e o <
(3.69) CI%‘ZP«F[“} /’/:”:]f ZL Qac""y:'( ﬁ%/\c&) (Qrc)o(

~ (3470) Z}r “"5'//3 {7?_?5-: Q‘*‘%ﬁ 1‘"%)&) H@q
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i u kontravarijantmom ebliku

B TR LA § W

gde su /\Cﬁ) | mﬁiﬁpldi veza:. a iadeksl (s nengju ten—
zor sku prirddu, mada demo i3 dlzati 1 spustatl u smislu zna-
. Obratimo paZaju de u jednadimama (3.68)

ka sabiranja Z
nofemo semeniti jednsicim brojem jedimid-

koeficl jente {3,?( I

aih ortogonalaih vektora /51/ Bg;,, tekvihy da bude
Nl & =

* 2 .H“ .
(2.72) :Bc@-)« % =Oa() ~ 2 o & e

Zamenom \4(':5-) sa :B@.) u jedradimama (3.68) 1 (3.71)

deobidemo odgovarajuéi sistem Jednalina
- . /3 -
(3.73) 2’ . ] ZZ

(3174) 75(‘6)0(2 — O;

gde podigauti ilndeks (s~) ozmmadava sabiramje do k. Prirod-

rim diferenciranjem % izraza (3.74) po vremenu, dobi jamo

.&ko sad (3.74) zanenimo u ova] izraz, bice

o \@-) o ]_- PN )
‘B@Qar ,/111 BC“} = ﬂiﬁmﬂr’ﬂ??'f— /‘ 7L }[/ )7



a3

Uvridtenjen ovih vrednosti mmoditelja u (3.73), dobijemo N -~ Xk
JedanZina kretanja éimmapmmlaiwa, noholomonnog skle-
ronoancg slshems uw obliky

e—

koje zejedno sa k Jedmadina (3.74) obrazuju sistem od # di-
ferenclijalnih jednadina.

Ko Jo (S 1.) Eaua, 111 Sk 1 Kk, opet inamo si-
#tem od N eodgovarajucih diferendijalnin jednsdina. Drukdije e
s ponaiatl broj Jednalina ako Je &, ili k, bez crte jedne-
ko mall, Jer se tada 1 prostor (p)ﬁﬂ povecava aa (P)EH + k 1ii
(p)za + ¢ P2 8e 1 broj jednalina wenja 5to mlje tedke anali-
ziratl. Te promene zavisno od brojeva @3. @, {8 odrazide se
svaikako 1 ma broj jedmadima (3.71), (3.65), kao 1 ma druge od-
govarajude Jednadine kretanja (3.65),(3.67), (3.69) 1 (3.70)
Jer se menja konfiguracija prostora (P)EN. 24 @ n@‘fa ¢
(o) Ky postaje obilnal Mafigurwiam proster K., sa dine ge
tretlxranl :zadabak svodl na posnatranje kretanja klasicnog di-
nanldkoz slistema konstantne mase,

3° Z2akon kinetidke snarglje

Izvod kinetilke emerglje (3.59) po vremenu jednak Je
prirodnom, apaolutmom izvodu Do istom skelarmom parametru,



kao izvodl iwarij mxﬁg j’Etnﬂmo':s!:lIJl:ag izraza,

é’/’” / Q(anmf' id

To je & obzirom o8 (3.58) dﬁdﬁﬁk#

__Ciz‘_____ Qm?%ﬁ { @_@;@.‘Z'?/ﬂ

72 -t

S
111, kad se samend _(_DZ_ sa vradmécu iz (3.66),

D+
(3.76) &/;{, #’-—-*/’b

odnaosno

ito predatavlja sakor kineticke emerglje u diferenmcijalnom
abliku u (p) \ |

4° 2a posebne sludajeve rekktivaih sila, pod ¢ijim
se dajatvom krede dimamidki promenljivi sistem kroz potenci-
;jalna, ganzar’vativm polje, postoje pxvi integrall kretanja.
Spoljadnje slle neka imaju fumkeiju sile  U(q), %J.
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(3:78) (= gw = — Tpx

a.vuktcr=qpaalutns brzine 693#133. ~Ux  neka je koline-
aran Ba‘vnktoram'braina gfﬁ, kratanja aiatama,

LT;C = 'nzqu

wstli. Sa ovim ogranidenjima

gde je A faktor propercional
diferencijal kinetitke emerglje (3.76) svodi se na

O =5 ol 8 (1 ~) 2¥2 '+ 4 502 02"

ili
— / Rlxplr,_ L)oo
ST = U+ G- 2)27 7
Odavde vidimo ds egzistira integral energije u klasid-
nom smislu :

—- J

ako je drugi Slan @esne strame, reaktivnih sila, jednak nuli

(3.80) /aa“”" (ft-i)fqﬁdé’ O

Ovaj lzraz, kako se vidi na prvl pogled, Jjednsk je nu-

1i u dva sludaja, i to1
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I kad Je nN= ‘zz i
IT kad su svi ’.%Q__ﬁ'j&,_-.-.c L .= AZ.
(jednakost nuli celokupmog zbira (3.80) me razmatramo )
Drugl sludaj biée zadovoljen, ako Jje zadovoljeno
(3.4), U nehanickom tumadenju to ce reéi da postoJl integral
energije (3.79) kretanja dimamidki promenljivog ebjektad

a) ako Jje apsolubtna brzipa U, destica kolinearna
i po velidini jednaka poloviaml vektora brzime £2, kretanja
dinamicéki promenljivog objekta, sistema;

b) ako je apsolubtma brzina destica kolinearma sa vek-
torom brzine sistems, a brzina dinamidke promene talska, di-
namilki promenljivog sistema je jednaka aulij to Je sludaj
za sistem od CE} tafaka, ako su brzine dinamidke promene
uslied otpadanja 1 brzima dinamitke promene usled pripajarja
Sestica po intenzitetu jednske; za sistem od @ tactaka,
sko je brzins dinamidke promene usled otpadanja cCestica jed-
naka nuli, 3to se svodi, kso 1 za sistem od (1) talaka na
integral energije dinamidki nmepromenljivog objekta.

Integral enmergije (3.79) postojl i za meke slucajeve
kretanja konzervativmog, holomomnog dinanicki promenljivog
sistema kad apsolubme brzine &estica misu kolimearme sa br-
zinom kretanja sisbema, alli je brzina dinamidke promene us-
led otpadanja destica po omtemzitebtu jednaka brazini dinamicé—
ke promsne usled priﬁajaﬂja Sestica: Radi kradeg dokaza, pret-
postavimo da sve Sagtice otpadaju istom brzinom Ug, & 83 Uy
ge pripaj_aju.‘l‘ada (3:i59) moZemo najiasabl

?M ""'_—'J'"‘e::) YUeha + f"‘ y Uena
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g

gde jg /L\'“) —'Z(M”) 8 j"‘c.«:.:} Uy « 5 Obzirom
da je reaktivma sila (3.62)

Voo P - Saa g

i da je é@%‘” = © , onda izvod Kinetidlite energi je
(3.76) mo¥emo napisati u obliku

JT _ oY, T 5
TE T AT

Odavde se vidi da postoji imtegral emergije (3.79) ako je

H. 7<=

Taj uslov zadovoljen je u prvom redu ako je vektor sekundnog
| . ' e

rashoda upravan na vektor brzine ( ?@__L Z ) sistenma.

To vaZzl 1 bez udinjerih pretpostavki o Jednakosti apsolutnih

brzina Cestica. Za uvedenu pretpostavku taj uslov se razlaze

Bna
o (B ~ U ) £ =0

sto Je zadovoljeuno za 3

C) Upa= "V, B (ukljusujuéi 1 U = 0)

— — \
a) Yso , oye L.

9) f}_ = y; ch)x-LE X

£) ”(f)x"l‘zqﬁ / Hep o = O

Daitla,' prvi integral kretanja sistema od dina~



midki promenljivih tadaka, pri wuslovu da je brzina dinamidke
promene jednaka nuli, a apsolutme brzine pripajanja i otpada-—
aja Sestica ili su Jednake po vellclal medju sobom, 1li su

upravae na vektore brzine kretamja Z"q/ sistema, 1li Jje jedna

od »jih Jjednaka null, a druga upravaa na vektor brzine 2"0" .

o ' (p)
5 Idnije staclomarme kinetidke energije u Ky

Iz klasiéne mehanike poznabto je da se kretanje po
trajektorijama, duZ kojih se kiﬁ,etiéka energija ne menja,
vrii po inercijli. Radun pokazuje da alje isto stanje 1 sa
dinamidki promenljivim objektém.

Odredimo prvo jedmaCine linija staciorarne kineticdke
energlije u (@ )KN.' oa

Tl _
JdS O

postavl jamo uslov da se kimetidka emergija ne nenja U promen-
l1jive konfiguraciomom prostoru (p )KH’ duZ luka 8, kojli Je
definlsan sa

(3.80)  ds’= A(52),,d2 Cs L o7d#?

Iz (3.39) sa ovia zahtevom lzraduraveno

2 28

Cas R, * & .y :
/ flczwz*;?"”):—_a O/S? =% 3{970(/}2'5/}/—;? + 10

ST Vs

odnosno

&

= O
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/ 2
9o

gde smo dodali mulu u obliku

7 + Oyl x
D) ZEFE

Zbog nezsvisnosti roordinsta kontravarljamtnog vektora brzine
q¢” 4z prethodmog sledi

02", I Plo? ] Dhxps
Qup2e + YU EGE =~ 25557

Ao igvod koordinata éﬂ po vremenu izrazimo preko s, pred-
nja jednalinsc ée se lzmexitl u

5P doHe [ DAys 27
(5-82) C?q/ﬁ{%"" [-q’//’&"f C.’/S d/f = T 2 3/3;%

To se vidi 1z

y J [IZ s\ Jdz" JS o/j?/b/o/
ggg} H’dSEF/ dslaé# s L Zf‘ﬁ}

Zaista, jer imamo da Je é!; = L 27 a prema zahtevu



6° Da bi odredili uslove pri kojima se sistem dina-
widki promenljivih tadaka krede po linijema stacicmarne ki-
neticke emerglje, polelemo od pretpostavke da na sistem ne
dejstvuju apel,jaénjo aktivae sile ( Q, =0), a gatim po ko

relatlvoaom zakomu naél traZene uslove,

Kovarijantne Jjednadime kretamja (5.65), uz udinjenu
predpostaviku § , =0 izgledace

(3.83) CCI,,(/,, ?(: [Wfﬂ?jf'ﬁjg': %’

(\.1!/?

' o¢
elementarni rad svih reaktivaih sila jednak nuli.

ga gahtevon da gadoval java uslov (3.80) , tj. da je

- %
Izrazimc izvode Z@-_ f{z}.f prednjih jednsc¢ina kretanja
preko izvoda po luku ftrajektorije 3/2’.{ kao 1 kod Jjednadinsa
3
(3.82), P
5o d2'ds
dS dF

P J20 s Y 2 d s
Z = oy v T de

Zbog predpostavke q , = O 1 zahteva (3.80), prema (3.76) je

C};_:Zﬂ:::.
it
s ~— S _ /1 o7
A kako je i{;._.___‘,zf s GO0 Je 1 %3_—-—27_5?—,_ o

Ppa lmamo

v 2 s AN
z Jds* L d#F

Zamenom ovih izvoda u jeduadime krotanja (3.83), posle deobe

2
8a ( %EL—) dobléeno
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2o [ d3) 1)

4
o - | I
auds [ SE 5= 32

S obzirom da su leve stirame ovih jednadina i jeduadina (3,82)
Jednske, olligledno je da ¢ée limlje stacionarne kineticke ener-
glje bitl ome trajektorije po kojim se sisten kreée pod dej~

gtvom reaktivanih sila, koje, iz zaht;eﬁ' (3.79), szadovoljavaju

uslov |
.‘,../dg\"'?u,r L __Z % (ff/s
| w="3

dt 2s IS

Ako se uzme u obzir da je, zbog (3.51),

Dy _ DOup ds
ot DS At

onda proizilazl da reaktivmna sila

mora lmati ovu vredmost da bl se sigbem kretac po linijama
stacionarne kinetilke energije. Iz (3.80) i acelize, koja
odatle sledl, moZemo gzakljufiti:

DinemiCki promenlilvi sistem, slobodan od spoljainjih
aktivnih sila, kreée se po linajama stacionarne kimetilke emer-
gije u _EE_)” Ky _ako _su apsolutme brzine Cestica kolinesrne i jed-
Aaske polovinl brzine kretamja bvog sistena.

iy Y -l s Wl ek ol S
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5. Kretanje sistema u skcijonom promenljivo-
konfiguracijonom prostoru (p )EN

U prosbtoru (P)EN , E0J1 Jje konformen pronmenljivo-
konfiguracljonom prostoru S )KN' ¢iji Jje faktor proporcio-
nalnoati skecija u legranievom smislu + ,4 —_ V ; ima smis—
la posmatrati 1 kretanje konzervativnog dinamidkl promenlji-
vog sigbtema. PoJavlijivanje totalne konstantne energl je j\
naponinje da ima smisle govoriti samo ¢ tome kretanju, pri
kome je zadovoljan integral energzije (3.79). Adekvatno obld-

iy

nom ‘{N skcionon preostoru, prostor (p )EN 5 metrikom

(3.85) c{g‘;z(ﬁ — V)ds?':: Aoy 02 52"

nazivatcemo akc ionl kkonfiguraciono=-

promenljivi prostor, s obzirom da je konfor-
man promenljlvo-konfiguracionom prostoru (P)KN y 11i zbog to~
ga 8to i metridki tenzor

(3.86) @_qf/_‘. =Z{Z“ V)dm(f;.?): @V(@Z)

tog akcionog prostora zavisl od paramevre < .

Iz izraza (3.85), s obzirom na (3.81) i (3.79), akcliju

u lagranfevom smislu moZemo napisati kao

/ = [ de L
(3.87) ,-fzfg-—V“ / =2z )

e ——
e

= Z 2 |z

!
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Uz zahtev da se akcija ns menja du¥ luka trajekbtorlje, tj.

f o /1T G
25?/55%“ K)-'*gg-{\ [ Tp 22 ') %% ) =0,

(3.38)

potpunon anala@;jcm kao L Ga4 Sa, dolazimo do

— / b T
%ﬁq—l/@aqufp"'gﬂdm"ax )quﬁ__z /Q ﬁ:

J6 =l vz 95
odnosno
(3.89) Tp2Z, + [ /5Z 92 -4 2Qun 92"

gde Jje, ksko se vidi, [ @, /’)‘z‘] Kristofelov simbol pxve

vrste S8 osnovni tengor c}q P

Jednacine (3.89) predstavljaju jednadine linija sta-

cionarne akcije u LagranZevom smislu. Yo tim linljama se vr-

31 kretanje dinemidki promenlJivog sistema, ako postojl inte~
gral energije (3.79) 1 ako su ( za sludajeve ¢, 4, e, £} 4.,

4° ) apsolutne brzine destica kolinearna sa gradljentom veza.

Da bl to pokazali najpre éemo transformisati jednadine kreta-
S F ey (P) -

nja (3.65) iz 9 (P)Kﬂ, ¥ ton cilju transfirmacija

Xristofelovih .simbola [« /b?r] y Zbog (3.86), daje

[a(mr] 2{/{ % z@’?/ﬂj 7-7) LO/"‘ VQ +9 Vaaﬁb—a“'f O—;"

Zamenom ovih transformisanibh Kristofelovih siabola u kovari-
Jjantne Jednadlne kretanja (3.65), dobidenos

’
y



Yosto poematramoc sistem s konzervativnim silama '(3_..’78)_
desna strana prednjeg lzraza e se, zbog (3.86), (3.79) i (3.81),

zrnatno uprostiti

% -
(3490) @'“%?@ijzf? Z[j“‘/)y/“ QWZ

Bgzistencija integrala ehergije (3.79), pri kojem pos-
matramo kretanje, eksplicitno odredjuje reaktivnu silu

b) LYUK::O

%{ U sluCajevima <), 4), e), £) (& 4., 5° ) reaktivna
sllaYneée figurisati u tenzorskim Jednadinama kretanja (3.65),
(3.66) 1 (3,67) usled udinjene pretpostavke da su spsolutne br-
zine Sestica ili jednake nuli i1li kolinearne sa gradijentom ve-
za (3.5), koje su identiéki zadovoljene za promenljive q.

Teko, ustvari, jednaline (3.90) mogu imati dva oblika,

i to:s / A / o/ﬁ ™
d%2ﬁ4[§t§,/f53’_72’? -'*—"/r - ) Q“? Z_‘/C&‘- "‘-/3‘2

Gao1) Q2w [, Y]E27 = — ZJ// %LE Ly Z

Prve jednacdlne u (p) Eﬂ pravilnije je napisati u
pbliku
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i——-

- N -Phﬁ,_.__l@__cze_@a'/"_ *-T__Z
(3,92) Q@2p+[%/57]2’2'-— 2 o = Z—'V df%

3to je mogude, s obzirom da je, zbog (3.51),

:%gz_w — 2/ "Fi""\/)

Jednadine (3.91) i (3.92) mogu se gvesti na Jjednadine
(3;89): B&kle,

pv s E’;/Zﬁg,@—
. p S7PH°
PO d? ( Z '%76;

iaczvﬁ é%iZ@@;DQfd
FYa O df

Zamenon ovih vrednosti u Jjednadine (%.91) i (3.92)

dobijamo, posle sredjenja, cdgovaraauce Jjedgacine

d 6
5 C/z__@-_@?_cfzf’/a” oz”
5%da"§“a+&rﬁﬂj§' JG @/@ o/~ de‘ WEF

1 d6™
_ . dE AP/ 427 /. c!
a’a’ﬂ% '*E(/W:] jpdf = Cly, (/%b% dé— 7%//) Ve % "c':’cs

Izraz /; r? , prema (3.87), Jednak Je
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ra se zato gornje Jjednadine avade na

| L 2 /b
(3‘93> %j}(ﬁ- "“["(1/52(_75/‘2“ d@* =0

[mﬁ,_z%”f = ;/ é? ﬁ/g

Js o

p39) a

Drugi sistem jednadlina potpuno Jje identican sistemu jednacélna

(3.89)s To isto vaZi i za sisten (5.9%), jer desna strana Jjed—
nadina (3.89) postaje jednaka nuli za uslov pri kojem se dobi-
jens jednadine (3.93).

Konaéno moZemo izvesti zmakljudaks

Konzervativni, holonomnd dinsmicki promenljivi sistem

kreée se po linijama stacionerne akelje u Iegranfevom smiglu

nearne ._iﬂr"':edﬂak.ﬁ_&_ﬂloziﬂi brzine sistems: sko su brzine dina-

tetu;ﬂedna&e, a_apsolutne brzine

ve;icini jednake medju sobom, 1li su upravne ua pravac kre-

tanja sistema ( kolinearne gradijentt od_ko/jih apsolutne

brzine cestica otpadanis iii pripaijanja mogu bitl Jjednaxe nuli



©: Geometrijske ispitivanje kretanja slatemd

1° U (obidnom) konflguracionom prostoru Kﬁ.i odgova~
rajuéem akclonom prostoru Ky linije stacionarne kinetidke ener-
#ije 1 linije stacionsbme skcije u Isgranievom smislu (3.89)
su geodezljske linije /lo/, du¥ kojih tangentni vektoru obra-
zuju polje paralelnih vektora, &to je u suitini obuhwvadeno i
uslovom (3.88) za (P)% » Uostalom to ¢emo pokazati apstra-—
hujuéi dinamiéku,prirﬂdu.staaianaxﬂasti kineticCke energije 1

akelije u Iegranfevom smislu., Uzgred pokaZimo da i u CQ)EH

duZ linija Cije su jednacilne (5.825 vazi, kao 1 u Ky duz geo-
dezijskih linijae, da Je

'

. J2 "o A
— Cghvb e E?i; S

ol
( kad je é%é? jednadini tangentni vektor ), odnosno da je pri-
rodni izvod po luku od tog invarijantnog izraza Jednak nuli

QS ds ,,,'
zbog (3.58) sledi
DI (252" FE ] e
oy od SE AL Pyl e
N 'ﬁméipZEE; S i o DS S

ili, zbog (P2e55),

\d972° | / Dauwp ol .
%I \Q’“w‘ 7lﬂc}“"f/z’fﬁ"@ﬁ?s : 2@%{/}572 EC%E

-9

Na osnovu ovog 1 (3.82) vidi se dsa Je

(J/
“Da —
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8to smo i hteli gredom pokazati,

2° Trajektorije duz kojih se vr3i paralelno pomersnje
tangentnog vektora u.-(-P )KN nazivamno autoparalelne linije. Da |
bi izveli jednadine tlh autoparalelnih linija uodimo jedinide
ni vektor €% , koji je zadab u svakoj tadki linije, tako
da u nekoj tac¢ki te iinije zaklapa sa tangentnim vektorom

2:7/5
Tz v p
o X A=

Uopste po definiciji paralelizma, ugée jsmedju Ex 12 gl
trebalo bi da ostane isti duZ te linije, tj. prirodni izvod
po luku linije od prednjeg invarijantnog izraza trebalo bi
da bude jednalk muli da bi vektori S« obrazovali polje
paralelnih vextora,

NEN4 xS\ = ¢
Os .62%6 ds -

"
k

o8
2 (/> 3

(:f/j‘z - Q@’G@-EWEZD - Q%ijﬁqbf% Clu o eX < ES L o=

LS

<+

ili

"-*:_{' - = a«'/b-@ei L B ax L / Qpes s ;?_( hun 2™
Ll

Iz (3.53) 1 (3.82) da se videti da su koeficijenti uz <X
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jednalki nuli, te je

Ova jedraéina je zadovoljena, ako Je

.5y apdleTs L5 et=e

| s
§ﬁa e reé¢i, da vektorl < N, obrazuju polje Iﬁaralelnih VOl
tora duy krive sa lukom =: Jednadine (5.95) predstavljaju
jednadine autoparalelnih linijsa, ako vektor €% preditavl ja
jedinidni btangentnl vektor, a koeficijenmti povezanostli pros-
tora (p )KN su Kristofelovi simboli.

29 Jednadine auwtoparalelnih linija, izraiene preko
vremena ( peranetra t), nazivaéemo autoparalelne putanje.
Kso 3to se iz prednjeg vidi za Jjednadine auboparalelaih tra-
jektorija (3.82) 1 (3.89) koeficljentl povezanostl su Kyl sto~
felovi mmmli /_'-06' rr] 1/ F“' »¥] ., Za te gimbole 1 za
< ’% ge&nacine (3.95) odgovarajg jednadinama (3.82)

i (’5;89). U opstijem sludaju z8 koeficijente povezanosti

[,/5% , zbog (3.46), (3.48), odnosno (3.53), Jjednaline

(5,95) mo¥emo napisati w obliku

/o Ti9° ] BAqsd2"
(3.96) ﬂ@%*"gﬂfﬁg — Tz g3 LS

U odnosu na parametar ¢, kad je s = s(t), a

2 < TES

g2 SN X 7 e
‘2. _ ) /Fx_57=,

——

As? g2
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prednje Jednadine autoperalelenlih pitanja svode se na kovari-

Jantni
G/ngs P d2n [ Dlgp A2%
(5'97) ‘V“E% ’“’527}&%5# s JE 2Tt df

i na kontraverijantni oblik
g, 7 dg° a/z V2 B A2
?’f“ ZE‘__H_-ZQZIQ

(3.98) ¢ © S IF JE dt £
gde Je . O/E‘_S
QE Kf' C£fj
' ZZ%

4° Da bi odgovorili na zadatak, koji sebi postavljamo,

da obradimo takvu povezsnost prostora u odnosu na koju bl di-
namidke trajektorije posmatranog sistema v cp)Kﬁ bile auto=~
parslelune putanje, potrebno je alrediti vezu izmedju kaefici—

?..-- !
jensta povezanostl J“ jednacina.autoparalelnih putanja
7 jednacéina kreta-

(3. 98) i koeficijenata povezanosti 1#, ‘f
nija (3.97) dinamidki promenljivog, neholonomnog, skleronomnog

sistema,

7

e —_— '

/
Ba veza je, bez sumnje, neki tenzor, reclmo f.fg R

dva put kovarijantni i jednom kontravarijentni, koji analogno

(1.29) moZemo predstaviti

(3.99)
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s napomenom da elementl ove veze 1 (1,29) ni su identidni, =
obgirom ds s8e ovde radl o prostoru (p)KH.;

Zamenon F/‘( 13 (3.99) u (3.98) dobidemo

- oy ezl ewE T 2gg-
(3,000 02°, [ " z =tk ﬁ — L5 F dF
A 1 73 E
| | ] D 2 DV

ZBE dE

sa &ime levu stranu sistema Jednadina (5.98) svodimo na od-

govarajuéu stranmu Jednadina kretanja (3.75).

Funkeiju P= =2 lako izradunavamo iz (3.81) 1 do-
S

bijamo
o/ 7

(3.101) E?

te tako Jjudnadine autopsralelnmih putanja (3.100) imaju ustvarl
sve kinematidke i dinamidke veliline, lzuzev T:S‘ y KOj®©
treba odrediti. Zbog zah’tzava da jednaline trajektoxija budu
:Ldem:iéne 88 Jednacinama autoparalelenih putan,a, uporedimo
degne strane jednadina (3.l00) 1 (3+75). Imajuéi 1 vidu pred—
nJji dinamidki izraz za f‘@’) , uporedjenje (3.100) i (3.75)
daje uslov

o < .
K 2o [ Oup H A —
27,3{52? 7’;’*‘5’ —zee o

iz ko,j'eg se mogu odrediti koeficljentl povezanosti .. /& fako

da dinamidke trajektorije nehblonomnog,' sicleronomnog dinamidki

promenljivog ( sistema ) budu indentilne sa autoparalelnim pu-
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- tanjsnma.

Zgkom kinetidke enewglje (3.76) napisimo u slededem
obliku

T . { Dlaps ot
(3.102) ;.//7/— ::"_ [;/\Oo( + % TZ e 2_,)2

1 zamenimo u postavijeni prednji uslov. Fosle obidnog sredji-

vanja, dobléemo sistem

. AW
7o S wa/ L Gmzl 27~
| Ye.Y. o 2 L '
(3.103) /

L2 g% PP -BLBRETN DGR
o - . .

u najopsdtijem slucaju od E3:1 linearnih jednadina sa —Nﬂiai-]éL

nepoznatih velidina 7 S » Da bi sistem koliko toliko upros-
>y

till rastavimo vektore aktivnih QS 1 reaktivnih k,! gila

na komponente, kollnearne 1 ortiginalne sa vektorom Ziy v Na~

ime, 'y
C AP-q 2+ b,

; t / d
u—’FS$ ‘:’222; —4 b?ip ;

tako da je P, 4 = O. Na isti nadin trebalo bi razloziti

é_L @Q?ZP , koja je kod dinamicdki promgnljivih'obﬂ

veliédinu

sile. No s obzirom da je red o suni kolinearnih tangentnih ai-

la, naplsaéemo

"/“ %%mf‘/b:: Clo Zx * ‘/0)’[90(

(3.104) <
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Posle zamene ovako razlofenih sila u (3.103), zbhog (3,+39) 1
(5t7‘4)’ imamo

Tg —.a.s' /‘é é)/o 3 S-/@(‘r') Z«Z +BM){¢,+4 \ 7
/93""’"" (/8

Jedno od moguéih redenja ovog sistema je, kao 1 u
glavi I., svwdjenje broja nepoznatih #7ﬂ}; na r o) Jjednséina.

To demo postiél, ako tenzor 7./3-,- izrazimo samo pomoclu Jjed-~

- nog vektora, recimo ,Cg— y 1 o

.2 Y
(3 '105) : i Wy s 7>

{

Tako se btrebirani sistem jednadina, sa

svodl na |
> (o) . : (- x 1:
[ P = 3(5-0 3 4 68uxp
*’u@ax
Y
odakle je C odredjeno sa
3 e 5
(3.107) _ /\ / 3@ $F 5 B%, }
Z;?'? J «.

~0
Koeficijenti povezanosti vy v Dreko (3.99), (3.105)

i (3,107) konadno su odredjeni sa

N

. )y s (&)
3 s ) e B B s e

| =/ = 440/ &) D o ﬁ*/
(3.108) sy s ?J-'J T | ' 7

Za te vrednosti koeficijenata povezanostl poklapaju se auto-

paralelne putanje i dinamilke trajektorije sistema.fao sto



lok

gse vidi koeficijentl povezanostl pored pstalih veliéina, eks-
plj.citm zavise od q , te nema smisla upusitati se u disku~
aiju o geometrijsko] povezanostl prostora, sem koliko to bude
interesa sa mehanidke tafke gledisdta. No ipak zakljuéimos: d=a

su dinamidke trajektorije dinamilki promenljivog neholonomnog

(plg

N B& koefiecijen~

sistema autoparalelne pubtanje u prostoru
tima & povez anosti (3.l08).

5° Iz (3.108) se vidi da koeficijentl povezanosti u
prvom régiu zavise od komponenti éps sila, normalnih na vek-
toru brzina f"’" . U sludaju da jé b = 0, onda Jjednaline
autoparalelne putanje neholonomnog dinamicki promenljivog
sl stemsa, posle _zamene (5*108)-11 (3,98), sa odgovarajucim
indeksima, Dbide o

. _'-S_ Y Nyl Y () - a2/ g/ ~ ' o~
f?‘z 1’#[/"3’}5’)5%"’1 Dws Dun 2 Z '+ €27 3527750

odnosno, zbog (3.lol), (5;102) i (3.1l04),

lgo /5 D 3 (s~ \CJE‘A ‘o ¥ 5
9?_2‘ . o D _ o A

at 2 s j

Ako je kovarijantni izvod koeficiljenata (5@ »  neho-
lonomnih veza jednak nuli, vidi se iz ovih jednalina ili 1z
(3.108) da su uz uslov b = 0 jednaéine autoparalelnih puta-
nja ovog neholonomnog sistema lstoveine sa odgovarajuéim jed-

nadinana holonomhog si ste‘ma;

Obratimo zato painju holonomnom dinamidki promenljivom
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)

slstemu., Koeficijentl povezanosti (3. loB) prostora KN,

u kome su trajektorije sistema identidne sa autoparalelnim
putanjama, odredjenli su sa

S | / [

N
Dopugtajuél da su funkcije T i 4/-:,3 samo funkeclje koordi-
nata q 1 parametra +, ovako odredjivanje koeficijenata
- povezanosti resava pitanje geometrizacije dinamike helonom-
nih dinamidki promenljivih sistema. Ny osnovu izvodjenja od
(3.96) do (3.109) mo¥emo formulisatl bteoremu! ' |

U promenlijlvo— konfiguracionom prostoru s metrikom

(3.4%) 1 koeficijentima povezanosti

promenkjlvog sistema identidne su sa subtoparalelnim putanjia-
ma
| S /

Dokaz s Saj .. 7 oznacili smo ZQ_% « damenimo
1i (%3.109) u jednadine sutoparslelnih putanja (3.98) dobléew

i/? }2 3 52 df (5& Qé;émg__ { s it
Frme == + bl s
e ot St R
odnosno, zbog (3.101), (3.162), (3.lo4) i (3.106),

J‘ /'/ _f,/ C{—;—Wé_
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3to je identidno sa Jedn._aéimakretanja holonomnog dinamidékl
promenllivog sistena (3.66), & to Je trebalo 1 dokazati .

Iz (3,108) vidimo da za d =0 povezanost
postaje rimanska. Kao i za talku </ = Oako je
=

(M je konatan broj )y, 8 T— o=, 1

a) b M
) T = M, a b =0

Prvi sludaj obuhvata 1 kretshje onih dinamidki pro-
menljivih sistema, kod kojih Je kineticdka energlja znatno ve-~

48 od neznatnih sila koje dejstvuju normalno na pravac kretas-

nja sistema.

| S obzirom da nebeska tela predstavljaju dimanickl
promenljive tadke, na osnovu prethodnih moZemo tvrditi da se
galakcije 11i sistemi, u slabim poljima gravitacionih sila
( u odnosu na njihovu kinetidku energiju ) kreéu po autopa-
ralelnim putanjama, odnosno po pravim linijama,.

Drugi sludaj obuhvata sva kretanja dinamicikl promen-—
1jivih sistema, kod kojih: |

a) se ( é’; = b . ) normalne komponente: aktivnih
i rTeaktivnih sila uzajamno ponistavaju, 1

b) ne postoji ( é, = é’-; = O ) dejstvo normalnih

gila na pravac kretanja.

Poito se reaktivne sile kod objekata sa kojim ruku-
jemo, mogu odredjivati tehnidkim reenjem, to se moiZe 1 08—

tvariti kretanje pod a).
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Na osnovu prethodnog sledit

Ako se kompomnte gktivnih 1 reaktivnih gila, koje

ju 111 Je }gnetiéka energlja tog sistema eskra;jm yelika u
odnosu na te _sile, dinamidki promenl;iivi, holonomni, sklexro-
nomnl sigtem se krece pa_aﬁtogaralelnim putanjama u (p )KN
sa rimanskom povesz anodéu prostors.

Kao posledica prolzilazi da se po takvim trajektori-
jama kreée sistem kada na njega ne dejstvuju spoljadnje sile
i kada su ppsolutne brzine éeatic_a jednake nuli.

Stvarno, za te uslove, Jjednacine autoparalelnih puta—
ja (3. - P ~ D —p o U= L2 S
nja (3.98) svode se, zbog %’M‘”-‘*—!_aﬂ""@_/ T = @2
i (3.104), na

3 70 N\ Sra ‘
Z + '{f},,57j2p2¥-=«2(932;?

3to je slutaj 1 sa jednadinama kretanja (3.66),

Predpostavimo 1i pak da je , = O 1 brzina dinamidé-
ke promene aﬁf‘fﬁ = , onda imamo i za jednacline sutoparse-—

lelne putanje i za Jjednadine kretanja istl sistenm jednadina

Oba ova dva sistema Jjednadina odgovaraju jednacCinama

linija stacionarne kinetidke energije (3.82)
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- Za @ tadaka tretiranog sistema ove Jjednadine odgo-'
varaju Jjednacinama kretanja dinamidkog sistema konstantne
mase po lnerciji, tj. po geodezljskim linijama u konfigura-

clonom prostoru.

.7+ O nestabilnosti poremednog kretanja konzer-
vativnog dinamic¢ki promenljivog sistema

Regdavanje stabllnostl, odnosno nestabilnostl kretanja
konzervativnog dinamiéki promenljivog sistema u odnosu na ks-
noniénd promenljive p, 1 q .. mogute je privesti na od-
govarajuél zadatak za dinamidki nepromeni;jivi slstem.

U tome cilju dovoljmo je svestl Jjednadlne poremedenog
krettanja dinamiéki promenljlvog sistema na gistem jednacina
dinamicéi konstantnog sistema,

Oznadimo poremedene Manonidne koordinate sa
Zs 7 3y
/O > 2‘ +/73~

Fri talkkvom poremeéenom stanju i funkcija%(/"f,z/ f)
#(3.30), koja figurile u kanonilnim jJednadinama kretanja

Ny
X
I

(3.31) ée postatl

* | o
(3.111) j{ [ Zt5) )P ’L/?x‘ ZL) |



1o

Neka jo i (3.21) p G funkcija istih promenljivih,
Njena por_emeéena funkcija de biti

(3:122) ?;(zfg '//a—r/yj £

Razlsganjem desnih strana Jednadline (3. 51) u Fajlo-
rov red, a u smislu tretlranja poremelaja u élavi II, zbog
(3.110), (3.111) i (3.112), dobiéemo jednadine poremetenog
kretanja u obliku

y 2°H_ *
Se - 20 3 T+ 7 E ) o

gds su LLJ i () 8lanovl reda visi od dva, koje ¢emo odba~

citi, a prednje jednadine svesti na

Ove Jjednadine odgovarsaju kanoniCnim jednad¢inama poremecenog

kretanja /323/, /19/, /44/ dinamidkog sistema s konstantnom



masom, Jer razlike koje se pojavijuju u koeficljentima prvog
sistena linearnih Jednadina, ne menja sudtinu resavanja za-
datka stabilnostl, odnosno nestabllnosti.

Ako se apsolutne brzine destics jednake nuli, ili su
brzine fegtica pri otpedanju i pripajanju kolinsarne i jedna-
ke, kao i1 brzine dinamldke promene usled obtpadanja i pripaja-
nja destica, onda prednje jednadine poremedenog kretanja dobi-

Jaju oblilkes -
diy_ DX ar & TE
Zﬂ;f'ﬁ“ﬂigifgﬁ?ﬁgzﬁ /5"112? 14
Vo 29 2
I3, _ L / 504 ,m a° /ey
‘;/-‘,ﬁ * _/.;;;gfba' L /g ;@‘/c /a/?‘" A

iastovetan obliku poremedéenih kanonidnih porcmeéenih jednadina
dinamidkl nepromenljivog sistema,

Takedje za kretanje dinamidki prowenljivog slstema,
oplsanog Jednadinama (3.34), poremedajns jednadine imace for-
ma prednjih jednsadina, tj.

f Il 7 ~2L
e SBEG T SE
—_ T ) ~..:... - ) 3
v e _-/82“562 o= 2
A'{ —re
t.iti’. ﬁ-z- = _.};i @.:?  —— ? ‘H 7 - Q
Cf’f- ; = ;;) 2‘5’92/‘5 /3::‘;32“'9/?5 “

Primetimo jo3 to da se funkcija mogla i moze posnatre~

1l

ti 1 kao funkci ja raznih dinamiﬁkih, termo—~dinamicdkih 1 fizidkih

faktora, kao 3to smo %o udineli u glavi I1, ali prethodno jed~
nadine bl oduvale formu, 3to nije tedko videti, s tim sto bl
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odbacivanje malih &lanova videg réda.havodilo na.tfetiranje
gtabilnostl sa stalnim dejst#om poremééaja. Tako, dakle,
pokazano je da se zadatak stabllnostl, odnosno nestabl lnosti
dinanidii promenljivog sistema u odnosu na kanonidke promen-—
1jive svodi na zadatak ( dinamidkl nepromenljivog ) reiava-
nja stabilnosti ) nastabilnoati).kraﬁanja.klaaiénﬁg holonom-

nog, skleronomnog slstema.



PRILOG

O STABIINOSTI DIBAMICKI PRO4ENIJIVOG TELA

Pitanju kretandé dinamidki promenlijivog tela, pored
radova Medéerskoz /36/ i Agnostinelli~a /1/ i Kosmodemjanskog
/27/, posebmu painju poklonili su'Gantmaher i levin /25/y Ko
ragadin /26/ 1 Aminov /6-8/. Ovaj posledn]i, kao 1 Hovoa,jelav
/42/ razmatmeli su i pitanje stabilmosti odnosnog kretanja.
Tom proudsvanju prilaZemo i ova] rezultat.

1° Opsti diferencijalni princip

Pétrabna jednadine kxretanja tela 1zvedimo iz Opsteg
diferencijalnog prineipa. U radu /9/ autor Je dao dinaaiCku
forma za kretanje dinamidki n&'prmﬂenljivag tela ( tela kon-
gtantne mase ). 4 veé¢ u £14) nalazimo vextorske jednadlne kre-

tanja rekete izvedene 1z odgovarajuleg principa.

Drﬁeéi se definicije dinamidéki promenljivog objekla
(111, § 1.0 4 opétag stava o dejstvu aktivnin i reaxtivnih
sila, tj. ne zalazedéi u konkretno razmatranje kKakve sve mogu

biti reaktivne mile /23/, /7/ dinamidka forma se moZe napisa-

bliku . L -
th u o iliu__* o . _ fa-)-—;-ﬂ-—,-—
e[ (R L7 =T
(1) :
2f/""--"-'-"" N "*}‘. /? S A2 = 7 u
el @ u_ e ('?’ZJ;;%UM X7, e% 1O
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gde Jje

\%:2/%2/:-: /?)’1‘/3}:-}- (._J.X/WE:

vekbor kolidine kretanje dinsmiéi promenljivog krutog tela,
kojl se sa svpjim momentom ( momentom kolidine kretanja)

r P ]

T =0T X =S om0+ S S,

protivi promeni kretanja usled dejstva

Tolt

kineticke energije

i dejstva 5
f ;- 12 \ e A2 V “x ‘q//.{.
[ S AT Mo
| F+ZP ‘C’//Zd + IZWZ-F i) o
z J oo e ;J (o< “

vektora aktivnih F glla; vektora sekundnog pritoka ( rashod

da) &estica i njihovih odgovarajuéih momenata

- T - v
g5 = Ex Mo== S T X1

Oatale oznake su ucbidajene ( vidi /13/).

Uzmimo yl, y2 ’ y3 za. nepokretni koordinatni sistem,

& xl, :3.:2, x’ za pokretni,



Zakon promene kretanja iz forme (1) za _i."(yla 3’2: 35)

gakon kolidine kretanja, a za o

JT = (7 I Ay ot

odnosno,
At %~ /)

A, WL = T

zalkton momenta kilidine kretanja dinamickl promenljivog krutog

tela. Obtuda (vidi /13/) preko vektorskih jednadina

(«:)

sledl 1 Sest jednadina kretanje dinamidki promenljiveg tela

u skdlarnom obliku

J Bl , g2L — % =

'} /
——eee AT Tny ¥ () x
Z_{_ O/Z/.qﬂ ZC’JX@*&I C)%;,z
/ |
A
.” Z__ oM™



Ml je tedko pokazatli, da se iz ovog principa mogu dobiti jed-

naéine, koje su varijesionom radunmu izvedene u /7/.

Kao primer 1z prednjih jednadina dobijamo jednadine
obrtanja &vrstog dinamicki promenljivog tela oko nepomidne

tadtke P
jﬁf/f C‘Fux’:\:'z/'(l') - 2’1-’: -t’.at"/‘f-

’7- ci? Ff 4
T I SN S ks i
(2)
iiu ﬁf /?‘,(’.)Z'/Z = n@f" 7 ‘fdxf +‘"}"{’v~* a

2. . L
Jer je tada kinetidka energlja data u obliku

AT = Zp‘+ Toz2e ot

+ 2‘2’2532/2 * 73 e/l +2u-r’4:2/‘°2

2° 0 stabilnosti obrtanja dineamidki promen-

ljivog tela oko nepokretne tadke

Posmatrajmo obrtanje dinamidki promenljivog tela

(permanentna obrtanja ) oko nepokretne tacke u sludaju kada

I 2 _5

se pokretne koordinatne ose x~, X~, ¥° poklapaju sa glav-

nim osama inercije. Tada se Jednadine lcretanja tela gsvode na
fU

O e G o) T 2= A My 7 o

YL d2 2‘5433'@ IR Rp = ithigurt Sy

kf,‘;/”" Ve |
) Y AN
ol f’fi*m O/mg__x, 1ol A (/&= T My Mo



Ako od spoljadnjih aktivnih sila dejstvuje samo slla teie mng,
onda ga aslufaj postojanjs integrala energlje

(4) T + b = cost.
prednje Jednaline moiemo napiaa.ti u obliku

[
j’f’[f)ﬁ% e UUI /an A=, /192/2_:/)71? /2(7,: X?’,

/

- a”!z . 5’ " ;
(5)) “7‘:"{{’) +2'7 an’[% = 3[16 /0 /WLL? J 7

{

7 2
I\\;{'ﬁfﬁﬁ l:{ -:bJ{ /29 v’ 7[ DZ__./mJ? B/JE-“J ='(
88 pretpostavkam da je
Z /W(a’);, ({ = 3)
ili

(\7 C’g:_k 7 ,%H i é = )’Y\vﬁ /[7 -—*25’ (,ra

@ .:,,;Z_F \-x:?(_f) ;x(faf’z "‘/’“ﬁ K;fb—zrj

ako je integral energije (3) dobijen za slucaj da je brzina
dinamidke promene Jednska nuli.

Sa 7! ¥% ¥® smo oznadili kosinuse uglo-va koje zaklapa

x° osa sa y]‘. y"at 33' , te vazl relacija

(7) B, %2 ¥, =
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kao 1

Jadnadine (6) kao i jednadine (5) daju prvi integral

7 R 4
(8) z‘, (F)py, +ix: 20, -f—hza,zyﬁ = ., = Clw

Ispitivanje stabllnosti permanentnlh obrtanja tela
sa jednom nepokretnom tackom, 2z2a& sluaj ked su Ei. = konst.
uéinio je V, V. Rumjancev /46/, Za razliku od tog klasilnog
sludaja kod kog su (jk; = konstantnl, ovie su momentl iner-
cije funkcije vremena.Jednadine (5) razlikuju se zbog toga i
za ¢lan ﬁ:{ng?; . Ho u gvakom sludaju radovi Rumjenceva /46/,
/47/ za klasidan sluca] u Aminova /6/ za neke sludajeve krétap
nja tels promenljive mase, olaksavaju, bez sumnje, redsenje
stabllnogti postavl jenog nam zadataka. Poremedaj kretanja dée
se odrezitl na projekelje uglovne brzine tela, tj. na p, g 1
r 2z& poremeéaje EI, ?z, g > a 7', 7P O x* Ge
pretrpetli promene za S" | S? ) 57 « Tako ¢emo 1z(5)

&ob:t.tl Jjednacine pereluacemg kKretanja

{7 ﬁ o x’s_,c, :Z_a 7 \/§'/2'o+"f? + 5 E)"/)Yﬁ@'

::‘&‘

p—

(9) 2 ] -
P 4 2
o 0B, ddogs, (1o LA §2ATE AT =g S S
i “le eyl IS g =
N
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a iz (6)

N

Qo g2y (-4 VE T+ T T2 1T 3 aa)*""“i st st
(o) X'J:{_Z + [>T AR ) L )

r~p | _ | | ? 3. ~/ ° 3
gde Je fzth-&"{,%c“{j/%/fofm/ §’/ ?/, §/ 5,585,735 ciklickl
permutuju do .
Seglasno integralima (4) 1 (8), relacije (7) i jedna-
$inama poremeéenog kretanja (9) 1 (lo) imadéemo tri prva inte-

grala porsemeéenog kretanja

/Ié gf(é)g 7+L)i/{.}i?+f7’r3 (79 ?; + 2 ;‘ZJ&L)&I + Z—; /ﬁ)z, §1+l3/3%_§3 5—,!

/ ;
+2/)‘K§ ?QJ/Z 4 ?Q ’Z #{7% (7;1:: e .

2 et

| 1 ,
(1) | = g{ \,/il/fbb/ﬁ 7"3,9‘,?’ "L';; /7{;‘ f’gﬁi{tf)fz(y; + %022, '*?s r?z) L8

-

“ gx‘b L/.!j) {,% 734');3 33‘ + é-y /7") .}

l?.'
!

¥
L

|

T = R /%, 7 + )
\_,,__ :/,Z +’/'.7= +/7,"f2i_%f/7f’fz?2+ Ke/ﬁa, =<

o
-

Dakle, po forml i broju isti integrall razmatrani od strane

Rumjanceva. iedjutim postoji razlika suitinsike prirode, Jer

se Giffi} javljaju kao funkcije vremena, Sto nije slucaj u
/46/ . i‘lo s druge strane svi koeficl jenti ?x,[—(b)/%,/f)/ (/Z{ 3{,/ ZV)
i ;7{; / ;}’: y (7‘3’3 kad vreme teZl nekom granlc¢nom tre-
nutku, t—= T onda i promenljivi momenti inercije 1 ko-
ordinste teiifita tefe granidnim vrednostima tilh funkeija, pa

zadatak mo¥emec reiavati po teoriji Ljspunova.
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Najzad sko Jje zekon mase dat sa m = m@f(t) Jedna-
dine (6) i njihovi integrall svode se bas na sluc¢a] Rumjan—
ceva /46/.
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