UNJIVERZITET U BEOGRADU |
PRIRODNO-MATEMATICK] FAKULTET

Sinisa Vredica

HIPERPROSTORI VI3EG RANGA
DOKTORSKA DISERTACIJA

Beograd,"1984.



SADRZAJ

Strana
SREDGOVOR === = e e e e e e e e e e e e .1
5lava '1. HIPERPROSTORI =—-=—~——~r—vre— e e - >
1.1. Osnovna SVOjStVa hiperprostora ——-——=———==~c—w e 5
1.2.-Povezanost i lokalna povezanost hlperprostora ————————— 11
l.4. Veze sa nekim klasi&nim konstrukcijama -=—=—-=—-meem—eu . 20"
1.5. Putna povezanost hiperprostora —=—==mwmecmecmccm e e 24
1.6. Kada je hiperprostor Hilbert-ov kub ----%--vecce——_ 30
Glava Zt;INVERZNI_LIMESI_-1-~-—— ------ f-v-%-f ------ ———wem—ie— 37
2.1. Osnovna svcjstva inverznih limesa e 37
2.2, Svoijstva projekcija =—=~—=~ e 44
2.3. Lokalna povezanost inverznih llmesa e ————— 47
2.4. Neprekldnost funktora exp, C i CC ==—m——emmmommmce .. 49
Glava 3. PRESLIKAVANJE UNIJA Zom——mmmmmmm oo 53
3.1. Osnovna svo;stvalpresllkavanja unija ~—-==—————mmm—————— 53
3.2. Otvorenost preslikavanja unija ----=—=v——vmocemmueao - 59
3.3. Monotonost -preslikavanja unija ———--—--~——~emcmemmecno 62
3.4. u-reprezentabilnost preslikavanja -—----=~--v—e—cmcmno—o 67
Glava 4. HIPERPROSTORI VISEG RANGA e &
4.1. Osnovna svojstva hlperprostora V1§eg ranga —e—-———m=——~c== 73
4. 2 Prostor exp(w)(x) nlje 1okalno POVEZAN —~———-m—mm e 79

(w)

4.3.‘Prostor1 C( )(X) i ce (X) su‘H;lbertnovi'kubovi —~—~~-~ 84

LITERATURA —— o mm o oo o oo e e e e e e e e e 91].



PREDGOV 0 R

Teorija hiperprostora je'relativno mlada oblast topologije
nastala tokom dvadesetih godlna ovog veka. Kao njenl osnivadi mo-
gll.bl se naznaditi L.Vietoris i F.Hausdorff, all presudan raZVOJ
do¥ivljava u radovima matematiéara'Euvene'poljske topoloske Skole
tokom trldesetlh godina ovog veka. Medju matematlcarlma koji su
Lse u- tom perlodu bavili teorljom hlperprostora pre svega treba
 istadi K. Borsuk—a, S.Mazurkiewicz-a, M.Wojdyslawsk(i)-og i S. J
Ulam-a. Vi&e od mnogih znacajnih rezultata iz tog perioda, najve-
¢i podstica]j daljemrazvo;;u oblastzl. dala je c&uvena pretpostavka ‘M,
Wojdyslawsk(l)-og iz 1938. (vxdetl [50]) da je hlperprostor nede-
generlsanog Peano—vog kontlnuuma Hilbert-ov kub. Ova pretpostav—
jka, koja je prema nekim 1zvor1ma ‘poljskim matematléarlma bila po—
-znata i ranije - JOS dvadesetlh godina ovog veka, pr1v1a01la je
od tada pa sve do sedamdesetih godina veliku paZnju mnogih topo-
ioga i bila predmet njihovih detaljnih istraiivanja.-Medju ove ma-
-tematlcare izmedju ostalih moZemo ubrojiti i J.L. Kelley ja, E.Mic-
hael—a 1 Jd. Segal—a. Medjutim, problem se pokazao veoma teZak, i |
premda su svi par01ja1n1 rezultati uka21va11 na tacnost pretposta-
'vke, top01021ma sve do sedamdesetlh godlna nlje usPevalo da je po-
ltvrde ili opovrgnu. R.M.Schori i J.E. West su 1972. godine u [37]
dokazali taEﬁost oﬁe pretpostavke za slutaj zatvorenog interwala.
Konacno, 1974 godine su D.W.Curtis 1 R-M Schori dokazali njenu
tacnost u opsStem slucaju. Oovo resenje nije smanjllo interes za
problematlku. Naprotiv, od sedamdesetlh godina pa na ovamo sve

vige topologa Birom sveta izudavaju teoriju hiperprostora. Medju
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njima su pored D.W.Curtis-a, R.M. Schori-ja i J.E.West-a, Ciji
niz radova je doveo do resenja pomenutog klasidnog problema, i

mnogi drugi poznati svetski matematidari.

Jedna od bitnih karakteristika teorije hiperprostora po na-
Sem mlsljenju je <injenica da se bavi “zdravim" objektima, tj.
prostorlma s bogatom strukturom. Naime, prostori koje femo pos-
matrati bicde uvek kompaktni i Hausdorff-ovi, a vrlo &esto i met-
ri&ki kontinuumi. Kao sto Ce se videti iz rada, konstrukcija hi-~
perprostora na neki nacin ispravlija prostore i od manje pravil-
nih pravi pravilnije. Bilo bi, naravno, veoma tedko i pretposta-
viti da pretpostavka M.Wéjdyslawsk(i)—og mo¥e da bude tadna, ako .
bi prostor koji posmatramo imao éiromaénu strukturu. U vezi sa o-
vim je i bogatstvo metoda i -obim materljala koji se u ovoj obla-
sti prlmen3u3u. Tako Curtis-Schori-jev dokaz pretpostavke ho;dy-
slawsk (i) ~og sem ¥to je veoma komplikovan i dugacak, koristi obi-
man aparat topologije beskonacdno-dimenzionalnih mnogostrukosti.
Naravno, u sluc¢aju hiperprostora cc(X) koristi se i aparat teori-

je konveksnostl kao i funkcionalne analize.

Znacaj ove konstrukcije hiperprOStora pokudademo da ilustru-
r,jemo 1.u ovom radu (videti na primer paragraf 1.4.). Znalaij pres-
likaﬁanja unija koje se ovde prirodho javlja i &ini nam se najpri-
rodﬁijim préslikavaﬁjem na h}perprcstorima mozZe da se ilustruje

tvrdjenjima 3.1.4, 3.3.4. i pogotovo 3.4.4, a znadaj hiperprosto-
ra viseg ranga iiustruju- izmedju ostalog tvrdjenja 4.1.9, 4.3.5,.

i 4.,3.6. Kao primer primene mogli bismo ﬁavesti Blaschke-ovu tec-

remu (tvrdjenje 1.6.2.) i tvrdjenje 1.6.8.

JOzﬁake koje koristimo su siandardne, a kad god budemo u mogu-
énostl, biracdemo- one jednostavije. Tako, na prlmer,'za adherenci-
- ju Skupa A korlstlmo oznaku A, a ne clA. Sa flF] cemo obelezavatl
sliku skupa F {slucaj kada je F'podskup domena funkcije f), dakle
f{r] = {£(x)|{x€F}., Ovo razlikovanje je posebno korisno kada govo-
rimo o hiperprostorima, jer podskup jednog prostora je istovreme-
no element drugog, pa éemo.tako imati exp(£)(F) = f[F]. Prelikava-
nje unija koje, naravno, zavisi od prostora na koji se odnosi, u-
vek femo obelefavati sa u, a potrudidemo se da iz konteksta bude:
jésno na koji se prostér odnosi, Isto vazi i za druga preslikava-
- nja - projekciju, preslikavanje j i druga. Isto tako, jasno je da

presllkavanjlma u( ), (n)_domen mozZze da bude bilo koji od pros-



3

(n+1) CC(n+1)

(X) (X). Upotrebljavademo isti

simbol za sva tri sluaja, a iz konteksta fe uvek biti jasno o

tora exp(n+l)(x); C

kojem se preslikavanju radi. Sa T cemo uvek obeleZavati projek-
ciju na koordinatni prostor Xa bilo da je domen direktni proiz-

vod familije prostora, bilo da je domen limes inverznog sistema.
Ovim se Z2Zele sacuvati oznake uobiééjene-u literaturi i izbedi

njihova glomaznost.

Definjicije nekih pojmova, kao i neke'njihove jedngstavne o-
sobine. {dokazi ko}ih se u pravilu mogu izvesti u par redova) se .
ne izdvajaju posebno, negosu dati u teks_tur Sva izdvojena tvrdje-
nja (kako pomocna, tako i glavne rezultate) nazivademo bez razli-

ke tvrdijenjima.

Kao Sto smo vec¢ pomenuli, za sve prostore demo, sem ako pPoO-
sebno ne naglasimo suprotno, podrazumevati da su kompaktni i Haus-~
dorff-ovi. Takodje, gde god to bude potrebno podrazumevadamo da

Su prostori neprazni,

PéénavanjeIoanvnihapojmava 1 rezultata opSte topologije se,
naravno, podrazumeva. Svi ostali rezultati koje u radu koristimo .
prethodno se navode i dokazuju, osim Héfmander—ove, Peano-ve i
Keller-ove_teofeme €iji dokazi odudaraju od izloZenog materijala
i Curtis—SchoriFjeve teoreme, obim Eijeg dokaza onemoguduje

njegovo navodjenije ovde.

;
Znatan brdj-tvrdjenja u ovom radu Jje originalan (ti rezul-
tati de biti objavljeni u [29)} i [30] ili u radu koji je u prip-
remi). Isto tako, dokazi nekih tvrdjenja su ériginalni. Naime,
kako se neka tvrdjenja u literaturi navode i dokazuju u metri&-
kom slucaju, toije*0p§tija fOrmulacija koju mi navodimo zahteva-
la nove i &esto bitno drugaéije_dokaze. Dokazi_nekih originalnih
tvrdjenja su prvobitno bili tehnic¢ki priliéno komplikovani,'paf
su radi lakseg pracdenja ras&lanjeni na vige jednostavnijih tvr-
~djenja iidvajanjem posebnih logickih celina u dokazima u vidu po-
mo¢nih tvrdjenja. Ovo je, naravno, rezultovalo vecdim brojem kra-

¢ih tvrdjenja umesto manjeg broja duZih tvrdjenja.

U prvoj glavi uvodimo pojam hiperprostora i ispitujemo nije-
gove osobine. Pri tome su najinteresantnije osobine tipa povezano-
sti. Opisujemo i odnos uvedenog pojma prema klasi&nim topolodkim

objektima. Na kraju navodimo i Curtis~Schori-jevu teoremu i njeﬁ



analogon u konveksnom slucaju. Glavu zavr3avamo interesantnom po?
sledicom ovog drugog rezultata. Tvrdjenja 1.6.3., i 1.6.4. su ori-
ginalna, a tvrdjenja 1.2.2, 1.2.3, 1.2.4. i 1.2.6. su data sa ori-
ginalnim dokazom. Zaprave, tvrdjenja 1.2.2. 1 1.2.3. se ne pojav-
1juju u nama poznatoj literaturi, ali se u svakom slucaju podrazu-
mevaju kao deo "topoloskog folklora” i ovde naravno ne pretenduje-
mo na njihovu originalnost. Dokazi su originalni utoliko sSto ni tvr-

djenja u literaturi nismo sreli.

U drugo] dlavi posmatramo inverzne sisteme i njihove iimese.
Ispitujemo svojstva ovih prostora, pri emu je opet lokalna pove~.
zanost posebno interesantna. Glavu zavr3avamo tvrdjenjima o nepre-
kidnosti funktora exp, C i cc (tj. niihovom komutiranju sa limesom
inverznog niza). Originalna su tvrdjenja 2.3.1. i 2.3.2, (kod njih

se ograniavamo na nama poznatu literaturu) i 2.4.3.

U treco] glavi posmatramo presiikavanje uniju'i istrazujemo
njegove osobine (neprekidnost, otvorenost, linearnost; monotonost).
DefiniZemo pojam u-reprezentabilnog'preélikavanja i pokazujemo da
su neprekidna preslikavanja izmedju koméaktnih metri&kih prostora
u-reprezentabilna. Sva tvrdjenja u ovoj glavi u paragrafima 3.3, i
3.4, su originalnél osim tvrdjenja 3.3.2. 1 3,3.3. (koje je dato sa

originalnim dokazom). Originalna su i tvrdjenja 3.1.3. i 3.1.4.

Kona&no, ‘u &etvrtoj glavi definiBemo hiperprostore viZeg ran-
gali ispitujemo nijihove osobine. Pri tome koristimo rezultate svih
prethodnih'glava. Posebno interesantna &ine nam se poslednja dva
tvrdjenija (pOgotovo‘tvrajenje 4,3.5) u ¢ijim dokazima se, s5to po-
sredno, Sto nepdsredno,1koristi veliki ‘deo ovog rada i koja bi se
sledstveno mogla smatrati u izvesnom smislu nijegovom krunom. Sva.
tvfdjenja u ovoj glaﬁi osim tvrdjenja 4.1.1, 4.1.2. i 4.1.3. su

originalna.

Na'kraju; prijatna mi je du¥nost da se zahvalim profesoru dr
Milosavu Marjanovicu. 0d njega potifu kako svi problemi ko3jil se
u ovom radu reéavaju; tako i moj interes prema ovom delu topologi-
je. Moj rad na ovoj problématici je 1 tekao u sklopu saradnje po
tim pitanjima sa profesorom Marjanovidem (prvenstveno) i sa dr

Radetom Zivaljevidem (kome se ovom prilikom takodje zahvaljujem).



. HIPERPROSTORI

1.1. OSNOVNA SVOJSTVA HIPERPROSTORA

DEFINICIJA 1.1.1. Hiperprostor prbsto:a X u oznaci eXp(X) je
skup svih nepraznih zatvorenih podskupova prostora-x sa topologi-
jém  Viétofis—a kojoj bazu éinerskupovi oblika

(u,,0,, Y U= {FC€exp([FCUV U, V... VU ; FOU; # ¢ za i=1,...,n]
za sve konacne familije {Ui""’Un} otvorehih-podskupovalprostora X.

Sa C{X) c¢emo obeleiaﬁazi prostor svih kontinuuma sadrZaninh u
prostoru X sa topélogijom indukovanom sa exp (X} i zvati ga takodje
hipe?pfostbrom prostora X. ¢

_Dakle, oba prostora ex@(X) i C(X) cemo nazivati hiperprosto-
rom ili ékspdnencijalnim prostorom prostora X, a gde to bude pot-
rebno naglasic¢emo © kojem se hiperprostoru radi.

-Lako se prﬁﬁerava da skupovi oblika <U1,U2,.;.,Un>, kada
{Ul,Uz;..,,Un} prodje sve konacne familijelot?orenih podskﬁpoya
?}ostora X, zaista_éine bazu neke topologije na exp(X). Stoga sku-
po?i oblika (v i9u¢ = {a € exp(X) |ANU # ¢} kada skup U prodje
Fdéqlogijd prostora X ¢ine predbazu ﬁopologije Vietoris-a. Jasno

je, naime, da vaZzi



<ul,U2.,...,Un>'-—- (U Vo, U .o VU noulnau

Bazu topologije na prostoru C(X), jasno, &ine skupovi oblika
(F € C(X)I|F C u, YU,V ...0U; FN Ui#c.‘o za i=1,2,...,n} kada
{Ul'U2""'Un} prodije sve konaéne'familije otvorgnih podskupova
prdStora X. Ove elemente baﬁe opet ¢emo obelezavati istom oznakom
(Ul,Uz,,..,Un>, a 1z konteksta ¢e biti jasno o kojem se hiperpros-
toru radi.

Skupove oblika (A .,An) posmatracemo 1 kada skupovi Al""’A

17°- ol

nisu obavezno:.otvoreni. Zbog (A)= )»AXC 1 ?A<=%AC}C, skupovi (A
i.>A$ su‘zatvoreni.ako je skup A zatvoren. Odavde sledi da je i skup -
(Al;_‘_,an) zatvorén, ako su skupovi Ai""’An zatvoréni, |

" Na ovaj1se naEin moze, Sta vise, za svaki Tl prostor definisa-
ti njegov hiperprostor (tj. Vietoris-ova topologija na-skupu njego-
vih ne@raznih zatvorenih podskupovay. Uskoro cemo pokazati-d% 5e u
sluéajﬁ kompaktnog prostora X, kKoJi mi posmatramo, baza prostora

exp (X) moZe suziti i da to svojstvo karakteriZe kompaktne prostore.

PVRDJENJE 1.1.1. Prostsr C(X) je zatvoren polprogicr prcetora

exp(X).

Dokaz. Neka je ffiexP(X)\C(X). Tada_je f==FlkJF2, agde su sku-
povi Fl-i F, neprazni, disjunktni i zatvoreni. Prostor X je norma-
lan ﬁa postoje_njihéve disjunktne'otvorené okoline U, i U, respek-
tivno, Tadé je_(Ul,U2> okolina od F u exp{X). Za Aﬁf(bl,U2>,skupo—
ﬁi AfﬁUl-i A?WUz su nepiazni; dicjunktni i otvoreni u A,.pa'zbog
A==(AfWU1)‘J(AfWU2) skup A nije povezan. Dakle, {Ul,U2>ij(X)=cai

potprostor C(X) je zatvoren.®

U4

L
- i

TVRDJENJE 1.1, 21. Skupovf cblika {51:3-2:'--35?,.}: Kaela '{E?:

B

£l
A

«oo3B } prolazi sve konalne familije elemenata proizvoline la

topologije prostora X, &ine bazu Vietoris-ove topologije na exp(X),



Dokaz. Neka je (Ui,Uz,...,UHP proizvolini element polazne ba-

e Vietoris-ove topologije na exp(X} 1 FOE <U1’U2*""Un}' Tada je

2
. ; 3 L
da je x€B(x) € U,VU,V ... VU . Neka je B(x;) YB(x,) cee UB(x )

F, C g,YuU,vV...YU 1 za svaku tacku xE€F_ postoji B(x) € B tako

xona¢an potpokrivac pokrivaca {B(X)[XEEFO} ~ kompaktnog skupa| F_.-

Neka je dalje YiGEFETWU _yZEEbeWUZ,...,ynFEFofWUn. Tada po-

1]’
stoje B(Yl),B(y2),...,B(yn)ﬁfB takvi da ie yiﬁfB{yi)_E U, za

i=1,2,...,n. Jasno je da vaZi F_€ (B(x;),...,B(x_ ), Bly;).--,Bly, ).

Neka je FE€ (B(x,),...,B(x ), Bly,),...,B(y ). Tada je

m

U ' ' U. U C U U i
FCB(x)V...UBlx ) UB(y) V... UB(y ) C UV ... VU, i

yiﬁfﬁfWB(yij'E FfWUi'za i=1,...,n. Odavde imamo

F, € (Bxyd,e..rBx ), Blyy),e..,Bly ) € (U,,...,0).

Svaki otvoreni skup u exp(X) je unija baznih elemenata, pa
skupovi-dblika'iBl,..;,Bn} 22 Bi-E b ¢ine bazu Vietoris-ove ltopolo-
gije na exp(X).*®

Tvrdijenje koje smo upravo dokazali Ste vise karakterise kom-

paktne prostore. Naime, ake’prostor X nije kompaktan i ako je B nie-

gova baza takva da nijedna konacna podfamilija od b ne pokriva X,on-

da X€ exp(X) nije sadrzan ni u jednom skupu oblika (Bl,.;.,Bﬁ>, jer

X nije sadrZan u B, V...VB_, pa skupovi oblika {Bl";"Bn} u tom

slu®aju ne &ine bazu prostora exp(X).
Iz dokazanog tvrdjenja neposredno sledi da skupovi oblika (B
Vietc-

i Y)B{ kada B prodje bazu topologije prostora X Cine predbaz

ris-ove topologije na éXp(X).

TVRDJENJE 1.1.3. Prostori ezp(X) 2 C(X) su kompanint.

Dokaz. Neka je U (Ui}‘u U JV.{ pokrivac¢ prostora exp/{X) pred-

: | i€T S L |

baznim eiementima i obeleZimo V= U V.. SKup FO:=X\VEEEXp(X) ne se-
| | , Y

¢e ni jedan od skupova,vj, pa ne pripada ni jednom od skupova )Vf .
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zato postoji neko ioEiI tako da je FOEE(Ui) , odnosno F C y. .

o — 1
o O
Skup H:=X\Ui je kompaktan i {Vj]jEEJ} je njegov otvoren po-
O
krivaC, pa postoje jl,.,.,anEJ tako da je H C Vj U ...L}Vj . la-
| 1 n
da je
exp(X) = (U.) UDXVL U ...uYv.( .
- ° *o Iy | In
Naime, za F Sexp(X) je ili F < Ui u Xxom sludaju imamo
. o .
FiE(Ui) ; 11i F secfe skip H, pa sele i neki od sRupova Vj 1 tada
o L K
je F€5>Vj< - Prema lemi Alexander-a prostor exp(X) je kompaktan.

Prema tvrdjendu 1.1.1. neposredno sledi da je i prostor C{X)

kompaktan.®

ovo tﬁrdjenje takodje karakteriSe kompaxtne prostore u klasi
Tl prostora. Naime, Tl prostor X je kompaktan ako i samo akd je pro-
sgor_exP(X) kompaktan. Da bismo dokazali drugi smer u'ovom tvrdjenju
uo¥imo -otvoreni pgkrivéé fUi|iE5I}pros£ora X. Tada je {(X,Ui}}iE;I}

otvoreni pokrivacl prostora exp(X), pa pOostoji konacan potpokrivad

{<X,Ui >]k==l,;;1,n}. Za svaku tacku x€ X Jje {X}EEeXp(X), Jjer Jje X

k |
- | . /s : : .
Tl prostor, pa tacCka x pripada jednom od Sﬁuvaa'Ui reee U, . Zato
' - ‘ 1 n
Jje {Ui lk=1,...,n} konaCan potpokrival prostora X i rrostor X e
K _ _
kompaktan.

TVELSENJE 1.1.4. Prostori exzp(X) © C(X¥) esu Fausdors ~cpy.

e

Dokaz. Neka su A i B dva razlidita elementa prostora exp(X) i

{4

neka je na primer B\A # ¢i x €B\A. Prostor X je regularan, oa po

toje disjunktni otvoreni skupovi U i V takvi da je xec U i 2 \

1Y

Tada je A e{V) 1 Be(X,U0) i vaii;<V}rﬂx,U} = 0, pa su (W i (X,U»
disjunktne okoline elemenata A i B.
Prostor C(X) je Hﬁusdorff-gv kao potprostor prostora exp(X).=®
Moze se'pokazati; Sta vi8e, da je.u 0p§tem‘sluéajﬁ vrostor

exp (X) Hausdorff-ov ako i samo ako je prostor X regularan. Iz tvr-
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djenja 1.1.3. i 1.1.4., sledi neposredno Ga su prostori exp(X) i
C (X} normalni. va¥i i obrat ovog tvrdjenja, ti. prostor exp(X) je
normalan ako i samo ako je prostor X kompaktan (videti [44]}; pret-
hodno je ovo dokazano u [15}, ali uz pretpostavku kontinuum hipo-
teze).

Dékle,kompaktnom'Hausdorff~ovom prostoru X smo na jedinstven
na®in dodelili kompaktneﬁHausdorff;ove}qmzetore exp(X) i C(X). sli-

tno demo sada uraditi za neprekidna preslikavanija izmedju takvih

prostora.

DEFINICIJA 1.1.2. Za neprekidnb preslikavanie f:X +Y izmecju
prostora X i Y defini%emo pre$1ikaﬁanja |

exp(f) : exp{X}) »exp(Y), (exp(f})(F) = fir]

C£) : C(X) +C(Y), (C(£))(F) = £[Fl.+

Zbog neprekidhosti_?reslikayanja f skdé £{F) je Hompaktan, a
za F €C(X) i povezan, pé su presiikavanja exp(f) 1 C(f) korektno
definisana. ﬁokazaéemo sada da su 1 neprekidna. .

PYEDIENJIE 1.1.5; A nerrexiano prescikgvange F:X Y 1
Ravanga ex?(f) 7 C(f) 3u ﬁepréki£ﬂa.

Dokaz. Lako se proverdﬁa da za U C Y vaZi (exp(f))wi[(U}] =
1

={f_l[U]> i {exp(f)) [)U(]é=)f-l[U](. Inverzne slike pre=dbaznih
skupova u exp(Y) su otvorene u exp(X), pa je preslikavanije exp(f)
neprekidno..

Analogno bi se pokazalo-&a je.i_preslikavanje C(f) nevrekid-

no.m

e -

PVRDJENJE 1.1.6. exp © C su Kcvarijganint Funkicri ~atecorije
kKompakitnih Hausdorff-ovih prostora © rneprekidnin presiirqvania u
sebe,

Dokaz. Za f:X»>Y%, g:¥Y2>2 1 Efiexp(x)‘imamo
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H

(exp (1)) (F) 1,Fl = F=1_ (F),

exp {X)

(exp(g o £)) (F) = (g o E)[Fl={g(£(x)) |x€F} = gl{Ex)[x€F) 1= g[ffF]] =
= gl(exp(£)) (F)] = (exp(g)) ((exp(£)) (F)) = (exp(g) oexp(f)) (F).
Dakle, tvrdjenje je tac¢no za exp, a na pbsve isti naEin doka-
zali bismo da fe tadno 1 za C.”*
Definisademo sada takozvane simetriéne proizvode topoloskog
prostora. Simetriéhi proizvodi su uvedeni i prvi put.iatraﬁivani u

[4}, -videti 1 [361.

DEFINICIJA 1.1 .3, -Simetricni pmizvod reda n prostora X u oznaci
I, (X)) Je potproétor prqstora exp (X) séstavljen od svih podskupova
skupa X sa ne vise od n elemenata; Uvodimo i_oznaku J(X) za pot-
prostor prostora exp (X) sastavljen od SVih'konaEnih podskupova pro-

stora X.¢

TVREDJENJE 1.1.7. Presglikgvanja jH:XK‘*JF(kJ de firnisarna sa

jn(xj,...ixn) = {mj,...,x}} Su neprekidna Zg Sve prircdne brolieve .
. o ‘.' .
/

Dokaz. Lako se proverava da waZi

i-'l . . '_- -n-
Jn [(U)ﬁ.jn(x)] = Uy,
Slpwong @] = B v o o ‘~={x, 1 # -
n n ‘ 1 =1 j=1 ljr - l:] L1, i = j

bdaﬁde sledi da su inverzne slike predbaznih skupova otvorens,
pa su preslikavanja ﬁn“neprekidng;&

Jasno je dé su prESlikavanja-jn ha ‘i_zatvorena (jer ﬁ&prekid—
no slikaju kompaktan prostor u Hausdorff-ov), pa su to identifikaci-
je. PreSlikayanje j1 je i 1-1; pa je jl homeémorfizaﬁ.

Jasno je da vaZi J(X) = U.JH(X).
| n=1 .

TVRDJENJE 1.1,8. Skup J(X) je svuda gust u prosicru cxpilX).

n

Dokaz. Uogimo bazni. element {Ujre..,U) u prostoru exp(X) i
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tatke X, €U; za i=1,...,n. Tada vaZi {xl,...,xn]EE<Ul,...,Uﬁ>rwJ(x)

i skup J{X) Jje svuda gust u exp(X).n®

{.2. POVEZANOST I LOKALNA POVEZANOST HIPERPROSTORA

Sada.éemo paznju obratiti na svojstva tipa povezanosti hiper-
prostﬁraf Prethodno.dokazujemo ﬁekoliko pomocénih tvrdjenja od kKo-
jih su neké interesantna i sama =za sebe i biéelkoriédena i kasnije,
u dokazimafnekih drugih tvrdjenja.
| _T?RDJENJE 1.2.1. Ako je F(I} povezan pOdSde‘pPOubOﬁﬂ pr(i)
(1) |

7 F {ﬁc(X) 7 ¢, onda Je U{F[FEEF(I)} povesan pGGQ<ag progtora X,

(l)}

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da je FO:=U{F[Ff5F = gvv,

gde su skupovi U i‘V neprazni, disjuhktni'i-otvoreni_u-Fo. Tada po-
stoje disjunktni otvoreni skupovi U IV tako da je U=00F_ i
= VAF .
V= VoE,.
. Neka 3je pr ex (1)
(D) L (1),

NC({X}) i neka je na primér F’C U, Tada je

(UY) U {F(l) n ) wirt) nw, vy,
?ri cemu Su gornja tri skupa disjunktna 1 otvorena,i prvi i barem

lH_-"-._-'.—.
P A vy

(1}

jedan od preostala dva su neprazni.Ovo je u suprotnosti sa pov

nos$du skupa F‘l), pa je skﬁp F_ povezan,s®

TVRDJENJE 1.2.2. Ako je F(II zaivoren-pédskup preeora {(t) explX
(22) C(X) Z F lanac u F{IJ, onda u oba slulaja vaii
(1) (I)

U {F|FEF}EF ¢ O{F|FEF}EF

Dokaz. Skup H = U{F|F€ F} je u sludaju (ii) povezan kao uniija

monotone familije povezanih ékupova, pa je tada i skup B pove:zan,
tj. HEC(X) u sludaju (ii) . Neka je (Ul,;.u, Un) proizvoljna}okoli—

na od H. Otvoreni skupovi U ,..[,Un seku skup H, pa seku i skup H i

1



.

ofimo tacke xiFEUi'”H, i=1,...,n. Tacke X pripadaju skupu H, pa
. 3 - | . = 1 = Hate R - —
ostoje skupovi Fi F tako da je X F; za 1=1,...,n. Uoimo u 1la

~u F skup F’ koji sacdrzi skup {xl,...,xp}.

-

f’E~F(1)rW{U1""'Un}' Zbog zatvorencsti sxupa F , vaZzi E&r U

ba sluﬁajé.

slucaju (ii) po-

Sy

-
Y}
P
It
D,
o
&
(M
1
V3
h
3
(D
I--t--jI
¢
T
™~
V1]
3
N
fu
T
<
O
H
D
3
I._r
o

orivada odccvarajudem hiperprostoru,

7a proizvoljnu okxolinu {Vl,._,,vw> od K vazi ngvltJ...lJv-, pa po-

m
;toji skup F" € F tako da Je FP" LV U, LV (ako bi svaki element

‘anca F sSe@&kao sSKup (vltj...tﬁvp) , onda ri i K

i

(1
o

O ta) skup).

skup F" sadrZi skup K, pa sece skupove Vireoo, Voo Dakle, vazi
' {1)

_ (1) e
~ME TP Fﬁ(vlf.-.,vr>, cGakle sledi KEF .
iz
TSR TR Ny A SR oo P D S T
TVRDJENJE 1.2.8. Nexka eu A 1 E ZQivCerenit 1 DOVESGNLT DOASKUNC—
» ] - - b » .-I—_h - .. e _:- d_i H - . - - am . - _ -
2T prositora £ t rnera g€ LU 2. Icaa poEicil ZQTVOPEN L pCUELQY DOO-
’ T - T P gy e e
crup U prostora X tarkgv aa ge AC T =z,

za koju su shu-

Dokaz. Uo€imo tadku x€BVMA 1 njenu okolinu O

T r— = = LU, x.-— E il —u 1.—\-\.":
cavimo c¢ca cskup C sa trafenom osoini-~

{r

povi A 1 O disjunktni. Pretpc

aom ne postoji. Tada je 4 kompeonenta povezancesti zatvorenog skupa

- L al . . 1. -~ —_ - -— i o LA — N S, v - T g m e b am e e Tt e e -
ho \Oi_;* rRAXQO e ROMDonenhva Gednhiaxa kvazixoroornsnti v KommasxtnoT RELoZ—
Ty - . : . A — o~ IT oo S T ¥
DCr L —Oovom EBLOSJLOI‘L, tmamg &£ = TR hRE = oA Jag s ! TaThM L s L UN T T
1 - - —f

- — - - -EIL'\ 1~ rT= T ‘T\ q‘i-- "l: —‘—'-r“";"'-".. B ] = _hr‘\_'_"f-\":" [l A
No—zattvorenlin sxupova u B\ KROJi1i 8aGrzige =rRAT ~. D2ZTCoLX SHuUT

1 — }; - ' -

H, €#H koji je sadrzan . u skupu B\Ow' Zate Je skup H_ otvorenc-rat-

'y
¥
r
I ]
{n
Cid
"
¥
{v
il
{1
' ¢
(2
Ui
I
!

s
[

J
0
L

voren -~ u skuru B, Sto 1e u sunrcind

Dakle skxup sa trazenim cscbinama po

N
('t
0
)
=
_

- T — Y i h - - - — - . " —_—a = - e -
TVRDJENJE 1.2.€, Ve Su A L I REDHIENL, BCGoVIreil: SO UE S
. .
T y k o~ - 1 -~ £ = T o - - R = —t =/ — P o - -
L POGSKUPpOUVL progsiLorag LA L AN o) LOLE Je §rul or el Vel A R

r,r*-.fvrll

pevesar podekup proszore (X)),

(v
{l
"]

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da 3
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F(l) i Fél) neprazni, disjunktni i zatvoreni po&skupovi od C(X).

1
Neka Jje na primer BEEFél); Prema tvrdlenju 1.2.2. i Zorn-ovoj le-

(1)

mi postoji maksimalni element F 1

familije F

)]

. Tada Jje Fl(:B i

vazi
{
2

Dakle je familija {FEEC(X)lFlCZF C B} zatvoren skup u C(X) i

(rec(x)|F, CF C B} = piV) n{rec(x)|F, c F C B}.

prema tﬁidjenju 1.2.2, 1 Zorn-ovoj lemi ima minimalni element F2.
Tada_su Fl i F2 nepra;ni, zatvoreni i_povezani pbdskuPOvi od X, va-
51 FI(:FZ i ne'postoji zatvoren povezan ékup C takav da Jje
Flc:ctin. Ové je u suprotnost% sa‘tvrdjenjem 1.2.3, pa je skup

Fil)‘povezan.'

TVRDJENJE 1.2.5. Svaki od prostora exp(X) 7 C(X) je povezan

akc © samo ako je prostor X povezan. .

Dokaz. Neka Jje prostor X povezan. Tada su povezani i prostori

n | PR C e : . s C
X", pa su zbog neprekidnosti i surjektivnosti preslikavania J, PO~

vézani'i'skupovi qn(X). Skuprj(X} je hjihova rastuca unija, pa je i
on povezan. Pfema'tvrdjenju'l.ﬂ;S. povezén je 1 prostor expr).

za svaku tadku x povezanog prostora X skup FECXx} CF C X2
je  povezan podskup ad C(X). Svi.takvi,skupovi (za sve x 1z X) sadrie
X kao element, pﬁ_imaju neprazan_prééek. Zbog toga Je njihova unija,
a to je-éifav C({X), Povezana. | .

Ako'je bilp.koji od prostoré”exP(X) i C(X}_pevezah,-oﬁﬁa e
'prema_tvrdjenju 1.2.1. 1 prostor X.povezan.'

| fVEﬁJENJE 1.2.6. Svaki od prosiora exp{X) 1 C(X) je lokalnc povesw axe

7 samo gko je_pfosfor X Zokalna povezan.. |

Dokaz. Neka je prostor X lokalno povezan, FEexp(X) i

(Ul,i..,Un) tazna okolinasod_F u exp{X). Svaka talka x skﬂpa F sa-

drZana je u'nekom skupu Uk(x),_lfzk(x}fzn. Zbog lokalne povezanos-
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i prostora X postoji povezana okolina Vx tacke x tako da 3je

; (:Uk( x Familija {VXIXEEF} je otvoreni pokrivaé kompaktnog sku-

.a F i neka je {Vk roeerV } konadan potpokrivad.
1 m
za svako 1€ {1,...,n} uoimo neku taku x, €U, NF i njenu po-

;ezaﬁu okolinu-wi takvu da je wi E U Tada je
Favxl,...,vx&, Worewa W) C <vxl,...,vxm , Wyoeen WD C KU, U0,

jokazaremo da je skup <§X ""'Gx , ﬁl,...,ﬁh) povezan. Pretposta-
1 m | -
imo suprotno, da je (¥ v wo, e, w =M upll) g0 sy
/ ! xl"“"xm' 17°°°"'n 1 2 v |
F;l) i Fél) neprazni disjunktni zatvoreni podskupovi prostora
.= — - - 1 |
2xp(X). Neka je V, Y,, .UV UW U, , UW cpll)

X, - X 1l . D 2
(1)

1.2.2. i Zorn-ovoj lemi familija F.

Prema tvrdjeniu

ima maksimalni element C i

neka je (G ,...,Gk) okolina od C koja ne se&ce Fél). Tada, zbog ma-

ksimalnosti elementa C u Fil) va¥i

o = e e . )
(GllJ...\{Gk)r\VXi CfWVki za Sme_l {1,...,m7,

- ﬁ- = o 1 &=
Ovo znaci da je presek skupa C sa svakim od skupova ?X ’

(i=1,...,m) -1 W, (i=1,...,:4) otvoreno-zatvoren u tom povezanom

Jl'
skupu., Svi ti preseci su neprazni, pa bi morali biti Jjednaki Cita-
vim skupovima. Tada bt bilo C=V_ U ..UV UK lJ.;fLJﬁh. ovo de
(1) : Lo R - .
nemogace zbog CEEFl . Dakle, skup (V. ,...,V._ , W ..,hr> Je pc-

vezan.
Neka je sada F e C(X) i-(Ul,...,Un) njegova tazna okolina u
C(X). .Na isti nacin kao u prethodnom delu dokaza konstruisimc pod-

okolinu (ﬁk ,...,VX ‘ ﬁl,...,ﬁn> C <U1,...,UH> i dokzzimo da je

1 S _ : _ .

(1) (1) . .= -~ - = (1)
s - oW, U F .
Fl LJF2 i neka je VXlJ"'lJVx. hl oo VW F
| (1) 1 m. . _

UW Uoimo
proizvoljno CfEFll . Skup {recCc(x)lic C F C V. U.,..UV, LJW1U..JJE

M

4 “‘m

(1), )

je povezan prema tvrdjenju 1.2.4, sadrzan je u F, é i seCe i
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Fgl) i Fél). Kontradikcija. Skup_(\_iX Y
1 m

Z2aI «

Neka je bilo koji od prostora exp(X) i C(X) lokalno povezan i

neka je x€ X i U okolina tacke x u X. Tada je (U okolina od {x} i

g exp(X) i u C{(X), pa postoji povezana podokolina G{l]

(

. Prema tvr-
djenju 1.2.1. skup ‘J{FEFEEG 1)} Jje povezan i ﬁaj sKup je povezana

okolina tadke x sadrZana u U.®=

TVRDJENJE 1.2.7. Za proisvoljne podskupove AE"“*A

¥ vaigt (Ao, ..,A0 = (AIJ...,AH}.

Dokaz. Skup (Al,...,ﬂn} Jje zatvoren, pa vazi

b}
L]

| (Al;-.-.;ﬁn) C <£i;‘-.-;§n}~-

Neka Jje sada F€5<El,...,ﬁn) i neka e (V ,...,Vk) proizvolina

1

bazna okolina od E._Svaki-od skupova,vl,...,vk seCe F, pa sefe i

skup 2

U..'U . - E- U.t. U | | kD T" .f..- | 1 L T? 1 E::.
3 An 1 An SKUupOvi Vl; ’Vk su otvoreni, pa
svaki od nijih secle i skup Alti...LJAn i neka 3je xiEEvifW{AIkh..LJA?)
Za i —_— }.;.'.-}kt
) b | T n - 1 / — ——
Isto tako, svaki od sxu»nova A,,...,A_ Ssece skup F, pa sece 1

bd

'..J-.

. A seku sxup V, VU ...UYV,

skup V, U...UV, . Zato i skupovi A N _ PV, ’
' Fpn

1 - kK

je V.EA. N (V, U... UV
neka.je yj Aj (Vl Rk

17"

) za j=1,...,n. Tada jJe

.{Xl’tiiixkf yllit-?ryn}le.(vlr---f"?k)_ﬁ{p“lf"'lfkn> . |

Imamo F €(A,,...,A ), pa vaii i (A ,...,A > CCR ,. .. ,8) .«
TVREJENJE 1,2.8. Progicr exp(¥) Jje rul-airmevsiconalcn anc = S@iC axe Je

prostor X nul-diménzionalan.

Dokaz. Neka je prostor X nul-dimenzionalan i neka je B baza
otvoreno-zatvorenih skupové prostora X.-Tadé, orema tvrdjeniu 1,1.2.
familija svih skupova oblika.<51,.;.;5n ), kada {B;,...,B.} prolazi

konadne familije elemenata baze B, &ini bazu Vietoris-ove topologi-

——
—

je na exp{X). Prema prethodnom tvrdjenju imamo (B,,...,B))
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= (El,,..; §n> = (Bl""'Bn) i elementi ove baze su otvoreno-zat-
voreni skupovi u exp(X), pa je prostor exp(X) nul-dimenzionalan.
Ako je prostor exp(X) nul-dimenzionalan, onda je i nijegov

potprostor J, (X) = J¢ X} nul-dimenzionalan. Kako je j,; hormeomor-

fizam, to je i prostor X nul-dimenzionalan.®

1.3. METRICKI SLUCAJ

3

in

(¥

i na

(™

U siucaju kad je pvrostor X metridki, mostodii i dru
e r L J

W

uvodjenja topologije na skupu nepraznih zatvorenih podskupova pro-
cstora X i to definisudi metriku na tom skupu. Frvo femo pokazati
kako se uvodi ta metrika, a zatim i Jda se tovrologija indukovana

njome podudara sa Vietoris-ovom topologijom.

e Fas Ty T e - “—"'"\- FFFFFF = .-'- AT A e e - -~ - = -
TVRDIJRHJE 1,2.1 G RCMDRELGY WMEvrlCrli I3 C8zer X Trmig. =
- - " Foe ___;: i o
vanie Prexp(X) Xexp{X) ~£& aejirtsans &g
“f — —— . = 37 ."'1 .nl\. - _,-.' - -
D{£,8) = max isup diz,3), suz dly,i)} Fje metring ng exr 7).
o S v = =
[ E N} f H

Doxaz.,Za " A,%,C €exp(X) imzmo

(i) D(A,B) = 0="sup d(x,B) = 0 A sup S(v,4) =G
o xEL vio S

(ii) D{(A,B) = D(B,A).

(13i) a(x,C) < d{x,y) + &(y,C) za sve v =B~

= d{x,C)= inf (A0,Vv)Hd,C)) = inf dix,vi+su &{v,C) =
=B vl yEB |

= d{x,B)+sup ca({v,C) =d(x,B}+D(53,C
yeB

u

= sup d{x,0)<sup (d(x,B)+D(B,C)) = sup &{»,3+(3,C) <
X&A YEA - e

< D(A,BY+D2(B,0).
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Na isti nacdin se dokaZe i sup d(z,A) £D(A,B)+D(B,C), pa imamo
- zeC - - |
p(a,C) <D(A,B)+D(B,C).".

Ovako uvedena metrika na prostor exp(X) zove se Hausdorff-ova

metrika.
2ko se uvedu oznake VE(A) = {xggx|(3ae;A)d(a;x)< €} i
s{A,B) = inf{e|B E.VE(A)} lako moZe da se proveri da vazi

0 (A,B}) = sup d(y,A) 1 p(B,A) =sup 4d(x,B), pa je D(A,B) =max{p(2,3),0(B,A) L
veB . | X< A | , | -

TVRDJENJE 1.3.2. Za kompaktan metrilkt prostor X, HZausdorjj-

~ova metrika indukuje Vietoris-ovu topologiju na exp(X).

-Dokéz.'Dokaﬁimo prvo da su pfedbazni'eieﬁanti Vietoris-ove =
topologije na'?IDStofu exp({X), skupovi oblika (Ur i 0¢ za‘otvora—
ne pddSkupove U prbstora X,‘dtvoréni u topologiji indgkbvanoj Haus-
GOrff—ovom'metrikoﬁ}‘ |

ﬁeka.je féEE(U} proizvdljni element skﬁpa (0. Téda 1e
Fo C U i vé§i1d(EO,ﬁc)_= £ >0. dea;aéeﬁo da je Kéxp(X)(Fo’s) C (U

gde smo sa K (Fo,e) obfle?ili otvorenu kuglu u exp(X) sa cen-

exp (X)

trom F_ 1 poluprefnikom ¢,

Fe kK

- . | . o~ "’. E . r .;“ —3
EXD(X)(FOLEJ=*§up d(x,FOJﬁrh=*(vx F)d{;,FD} < g =
N - Xer
| =F C U=F€ (U),
Qvo VaiiIZa'sﬁako~FO€E{U>, pa je skup (U’ otvoren u tovologiii in-
dukovanoj Hausdorff-ovom metrikom.
Neka je sada F, €U« proizvolini element skupa U{, Tada Jje

FOEWU # 0 i'neka je XOEEFOrWU. Skup U je otvoren, pa postoji £ >0

.o ’ | - J . »” — C }{
tako dglje K(xo,e) c U. Dqkazacemo da vazi hexp{X)(to’E} C ud,

"

FEK.

expr) 3)<

(FO,E)=*sup d(x,E)<ié=*d(go,

weFR
Q

= (Iy eF)d(x_,y) <€= (IyEF)y&EK(x_,5) C U~

=FNU # ¢=>F & U,
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Avo vazi za svako FOGE)U<,'pa je skup ‘U¢{ otvoren u topologiji in-

jukovanoj Hausdorff-ovom metrikom.

DokazZzimo sada drugi smer? da je kugla KexP(X)(Fo'E) u exp{X)

stvoren skup u Vietoris-ovoj topologiiji.

C- * . el E : | - |
Otvoreni pokrivac {K(X,ﬁ)IXE?FO] kompaktnog skupa F_ ima kona-
tan potpokrivaé, tj. postoje tacke Xyreew X ©F  tako da je

n o
€ 3 £
i U L — &= { -~ —-
F C Kixy, 2) .o K(xn’2)' Tada je F_ P(xlfz); "'K(Xn'2)> 1
a2 j0% pokazati e (K = . )y ¢ K.
treba J0S pokazg i da je (K(x ,,),.. 'K‘anz) < Kexp(x)(Fo'E)'
| i -
FE K(xl 2),...,ﬂ(xn,—-)> *FC K(x )U o Kix ;-2')
= (¥xE€F) (3 < {1,...,n})dtx X, ) <z 5 *(¥XEF)d(x, F ) < ;-.

= sup d{x;FG}ﬂ_
XEF

| e. . | >
—-— E ( - —— 4 e } = ] E - ﬁ = —
I K(}%L'Z)'ff"Kixn'ZJ {(¥1i {1,...,n})F K(Xi'Z),# ¢

AT

- ﬂ _—

(Vi_E{1,.,_;ﬁ}y(syiﬁfP)d(xi,yi)<:§

zbog toga i_zbég-Fo E K(xl,g)LA,.LJK(Xn’E) iramo
. Nl € o
(¥vx €F ) (31 € 11,...,nhd(x,x,) <3

(¥x €F_) (31 € {1,._.,;})-d(x,yi) SA(x,x;)+d(x,,y.)<

€ r
<5+ Ea:-::id(xi,yi)ll <i<nr=
b x 1 ‘ EE [] | ) -!. |
. ={¥x € Fo)d(x,FJ <3 4 max*fdr.x.,_yi)il <i<n} =
. 2 . ‘ : » < -
- 3 CAXy Yy PERST S
=
X FO

Dakle,_za Fe(Ki{x ,2),..,,K(x1,—)) imamo D(F,F

D)*:E, pa vazi
(K{x

= C
},...,K(x ’ 393 —-Kexm(}() (F_,e).m
. Jasno Jje da-restrikcija metrike D na sxur C{X)>€C(X} jeste me-

trika na C(X)} i tu metriku takodje zovemo Hausdorff-ovom. Jasno je

i da ova metrika-i na C(X) indukuje Vietoris-ovu topologiju.
Dakle za metrizabilni prostor X i prostor exp(X) je metriza-

bilan. VaZi i u izvesnom smislu obratno tvrdienje. Naime, prostor X

mo¥e da se utopi u prostor exp(X), pa ako je prostor exp(X) metriza-
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Jvo vaii za svako FOEE)U(, pa je skup ’U¢ otvoren u topologiji in-
iykovanoj Hausdorff-ovom metrikom.
v : . - c _
nokazimo sada drugi smer, da je kug;a gexp(X){Fo' ]} u exo{X)
stvoren skup u Vietoris-ovoj topologiji.
: Ly €. § |
otvoreni pokrivacd {K(x,—)IXEEFO} kompaktnog skupa F, ima kona-
an potpokrivaé,'tj.'postoje tacke xl,...,anEFD tako da je

| c € € £ |
p o C O Kixg, 2 f"LJK(xn’ﬁ)f Taca Jje F < (K(x ’2)""’K(Xn'§)) 1

o - | < 1
b e Tay= i e (K = K Y ¢ x
-reba jos pokazati da je R(xl'z)f""h( 2} < Kexp(X)(FO'E)'
' € > £
e -y =1 C -y U W ~Yy =
K(xl 2},...,R(xn,2 FC K(x1,2 - h(xn;z)
| | € €
e = . E ’ & = o -, P
| (fx_ F)(Eli {1,.,.,n})dtxfgi) 5 ({x. F)U(XTFD) =7
_ €
*sup a{x,F_j=< isze
x€F = °
FE{K(X -)I"‘IKKX l.2-)) = J— {l;---;n})FF'K(X ,2) # {p =
TP (YL E{l,...,rwj)(Ey E‘r“)‘:fl(x ' Yi) <5
Zbog toga i zbog F c K(x1 ZJLA..th( %) imamo
* . . € :
(VX‘EFO)(3155{1,..f,n})d(x,xi)<i§ = -
ﬂivﬁieFé)_(BiE ‘[1,.;.',11})@(}{,}?1) Ed(xrxi)—}-d(xi,yi){
< 3+ maxidlx,,y, )1 SiSnl7
. : | £
= (¥x€F,)d(x,F) <5 + max{dtxl l)}lfiliin} =
= SUP d(h F}‘:% + maxid(x., ){ £ji<n} < <.
i’ | -
& F _
s | | |
Dakle,‘zq FfE(K(X ,2 ,;..,K(Xn,g)) imamo D(F,F_) < &, pa vaii
» faing —_— C )
<h(xl,2),..7,K(xn52)> C Kexp(X)(F JETLT
Jasno je da restrikcija mEtILKE D na skup C(X)>ﬁC(X)-jeét e

tiika na C(Xl i tu metriku taxkodije ZOVemo Hausdorff~evoﬁ. Jasno 3e
i da ovafmétrika i na C(X) indukuje Vietaris—ovu topeologiju.

. Dakle za metrlzabllnl prostor X i prostor éxo(X) je metriza-
bilan. Véii'i u izvesnom smislu obratno tvrdjenje. Naime, pfostor X

mo¥e da se utopi u prostor exp(X), pa ako je prostor exp(X) metrica-
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Pokazacemo sada da Hausdorff-ova metrika indukuje takodje i
yobidajenu konvergenciju niza podskupova prostora X. Podsetimo se
u tom cilju, da je za niz podskupova (A_) prostora X, sKup
1im inf An definisan kao skup svih tacaka prostora X Eija svaka
okolina sele sve skupovehhn sem njih konaéno mnoéo, a skup
lim sup An kao skup svih tacaka prostora X Eija svaka-okoliné 53 -
Se bgskonaﬁﬁo mnogo_élanova niza (An). Jasno je da uvek vari
lim inf A C lim sup An}_a.ako vazi A = lim inf'An = lim sup Al

A,

Il

kafemo da niz (An) konvergira ka skupu A 1 piSemo lim A

TVRDJENJE 1.,3.3. Neka je.(An) niz zatvcrenih podsKkupova Xom-

pakinog metridkog prostora X i éf§emp(X). Tada je lem A =4 ako <

sarmo akKo 7niz (An) €lemengta prost

L

ora. exp(X) *cornvergirg nNa 4 uw g.l-
slu Hausdorff~ove metrike.
Dokaz. Neka je.lim Anﬁiﬁ i'€>0 proizvolian pozitivsn rezlni

i skup A. Pretpostavimo éa beo

e

i<

i

broj. Skup V_(A) je otvoren i sadr

konafno mnogo ¢lanova niza (&) sece skup X\V_(A) i cbelezimo ih

¥ 4
sa An , KEN,
k 3 . |
UoCimo tacCke a; €A N (X\V: (R)). Cre prizadaju kempaktnom
skupu X\V¢ (&) i neka je a neka njihova tafe nzgemilavanta. Tzada

svaka Ekolina tacke a_seﬁe begkonaéno TNoco Cianova niza (A
nijé mOQuéé zbog ahﬁ Af=lim SUp_An._Dékle, ﬁcstoji prirodan oroj
N, takoida-za nééﬁl_iﬁamo‘Ah E-VE(A). Gdavde sledi sup di{x,A) £ ¢
‘za n2N;.

| . . b E:‘ - h | - 1 el
Pokrivad {K(x,i)ixEEA} kompaktnog skupa A ima Xconalan wotno-

=
fi
:;‘..J
(=
F S
-

ol e

e > - 5 .. ‘ . ,
krivaé {h(xl,i),...,K(xk,ﬁ)}.;Tacxe Xir-ee X, pripadaj
. » . . ) . )

A = lim inf A, pa za 1:€{1,...,k} postoii prirodan
. oy o € N L N
da za n_zn& vaz1 AniﬁK{xi,i) 7 &. Neka je hzzzmaX1m1,...,m1}_ Ta-

‘ . . £ . .
da za n ZNZ,_skuP An_sece'sye xugle K(Xi'ﬁ) £a 1=1,...,K 1 173,70
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o 3 3 3
(= = { S * % a5 € Y A = f:- 2 2 r ‘ ) -
x Gn =335 €{1, k})x,_ K(xj 5) T A, A )= d(x,A K(x], )} < diam K(xj,Z) S E.

pakle, za n ZN, imamo sup d(xrﬁn){e'
XA
Znaci, za n 2N = maX{leNz} vari

D(A,A ) = max{sup d(x,n ), sup d(x,A)}<¢,
: ' X <A XEEAn

pa niz (An) konvergira ka A u smislu Hausdorff-cve metrike.

oy

Neka sada niz (An) konveérgira ka A u smislu EHausdorff-ove mo-

trixe 1 nexa je € > 0 proizvoljan pozitivan realan broj. Tada posto-

ji m& N tako da za n2m vaii D(A,An)<fs odakle sledi da je za n2=m

: d({x,A) < £, odnosno A i~ VE(A). Cdavde sledi da Je lim sup A_ © ﬁ;?ia

n

b

U
I

up

A
n -

za svaki pozitivan broj ¢, pa je lim sup An C A.

Neka je sada a€A 1 € > 0 proizvoljan pozitivan broj. Tada po-

or

stojli meEN tako da za n2m vazi D(AH,A)< e odekle sledi
SUp d(x,én) < g, Odavde imamo d(a,An)*:E, odnosno AanK(a,e)f¢ b .

XEA | S :
Dakle, svaka bazna okolina tadke a scle sve &lanove piza (B ) s=m n3il

-

'lL-f

xonacno mnogo, pa je a© lim inf.An,
Dokazali smo lim sup A C AC lim inf A, odakle zbog
] — pont 14
. £

lim inf A C lim sup A siedi A = lim AL

NEKIM KLASICNIM KONSTRUKCIZAMA

[
T
-:,"',_1
L1
'

oy
N
e

Pokazacdemo sada sa se hiperprostori prirodno javiiaju u na2kin
topologkim razmatranjima i da neki drugi topolodki obiskti mogu &=z

3

-
— . --a—--' - _‘ -
KOO prosTora, wvo
— -

§
i

Opol

i

P.

se smeste u nhiperprcestor dobro odabranng

istice znacaj objekta koji ovde pcsmatramo i njegovu izvesnu uni-

1

verzalnost. Prvo tvrdijenje ne dokazujemo, Jer niecov dokaz slzdi
neposredno iz definicije.
TVEDJENJE 1.4.1. Fresiikauvange F:Xrecuxpi(Y) lfopeicixog 7 oz il-
"I' [ ¥] - - - wr -

{4
"I .‘:

ra X u hiperprostor exp(¥) je rneprekidno cro 1 2aro anc DCLenie



21

ppgkidno odozgo- 1t odozdo posmatrano kao vifeznalno preslikavanje

spostora X u prostor Y.®

To o T T
kidntn fTurnk

N

U

iy
O
i b

|

. e . . X
TVRDJ-NJE 1.4.2., Funkecioralni prostor Y© rnepr

=~

ig 13 X v Y sa Kompakt-otvorenom topologijom moZe da se utopi

niperprostor exp(X x YY) topolofkog proizvoda 7 XY,

Dekaz. Jasno' je da je za neprexidnu furkciju f:X-+Y njen gra-

fik Flf):={(X,y)EEXKY[f(x):=y} zatvoren podsxup proizvoda XxY, va .
. l.k b P x_}_ o by h T '11- =
je preslikavanje ¢:Y exp (XxY) definisano sa ¢ (f) = T(f) dobro de-
finisano.

OCigledno, preslikavanjev je 1-1., Dokazadfemo sada da,je_preur
slikavanje v neprekidno. Skupovi oblika 4G1><G£ iz>Gib<G2(,'gﬁe su
Gy 1 G, otvorenl podsxupovi prostora X i Y respektivno, &ine pra -

ma tvrdjenju 1.1.2. predbazu prostora exp(XxY), pafje'dovoljno GO

xazati da su otvoreni skupovi oblika ¢_l[(Gle2>] i1¢;1[)Gleﬂi];'

ko za A C X i1 B C Y uvedemo oznaku M(&,B):={f€inlfiA] C B!
lako se vidi da vaZi
u“l[{G XG,?] = ¢ za G, CX yj_ -w_l[(xA<C ] = MUY
. l 2 | : Jl £ . | - "2’ _ J.'.;‘_*-J.GE);
-1, - -1 : c, ,C ~1,, ..C . C -
¢ [}GIXG2<L = (¢ -[IGlx82<_]) = (¥ [\LGIEY)LJ(H>2G?}?]}“ =
| | | 'n. c C -~ « 5 L " ----."f-:I *.C ‘ T = = &
— \l‘i(Gl 'Gz) } —_ ( i_l IJ_"‘-._X_J- "'{“;2) j = L—'! :.F:;. .-L:J':.fh r x_".;;'! =
| EtGl AT -
= U M({X‘}rqz}. 1
XEG
: 1
Dokazujemo sada da je slika o:tvorenog s<upa u Yk-OthIﬁua 17

... | v X o -
oprostoru ¢f Y] prostora exp (X x V),

k
fE€ N MK.,G )*—‘-‘*(ViE{I,...,k‘)f[Ki] < Gy
i=1 | B
= (vi€{1,...,k}) T(f) € (8 G])°
: i
i=1 *
Odavde imamo
k % K .
. e ” ] f:

1=1 i=1
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sa je preslikavanje ¢ zaista utapanje.®
TVRODJENJE 1.4.3. Topoloski prorzved X familijE'{X€|£55I}-
A
sisiuntinih prestora moie da se utopt u hiperprostor exp(X*) jed-
L osafkevre Komparktijikactje X* topololke gume X = @ X .,

LTI =

A=

Dokaz. ObeleZimo sa p tadku kojom se kompaktifikuije prostor

¥, Dokazadcmo da jé preslikavanje
s 11 X, > oxp (X% 2 = {7, {x)|1€ 1} v {p}
¢ 3 . exXp{X*), c{x) = 17, (x}|1e I LD
1= 1 |
utapanje. Pre svega, lako se proverava da je za svako x€ II X, skup
i€T
e v dobro definisano, a nepos-

ba

]

1

s
]
ot
9L

s (x) zatvoren u X*, va je presli;
redno se vidi da je i 1-1.
Dokazacdemo sada da je preslikavanje ¢ neprexkxidno. Otvoreni

skupovi u X* mogu biti ili oblika @ G,y gde je za svako 1€ I skup

i€
Gi otvoreni podskup prostora Xi, ili cnlika X*\K, gde je K kompak-
an podskun prestora X. Pri tome samo ¥onadno rndgo preseka XiFWK,

1€ I, je neprazno jer su disjunkini i Cine otvcreni pokrivac kom-

| n
paktnog skuwa K. Zato su ovakvi otvoreni skupovi oblika X*\ U K. o
7 3=1 "3
ade s K, ,...,X, XKeomoakitni  ovodsXuveovi wrostera M. o, ..., Xl res-
- i i = - - - i i
1 9! 1 1
scextivne. Skupovi oOblikxa
~ n n
{ & G.), Ye 6., (X* U E, ¥, »xX*\V U R, (
.'::__' l N l a2 l . o 1
h = 1=1 _}'—l J ._J_l J
Cine predbazu prostora exp(X?*), LakXxo sc¢ vidi ca vali
-1 . ~1 = = X
¢ @601 =0 i ¢ D X*V UK, (] 2.1
. X : : . 1 - 1
i€T 7=1 3 ,
zbog p € ¢(x) za svako x€ U L Dalie imamo
o . i€ |
XE€¢ T[) @G (]=¢(x)E) BGH
s i AP |
i€l 1=l
= (J1L €1I) T, (%) € G,
(3 ) i ) i
- -1 ~
= x & U ﬂi [Gi]'
1ET
e . | HI‘ “]' ) Tl T - . . =
Yakle, ¢ [ G’Gi<] = Yo, [Gy1. Ma kraju imano
' 1GI | ieX
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_1 n | n
x Go LEX*N VY OK, )] <= ¢ (x) ECX*\ Y K,

i=1 73 =1 "~
& (W &€ ' =
(vje{1,...,nH) s (%) Xi.\Ki.
J J 3
n -1
=.x€ N 1w [X. \K, 1.
. . 1. 1. 1.7
3=1 3 .
1 n | n
sakle, ¢ CL{X*\ V K. ?]1 = n [X. \K, 1.
- .+ L. P i. 1.,
, =1 ] J=1 ) ] ]
sreslikavanie ¢ je nepreXkidno. Iz reslednje jecnanocsti s
n -1 n |
el O T.7[G, 11 =¢[ T X, ] ndX*\ U (X, \G, ).
. . 1.7 1.7 . -+ 1 . _ i. 1.
J=1 -3 ] icl =1 "3 3

rakxle, slika baznog otvorenog skupa Je otvorena u notorostoru
o[ T 'Xi] prostora exp(X*), pa je preslikavanje ¥ utapanje.s=
iel - | - | s

rako se proverava da Jje ¢| I1 Xi] zatvoren podskup vrosto
| ’ | 1T |

"

exp (X*). AKoO’ je; nalmer y eexp (X*)\¢[ Il X, ], onda je ili'p
. . iEI . :

11 (31 € AX. =0 ili L € 3 €y Ny Y o
ili \SlfiI)y. X, =9 ili (3i I)(jai 7 Di}ai,bi y "X, . U posl

njem sludaju neka su Ui iv, disjunktne otvorene okoline tacak

b, respektivno, sadrZane u X,. Tada je.skup

111 (xA\{ph 11i (x*\x)  “ili- LSRR

x . hO““Cﬂfdﬁ

e
—~ - s T 9 PRSP P A e = TV T e
rostord &h?(hx). I N C VI A Y S

20odskKu Il KOMpakKtnog .
neposredna“posledicalprethodnog tvrdjenia 1 tvrdjemja i.1.3.
Nafedno.tvrdjenje moie da se posrartra 1 Kzo ofvat u o nEv:
smislﬁ't?rdjenja 1.4.2.
TVE?JENJE 1,.4.4, Zc kam;l;kéaﬁ g Tl SRL srogtor X oo Eocv
parpfostar exp(X) noae-da se Qﬁg;i w ShrRutoialal Lrcgior PRI

'&OWpakt-obvorﬁnom TOpologmﬁom.

Dokaz. Kao Sto znamo sa

s RXKRK R,: p{f,g) = suap| f(X)-g(%)i

‘s-'t_){
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e

P G : S ST . . \
R® definisana metrika koja indukuje Xompaxt-otvorenu topolo-
jijus Pokazademo, $ta viZe, da je prostor exp{X) sa Hausdorff-ovom
, . . o I _ X B _ |
.otrikom lzometrican potprostoru prostora R sa gore navedenom -

-ikom. Uocimo preslikavanje

_X , :
crexp(X) *R7; ¢ {(A):X R, (v (A)) (x) =d(x,4),
rada je plv (A),¢v(B)) = Supld(x,ﬁj—d(x,B)l.
| ' x&X

Za svako x € X imamo
d(x,B) £d({x,a)+d(a,B) za svako a €A, a odavde sledi

d(x%,B} =inf(d(x,a)+d(a,B)) = inf d(x,a)+sup d(a,B)= d(x,A}+D(A,B).
acA aEA ach

Na isti n3&in se dobija d(x,A) £d(x,B)+D(A,B),%to zajedno sa gor-
niim daje'Ld(x,A)¥d(X,BJIf§D(A,B) za svako x € X. Odavde imamo
p(¢(A),? (B)) <D(A,B) za A,BE exp(X).

r%kafkana}?ﬁmﬁb.sup d{x,B) = sup d(x,A). Tada je D(A,B) = supdix,B.
R AT . XEB - . XEA

Dalie vazi

ple(a),» (B)). = supld(x,A)~d(x,B)! 2supld(x,A)=d(x,B) = sup d(x,B)=D(Z,B).
S  3EX ' ¥EA T X<A |

Nakle, ¢ je izometrida i tvrdienie je dckazano.®
;€3 y jenje 3

1.5. PUTNA POVEZANOST HIPERPROSTORA

Ova]j paragraf polinjemo uvodjenjem pojimeva koji de nam biti
neophodni u dokazu Borsuxk-Mazurxkiewicz-eve teorceme, a 1 Xasnije u

OVOoOm radu.

DEFiNICIJA 1.5.1.‘Whitney—jevim nreslikavaniem hivervrostora
exp {X) ﬁemo zﬁa;i svako n-aprexidno preslikavanje g:exp(X)-¥[o,+m}
koje zadovoijavé'uslove'

(1) AifB=’M(A)*iwa). za sve A,BEexp(X});

(ii) w({x}) = 0, za sve XE X, ¢



B
R

Wwhitney-jevo preslikavanje hiperprostora C(X) definife se na
isti nacin, tj. ako se u gornijoj definiciji swvuda hiperprostor
axp (X} zameni sa p(k). ObelezZavademo ga sa V.

Pokazaéemo sada da Whitney-jevo preslikatanje postoiji za hi-
pefprostor svakog kompaktnog metriékog prostora, Dovolino je to;
naravno, dokazati za hiperprostor exp (X), jer 1e restrikcija whi-
tney"jevég pfeslika?anja za -exp(X) na potporostor C(X) Whitney-
~J2vVO preslikavanjé éa C(X). Postoji viSe razliCitih konstrukcija

ovakvog preslikavanja.Mi navodimo Krasinkiewicz-avu,.

[ S

"WRDJENJE- 1.6.1., Za kompakicn metrilxi

Wnitrey—gjevo preslikg?anje oF éxp{f)+[05+m).
Dckaz. Neka je b = {Bnlnéﬁw} prébrojiva paza topoclicgije na
X. Za svaki par (Bi}Bj) Za'koji vgii‘BijEQJi ﬁi - B.jix uolimo pre-
siika?ahje SR | |
| d(x,ﬁi)
fij:X-r[O,l],. fij(qu=

= . C
d(x,Bi)+d(x,Bj)

- ' 4
Jasno je da su preslikavania fi'

neprekidna i da je f,.[B.] = {0}
| | . i3771

. C ) -.. . . e T - . . ' : .
i fij[Bj] = {1}. Na taj nafin dobijamo prebrojivo mnogco funkcija i
coredjajmo ih na bilo kxo3ji nacd¢in u niz (f_) “a s 48 svaxi ?Eilﬁﬂ&ﬂ‘
broij n 'uvodimo preslikavanie

woiexp(X) +[0,1], w,(a) = diam(fnlﬂ])"
i neka je .

A -
w:exp(X)-»{0,1}, w(AY = Z 2 -wn(A).
- , n=1 o
Preslikayanja‘fn su neprexidna, »a su i «_  nreprekxidna presli-

kavanja, a zbog w_(A) £1 za sve n€N, i preslikavanje

o - - — = ==
L je ISR A T

kidno, Jasno je, takodje, da za 5vako x€E X vazi w(ix}) = 0.
Neka su sada A,BGexp(X) i ACB, Tada positoji tadka xQTTEHA i
. 1 T o . iy C . o -
skupovi B, BjEEB takvi da jJe X, S By C B, C Bj C A7, Yada pestoll
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r

?rjr@dan broj k takav da je fk(XQ)::D i fk[A] = 11}. Oc

A wad

avade sl2d8i

2 je w (A) =0 1 w (B) =1. Kako za sve n€N vaZi «_(A) <w_(B) i ka-

n
o je wk(g).cwk(g), imamo w(A)«:?[B), pa Je w Wnitney-Jjevo presli-
ﬂvanjg.‘
Definisacemo sada takozvane urediene lukove u hiperprostoru,
fﬁtgbdno po&seéamg da pod lukom u prostoru X podrazuﬁevaﬁ CTIG—

srinu slixu nexog zatvorencog intervalala,bl sadrfanu u prestoru X

DEFINICIJA 1.5.2. Uredjeni luk o u hiperprostoru exp(X) ili C

: luk u tom hiperprostoru kod kojeg je cdgovarajudi horeomorfizam

:la,bp]l » oamonotono preslikavanjye, tj. takvo da za sve x,y & [a,

azZ1i xﬁfy=’h{x)C:h(y) i;i_da za sve x,yela,b] vazi x*iy:*h[y}ﬁin(x}.é

G
(),
(1
J
(D
[ap
F
¢
(2
L
]
N
i_t
-
FL
2‘-4
)
jop
vy
ar
iy
O

zZa ovekav uredjeni luk kaZe

(b) ili od h(b) do h(a) respektivno. Lako se vidi da je

(ay =n{ala€al i hi{p) = Y{alac€a) ili nla) =iz

(b)) =0{A|A €a} respektivno.

TTTFITM T LYAT T e P , - - - ' » - T A T .
SVEDJENJE I.8.2. LUK Q U ALperproetcru e uredizni luk cko =
, .
= ~-§ - :'.i- ‘T _J_ : —_ -?--.. - -1.-" iy - - -
KMo QKRG 2 3VUHKg 4dva ecementag A T S Loc LwkKe vane A C A o1l o= T2
L

—

Neka je sacda o = hlla,bl] luk ¢iia svaka &va elementa 2 1 2 -,

icvoljavaju jecdan od uslova A € B i B

t

stavimo da a nije uredjeni luk, da e postojati tadke x,v,z& ] a,b)

M
b
L—'F
i
b
@)
{fi
{0
-
19X
-t
Ch
{1
Ny
r}-r‘
9

ako da vazi z € [x,y] 1 R{x) Ch(z) Chiy) ili hiv) Ch{z) T hi{x), .

ovi {t€x,v]lh(t) € h(z)} i {£€[x,y]

ia neprazni (Jjedan sadrZi tadku x,; a drugi tadku y) i zetvoreni (o7

L

wova slika pri homeomorfizmu h je presek zatvorenog sku:
storu sa lukom hlIx,y1}), a njihova unija je zbog uslova tvrdier a

'ﬁ -
2X, CGaneso

ifi

nterval: [x,y}. Dakle, ti skupovi imaju neprzzan pre

;ostoji t_ € [x,y] tako da je h(t_ ) =h(z). Ovo je u suprotnosti sa

L] X
d U D1i0& 7.5
.
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njektivnoééu preslixavanja h. Dakle, a je uredjeni luk.s

TVRDJENJE 1.6, 8. feka su A_ t A, razliliil elementi hiperprc-
sora «xp(X) Rompakincg metrillog prostora X. Tada u cxplX) cozio—
;s uredjent Lluk od A ao AZ ako 1 samo ako vaZi A, T4, i svake Eeme
crinia pov22anes Erura 2, ¢ ce sRup Ao’

DoXaz. NeXa jJe prvo a uredijeni luk od Ao'do Al. Taﬁa je, ja-
nQ, AOCZA1 i pretpostavimo da postoji kompdnenta povgzaneati L

upa A, koja ne EEEE-AO. Komponenta je u kompaktnom Hausdorff-cvom

D‘

srestoru jednaka Xvazixomponenti, tj. preseku oivorenc-zatvoreni
skupova koji je sadrze, Zato postoji skup By, otvoreno-zatvoren u

%y tzxav da je L. C Bl i AofﬁBi:= ¢ (zbog Xcomea trcctl aXxupa A ). Ta-

la ie i sXkXup BO==A1\Bl zatvoren, pa su zatvoreni i skupovi

2 = {A€alACB } i 8 = {A€alANB, 26} zbog 8 = .g"{3 ) ;

.= oaM)BA, Imamo & €R 1 AL €8 2 5. skupevi B 1 B, nesvao-
C l l D ﬁo . I : lf p 5 = 1'i-_-; O -_— Dl :‘-'}--—FL - e dem

ni, a zbog-BOfﬁBl = ¢ oni su i GlSWUP&EHl. Jasno je, tzazxodie, da

va¥i o = 8 UGB, zbog A, = B UB_, pa skupovi 8 i 2. dadu dickon l-
BO |--1 g l O 1; . e e 1 1 C-_J‘..I AR TN g D
3iju povezanog skuva . Kentradikciia. Tvrdjerde de u ovom smore
Eno
Pretpostavimo sadz da je A, C A, 1 da svaka Xorponsnta pove -
nosti skupa Al seCe SKup AD. Uoimo familiju F o svin podskuooo,s &0
niperprostora exp(X} koji zadovoljavaju uslove
(i) FEF(l):'A C P C A
| . Po = F 2 M1
."‘ B ] (3‘)_,—,_,} * 3 - | - - . 1, .1—'~ e . -
(ii) FEF Svaka komponenta povezancsti skupa F sefe skun A
- e

(iidi) F",F_“EF(” C

= F’ C F" ili F" C F',

——

Jasno -je da je unija svakog lanca u F t

ﬂ.l

~odje elewent Zfamili-

je F i da je familija F neprazna, pa prena L20rn=ovo} leml postoji

maksimalni element Fél) familije F. Zbog F( ) I F, Féj) aden L 3

uslove (i)}, (ii), (iii). Pokazademo da je
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Lako se proverava da adhercncija svakog elementa familije

rakodje pripada familiji F, pa. zbog maksimalnosti elementa Fél) 4

(1) (1)

"Fo . Dakle, FO Je kompaktan podskup hiperpros-

tora exp(X). Obelezimo sa W restrikciju Whitney-jevog preslika-

(1)

vanja W na F . Tada je w neprekidno i 1-1 preslikavanje, pa

) ( (1)

su skupovi FD OlJ] nomeomorfni., Dokazemo 1li da Jje MO[FO

(1)

« 1 SRR 1
interval, bide Fé ) luk, a kako FO

w IF
0
zadovoljava uslov (iii) bi-

ée to uredjeni luk od Ao.do_A-.

,- Dovoljno je, dakle, dokazati da

je W [F )] interval.

{1)
o

zadovoljava uslov (i), a w_ jJe res tr1ﬁ01ja whit-

ney=-jevog pfeslikavanja, bide w [F{I}] C[MO(AO),QO(AI)]_'Dokagi_

[] T L 1 | L] ) - o
mo }0S da_]e[w (A ) W (A )] C W [F( )] Pretrostavimo suprotno.
[r't)y - €w [p'h)]
Tada zbog kompaktnosti skupa w F , pPostoje ro’to o FO-
tako da je r <t i f{r ,t)Nue lr = ¢. Neka su R ,T F o=
| " o o .o’ o o o . | o’ o Q-

(1) _. . |
lemznti sxupa F a2 ROo3e je « (R = r i w (T = £ . Imaro
lemaznti pa F_ za RO3E 3 o(no) o L o _

- ) -'1 : [ - 'l v _— ——
da je R_CT 1 4dg za svakli eliement FEEF{ ) vazi ¥ & R_ili F = 7
2770 O | - o — 0 — "o
fada postejli € >0 tako da azi T ¢ Ve (R} 1 peXxa je
n €T \V_ (R ) i K kormponsnta Dovesanosti skupa T xoda szizii =oi-
= L & B - -
<u r. Tada KA ¢'i sledstveno KT R_#F %1 nziz<s g=zKr =2 . x-c

)

_— s ¥ - 1 . A m KT R e - - T30 —_ i = - -
U-K**FE(RO} je neprazan -(aszdrzi taliu ), vravi {ooe Ui, Soug .

podskup kKontinuuma K i z2XK0 s3 M obhal:

(1}
LT
(1

skupaaﬁhkoja sacrzi talku g im
bio-komponenta i kontinuuma K). ObeleZimo 1i Fo::Rot‘E imamo 20 1g

C '-. n = - CKC + - ET'\;-W
toga RO F_ (jer R 1bd,U ¢), a zbog M - K = T i zbog p NE

imamo F CZTO.

Obele¥imo.1li sada F(l) élétj{Fo}, imamo da F(l)

l .

ﬁafusloﬁ‘(i). Kako je skup M povezan i7MfﬁROi€¢, svaka komponenta

zadovolja-

Dd'F =R, UM éadrii komponentu od R, i sledstvenc sece skup A

(1)

Odavde sledi da F zadovoljava uslov (ii), a uslov (iii) Jje tri-
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: : : ' 1 | : v
vijalno ispunjen ubog RD(:FD(:T - Dakle, F( Jff F, pa zbog maksi~ "

O 1
(1) (1) (1) (1)
O 1

salnosti elementa F u F imamo F = Fo , odnosno FOEEFO . Me-

J4uti vazi r = wl{R < Ww({F < w(T = t Sto Je u sup ti s
ijutim, 5 { O) .( D) { o) o 3 protnesti sa

(1), _ ' - N
(r,t ) EwlF_ 7] = ¢. Dakle, (o (Ag)yw (2D 1 C WolFo "1 1 tvrdje-

O
nje Jje dokazano.™
Cdavde ¢demo jednostavno dckazati da su hiperprostori exp(X) i

C(X) povezani lukovima, Sledede tvrdjenje je poznato kao Borsuk-

-Mazurkiewicz-eva teorema.
_TVEDJENJE I'"6.4. Za metridki kontinuum X hiperprastor exp(X)
je povezan lukovima.

Dokéz.'Prema prethodnom tvrdijenju za svaki element éoﬁFexp(X)

razliéit od X'poStoji-uredjeni luk od AO do X, pa je prostor exp(X)
povezan lukovima.s
o

TVRDJENJE 1.5.5., Ako je o uredieni luk u exp{X) od £ dc Ayt

4 €C(X), onda je a C o(x).

¥

Dokaz. Neka je B & Q==h[[a,ﬁ]] p%oizvoljan'element urédjeﬁog
}gka Q razliéit od AO:h(a)'Fanalogno bi Se_rgdiio u slucaju A =hib))
i neka je BE:h(c},idﬁf(a;B]. Tadé je B - hila,cl) uredieni 1uk od
A, do B i svaka Romponenta povezanosti K skupa B sade sku§.éo. FLGa
AofiB imamq

73;5}J{AOﬁJKJK komponenta skupa B!.
Skﬁpovi AOL{K éﬁjpovézani kaolunije dva povezana skupa sa nepraz-
nim presékém i imaju‘nePrazan presek koji sadrii'skup A, pa je
njiho?aiunija, a tc_jerskup B, povezan skup.'Dékle, BE C(X), pa i-
mamola_E_C(iJ;i--

'TVRDJENJE.i.S.S. da metricdkz koﬁtinuum X nirerprosicr C(X) ‘e

povezan Llukovima.
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EEEEE; Prema tvrdjenju 1.5,.,3. za svaki element AO Hiperpros—
tora C(X) razlicit od X postoji uredjeni luk od AO_do X kKoji je pre
ma tvrdjenju 1.5.5. sadrZan u C(X). Dakle, hiperprostor C(X) je ta-
kodje povezan lukovima.=
Borsuk i Mazurkiewicz su pPri dokazu tvrdjenja 1.5.4. dokazali
i tvrdjenje 1.5.6, samo ga nisu eksplicitno naveli,

TVRDSJENJE 1.06.7. Za Pzano-v kontirnuum X hipzrprostort cxp(X) 7

LA

C(X) su Peano~vi kontinuwumi poveszani lukovima.

Dokaz. Ovo tvrdjenje je neposredna poéledica tvrdjenja 1.1.3,

1.2.5, 1.2.6, 1.3.2, 1.5.4, i 1.5.6.m=

1.6. KADA JE HIPERPROSTOR. HILBERT-OV KUB

Da bi hiperprostor prostora X {Dilé_ex§(X), bilo C{X))} bio
Hillbert-ov kub_(koji je izmedju os:talog 1 Feanc-v kontinﬁum), oY a

prema tvrdjenjima 1.2.5, 1.2.6. 1 napomenamé pcsle tvrdjensa 1.,1.3.
v

i 1.3.2., prostor X biti Peano-v kontinuum. Jasnoc je, t

0
J,
-1

L

kOd ’e’ da

¢

TC

fl .L:I
s
=4
-

O 175

14
Ut

st@r X mora biti nedecenerisan Feancv kontinuum. Xao

4]
oy
L
-
{D
I3
1-.!
I. 1]
)

— T
CL..;._

b-.d

u uvodu, jedan od glavnih poticaia za razvoj ove orob

....
I|. J.i

0J])

L

r
L

T
1
}._..l

je pretpostavka Wojdyslawsk(i)~og iz 1938. codine (vide

je hiperprostor exp(X) svakog nedegenerisanog Peanc-vog Xxontiniuma

T

-T‘G-—-ﬁ

X Hilbert-ov kub. Tacnost ove pretpostavke su dokazali Curtis i Schor

[

tek 1974t godine (videti [6]). Njihov dokaz je veoma obiman i ROno=

-

likovan, koristi aparat beskonacno-dimenzione topologije i krajnii

je u nizu rezultata u kojima se talnost pretpostavke sukcesivno do-

razuje za intervale, kompaktne povezane grafove, poliedre i konadno

nedegenerisane Peano-ve kontinuume. Torunczvk 3e 1980. codine dao

karakterizaciju Hilbert-ovog kuba (videti [43]) pomodu koje se ugz
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rezultat Wojdyslawsk(i)-og iz [51]1 moZ%e dati dosta jednostayniii,
ali Jos uvek veoma obiman i komplikovan dokaz tog tvrdjenija. Zbog
njegovog obima, tvrdjenje ovde navodimo bez dokaza. Prethodno u-

vodimo neophodne pojmove.

DEFINICIJA 1.6.1. Topolo$ki proizvod. prebrojivo mnogo inter-

ﬁ_
L

L_J.

- . W W . . 1 ¥
vala, u oznaci Q=I =10,1];, %ao i svaki prostor homeomorfsn n

mu zvacdemo Hilbert-ovim kubom.s
DEFINICIJA 1.6.2. Za luk @ u prostoru X kaZemo da je slobo-
dan u X, ako je on bez poCetne i krajnje tadke otvoren podskup

prostora X. ¢

TVRDJENJE 1.€6.1. (CURTIS-SCECRI). 7ag negageEnerigant Fegro -1
kontinuum X hiperprostor exp(X) .je Hilbert-ov kub, a za hiperpre-

21T sloctodnih

N

stor C(X) vadi C(X)x@=g. Lko prostor X ne sad

T
e

onda. je © prostor C{J) Eilberit-cv *ub.wm
UveScemo sada, za jednu klasu prostora X, potprostor hiper-
| - | . 7 . . : -
prostora exp(X) sastavljen od zatvorenih konveksnih podskupova

prostora X i-dokazati neka njeccva svojstva,

7}
.;"

DEFINICISA 1,6.3. Za kompaktan podskur X proizvel-inog linezr-
nog topolcgkog prostora sa cc{X) ¢femo obel:
nih konveksnih podskupova skupa X.sa topolegijom Vietoris-a defi-

nisanom na cc(X) isto kao ranije na exp(X) 1 C(X) i zvati ga takodi:

hiperprostorom prostora X. ¢ .

o b | hJ

DEFINICIJA 1,6.4. Za neprexidno preslikavanie £:X-+ Y komoako-

{i

nog podskupa'x 1inearn0g-topoloékég prostora El u Xompaktan pod-

(1)

skup Y linearnog topoloskog prestora E, Xoje Jje restrikciija 1in

arnog preslikavanja iz E, u E, uvodimo preslikavanje



14

cc(f):cc(X) > ccly), (cc(f)) (F) = flFl.e

Kako je preslikavanje f restrikcija linearnog, to je skup
£{F] konveksan &im jetskup F konveksan, pa je preslikavanje cc(f)
Jobro definisanb. | |

Naredno tvrdjenje Jje poznato kao Blaschke-ova teorema.

odekur

5

)

PVYRIDJENJE 1.6.2. Za KompakZiar X lincornog Topolosk

go!

-

prostora E prostor ce(X) je komparktan,

Dokaz. Zbog kqmpaktnosti.skupa X, kompaktan je prostor ethX)
i dovolino je dokazati dé je cc(X)-zatvbren podsxup prostora exp (X},
odnosnblda Jje ﬁjegbﬁ komplement'otﬁoren u exp(X).

Neka je E%EexP(XjﬁcckX). Tada-postoje X,y € F-i AME (0,1) ta-
ko da 3je z==(1-1)x%ly g F. Né?a su U 1 V disjunktne otvorene oko-
line skupa F i ta&ke-z.redom;_Kako jé presl;kavanje

R AR Ny R ’ o m
(u,v) - > (1-A)u+rv neprekidnoe u linesarnom teopolicgkom prostoru,

.

to postoje otvorene okoline Vl 1 V2 tacaka x i

e

'_redom tako da va-—-
. — }‘ C
z;.(l R}Vl+ 92_ V.

L
==.§UfTX>FT>V1f7X<f7>V2FWXf}otvorena okolina
1 o (1)

elementa ¥ u prostoru exp(X) i dokazZimo da U ne sele sxup cc(X).
" "' : | ot = . P "(l) m - ~ | 'x ™ %7 = - 4 .
Uotimo proizvolian element A€ U 7. Tada ije ROV, #FC 1 Afﬁﬁz?:é i

L.
)

o radk EANV. i a.EANV Tada
uoimo tacke a, A. Vl 1 a,=h &2.r1 da
“Aa c (1- AV, C V.

(1 §)al+R§2 +(1 K)V1+ky C v

Va?i medjutim i A C U, pa kakoe su skupovi U i V disjunktni, imamo

5

(1-\)a,+ha, § A. Kako je a

Dakle, U(ljr\cc(X)==¢ 1 tvrdjenje Je dokazano,'

X €A 1 A€ (0,1), skup A nije konveksan.
Ofigledno cc(X) je potprestor prostora expiX), a presliikava-

nje cc(f) je reéstrikcija preslikavanja exp(f), pa Je neprekidno.
Ako je X kompaktan podskup linearnog toPéloékog.prostora E,

onda su za A,BE€cc(X) i X € R skupovi 2+B= {x+y x GA,y €B} i
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gg=={13[XEEA} kompaktni i konveksni podskupovi prostora E (ne oba-
vezno i skupa X). Ove 0peracije daju neku vrstu linearne strukture‘
na cc(X). Moze da se proveri (videti [14]), da je za kompaktan pod-
skup X lokalno konveksnog linearnog £0poloskog prostdra E i cc(X)
kompaxtan podskup nekog lokalno konveksnog linearnog topoloskog
prostora i da je pri tome taj prostor metrizabilan ako je prostor
o metrizabilan. Takodje; lako se. vidi da je skup.cc(X) konveksan u
+om prOStoru{ ako‘jé_skuphx konveksan-pddskup prostora E.

| Dokazademo da je cc takodje funktor. U tu svrhﬁ najpre doka-

zujemo sledece tvrdjenje.

'TVRDJENJE 1.6.3. Ako su X v Y kompaktni podskupovz Lokalno
konveksnih Zznearnzh toPOZoskzh prostora 51 i.Eé redom 1 nepreki-
ano preslikavanje f:X Y restrikgija Ziﬁearncg'presﬁikavanja oF:
*EI 7 Eza'anéafjé‘i preslikqvanjeleé(f)}&a(i)‘*céfY) FE%?FﬂH&ija

lineqrnog.

Dokaz. . Dovoljno le, naravno, dokazati da za Fl'FZ cc(X) i

a, B € R takve da je aF +BF C(X)-vazl

Y

(qctf))(ﬁFl+BF2)=?a'(cc(f))(F1)+B'ICC(f))(FZ). Imamo

.f[{&X+BYIXEEF1} b1 o=

{f{:LX+SY) {KE‘—: Fl’ v .

'V’E'F
e

{cc({f) ) (aF +SF2)

W

1

'
N
I}

Il

f

{ﬁ-f(}{)"‘Bf(Y)lX EF . -}r Et“z

a{f(x) |xEP }+Q-r{"(y) y€F,}=

1

= e £[F, J+8-£[F,] =

Il

o+ (cc(f)) (F)+B= (cC(£)) (F,) .

TVRDJENJE 1.6.4. ce je kovarijanini funkior <5 kateoorije
kompaktnih podskupova lokalno Komveksnin Iinecrnir topcicdXin prc-

stora 1 neprekidnih presilikavanja koja su resirikeije L incar in u

sebe,:



Dokaz. Prema dosad navedenom, cc preslikava navedenu kate-
goriju u sebe. Preostali deo tvrdjenja ima dokéz istovetan doka-
su tvrdijenja 1.1.6. gde smo pokazali da su exp i C funktori.=

Sada cemo isp;tati kada je Hiperpfosfor cc (X} Hilbert-ov
kub. Prethodno c¢emo navesti dva tvrdjenja koja femo kKoristiti opri
dokazu tvrdjenja koje Zelimo dokazati. Drugo-od ovih tvrdjenja je
poznato kab Kéller-ova teorema i ovde ga navodimo bez dokaza, jer
njegov dokaz zahteva aparét:koji‘odudara od oStaﬁka'maﬁerijala ko=
ji izlazemo, | .

TVBDJENJE'J.S;S. Neka je X kompaktan-konvgksaﬁ podskup Lokal~
%o konvé?gnég Eineqrnog tOpoZongg prostora B i neka je. dim X > 2.

Tada gje prosicr cc(X) beskonainc—-dimersitonalan,

-Dokag. KaRO'je dim X2, postOje tri nekolinearne tacke u X,
a zbog konveksnosti skupa X, on sadr?i i trougao'oﬂredjeﬁ tim ta-

Skama. Neka je n proizvoljan prirodan broj.

Uocimo konveksan 2n-tostrani poligon P,, Sa stranama S,, S,,
| | o d . ' -\r -
c ey Szn redom, sadrzZzan u trouglu i sledstveno u . X. Lolimo n-Jdirmcsn-
'n | - .
zionalni kub A = I g_. i preslikavanie
n . " 2i-1 :
i=1 |
h;&n-*cc{X),__hfxl,...,xﬁ) = conv{xl,.h.,xn}.

.

Lako se proverava da je h  homeomorfno utapanje Kubka AL U prostor

cc(X). Dakle, prostor cc(X) sadrZi n-dimenzionalni kub za svaki
prirodan broj n, pa je beskonano-dimenzionalan.®

TVRDJENJE 1.€.6. Svaki kompakiar, Ronvexsar, beskornalrc-4ai-

< i~y Kuib B

"

u')

-
r
St

ey

LN

ra 32 e

O

menziont podskup Banacrn—-ovog proct
.TVREDJENJE 1.€.7. Ako je X Komparian Konveksan pcdsrup meTri-—
aabilnog lokalno konveksnog linearnog itopolod3kog preosicra E iaxav

da je dim X222, onda je cel(X) Hilberi-ov rub,



35

Dokaz. Brema teoremi o strogoj separaciji kompaktnih konveks-

nih skupova, POSt&ji prebrojiva familija neprekidnih linearnih fun-
kcionala {¢n|n€5N} takva da za A€ cc(X) i x€ X\A postoji mEN tako
da je fa(x) Z @m[A]. Mozemo pretpostaviti, bez'émanjenja oéétosti,
da za svako n€N Vaii_sup {ia,on(x) ['lxe_x} <1.

Za svako A €cc(X) obeleZzimo ¢H[A]_ﬁ [aﬁ,bn] za svako n&EN i
definisimo preslikavanje |

| b
1 "1 2. 72 “n noo...).
h:CC(X)'—"Z 4 h(a) = (=, ’ r T Iy —37  on! o
T2 o1 20 U3 2n-1’ 52n

o0
vazi hlcc(X)] € I (-27%, 274 c 32 i preslikavanje h je dobro de-

h i=1 |
finisano.

Preslikavanja ¢ su neprekidna, pa su neprekidne i xoordinatne
o .

n [-2"-7%,2
=1

funkcije preslikavanja h. kako je hlec(X)] € , to dei

Qreslikavanje h.nepre?idno.' *
|  £kd je.A,BEECC(X)3i E;EB;-onﬁa je jeéah od'skupbva‘A\B i B\a

‘(na primer.B\A) neprazén_i neka je x €BVA. Tada pecstoji mE K tako

da,vaﬁi ¢m(x} ?'?m[Al,'ﬁa iﬁamo'ﬁm[Ai #,¢m[B]’ odékle sledi

h(A)-ﬁ n{(s) i préslikavanje h j%ﬁl—l.

|

Prostor.cc(X) je prema tvrdjenju 1.6.2. kompakian, & e o G-
tapanje prostora cc(X) u 32, P;eslikavaﬁja ¥, St lincarna, Da ima-
mo da za A,B€cc(X), x&€[0,1] i sveko n SN vaZi ¥ [{1-2,2+23] =

= (1-2)v_[A] +r ¢ [B). Ocavde sledi da za A,3€cc(X) 1 *5[C,1] i-

mamo.h({l—l}AfRBjﬁ=(1fl)h(A)+1h(B), ca je hilcc(X)} kﬁﬁ:akﬁan on-

-

- veksan podSkup prbétora 32.7Ovaj skup Jje prema tvréjeniu 1.6.3.
beskonééno-dimenzionalan, pa je prema tvrdieniu 1.6.6. Hilbert-ov
kub. Kako je h ufapanje,,to je i prostor cc(X) Hilbert-ov kub.'
Prvu glavu zavréavémo_interesantnom pfimenom gornieg rezul-
tata. Pokazaéemo poétojanje, u izvesnom smislu,_univerzalﬁog Kon-

veksnog skupa u euklidskom prostoru.
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TVRDJENJE 1.6.8. Za svaki prirodan broj n postoji kompaktan

. +
wonveksan skup C, sadrian u R'TC

takav da se svaki zatvoreni kon-
: c e e 7 . .

veksni podskup jedinidne lopte K euklidskog prostora R" moZe dc-

bitt kao presek skupa ¢, sa nekim n-dimenzionalnim afinim potprc-

' +
gtorom prostord Rn 2.

- - Com . s ‘ _n * . b ]
Dokaz. Prema prethodnom tvrdijenju prostor cc(K )} je Hilbert-ov

kub, pa prema Peano-~vo]j teoremi p.stoji neprekidna surjektivna fu-

nkcija ¢:[0,1]1 *cc(K"). Za t€[0,1] -neka je
n-+2

Kt=={(costg sin t)Ixy (£) C R i wodimo skup

cC_ = econv(VI{R_|t€[0,11}).

o ‘ -t :
Skup C_ Jje ogranicen i zbog neprekidnosti funkecije ¥ i zatvoren,
ra je kompaktan. Prema konstrukcilii C, 3¢ konveksan.

Uoc¢imo proizvoljan zatvoren konveksan podskup D jedinilne lo-

n ) . n ‘.- 3 * - > -I £ . e . . ) .. ]
pte K prostora R°. Zbog surjektivnosti funkgije.¢ postodi toﬁf{ﬁ,l]

L

tako da je ¢(t;) =D. UoZimo n-dimenzioni afini potprestor

. . S +! , n+z2 i L
By = {(cos't0,51p t )JXR" prestora R 7. Za x€C_MNE_ postoji ke-
nagan broj. (recimc m) elemenaza xlﬁfKﬁ,,_,rxTEEK; i nemegativni
. Ji4 L.
: o

a. X+, ..+0 X =x, Medjutim, tada Je

11 - m m
2, lecos t,, sin t )+.. .40 _(ces t_,sin t_} = {cos £ _,=zin t_ ',
ii. ily .is ) o .
) ] " - L - = | E - 2 2 ]
ra zbog stroge konvaksnosti jedinidcne lopte KT u R irmamc
by ==t =1t . Zbog konveksnesti skupa D, odavdéa sledi

1 m
C_NH, = 1(cos t_,sin t_) > D.=
n tO O O :

-

toji univ-rzalian

i

Na isti nacdin mogli bisimo cda dokarzemc ca po

b

. . 1‘1-.':- k] g ' by 1 - e -
kompaktan skup (kontinuum} u K takav da se svaxkil Xompastan Dod-

{u

I .~ » - . v W ._,nl‘ n bt i T T T . | .
skup {(potkontinuum) jedinicne lopte K7 u R moze coolitil Xao presazx

tog skupa sa nekim n~dimenzionim afinim potprostorom prostora K .



2. IMNVERZNI LIMESI

2.1. OSNOVNA SVOJSTVA INVERZNIH LIMESA

U drugo]j glavi éemo definisati i ispitivati svoisva inverz-
nih sistema i njihovih limesa. Ovu Xonstrukciju.demo koristiti u
cetvrtoj glavi- i ovde se u proulavaniju nienih svojstava ogranida-

i €e pam tamo biti necophodan. Jeai

N

[~
(1)
|

1 1Zuz:

-+

vamo na materijal ko

=
3
|
i._l
td
()
I

tak je ocosmatranje opdtih inverznih sistema umesto inverzni

va ¢ija svojstva femoc u fetvri,oj glavi koristiti. Razlog za ovo

-

Je 3to svolstva kKolja Geokazulemo naicesce vezZe v oka glu¥sz3a (wod
svoijstava Koja vagZe samo za inverzne nizove to de se iideti ved
1z formmlacije tvrcienjal, a dokzzi se nenosradno prencss,

DEFINICIJA 2.1.1. Skxup D sa binarnom relaciZcm <defirizzrnem
na D zovemo usmeérenim sxupom ako je reiacija €tranzitivna, reflzc-

ksivna i ako za svaka c¢va elementa ¢, £ <D pestojl Y€ D teko da

je a £y i £ <vy. Podskup D’ skupa D usmerenog relacijom € zovemo

(0

Xofinalnim ako za svaki element 2 €D necstodji 8 €D’ tako da 3

0 <B.¢

rl

CEFINICIJA 2.1.2. Neka je D skup usmeren relacijom <€, za sva-

ko o € D-neka je X, topoloskl prostor 1 za svaka dva eleiaenta
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. . . Q _ :
«,B €D za koje je B =u neka je Tg neprekidno preslikavanje prosto-

g o
ra. X, u prostor Xg. Tada familiju S:={XQ,HB,D} zovemo inverznim si-

stemom prostora Xa akxo su ispunieni uslovi:

(i) za sve a,B,y €D za koje je v €B =u vaﬁi-w?an% = ﬁi,
(ii) za svako o €D vazi ﬂg = 1X A
' . o

* - G’ ) . -~ . PO I
preslikavanija Tg ZOVERO vezujudim preslikavanjima.

Es

zko je D 'skup prirodnih brojeva usmeren uobidajenom felacijom
poretka, onda familiju S zoveme inverznim nizom prostora X, 1 obe-

ﬂn}

lefavamo § = {Xn, -

. ¢
U slucaju inverznog niza dovolino je dati samo vezujuda pres-

(B ] . n e . .- * ) ' s I
likavanja To_3s J&r su cstala tada prirodno odredijena sa

% .
r

; et : I : oT 2 It - ' { e i i -
- - Oim+l o n=2°"7._ «DOg voca se 1nLverznl nli
zovi Cesto i obeleZavaju sa S=={Xn,fn}, pri &emu je uvedena oznaka
n+1 | | | |
= 1. + X > X_ .
Fn ™ T n+l n

ﬂ'
frimy) T A T 2 - - — - o~ — —_— ---‘u"
DEFINICIJAE 2.1.3. Limes inverznog sistema S=1{X ,5~,D}, u oz-
XU
- i 1im § 3 -'D .tﬁ*r' ot O o lpskoor o raitelel: 1 ¥ o + -
naci L1 o J€ DOLRIrOETOY LoD 1 0s5L00 Drolavioda AL uas_avlJen od
- y ~E0 7
I,-ﬂ--.‘:
Ty e o= ey r S T . - Y s — ———— 2 — —_
clemenzta (x ) - ~eXVvin ca za ¢, £ D, & S.., O ,,,,,}__:1 = ¥. .
e oD = o 5
= = o —— - - - - - - - ¥ - — —_— gy - o Fon ey Cag—
restrikciiu prefkecize o ¢ B X, >3 nz poitoristor lim 8§ femo
Lt ;:n'r_—.l,_} : C:» - -
e T et Pk
ZWeitl PVIXCIeXCIIOom LITME353 LnveXIndr SISTIT2 S =z TII2RTCY Xﬁ RN eYal=N ek
L
\-,r - — - ,— - - iy - ,—: o *'r- iy - H:-L-— — - -':'-t- N — = . )
Zavatlil g Tarooj)e &a ';D;' (:‘u% SOl uge CoEL0aia OIS nelare~-
—_l - k] - - - LA - -
djenosti, naglasidamo ¢ X0ioj sé projekciii radi.) e
- - - : g 2o o w e = - - - B 2" . | L S IRV, . "
Jasno, 1 Ove DRIrOoJekCcije S. nEDreriane, xReo restrikeilis "obidnin
4 |
R, | . - 1~ i S —.1' - in g - I'_"'""- —'} gy -~ - B :“" - iy
pvrojekcija. Takedje, lake se vici ¢a 23 2,280 tz2xve da je £<¢a, va-
R . - #ﬂ
21 Tp = TroT .
' ) o
. W : -t ey — TN £ 3 R 3 s X v
U slucaju invergzncg riza S-qu,;n: noTegov limza Sosto obeleza-
h _

vamo 1 sa X .

o

" BhXo za a,8 GED takve da je £xX 1 cbelelimo

M= d{x=(x) . €ENX |57

(x ) =x,b 1 Z_ =0{M . -CD, 3<al
~ . ’ *HL—_D. F = O ' o . e : =ty i =l
ap YYD ep YR |
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neposredno iz definicije sledi
lim S =ﬁ{MaB|a,B €D; B <a) =F‘1{Za|aED}.

_*—l,_n-
U slucaju inverznih nizova imamo

. : ' k '
Zn=={x=(xk}kENffngXklnk_l(xk) = x,_, za k< n}, pa je dakle
. o0 . + -
i = N ' i 2 - J
1im S = nzlzn i Zl.“ Z2 2_23 MEEE

»

Zbog toga © limesu inverznog niza moZemo misliti xao o presekn
prebrojive opadajuée familije skupova. Slededih nekoliko osnovnih

osobina se jedncstavno dokazuje,

.ﬁ M - - ' - a ' -
TVRDJENJE 2.1.1. Limes itnverznog eistema S = {¥ T,,D} de
2 _ 3

a..‘l
zatvoren pEtprostor_proizvoda_ nx . . |
| a&l
Dokxaz. Kako je {(xﬁ,xa)ﬁzxs-mxﬁfﬂz{xﬁ) = XE} catveren podsixup
proizvoda.xsxxa i preslikavanje_ﬂg neprekidno;.to-je_éé sve 0,8 €D
takve éa;je B < skﬁp.Mas zatvoren pcéskup prdizvdda nx . Gﬁgvﬁe

YED 7
k svinh ovakvih skuvova

(D

sledi da je-i skup lim S zatvoren, kao pres
B
MaB"

- - - ’ 1 " - i v‘- - - - ' L]
U ovom dokazu se Koristi samd &injenica da su prestori X

Hausdorff-ovi, a ne moraju biti i kompaktni. Naredno tvrdientdie vazi

bez ikakve pretpostavke na topoléike prostore .
ITVREVSERJE 2.1,2, Lomes <inverzncg cieisra T. vopgiona e .
| . . - sd -
progtory zaq 1+ = 0,1,2,3, 3% -
Dokaz. Tvrdjenje sledi nepcsredno kac kombirnaciia poznatih o

r

tvrdijenja . .da su proizvod i potpreostor T. preostor Ti Drosctori za
_ P

» L] Fom -

Lnversnog siecena S

b
-
|

Y

. TVBDJENJE. 2.1.32. Lime

nihk prostora X, Je neprazan i Kompaktan.

Dokaz. Limes inverznog sistema je prema tvrdiendju 2.1.1. za

voren podskup proizvoda H‘Xa koji je kompakitan prema tecremi
| ~NED |
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rinhonov-a, pa je i prostor lim S kompaktan.
e

Zza o €D uzmimo proizvolijno xaffxa,.za sve B o uzmimo

rad — X EZ i 7 . - E Ic:'l' - . .
vazi x= { Y)YED o dakle 2, #9 za sve «a D. Skupovi Z

voreni kao preseci zatvorenih skupova Myg-

.

Familija {zala € D}

postojl a, €D tako_da je uitéuo,...,unfiao, pa tada vazZi
Z # ¢. Prostor | X Je kompaktan, pa imamo

o)
lim § = Z lc ED} # .=

= == — ] .. r C}v
TVRDJENJE a.1.4., Limes inveraznog sistema S = ixa,ﬁﬂ,ﬂ'
i ) D
vgmerent skup.-D prebrojiv, a prostoprt X, metrizadilni Je m
bilan,

Dokaz. Prebrojiv proizvod

rostor lim S metrizabpilan

e —

rmetrizabilan, pa je i njegov‘po

sistema KOja zbOg sSVoje jedncstavnosti omagucuje relativno

4

stavne dokaze r.ogin tvrdjenja © invergnim sistemima 1 niinowvim 14

X, = ﬂg(xa), a za preostale y €D uzmimo xYEiXY"proizvoljno.

Tagca

Ssu zat-—-

e i centrirana. Naime, za al,...,anEiD

X metrizabilnih proestora X je

maesima. Ovo.Cce mofl Ga sSe UoCli V&C u Tvrajenjima Xo5a ootdm navo-

:
2MC .

R P I e 7 =~ = s TSN . p " 0oL - ]

PVFEDdgNdn £, 1, ¢, QI LLOC BUL @ELUDCUR S0 .TAna T L

' . 9 a
R 7 s .}1‘ ;'}-’T 2 E i - ¥ 1y P, -t - P - I S -
procast neku o4su b ooproguora A, & Q& prooglt medAt AoILnes
L ‘L; L I
Q.! LT }""-r T e Pos W i Q—’A""“f"' i .?-:,.' 3 ;‘h-'-* """,f‘ ..‘,.. - e - - T . T LT
~ Ao & Ahm#*‘ﬁ Fog ot U -~ S el ol o o e ""'L.:-'. L Rty e - T
= - a - s .
. re Y RN
+ — : 7

stemg & = 11X JKBJJJ_

- —— 2 —_— r=my 1 -, .~ o " r"x-':n-. : w 'h:-'-' L —_ ] A "'"_" -
Dokaz. Jasno je ca S, 2ZD0T NMEeTXerKlICGNCST Treslisavania v,

skupovi oblika Ty [Uc]otvoréni. Nexa 3e U otvorsn

e

L T
r
-
- T ]
- = - -
-
- —a S~
-+ - T w
L
-
e
- .
[ -r_ ——

ra lim S i x €U, POStDjl skup V oitvoren u proizvodu 1 X. tzkav da

-,
47
I.....l
(]
(D
e
O
]
‘—!-
O
-
)
.
(T
v
2
i
§2
M
o)
|.-I
{fl
:?.l
i
't__;
O
.
|,,.Jl
'
e
»
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D ¢ rezspektivno tako da vazi

ni u Xa o
1 N

7 -1 -
x€ (mg ) TIe I N0y 'lg 1 < v,

gde su ﬂé r»-+r .. projekcije proizvoda H X na odgovarajude

b

1 n =D

e Xxofinalan, pa postoji ¢ €D’ tako da je

—
b
-
h— l

prostore. SkUp D’

AT

. ' - ] a - _1 . a

o Gr eae, 0 Sa. Svupovi (v ) "[G.],..., (. )
1 n § v I Q

N -1 1 N

ni, pra je i skup (=

i ' . . n
nrostora Xa' '

o] _ | |
Zbog m_ (xa) = %X, 2a i=1,...,n, imamo

1 i
x € (n° )_l[G 1n...n (x> )ﬂl[G'] pa postojli U € B tako da 'é
a Oy 17 ’ a n-’ o o J
a 1 a o =1y
S5 C
X, S0y & (g ) Tl I neaonm ) TIG 1.
1 . n
Tada imamo
R B B |
x€m "0 1 .Cr Tl 0 Ang )76 0] = A LY )T lg 1] =
> > x=1 %k k=1 k
= O LG = 1im s (N (v ) TIE ) € lim SNV = U,

k=1 "k ~— k=1 "k —

. . : -1 . . ‘
Dakle, skupovi oblika 7 [U&]zalséa cine bazu prostora lim S

—-—— f—
R YT TLORTY T . - ™ 7 - = I iy ) - -
TVRDJENGE 2.1, 68, Nek ¢ F BATUOYEY, TOoOSRUD 1Az o2 S s
L L - -t - - HA - O W =
- - -~ —_ - a - L] _— - L y Il - - — - - -
sietema :-{la,W:J-} T 2€ lim S, Tzdg fe x€F gic 1o osnv. oz
s

Dokaz. Jasno, x €F povladi X, €7 [F] .za sve ¢ & D,

' . - . c o ,
Pretpostavimo saca X & F. Skup ¥~ je otvoren, va przama

hodnom tvrdjenju. postoje o €D i bazni otvoreni skup U_ u pros

. -1 _C _ . -
X tako da je x€ 7 [0 1C P, tada tSe x €T
a - a o’ — T Te

l_l.

8 [H"T:.[F]: c*r

s
2

de sledi x ¢ 7 IF] Cime je tvrdjenje dokazano.®

TVRERDJENJE 2.1.7. Za svakt poitpresior A Llimesa ¥ <nverar

. u . . . i s~ -...-l:l . - ) .
ste: = FamT 11 F = DY, cie Fe A = w_|A
tema 8§ {Xa,ﬂﬁ,D} familija S, {AG,HB,D,,Q Je 4 T 1A
.o - & - b ] a N . . - . , . - . —~ -
restrikeija od Ty na Aa,ga tnverani eisteém 1 t<m S, T 4 C X,
- ""-.""" _— -"'I. —

fGn] Su otvora-

- -1
)" le I nL..n (n) )7 TIG, ] otvoren podskup

-
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Dokaz. Za «, BED, R <q, imamo

~ll = e Of -~ L —_— R
T LA 1= F,[n [Al] C = -
gLA, gtMo AL} C (Fgem jlal =mlal = &,
Dakle, S, je inverzni sistem i, jasno, vaZ?i lim Sp & X. Za
. S S .
eEX\1lim S, pestoji o €D : €x \A ia " \ &
X A P O] tako da je x X ‘A . Tacda je 7 _"[X_‘A_]
oxolina tacke X koja ne sele skup lim S,. Dakle, skup lim S, je
1 . A £L A
_ : -+ | S
zatvoren u X, pa zbog A € 1lim S, vazi 1 AC lim =%
e —
Za tacku x €1lim SA'i svaxu njenu ‘caznu oxkxolinu F;I[Ua] Lmano

—

xﬁéi U, odakle sledi Aukﬁua # ¢. Ocavde, opet, imamo

Arﬁﬁ [U 14 ¢, pa je x€ A.Dakle, lim SA C a.=
" | +__q_ -
Odavde neposredno sledi da je Svaki zatvorehi potprastor 1i-
mesa inverznog sistema § = {X TB,D} limes 1nverznog sistema zat--
vorenih potprostora prostora X, i restrikcija vezujudih preslika-
vanja.

¥

o)
-

'Iz dokaza se‘vidi da tvrdjenia 2.1.5, 2}1.6;'1 2;i.7.

kada prostori koji se u njima javlialdu nisu kompaxktni i Hausdorff-

-V,
+ ' m
T TN T i T : Y o = - ~ — I3 . 1 -
TVADJESNSE 2.1, 8. Limzs inmverdnoy gtsiema £ = (X _,T.,0! Foue -
a* g
"',___.. :_"_..' -..-1"? -"'-' _'."'. ] o T_.T -u..: —'E- - -_— -
COCPr77—CUVLN ReRevlrniiidna JE uﬂdS@ﬁPf_—GE FOnL2XY T,
- P ;._ -t — - =R —_ . - ....‘- e e - .: *
Dokaz. Prema tvrdlenjima 2.1.2. 1 2.1.23, o7¢stor. X = 1im & +:
T = :-: — L - o e myE L ey o, L = wer e - o -'--—-E;-h- = ﬂ—n — —_— -
RausLaorri—-ov, necrazarn 1 ﬂO"“ c.h_u_,.il'l 1 O aZinG 1CsE Gd Ttz CoovgT oIEnN,
- - ! . .

PreLDostawlmo da postoje zatvoreni d*s unkini pocdssuncovi Z i
B preostora X takvi da je X==RlJB.'Za_af5D_ oae¢e5imo-ﬁw = ¢z,
- —_ P = M 51 vi A B 1 1} T KEi i £ o
B WatB] iy, A, 1B . Skupovi A_,B 1 Y su ko paktni i.2za

a,BED takve aa Je B =g vazi

o ] O 4
Y = T 1A N C . N 1 =
nﬁ[ a] ‘ D[ o 1Bl —_ﬂb[AaJ nelB ]
o o . O | )
= (wgom YIAIO (niom )[B] TE[A]fﬁ?i[E] = A, NEB, = Y.
Cakle, ako za a,B €D takve da je 8 <a sa ﬂg A’”E'Bj;ﬁf chelalimo
- . : . Ll | =g ~

Y . - s . (1 I * " ] .
restrikcije funkcije Te na skupove A /B, 1 Y respektivno, imamo
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— - = - o] , i . _
da Ssu SA_-{AQ’HB,A’D}’ SB::{BG‘HE,B’D} i S’=={Ya,ﬂB,D] inverzni
gistemi kompaktnih prostora i da vaZi lim &’ E lim SA 1

- e

1im S’ € 1lim SB' Fako je prema tvrdjenju 2,1.7. lim SA:A i
£ - : '

e

lim -Sp=B i kako su skupovi A i B disjunktni sledi da je lim §'= ¢,

- —— E
prema tvrdijenju 2.1.3. postoji'anED tako da je Ya =¢, odnosno
. n O .
M ==
A, M B, =0,
O O
Kako je'prostor'xa normalan, postoje . disjunktni otvoreni .
| ~ 0 ‘ | .
podskupovi Ua 1V, prostora X, kojl sadrzZe skupove A, 1 B,
O e o - o O
respektivno., Za a €D, g zuo, uvedimno oznake |
| a -1 o a -1
U = (v ) "[u 1 v = () “lv. 1 Z = X \(U: UV )
A QL ] DA ' | -
| o %y | ol a ™ o T o G
~ . | . - . . . o
Za precstale o €D neka je Z, = Xy- 2ko sa g cpelezimo restrikci-
' -0

. 4 a ‘ » o - - 0 T - . -
ju funkcije 7g na Z,, vidimo da je s"={Z_,7.,D} inverzni sistenm

kompaktnih prostora. Zbog lim S" C X .imamo da je
L | T . ’ ) . AN ; _—F- 3 )

N [1im S"] © T X} = = _ [A]Ur& (Bl=2 Y B C p Vv .

o = O e - O G

S 'druge strane je T [lim S"1 C Z, » pa sledi da je lim 8" =¢.

L : o y o —
Prema tvrdjenju 2.1.3, postoji aEEDjtako”da e Z_ 0= ¢,
Akxo je a. <&, onda je X_ = U_VYV_ i vaZi
O Je o ’ 1Ca je ~ ba o 1 vazi
-r. | -" o _1 w : D’\ -1 8 _1 - - -
U v =5 ) o In(" )y 7Iv. 1=y v v 1 =12,
X X o o 8 . : SR o =
C O O & -0 C o
Zbog povezancsti prostora X, imams ¢z .2 U, =1 14 N_=I, Wzka 33
. - - WA : o -

na primer U&=$. Tada imamo

o -1 a -, o=l 2 |
—_ C : px = {71 _ n 7 =i -
A =7,[2] < Umy, ) Tem, or JIAl = (v ) "la, 1< (=) Tlu ) =

») ® e e e} e

 Dakle;je-Aaﬁ¢ i zato -A=¢.
'Ako mgdjutim; nije isPﬁnjeng aoﬁé&, onca le XﬁéQ 1 cakie
X=¢.'U oba sluﬁajé je, znaéi;1jedan oG skupova A 1 B prazan, pa
je prostor X povezan.s
-jTVRDJEfJE 2.1.8,. Etmés TNVEPIN0Cc steierma STUA 0, T

o je nul-cimenzicraian.

b

~dimensionih prosto
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Dokaz. Bazu topoloékog proizvoda i Xa ¢ine skupovi oblika

ae=D
-1 -1 . . '
(7’ ) [Uljrﬁ,,_rﬁ(w& ) [Un] pri cemu je Gl,...,ﬂnng;
ey n
Félr__,,ﬂ&n su projekcije proizqualagﬁxa na koordinatne prostore,

a za skupove U,;,...,U mozemo zahtevati da su otvoreno-zatvoreni

podskupovi prostora X, ,...,X, respektivno. Zato je i skup
(7, ) [Ullfﬁ..- N(mt ) {Un] otvoreno-zatvoren, oO4nCcsno prosior
1 S R . |
I X ima bazu otvorenoc-zatvorenih skupova, pa Jje nul-dimenziona-
=&D . S | :
1an. Prostor lim S je prema tvrdijeniu 2.1.3. njegov neprazan polt-
—— . :

prostor, pa je i on nul-dimenzionalan.®

2. 2. SVOJSTVA PROJEKCIJA

pokazali smo kako se neka svojstva prostora inverznog siste-

¥

ra prenose na njedov limes, a sada Cemo nasto redl o svojstvima

1
|

| T |

Il_l.

-

projekcija, tj. preslikavanja 7., &D, Jasnc je da su presliixa-
- i )
ranija m ~neprekidna kac restrikcije neprekidnih, a odavde sledi 4z

su i zatvorena. Dokazademo jos da gu surjektivna ako su vezujucls

[ | - - L] S L] 1..__:_ N - _— i _— -:- - - — '_.: L - ! .:_: _ iy _— r 1—-_.*
DI&SllKawcﬂja SUrYlextiviia, ZaTim Koristell TU Cinjenidid 4 Ta T
<

-— Y = I [, t - - -

otvorena axt su vezyjucea prasiifKavania OTvVorsSha.

nTTT T T T T o < = - - B I e - - '-:r el - =\ e — -

__\' Ira- S 'I:.TI‘L d . l:_: » - - ;._-‘::.- MF L e e L - L E ,.'...rq: p"":-ﬂ'rf — t - . L :h‘ — - o - Ay e -

. x - -
- | [ . P A o e ,—': - - - . - R - - - e - - -: -
ctora v SEUrIeKTLVIRLE € o, Wil pTdSuzf:J“f o PN R *ﬁ L
- ]

Dokaz. Uolimo proizvolino ¢& D 1 proizvoljne X <A .. 42

postoji y€ D takav da je vy 2a i y 28, pa molemo definis

| ' -1 C AT - . T ] .
Y, = “E Hﬂg) (x,)]. Lako se vidi da Je ovakva Geiiniclja s0rcAn-
B - e ) .

P
- . . 1 -Yl "'}. 1‘ _1 . ’W,,IIZ “'.I&'--n.

na. Naime, ako je Y. = g (5,70 " (x, )] 1 Y% =x, xSy (x )1 oza

: e - . . — - :‘;_ ' Y

Y1,“5£ED takve da je_Yl >a,B i YZ;;&,B, onca.pcstoll YBEED £l ay
. . | . - Y Y3 Y3 '

3 o> i >v. i zbog ©.1 = T \™a

aa 381}3_ Y1 Y3 =7Y5 G 2 0ﬂY1 o imamo
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Y - Y - Yy, - Y Yoo Yoo
vy = mglo(m 1T, = (w83o(ﬂ$i) lomh ™ ey = (mgTo(ntom ) ) x )
Y Yo, =1 | - ‘
= (m,3olm 3} x ).
< a o]

2

_ : - - . - — 3,1 . N :
Na 1sti nacan bi se dokazalo Y. = (ﬂ830(ﬁa ) )(xa), pa je Yé— g i

B

y, je zalsta korektno definisano.

- -
Nadalje, za B 8 €D takve da je Bl

ﬁézlYB]z(ﬁz oy o (m1)7h) (x,) = (ng o (m1) T hixy) = vy

1 2 1 =2 1

~ B ‘ 3 .

naklc, ako sa HY obele¥imo restrikxciiju presllPavanJa T_ na Y., craca

- B

vidimo da je S’:{Yﬁ,ﬂy,

l F - r- 2 imafﬂo

D} inverzni sistem nepraznih kompaktnih oYC-

stora. Prema tvrdjenju 2.1.3, niegov limes lim S' je neprazan 1 re-

-"‘.l—-——

xa je x €lim S'. Tada jE.ﬂa(X):X i preslikavanje T o 1@ suxrjestives

- o
—
no."
™ — T - o £ ~ ' o - ! 5 -
FURDITHSE £.2.8. La 4imverani sterem S={x_,wl,0} esa esurlekiiv-
SR~
" - - ‘. .- &, * - L - - -‘__i ﬂ.: 4 -_; - s -
Aim 1 oivorenim vezujudim preglixavargima, progescrgje M SuU vaxc-
die otvorena presiirg avarja.
- % r ~r~ - L .
Dokaz. Nexka je ¢ €D proizvoline i uvolimo zaznl otvore SR LD

g |C,] prostora lim S, cde je EE€D . Uy otvoren skup U ~-. Taca pc-
- | = B e -
e A = - o ja o - i v =8 ¥ iman
stoji y €D takav da e y=a 1 ¥ =p I 1HaR0
-1 v LY -1, ... Y -1 vo=1.,
- T 3 =(7 "~ Tl AT ) A=(T - - T I
IMI‘E [DH]] (1& VLR Eo“w} ) U= NCNCLY o ( :) =
. T - - — S —— —-.—l__'! P -
“pog surisktivnosti preslixavania T 17570 707, Ty p =3 =
-.-pl 't , -.! _1 . -\l.-r -«..r‘ _l . .
-t T _— ""'_"_J P i 1 ‘I: — --,:..:I, i I_,._TE
ﬁa[uB_[LE]] (=a0aig; _)tLEJ A

L

Zbog HEDIElenOStl i otvoren05t1 vezuiudin presliikavania, CVa:s

T OTVOIreno
O'. il

i
pord
2=
:JIJ
f1)
-:""
i
Eeq

re

')

L

e

skup je otvoren, pa
Primetimo da kompaktnost 1 Hausdeorif-ovost preswora @ COVIE

dekazu Korlstlmo samo preno surwextlvlﬁstl proiekcija. TVraisnis,

’
it

darvle, ostaje na snazi i &Xo prcstorl‘xg nisu kompaktni 1 Fansoo: 7o
-ovi, ako su projekcije T surjektivna preslikavania. 22oxazimo =2
da se i monotonost vezujudih preslikavanja préenosi na projexcijs.
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b L] i i __'1 - - = el +
Pretpo=Tavimo suprotno, da 7 (v l=F VF ori ¢amu su F

_“‘:""-_'.'l
-= T o) 1 2!

1

i F., disjunktni, neprazni i zatvoreni podskupovi prostora lim S.

-— —

2
Tada su skupovi ﬂa[Fl] i ﬂa[Fz] neprazni i zatvoreni podskupovi
orostora X i vazi m [P, 1V 7w [F = 7 [F.VF.] = V_ . Zbog poveza-
L T o u[ 1] a[ 2] a1 2 o 9 i

: .Y i tas [= N , i m. |
nosti skupa'V_, postoji tacka y, ﬂa[Fl] ﬂa[Fz]. lada imamo

-1 . =1 L. -1 B R
Ty (y&)‘*Fl?EQ, T (y, ) NF,#¢ 1 (y ) €& 7 _[Vll- klU E. -

ovo je u suprotnesti sa tvrdjcenjen 2.2.3. prema mojem Ja  SXUp

' - ) | — l . . . ) - |
ﬂ (Va) povezan. Dakle, skup ﬂ& [V~]je povezan, va 3Je prostor

. -
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o - T —r - - T _ o T & - . w  — X - — - e .
Sy¥i tafku x_ = 7 Ix). Neka je V_ ounaoren I povoaan puinst e clna
i n x
= i
— b B » - pp— ___L [ —_ ) -
1- e o - AR N - T R } B t i Rt
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Pretpostavimo 1li da imamo tacke y_,V- Y . taxve cCa e -
+ s I -

' 1
— 1 |
Y : = Loy Ly DE oL S IG D R Z 03 <£4i-]

-1
{,__:
Yn+i+l fn—i—i (}7

mMa taj onadin je incduktivno Xonstruisan niz (y *')‘}O s& ¢ornijim
svojstvom. AX0O JOS uocimo tacdke Y l:f v Yy, yvoo=f 0 (v ),
_ s . .

cenr ¥y = Eiyy), imamo da je v= (y,)ypey ©Xe talka prostora X,

V. T o

=Yy ‘ -!a ‘ﬁu.-‘ah:' V. & T, G M 71 G ZA 8V ) = N-
<va da vazi y, [ l] x[ 2] 3Va K

K
S ‘ . e L
Neka je ©_"IW_] proizvoljna bazna okolina talke y. Tada je
y W T 16, 1-nm IGs], pa pestoje talke y’,y" € X, kakve da 3e

- — --.—_.1 .r"" | | L ,_,...-'1 - — * . L - [ . R Y
y'c:nm [wm]rWGl i v" €T (W_| NG Dekle, svaxna ©xolina t=zlie v

sete skupove G, 1 G,, pa imamo y=G; 1G,. Medliutim, v

P
{u
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.- I\.P‘-i -
= GILJGz, ra talsk 8 o7
pova Gy 1 GZ i zato ne moZe pripacatl adnerenciii Gruzdi. DO0Lina
. - - -
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- = - — 1. - = -_ == - - e - - Lo -
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sTor X ickainc povecsan.”®
oo
2 .4. NEPREKIDNCST FUNKTCORA exp,C | cc
ovu clavu zavrgavaeme dokazujudi da-su Iurxitori exp,C'i cc
neprekidni, odncsno da Xorutiraju sa inverznim LLTEs0m, Freniols

no podsecamo da su. za nepreéexicnu funkeciju £ 1 fonxeiia sxpi(f), CiI;

i cc(f) neprekidne.
Tvrdjenje demo najpre dokazati za funktor exp, a primznon

‘tog tvrdjenja dokazademo tvrdjenja i za precstala dva finktora,
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3. PRESLIKAVANGE UNIJA

3.1. CENOVNA SVOJSTVA PRESLIKAVANIA UNIZA

Frs

Mzkon £to smo u prve dve clave opnizzli o Joe v
11 ?‘f\"r L - T a LI . - o o ':..' . _.'...__-.--
LO=R0y§ Droes5e0ora 1 1591La11 C:Aﬁyua_avOJbi%a {240

- -} - s * —— - * .1- -'\rv-l— - '-': S e S e e— W, ——
pferAEO C2rlnlisqeli na ﬂlg%A:;DbLOr“@a i L= T
. £
Vda.
T -h-}‘ T - — - T o, ——— T — == - - wr
Srethioang LEDCHINIEN0 Ca svasoem Lrostoru X T
w - - ""3.\
- _— mar — -.‘—‘--‘ -1-.—'-'— -: -- - - LY - - h— '
TSI E Q8 COZCLATHO DAL mrosTorTa snm ;{h} SRR e
'l P 5 Y AR -
(1) .. . (n+1 L, - i
2XD (X} =exc{X), =xp’7 T IN) = cxoisas
Py
“-} ™ = """i g = | TR T LS I"'Jt o y — g -~ T T - Y
J o o.a oo r-.__.:nl.-_h. :.-_T_-\_E':LDII. -..h.p \-_)r W Lew ._E‘r" o - e e - | U -
sy
; — - > — - e P .""Ir-"'l‘I i -y ol o . > = )
elementil Drescora X0 (X} Su Y2l lne ST T 0 T

AT
}_TJ

1“-
Wi

(1) s o o f1)- . - -
sa I = 1F{r & r. ’ 28 DLsro Istakiil stvuxToIv

(1)

tili oznake Xao F za Ffamiliju podsXupova 7Rkoc

o

"

(1)

stora. Svako FeF 20VemO Xomponentnim sxulcm o4&

duktivno, za n> 1 skup F zovemo Xomponentnim s%aoom

(it

i

Ly)
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(n—-1) . _{(n ] . e o , -1
)iz F ) takXo €a je T xorponcaini sxup od b )

[

ako }_.}O'StOjl I3
u X.
pre nego 3to definifemo preslikavanije unija ¥ome je posveden

£

tir

{h

ova glava, pomenimo jo3 preslikavanje jX:X—%exp(X) finisano =a

jX(x):={x}, koje je u vezi sa preslikavanjem j, pomenutim u tvr-—

jenju 1.1.7. (razlikuju se samo kodcreni). Indexs X

A

‘

’.
{

C.'—.'---\-'»"-'-\'w" - [ Sl s —
‘L.'—'\.L:_ii'-u-'f_:. ¥ L-‘J-‘—-u

stoY na xcome je praslikavanje definisano. Najcesle «

o

ta biti jasno o kojem se prostoru .radi, pa ¢emo onda indeXks iz

tavliiati. Primenom funktora exp dobijamo niz preslikavanja

f 1 : .
N n T 1 e - " [ L) b L]
rexp (X]-rexp‘ )(X) definisan induxtivno 3a

1'j(n+1):=exP(j(n)) za'hszN,

r re ! — (1) ,_,{1“;“2) - (n—-1)
={{.. . {{{x}|xer}|rer ... ¢ cp ,.
: i 4
Lzko se proverava 4a je preslikavanie J utapanie prosicra X a1 oo
_ { \ - 3
z odawv@e sledi éa su i preslixavania 300 UTEnanta Srostora 2
. fi""'l} >
0 oroestor &xT XY,
- 3 . ‘E: - {l},
DEFINICIJA 3.1.1. Presiikavanle u:eap (X} & uNe LX) -
R ¢ o e o (1) s .
nisano sa ul(F )):=lJiF1FEiF 1. zcecvemo prasiivavaniem unia,
Primenom funktora exp copet se Scbija niz presiiszoania
n (n+1) § ¢ 1 s Al leas |
u(ﬂ):exP ‘ (X} + exp (X} definisanih incuktivio sa
{1 (n+1) o, {n),; _
u( )==u, u ::Exptu{‘))-za n< N,
cva ova preslikavanija takodje zovemo preslikavanjima unija.?

. * . n ’ --11 .‘ r L - -
Preslikavanje u( )‘zapravo zavisi od prestora X, ali xaxo ¢

L
i
i)
ari
P
-
e
-



55

. L. n)- e : .
koristiti oznaku u( ) za odgovarajuce unija preslikavanje, Pogle-

dajmo sada kako ovo preslikavanje déjstvuje na element
X — .
) EHQ.JIFTFGF(L}IF“J P HEP D er™)  srostora exs ™) (5.

u( ) ))_ (e3p (1 V) (F ))__u}n—l)[F(n)]::u(n-l)I{F n-l}]F n—l); F(n)}]::

(n-1) p=1)y p(n-1) g p(n)y =

_{u LI |
= {0 W ey p ) ep (2@ e gy jipllepta
nd s R (n) . . (n) . ;
Vezu lzmediju preéslikavanija u o 1 3 za svaxli nriredan Droj on L3-
. s PP (n) . (n) _ | -
tanovicemo sada dokazujuci jednakost u o) —-1exm(n)(x}.Dokaz Je

induktivan 1 zasniva se na c¢injenici da ije exp funktor, Za svako

FE gxp(l)(X) imamo |
(w03 MEy = w30 (ry) =0V ((Ux}{xEF}) =U{{x}|xeF} = P
-pa je_dékle u(l)oj(1)==1exﬁ{1}(x).'rretQOSFav;mo szca Ga je
u(nfl)oj(nfl)==lexp(n_l){x). Tada imamo
”u(n)gj(n)"-exp(u )) eXp(j(n 1))—-exp{u(n_l)oj(n"l))?=EXD(1 (n—l)(\)) =

1 ,y .

| exP(n}(h)

_- -yt ) . » ) ] ] n » ' 1 1 ) p—
Odavde neposredno sledi cda su preslikavania u( ; 1 surcextivna, Do-

kazimo sada da su ova preslikavanja 1 reprekidna,

X : | . . (1)

corazujemo za preslikavanje u=u .
TVRIDTETE Z.I01I. 40 8VAKT TIOSLOF 4 DS lTAIVINSE
(2),. 2, -

LIEXD (X) =~ exp (V) Fe neprexianc

Dokaz. Za podskup U prostora Ximamo

F(l)E(-(U}) <=="*F(1). C {(U)e= (’T’E”EF(I)}P ol R

= UF|Fer' V) c u=urM)ye Wy

F?l)éi))U((ﬁ* F(l}rﬁ)U( #fpﬂﬁ(SEEF(l))FrmU 4 o=

=uirlresMinu e =uEr)) o) w

3

Odavde dobijamo u T [(W].=({W) i u TPUC] =) W(. 2a otvoreni

13k

i

- -
v

{fi
i

e pre

LW

podskup U prostora X, cvi skupovi su otvoreni, rca
nije u neprekidno, jer skupovi oblika (U? i » WX ¢Cine predbazu pro-

| Qf;ﬁ‘r‘;l rﬂ{D( ) (X) .=
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TVRDJEEJE 2.1.8. Za svaki prestor X 1 gvaxki prirodnt

' . 7 , . | . 4
preslikavanje u{n):exp(n ;)(l)—*emp (X) je neprekidnro.

o
S
O
s
‘11

Dokaz. Ovo tvrdjenje je neposredna posiedica prethodnog tvr-

djenja i tvrdjenja 1.1.5.%
(n)

slidno kao $to smo definisali prostore exp (X)), MOZEemo pro-

storu X primenom'funktora C dodeliti niz prostora C(n)(X) defini-

san induktivno sSa

cWm=cx), ¢ ¢ (r+1)

(1)

m)—cuﬂ ) (X)) za nEN.

(X) su skupovi i kao i malo pre obeleZava-

(n)

Elementi prostora C

Semo ih sa F. Strukturu elemenata prostora C (X) koji su opet

"familije familija ..." istiemo opet sledeéim oblikom njihovog
zapisazs
platl) :.{{.;.{{F]FEEF(l)}!F(l)szﬁz’}... IF{“ E)EEF(T_I)}.

. Kao i malo pre, mogli bismo rna isti ' nacin definisati pres-

+ . . = + :
(n l)(}s:) i pokazati ca su to utapanja.

(1)Eic(2JkX) imamo da Jje skup
L{1)

_U{FIFEEF(l)}'po#ezan,'pa“je u(F(l))éicy' (X). Zbog toga je
(1)

llkavanja ](n)-C(n)(X)-*C

Prema t?rdjenju 1.2,1. za F

(x). za FecM (%) imamo {Frlec® () 1 uirh =¥
o)y

upcté) (0] ¢ c

(X). Zbog toca je preslikavanije
il)}

pa zapravo vazi u{CV ?(x)] -

ﬁ:Ciz)iX)~*C(l)(X} definisand opet sa'u(F‘l))=ﬂJ{FlFffF Kore-

ktno deflnlsano i surjektlvno. Kao i malo pre, samo sada primeno

(n; '{ii l)

funktora C, aobljamo niz presllkavapja u :C (X} —+ (HJ( %) de-

finisan.induktivno'sa

o (1) o g (Btl)

u, =C (u (n’) za n € N.

Jasno je da se vreanostl ovih preallkavanja i ranlje uvedenin

{n ) (n+l) (n )

presllkavanja u (X} > exp

(n+1) (X)

(X) podudaraju u tadkama
~ prostora c Zbog toga 1 sada koristimo istu oznaku a u-
vek e iz_konteksta biti jasno © kojem se preslikavanju (tj. ko~

.jém déménu'i‘kpdomenu) radi. Jasno, ova preslikavanja dejstvuju
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(n+1)

na .isti nacin na elemente prostora C (X} 1 na isti nac¢in bis-

mo pokazali da su neprekidna i da za svaki prirodan broj n vaizi

hl)uj(nJ

jednakost u =1

c(n)(x)-

Kako su ova preslikavanja neprekidna, a proStofi kompaktni i
Hausdorff-ovi, ona su 1i zatvorena.
U sluéaju kada:je X . kompaktan pddskup lokalno konveksnog line-

‘arnog topolofkog prostora E, moZemo na isti nadin, samc sada pri-

(n)

menom Funktora ce, prostoru X dodeliti niz prostora cc' ' (X) defi~-

nisan induktivno sa -

C(1) (n+1)

(X) = CC(X), CcC (.X) =cc(pc(n) (X)) za n€ N,

. Pri tome su, jasno, svi ovi prostori kompaktni bodskupovi ne-
kih lokalno konveksnih linearnih topoloskih prostora koji su met-

rizabilni ako je prostor E metrizabilan., Takodje Jje jasno da su

svi- skuPov1 cc( )(X) konveksni ako je skup X koﬁveksaﬁ._lhdhkti~

“van dokaz ove Einjenice_je neposredna posledica konveksnosti sku-

pa cc(X) za konveksan skup X.

Elementi prostora cc(l)(X) su skupov1 i 0pet ih obelegavamo

(n) o

sa F, a elemeﬁte prostora ccC (X} koji su opet-"familije ramili-

" ja..." obeleZavacdemo sa.

F(I'l—'l] _ {{___ {wlPEF(l)}IF(l)EF(Z)} 3!

{'{...{u-:}xe F}IFE F(l)l...}ijf’ht_'

hlI

'tTakddje sé'na isti nain deflnlsu (i opet jednako obele vaju)

presiikévanja (n) : CC (n)(X)-+cc(n+l)

U
)

(X} A na isti nadin IMCZ ze GCa
‘pokaze da su ta preslikavanja.utapanja;

Nekea je F(l)ecc(z)'(.X); a,beV{F|FE€& F(l)} i A €{0,1]. Tada

postoje F ,szfol)-tako-da je aﬁEFl i bEF 2bog konvexsnosti

1 "2
skupa F(l),‘imamd (l-l)Fl+lF2€EF{l), a odavde sledi

. (1-}l)a+kb§ (1-};)_‘6‘1\+}\P2 CU{F,FEF(l)}

Skup L!{EIFEEE(l)},je,_dakle, konveksan, pa je‘preslikavanje
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(2) (1)

uﬁcc (X) > cc (X}, u(Ftl))==LJ{F|FE5F(l)} korektno definisano.:

za F Ecc(l)(X) vazi {F}EECC(Z)(X) i u({r})="F, pa je preslikévaﬂ

nje u surjektivno.

Slededi ved korigteni induktivni postupak, ovaj put prime-

(n) (n+1) (n)

nom funktora cc, dobijamo niz preslikavanjau’” ’:cC {X)* cc (X}

definisan induktivno sa

(1)#u (ﬁ+l)_* ce(u

(n)) za n€ N,

001gledno, vrednosti ovih mresllkavanja se podudaraju sa vrednosti-

ma presllkavan]a u(n):eXp{n+l)(X)**EXP( n)

(X) u tadkama prostora
(n+1) : e e : . e
C Y (X)) (induktivni dokaz ove cinjenice Jje trivijalan). Zbog to-—
"ga i sada koristimo istu oznaku, a iz konteksta de uvek biti jasno
o kojem se preslikavanju radi., Iz svega ovoga sieadi da su ova pre-
sllkavanja neorexldna . zatvorena i na, da na isti nacin deﬁstvuju

| (n+1) . | ’
na,elemente prostora cc (X) i da za SVakl prirodan broj n vazi

u(n)oj(n)

—
—

lcm) (x)*

Dokzzademo sada, da u ovom slufaju preslikavanje u ima 1 Jad-
nu novu, veoma znafajnu osobinu.
FURDJENIE 3.1.2. Keka je X Komparktan pocerup nefir
Tokalne KonUeEKSnog LiHeqrnog toplifsxog progiira. Toiq J€ presii-
2 .} : l{’Ir T - -
kavanje i.:cCc (LX) > ac (7} megezrivciia LiveQrnog

Dokaz. Neka gu Ffl). .él)e¢¢(2)(x)

(1) e (1) (2) vy = R S 5 B
aF, ,+8F2 Shele (X1}. Tada za XEEFl 1 i }?:FEE:SQ_ vazi
(1) ‘

oF, +&F € cc (X)”i-ax+8yEEX i imamo:

1), - L 1)y, . - (1)
( F{l) +BF é-)) = u(u{F [F EEF{ )}+D{F2|FEE:F2 1y =
- (1) ' (1),
= u({aF, +8F, |F F,” ', F €F, _}) =
= u{aF +BF2{F Fil), erar(ll} =
= U{{ax—‘rs Ix € F €F }IF EF[I) *f‘- EF(I)} =
_. y =1 Y 1 2 2

(1) , | (1)y _
€5 , YEF,€F, b=

!



a{x|x€F

"

au(Fil)

e
L

Y VRDJENJE

xonveksnog linearnog topolodkog prostora. Tada je

cdon broi n

REQYHCOT .

1

)

reclikagvangie u
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<r 1))

(1) _
€F, )+ Bl{y|y€ F,

+BU(Fé1)).l

(‘n)

{‘1. ‘;.'
ckr+‘)(X)-+ﬂ

. (1) (1) 4, .
a(VAIF |F, EF " H+B(UIF,|F,€F, " })

1.4. Neka je X kompaktan podskup

c(n)(X)

nekog Lok
26 SVaKi

] (y =
rPefLrLK

aino

prir

Dokaz. Ovo tvrdjenje je neposredna posledica prethodnog tvr-

djenja i tvrdjenja 1.6.3."

3.2. OPVORENCST PRESLIKAVANIA UNIJA

U cvom paragrafu cemo dokazati da -su preslilikavanja

u(n}

, xp(n+l)

nje dokazati za n=1,

svoistvo otvorenosti

¢ -induktivnom dokazu

rebna i neka pomocnea

(X} > exp

stora X i'Fﬁz(Uj:i..,
u ¥ takvi da ge V.C 0O

Dokaz. 7a XxXeEFnN U,

takva da je Vi,x

tada otvoreni pokrival kormpaktnog skupa

pokrivad u’. 2a j €{1,...,n} sa Vj'ObeleEimo uniju svih

ta V.
i

r

nata nema onda za Vj vzmimo proizvoljan takXav element pexrivaca v

C U.. Familija v

1

(n)

a
'S
p._e
}-"'.-' b L\-H--— * _r|__‘ 1_‘---—. J— o
orit=sg tvrdienza. Fri tome
e - » l\.'_|||I
tvrdienia.
¢I£ \-C: Eh h'—'_,'...,{pf :‘:t}‘;::;:r:
. g ?:
m - : S — em o - .
U ), Tada positoje Ccivorent
1. : c o
o "‘ -— -

iv
-3

(X) za n€ N otvorena. Najore &enmo tvry

o L] -
e nam biti
- - -

- - = L e .
- jf.-in“:--;{.,r.-'..a.z
- 1- -

- - s
SALLOUVL b
L

postoii otvorena coxolina V,
cstoll

potpokrivada v’ kod kojih je i=j, a ako u v’

>

- r

-:h
-

(D

(s

e

. potom demo dokazati da funktor exp ocuvava

slikavanija, ‘Stoc fe rdati induktivni prelaz

jelei-tg
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Xako Je za svako 3€{1,...,n} skup Vj

skupova &ije su adherencije sadrZzane u skup

&+

5€{1,...,n} vaZi ﬁjEEUj. Jasno je da va¥i

seCe sve skupove V,,...,V , pa& imamo i F € «

-

TYRDJENJE 3.2.2. Preslikavarje u:exp(g

VOIreriQ. !

~unija konacno mnogo

u Ujr to za svako

FCV. VYV, .UV 1 da F
— 1 n

Vl,.,.,vn).'

(1)

}(X)-+emp (X) de ct-

Dokaz. Frema tvrdjeniju 1.1.2. skupovi 1 n r
(1) (1) L o lumevi mes: (1) gy e
gde su Ul IR AN azni otvoreni skupovi precstora exp (X)) ,t3.
(1 i _ | . o 3
1 ) Ul""’bk ) za 1f5{l,...,nj 1 otvorens poOasiuapove bl""’bk
i _ . -
prostora X, cine bazu Vietoris—-ove topologije na prestoru exp L);X
Davoljno je zbog toga za ovakve skupove dckazati Jednakost
(1) 1(1) '..1 ._.1 : e g
U[<Ul c--;b }] = {-{Jl!-i-q,r—jkl'h--;Lllxtnrkan) ]
1 1 S 1}y . - {1
Neka je F( )55<U{ ) ...,Ué )}. Tada svaki element rEEF( J
1 (1 R | .. . . . - {1 {1
Zhoo P( )CiU )IJ LJU; ) pripada NeXom 0G £x£updva U, J,...,L‘L’.
L - - - .
e ,(1] 1 R RN s S .t .
Medjutim, iz fEEb ::(Ul""’bk » sledi FCU, V... WL . GSavas
i ' B i
imamo
n : 4 3 -
u{y(l)):;i{F;FEEF(l)} G W (U%LJ___*iui J::g}L;,__h:ui Lj_‘_\JE? U
— A i 2 Iy i r.
1=1 1 1
. _ . . {1\ -l.'
Kako za svako 2 €11,...,n} vgzi ¥ 70U, "#7°, Lo za sVaAxc
i ) ) o | z | - - -
TE 11, 1) DOSTOTIL thF{_’ Taks G& 38 < v, = AL e e e N S
- . 1 A - = § .5 y ~ —— == &= - K - B
'?QE‘- :.*e P m Uj ;: e ZQ j . .L L gow o ff-f':-ia‘. r I_—"::- Lo -_ = < g r v p == —_ r:::
C o . . R O 3 R | . ) . .
FE€ {1,ea.rky ) imamo uir ) BULFC. cvo zrnzii dz vari
(1), - ;o1 1 . on n . _ ﬂ
u(F . )) e {Ul F == % rﬂk J = = v 3 LI.‘ Fr &= f!"'l- } f 4 :DE. E:FLC :l?q% CQ*P.:_:E_'.:_ i TL t_.._t._..""
_ - - . l A _-__}.
ziju
1 1 (1) 1 B s D
u [ <U]'F ) Fo® ® @ r[-}I_E ;} ] C {Ul F w = a rL';{_ JF > = = rL-i F = -._ - f!tl_.. X ]
- 1 B “n
. -:-- k = - - E {Ul 1‘1 | -.I-:- ' — ‘._I-}i } — 2T . g -
he a je Saaa F 1 P ..!Lk F o= a ’L..; F = v & p L“;__r - !_la —_ I J.'..'a-‘ ’
' .1 . n
- i - .
j € {1,...,k } uoimo tacxe ijiF TDJ Taca oliglsongG vaz:i
cwl v ool U LUy e orems fvrdieniu 3.2.1. ac
F Ul ¢ o X ""'Ul ...V Uy 7, pa prema Lwraaenju 3.2.1. oz2-
1 - n : .
: - - e e Al el T e i i
stoje otvoreni skupovi Viyse..,V takvl ca je Ve C Uy Veolvu za
A M
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i€d{1l,...,n} i da je FEE<V1,}..,VH>.'Za iﬁfﬁl,...,n} neka je

_ - 1 i . o«
Fi~*(Ff\ViJlJ{xl,...,xk‘}. Tada je o&igledno
i

e (i iy _ (1), (1) _ (1) (1)
F. U;""TUk ) u, i F —-{Fl,...,Fn}€5<Ul R &

: i SR n
Zbog ngﬁl U,..WY Vn, imamo
F=FN (V U...UT )=(FNT U, ..U Ny ) C U |
F (V, n) =0 1) -V (FAV )CF VUL VF CF,
= - a (1} * - .
Ocavde sledi u(F )=:F1 v, ..U F =F, pa je Fﬁru[iUfl),...,U(l)>J_

Na taj nacin smo dokazali inkluziiu
1 1 n n- {1
1;---;Uklj---;Ul;t--rUk } E u[(U; );---;U

X0oja zajeano sa prethodno dokazanom oobrnutom, caje dokaz tvr&je-

I

nja."

TVRLDJEZNGE Z&.2,3. Neka

=
AN
A
W
s,
®
At ,
£
Ly
<
Q
M
AN}
=
b
"
R
O
(]
-
T
o
=
]
=y
B
0,
£
"oy
Y
n
ok
o
ey,
g,
]
Ly
|
T
Cy
3
L4
o
3
0y
0y
n
P-I-
S-:
3
1y

Dokaz. DokaZimo prvo da postoji zatvoren podskup FO skupa U

takav da je LI F_] 2 H. Za svaku talku y€ H uolimo proizvolinu

.. , -1 " s . | _
tacku X{yle £ " ({y)nU i ckeleZimo sa U, otvorena ckeolinu +z-
S % ._ |
Cke x{v). takvu da e Uy C U. Tadezs je ;Eifllv], I kKaxec e preslinz-
vanie f otvoreno, iamiliija 1f[Cv}fv£:H: “€ oTnoren nokrivad komra-
ktnog skxupa H. Neka je {f[Uv oo, £10.1 2 koraBan votnowrivaZ oo
_ o - . | v - - TTF
_ | 1 o “n o
pokrivaca. Tada je H C £[U_}] v...U £]C_ 1 1 wofimo skup
_ - v -
) . ‘ o Y3 : ~n
F_ =1U V..U U0 . Taca je P C U, F_ de catvorern i imzne '
. © y - Y. c - . C - ‘
1 n . o
f[rF ] = f{u, U, WU ] =Ff[U_ ] v...vuffu_] 2 H.
O . }? '}? : : OV i —
- 1 n =1 . - I
- ..F ; :-.. l T hd 2 . ' . - - 1 r
Skup £ " [H] je zatvoren, pa ‘e zatveoren i skxup F=1% iH}f“FC.

Sktp F Je podskup skupa U i vaZi

£IF) = £16 '[HI NF) = HOEIP ) = H.®

TVRDJENJE 3.2.4. Ako je preclikavanie F:Xi-~ ¥ oivcréno -
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kidno, onda je 1 preslikavanje exp(f):exp(X) > ezp(Y) octvorero,

Dokaz. Dovolino je dokazati da za otvorene podskupove UpreearUg
prostora X vaii.exp(f)[(Ul,...,Un)]:<f[Ul],...,f{Un]). Ovo, naime,
znali da je slika baznog otvorenobg skupa u exp(X) otvorena u =xp(Y).

Neka su Ui""'Un otvoreni podskupovi prostora X i

HEEexp(f)I(Ui,...,Un}]. Tada postoji FEE(UI""'UH} tako da 1de
f{F] =(exp(f)) (F)=H. Iz Ffﬁuiﬁﬁzza 1€ {1,...,n} aledi fIF]fo[Ui]#:

za i€ {1,...,n}. Tz FCU, V...V U sledi

£lFp) C£IU, V...V 0 )=flU ] V...V £]0 T,

o
:l‘-‘
i
{0
f--
21
11
-}
O

Zajedno, to daje fIF]=E€ (£{U],...,£{U D. D
:.(exp(f))[<ul;...,uh>]_g CfIUil,.;., £1U_1) .

Neka je sada He (glud,. ..., flo 1), Tada je HC £lU ) VooV flu =

= £10, V...V U ). Prema tvrdjenju 3.2.3. postoji zatvoren skup

FCU; V...V U_ takav da je £{Fl=H. za i€ {1,...,n} vazi BENElU,] # ¢,

»

-1 T'r. » - . H ] 1
J

paFPOStoje tacke xiﬁff [n]fﬁui. Nera je FO?FuJ;xl,...,xn . LZEZRT 53
vidi da vaZi F_€ (U_,...,U0 ) i f£{F l= H, ocakle sledi
S 0 1 n O
H:{(exp{f))(FD)EE(exp(fj)[<ﬁl,...,ﬂn>]f Ove €ajde inkluziju v arucom
SmaeYyuy
(fiUl]I""‘rf[Un}: E {:e}‘:Pif)}i iulf‘i-IUJ}].‘
TVYEDJENGE S.2.0. £4 8varkL proetiryr X L 2uln-lz it aes s Dnes 4o
' P (I, L o ) _
 presliravanje u rexs (X)) v ez (X Fe ctvomenc.
-Dokaz. Ovo tvrdjesenie 3e nepcsradna posisdica tvrd enla 3.2Z2.2Z2. %
3.2.4.%
3.3. MONOTONOST PRIESLIRKAVANIA UNLJA
U ovom, paragrafu demo dokazati da su preslixavania
‘ n n+'1 , - n ) 1-- {3 | * - ] -
U(.)=C( ')(X)‘*C( }(X) za sve prostore X i1 sve prirodng projave n
iz Ladn oL

monotona. Napomenimo samo da ova preslikavanla n2 moraju i
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. . . . -+
vorena, a preslikavanja u(n):exp(n 1)(X)'*exp{n)(X) ne moraju biti

monotona; Sli¢no kao malo pre, 1 ovéj put ¢emo najpre dokazati da
je tvrdjenje tafno za n=1, a potom Cemo dokazati da furitor C ocCu-
vava svojstvo monotondgﬁi preslikavanja, tj. da monotona preslika-
vanja slika u monotona preslikavanja, §to'ée dati induxtivni pre-

laz u induktivnom dckazu tvrdjenija. Ovo svojstvo funktcra C dckazao

o
(el

je AY.W Lau u [23] koristedi i1 rezultate algebarsxe tepologije. B
ovde dajemo jednostavniji dokaz tog.tvrdjenja, a ﬁa&in_na_koji to
rédimo, pokazacfe se korisnim 3 kasnije. Izmedju csﬁaiog,-na slican’
ﬁaéinlpokazujemo da 1 funktor exp monotona preslikavanja sliXa u

. monotona preslikavanja. Na kraju dokazujemo da su i preslikavanja

{n (n+l). ol .
u }:cc | (X)-*cc( ){h) monotona.
.TVEDJEEJE 3.3.1. Za svaxi prosior X presiirguanie
| (2) (1) . :
u:C (X > C (X) Jé monotono.
. \ : . . Ny - = A1
DoKaz. Pretposzav1mc suprotno, da pestoli element :DC:C {x)
S L. (2) 2 - 2Y . o2y L. .. .
takav da je u (F ) =F ( ), gae su F(_) i F gigiunxtni nerra
_ 1 ) 1 . 2 T -
., . - . . (2) i - : L N
oni zatvoreni podskupecvi prostora C {X). Jasno e da e ui(l{Fr_j. =
! POV : -
,,I - a — v _l: 1 . T ’ o ~ — “:——.(2) L T - -
OCNC3NO Cfr-)t:u (F ) i.neka je ne primey C(F_ Y= F_ 77, Nz:a2 J2, C2
O : C S : C z -

..1'_ ( ) - r ____- ..._,(2), e iy . F{l}F ;o -
L3€, *}_ 1xrcﬁzv0 Jan elemsnt sKura L ., Laca Ts -~ Crr 7 I Fr
2 (Y 2 (2] 1) o (1) o Al vy - e
F( }={F( = { ’( Ft ¢ Fr/ O Ci{F }! Se Dremz TvoloEanIduasloILh,

. l — — o~ . - - =
| - A2 (1) R e
povezan; Iz definicije’ ‘skupa F i u(F, 7 )=nlC(F ) i=F ) =isc2
2 : s AU, (27 _(2),, (2}~ (2},
( )f: (F ), pa imamo GlSkOnEkSljUI?-): (£ DE ORI R, nes
' . ~1- (2) e o tmallemdta rmr s A2 da mwoscidlizuvarT o
vezanog skupa T . Ove kontraoikcing LOS2ZUTS CTa 1% LIDELIRAVILTE
u monotono.®
PVRDIERIE 3.35.8. 26 NMECFERIERC, MOHGTOXC T na Trég.l-uapaiisz
fiX>Y 1 neprazan KompakKian povészar podskur B prrevora I D 8ing
f7h181 je povesan
) Jg ,L‘SL} adh.
’ . .. . . N ' _1 .- - . . i, ™.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da je f [:]:hlt*iz, adz 8§05y
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i A, disjunktni neprazni zatvoreni podskupovi prostora X. Taca su
skupovi f£[A.] i f[AZ],neprazni zatvoreni podskupovi prostora Y. Ka-
ko je preslikavanje £ na, to imamo

o . -1 )
flal VEIA] = £, UA] = f[f " [BlI]l] = B.

5]

Preslikavanje f je monotono, pa za svaki element y skupa B va-

oy _1 . 0 -‘ '-l * . - . . = A |
zi £ “(y) & A, 1li £ (y) © A,. Zbog toga ni jedna tadka sxupa B ne
pripada 1%towrcmeno skupovima f[A ] i f[A.]1, n=oo je flA lf“fllzlic

1
“pa ti skupovi daju 615£on9k513u povezapoq sxupa B, Ova xoniradirci-
g | . : -1 |
ja pokazuje da je skup f " [B] povezan.®

TVEDJENJE 3.2.3. Zko Je pfeslik u“ﬂge FrX* Y neprexiono, ol

Dokaz. Pretpostavime suproino, da posteli element 37 C(Y) ta-
e -1 1 1) ; 1) . 1) e
kav da je (C({f)) .{B):=F( }L}Fé ), gée ‘su Ff )_1 Fé,J Gdisij nXxtini,

"

neprazni i zatvoreni pocsxupovi prostora C{X). Prema tvrdienju
. L -1 . . |
3,3.2. skup f " IBl je povezan 1 zbog

{C(f})(f_lisl} = fif"IIB]]_=;B

| ~ . .»-_1 — - -1 - " ¥ . .--_1 { .
vaZzi £ {B]“:[C(I}) (B). Keka je, na primer,f ~[B] &7, i neala
. 2 .! — A 1. - -‘(1) —_——, =y ﬁ - — o P P = -
ae Fl croizvolian glzment sSKupa b, . S&Sno 12 4z 38 SVEK:I maksonT
- - -l . - - -1 . —y — .-—-l r_. oy - .
skupa {C(z)) (8) oodskup skupa £ " [8l, pa e F, -1 =l , Zrema toT
.' - T‘!(l] -er Ll r ' ' "~ "-‘11'\ 1‘} L e e e e e m -
ﬁ]er‘;ju 1.2.4,_ ki.lp r = hF‘:C{h)[F1;FE—*: L.:&I S R GRS TILanti. OO
' £ | -‘ | = .:7"1 1 \ - ﬁ_..._*:_,,,.., T
:(C(L)){Fl)={C(L))(L " [BR] y=B, ova’j skup Je sacdrian u© sSxuDu
| -1, 1 1) . . . en (1) {1y .
(C{f)) l(B}=?F( )LJFE ) 4 pri tome sefe cba E}L?E,Fi i F,TTL Tas
- . & . - . :
- (1) _ (1) 4 o (1 S O T Vo Poppug
Ga 1mamo alskone csidu r(- =(F f”:l ))LJ{r 1:2 I UEIENDT SN
F(l). Ova kontradikciija pckazuje da 3e pIESll(aV“H e C{f) monoctons.
'TVRDJENJE 2. 2.2, Za svaki pPOSﬁGP X i'Eﬁaki yfiﬁﬂfiﬂ Elff -3
. e (7 (r+1) (), - R
presiikavangje u ):U (X))~ C (X) 7¢& mecnlicnc.

Nokaz. Ovo tvrdienje je neposredna pesledica tvrdjenja 3.2.1.

i 3.3.3.
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Eh

€ fsX*Y ne EXTLANG, Mono—

'1(1

<,

TYRDJENJE 3.3.5. Ako je prezlikavan

iono © na, onda je v preslikavanje exp(f):exp(X) > exp(Y) morctonc,

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoji element B Zexp(Y)

1 1 .
{ ) Fé ), gde su_F{l) i él)
2

T

isjunxt-

1

Ch

+akav- da je (eip(f)) (B)

ni, neprazni i zatvoreni podskupovi prostora exp(X). K

i)

ko Je pre
likavanie f na, imamo

Bl] = 8,

[

L “1 - ' _1 . . . | - K
sa vazi £ T [B] € (exp{f})) " (B) i neka je na primer £ " [B] €F
Prema tvrdjeniju 1.2.2, 1 lemi Zorn~a podskup F
exp (X) ima maksimalni element Fl. Jasno je da je sva

. ""'1 r -. . - _1 | - . — . :
va (exp(f)) ~(B) podekup skupa £ " [Bl, pa je i F_.C £ "[B]. Zbog ma-

keimzlnesti elem

'h.

nta Foou skupu Fl 1maEmo

Zbog zatvorenc 511 sk ca Fél} U prostoru exp(X), posteii Dasna cxo-
| )

lina (Ul,...,Un> elem menta -F, Koja ne selfe skup F

(U. U...U U )rﬁfhltB}

-“1 T v e .- 1 r—. | o — - .
)ﬁf IE] )\*' imali F U.'L*Y_}’I';'{U A S SR

C

Ay e — e g o -y o b —— - o i,
DL%OLEﬂO_ZaEVOIGﬂ u pocprostorue £ TR,

coog monononc=t1 preslikavanje I, za svake vEE gxun © T{y: e
povezan, pa je ili saarizan U Fl, il1i g& n2 =al2., 33%; Le Fl~-f T
- L o - “"H — il _——l - —_— H':':"‘* = - S — . -—*-:'r
to pestoji y= 38 taxo Gga je F,oav D {y)=¢. Ciaveos, m2GZLilim, Saell

I - ' _
£ [FI] =(exp (f)) (Fl) =B,
Ova kontradikciZa poxzzuje 4a je wpresiixavanie Sxplz) mongiong.”

w AT T - e f: - I ‘¥ e N - - = -—Tn T - N i - L e ARy R
?Rﬂb}'ﬁ ;’.’ICJE’ ljl 3- g- .“r'gﬂa Je e ﬁuG,'..;'r::.-'{#::.:I ;:?::-‘_,.-“'-_.-..C oot wo_ T ...-.r"'s-f:- -I"L'_.'......-‘c:'- LoD
. - ] . -rh """" - . o _ ': -T _ ;_ - = 4-' . =T - -" _,.:
noe Linearnoc TODOLCERCS pwOoiorf. -4046 J€ 2d8 FUSHT 22iXodln Lo
o L Il iy
C -
‘-;‘ . .- (ﬂ) N (?+? ) 1 . { .'rr-:r{] RLE - . = _I L.

presilikavange u see (X, + cc (X) rmonczeonc.

Dokaz. Dokazademo, Sta vide, da su inverzne slike pri nrozil-

(n)

kavanjima u svake tafke konvexsni sxupovi,
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(1)

DokaZimo najpre tvrdjenje za n=1., Neka je FOGECC (X);

(1) p (1) (1)) L _ SO - .
Py oeb, L= ( (FO) i xe [0,1]. Prema def1n1C131 preslikavanija

u(l), imamo F; JC'CC(F ) i Fél)Cicc(F } . Skup CC(F ) je konveksan

(1)C3cc(P ) Ccc({X). Skup

2
je zatvorenll konveksan, pa imamo (1~A)F ;IJ él)e CJZJ

i : . .
(1) i konveksnosti skuopa Fo sledi

(jer Je Fo konveksan) , pa vazi (l-l)F(1)+XF

(1) (1)

(1- A)F +1F (X).

Iz linearncsti prESIikavanja u

u’(l)((l )\)F(l) (1)

e - oy (D)@ D)
| | = (IHR)FO-FR-F;# = Fo.
pakle, (1-nFHArMe @) E) 1 skup wP)7h(r ) Je xonvek-

san.
-'Dbkaﬁimo sada da.je tvrdjenje tafno za n> 1l. Neka je

én"l)f'e c'c(n) x); ¢ e e () E 07Dy 5 v 10,1) ) Tada 2a

16{1 2} ](_n I)EF( n) 4 mamo
q_(n.—l) (F('ﬂ"l)) (1'1"1) [F(n)] _ (n )( J(-n)) _.}_T‘(n 1) :
0davde sledi F‘“ e (un1)) e D) U g7 L o 2’>f o e

.- 0O

Na.taj nadin dobijamo

i - S Vo o o T =
ObeleZimo gornjﬁ_unijquaﬂA(n)ri-dokaiimo da jé_taj skup konveksan.
Neka suHA{n";); 'énTl)EEA(n) iup€{u,1]. Tada postoje
(n~2) _(n-2) ¢ (n-1) g se o @71 p(271)) _ p(n=2)
FQ;l FO 5 F takfl da Je u ( 1 0 1 |
'ﬁ(nﬁl)( (n-l))== éné2) Zbog konveksnosti skupa F( 0=1) 4 mamo
o An- 1) an-1), o (n-1), _ (n-2) ., p(0=2) ¢ (n-1)
| ((1 }Al +1_1A2_ | ) }FG 1 ,-i-uFO 2 F .
Dakle, (1Fu)A(n_l)+uA§n-“ c (u(“‘”.)“ll e R R
| (n) (n) 5 (1) |
_Je konveksan. Zbog toga i zbog F 2 C imamo
(1-x)F(n)+kFén)c:Aﬁn)c:cc(n)(X) |
.skup (1~ R)F(n)+lFén; je zatvoren i konveksan (jer su takv1 F;n) i
;n))' pa je (1—1)F(n)+kfén)ez c(n¥1) %y Zbog linearnosti presli-

kavaﬁja'u(u) i zbog konveksnosti skupa Féﬁ-l)'?aii
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;(ﬂ)((l-h)an)+lFén))==(1fl)u(n)(F;n)}+lu(n)(Fén)J =
| _ (n-1) y.(n=1) _ _{n-1)
= (1 h)FD .lko A—FO .

cLriE, {lul)F;n)+hFén)EE(u(n))_l(Fén_l}) i skup (u(n)J"ltFén"l))

272 £onveksan,.®
-

%, 4., U—REPREZENTABILNOST PRESLIKAVANJA

U paragrafu 1.4. smo videli da razne topolo3ke konstrukciie
pfoizvode prostore koje mozZemo identifikovati kao potprostore hi-

perprostora dobro odabranih prostora. U ovom paragrafu ¢femo dcka-

W

zz+i da je'svakolneprEkidno preslikavanje izmedju dva kompaktna

I-:*,

\

tricka prostora sadrZano u preslikavanju unija, tj. da mozZe da
ce posmatra“kgolréstrikcija tog preslikavanja. Ovo de pokazivati
éa je preslikavanje unija u nekom smislu univerzalno i ukazivati

na‘njegoﬁ znaaj. Pri tome ¢e biti dovoljno da se ogranié¢imo na
(2) (1) |

preélikavanjg'u:EXP (I)-+exP (I)r gde sa I ObElEEavaﬁO inter—
val [b;i]} Da_bismo precizno izraziii ovo ¢vrdjenje, uvodimo po-

Jjam u—reprézentabiang prés}ikavanja; a potem dokazujemo ﬁekoliko
pomoénih tvrdjenja koja Ge nam- bi ti potrebné u dokazu tvrdjenja

koje ielimd dokazati.
| DEFINICIqa:B.ﬂ;l._NeP:ekidno_breslikavanje £:X+'Y izmedju
gompaktﬁihiﬁetriékih.prStora_X i ¥ ¢emo zvati u-reprezentabilnim

(1) (1) tako da di-

ako poStoje'utapanja'eer4+eXp(z)(I) 1 e,:Y¥Y~>exp
jagram -
P |
21 . exp'2) (1)

komutira. ¢
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Jasno je da ako ovaj dijagram komutira, da onda i za svaki

drugi zatvoreni interval I’ u R postoje utapania ei:X—*EXP(Z)(I')
(1)

1 eé:Y**exp (I') tako da odgovarajudi dijagram takodje komutira.

Naime, postoji homeomoxfizam ¢:I > I’ i on indukuje homeomorfizme

(2) (2)

exp(l)(@):exp(l)(I)-*exp(l)(I'), exp (v ) :exp (I)'*exp(z)(l').

Pri tome se lako vidi da i-drugi pravoﬁgaonik dijagrama

|

e. | , {2) | .
1l exp(?)(z)- exXp {v) , exp(2)(lf)i

S K———

Y — ei > exP(ll(I) : (1) > exP(ly(I')
2 o expl )

. - ' - ' (2) .1 r_._ (1) o
komutira. Ako sada uzmemo e; = exp (¢)oel i e =exp (g)oezr do-
bijamo da i dijagram |

e! | -
X - — exP(z){I’)
| .
e, _

komutira. Zbog ovoga c¢emo kod u-reprezentabilnosti interval I modi
da zamenimo nekim drugim zatvorenim-intervalom ako nam to ‘bude od-
govaralo.

TVRDJENJE 3.4.1. Projekeiia ﬂZ:IXf“*I GE L=PEPYrELENTODLLNC

presiikavanje.

Dokaz. Za x € [%,1] i yelo,3] uvedimo oznaku

Féi)y)-= {[ly,kx]JO:EA:El}. Lako se vidi da.je'za fiksirane
. r _ | . '
 xEE[l,1] i yEi[O,il pfeslikavanje A~ [Ay,Ax] utapanje intervala I

| . . " (1
u exp(¥)(1) i zbog.tqga_je_F(Xiy)

EEexp(Z}(I). Néka.je
ﬁi:[%,lj x[o,%]-+[%,il tékddje prva projekcija. -
| ‘Jasno je.da je preslikavanije hl:f%,l]—*exp(l)(l), definisano

sa'hl(x)==[0,x], utapanje. Uolimo sada préslikavanje
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(1)
(x,y)°

Lako se proverava da vazZi u(F

(2)

h.:[%,l]x[ﬂ,%]*'ekp Pretnos-~

2

tavimo da je F

(I), definisano sa h,(x,y)=F

(1) () (1)
(x,¥) (x’,v’)° (X,y)
a odavde sledi x=x'. Pretpostavimo 1i da je y#y’', imamo ly,x) €F

(1)

(x"y

)=10,x],

(1)
(,}(ry)

i [y,x]¢F 2 Sto je nemogude. Dakle, y=y’ i preslikavanije h

je 1-1.

Sa d ¢emo obeleZavati uobilajenu metriku na I, a sa D Hausdorff-

i (1) (2)

-ovu metriku i na exp (I) i na-exP_ (I). Iz d({x,x’') <€ i dly,y’)< €

sledi D([Ay,Ax]),[Ay’,Ax"]) <€ za svako-lEE[U,IJQIOdavde neposredno
(1) (1) | -

di i - »
sledi 1 D(F(x,y)' (%’ v

,)}{TE. Dakle, presﬁikavanje h2 je neprekidno;
: 1 | | |
a kako je skup [5,1]"{0,5] kompaktan, ono je i zatvoreno, pa je h,

utapanje. |
(1)
{x,vy)

Neka su preslikavanja o

Imamo_(Uohz)(x,y)¥=u(F ) =10,x] i (h1oﬂi)(X,y)==h1(2)=:[G,x]

r
,

pa vaZi uch, =h o7, :I'*[%,ll ig :I'*[O,%]

1 2

homeomorfizmi. -Lako se vidi da i prvi pravougaonik dijagrama .

S IXI 1 2. » [%,1]‘XEO,%]‘ — exp(z}(l)
™ W{ 5!
X _lir (1
I > [=,1] exy
gy | a hl : (1)

komutira. Odavde sledi

ua(hzqG)=ihloglloﬂl.
i preslikavanje‘ﬂl_he'pureprezéntabilno.i
.Naravno,_yeoma-sliéno bi se pokazalo da je i druga projekci-

ja ﬂ2:I><I-+I ﬁ4réprezentabilno preslikavanje.

Naredno tvrdjenje je veoma slic¢no tvrdjenju 1.4.3, a i dokaz

mu je veoma nalik dokazu tog tvrdjenja.

‘TVRDJENJE 3.4.2.'Neka.je (Xk) niz disjunktnih'zatvoreuik poa-

skupova prostora X koji u exp(X) komvergiraju jednoelemerirom sSXu-
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pu {z_}, pri Gemu tadka x 'ne pripada ni. jednom od skupova X . Ta-
da je preslikavangje

e:11{emp(Xk){kaN}"*emp(X), e((Fk}):'L){kakéfﬁ}ti{wo}
_uiapanje.

Dokaz. Kako niz skupova (Xk) konvergira u'exp(X) skupu {xo},

-tO su  skupovi e({Fk)) Za-(Fk)EEH{éXp(Xk}lkEEN} zétvoreni ; pIESli-.
kaﬁanje e je.édbro definisano. Zbog disjunktﬁosfi skupova Xk' Ono
e i 1-1, | |
Da bismo dokazali da je preslikavanje e neprekidno, dokazade-
mo -da su inverzne sliké predbaznih.otvqrenih ékupova-prestora |
exp(X) otvoreni skupovi. UoEimg‘prvo pfedbazni skup oblika (Uf,
gde je U otvoren podskup prostora X. Ako je xoﬁfu, onda je narav-
no e‘1[<U)]=¢..Ako je x_€ U, onda su‘sﬁi'sknpovi Xy sem njih kona-
&no ﬁnoéo sadriani:u-ékupu U,;tj; nostoji kona&an skup'KEEN tako
da vazi ng_U#k E.K' T'ad_a 'j..e s}cuP e((F};.)) .sadri-an u skupu U ako i
;amo ako sufskupovi?Fk-Za.kEEK sadrﬁani'ﬁ.U.leog togé je |
e'l{{U”:-h{”-i“ﬁk”U?”kek}r 2 | B
a ovaj ékuP'je.otvorenfkao preéek kona&no mnogo otvorenih.
UoéiﬁO'saﬂa predbazni ot?orgniUEKHP oblika JU(. Ako je x_ €U,
onda jé
et Uty =n {exp (X)) |k € N},
Ako jé xoﬁfU,-énda'é((Fg)).seEe skﬁp U-akb i samd.ako_postoji k € N,
tako'da'Fk seée skup1U, odnosno skUp.XkrTU. Zbog éoga Jje tada
'_e-'-l[)U(-]= u{n;_{[.')x];nm]]kem}, *
a i @vaj skup je‘otvbren.kao unijé otvorenih;
Pféslikavanﬁe e je, dakle, neprekidﬁdy_a kako Je prostdr
H{expka)lkEEN} kﬁmpaktah, ono je i éatvoreng, Dakle, preslikava-

nje e je-zaista utapanje.®
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Iz ovog tvrdjenja sledi tvrdjenje 1.4.3. u slp&ajp kadalje
skup indeksa T prebrojiv, Sada cdemo pomocdu o?og tvrdijenja dokaza-
ti da operacija prebrojivog proizvoda na skupu preslikavanja ocCu-

vava svojstvo u-reprezentabilnosti,
TVRDJENJE 3.4.3. Ako je fk:Xk**Ik, K€ N, ntz u-reprezentabil-
nih preslikavanja, onda je i preslikavanje f = 11 e 1 Xé'+ Ty,

- - k€N T keN KEN
u-reprezentabilno, S

Dokaz. Neka je (I,) niz disjunktnih Zatvorenih+podintefvala-r

intervala I=[0,1] koji konvergira ka skupu {1}. Za svaki prirodan
' (2) (1) ;

. k .k | . :
brpj 3 peka su el:XkaiexP_ (;k) i ez;Yk%-exp FIk) utapanja za

koja dijagram

k
e
_ 1 _ (2)
Xk + exp (Ik)
T U
. + 4
- . (1),
Yk — % — eXp (Ik)
©2

komutira, pri cemu je'uk~preslikavanje unija.définisano na hiper-
prostoru.interﬁalallk; Neka je e?== I e?, eg= u_ = I uk 1

neka su e’i e" utapanja definisana kao u prethodnom tvrdjenju, de-

k .
14 €y

finisana u odnosu na nizove podskupova (exp(Ik)) i (Ik) respektiv-

no. Sada se lako vidi da obé'pravpugaonika dijagrama

. | o ’ '
H'Xk ' i » H eXP{Z)(Ik) = _ —* exp(z)(l)
KEN , | KEN - |
f | : u_o | 9|
¥ | +
1l Yk —5 — 1 exP(l)wlk) o —> exp(i)(l)
KEN | e, kEN '

i . - B 2 '
“komutiraju. Preslikavanja el==efoefz I X ‘*EXP( )(IJf

keEN ©
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(1)

e.=e"oeo: I Y = exp (I) su utapanja kao kompozicije utapanja i
2 €2 KEN k |

preslikavanje £ je, dakle, u-reprezentabilno.=®

Na kraju, primenom nekoliko prethodnih tvrdjenja dokazujemo
najavljeno tvrdijenje o uéreérezentabilnosti neprekidnih preslika-
vanja izmedju kompaktnih metri&kih.prostora, Sto je i bio krajnji

cilj ovog paragrafa..

TVRDJENJE 3.4.4. Svako neprekidno preslikavanje f:X+Y izmedju

kompaktnih metridkih prostora X i Y je u—reprezentabilno.

. . {u ) . .
Dokaz. Neka je I = II 1., gde je I, =I= [0,1] za svaki priro-
. T enk k _ |

: . - . m' (0 .7 . : - ;
dan broj k, Hilbert-ov kub i Hz:ImxI - I projekcija na drugi fak-

B S | W W W |
.tor. Uzmemolkrl XIT= (IXI) = I (IxI), imacemo m, = n Hg;_ng'su
* - . kKEN - - KkKEN

g.IXIﬁ'I druge projekcije u k-tom faktoru. Prema.tvrdjenju 3.4.1,
“; 3.4. 3 presllkavanje T, je u-reprezentabllno._.
Prema Urysohn-ovog metrlzac1on03 teoreml, post03e utapanja

i:Xﬁ-I ’ j:Y*‘I . Dijagram

o ﬁiljof)r *walm'
£ ﬁi
+
Y : » 1Y
" j

~komutira i preslikavanje (i,jof) je utapanje,'pa kako ije preslika—
vanije Hz‘u-réprezénﬁabilno, to jé i preslikavanje f u-reprezenta-

bilno - -
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4. HIPERPROSTORI VISEG RANGA

4.1. OSNOVNA SVOJSTVA HIPERPROSTORA
. VISEG RANGA |

Kombinujuéi“konstrukcije t0polo§kog prostora opisane u prve
dve glave uz presllkavanje uvedeno u trecoj glavi, u ovoj glavi ce-
ﬁo oplsatl konétruk013ﬁ koja ée svakom prostoru dodeljlvatl novl'
prostor.(hlpe:prostéi VlSEg ranga) i krajnji cilj ovog rada je-is-
pitivanﬁe s?pjstaﬁa tako.dobijenog proétoraf Najpre precikifajmo

pojmove o kojima €emo govoriti.

DEFINICIJA 4.1.1, Za prostor X, 11mes inverznih nlzova

{éxp(.)(xr u(n)} odnosno {C( )(X) ut®?} obelezavacemo sa exp(w)(X)
(w)

pdnosno C. (X) respektlvno i zvademo ih hlperprostorlma viSeg ran-

ga. Sllcno, ako je. X kompaktan podskup lokalno konveksnog llnearnog

topoloskog prostora, llmes 1nverzn0g nlza {cc(n)(X), (n)} obele?a-

(w)

vaéemo sa CcC (X) i zvatl ga takodje hlperprostorom v1seg ranga.
Pokazaéemo sada da se ovim prostoru X na topolosSki invari-

jantan naéin prldruiuju prostorl exn( J(X) C(w)(X) i cc( )(X), tj.

(w) {w (w)

pokazaéemo da 1z XY sledl exp( )(X)““ (Y), C (X)"*C (Y)

(m)(Y). Pokazaéemo, u stvari, da iz X =Y sledi

i cc w )(X) = cc
(w)(x)'v' ( )(Y), a preostale dve relacije bi se pokazale na

1stovetan naéln.
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TVRDJENJE 4.1,1. Za neprekidno preslikavanje f:X>Y Zamedju

rostora X 1 ¥ 1 za svakz prirodanhbroj n dijagram

L)
expff)(X) + £ exp(n+1}(X)
t .
(n) ' |
exp  (f) - emp(n+1)(f)
_(n) ) 5 (n+1)
. exp (Y) +— ——exp {Y)
u(n)
Y

comutira..

(2)

Dokaz. Dajémo induktivan dokaz. Za F(llﬁiexP (X) imamo

(u"gl)o (2) (£)) (F(l))— (” ((expt )

ff

uél) ({(expm (£)) (F)lFe Fy

(1) ({f[F] |re F(l)}) =

e

%U{f[FJlFEF(”}

(1)

(exp '} )(f)ou}({l))_(F ) = (exp( Ve (uirlrerMyy =

T = :_ELL'U{F FEF

= U_{f[F] FEF"

) | - (1) (1)
Dakle, uy 'oeX Tf) exp %

Neha je tvrdjenje tacno za n—-1. Tada imamo

(n) (n+1) 1) (n)
Uy -o&=pP .

(ff u i tvrdjenje je ta®no za n=l.

(n-1)

" )oexp (exp”
(n-l)

{(£)) rﬂqﬂuy
(n- )

= exp(exP

(£) “taqﬂuy

f'exp<exp‘“; ’(f) (£)) oexp (w{P1)) -

Tvrdjenje Jje tada tagno i za n, pa je tafno za sve prirodne brojeve.®

'T?RDJENJElé 1'2:.Za homéomorfﬂe prostore X t Y.i1prostori

- (w) (W )
P .

(Y) 8U homeomorfﬂz

ex (X) 7 exp

_;Dokaz. Prema prethodnom tvrdjenju presiikavanje

exp(q)(f):exp(m)(X)+;exp(w)(Y) indukovanc homeomorfizmom £:X-+ Y,

tj. definisano sa
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1),

(1) )

2 e @,p Y@, texp® ) 6

(exp[ ,...)=((exp
Je korektno definisano. Sem toga, trivijalno se proverava da su za
homeomorfizam f:X*+Y i sva preslikavanija exP(n)(f):exp(n)(X)*-exp(n)(Y)
homebmorfiémi,'a odavde neposredno sledi d%_je i preslikavanje
exP(w)(f) homeomorfizam{' |
TVRDJENJE 3.2.35 Za progtof X (tamo éde je.potrebno neka je X

kompaktan pédskup'lpkalno konveksnog linearnog topolo§kog prosto-

ra) vaii |
W)y (W), (W) ~ W) (W) ~  {w)
exp(exp ~ (X)) =exp " (X); C(C_ (X))=C "7 (X); eclee " (X})= cc 7 (X)
i'prostorux moZe da se utopr u svaki od.prastora emp(m)(X),'Cm”(X)

i éé(“)rX);

Dokaz. Prvi deo tvrdjenJa sledi neposredno iz tvrdjenija 2.4.1,

2.4.2, 2.4.3 i 3 l 4 Lako se proverava i da je presllkavanje -

( In-—. ) (yn-l

x’*(Yi}er;--rY r---); gde Je Yi_](x) Yzﬁj{ )(Yl)r--~ry =] )y
..; utapanje prosﬁora X u svak1 od prostora exP{ )(X), C(m)(X) i
o (W) (X) .a
Prostoreiy.za-Egjefvaii-exp(YJ=3Y zﬁééemb eksponencijalno kom-
plétﬁim,-Iz onoga §to smo malo pre éokazali_sledi da je exp(w)(X}
ekSponehcijalno.kompletan p;ogtcr koji sadrZi prostof X.
Kbﬁstrukcija eképonencijalnih prqstqra viseqg ranga de, dakle,
profzvoditi'ékqunehéijalho-koﬁbléfﬁe;prosﬁore. Posebno je pitanije
_kolikq p0$#qfii£akvih'pfq3tbra,:Pfeisvega, jasno je da takvi_prog_
~tori ébréju biti ili'nul-dimehzidﬁaini ili beskona&no-dimenzional-
.hi..PokazanQ'je-ﬁil27] da ték%ih ﬁrosféra u klasi kompaktnih met;
 fiékih-nuI;dimeﬁzionih préstora ima taénb‘devet Prema tvrdjenju
1 6.1. uklasi nedegenerlsanlﬁ Peano vih konflnuuma takav je samo

'Hllbert -ov kub, a 1z-jednog od narednlh tvrdjenja Ce biti jasno da

'postOJe i drugi takvi beskonacno-dlmen21on1 prostori - koji nisu

'lokalno povezani.
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Prvo cemo pokazati da je'prostor'exp(w}(X) u nekom smislu naj-
maniji ekSponenCijalno komplétni prostor koji sadrZi prostor X, ti.
da se moZe utopiti u svaki drugi takav prostor. Bit ce nam potreb-
na neka pomcéna tvrdjeﬁja.bd kojih su neké mo¥da interesantna i sa-~

ma za sebe. .

TVRDJENJE 4.1.4. Preslikavanja fy:%~ exp %’ (%), fz:x"expmw-

dgfigiséna za f}(i)=i{x}}, fg(x)=?{{m},X} su utapanja fJ[X]J

2)

fZ[X]_su diziunktni zatvoreni podskupovi prostora exp (X), &im

X ﬂije jednodlan prostor.

. Dokaz. Va%i‘fl'#j(l)-ojlt pa je preslikavanje f

1 utapanje kao

kqmpbzicija dva ufapanja.'

Pfeslikavanje f2 je ofigledno 1-1, Nadalie, proiﬁvoljna oko-
11na elementa £, (x) = {{x}_ X} sadrfi-bkélinu oblika_<(U>,(Ul,.“qUﬁ>i
gﬂe-je U otvoren skup u X k031 sadrzl tacku x a U1;.f.,Unfofv0re_
ni skupovi u X k031 pokrlvaju ) Tadaiva21

YEEu=*f (y) = {{y} x} e((y?, (U i";"Un}{

-i presllkavanje f2 je nepfekldno,.é odatle sledi da jE'i zatvoreno,
'pa je i fz'utapanje.

| fSkﬁpévi'fl[X]_i fz[X] sa,‘jasno{“zatvoréni, a trivijalno se
'prbve:ava da su;i disjunktni.!

TYRDJENJE 4.1.5. Ako‘jekxgiemp(X)- onda postoit niz (X ) die-
Junktnzh zatvorenzh podskupova prostora X k&gb ispunjavaju usiove

{a) -(.VHEN)X?Q_“"X_,

(b)';a'svako n poétoje d£sjunktﬁ£ otvoreni'po@skupoﬂi Uﬂ )
'Vﬁiprostorg X tqko-&a 33 .
u{x.'liin}.CU',' U{.X.|£'>H}E-V ;

* ' (2)

2
PI

Dokaz. Iz X"*EXP(X) sledl exP(X)'vexp {X) iix=¢ex ](X).

Neka je h: exp( )(X)**X homeamorflzam
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(2) (%)

Neka su dalije fl[X] i fé[Xl utapanja prostora X u exp
iz prethodnog tvrdjenja i neka su Xl i Y2 redom njihove homeomor-

fne slike u X pri homeomorfizmu h i uzmimo Y., = X,

1
Pretpostavimo da su definisani nizovi skupova X ,...,X, i
Yl"";Yn+1 koji-zado?oljavaju.sledeée induktivne pretpostavke

(1) (vi€{1,...,nHX, ®X i (vi€{1,...,h1)Y, ~X,
.(ii) (ViE?{l,;..,n})X.C}x.
(iii) (v i,je{1,...,n}) 1¢3=x nxj b,
(iv) (u{x.liﬂn})ﬂyn = ¢,
(V) (¥i€ {1,...,n}) Y, +1__Y
(Lako se provefava da fanije defipis§ni ékgﬁovi Xl'Yl'Yz zadovo—'

ljavaju ove pretpostavke za n=l.)

Zbog Yn+1

“5X postoje dva utapanja prostora X u prostor Y n+1
¢ije slike 7, 1 22 su dlsjunktnl zatvorenl SkUpOVl. Uzmlmo X 157

iy Lako se proverava da sa ovako odabranlm skup0v1ma X A+1

n+2 =_22'
i Yn+2 induktivne pretpostavke ?aze i za n+l.

_ Konstruisﬁli smo; dakle, niz Xi,xy;...,Xﬁ, ..._iatvorénih
podskupova prostofa X kOjl su prema (1} svi homeomorfni prostorh X,
premé (111) dlS]unktnl i prema (ii) 4 (v)zza-svakl prlrodan broj
n imamo Y{X, |i>-n}C3Y +1- Sada prema (iv) skupovi U{X {i<€n} i
U{X |i>.n} 1maju dlSjunktne otvorene okollne_Un i V ‘redom.l

Prlmetlmo, pre narednog tvrdjenja, da skupovi Yn' n€ N, Cine

opadajucu familiju 1 da je sledstveno skup Y "ﬁ{Y ln € N} neprazan

TVRDJENJE 4. 2 . Uévdjimo (A man pre uﬁedane canake, vaii:

(a) Ako je U otuérén skup u X koji sadriz skuv YO, Qnda pogito-
g1 pfzrodan broj né tako da ga‘nzano vaii X FZU

(é) Skup {ml?xé,;?.,mﬁ,.,.}l{fo, gde je :iEEXi za 1€N, je za-
'tvorén u X.‘ | | |

Dokaz. {(a)' Za svaki otvoreni ékup U koji*éadrii Yo postoji
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n €N tako da za n2n_ vazi Y CU. Kako za svako n€ N imamo X C Y ,
o : o) n-— n n
to za n2n_ vazi i X CU,
o n—

(b) Neka je x_€ X adherentna tadka skupa {xlp{,...g%f..Q}UYb:L

O

neka je xo§fYO. Tada zbog regularnosti prostora X poétoji zatvore-
na okolina V tacke X koja ne .sete skup Yo'i'neka je U= X\V. Prema"
prvom delu tvrdjlenja postoji nDEEN tako da za_nzzno vazi thﬁU.Zbog

}, pa je x_=x, za

' ' entn Ska '
toga je xo1§dher 1a talka skupa {Xl""’xno-l_ 0= %y

neko ifz{l,...,no-l}_i skup {xi,xz,.,.,x ;...}lJYO je zatvoren. s

n

TVRDJENJE 4.1.7. Ako je X¢Ee&p(X), onda se beskonadan prebro-
. . . w o - o |
jtv protavod X utapa u prostor X,

Dokaz. Za ‘svako i€ .N uoCimo homeomorfizam hi:xi-xi, gde su

Xi pbdskupoyi_prostora X ii_tvrajenja 4;1,5. Neka je dalije
H:Xwﬁ~exP(X) preslikayﬁnje définiséﬁo sa
' 'H'_((xl,xz,.‘.'.,xn,'.'_..-_h.._)')_'-'-{-i_al (%,),h,(x5) ,ooe,h (x),... 0y .

Prgmantvrdjenju 4.l.§.lb) preslikavanje H je dobro definisa-
nof,Ako'je x?fy;jonda_je.za.neko'qEEﬁ i,hn(xn)?éhn(yn)' pa vazi i
H(x)a%H(y).(jaSné je da skub Yé ne séée,mijédan od skupové Xi)x
Preslikévanje-H_je,ldakle; 1-1.

Doka¥imo da je:preslikavaﬁjé H neprékidnb dokazujudi da su
inverzne slike prédbéznih otvoreﬁih‘skupova'otvoreni skupoti. Ne-
'ka.jé'ﬁ Qévoren'pqukUP prostora X. |

.Akélje'Yofzuglondé prema'tvfdjéﬁju 4,.1.6.(a) postojilﬁoEEN
tako_.da.za n_:_>' Ne ﬁa-ﬁi XnE U. ILako’ se vidi da tada v.aii- |

| ' I | |

g (U= :;1 - _[h;_l_{xn'n U 1,

-gde je ﬁn projekciija proizvo&a X% na niti faktor, a‘ovaj skup 3Je |

oéiglednofotvoren.  | |
Ako:]e Yog U, onda I{raii‘ H'-l[(U}] = ¢ .

Ako je YbrTU'= ¢, onda se lako proverava da vazi
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1 - -1, ~1 -
[20(] = nZNﬂn [h, [anﬁUllr

: W
1 ovO jJe otvoren skup u X .

Ako je Yof\Uiﬁ¢; onda je jasno, Hﬁll)Uil = Xw.

Preslikavanje H je, dakle, neprekidno pa  je to utapanje pro-
Lzvoda X© u prostor exp(X). Zbog X~ exp(X}, proizvod x¥ se utapa 1
1 prostor X.® -

TVRDIENJE 4.1.8. Ako je X=¥emp(X),'onda se prostor exp(m)(X)
+<tapa u prostor X.

Dokaz. Ovo tvrdienje Jje néposredna pﬁsledica prethodnog i ¢i-

1]enlce da je PrDstor exp( )(X) potprostor proizvoda x" e

' TVRDJENJE'4;1.9.~Ako je_f*ﬁexp(f) i ako se prostor X utapa u

prostor Y, and& ge prostor exp( )(X) utapa u prostor Y.
{w)

Dokaz. Préma'tvfdjenju 4.1.2. prostor exP {X) ée'utapa~u_'

prostor exP( )(Y), a prema tvrdjenju 4.1. 8 prostor exp( )(Y) se

utapa u prostor Y. Dakle, exP( )(X) se utapa u prostor Y.=
Kao Sto smo veé prlmetlll, OVvVO tvrdjenje govorl da je prostor

exp(‘)(X) u gore‘pomenutqm smislu najmanj;'eksponencijalno komple-

tan prostor koji sadrzi prostorlx.

4.2. PROSTOR exp'®) (X) NIJE LOKALNO POVEZAN

Ispitujudi évojstva hiperp;ostora;viéeg'ranga interegaﬁtno
je,videti, ﬁosébhbﬂimajuéi na ﬁmu tﬁrdjenje 1.6.1, da 1i je neki
od njih i pod‘kbjim uslovima;Hilbert-ov kub' Za razliku od sluca-
5a hlperprostora (tvrdjenje 1. 6 1), éokazacemc da hlperprostor
v1§eg ranga exp( )(X) nlje nikad Hllbert-ov kub a da je prostor

(w)(X) Hllbert—ov kub. i bez pretpostavke da X ne sadri ni jedan

slobodnl 1uk.
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U ovom paragrafu demo .dokazati da prostor exP(w)(X) nije lo-

kalno povezan &im prostor X nije jedno&lan. Odavde, naravno, sledi

da taj prostor nije Hilbert-ov kub, I ovde ¢emo najpre dokazati ne- .

ka bomoéna tvrdjenja. Oznake koje se pojave u nekom od ovih tvr-

djenja prenosidemo u naredna tvrdjenja bez posébnog naglagavanja.

 TVRDJENJE 4.2.1. Neka su U i V disjunktni nepraazni otvoren:
| (1) o |

podskupovi prostora X i U = U,V¥). Tada vaii
(1) =100y 020 (2D G (20 G (8) 1 (2)
)T = g U, U, U, Vs,
gde su | | |
U;g_) = Wy, 7 ;2)_ (), (V)) 22*’_ Ud, (W, v
u(?) = vy, vy vl s KUY, (7, (0, 7).

disjunktni naprazﬁi otvorenﬂwQOESkupovi_prostara exp(?)(X).

Dokaz;'Zbog |

F‘lye(u(?frdiu(lﬁ*=*u(1’w‘l))=u{F1F?EJl)}E<U;Vh-

komponentnl skupov1 F_od F(I)E ( (1)) {U(¥§ mcéu_biti jednog od

sledeca tri tlpa; |
(a) FE (UY; ' (b) FE (V); ‘(c)y FE (U,V,

a famlllju F mogu sacinjavati komponentni SKupovirtipova

(I) (c); _(II) (_a)'i_(b) ; (ﬁI)'(_a) i (c); (IV) (b) i (c); (V) (@), ®) i
Sledstveﬁo, (Il'mofa éripadati.jedhom'oanskupoﬁa :

(1) U‘Z). (111'652’; (1T1) 0(2),, av) vl?;  (w ng’

ré5pektivno,,ia_ jasno Jje i da se svi elementl ovih skupova pre-
slikavanjem~u(1) sllkaju u U(1)=(U V)

Skupovi'UFZ) (165{1 2,3,4, 5}) su oélgledno disjunktni i ot-

(2)

voreni podskupov1 prostora exp. (X) Da bismo videli da su i nep—_

raznlx, prlmetlmo da za A€U i bEV vadi

(C).
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({a,p}}€0?;  ({a),bHEUf?;  ({a),{a,b))E u?;

(b}, {a,p1 € Ul ({a), 16}, (a,p})e v,

TVRDJENJE 4.2.2. Neka je U(l) otvoren podskup prostora emp{?J(X)

i-za n> 1 neka je U(n): (thj%. Tada Je F(H_J)EEU{H) ako 1 samo ako
za svaki komponentnt skup F od F(H -1) vaﬁi_FEEU(l).

Dokaz. Za n=2 imamo. .
p(1) g 4 (2)

W) = (yperl)ypeyll)

Pretpostﬁvimo sada da je.n$-2'i da.je tﬁrdjeﬁjé'taéno za n-1.
Tada imamo: | |

p(0=1) ¢ yn) _ w1 - wF‘“ Z)EF(n 1)) - (n- Z)eu‘“ 1)

(n z)eiF(n 1))(VF komponentnl skup od F(n 2))F‘EU(M

(n-1) (1) .

e (VP

<> (YF komponentﬁi_skup cd F JFEU
TVRDJENJE54.2.3.;Nekarsu Ui,g.;}Ué_neprazni, diéjunktni, ot-

_vorer'z_i _ﬁédskupovi ér&sﬁoﬁa' X £ T= {'1_,;_.1,.1:‘} Za S= {11,..., z, J€ eap(T)

neka Jje U;I) {Ui ,..;,Ui ). Tada:

1 Tk L , |
(a) Skupavz Ugl) Séiexp(T)i su neprazni, disjunkini i otvo-
reni podsKupovi prostora exp(Xf. | |

(b) Za svako Fﬁiemp(X) uazt

FEU{U( )]se exp(I)} = (¥z€ F)(3LE€ 1)z € U,

Dokaz. rvrdjenje pod (a) je 001gledno tacno._
Za tvrd3enje pod (b) prlmetlmo da va¥i

Fe uit = ((vx€F) @i€ s)x€ U A (Vi €'S) (3xE F)xeu ) .

Smer "=" je sada tr1V1jalan Neka vazi (‘c'xE F) (31 € T)x € u; 1 neka

jes € exP(T) skup . onlh ieT 2a ko:je je (Ele F)xE U Tada Ije

F € Us(l) C U{Uu)lSEexp(T)} i tvrdjenje je dokazano. =
O .
(n)

Deflnlélmc sada 1ndukt1vno skupove U za n& N, Neka su U i

\'E nepraznl dlsjunktnl otvoreni podskupov1 prostora X i U(Z)

155{1,2,3,4,5}, SkupOV1 deflnlsanl u tvrdjenju 4.2.1. ObeleZimo
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g=11,2,3,4,5} i za $={i,...,1i,} € exp(J) neka je

Ué3)==(U£2),..., 52)}
1 k
| : (n) _ (n-1) . :
Za n> 1 neka je exp (J)-exP(exp (J)) i pretpostavimo da smo
za n:*3 deflnlsall skupove U(nhl) Séiexp(n-B)(J).

S r

Za 8§ Eexp(n 3)(J),...,S EexP(n 3) (F) vazi

1 kK
S=={S yeoeyrS } EfexP(n 2)(J) i definisSemo
1 e
Us(n) = mén'l_) , ...,Us(n'_]f,)J' .
TVRDJENJE 4.2.4. Za svaki prirodan broj n2 2 skupov.z:-yéw:;
(n=2),

_SEfex
_ra emp( )(X)
(0)

Dokaz. Uzmemo 1li exp
‘ma tvrdjenju 4.2.1. Primenom tvrdjenja'4.2.3.ia)‘dqbijamo indukti-
_vahlpreléZ'i tvrdjenje je tacno 2a'sve-n2f2.'

TVRDJENJE 4.2.5. Neka su U < V'neprazni disjunktni otvorent

podskupovz prostora X, U(l)"(U V) z z2a ni*l neka je i3

¥ .
Tada za svak<t przrodan broj n vasi

(u(F))-IIU(n)T =li{Ugn+ngSE5em?(n—l)fJ)}n

-Dokaz. Za n=1 tvrdjenje je talno prema tvrdjeniju 4.2.1.
Neka je sada n;>1 i pretpostavimo da je tvrdjenje_taéno za
n-1. Tada.imamd:'

= (YF (n—IJEF{ n}y, (- lJ(F(n l))eU(n 1)

- (vF 071 ¢ F(n)) (35 € exp

Prema tvrdjenju 4. 2.3.(b) tada vaZi

(n+1)
S

Kada {Ul""'Uk} prolazi sve konalne familije otvorenih pod-

pi) e (o))"l pn)jo M) eyqy, s€ exp 1)(;;)} .

(J), su neprazni disjunktni otvoreni podskupovi prosto-.

(J) =3, tvrdjenje Je ta¢no za n=2 pre-
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skupova prostora X, onda skupovi (Ul,...,Uk)'éine Vietoris-ovu .ba-

(1)

zu prostora exp (X) 1 zovemo ih Vietoris-ovim baznim skupovima.

Pretpostavimo da smo definisali Vietoris-ove bazne skupove prosto-

ra expﬂn-l)(x)' Akq familija'{U{n-l) én"l)

ne familije takvih skupova, onaa.prema tvrdjenju 1;1.2. skupovi

_U(n) = (U{n-l),;.a,Uén'l)> ¢ine Vietoris-ovu bazu prostora exp(n)(X)

i zovemo ih Vletorlsuov1m baznlm skupov1ma. Prema tvrdjenju 2.1.5.

reoe, U } prolazi sve konad-

skUPOV1 “n [U(n)], gde n prola21 skup Prerdnlh bro;eva, a U( n) pro<
1a21 Vletorls—avu bazu prostara exP( )(X) cine bazu prostoraemq# )GQ.
Ovu bazu cemo zvatl Vietorls-ovom bazom prostora exp( )(X)

TVRDJENJE 4r2.6; Ako prostar.X nijeljednoélan, pnda-prostor-

egp(m{(f) nijE'Zodeno povezan,

Dokaz. Neka suaib razllclte tacke prostora X i’ uzmimo
(n~1)

€ exp "

= {a, b} Pretpostav1mo da je taéka xn;l (X) deflnlsané

%) *
i defini¥imo tada x_ = {x n-1)-. Lako se proverava da va%i

@) ( X)..

n

X = (xl,xz,...,xn,...)eexp

Neka sulU iV disjunktne Otvorene.dkoline taéaka a i b respek-

(?)-(U V? 1 za ni*l uzmlmo U( ) (n—l))_

(n)

_tiﬁno. Neka je U Prema

tvfdjéﬁju:4.2.2; za svako-ntEN vazi‘anfU

(2) _ (2')

Primetimo sada da 3e U (skup 1z tvrdjenja 4.2.1.),

0(3)-Uffi (skup iz. tvrdjen]a 4,2.4.). PretpostaVLmo da za n> 3
va¥i U(n~l)_‘ én_l) za neko S~‘551|Laxp(n 3)(J) (gde je Ué -1) skup iz

tvrdjenja 4.2.4.). Tada qe u'P L . U{S}' {S}Efexp

(n_2)(J] tako da. je U()

Dakle, 2a svako nz 3 pOStO]l SE exp Us(n)'.

Uo&imo okollnu ﬂl [U( }] elementa'xeaexp( )(X)_i neka je

CCexp( )(X) povezan skup ’t:a}r.a'ur da je x€CC T [U(l)

(n)

1 ],.Dokéfimo_

da za svako neEN vaZi €l U, _0vo_ je o¥igledno ta¥no za n=l

i pretpostavimo da je tatno za n-1l. Tada imamo
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(n

1z X € C sledi_ xne T [C], pa je LI [C] NU )75 ¢. Odavde prema tvrdje-—

njima 4.2.4. 1 4 2.5. zbog povezanosti skupa L. [C] sledi “nIC]EiUhn-

Neka je sada Yl“{a b} i za n>1 neka je y 3(n_l)(y

(n) .(n) _
o exP(n)(X)

) .

n-1

Tada zbog u ‘imamo

(w

Y==(Yi:yzr---}ynf--;)éiexp )(X)u

Primetimo da Y, = {{a}, {b}} ¢ ul?) 4 1z-a n> 2 pretpostavimo da

vaii y ﬁfU(n }). Ta&a“zbog ucn"l)(yn) =_y sledi

n-1
(n 1)) [U(n 1)] (nn)

a odavde imamo y FU'"’. Ovo pokazuje da je

(W)

yn%(
pn[C] pravl pedskup od il [exp (X)) Za svaki priredan broj n>1,
Skup C ne sadrzl ni jedan bazni element tepoleglje Tlhonev—a,

Ly (1)

pa nlje.otveren.‘Okellna-ﬂ ] tacke x, dakle, nema povezanu

1
podokolinu, pa prostor exp(mj(X) nije lokalno povezan, ™

4.3. PROSTORI C' ' (X) 1 cc'’/ (X) sU
HILBERT—OVIeKﬂBOVI | '

}»Dokaeail SMO da prostor exP( )(X) nlje lokalno povezan Cim
proetor X nlje jedneélan, pa eXp( }(X) nlje Hllbert-ov kub. Doka-
zaéemo u .ovom paragrafu da za nedegenerlsanl Peano—v kontinuum X
prostor C( )(X) 3este Hilbert-ov kub. Pri tome ¢e nam uz rezulta-'
te keje sSmo vedé dekazall u nrethodnlm glavama bltl potrebne da. do-
kazeme da: prester C( )(X) nema slobodnih 1ukeva. To Cemo dekazatl
u sledeca trl tvrdjenja od k031h‘se prva dva koriste u dokazu tre—

(w)

éeg.fﬂapomenlme da c1njenlca da prestor C (X) nema slebodnlh lu-~
keva,premaqtvrdjenju;4.1;3.,jednestavno sledi iz glavne teoreme 1z
(13].”Medjutiﬁ,;dokéz te.teoreme~(keja je mnogo op3tija) bitno je

duiiei'keméliko?ahiji-od ﬁaéeg dokaza svoje posledice koja ‘je na-

ma  ovde potrebna, a zahteva i aparat teorije dimenzija. Sem toga,
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pomoéna tvrdjenja koja <Eemo dokazati (posebno tvrdjenje 4.3.2) mo=-
gla bi da budu interesantna i sama za sebe, pa ovde navodimo taj

dokaz.

TVRDJENJE 4.3.1. Za nedegenerisani Peano-v kontinuum X,pros-

tor C{X) nema slobodnih lukova.

Dokaz. DokaZimo najpre da FEEC(X)\J (X), F7EX (dakle, pravi

ne—jednoélanl podskup prostora X) nema okolinu u C(X) homeomor fnu
otvorenom 1ntervalu §to ¢e znaciti da F nije tacka nljednogyslobq¥
dnog luka.uaC(X);' |

'Préma tvfdjeﬁjima i 5-3 i 1. 5 5. u C(X) postoji ﬁredjeni‘luk
k031'3paja pr01zvolgan jednoclanl podskup od F sa F i'uredjeni‘lﬁk
k031 spaja F sa X lehova unija je uredjeni luk a (i homeomorfan
'je 1ntervalu) i ® je unutrasnja taéka tog luka. Neka je (Ul,.__,U Y
pr01zv013na bazna okollna od F i a pr01zvoljna granlcna taéka sku-
pa F. Tada péstogl.povezana ékollna V tacke a takp da_je
{'IEUI U’..UUn Jasﬁo‘, tada _vaiifff_f‘ i Y?UF":'.(Ul,-..,,ﬁn} .

Nekﬁ jé B ﬁredjeni luk kogifspaja V sa VUF. Na iuku B dovolj-
rno bllzu tacke VLJF pOStO]l tacka H;EVKJF takva da je HEE(UI,...,U ) .
Zbc:g VCH i HCVUF imamo HSZF i FSZH oOdavde . sledl H€ o i F ne mo—
ze imati okollnu homeomorfnu 1ntervalu, jer svaka okollna sem dela
luka o s%drii i taéke van a. |

Iz_uPravﬁ dokazanog.sledi da_aka.prostor C(X) ima élobédni
'luk Tf Qﬂdarf ﬁgrﬁvbiti sa§r§én u bi(xj.'Pr¢51ikavanje_jIEXF*Jl(X)_
iz ﬁvfdje#ja ;;I;?..jé hoﬁgdmorfizéﬂ,.pa je skup j;ltyl luk u X.
fxada je C(jzlpyj):pédskup prostora Q(X) homeamorfén'dvodimenzioném
Ldiskﬁ fnéime;;laia.sérsroverava da.vaﬁi i

C([O 11) = {[a, B]lOSaSB":l}W{{a,B}ER [0 <a<8<1}

odakle ovaj zakljuﬁak neposredno sledi). Kako ovaj skup sadrzi i
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.1uk vy (tj. elementi su mu i jednoclani podékupovi skupa j;l[y], a
to su upravo elementi luka y), to luk Yy ne moZe ‘biti slobodan. Da-
kle, C(X) nema slobodnih.lukova.®
TVRDJENJE 4.3.2. Za nedegenerisant Peanoév'kontiﬁuum X 1 za.
sve,ﬁztz,prostor C(HJ(X) Jje Hilbert—ob kub.

Dokaz. Prema tvrdjenjima_l.l.B, 1.2.5, 1.2.6, 1.3.2..1_4.311.,

(1)(X) je nedegeneriSani Peano-v kontinuum bez slobodnih lukova,
pa je prema tvrdjenju 1 6 1. prostor C( )(X) Hilbert-ov kub. Kako
je C(0) ~Q, induktivni’ dokaz ovog tvrdjenja je sada trivijalan.®

.TVRDJENJE14.3.3; Za nédegenerisani Peano-v kontinuum X,pros-

tor (% (x). nema slobodnih lukova.

Dokaz. Dovoljno je, naravno, dokazati da je prostor c'®’ (x)
bez_proizvoljﬁe-&ve izuzeté'tééke pﬁvezaﬁ.
Uocxmo pr01zvoljne dve. tacke

PO @ 2, ‘2),....)ec‘“’)(X)lF‘“” eV (2)

l 1 2 2 ’ 2 l’"')e C(w) (X)
(w) { (w) plw)y _ o |
i pretpostav1mo suprotno, dafje C (X)\ Fyo ol Fy = UVV, gde su

a .
Ui V-dlsjunktnl neprazni otvoreno-zatvoreni podskupovi skupa

(@) x\(F ), F,0 ).

‘ Kada:u_jedna od prOJek01ja skupa U ne bi imala visSe od dva e-
lementa,ronda ni skup -U:-ne bi 1ma0 Vl§e od dva elementa i ﬁe bl.
mogao blti otvofen ZatolpdstOJe pr1r0dn1 brogev1 i,7 tako da sku-

pov1 T, [U],'HJ[V] 1maju bar tri elementa. Neka je n=max{i,j,2}.

‘Tada za mzn skuPovi T [U] i L [V] imaju. po bar trl elementa,

U001mo sada taéke A(n l)E'n [u], B(n I)EEH {vl] razlidite od

(n-l) - (n—l) (n)

ta&aka F,o 1 F Prostor C (X) je Hllbert-ov kub, pa u

(n)(X) post031 luk o k031 spaja. taéke A(n—l) i B B{*"1) takav da je

ace™ o\p® D Py ¢ 5 tuuv] = [u] ENG]
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Tada va¥i ﬂgllu]EiUlJV, pa su skupovi ﬂgl[u]fﬁU i ﬂ;l[a](ﬂv

zatvoreni podskupovi zatvorenoqg skupa ng[a] i dakle zatvoreni sku-

(w)

povi u prostoru C (X ). Zbog zatvorenosti preslikavania m. skupovi

m (v ‘lall=m (Ul na i 5 [vha llell=7 [VIna

su zatvoreni u prostoru C(')(X). Ovi skupovi su i neﬁrazni (sadr¥e

wr . n(n=1) . _{(n=1). c o |
tacke A iB respektivno) i pokrivaju povezan skup o, pa

imaju zajedniéku_tgéku .
p (B-1) €m [U]Nw_[V]N acc(® (X)\{F(n 1, F-z(n'l)}_.
(D(n-l)) je.neprazan; za- -

-'Prema tﬁrdjenj& 3.4.4. skup (u(n)),

(n+l)(x)\{F{n)'F£n)}_

ﬂtvoren i povezan podskup od C ; pa je sadrZan

iu ﬂn+1[U] +l[V] i sede oba skupa ﬂn [U]'i ﬂh+1[V]._Skupi

[ (u ‘“’) (p (A1)

n+1 )] je zatvoren podskup od

(m)(X)\{F(?),F(w)} # uvv,. pa su skupovi
nil[( (n)) =1 (p (-1, 3 vn_nnﬂnu‘n’) 1) 1 zatvoreni pod-

-1 () -1 4 (n-1)
ap L@ ™™o

'Ufﬁﬁ
skupDV1 zatvorenog skupa T )1 i dakle. zatvoren1

- prostoru C( )(X). Sada su njihove pro;ekC1je

=1 g (0) a~1) 17 _ (n) (n-1)

n_ﬂLU R R I (D -)1_1 =T, [U}n(u )~ (Dn )

nﬂlvnn Ht-( I‘n’) R A L LA Lpin1))
(n+1)

neprazn1 zatvorenl skup0V1 u prostoru C°

a (™)) Lpn=1)

(X) 1 pokrivaju pove- -

zan skup ), pa 1ma3u zajednicku tacku

(n—l) (n+1)

(X)\ {F

) C c (l‘l) (n) }.'

D‘-‘?’.e.n"-’” (vlnm v n.(u‘n’)" (D
c n+l-" h+l" .
Pretpostav1mc da smo za k€ {0,1, ..., m-1} konstruisali-taé-

(n+k)

ke D takve da za sve kE {0 1, .., ,m=1} vai:.

D (n+k) e

| (n+k) -1 {n+k-1) o
o ™ +k+1[U] +k+1[V]n§u' ) .(D_ , Y &
- . €C (mkﬂ)- ('x;\{Fl(n“"_]‘) ,F2{n+k)}.
Skup (u(n m)) (D(n+m;1))-jé povezaﬁ'i opet bismﬁ na istove-

tan naEin konstruisali taéku
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(n+m) . | (n+m) -1, (n+m-1) .
D ezﬂn+ +1[U]fﬁﬂn+m (vl N (u ) (D ) <
< (n+m+l)(X)\{F(n+m),Fén+m)}.

(n-2) _ (n 1)(D(n 1}),---;D (l)(D(l)),

(n),....). Prema konstruk-

. DefiniSemo ‘li ]DS D

(w)

dobijamo niz D =é(D,...,

(n—2) (n-l) D

(m? i D! aéF(w). Takodje prema

dﬁjeﬂme&’M)lﬂm¢Fl
(w)

pripadaiju odgbvarajuéim
D( )

konstrukciji, sve'projekcije"taéke D

projekcijama skupova-U i V;\Svaka bazﬁa okolina tacke

(k 1)

prema
tvrdjenju 2.1. 5.,5adrzm neki: od skupova ﬂk (D ), Kk€N, pa ka-
ko ovi skupovi premé gornjem seku skupove-U i VvV, to svaka okoli-
né tacke D( ) se&e skupove U i V. Zbog. toga je D( )EEU i D(Q)Efﬁ,

Medjutim, zbog | plw) #F(“’) (“’) #F(‘”) taéka 0 oripada je-
dnom od otvorénlh skupova U i V 'pa ‘ne moze pripadati adherencijl
-drugog._Dobijena.kontrad1kc1]a pokazuje da je skup C( )(X)\{F(?hF(m 1
povezan, pa prostor C( )(X) nema slobodnlh lukova. | |

" Pre- nego.sto pxedjemo na dokaz verovatqo najinteresantnijeg

tﬁxdjénﬁa}u o?éj;glavi, §a i‘Eitévom radﬁ,_dﬁka%imo joé,jédno tvr-
djenje kojé g;hfemﬁ?koriétimo: a koje je_opeﬁ posledica drugih tvf—
djénja;j

TVRDJENJE.§;3.4, Z&-nedegénefiéani Peagno-—v kontinuum'zrprostgr
C(w)(xj‘je'?okgino péuez&n.'-

*

' (n)

Dokaz. Prémé t?rdjeﬁju-l 2.6. prostﬂri C (X) su za sve n€ N

'10kalno povezanl, a prema tvrdjen]u 3.3.4. presllkavanja
(n) C(n+l)(X)ﬂ*C( )(X) su monbtona. Prema tvrdjenju 2.3.1. pros-

(w)

~tor C (X) Je lokalno povezan.

Siedeéé tvrdjenie dolazi kao]posledica mnOgihltvrdjenja koja
smo dokazali u ovom radu.‘Naime}_vééina tvrdjenja iz ovog rada se,

bilo poéredno; bilo neyosredno,'koriste u njegovom dokazu.
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TYRDJENJE 4.3.5. Za_nedegenerisani Peano-v kontinuum X,pros-

tor C(m)(X) je Hilbert-ov Kub.

Dokaz. Prema tvrdjenijima 2.1.8, 4.3.2. i 4.3.4. prostor

é(w)(X) je Peano-v kontinuum koji 59 nedegenerisan prema tvrdje-
nju 4.1.3. Prema tvrdjenju 4.3.3. prbstor C(w)(X) nema slobodnih

w) (w)(x)). Na kra--

lukova, a premg_tvrdjenju,4.1.3. vazi c! (X) =C(C
5u, prema tvrdjenju 1.6.1. sledi da je €'®)(X) Hilbert-ov kub.®
'Rad zavréavamp_ddkazom-aﬂalogona tvrdjenja 4.3.5. u slucaju

funktora cc.

TVRDJENJE 4.3.6. Za'nedggeneris&n kompaktan konveksan pod-
skup X metrizabilnog Zokhlno'konvekang-linearnog topolodkog pro-

stora}présfor cé(@)(X)'je”Hilbertvdv kub.

Dokaz._Prema tvrdjenjlma 1. 6 2 2 1.3. tvrdjenju Hormander-a,

prostor cc( )(X) je kompaktan podskup metrlzabllnog lokalno konvek-.
snog 1inearnog t0poloskog prostora (1ak0 se. proverava da . je proiz-

vod metrlzabllnih 1okalno koneksnih llnearnlh topoloskih prostora'
1sto takav prostor) Prostor X je nedégénerlsan i konveksan, pa sa-
dIZJ. neku duz._ZbOg toga je dim(cc (X)) 2 2 i sle@stvéno dim (cc(w) (X))‘f_”*'z.'.
(n) |

Lako se proverava .da su svi skupov1 cC (X), . n€N, konveksni

i doka21mo da je i skup cc( )(X) konveksan. Neka su
1) (2) (w) 61) (2) , : -
{m) { JFy° ’..__) 1 F2 -(F Foo ' sFy" yees) elementl_skupgl

(m) (x) i ;\E [o, 1] . Prema tvrdjenju 3.1.4. za sve nE‘N-vaEi .

(Fl'F

(n)((l A)F(n)+lF(n))*'(1 A)u(n)(F(n))+A (n)(F(n))

(n 1) (n—l)

= (1- A)F +AF2

qug'tdga'jé

a0E® A = (a-nEaE,, a-0F a0 cee™ ),

pa je'sku?_cé(m)(x) konveksan.
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Dakle, cc(w)(X) Jje kompaktan+konveksan podskup metrizabilnog
1okalno konveksnog linearnog topolofkog prostora takav da je
dlm(cc( )(X))E:Z i prema tvrdjenju 4 1,3, va21 cc( )(X)“-cc(cc( )(X)).

Sada je prema tvrdjenju 1.6.7. prostor cc( )(X) Hilbert-ov kub.=
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