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HYRUJE

Ne piképamje historike, termin "splein-funksion" p&r here
té pare e hasim n& punimin e Schoenberg-ut [4]] dhe até per te
shénuar funksionet polinomiale t& cilat zbatohen n& rastin e

minimizimit t& funksionelit

b
1(2) = f (£49(4))? at (£ emd)
- -a

né bashxdsiné e funksioneve g€ i plotésoiné kushtet e interpe-
1init £(3(¢,) - 7 5e
Pas viteve 1964, shumé matematikané cduke zbatuar metodat
e analizés funksionale kané béré pérpjekje dhe kané arritur
rezultate né pérgiithé&simin e kuptimit té splein-funksionit
dhe zbatimit té tiJ né teoriné e pérafrimeve né hapésirat e
Hilbertit. Késhtu Golomb che wWeinberzer [9) kang véné bazén
e teorise sé€ perafrimit té& funksionelséve linear dhe té xufi-
zuar ngé hapssirsdn e Hilbertit me splein-funksionet polinomi-
ale., Rezultat mjaft me réndési paraqet punimi i Schoenberg-ut

40} n& té cilin &shté dhsng lidhja ndérmjet splein-funksionit

ey



dhe pé€rafrimit m& te& miré né kuptim t€ Sard-it. Ky rezultat,
né rastin e hap€sirave abstrakte té Hilvertit Sshts pErgji-
thé suar nga Atteia [1]. .

Viteve t& fundit &sht& duke u punuar mjaft edhe n& teo-
ring€ e srlein-funksioneve dy e m& teper dimensionale,né c¢’dr-
ejtim bazé t€ forté japin punimet Avakjan [4] dhe Pereverzev (3]

Problemet e natyrés numerike q& dalin gjaté interpolimit
te splein-?unksioneve volinomiale sot me lehtési zgjidhen me
ang t& kompjuteristikés. Po pérmendim vetdm sa p&r ilustrim
interpolimin me ndihmén e t& ashtuquajturve splein-funksione
pdlinomiale té Newton-it [7].

NEe kété punim nuk tentohet t2 ndrigohen t& czjithz aspe-
ktet e teorisg st Splein;funksioneve, sepce nJje€ sj€ e tille
praktikisht €shté e pamundur, por do té kufizchemi nZ ato
vetli g€ lidhen me minimizimin e overatoréve cdhe funksioneléve
né hapesirat reale té Hilbertit.

Per leht&si studimi punimi &shté ndaré ne€ tre kapituj
me nga disa paragrafe, q& sé bashku formojné€ njé tEresi.

Ne kapitullin e par€ Jjan€ dhéng disa rezultate dhe kupt-
ime m& pare té njohura té cilat do té sh¥rbejngd p€r zzjidhlen
e problemeve té shtruara.

Né kapitullin e dyt€ krvesisht shqyrtohet problemi i
ekzistencés sé splein-funksionit intervolativ s = s(z,A,T).
Pikérisht shqgyrtohen kushtet e zzjidhjes sé vroblemit té& mi-

nimizimit abstrakt



ﬂ‘l‘(s)"% = inf{“?."(x)ﬂ%: xe:A“l(Z)} (z €2)

u TEA(X,Y) dhe A€X(X,2)(R(A) = Z). Kétu zgiidhija &shte
dhéné pé€r ké&to raste:

l. Kur X,Z jané hapésira reale t& Banahut, kurse Y
esht® hap€siré reale e Hilbertit. Né keté rast jansd vértetuar

keto teorema:

T e oremé&, N¢ qofté se
(i)‘b.ashk'e‘sia. TA'l(z)(Z €Z) ©shté e mbyllur ng Y
(ii) ¥aA)YnN(D) ={0},
atéhere ekziston njé dhe vetém njé splein-funksion interpola-

tiv 8 = s(z,A,T).

Teoremé, Né gqgofté se
(1) N(T)+A"*(z)(z€ Z) &shts bashkeési e mbyllur nd X
(ii) dA)Yn N(D) ={0},

atZhereé ekziston nJjé dhe vetém njé splein-funksion interpola-

tiv 8 = 8(2,A,T).

‘2. Kur X,Z Jjan& hapésira reale t¥ Fanahut, kurse Y
hapeésireé reale refleksive e Banahut. Ng kéteé rast €shté vErte-
tuar kjo

T e or emé. e qofte se

(i) bashkesia TA"l(z)(zeZ) g shte e mbyllur dhe e ku-

fizuar ng Y

(ii) w@Ynx(r) ={o},



ateéhereé ekziston nje dhe vetém njé splein-funksion intervola-

tiv s = s(z,4,T7).

Kushtet nén t€ cilat bashkésia TA_l(z)(ze:Z) gshte e
mbyllur né Y i pg&rcaktojné pohimet 2,2.7, 2e2.10, 2.2.13
dhe 2,2.14, p8r virtetimin e t& ciléve 2batohet teoria e 28 ii-
dhjes sé ekuacioneve operatoriale %€ rendit té paré ns hapé si-

rat e Banahut ([11, {15}, [2e],{17], [35) , [44 , et3.).

N paragrafin 2.3 jand dhéng disa pohime 8 c¢ilat e kara-
kterizoj%é ekzistencén e splein-funksionit interpolativ, pava-
rsisht nga teoremat mbi ekzistencén dhe unicitetin. VBrtetimi
i tyre behet duke zbatuar vetitd e operatorive té konjuguar
té operatorsve A dhe T ({14, [17], [33], etj.) si dhe teori-
né e derivimif ne€ kuptim t& Frechet-it ng hapésirat e ZRanahut
([5§],[481, etj.). Rezultat Xryesor X¥tu varaget teoremna 2.3,1
pET té-cilén janeé dhéne dy virtetime dhe disa rrjednime t3 sa3sz.

Duke ruajtur nJjé analozgii me [22], ne te cileén konstrukto-

het splein-funksioni intervolativ s = 8(z,i,7), n&n kushtet g&:

(a) X,Y t& jend hapssira reale t& Hilbertit
(b) dim () = q € n = dim (2 = R™)
(e) nm@ynn(r) ={0},

ne paragrafin 2.4 €shtg treguar kxonstruktimi i splein-funksio-
nit interpolativ s = s(z,A,T) kur Jjané té plotésuara kushtet:
(a) T &shté operator linear i kufizuar i hap€sires rea-

Ié refleksive t& Banahut X mbi hapésirén reale té Hilbertit Y.



(b) dim N(T) = m € n = dim Z

(c) N@YNN(T) ={0}.
Kstu 8shtdé tregue se splein-funksioni interpolativ 8=s(z,A,T)
paraqitet si zgjidhje e sistemit ﬁ@ ekuacioneve operatoriale

té¢ rendit t& paré
A(s) =2 A T(s) = C(z)

ku C &shté operator linear i vazhdueshem i hapésirés 7Z ne

(T (a -

Duke zbatuar teoremat mbi ekzistencén dhe unicitetin e
splein-funksionit interpolativ s = s(z,A,T), n& kapitullin e
treté &shté shgyrtuar kryesisht ekzistenca e funksionelit opti-
mal aproksimativ né hapésireén e splein-funxsioneve interpolati-
ve S, kur X,2 Jang€ hapésira reale t€ “anahut, xurse T Dha-
psisire reale e Hilbértit. y

Ne paragrafin 3.1 €shté dhene pérkufizimi i hapésirés se
splein funksioneve interpolative dhe disa veti karakteristlixe
té saja. Me lem&n 3.1.2 €shté treguar se hapésira S ruan st-
rukturén algjebrike dhe topologjike t& hapésirés X. Tecorena
2,1.5 ekzistencén e splein-funksionit ir nterpolativ g=s(z,A,T)
e kushtszon me kompaktésingé e bashkésise A”l(z)CZGEZ) neg Xu-
X, pér té cilin xusht edhe

X. Me

ptim t8 topologjisé sé dobet né
hapésira S eshte xompakte pér topologiingé e dobét n€

ndihmén e varvaeve minimizuese, teorema 3.l.> mund t& peérsji-



theé sohet edhe pér ¢do funksionel J(x) gjysmé t& vazhdueshém
nga poshté né& bashkésing A-l(Z)(ZEZZ). Me t8 ashtuquajturén
metodé e projeksionlt té gradientit e cila bazchet né konstr-
uktimin e njé& vargu minimizues, n& teoremén 3.1.8 Eshté 2hEnE
lidhja ndérmjet elementeve té hapésirds S dhe operatorit té
projektimit. Pik8risht €shteé vertebtuar implikacioni:

SES == s =P (s-2X ¥ (5)), (¢ > 0).

A" 1(z)

Né paragrafin 3.2 &shté shqyrtuar ekzistenca e funksione-
1lit aproksimativ optimal n& hapssirén e splein-funksioneve in-
terpolative S. Ketu & shts treguar se neén kusintet e exzistenc-
€5 dhe unicitetit té splein-funksicnit interpolativ s=s5(z,A,T .
p8r funksionelin fe€X® funksioneli i trastss

g -= Zn A ku ,g - f"m 9
i ¢ili mund t€& paragitet edhe neé kEté trajte:
& = fotd ,
ku mn1t dhe £~ Jjane pérkufizuar si né paragrafin 3.1, para-
gqet funksionel optimal aproksimativ né hapésiren OS.

Ne paragrafin 3.3 €shté shqyrtuar gjetja e vlerés sé pe-
rafért té funksionelit re x® per elementet e bashkésise Jjo
t& zbrazét

Q.. = {xex: a(x)=z A 2]y < c}.



Eshté vertetuar se pér ¢do konstanté C t& tille q¢ ilc £ @,

vlen relacioni
m = 255 = f(s) ku s=s(z,A,T) A f(Qc) = (a,b).

Ky rezultat n& rastin kur 2 = R© &shté publikuar ng& [9]. T&
pérmendim se e njéjta teoremé, pér rastin kur X,Y,2 jane ha-
pésire reale té Hilbertit &shté vértetuar ng [22].

N& arritjen e kétyre rezultateve, ndihmé t& madhe profesi-
onale mé ‘ka ofrue Dr Halil Turku, prof. ordinar i FSHM:N né rri-
shtiné; Py ksté ndihmé ate e falenderoj thellésisht. Falender-
oj gjithashtu Dr Muharrem Serish€n, prof. ordinar dhe Dr Minir
Efendiun, prof. inordinar té cilét pas leximit té dordshkririt
me vdrejtiet e tyre kang ndikuar g€ punimi sa me& tepér té liro-

het nga té metat.
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I, DISA POHIME NDIHM:SE

Née Eﬁté kapitull po i paraqesim disa rezultate mé te
réndé sishme té teorisé s8 splein-funksioneve, t& cilat va-
rsisht nga problematika té cilén e trajtojné po i klasifi-

kojmé né€ disa paragrafe.

1.1. Pérafrimi me ndihmén e svlein-funksioneve.

Ne kEtd parazgraf do té pé€rqgéndrohemi né pérafrimet me
ndihmén e splein-funksioneve polinomiale me t& meteé (dezgkt)
t& cfarédoshme dhe ata kubiké periodiks. Realizimi i Tezult-
ateve kétu arrihet kryesisht me metoda té analizé€s funksion-
ale dhe té asaj numerike, shih p.sh. Schurer dhe Cheney [5?L
Ligun [21], Korneiguk [13] dhe [14], Vasilev [51] etj.

N& punimin Schurer dhe Cheney [37] &shté beéré vlerésiml
i normés s& splein-operatorit t& interpolimit dhe pé€rafrimit
té tij me funksione te vazhdueshme. Kétu rezultatet jané marre
ng njé klasé mé t&é ngushté t€ splein-funksioneve, d.m.th t8 te

ashtuquajturéve splein-funksione kubike periodike. Le té jete



C hape€sira e té&€ gjitha funksioneve t& vazhdueshme (ng 1li-
dhje me sup-normén) dhe periodike né [0,1] t& tillé @& £(0)=

= £(1). Cdo ndarjeje té intervalit [0,1] n& n-pjess
O = X € Xy Leee £X, = 1

i korespondohet nénhapésira n-~dimensionale S CC elementet
8 té sé cilés jang splein-funksione kubike periodike, d.m.th
i plotésojné ksto veti:

(1) ekziston 8" dhe i takon hapé€sirés C

(ii) pné nénintervalin [X59%5,7]9 S éshté polinom i shkallés
s€ treté.
I Operatori L: C = S, 1 cili ¢do elementi f€C 1 Xore-
spondon elementin e vetém se S t& tillsd g8 s(xi) = f(xi)
(O £ i € n) E€shté linear dhe idempotent. Operatori i tille qu-
het splein-operator i interpolimit. Né punimin [38] &shté dhé-
né njé vlerésim i normés sé operatorit I, kurse né ([37], n&
rastin e ndarjes sé intervalit [0,1] n€ n-pjesé t€ barabarta
tregohet se pér ¢do neN,Lll ¢ 1,549, Rezultat t&é réndésishém
té k8tij punimi paraqet pérafrimi i IL(f) me £ dhe vlerési-~
mi i gabimit t€ beré gjat kétij pérafrimi me ndihmén e modulit
té vazhdueshmsriss @(f,d) t& funksionit f£. Pikérisht &shtd

vértetuar se vleng relacioni
(Vne N) (¥ e ) |(Le)-2)(x)| € e (s, d)

ku S= minlx—inAILﬂ € c. < 20Ll}, si rrjedhim i t& cilit
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merret vlerésimi
(Vo eN)(¥r €C) N £-L(EM 4 I L o (2 ymi)
Me tutJe, neé punén e tyre teé métejshme Schurer dhe Che-
ney kang vertetuar se pér ¢do splein-funksion kubik dhe per-

iodik g€ i korespondohet ndarjes sé segmentit [p,lj né n-pje-

se t€é barabarta vlien relacioni

max \s'(Xi)lé 'z n max |s(xi)-s(xi_l)l
.1 1

 J

Peé rkufdiz im. funksioni i trajtés

6 = Fagets 2 5 -1 )
g{t) = .t T+ b., (t-t.) " 1
Bt I 2 Pa (
bu r*1l,m >0,1 € ks 4r dhe ticty<&... 4%, quhet sple-
in-funksion me t& metd kj. Pikat tj(l £ § € m) guhen ayie

te splein-funksionit s(t).

7
Vaslilev [5;] ka formuluar dhe ka zgiidhur problemin

o = minf(A) ku ke(.aﬂt) max \s(t)-—f(t)\ (2)
AeSL teD

ku s(t) &shté splein-funksioni i p&rkufizuar ze (1),f€C(D),
O ={ 4 =(a ,aq,.+.,8) €R" .s( T) = £(Ty, 145d}, D bashk&si
xompakte ng R, d¢ n=r+l+ Zk dhe min {\f(A) : AE.QJ>O Ke tu
gjithashtu jan€ dhéné dlsa kondlta per zgjidhjen e problemit

(2) né rastin kur

s(t) = s(A,t) = (A,u(t)), (3)
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kKu A = (ao""’ar‘bIO""'blkl-l""’me""’bmkm—l) dhe

r“kl+ 1 r-k +1

u(t) = (LatyeeastTy(E=ty), Toeeas(B=ty)iseeen(e=t ) 7

+
...,(t-tm)f). Né ksté rast, zgjidhja e problemit (2) sillet
ng zgjidhjen e problemit té interpolimit

(4,u(®3)) =35 (1 £ 3 € Q) (4)
Le teé Jete
wi(t) = s(a¥®,t) - £(t)

dhe

T(ti’tj) = Zz; ('G;E(tiatj))-

Vasilev [51] ka veértetuar se nese
J=1
T(ti,_tj) £ r+l+ E : k, (0 € 1< ¢ m+1),
y=1i+l
A¥ do tg jeté zgjidhje e problemid (2),2téhereé dhe vetinm
atéhers kur ekziston intervali (t&-‘tﬁ+q+l)"h:§ CyA+q €M
qé i plotéson kushtet:
(i) (ti'tm+q+l) pérmban t& sjitha nyjet ZB(I £ j £ 4)

(ii) né bashkésiné (§¢,§¢+Q+l)f\D sjendén pikat
AL

Xy Xy Ko < Xy_q (N=r+1+ ; kjv N=a+l per q=0)
+

te tilla g€
|wi(x )| = €™ (0 ¢ i ¢ N-a)
- Si+1 * Lz
wi(xs) = (-1) wi(xs_q) (1 £ i € N-d)
ku me s; shénojmé numrin e nyjeve 't} q¢ ndodhén né inte-
valin (%3 _q7s%3).
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Réndési té veganté ne kEteé leémi paragesin rezultatet e
Schumagker-it [&3] té cilat Japin esencén e pérafrimit unifo-
rm me ndihmén e té ashtuquajturve splein-funksione t€é Cheby-
shev—-it, ndérsa vlerésimin e gabimit té bEré gjaté pe€rafrimit
té funksioneve me kdto tipe splein-funksionesh, me ndihmén e
modulit té vazhdueshmérisé e kan€é dhéné matematikanteét EKorne-

iguk [13] dhe [14], Zhenikbajev [56] etj.

1.2.Ekzistenca dhe uniciteti i splein-funksionit

abstrakt né hap€sirén e Hilbertit

€ fillim do ti paragesim disa rezultate té minimizimit
neé L2 te fuﬁksioneve té Kklasés Lg, té cilat mund té kon-
siderohen si fillestare n& 1lEmin e splein-funksioneve inte-
rpolative abstrakte né hap€sirat e Hilbertit.
le te Jete
0=t0<t14...<tn=1 (1)

njé ndarje e segmentit [p,l] ng n-pjesé, 1 £ k€Z dhe
e . . £ 4 & £ 4 £ k-
Y {yla} (O€i1i4nA0%£ ¢ k-1) (2)

njé familje numrash. NE bashk&ésiné Lg(Y), lé té marrim nje
funksion fELLz (r 2 k) g8 i plotéson kushtet e interpoli-
mit

£ ;) = 7;,(0 € 1 £0nA0 % § ¢ k1) (3)

Problemi i ekzistencés s& funksionit f, derivati i rendit

= Ty
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r i té cilit ka normé minimale né L2, peér rastin kur r = 2
& shté -zgjidhur nga Holladay ({10] . Né rastin e pérgjithshém

ky problem e€shté zgjidhur nga varga [56], Golpmb dhe Weinbe-
rger [9] dhe Schoenberg {41} . Lidhur me k&t problem, &shté

vertetuar se vlen relacioni

|ls(1')||2 = inf {llf(r)]2 : feLg(Y)} .
ku s &shté i vetmi splein-funksion i rendit 2r-1 mne té
meté Xk sipas zbérthimit (1), q¥ i plotéson kushtet e inte-

rpolimit

s(3(t,) =3;. (06iénA0&j<Kk-1)

J
pér >k, (2)

s(y)(O) = s(v)(l) =0 (r €Y & 2r-k-1).

Né qofté se né vend t& pikave té fiksuara t:€ [0,1]

(O £ i € n) merren numra t& ploté (O € '6;_},_5 r-1Al £ i 4 n),

atéheré merret problemi i interpolimit te Favard-it
inf{”f (r)”p:f' GL'ggf(a) (.q)aryij v1€ién A O£ j< ‘Z;} ’

i ¢ili pér p =°° 8shtd shqyrtuar nga Favard [8] dhe &shté
treguar se zgjidhja arrihet ne splein-funksionet e rendit T.
Rastet tjera (pér O« p< >) Jjané shqyrtuar nga De Boor [5] .
Shénojmé me g(t) = £(t) - s(t), gabimin e bEre gjaté
pérafrimit teé cilitdo funksioni feLgr ) (Y) me splein-funks-

ionin s(t) t& rendit 2r-1, i eili ka t& meté k < r., Ne
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qofté se s(t) i plotéson kushtet e interpolimit t€ shpre-
hura me relacionet (%), né monografins [14] &shté vértetuar

se vlen barazimi

Held = £N2 - 1N 3

prej nga rrjedh implikacioni

wrerl () |3 « 1T e {7 (1).

Ligdn [21] ka dhéné vlerésimin e gabimit t& bEre gjate
pérafrimit t& funksioneve t€& derivueshme me t€ ashtugquajturit
splein-funksione Hermitjane.

Né monografing [22], né ményré té pérpikté &shté shqy-
rtuar interpolimi i splein-funksioneve polinomiale t€ rendit
2q=1 me ndihmén e funksioneve té klasés Hq(q > l).V&zhdiﬁ-
i kityre rezultateve jang punimet Attela [5],?Joly Laurent
[24] , Rockefellar [56] , Moreau [25—] [26] [2’7], etj., si dhe rezu-
ltatet e paraqitﬁra né monografite (14] dhe {99].

Ne& punimin [53] gshté shgyrtuar ekzistenca dhe uniciteti
i splein-funksioneve interpolative neé bashke sité konvekse t&
hapsésirés s€ Hilbertit. Pikeérisht & shté trajtuar zzjidhja e
ketij problemi:

HT(s)"% = inf{“'l‘(x)ﬂ% : XE C], (4)
a 7€ L(Hy,H,)3 Hy,Hy, Jané hapésira t& Hilbertit dhe CCH,

bashkési konvekse dhe e mbyllur. Kétu me oL (Hy,Hy) #shts
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shénuar hapésira e operatoréve linear t€ kufizuar t€& hapési-~
rés H,; né hapésirén H,. Duke zbatuar teoremén mbi exzist-
encén e elementit me normé minimale né bashk&sing€ Konvekse tée
hapésirés s Hilbertit [33] &shté treguar se n& rastin kur
H, ¢€shte hapssiré e Banahut, problemi (4) nuk &éshté gjithe-
hers i zgjidhsh&m. Megjithaté, rasti kur H, & shts hapesiré
refleksive e Banahut si dhe disa raste tjera kétu nuk jané
shqyrtuar. Férgjigje pozitive mbi mundésing e zgjidhjes s&
problemit ‘(4) pér rastin kur H,; dhe H, Jjang hapésira té
Hilbertit, Jjapin pohimet e mé€poshtme:

M

Teorenm é.([53]), Né qofté se bashk&sia H(T) + C

¢shté e mbyllur ng& H,, atéhere problemi (&) ka té paktZn nJé

Zgjidhje .

m

Kstu me (T) &shté shenuar hapésira zero e operatorit T,

Ne qofté se me Cs shEnogme konin asimptotik té basake-
sise C ([22]), atéheré vlen kjo: g

T e or em&.({24]).W& gofté se N(T) &shté me dimensi-
on t&8 fundém dhe nése Ch N(T) #&shté ngnhapésire e Hl, pIr-
oblemi (4) ka t& pakten njé zgjidhje.

Le te Jjete Hl = H%a,b}(q > 1) hapésira e fun<sioneve

reale me derivat t€ rendit q-1 absolutisht t& vazhdueshem

ng segmentin [ﬁib] pér té cilét
h |

f(f(q)(t))?" dt € +o° .
a

H, = H% (g 2 1) &shté hapésiré e Hilbertit ng lidhje me
1 {a, 0]

prodhimin skalar
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. |
(flg), = i: f £ ()L ¢y at

i=1 a
dhe me normé peérkstése

1/2
llfuq = ((£1£),)

Mé tutje, le t& jete H, = H® = H‘Ea’b] » 7€ L(B,,H,) opera-

tor i pérkufizuar me relacionin
(wte BY) 1(g) = (W) = £(

dhe

. a=xo<x1<---£xn=b
njé ndarje e segmentit [a,b] né n-~pjese., Né qofté se bashk&sia
C ka formén |

c ={x€Hl P ag € (x]y;) € byl 4 i‘-’-n},
ku a L b; dhe yie'.Hl(l < i 4 n), atéherd vlen kjo:

Teoremié.([22]). Elementi s€H, paraget zgjidhje

-
iyl

té problemit (&), atéhere dhe vetém atéhesé kur
(1) s ¢€shté polinom i shkallés 2q~l1 n& secilin nga

intervalet [a,tl),(ti,ti+l) (1 € 1i € n-1) dhe (tn,b]

1) s8] = s3I0 4 20241 41 <n)
(ia1) D) = s8¢ = 0cq 4 5 4 20-1)
(iv) as & s(ti) £ b, (1 £ i <n)

(v) per 2, = (-1DYsRID 51y 50D 7y,

A; £0 pET s(ty) = b

A; = 0 pér a; < s(ti)ébi(l £ i € n).
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Me metodén e koneve me drejtime tZ lejuara, ILaurent
[25] ks bére pérzjithsimin e 3plein-funksionevé interpolati~
ve né bashkésité konvekse té hap&sirés sé Hilbertit.

Ne v&zhdim do té pérkufizojmé té ashtuquajturin splein-
funksion abstrakt interpolativ. Le t& jend X,Y dhe 2Z tri
hapssira reale t& Hilbertit, Ted(X,Y) dhe AeX(X,2). Fr
z €Z té dhéne mé pare, vejme:

Iz = {x eX : A(x) = 2}= A_l(z)

Pé&rkufizim Elementi sé€I, q& e plotéson rela-

cionin |
| T(s)"‘% = inf{\\T(x)“‘; : erz} (5)

quhet Splein-fﬁnksion interpolativ pér 2z né lidhje me Ope-
ratorét A dhe T dhe shénohel me s = s(z,A,T).

T shtojmé se katrori né relacionin”(5) nuk ka domethe-
nje teorike, pérpos q& problemet e natyres numerike q¢€ rrje-
dhin nga (5) né rastin e splein-funksioneve polinomiale jang
té liruvara nga radikalet. Tregojmé tani se zgjidhja e probl-
emit (5) né vete sjell zgjidhjen e probleamit t& interpolimit
ts lsmuar t8 funksioneve t& klasés HY = H%ﬁab](q = 1) péEr

n-kushte té interpolimit té dheéna me barazimet

f(ti) = I (L & i€ n) (6)

. 0
Me t& vértets, le t&é jeng X = H%a,b] (@ 21), T =Hy dhe
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7 = R%, Operatorst T:EY —a H° dhe A:HY —»R" i perkufi-

zojmé perkatésisht me relacionet

(3eeEd) 7(e) = ald(e) - £(V)

(v € HY) A(E) = (£(5),£(t5),.-0,E(5))

ku a<t,<t,<L...<t <b. Lo t& jetéd 2z = (zl,...,zn)eRn,
atéhere ‘
‘1, a{reEd: £(t) =25 (1 €1¢ n)}
dhe
b
“T(f)ﬂ% = J(f(‘-‘-)(:;'))2 dy.
5 |

N

Prej nga sipas (5), ekziston SEIz(s(ti) =z.,3 141 n) i

bille g )
5(5(‘1)(}))2 a¥ = inf{j(f,(@(}‘))e 4y :f € IZ}.
a a

Relacioni i mésipérm paraget kushtin e mjaftueshém per inte-
rpolim ng hapésirat B3 ([22]).

N& monografing e P.J. Laurent-it (122] kaptina IV) jan®
dhEng kushtet e mjaftueshme pér zgjidhjen e problemit (5).
Pikérisht &shté tregue se, né qofte se janeé t& plotésuara
kushtet:

(i) N(Q) + N(T) ¥&shté bashkési e mbyllur né X

(ii) N@)YNN(T) ={o}
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atéhereé pér ¢do z€ 2 ekziston njé dhe vet&m nje€ splein-
funksibn interpolativ s = s(z,4,T).
Te vérejmé€ se kushti ¢ K(A) + N(T) t& jetsé bashkési
e mbyllur n€¢ X mund té zévendésohet me kushtin Q€ nJj&ra
nga nénhapeésirat N(A) ose N(T) & jetd relativisht ko~
mpakte ([46]).
Me réndési té veqanté praktike pér zgjidhjen e proble-
mit (5) Jjan& rastet kur:
1. H(T)' ka dimension (kodimension) t& fundim
2e N(A) ka dimension (kodimension) t& fundé&m
5« Z ka dimension t& fundém.
Kétb raste neé meényre té gjithanshme Jané shqyrtuar né [22],
[5],16] etj., por nuk 8shté shgyrtuar zzjidhia e problemit
(5) kur ndonjéra nga havésirat X,Y dhe 2Z jans hapdzira

te Zanahut apo refleksive t2 2mnghut.
7

l.3. Minimizini dhe aproxszimimi i funksionelEve né

hapveésirat e Hilbertit.

e keéteé paragraf do t€ paraqesim disa rezultate bgzé té
teorisé s minimizimit dhe avroksimimit t8 funksionelgve ng

hapésirat e Hilbertit,

MoIreau [25] ka treguar se p€r ¢do funksionel konveks
gjysmé te vazhdueshém nga poshté té hapeésireés sé Hilbertit

X, funksioneli
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F(u) = l]u-z|12 + 2f(u),(ueX) (1)
e arriné€ vlerén minimale né njeé pike té vetme xe€X t&€ cilén
e shénojmé me x = pProxXez. KEté piké e quajmé pixké proksimale
me 2z né lidhje me funksionelin f. Nése né barazimin (1) né

vend t& funksionelit £ merret funksioneli polareé g(y) 1

peérkufizuar me relacionin e meéposhtem

g(y) = sup ((uly) - £(u)), (2)
xXeX

i ¢ili glithashtu 8shté konveks dhe gjysmé i vazhdueshim nga
poshts n& X ([25]), atéhers pikén e vetme y pér t& cilén

F(u) arring vlersg minimale e shdnojmg me y = prox_z dhe e

o Wy

?_J.

-
A

]

-

o4

quajn€ piké proksimale me 2z né lidhje me funksio

TN AT -
f-—‘-—au:--L

i

.
il &

le ndihmén e pikave proksimale, Foreau (30] jep
tje té elementeve t€ hapésirés X, FPiiErisht al xa vertetuar
se nese f dhe 3z Jjang funksione 7molare zjirszmE €2 voo.aue-

slime nza posutd ng X, atZheré pér ¢lo x,y,z€ X, T2TlTZ e

meEposhtme Jané ekuivalente

x+3 A £(x)+ £(7) = (xIy)

.
[
N
&3
il

N
e
W3

s
P

H

pI‘OXfZ NY = pro:{gz.

e punimin [26] Moreau gjithashtu ka cZh&ng n é paragitje
t& hapésirés sé Hilbertit X me ndihmé&n e t€ ashtuquajturve
kone polare me kulm né€ origjine ([18]).

Duke zbatuar rezultatet e m&sipérme, né punimin [55]



- 2] -

gshté dhéng njé virtetim i teoremés s? Riesz-it mbi projexsi-
onet, kurse né punimin [54] jang dhénd disa veti t& pikave
proksimale. Pik€risht €shté vErtetuar kjo:

T e or em&. ([54]). Le té jeté X hapésiré reale e
Hilbertit dhe f,g ¢ift funksionesh pol=re ng¢ X, Nievlerssi-
sht 8shté i psrczktuar ¢ifti i funksioneve P dhe Q t& X
né X,

P: 2z —> prox,z
s (ZEX)

Q: 2 —> proxgz

me kéto veti:
(1) z = P(z) +Q(z) (ze€X)
(ii) P,2 Jang funksione lineare % kxufizuara

(111) Hz02 2 P + fQ(2M 2 (zeX).

" Rezultat bazé ng teorind e pErafrimeve t& funksionelsve

linear né hapésirat e Banahut paraqet kjo:

Te oremdé (e Sard-it)([39 ). Le t& jené X,Y,Z ha-

pEsira t€é Banahut dhe Te R?(X,Y). NE cofté se pér operatorin

.Aégﬁ(X,Z) vlien implikacioni

T(x) = 0 =>A(x) = 0,

atshers ekziston UEX(Y,Z) i till8 q8 A = UeT dhe

(¥xeX) Alx) = U(T(x)).

- Duke zbatuar teoremén e Sard-it, Golomb dhe Weinberger
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[9] kane.dhene disa ?ezultate mbl ekzistencén e funksionelit
aproksimativ né hapésirén e splein-funksioneve internolative

S, p€r rastin kur X,Y,Z Jjang hapdsira reale t8 Hilbertit.
////
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II. DISA VEGORI TE SPLEIN-FUNKSIONEVE INTERPOLATIVE
NE HAPESIRAT E EILBERTIT

2.1, ShZnime elementare

Le t8 jené X,Z haoésira reale té Banahut, Y hapdsiré
reale e Hilbertit, A operator linear i kufizuar i hapésirés
X nmbil hap€sirén Z dhe T operator linear i kufizuar i ha-
p€sirds X n& hapésirén Y. Shénojmeé me N{A) dhe R(A) ha-
pEsirén zero, perkatésisht rangun e operatorit A, kurse me
A% operatorin e konjuguar té ovperatorit A. PEr ni€ vektor

té fiksuar 2z €2, veJlnE

I, ={xex: a(x) = z} = a71(z)

d.m.th. Iz paraqet bashkésiné e zgjidhjeve t& ekuacionit

operatorial té rendit teé pare

Alx) = =z. (1)



N YIR.

Perkufizim 2.1.1. Elementi seX pér tg cilin

e

plotésohet relacioni
| 2% = int{jrC0NF = xea™ ()] (2)

quhet splein-funksion interpolativ pér 2z né lidhje me opera-
torét A dhe T dhe shénohet me simbolin s = s(z,A,T).

- N& qofté se né barazimin (2) béjmé kéto z&€vendésime:

T(s) =5, T(x) =y dhe llz = TA'l(z),

atehereé barazimi (2) merr formén
-f 2 : 2
(515 = int{izlg: ve Q) (3)

 Megen&se bashkisia L) ssnté konvekse (sepse AT ~(z) &shtd

z
bashkési konvekse dhe T operator linear), barazimi (3) ka

zgjidhje t&é vetme, atfheré dkre vetém atihereé kur .sz 2 shtd
e mbyllur né Y ([32]). Frandaj né shqyvrtimin e métejshém do
té pérgéndrohemi:
1. né cjetjen e kushteve pér t& cilat bashkésia TaA™*(z)
(2z€2) &shté e mbyllur né Y dhe
2. n& zbatimin e kushteve pir t8 cilat eXuacioni oper=torial

T(x) = ¥ ka zgjidhje té vetme ([1‘7],[4—4} etj.).

Ne gofts se Y €shté hap€sirg e Rznahut, atéheré kushti
q& bashkssia TA™L(z) t& jets e mbyllur mé Y nuk Eshté i

mjaftueshém pér zzjichjen e barazimit (3) ([?5]). Mu pér kéte
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né paragrafin 2.2 si supozim fillestar Esht: marrs Q¢ Y t&

Jeté hapesiré reale e Hilbertit ose reale refleksive e Banahut;

444

2.2. Ekzistenca dhe uniciteti i splein-funksionit

interpolativ né hapésirat e Banahut

i€ kéte paragraf do té shayrtojmé ekzistencén e splein-
funksionit. interpolativ s = s(z,A,T) né rastin kur X dhe
Z jané-ﬁapésira reale t& Banahut, kurse Y &shtd hapésire
reale e Hilbertit.

Teoremg 2.2.1.(Mbi ekzistencén dhe unicitetin) Ng

i

gofte se |

(i) baghkEsia TA_l(z)(zeZ) €zhtd e mb~llur né Y

(ii) wN@INN(T) ={c},
atéhere exziston dhe &shte i, vetZm splein-funksioni interpola-
tiv s = s(z,A,T).

VErtetim. Le té Jete

d = inf{"‘l'(x)"Y: X€ A*l(zJ}.

Nga pérkufizimi i numrit d rrjedh ekzistenca e vargut
(x,)Cca™2(z) & tille & JT(x My —> d (n —» >o). %
tutje, sivas rregullés sé paralelosramit, pér ¢do m,n&N,

kemi: (x)
T(x )+T(x 2
) g

Iz (x)-T(xl 3 =2DT N3 +2h e 3
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. /
Meqené se TA'l(z)(zsaZ) eshtg bashkési konvekse, atZhers

?(x_ )+T(x )
—_ i ; :ﬁn—éTA-l(z). Pranda j

| 2ex )-rex M2 < 2frx )2 + 2T )2 - sa
prej nga

TGy )-T(x ) y —— OCm,n —> oo )

d.m.th. se- (T(x,)) &sht¥ varg i Koshit né Y. Megenése T
gshté hapésirg e Hilbertit, ekziston ye€Y 1 tille <&

Tp) —» 5 (0 —> ). Nga ana tjetér, meqd TA™1(z)(z e 2)
§shts bashkssi e mdbyllur né Y dhe (T(x,)) C'TA"l(z), atE -
heré ye¢ TA'l(_z). Rriedhimisht, ekziston se‘.A'l(z) i t£illse

q¢ T(s) = y dhe

KTy = oy = 1im [y = @ =

e 2

= inf {“T(x)“Y : XEA_:L(Z)}i

d.m.th. s = s(z,4,T).
Yrtetimi 1 teoremZs 2.2.1 behet edhe né keété meEnyre:

Megengse R(A) = Z, atéherd
(¥z€Z)(3xoe:X) A:(xo) = z

prej nga rrjedh g zgjidhja e barazimit A(x) = z ka trajfén |

Xx =x, +X ku x€N(A). Prej nga pé€rfundojmé q& gjetja e
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splein-funksionit interpolativ s = s(z,A,®) reduktohet n&

=jetjen e elementit me norme minimale né tashkésiné
.Q-z = {‘I‘(xo)#r(x): xE.N(A)}.

Lehts provohet se vlen relacioni

Ilz = TA'l(z) = T(xo) + ™N(A), (1)

prej nga sipas (i) rrjedh se bashkésia hClz gshté e mbyllur
ng Y. N8 bazé té teoremés se Riesz-it ([26]), ekziston ye Y
i $ille @&

| Fhy = a0, Q) = inf {17lly: ya Q},

d.m.th ekziston svlein-funksioni interpolativ s = s(z,A,T)
dhe sipas pérxufizimit 2.1.1 ai paraqitst si z;jidhle e si-
stemit ti ekuscioneve operatoriale té rendit tE pare

T(s) =3 A A(s) = z (2)

7
Unicitet i. Supozojmé té kundsrtsn se peér 2z€ 2,

ekzistojné dy splein-funksione interpolative s, s(z,A,T)

dhe s, = s(z,A,T), atéheré sipas (2) dhe (ii) kemi:

@ Sl = 52-

Verejtije 2.2,2. Nga relacioni (1) rrjedh se ku-

L —

shti (i) né& teoremén 2.2.1 mund te 2é vendd sohet me kushtin g€

q¢ TN(A) t& Jeté bashkési e mbyllur ngé Y.



- 28 -

T e oremé& 2.2.3. ke qofté se
(i)  Dbashkg&sia N(T)+A"1(z)(ze Z) ©shté e mbyllur né X
(ii) N@)NN(T) ={0},
atéhers ekziston dhe &shté i vetém splein-funksioni interpola-
tiv s = s(z,A,T).
Ve rtetim Shénojmé me L = TAT (2)(z€2). N
qofté se bashkésia ‘Q'z €¢shté e mbyllur n€ Y, atéhere sipas

([32] ,71.2.3) ekziston dhe &shté i vetém elementi yeo. , i

tills g8
[ inf{llyly : ye L, |,

Né kit rast bashkésia T‘1(§)ﬂA“l(z) 8shté jo e zbrazét dhe
cdo element i -.saj &shté splein-funksion interpolativ peér 2
ng lidhje me operatorét A dhe T. Tani do té trego mé se ta-
shk& sia TA_l(Z)(ZEZ) €shté e mbyllur né Y, atéher? kur
plotésohet kushti (i). Me t& veérteté, ngushtimi T i operato-
rit T né X ([32],X=N(T)+X ACL(X)= X), &shté linear i vazhdu-

eshém dhe reciprokisht i njévler€shém. Prandaj ekziston T'l

dhe ai &shtd i vazhdueshém, d.m.th.

(¥BCX) C1(B) = B => CL(T™1(B))= T~1(B).

Prej nga siﬁas relacionit

0, = 1 H(z) = THWmwATEHNT),

rrjedh se bashkésia TA™1(z) &shté é mbyllur né Y, atéhers
dfie vetsm atshers kur N(T)+A™1(z) &shts e mbyllur ng X.
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Vérejtije 2.2.4. Vertetimi i teoremés 2.2.5 behet

edhe duke zbatuar teoremén 2.2.1.

Rrjedhim 2.,2.5. Kondité e mjaftueshme peér ekzi-

stencén e splein-funksionit intervolativ s = s(z,A,T) &€shtsé

qé
Al(z) = {xex: £;(x) 4 ¢y,14i6n},

ku fiex*, cieR, l £ 1 £n,

Ve rtetdim Le té jeté u: X —» RT i dhéné me
N:X €EX - (fl(x)-cl,fa(x)-cg, ces ,fn(x)—cn) e R",

Sheénojmé me G -{xERn:xiéO,léién}, atéhere A'l(z) = u'l(G')
dhe u(A“l(z))QG-. N& bazé té teoremés 2.2.3, mjafton tE tre-
cojms se bashkésia N(T)+A™1(z) &shts e mbyllur né X. Le t&

jete x€ Cl(N(T)+A._1(z)), atehere ekziston varsu (xn)=(yn+zn)

né N(T)-i-A-l(Z) i tillé q8 , X~ X (n —» ), d.n.th,

lim u(Xth)-zn” = O.

-> >
Meqenése u &shté funksion i vazhdueshém, atéheré ekziston
K>0 i tillé g€

(vxlsxz ex) uu(xl)"u(xg)u < X " Xl"xgus

preJj nga

lim “u(x—yn)—u(zn) ﬂ = O,

N

M& tutje, meqgé u(x—yn)eu(x—ﬂ(T)) A u(zn)e‘.G';' atéheré
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u(x-N(T))NG # . Le té jetéd ve u(x-N(T))NG ™, atshers
v = u(x-x")(xe€N(T)) dhe u(x-x")eG , d.m.th y=x-x'eA'l(z).
Rrjedhimisht x = x‘+ yEN(T)-I-A'l(z).

Shembull 2.2.6.Le té jets X = H2[O g e L2LO .
¥ }

7 = R aef(x,2) i dhéné me

A(x) = (x(to),x(tl),...,x(tn))(0=t°£tl<...Atn=a)

dhe T EXL(X,Y) i dh¥ng me
’ 2
T(x) = Ez .
Ng kété rast pér ¢do z€ Z ekziston njé dhe vetém njé splein-
funksion interpolativ s = s(z,A,T). PEr k8t mjafton té treg-
ojm€ se Jjan& & plotésuara Kushtet e teoremss 2.2.1.

(i): Le t& jeté 7y, € CL(TN(A)), atshersd ekziston varszu
(ym)CTN(A) i £ille gé “?ym-yo“-—-a- Of{m —»>=), & tutje,
meqé (ym)CZTN(A), ekziston (XE)CIN(A)(Xﬁ(ti) = 0,0<€i4n) 1
tills g8 x (t) = Y,(t)(me N). Prej nga rrjedh se funxsionet

X mund té gjenden nga barazimet

a a
xm(t) = S (t—u)ym_(u)du + :E- j.(a-u)ym(u)du.
0 .

O
Nga sa treguam mé larté, rrjedh se ekziston xoé: N(A) i tille

Q€ x, —> xo(m -~ >0 ), Meqengse T &shté funksion i vazhdu-

eshém, atéhere

T(xm) = ¥, —> T(xo) = ¥, =» yoeTN(A).
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(ii): Supozojm& t& kundértén se N(A)N N(T) £{0}, atéhers
ekziston O A ueX i tille g8 --

T(u)=0A A(u)=0 => ((¥tel0,a])u’lt)=0) A (u(t,;)=0,04i4n).
Prej nga duke zbatuar teorem&én e Roles gjejmé se u(t) = O.

Pohim 2.2.7. Le té jeté X hapésiré¢ reale refleks-

ive e Banahut. Né qofte se

(i) R(T) &Eshté bashkési e mbyllur né Y

(i1) ¥ aN(T) ={o},
atéhers per ¢do 2z €Z ekziston dhe &shté i vetZm splein-
funksioni interpolativ s = s(z,A,T).

Vedrtet im. Sipas teoremés 2.2.1 dhe véfejtjes 2242
mjafton t& v@;ﬁetojmé se TN(A) &shté& bashkési e mbyllur ne Y.
Le t& jeté y_€ C1(TN(A)), atdherd ekziston vargu (yn)CTN(A)
i tille g8 y, —> J,(n -;-- >), d.m.th. ekziston varsu (x_)
ng N(A) i tillé qE T(xn) = yn(nEN). HQapésirén X e zbérth-
ejmé si shumé& direkte te N(T) dhe Xcx ([32]),

P~ o~ -
atéhers ngushtimi T 1 operatorit T né€ X Kka operator inve-

rz t8 vazhdueshen, Meqenésg X, = 2, + E% (zn€lN(T);§ne:f;ne:N),
atéheré ‘E(Eh) = T(xh) = ¥ (ne N). Sipas (i) ekuacioni opera-

torial T(xn) = yn(nEN) sshts i zzjidhshém ([44]), d.m.th.

x = 2"(y )(n€N) dhe (x,) &shté varg i kufizuar. M tutje,
nga A(zn) = -A(xn) rrjedh se A(xn) = 0(ne N)., Shé&nojmé me
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4 nzushtimin e operatorit A né N(T), atéhers zn=—A"lA(xn)
(neN). Prej nga rrjeth se (zn) gdshts gjithashtu varsg 1 ku--
fizuar'né N(T). Mbasi X &shts hapésirg refleksive e Banahut
dhe (xn) varg i kufizuar né te, atéheré bashkisia (xn) gshtg
kompakte pér topologjing e dobst né X ([16]), prandaj nga vargu
(xh) mund t& nxirret njé nénvarg (xn‘), i ¢ili konvergion ng
ményré té dobét tek x_ €X. N& ketd rast edhe vargu (T(xni))

konvergjon né ményreé té dobet tek T(XO) ng Y, d.m.th.

T(xni) = In, — T(x) = 7,

dhe
A(xni) — A(x_)
Rrjedhimisht .x € N(A) dhe y = T(x,)€IN(A).

VEre jtie 2.2.8. Fohini 2.2.7 vlen eihe nf rastin

kur Y é&shté hapesird reale refleksive e Banahut,

VeErejtije 2.2.9. Kushti (i) n& pohimin 2,2.7 &shté

ekuivalent me secilin nga kéto kushte:
(1) N(T) #eshte nénhapésiré me dimension t& fundém
(2) R(T™) = w(T)

ku me lN(T) gdshté shénuar snhilatori i N(T) ([44]).

Pohdim 2.2.,10., Le té Jetéd X hsgpEsiré reale reile-

ksive e Banahut.Né qofté se N(A) ka dimension té fundém,
atéhere pér ¢do 2z €2, ekziston té paktén njé splein-funkxsion

intervolativ s = s(z,A,T).



Ve&rtetim, Mjafton t& trezojms se T¥(A) &shté

bashkési e mbyllur né Y. Le té Jjet& yoecum(a)), atéhers
ekziston vargu (yn)CTEﬁ(A) i tille g8 [y, =T My —™ O(n —» ),
Mé tutje, ekziston vargu (x,)CN(a) i tille g& T(x,) = ¥p
(n€N). Ngjashem sikur ne pohimin 2.2.7 tregohet se vargu

(xn) sshts i kufizuar. Prandaj nga vargu (xn) mund t€ nxi-
rret njé nénvarsg (xhi) i c¢ili konvercjon né ményré té dobét
tek X, € X. Meqgenese per ¢4do er*, f-T GXK, atéheré wvargu

(T(xh_))' konvergjon neé menyre té dobet né Y, d.m.th.
i

dhe1

Rrjedhinmisht, x_€ T(A) =y, =T(x )€ TN(A).

Veregjtge’ 2.2,11. Kushti g8 q(A) t8 ketd dimensi-

on té fundém n& pohimin 2.2.10 mund té zévéndé sohet me kushtin
q¢ N(A) t& keté kodimension t&é fundem.

Pohim 2.2.12. Le té Jjeté X hapésire refleksive e

Banahut. N8 qofté se N(A) Eshte bashkssi e kufizuar, atéhere
pér ¢do 2z €2Z ekziston té€ paktén nge splein-funksion interpo-

lativ S = S(Z’A’T)-

Vertet im. Mjafton t& tregojmé se TN(A) €Eshté ba-

shkeési e mbyllur né Y. Le té jete yoe;CI(TN(A)), atihersd ek-

ziston vargu (yﬂ)CZTN(A) i till8 q& l\yn-yO“Y~—+-O(n —_— ),
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Mé tutje, ekziston vargu (=, )CN(A) i tille g8 f(xh) =
(n€N).Meqenése N(A) &shté bashkési e mbyllur dhe e kufizu-
ar, ajo €shté kompakte p&r topologjing e dob&t n& X, pranda]
nga vargu (x ) mund t& nxirret nj& nénvarg (xn ), 1 cili
konvergjon né ményré té dobeét tek x cENG). Vargu (y )

= (T(xni)) konve?gaon gjithashtu n& menyrs +8 dobet tek T(xo),
d.m.th,.

CT(xy ) =y, = T(x)) =¥

i 1l

Rrjedhimisht y, e TN(A).

Rr jedhim 2.2.13. Le t& jetd X hapésiré reflek-

sive e Zanahut. Né qofté se N(T) ka kodimension t& fundém,

atéheré pér ¢do ze€Z, bashkésia TA™1(z) &shté e mbyllur nd
I, d.m.th. pér g¢do 2z €Z ekziston t& paktén njé splein-funksi-
on interpolativ s.,= s(z,A,T).

vértetimi i rrjedhimit t€ mésipZrm €shté analog me virte-

timin e pohimit 2.2.7.

Rriedhim 2,2.14, Né qofté se N(A) &shté bashkesi
relativisht kompakte, at&hereé peér ¢do 2z €Z, ekziston té paktén
nJjé splein~funksion interpolaéiv = 5(z,4,7).

Vertetimi i rrjedhimit t€ m€sipdrm €shté analog me vérte-
timin e pohimit 2.2.12.

Teorema e méposhtme pércakfon kushtet pér ekzistencén e

- splein-funksionit interpolativ s = s(z,A,T) n#& rastin kur

Y éshté hapesiré reale refleksive e Banahut,
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eoremé 2,2,15.(Mbi ekzistencén dhe un1c1tet1n)

Ne qofte se:
(1) ) S (z)(z€2Z) #shté bashkési e mbyllur dhe e kufizu-
ar mé Y
(i1) w()n N(T) ={0},
atéheré ekziston dhe €shté i vetém splein-funksioni interpola-~
tiv 8 = 358(2,A,T).
Ve rtet im. Le te Jete

d = inf {"’I‘(x)ﬂ y: X€ A"’l(z)},
atéheré ekziston vargu (xn)CA"l(z) i tille q& | T(xn)u'f—" d
(n —» >0), Megenése TA™S(z) &shté bashiési e mbyllur dhe e
kufizuar né ?} ndérsa Y &€shté hapésire rsfleksive e Banahut,
atéhere TA'l(z) gshte kompaxte pér topolo:iiné e doovet neg Y
([16]). Prandaj nga vargu (x ) mund té nxirret njé nénvarg
(T(x )), i tilleé q& vargu (m(xn }) +t& konvergojé né mEnyre
te dobet tek y,E€TA l(z), d.m. th. ekziston seA 1(z) i tills
q¢ T(s) = y, dhe

(¥f € Y*) f(T(xnk)) ~— £(T(s8))(np—>>o). (3)

Mé tutje, dallojmeé keéto raste:

l. N¢ qofte se y, = O, vértetimi €shté trivial.

2. N& qofte se O # Yo = T(s), sipas njé rrjedhimi t€ teore-
més sé Han-Banahut ([16]), ekziston fOEI‘“ i tille g8



- %6 -

Feoll =1 A £,(s)) =llnesdly,

prej nga sipas (=), kemi:

£o(T(xy ) — (s ) iy )
dhe

d = lim | 7¢x )|l = lim )IT(xnk)HY= lim IlfoﬂﬂT(xnk)”Y

-0 . X

zé;?iilfo(T(xnk))lzIIT(S)"Y

d.m.th. "'T(s)"Y £ d, Megenése d = in:f.‘{NT(x)“Y:xE A'l(z)} .
atéhers d =] T(s)ﬂy. Rrjedhimisht

fr(sdfy = a = inf{llTCX)ll Y::t:m"’l(z)} .

Relacioni i fundit tregon se s = s(z,A,T).

-

Unicitet i. Tani do té tregojmé se elementi
seA—l(z) pEr t& cilin 7T(s8) = y, dhe "T(S)"Y = inf{"T(x)“Y:
7
XCA'l(z)] €shtd i vetém., N& té kunderté, sikur té ekzistonte

sy = s(2,A,T), atéhers

i
(8]

T(s) = T(sy) =3, A A(s) = A(s;y)

= s-s; ENQ)ON(T) ={0} =5 = s,

/7717
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2.3.Karakterizimi i splein-funksioneve interpolative
né hapé€sirat e Hilbertit

Né kisté paragraf do té formulojmé dhe do té€ vErtetojme
disa pohime mbi ekzistencén e splein-funksionit interpolativ
té cilat jané té pavarura nga teoremat mbi ekzistencén dhe

unicitetin e splein-funksioneve interpolative.

Teoremé& 2.,3.1. Q¢ elementi s€l, 1te jeté splein-

funksion'interpolativ, d.m.th. q¢ s = s(z,A,T) &shté e nevo-

jshme dhe mjaftueshme q& té plotésohet relacioni
(yte N(A))(T(s) | T(t))y = O.

VEeartetim, Le U jete séEIz splein-funxsion inte-

rpolativ, atéheré pEr ¢do xEEA"l(z), vlen relacioni
7
||T(x)u32f =TS + br(x-)l5 (1)

sepse vektori T(s) &shté projeksion ortogonal 1 vektorit

T(X) n& bashkésing [TN(A)}J'(fig.l).

TN(A) A~ 1(2)
| T(x)
| 1
(TN (a)]
0 T(s)

fig.l
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Mé tutje, nga

lr(x-a)1 3 = kTS - 20 | T(s))y +H2Ca S ()
dhe relacioni (1), rrjedh se

N2 = (T(s) | T(E))y

0se

. (2(s)| T(x-8))y = O.

Meqengse x-s€N(A), atéhere

(#teN@))(T(s)] T(t))y = O.
Anasjelltas, le té jeté sel, elezent pér t&

cilin vlen relacioni
(#ten’a)) (T(s) | Tt))y = 0,
atéherd per ¢do x€N(A), kemi:

I 7(s+l2 = H2adll2 + Hreol2 2l nsill

Megenése Yy = sS+X EA’l(z) dhe pér O = x€N(A) n& relacionin

e mésivérm vlen barazimi, atéherd
h e S = J'J-’lf{\l'l?(;\?')llfr : yeATH (=)

Teorema e mésipérme vertetohet edhe duke zbatuar pErkufi-

zimin e derivatit né kuptim t& Frechet-it né hapésirén e PFana-
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hut ¥X. Shénojmé me J(x) = HT(X)H?I (xeA'l(z)). Meqgen&se ba-
shke sia A-l(z) sshte konvekse né X dhe J(x) funksionel

i derivuesh&m né kuptim t& Prechet-it, atéheré sipas ( [48],
T1.2.5), kemi:
|l o2 = ine{lilzCol 3 xea™t(2)}
<> (Fxer™1(2))(I(8) | x-8)g = O
EFENMNWI ()] t)g = 0
(¥te N(A)I(THr(s) | t)y = O
E(FENWQII(T(s)] T(t))y = O
sepée J°(s8) = 2 ™™r(s)( shih [48]).

P& rkufizim 2,3.2. Le té jeté £ funksionel n¢

X dhe yoex". Elementi y, quhet subgradient i funksionelit

f né pikén x,, a€se f(x,) @€shté i fundém dhe

(¥xeX) £(x) = f(xo) + X=X, T7 ¢

Bashkésia e té gjith& subgradientéve te funksionelit £ ne
pikén > shenohet me af(xo) dhe quhet subdiferencial 1
funksionelit f né pikén >

Né qofté se X &shté hapésire e njésishme, atéheré vlen
kjo

Teoremé 2.3.3. Q%8 elementi seIZ té. jeté splein-

funksion interpolativ pér 2z né lidhje me operatorét A dhe

LY




T 8shte& e nevojshme dhe e mjaftueshme qe

(sI?®T(s)) = inf {(x[T*T(s)):xezA_l(z)}.

Ve rtet im., Provohet leht se vlen relacioni

int{] TGOl S:xea™1(2)} =inf{I|T(x)ll 2 "Y‘A-l(z) (x):xea™ (2

aw '-l
rQ pér x€A (z)

[ +20 péEr xﬁA“l(z).

Prej nga rrjedh se s = s(z,A,T),atéheré dhe vetém atéhere

ur ekziston elementi v 1 tillé qg¢€:

VE@(“T(X)“ §)X=s = {T?ET £ A —VEBX (x) , (shih [221:

“T(X)u% X=5 AT (2)

7 &= v=T¥FT(s) A (s\-v)=sup{(X\-V)=x€ A'l(z)}

> (sl T?&‘T(s))=inf{(xl p®¥p(g)):x€ A'l(z)}.

Rr jedhim 2.3.4., Né qofté se s, = s(z,A,T) dhe

S, = s{(z,A,T), atéhere
(1) (T(sy) | T(s5))y = | TCSQ”% - | T(Sg)ﬁ
(ii) T(Sl—Se) = (O

Vertetim. (1): Meqenése s,-S, €N(A), atéheré nd

bazé té teoremés 2.3.1, kemi:

(T (51'52)| T(s,))¢=0 =>||T(sl)u% = (T(sl)l T(s5))y
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(T(sp-5; 1 T(s5))y = 0 => I T(s )15 = (T(s D1 T(s5))y
(ii): Nga (i), kemi: |

I m(sy)-T(s,)1S = IT(sPIS-2(T (81T (8,00 HIT(s,)ME = ©

= T(s)-T(s,) = 0 = T(s;-s,) = O.

Neé qofté se X &shtée hapésiré e njésishme, atéher€ ka
vend ky: |
Rrjedhim 2.3.5. Q€ elementi sel, teé Jeté

splein-funksion interpolativ, d.m.th. s = s(z,A,T), €shté e

nevojshme dhe e mjaftueshme q& té plotésohet relacioni

(Jucz) T™*1(s) = A¥ ().

Verteti1m. Le teé jete selIz element pér t& cilin

— P —

vlen relacioni
(3 ue?;) T¥p(s) = AT*(),
atéhers
FEEN(A)) (T()IT(E))y = O = (T*0()l £)g=(a™ (W) t)y =0.
Megengse A®(u) € R(A¥®) = N(A)’L(DQ]), atéherd
(¥t enN(a)) (T(IT(E)), = O,
q8 sipas teoremés 2.3.1 rrjedh se s §€shteé splein-funksion

interpolativ, d.m.th. s = s(z,4,T).

Anasjelltas, supozojmé se s =_s(z,A,T),at§her§

(¥ €N(A))(T () T(t)) =0 = (¥t€ N(A)) (T*T(s) )y = O,
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. . A1
prej nga rrjedh se T*P(s)eN(A) = R(A*). Rrjedhimisht, ekzi-
ston u€Z i tills q¢ A%E(u) = T¥1(s).

Shembull 2.3,6. le té jete Xsﬁ[Oa]’Y"af_Oa]'
b

Z = Rn"'l dhe operatoreét Aéf(X Z), Té‘t;f(x Y) té& dhéné perka-

tesisht me relacionet

Alx) = (x(to),...,x(tHJZ(O=td<tl<1...ditn=a)
T(x) = x°(t).

Funksioni linear

t - t. ‘
-zi) —_— (t(-:[tl,tl+ ],Oélénml)

1+1 - t

s(t)=z. +(zl+l

paraqet splein-funksion intervolativ pér =z =(zo,zl,...,zn)

neé lidhje me operatorét A dhe T,
Me t& vertets, per cdo x(t)e Hl[o 4 T8 tillE a8 x{t;)=C
| , ;

(C<4i€n), d.m.th.pér ¢do =x&€N(A), kemi:

-4

a
(T(T(x))y = (s°1X") 5 = Ss'x'dt =
Y 12
0
t.
n i
’ Z.=2
= Z e j x’(t) dt = O.
i=1 * 1o
i-1

Prej nga sipas teoremés 2.3.1 rrjedh se s = s(z,4,T).Uniciteti
i splein-funksionit interpolativ s vértetohet né ményr€ anal-

oge sikur edhe né shembullin 2.2.6.

es
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2.4, Rasti i nj& numri %2 fundém kushtesh te
interpolimit

Né kété paragraf do té shqyrtojmé ekzistencén e spleln-
funksionit interpolativ s = s(z,A,T), nése jang té plotesu-
ara kushtet:

(i) T ©shté operator linear i kufizuar 1 hapssirés

refleksive té Banahut X mbi hapésirén e Hilbertit Y.

(ii) dim N(T) = m € n = dim 2

(iii) v@YNn N(T) ={0}.
Sipas teoremés 2.2.1 dhe vérejties 2.2.9 kushtet e n8 sipgrme
jang té mjaftueshme per ekzistenceén dhe unicitetin e splein-
funksionit interpolativ s = s(z,A,T).

Le té Jjeté (h;:1€iém) Dazé né §¥(Z) dhe (fj:lé,jén)c &

njé bashkési limearisht e pavarur e tillé g€

N(A) = {x : (xlfj) = O,Iéjéq}. (1)
Mé tutje, le té jete (zj:léjén) bazé né Z, e tillé g té
vlejé barazimi
n
A(x) = Zl (x\£,)2 (2)
J=

Qe té gjejme splein-funksionin interpolativ s = s(z,A,T)

mé paré po i vértetojmé disa pohime ndihmése , té cilat me disa

ndryshime Jjan& vértetuar ne [22].



Pohim Z2.4.1. Rangu 1 matricés
((hi[ fj)),(léiém A 1l€j4n)

éshté 1 barabarté me m.
Ve rtet im. Shqyrtojmé sistemin homogjen té n-exuaci-
oneve lineare me m té panjohura

m

Z o (bs1fs) = O, (1£j4n) (3)

- i=l

Sipas (ii), rangu i matricés s& sistemit (3) €shté 1r < m.,

Tregojmé se pikerisht r = m. Né t€ kundértén, sixur rm,
atgdhered sistemi (%) ka zzjidhje Jotriviale G(o,do,...,déﬁ.

Shqyrtojmé tani vektorin

m
h = Z o $ hyeu(T).
s i=1

Eshte e qarté se h # 0 dhe heN(A), sepse (hlfj) = 0
(1£j4n) dhe G(iﬂig,...,tﬁ) sshté zgjidhje jotriviale e
sistemit (3) q& €shté né kundérshtim me (iii).

Shénojmé me G = hap {fj:léjén}, kurse ne E(T)L anhilato-
rin e N(T)({32}), atéheré G dhe ¥N(T)" jané nénhapésira t&

hapesires X=,

Pohim 2.4.2. Vlen relacioni

dim \-_G NAN(T )‘L] = N-Mm.
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Vertetim, Le té jeté feN(TICXy atéhers

Jj=1
prej nga
n
(hi‘f) = (hil Z )_Jfa) = 0(1l4ién)
J=1
n
Z l;j(hi fJ) = O, (4)
’ J=l

liga sistemi i_fundit peércaktojmé Al')2""’1n' Matrica e si-
stemit (4) &shté matrica e transponuar e sistemit (3), prandaj
rangu i saj €shté m. Rraed11w1sht sistemi (4) Xxa n-m zgjld-
hje linearisht t& pavarura. Mé tutje, le t&é JetE (‘Pk)(léﬁé

1
£n-m) njé bazé né N5 () , atéhere
n

7 _
\lfk = Zl kkaf-a (1¢k<n-m), (5)
J=

n

pavarura té sistemit (4).

ku (Aki,',\kz,...,k ),(lékén-m) Jjang zgjidhje linearisht %€

Sipas teoremés 2.5.1, nese S = s(z,A,T) g shté splein-
funksion interpolativ, atéhere T(s) e[_Th (A)] . :randa;; per
pércaktimin e spleln-funk51on1t interpolativ = s(z,A,T)

N
sshté e nevojshme té Jjapim njé lidhje ndérmjev Gf\N(T) dhe

LN (A )'J‘L .
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Pohim 2.4.%5.:Vlen barazimi

N = o " enw(y].

Ve rtet im. Barazimi i mésipér €shté ekuivalent me
keté barazim
4 i
T¥[N(A)] = GAN(T) .

i
Meqensse N(T) = R(T®), atéhers

. vt e T[N = (3 yelmi@a)] ),t=T%y

L
=» te R(T*) = t¢ N(T)
preJj nga

(3)

T*{Iv (A Ve x (T).

. L | -
Tani do té tregojmé se TK[TH(Ai]g=G. FEr keéte mjiafton ge
elementi t+ i p€rcaktuar m8sipér ti takoje G. Le teé jets

z €N(A) ?cilid.o, atéhere
(z1t) = (z\T®y) = (Tzly) = O,

J“ 3
sepse yg[TN(A)] . Prej nga rrjedh se t€ G, d.m.th.

T*{TN (A)]L C G. (3cx)
Nga (%) dhe (®x) rrjedh se
T*[rn(a) € 6N N(T).

: 1 .. e
Anasjelltas, le té jeté teGNN(T) , atéhere
i e s
teN(T) = R(T*)(t = T®y) dhe t€G, Prandaj pér ¢do z&N(A),
(E‘t) = O’ d.m.th-
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= (21T%) = (T21y) = ye[m(a)]'= te 1% [ ()]

Meqgené se (“V')(lékén-m) eshté bazé né G(\N(m)l, atéhers
sipas pohimit 2.4.3 familja B = (T* 1&fk)(lék4n-m) & shté
bazé e [TN(AE Nga ana tjeté&r, meqe T(s)E[TN(Ai}, atéhers

In-m

T(s) = Zl‘/jksk (6)
K=

Duke shur®zuar barazimin (6) né trajté skalare me Z, yMarrim

n-m
(T(2)lg,) = ( ) MAydyley) = (siT¥g,) -
k=1

n

= (Sl%) = Z kf.(s‘fzj)'
j=1  J
Meqenésé, sipas (2),
. n
As) = ), (xlf)zg =z, (?)
Jj=1

atéhers (slfj)(léjén) paracet koordinatat e vektorit =z,

d.m.th,

n
) S5y -
J=1 N

prej nga koeficient&t f}k(lﬁkén—m) mund té caktohen nga siste-

mi i m&poshtém



Il=m )

-
D OyBlgy) = )%, T (144 én-n) (8)
k=1 j:l J

matrica e t8 c¢ilit &shté matricé e Gramit, Prandaj sistemi

(8) ka zgjidhje t& vetme dhe ajo shprehet me barazimin

T(s) = c(z),

ku C #©shté operator linear i 2 né EEN(AIr} Pérfundimisht
splein-fynksioni interpolativ s = s(z,A,T) paragitet si zgj-

jdhje e sistemit té& ekuacioneve operatoriale

A(s) = z A T(s8) = C(z).
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IIT. PERAFRIMI NE HAFESIREN E SPLEDN-FUNKSIONZVE

3.1, Hap€sira e splein-funksioneve dhe operatori i
interpolimit.

-

Ie t8 jeng X,Z hapésira reale té Ranahut dhe Y hapé-

sir€ reale e Hilbertit.
.4

Peérkufizim 3,1.1. Shénojm& me S bashx&€siné e

t& gjitha elementeve nga hapésira X q€ i ploté€sojné kushtet

e teoremés 2.%.1, d.m.th.
S = {sEX:(T(s)IT(t))Y = 0 pér ¢do ¢ EN(A)}.

Hapésirén S e quajmé hapesireé t& splein-funksioneve.
Né qofté se X @&éshté hapésiré e njésishme, atéhere hap-

6sira S mund té shkruhet edhe neé keté forme
S ={seX:T™(s) e R(LD)}.

Me t& vérteté , megenése N(A)l= R(A*), sipas pérkufizimit



3.1.1 kemi:
S ={sc¢ X:(T(.s)l T(t))y = O pér ¢do t e N(A)}
=(seX:(P*T(s)lt)y = O pér gdo teN(a)}
={s¢ X:T®1(s) € N(a)"]
= s e x:7*1(s) e RWM)].

Lemé& 3.l.2. S &shté hapésiré e Banahut.

Ve rtetim. Megqengse S CX ( X hap€siré e Banahut),
mjafton té tregojme se S &éshté e mbyllur né X, Me t& vért-
eté, le té jeté 90601(8), atéheré ekziston vargu (sn)CS
i tillg q8 S, —> S_ (n ~—» >0 ). Késhtu pér ¢do teN(A),
kemi (T(s ) T(t))y = O. Meqenése TeL(X,Y) dhe mbasi pro-
dhimi skalar éshté funksion 1 vazhdueshém, agtéheré duke kaluar
me limit n& barazimin (*"-Jc'(sn)l*1“*(-'.;-))Y =0 kXur n —s> , rrjedh

7

se (T(so)|T(t))Y = 0 pér ¢do tEN(A). Rrjedhimisht s € S.
I.eme 1.3, NEé qofté se X &shté hapésiré e njésish-
me dhe né qofté se N(A) ( ose N(T)) &shté bashkési kompa-

kte n& X, atghers
L
[T"T(s)] = N(A) + N(T) (R(T) = Y).

Ve rtet im., Sipas pérkufizimit té hapésirés S,kemi:

8 ={seX:(T(8)IT(t))y = O pér ¢do tEN(A)}
={s €x: (T (s)| t)y = O pér ¢do teN(a)}.

Pfej nga rrjedh se
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TE(S) = N(A) N R(T®T).

Megenése R(T™) = R(T¥) = N(T)l, atéhere

THr(3) = N(A)lﬁ N(‘l‘)l

- [o1(n(a) + N(™))] ([8l)

[c1v(a)) + caquer))] cle€])
= [N@A) + N(T)]j:.

supozojme se Jjaneé té plotésuara kushtet pér ekzistencén
¢ splein-funksionit interpolativ s = s{(z,A,T). Atéher bash-
késia TN(A) &shté e mbyllur né Y ( si translacion i bashk-
€sisé s& mbyllur TA’l(z)(zEEZ)). Prandaj ekxziston [TE‘.‘“E(.ﬂ.)]‘L
dhe Y = [TN(A)]l+ T(4) ((33]). Nga ana tjetér, meqenése
;T(8) = {TH(A)]l( (22]), at&here

Y = T(S) + TN(A) (1)

Pedrkufizim 3.l.4. Vargu (xn)CUCX per t8

cilin €shte

lim J(x,) = inf {9¢x): xeU }
Il > o

gquhet varg minimizues pér funksionelin J(x) n& bashké€singé U,
Teoremé€ 3,1,5, Né qofte ée bashké sia A"l(z)(Z£EZ)

éshté kompakte peér topologjing e dobét né X, atéheré bashke-

sia S &shté joboshe dhe kompakte pér topologjiné e dobét ne
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dhe ¢do varg minimizues i funksionelit J(x) = || T(J»:)uY ku

X eA”l(z) konvergjon né menyre té dobét.

Ve rtet im, Le té jeté (xﬂ) cilido varg minimizu-

es (lim ||'.|3(J:]:1)|\I = inf{HT(X)“ Y=X€A-l(3)}). Megené se TA_l(z)

Ny

€ shté bashkési kompakte pér topologjing e dobét né I dhe

(T(%))CTA-J‘(Z), atéheré nga vargu (T(xn)) mund t€ nxirret

nj&¢ neénvarg (T(x, V), i cili konvergjon né ményre té dobEt
k

tek ¥y éTA"l(z). Nga ana tjetér, megentse 3y E‘I‘A'l(z),atéhe-
0 0

re¢ ekziston xOEA'l

(z) i tille g8 T(x,) = y,. M tutje, me-
qé funksioneli J(x) = “T(X)"Y (x GA'}‘(Z)) gshté zjiysmgé i va-
zhdueshém nga poshté ne X, sipas ([47] ), kemi:

ing{leColl rxea ™ @) ¢ ey € Lim f26e, lly -

kY =D

e

= 1lim “‘]?(::e:n)“I = in_f{“T(x)H yiX EA"l(z)}

n-»»

prej nga
“T(XO)IIY = inf{"'l‘(x)“Y:x €A*l(z)] = x_ €8S.

Tani do t& tregojmé se S &shté bashkési kompakte per
'topologjingd e dobet nE X. Le té Jete (yh) varg i ¢fardoshém
né S. Megengse S<:A'1(z) dhe mbasi A_l(z) & shtd bashkési
kompakte pér topologjiné e dobet ne X, atéhere nga vargu

(7,) mnund t& nxirret njé nénvarg (ynk) qé konvergjon né

ményré t& dobét tek F,E€ATT(z). Nga ana tjetér vargu (7, )
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&shté varg minimizues pér funksionelin J(x) = “T(x)“Y

(xéA'l(z)), prandaj sipas ([48] , T1.3.1) ai konvergjon né
ményré té dobét ng S, dem.th y_ E€S. Rrjedhimisht S & shte
bashkési kompakte pér topologjinég e dobét né X.

Verejtg e .1.6. Fér zbatimin konkret té teoremes
3,1.5 né problemet e minimizimit n& hapé€sirat e caktuara fun-
sionale, rol me réndé€si luajné kriteret e kompakté sis€é n€ Dba=-

shkisiné+e mbyllur A™1(z) n& ksto hapésira.

Né qofté se X &€shté hapésiré refleksive e Banahut, até-

heré ka vend kjo

T eoremé& 3.1.7. Le t&€ jete xoeA'l(z) nje element

i fiksuar. Né -qofté se bashkesia
M(x,) = {x era™t(z): oGO y £ eIl Y}

sshts e kufizuar ng X, atéheré bashkésia S é&shteé joboshe,
konvekse dhe e kufizuar,

Vs rtetimi, rrjedh nga (48], T2.1.2), pér J(x) =
= lrolly &

N&é vazhdim, duke zbatuar metoden e projeksionit té gradi-
entit ([45]) po i japim disa veti té hapésirés S té cilat
lidhen me k&té kuptim. Pikérisht, do t& japim nJjé paragitje
té splein-funksionit interpolativ s = s(z,A,T) me ndihmen e

operatorit t& projektimit P € hapésirés S né A"l(z)(ZGZ).
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Teoremé& 2.1.8. Nése jang t& plotésuara kushtet mbi

ekzistencén dhe unicitetin e splein~funksionit interpolativ
s = 8(z,A,T), atéherd vlen implikimi
SES =»s8 =P _, (s=2elT™P(s)),(L>0)
A" (z) .
Ve rtetim. Bshté e qarts se bashkésia A™1(z)(ze 2)
€shté e mbyllur dhe konvekse né X, si dhe s-2d T¥r(g)cX.
(s-24T%P ()

Prandaj né. ményré t& vetme &shté i pércaktuar P -l( )
’ A Z

([48],71.4.3). M tutje, megé funksioneli J(x) = |T(x)IZ,
(x EA'l(z)) €shté i derivueshém né kuptim té Frechet-it,

atéhere kemi:

seS #“T(s)ug = inf{n’f(x)x %:xeA'l(z e:Z)}

= J(g) = inf{J(x): xEA-l(z)}

= g =P (s=XI7(38)),(« > 0)

A~ (z)

=> s = P 1 (s=-2AT*T(35)) ,(X > 0)
A “(z)

Metoda e projeksioneve pér paraqitjen e splein-funksionit
interpolativ s = s(z,A,T) mb&Eshtetet né konstruktimin e va-

rgut minimizues (xk) sipas formulés
v

ku o, > O. N&¢se pér ndonjé Kk, X, = X1 » atéherd procesi i
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konstruktimit té wvargut (xk) perfundon né hapin e k-t&.
Ne keteé rast elementi X, plotéson kushtin e mjaftueéh%m
pér minimizimin e funksionelit J(x)= HT(xQH%, d.n.th. ku-
shtin e mjaftuesh&€m pe€r ekzistencén e splein-funksionit in-
terpolativ s = s(z,A,T);

Pér pdrcaktimin e madhsive o, (k=0,1,2,...) né relaci-
onin (2) ekzistojné disa ményra, njérén prej té cilave po e
japim méposhté. Funksioneli J(x) = |T(x)||§ (xe A"l(z)) e
plotéson'kushtin e ILipshic-it (shih [48]) me Konstantén e
Lipshic-it L = 2§ PI°, Prandaj n& (2) madh&sité o, psT-

caktohen nga relacioni

O0< &, £, £2/(1L+2€)

osSe
0< €, & o€, € 1I/(ITIZ+E),
ku Eo dhe £ Jjane madh&ési pozitive.

Lemé& 3.1.9. Le t€ jete# (xk) varg i pérkufizuar nme
(2) dhe (3), me term fillestar xoeg'l(z)(z €7). Atéherd
vargu (H‘I‘(xk)ﬂi ) &shté monotono zvoglues dhe || xk-xk_lti—aro
(n —» >0),

Vertetimi, rejedh drejtépsrssédrejti nza ([47),
T4.1.4),

Né vazhdim supozojmé se Jjané té plotésuara kushtet mbi

ekzistencén dhe unicitetin e splein-funksionit interpolativ

- T
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gt

s = s{z,A,T). Tregojmé se ngushtimi A i operatorit 4 né
nénhapésirén S &shté njé izomorfizém i S né 2. Pér kits
mjafton té tregojmé se pér ¢do 2z€Z ekziston njé dhe veten
njg s€8 i tillé g A(s) = z. Me t& vertets, le t& jets

2 €2 c¢ilido element, sipas teoremé€s 2.2.1 (mbi ekzistencén

dhe unicitetin) ekziston njé dhe vetém nje s €1, i tille qe

| 7 () EY = ;i.nf{IIT(x)I %:x €A_1(z)} .

Nga ana tjetér, sipas teoremés 2.3,1 vlen relacioni

(WteN)) (T(DITE))y = 0 = ses,

F o

d.m.th. se ngushtimi A i operatorit A &€shté izomorfizém i
S n& 2. Prandaj ekziston operatori inverz M= A"l i 2
né 3 i cili ¢do elementi 2z€7Z 1 shogéron splein-funksionin
e vetém interpolativ se& S. Ky operator &sht& linear dhe i va-

zhdueshem,

Psrkufizim 3.1,10, Operatori €:X— 5, i

¢ili ¢do elementi x€X 1 shogeron splein-funksionin e veten
interpolativ se€S t& tillé q&¢ A(s) = A(x) quhet splein-
opverator i interpolimit.

Eshté e qarte se @ =mLe A. Si i tille operatori € Bshts

linear dhe i vazhdueshem.

Verejtje .1.,11., Meqengtse R(A) = Z, n& rastin

kur N(A)={0}, m=A"}. Prandaj ©= Iy dhe S = X.

/777
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5.2. Funksioneli aproksimativ optimal n& hap&sirén e
splein-funksioneve

le t€ jeng X,Z hapésira reale té Banahut, Y hapésire
reale e Hilbertit, AEICX,Z)(R(A)aZ) dhe TE€ o‘t’(x,r). Neg fi-
llim po i paraqesim disa kuptime q& lidhen me pérafrimin e
funksionelit linear £ €X* me kombinimin linear

6]
’ k = Z ziki (kie Xl,léién).
i=]1

Shénojmé me
u(x) = k(x) - £(x)
gabimin e beré gjat kEtij p€rafrimi. Sipas rrjedhimit t€ teo-

remés s Sard-it [39], vlen relacioni,
(¥x €X) u(x) = v(T(x)),

ki v = (Tt)-l(u). Roeficientet )i(léién) né shprehjen pér
funksionelin k i caktojm€ nga relacioni

(¥xeN(T)) u(x) = 0, (1)
Té cekim kEtu se relacioni (1) nuk paraget gjithéher€ xusht té
mjaftueshém pér pércaktimin e koeficientéve )i(léién). Ng qo-
fté se (¥xeX) IT(x)ly € r, atéhert gabimi i YEre gjat péraf-
rimit t& funksionelit f me funksionelin Xk plotéson relaci-

onin

(¥x€X) Iu(x)l ¢ rivl.
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Perkufizim 3%.2.1. Funksioneli aproksimativ k

e e

quhet optimal né kuptim té Sard-it, nése:

(i) u=k-f€ N(T)'I; (N (T)'L -anhilator, [32] )

(ii) v ka norm8& minimale,

Supozojmn€ se Jjaneé té€ plotésuara kushtet e teoremés 2.2.1
mbi ekzistencén dhe unicitetin e splein-funksionit interpola-
tiv s = s(z,A,T)(z€2). Funksionelin f duhet ta pérafrojmé
me funksionelin g €X* né hapésirén e splein-funksioneve in-
terpolative 35, né ményré g€ gabimi i béré uw = f - g, ne kete
rast, t€ Jjeté minimal. NJjé problem i till€ né rastin xur X,7Y,
7 jané hapésira reale t& Hilbertit &shté zgjidhur ne [22].

Ketu funksioneli aproksimativ optimal g ka formen
g = A(A), A= fomn
ku mn &Eshté operatori i pérkufizuar né paragrafin 5.1.
Teorem8 3.2.2. tkziston funksioneli {eZ® i tills g8
g = Lo AA((¥s €8S) u(s)=g(s)-£(s)=0).

NE kBt8 rast £ = fomr.

Vertet im.NE paragrafin 3.1 €shté dh&né kuptimi 1

operatorit mnt:Z —» S i cili ¢do elementi 2z €7 1 shogéron
splein-funksionin e vetém interpolativ s = s(z,A,T) dhe pér

cdo z€Z, Aoma(z) = z. ME tutje,
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(¥s €S)u(s) = 0 = (¥z eZ)u(m(z)) = O
= (¥z € Z)g(m™(z) )=£(m(2)).

Megenése g =fo A, atéhers
(¥2€ Z) f(AﬂfM(z)) = £f(nw(z)),

prej nga duke shfrytézuar barazimin A.mt(z) = z, kemi:
(¥z€ 2) £(z) = fomr(z).

Rrjedhimisht A = femn.

Perkufizim 3.2.3. Funksionelli g =f(nA quhet

funksionel aproksimativ optimal i funksionelit f n€ hapési-
rén e splein-funksicneve interpolatve S.

Veére gt je .2.4. Rezultat analog me kéteé teoreme
merret né rastin kur f #&shté pasqyrim i hapeésirés s€ Hilpe-
rtit X né hapésirén e Hilbertit Y. N& kété rast, pasqyrimi
aproksimativ optimal n€ hapésirén e splein-funksioneve S5 Ka

formén
e =doa, ku Led(z,Y) ( shih [39]).
NE vazhdim do t& japim njé lidhje té funksionelit aproks-—
imativ optimal pér funksionelin £ dhe operatorit té interpo-
1imit €@ +té dhéné me peérkufizimin 3.1.10. Sipas teorem&s 3.242,

kemi:
g = {oA(x) = foma(x) = £o6(x).



Prej nga rrjedh se peér gjetjen e vler€és sé funksionelit apro-
ksimativ optimal peér funksionelin f, n& pikén Xx me pare
duhet t8 gjendet splein-funksioni interpolativ s = s(z,A,T)
i ti118 q&8 A(s) = A(x) e pastaj vlera e funksionelit I ne
pikén x.

Tregojmé tani se funksioneli g 1 pércaktuar me pérku-
fizimin %.2.3 paraqet funksionel aproksimativ optimal né ku-
ptim te Sgrd-it. Fer k8té, sipas peérkufizinit 3.1.1, mjafton

te tregoﬁmé se vlen relacioni
(VSC S) u(s) = O(sepse N(T)CS).
Tunksioneli u = g-f e pérshkruen bashk&sinég (R(A*)-f)

A N(TY e cila paraget gvendosje té bashkésist 2(AF)NN(T) =

= R(A®)N R(T*) C X, Meqenese,

m* =Lz (a%)n 2(TF)) = T(A)) = T(S),

(shih [22] ) dhe megenése bashkEsia ']3(’&1(15&.))‘L s shteé konvekse
dhe e mbyllur né Y, ekziston elementi ne normé minimale
T "l(ﬁ)(ﬁéR(Aﬁ)—f) ({32}), d.m.th. ekziston elementi me no-
rmé minimale

u = .Z#A - £
i tille g8

(vhe:TN(AIL) (7* "l(ﬁ)lh )Y = 0.
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Meqenése T(N(A)) = T(S), atéhert
(¥se€3) (7" 'l(ﬁ)]T(s))Y - O
Prej nga
(¥s€S8) u(s) =

¢ka edhe €shte dasht & tregohet.

Teorema e méposhtme shpreh gabimin e b&ré (me ndihmén e -

prodhimit skalar) gjat p&€rafrimit t& elementeve t& hapésireés
Y me elamentet e T(8).

T eoremé 3.2.5. Le t8 jets Yo € Lo At€here

min {flyo-T(s)I[Y: SES}=max{!(yo\T( ))Y(:t € N(A)} .

.
iz ()l

Ve rt et im. NeEge yoeT(S), vertetimi €shté trivial,
N& 48 kundértén, sipas relacionit (1) (parasgrafi 3.l1),rrjedh se
T o=Xo+2, (x € T(S)A z ET’I(A)) Prej nga sipas teoremés s¢ Riesz-

it mbi projeksionet, kemi:
min{l|y,-T(s)M y:s € 8= [7,-x Uy =dz 1y - (1)
Nga ana tjetér, pér ¢do t€N(A),

T I Ty = (z | T( —E— D),

BT (o)1 Ty

Prej nga sipas Jobarazimit té Koshi-Shvarcit, kemi:

|Gl PC 5 1)y | ¢}

(o)l ( Ny
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Barazimi né relacionin e fundit vlen vetém pvér 2o/ Iz I\
- YI

Prandaj

max{\(yo\T( et )|IY)) vl téN(A)} =fzly - (2)

Nga (1) dhe (2), kemi:

min{u yo—T(s)“Y: seS]=max {\ (yol T( e ))Yl tEd(A)}

\l()ll

Rr jedhim 3,2,6. Pér ¢do x€X, vlen relacioni

min{“T(x-s)“ v scs] =maxﬂ\mct)u 71 (T )y ;teN ()}

Ve rtetimi, rrjedh drejtépeérsédrejti nga teorema 2.2+5.

- _ /177

3,3, Funksioneli aproksinatlv ne kuontim té Golombo-

Ve;ndbergerit

le t& jené X,2 hapésira reale té Banahut, ¥ hapésire
reale e Hilbertit, A€L(X,Z)(R(A)=Z) dhe re(X,Y). Fer
z €7, kérkohet té gjendet vlera e pérafért e funksionelit
fex™ pér ato viera té¢ x&€X per teé cilat:
Ax) =z A ol 4
ku C &shté konstant® e tille g8

Q. ={xex: A=z all 2l € ¢} £ 8.



- 63 —

Bashké sia Slc sshté konvekse dhe e mbyllur n& X. Mg tutje,

meqené se funksioni

xeX —=(712 + Jal 512

paraget normé ekuivalente me normén e dhéne nég X (shih [22])
dhe megenése bashkssia L, &shté e kufizuar né kuptim t&
asa jé norme'ajo 8shté e kufizuar edhe né lidhje me normén e
dhéné neé ;. Prandaj kur elementil xeilc e pérshkruen bashke-
singé e kifizuar dhe konvekse .Q.., vektori f(x) e pérshkruen
njé bashkﬁéi té kufizuar dhe-konvekse né R, d.m.th, njé inte-
rval té fundsm (a,b) CR. Vlera e pérafrimit m& te miré e fun-
ksionelit £ né pikén xeﬁlc pérputhet me mesin m t&€ inte-
rvalit (a,b)e.-

Nése jang té plot&suara konditat e teoremes 2.2.1 mbi ek-
zistencén dhe unicitetin e splein-funksionit interpolativ s =

= s(z,A,T)(z€ 2), atéheré vlen kjo:

T e oremd 3.3.1. Pér ¢gdo C per té cilen Q.. £ 4,

vlien relacioni

m = Pié- = £(8), s - S(2,4,T)e

Vertet im. Mé paré tregojme se splein-funksioni in-
terpolativ s = s(z,A,T) paraget qender ts simetrisé s€ bash-

késisé konvekse Lb,. Pér kEté mjafton t& tregojmE se vlen

relacioni



s+x€.Q.c —=3 8=-X€ 'O‘C'

Supozojmé se s+x€&d,, atshers
_ I 2 e |
A(s+x) = z A T(s-&-x)ﬂY & CS (1)

Meqengése A(s) = z, nga A(s+x) = z rrjedh se A(x) = O, d.m,

th, se x¢N(A). Prej nga sipas teoremés 2.3.1 rrjedh se

(T(s)IT(x))y = O.

Rrjedhimisht
IlT(s-x)“% = (T(s)-T(x) | T(s)-T(x))y
=lzlg + Tl (2)
dhe
I oCs+x)l2 = ¢S +m ol 3 (3)

Nga (1),(2) dhe (3), rrjedh se
| TCs-xl5 ¢ ® = § (s y < (#)

Nga ana tjetsr, nga x€N(A) rrjedh se A(s-x) = z, g€ s€ ba-
shku me (4) sjelle qé s=-x f-.‘Qc.
ns fund, meqenése f &shté linear, f(s) paraqet gendren

e simetrisé per bashkésiné konvekse dhe te kufizuar (a,b) =

= f(Qc), d-m'th- omn = fCS)l

Verejtije 3.3.2. Rezultat analog me teoremén 3.3.1

i il

ng rastin kur X,Y Jjané hapé€sira té cfarédoshme t& Hilbertidv,
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urse Z = R® &shté dhéng né [9]. Ky rezultat, pér ¢fardo
hapésire té Hilbertit 72 € shté pergjithsuar ne [391.
Rrjedhim 3.3.3. Bér ¢do fe&X¥, ekziston Ze 2%
i tille qe
m = £(s) =»(°A(S)-
Vertetimi, rrjedh drejtépérsédrejti nga teoremat

3e3.1 dhe|3.2.2.

////



Rezultatet e arritura deri m& tash kané ploté&suar shumg
hape gira vakume n€ teoring e splein-funksioneve interpolative.
Per kEté déshmon edhe orientimi i shumé shkencétaréve eminents
te ketij domeni né zbatimin e kEtyre rezultateve pér géllime
teé caktuara né€ analizén numerike dhe n& kompjuteristikdé. Me~
gjithate, krahas rezultateve t& arritura kitu, ka edhe probleme
té hapura, studimi i té cilave meriton pérkushtim t€ veqanté.

Ndér to Jjan€ edhe kdto probleme:

1, VErtetimi i teoremés pe€r karakterizimin e splein-funk-
sionit interpq}ativ s = s(2,4,T7) pér rastin kur X,Z Jjané
hape€sira reale té Banahut, Xurse 7Y &shté hapésiré reale re-
fleksive e ZBanahut (analoge me teoremén 2.3.1).

2. Studimi i lidhjes s& overatorit t& interpolimit € me

operatorét A dhe T,

s



Pé rfundinm

Né kété punim &shté shqyrtuar zgjidhja e k&tij problemi

té¢ minimizimit abstrakt
int{lTl2 ¢ x €a™1(2)) (ze 2)

ku A €shtd operator linear i kufizuer i X n8 Z kurse T
operator linear i kufizuar i X ng VY.

blementi SEA-I(Z) per t£ ¢ilin
Iz¢sM 2 = int{i2GhE = xen™(2)} (%)

quhet splein-funksion internolativ pér 2z né€ lidhje me onera-
torét A dhe T dhe shénohet g = s(z,A,T).

Zgiidhja e problemit (%) &shté dh&n& n& k&to raste:

1, Kur X,Z Jjané hapésira reale t& Banahut, kurse Y
hapésirg reale e Hilbertit., N& k#té rast Jjané vErtetuar k&to
Teorema: |

Teoreme 2.,2.1. Né qofte se

(i) TA~Y(z)(z€2Z) &shté bashkési e mbyllur né Y

(ii) N@)NN(T) ={0]
atéheré ekziston njé dhe vetém njé splein-funksion interpola%

tiv s = s(z,A,T).



Teoremég 2,2.3, N§ qofts se

(1) N(T)+A™1(2) (z€2) &shté bashkési e moyllur nd X
(i1) NN N(T) ={0},
atéheré ekziston nje dhe vetém njé splein-funksion interpo-
lativ s = s(z,A,T).
Teorems 2.3.1. Pér ¢do s€A™1(z) &shté i vertets

relacioni

8 = s(z,A,T)> (¥t eN(A))(T(s) | T(t))Y = 0

2. Kur £,2 jané hapé€sira reale té BRanahut, kurse Y
hape€sireé reale refleksive e Banahut.Né kBté rast @shté veérte-
tuar kjo

Teoremé 2Z.2.15. NE qofté se

——

(i) TA-l(z)(zeEZ) e shté bashkdsi e mbyllur dhe e kufi-

zuar ne Y
(i) NN ¥(T) ={o},
atéheré ekziston njé dhe vetém njeé splein-funksion interpola-
tiv s = s(z,a,T).
3. Kur: (a) X &shté hapesiré reale refkeksive e Banahut,
Y hap8siré reale e Hilbertit dhe 2Z hapfsiré reale e Banahut
me dimension te fundém,
(b) dim N(T) =m £n = dim 2
(c¢) N(AINN(T) ={0}.
N8 ksts prast &shté treguar se snlein-funksioni interpolativ
s = 8(z,A,T) paraqitet si zgjidhje e sistemit té skuacioneve

operatoriale
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A(s) = z A T(s) = C(z) (z€2 A CGS((X,[TN(A)]'L)).
Gjithashtu &shté dh&ng nje aplikim‘i splein-funksioneve
interpolative né teoring e funksioneléve optimal aproksimativ
né hap€sirén e splein-funksioneve interpolative S.Jané viérte-
tuar kéto teorema:
T e oremé 3.,2.1, Fér gdo L EX® ekziston Lez® i
tille qé | |
g rloAA((FseS) u(s) = g(s)-£(s) = 0).

Ne keté rast ,(a. femn .
lTeoremé 3.3.l. Pér gdo C pér té& cilén
D, ={xex : alx) = zAl2(l, ¢ c} # 8

ploté sokhet relzcioni

(¥ €x®) 1 = 258 = 1(s) (se5A(a,b) = £(L,)).

/777



SummaTry

In chapter II of this paper is proved the solution of

the following abstract minimization problem
inf{[lT(x)ﬂ% P X€ A-l(Z)} (ze Z)

where A 1is a bounded linear operator of X into Z and
T 1is a bounded linear operaztor of X into 7.

The element seA~1(¢(z) for which
llT(s)lI% = inf{llT(x)I% : xea"l(z)} (%)

is called the interpolating spline-function for 2z 1in conn-
ection with the overators A and T and is written s=s(z,A,T),

The solution of problem (%) is proved in the following

cases:
1, When X,2 are real Banach spaces and Y is a real

Hilbert space. In this case are proved the following theorems:

Theorem 2.2.1l. Suppose

i, S p————, i

(i) TA'l(z)(zEZ) is a closed set in Y
(i1) NN N(T) ={0]}, |

then exists a unique interpolating spline-function s =s(z,A,T).
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Theorem 2.2.3. Suppose

(i) N(T)+A'l(z)(z€Z) igs a closed set in X
(ii) NQ)ynn(r) ={0},

then exists a unique interpolating spline-function s=s(z,A,T).

Theorem 2.3.1. For each se’_A'l(z) the following

relation 1is true
s = 8(z,A,T)=> (¥ €NQA)I(T(s) I T(t))y = O

2. When X,Z are real Banach spaces and Y 1is a real
reflexive Banach space. In this case is proved the following

Theorem 2.2.15. Suppose

(i) TA'l(z)(z €7Z) is a closed and bounded set in Y

(ii) N@)YNN(T) ={0},

then exists a unigue interpolating-spline function s=s(2,A,T).

%, when:(a) X is a real reflexive Banach space, Y 1is a

real Hilbert space and 2 is a finite dimension real Ranach-

space,

IN

(b) dim N(T) = m £ n = dim 2

(c) N(a)N N(T) ={0].

In this case is proved that the interpolating spline-function

s = s(z,A,T) fulfills the following operatorial system of the

equations
1

A(S) = zAT(s) = C(z)(ze ZACeL(Z, (TN ).

In chapter iII‘is civen an application of spline-functions

in the theory of optimal approximation functionals in the

L



spline-functions space S.
The following theorems are proved:

Theorem 3.2.1. For each f €x™ exists ,Zez"- S0

that
g =foh A ((¥s€8S) u(s) = g(s)-£(s) = 0).

In this case L= fomn.
Theorem 3.3.1. For each C for which

‘?"C ={__x€X: A(x) = z A \l‘I‘(x)“Y € C} A g

the following relation 1is true

(BEEX®) m = 258 = £(s)(s€SA(a,b) = £(Q))

s
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