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Schriftleitung, Die Herren Mitarberier werden im Interesse einer raschen Drucklegung
geboten, die Arbeiten in gub lesbarer Niederschrift, etwaige Abbildungen auf einem
besonderen Blatt gezeichnet, einzureichen. Die in den Formeln etwa vorkommenden
griechischen oder deutschen Buchstaben (Fraktnur) sind stets besonders (etwa mit einem
farbigen Stift) zu kepnzeichnen. Der Text ist in lateinischer Schrift abzufassen. Die
FoBnoten sind foctlaufend zu numerieren, bel Zitaten Krscheinungsjahr und Seiten-
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Neuer Beweis und Verallgemeinerung einiger
Tauberian-=itze.
Yon

J. Karamata in Belgrad.

Die Herren Hardy und Littlewood ! haben folgende zwel Sitze bewiesen:

Satz A, Ks ser

(1) a, =0 -1, 208,

flr)= g‘u,_r” konvergent fiir r <1
und v
(2) ¢(z)=uaz"(lg=)" (glg=)" ... (lg,2)™, o>0;
aus .

1 ..
Fir} ~ !}".?(—1 _1;-) fiir r —1

folgt dann

:__‘:S;ﬂ* ~ r{ﬂld;_]_:, pin) fir n— .

Satz B, Es sed
T :}U |rn —__-]:‘3? :'5: ']i
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] - - ';"' 1
U {: lII""1. { A.E {t [ {-\-: .f'ib“ —> ':-x.: . ﬂ_ _'-'-1 jur n — .:1_:_-_,
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)
f8y= Ya e konvergent flir s =0

r=1
und
plat—ax’, o0
aus
. il y
fig) ~qi- 1 fir §-—~V0

') Hardy-latilewood, Tauberian Theorems concerning power series and Dirichlet’s
ceries whose coefficients are positive, Proc. of the London Math, Soc. (), 13 #1414,
S 174 — 1491 (8. 1801; Some theorems concerning Dirichlet’s series, Messenger of Math,

12 (1914, 8. 134- 147.
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folgt ifeenint |
i 'I .. }
N e — . — Hr no— 00,

Was den Satz A betrifft, so wurde dieser vonn Herrn R. Sehmidt®) weit-
gehend verallgemeincrt, mdem cr erstens die Bedingung (1) durch eine
allgemeinere ersctzt, zweitens die Funktion ¢{z), durch die, in seiner Atbeit
so genanuten gestrahiten Funktionen (Folgen) ersetzt, welche (2) als Spezial-
fall enthalten. Tm Falle @ > 0 habe ich den Satz von Herrn K. Sehmidt
{im Referat des ersten Kongrell der Ruméamschen Mathematiker, Clug,
April 1929, noch nicht emchienen) in einfacherer Form bewiesen. Die dabes
vorkommenden Funktionen ¢ (z) habe ich ,regulir wachsende Funktionen™
genannt, diete stimmen fiir ¢ > 0 mit der von Herrn Schmidt eingefiihrten
gestrahlten Funktionen iiberein, fiir ¢ =0 aber enthalten sie die gestrahiten
Funktionen, was ich an einer anderen Stelle®) eingehend behandelte.

Der Satz B wurde anderseits von Herrn O. 8zész*) verallgemenert,
b1 weglieB und statt Dirichletscher Reihen

T

indem er die Bedingung

Tntegrale von der Form [ A(x)e "“dx, wo A(x) nicht abnimms, be-
L

trachtete (die schon die Herren Landau®) und Doetsch®) in spezellen Fillen
betrachteten ). Die Funktion ¢ {z) behilt aber die spezielle Form a-x’.

In dicger Arbeit behalte ich dic Anmahme @, == (¢ bei, verallgemeinere
aber die beiden oben angefiihrten Sitze, indem ich den einer allgemeineren
Funktion ¢ () entsprechenden Integralsatz beweise. Anstatt Integrale obiger

Form hetrachte ich Stieltjessche Integrale der FDI’I]]\J*;E @l A(x)} mib
: {

2| R. 8chmidt, Uber divergente Folgen und lincare Mittelbildungen, Math. Zeitschr.
29 (1925, 8. 89— 152 (8. 151

3 J. Karamata, Sur te thode de croiszance régulidre des fonetions, Mathematica
(Cluj, Roumanic) 4 (1930), 5. 88-- 43

) (. Szasz, Verallgemeingrung und neucr Beweis einiger Sitze Tauberischen Art,
Sitzungsber. d. Bayer. Akad. d. Wiss, (1929), 8. 325340 (8. 326).

% B. Landau, Monatsh. £ Math. u. Phys. 1807, 8, 8 22

%) Doetach, Math. Annalen 82 {1920], 5. 68— 82,

“, Ebenfzlls haben die Herren Hardy und Littlewood in der Note: Notes on
the theory of series (X1): In Tauberian theorems, Proc. of the Lond. math. Soc. {2) 30
(1929), 8.28—387 (Theorem 1} den analogen Satz fir Integrale von der Form

Vet f(ayde, frpz0,
{} .

hewiesen; dicsc Integrale wie auch dicjenigen, die Herr Szisz betrachtet, sind aber
in dem Sticltjesschen Integrale

1
Te*fd[d(£)], A(¢) nicht abnehmend,
0

enthalien,
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der nicht abnehmenden Funktion 41z), da diese die Dirichletschen Reihen | sei ferner das Integral
. - . ' ‘ ] ’ . o . r
direkt als Spezialfall enthalten; denn es 18t j‘ e LA i & >0 konvergent
XA o ) . )
[e*d{dim)) = Xa,e ™", | und
i ¥=.1 ‘ o
' . Tt - e
Wenn | t 7 [e ”;dum-.l_;o{ SEANY
N I” fir 0 <</, . t .y AL L
dixi= | | o T, . l: - Aus |
| . lﬂ’l r-ﬂ-ﬂ—i—.., ;—{ln - funﬂiiﬂéﬂﬂ_:.l (?‘L:]_*E.il : o L
gesetzt wird. | (8) fg'” d{4 (.}~ fl her & —» ()
Die Funktion ¢ {a) setze ich als ,tegulir wachsend™ voraus. Diesen tolgt dann 0 v
. Ly . e e e . 0 R
Begrifi habe ich in memer unter ) zitierten Arbeit eingefiihrt, weshalb ich Qm
hier nur die Definition und die Haupteigenschaft ohne Beweis angebe. _t . ‘1 ] J )
= - = 1t a :
Die stetize und positive Funktion ¢ix), welche mit z ins Unendliche e " g (o )d{fl(t)}’” *?"g) T(,,‘;]}‘J.E g(e )d{t"} ber 8 — 0
0 0

wichst (welcher Fall uns hier nur interessierti, wird reguldr wachaend S '
fiir jede im Intervalle (0, 1) stetige Funktion g(z). (Fir o=10 hat man

genannt, wenh g e v : . .
unier 1° diejenige Funkiron zu verstehen, die — 0 fir 1 =10, sonsl = 1 ist.}

T

(3) __rLE.J‘{I,{t) dt_'?sl—!’ s> fiir @— . Beweis, Setzt man in (8) (k-+1)s (k=0,1,2,...) statt 5. s0
welels | folgt wegen (5) und (6)
und dann wird o
(4) p(a) = 27 L{z), f‘”E‘“*d{*‘-‘(”}”‘i‘”(tsﬁlr)“—ﬁ:ﬁ—u”":ﬂ
wo L (x) ene langsam wachsende, abfallende oder oszillterende Funktion v
genannt wird und folgende Eigenschaft hat: i1 1 J‘ =Wt g gy
. . — _ te

{5) L(mr)fL(r)—r} hei r— oo fir jedes x = 0, | EF“‘*JI('?—UG i

Umgekehrt folgt (3) aus (4) und (5). also st

D ahnte V meinerung lautet: ot . i1 J

1€ eITW jera.]]ge El‘ eTiung “ fﬁ ‘tPlLe h#‘]d{fl (“}Nqﬂl] 13_1. o E_;j.‘_{,e_f.}d{iﬂ}?
atz 1. Hs ser A(x) nichi abnehmend, @ (x) regulir wachsend, : ST \es ia+1) S

plx)=2x"Li{z)—~o00, wemn T = o0, o210, wo P{2) ein beliebiges Polynom ist. Da jede stetige Funktion durch
Polynome gleichmibig approximiert werden kann, ist wegen (7 ) der Haupt-

satz hewlesen,

ses ferner das Integral
f(s):fe"”d{&{tj} fiir s> 0 konvergent;
O

Um aus dem Hauptsatze den Satz 1 zu arachliefen, setze ich zuerst

H-HS g
, SRS ; 1 fir 0 <1< 1,
flﬁ)mfp(s) iir § — E_fgl_,e_,}_ 14s.-# (<1< L
f{ﬂgt dﬂ’l’lﬂ - T g —_— ¢ — £y & - U:
!‘1 ﬁ:I:| L f_{ﬂ]_— 1—-} i ':_JE;I _ﬁii' ro-oe T ~ () " 1] — & i i.
Dicsen Satz folgere ich aus dem folgenden Dann folgt, wenn man lfs =z setzf,
xil: s}
Hauptsatz. Sezr '
- AI+—j‘:’1.'-~_
IM{":]‘) fF'li;ﬂk]‘::t:ﬂL[:iﬂ:} e ™. HERH T — X, ﬁél_}__ (9 ( ) R . . |- & Sf\}d{A I:f:l}
(5 Ligr) Lir)—] hei r—» oc Jiir jedes x > 077 ) 1

1i-=
1 | , 1 , a
Nﬁ_ﬂj{p(m) | -I.{ﬁ_}-]jq-[_m};jll—_E—tjff.{t 1.
1

) Im Falle, wa L) nicht abnimumnt, geniigs schom, wie Herr Landau (Bull.
Acad. Belgique 1911, 8. 443} rexcigt hat, dab L2y L(r-»1 bei r— 0.
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Qetzt man welter
0 fiir gt ¢,
P it L 1<t <,
—t s £ : —= ¥ =
e gile J=g.(t) =1, . ,
N 1<t <1+ ¢,
E‘ 4 —_— jr—
U Eh 1_3_5{2:1'3
so ist, da A (x) nicht abmmmt,
£ {l—c}
1 1 i
1 — st 3
b glr) s jl‘-] 8 Srid{A(f;}
b ]
" ] ¢ 1 (V--g)®lt= (1 —-g)? 12
‘ * ' f i NS, L R
f gﬁiﬁ'frjd{;‘i[‘f)} _-Fﬂ;_i-\ J g.tl:ai}d{i | f.:g_|_‘jj:| e
{1-z) 1—=

woraus nach {9) Satz 1 folgt.
Bemerkung. Nach Satz 1 ist leicht zu ersehen, dal folgender Satz giit:

Babz 2. Sei A(x) eine nichi abnehmende Funiktion derari, dafi

s

i

0

eine reguldr wachsende Funktion ist®), ferner sei af{x) eine stelige und
einseitiy beschrdnkte Funktion; aus

fs‘”u(ﬂd{d{t)}ma{fe_”d{ﬂ(t)}, s 0,

L2 B s

d{A(1)}=gp(x) > fir 2=

folgt dann “ . :
Jﬂ(i}d{ﬂ(t)}mﬂﬂ(ﬂf]-
Ist ) *
A(w):{[} o fmaErEs w12,
Pyt pat TP AT TS A

dann folgt ans diesem Satz ein Resultat, welches ich im Referat des ersfen
Kongresses der slawischen Mathematiker, Warschau 1929, bewiesen habe

und welches lautet:

7] Damit @ {x) eine rcguldr wachsende Funktion sei, ist nach Satz 1 notwendig
und hinreichend, daB es A{x) ist, also wegen (3}, dab

— 1_. — Jd el
It:'ﬂ I.'i_)
]

einen (renzwert filr x = oo besitzl,

Tanberian - Sat«e.

A ) erfiille die Bedingungen des Safzes 2.7°) Aus

- . _':r-}lg
2 "I'J- Pi-' 'F
r=1

—+a ber s—20

o

S pe m”
r=1
wn |
a, > 0 (1)}
folgt dann
i
z EII-" .FI-'
r==1 .
- - hei » — o
A |
y=1

(wo a(4,) -—‘u" gesetzt 1st).

1) ). h., wegen ?), daB der Ausdruck

Epw ,1‘:

i

w A, < i Aetas

¥—1

r=1

cinen Crenzwert besitst, wenn = —» o0,

( Kingegangen am 25, Juni 1930.)
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