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l.1. Muare figure i njihove osobine
_—-__'__——_H“*_

Kad se dva sistema krivulja polaZe jedan na drugi, vi-
di se jedan treéi sistem krivulja koji zovemo njihove muare
 igur e, Svaki od zadanih sistema mo¥emo posebno nacrtati i
takva slika zove se mre £ica linija,

Bilo koji sistem krivulja moZemo analitidki izraziti

Jednadzbom takve krivulje, koja opéenito glasi

f(“:‘a) =0 - (1.1)

7

gdje je # funkeija koja oovezuje varijable =« i g. Zelimo 13
1zraziti sistem takvih krivulja, tad se u jednad¥bi mora Jjavlija-
ti jedan cijeli broj m. koji je redni broj odrediene krivulje

U sistemu, Da to analitidki izrazimo, piemo jednad¥bu ovako

{i(x,4,m)=0 (1.2)

Drugi sistem kriwvulja povezati ée varijable nekom drugom funkeci-
Jjom fz. I u tom sistemu javlja se redni broj krivulje, Oznadi-

mo ga sa M. Stoga je jednadZba drugog sistema krivulja

{z (I‘-,g,m) =0 (1.3)
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Kad se ta dva sisvema dovedu deo v»ckrivanja, onid &
krivulje tih sistema presjecaju 1 spojnice njihdvih presjexa me-
neriraju njihove muare figure. Na slici 1.1 je jedan isjecCak tih
krivulja kod pokrivanja i na svakoj od njih su napisani redni

brojevi. Vidimo da bi slijedeéa linija dolje i desno morala ima-

ti redni broj -l. Dakle

m
-3 .. 5 kao redni brojevi mogu
-2 . e . ' 4 _nastupati kako pozitivni
-1 ... 1 ‘ ‘ 3 tako i negativni cijeli
2

‘ T Kao muare figu-
L 1

‘a ’ brojevi.
re javljaju se linije ko-
S

‘ je prolaze kroz vresjeke

“ ~ ""-\ﬁ linija sistema 1 zato su

dijagonale malih Cetvero-
kuta koji se nalaze izme-
dju linija sistema. Cne

/
31lika 1.1. su ne slici oznalsne is-

}_J
4+
g

el

M

crtan

[ ] ) - -l—
1jamna, Promat-

m =C

H

rajono ih redom. lNajgornja od njih prolazi sjeciste C
Sto éemo krade visati (C,0). Slijede sjecista (1,1), (2,2),
(3,3), (4,4), oo Za sve njin Je karalkteristilinc Iz je M-MN-=
To je O -=ta linija muare sistema.

Stijedeéa linija prolazi sjecistima (1,0), (2,1),
(3,2), (4,3), eoe Vidimo da je tu M-M=1 i to je linija mua-
re sistema sa rednim brojem l. Slijedeéa linija ide kroz sje-
cista (2,0), (3,1), (4,2)y «eo Tu je M- N = 2. Jednako bl do-
bili odgovarajuée rezultate kod slijedelih kombinacija rednih

brojeva. Stoga moZemo opéenito pisati



(1.4)

gdje Jje f cijeli broj i on je redni broj linije u muare sis-
tenu. Dakako ako je md{m onda izlazi za f’ negativna vrijed-
noste I na slici to su tackicama izvudene linije. Tako prva od
njih prolazi kroz sjecista (0,1), (1,2), (2,3), (3,4), ... Tu
je M -M ==1, i analogno ide dalje,

Zbog toga sto ovdje treba oduzimati redne brojeve, do-

biveni sistem muare linija zove se suptraktivni sistem.

Da nadjemo jednadZbu muare linija treba iz jednadZbi

(1.2) i (1.3) odrediti redne brojeve. Dobivamo
m=£(¢.g) (1.5)
m = Z(x,g) | (1.6)

r‘
gdje su ?; 1 fz funxcije koje povezuju varijable naken izdva-
Janja rednih brojeva., To treba uvrssiti u formulu (fl.ii-). Pobi-

va se jednadZiba nmuare sistexa
z(x)g) — ?;(‘1‘-,#) = f (1.7)

1 time Jje zadatak opéenito rije3en.

Ali cetveokuti na slieci 1.1 imaju i jo3 jednu dijago-
nalu, Na slici 1.2 nacrtan je isti isjedak mreZe krivih zada-
nog sistema ali su spojene druge dijagonale njihovih malih Set-
verokuta, Gornja linija ide kroz sjecisSta (4,0), (3,1), (2,2),
(1,3), (O44)y ees Vidimo da je tu m +m =4, Slijedeéa linija
ide kroz sjecista (3,0), (2,1), (1,2), (0,3), eee Za nju vri-



jedi M+ m = 5, 3licno izlazi za

slutaju imanc uslov
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Slika 1.3%.
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Kako ovdje redne
brojeve treba zbrajati, te
ove muare figure zovu se
aditivne. Na isti se nadin

dobiva njihova jednadZba ko-

* ja glasi

Glxy) + (zyg)=p (19

traktivne 1 ad i-
tivan e, |
7

a slici 1.5 e
fetografija auare figura Xo-
je nastaju pckrivanjed avaju
sistema ekvicistantnill pare-
lelnin pravazca, ali viil se
samc jedan sistem tih lini-
ja a ne dva. nad se to de-
taljno promatra, vidi se da
su muare figure krate dija-
gonale malih letverokuta, Xa-

ko je to nacrtano na sl. l.4,

Drugi se sistem ne vidi 1 za-
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t¢c Kzleno wa on nije efikasan.

L

Na slici 1.5 Jje fotografija tih sistema »ravaca zad
. . 0
su oni postavljeni pod kutem od 907, Jasno se gleda da sada mua-

re figura nema. Znac¢i sad nije efikasan ni jedan od dviju tipova

~
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Slika 1.4. Slika 1.5.

muare linija., Detaljnija analiza pokazuje da su’u tem siulzaju
obje dijagonale malih etverokuta jednake, Prema tomu, 2ko ho-
Ceno da se vidi muare sisten, onda treba mrefice tako postavi-
Ti da su Jjedne dijagonale Lrals od drugia, 2 &e se sistem Xra-
¢ih dijagonala vidjeti i zatc ¢ée on biti efikasan.,

Postoje i takvi sistemi mreZica Xoje daju nuare figu-
re kod kojih su u jednom dijelu ravnine efikasne suptraxtivne,
a u drugom dijelu aditivne muare figure. Linija koja ogranicava
ta podrutja zove se komutaciona granica. 3to-
ga treba odrediti analiticku metodu za izradunavanje komutacio-

ne granice i podrucdje efikasnosti pojedinih vrsta muare figura.

Na slici 1.6 nacrtan je Jedan elementarni cetvero-

kut ABCD i njegove dijagonale. U sludaju efikasnosti suptrak-
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- T

tivnia muare figura je xracéa dijagonala 3 ona xoja oridazu-
je suptraktivne figure, a dulja 4C  Jje ora x0ja ougovara adil-
tivnim figurama. Sa slike se vidi da ¢e dijagonala 3D biti kra-

éa ako se linije sistema m i M

C

sjeku pod oStrim kutem. Stoga je xut
-—
medju vektorima tangenata straniea {"l

vl
i {“-, kut ¥ uvijek u intervalu

o { h"<ﬂ/2, i zato je
cny >0 (1.10)

Skalarni produkt dvaju vextora je

—_—

{Mt.tﬂr::lthd-ltmi-guﬂﬁr
Sliké 1.6 va slijedi da je
tm -t >0 (1.11)

Cznacdimoc sa Y‘M 1 ‘%‘L funkecije

Y. = fi(zy) — m | (1.12)

Ym. I‘-Zt(x:ﬂ) - m 1.12)

Kutevi koje zatvaraju vektori tangenata xrivulia ﬁtm.
i Y&.jednaki su kutevima koje zatvaraju veXktoeri gradijenata tih

funkeija. Stoga umjesto (1.11) moZemo pisati 1 uvjet

gxulﬁ"m . W%‘ >0 | (1.14)

Dakle, gdje je to ostvareno, efikasne su suptraktivne muare figure.

Ako trebaju biti efikasne aditivne muare figure, onda



elementarni Cetveroxkut izzgleda kao na slici 1.7. a bi dijamsna-
la AC bila kraca, &to Je votrebno kad su aditivae fizure efi-

raily eyl
Xasne, mora kut izmedju tangenata f/m. 1 in biti tup 1 zato mo-

Slika 1.7,

ra biti ¥ u intervalu 7T/2< Y(.‘TC ili c_,aja’ < Ce L
dalje istim rasudjivanjem izlazi uvjet za efikasnost aditiv-

nih figura:

gMYM'gAdde<O (1.15)

@ graalci tih dvaju podrucja je linija od

¥
1}
L,
. |
1))
'3

Tz .

U tom su sludaju obje dijagonale elementarnih detverockuta jed-

pa slijedi da je kut medju tangentama linija pravokut ¥=



rake i na t23 linifi i u njezi-
EOj blizsj okolini se muare fi-
re uopée ne vide, kao na sl. 1l.Z.

Treba ovom razmatranju
dati joS i analitilki oblik. Jed-
nad?ba zadanih sistema krivulja
su (1.12) i (1.13). Za tako

1; zadane linije Je

Yo

T
<
i
~

Q>
=
1
Q.
%

|
|

Slika 1.8. ?/uu{ Yo =

pa slijedi njihov skalarni produkt

: ‘ dtm, At .9_'\_'0_@_9_1}% (1.17)
pad Yoo grad o = 5% 3y dY

i zato na mjestima gdje je izraz (1.17; jednak nulil nalazi se
komutaciona granica, a u podrulju zdije je on >0 efilkkasnz su
suptraktivne a gdje je on L O efikasne su aditivne muare fizurs,
Kako éemo u oveonm radu uglavnon koristiti pclarne xoor-
dinate, treba taj izraz razviti u tim kcordinatama. U polarnin

koordinatama imamo jecdnadiZbe linija

=9:(f',f) -m | (1.12)
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d =k r * T J'f

—l ——
gdje je Tg Jediniéni vektor u smjeru radija vektora a ‘f: je-

diniéni vektor normalan na taj smjer. Skalarni produkt je

. P 3 . 3Vm 9¥m .

pa pomoéu tog izraza moZemo odrediti komutacionu granicu muare
figura i podrudje efikasnosti suptraktivnih i aditivnih muare

figura. Cvo su proveli Moser i Janiéijevié u radu [24].

l.2. ZPregled dosadas$njih proudavanja muare fizura i

njihova primjena

Foucault Jje 1859. god. [l] prencrucio Jedru metedu za

Zi-

R
3
(D

[ » [ a W oy » o, L) -?J . W -
provjeru ispravnosti opticxkih leca i sistzma kerizcenjem =
ca sa varalelnim linijama male frekvencije, i to se mofe snat-
rati zacetkom prouCavanja i primjene muare figura u voviesti nau-

-

ke. lfazalost, on tu metodu nijes dalje razradjivac niti koristio,

{h

jer je smatrao da je manje csjetljiva od Jedne druzs metcie, te
ostaje njegova zasluga sto Jju je orvi spomjenio kao jednu oZ mo-
guéig metoda.

Slijedeéi korak &ini Rayleigh 1874. god. [2], koji
Je prvi opisao fenomen muare figura i to otprilike na ovaj na-
¢in: uzimaju se dvije fotografije Jjedne reSetke i polaZu jedna
na drugu pod nekim malim kutom, tada se pojave muare figure ko-

je imaju oblik pravih linija. Ako reSetke nisu potpuno pravil-
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ne, tada se prave linije muare figura issrive. Cvu metodu Je
preporucio za provjeru tadnosti optickih reletaza,

Dalje Jje Righi 1387. god. [5] proucavao raspodjelu
svjetlosti u sistemu muare pruga koje nastaju prekrivanjem dva-
Jju sistema pravaca, i sludaj muare linija koje nastaju prekri-
vanjem mrezice sastavljene od kruiZnica sa mreZicom pravaca.

Ronchi je 1922. god. [4] razradio Foucault -ovu ideju
0 upotrebi muare figura za provjeru tadnosti optickih leéa i og-
ledala. Cn Jje takodjer 1925. god. [5], proudavao muare figure
koje nastaju pokrivanjem mrezZice sastavljene od pravaca sa mre-
zicom sastavljenom od kruZnica. . )

Raman i Datta 1926. godine [6] prvi proucavaju muare
figure koje nastaju prekrivanjem dviju zonskih mrezica.,

Poslije II svjetskog rata dolazi do svestranog prou-
cavanja muare figura i njihove primjene.

Proﬁiémima primjene linearnih mréiica za precizna mje-
renja bavi se u svojim knjigama J. Guild [7] i {8]. U sponje-
nutim knjigama nalazi se opseZna 1ista%citiranih radova 1 bilo
bi nepotrebno ovdje takvu ili sli¢nu listu nonavljati,

Metroloske primjene linearnih mreiica conisuje u jednon

3

t

rac

b—l
<
)

ni

(L.

{

pregledncm clanku J. ii. Burch [9]1 u zblrecl pregsle

1

nrogress in Cntics II". Za njegovom xraju citirzaju 2

i

- =
{-':' ,,.-:' I‘:h

{1}

o tim problemima, Ta c¢injenica pokazuje kako Je ova tena aktuel-
na bila i koliko se po njoj radilo.

Drugi smjer primjene muare figura je kod ispitivanja
elasticénih deformacija. O toj temi postoji knjiga P. Theoca-
ris -a [19], koja detaljno razradjuje problem 1 na kraju dono-
81 listu od 278 objaﬁljenih radova o toj temi i srodnim prob-
lemima,

Uspjesno primjenjivanje muare figura umnogome zavisi




od njihovog poznavanja. 7atc je fezdesetih godina nalez stolje-

éa uzimalo maha objavlijivanje radova xcji se cdnose na razi€ ti-
pove muare figura. Tako 1904, god. izlaze rad M. Stecher -a [1@]
i rad koji su objavili Cster, Wasserman i Zwerling (11]). U tia

se radovima pojavlijuju muare figure nekih najjednostavnijih sis-
tema geometrijskih linija ka0 Zto su pravei i xoncentridne krui-
nice. Cni takodjer daju i osnovni nmatematidki aparat pomolu ko-

jeg se mogu odrediti analitidke jednadfve muare figura.

Moser, BahlevandZiev, Jonoska i Janiéijevié su 19%4.
god. [15] detaljno obradili muare figure koje nastaju pokriva-
njem dviju Fresnel -ovih zonskih mrezica. Isti autori su kasnije
obradili i sludaj Cornu -evih 1inearnih zonskih mreZica 1 nji-
hove kombinacije sa Soret -ovim mrezicama [14].

Ista grupa autora objavljuje Xitav niz radova gdje su
istrafivane muare figure drugih tipova Krivih linija zao sto su
elipse [15] snlrale [22] sinusoide [29] hlberbole [29] itd.

uare figure su nasle vrlo veliku primjenu u oblasti
metrologije raznia fizilkih Ienomena, narc3ito u optilikoj metro-
logiji. U ovog disertaciji je narolita nafnja pesvielena orinjs-
ni muare figura u metrologiji deformacija tijela,

U zadnjs vrijeme se razvila prava .ODv tifka umnjetnes
u oblesti slikarstva drimjenon raznin sistema linijz 1 muars fi-
gura kao rezultat niihovin rombinacijz. (va vrsta unjetn 15551 Je
prodrla do televizijskog medijuma gdje Su scenografi, koriste-
éi ljepotu, raznovrsnost kao i lakoéu dobijanja i mijenjanja
muare figura, dobili vrio prijatan i lijep unjetnicki dojam u
pogledu estetike.

Kad smo tu, moramo upozoriti da muare efekti u nekim

sludajevima predstavljaju i smetnju u televizijsko] tehnici ako

e o e S
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se ne eliminisu [25], [23]. tarodito snetaju kada 1mamo pojavu
interferencije izmedju spektralnih komponenti videc signala sa
nexim drugim parazitnim periodilnim signalom. Ove smetnje se mo-
gu eliminisati u potpunosti ako se nalazi izvor signala koJji
smeta. Medjutim, ima sludajeva kao npr. pri magnetnom snimangju
videosignala, gdje se muare efekat pojavljuje 2zbog fizickih po-
java koje nastaju frekventnom modulacijom videosignala prije
nego Sto se snimi na traku. Jasno je da je zadatak TV tehnica-

ra i infenjera u ovom sludaju da muare efekte svedu u sto je mo-

guce manjoj mjeri. ‘

Muare fisure se primjenjuju u jod jednu vrstu umjev-
nosti a to je oblast dizajra, narocito u dizajneriji tekstila.
Sposobni i daroviti ljudi danas mogu pomodu radunala napraviti
Pantastidne kombinacije sistema linija i boja, a time 1 muare
figura. Kada se1to prenese na tekstilnu tkaninu, mogu se dobi-
ti vrlo efektne i lijepe Sare.

Kompjuterska tehnika nagovjestava da se u buduénosti
mogu olekivati i druge mogulénosti primjene nuars fisura, te dre-

br

5
(s

i
-t

ma tomu vrls je vaZno znati csobine Sto je m

}

O

vele

(i

~ucls Jja

.9

£

>dno i jedan od ciljeva ove Gi-

(I}
o
.
(D

sistena muare figura. To

sertacije.

(¢
W)

Jedne vrlo va®no podrulje primjene muare figura je TC

"

da se pomodu njin mogu odrediti oblik vruga interferencije dva-
ju a i vise koherentnih valova svijetlosti. aime, muare figure
dvaju sistema krivulja su spojnice presjednih tolaka tih kri-
vulja i predstavljaju njihovu geometrijsku interferenciju, Jjer
spajaju najernija i najsvjetljija mjesta ravnine. i1.oser i dr.
[20] su dokazali da se maksimumi interferencije dvaju snopova

svjetlosti podudaraju sa muare figurama sistema krivulja Jjed-



j—
M

- L]

nakXih faza tih sncpova svjetleosti u ravninl interferencije. U

{

istom radu je pokazano da su linije Jjednakih faza sfzrnog vala
svjetlosti granidne kruZnice zonske mrezice, da su linije jed-
nakih faza cilindriénog vala u ravnini paralelnoj izvoru svjet-
losti granidni pravei Cornu-eve mreZice i da su linije jednakih

faza ravnih valova sistem paralelnih ekvidistantnih pravaca.

l.3. JednadZba sistema koncentriénih lemniskata

Zadane su dvije cévrste tacke F,o 1 Fse jihov Jje raz-
mak 2., Lemniskatu definiramo kao sistem todaka za koje Jje oro-
dukt udaljenosti cd tih
Svrstih tolaka uwnravo Jjed-
nak 62. Oznzlimo 1i u-
daljenosti sa v 1 2
onda za tatke lemniskate

vrijedi formula

-

r:j-l-+a:a:1-3l

J
ol

0
O

rnim k

)

S1lika 1.9,

'

Provesti ¢emo je u polar-
ne koordinate. Biramo os X na spojnicu F1F2 sa ishodisten

O u sredini izmedju njih. Sa slike slijedi

2 _ Y 2
vi=(x-e)"+ ¥ (1.22)

. 2
2 =(x+e) +y (1.23)
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Xada zamjenimo u (1.21), dobijamo
(oc"-z-e-:c + %4 73)-(1'24- 2-€- XL + 62 + gz) = e

L

(x"-»e‘—:-gz)"-q-e’ix" e

1)

(e ) 2€ (e g+ dobedx’= €

2, 2
(‘J."" + yz)t gt 2'6-(3: - ?z) (1.24)

To je jednad®ba 4—tog stepena. Dakle lemniskata je krivulja 4-tog
stepena, Sto znadi da Jju pravac mo¥e sjedéi najviSe u 4 tocke,
Jednad®bu lemniskate éemo Jjo3 provesti i u polarne

koordinate. Transformacije glase

L=r-cny

lg-.: r. Am¥ (1.25)

Kaxo Je

:z_*_.jZ:rz

xt -t = r? (canzv—-xs&mz‘f’) =1 o lf
zamjenon u (l.24), izlazi

r? = 2.8 o 2¥

Oznadimo 1li
2 A
2. =¢C

imaéemo

r= & wk¥ (1.26)
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(3

kao jednadzbu lemnisixate u oolarne kcordinate. Toc Jz jeinadiba
Koju donosi Demidovid u zbirci [51]. Jedna lemniszata, nacrta-

na prema formuli (1.26) predstavljena Jje na sliei 1.10C.

“r""“'
o
-*
o
1

Slika 1.10.

Treba naponjeniti da Jje lemniskata Jjedan poseban siu-

¢aj Cassinijevih ovala, koje imaju JjednadZbu u opéem obliku
2 2 2 2, 1 2 {
(x*+y* ) - 22d>(x'-4) = e~ d

gdje Je d=e,

Lemniskate se razlikuju po konstanti € . Zatc jed-
nadZbu sistema lemniskata mozZemo take napisati da u tej Konstan-
ti uvedenmo neki cijeli brcg M. Dajjednostavnije Je staviti
konstantu C-m , gdje je € konstanta najmanje Xrive a koa os-
talih su te konstante cijeli broj puta vsii.

Postoji i moguénost da izgradimo sistem lemnisxata Xod
kojih se konstante odnose kao kvadratni korjeni iz cijelih bro-
jeva, dakle da uzmemo za Konstantu c-fﬁ;. Takav sistem zvat Ce-
mo zonski sistem lemniskata i on ée biti osnov ovog rada. Ime

potiée iz analogije sa zonskim sistemom kruzZnica, koji predstav-



h)

1ja sisten koncentriinih kruZnica kojima se¢ polumjeri cdnose
kao kvadratni korjeni iz cijelih brojeva. laime takav sisten
kru®nica ograniduje Fresnel-ove zone kod objasSnjenja difrakci-

je svjetlosti na okruglom otvoru.

Takav zonski sistem lemniskata imat e jednadZbu

T4 = ¢ mecm2? (1.27)

Kako je ta jednad?ba dosta jednostavna, bit ¢e zgodno za upot-

rebu u daljem radu.

Slika 1.11 prikazuje takav sistem lemniskata, odredjen

nuneridkin izradunavanjem pomoéu formule (1.27).

Slika 1.11.

Da bi se muare ficure boljs vidjele, razmaci izmetju
susjednih krivulja naizmenicno su crni 1 dijell. Karakteristilno
je za taj sistem krivulja da ne pokriva cijelu ravninu negc Je
polovina ravnine izmedju 7%' { YL Bﬂ/q i 5% L ¥ 7% praznae.
To pokazuje i jednadZba jer za interval ]/;,4 ‘P(""% velicina
R izmedju 7[/2 i 5"1/2 u kojem je intervalu V. WA 4 nega-
tivan pa izlazi za T imaginarna vrijednost.

Zbog toga se kod muare figura mora voditi racuna O

podrudjima u kojima postoje lemniskate.
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J nalizm raliuni-
ma ¢ se Javiti i slulaje-
vi kod koJjih Jje mrezZica

zakrenuta za neki kut o,

. Uzmimo Jjednu lemniskatu
m sa Jednadzbom

ri- Cz-fm-w.'I2¢ (1.28)

Ako Jje zakrenemo za kut
ol , kao na slici 1.12,
onda udaljenost T osta-
Lo _ je ista u oba sistema ali
Slika 1.12 se mijenja volarni kut.
Taj Je kut u novom siste-~

mu P i iz slike se vidi da Je
1 zato zakrenuti sistem lemniskata ima jedradZbu

Tz - CZ'M'MZ(\P— 5() ;"1

-

Jzmino dalje da Je sistem lemniskata vparalelno nonal-
nut takc da mu je sredilte u todkxu (A ,t ). Taidz se jeinadiba

U pravokutnom sistemu moZe pisati ovaxo:

z 21 = ctm[(e-AP - -£)%]
[(x-)F+(4-£)*]" = [ - (4
ili

v
(:c?'-blaz-'?-"‘!\-m—zi‘ﬂ “+ )’2._'_ tZ)l:cz;M.(xz_g _.,z*é-‘-'C-}-z.i-j.‘. A2 252)

i pomoéu transformacije izlazi za polarne koordinate
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. L - 2
(rieofy o ripn’ P = 2TAcon¥ - JTCamt + A1, 22)" =

= o (rlieaty - FAlp - 2T A-£0 4+ 2rTmne + A - %)

i konacno
2
(Yo 2r( Aeonp + Lam®) + A2 +1°]" =

To je jednadZba paralelno pomaknutog sistema lemniskata. Vidimo
da je ona detvrtog stepena po T Sto je u skladu sa stepenom
jednad¥be u pravokutnim koordinatama. Samc xad je srediste u
ishodistu, kad Jje A=0 1 y O, moZe se sa 1"’2 kratiti
pa izlazi JjednadZba drugog stevena.

Ako se pomaxk izvrsSi samo u smjeru osi sistema, treba

uzeti L=C, i dobije se jednadiZba

(r*-2TAenf + A1) et (T codzf— 2T4co0¥ 4 A°) (1.31)

Ako je pomak izvrsSen noramalnc na 03 lemanisikate treba

ba

N¢

uzeti A= 0, pna izlazi Jjednad

: ‘ ,
(T2 -20hmmf 4+ £2)* = ctom(Free2¥P4 27t nimp - £7) (1.32)
U slufaju da je os sistema lemniskata jos i zakrenu-

ta za neki kut ol , onda u ovim formulama treba samo mjesto

xuta ¥ pisati Y-«&.
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:Z.MUARE PIGURE DVAJU ZOUSKIH SISTENA LEMIISKATA

—— —

2.1. Odredjivanje komutacione granice

Pokrijmo dva sistema lemniskata koncentricno jedan na

drugi. Osi tih dvaju sistema neka Zatvaraju kut o . Tada su jed-

Slika 2.1.

nadzbe tih sistena

r2 2t mmen2(e-)
y (2.1)

T*':;:i{nnwunZﬁP

Na slici 2,1 se vidi da se krivulje pokrivaju samo u

s
intervalu -%‘--&o&é‘f{% i u simetriénom podrucju -3%[-—0(< ¥ < 7R

U ostalim djelovima ravnine nalaze se ili samo linije jednog
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sistema ili linije uopée nema.

Ispitat éemo najorije kojs su muare figur:s efixasne u

tim podrud¢jima. Zato pomoéu (2.1) izradunavamo funkeije ﬁ i Y,

2 -
Y, = -
= — —_ YL .
ct.oon2(¥- )
z ? (2.2)
TI
= -~ )
T d* 2 o

Derivacije tih funkeija po varijablama su

ﬂi — ZT 9'¥a 2

AT T Creonz(p-ol) I - Lcorze
Oh _ arismzfed) 3 _ 2riged?
3P T cleme (¥-) r ~ dieo?2¥

To uvrstimo u formulu (1.2C), pa dobivanmo

G =- frs | hrtain (- )aindf

il

+ =3
Crdhen2 (P-ol)eor 2y M crdieniz (- L)centl ¥

G = hr’ —-[4+ Z(Y-o()- 2\"] (2437
crd o1 2(~ol)con2¥ ? tJ

Prvi je faktor uvijei pozitivan. 1 druzi Jje :
Y S>ol, Da ispitamo §to je u sludaju da jJe Y{X , odredit Ce-

mo komutacionu granicu G = 0., To je kad

A + ﬂ'g?.(?_ ,()-t,-‘l‘f’ =0
' 4
1{2 (2¢-2L) = — -'%'E:;

vfé“""f’"‘ -4
B B
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ig‘zv-tgzocﬂ?w - ?z‘r’-z‘g 24
1»3?-” — (2.4)

1 ova jednadZba nema realno rjeSenje. Zato nema ni komutacione

granice i svuda je G>O, daxle vide se samo suptraktivne mua-

re figure,

2.2, Sludaj koncentridnih lemniskata

L

Odredit ¢emo jednadZbe muare figura za sludaj kada

lemniskate imaju zajednicko ishodiSte. Iz (2.1) slijedi

2
M —= I .
Creon 2 (- )
5 rt .
™ Ten1?

Jednadibu suptraktivniia nmuars lirija debijsno zsz

nem u jednadzbu (1.4)

r? rt
'c"awn(\e—o{)—“ d-conl¥ /’

Tt'[. dieen 2 — Cteon 2 &)] — C’:olz'.f-c.aj.Z(‘f’- X )-cog 2P

2 _ c?-all'f-mz(*f’-a()cmz?

T —~
dieny - cteog (-« (2.5)

To je jednadzba muare figura u polarnim koordinatama. Prema toj

formuli su numeriékim raunom odredjene krive za sludaj C=3.87,

C£=4.45 i 0C=4°. Nekoliko muare linija nacrtano je na slici
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nririvania dviju

C_l.
i)

2.2, a uz njih je predstavljena i foteografi
zonskik mrefica sa taxvim elementima. Vidi se da se muare figu-~
re na grafikonu i foteografiji
slazu.

Kod vecCih kuteva izme-

dju oviju mreZica muare figure

su sve slicnije praveima, 3to
Slika 2.3. se vidi na fotografiji 2.3.
Ako obje mreZice ima-

Ju iste dimenzije d=¢ y Jednadiba (2.5) prelazi u

cl.ﬁw-i[(?- OC)M? ¥

T eIl — cor (o] (2.8)

r

Prema toj formuli, za (=c.5 i aé=8°, na grafiko-

nu slike 2.4 numeridkim izralunavanjem dobivene su linije sa

rednim brojem od 1 do 1C i linija sa rednim brojem 4C. Fo-
tografija uz njih ockazuje da se rezultati notouno slain., Tre-
ba napomjeniti da sve te linije »rolaze Xrcz ishoci3te koordi-
natnog sistema, udaljevaju se od jedne osi a zatin se njol ori-
bliZavaju asimptotski to dalje Sto Jje redni broi linije f° mUug—
re figure ve¢i. Ta Jje osa Jeina linija koja rasoolovlijava kut
zakretanja jednog sistema u cdnosu na druzi sistem oL
Uzmimo specijalni slucaj da su csi cbaju sistema lea-
niskata identidne., Tada treba uzeti o= 0, pa iz (2.5) izlazi
T2 c".—d’:f-cm"zjﬂ
(cXc?).con 2y

1

11

P2 |
| ol 2 cq_'f"wyf (2.7)

1 74
Ovo je sistem zonskih lemniskata sa konstantom c'd.‘. Kako Je
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L, 4
C-d — C1"+ ..._C_.- R
o™ c* d*

. - - » 1 - Ll
vidi se da je ta konstanta veéa od €, va to pokazuje da cCe
muare figure predstavlijati uvelani sistem lemniskata., To se vi-

di i na fotografiji slike 2,.5.

Slika 2.5.

Cvo je poznata pojava muare povelanja koja je karak-
teristitna kod auare figura ostalih vrsta mreZica.
Ova se vojava moZe koristiti u metrologiji za pri-

vidno povecanje neke pojave,

2eZe Slulaj pomaknutih lemniskata

Frelazimo dalje na slulaj xad su mreiice naralel-
no pomatnute u smjeru svojin glavnih osi za dufinu K.

Iz jednadZbe pomaknute nreZice (1.31) dobiva se

(ri- z-r‘-Acq}_lP-l-A)z

m =
CH{Tien2P— 2 h-co8p + A2)

a 1z Jjednadzbe mreZice &ije je sredisSte u ishodistu

rl

m =
dleon2y
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Jednadiba supbtraktivnin muare fizura glasi:

- {r‘--z-rvsw&u{*‘-)" Tt
e ren2 P —2 A + AY odicesl¥f /9

ili, kad se to malo sredi, dcbiva se
rh(d™-ct)eozy +
+ rA(2¢ =L conay)hwn P +
+ T 4d Aot ooy + 24d 2-.4’:00;2‘1’-&-'/5‘.- pcieliense) +
+ 1 (2fCt— 48 ) Ael corpes2 e +
+ _(Al-f%c")./s’-.a(?-cmw =0 (2.8)
Ovo je jednadiba Setvrtog reda i njezino rjesenje je vrlo tesko.

Jo% bismo kompliciraniju jednadZbu dobili xad bi imall opti slu-

aj - zakrenuto. Zato femo se zadovoljiti sa pokazivanjed nexih
fctografija. Karakteristicni elementl varametara i poloiaja tih
sistema prikazani su na tabeli 1, dok oblik muare figura jasno

se vidi po prilozZenim slikana.

Slika 2.5
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Tabela l.

Slika C d A 8 oL

2.8. | 6.5 5.848 2 0 7

e e
i I|I..—l-"'."' - /

Slika 2- 7:

. Slika 2.8.
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::1:'__- : f:f:é

Slika 2,12,

L .--‘1 - . ".-'1".'- '-..-\--'.""- -
.-f.al_.._'_.'__. . I . . . LA ) = ] - . \\\\-.‘,.'\‘.-. X
- N I"I‘:’;”""'.ﬂ' . . . . 'I L e ot amapa @ d L . ~ t ) . -_;l”_i'l:-!_
AT T ¢ NN N ERRER AT
. !"”“”"I'-\l.i. - J'Ff},r,;;,_,_,.,__,r .
TRy - P eft s

e I L Y - \ -—

e

Slika 2413 Slika 2.14,
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:3.HUARE FIGURY ZONSKOG SISTEHMA LEMHISKATA SA SISTEICM

e

C S el e i

PARAIWLN I BEVIDISTANTNIH PRAVACA

Pokrit ¢emo zonski sistem lemniskata sa sistemom pa-
ralelnih ekvidistantnih pravaca. PoloZimo ishodiste polarnog
koordinatneog sustava u srediste sidtema lemniskata, a polarnu

0Ss uzmimo normalnu na sis-
m-2 <1 0 1 2 L .
tem pravaca. U tom slucaju
cemo kut izmedju osi lemnis-

kata i pclarne osi koordi-

TN D I natnog sistema oznaciti

|
| IIII sa o .
|
i x Jednadzba sistema

§~ lemniskata je odredjena for-

nulom (1.29). Treba jo3 od-
Slika 3.1, rediti jednadZbu sistenma
pravaca, -..a slici 3.l pri-
kazan je takav sisten pravaca. U pravoxutnin kocrdinataza taj

sistem bi imao Jjednadzbu

L= mb + 3 | (3.1)

Ovdje je b razmak medju pravcima a )5{@ je udaljenost prav-
ca M=0 od ishodista,

U polarnim koordinatama ta Jjednadzba glasi




ref = mb + % (3.2

Ispitat ¢emo najpre podrudje efikasnosti. Fostavit

¢emo najpre funkecije

2

YA —- r - M. (3.3)
(teos2(p—~)
'\l}z - _T-CM‘P - ’5‘ — M (514)
A
i uvrstiti ih u formulu (1.20). Odfedjujemo najore izvode tih
funkecija
ot _ 2.r , ﬁi&:: cot'f ,
Y T Creon2(P-ol) ar 6
Y, _ 2risimz(v-) Ve _ _ roam?

3P T cienia(v-«) ’ ¥ &
3lijedi

G = 2y {27 2e~d)

C2gcoi2(P-ol) Tt Cbco1iyP-x)

G — 2'r . _ _ - ] . ‘-g
C‘:s.m‘z{?_d) [:E Y-eo32(P-o) — AmP- Al (¥ )]

G = = . ¢o3 (3P ~ 2%¢) (3.5)
RS P S TN,

Prvi je faktor uvijek pozitivan i zato predznak tog

izraza zavisi samo o drugom faktoru., Komutaciona granica se
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nalazi na njestima gdje Jje

(3¢9 -20) =0

Dakle za

1+
gt

3P — 2o

3

+ =

2

Prema tomu komutacionu granicu dine praveci

Y = i-%E-f-g-OC

1 . (3.6)

-+ X 2
P = i-—i-*-_.,"(

Podrulje efikasnosti suptraktivnih muare fizura Jje

ono za koje Jje
co(3P-2d) >0

to ¢e biti u intervalu

— ot & L
__zzT__c_w & 5

i zato
.._éz..,,.%_a(_..ﬁ- Ps%+.§.oc (3.7)

Analogno izlazi da su aditivne muare figure efikasne u intervalu
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Zila $ P L2

RaXo exsperiment pokazuje da se uz suptraktivne figu-
re nikad ne gledaju i aditivne, jer su ili u podruéju gdje nema
lemniskata ili je njihovo podrudje toliko usko da ih u njemu ne
vidimo, ispitivat Cemo dalje samo suptraktivne muare figure to-
ga sistema.

Iz (1.29) i (3.2) moZemo sastaviti jednadZbu sup-

Traktivnih muare figura

r? _ remP- A8
Creonz (¢~ ) g =F
bré- rctco2(P-o)enp 4 cAeor2(?- &) (A -f@) = 0 (3.8)

lijeno rjesenje Je

T = [Cemz(p-djen j:Vc“-m’zfv’-J)M‘P—hc*é(»s-/v‘}ww-«(/} (5.9)

Za nunsrilxi radun zgodniji je oblik te fornmule

_CICMZ(‘P—"{')MP + .. g(’&'—f@) LJ10)
r= [1"\/; 4 Cleon2( - o }eorry ] (3:30)

Prema ovoJj formuli je proveden numeridéki radun za
C=4.45, 5-‘-‘0-8, A=0.2 i 0ol=12°, Rezultati su grafiiki ored-
stavljeni na slici 3.2, a do njih je fotografija tog sludaja.

Vidimo saglasnost izmedju teorije i eksperimenta.
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RjeSenje (3.9) moZemo specijalizirati za sluéaj da je

« =0, dakle da je os lemniskate normalna pravcima. Izlazi

r =-f‘;-[c’=mz<f-ms° hx Vc‘m’ivm‘v-ha&u.ﬂjm; ] (3.11)

Na slit (3.3) se nalaze grafikoni tih linija i fotografija ovog

slucéajs muare figura. .
U sludaju da je A=0 rJjeSenje glasi -

r =51‘-[c’:mzw_d)-m~r % VC"-ém‘z('P- K) st + heBipeo2(y- )] (3.12)

¢ - - - —— - ——

Medjutim, sve ovo 3to Je pokazano je jedno rjeSenje,
i to z2 PZ 0. Veé na rubovima fotografija na slikama 3.2 i

3.3 se mogu primjetiti neke druge linije Sto lice na elipse,

a na;jbnlje se "mt':)gﬁ vidjeti na fotografiji slike 3.4, To su

= ?r‘i!!.fr .

suptraktivne muare figure koje
se dobijaju za "J( 0. Na slici
3.4 su isto tako prikazani gra-
fikoni tih figura, dobijeni nu-
merickim izradunavanjem pomoéu
formule (3.11) za F(O.

Slika 3.5 prikazuje te

figure za sludaj da j‘é ol =30°.
Slika 3%.5. Koje ¢e se figure vi-

Se vidjeti, zavisi od medjusob-

nog odmosa velidine parametara (¢ 1 & sistema koji se pok-
rivaju. Jasno Jje da kad Je ‘ puno manje od € , onda se bol-

‘Je vide muare figure koje lide na elipsu.



zl.HUARE FIGURE ZCNGKOG SISTEMA LEMHISKATA SA ZCONS:(IIM

s

SISTENOM PARAIELNTIH PRAVACA

Zonski sistem lemniskata ima jednadZbu
r® = Cmenr2(¥- o) (1.29)

a zonski sistem paralelnih opravaca

rony? = fm - A | (4.1)

Cvdje smo nretvostavili da se sredilta dvaju sistema linija po-
dudaraj Ue
Ja ispitamo konutacionu granicu i podrusdje efikasnos-

ti odredjujemo funkcije

y 5
\{,‘ — r — Y £ l_:".."\
Clcnz (Y- o) N
-\’; _ 1"300'37"!
T =- — - Mm (4.3)

"L

Slijede izvode

% 9.y 'h _ 21car’p

r ctcon2(e- o) ! ar - {2 !
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Y clent2(e— o) 3y ¢

QY _ 27t am2(0-d) Yy _ 2T corpAiny

i moZemo sastaviti funkciju

 hytert? & _q.r‘!;,mz(\o.oz).w?.mv
Cl.‘fcagz(-p_a() r? Cl-ﬁ"«mtfl(‘-?-a()
113
foriemy
G =- (3 — |
24t eon22 (- of) Co3(3¢~ 2o ) ' (4.4)

Vidimo da se ovaj rezultat razlikuje od onog u slucaju sistema

ekvidistantnih pravaca samo za faktor ¢0d¥Y o« U osnovnom inter-
valu vidljivosti suptraktivmih figura taj je faktor pozitivan i
zato treba odekivati da &e se vidjeti suptraktivne muare figure,

Njihova je Jjednadzba

I _ rtett?
Clem2(@—ol) = f

113

1) o2 (-
r2 _ Cg fwz( o<} (4_‘5)

B cteo 2 (- o jeos*P

Pomoéu te formule izvrieno je numerilko izracunavanje
za sludaj kad je C=3.87, ‘:4.5, of=8° i krivulje su grafilki
prikazane na slici 4.l. Na istoj slici je predstavljena i fo-
tografija pokrivanja takvih mreZica,

Oblik muare figura zavisi od kuta of. U sludaju sli-
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ke 4.1 taj kut je mali. Za veCi kut o imamo slikum 4.2,
U slucaju kad Jje os lemniskata paralelnz sa noraalon
na pravce, treba uzeti specijalno o =0 pa imamo Jjednadzbu
2
: Cb:penly (4.6)

rt= .
(- cteor2peont?

Na slici 4.3 je fotografija takvog sistema muare figura.

.. \HHH

""”)i' *]

.Y
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Slika 4.2. 51ika 4.5,

Svi gornji primjeri su za slulaj c<:@ . Tada postoje

samo linije sa P:?O i imaju oblik kao 3to vokazuju gornje sli-

II ke. Medjutim, u slucaju da Je ¢>g

onda nmuare figure izgledaju Xao nsa

fotografiji prikazano]j na slici &.4,

gije je of=26°, Na slici 4.5 prika-
zani su grafikoni numericki izralu-
natih krivulja uz flo, jer za 20

ne postoje realna rjeSenja, a o =0.

Slika 4.4, Vidi se potpuna saglasnost

izmedju teorije i eksperimenta,

Uz njih je i fotografija tog slulaja.
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5. MUARE FIGURE ZONSKOG SISTEMA LEMNISKATA 3SA SISTEMOM

EXVIDISTANTNIH KRUZNICA

Ispitat éemo dalje muare figure koje nastaju pokriva-
njem zonske mrezice lemniskata sa sistemom ekvidistantnih kon-
centriénih kruZnica., Uzet &emo sludaj da obje mreZice imaju za-
Jednicko srediste. Zbog toga Sto je sistem kruZnica neutralan
prema smjeru polarne osi, postavljamo polarnu os u smjeru osi

lemniskata. Tada jednad?ba sistema lemniskata glasit ée kao

(1.27).

Jednadzba sistema ekvidistantnih koncentridnih kruZ-

nica sa sredistem u ishodistu ima oblik

reb-m (5.1)

Ispitat ¢emo efikasnost muare figura. Nafe funkeije

Ce, prema (1l.27) i (5.1), glasiti

V=T __
¢ C*cos2y m (5.2)

%:-....g_ _m - (5.3)

Izvodi tih funkcija su



=<

oL _ _ 2r It _

{
T Ceon2y ar 6

|

Qo

,iT“_ - 21‘}/“-'“'2? & — 0
3¢ Chcatzy P

Stoga moZemo sastaviti prema (1.20) funkeiju

2r |
G = (5.4
ctbco2? >0 )

Ona Jje uvijek pozitivna i zato su efikasne samo suptraktivne

muare figure. Njihova jednadzba glasi

X

r-__Ir _
crenY g ’0

i1i
7% — rclemy — c%f—wﬂw =0 (5.5)

RjeSenje te jednadibe glasi

{ 1 L )
r=fcme | cheosize + uctfipeosze ] (5.6)

Prema toj formuli je numeridkim racdunom odredjeno ne-
koliko linija. Njihovi grafikoni nalaze se na slici 5.1, Pored
njih je fotografija tih muare figura, Figure 1ide na elipse

iako to nisu,.
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=0,10,20,30,40,50.

0

C =4t 45

6 =0i5£"'

Form, 5.6,

T o4

Slika §5.7.

L
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Interesantno je napomjeniti da, kao i u sludaju pokri-
vanja sa sistemom paralelnih ekvidistantnih pravaca, i ovdje pos-
toje dvije grupe muare figura. Jedna grupa, prikazana na slici
D.1, dobiva se numeriékim izradunavanjem prema formuli (5.6)
pri r(o, a druga grupa, koja je prikazana grafidki na slieci
5.2 i fotografijom pored nje, izradunava se prema istoj formu-
1i samo pri f?'O. Da 1i ée se Jjasnije vidjeti prva ili druga
grupa muare linija, zavisi od toga kakav Je odnos izmedju para-
metara € 1 ‘ gsistema koji se pokrivajuy 3to se Jasno vidi i
na nadim slikama. Vidi se i saglasnost izmedju izracunatih kri-
vulja sa stvarnima,

Interesantne su i fotografije u siucaju kad obje mre-
Yice nisu koncetridéne. Slika 5.3 pokazuje slucaj pomaknute sre-

diSte lemniskate u smjeru 4, 8 slika 5.4 u smjeru osi X.

Slika 5.5. Slika 5.%.
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6. MUARE FIGURE SISTEMA ZONSKIH LEMNISKATA SA SISTEMOM

ZONSKE KRUZNE MREZICE

MrezZzicu zonskih lemniskata (1.27) pokrivamo sa zon-

skim sistemom koncentridnih kruZnica. Taj sistem ima jednadZbu
r=f4f (6.1)

kad obje mreZice imaju zajedniZko sredilte.
. Ispitat éemo najprije koje su muare figure efikasne,

Sastavljamo funkeije

Yl - _C_‘_-_gtl%? -~ m (6.,2)
)
Y‘L = —!:- — m (6.3)

M __or , ih _ ar
Y Ccteot2f ar ¢
.ﬂ}iﬁ: 21 A2 ifﬁ;-c)




Funkcija komutacione granice, prema (1.20) ¢e biti

hr” (604)

Kako je ona vele od nule, bit ée efikasne samo sup-

traktivne muare figure., NJjihova jednadZba glasi

- cb-fem2f - (6.5)

| Nume;i;EEi radun za sluca]j kad ,je- C =4.45, €=3.75

daje krivulje koje su grafilki prikazane na slici 6,1. Pokraj
njih je fotografija tog sludaja i vidi se dobra saglasnost. Mua-
re figure koje su slidne sistemu hiperbola dobivaju se pomoéu
formule (6.5) za f(O, dok za f>0 dobivaju se krivulje mua-
re figura koje proclaze kroz ishodiste sistema. Sve je ovo za
sluédaj kad je ¢ >g

Medjutim, za slucaj kad je C.(@ i ovdje se dobivaju
drugojaiije krivulje, a to vjerno pokazuju grafikoni na slici
6.2 i fotografijes pored njih, za takav sludaj. To znaci da i
ovdje oblik muare figura zavisi, pored ostalih, i od odnosa iz-
medju parametara ¢ 1 8 sistema koji se pokrivaju. Za slu-

dajJ c(g muare figure su zatvorene, a za sluéaj c>3 one su

dtvorene krivul je.
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S1ikxa 6.1.
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lika 6.7,
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Do sada je uzeto da se sredista dvaju sistema kri-
vulja poklapaju. 3ad ¢e se taj radun proSiriti za slulaj da
se one ne poklapaju. Postavit ¢emo ishodiSte polarnog sistema
u srediSte sistema lemniskata. Tada ée taj sistem imati jed-
nadzbu (1.27). SrediSte sistema zonskih kru®nica neka je u
tacki (A ,1‘; )Je Cnda jednadZba zonskih krudnica u pravokutnom

koordinatnom sistemu ima oblik
r

(x-4) +(y-2t) =4m | (6.6)

To, kada prevodimo u polarni sistem, izlazi
2 . 1 L

(12010 - A) 4 (Tame —2)* = 4 -m
ili

r*— 2r{Aeonf+ tane) + A2+ 4 = b'm . (8.7)

Pomoéu (1.27) i (5.7) moZemo sastaviti jednadZbu

suptraktivnih muare figura

ot r:“; - 'g':'-"[r‘- 2.1 (A1 +Tainy) 4 g1y 23 I=p
609

ri6"— cten2?) & 2.r(401Y + Lacnp)cieos 2y -

— Cleon2p (A + £+ f"z) =0 (6.8)

Rjesenje te jednadZbe glasi
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5lika 6.3
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r = — (A3 + bamf) Loy
it ‘t-— cteo12¥ T

+ Wt.mw‘-m Cebipls Bunre(+ €4 p) (6.9)

- {* — creosty

Na slici 6.3 s8u grafikoni numeridkih raduna 2za
C =5.848, ‘-5-063, 3 =2, t=t 1 pokraj njih je fotografije tog
sistema muare figura. Primjeéujemo da su to sve otvorene kri-
vulje {(zbog > d )y Jedne koje lile na sistem hiperbola za Plo,
a druge koje prolaze kroz ishodiﬁt; koordinatnog sistema za

p 2 o.

Shodno tome da za (<€ se dobiva zatvoreni oblik
muare figura, potvrdjuje fotograefija slike 6.4, a i odgovaraju-
¢i grafikoni koQi su takodjer nacrtani na osnovu formule (6.9),
za f?'O, C=5:848,‘=6.25. A=2 i Z-§, ‘

Vrlo je interesantno ovdje primjetiti da kada su pa-
rametri sistema krivulja Jjednaki ili pribliiio Jjednaki i kada
su centri pomaknuti, dobivaju se slijedeée krivulje: jedne za

f( O koje su otvorene, a druge 2za f’Z'O koje su s Jjedne
strane zatvorene, prolaze kroz ishodidte i otvaraju se s dru-
ge strane., To dokazuju racunski dobivene krivulje na slici 6.5
1 uz njih eksperimentalno dobivena fotografija, za slucaj kad
su €=3.137, §a3.125, 4=1.5 i A=2.

Slijede nekoliko slika karakteristidnih muare figura
dobijenih za razlilite sludajeve razmaka iémedju sredista siste-~
ma zonskih lemniskata i sistema zonskih koncentri&nih kruZnieca.
To su slike 6.6, 6.7,'6.8, 6.9 1 .6.10. Razlic¢iti Je i odnos

izmgdau parametara krivulja., Uz svaku sliku teorijski izracuna-
tih grafikona pomoéu formule (6.9) stoje i fotografije.



blilka 6.6,
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7...MUARE PIGURE ZONSKOG SISTEMA ILEMNISKATA SA ELIPTIGKOM
—— e P e

ZONSKOM MREZICOM

Pokrit éemo najprije zonski sistem lemniskata sa elip-

ti¢kim zonskim sistemom tako da se njihovi centri poklapaju i tu

cemo postaviti ishodiSte koordinatnog sistema, a polarnu os u

Slika 7.1.

smjeru velike poluosi elip-
se (slika 7.1).

Za zonski sistem
lemniskata koristit éemo

jednadZbu (1.29).

Da bi postavili

’jednadZbu zonskog eliptié-

kog sistema u polarnim koor-
dinatama, polazit Cemo iz
formule u pravokutnom koor-

dinatnom sistemu:

r T
"':—}""f' g‘. =m (7-1)

Za polarne koordinate vrijede X =703 i yaﬁMY’,

_ pa dobijamo

et

wi| conttp Aamte )
f‘~( p 'Gl ) = M
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ili

2 ma-b
= o’

Da bi odredili podrucje efikasnosti aditivnih odnosno
suptraktivnih muare figura, moramo odrediti komutacionu grani-

cue Iz (1.29) i (7.2) moZemo odrediti funkcije

Y= — T _
) l._ . 3 2: 2
Y, = j';(“"’:::: bicos’r) " (7.4)

Njihovi izvodi glase

—

M er Y _ ari@wles feoty)
ar = TCreoaz(e-oL) 1 9r 'k

N _ arisom(e-o W 2ri(a-6lainveny
0¥ T clemz(e-K) ’ 79 YA

Zamjenom u (1.20), dobijamo posle sredjivanja

4r? 0t 4+ Giease) oy 2 (Y-
G T corz(P-) -[(a.aw-'f + & corp) 2 (- L) +
+ (of—é‘)w}wz(%o()m-{.m?] (7.5)

Za komutacionu granicu vrijedi G = O. Po3to Jje prvi

faktor u jednadzbi (7.5) uvijek pozitivan, onda mora biti :
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(NP + £ eo1'e) co12(ip- ol ) 4 (A=) AM2(P- of)timpconp =0 (7.6)

Dalje sredjivanje vodi ka Jjedne komplicirane jednadZzZbe
tretega stepena koju je vrlo te3ko rijeSiti, zato éemo komuta-
cionu granicu, a time i podrucje gdje su efikasne aditivne od-
nosno suptraktivne muare figure naéi prilikom numeridkog raduna.

Da bi smo odredili jednadZbu muare figura, koristimo
uvjet

mtm=¢g (7.7)
gdje gornji predznak vrijedi za aditivne, a donji za suptrak-

tivne muare figure. Koristeéi (1.29) i (7.2), imamo

N . _rHEMRP+ L)
Creon2(P~ol) — azét -
ili
ol en(v- )
re. f-o ( (7.8)

Q28 + ci(atAi e Lieostp)con 2 (P~ o)

Na osnovu ove jednadZbe rijeSeni su nekoliko karakte-
ristié¢ni slucajevi dobijanja muare figura pokrivanjem zonskog
sistema lemniskata sa eliptickom zonskom mreZicom. Prije nego
3to dajem rezultate tih izracdunavanja i eksperimentalnih ispi-
tivanja, treba istaéi da Je izvrseno numericko izradunavanje
jednadibé (7.6) na osnovu koje se odredjuje podrudje efikas-
nosti muare figura. Ustanovljeno je da je G>»O0 u oblastima
gdje se pokrivaju ovi sistemi krivih linija, te prema tomu efi-

- kasne su suptraktivne muare figure, Dakle u daljem radunu uzi-



ma se samo znak " - " u jednadZbi (7.8).

Vazno je napomjeniti da, kada kombinujemo jedan sis-
tem zonskih elipsa (fiksni parametri Q 1 é) sa sistemom zon-
skih lemniskata razliditih parametara C, oblik muare figura
zavisi od velidine parametra ¢ u odnosu na udaljenost tacke
elipse (koja se nalazi duZ osi lemniskate) iz njenog centra.
Uzmimo najprije sludaj da je ol=0. Tada se os lemniskate pok-
lapa sa velikom poluosi elipse. U tom slucaju ako je (<@, on-
da muare figure imaju oblik zatvorenih linija koje prolaze kroz
ishodifte. Ovo potvrdjuje slika 7.2, gdje su prikazani grafi-
koni numeridkog izradunavanja na osnovu jednadZbe (7.8) 2za
sludaj Q=4.543, 6=3.807, €=3.87, =0 i P=l, 2, 3, «..,8
a uz njih i fotografija,.

U sludaju pak da je C»Q, onda se dobijaju muare fi-
gure oblika kao na slici 7e5. 2a f?O dobijaju se otvorene li-
nije koje prol;ze kroz ishodi3te ( na prik;.zano,j slici to su
1o=l, 3 i 5 ) a za f-'((.) dobijaju se muare figure koje li-
de na sistem hiperbola (P:-l, =2y osey =7)e

Utjecaj odnosa C/a na obliic muare figura najbolje
ilustruje slika 7.4, gdje su nacrtani nekoliko karakteristicni
sludajevi za fiksnu a i & (u ovom sludaju a=4.543 i
@:o.?-a) i ol =0. Desni dio te slike prikazuje F=8 za C<Q.
Nacrtane su linije za C/a =0.67, 0.76, 0.85, 0.94 i 1. Pri-
mjeéujemo da poveéavanjem vrijednosti € u odnosu na @, mua-
re figure postaju sve rastezanije, a kada je C=0. one se pot-
puno otvaraju. Daljim poveéavanjem C, podinju da se pribliza-
vaju neke otvorene linije koje lide na hiperbolu, a dobijaju

se za f'(O. Ovo se moZe vidjeti na lijevoj strani te iste sli-

ke, gdje Je nacrtana linija ,H -8 za €/4 = 1.1, 1.3, 1.5
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i 2.0, Vidi se i ovdje da pribliZavanjem velicine (¢ vrijed-
nosti Q , ove linije se udaljavaju, u momentu C=Q izieza-
vaju, a daljim smanjenjem € (C4Q ) otvorene linije (za F?O)
se zatvaraju i nadalje ide suprotnim postupkom u odnosu na ono
8to je kazano za desnu stranu slike 7.4,

Ovo &to je do sada razmotreno potvdjuju i naredne sli-
ke, koje su dobivene eksperimentalno a i numeridkim izradunava-
njem na osnovu formule (7.8). Isto tako, one pokazuju kako se
mijenja oblik muare figura mijenjanjem kuta zakretanja 0si zon-

skog sistema lemniskata.

Slike 7.5, 7.6 1 7.7 prikazuju rezultate pokriva-
nja dvaju sistema sa istim parametrima kao na slici 7.2, ali
mijenjanjem kuta zakretanja osi sistema lemniskata za of =28°,
45° i 90°, Xada ove figure uporedimo sa onima na slici 7.2,
vidimo da se one rastezu (za oC=28°) sve dok se potpuno otva-
raju ( of =45°) i pojavljuju se jo¥ i figure sliéne hiperbola-
ma (za o{=90°) =za f-"{() (slika 7.7). Ovo se objasnjava tako
2to se velicina ¢ pri;liiava po dufini udaljenosti tacke elip-
se (kcja se nalazi duz C ) od ishodi3ta {3lika 7.5), zatim pcs-
taje jednaka toj udaljenosti (slika 7.6), a u slucaju o =90°
(slika 7.7) ta udaljenost je Jjednaka maloj poluosi elipse xoja
je u ovom slucaju manja od narametira C lemniskate, Te prena
tomu dobivaju se otvorene linije koje prolaze Kkroz ishodiste
za f)O i one koje 1ide na hiperbole za f?<0.

Osim velidine parametra IC lemniskate, na oblik mua-
re figura vrlo mnogo utje&é i velidina odnosa izmedju male 1
velike poluosi elipse. Kako je u ovim eksperimentima taj odnos
uvijek g/a. =0,7, numeridkim racunom mijenjen Jje taj odnos 1

ispitivan je njegov utjecaj na oblik muare figura. Neki rezul-
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tati su prikazani na slici 7/.E&.

| Lijeva strana slike 7.8 predstavlja slucaj cC >
( o =0). Nacrtani su grafikoni muare linije F=—5 za 5/@ =0,9,
0.6 i 0.4, Vidi se da smanjenjem odnosa 4%/ 1linija dobiva
dva vrha, Siri se sve dok ne izcezava potpuno za 6/a.=0. Tre-
ba konstatirati da mijenjanjem velicine ﬁ/a_ ne mijenja se
tacka presjecanja muare linije sa polarnom osom, Na toj strani
slike je nacrtana i linija fﬁ=50 koja ima tacku u ishodistu
( r770), za iste sluCajeve mijenjanja odnosa -5/0.. Ova 1linija
se isto tako Siri i prilagodjava se Sirenju linije sa f?/. O,

Desna strana slike 7.8 predstavlja sludaj ¢ <O
( ol =0). Nacrtana je linija f=4¢ za b/a = 0.9, 0.6, 0.4 i
Oe3%e Primjedujemo da se ove linije Sire, dobivaju dva vrha
( g/ﬁb= o.4) a onda se otvaraju potpuno ( g/a_= 0.3), dok tal-
ka presjecanja sa polarnom osom ne mijenja polozZaj. U tom siu-
caju se dobivaju dvije grupe muare linija, Jjedne koje lice na
hiperbolu i vrijede za TLLO, a druge koje imaju talku u isho-
distu i ra&’un;ju se sa '07 O
Uzet éemo sada slulaj da se centri eliptidkog siste=-

ma 1 sistema lemniskata ne poklaraju. Neka se ishodiste koor-
dinatnog sistema nalazi u centru zonskog sistema lemniskata,
a ugao skretanja njene osi bude Jjednak nuli., Eliptilki sistem

&iji je centar pomaknut za (A ,X) imao bi slijedeéu jednadZbu

2 2
- A (4-1) |
'(iqu-" _‘;‘,_1__ = m (7.9)

Kada to prevodimo u polarne koordinate, dobiva se

|

A-(reoty — A+ &b rAme— A P o atdm
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ili
rz,(tf.ngp + Lleorte) - 2 r(affamtf ~+ 41'/5'603‘1") -+
+ a?.t"_{, g‘./_l,‘- — a‘ig'ﬁm = 0 (7.10)

Kada zamjenimo (1.29) uz of=0 i (7.,10) u uvjet za

muare figure (7.7), onda se dobiva

L+ L[ ri(aiinlt + §eotte) —
Cieod2y ~ aigt

~21r-(QCamy 4 Lircose) 4+ 2 4 44 ] = /a

Sredjivanjem ove jednadzbe uz zamjene

W o= (abailp + §leor)cien2y v o= (Glane 4 firene).ciear?,
D = (a8 4 54 )clemn2e i E = otbctpemey

dobiva se
r°(alftvw)sr2vip-H=0 (7.11)

"Rje3enje ove jednadibe glasi
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Gornji predznak ispred W, V i O vrijedi za adi-
tivne a donji za suptraktivne muare figure. To da jednadZba
(7.11) treba imati dva rjeSenja, oznadava predznak ispred kvad-
ratnog korijena u jednadZbi (7.12).,

Na osnovu formule (7.,12) rijeSeni su nekoliko karak-
teristidni slulajevi, koje Cemo na osnovu odnosa veliline pa-
rametra ¢ prema velikoj poluosi @ elipse, podijeliti na

dvije grupe.

a) sludaj clQ

Kada se centri sistema elipsi i sistema lemniskata na-
laze na istom mjestu, imamo simetriénu sliku muare figura koje
se dobivaju za 1970 (sle 7.2)s Medjutim, pomjeranjem centra
sistema elipsi duz polarne osi, pomjeraju se i muare linije i
to: s desne st;éne postaju sire i zgusnute; a s 1lijeve strane
se rastezu i postaju rjedje. Ovo nam ilustrira slika 7.9, gdje
su nacrtani grafikoni*dobiveni radunskim putem na osnovu formu-
le (7.12) za @=4.543, §=3.407, c=3.87, 4=2 i #£=0; s lijeve
su strane nacrtane linije P: Gy 1y 24 eoey 7 a s desne stra-
ne f1= 1y 34 594 79 94 eeey 17 Pored ovih grafikona prilozZena
je i fotografija istog sludaja.

Daljim pomjeranjem centra sistema elipsi, s desne stra-
ne muare linije postaju sve gudée, a s lijeve strane u jednom
trenutku poéinju da se pojavljuju neke nove nmuare linije koje
licde na elipsu i dobivaju se za negativno F. Daljim povecava-
njem % -a pojavljuju se nove "elipse" sa veéim negativnim red-
nim brojem, a one prve poédinju da prelaze u obliku zatvorenih
linija koje imaju zajednicku talku u ishodistu, kao one koje

imaju r..zo. Ovu éinjenicu potkrepljuje slika 7,10, koja Jje
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nastala pokrivanjem istih sistema samo uz A=7, gdje s desne
strane su nacrtani grafikoni muare linija f?= 1y 4, 7y eeey 31,
a s lijeve strane su nacrtane "elipse" f:=-8, -79 o000y =5 1
zatvorene linije sa zajednidkom tadkom u ishodi3tu 19=-2, o

2y, 64 10, Vidimo da su se prve '"elipse" f:=-l i =2 pretvo-
rile u drugi oblik nmuare linije.

Kada se A poveCava u takvoj mjeri da centar zonskog
sigtema elipsi ulazi duboko medju desnim linijama zonskog sis-
tema lemniskata, onda dobivaju se nove muare linije koje 1lice
na elipsu, a koje se radunaju za r> Oe Znacdi da se u takvom
obliku pretvaraju one zatvorene liﬁije koje su prethodno imale
Jednu tadku u ishodidtu, Slika 7.1l ilustrira tu pojavu i re-
zultat je pokrivanja istih sistema kao na dvije prethodne slike,
ali za A=31, Tu su nacrtane "elipse" f=28 (kao prva), 30, 32,
54, 40 i 50, zatim zatvorene linije koje imaju tadku u isho-
diStu p=62 (prva kao takva), 72 i 82. Isto tako, na isto
slici orilozZena je i fotografija tog slulaja,

’ Daljim poveéavanjem X -a, "elipse" f:=25, 29 itd. se
gube postepeno, a zatvorene linije f!=62, O35y eee Drelaze u
"elipsu", Treba istati da poveéavanjem A -a Dpovelava se i
broj "elipsi", a to znali da se one sporije gube nego sSto se
pojavlijuju nove,

Lijeva strana slike 7.1l nije nacrtana (a ne vidi se

i na fotografiji), ali se podrazumijeva da postoji i ona, enak-

va kao 8to je opisana uz sliku 7.10,

b) Sludaj C>Q

U sludaju da je ¢€> O , kada se centar zonskog siste-
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ma elipsa poclinje pomicati udesno iz ishodiSta, slika 7.3 po-
¢inje da mijenja oblik, Sto ilustrira slika 7,12. S lijeve stra-
ne te slike primjelujemo da se linije koje 1ide na hiperbolu
(fé 0) pomjeraju prema ishodiStu i postaju gusée, takodjer
i otvorene linije koje imaju tadku u ishodiStu ( fa)O). S des-
ne strane je obrnuto: linije koje 1lide na hiperbolu (f-.‘-'-.. C)
se udaljavaju a linije sa r>0 u jednom dijelu polinju da se
pribliZzavaju polarnoj osi.

Daljim povecavanjem A -a, s lijeve strane linije sa
f‘S.O podinju da prelaze u oblik linija sa f>0 (otvorene
linije sa tadkom u ishodistu), a s desne strane linije sa Fé 9)
jog vise se udaljavaju, linije sa F>O poéinju da se dijele
na dva dijela: jedan dio se satvara a drugi dio se pridruzuje
linijama sa f:é.-O koje se udaljavaju., Ovu dinamidku promjenu
muare figura ilustrira slika 7.13, gdje su nacrtani grafikoni
numeridkih izradunavanja za sludaj Q =3.939, 3-2.954, c =4,45,
o =0, 3=5 i £=0, pa i slika 7.14 sa istim sistemima, samo

za A =9, gdje se vide ne vide 1linije sa f.‘.':O s desne

u

strane,

U daljem postupku je razmatran oblik muare figura
kada se centar eliptifkog sistema pomjera u vertikalnom smjeru.

U sludaju kad je ¢4 Q, povelavanjem :t, muare iinl-
je iz slike 7.2 podinju da se rastezu i pojavlijuju se potpuno
nove zatvorene linije sa fé O. Sve se ove figure malo okrenu
suprotno smjeru povecavanja 2‘.. Na slici 7.15 su nacrtani gra-
fikoni numeridkih raduna na osnovu formule (7.,12) za sludaj da
Je c<a ,8=0, 2-2.5,p=-1, 0, 1, 2, 3 i 4. Uz tu sliku vi-
dimo i fotografiju za isti sludaj, koja eksperimentalno potpu-

no potvrdjuje teorijska razmatranja,
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Za slutaj kad je ¢>Q dobiva se drugojacija slika,
Sada linije sa f?.i- O iz slike 7.3, pomjeranjem centra siste-
ma elipsi preina gore, pribliZavaju se ishodi3tu i pocinju da
predju u oblik otvorenih linija sa tadkom u ishodiStu, kao 8to
su linije sa F>O. Slika 7.16 prikazuje graficki, a fotografi-
ja uz njih i eksperimentalno potvrdjuje ovu pojavu. Tu su pa-
rametri c>a.A=0 1i x=3,

Kad se & poveéava u negativnom smjeru, a to znaci
da se centar sistema elipsi pomjera na dolje, dobiva se ista

slika, samo simetriéno okrenuta prema gore.

Slijedeée slike ilustriraju numericki i eksperimen-
talno pojavu muare figura pokrivanjem zonskog sistema lemnis-
kata sa eliptidkom zonskom mreZicom, kada je centar ovog dru-
gog sistema pomjeren i u A-smjeru i u i-sm,jeru. Slika 7.17
je dobijena pomocu formule ('7.12) i predstavlja slucaj kad Je
c{a  za c£=6,; A=5 i i=4, a slika 7.16'3'.51:0 samo za slucaj
kad je c>0 , o =0, 5=2 i L=t

Sve promjene koje su nastale u slulajevima Sto poka-
zuju slike 7.17 i 7.18 ovisuju se u skladu sa pojedinadnim

sludajevima 3to su razmotreni u vezi sa prethodnim slikama.,
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8. MUARE FIGURE ZONSKOG SISTEMA LEMNISKATA SA ZONSKIM

i e R e o ]

SISTEMOM HIPERBOLA

Zonski sistem lemniskata (1.,29) pokrivat éemo sa zon-
skin sistemom i njemu pridruZenim sistemom hiperbola koji éemo

izraziti slijedeéom formulom

1:"
o

——

G\I@;
Ll TP

=+ m (8,1)

ili u polarnim koordinatama

-

rt = tTm. G.i'gl
£ ety . gl aindy

(8.2)

TraZenje komutacione granice muare figura koje se stva-
raju pokrivanjem ovakvih sistema krivih linija ponovo vodi ka
trigonometrijskoj JjednadZbi trelega stepena za koju je ted3ko na-
¢i rjeSenje. Zato ée se i ovdje podru3je efikasnosti suptraktiv-
nih i aditivnih muare figura naéi prilikom numeridkog radunanja.

Rije3it Cemo prvo sluaj da se centar zonskog sistema
lemniskata poklapa sa centrom zonskog sistema hiperbola., Posta-

vit éemo ishodiSte koordinatnog sustava u tom centru, a polarnu

os Cemo poloZiti duZ realne osi sistema hiperbola, Na takvom po-

loZaju ta osa Jje imaginarna u odnosu na pridrufeni sistem zon-

skih hiperbola,



9C

Zanjenom (1.29) i (8.2) u uvjet dobijanja muare fi-~

gura (7.7), imat éemo

1 104 g A2, -
N ; v _2 r.(é-wst ) p (3.3)
C s 2(Y- ) at-6
114
i AV -
2. p-0-b-Chcor2(4-ut) (8.4)

Q6" +[2(8cod’P—atrin'v) cleos2(v-u)]

Znak "+" ili "=" ispred srednjih zagrada vrijedi za aditivne od-
nosno za suptraktivne muare figure, a ti znaci unutar srednjih
zagrada oznacavaju da se radi“?'zonskom sistemu hiperbola ili o
njemu pridruZenom sistemu,.

Na oénovu formule (8.,4) izvrSena su numeridka izralu-
navanja za nekoliko karakteristicénih slulajeva pokrivanja ovih
sistena, koji su potkrepljeni sa fotografijama kao eksperimen-
talni dokaz, U prvom redu treba istadi da oblik muare figura
xoje nastaju pokrivanjem sistema ovakvih krivih linija, zavi-

si1 od toga da 1li je lemniska-

ta sa rednim brojem M=1 unu-

tar prvog cetverokuta 20.'2@

=5 sistema hiperbola ili je wvan

njega (slika 8.1).

| 2 ] Kada je prva lemnis-

kata unutar prvog cetverokuta
Slika 8.1, 2 0.*2@ sistema hiperbola, on-

da su muare figure oblika zat-
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vorenih linija sa f;yo, sto se vidi na slici 8.2, gdje su na-
crtani grafikoni za sludaj Q=4,114, §=2,83, ¢=5,87, o=C i
P= 1, 2y, 3, eesy 6, a uz njih je i fotografija istog sludaja,

Kada prva lemniskata izlazi iz okvira prvog cetve-
rokuta sistema hiperbola, onda muare figure imaju oblik lini-
Ja koje lide na zonski sistem hiperbola za f?( O, kao sto po-
kazuje slika 8,3 (P=-—l, ~24 oeey =10) i oblik otvorenih 1i-
nija koje prolaze kroz ishodiSte za f9>0 (na slici 8.3 su
nacrtane p=1 i 10). Ovdje je rijeSen sluaj Q=4,114,
b=2.88, £ =0 i ¢=4.45 (C>Q),

Osim toga, posSto je zonski sistem lemniskata ograni-
cen na —4505 o ..<~'-|-5°,..&da 1i ¢éemo imati muare figure i u ob-
lasti sistema pridruZenih hiperbola zavisi od kuta skretanja
sistema lemniskata, Osim toga, kad Je taj kut mali ili jednak
nuli, onda to zavisi od odnosa izmedju male i velike poluosi
hiperbole g/d’,; odnosno od koeficijenta smjera asimptota hi-
perbole. =i"35 =i‘/CL - PoSto je u ovim eksperimentima taj ocd-
nos svugdje isti ( k= ‘/a =0.7), numeridkinm putem Je ispiti-
vana ta zavisnost i prikazana je na slici 8.4, Desna strans te
slike prikazuje slulaj Q=4,114, € =3.87 (c€LQ ), o =0, p =5
a odnos f’/a_= ly 065 1 0.3, Prinjeéujemo da u zoni hiper-
bola smanjenjem odnosa &/a. s linija f)=5 ne mijenja tadku
bPresjecanja sa polarnom osi i suZava se sve dok se ne izgubi
potpuno kada postaje 5/0. =0. A u zoni pridrufenih hiperbola,
kada je e/a_ =1 odnosno t§'=45{3 (Sto znaEEi da se asimptote
hiperbola poklapaju sa granicom sistema lemniskata), muare fi-
gure ne postoje uopée. Primjeéujemo da se one poéinju pojaviti
kada se taj odnos smanjuje (vidimo ih za a/ﬂ. =0.5), zatim pos-
taju sve izraZajnije (za g/u, =0.3), ali kad se taj odnos sma-

njuje jo& vise, onda se one dijele na dva dijela: jedan u ob~
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liku hiperbole koja se udaljava i drugi dio linije koji je ot-
voren, ima tacku u ishoditu, smanjenjem odnosa ‘/q se sve
vise suZavaju i obje strane se spajaju u jedan pravac kada pos-
taje &/0. =0, Sto je potpuno razumljivo,

Lijeva strana slike 8,4 ilustrira sludaj Q =4.114,
C=4.45 (C>Q), o =0, f=—2 i nekoliko slucajeva odnosa F’/CL.

U oblasti hiperbola, linije sa ’ol.o ne mijenjaju
tadku presjecanja sa polarnom osom, ali se one sufavaju smanje-
njem odnosa 3/0«. (1, 0.5, 0.3) i zatvaraju se potpuno kada je

g/0.=0. Linije sa P)O koje imaj}l tacku u ishodistu (na sli-
ci 8,4 nisu nacrtane) se isto tako suZavaju i prilagodjavaju se
linijama sa !9( O.

U oblasti pridruZenih hiperbola nacrtana je linija

F=-2 28 (;/tl =0,300 1 0.321. MoZe se opaziti da, kada Je
5/& =1 te muér:e figure ne postoje, a kada se taj odnos sma-
njuje one se o.sjetno poéinju pojaviti, I u-ovu oblast za linije
sa }O>U koje prolaze kroz ishodiste vaZi isto kao i ranije.

Sve se ove linije izgube potpuno kada se izgubi i sistem hi-
perbola ( f’/‘l=0).

3lijedecCe slike ilustriraju promjenu muare figura mi-
jenjanjem kuta zakretanja sistema lemniskata.

Slike 8.5, 8.6 i 8.7 imaju iste karakteristike kao
slika 8.3. Razlika je samoc u kutu pod kojim stoji osa sistemsa
lemniskata u odnosu na polarnu os, za koju Je po dogovoru uze-
to da bude duZ realne osi zonskog sistema hiperbola., MoZe se
opaziti da poveéavanjem kuta zakretanja o, one muare figure
za ’D(O u oblasti sistema hiperbola podinju se pribliZavati
i postaju skoro paralelne (sl. 8,5), a zatim se zatvaraju pot-

puno (sl. 8,6, koja je rijeSena za aC=28°), postaju sve gusce
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Form. 8.4.

Slika 8- 7-

16

0=4,114
b -2.88
C =l 45
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8 njihov vrh se pribliZava sve viSe ishodiituy (sl. B.7) i iz~
gube se potpuno kada granica lemniskata prelazi asimptotu sis-
tema hiperbola, Mijenja se oblik muare figura, ali sve je to

U skladu s onim 3to je kazano u veszi sa slikom 8,1, U ovom slu-
caju, kada je of=0 i C>Q dobijaju se figure kao na sl, 8,3,

Uvo se moZe objasniti na slijedeéi nadin: kada se
kut o{ poveéava, onda o0sa sistema lemniskata ide ka dijagonali
Cetverokuta 20.- 25 sistema hiperbola, koja Je océito duZa od
Osi 20. sistema hiperbola. To znadi da osa prve lemnhiskate u-
lazi unutar tog Zetverokuta i dobiQaju se zatvorene muare linije,

Na istim slikama ali u oblasti pridruzenih hiperbola,
deSava se obrauti proces promjene muare figura sa povetavanjem
kuta . U podetku, kada je o =0, te muare linije se ne vide
Jer su na krajnjoj granici egzistiranja linija sistema lemnis—
kata., Medjutim, vidi se kako se pojavljuju na sliei 8.5, raste-
Zu se kao na siici 8.0 1 otvaraju se potpuéo pri ¢emu nadolgze
nove otvorene linije sa ££0 kao na slici 8,7. Vidi se pot-
puni sklad izmedju numerifkih raduna na osnovu teorije koja da-
Je formulu (8.4) i eksverimenta na osnovy ookrivanja konkretnih
sistema krivih linija sa istim karakteristikama,

Slijedee dvije slike 8.8 i 8.9 su karakteristidne
po tomu da su napravljene za malo vedu razliku izmedju duZine
voluosi O hiperbole i parametra ¢ lemniskate, To su slike
za Q=3,486, §=2.44 i C=4.45, Prva slika je za o(=24° 4
druga za o =31°, Vidimo da u oblasti hiperbola linije ostaju
u istom obliku samo $to se udaljavaju, a to je tako jer u tom
dijelu prva lemniskata ostala jo3 uvijek van etverokuta

2a.- 26 iz slike 8.1.

Slika 8,10 je karakteristidna po tomu &to je tu iza-
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Slika 8,9,
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Q=457
§-3,2

C=3-157
d =70°

Sorm. B.4,

r/o
F)
, 7
) e
./ d
e
pd -
0
ha
.
A"

Slika 8,1C,



103

brana takva dimenzija prve lemniskate, da cna uvijek osztaje unu-
tar Cetverokuta 20.-2% » Ta slika Jje dobivena za sludaj QA =4,57,
$=3.2, £=3.137 i ol =70°. Vidimo da je ¢ manje i od @& i
od 5, prema tomu lemniskata ostaje unutar Setverokuta 2ﬂf2@
pod bilo kojim kutem ol , te zbog toga se ne mijenja oblik mua-
re figura. Razumije sé da povelavanjem kuta ol te linije pos-
taju rjedje, Linije su ovakvog oblika i u oblasti zonskog sis-
tema hiperbola a i u oblasti njemu pridruzenog sistema., NeSto
sliéno bi se desilo kad se uzima da je parametar 2C sistema
lemniskata veéi od dijagonale cetverokuta koji je gore spomje-
nut, tj. da bude uvijek van tog detverokuta,

Slijede¢im korakom ée se rijeSiti opéi sludaj, kad se
centri sistema koji se pokrivaju ne poklapaju. Uzet Ccemo da se
centar zonskog sistema lemniskata nalazi u ishodi3tu koordi-
natnog sistemaj_ugao skretanja osi tog sis?ema da bude Jjednak
nuli, a centar zonskog sistema hiperbola da bude pomjeren na

todku (A ,i’ ). Tada ée JjednadZba zonskog sistema hiperbola biti

..(E:_élt._M:_ﬂ-m (8.5)
o ad 6" - .

gdje znak " - " ispred M vrijedi za pridruZeni sistem hiper-
bola (za koji je I ~osa imaginarna),

U polarnim koordinatama je

b (recve — 3) — oX(réom¥P—E)* = + matb’

Sredjivanjem ove jednadZbe, dobija se
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ri(iea’ - aiaim'e) — 21 (b seose — i L aine) 4
+ 8t - &t = £ mad (8.6)

Kada jednadZbe (1.29) uz & =0 i (8.6) zamjenimo u

uvjet (7.7), dobija se

L+ ()2 [r*(Gerty — dliacn’e) —

Ctcos2yy a6
14, ]
— ar (i rwse—aibany) + §iat — ot J = f
Ovdje znak " t " oznadava aditivne odnosno suptraktivne muare
figure, a znak " & " wuynutar malih zagrada vrijedi za zonski

sistem hiperbola odnosno za njemu pridruZeni sistem,

Uz zamjene
W = (Gﬁml(f_a‘-.‘;&fv),c!mz‘? , Vv = (tfl,m;-a?fw)nv}cl-wzv,
D = (‘!bt_og-t‘).cimzlf i H = r.gf.&".c‘.m‘?.‘f
gornja jednadzba bi glasila
refa®® t (w]  (D)-2rV L (D -H=0 (8.7)

a rjesSenje ove JjednadZbe glasi

y 2®v|v2 - (0242 )W )-( 2(£)-D - B )
Lo - (8.8)

; a2-62 £(2) w
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gdje znak " * " ispred kvadratnog korijena oznadava dva rje-
Senja jednadfbe drugoga reda (8.7).

Na osnovu formule (8.8), prigodnim programom pomoéu
kompjutora, numeridki su rijeSeni nekoliko karakteristidni slu-
cajevi, Prije toga je, takodjer numeridki, konstatovano da u
svim moguéim kombinacijama pokrivanja ovih sistema, zamjenom
numerickih vrijednosti u formuli za komutacionu granicu, izla-
21 pozitivna vrijednost, a to znadi da postoje samo suptraktiv-
ne muare figure. Prema tomu, u daljem radunu prema formuli (8.8)
uzet je semo znak " - " dispred V, W i D (van zagrada).

U skladu sa zahtjevom zalbolji pregled, ovaj korak je

podijeljen na tri sludaja.

a) A se mijenja, Z=0

i) Cc<4a

rnada je ¢«£Q , pomjeranjem centra sistema niperbola
udesno, s desne strane slike muare linije postaju sufde a s
lijeve strane se rasteZu (sl. 8.,11) sve dok podinju da se vo-
Javljuju zatvorene linije sa f:é C koje lile na elipsu. Daljim
povetavanjem A -a, pojavljuju se nove "elipse" a one DIrVE DO-
¢inju da se pretvaraju u obliku kao linije sa f?'r C koje su
isto tako zatvorene ali imaju jednu taiku u ishodiftu. Sliks
8.12 ilustrira to. Vidi se da kada je A=7, prva elipsa s li-
Jeve strane je f:=-8, a zatim slijede f:=—-‘7, -6 i =5, Isto
tako kao "elipse" u ovom sludaju postoje f:—ﬂ- i fa=-5, ali
nisu nacrtane radi boljeg pregleda. 2a ovakve karakteristike,

linija f=-2 Je zadnja Sto je pre$la iz oblika "elipse" u
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obliku koji imaju linije sa p?fo.

Jos veéim povelavanjem A -a, kada centar sistema hi-
perbola ulazi duboko u polju desne strane sistema lemniskata,
onda se i s desne strane slike pojavljuju novi oblici muare fi-
gura, a to su one linije sa fJ}O koje sada napusStaju onu za-
dednidku tadku u ishodistu, postaju zatvorene u sebi i nestaju
Jedna po jedna daljim pomjeranjem centra sistema hiperbola udes-
no. Slika 8,13 sa grafikonima i sa fotografijom ilustrira owvu
pojavu, Namjerno je uzet da sistem lemniskata bude puno mangjih

dimenzija, radi toga da se vide obje strane slike.
ii) C>&

Kada je C>»@& i A =0, dobija se slika Bee Pomjera-
njem centra sistema hiperbola udesno, s lijeve strane te slike
muare linije s; -pribliiava,ju, a s desne str'-ane: linije sa P$O
se udaljavaju a linije sa F?O se u jednom dijelu savijaju,
$to se vidi na slici 8,14, Jaljim povelavanjem A -a, linije
sa fﬁo se udaljavaju jo& viSe a linije z= P>O savijaju u
takvoj mjeri da od njih se dobijaju dva dijela, jedan dio lini-
Je se zatvara a drugi se pridrufuje linijamas =a fi 0, 3to do-
kxazuje slika 8,15, na i one figure koje su nacrtane iscrtaninm
linijama na slici 8,16, To je u skladi s tinm da lemniskate ula-
ze unutar cetverokuta slike 8.1,

Sve su to muare figure koje se javljaju u volju sis-
tema hiperbola. Medjutim, kada se povedava A, onda u polju des—
ne strane zonskog sistema lemniskata duboko ulazi i zonski sis—
tem pridruZenih hiperbola, te prema tomu moraju se Jjavljati mua-

re figure zbog tog razloga. Ovo najbolje dokazuje desna strana
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slike 8,16, Pored figura koja su nacrtana iscrtanim linijana
1 koje se tidu figurama u oblasti sistena hiperbola, vidimo i
figure (sa punim linijama) koje se tidu polju njemu pridruZe-
nog sistema hiperbola,

S5 lijeve strane slike 8.16 nacrtani su neki grafikoni,
mada se na fotografiji ne vide zbog ogranidenosti broja linija
u sistemima, Te figure ustvari postoje i nije se mijenjao nji-
hov oblik povelavanjem A -a, osim Eto su postale gusce., Razumi-
Je se da u ovom dijelu lemniskate izlaze sve vife iz Setveroku—
ta 2a-23 sistema hiperbola,

Slika 8,16 je dobijena za' slucaj a=3.486, 3=2.4—4,
C=6,5,4=22 i Z-=0. Cpisat Cemo malo one muare figure koje
nastaju u polju pridruZenog sistema hiperbola. Za ove karakte-
ristike pokrivanja sistema primjeéuju se tri vrste muare figu-
ra. Prvu vrstu éine one dvije linije koje su zatvorene i stoje
simetridno gor;-i dolje a nacrtane su po d;ije, za 10=4 i o.

Pogtoje jod i p=5, 7 i &, ali nisu nacrtane_.zbog pregled-
nosti. Druga vrsta linija je ona koja je zatvorena i ide oko
onih prvih. Nacrtane su fJ=9 (kao prva takvog oblika), 12 i 2C
a vostoje redom od f)=9 do f:=57. Slijedi orva linijz iz tre-
ée vrste f>=38, koja je isto tako zatvorena, ide okolo onin
drugih ali ima talku u ishodi¥tu. ¥acrtana je jog i F:EC, 2
ustvari ima ih bezbroj,.

Postojanje oblika muare figura kao S$to su gore opi~
sivana moZe se objasniti lako ako sliku 8.16 analiziramo detalj-
nije i ako je usporedimo sa onim 3to je ranije kazano u vezi
sa slikom 8.4, Tamo vidi se potpuna analogija oblika muare fi-
gura dobivenim u polju pridruZenih hiperbola sa onima Sto poka-

zuje i slika 8,16, Prema tomu i ovdje ulaskom pridruZenog sis-
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tema hiperbola u polju sistema lemniskata, polinju da se javlija-
Ju zatvorene linije sa P?O kKoje imaju Jjednu talku u izhodiftu,
PoveCavanjem A ~a ove linije napustaju ishodi3te i sada imaju
dvije talke presjecanja sa polarnom osom, Takve su linije na
slici r= 9, 12 i 20. Daljim povelavanjem A -a, tadke presje-
canja se sve viSe pribliZavaju jedna drugoj. Kada se te dvije
tadke spoje u .jednu onda se dobivaju dvije zatvorene linije., Te
dve linije se povedavanjem A ~a razdvajaju jedna od druge, uda~
ljavaju se simetridno (ako je o =0) suzavajuéi se sve dok ko-
naéno nestanu pri odredjenoj vrijednosti A -a, Tako, na slici
8.16 nema viZe fr= 1, 2 1 3, 0vak:a teorijski ide do beskonad-
nosti, a realno sve dok sistem pridruZenih hiperbola ne izlazi
iz polja desne strane zonskog sistema lemniskata,

Treba istaéi da oblik ovih muare figura zavisi i od
odnosa izmedju velilina parametara a, § i ¢, Slika 8,16 je
dobivena za o&r;edjene vrijednosti parametszra koji su oznaceni
gore. Naredna slika 8,17 prikazuje kako izgledaju ove figure
za isti sistem hiperbola (6.=3.,435 i £=2.44) ali za sistem
lemniskata sa parametrom C=4,45 i ¢€=3,37, U oba slucaja je
A=35 i #=0, Punom su linijom nacrtani grzfikoni za slucaj
C =4.,45, i to zatvorene linije f)=59, 49 i 65 (a postoje sve
od f=59 do f=1(.}0) va 1 prva zatvorena linija sa tadkom u
ishodistu f =101 (a postoje bezbroj takvih), Na istoj su slieci
nacrtane i nekoliko linije za ¢ ='5.8'7,.sa crticama radi razdva-
Jjanja. Tu je prva u sebi zatvorena linija P=46 (prethodne su
nestale), pa r=49 i r=65, a postoje sve do F=100. Nacrtana
Je 1 prva zatvorena linija sa tadkom u ishodiltu F =101,

Primjeuje se da je razlika samo u broju nestalih 1li-

nija: u prvom sludaju su nestale r= 1y, 2y 3, 460y 38 a u dru-
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gom sliucaju ’9= ly, 24y 5y eeey 45, Sve je ostalo isto, samo Zto
se razlikuju po obliku,

Lijeva strana slike 8.17 nije nacrtana, a ne vidi se
i na fotografijama, zbog.ogranidenog broja linija u sistemima,
Muare figure ustvari postoje i s te strane, ali bez karakteris-

tiénih promjena,

b) 8=0, £ se mijenja

i) ¢€<£Q

Kada se centar sistema hiperbola pomjera navise, one
muare figure 2za f>0 iz slike 8,2 podinju da se razdvajaju
iz ishodista, postaju u sebi zatvorene i nestaju jedna iza dru-
ge sa pweéavailj_em_ t-—a. To su linije u o‘?lasti sistema hiper-
bola, Slika 8,18 prikazuje sludaj @ =4.57, §=3.2, € =3.87, A =0
i t=002. SpomJenute figure su na gornjem dijelu slike, Nacrta-
ni su grafikoni zatvorenih linija F =58 1 f=40, a postoje od
P=58 pa sve do r=lr—’7. Zatin je nacrtans samc prva zatvorena
linije sa tadkem u ishodiStu ’0=48, a ima ih bezbroj., Linije
f’= 1y 2y 35 eeey 37 su nestale,

S druge strane, povelavanjem t -a, donja strana pri-
druZenih hiperbola ulazi u polju sistema lemniskata, pa prema
tomu moraju se Jjavlijati nove muare figure. Ista slika 8,13 (do-
nji dio) prikazuje tu pojavu. Nacrtani su grafikoni za prvu zat-
vorenu liniju P=-55 pa i }o=-53. Za T =22 postoje jos 1
F=—5ll-, -52, ~51, =50, =49 i 48, Zatim dolaze zatvorene li-
nije koje imaju tadku u ishodiStu a to su r.:=-47 (koja Jje na-~

crtana), -46, =45, ...y =1, O, 1, 2, 3, ... Daljim povedavanjem
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f-a pojavljuju se nove zatvorene 1inije F=—56, -57 itd., dok
one zadnje rJ=—48, =49y ees redom prelaze u oblil zatvorenih
linija sa tadkom u ishodistu,

Ako se centar sistema zonskih hiperbola pomjera u SUp-
rotnom smjeru, dogadja se obrauti proces: linije sa tadkom u is-
hodigty f’=—46, =45y =44y ... Tedom se pretvaraju u sebi zatvo
rene linije i nestaju jedna za drugom sve do F=0 u momentu ka-

da postaje i=0, a8 u tom sludaju se vradamo na sliky 8,2,

ii) C€C>Q

U ovom sludaju, povedavanjem % -8y U Oblasti sistema
hiperbola one otvorene linije sa ’DLO 1z slike 8,3 se udalja-
vaju, a otvorene linije sa tadkom u ishodiZtu sa P}O napus-
taju tu tadku i pridruzuju se onim prvim., Slika 8.19 (gornje
figure) je rjege‘nje za slucaj @ =5.69, 5=3;984, C=6.5, A=0 i
t=25. Nacrtane su otvorene lini je P= ~24 Oy 5, 10, 15, 20,
Nacrtana je i prva otvorena linija sa takom u ishodiltuy ’0=54.

Na istoj slieci su prikazani i grafikoni nekoliko mua-
re lirija u oblasti sistema pridrulenih hiperbola, Nacrtana je
PTVva u sebi zatvorena linija f=—-’+5, va 1 P=-’+l. Tsto tako, na-
crtana je i prva zatvorena linija sa tackom u ishodiltu F=--5§,
onda p=0 i r='35, a teorijski ih ima bezbroj. Ove linije nas-
taju potpuno analogno kao u prethodnom sludaju, kada je bilo

CLA , a vide se na donjoj strani slike 8,19,

@) Mijenjase i A i g

——

Konadno, kada se centar zonskog sistema hiperbola po-
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mjera u oba sajera, nastaju slike nuare figura kao Xcmbinacije
prethodnih slucajeva, pa zbog toga necu ih detaljnije opisivati,

Slika 8,20 predstavlja sluXaj @ =4.57, §=3.2, ¢ =3.87
(€4a ), 4=6 i £=15, Punom linijom su nacrtani grafikoni mua-
re figura u polju zonskog sistema hiperbola, a tadkastim i crt-
kanim linijama one u polju njemu pridruZenog sistema,

Slika 8,21 ilustrira sludaj a =5.6, §=3.984, C=6.5
(e>a), A=7 i =23,

Na osnovu svih priloZenih grafikona koji su dobiveni
numeric¢kim izradunavanjem na osnovu formule (8.8) koju daje teo-
rija i uz njih fotografije pokrivanja sistema istih karakteris-
tika, moZe se konstatirati da postoji potpuna saglasnost izme-

dju teorije i eksperimenta,
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9. MUARE FIGURE ZONSKUG SISTEMA IEMNISKATA SA

r— e S

SISTEMOM EKVIDISTANTNIH PARABCLA
m

Na osnovu slike 9.1 moZemo postaviti jednadZbu siste-
ma ekvidistantnih parabola, U pPravokutnim Kkoordinatama ta jed-

nadzba bi glasila

A

d
2-

X = -+ 41-£ -+ 4{ | (9,1)

™Q

gdje Je .Z - parametar parabole, 8 - razmak izmedju susjednih

b

-3 =2 «1 0 1 2

A

Slika 911.
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parabola duz osi o9, a L(E je udaljenost tjemena parabole
M=0 od ishodista,

U polarnim koordinatama ta JjednadZba glasi

FAnY — 2.9 T-CO8¥ + 2.9-(ml + ) =0 (3.2)

Ovaj sistem ¢emo pokriti sa sistemom zonskih lemniskata.
TraZenje podrudja efikasnosti aditivnih i suptraktiv-
nih muare figura analitidkim putem i ovdje vodi do jedne trigo-
nometrijske jednadzbe koJju je tedko rijesiti, Zato ée se odmah
i¢i na nalaZenje formule muare figu}a koje nastaju pokrivanjem
ovakvih sistema krivih linija, a koje su figure u kom podrucdju

efikasne, pokazat fe numeridki racuni.

Iz (1.29), (9.2) i (7.7), dobiva se traZena formula

r [ 2Ty — rivade — 224 "
Cleni(p-) — z-z-t = F

Uz zamjene

v o= e eo2(P- &), v = it cmz(@-o,

222 C’*'-f-w'll (Y-l

Q.
!

29-h-cteos2 (- i K

dobiva se slijedela Jjednadzba

p2 az-f;w)ze-r:v “d-k=0 (9.3)

Gornji predznak vrijedi za aditivne a donji za suptraktivne mua-
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re figure., RjeSenje ove Jjednad¥be glasi

- 2, - - N
’ +vin-(2-2~€, Tw)(Fd-k) (5.9

132 "~ ) T )

22@ F W

gdje znak " % " jspred kvadratnog korjena oznadava dva rjede-
nja gornje jednadZbe,

Radunskim putem je ustanovljeno da u oblastima gdje
se€ pokriva sistem ekvidistantnih parabola sa zonskim sistemom
lemniskata izlazi pozitivna vrijednost za velidinu koja odredju-
Je komutacionu granicu, $to znadi da su efikasne suptraktivne
muare figure. Te prema tomu, u daljem radunu prema formuli (9.4)
treba uzeti donji predznak isﬁred vy, W 1 d,

Na osnovu formule (9.4) izralunati su nekoliko grafi-
koni za sludaj 2=22.88, E=o.572, &ao, C=4.45 i ol =0, ko-
Ji su predstavljeni na slici 9.2. Vidi se da 1 s lijeve strane )
a2 1 s desne strane te slike postoJi odredjeni broj u sebi zat-
vorenih linija za F(O a 1 bezbroj zatvorenih linija kKoje pro-
laze kroz ishodiZte, koje se dobivaju za 20, Na toj slici
je prva u sebi zatvorena linija P =-15, zadnja p ==1, a radi
breglednosti nacrtane su szmo f7=—15, -12 i -9, s obe strane
slike. Zatim su nacrtane dvije zatvorene iinije koje prolaze
kroz ishodiSte, a to su F=O i P=5. Ovakva simetrija Sto se
tice rednog broja muare linija vrijedi kada Je centar sistema
lemniskata zajedno sa ishodiStem polarnog kodrdinatnog sistema
na vrhu parabole sa rednim brojem M =0, znaci kada je A=O.

Treba istaéi da lijeva strana slike 9,2 je racdunski

dobivena sa znakom " - " ispred v, w i d u formuli (9.4),
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& desna strana sa znakom " + "« To je u skladu g tim da 1ije-
Va strana sistema lemniskata presjeca linije sistemé parabolsa
koje imaju negativni redni broj M , a desna strana presjeca
linije sa pozitivnim rednim brojem,

Prije nego $to se predje na dalje razmatranje muare
Tigura koje nastaju pokrivanjem ovakvih sistema krivih linija,
bit ¢e predstavljena neka istrazivanja u vezi utjecaja koji ima-
Ju pojedini parametri na broj i oblik muare figura. Ti rezulta—

ti su dati na tabelama 9,1 i 9.2

Tabela 9.1 predstavlja rezultate istraZivanja kada se
za jedan odredjeni razmak 1zmedju parabola mijenjaju parametar

parabole Z 1 parametar lemniskate €., Na osnovu te tabele se

Tabela 9.1,

—_-_-—-—-_'—'_—':'I_"_'—'—'———-— el . — — i - w—

{ =0.572 . /°1 i : |
9 =25,472 9 =22.88 9 =10.2

e - ——rt— — - N - ——h

c =-’-i-,1-l-5 -15,-14’-II,—1 -15""14’-0-’-1 —15,-l'q"lll,"'1
— | -

c =6-5 "'52""51,-.-,-1 -52,-51,.--""1 -52,“3].,--.,“1

—— il . el

moze konstatirati da na broj linija ne utjede wvelidina z veé
velidina parametra lemniskate (., | |

Na tabeli 9.2-su predstavljeni rezultati ispitivanja
kada se parametar § parabole drZi konstantnim, a mijenjaju

se parametri ¢ i.ie « MoZe se opaziti da osim parametra lem-

niskate (, na broj muare linija vrlo mnogo utjede i razmak izmed ju
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= 22,88 —
C = 4,45 € = 6.5
| S — M
= o0,2 ~123, =122, see, -1 “O5l, =263, +ee, -1
{ = o.t =30, =29, eesy -1 —66, =55, eeey -1
{ = 0,572 =15, =14, seey -1 =32, =31, seey =1
L= 0.8 ~Dy =By eeey -1 =16, =15, see, -1
¢ = 1.0 by =3, ceey -1 =10y, =9, eeey -1
S E N

pojedinih linija parabola -E. Razumije se da Je broj muare 1li-
nija veéi ako je veéi broj linija parabola u odredjenom inter-
valu,

Numerickim racunom je utvrdjeno da daljim poveéavanjem
razmaka izmedju parabola, smanjuje se 1 dalje broj linija
koje lice na elipsu. Za € =4.45 Jje utvrdjeno da zadnja takva
linija p=-1 postoji konaZno do { =2.225 (L=4.45/2) a za
C=6.5 ta linija je vidljiva sve do £ =3.25 (&€=56.5/2 ). To
znali da se linije takvog oblika gube poveéavanjem e-—a, a ka-
da E prelazi vrijednost C/2, onda izdezava i poslednja take
va muare figura. Daljim povecCavanjem E—a cstaju samo zatvo-
rene linije sa P?O, koje imaju zajednicku tacku u ishodistu,

Postoji i drugi sludaj: kada se razmak izmedju para-
bola smanjujee. U tom slucaju se povelava broj linija koje 1lide
na elipsu, s$to se vidi i na tabeli 9.,2. Ekstremni je slucaj ka-

da postaje { =0. U tom sludaju je broj linija takvog oblika
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vrlo veliki, 3to je nemoguée ih uoditi jer se tada linije sis-
tema parabola spoje jedna sa drugom i uzaludno .j'é traziti tad-
ke presjecanja ss linijama sistema lemniskata,

Dalje je ispitano kako utjede medjusobni odnos izme-
dju parametara 2 i l parabola i parametra € lemniskate na
oblik muare figura, Za ovo 8e posluZiti slika 9.3, koja je do-
bivena na osnovu rezultata radunanja formulom (9.4) kada se
pokriva jedan te isti zonski sistem lemniskata sa parametrom
€ =8.57 sa tri vrste sistema parabola, Uzeto Je A.-O, o =0,
A=0 i t-O. Veée promjene se priq;]eéu,ju s lijeve strane te
slike, Tu su nacrtani grafikoni linija f=-17 (to su dvije si-
metricéne zatvorene linije), pa f:—ls i f--15 za slucaj
2-8.628 i 8-1.054, sa punom linjijom, Zatim, linijom sa erti-
cama su nacrtani grafikoni za r=-56 i r=-?55 za z =22 ,88
i 8-0.572. Sa 'ta_c‘,kastim linijama su nacrtani grafikoni za
ra-il-S i-_r=§-£l-4 za sluca] 2=25.472 i l =0,6568, Vidi se
da te figure se znatno razlikuju za razlilite kombinacije pa-
rametara. _Za.jedniéko im je to da zadnja u sebi zatvor;na lini-
Ja Je P =-l, & zatim dolaze linije koje imaju tadku u ishodi-
tu PZ,O.

S desne strane slike 9,3 nacrtane su linije sa istim
rednim brojevima kao s lijeve strane i ne primjeéuju se znatne
razlike izmedju njih. Karakteristidno je u ovom sludaju da tad-
ke presjecanja muare linije sa polarnom osom za odredjeni sis-
tem parabola i za isti redni broj, stoje simetridno postavlje-
ne s li,jevé i s desne sfrane slike i.na istoj su ﬁdal.jenosti.

U daljem ispitivanju je analizirano kako utjede pro-

mjena kuta zakretanja osi sistema lemniskata na oblik muare

Ligura,
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Povelavanjem kuta of , one zatvorene linije sa p<o
1z slike 9,2 podinju da se gube jedna po jédna 1 s lijeve i s
desne strane. Slika 9.4 pokazuje sludaj istih varametara giste-
ma kao na slici 9,2, ali za kut skretanja osi sistema lemniska~
ta d-60°. Dolje Je nacrtana poslednja "elipsa" f ==10, zatim
P=-9 i pu-B, a postoje sve do Pu—l. Dolje su JoS nacrtane
i linije p=C i P-B, koje su zatvorene i imaju tadku u isho-
dijtu: Gore su punom linijom nacrtane opet poslednja f--5 i
P-—#_ u sebi zatvorene linije kao i nekoliko linija sa P; o
koje imaju tadku u ishodi¥tu, to su P-O (kso prva takvog ob-
lika), 10, 20, 30 i .40, Primjeéuje se da s desne strane 1i-
nije koje lide na elipsu sa rl O izdezavaju brZe nego one s

lijeve strane.

_ Kada se osa sistema lemniskata zakrene u dovol jnoJ
mjeri (a to zavisi od velidine parametra,'2' parabole, koji
utjede na savijenost parabole), onda desne linije sistema lem-
niskata podinju da se presjeku sa linijama sistema parabola ko-
Je imaju negativmi redni broj, a lijeve linije ;istema lemnis-
kata podinju da presjecaju linije sa pozitivnim rednim brojem
U sistemu parabola., U tom se sludaju podinju pojavljivati no-
ve muare linije koje su na slici 9.4 naertane crtkanim linija-
ma. Ovakve linije se ne wide s donje strane te slike radi to-
ga Sto linije lijeve strane sistema lemniskata podinju da pre-
sjecaju linije parabola u ovom slucaju kasnije, tj. pod veéim
kutem zakretanja of u odnosu na to &to &ine linije desne stra-
ne tog sistema, Treba istadéi da su crtkane linije na slici 9.4
redunski dobivene za P}O ali sa znakom " - *® ispred v,
W i d u formuli (9.4), ObjaSnjenje za ovo je dato gore.

I Ove ¢injenice joS bolje potkrepljuje slika 9,5, koja



Slika 9.4,
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je dobivena za iste sisteme ali uz kut of =90°, Vidi se potpu-
na simetrija gornjeg i donjeg dijela slike., CUvdje viSe nema ni-
Jedne zatvorene linije sa P(O, veé¢ Je weliki broj zatvorenih
linija sa F?,O koje prolaze kroz ishodiSte, kao rezultat pre-
sjecanja linija sistema lemniskata sa linijama sistema parabola
koje imaju negativni redni broj M (pune linije) i sa linijama
koje imaju pozitivni redni broj M (crtkane lini:je).

Kako se vladaju muare figure zakretan;jem osi sistema
lemniskata ako uzimamo neki drugi odnos izmedju parametara sis-
tema, pokazivat &e dalje razmatranje, Uzet éemo npr. da parame-
tar € lemniskate bude relativno v:eéi u odnosu na parametre
parabola, za razliku od prethodnih slud¢ajeva. Slike 9,6, 9.7,
9.8 1 9.9 ilustriraju slufaj §=25.472, {=0.6368, C=6.5,
As0 i &0 ali za razlidite kuteve zakretanja osi lemniska%a,

Slika 9.6 je za ol =0 i ona se ne razlikuje mnogo
po obliku od sl:.ke 9.2, samo po broju 1ini;ia 88 r(O i po
njihovim dimenzijama, zbog razlike u odnosima parametara.

Slika 9,7 je rjesSenje za ¢f =256. Ako je usporedimo
sa slikom 9,6, vidimo da s lijeve strane postoje dvije nove zat-
vorene linije u obliku "elipse" Io=-27 i P=-—28, a s desne
strane su nestale "elipse" F=—26, -25, =24, <23 i =22,

Daljim poveéavanjem kuta of s S lijeve strane sve se
linije eotvaraju, a s desne strane se nastavlija izezavanje
"elipsi" sag f( O, a kada desne linije sistema lemniskata po-
cinju presjecati linije parabola sa negativnim rednim brojem
Mm s onda se poinju pojavljivati nove muare figure u obliku
zatvorenih linija. Te se mogu vidjeti kao crtkane linije na
slici 9.8, koja ilustira ovaj sluca] za ol =55°,

Deljim poveéavanjem kuta ol , linije lijeve strane
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Slika 9. 8.



Slika 9:9-
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sistema lemniskata pocinju da presjecaju linije sa pozitivnmim
rednim brojem u sistemu parabcla, tYe zbog toga se i dolje po-
Javljuju nove muare figure u obliku zatvorenih linija sa f?,'O.
Na desnoj strani sistema lemniskata, "elipge" sa r( O se gu-
be jedna po jedna, a linije sa P?f O koje nastaju presjecanjem
linija lemniskata sa linijama sistema parabola koje imaju nega-
tivai redni broj zatim se Zire i u Jednom trenutku se otvara-
Ju na vrhfz, a izmedju njih nadolaze nove muare figure u obliku

otvorenih linija i dobivaju se za r(O.

Slika 9.9 ilustrira ovu p?javu i predstavlja rjeSenje
za o =90°, Primjecuje se potpuna simetrija izmedju gornjeg i
donjeg dijela slike,

Dalji korak ée biti ispitivanje vladanja muare figura
za sluéaj da se sistem ekvidistantnih parabola pomjera u dva
braveca u odnosu na centar sistema lemniskata, Ako se dogovori-
Ja je udaljena za A iz tjemena parabole sa rednim brojem m=0,
onda ¢e se igpitati slucaj kad se t{a;j centar ne poklapa sa cent-
rom zonskog sistema lemniskata, Uzet demo da ishodidte koordi-
natnog sistema bude u centru sistema lemniskata, kut zakretanja
Osi toga sistema jednak nuli ( o =0), a tzv. centar sistema ek-

vidistantnih parabola da bude na tacku (A& ,t )

Pod ovakvim uvjetima e sistem lemniskata imati jed-

nadzbu kao (1,29) uz ol =0, dok &e jednad¥ba sistema ekvidis-

tantnih parabola u pravokutnim koordinatama glasiti
| .
(4-41 = 29(2 -2 - ml _ ) (9.5)

U polarnim koordinatams ta JednadzZba ée biti
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~TRAME 20 (MmY g eore) — [L'+ 20(A+4)] = wb2g 6

Zamjenom (1.29) uz o =0 i (9.6) u uvjet za dobijanje muare

figura (7.7), dobiva se_

2 1,. 2 _ .
'c‘-c:ﬁi‘f i —z-éT{-T-M‘P-I' r.z.{t-m? +2M'~f)_.{{ +22{4+{)] :f

Kada se ova jednadZba sredi, uz zamjene
W o= Ciaim'e-coa2y V = (EAP+ genv)ciomzy
D =(t'+ zfé-l-lflo)-c‘: cn2¥ i K = z-z.f-c':f-ww

‘dobiva se slijedeCa jednadZba drugoga reda

rg-(ez‘exw )t 2.V D=-K=0 (9.7)

cije rjeSenje glasi

TV V2- 2.0. WY (TD K
T. = V: (2(: (3 ) (9.8)

12 2-2-£ TV

gdje, gornji predznak ispred V, W i D vrijedi za aditivne,
a donji predznak za suptraktivne muare figure. Dva predznaka
ispred kvadratnog korijena znade da imamo dva rje3enja u jed-
nadzbi (9,7), obzirom da je to jednadZba drugoga reda,

Po3to su u nasim sludajevima efikasne suptraktivne

muare figure, za numeriko radunanje se koristi samo donji pred-
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znak ispred V, W i D u formuli (9.8), a to je predznak
"+ ", Hedjutim, kada se radi o Presjecanju linija sistema lem-
niskata sa parabolama koje imaju pozitivni redni broj (Mm> 0),
koristi se znak " + " igpred Vo, ¥ i D, a kada se one pre-
sjecaju sa parabolama koje imaju negativni redai broj (m<40),
stavlja se znak " - " ispred V, W i D u formuli (9.8),
Tako se stvarno dobiva ako ée uzmu u obzir oba predznaka za
redni broj parabola m pri nalafenju formule (9.8).

Prije sto predjemo na razmatranje utjecaja promJjene
A-a i £-a na muare linije, :i.sp:itivat Cemo kako na njih ut-
Jece parametar L s £je udaljenost ishodilta koordinatnog sis-
tema od parébole sa rednim brojem m =0, Razumije se da g. mo-
Ze imati vrijednosti od 0(‘,(! o Ispitivanje Je izvrSeno ra-
cunskim putem pomoéu formule (9.4) zs ] =22.88, ¢ =0,572,
C=h.45 i ol=0,

Ako -:Je ‘. =0, onda Je ishodiste ];oordinatnog sistema
na tjemenu parabole sa rednim brojem M =0, U tom sluiaju se
dobiva slika 9,2, gdje se vidi sfmetri,ja Sto se tide rednih bro-
Jjeva muare linija s lijeve i s desne strane te slike: redni broj
zatvorenih linija u obliku "elipse™ Je f=-1, ~2y eesy =15, &
zatvorene linije sa tadkom u ishodi¥tu su sa r,Zv O,

Kada se tjeme parabole m =0 pomjera udesno, a to zna-
Cci kada raste velidina -&., onda se dogadja to da zadnja "elip-
sa" r=-15 s desne strane se smanjuje sve dok ne izdezava pot-
puno u trenutku kada postaje {-E § S lijeve strane "elipsa"

P =-15 raste a pojavljuje se nova "elipsa" sa rednim brojem
p =-16. Zatim, s lijeve strane je "elipsa" r--l presla u obli-
ku zatvorene linije sa tadkom u ishodisdtu, a s desne strane zat-

vorena linija takvog oblika se pretvorila u "elipsu® (F-O).
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Vidi se da kad postaje g.= { y Svi redni brojevi muare
linija su se pomakli za jedan, a broj karakteristi&nih linija je
ostao isti: slijeve strane ima opet 15 "elipsi® (P=~16, =155000,
~2) a s desne strane isto toliko (10:-14, =13, eeey O)¢ To 2zna-
¢i da kad se centar sistema lemniskata nalazi na tjemenu para-
bole Mm=-1 (L=£ )y slika muare figura je identi®na sa slikom
kada se nalazio na tjemenu parabole M =0 (&-o), razlika Jje sa-
mo u rednom broju muare linija, koji se pomjerio za jedan.

Na potpuno isti nadin se muare figure vladaju kada se
mijenja A pri 1 =const. Poveéavangem A -a (znadi pomjeranjem
sistema parabola duZ osi udesno), s lijeve strane pojavljuju se
nove "elipse™ a one prethodne prelaze u oblik zatvorenih linija
sa tackom u ishodiStu, a s desne strane zatvorene linije sa tad-
kom u ishodiStu se pretvaraju u "elipse" i pridru¥uju se onim
prvim koje izdéezavaju. Treba joS jednom koqstatirati da ukupni
broj "elipsa" 2za dotilne strane ostaje uvijek isti. TaJj broj
zavisi, kao Sto je ranije reéeno, od medjusobnih odnosa izme-
dju parametara sistema koji se pékrivaju.

Na kraju ¢emo analizirati vladanje muare figura kad se
tzv. centar sistema parabola pomjera u vertikalnon praveu, a za-
tim i u oba pravca.

Slika 9,10, koja je rezultat pokrivanja zonskog siste-
ma lemniskata sa sistemom ekvidistantnih parabola sa karakteris-
tikama istim kao kod slike 9,2, samo Sto je ovdje t =20 umjesto
It=0, posluzit ¢ée za objad3njavanje prvog zadatka,

Eksperimentalno je potvrdjeno da kad se "centar" sis-
tema-parabola, a to je tjeme parabole sa rednim brojem Mm=0, pus-

ta da klizi duZ vertikalne osi naviSe od ishodiSta (tj. kad se

povedava L), onda s lijeve strane slike 9,2 pojavljuju se nove
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"elinse! sa PI(D a one prethodne z¢ pretvaraju u zatvorene 1i-
nije koje imaju tadku u ishodi¥tu. S desne se strane dogadja obr-
nuto: zatvorene linije sa f?/ O koje imaju tacku u ishodistu

Se pretvaraju u "elipse" i idu ka uni3tenju kao one prethodne

sa f( O, Ovo dokazuje slika 9,10, Vidi se u njoj, s lijeve st-
rane, da se veé pojavila zadnja "elipsa” !a ==34 (kad Je 1 =0 to
je bila p=-15), a prva zatvorena linija koja ima tadku u isho-
distu sada Jje vel f=-15 itd. S desne strane se vidi da su se
veé izgubile "elipse" r=-—15 pa sve do f=-3, a ostale su sa-

mo zadnje r=-2 i =l, Zatvorene linije sa F;‘,O su se sve do

&

r=l5 vretvorile u "elivsu".

Sve ovo na prvi pogled izgleda da se dogadja zbog pro-
mjene velicline i:. Medjutim, u stvarnosti ta velifina ne utjeXe
u tolikxoj mjeri. Ma to ¢e nas uvjeriti slijedeéa sliika 9,11,
koja je nastala na osnovu numeriékih izradunavanja pomoéu for-
mule (9.8),.pa“i fotografija uz njih. o%e se primjetiti prema

toJ slici da pomjeranjem "centra" sistema parabola naviSe (po-

- - + - j . - 4 . "
vecava se‘t}, lshodiste koordinatnog sistema se nije odvojilo

i3

od parabole sa rednim brojem M =0, 2z tc znz%i da se "centzap"

{

sistema parebola vomjerio i horizontalno ulijevo premza formu-

1i ,5=-t2/2.2 .

la slici 9,11 se vidi da nijedna zatvorena linija s

m

t

tadkom u isnodiftu nije se vretvorila u “elipsu” ili obrnuto.
Kada ovu sliku usnoredimo sa slikom 9.2, moZe se ovaziti da su
se ovdje pojavile neke nove 'elipse", i to: s lijeve strane
r=.-16, -17, -18 i =19, a s desne strane r=-—l6, ~17 i =18,
UbjasSnjenje za ovo se moZ%e dati tako £to su parabole du? svoje
0si rjedje nego na drugim mjestima. Sistem lemniskata u ovom

sluéaju pokriva podrudje gdje su parabole gu3ée, te prema tomu
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dogadja se to §to je veé objalinjeno vomodu tabele 3.2, prenz
kojoj kad su parabolé guiCe i broj "elivsi” &e biti veéi pri
pokrivanju sa sistemom lemniskata i obrnuto. Ovako se mo¥e ob-
Jasniti i ona razlika Sto s lijeve strane slike 9.11 ima 19
"elipsi" a s desne strane ih ima 18, PaZljivim posmatranjem,
moze se opaziti da su "elipse” s lijeve strane sistema lemnis-
kata ispod njegove osi, gdje su linije parabola guiée, a s des-
ne strane su iznad te osi, gdje su linije parabola rjedjes 2Zbog

toga, za ‘t=20, s lijeve strane postoji jedna "elipsa" vyiZe nego

desne strane slike 9,11,

Sad, kada se vratimo na slici 9,10, na osnovu datih
objasnjenja, moZe se reéi da sve te promjene u odnosu na sliku
92 nisu se dogadjale zbog promjene velidine t, vel ‘zbog to-
ga Sto, kad sistem parabola klizi tadno po jednoj vertikali,
onda centar zonskog sistema lemniskata odnosno ishodi¥te koor-
dinatnog sistema, prelazi u oblasti gdje postoje druge parabo-
le, a pomjefio se od parabole sa rednim brojem M =0,

Jedinu promjenu 3to povelavanje t prouzrokuje u vla-
danju muare figura je to 3to s lijeve strane te figure prelaze
u polju ispod osi sistema lemniskata, a s desne strane one pre-
laze iznad te osi.

Svaki drugi »oloZaj (b,t) "centre” slstema ek-
vidistantnih parabola u odnosu na centar zonskog sistema lem-
niskata odnosno na ishodi%te koordinatnog sistema, moZfe se ob-
Jasniti pomoéu karakteristidnih sludajeva koji su rijefeni go-
‘Te. Razumije se, u svim ovim problemima, veliki utjecaj imaju
parametri obaju sistema u medjusobnim kombinacijama.

- Treba napomjeniti d§¥% ovdje postignuta potpuna sag-

lasnost izmedju teorijski dobijenih i eksperimentalno potvrdje-

nih rezultata,
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10. PRIMJ®NA MUARE FIGURA U [ETRCIOGIJI

10,1 Postavljanje problema

Fenomeni muare, formirani od raznih mreZica i njihova
prinjena su jo3 uvijek problem koji nije dovoljno istraZivan i
analiziran. U zadnje vrijeme se muare metoda sve vise oprimjenju-
Je u oblasti metrologije, Za precizno i praktiéno mjerenje i u
istrazivanjima nekih fizidkin fenomena,

NajveCu primjenu muare fenomeni su nasli u oblasti OD-
ti¢ke metrologije. Na porast moguénosti primjene kao i na njiho-
vu tacnost i osjetljivost, vrlo mnogo utide optidka obrada po-
dataxa, koja je u dan:-;;énje vrijeme razvijenosti elektronike do-
stigla vrlo veliki stepen.

U metroloSkim prcblemima krupnih tijela - u njinovim
izuCavanjima i iscronim njerenjima, prilikom »rimiene ontilkih
metoda, njihova obimnost kac i dubina objektiva su nskolike od
poteskota koje se mogu rijefiti kontur - muare-cm. “onvencio-
nalne metode kao sto su rentgenosxopske, radiograiske itd,,
imaju karakter parcijalnog - segnentarnog istraZivanja. Takle,
kontur - muare kao i ostale metode, pojavlijuju se kao metode
koje imaju prednost, pored ostalog, i sa moguénoséu dobijanja
simultanih informacija za razlidite dijelove i organe.

U ovom poglavlju ¢e biti prikazana neka metrolodka

istraZivanja iz oblasti deformacije tijela primjenom muare fe-



nonzna, iaime, pomolu muare figura se mogu dobiti va¥ne inforza-
cije o nekom tijelu, na osnovu kojih se mogu postaviti nobtrebne
karakteristike za njihovo izulavanje. Zbog obima koji zahtjeva
Ova problematika, bit ¢emo zadovoljeni da nekoliko eksperimen-
talnih istrazZivanja prezentiramo i analiziramo kvalitativno.
Kvantitativno istraZivanje ovih problema je mogule napraviti

uz primjenu mikrodensitometra i kompjuterske tehnike, i nadalje
opti¢kom obradom podataka, ali to izlazi iz okvira ovog rada,

Mi ¢emo se ovdje pozabaviti ljudskim tijelom kaoc pred-
metom istraZivanja u oblasti deformacije. Maime, tijelo dovjeka
kao Zivi organizam, demonstrira meéroloéke probleme posebno
zbog teske reproducibilnosti eksperimenta, zbog simultane oros-
torne i vremenske promjene "u" i "van" ravni. Zatim se ovdje

najvise izraZava nehomogenost, nelinearnost i obimnost proble-

ma. Medjutim, nedestruktivna metoda koja je owvdje orimjenjena,

pogodna Jje za rjesavanje navedenih problema.

o
—

ladalje, u okvir ovog rada ulaze i rezultati istra?i-
vanja u vezi defsrﬁgcije Jednog Xonkretnozg dijela stroja %ao i
mjerenja nastalih »romjerna na transnarentnoi kapi kcia se na-
lazi na staklenoj ploli.

bl

Sva ova istraiZivanja izvr3ena su u Laboratoriji za

Holografiju Cdseka za fizizu DMF-a u Pridtini.

16.2. Izrada i prcjektiranje tragova na predmet ispitivanja

. -

Izrada i projektiranje tragova na predmet koji se is-
traZuje je vrlo vaZan problem u optidkoj metrologiji. Cvo umno-
gome zavisi od optickig osobina tijela. Treba istaéi da se ovdje

ka0 smetnje pojavljuju refleksija i hrapavost ("speckle") vo-
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vrsine tijela, mada se speckle - interferometrija bazira baf
na hrapavost tih povrsina.

Postavljanje tragova na objektu sama po sebi implieci-
ra cinjenicu da je to jedan nedestruktivni postupak,

Postoje nekoliko metoda za izradu i projektiranje tra-
gova na predmet koji se istraZuje. U prvom redu moZemo ih podi-
Jeliti na kontaktne i nekontaktne opticke metode.

~ Kontaktne metode-se baziraju na postavljanje raznih
elemenata na tijelo koje se analizira, kao Sto je npr. crtanjé
tacaka ili tragova na objektu.

Jedna od nekontaktnih i éedestruktivnih metoda je
Buare. Stim u vezi, optidko ispitivanje povr3ine predmeta Je
neophodan preduvjet za uspjeSnu primjenu metode muare ili ho-
lografskih metoda.

Projektiranje ekvidistantnih linija na povriinu tije-
la Eovjeka i abéiﬁanje referentnih reéetaﬁ; (negativa) je prob-
ler koji je nadalje tretiran.

Iz aparata je projektirana mreZica na tijelo covjeka
koje je postavljeno na tolno odredjenim pozicijama. Te pozici-
Je su odredjene pomoéu nekoliko parametara koji su pradeni to-
kom svih mjerenja i koji obezbjedjuju zadovoljavajuéu reprodu-
cibilnost. Jedan od parametara je to da covjek stoji na dvije
vage koje su pokazale odredjene vrijednosti za odredjene pozi-
cije tijela. Drugi parametri su poloZaji ruka i glave, koji su
mjereni i toéno ponovljeni u odnosu na pod, kao i sveukupni po-
loZaj izmedju izvora svijetlosti, predmeta ispitivanja kao i
posnmatrada,

8lika 1Q.1 prikazuje mreZice koje su dobijene pod go-

ré|0pisanim uvjetima za pet razlilitih pozicija tijela. Ove
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mrezice nose u sebi veliki broj informacija o tijelu koje se

ispituje i spremne su za dalje istrazivanje,

Slika 10.1.

Na slikama moZemo lako primijetiti da su, 2zbog obim-
nosti tijela, dobijene mreZice koje u nekim dijelovima imaju
promijenjenu gustoéu linija. Treba napomjeniti da za istraZi-
vanje- tih dijelova najpogodnije su mreZice sa promjenjenom gus-

toéom linija, kao Sto je npr. sistem zonskih lemniskata.



151

10.3. Projektiranje dveju redetaka i opservacija muare figura
e s — ————

Ako na tijelo koje se ispituje projektiramo istovreme-
no dvije resetke iz dvaju aparata, onda se dobivaju razlidite
muare figure veé prema poloZaju tijela. Uvjeti projekcije su is-
ti kao u prethodnom odeljku, samo 3to Jje ovdje sa strane prvog
projektora dodan joS jedan, koji projektira drugu reSetku.

Rezultati eksperimentalnog rsda ovakvom metodom pred-

stavljeni su na sliei 10.2. Opservacijom muare figura na snimeci-
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ma ove slike moZemo konstatirati da one dobijaju formu ovisno o

poloZaju, u nadem sludaju simulirano deformisanog tijela.
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16,4, Shadow muare nmetoda

Shadow metoda je jedna od metoda koja nam prufa topo-
grafske informacije u vezi neregularnosti povrsina koje se po-
Javljujs na tijelu prilikom njegove deformacije. U ovom slula-
Ju se ravna mreZica stavlja vrlo blizu objektu koji se istraZu-
Je tako da se fenomen muare dobija iz osnovne mreZice 1 sjene
mrezice reflektirane iz objekta cije 'inrormaci.je istrazujemo.

U eksperimentalnom radu kao objekt koji se istraZuje
uzeto je ljudsko tijelo. 2a dobijanje 3to bolje refleksije ti-
Jelo je namazano Jednim tankim slojem bijele boje. Kao izvor
nekoherentne svijetlosti upotrebljen Je dijaprojektor, €iji Je
snop dosta Sirok i 3irio se linearnc na mredicu i ti,j‘elo. To-
kom eksperimenta vodilo se raduna o tom da pravac posmatranja

bude normmalan -na povrsinu mreZice (slika 10.3).

el ¥ i,

Dijaprojektor

Fotoaparat

Slika 10.3-

Rezultati ovog eksperimentalnog rada su prikazani na
slici 10.4. Slika 1O0.4.a predstavlja rezultat registriranja mua-
re fenomena za poloZaj tijela za koji se pretpostavlja da Je ne-

defomirano, a nadalje su slike tijela kao rezultat deformacije
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koja se za eksperimentiranje mogla samo simulirati. Slike 10.4.a
do 10,4.,e su napravljene za iste poloZaje tijela prema paramet-
rima opisanim u odeljku 10,2, (slika 10.1), a slika 10.4.f Je

napravljena kada dovjek stoji na JednoJ nozi.

d) e) £)

Slika 10 o4 ®

Moze se primijetiti da se topografija muare figura
mijenja u ovisnosti od poloZaja tijela koje se deformira, a to
mozZe itekako posluiiti za dobijanje znadajnih informacija o tom
tijelu, koje se mogu optilki obraditi i opskrbiti Zeljene met-

roloske ciljeve.
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16.5. Projekciona metoda

i e

Druga vrlo vazna primjena muare figura u metrologiji
kKoja koristi topografske informacije za izudavanje deformacije
povrsina tijéla bazira se na projekciji muare figura. Naime,
ovom se metodom svijetlost puSta da pada na objekt koji se is-~
traZuje preko jedne mreZice, koja se na takav nadin projektira
na samo to tijelo, kao 3to Je opisano u odeljku 10.2. Zatim se
osmatranje vrsi preko druge resSetke, Jime je zadovoljen uvjet
dobijanja muare figura. Aparatura za ovu svrhu prikazana je fe-

matski na sliei 10.5, gdje Je M, prva mreZica projektirana iz

ek T - =
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Fotoaparat

Slika 10.5.

dijaprojektora, a koja sadrii u sebi informacije o tijelu koje
se ispituje, dok Jje M, druga mrezica preko koje se vr3i os-
matranje,

Na tijelo Jje projektirana mrezZica sa ekvidistantnim
paralelnim pravecima a u ovom dijelu eksperimenta osmatranje se
vrsi preko druge mreZice koja je takodjer sastavljena od takvih
pravaca, a kvalitativni. rezultati su predstavlijeni na slici

10.6. Dio a te slike predstavlja rezultat pretpostavljenog

L
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nedeformiranog tijela, a na ostalim dijelovima se mogu vidjeti

promjene muare figura veé¢ prema tadéno odredjenog poloZaja tije-
la 2a koje se uzima da Je tijelo deformirana. Na slici 10.6.f

mozZe se vidjeti kako one izgledaju kada &ovjek stoji na Jjed-

noj nozi,

Slika 10,6,

MoZe se reéi da, ako se sa slike 10.6.a dobiju in-

formacije za tijelo koje mije deformirano, onda se iz ostalih
snimaka mogu dobiti, u ovom slucaju kvalitativmo, potrebni ele-

menti koJji karakteris$u deformirano tijelo. Ako se Zeli rijesiti
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kvantitativno, onda se ti podaci moraju registrirati doticnom
aparaturdm, a zatim treba vr3iti njihowvu optidku obradu, 3Sto
vodi ka trazZenim rezultatima,

Slijedeéi korak u istra¥ivanju je bio postavljanje
drugih vrsta mreZica na mjestu M2 slike 10.5. Ovdje su pomo-
¢u slike 10.7? predstavljeni rezultati kada Je na tom mjestu

stavljena mreZica sa koncentridnim ekvidistantnim krugovima,

Slika 10,7.

Jedna vrlo karakteristidna primjena ove metode je u
medicingkoj defektologiji, kada se Zeli istra¥ivati deformaci-

Je tijela Eovjeka zbog stalnih i sliénih pokreta pri svakodnev-

nom radu, kao sto je npr. sluéaj zubara.
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10.6. Muare kombinacije mre¥ice lemniskata sa projek-

iy, _ . T

Tiranom ekvidistantnom mreficom

___-_—_—‘_—_—-—-—-__-._____—___

Kada se na mjestu M, slike 10.5 postavi mreZica zon-
skih lemniskata, dobiju se rezultati koji su predstavljeni na
slici 10.8. PoloZaji tijela, a time i mreiice M, koja nosi
informacije o njemu 1 koja je i u ovom slu¢aju dobijena projek-
tiranjem mreZice paralelnih ekvidistantnih pravaca na to tije-
lo, mijenjani su todno po odredjenim parametrima kao na pret-

hodnim sludajevima. Da bi se posmatrale muare figure u dva smje-
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ra, na ajestu M2 slixe 1lu.5 stavljene su dvije unakrare nrezi-
ce zonskih lenniskata koje ne smetaju jedna irugnj.

Tokom ovakvih exsperimentiranja se konstatira da sis-
tem zonskih lemniskata nema neke vede preanosti u ovoJj oblasti
U odnosu na mreZice sa ekvidistantnim linijama. lora se ovdje

ista¢i jedna prednost zonskog sistema lemniskata, Sto je karax-

teristi¢no za veliki broj zonskih mreZica, a to je da su one pri-

kladnije za istraZivanje deformacija na rubovima trodimenzional-

nih povrSina, gdje nelinearnost dolazi najvise u izraZaju,

10.5.1. Prednost ovinh mjerenja nad konvencionalnim mjere-

njima. Tijelo Covjeka kao predmet istraZfivanja u

metroloske svrhe primjene nmuare figura je danas vrlo aktuelno u
medicini. [luare figure koje nastaju na ljudskom tijelu su, kao
i obifno, vrlo osjetljive na vrlo male propjene. Unutarnje bo-
lesti kao i povrede u ljudsiom organizmu daju neke promjene na
njenoj vanjsxoj povriini, a kada se tu dobiju muare figure me-
todon koja je gore opisivana, onda je jasno da se moZ¥e dobiti
veliki broj informacija, Xojs mogu pcslufisi za taZnu daijagnc-
zu dolesti. Cva metoda mjerenja se danas sve vide uvodi u me-
dicini i polako potiskuje jednu konvencionzlnu metodu kao Zto
Je rentgenska dijagnostika u nsitim slucajevina. Jajznalajinija

prednost muare metode je u njenoj vrlo dcbroj osobini $to ne-

ma nikakve Stetnosti po ljudski organizam.

10,7 Mjerenje deformacija odredjenog dijela stroja

il g

i " —— -

U daljem radu na eksperimentu je vpokazano da je muare

metoda vrlo efikasna u polju izudavanja deformacija tijela pri

L



159

svatcdaevnom praktidnom raiu. U tom cilju xori3lena je anaratu-
ra cija je fotografija prikazana na slici 1C.9. Kao izvor svjet-

losti koriséen je dijaprojektor a kao predmet istrazivanja je-

Slikag 104-9-

dan detalj iz stroja. U toku e<sperimenta koriZdena je i Jjedna
leéa (slik; 10.10) kojom je adaptirana vrostorna frekvencija
nreZice sa ciljem da se vizuelizacija soomjenutin Zzefornacija
¢ini efikasnijom. jaime, pros-
torna se frekvencija adanti-
ra, shodnc ekKsperimentalnom
cilju, tosografije i optilke
Osobine detalja, voajeranjem
lede u horizontalnom smjeru.

Usnovni korak pri

izuCavanju deformacija tije-
Slika 1C,10. la primjenom muare figura je

to da imamo poletne informa-
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cije ¢ tijelu ili nodatke o njenom stanju onrije uwlinjene deforp-
macije. Taj se zahtjev mo¥e ispuniti kada sz metodos koja je
gore ovisivana, projektira mreZica na tijelo i kada se iz ove
nove mrezice registriraju sve informacije o podetnom, tzv. ne-
deformiranom stanju tijela. U laboratoriji je eksnerimentalno
napravljen snimak takve mreZice za jedan odredjeni dioc stroja
prije djelovanja sila u toku rada tog stroja. Slika 10.11 pred-

stavlja taj snimak i to sa dvije strane toga tijela,

Slika 1C.11,

palji Zorax je da se naprave sninci nrojeltirane mre-
Zice na tijelu nakon djelovanja sila u toXu rais streja, tj.
mrezice tijela koje je deformirano. 3igurno je da ¢e zbecg de-
formacije tijela i projektirana frekvencija areZice na njemu
doZivjeti promjene. Kada se ove mreZice superponiraju sa os-
novnom, tj. nedeformiranom mreZicom, onda se dobijaju muare fi-
gure ¢ije detaljno analiziranje daje odredjene informacije o
deformiranom tijelu, a ako se pomodu posebne aparature te sli-

ke kolidinski ¢itaju, onda se mogu ti podaci i rafunski obraditi,
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10.7.1., Yezivanje tipova deformacija sa nastalim forma-

ma muare figura. Na tijelo ¢ije osnovne infor-

macije daje slika 10,11, u eksperimentu simulirane su neke de-
formacije i dobijene su nove mreZice na nadin koji je gore opi-
sivan., Superponiranjem ovih drugih sa osnovnom mrezicom, za od-
redjene deformacije dobijene su doti&ne muare figure. Nastale
deformacije su vizualizirane muare linijama koje se mogu vidje-
ti na slici 10,12, Tu su predstavljeni tipovi reprezentativnih
deformacija koje se najviSe manifestiraju u raznim tehnoloSkim
procesima. Gledajuéi sliku 10.12 .moZemo primjetiti da odredje-
ne tipove deformacija (kao poznati parametar) moZemo povezivati
sa konfiguracijom, distribucijom i medjusobnim razmakom muare
figura. Vidimo da, kada je deformacija tijela izvrZena "van"
ravni, dobija se Jedan oblik muare figura (slika 1C.12.a i
10.12.b), a kada je deformacija izvrSena " u " ravni, dobija
se drugi oblik muare figura (slika 10.12,c i 10.12.d). Sas-
vim se treéi oblik dobija kada se deformacija tijela vr3i u svim
pravcim;, (slika 10.12.e). U ovom je eksperimentu deformacija

simulirana, medjutim, na osnovu ovoga se u realnosti mo¥e usta-

noviti o kakvom se tipu deformacije radi veé prema formama nas-

talih muare figura.

10,7.2. Mjerenje deformacije tijela u realnim uvjetima.

Gore su prikazani rezultati mjerenja deformacija ko-

Je su simulirane radi eksperimentiranja. Medjutim, u konkretnom
sludaju se postupa na slijededi nadin: uzima se odredjeni de-
talj stroja koji treba da se ispita i na njemu se projektira
Jedna mrezica (naje$ée mreZica sa paralelnim ekvidistantnim

pravia linijama). Na taj se nadin dobiva osnovna mreZica deta-



163

lja, iz koje se uzimaju i registruju sve poCetne ontidke infor-
maci;je. datim se tay detalj vraéa u stroj u realnom tehnoloSkopm
procesu. Nakon odredjenog perioda rads stroja, taj se detalj
vrata u laboratoriji gdje Ce se ponovo optidki analizirati, Op-
ticke informacije se sada uzimaju, superponiraju se sa informa—
cljama tzv. osnovne mrefice i daju nam muare figure. Kvalita-
tivno ¢itanje sa njihovonm kolicinskom obradom, davat ée pros-
torne informacije o deformaciji koja je nastala u detalju stro-
Ja prilikom njegovog udeSéa u realnom tehnolodkom procesu.
Prednost ove metode mjergnja U strojarstvu bazira se
i1 na moguénosti Rjerenja u realnim radnim uvjetima stroja, ra-
zumije se pod uvjetom da Je mogué pristup onom dijelu koji nas
interesira. Na ovakav se nac¢in mogu ispitivati deformacije na
odredjenim mjestima mostova &ak i ispod povrSine vode, kao i

U mnogo drugih sludajeva,

10,8. Mjerenje nastalih promjena na transparentnoj kapi
7

U dosadaSnjim eksperimentalnim istraZivanjima kao izvor
svjetlosti koriSéen je dijaprojektor, koji daje Siroki Snop ne-
koherentne svjetlosti. Medjutim, to se ne mo¥e koristiti u mje-
renjima koje se tidu fenomenima gdje imamo difrakeciju i infer—
ferenciju., Postoji &itav niz radova, kao Sto su npr, [20] . [56] ’
[37] ’ [38] i dr., gdje su rijeseni problemi interferencije ko-
risteéi fenomen muare. Naime, dokazano je da se maksimumi inter—
ferencije dvagju snopova svjetlosti podudaraju sa muare figurama
sistema krivulja jednakih faza tih snopova svjetlosti u ravnini
interferencije. Prema tomu Jasno je da se pojava interferencije

svjetlosti moZe interpretirati pomoéu muare figura u onim slu-
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Staklena ploca

F g -

i
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cajevim gdje djeluju valovi svjetlosti sa linijama jednakih
faza o&edjenog oblika. U svim tim problemima neophodno je ko-
ristiti koherentnu svjetlost,

U daljem radu eksperimentalno se ispituje jedan inte-
Tesantm fenomen koji ilustrira vrlo tijesnu vezu izmedju poja-
ve interferencije i muare figure. Kao izvor koherentne svjet-
losti bristi se laser, &iji snop se Siri tako da pada na tran-

Sparentsu vodenu kap koja se nalazi na prozirnoj staklenoj plo-

Slika 10,15,
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¢i (slika 1C.13). Tu nastaje difrakcija. Fotoaparatom je snim-
ljena ravnina na koju je fokusirana pojava interferencije dif-
raktiranih valova Sto dolaze iz vodene kapi. PoSto kap ispara-
va, ofito da nastaju promjene u njoj, a time i promjene na in-
terferencionoj slici. Da bi se to pratilo je sa osjetljivim

filmom -od 27 DIN~a snimljeno nekoliko snimaka u pojedinadnim

vremenskim intervalima, Nekoliko od tih interesantnih rezulta-

ta je predstavljeno na slici 10.14,
Na takav nac¢in kao rezultat difrakciono-interferen-
cijske pojave, na ravni osmatranja dobivena je mreZica koja

se dinamicki mijenja.

Slika 10, 16,
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Slijedeéi je eksperimentalni korak bio da se ovi re-

2ultati vedu sg muare figurama,

temon koncentridnih ekvidistantnih krugova,

Na svim ovim slikama se mo3e primjetiti da je dina-

Y
VoA

-
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nom muare figura. Stoga se moZe zakljuCiti da je muare neto-
da vrlo pogodna za istraZivanje pojava koje se dinamidki mi-

Jenjaju,

-

10,9. Metroloske specificénosti dobivenih rezultata

N ———— A p———

10.9.,1. Problem nelinearnosti. Prilikom mjerenja mo-

Ze se opaziti neke promjene ili deformacije kako se u zavisnos-
ti od vremena ili raznih utjecaja funkcionalno mijenjaju. Ove
promjene mogu biti linearne u funkeiji vremena ili drugih vanj-
skih utjecaja. Problemi koji se karakterisu raznim linearnosti-
ma lako se mogu rijesiti. Medjutim, materijalna struktura ili
drugi uvjeti utjeéu na to da metroloSki problemi budu nelinearni.

Osjetljivost mjerne metode koju sam koristio, daje mo-
guénost za rjeSavanje spomenutog problema;'Pod visockoosjetlji-
vim metroloskim uvjetima, mjerenje se vr3i u onoj vremenskoj
sekvenci ili u onim uvjetima djelovanja, gdje problem ima li-
nearne xXarakteristike.

Mjerenja na ljudsxom organizmu karakterisu se kao ti-
pilni nelinearni problemi. 3toga se i javlja neophodnost rjeda-

vanja ovog problema.

10.9.2, Problem nehomogenosti. Svako tijelo se obiéd-

no karakterise svcjom obimnoscu, neravaom vovrsSinom kao i time
da se sastoji iz razlicitih materijala. Stoga se u ciljevima
istraZivanja njihovih deformacija javlja jo$ jedan veliki met-
roloski problem, a to je problem nehomogenosti. LJudski orga-

niz_am je tipiclan primjer gdje se u vrloe velikoj mjeri ispolja-
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Va spomjenutu problenm.

Ovaj problem se takodjer mole rijesiti. Naime, bilo
koja nehomogena povrSina se moje razdijeliti na takve male po-
vrsine, koje se mogu smatrati homogenim, a metrolodki rezulta-
ti se zbrajaju. l

Razumije se da ovaj ¢ilj zahtjeva visokoosjetljivu
metodu mjerenja. Muare metoda ispunjava tu osobinu, te prema

tomu pogodna je za rjesavanje problema nehomogenosti,

10.9.3. Osjetljivost i tadnost metode muare. MHuagre

figure su osjetljive na vrlo male pomake po duZini i po kutu,
te zbog toga su naSle veliku primjenu u oblasti optidke metro-
logije. Veé je spomenuto da se ovom metodom, zahvaljujuéi bas
toj visokoj osjetljivosti, mogu rijeSiti neki problemi kao Sto
Su problem nelinearnosti i nehomogenosti, koji su vrlo bitni
za neke metroloske svrhe,

Osjetljivost jedne metode je njena najveéa i najzna-
¢ajnija karakteristika. Ova dobra osobina zahtjeva 1 veliku
Preciznost pri mjerenjima i istrazivanjima, jer samo mala ne-
Preciznost moZe dovesti do toza da dobiveni rezultati budu da-
leko od tadnih.

luare metoda se danas usavrdavala u velikoj mjeri,
Jer kompjuterska tehnika je cmogucila da se konstruisu kompli-
kovane mreZice, veé prema zahtjevima zadataka i eksperimenata,
Njenu osjetljivost podiZe u vedi nivo i sama kombinacija raz-
nih mreZica kao i koriSéenje pogodne mre¥ice za odredjeni dio
metroloSkog cilja. Kompjutori su omoguéili joS i to da visoku
osjetljivost muare metode prati i velika preciznost pri mjere-

nju, radunanju i interpretaciji odredjenih fenomena, Obrada po-
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dataka je razvijena u takvom nivou, da se od muare metode mogu
ofekivati odlidni rezultati kako po kvalitetu i kvantitetu, ta-
ko i po tacnosti,.

Posto Je usfanovljeno da gustoéa muare linija odre-
djuje tacdnost ove metode, razumije se da dalji korak u njeno
poveCavanje Je i multiplikacija linija. Taj bi bio jedan dalji
korak u cilju da muare metoda dobije joS vedu prednost u odno-

su na neke druge konvencionalne -metode u nekim metroloskim

ciljevima,

10.10. Prednost muare figura dobivenih sistemom lemnis-

kata za postavljanje metroloskih ciljeva

Na osnovu onoga sto je u nasoj laboratoriji uradjeno,
mozZemo zékljuéifi-da je mrezica zonskih leﬁniskata vrlo pogod-
na za nekoliko metroloskih ciljeva. Cna cak ima vprednost u od-
nosu na klasicne ekvidistantne sisteme linija. Ta prednost se
ogleda na onim djelovima istraZenog tijela gdje dolazi do iz-
razaja nehomogenost linija, a to zbog toga 3to se kompenzira
sa nejednakim razmakom izmedju linija u sistemu zonskih lemnnis-

Kata.
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11.ZAKLJUCAK

Osnovni zadaci ove disertacije bili su da se ispitu-
Ju muare figure koje nastaju pokrivanjem zonskog sistema lemnis-
kata sa drugim sistemima krivih linija i rjeSavanjem konkretnih
problema u metrologiji deformacija tijela, da se ispituju even-
tualni prednosti i nedostaci toga sgistema u odnosu na druge sis-

teme. Ovi zadaci su izvrsSeni.

l, Analizirana Je JjednadZba sistema koncentridnih lem-
niskata i ustanovljeno je da za rjedSavanje problema mﬁare figu-
ra sa tim sistemima, zgodniji je oblik njihove jednadZbe u po-
larnim koordinatama.,

2. Detaljno je analiziran matematidki i eksperimental-
ni postupak nastanka muare figura pokrivanjem dvaju zonskih sis-
tema koncentridénih lemniskata. Dokazano je da pokrivanjem ovih
sistema, komutaciona granica ne postoji i svuda je G20, 8to
znaci da se vide samo suptraktivne muare figure., Oblik nuare fi-
gura u ovom sludaju zavisi od medjuscbnog poloZaja zonskih sis-—

tema lemniskata, kao i1 od odnosa izmedju njihovih parametara.

3. Nadalje su ispitane muare figure koJje nastaju po-
krivanjem zonskog sistema lemniskata sa drugim ekvidistantnim
1 zonskim sistemima krivih linija. Ispitivane su komutacione
granice u svim tim sluéajevima. U prvom redu zadaci su rijeSe-
ni teorijski, a zatim su iscrpno rijeSeni eksperimentalno i ra-

dunski, a opskrbljeni su bogatim grafikonima i fotografijamas
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Kao zajednidki zakljudak za sve ove slucajeve je to da
oblik muare figura zavisi od medjusobnog poloZaja izmedju zon-
skog sistema lemniskata i sistema krivih linija koji ga pokri-
va, kao i od odnosa izmedju pojedinih parametara ovih sistema.

Isto tako, zajednilki je zakljucak da se u svim teo-
rijski rijeSenim zadacima imamo potpuni sklad izmedju radunskih
i eksperimentalnih rjeSenja, 3to dokazuju svi priloZeni grafi-
koni i fotografije pored njih.

4., Prikazana su neka metrolo3ka istraZivanja u oblasti
deformacije tijela primjenom muare;figura. U okvir ove diserta-
cije ti rezultati su prezentirani i analizirani kvalitativno,

U okviru ovih istraZivanja uzeto je ljudsko tijelo za
predmetom igpitivanja, kao reprezentativni primjer tipicnih ne-
linearnih, nehomogenih i te$ko reproducibilnih problema, za ¢i-
je uspje§no rjeSavanje muare metoda se pokazala vrlo efikasna,

Muare metodom su ispitivani jos neki problemi oko de-
formacije odredjenog dijela stroja, pod simuliranim kao 1 pod
realnim tehnoloskim uvjetima,

Dokazano je takodjer da je muare metode vrlo efikas-
na u ispitivanjima nekih pojava koja se dinamicki mijenjaju. Kon-
kretno, izvrSeno je ispitivanje dinamickih promjena jedne trans-
parentne vodene kapi koja se nalazi na staklenoj ploci, koriste-
¢éi razne mreZice za dobijanje muare figura kombinacijom sa mre-
Yicama koje se dinamidki mijenjaju i koje nastaju kao rezultat
difrakciono - interferencijskih pojava 1z te kapi. |

U okviru ovih ispitivanja upotrebljen je i sistem zon-
skih koncentridénih lemniskata i dokazano je da taj sistem nema
neke osobite prednosti u odnosu na ostale klasiCne mreZice, iZue

zev nekih metrolo3kih c¢iljeva na onim dijelovima ispitanog tije-

la , gdje dolazi do izraZaja nehomogenost linija.
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