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БОГДАН БАЈШАНСКИ 

ОПШТА КЛАСА ПОСТУПАКА ЗБИРЉИВОСТИ 

EULER - BOREL-ОВОГ ТИПА И ЊИХОВА ПРИМЕНА 
НА АНАЛИТИЧКО ПРОДУЖЕЊЕ 

Увод 

Ј. Једна класа функција у вези са (Е, f) поступцима збирљивости 

11. Перманенција (Е, f) поступака збирљивости 
Ш. ИнклуЗИја (Е,Л поступака збирљивости 

JV. Једна специјална класа поступака збирљивости 
V. Примена на аналитичко продужење. 

УВОД 

0.1. Оперисање с дивергентним редовима појављује се непо
средно после стварања инфинитезималног рачуна, веЬ код самог 
Lеibпitz-а. Даљим ширењем математичке анализе употреба дивер
гентних редова постаје све чешhа. Математичари осамнаестог сто
леhа увидели су да дивергентни редови претстављају снажну 
апаратуру, користили су ту апаратуру и добили низ значајних 
резултата. Euler је, например, извео функционалну једначину Rie
тапп-ове ~-функције, читав век пре Riетапп-а. Међутим, пошто 
основни математички појмови, као појам броја, границе или функ
ције, још нису били строго изграђени, природно је што су при
мењена резоновања била недовољно ригорозна. Чињеница да су 
резултати добијени на такав начин били ипак исправни, може се 
једино објаснити ванредном интуицијом оних који су до тих ре
зултата дошли. Euler је, међутим, схватио потребу за извесним 
заснивањем рачуна с дивергентним редовима. Он је врло добро 
осећао разлику између операција с конвергентним и дивергентним 
редовима, и писао је, например: "Верујем да сваки ред мора 
имати једну одређену вредност. Да би се избегле све тешкоhе, 
које се при томе појављују, ту вредност не би требало звати 
именом збира, јер је опште уобичајено са том речју везивати 
један такав појам, као да је збир настао стварним сабирањем, 
а та идеја се код дивергентних редова не јавља .... " Али дефи
ниција суме дивергентног реда коју је Euler дао била је мање 
среЬна. Према његовој дефиницији: "Сума било ког реда јесте 
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вредност оног коначног израза чијим развијањем је ред добијен." 
Недостатак дефиниције је у томе што она имплицитно претпо
ставља да се један ред може добити развијањем само једног 
коначног израза. Али, например, ред 1 +2+4+8+ '" коме Euler 
додељује као вредност -1, објашњавајуhи то чињеницом да је 
тај ред добијен развијањем функције (l-х)-1 за х = 2, може се 
добити и развијањем функције 2 (e2Y-l)-1 по (е2ЛУ +l)-1 зау=U, 
и стога би му требало приписати вредност оо (комплексно). Тај 
недостатак Euler-ове дефиниције био је примеhен већ од њего
вих савременика (ВеrnоиШ, CaBet, Lagrапgе). 

Ма да су дивергентни редови били често коришhени, не 
само од Euler-a, већ и многих његових савременика и следбеника, 
нарочито Fourier-a и Poisson-a, било је у исто доба и математи
чара који су се скептички односили према употреби дивергентних 
редова (D' Alembert, Laplace, Lagrange). Честе и неплодне диску
сије о дивергентним редовима прекинуте су најзад радовима 
СаисЬу-а и Abel-а, нарочито Саuсhу-евим строгим заснивањем појма 
конвергенције. Као и Euler, ни СаисЬу није успео да објасни чи
њеницу да се очигледно недопуштеним операцијама са диве р
гентним редовима долазило до тачних резултата. Ме!јутим, за 
разлику од Euler-a, не успевши да објасни ту чињеницу, СаисЬу 
није ни оперисао са дивергентним редовима. Дивергентни редови, 
као средство доказа, нестали су из математичке анализе. Они се 
поново јављају тек крајем деветнаестог века tFrоЬепius, Нбldеr, 
нарочито Cesaro). 

Cesaro је дефинисао суме за извесне класе дивергентних ре
дова, али је основни значај његовог рада у томе што је истакао 
да су такве дефиниције ствар конвенције. Не поставља се, дакле, 
питање шта је сума дивергентног реда, већ како дефинисати суму 
дивергентног реда. Проблем је најзад био правилно формулисан. 
Природно је било, затим, ограничити слободу дефиниције са два 
захтева: прво, да дефинисани збир претставља генерализацију 
збира конвергентног реда, и друго, да за дефинисани збир важе 
основни закони који важе за збирове конвергентних редова, а који 
се односе на: сабирање два реда и множење реда неким бројем. 
Оно што би вероватно зачудило математичаре Euler-овог доба, 
јесте да постоји бесконачно мноштво различитих дефиниција које 
испуњавају оба услова, и да ме!ју њима не постоји ниједна коју 
би било природно претпоставити свим осталим. Да би се истакла 
та релативност, у теорији дивергентних редова се не говори о 
А -, В -, итд. дефиницији збира дивергентног реда, већ о А -, 
В- итд. поступку збирљивости, И садржина те теорије је испи
тивање м~!јусобних односа различитих поступака збирљивости. 
Теорија дивергентних редова коначно је оправдала скоро све ре
зултате које је Euler добио оперишуhи са дивергентним редовима, 
и скоро свака Euler-ова формула постаје тачна када се дода ознака 
'Јдговарајућег поступка збирљивости. Исто тако, у проблемима 
у којима су и раније претежно коришhени дивергентни редови, 
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њихова употреба дала је нове значајне резултате (теорија Fourier
ових реоова: Fejer-ов став; теорија аналитичког продужења: Borel
ови, Liпdеlбf-ови, Мittаg-Lеfflеr-ови резултати). 

0.2. Ради убрзања конвергенције споро конвергентних редова 
и ради сабирања дивергентних редова, Euler је, примеhујуhи да 
ред ~ йn настаје из реда ~ й" х"+ 1 за х = 1, а такође из реда 

~ йN (_У_)n+l за у ==~, писао 
l-у 2 

тако да је cyМJf реда L C!k израчунавао као суму реда L Ьn , где 

је ЬN = 2-n- 1 ~. (~)йv. 

То, што је код Euler-a било доказ, Кпорр је дао као дефи
ницију: ред ~ йn је (Е, 1) _. збирљив ка s, ако је ред ~ Ьn конвер
гентан и сума му је s. Из везе која постоји између општих ... чла
нова наведена два реда може се наhи и веза која постоји између 
њихових парцијалних сума, тако да се дата дефиниција може фор
мулисати и на следеhи начин: низ Sn је (Е, 1) - збирљив ка s 
ако низ 0"11 = 2 -п l: (~) Sv конвергира ка s. 

Ту дефиницију Кпорр је даље уопштио: низ Sn је (Е, q) -
збирљив ка s ако низ 

<111 = (1 + q)-n i; (П) qn -у s", q> О, 
"=О \ v 

конвергира ка s. Тада очигледно, ако са й"v означимо елемент 
матрице која трасформише низ Sv у о"n' важи 

аn" = (1 + q) -п ( : ) qn-v. 

Другим речима, елементи у п-тој врсти те матрице претстављају 
коефицијенте степеног развитка функције 

fn(z)= - , (
Z+ q)л 
l+q 

q>O. 

Меуеr-Кбпig је године 1949 дефинисао једну нову класу S, 
поступака збирљивости која стоји у извесном односу симетрије 
са класом Еulеr-Кпорр-ових поступака [6]. Наиме, матрица која од-
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говара једном Меуеr-Кбпig-оvоm поступку збирљивости начињена 
је тако да елементи у њеној п-тој врсти јесу коефицијентисте
пеног развитка функције 

{п (г) = ( 1 - г )П, О < г < 1. 
l-гг 

Иако постоји знатна сродност између њих, Еulеr-Кпорр-ови и Ме
уеr-Кбпig-ови поступци претстављају две различите класе посту
пака, од којих ни једна не садржи другу као специјалан случај. 

Дефинисавши једну врсту поступака збирљивщ:ти скоро исто
ветних са Меуеr-Кбпig-овим, Карамата је покушао да открије и 
једну класу поступака збирљив'ОСТИ која би садржала као спе
цијалан случај, како те поступке, тако и Euler-Кпорр-ове. Стога 
је дефинисао поступке збирљивости са матрицом чија је п-та врста 
дата коефицијентима степеног развитка функције 

{п (г)= (ЙZ+Ь)П. 
cz+d 

Карамата [5] је формулисао и став перманенције за (те поступке 
збирљивости, који је затим доказао Szеgб. 

0.3. Ми ћемо уопштити наведене поступке збирљивости на 
тај начин што ћемо дефинисати поступак збирљивости чија ма
трица у п-тој врсти садржи коефицијенте п-тог степене неке ана· 
литичке функције {(г). На тај начин свакој аналитичкој функ
цији {(г), регуларној у почетку, одговараће један поступак збир
љивости који ћемо звати генералисаним Еulеr-овим поступком и 
означавати са (Е, f) [8]. Стављајуhи 

{(г)= z+q, l-г 
l+q l-гг' 

й! + ь 

cz+d' 

наш поступак збирљивости свешhе се на Euler-ов, Меуеr-Кбпig-ов 
или Караматин. Стављајуhи {(г) = еХ- 1, добиhемо Borel-Gаiеr-ов 
поступак [4] који од Borel-овог раздваја само једна незнатна раз
лика (ако 

"" х" s 
е-Х ~ __ П .. S кад х .. оо 

п=О п! 

низ sn биhе збирљив ка s: Воrеl-овим поступком. уколико х не
прекидно тежи бесконачности, поступком (Е, ez - 1), уколико х тежи 
бесконачности преко низа природних бројева. Очигледно је да 
из В-збирљивости следи (В, ez- 1 ) збирљивост, дакле, (Е, eX- 1 ) по
.ступак је јачи, али је тај добитак тривиалан). 

Основни проблем који настаје дефиницијом ових поступака 
:збирљивости јесте наhи услове за функцију f (г) тако да њој асо
цирани поступак бу де перманентан. Познато је да Toeplitz-Schur-OB 
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став даје три услова који су потребни и довољни да би један 
поступак збирљивости био перманентан. Ти услови се изражавају 
преко елемената матрице поступка збирљивости, у нашем слу
чају преко бројева аn \! где смо увели ознаку {n (г) = ~v a,.v zv. у жељи 
да искористимо чињеницу што се ради о специјалној класи по
ступака збирљивости да бисмо став о перманенцији, који важи 
за сваки поступак збирљивости, упростили, претворили у специ
фичан став о перманенцији за нашу класу поступака збирљивости, 
морамо услове о коефицијентима anv превести на услове непо
средно о функцији f (г). Прва два услова Toep1itz-Schur-a лако 
се преводе у том смислу. Али треhи услов, наиме услов да 

"" ~ !a"vl=O(l), П-НЮ, 
v=o 

доноси тешкоhе. Чак и кад је функција f (г) релативно једно
ставна, као, на пример, у специјалном случају који је третирао 
Szego (в. [5Ј или [1 Ј где је дата идеја Szеgб-ОВОГ доказа) врло је 
тешко показати да је горњи услов задовоље н: изузимајуhи наравно 
тривиалан случај кад су коефицијенти од {(г) позитивни. Да је 
написани услов простији или да се односи директно на коефици
јенте a lV, ми бисмо га могли задржати као услов о коефицијентима, 
жртвујуhи унеколико практични и естетски захтев да се сви услови 
односе на функцију f (г). Међутим, горњи услов је управо најтежи 
од сва три услова, и његово проверавање у конкретном случају 
може бити практички неостварљиво. Стога је било нужно њему 
наhи еквивалентан, или бар доста општи довољан услов, који 
би се односио на функцију f (z). То је учињено у ставу 2. 

Међутим, услови које став 2. поставља функцији f (г) да 
би поступак збирљивости (Е, f) био перманентан нису нимало 
очигледни. Поставља се природно читав низ питања: да ли су 
ти услови непротивречни, да ли су независни, колико је широка 
класа функција које исп,Уњавају те услове, припадају ли тој класи 
функција и фунције ЧИЈИ су коефицијенти позитивни и за које 
је, према томе, став о перманенцији тривиалан. Даље, услови става 
2. дати су у облику који је подесан за извођење доказа, спе
цијално за доказивање става о перманенцији, али који није то
лико погодан за ефективно проверавање. Стога је потребно наhи 
еквивалентне услове за које је лако проверити да ли их дата 
функција задовољава или не. Најзад, уколико функције f (г) и 
g (г) задовољавају услове става '2., перманентни су не само по
ступци збирљивости асоцирани њима, веЬ и они који су асоци
рани функцијама f (г) g (2:) И g (f (г». Поставља се питање да ли 
и те две функције задовољавају услове става 2. Уколико то 
није случај, не само што услови става 2 нису довољно природни, 
веЬ подлежу врло тривиалним генерализацијама. Ниједно од на
ведених питања нема довољно очигледан одговор. Услови става 
2 захтевали су према томе детаљно испитивање. Стога смо фун-
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кције које задовољавају поменуте услове издвојили у посебну 
класу, коју смо, краткоЬе ради, назвали класом Е-функција. Из
двајање ових функција у посебну класу оправдано је међутим и 
са једног другог становишта. Често се у теорији функција сусреЬе 
услов за функцију t (z) који захтева да додир кривих t(eti ) и еН 
буде највише првог реда. Е-својство, које је карактеристично за 
Е-функције, претставља једну генерализацију тог услова, и мо
гуЬно је да многи ставови формулисани са условом о додиру 
кривих могу бити генералисани тиме што би се тај услов заме
нио условом да одговарајуЬе функције буде Е-функције [2]. Први 
одељак овог рада посвеhен је проучавању Е-функција, исцрпном 
у оној мери која је потребна за даља излагања. Став о перма
ненцији даје се тек касније, у другом одељку, тако да су ње
гови услови тада довољно јасни. У истом одељку даје се један 
став о потребним условима за функцију t (z) да би (Е, f) посту
пак збирљивости био перманентан. Тај став нам је специјално 
омогуhио да потпуно решимо проблем перманенције Е (а, 13) по
ступака збирљивости, јер је Szego-ов резултат решио тај проблем 
само делимично. Став о инклузији који обично даје најбољу слику 
односа унутар једне класе поступака збирљивости, чини садр
жину треЬег одељка. У четвртом одељку дати су ставови пер
м:аненције и инклузије за класу поступака збирљивости коју је 
дефинисао Карамата. Ти ставови - од којих је делимично по
знат једино први, што смо веЬ напоменули - дати су као ди
ректне последице претходно доказаних општих ставова. Најзад, 
како специјални случајеви посматраних поступака збирљивости, 
као Еulеr-ови и Воrеl-0ВИ поступци, имају значаја као апаратура 
у теорији аналитичког продужења, било је од интереса дати оп
ште ставове о аналитичком продужењу помоhу поступака (Е, п, 
што је учињено у последњем одељку. 

1. ЈЕДНА КЛАСА ФУНКЦИЈА У ВЕЗИ СА ГЕНЕРАЛИСАНИМ 
ЕULЕR-ОВИМ ПОСТУПЦИМА ЗБИРЉИВОСТИ 

1.1. У овоме одељку посматраhемо једну поткласу класе уни
модуларних функција, то јест функција које су регуларне у једи
ничном кругу и чији је максимални модуо у затвореном једи
ничном кругу једнак јединици. Функције те поткласе биhе осим 
тога регуларне и на јединичном кругу. Даље, на јединичном кругу 
оне Ье максимални модуо достизати највише у коначно много та
чака, или Ье бити облика efJi Zk, k = О, 1, 2, . . .. Последњи услов 
претставља уствари доста благо ограничење. Наиме, из чињенице 
да је функција t (z) регуларна на јединичном кругу и различита 
од константе следи да она јединични круг пресликава на неку 
аналитичку криву, Ако би функција достизала свој максимални 
модуо, који је раван јединици, у бесконачно много тачака једи
ничног круга, онда би та аналитичка крива имала са јединичним 
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кругом бесконачно много заједничких тачака. Како две аналитичке 
криве са бесконачно много заједничких тачака морају бити иден
тичке, то би функција пресликавала јединични круг на јединични 
круг. С друге стране, како је регуларна у и на јединичном кругу, 
функција у њему може имати највише коначно много нула. Нека 
су те нуле Zl' Z2' •.. Zj, ••• Zp, и нека је 

Z-Z/ 
gj(Z) = , g(Z)=gl(Z)g:.(z) •.• gp(Z). 

l-z/ Z 

Тада је функција 
h (z) = f (z)jg (z) 

прво, регуларна у и на јединичном кругу, друго, нема нула уну
тар њега, треЬе, њен модуо на рубу јединичног круга је констан
тан и једнак јединици. Стога је h (z) нека константа чији је модуо 
раван јединици, дакле h (z) = е Ы• Одатле је 

р z-z· 
f(z)=eblg(z)=e~i 11 1, !Zj!< 1 за i=1,2, ..• p 

ј=l 1 -z, Z 

Према томе, условом да функција достиже свој максимални модуо 
на јединичном кругу највише коначно много пута, искључили смо, 
осим константе, једино функције које су производ коначно много 
специјалних хомографских функција. Уосталом, колико су сви 
наведени услови општи, показује и чињеница да је за сваку ана
литичку функцију f (z), регуларну у околини неке тачке z, могу
ЋНО наhи - и то на бесконачно много начина - три константе 
А, а, Ь такве да функција А f (az+b) задовољава све наведене 
услове. 

Поред наведених услова ми постављамо и један услов о пона
шању функције у околини оних тачака на јединичном кругу у 
којима она достиже максимални модуо, и дајемо следеhе две 
дефиниције. 

ДЕФИНИЦИЈА 1. HeICa је функција f (z) 

i) регуларна у ОICолини тачке Z = 1, 

ii) f (1) = 1, и HeICa је 

Ш) I f (ејј ) I < 1 за t довољно мало. 

Рећи ћемо тада да функција f (z) и.Фiа Е-својство у тач/(и 
z = 1 а/(о 

iv) из 

f(z)-z<Х=Аi Р (z-l)р+о(l) (z-l)p, z~l, а=f'(I), A:f:O, 

следи 

9iIA =1 о. 
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Реfш ћемо да фУЮlЦија g (z) има E-својсiПво у i1iаЧllи z = ~ а1l0 
фующија g (z Ы има E-својсiПво у i1iачки z = 1. 

g (~) 

ДЕФИНИЦИЈА 2. Аналиi1iиЧllа фующија t (z) је E-фУНllција ако 
задовољава следеhе услове 

i) f (z) је регуларно за I z I < R, R> 1, 

ii) Мах I f(z) 1=1 за I z 1=1, 
Ш) t (z) има E-својсiПво у свакој i1iачни Периферије јединичног 

круга у нојој досi1iиже .маllсимални модуо. 

Приметимо одмах да су функције облика е-3-/ Zk, k = О, 1,2, " • 
Е-функције. Ради тога је довољно утврдити да функције Zk, 

k=O, 1,2, ... имају Е-својство у тачки Z= 1. Оне очигледно задо
вољавају услове i - Ш) дефиниције 1, а услов iv) задовољавају. 
јер претпоставка тог услова код њих не може бити испуњена 

Да бисмо, показали да су услови у дефиницији 2 независни. 
довољно је да покажемо да услов Ш) није последица прва два 
услова. Посматрајмо, ради тога, функцију 

f (z) = z _ ( z~ 1 )"', 

која задовољава услове i - Н), а максимални модуо достиже у 
тачки Z= 1, јер је 

If(eti )12 = 1-si114 ~ (1 + cos2 ~), 

и која не задовољава услов Ш~, јер је 

1 
f(z)-z= ---в(z-1)S 

то јест 

1.2. За доказ става 1 потребна су нам извесна својства Е
функција, која се дају у следеhе три леме. 

ЛЕМА 1. А1l0 фУНllција f(z) има Е - својсiПВО У i1iаЧllи z = 1 
u регуларна је за Izl < R, R> 1, iПада за бројеве а, А и р дефини
сане помоhу 

а = f' (1) 

f(z)-z«=АiР (z-1)р+о(l)(z-1)р, z~1, а=I'(1), А #;0. 
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важи 

i) а>О, 

ii) 9НА <О, 

Ш) р је иаран број. 

д о к а з. Због регуларности функције / (z) у тачки z = 1 мо-
жемо писати 

/(e tl )= 1+/\1) ti+O(t2), t~O, 
одакле је 

If (e ti ) 1 = 1-3т /'(1) t+ О (/2), t~ О. 

Како i / (еи) Ј по претпоставци није веЬе од јединице у околини 
тачке t = О, то је 3т /' (1) = О, дакле l' (1) је реално кад год / (z) 
има Е - својство У тачки z = 1. 

На основу принципа максималног модула Ј /(1) Ј> J/(r)l, г<l, 
па је, због тога што је f' (1) реално, 

1 > Јl + f' (1) (г - 1) + о (г - 1 )2Ј = 1 + /' (1) ([ - 1) + о [(г - 1 )2], Г ~ 1, 

одакле је /' (1) ненегативно. 
Најзад, претпоставимо да је /' (1) = О, и означимо са k ред, 

са Т аргумент, а са Rk! модуо најнижег извода функције / (г) у 
тачки z = 1 који је различит од нуле. Тада је 

/(z)=l+Re7'i(z-I)"+о(l)(z-l)k, z~l. 

Стављајуhи z - 1 = геН, добијамо 

Ј/ (1 +геи) Ј = 1 + Rr" cos (Т + kt)+o (rh), г ~ О. 

Једноставан рачун показује да је увек могуЬно изабрати такво t 
у отвореном интервалу ( .. /2, 3тtj2) да је Т + kt У неком интервалу 
(2mтt - 11/2, 2mтt t я/2), даке cos (Т + kt) > О, па стога постој и тач ка 
z унутар јединичног круга за коју је Ј/ (z) Ј> 1, што је у кон
традикцији са принципом максималног модула. Према томе, /\ 1) 
не може бити нула. 

С друге стране, из 

/(г)=га (l+Ai!!(z-l)p+o(l) (г-l)Р), г~l, а=/,(l), 9НА =1=0. 

следи 

/(eli)=eati [1+(-l)РАIР+о(l)tр ], t~O, «=/,(1), 9HA=I=O. 

Пошто је а; реално, одатле добијамо да је 

1/(eti)l=l+(-I)р~IАiР+о(tР), t~O, ~IA=I=O. 

Како функција If (еи) I достиже екстремум у тачки t = О, то је 
р = 2k, и како је тај екстремум максимум, ~ 1 А < О. 
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Напоменимо да је чињеница да је {' (1) реално и позитивно 
уколико су задовољени услови i-H) дефиниције 2 и услов {(1)=1, 
позната ([3], стр. 112). 

На основу наведене леме примеhујемо да ако функција {(z) 
која није степен од z има Е - својство У тачки z = 1 тада је 

(1) {(z)-ZCX =( -1)" А (z-I)2"+o(l)(z-1)2k, z~l, а.={'(I), 9tIA <О. 

Из леме 1 проистиче специјално да је скуп Е -функција за
творен у односу на множење и итерацију, то јест да ако су 
{(z) и g (z) Е - функције, тада су и f(z) g (z) и g (f (z» Е - функ
ције. Очигледно је да последње две функције задовољавају 
услове i-ii) дефиниције 2. Једино је потребно показати да задо
вољавају услов Ш). То је евидентно ако је бар једна од функција 
{(z) и g (z) степен од z. У супротном случају, без ограничења 
општости можемо претпоставити да је {(1)=g(l)=1 и дајеz=l 
једина тачка на периферији јединичног круга у којој {(z) и g (z) 
достижу максимални модуо, Ставимо тада 

f(z)=zcx+AiP (z-l)р+о(l)(z-l)р, z~l, a=f'(l), 9tIАфО, 

g(z)=z~·+Вiq(z-l)q+о(l)(z-l)q, z~l, ~=g'(l), 9tIВФО. 

Имаhемо да је 

{(z)g(z)=zУ+Сi г (z-I)'+о(l) (z-I)', z~l, 

где је y=a.+~={'(I)g(l)+{(l)g'(l)=[t(z)g(z)]'z~l' r=Min(p,q), 
С=А,В;А+В према томе да ли је р<, > или=q, па је у сва
ком случају, на основу тврђења ii) леме 1, 9tI С Ф О, што значи 
да је f (z) g (z) Е-функција. 

На сличан начин, водеhи рачуна о томе да је 

{(z)-l=a(z-l)+o(l)(z-l), z~l, 

{~(z)=zа~(1+~АiР(z-l)р+о(l)(z-l)р), z~l, 9tIАфО, 

добијамо да је 

g(f(z»==zУ+Сi г (z-l)г+о(l) (z-l)r, z~l, 

где је y=ai3=[g(f(z»1'z~1' r==Min(p,q), С=IЗА, a.qB, I3A+a.qB 
према томе да ли је р <, > или = q. у сваком случају, из твр
ђења i - Н) ле ме 1 следи да је 9tI С Ф О, што значи да је g (f (z» 
Е-функција. 

ЛЕМА 2. Е-функција или је облика е'Н Zk, k == О, 1,2, ... или мак
симални .кодуо досшиже само у коначно много шачака йериферије 
јединичног круга. 

Д о к а з. Нека је f (z) Е-функција различита од e~/ z". Свакој 
тачки ~ периферије јединичног круга у којој је I {(z) I < 1 одго
вара због непрекидности модула један отворен лук L~ једини
чног круга такав да је I {(z) I < 1 кад год z припада L~. 
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Нека је Ь једна тачка са својством II(ь) 1=1. Без ограничења 
општости можемо претпоставити да је ь = 1, 1 (1) = 1. Како је 
f (z) Ф Zk, то, према (1), постоји број А такав да је 9Н А < О и 
да је 

1 (z) - za. =А (-1)" (z - 1)2k+ o (1) (z _1)lk, z-+ 1, а= " (1), 

из чега следи 

II(eti)I=I+9HAt2k to(t2k), t-+O, 9НА<0. 

Дакле, постоји (; позитивно такво да је II (etj
) I < 1 за 0<1 t 1< е. 

На тај начин свакој тачки Ь периферије јединичног круга таквој да је 
I t (ь) 1=1 одговара један отворен лук [~ јединачног круга у коме 
је ь једина тачка у којој f (z) достиже максимални модуо, Из фами
лије свих лукова L'f, можемо према Неiпе-Воrеl-0ВОМ ставу иза
брати коначно много лукова таквих да свака тачка периферије 
јединичног круга припада једноме од њих. Како сваки од тих 
лукова садржи највише једну тачку у којој 1 (z) достиже макси
мални модуо, број таквих тачака је коначан. 

ЛЕМА 3. Нека функција f (z), различита од стеПена од z, има 
Е-својство у тачки z = 1. А ко је 

t (г, t) = ~I Iog га е-а.!/ 1 (геи) = log I f (reti ) '-а log г, 

тада постоји околина V тачке г = 1, t = О таква да 

i) t (г, t) има све Парцијалне изводе у V, 

ii) у v је _1_ д2k t (г, t) < _ М, М> О, где је 2 k дефини-
(2k)! дt2k 

сано UОМОћУ (1), 

Ш) дmt(г, t) I "Ст Ir-112k - m, Ст:>О. 
дtm 1=0 

Д о к а 3. Својство i) следи из чињенице да је f (z) регу
ларно у тачки z=1 и да је 1(1)=1*0. 

Пошто је 

I(z)=za. (I+А (-I)k(z-I)2k+ o (l)(z-I)2k), z~I, a=f'{l), 

то је 

па је 
1 

(2k)! 
д2" t (1, t) I = ~! А < О. 

д ffk f=O 
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д2k t (г t) 
Ставимо М = -1/2 9НА. Тада из непрекидности ' следи Н). 

дt2k 

Најзад, из 

z-СХf(z)=1+0(I)(z-I)2k, z~l, 

следи Чt(г, t)=9Нlоg[I+0(I)[еti (г-l)+(еtl -1)]2k] кад г~ 1, t~O. 
Пошто је eti -1 = ti + О (t2), t ~ О, сви парцијални изводи реда ни
жег од 2k функције Чtи, t) биhе једнаки нули у тачки г= 1, t=O. 
На основу тога Сви изводи реда нижег од 2k - т функције 

дmЧt(г, t) I анулираhе се у тачки г= 1, јер је 
д tm ,1=0 

~(д'11t(г,t) I )= д'n+nt(г,t) I . 
dr" дtm t=o д t f11 дг" /=0 

Ф . дт t (г, t) I 
Према томе, свака од УНКЦИЈа има у тачки 

дtm t=o 
r = 1 

нулу реда најмање 2 k - т, одакле следи Ш). 

1.3. У овом параграф у навешhемо неколико специјалних класа 
Е-функција. 

Најпре, ако функција I(z) задовољава услове i-iii) дефини
ције 1, и један од следеhих међусобно еквивалентних услова 

а) 9Н 1" (1) * а2 -а, а = l' (1), 

Ь) додир кривих 1 (еН ) и etl је првог реда, 

с) додир кривих I f (z) 1=1 и I z 1=1 је првог реда, 
тада f (z) има Е-својство у тачки z = 1. 

Покажимо најпре да су услови а), Ь) и с) међусобно екви
валентни. Пошто је, на основу ле ме 1, /,(1)*0 кад год су задово
љени услови i-iii) дефиниције 1, Ь) и с) су еквивалентни. Даље, из 

следи 

па је услов а) еквивалентан услову Ь), кад год су задовољени 
услови i-iii) дефиниције 1. 

Да бисмо показали да функција која задовољава усвове i-iii) 
дефиниције 1 и услов а) има Е-својство у таЧI<И z = 1, довољно 
је да приметимо да је 

f(z) _za =1/2[/"(1) _/,(1)2-+ 1'(1)] (z-I)2+ 0 (1) (z-I)2, z~ 1. 

\ 



Општа класа поступака збир.ъивости Euler -Вогеl-овог типа.. . 13 

Показапемо да ако су коефицијенти степеног реда функције 
f(z) реални и ненегативни, ако је f(z) регуларна за I z I < R, R> 1, 
и f (1) = 1, тада је f (z) Е-функција. 

Тврђење је очигледно у случају t(Z)=Zk. Претпоставимо 
стога да је f (г) различито од Zk, k = О, 1'2' ... Тада се у степеном 
реду функције tlг) = La., Zn налазе бар два коефицијента разли
чита од нуле. Означи мо их са Ор и a q, р 1= q. 

На основу Schwarz-ове неједначине, а због ненегативности 
коефицијената Ом имапемо 

(~ nаn )2 = (~ п V аn УОn у < ~ nZan ~ а" . 
Знак једнакости у написаној неједначини не може стајати, 

јер би тада п УОn било пропорционално са V аn кад 'год је о п f. О, 
па би било р = q. Стога је 

(~nan )2< ~n2a., 
где смо искористили чињеницу да је ~a" на основу услова о 
функцији f (z), једнако јединици. Из добијене неједначине имамо 

Дакле, задовољен је услов f'{l)2 - f'( 1) 1: ~I f"(] ). 
Потребно би било да докажемо да је сличан услов задо

вољен у свим тачкама јединичног круга у којима f (гl достиже 
максимални модуо. Али, с обзиром да је f (г) различито од zk, 
k = О, 1, 2,. " и да има ненегативне коефицијенте, постоји само 
једна таква тачка, тачка z= 1. 

Најзад, напоменимо да у случају да су коефицијенти сте
пеног реда функције f (z) реални, тада - ако f (г) задовољава у
слове i-iiil дефиниције 1 - да би f (г) имало Е-својство у тачки 
z= 1 потребно је и довољно да f (г)-га, а=/, (1), има у г= 1 
нулу парног реД,а. 

11. ПЕРМАНЕНЦИЈА ГЕНЕРАЛИСАНИХ ЕULЕR-ОВИХ 
ПОСТУПАКА ЗБИРЉИВОСТИ 

2.1. СТАВ 1. Нека је 
ао 

fn (г) = ~ аnу гУ. 
V=O 

Ако је f (z) Е-функцuја, шада је 
ао 

~ 'an~·' = 0(1) /Сад п ~ ОО. 

v=Q 
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Д о к а з. Пошто је f (z) регуларно за I z 1< R, R> 1, то је 
сваки од редова ~::O lanvl конвергентан. Да би се показало и да је 
низ сума тих редова ограничен, потребна је довољно оштра оцена 
коефицијената lanvl, али је довољно ту оцену дати само за п ве
лико. Оцена Ье бити добијена преко СаисЬу-еве формуле, али Ье 
бити изабрана променљива путања интеграције, путања зависна 
од п, v и функције t (z). 

Стnџ : 

Сл. 1 

l'rn < arg z < l'т+1> 

IZ I={I-Yn
•
rn

. за 
1 +Уn,т за 

Ако је функција t (z) об
лика eMzk , k=O, 1, ... тврђење 
става је евидентно. На основу 
леме 2 можемо стога претпо
ставити да функција t (z) до
стиже најединичном кругу мак
симални модуо само у коначно 

много тачака Р т: Z = efn;l. Озна
чимо са Qm: z = et'ml неку тач
ку на јединичном кругу која 
се налази између две суседне 
тачке Рт-l И р m' Тада кру
жном луку Qm Qm+l припада 
тачка Рт , а њој, према (1), од
говарају два позитивна броја, 
2km и ат. Онда је могуЬно де
финисати кружне лукове Стnџ 
И дужи Dmnv помоhу 

z=relt'm, где се г мења у интервалу 

[1- Уn.т, l-уn. т+l] 

[1-Уn,т,I+Уn.тТIЈ 

[1+Уn.т, l-Yn.m+t] 

[1 +Уn.т, I+Yr.m+t] 

при чему је Уп. т == п-1Ј2 km• 

Кружни лукови Сmnџ И дужи Dmnv заједно образују путању 
С под условом да је по дужима Dmnv подесно изабран смер инте
грације. Та путања је очигледно· затворена и садржи у унутраш
њости тачку z == О. Даље, како је функција f (z) Е-функција, она 
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је регуларна за 1 z 1 < 1 + 8, l) > О. С друге стране, тачака etm i има 
коначно много, па постоји број k:::: Мах km, За сваку тачку z пу
тање С важи 1 z 1 ~ 1 +n-1/2k, па за п >N, > l)-2k путања С припада 
области регуларности функције f (z). Према томе, за п довољно 
велико, допуштено је применити Cauchy-еву формулу 

па је 

anv :::: ~Jln (z) гу-l dz:::: 
211:1 

С 

:::: ~ ~ffn (z) z-v-t dz+~ ~J!n (z) гу-l dz, 
21;1 т 21t1 т 

Ст•у Dmnv 

где је 

Cmnv :::: Јl f (z) 1'1 1 z I-v-l 1 dz 1, 

Стnу 

dтny :::: Jlf(z)ln Izl-y- 1 Idzl· 

Dmny 

Стога, а с обзиром да индекс т узима само коначно много 
вредности, довољно је да покажемо да је 

а) LCmnv =O(l) кад п .... оо за свако т, 
v 

Ь) L dml1y :::: О (1) кад п -+ оо за свако т. 
v 

t'm+l 

а) .Ст"у:::: Ј 1 f (z) ,N 1 z ,-у-l 1 dz 1:::: ЈI {(reti ) ,N г-у dt:::: 

Стnу t'm 
{'т+! 

(2) == гат п- v Ј г-ат 111 t (re li ) 1'1 dt. 

t'm 

Једноставности ради, претпоставиhемо, што неће смањити 
општост наших закључака, да је tm :::: О, и индекс т нећемо убу
дуће писати. Уведи мо, у складу с тим, ознаке /' == t'm, t":::: t'm ~ l' 

Како је {(z) Е-функција, стављајуhи \}r(r, t):::: log I {(retj
) 1- а log г, 

добиhемо на основу леме 3 да постоје N2 и 8' такви да кад год 
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је Iг-11<п- I/2\ Itl<e,B<e',n>N2 , тада је 

(3) 

Како је г-а.I! (reti ) I непрекидно у једном прстену око једи
ничног круга, и како је 1!(eti)I<1-2&,&>0 за t'<t<-B и 
е < t < t", то постоји Nз такво да је 

за n'>Ns и B<t<t" и t'<t< -8, где је Ir-11<n-1/2k, 

Стављајуhи N == Мах (N1, N2 , Nз) имаhемо за п> N 
t" -8 

(4) Ј + I [г=1 !(геН ) ,П dt] < 21t (1-0)п, 
8 /' 

с друге стране, лема 3 нам омогуЬује да применимо Taylor
ову формулу на функцију Чr (г, t), па добијамо 

2k 

(5) Чt(г, t)= L Cm(r)tm за n>N, Itl<-E, 

где је 

Ст (г) :::i 

т=О 

_1 дт 'f Сг, () I . т == 0,1, .. , , 2k - 1 
т! дtт If=O 

_1 д-п Чr (г, t) I ,m=2k, I t" 1< 1 t 1< в, 
т I дtrn J=~ . 

На основу (3) имаhемо 

Ст (г) < Ст Ir-lj2
k-m, Ст;;:' О, 

C2k (г) <-М, М> О, 

одакле је, на основу (5), 

2k-\ 

'f (г, t) < ~ Ст 'Г - 112k
-

m i t ,т - Mf zk
, 

n.=О 
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па је 

I! Е f гаn / f (reti) /11 dt =~ Ј en\V<г. 1) dt <: 
-8 -1) 

е 

f [2k-l Ј <: 2 ехр L Ст nm/2k t n - Мn t2~ dt <: 
nr=O 

О 

ао [:'>k-l ] <: 2n-1f
.!k Ј ехр ]d,o Ст цт - MU2k du. 

о 

Одатле, због (4), следи да је 

," 
f гаn / f (геН)/" dt = О (n-1/2k), п -''QO. 

l' 

Према (2) 
/" 

(6) f Сnџ = i; гan-џЈг аn /f(re/ i ) In dt<. Kn- J/2k f гаn - џ• 
r-=) v=O v = О 

l' 

Како је 

г={Г1 за v>an. 
Г2 за v<an. 

где је 

1'0 је 

~ ~ г 

L гаn - џ <: L г{anЈ+l-џ= L Гl џ

=--'- = 1+n1/2k• 
џ;;.аn v=[unl+l ' џ=О г1 -1 

Из добијених оцена следи 

~ 

L гаn - v < 2 n1/2k + 1, 
џ=О 

2 ЗБОрннк Матеwатнчког ннститута 
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па се на основу (6) добија 

CXI 

L Cnv == о (1), n~ оо. 
v=o 

Ь) Уведи мо следеhе ознаке: а == Мах ат, k == Мах km, бп == п-1 /2 , 
у п == n-1j2k • Тада· је 

dmnv == !1f(Z) \" \ z l-v- 1
\ dz! < 

Dmnv 

1+,(п 

!:Ј!tCгеlfm)IП,-V-ldг за v<an, 

1-,(п 

l+уп 

f lf(relt'm)!n,-V- 1 dr за v>an. 

1+l>п 

ПО претпоставци је \ f (е1 t' т) \ < 1-28, 0< 8 < 1/2. Тада ће због 
непрекидности бити \ ((геи'm) 1<1-6 за I г-11 < В, где је В> О. 
Како у п ~ О кад п ~ оо, то је, за п довољно велико; у п < 8. Стога је 

одакле, за п довољно велико, такво да је 

следи 

~ ал ф 

~ dmnv < L dmnv+ :L dmnv < 
v==O v==O v==an 

ал ао 

<2уп(I-8)" :L (1-yn)-v-l+ yn (l-8)n L (1+on)-v-1< 
v= о v=an 

п 

<2 (1- 8)2+2Vn (1-8)" == 

<0(1) кад n~OO. 
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2.2. Као непосредну последицу става 1 ДОбијамо следеhи 
став о перманенцији (E,/) поступака збирљивости. 

СТАВ 2. ДОМљан услов за Пер.маненцију {Е, 1) постуПка збир
љивости јесте да I(z) буо,е Е-функција различита од KOIlCma1lme 
и да је /(1)= 1. 

Д о к а з. На основу познатог ToepIitz - SChur-ОВОf става по
требно је да покажемо да 

оо 

а) ~ anv -+ 1 кад п -+ ОО, 
v=o 

Ь) Gnv -+0 кад п -+ оо за свако v утврђено, 

со 

с) ~ /Йnv / = 0(1) кад п -+ ОО, 
V-=O 

оо 

где је I"{z) = ~ Й"v zv. 
v=O 

Пошто су функције 11'1 (z) регуларне за 1 z 1 < R, R> 1, то је 
оо 

1'(1) = ~anv' Како је 1(1)=1, то је L a nv =1 за све n. 
V=O 

Пошто је 1I (z) 1< 1 за I z I = 1, и пошто је 1 (z) различито од 
константе, на основу принципа максималног модула биhе, за 
1 z I = 1/2, Мах I 1 (z) 1= в < 1. На основу СаисЬу-еве неједначине 
имаhемо тада 1 G"v I < 2v 01'1, па важи Ь). 

Најзад, из става 1 следи с). 

Доказани став даје довољне услове да би (Е, f) поступак 
збирљивости био перманентан. Природно се поставља питање о 
потребним и довољним условима. Очигледно је да први услов у 
дефиницији Е-функције, услов који захтева регуларност функције 
1 (z) у и на јединичном кругу, није потребан. Потребно је да 
функција буде регуларна унутар јединичног круга, јер у супрот-

"" ном случају редови L I anv I не би били сви конвергентни. Међу-
V=O 

тим, није потребно да функција 1 (z) буде регуларна и на једи
ничном кругу, што показује пример функције дефинисане степе-

6 ~ zl'l .. . 
ним редом - ~ -, ЧИЈИ Је полупречник конвергеНЦИЈе раван 

п2 
"=0 n2 

јединици, а која ипак дефинише један перманентан поступак збир
љивости. Уколико бисмо се решили да проблему приђемо у свој 
могуЬој општости, морали бисмо третирати и случајеве када функ
ција није регуларна на рубу јединачног круга. У том случају, 
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међутим, Тоер1itz-Sсhur-ови услови о коефицијентима а,.у не би 
се више дали превести на једноставне услове о функцији 1 (z). 
На пример, превођење само Toeplitz-Sсhur-овог услова а) захте
вало би резултате знатно оштрије од оних који су садржан и у 
Fatou-Riеsz-овом или апсолутном Fatou-Riеsz-овом ставу. Стога је 
природно ограничење на оне (Е, f) поступке збирљивости чија је 
функција генератриса регуларна у и на јединичном кругу. Напо
менимо да су сви раније посматрани специјални случајеви (Е, f) 
поступака збирљивости имали поменуто својство. 

Очигледно је да су услови 1(1)=1 и I/(z)I<1 за Izl < 1 
потребни за перманенцију (Е. f) поступка збирљивости уколико 
се ограничимо поменутим захтевом да је 1 (z) регуларно у кругу 
већем од јединичног. Што се тиче услова Ш) у дефиницији Е
функције, став 3 показаhе да се тај услов не може сасвим от
странити. Остаје отворено питање да ли се тај услов може за
менити општијим. на пример условом да функција 1 (z) буде или 
степен од z или да максимални модуо на јединичном кругу до
стиже највише у коначно много тачзка. 

2.3. СТАВ 3. Нека је 

i) f (z) регуларно за I z I < R.R > 1 ; 

ii) II (z) I = 1 за I z I == 1; 

Ш) l(z)*e03-iz~. k=0.1.2, ... 

Тада, из 

следи 

оо 

1" (z)= ~ а .. у ZV 
У=О 

оо 

~ I а"у l-t оо кад п -t ОО. 
v=O 

д о к а з. Показаhемо најпре да а,.у униформно тежи нули 
кад п тежи бесконачности. Применимо ради тога Сзuсhу-еву фор
мулу. На основу ii) имаhемо тада 

2>( 

21С I а,.у I = I Jln (z) гу-l dz 1= I f e[n'P(f)-vlјi dt 1· 
Iz;=1 О 

где је 
ЧI (t)= arg 1 (еН) - - i log 1 (еи ). 

Због i) и ii) 1 (z) биhе производ коначно много функција об

лика е&' z - z; , I z, 1< 1, при чему. због Ш). сви Zj нису исто
l-Z i Z 
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времено једнаки кули. На основу тога ср' (t) биhе збир коначно 
много функција облика 

l-p~ 
2 ' 1 - 2 Р. cos и-вј) + PI 

где сви Р. не могу истовремено бити једнаки нули, па функција 
<р" (1) може имати највише коначно много нула у интервалу [О,2я]. 
Помоhу нула функције ср" (t) и тачака које претстављају средине 
двеју узастопних нула интервал [0,2п] раздељен је на коначан број 
2 k подинтервала. Нека је један такав подинтервал [а, ~]. Без огра
ничења општости можемо претпоставити да је ср" (а) = О, ср" (1) > о 
за а < t <~. Наше тврђење биhе доказано ако покажемо да је 

.. f3 

I Ј'ЈnСР(t)-VI] ј dt I < ~ за п> N (8) И сваки цео број v. 
I 2k 

(7) 

а 

Нека је 
8 1024 k2 

g(e)=Mi:1cp"(t) за a+-</<~ и N(e)=---
4 k 82 g(8) 

Очигледно је 

(8) 

a+ej4k 

J;n'1'(t)-Vl]i dt I ~ ~. 
"""'4k 

а 

Да бисмо оценили интеграл преко интервала [а + 8/4k, 13] при
мениhемо следеhу лему Van der Corput-a (в. на пр. [10], стр. 117). 
Ако је !"(п»р>О за а<п<Ь, тада је 

ь 

I Ј ejf(n) dn I < ",8р . 
а 

Одатле је 

(9) 

f3 . 

Ј е [n(P(/)-vt] i dt 1< _ 8 < 8 = ~. 
'" ng( е) '" N ( 8) g( е) 4 k 

a+e/4k 

Из (8) и (9) следи (7), дакле a"v униформно тежи нули кад п -+ оо. 
Према томе Рn = Мах 1 аnу 1-+ о кад п -+ оо. 

v 

Према i) и ii) имаhемо, на основу Parseval-ове формуле, 
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Како је очигледно· 
ао ао 

РП ~ lanvl> ~ lanll 12, 
,,=о ,,=о 

то је 
ао 1 
~ lanvl>--+oo 
,,=о РП 

кад п -+ ОО, 

чиме је теорема доказана. 

Ш. ИНКЛУЗИЈА МЕЪУ ГЕНЕРАЛИСАНИМ ЕULЕR-ОВИМ 
ПОСТУПЦИМА ЗБИРЉИВОСТИ 

За доказ става инклузије потребна нам је следеhа 

ЛЕМА 4. Нена је анаЛUШUЧl€а фУНI€цuја t (z) регуларна за Izl <R, 
со 

R> 1 u Hel€a је I f (z) I < 1 за Izl = 1. Ако је '" (z) = L ап" zV, шадаје 
,,=о 

"" l: lanvl = о (п) кад п -+ ОО. 
,'=0 

д о к а з. Нека је а произвољан позитиван број и нека је 
М(г)-Мах If(z)1 за Izl = г. Применом Cauchy-еве формуле на функ-

"" цију ЈП (Z) = L а"" zll добија се 
,,=о 

(10) lanvl <: М" (г) г" = (1.п-" [га м (г)]n за свако г < R. 

Према Hadamard-овој теореми, log М (г) је конвексна функ
ција од log г, па је 

(11) га М(г)=1+0(г-l), г ... 1. 
Ставимо 

{ 
1 - п-1 за v < а п, 

г ... 
l+п- 1 за v>an. 

Тада се за п"> N> (R -1)-1, због (10) и (11), добија 
со 

~ 1 ап" ! = ~! Оп" 1 + ~ 1 а"" 1 < 
,,=.о ,,~an ,,> ап 

< [1 + О (п-Ј)] п f l: (l-п-1 )ап-" + ~ (1 +n-1)an-v} <: 
,,~an ,,>ап 

< о (1) {~o \1-п-1)" + ~o (1 +п-1 )-" } = 

<0(1) (2п+l)-0(п), П-tОО. 
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Напоменимо да се доказана лема може добити и као после

дица следеhе теореме: Ако је функција t (z) = 'L:==o аn z" регу
ларна за Izl <R, R> 1, тада је 

2n 

~ la,.1 < Ј 1/' (еН) 1 df. 

о 

Напоменимо, такође, да је за доказ става 4 довољна и сла
бија оцена 'L ~o 1 ап!, 1:= о (ап) за свако а> 1, која је позната ([7), 
lV 176). 

СТАВ 4. Нека су (Е, f) и (Е, с) два пер.маненlIiна посlIiуПка збир
љи80сlIiи. Ако је 

i) фУНlщија h (Z):=C(f-l (z», која је дефинисана у околини 
тачке z:= 1, Е-функција и ако је 

Н) sn:= О (гп), П ~ оо; г < R, М (г) < R' где је функција {(z) ре
гуларна за I z 1< R, функција h (z) за I z 1< R' и где је 

M(г)=Maxl{(z)1 за Izl:=г, 
тада из 

(E,f)-Iims,.:=s 
следи 

(E,C)-limsn:=s. 

д о к а з. Претпоставимо да су услови става задовољени и 
уведимо следеhе ознаке 

~ ~ ш 

{п (z) = 'L ап!, Z", СП (z) = ~ ЬП!' zV, hn (Z) = }; Cnv zv; 
,==0 v=O V=O 

Т1 = [anl.], Т2 = [bnv ], Та := [Cnv]' 

Пошто је h(f(z»:=C(Z), биhе hn (f(z»:=Cn (z), па је стога 
~ ~ ~ 

~ СП!' ~ avm zm= ~ Ьпт zm. 
V=O т::::О т::::О 

Стога, на основу WeierstrasS-Ове теореме о двоструким редовима, 
имаhемо 

~ 

Ь - '" с а дакле, Та ТЈ = ТЈ' lIт- ~ П!' ут, 
v=o 

Пошто је низ Sfl збирљив (Е, f) ка s, и пошто је поступак 
збирљивости (Е, h) перманентан, Та (Т1 sn) ~ s. Треба доказати да је 
низ sn такође (Е, с) збирљив ка s, то јест да Т2 SN = (Та Т1) SN ~ S. 
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РЗДИ ТОГЗ је довољно показати да је Тз (ТЈ sn) = (ТВ ТЈ) sN' то јест 
да 'је 

(12) 

Ради тога примениhемо Wеiегstгаss-ову теорему о двоструким 
редовима на ред 

оо оо 

L C'IV L Gvm Sm z'". 
~'=O m=О 

На тај начин, промену поретка сумације (12) оправдаhемо ако до-
'оо 

кажемо да' је ред' L avm Sm z'" = tv (z) конвергентан за I z I -<; 1 + 8. 
m=0 

оо 

8 >0 и да је ред L Cnv fv (z) униформно конвергентан за I z 1< 1 +8. 
V=O 

Нека је r < R и М (г) < R'; могуЬно је изабрати 8> О и г,. 
такве да је (l+8)r=r1 <r2 <R и да је 
(13) М (г2) < R'. 

Тада, за 1 z 1< 1 +8, 
оо оо 

L I avm I I Sm I I z Im -<; к L 1 avrn I гт (1 + 8)т = 
т=О т=О 

(14) 
оо 

-<; к L lavm lrl" < ОО, 
т-:О 

јер редови 
оо 

"'" а Z'J и kI nv, 
v=O 

имају исти полупречник конвергенције. Дакле, редови којима су 
дефинисане функције fv (z) конвергирају за I z 1< 1 +8. 

С друге стране, због (14), имаhемо 
оо 

(15) I tv (z) I -<; к L 1 avm I г;п, I z I < 1 + 8. 
т=О 

Применом леме 4 на функцију f (rl,z)jM(r l ) добијамо 

<D 

L I avm I гl" -<; L v Mv (гl ) I 
т=О 

оо 

одакле следи' L I avm I г;п < LMv (г2) за v веЬе од извесног VO • 

т=О 
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Иа основу (15) имамо тада 

Ifv(z)I<KLMv(r2 ), Izl~1+8, v>vo, 
ос> 

па, пошто је ред 1: I cnv I MV (г2), због (13), конвергентан, ред 
у=о 

оо 

1: Cnv f v (z) униформно конвергира за I z I ~ 1 + 8, чиме је теорема 
у=о 

доказана. 

Доказана теорема поставља оштре услове функцији g (z). 
Строгост тих услова не потиче, међутим, од недовољне општости 
теореме - она је у самој природи ствари. Да бисмо то показали 
примером, посматрајмо поступак (Е, eZ - Ј ). Пошто функција ez - 1 

узима вредност један у тачкама z = 1 t 2kтti, k = О, ± 1, ±2, ... , 
сваки од низова S" = (1 + 2kтti)\ k = О, ± 1, ± 2, .. " збирљив је ка 
јединици. На тај начин, да би поступак ~E, g) садржао поступак 
(Е, eZ- 1) потребно је, између осталог, да сваки од претходних 
низова буде (Е, eZ- I ) збирљив ка јединици. Међутим, то је мо
гуЬно једино ако функција g (z) у свим тачкама z = 1 + 2kтti, 
k = О, ± 1, ± 2, .. , узима вредност један, што претставља једно врло 
оштро ограничење, које није једино. 

IV. ЈЕДНА СПЕЦИЈАЛНА КЛАСА ПОСТУПАКА 
ЗБИРЉИВОСТИ 

4.1. У овоме одељку примениhемо добијене ставове на класу 
поступака збирљивости коју је увео Карамата, то јест на поступке 

збирљивости (Е, f) који одговарају функцијама f (z) = az+b , где су 
cz+d 

а, Ь, с и d реални бројеви. 

Пошто f (z) као сингуларитет има само један пол, да би ред 
од f (z) био апсолутно конвергентан за I z 1= 1, што је потребно за 
перманенцију одговарајуЬег поступка збирљивости, тај пол мора 
се налазити ван јединичног круга. Стога су услови d:j: О и f (1) = 1, 
то јест а+ Ь.= c+d потребни за перманенцију. На тај начин, ограни
чавајуhи се на перманентне поступке, можемо четири параметра 
а, Ь, с, d свести на два независна и писати f (z) у облику 

f (z) = а+(I-а=:-n.: .. 
1-~z 

Одговарајуhи поступак збирљивости означаваhемо са Е (а, ~). 

СТАВ 5. Да би йостуйаll збирљивосmи Е (a,~) био йерманенmаu, 
uоmребно је и ДОВОЉНО да или 

а=!3=О 
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или 

а. < 1, Р < 1, а. + р >. О. 
Д о к а з. i) Услови су потребни. 

На основу прва два услова Toeplitz - Schur-a, 1 (z) не може 
бити I<OHCTaHTa, па је према томе a:f 1 и ~ #1. 

Као што смо већ показали,. функција 1 (z) мора бити регу ларна 
за I z I < 1. Дакле I ~ I < 1. 

Из 

оо . I оо ) I 2 а. + р - 1 'N ,~olanyl> у~о(-I)Vаnvl=I/(-I)ln= I+Р 
и из' 

оо 

L I йnу 1 = о (1) код п -+ ОО, 
у=о 

следи 1/<-1)1<1, дакле 12a.+p-ll<I+Р што даје «<1 и 
«+~>O. 

Ако је а. + р = О биhе или а == О и р = О и одговарајуhи поступак 

је перманентан, или пак а. # О, то јест / (г) = z+ « и одговарајуhи 
1+«z 

поступак - према ставу 3 - није перманентан. Према томе, по
требно је да буде или a==~=O или а.+р>о. 

, Н) Услови су довољни. 

Ако је а = ~ == О функција / (z) своди се на функцију z, а од
говарајуhи поступак збирљивости своди се на конвергенцију 

У супротном случају, пошто је ~ < 1 и ~ > - а> -1, функ
ција /(z) регуларна је за I z 1< R, R> 1. Пошто је« < 1 и а+l3> О, 
биhе 2« + ~ - 1 < 1 + Р и -2а-р + 1 < 1 + р, па је 1/( -1) 1< 1. На тај 
начин 1/ (z) I < 1 У свим тачкама јединичног круга изузев тачке 
г= 1, јер скуп тачака z за које је 1/ (z) I ~ 1 јесте или полураван 
9Н z < 1 или круг који пролази кроз тачку z = 1, чији је центар 
на реалној оси и који садржи тачку г= - 1, јер је 1/( -1) 1 < 1. 
Пошто је 

1'(1)= l-а {"(1) = 2Р(1-а) ,«<1, а.+13>0, 
1- р I (1 _ р)2 

имаhемо 
{" (1) < /,(1)2-/'(1) 

па је /(z) Е-функција. Како је {(1) - 1, задововљеви су сви услови 
става 2. 



Општа Кn4са поступака Збнрљивости Euler-Воrеl-овог типа... 27 

4.2. СТАВ 6. Нека су Е (a,~) и Е (а', ~') два Перманентна По-
стуПка збирљuвостu. Ако је 

i) a'+~'-a'j3 > a+~-a~', 
ii) 1 > а -t {3- а ~', 

Ш) SN == О (гn), 

где је 

< 1 М {а+(l-а- р)г 
г -. ах , 

! {3! 1 +рг 

lйaдa из 

(l-a-~)г-a }<I-а-13 + alЗ" 
1 + рг I 13' - {3 I 

Е(а, {3) - limsn==s 
СЛfДU 

Е (а', Р') - 1im Sn = S. 

Доказ. Из I(z)= а+(I-а-{3)г 
l-рг 

следи 

г-а 1-1 (z) == ----
l-ex-{3+pz · 

одакле је 

(16) h (z) == g ({-l (г) ) == а' - а + а ~' - а' ј3 +(1- а' - ~' + а' {3) z . 
1- 0.- ~+a~' - (~' -~) z 

Стављајуhи 

имаћемо 

а" + (1 - а" - ~") z 
h (г) == --'------'--

1- 13,1 Z 

а' - а + а(.!' - а'(.! 
а" - -----'-1"---'-1" 

- 1 - а - {3 + ај3' , 
{3" == р' - р 

1 - а-{3+а{3' 

Према ставу 5, потребни и довољни услови да би Е (а", {3") био 
перманентан поступак су или а" == 13" == о што је, због р < 1, екви
валентно са а' == а, {3' == р, или пак а" < 1, ~"< 1, а" + ~" > О, што је 
еквивалентно са следеhим неједначинама 

а' -а + a~' -a'~ р' - р а' + {3' - ех - р +ехlЗ' - 0.'13 ------'---'- < 1, < 1, > О. 
1 - а - {3 + а{3' 1 - а - ј3 + ар' 1 - а -- ~ + a~' 

Међутим, пошто функције 1 (г) и g (г) задовољавају услове тео· 
реме 5, последње три неједначине своде се на следеhе две 

а' + р' - а'ј3 > а + {3 - аР', 1 > 0.+ ј3 - a~'. 

Према томе задовољен је услов i) става 4. 
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Да бисмо показали да је задовољен и услов Н) истог става, 
приметимо да је функција I (z) регуларна за 1 z 1 < 1/1131 и да је, 

према (16), функција h (z) регуларна за I z 1 < 1-a-~+a~'. С друге 
113' - ~ 1 

~TpaHe, за 1 z i < г, 1 <. г < 1/1131, Мах 1 f (z) 1 биhе једнак а; + (1-a;-~) г 
1- рг 

(1-a-~)г-a 
или према томе да ли је а;+13 (1 - а -13) г2 позитивно 

1 +рг 
или негативно, што се може показати лаким рачуном. На основу 

тога и на основу претпос:~вке о понашању низа SN закључујемо 
да је задовоље н и услов 11) става 4. 

У. ПРИМЕНА НА ТЕОРИЈУ АНАЛИТИЧКОГ ПРОДУЖЕЊА 

5.1. Став који се даје у овом одељку претставља уопштење 
познатих ставова о аналитичком продужењу помоhу Euler-овог, 
односно Borel-овог поступка збирљивости. Пошто се третирају 
општији поступци збирљивости, И формулација става и доказ биhе 
сложенији. На пример, појављује се тешкоhа због тога што функ
ција f (z) - генератриса п~ступка збирљивости који посматрамо 
- није нужно цела ФУНКЦИЈа, већ може имати у великом степену 
произвољно распоређене сингуларитете, што ће бити од утицаја 
на област у којој одговарајуhи поступак збирљивости аналитички 
продужава дати елемент неке аналитичке функције. На тај начин, 
област у коју се врши аналитичко продужење зависиhе од две 
врсте сингуларитета: сингуларитета функције чије аналитичко про
дужење тражимо и сингуларитета функције генератрисе оног по
ступка збирљивости помоhу кога се то продужење врши. (У ра
није проучаваним случајевима - Euler-ова, Borel-ова, Mittag-Lef
Пеr-ова, Liпdеlбf-ова збирљивост - област је зависила само од прве 
врсте сингуларитета~ 

Нека је f (z) Е-функција, f (1) = 1, и нека је R полупречник 
конвергенције степеног реда од f (z). Означи мо са К ([, ~) скуп 

свих тачака z таквих да је I ~ 1< R, I f ( ~)! < 1. Нека је F (z) ана
литичка функција регуларна у почетку. Сваком њезином сингу
ларитету ~ одговара један скуп К (1, ~). Пресек свих таквих ску
пова означиhемо са А и, F). 

Области А и, F) могу бити јако различите за разне функције 
f (z). Оне не морају бити ни повезане, као што показује следеhи 
пример. Ставимо 

, ~Z2+(1-z)Z-1+~ 
F(z)=(1-z)-1, ,(:.)=е 2 

2. 
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Тада је II (z) 1= е(I -9Н z} (3т z -1), па је 1 (z) Е-функција, а област 
А и, Р) састављена је од оног угла између правих 9Н z = 1 и 
Зm z = 1 У коме лежи тачка z = О и угла унакрсног томе. 

Насупрот томе, област А ({, Р) увек је таква да је у њој на 
једнозначан начин дефинисано аналитичко продужење оног еле
мента функције F (z) који је дат степеним развитком те функ
ције у тачки z = О. Да бисмо то показали, довољно је да утвр
димо да сви сингуларитети функције F (г) припадају комплементу 
области А (1, ђ, и да тај комплимент са сваким сингуларитетом 
садржи и неки' засек - у општем случају тај засек је нека кри
ва линија која тај сингуларитет спаја са тачком бес коначно. Због 
1(1)=1, очигледно је да скуп ки,;) не садржи тачку z~;, па 
А (1, П - као пресек свих таквих скупова - не садржи ниједан 
сингуларитет функције F (г). Да комплемент скупа А (1, Р) садр
жи и засеке, мање је очигледно. Да бисмо то показали, довољно 
је да утврдимо да комплемент скупа К и, 1) садржи криву која 
спаја тачку z = 1 са тачком z = оо. Ако је функција 1 (г) цела, при
метимо да на основу принципа максималног модула, непрекид

ности модула и чињенице да је 1 (1) = 1, постоји не само једна 
крива, већ читава једна област која повезује тачке Z= 1 и z=oo, 
У чијој је свакој тачки II (г) I > 1, и која је стога садржана у 
комплементу скупа А и, Р). Ако функција није цела, исто резо
новање доказује егзистенцију једне области која припада компле
менту од А (f, Р) и која повезује тачку z = 1 са неком тачком 
периферије круга t z I =R. Како спољашњост тога круга такође 
припада комплементу од А ({, Р), тај комплемент садржи област 
која повезује тачку z = 1 са тачком z = оо. 

Дефиниција области А (1, Р) омогућује нам да формулишемо 

СТАВ 7. А1(О је (Е, f) йостуйа1( збuрљuвостu iiepMaHeHlliaH, (Е, f) 
"" трансформацuја низа iiарцuјалнuх сума реда L А ,. гn = Р(г) уни-
n=О 

фор.мно 1(онвергира ка F (г) у сваlCОМ огранuченом затвореном делу 
К (/, Р) СlCуйа А (1, Р). 

Д о к а з. i) Доказаhемо најпре тврђење става у специјалном 
случају F (z) = (1-г)-l. Ставимо 

"" v ,n (г)= L аn"г", Sv (г) = L г'". 
и=О m=О 

Тада је 

"" ао (1 г" + 1 ) 1 Z ао 
О'n (г)= L аnу Sv (г) =- L аnи ----- =----- L а"у г". 

y~o и=О 1 - z 1 - z 1 - z 1 - Z и=О 
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Ако z припада области А (1. (1 - z) -1) = К (1, 1), тада, прво, 
оо 

ред ~ Оn" Zv конвергира и сума му је 1" (г), и друго, 1 Ј (г) 1 < 1, __ о 

па '" (г) -+ О. Стога ап (г) -+ (1-г)-1. 

Ако посматрамо ограничену затворену област садржану у 
А (1, (1- г)-1), конвергенција Ье бити униформна, јер у том слу
чају 1 t (г) 1< l-д, & > О, па ЈП (г) униформно тежи нули. 

Н) Показаhемо да постоји контура С са следеhим својствима 

а) Функција Р(г) регуларна је унутар контуре С и на њој; 

ь)I~I<R-О, 8>0 за zEK(I,F), иЕС, 

с) I : 1< 1 - Е, Е> О за z Е Ј( и, Р), u € С. 

По дефиницији области А ([, Р), 1 z/~ 1 < R кад z Е А (1, Р). 
Покажимо да постоји д > О такво да је 1 z/~ 1 =< R - 2 () за свако ~ 
које је сингуларитет функције F (г) и свако z из К ([, Р). приме
тимо, ради тога, да је у том домену функција 1 z/~ 1 непрекидна, 
јер ~ не узима вредност нула, пошто је F (г) регуларно у почетку. 
Даље, како су скуп К (/, Р) и скуп сингуларитетз функције F (г) 
компактни - последњи зато што радимо у z-равни проширеној 
тачком оо, то функција 1 z/~ I мора узимати своју максималну вред
ност у посматраном домену, и како је та максимална вредност 
мања од R, тврђење је доказано. 

Даље, како је због 1 Z/bI < R - 2 8, функција 1I (гЉ) 1 непреки
дна у посматраном домену, то и она достиже у њему свој макси
мум, који је - према дефиницији области А ([, Р) - мањи од 
јединице, па важи 1I (z/'b) I =< 1 - 2 е, 1; > о за z Е К (1, Р). 

Нека је dr, отстојање тачке ~ од скупа К (1, Р), које је пози
тивно, јер је скуп К (ј, Р) затворен и не садржи тачку ~. Из чиње
нице да је скуп тачака ~ - као скуп сИ,нгуларитета анзлитичке 
функције - затворен, следи да је позитиван и број d = il1f dr,. 
Пошто је скуп К (1, Р) ограничен, то постоји број М такав да је 
I z 1 ~ м кад год је z Е К (1. Р). Са р 0значимо полупречник кон-

вергенције степеног реда функције F (z); а са L - Мах I l(z1)-/(z2) I 
11-12 

за 1111, 1 z21 =< R - &. Уведимо, најзад, ознаку 

21')=МШ -d, --р, -, -- . . (1 1 р2 /) р2 е ) . 
2' 2 2М 2ML 
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Око сваке тачке ~ која је сингуларитет функције F (z) опи
шимо круг C~. 2q полупречника 27/. Кад тачка и лежи унутар тога 

круга, имамо 1 u-~ 1 < 2ч· Одатле је 11 ~ 1- 1 ! < 2; < ~ , па је 
! и ':>.Е..... На основу тога биhе 

2 

11 3.-1-13.-11 < 13.- - 3.-1 = -~ ! ~ - и 1 < 2 М 2ч < 8, 
и ~ и ~ 1 и 11 Ы р2 

па је, због 1 ~ !<R-28, 

Слично, пошто је 

добијамо да је 

одакле, због I f ( ~ ) 1< 1-2 в, следи 

I f ( : ) I < 1 - е. 

Ако је тачка оо један сингуларитет функције F (z), око ње 

ћемо описати круг Izl=--, где је 2чоо=Мiп --, -- . Очи-1 {l-е 1-0} 
2чоо ML М 

гледно је да за свако z из К (ј, Р) и свако и из тог круга важи 

Унију свих отворених кругова C~. 2ч означимо са S2q' унију 
свих затворених кругова C~. 1) са S!J' Скуп S211 је отворен, пока
жимо да је скуп S!J затворен. Нека је Х нека тачка нагомилавања 
скупа SI]' Тада постоји низ тачака ХЈ , Х2 ' ••• , Хт ••• који кон-
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вергира ка х и припада Slj' то јест свакоме хп одговара бар једно 
~ ... такво да је х" Е Cr,", lj • Претпоставимо да је за скоро све п, ЬП = сх>. 
Тада је за скоро све п, I х .. 1> 1/11"", па је и Ixl>l/I1oo, чимејеу 
овоме случају тврђење доказано. Ако наша претпоставка није испу
њена, постоји бесконачно много ь, таквих да је I Х,. - ~~ I ~ ч. Низ 
~, не мора да конвергира ни да тежи комплексном сх>. Изаберимо 
подниз ь'm који конвергира или тежи сх>. Другу могуЬност мо
жемо искључити, јер је она еквивалентна претходноме случају, 
у коме је тврђење доказано. Због тога и због затворености ску
па сингуларитета аналитичке функције, Нт ь'п = ~* СХ>, па из 
i X~' - ~~.l1 «Г\ следи I х - Ы < 11, дакле и тачка х припада скупу Sч. 

Пошто је скуп S2Ч отворен, а Sч затворен, скуп S=S~ч \,Sч биhе 
отворен. У свакој компоненти 1; од S (сваком максималном по
везаном отвореном делу скупа S) могуЬно је наhи просту затво-
рену полигоналну линију С, око скупа Тј П Sч. Скуп свих поли
гоналних линија С, узеhемо за путању С. Она очигледно задо-' 
вољава услове а), Ь) и с), ако унутрашношhу од С назовемо онај 
скуп коме је С руб и који садржи тачку z=O. 

Ш) На основу Cauchy-еве формуле биhе 

F(Z)=~fF(U)dU. 
211:/ U - Z 

с 

ако тачка z лежи у унутрашњости контуре С. 

Уведи мо ознаке 

Тада је 

оо 

cr п (z) = ~ апу Sv (z), 
. v=O 

l-zv +1 

Sv (z)= --
l-z 

F (z) = ~ f F (и) Нт Ч>" (-~) du. 
21t1 U п .. оо U 

с 

Пошто је I ~ 1< R - 8, према i) СРп ( ~) униформно конвергира, па' 
Ьемо имати 

F (z);:: _1_. Нт ЈР (и) ч>" (!..) du= 
211:1 П-+"" U U 

с 

1 . fF(U)OO (Z) =-. 11ffi --~ar,v Sv - du. 
2'1t/ п -+ оо U у=О U 

С· 
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Како је ред ~O аnџ (: )У+l Ј због 1: I < R - 8, унифорно кон-

вергентан, то је и ред t аnџ Sv (3.-) униформно конвергентан, 
џ=О и 

па је 

1 . 01) fF(U) (z) F(z)= -. Ilm ~anџ --Sv - du= 
2'7tl n~ .. џ=О и и 

с 

= - liт L аnџ F (и) -+-+-+ ... + -- du. 1 со f ( 1 z z:! Zv ) 

21fi n-.QO v=0 U у2 и' уџ + 1 
С 

Деформисаhемо контуру С у контуру С' која Ье потпуно лежати 
'унутар круга конвергенције за функцију F (z). Тада је 

со 

= Iim L аnџ (А о +А 1 z+ .. · +Avzv)= 
п ~CO џ=О 

со 

= lim ~ Оnџ Fv (z), 
n~oo v=o 

v 
:где је Fv (z) = L Ат zm V-Ta парцијална сума степеног реда Функ-

т=О 

:ције F(z). 

5.2. Ради илустрације последњег става навешhемо како об
ласт А (1. F) изгледа уколико се посматрају поступци збирљи
.Бости асоцирани функцијама 

·тј. Е (a,~) поступци, испитивани у четвртом одељку. Ограничи
:heMo се природно на случај F (z) = (1 -z)-1, што значи да Ьемо 

з 3БОРНIIК МатемаТИЧЈ<ОГ института 
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посматрати области К (/, 1). Оне претстављају скуп тачака z за 
које је иствремено Izl<l/l~1 и la+(l-a-~)zl<ll-j3zl, дакле 
скуп тачака које се налазе унутар два круга, или унутар првог 

Сл. 2 Сл. 3 

Сл. 4 Сл. 5 

и ван другог од та два круга. Шрафиране области на цртежима 
2-5 претстављају тада области К (1, 1) за различите односе~из
међу коефицијената а и 13. 

(СаОllшmено 11 јануара 1956) 
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UNE CLASSE GENERALE ОЕ PROCEDES ОЕ SOMMAТIONS 
DU ТУРЕ D'EULER-BOREL ЕТ LEUR APPLICATION 

AU PROLONGEMENT ANALYТIQUE 
BOGDAN м. BAJSANSКI (Beograd) 

Soit ј (z) ипе fonction reguliere а l'origine. Оп definit ип pro
cede de sommation, dit (E,f)-procede, par Ја matrice [anv] , ои 

оо 

јп (z) = ~ anv zv. 
11=0 

Оп dira que lа fonction ј (z) а Е - propriete аи point z = 1 si 

i) ј (z) est reguliere аи point z = 1, 

ii)j(I)=l 

Ш) I ј (e!i) I <" 1 pour t suffisament реШ, et 

iv) ј (z)-za. =А ip (z-I)P+o (1) (z-l)P, z .... l, а=ј'(l), А +0 
implique 9Н А + О. 

(La condition iv) est tres generaIe. ЕНе est satisfaite, par ехет
рlе, si le сопtзс! des courbes f (etl ) et e!i аи point t = О est de pre
mier ordre). 
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Оп dira que 1а fonction f (z) а Е - propriete аи point ~ si 1а fonc

tion h (z) == f (z Q а Е - propriete a~ point z == 1. 
f~) , 

a10rs 

оu 

alors 

оu 

L'auteur demontre 

ТНЕОRl~:МЕ 1. Si 1а loncfion f (z) 

i) est ho1omorphe роur 1 z 1 < R, R> 1; 

ii) Maxl/(z)1 = 1; 
IZI==l 

Ш) f (z) а Е - рrорrЩе аи chaque ројп! eri tel que If (eri) I == 1; 

"" ~ lanv l=O(l), п-+оо, 
v=o 

"" fn (г)= 2: anv zv. 
v=o 

ТНЕОRl~:МЕ 2. Si 1а {onction f (г) 
i) est holomorphe роur I z 1< R, R > 1; 

ii) I f (г) I = 1 роur I z 1 = 1; 

Ш) f(z) =t= e{}i z\ k = О, 1,2, ... 

"" 2: I anv 1-+ оо lorsque п -+ оо 
V==O 

"" 'n(г)::= L anvzv• 
v==O 

Еп app1iquant 1е premier tbeoreme, l'auteur oblient 1е theoreme 
de permanence et 1е theoreme d'inc1usion pour 1es procedes (Е, f), 
et particulierement pour ипе c1asse des procedes definie par Karamata, 

c'est-a-dire pour 1es procedes (Е, f) ой f (г)::= се + (1 - a;-~) z . 
l-~z 

Enfin, l'auteur demontre que 1а serie geometrique est sommable 
uniformement par 1е procede (Е, f) vers 1а fonction (1-г)-1 dans 
chaque region Ьоrnее е! fermee qui est contenue dans 1а region 
definie par 1I (z)l < 1, Izl < R, ой R est 1е rayon de 1а convergence 
de lа serie entiere de f (z). Le theоrепiе general sur 1е pro1ongement 
analytique s'en deduit de lа maniere habituelle. 
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В. МАРИЋ 

О ЈЕДНОЈ КЛАСИ FОURIЕR-ОВИХ ИНТЕГРАЛА 

УВОД 

0.1. У различитим гранама анализе често је за доказ поје
диних теорема потребно проценити функције комплексне промен
љиве z, дефинисане интегралом 

G (z) == Ј ехр {g (/) +zt} d/. 

к 

Специјални случај g (t) == - tcr. је нарочито много рађен. Тако 
су, на пример, Н а r d у и L i t t 1 е w о о d [7], У вези с проблемом 
Waring-a, дали асимптотски развитак за случај 

о<: 

Fk (z) == Ј ехр { ~ uk +zu} du, 

о 

где је k природан број вели од јединице, у једном делу комплексне 
z-равни. В а k h о о m (2) је проширио њихов резултат на читаву 
z-раван. 

Р61уа (упореди [9], стр. 191-210) и Тасkliпd [10] су, у 
вези с парцијалним диференцијалним једначинама, развили у асимп
тотски ред кад t~ оо функцију 

оо 

Н (t) == Ј ехр { - tu2 т + i х и} du, 

-оо 

где је т природан број вели или једнак 2.1) Приметимо да је за 
k=2m 

Р2m (~)+P2m (-i~)=tf/2mн (t). 
t l /2m t l /2m 

1) Код Е в r р а Ф о в а [51, СТр. 119-120 се, као пример, налази први члан 
~Э8иtка за H(t). 
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w r i g h t (11, 12] је посматрао функције које претстављају 
генерализацију Веssеl-0ВИХ функција а дефинисане су интегралом 

Ф (Рј ~j z) == -~ Ји- fS ехр (и +~) du, 
2щ иР 

.с ' 

где је ~ произвољан комплексан број, Р> - 1, а С је контура која 
полази од - оо на реалној оси, обилази почетак у позитивном 
смеру и враЬа се у - оо. 

А в а к у м о в и h [1] је, специјално, користио процену функције 

(х) 

ф (- ~ ; О; - z ) == х (z) == f ехр { - uk 
- zein1k и} du, k> 2, 

О 

за доказ неких теорема Tauber-ове природе. 

0.2. Нека је 
2m-l 

Р (у) = L avy2т-V 
v=0 

полином са произвољним комплексним коефицијентима ау (v = 
= 1, 2, ... , 2m - 1) и ао= 1 тада Fourier-ов интеграл 

(х) 

Ј1 (z)= !e-P(x>+zx dx 

претставља целу функцију од z. 
Предмет овог рада су два проблема: 

1 о Испитати да ли постоји нека једноставна комбинација по
знатих функција којом се функција Ј1 (z) може изразити. 

20 Због различитих примена у анализи, наhи асимптотски 
развитак функције Ј1 (z) у целој комплексној z-равни, имајуhи 
нарочито у виду примену на једнодимензионални случај најоп
штије параболичне диференцијалне једначине с константним кое
фицијентима, због чега се, уосталом, испитује баш овај тип ин
теграла. 

0.3. Одговор на оба ова питања добиhемо доста једноставно 
из прве теореме из Главе 1. Та теорема је посредног карактера, а 
смисао јој је у томе да се функција Ј1 (Р' (у» изрази у облику 
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.де су Фv (у) функције које је лако развити по степенима од l/у 

а Rn (у) је остатак који се може довољно оштро проценити и по 
променљивој у и по п. 

За доказ ове теореме користи се једна варијанта методе сед
ласте тачке која једним делом, у основи потиче од В а k h о о m - а [2]. 

Користеhи процену остатка Rn (у) по п из наведене теореме, 
показаhемо у Глави II да се функција Ј1 (Р'(у» може претставити 
као производ једне функције експоненцијалног типа и једног кон
вергентног реда Wright-ових генералисаних хипергеометриских 
функција, што претставља одговор на прво питање. 

у истој глави Ьемо, поред тога, показати да у читавој ком
плексној z-равни важи асимптотски развитак 

и дати поступак за израчунавање коефицијената D v, (х," V = 0,1, ... , 
чиме је одговорено на друго питање. Овај резултат добива се из 
обрасца (0.1) на следеhи начин: Ако све функције Фv (у) развијемо 
по степенима од 1/у и саберемо их, на основу процене :остатка 

ЙN (у) по у добиhемо асимптотски развитак функције Ј1 (Р'(у» по 
степенима од l/у. Користеhи развитак функције у = у (Х) дефини
сане једначином z = Р'(у), по степенима од l/z, добивамо резултат 
(0.2) . 

Напоменимо да се у случају да полином Р (у) има реалне 
коефицијенте, исти развитак може добити и методом стационарне 
фазе V а п d е r С о r р u t - а [6]. 

у Глави I1I, показаhемо, као примену резултата (0.1) и (0.2) 
да се фундаментално решење К(х; t) горе поменуте диференци
јалне једначине може развити у овај асимптотски ред 

где је 9t{t} >0, t-+O. 

Доказ се заснива на чињеници да се К (х; t) може изразити 
интегралом типа Ј1 (z), при чему су сада сви коефицијенти av (осим 
првог) полинома Р (у) одређене функције од z. Основна теорема 
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из Главе 1 важиhе и у овом случају. Поступак којим се из обрасца 
(0.1) добива асимптотски развитак је, међутим, нешто сложенији 
него мало пре, због зависности коефицијента Оу од Z. 

ГЛАВА 1 

1.1. Да бисмо избегли понављања и олакшали читање, уве
шhемо ове дефиниције и ознаке: 

Нека је Р (х) полином степена 2 т са произвољним комплек
сним коефицијентима av (v=I,2, ... ,2m-l) и 00=1, тј. 

а) 

Ставимо ли 

2m-l 

р (х) == L Ov x2m
- v 

v=o 

2т-l рм (у) yv 
Ј(х;у) = ~ -----'.:....:...:....- xV

, 

v=3 vl 

онда су за i=3p,3p+l, .. '.,(2m-l)p и р=-о, 1,2, ... ,2n поли
номи QI,p (у) дефинисани релацијама 

Ь) 
(2m-l)р 

{! (х; у)}Р= L Q"p (у) х/. 
,=3р 

Ради једноставнијег писања дефинисаhемо још 

Qt,p(y)=O за i>(2m-l)p. 

Поред тога, увешhемо и ове ознаке 

с) 
[i/3] (- l)p 

А, (у) ~ L I Q/.P (у), 
р=1 Р 

за i = О, 1, 2 нека је по дефиницији 

d) Q2k(y)=2y Јехр { _ p"~(y2 X2_y2тxsm}X2kdX, 
Lrp 

те те 
- tp - - < arg у < - т+ -- , 

4m 4m 
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где је Lrp полу права из координатног почетка која са позитивним 
правцем реалне осе заклапа угао ~. 

ао 

е) ЈI (z)= Je-РСIн:t dt, Ј 1 (р' (у) ) = Ј (у ). 
-оо 

1.1.1. Да би смисао теореме 1.1 коју ћемо прво формулисати 
и доказати био јаснији, показаhемо да се функције 02~ (у) де
финисане обрасцем d) могу изразити помоhу познатих специјал
них функција. 

Прво приметимо да је 

(1.1) 

оо Р"(у)ш2 

2 f ___ w2т 
0211 (у) = - е 2 w2k doo 

yZk 

О 

јер се интеграл на десној страни обрасца d) добива из (1.1) у 
области - 1С/4m < arg у < тс/4m сменом оо = ух, у> О, а у осталом 
делу у-равни аналитичким продужењем интеграла који се добио 
сменом, обрhуhи сукцесивно његову путању интеграције за угао 
1>= argx. 

Посматрајмо, затим, интеграл 

ао 

(1.2) - = е и и. Р( t) Ј 
tu-uт k-l/2 d 

о 

Ако функцију е'" под знаком интеграла развијемо у ред и 
интегришемо га члан по члан, што је очевидно дозвољено (в. [3Ј, 
стр. 176-180), после смене u'l1=v у интегралу (1.2) добиhемо 

ао 2k+2n+l 

1 ао tn f 2m F(-t)=-~ -- e-V v 
m n=f)f (n+l) 

dv 

о 

1" r(2k+2~+ 1 ) 
=-~ tn 

т n=О Г(n+ 1) 

Према томе је 

(1.3) 
1 

F ( - t) = - 1 Fo (!) , 
т 
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где је ЈРО (1) специјалан случај Wrigt-ове генерализације хипер
геометриске функције 

при чему је 

рР q (t) = f t (п) tn , 
n=DF(n+ 1) 

бројеви а1 , "', Рl'"'' су реални и k = 1 + Рl + ... + Pq -0:1 - ... - О:р>О [13]. 

Из (1.1) и (1.3) следи непосредно да је 

(1.4) 

са 0:1 = l/т, 

1.2. Нека су СО, С1 , C1, ••• , позитивне константе које зависе 
само од т уколико није наглашено друкчије, и нека је уо неки 
довољно велики позитиван број. Доказаћемо прво ову основну 
теорему: 

ТЕОРЕМА 1.1. ставимо ли 

{

(2 m-l) п } 

f) Ј (у) = e-Р(у)+уРI(у) k~O . A2k (у) Q2k (у) + R'I (у) , 

шада постоје фиксирани бројеви а > О, ~ > о такви да за све }
области 

~ т+l п т+l 
-- --<argy<---

4m т-l 4m m-l 

D: IYI >уо 
~ т+l ~ т+l 

~----<argy<~+---
4m т-l 4m т-l 

и сваки природан број 1l, воже неједначuне 
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Доказ теореме 1.1 заснива се на ове три леме: 

где је 
1 

R = 1 f(1-t)n-l (Z -z )n е-(ZГZ1) t-Z2 dt. 
п (n-1)1 2 1 

О 

Тада је 

ЛЕМА 1.2. Нека је arg у = в, arg х = ср и 

2m р<и) (у) у" 
Zl= ~----xи, 

v=з vl 

р" () :1 
z. = У У х2 + у' m х! т· 

! 21 ' 

тада је 

f 
2n (- 1)Р (2m-l)n 

у e-zz ~ --,-(zl- zz)Рdх= ~ A 2k (y):02k(Y)' 
р=о р. . k=O 

N 

при чему је N Права која заклаПа угао tp 
са Позитивним правце.w реалне осе и 

~ 1t 
- - «9+ср)<-· 
4т 4т 

ЛЕМА 1.3. Нека су функције 

дефинисане као у леми 1.2; тада за 
све у области 

~ т+1 1t т+1 
- - --<argy<- --, 
4т т-1 4т т-1 

Сл. 1 
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(В. сл. 1) важе неједнаЧllне 9t {ZI}' 9t {Z2} > со I у 1 2т Мах {I х 12, l:c 12т}, 
Под Претпоставком да за 9 и ср важе релације 

~ 1t 
--<9+tp<-, 

4т 4т 

~ ~ 
--<т9+ср<-. 

4 4 



44 В. Мариh 

1.4. ДОКАЗ ТЕОРЕМЕ 1.1. Доказаhемо прво да теорема важи 
у области D1 • 

10 Да бисмо за процену остатка Rn (у) могли употребити 
методу седласте тачке, трансформисаhемо Ј (у) на погоднији облик. 
Извршимо, стога, у интегралу којим је функција Ј (у) дефинисана 
смену t::::: уи; тако Ьемо добити 

"" 
Ј (у) ::::: у е- Р (У)+ Р'(у)у f е- Р (уи)+ Р' (у) уи + Р (У)-Р'(у)у du. 

-оо 

Приметимо да овај образац важи не само за реалне у веЬ и за 
све комплексне у::::: I у I ее; области - '1t/4m < е < '1t/4m јер горњи ин
теграл у тој области претставља аналитичку функцију од y~ 
Да бисмо важност горњег обрасца проширили на читаву ком
плексну раван, потребно је да аналитички продужимо интеграл: 
на десној страни горњег обрасца на читаву комплексну у-раван .. 
Обрнимо, стога, користеhи СаисЬу-ев став, његову путању инте-· 
грације за угао ср::::: arg и, што је дозвољено кадгод су е и <р везаНИI 
релацијом - 'It/2 < 2 т (е + ср) < 'It/2. Ако са М обележимо тако до-· 
бивену праву која заклапа угао <р са позитивним правцем реалне 
осе, добиhемо да је 

(1.6) 

Ј (у)::::: у е-Р(У)+ Р'(у)у I e-Р(Уи)+ Р' (у)уи+ Р(У)- Р'(у)у du, 

м 

при чему интеграл на десној страни овог обрасца претставља 
тражено аналитичко продужење интеграла 

оо 

Ј е-Р(уи)+ Р' (у)уи+ Р(у)- Р' ~)y du 

-оо 

у читаву комплексну у-раван. 

Седласте тачке су, у овом случају, решења једначине 

d 
- { - Р'(уи)+ Р'(у) уи + Р(у) - Р'(у) у}::::: О. 
du 
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Искористиhемо ону седласту тачку која је реална и налази 
се у тачки и == 1. Ако, стога, у интегралу на десној страни обрасца 
(1.6) извршимо смену и == 1'+ х, добиhемо да је 

Ј (у) = е-Р (у) + Р' Су) У 1 (у), 

где смо ставили 

l(у)=у f e-(Zj- ZV- Z2 dx, 

N 

при чему смо са N обележили праву која се добива применом 
СаисЬу-евог става паралелним померањем праве М за + 1, и 

(1.7) 

Како је 

Zl == Zl (х; у) = р (у +ху) - Р' (у) у (1 + х) - Р (у) + Р' (у) у, 
Р" () 2 

Z2==Z2(X;Y)== ; У х2 +-у2 m х2m. 

2т р(џ) (у) уџ 

Р(у+ху)= ~ --хџ, 
, \1=0 vl 

то се Zl (х; у) може симетричније писати овако 

(1.8) 
2т Р(џ>(у) уџ 

Zj (х;у)= L ----Хџ• 
\1=2 vl 

Ако сада функцију e-(Zj- zv у интегралу 1 (у) развијемо по 
Taylor-овом обрасцу задржавајуhи се код 2n-тог члана, добиhемо 
да је 

где смо ставили 

при чему је, као што је познато 

I 

R2n +1(t ; у) =_1_ !(1- t)2n (zJ _z,)2n+l e-zа-(Zl-zО> t dt. 
(2n) I 2 

о 

На основу леме 1.2 је 
_ (2m-l)n 

Ј (у) = L A 2k (у) Q2k (у). 
k=O 
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20 Преостало је још да се процени Rn (у) за произвољно у 
области D1" 

Како је, према дефиницији функција Zl и Z2 

то је на основу лема 1.1 и 1.3 

I R2n +1 (Хј у) I =< (2n: 1) 11 У 12т(2n +1) Мах {I Х 19(2n+l), I Х 1(2т-l) (2n+1)}. 

(1.10) 

Сада лако можемо проценити ЙN (у): 
Како је према (1.9) 

~ 1 ж 

IRn(y)<2Iyl!IR2ntl (x;Y)ldx= Ј+ Ј, 
о о I 

то је на основу (1.10) 

(1.11) 

1 1 

~ s 1 Х IВ(Јn+1) e-СоlУl2т IхЈ2 dx = Ј 2С 'У 12т (2n+l)+ 1 f 
"'" (2n+l)1 

о о 

СоЈуЈ2т 
С. (п) Iyl-m (2n+ 2)+1 f 

~ uВn + 1 е-и du, 
(2n+ 1)1 

о 

где је С4. (п) = Св Сг(8n+2). 
Из обрасца (1.11) следи, с једне стране, да је 

I 

(1.12) J~ с (n)г (3n+2) 1 у ,-т (2n+2)+1. 

'"""" 4 Г(2 п + 2) 
о. 

Имајуhи у виду вредност константе С4 (п) добива се из (1.12) на 
основу СТИРЛИНГО80Г обрасца да је 

(1.13) 

I 

Ј' С5 nајn 'у 1- т (2n+I)+:I, 

О 

где је аl одређен позитиван број. 
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Из (1.11) добивамо, с друге стране, да је 

1 

J
~ CalyI2m(2n+l)+1 • 

~ (6n+4) (2 п + 1)1 
о 
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На основу Стирлинговог обрасца постоји позитиван број Рl такав 
да је према (1.14) 

. (1.15) 

1 f < СВ п - ~ln 1 у 12m (2п+ 1 )+ 1 • 

О 

ао 

На сличан начин процениhемо и други интеграл Ј. 
1 

На основу (1.10) је 

116 Ј
аО CB!YI2m(2n+l)+1 ЈСО ( ) ~ ! х !(2m-l) (2П+l) е- СО I у 12m I Х 12m dx 

. ~ (2 n+l)1 
1 1 

одакле сменом Со! у 12m ! Х !2m = t добивамо 

(1.17) 
СО (! 12 1 СО 2m - 1 

Ј< Су п) у п+ Ј t-m -
n е-I dt, 

""'" (2 n+ 1)1 
1 Со 1 у 12 т 

где је 

С - (2m-l)(2n+l)+1 

Су (п) = _8_ Со 2m 

2т 

Ако у интегралу на десној страни обрасца (1.17) експоненту од t 
додамо и одузмемо 2n(т+ 1)+2 т, добиhемо да је 

(1.18) 
( 
2m-l ) ао Г П + 2n (т + 1) + 2т 

J~ С (п) ly!-m(2n +2)+1 т . 
~ 7 Г(2n+2) 

I 

Имајуhи у виду вредност константе С7 (п) добива се из (1.18) на 
основу Stir1iпg-овог обрасца да је 

(1.19) f < Сз nаа П !yl-m(2n+2)+1, 

1 

где је а2 > О одређен позитиван број. 
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Поред тога, из (1.17) следи непосредно да је 

(1.20) 

На основу Stirliпg-овог обрасца постоји позитиван број 132 такав 
да је према (1.20) 

(1.21) . Ј <: С9 !у!2n + 1 n-f30n. 

1 

Обрасци (1.13), (1.15), (1.19) и (1.21) заједно дају 

где је а:=Мах {ap~2} И f3=Min{~ .. ~2}' чиме је доказ теореме 1.1 
завршен у области D1• 

30 Да бисмо доказали да теорема ).1 важи и у области· 

х m+l ~ m+l 
1'(-- --<argy<x+ - !У!>Уо 

4m т - 1 4m т - 1 ' 

(В. сл. 1) посматрајмо интеграл 

Ако У овом интегралу заменимо t са - t и ставимо Р (t) = р ( - [), 
z == Р'(у) добиhемо 

оо 

Ј(у) == Ј1 ( - р; (у) = Ј е-Р (1)+ PI(y) t dt. 

-оо 

Према теореми 1.1. биhе у области D 1 
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где је, као и раније, 

_ 2m р<у) (У) уџ 
Zl= ~ -----хџ, 

џ=2 vl 

р"( ) 2 Z = У У х2 +у2m х2m 
2 21 ' 

02k (у)=2у Je-Z; х2" dx, 

L,p 

- fi/3] - ( - l)р. - - -_ 
А/(у)= },; Q/.p(Y)--, 1>3, Ао =l, А 1 =А 2 =О. 

р=l р! 

(Ј/. р (У) су коефицијенти уз x l функције 

{f (х; у)}р = ~ -' _LL хџ 
( 

2m-l Р'у) ( ) v }р 

v=3 vl 
и 

1 

Rn (У) = (n~ 1)1 f dx f(1-/)n-1 (z--; - zJn е- <~ - %;) t - %; dt, 

Lrp о 
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при чему за остатак R-:a (У) важе неједначине наведене у тео
реми 1.]. 

Нека су, поред тога, функције Zp Z:I' Q,.P' А ј , 02/( дефи
нисаце као и раније. Како је 

р (у)=Р (- У), 
Р<У) (У) уџ р<у) (_ у)( _у)џ 

vl vl 

то је према горњој дефиницији функција ~, Z2 

~ (X;y)=Zl (х; -У), ~(x;Y)=ZI(x; -У). 

па према томе и 

Q2k. р (У) = QSk. Р ( - У), 
односно 

О21с (У) = O~1c ( - У). 

Следи да се образац g) добива из обрасца f) стављајуhи У = - у. 
Стога g) претставља аналитичко продужење функције Ј (У) у о
бласти D 2• Овим је доказ теореме 1.1 завршен и преостало је 
још да се докажу леме 1.1 - I .3. 

4 Збориик Математичког института 
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1.5. Ради потпуности у излагању навешhемо и доказ леме 
1.1 иако је он познат од раније. 

1.5.1. Д о к а з леме 1.1. Како је 

1 

n-l (Z - Z )Р 1 f 
e(Z'-Z\);::: ~ _2 __ 1_ + (1-t)'1- 1 (Z:-ZI)n e-(Z\-Z.)t dt, 

р=О рl (п -1)1 
О 

то је 
1 

I R 1 ~ I Z2 - Z \ In Ј(1 _ t)n-1 e-x.-(x\-X.,t dt. 
п ~ (n-l)1 

Линеарна функција Х2 +(х1 -х2) t достиже свој минимум у једној 
од крајњих тачака размака 0< t < 1, па је 

чиме је лема 1.1. доказана. 

1.5.2. Д о к а з леме 1.2. За доказ је потребно функцију 

2n (-1)Р 2n (_1)p(2m-l)p 
~ -- (ZJ-Z2)P= 1+ ~ -- ~ Qt.p(Y) х' 
,,=0 Р 1 р=1 рl 1=3,. 

(1.22) 

, ' 

која претставља полином по х уредити по растуhим степенима 
од х. 

Ставимо 
2n (-1)Р (1m-l)p 

X(X;Y)=~-I- ~ Qi.P(Y)X/j 
р=1 Р i.=.3p 

тада је очевидно 

и 

(1.23) 

Х (Ој у)=х' (Ој у):::: х" (Ој у) == О 

[1/3] (-I)Р 
х(I)(Оју)=јl ~ --Qt.Р (у), ;>3 

р=1 рl 

што је лако проверити индукцијом. 

Како је функција Х (Хј у) ~полином по х степена 2n (2m - 1) 
то је према (1.23) на основу Мас Lаuriп-овог обрасца 

(1.24) о' • __ , 

.~ v. ~ . 
2n(2m-l) 

Х(ХјУ}= ~ A,{y)xi 
- . ,'. "., ј=3 
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Из образаца (1.22), (1.23) и (1.24) следи да је 

Ј 
2n (- I)Р 2n(2т-l) Ј 

у e- Za ~ --- (Zj - Z2)P dx = ,.~_з А/ (у) У e- Zz xl dx. 
р=l рl 

N N 

Како је још 

Ј {
02k (у), i=2k, 

у e-z.x1dx= k=2,3, ... 
О i =2k -1, 

N 

то је лема 1.2 доказана. 
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1.5.3. Д о к а з леме 1.3. 10 Да бисмо проценили с доње стране 
9l {Zj}, писаhемо функцију 

2171 P(v) (у) yv 
Zl (х; у) = k ---- XV 

v=~ vl 
У згоднијем облику. 

Како је 

то је 

односно 

(1.25) 

2т-l 

Р(у+ху)= k йvу2т-V(1+х)zт-v 
V=G 

2т 

Zj(x;y)= ~ Й2т_vуV{(1+х)v-хv-l}, 
__ 2 

2т 

Zl (х; у) = ~ G2m-v yV Tv (х), __ 2 

где смо ставили 

Из 

(1.26)1 

Tv (х) =(1 +x)v - vx-l. 

1 

Tzm (х) =2m(2m-l) Х2Ј(I- t) (1 +xt)Zm-Z dt, 

о 

где је х =! х! еЧ'i, следи да је 

{ Јl (е-Ч'i )Јm-а 
9l {y2 rn Tzm (х)} = т (2m-l) !у!2т Ixl2m е2т(Э-к»i (1- t) t+ ~ dt+ 

о 

Јl (еЧ'i )2m-з dt 1. +e-2'11(НЧ')i

о 
(1-t) t+~ ~ 
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где је у = 1 у 1 e91 • Како је 

е2т(е+'Р); t + -- + e-2т(е+'Р); t + - с= ( е- 'Р; )2т-2 (е'Р; )2т-2 

Ixl Ixl 

=2 ~ { -- cos (2тЭ + 2тЧ' - vrp), 
2т-2 2т _ 2) t2т-2-v 

v=o \ v I х IV 
то је 

(1.27) 9t {у2т 12m (х)} = I у 12т Ix l2m (СОS(2тэ + 2тЧI) + O(I:I)}' 

На исти начин добивамо из обрасца (1.26) да је 

9t {у2т Т2m (x)}=IYI2т Ixl2 C~\2mv- 2) Ixlv cos (2тЭ + 2rp+vrp }. 

Па је тако 

(1.28) 9t {у2т Т2т (х)} = yzm Ixl2 {cos (2тЭ + 2ЧI) + О (Ixl )}. 

Да бисмо из образаца (1.27) и (1.28) могли закључити да постоји 
константа k1 =k1 (т) > О таква да је 

потребно је да буде истовремено 

(1.27 а) 
я ~ ~ я 

--<Э+rp< -, --4 <тЭ+rp<-4' 
4т 4т 

одакле следи да је 

1t m+l 1t т+l ----<argy<- --
4т т-l 4т т-l 

највеhи размак у којем се е = arg у може налазити. 

Треба још показати да је 

9t {Zl } > k2 (т) 9t {yZт Т2т (х) } 

за довољно велико у. Како је 

Tv (х)=(1 + x)V - xv -1, v=2, 3' ... ' 2т 
то је 
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и тако 

(1.29) /Tv(X)/<Clo/T2m(X)/, Ixl<1, v=2,3, ... ,2m-l. 

С друге стране је 

па је. као горе, 

(1.30) ITv (x)I<Cll IT2m (x)l. Ixl>I, v=2,3, ... , 2т-l. 

Сада према (1.29) и (1.30) следи да је, на основу (1.25), 

ffi{zj(x; у)} > k1 ffi {у2,m Т2m (х)} {1- k2 2~1 :;i2:~!} 

(1.31) 

за свако х области (1.27а) и произвољно у области D 1• 

20 Из дефиниције функције Z2 следи непосредно да је и 

чиме је лема 1.3 доказана са СО = Мiп{Са, C1R }. 

1.6. Да бисмо теорему 1.1 могли да искористимо за доказ 
да функција Ј (у) има у читавој комплексној у - равни репрезен
тацију која је наведена у уводу, потребно је да се докаже ова 
теорема: 

ТЕОРЕМА 1.2. Ред 
01) 

~ A2k (у) а2lc (у) 
k=O 

ICонвергира апсолутно и униФормно у сваICОМ ICоначном делу у-равни. 

Доказ теореме 1.2 заснива се на овој леми: 

ЛЕМА 1.4. постоји ICонстанта В> 1 таICва да ICоефицијенти 
Ь)I,р) iiОЛUflома 

2mр-Ј 

Qi,P (у) = ~ ЬуЏ,р) у2mр-у 
V=O 

задовољавају неједначuну 

I by(i,p)1 < 8р 

за v = О, 1, ... , 2mр - i и свако i = 3р + 1, ... , (2m - 1) р. 
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1.7. Д о к а з теореме 1.2. Да бисмо доказали теорему 1.2, 
показаhемо да низ 

п 

Sn- ~ I02k (y)IIA 2k (у)' 
k=O 

тежи униформно ка некој функцији S (у). Доказ ћемо извести 
у три корака: 

10 Ставимо 
_ 12m-l\n _ 

S(2111-1>n = 'L A2k (у) !O:Zk (у)!, 
k=2 

где је 

Како је Ој (у)=О за непарне i, то се на основу (1.22) истим ре
зоновањем као у леми 1.2 добија да је 

(1.32) 
_ 2n 1 (2m-t'p 2n а (у) 

S(2m -1)n = 'L -, L 1 Q"p (у) 11 О, (у) 1 = L _Р_,-, 
р=1 Р ј=3р р=1 Р 

где смо ставили 
.. 

(1.33) 
(2m-t)p 

ар (у) = 'L IQ"p (Y)!IQj (у). 
i=Зр 

Показаhемо, прво, да' низ ~ ар (у) конвергира униформно за свако 
р=1 р' 

!у! < М. За то нам је потребно да погодно мајорирамо функције 
IQ;,p (у)1 и !О; (y)l. 

За свако lyl < М је 
"" 10, (у)! < IYI-I f ekixll-lxl2m Ixl i dx, 

О 

со 

(1.34) < kati+1)IYI-' Ј eklma(ul_u2m) и ј du 

о 

k=k (М), 

о 

где је а={2(m-l)}-1. 
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а због 

и 
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1 

Ј < ek1т«, 
О 

со .,. _ 2т« Im/2 

Ј /' ktm« Ј k и I d ~ е е u и, 

1 О 

На основу леме 1.4 је, с друге стране, 

(1.36) IQiP(y)l<t2mp-i+1)Вр Мах {lyli,IYIJlmp }. 
O<IYI :5М 

55 

ИЗ процена (1.35) и (1.36) добива се, према обрасцу (Ј.34) ова 

процена за аР (у) . 
р! 

( 1.37) 

(2т-l)р+! г(2m-1 р+ _1 ) 
ар (у) ~ с (М)р22 2m Бр 2m 2m. 
р! ~ 14 Г(р+1) 

. Мах {1,lyl(2т-I)P}. 
O:5/YI:5 М 

На основу Stirliпg-овог обрасца следи из (1.37) да постоји кон
станта l) > о таква да ј е 

ар (у) < Са (М) р-ор Мах {1,lуl(2т -8')}, 
р! О:5/У/:5М 

одакле на основу Weierstrass-ова критеријума следи да низ 

f ар (у) 
р=1 р! 

конвергира униформно за lуl < М. 
20 Како је, према (1.32), 

- _ 2n ар (у) 
SC2m-1)II(у) = ~ --, 

р=1 р! 
ТО и низ SC2m-1)1I (у) конвергира униформно за 'у' < М. 
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30 Из дефиниције функција А; (у), А I (у) следи да је 'А; (у )1< 
< А; (у) за свако i, па је према томе и низ S(2т-t)n (у) униформно. 
конвергентан. Како је, међутим, низ S" (у) монотон и Sn (у) < < S2т-t (у) за дато т;> 2, свако п и свако ЈуЈ -< М, то следи уни
формна конвергенција низа Sn (у) односно апсолутна и униформна 

со 

конвергенција реда ~ A 2k (у) 02k (у), што је требало доказати. 
k=l 

Преостало је још да се докаже лема 1.4. 

1.8. Д о к аз леме 1.4. Коефицијенти Тауl0Г-ОВОГ развитка 
функције {f (х; у)}Р дати су Саuсhу-евим обрасцем 

(1.38) 

Како је 

(1.39) 

то је поново 

(1.40) 

Q. (у) =_1_ ,({Ј(Х;У)}Р dx. 
'.Р 27ti Ј хј +1 

Ixl=R 

2mр-; 

Q"p (у) = ~' bv(l,p) i 'mp- v , 
v=O 

Ь/ј,р) = _1_,( Qi,P (у) dy. 
27ti Ј y2mp-v+l 

lyl=R 

Из дефиниције функције f(x; у) следи непосредно да је 

па је према (1.38) и (1.39) 

IQ;,p (у)' -< БР lyl2mp R(2m-1)p-i-1 

или, специјално за R = 1, 

На исти начин је, због (1.40), 

одакле са R:::: 1 следи лема. 
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ГЛАВА II 

2.1. ТЕОРЕМА 2.1. Нека су функције A 2k (у), 02k (у) дефинисане 
као и раније; lПада је за све у КО.+tЙлексне у-равни . 

., 
Ј (у) = е- Р(у)+ PI(y)y ~ А 2k (у) 02k (у). 

k=i) 

д о к а з теореме 2.1. Како на основу теореме 1.2, ред 

конвергира апсолутно и униформно ка некој функцији S (у) за 
све 'У "М и како на основу теореме 1.1 у области D важи не
једначина 

то је 
Ј (y)-е-Р(у)+РI(у)у S(y) 

у области D. На основу принципа аналитичког продужења десна 
страна овог обрасца претставља функцију Ј (у) свугде тамо где 
је регуларна. Одатле, на основу теореме 1.2, следи тврђење тео
реме 2.1. 

2.2. Да бисмо у току ове и идуhе главе скратили писање, 

чињеницу да ред ~Фv (х) претставља асимптотски развитак неке 
функције Ј(х), тј. да је ФУ+l(Х)=О{Фу(Х)} и 

N-1 

'(х)= ~ Фџ(х)+О(ФN(Х»' х-.оо, 
v=i) 

обележаваhемо са 

f (х) "'"" ~Фу (х). 

2.3. ТЕОРЕМА 2.2. ПОСlliоје бројеви ау = ау (ао, а" ... , а2m _ј), 
Dv = Dy (ао, аl"'" а2m - 1 ) lПакви да у целој ко.мЙлексној z·paBHU важи 
аси.мЙlliОlliски развитак 

где је 
2m 

Do = (2m-l) (2m)- 2m-Ј 
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ЛЕМА 2.1. Нека је функција у = у (z) дефинисана једначино.м. 
z=Q(y), где је Q(y)==P'(y); тада иосшоје бројеви Лv=}.Аао , а 1 , ... ,а2m-1), 
ЛО = 1 шакви да у целој ко.м.iiлексној z - равни важи аси.м.итОШски 
развиiliаu 

2.4. Д о к а з теореме 2.2. За формирање датог асимптотског 
развитка користиhемо теорему 1.1 са проценом остатка Rn (у) по у: 

(2.1) Ј (у) = е- Р(у)+уР'(у) t(2~I)n A 2k(y) 02k (у)+ o(y-m(2П +2)+1 )}. 

k=O 

Прво ћемо развити функцију Ј (у) по степенима од l/у па 
затим применити лему 2.1. 

1 Q Да бисмо добили асимптотски развитак функције 

02k(y)=2y Јехр [_P"~~y2 xt_y2mx2m} X2k dx, k=2,3, ... ,(2m-l)n 

Lcp 

примениhемо поступак из доказа теореме 1.1 са 

Тако добивамо 

(2.2) 

где је 

Р" (у) у2 :1 
Z2~ ----х. 

21 

02k (у) = 2у f e-(Z,-Z2}-Z, х2" dx = 

Lcp 
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Процену остатака RN (х;у) извршиhемо као и раније кори
стеhи лему 1.1 и неједначине 

IZt -z21N < C18 lyl2m N Ixl'mN, 

~ {Zl} > CHIYlam Ix12
, ~ {z,} :> CJ7 IYI2ffl Ixl:a, 

које следе непосредно из дефиниције функција ZjJ Z2 и важе за 
све у области DI ; добиhемо да је 

оо 

(2.3) 2Iyl!IRNldX<C18(N)Y-&', 81 =m(2mN-2N+2k+l)-I. 

О 

Дефинитивно је, према (2.2) и (2.3) 

(2.4) 
N-l _ 2mp+2k+l 

02k(y)_y- 2k ~ I3k.p{P"(y)} -2- +0 (у-&.). 
р=О 

Из овог обрасца је сада лако добити асимптотски развитак функ
ција 02k (у) користеhи елементарне операције са асимптотским 
развитцима. 

Како је 

то је 

(2.5) 

2m-2 
р" (у)= ~ аи (2m - v) (2-т:-v - 1) у(2т-2)-и, 

V=O 

2mp+2k+l 
{р" (у)}---2- r-.I y-(m-I) (2mp+2k+l) ~ di.P.k у-I, 

i 

што следи множењем развитка функција {Р" (y)}-mp-k и {Р"(у)}-I/2 
који се добивају сасвим елементарно. Из образаца (2.4) и (2.5) 
добивамо, даље, да је 

O:,t (у) = y-т(2Н 1) + 1 ~ ~p.k ~ :.pk + О (у-<т-Щтр -Мо) + 
{

N-I [МI-1 d ] 
p~O (=О y(m-l)2mp +1 

+ О (y-т(2mN-SN»} , 

односно, после сабирања, да је 

где је 
М:а= Мiп{m(2mN-2N),М1 }· 
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Поред тога, специјално је за k=O 

(2.7) { 
М2-1 е } 

ОО (у)=у-<т-1) ~o ;~O +0 (у-М2) • 

Како је по дефиницији А о (у)=1, А 1 (у)=А 2 (у)=0, 
ном A2k (у) је степена 2m [2k/3J, то је према (2.6) 

а поли-

(2.8) 

где је 

(2.9) 02=m -1 +2m (k - [2kj3]), k"> 2. 

Ако 
да је 

развитке (2.7) и (2.8) уврстимо У образац (2.1), добиhемо 

(2.10) { 
М.-l g } 

Ј (у)==е-Р(УНР'(У)У .L v + (у-(т- 1)+М.) , 
" џ=О ут -1+v 

при чему је, go = ео. о = fЗ0'0{(2m-1)2m}-I/2, јер је, према 
02 >m- 1), 

(2.9), 

20 ,Користеhи лему 2.1 развиhемо сада функције е-Р(У)+ Р'(у)у 
и y-m+1-V по степенима од l/z. Степеновањем развитка функције 
у по степенима од 1/z, множењем константама и сабирањем тако 
добивених израза, користеhи притом лему 2.1, добиhемо да је 

2т-l 2т-џ Мб-l _ ~ (_ Мб-2m 
Р{у)+Р'(у)у= ~O Dviт-I + ]т D~z 2m-l+ 0 Z 2m-I). 

односно да је (В. [8], стр. 535-543) 
. 2"1 2т-џ 11 

(2.11) e-Р(у)+РI(у)у"",ехр {~ D~z2m-l} .LD;Z- 2т-l 

где је 
-~ 2т-2 

Do=(2m -1) (2m) 2m-l, D~ = ~ а;(2m - i -1) ЛI' 
;=0 

С друге стране је, истим резоновањем као горе, 

т-l 
---М.-l 

=Z 2т-l ~ 

џ=О 

(2.12) 

М.-l g 
~ v + О (у-(m-1+М4» = 
~O уm-1+Џ 

Мгl _ џ+р. _ џ+Мв 

Bv {~O hv.p. z 2т-l + О (z 2т-l)} + о 

Mr-1 _ т-l+џ _ т-I+М7 

= ~ l. z 2т-l +O(z 2т-l), 
v=0 
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где је М7 =Мiп{м6,М4 +m-l}. Множењем обрасца (2.11) и (2.12) 
добива се дефинитивно, с обзиром на (2.1), 

т-1 

где је ao=~o.o D~ (2m)- 2т-l {(2 m-l) 2 m}-1!2. 

Све операције с асимптотским развицима које су овде из
вршене без доказа, дозвољене су на основу правила која за такве 
операције важе, а сви коефицијенти Dv , D: dv , еу, •.. израчунавају 
се као да су операције вршене с конвергентним редовима [8]. 

30 Показаhемо да тако добивени развитак важи у целој ком
плексној z - равни. 

Нека је, поново 
оо 

Ј1 (z)=- !e-p(t)+zt dt; 

-оо 

тада мало пре формирани развитак 

(2.13) Ј1 (Р' (у) ""е-Р(У) + Р'(У)У ~-~ 
ут-l+ у 

важи на основу теореме 1.1 за све у области D11 па према томе 
специјално и за 

1t 1 п 1 
---- -8<argy<---- +8. 

22m-l 2 2m-l 

Како је z=p' (у) и на основу леме 2.1 

1 \1 

( 
Z )2т-l~'\ -2т-1 

у'""" - 2m ~ lI.\lZ , 

1'0 развитак 

(2.14) 

важи у десној полуравни, тј. за I arg z I < тr;/2. 
С друге стране је 

оо 

Ј1 (-z)= Ј e-P(t)+ztdt, 

-оо 



62 В. Мариh 

где је Р (t) = Р ( - t), па се асимптотски развитак функције Ј1 ( -]5, (у» 
добива, према 1.4, 30, стављајуhи у образац (2.13) у- -у, тј. 

(2.15) J1(P'(-y»,.....,e-P(-y)+pl(-y)(-y)~ gv 
(_ у)m-2+и 

за све у области D 2 па према томе, специјално и за 

1t 1 1t 1 
1t- - -- -8 < arg у < п+ - -- +8. 

2 2m-l 2 2m-l 

Како је овде z = р; (у), односно - z = Р' ( - у), то је на основу 
леме 2.1 

1 

(2.16) 
( 

_ Z)2m-l ~ __ v 
(-У)"-' 2m ~ лv(-z) 2т-l. 

Из обрасца (2.15) и (2.16) следи да се развитак у левој полу
равни добива стављајуhи у образац (2.14) z= -z, чиме је доказ 
теореме 2.1 завршен. 

Преостало је још да се докаже лема 2.1. 

2.5. Д о к а з леме 2.1. Из дефиниције функције у = у (z) следи 
непосредно да је 

1 

( 
Z )2т-l 

• у,,-, 2m ' z -+ оо . 

Ставимо, даље, 
1 

- -zo ( 
z )zm-l 

2m ' 
у = zo + zo {\)о, 

при чему 000 = 000 (z) -+ О, z -+ оо. Тада је 

z = Q (zo + Zo 0)0) = 
(2.17) 

Q"(z) Q'Sm- 1)(z) = Q(z )+Q'(z)z w +-~(z (0)2+ •.. + . о (z 0о)2m-1. 
О О О О 21 о о (2 т _ 1) 1 оо 

Како је 
2m-и-l 

Q(v) (у) = L b~) у2m-и- 1 -)1, v = 1, 2, ... ,2 т -1, 
)1=0 

где је 

b~) - ај1 (2 m-р.) (2 m- р.-l) ... (2 m-џ.- v), 
то је 

(2.18) b~) 
В =--. 

V vl 
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Из образаца (2.17) и (2.18) следи да је 

z - Q (zo)+z~m-l {(1 +ЕЈ) 8100+ (1 + Е2) 820,)2+ •.• + 

+(1 + Е2m- Ј ) 82т- 1 0,)2 m -Ј} 

при чему Еу -+ О, Z -+ оо, одакле је 

(2.19) 
1 

о,) Г">ОЈ ----

2m(2m-l) 

Како је 
z-Q (Zo)=Z - {z+b~O) Zo2n-2. +Ь~z2m-з t··· +Ь~~Ч}, 

то је, према (2.19), 

Тако смо добили да је 

01 
Y'-""'Zо+Аl' А1 = - -. 

2m 

20 Ако поступак продужимо стављајуhи 

Zl=ZO+A1, Y- Zl+ А1 ооl, 

63 

добиhемо на исти начин као горе да је 0,)1 '" Z - Q (Z2). односно 
Аl Q' (Z1) 

где је >-2 =~(!!.t)\2m-2) _ 02 (2m-2) . 
2 2m 2m-l 

Прва три члана развитка су, према томе, 

Л2 Y,.....,Zo+AJ +-. 
Zo 

Петпоставимо да је уопште 

и 

(2.20) 

Истим резоновањем као горе добиhе се да је 



64 В. Марић 

Због претпоставке (2.20) сви коефицијенти полинома Z - Q(Zk) 
закључно са коефицијентом уз степен Zo(2m-2)-(k-1) једнаки су 
нули, па је тако 

л 1.' k+t z-l u.Jk"""--- О , 

Ak 

где је Ан! коефицијент уз степен Zo2m-2-k. Тако смо добили 
да је 

чиме је лема 2.1 доказана. 

ГЛАВА III 

3.1 У овој глави искористиhемо резултате теореме 1.1 и 
2.1 за формирање асимптотског развитка фундаменталног решења 
једне парцијалне једначине. 

( 
д ' Нека је L дх) симболични ПОЛИНОм с константним комплек-

сним коефицијентима: 

( д ) _ n-! (д )n-v 
L - -~bv - , 

дх v=o дх 

при чему ЬО може бити 1 или -1. Ако је 

(3.1) п == 2m и ЬО ( - 1 )m-l ~2m позитивно дефинитно за реално ~, 

онда се за диференцијалну' једначину 

{ L (:х)- ~t }и(х, t)=O 

каже да је параболичног типа и њено фундаментално решење 
претстављено је интегралом [9] 

(3.2) 

ао 

К (х, t) = ~ !еtЦiU)+ ixu du. 
21t 
-со 

Овај интеграл конвергира, због услова (3.1), за 91 {t} > о. 
Показаhемо да се фундаментално решење К (х, t) може из

разити помоhу интеграла Ј1 (z). 
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За коефицијенте ау полинома Р (v) У интегралу 

со 

Ј1 (z)= f e-Р(.нzv dv 

-оо 

:бираhемо, специјално, бројеве cvz-V са Сџ = - Ь!) ј2m ХЈЈ, при чему за 
Ьо треба узети 1 или -1 тако да услов (3.1) буде испуњен. Тако 
.добивени интеграл обележиhемо са Ј* (z). Ако У Ј* (z) ставимо 
.z=;xt- 1/2m И извршимо смену v=ut1j2m , t> О добиhемо' 

-со 

.односно, према (3.2), 

{3.3) к (х, t) = 
t-1/2m 

2it 
Ј* ( ;Х ) 

t1/2m 

:Како интеграл К (х, t) конвергира за 91 {t} > О, то образац (3.3) 
-важи не! само за t> О, веn на основу принципа аналитичког про
.дужења и за све 91 {t} > О. 

На тај начин, проблем формирања асимптотског развитка, 
кад t~O, фундаменталног решења К (х, '), свео се на формирање 
.асимптотског развитка, кад z ~ оо, интеграла Ј* (z). 

3.1.1. Теорема 1.1 важи и за интеграл Ј* (z), јер се коефици· / 
јент ао уз степен и2т полинома Р (и) није променио а коефици
јенти уз мање степене од u не утичу битно на ток доказа. МеђУ
'тим, лема 2.1 се мора модифицирати, јер је сада функција у:::; у (z) 
.дефинисана једначином 

,(3.4) 
2m-1 

Z =о< ~ Су (2 т - v) ySm-v-1 z-v 
у=:{) 

:па nе развитак функције у очевидно морати друкчије изгледати 
яего раније. 

Ако једначину (3.4) пишемо у облику 

·односно 

1 2m-1 
z"", -- ~ Су (2 т - V)(УZ)2т - v-l, 

Z2т-1 џ=О 

2m-l 
Z= ~ cv {2m-V)У2m-V-l, 

џ=О . 

:где смо ставили 

Y=yz, 

5 Зборник Математичкоr института 
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добипемо из леме 2.1 да је 

( 
z )2~-1 ~ _ __V Yr-J- 1.Z 2m - 1 

2m v , 

односно 

(3.5) 
_1_ 2m 

( 
Z )2m-l ~ - -2m-l v 

у ,--, 2 т k.i Ау z . 

Сада можемо доказати теорему 3.1 за Ј* (z) аналогну теореми 2.Z 
за Ј1 (z). 

3.2. ТЕОРЕМА 3.1. Посшоје бројеви av=av (Со' С 1 , ••• , с211 -1) Ша
«ви да у целој 1tо.м.i1ле«сној z-равни важи асu.м.i1ШОШС«И раавиШаlC 

т-1 { 2m} 2mу 
J*(z),.....,CZ-2m- 1 ехр A Z 2m-l Lav Z- 2m- 1 • 

где је 
2m 

А = (2m -1)(2аЈ)- 2m-Ј, ао = 1, 

Y2n { - 1 } с= -- (2m)-I Ј2(2m-l) ехр (2m)-I/(2m-l) [(2m-l) Со 1.1 +- (2m-2) С ] • 
2m-1 2m Ј 

Д о к а з теореме 3.1 Да бисмо формирали горњи развитак: 
и притом дали поступак за ефективно израчунавање коефиције

ната ау, развипемо функције 
(2m-Ј)n 

H1 (y)=e- Р(У)+Р'(у)", Н2 (у)= .L A2~(y)Q2k(Y) 
k=O 

по степенима од 1/z и применити теорему 1.1 са проценом оста

тка Й,. (у) по у. 

10 Како је 
2т-l 

-Р(у)tР'(у) У= ~ Су (2m-v-1)y2m - v z-v, 
v==O 

а према (3.5) 

--,,", - 2m-l z2m-l ~ ~I'-,"Z -2m-l 1'-, 
у!m - v (1 )2т-у ~ (1-У) 2m 

zv 2m . 1'-
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то је 

( 
1 ) 2m 2m 2m 

-р(у)+Р'(у)у,....., 2m 2_1 (2m-l)zzm-1 + Ly"z-2m-1 "-

Дефинитивно је [8] 

(3.6) 

где је 

60= 1 А =(2m-l) (2~ )2~~1 , 

8= ехр {(2m)- 2~-1 [(2m-l)11 со + 2~ (2m - 2) С1 ] }. 

20 Развитак функције Н2 (у) добиhемо као збир производа 
развитака функција 

На првом месту је према (2.4), 

N-1 2mpf-2k+1 
(3.7) y2k Q2k (у)= ~ ~k,P {р" (у)} --2--+ О .(y-m(2I11N-2N+ 2k +1) +1) • 

р=о 

Међутим је, према (3.5), 

(3.8) 
2mp+2k+1 m-1.--L _ _ ~" 

{р" (у)}---2 -_ .z- 2т-1 (2ml'.2k+l) "'" d 2 1 г . - ~ f1,p,k Z т-
f1 

1 
па из (3.7), (3.8) и у = о (z 2т-1) следи да је 

+ О (Z-2m-1 т- р) + о (Z 2т-1 ). 
2т [NrН 1)] } m(2mN-2N+2k+1)-1 

Сабирајуhи у горњем обрасцу члан ове са истим степенима од 
l/z и стављајуhи 
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добиhемо да је 

m-l (2k+l) {N.-l -~y ( _~ N2)) (з.9) у2" Q2k (y)==z2m-l ~o ev.k z 2m-l + О Z 2т-l . 

Да бисмо још развили полиноме 

потребно је експлицитно изразити зависност њихових коефици
јената од z. 

Како је 

рМ(у)уУ 1 2т-у у2т-}.. 
---==- L с}.. (2 т - 1.)(2 m- 1.-1) ... (2 m-1.-v-1)----=----

vl vl }..==о z}.. 

р(у) (yz) (yz)v 
== 

vl z2 т 

то Q2k.P (у) можемо писати у облику 

1 2mp-2k_ 
Q2kP(Y)==-- ~ fvky2mp-v. 

• Z2тp у=О • 

Следи да је 

где је Y=yz. 

A: k (у) ~ [2f] (-l)p 

у2 " р==l рl 

1 2mp-2k_ L fv.k y2mp-v-2k. 
z2mp-2k У:::О 

На основу (3.5) је даље 

}'2mp-2k-v 

Z2mp- 2k 

па је, према томе, 

(3.10) 

Из образаца (3.9) и (3.1-0) следи, множењем и сабирањем, 
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Стављајуhи у (3.9) k = О добивамо специјално да је 
т-1 2m 2m 

ОО (у) =z- 2m-l {%ер.,о z- 2m-l р. + о (z -2m-l N2)}, (3.12) 

где је ео .о = ~o.o па је, из (3.11) и (3.12), 

(3.13) 

Дефинитивно је, на основу (3.6) и (3.13), 

1/2-с = у 2m: 1 (2m)-1/2(2m-l). В, 

'Одакле следи теорема. Коефицијенти 13, у, . .. , а, е. .... израчунавају 
се и овде као да су операције које су вршене са асимптотским 
развитцима, вршене са конвергентним редовима. 

Доказана теорема важи у читавој комплексној z-равни, бу
дуhи да као и у прошлој глави (3.14) важи у десној полуравни, 
тј. за I arg z I ~ тr./2, а развитак у левој полуравни добива се, ста
вљајуhи у (3.14) z = - z, јер је у овом случају 

Ј* ( -z) =Ј* (z). 

3.2. На основу обрасца (3.3) теорема 3.1 садржи као специ
јалан случај развитак фундаменталног решења поменуте дифе
ренцијалне једна чине, по степенима од t. Формулисаhемо тај ре
зултат у виду засебне теореме. 

ТЕОРЕМА 3.2. Не/Са је К (х, {) фунда.менi11аЛНrJ решеlbе Парцијалне 
диференцијалне једначиnе 

у случају /Сада је она Йараболична. Посi110је бројеви a~ (х; Ьо , Ь 1 , ••• , Ь2m- 1 , 
i11a1&BU да за ~ (t) > О важu acuMai11oi11c/Cu развиi11а/С 

t~O 
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где је 
2т 2т 

А 1 =(јх)2т-l (2m-1) (2m)-Zm-I, 

т-l у-- 1 1 --- 2,; ---
С = - (јх) 2т-l --- (2m) 2(2m-l). 

1 21t 2m-1 

{ 

__ 1 _ 1 } 
. ехр (2 m)зm-l (2 т -1) Л1 - 2m (2 m-2) ЬЈ ј2т Х • 

3.3. Напоменимо, на крају, да се потпуно аналогни резултати 
могу доказати истим поступком који је употребљен у овом раду 
и за нешто општији интеграл 

СХ> 

tv(Z) = f e-Р(U)+zuuvdu. 
-СХ> 

Као примену у овом слуqају добили бисмо асимптотске ра

звитке извода функције K~)(x; t) за t-+ О. 

(СаоПшil1ено 30 окil10бра 1957ј 
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Let 

ON А CLASS OF FOURIER INTEORALS 

v. MARIC (Beograd) 

2т-l 

Р(х) = ~ ау x2т - v 

v=O 

Ье а роlупоmiаl with соmрlех соеffiсiепts, ао = 1, 

оо 

Ј1 (z) = f e-P(t)+zt dt, Ј1 (Р'(у) =Ј (у) 
-оо 

апd 

Q2k(y)=-- tFo ---1 {Р" (у)} 
myZk 2 

where 1РО (х) stапds for Wrigt's gепеrаlisаtiОl1 of hypergeometric 
fuпсtiОl1, with 

1 2k+ 1 
a t = -, ~I = -- (see СЬ. 1, § 1.11). 

Пl 2m 

Further take А, (у) to denote а certain class of polynomial de
fined Ьу с) in § 1.1. 
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ТЬе following theorem, from Chapter 1, сопсеrпiпg Fourier in
tegral Ј (у) is .fundamental in Ље paper: 

THEOREM 1.1. If we ри! 

then there exist fixed numbers а, ~ > О, so that the inequalities 

hold {ог every positive integer п, and all у belonging to the domain 

~ m+ 1 .,. m+l 
--<argy<-

4m m-l 4m m-1 
D: 'У' >Уо 

~ m+1 . ~ m+1 
~-- --<argy <1t +-- --

4m m-1 4m m-l 

where уо is а sutficiently large пumЬег. 

For the proof а suitable modification of Ље saddle point method 
is used. 

As Ље consequence of the theorem 1.1, two theorems of dif
ferent kinds are proved in Chapter 11. 

ТЬе first theorem contains а representation о! Ље integral Ј (у) 
as а product о! а function о! аll exponential {уре and а convergent 
series in Wright's function quoted above. 

THEOREM 2.1. Јп the whole complex y-plane we have 

оо 

Ј (у) = е- Р(У)+ Р' (у)у }; A!k (у) D1k (у) 
k=O 

In Ље second ,theorem Ље asymptotic expansion of Ље integral 
Ј1 (z) is given as folIows: 
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THEOREM 2.2. Тћеге exist numbers Р" = D . о.мјl"" 2111 _1)' 
= a v (ао, а1" .. , а2т-l), so that the expanslOn ~~ Ф '" ... «. 

2m-v \ m-l+v > " "'Л. 

J1(z)---exp {]оl D v z - 2т-l } ~ av Z""'",--"I-, z";~;" 
". 

holds јn the whole z-plane. ':, 
\. ~'.:,\ 

The method for caIculating coefficients D" a~ "щ also indicated. 

Јп the lastchapter Ље resuIts and methods from\jheorems 1.1 
and 2.2 асе employed in order to get ап asymptotic eocpansion о! 
fundamentaI solution о! а certain differentiaI equation. ' 

Let L (~) denote а simbolic polynomial in 1- with complex 
дх дх 

coefficients, i. е. 

Љеп 

( д) n-l (д)" -.v L - = ~ bv - , Ьо = ±1, 
дх 11=0 дх 

. со 

К (х, t) = Ј... Jet Ц/ин;хи du 
2n: 
-со 

is Ље fundamentaI solution of Ље partial differential equation 

in Ље case when it is расаЬоНс, ј. е. when п = 2m and Ьо ( -1)т -1 ~ 2т 
is positive definite Јос сеаl ~. 

v 

If in Ј1 (z) for av we put especially - Ьу i%m t 2m
, Љеп we get 

/-I/2т 
К (х, t) = -- Ј1 (ixt-1/2",), 9l {t} > О 

27t 

Using this formula we рroуе Ље following 

THEOREME 3.1. Тheгe exist numbers а; (х; Ьо , ••• , Ь2т- 1 ) so that 
the expansion 

1 v 

К (х; t),...... С1 t - 2(2~-1) ехр {А 1 t- 2т-l} ~ а; t2m
-

1
, t ~ О 
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where 
2m 2m 

A1=(ix)2m-l (2m-l)(2m)-2m-l, a~=l 

m-l v- 1 1 --- 21С ---
С1 =-(ix) 2m-l -- (2m) 2 (2m-l) • 

21t 2m-l 

holds when 9l { t} > о. 
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lЮРЋЕ МУШИЦКИ 

ПОЛУПРЕЧНИЦИ ЈЕЗГРА "ОГЛЕДАЛА" 
СА ГЛЕДИШТА ШЕЛ-МОДЕЛА 

У В О Д. Познато је да експерименти дифузије електрона од 
500 MeV на језгрима и проучавања спектра "мезонских атомаС дају 
за полупречник језгра R=roA1Js вредност којој одговара мања вред
ност за го од оних које се добијају другим методама. наиме 1,2-1.3 
ферми. где је 1 ферми = 10-18 ст [1Ј. С друге стране. из дифе
ренције кулоновских енергија два језгра "огледала". добијене из 
енергије ~-распада. добија се већа вредност око 1,4 ферми. Ове 
диференције кулоновских енергија могу се одредити и теориски 
помоhу шел-модела и идентификујуhи ове експерименталне и тео
риске вредности налази се да је слагање најбоље ако се за ГО узме 
вредност око 1,3 ферми. У том циљу Ј а п с о v i с i [2] је увео 
појмове мезонског и кулоновског полупречника језгра и израчунао 
је њихов однос за парове језгра "огледала" А = 15 и А = 17. При 
томе је претпоt:тављено да средњи потенцијал шел-модела има 
облик правоугаоне јаме, а за израчунавање кулоновске енергије 
употребљена је метода S 1 а t е r-a [3]. С а r 1 s о п и Т а 1 т i [4Ј су 
систематски проучавали сва језгра .. огледала" узимајуhи да средњи 
потенцијал има облик потенцијала хармониског осцилатора. При 
томе је претпостављено да је спрезање орбиталног и спинског 
ангуларног момента типа П. а за израчунавање кулоновске енер
гије употребљена је метода Racah-a и нађено је да го опада у 
интервалу 3 <: А < 27 од вредности 1,54 до 1.20 ферми, а за веће 
вредности од А нешто расте. 

Ми ћемо овде узети шел-модел са потенцијалом хармониског 
осцилатора и употребиhемо методу Slater-a за сва језгра .. огле
дала" до А = 17, кад се завршава р-љуска, и то како у спрезању 
јј тако и у спрезању LS. На тај начин. проширујуhи методу Јапсо
vici-a на други облик потенцијала, на друга језгра и на спрезање 
LS. добиhемо односе RcjRM и вредности го за сва наиедена језгра 
"огледала". При томе у спрезању LS код извесних парова језгра 
.. огледала" добијају се неодређени резултати. што се јавља у слу
чају недефинисаних стања при интермедиарном спрезању смеш е 
могуhих стања. 
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Потпуности ради, изложиhемо претходно дефиниције ме
зон ског и кулоновског полупречника, основне идеје ше л-модела 
и методу Slater-a. 

МЕ30НСКИ И КУ ЛОНОВСКИ ПОЛУПРЕЧНИК. Очекивана вред
ност квадрата растојања протона од центра језгра одређена је 
обрасцем 

оо 

Ј г2р (г) 4пг2 dr 

< г2 >::::; ...с.о _____ _ 
оо f р (г) 4~г2 dr 

о 

(1) 

где је р (г) густина наелектрисања у језгру. Ако је ова густина 
константна у интервалу 0< r <: R, а ван њега једнака нули, горњи 
израз добија облик 

Вредност R одређена овим обрасцем дефинише се као мезонски 
полупречник језгра 

(2) 

у случају линеарног осцилатора: < г2 > је одређено обрасцем 

(3) 

где је v параметар линеарног осцилатоРа. 

С друге стране, под језгрима "огледалима" подразумевају се 
такви парови језгра код којих је број протона једног од њих 
једнак броју неутрона другог, а број неlтрона првог једнак броју 

протона другог, на пр. језгра 801~ и ер1в, при чему горњи број 
означава атомску тежину, тј. број нуклеона, доњи леви број озна
чава број протона, а доњи десни број, број неутрона. Стога је 
диференција њихових укупних енергија једнака диференцији њи
хових кулоновских енергија и за униформну расподелу наелек
трисања она има вредност 

6 Ze2 

6.Ес = Ес (Z + 1) -Ес (Z) = --. 
5 R 
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Вредност R одређена овим обрасцем дефинише се као кулоновски 
полупречник језгра 

6 Ze2 

Rc=- --о 
5 6.Ес 

(4) 

При томе се 6.Ес може израчунати помоhу методе Slater-a, 
о којој Ье бити речи мало ниже. 

ШЕЛ·МОДЕЛ ЈЕЗГРА. Основна идеја шел-модела језгра састоји 
се у томе да и нуклеони, тј. протони и неутрони, имају извесну 
"љускасту" структуру у језгру слично електронима у атомском 
омотачу, откуда и потиче име (енглески shell = љуска). BartIett 
(1932) је први дао сугестију у том правцу, а EIsasser (1934) је 
открио тзв. магичне бројеве 

2, 8, 14, 20, 28, 50, 82, 126, 

тј. открио је да језгра код којих је број неутрона једнак једном 
од наведених бројева показују изузетну стабилност, што по ана
логији са атомским омотачем указује на затворене љуске. Поред 
велике стабилности ова језгра имају и врло велику обилност и 
врло мале неутронске ефикасне пресеке у односу на суседна 
језгра, што је потпуно у складу са наведеном хипотезом затво
рених љуски. Доцније је читав низ научника радио на развијању 
шел-модела и његове више форме - колективног модела, као 
Guggenheim, Goldscbmidt, Mayer, Jensen, Feenberg, А. Bohr, Mot
teIson i drugi [5, 6]. 

У свом најпростијем облику шел-модел полази од претпоставке 
независности нуклеона и тада је таласна функција система нуклеона 
једнака производу таласних функција појединих нуклеона. Сваки 
нуклеон се тада посматра као партикула у потенцијалној јами, 
која претставља. просечну интеракцију са свим осталим нукле
онима система. У најпростијем случају може се узети да је по
тенцијал сферно-симетричан и тада се стање сваког нуклеона 
може описати са четири квантна броја, који су сасвим аналоги 
квантним бројевима електрона у атомском омотачу. Тада се ста
ционарна стања нуклеона могу добити као решења Sсhгбdiпgег
ове једначине 

(5) 

а решења се могу добити у поларним координантама у облику 

1 
o/=-R(r;n,l) У(&, ({';l, т). 

г 
(6) 
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Облик потенцијала V (г) зависи од природе нуклеарних сила, 
које дејствују између нуклеона. У недостатку тачно г познавања 
нуклеарних сила узимају се прости облици потенцијала, који мо
гу претстављати потенцијалну јаму, и то потенцијал изотропног 
хармониског осцилатора и потенцијал правоугаоне јаме. 

Први потенцијал има облик 

1 V (г) = - Vо+-mю2 (2 (7) 
2 

а одговарајуЬе дозвољене вредности енергије, које даје Sсhrб
diпgеr-ова једначина 

Е = [2 (п - 1) + [ + ~ Ј ћш. (8) 

Употребљавајуhи уобичајене спектроскопске нотације, тј. озна
чавајуhи вредности квантних бројева п и [, при чему се стања 
1=0, /= 1, /=2, [=3,1=4,1=5 означавају словима s, р, d, f, g, h, 
видимо да је основни ниво 1s, први виши ниво 1р, други ld и 2s, 
треhи 11 и 2р, четврти Ig, 2d и 3.~ итд. 

Други потенцијал има облик 

V(r) = { - Vo, r < R 
О, r>R 

(9) 

а одговарајуЬе дозвољене вредности енергије су решења једне 
трансцедетне једначине. Нумеричка решења ове једначине пока
зују да се енергиски нивои ређају у следеhем реду: 1s, lр, 1d, 
2s, 1/, 2р, 19, '2d, ) h, 3s итд. За разлику од претходног случаја 
у овом случају нема дегенерације. 

Међутим на овај начин не може се добити задовољавајуhе 
објашњење магичних бројева. Ради тога уводи се тзв. спин-орбит 
спрезање, које се састоји у томе да се енергији нуклеона мора 

~ 

додати и енергија његовог спинског магнетног момента р. у маг-
~ 

нетном пољу Н произведеном орбиталним кретањем нуклеона. У 
првој апроксимацији енергија нуклеона има вредност: 

~~ 

E=Eo-џ.Н 
~ ~ 

при чему је р. сразмерно са спинским ангуларним моментом S,-a 
~ ~ 

Н са орбиталним ангуларним моментом [, те имамо 

(10) 
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-+ -+ 
Одавде видимо да у случају кад су S и 1 паралелни имамо сни-
жавање енергиског нивоа, а у противном случају његово пови
шење. На тај начин сваки енергиски ниво (п, 1) цепа се на два 
нивоа. 

у случају да је 
ова енергија спин
орбит спрезања ма
ла у односу на куло

новску енергију ну
клеона имамо тзв. LS 
спрезање, што одго

вара следеhим пра
вилима слагања ан

гуларних момената 

свих нуклеона: 

n,/ 

-+ -+ 
};S/ =S, 

< 
Сл. 1 

-+ -+ -+ 
L+S=J. 

Ј - 1-1. 
2 

Ј - 1+ Ј.. 
2 

(11, 

у противном случају, кад је ова енергија велика у односу на 
кулоновску енергију, имамо тзв. јј спрезање, што одговара пра
вилима слагања 

-+ -+ -+ 
l;+s/ =iј, ( 12) 

Тада се добија шема енергиских нивоа приказана на сл. 2. Лево су 
назначени енергиски нивои изотропног хармониског осцилатора, а 

десно одговарајуhи енергиски нивои добијени цепањем услед 
спин-орбит спрезања. У заградама је назначена дегенерација нивоа 
с обзиром на магнетни квантни број, а бројеви на десној странИ' 
означавају укупан број квантних стања до посматраног нивоа~ 
Видимо да су ови бројеви идентични са магичним бројевима, а 
између свака два магична броја имамо једну групу енергиских нивоа. 

Напоменимо најзад да се шел-модел са приличним успехом. 
може применити на тумачење магнетних диполних момената, елек

тричних квадруполних момената, ~-распада и изомерних прелаза. 
али има и доста случај ева где слагање са искуством није задо
вољавајуЬе чак ни квалитативно. 

SLATER-OBA МЕТОДА. Метода SIater-ова створена је ради одре
ђивања кулоновске енергије електрона у атому као прве пертур
бације, која произилази из интеракције између појединих елек
трона. Ова се метода у потпуности може применити и за одре
ђивање кулоновске енергије прото на у језгру. При томе треба 
разликовати два главна случаја. 
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а) Први, прости случај је онај код кога је број протона такав 
да је последља подљуска комплетна или је за јединицу веЬа или 
маља. у спрезаљу LS у првом случају имамо јединствено стаље 

6 ~Ц) { 
1" ~ f t 13/2 (tч) 126 
3р J'12-'L2 (2) --- 3 Р 3/2 (ч) 

2.1 2с.. 5/2 (6) 

5ћ.ш -- 2Ј 7/2 (8) 

1 h 9/2 (10) 

1"- < 1 h '1/2 (12) 82 
3s .3 $ 1/2 (2) 

2d 
2 d 3/2 (,,) 

4fiI.J --- 2 d 5/2 (6) 

'; 7/2(8' 
15:. -< f _ ./2I1й'} 50 

2р 
212 '/2 ( 2) 

зnw{ ~ 
1.! 5/2 (6) 

1{ 2 Р 3/2 (ц) 

f /7/2 (8) } 28 

25 
I d 3/2 ( Ч) } 20 

,2 nlJ{ z:::: 251/2(2) 

ld 
f d 5/2 (6) } 1~ 

/ilЦ{ 'р 
-=-====== 

f Р '/2I2'} 8 
( р .3/2 (ц) 

IБ fS1/2(2)}г 

Сп. 2 

одређено квантним бројевима Ј;::: О, М;::: О и антисиметрична та
ла сна фУНI{ција система протона је јединствена Slater-ова детер
МИllанТа.У другом случају антисиметрична таласна функција у 
облику Slater-ове детерминанте одговара квантном стаљу Ј;::: ј и 
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М:.: т или М = - т према томе да ли имамо један протон више 
или мање.· Та таласна функција система протона има облик 

И= (13) 

при чему ~/ претставља скуп координата i-Tor нуклеона, а 1']k скуп 
{:вих квантних бројева k-тОГ квантног стања. 

Очекивану вредност КУЈIOновске- енергије тада можемо наhи 
према обрасцу 

Ји* Ес udt: 

<ЕС>=Ј ' 
и* udt 

е2 
Ec=~ -

i, ј 'U 
(14) 

где уместо u треба уврстити горњу вредност и где потом треба 
извршити интеграцију по целом простору. Ако на основу дефи
:ниције детерминанте напишемо таласну функцију у облику алге
барског збира одговарајуhих пермутација, у бројитељу добиhемо 
1'роструку суму интеграла, у којој ће бити чланова са истим и са 
различитим пермутацијама у функцијама u и и*. На тај начин до
биhемо 

!U*ЕсUdТ:=NI (~J(1']/,rlJ)- ~K(1'],1']j») 
1,1 1.1 

(15) 

где је 

а суме треба узети по свим паровима џ, ј) са i <Ј При томе су 
чланови са истим пермутацијама дали први члан обрасца (15), а 
чланови са различитим пермутацијама други члан. На сличан начин 
за именитељ налазимо 

jU*Udt=NI (17) 

те добијамо коначно 

< ЕС >= ~ J(1']i,1']J-~K (rJ/, 1']Ј)· (18) 
ј,ј i. ј 

6 ЗБОРННК Математичкоr института 
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Ако у изразима за Ј и К уврстимо таласне функције сферно
симетричног потенцијала (6) и ако израз l/Гјј развијемо по Le
gепdrе-овим полиномима, добиhемо 

(19) 

где је 

k (1. . 1 .) _ (2/, + 1) (211+ 1) (1,-Im;i}1 (1) -lmjl)1 
а lml , )т) -

(1, + Imjl)1 (1) + 'тј!) I 

Ј"[ \ \ ]2 5iп ,з Ј"[ \m·\ ]2 5iп,з' Pl~' (С05 ") Pk (С05 &) -2- d,з P1j ) (COS ..'}') Pk (С05 &') -2-d..'}' 

о о 

а 

<»00 k 

Fk(n,l" njlJ) ""' е2 JJ~ R2 (г,; njl,) R2 (г); п) lj) dr, dr) 
rk+t 

о о > 

(20) 

(21) 

где је г < мања, а г> већа вредност од г, и Г1' а о Кroпесkеr-ов 
симбол. 

Коефицијенти ak и bk не зависе од природе потенцијала и 
они су табулирани ([7], глава УЈ). 

Ако се пређе са спрезања LS на спрезање јј, очекивана вред
ност кулоновске енергије може се изразити помоhу интеграла 
Fk и Qk: 

(22) 
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где је 
2/< 

Т (njljтj; nЈ/ЈтЈ) = ~ СЧ/јт" /Јтј) Fk(n;/" nj1l) + 
k=O 

li+1ј 
+ ~ dk (l,m/, /ЈтЈ) Qk (n'/ј, nј1ј) 

k=I/,-I,1 

(23) 

при чему коефицијенти ck и dk не зависе од природе потенци
јала и они су такође табулирани. 

Ь) у свим осталим случајевима треба применити општију 
методу трага матрице кулоновске енергије, коју је такође дао 
Slater. Тада постоји више антисиметричких стања I ЈМ >, која 
су линеарне комбинације стања I т1 т2 • •• тр >, претстављених 
Slаtеr-овим детерминантама. У том случају имамо 

~ < ЈМ 'Есl ЈМ > = ~ < тЈ ••• mр 'Ееl т1 ••• тр > (24) 
Ј mЈ ... mр 

где очекиване вредности кулоновске енергије треба сумирати по 
свим вредностима Ј, односно по свим комбинацијама (т 1 ... тр) код 
којих је тl + т2 + . . • + mр := М. Ова релација произлази из иН
варијантности трага одговарајуЬе матрице при унитарној транс
формацији. Сваки члан у горњој релацији може се израчунати 
по методи изложеној у првом случају. На тај начин кулоновска 
енергија протона може се израчунати као линеарна комбинација 
кулоновских енергија у појединим квантним стањима 

< Ec>=~a,<Ec>l' (25) 

ВРЕДНОСТИ РАДИЈАЛНИХ ИНТЕГРАЛА. - Узмимо сад потен
цијал изотропног хармониског осцилатора. У случају п = 1, који 
се једино појављује до затварања р - љ уске, функција R (г; nl) има 
вредност 

где је на основу услова нормирања 

Ако ове вредности функције 
R (г; п /) уврстимо У обрасце (21) и 
ако одговарајуЬе двојне интеграле 

1· . 
Ј': 

Н(Т8е ~1"j) 

Сл. 3 
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раставимо на два интеграла, по области г де је Гј < Гј и по об-
ласти 11 где је Гј < Гј, добијамо 

"" '/ 
Pk(llt 1l)=e2 N2N2 fг.21.-k+lе-Vrр.dГi!ГЈ2Iј+k+2е--vr.2 dr + ., li 11 I I ,Ј Ј 

о о 

ао оо 

+ е2 N2 N2 fr, 21i+k+2 e-vr j2 dг.fГ,2IГk+l e-vr2 dr', 1, 'ј I Ј 1 Ј 

О 'ј 

"" " (28) 
Gk (1/, 1/-):= е2 N2 N2 fr.lt+li-k+l e-vri'Ј. dг'fГ"I-~'l+k+2 e-vr

f2 dr+ 
• 1 1, Iј I 1 1 

~ О 

оо оо 

+ е2 N2 N2 fr, ' j+I;+k+2 е-Щ2 dr· fг.lI+IГk+l e- vr/. dr·. 
Iј I} I I 1 1 

О Г/ 

Израчунавање ових двојних интеграла своди се на три типа 
интеграла 

"" 
Ј1 (п) == f х" е-1.х2 dx, 

о 

"" 

а 

Ј2 (n)::: јхпе-1.Х2ЈХ, 
о 

Ј, (п)::: f х" е-1.Х} Ф (х V'i:.) dx 

о 

где је Ф (t) ерор-функција 
t 

Ф (t) = y2~ f e-12 dt, 

о 

(29) 

(30) 

при чему је у треЬем интегралу п увек непарно. Сва три наве
дена интеграла могу се израчунати парцијалном интеграцијом. 
Први интеграл има вредност 

{ (n-l)!!(2Л)- ":l1/я 
Ј1 (п)::: , V 2 

п+1 

(n-l)11 (2Ч--2-

за п парно, 

за п непарно; 

(31) 

други интеграл се може израчунати уз помоЬ рекурентне формуле 

1 n-l 
Ј2 (п)::: - - а п - 1 е-}.а2+_ Ј2 (п - 2) (32) 

2л 2л 

"-.........","--->---~--_._ ..... --..... -...... ---, .. r""-"'r .... , ... ,._-
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а треЬи такође уз помоћ рекурентне формуле 

Ј ( ) _n-l Ј ( 2) (n-2)1! 
8 п --- 8 n- +---'--~-

21. !! ~+J. 
22 (21.) 2 

(33) 

при чему је Ја (1)::: (2V2),,) -1. На тај начин добијамо употребљава
јуЬи опет уобичајене спектроскопске нотације 

ро (s, s) == 2е2 y~ 
2n: 

fO(s,p)=-е2 ...!:.. 5 у-
3 2n: 

FO(p,p):::-е2 ..!::.. 3 у-
2 2n: 

OO(p,p)::-е2 ~ 3 у-
2 2n: 

43 -
FO (s d) == - е2 ,1 ~ 

, 30 V 2rt 

FO (р, d) = 27 е2 ,1 v 
20 V 2n: 

01 (Р, d) = !.! е:! 11 v 
12 V 2n: 

PO(d d)= 151 e'!,Jv 
, 120 У2'1: 

Р (d d):: 21 е" 11 v 
, 40 V 2n: 

02(d d)=~e211 v 
, 120 V 2n: 

,
OO(s,s):::2e21/~ 

V 2'1: 

01 (s,p)::e2 ,1 v 
У2'1: 

F2(p,p)=-e'" ~ 5 v-
6 2n: 

) 

{34} 

ПРОУЧАВАЊЕ ЈЕЗГРА • ОГЛЕДАЛА " У СПРЕЗАЊУ јј. Применимо 
сад претходне формуле на језгра "огледала" до завршетка р-љуске. 
На основу горњих образаца за сваки пар језгра "огледала" мо
жемо израчунати IlEc, Rc и RM У функцији параметра V, при чему 
Ьемо уместо параметра v радије употребљавати параметар 

(35) 
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а из добијених израза можемо израчунати и однос Rc/RM • Став
љајуhи 

6 Ze2 

Rc=----
5 (~Ec)exp 

(36) 

где (~Ec) ехр означава експерименталну вредност кулоновске енер
гије, добијену из енергије ~-распада, можемо Г О изразити у функ
цији од Rc/RM И АЕс У MeV 

1,739·10-13 Z 
'o=-~-----

Nfз (AEc)MeV(Rc/RM ) 
(37) 

у случајевима А = 3,5, 11, 13, 15, 17 може се применити проста 
Slater-ова метода и добијају се следеhи резултати. 

а) Пар (1 H~, 2 Нећ. За конфигурацију јј (nljmj) другог језгра 

(1 О 1/2 1/2)1(1 О 1/2 -1/2), 

при чему смо цртом одвојили конфигурацију последњег протона 
којим се друго језгро разликује од првог, на основу наведених 
образаца добијамо 

даје 

е2 
АЕс =FO (s, s) = 1,129-; 

R 

Rc/RM=0,951; ГО = 1,658 ферми. 

Ь) Пар (2He~, ,и~~. Конфигурација 

(1 О 1/2 1/2) (1 О ]/2 -1/2) 1 (1 1 3/2 3/2) 

1 е2 
AEc =2Fo (s,p)-- Оl (s,p)= 1,693- ; 

3 R 

Rc/ R м = 1,268; 'о неодређено, 

јер је енергија (АЕс)ехр неодређена. 

с) Пар (5B~I, 8C~I). За конфигурацију 

} (38) 

Ј (39) 

(1 О 1/2 1/2) (1 О 1/2 -1/2) (1 1 3/23/2) (11 3ј 2 1/2)(1 1 3/2 -1/2) I 
(1 1 3/2 - 3/2) 

имамо 

1 1 ~ 
АЕс =2FO (s, р) +зро (р. ,р) __ Оl (s, р) - - О' (р.р)- 4.138-1 

3 5 R (40) 

Rc/RM = 1,096; '0= 1,292 ферми. 
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(1 О 1/2 1/2) (1 О 1/2 -1/2) (1 1 3/2 3/2) (1 1 3/2 1/2) (1 1 3/2 -1/2) 

(1 13/2 -3/2)1(11 1/2 1/2) 

добија се 

1 2 
~Ec = 2Fo (s,p)+4Fo (р,р) - - 01 (s,p)- - 02 (р, р)= 

3 5 
е2 

=4,891 -; Rc/RM = 1,095; ГО = 1,350 ферми. 
R 

(1 О 1/2 1/2) (1 01/2 -1/2) (1 1 3/2 3/2) (1 1 3/2 1/2) (1 1 3/2 -1/2) 

(1 1 3/2 -3/2) (1 1 1/2 1/2) 1 (1 1 1/2 -1/2) 

даје 

дЕс = 2Fo (s, р) + 5РО (р, р) - - 01 (s, р)-- ОЈ (р, р) = 5,737 -; 
3 5 R (42) 
1 2 е

2 

) 

Rc/RM = 1,078; '0= 1,313 ферми. 

f) Пар (80~7, 9F~7). Са конфигурацијом . 

(1 О 1/2 1/2) (1 О 1/2 -1/2) (1 1 3/2 3/2) (1 1 3/2 1/2) (1 1 3/2 - 1/2) 

(1 1 3/2 -3/2)(1 1 1/2 1/2)(1 1 1/2 -1/2) I (1 2 5/2 5/2) 

добијамо 

. 129 
tJ.Ec=2Fo (s, d) + 6FO (p,d) --'- 02 (s, d) - - 01 (р, d) - - О' (р, d) = 

5 5 35 

е2 
=5841 -' , R' (43) 

Rc/RM =I,201; '0=1,269 ферми. 

у случајевима А = 7, 9 имамо дегенерацију у отсуству пер
турбације и овде морамо применити општу Slater-OBY методу. 
Резултати су следеhи. 
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g) Пар (зLi~, 4Be~). Узмимо за зLi~ конфигурацију 

(1 О 1/2 1/2) (1 О 1/2 -1/2) (1 1 3/2 3/2) 

н израчунајмо његову кулоновску енергију Ес (3 и~). За 4 Be~ имамо 
следеhе могуhности 

Ј-2 М- -2, -1, 0,1,2; 

Ј-О М- О. 

За конфигурације 

М - 2 (l О 1/2 1/2) (1 О 1/2 - 1,2) (1 1 3,2 3/2) (1 1 3/2 1/2) 

М -о (1 О 1/2 1/2) (1 О 1/2 -1/2) (1 1 3/2 3/2) (1 1 3/2 -3/2) 

(1 О 1/2 1/2) (1 О 1/2 -1/2) (1 1 3/2 1/2) (1 1 3/2 -1/2} 

израчунајмо одговарајуЬе кулоновске енергије, нмајуЬн у виду 
да се стање М - 2 јавља само при Ј - 2, а стање М - О при Ј - () 
и Ј=2 

Ес (М=О) = Ес(]=о) +EcU=I), (44) 

а одавде се доби ја Ес (] _ О) и Ес (Ј = 2) • Пошто је експеримен
тална вредност Ј = О, имамо 

(45) 

На тај начин после извршених рачуна добијамо 

1 1 
!:Ј.Ес ::::; 2FO (s,p) +Fo (р,р)+- Р (р, р)- - О' (s, р)= 

5 3 
е" 

=2,632 -; 
R 

(46) 

Rc/RM = 1,107; ГО = 1,497 ферми. 

11) Пар (4Be~, 5B~). За 4Be~ имамо исти број протона као и за 
4Be~, те је резултат исти као у претходном случају 

Ес (48e~) = Ес (4Be~). (47) 

За 5В~ узмимо конфигурацију 

(1 О 1/2 1/2) (1 О 1/2 -1/2) (1 1 3/2 3/2) џ 1 3/2 1/2) (1 1 3ј2 -1/2) 
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и израчунајмо његову кулоновску енергију Ес (5B~). После извр
шен их рачуна добијамо 

1 2 
дЕс = 2РО (s,р) +2FO (р, р) - - 01 (s, р)-- 02 (р, р) = 

3 5 
е' (48) :=3,196 -; 
R 

Rc/RM = 1,163; ГО неодређено, 

јер је и овде енергија (дЕс)ехр неодређена. 

ПРОУЧАВАЊЕ ЈЕЗГРА .ОГЛЕДАЛА" У СПРЕЗАЊУ LS. У случаје
вима а, Ь, е и f имамо један протон у вишку или У мањку у од
носу на последњу подљуску. Тада су резултати у спрезању LS 
исти као претходни резултати у спрезању јј. 

у случајевима d и g постоји дегенерација у отсуству пер
турбације. Стања су тада одређена и рачун показује да се резул
тати само мало разликују од резултата у спрезању јј. 

Међутим у случајевима с и h стања у спрезању LS нису 
одређена, јер имамо смеш у могулих стања. Тада се могу дати 
само доње и горње границе за дЕс и одговарајуле границе за 
Rc/RM и Го. 

Узмимо као пример пар (5Bl~: 8cl~). За 5BI~ имамо следеле 
могуле конфигурације (n/m,s) 

М:= ±2 (1 О 1/2 1/2) (1 О 1/2 -1/2) (1 1 О ±1/2) (1 1 ±1 112) 

(1 1 ± 1 - 1/2), 

М= ±1 (l о 1/2 1/2) (1 О 1/2 -1/2) (1 1 -1 ±1/2) (1 1 1 1/2) 

(1 1 ± 1 =f 1/2), 

(1 О 1/2 1/2) (1 О 1/2 -1/2) (1 1 О 1/2) (1 1 О - 1/2) 

(1 1 ± 1 ± 1/2), 

м=о (1 О 1/2 1/2) (1 О 1/2 -1/2) (1 1 О ±1/2) (1 1 -1 ±1/2) 

(1 1 1 ± 1/2). 

Анализом ових конфигурација долазимо до закључка да имамо 
стање L = 2 са мултиплицитетом 2, стање L = 1 са мултиплицитетом 
2 и стање L = о, Ј = 3/2 са мултиплицитетом 4, која се у уоби
чајеној спектроскопској нотацији обележавају са 2D, 2р и 4S3;2' 
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С . 811 . h тање Језгра 6 6 Је тада смеша ових могу их стања у интер-

медиарном спрезању са непознатим коефицијентима статистичке 
тежине, што и јесте прави разлог неодређености стања. Пошто 
је експериментална вредност Ј == 3/2, смеша ових стања има облик 

а· 2D3/2+~' 2РЗ/2+У' 4Sз/2} 

1 а 12 + 1 ~ 12 + 1 у 12 = 1 
(49) 

Имајуhи у виду да се стање ML = 2 јавља само при стању 
2D, стање ML= 1 при стањима 2D и 2р, а стање ML=O, Ms =3/2 
само при стању 4S3,I2> израчунајмо одговарајуће кулоновске енергије: 

E C (ML=2) =- E C (2D), EC(M_L= 1)= E C (2D) + ЕС (2Р) , } 

Ес (ML=O, МS=З/2)-Ес (4Sз/2). 
(50) 

Одавде можемо израЧјнати Ес (2D), Ес (2Р) и Ес (4S3/2) и после 
извршених рачуна добијамо 

е2 
Ес ('D) = 8,629 - , 

R 
(51) 

те је 

(52) 

На сличан начин за језгро 6C~1 налазимо да су могуЬа стања 

lD2 , зр И 1 So' Тада сличним рачуном добијамо 

е2 е2 
Ес (lDz)= 12,803"R' Ес (ЗР)= 12,690 R ' 

} (53) 

те је 
е! е2 

12,690 - < Ес (аСА') < 12,972 -. 
R R 

(54) 

Одавде можемо закључити само да диференција њихових 
ку лоновских енергија лежи у границама 

е2 е2 
3, 948 - < l:1Ec < 4,512 - , (55) 

R R 

а овим вредностима су одређене и границе у којима леже вред
ности Rc/RM и ГО' 
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ЗАКЉУЧАК. - Скупимо све добијене резултате у спрезању 

јј у следеhој таблици. 

Парови дЕс (У ~) Rc(RM ГО (У ферми) 

(д~, 2He~) 1,129 0,951 1,658 

2 (2Н eg, .L fз) 1,693 1,268 

3 (aи~, ,ВеХ) 2,632 1,107 1,497 

4 (,Beg, 5B~) 3,196 1,163 

5 (5 B~I, 6c~l) 4,138 1,096 1,292 

6 (6C~3' 7NA3) 4,891 1,095 1,350 

7 (7N~5'80ћ 5,737 1,078 1,313 

8 (017 ,.,17 
8 9' 9 8) 5,841 1,201 1,269 

Из ове таблице можемо извести следеhе закључке: 

1) Вредности Rc/RM опадају, изузев при завршавању s и р 
љуске и у средини подљуске РЗ/., где показују нагли пораст, и 
при завршавању подљуске РЗ/2' где стационирају. 

2) Вредности го показују слично понашање, изузев што по
казују дисконтинуитет при завршавању РЗ/2 подљуске и што не 
показују дисконтинуитет при завршавању р љуске; ове вред
ности су у врло доброј сагласности са резултатима које су до
били CarIson и Talmi. 

На крају, желео бих да изразим своју захвалност профе
сору Roger Nataf-y, под чијим сам руководством радио на овом 
проблему у институту CoIIege de France у Паризу. 

(Саоilшiliено 13 lIове.ltбра 1957) 
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LES RAYONS DES NOYAUX »MIROIRS" AU POINT 
DЕ VU DU MODELE EN COUCHE 

D. MUSICКl (Beograd) 

Еп sиivапt Ies travaux de Јапсоvici. CarIson et TaImi, оп а 

dOnl1e ипе appIication du modele еп соисЬе pour determiner 1е rap
port du rayon соиЈотЫеп а rayon mesonique et Је rayon du поуаи 

equivaIent а ип писЈеоп pour Ies поуаих "miroirs" jusqu'a Ја Нп de 
Ја соисЬе р. Dans се саIcиЈ оп а suppose que Је potentieI mоуеп 

а Ја forme du роtепtiеI d'osci1Iateur harmonique isotropique et оп 

а uti1ise Ја methode de SIater pour caIcuIer l'energie соиЈотЫеппе du 
поуаи, paraIIeIement dапs Је coupIage јј et dапs Је coupIage LS. 
Dans Је coupIage ii Ies resuItats sont dоппееs dans Је tableau et dans 
Је coupIage LS Ies resuItats SOl1t Ies memes ои ип реи differents, 
mais dans certains cas оп а оЫепи les resuItats indefinis, c'est dans 
Ies cas du coupIage il1termediaire des etats possibles. 

.. 1 t ~ ....... _____ _ 



Зборни/( радова САН LX/lI - Маliiе.маliiиЧliи инстиlПуlП САН, lаЬ.7, 1959 
Recuell des travaux de /'Academle Seгbe des Sclences LXIlI 

Institut Mathemattque .N1 7, 1959 

VACLAV VODICKA 

OBER EINE FORMEL DER ELEMENT ARMA THEMATIK 

Dieser Aufsatz befasst sich vor аllеm mit der Неrlеitипg einer 
nicht allgemein bekannten Formel der Elementarmathematik. Sie steht 
iп enger Beziehung zur Theorie periodischer Zah1enfolgen, zur Миlti
plikation der Роtепzrеihеп (eS sei hier iпsЬеsопdеrе auf einige Frаgеп 
aus der Theorie der lakunaren Rеihеп hingewiesen) und zu interes-
santen Рrоblеmеп der Unterhaltungsmathematik. ' 

1. DIE AUFSTELLUNG DER GRUNDFORMEL. Ist г> 2 irgendwelche 
ganze Zah1, so hat die Zаh1епfоlgе 

ћ (г) 1 ~1 2np'1t 
п = - ~ cos--

г р=о г 
(п = о, 1, 2, ... ) (1) 

offensicht1ich die Periode г und ihre Al1fangsg1ieder sind ћ~" = 1, 
hir) = мр = ... = ћУ2. 1 = о. 

Оје gewiinschte Grundformel ergibt sicht indem wir die Ausdriicke 

п 

H~) = L hV) (п=о, 1,2, ... ; г=2, 3, 4, ... ), (2) 
v=o 

auf zweierlei verschiedene Weisen berechnen. 
Zuerst hat mап offensichtlich 

H~) =1 + [~] (п =0,1,2, ... ; г=2, 3, 4, ... ), (3) 

wenn [х] gеwбhпliсhеrwеisе del1 gапzеп ТеН vоп х bedeutet. 
Оје zweite Form уоп (2) ergibt sich durch direkte Berechnung. 

Mit НШе уоп (1) bekommt mап dafiir zuerst 

. np1t 
SlП --

п r-l 2vp1t r-l Г p1t 
rHf,{) == L L cos -- =п+r+ L cos(n+l)- = 

у=о р=о Г р=1 sin p~ r 
г 
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- sin (2 п + 1) р" sin (2 п + 1) р,. 
1 г-1 , 1 1 г-1 , 

;::::n+'+-~ -1 ;::::n+-(,+l)+-~----
2 р=1 . р" 2 2 р=1 . р,; 

s1П- s1П-, , 
Obgleich die Rechnung nur unter der АПl1аЬте п> 1 durch

gefuhrt worden ist, gi1t das Ergebnis аисЬ посЬ fur п;:::: О und wir 
gelangen zur zweiten Beziehung Шс die Ausdrucke (2): 

Н(Г)- .! 
п -

2, 

. г-1 Sin(2n+l)P,'; . 
2 п +, + 1 + ~ (п ;:::: О, 1, 2, ... ; , ;:::: 2, 3, 4, ... ). (4) 

р=1 sin р,; , 
Durch 01eichsetzung von (3) und (4) gelangen wir пип zur 

unseren gewunschten Orundfocmel 

г-1 sin (2 п + 1) р; п п 
~ . Р" ='-1-2'(- - [-])сn =0,1,2, ... ;Г=2,з,4, ... ).(5) 
р=1 S1П- r r , 
Wird ganz allgemein unter {х} == х-[х] der gebrochene' Tei1 УОI1 х 
verstanden, so kann тап (5) аисЬ посЬ јп die Form 

г-l sin (2 n+ 1) р; п 
~ ='-1-2'{-} (n=0,1,2, ... ;,=2,3,4, ... ) (5.1) 
р=1 sin p:t , , 
setzen. 

2. МULТlРLIКАТЮN VON UNENDLICHEN REIНEN. Ist 

'" g(b)= I+Ь+Ь%+ .. ·= ~b" (6) 
п=О 

irgendwe1che konvergente Reihe und ,>= 2 eine ganze Zah1, so geht 
es zuerst ит die Aufstel1ung der Potenzreihe fur g (ь)· g (ь'). 

Оа тав mit der Bezeichnullg (1) offensicht1ich 

'" g (br) = ~ h(~)b" (7) 
п=О 

hat, so folgt gewohnlicherweise 

, '" п '" оо [n+,] 
g(Q·g(b') = ~o ь" v~h~)= n~H~)ь"= n~ -,- ь" 
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------------------------------------------------
und wir kommen zum Ergebnis 

C(~)C(~T) = 1 = ј; H~)~n = ј; [n+Г]~n 
(l-ь) (l_~r) n=О n=о г· 

(г=2, 3,4, ... ). 
(8) 

Јп der Form mit [n;гЈ gi1t iibrigens (8) аuсЬ посЬ fiir г=l. 

ОеЬеп wir тН irgend einer anderen ganzen Zahl s> 2 посЬ 
einen Schritt weiter, so ЬаЬеп wir пасЬ (7) und (8) 

= ~ ~n ~ = ~ 1 + - + L - ~n. "" (n/S][n-x.~+r] ""( [п] In/S][n_x~.]) 
n=о х=О Г n=о S х=О Г 

Zusammenfassend ist a1so 

(r,s) _ [п] [nlsl [п - XS] 
А n -1+ - +L --

S Х=О Г 
(г, S = 2,3, 4, ... ) . (9) 

Mit einer dritten ganzen Zahl t > 2 ЬаЬеп wir пасЬ (9) 

"" оо 
g (И g (~rt) g (~st) = L A~'s) ~n! = L ћ~) А i~,:l ~n 

n=о n=о 

und daher 
"" п 

g (~) c(~г) g(~S) g(~t) g (~rt) g(~st) = L ~n L ћ~) А i~iN A~.:.sJ = 
n=о р=о 

ао [n/l] 
_ ~ уп ~ А(Г' s)A(r, s) 
- ~ ~ ~ х n-xt· 
n=о х=О 

Wir kommen a1so zur Forme1 
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[п/Ј) 

В(г, s, () _. ~ А(Г' s) А(Г' s) 
п - "-')(. n-)(.t, 

)(.=0 

(г, s, t=2, 3, 4, ... ) (10) 
(r,s) [П] [n/s) [n-Vs] Аn =1+ - +L -

s v=o Г 

ul1d verzichtel1 auf l1aheliegel1de Weiterfiihrul1g Ul1serer Erwagul1gel1, 
da die bisherigel1 Ergebnisse fiir unsere weiteren Zwecke vбllig 
ausreichen. 

3. ZWEI PROBLEME DER UNTERHALТUNGSMATHEMAIlK. Die in in dem 
vorhergehendel1 Abschnitt skizzierten Tatsachen hangen offensichtlich 
mit der Theorie Diophantischer G1eichungen und mathematischer 
Spiele zusammen. Die Grбssе А}," s) aus (9) bestimmt ја bekannt1ich 
die Anzah1 der verschiedenen Arten, auf die mап die Summe von 11 

Kronen mН Banknutel1 im Betrag VOl1 1, Г und s Kronen bezah1en 
kann. So lasst sich z. В. mit den Banknoten 1, 3 und 5 Kronen die 
Summe 

von 10 Kronel1 auf А \~5) == 7 verschiedel1e Arten, 

" 
25 

" 
А (3,5) - 29 

" 2Ь- " " usw. 
auszah1el1. 

АЬпliсЬ bedeutet die Grбssе B~,s,t) die Gesamtzah1 von Мбg
lichkeiten etwa 11 Kopeken mit Miinzen ul1d Banknoten im Betrag 
VOI1 1, Г, s, t, rt und st su bezah1el1. So lasst sich ein Rubel auf 
B~Ђ~'\O) verschiedene Arten in Miinzen 1,2,5,10,20 und 50 Kopeken 
auszah1en. 

Die пасЬ (10) durchzufilhrende Rechnung ist einfach und ganz 
mechanisch: 

А (2,5) _ 1 А(2,5) - 1 А(2,5) - 2 А (2, 5) - 2 А (2,5) - 3 
0-,1 -,2 -,3 -,4-, 

А (2,5)_ 4 А(2,5)_ 5 А(2,5)_ 6 А(2,5)-7 А(2,5)-8 
5 -,6 -,7 -,8 -,9-, 

А (2,5) 10 А (2,5) 29 А (2,5) 58 А (2,5) 97 А(2,5) - 146 АЊ5) =205, 
ш = , ~ = , ~ = , ~ - , ~ - , w 

А (2,5) 274 А (2.5) 353 А (2,5) 442 А (2 5) 541 . 70 = , 80 = , ~O = , 100 = , 
10 

B(2,5,IO)= ~ А(2,5) А(2,5) = 1.541 + 1 442+2.353 + 2.274+3.205 +4.146+ 
100 kJ у. 10()-101(, • 

)(.=0 

+5.97 +6.58+ 7.29+8.10+ 10.1 = 4.562. 

Die obige Tral1saktion kal1l1 a1so auf 4562 verschiedene Arten durch
gefiihrt werdel1, wie ubrigens aus der Literatur her gut bekal1nt ist. 
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. 4. SCHLUSSBEMERKUNGEN. 4.1. Веј vеrsсhiеdепеп Gelegenheiten 
sшd mehr geschlossene Ausdrucke fiir einzelne Юliеdеr der peri
odischen ZahlenfoIge (1) уоп Nutzen. Wir fiihren hier daher die For
mеlп fiir ејп Paar anflingliche Werte уоп r ап, wobei naturlich die 
mбgliсhst einfache Form gewahIt wird. 

Es ist fiir n=О, 1,2,3, ... 

(3) 1 ( 2nn) ћn = - 1+2cos--
3 3 ' 

(4) nтс n-rc 
ћn =- cos- cosJ _, 

2 4 

ћn = - 1+4cos- cos -- , (5) 1 ( n-rc 3n-rc ) 
5 5 5 

ћ~) = Ј.. cos2 nn(l +2cos n-rc); 
323 

(7) 1 [( 2n-rc ) 4nх ] ћn = 7" 1 +2 1 + 2 cos -7 - cos -7 - , 

ћn = - cos2
- cos- cos - + cosl - • 

(8) 1 n-rc пп (nЈ; nrc) 
2 2 4 4 2 

(11) 

42. Betreffs der oblgen Aufgaben der UпtеrhаItuпgsmаthеmаtik 
sei bemerkt, dass unsere Betrachtungsweise in diesen Fragenkomplex 
hоffепШсh mehr Systematik und еiпеп tieferen Einblick bringt, als 
тап es gеwбhпIiсh јп der LiteraturO finden kann. Die auf ersten Blick 
miihsame Rechf'narbeit wird sich der Leser nach еiп wепig durch
gerechneten Zahlenbeispielen seIЬst vereinfachen kбппеп. 

(Е/nеееаnееn ат 4 Dezember 1957) 

о ЈЕДНОМ ОБРАСЦУ ИЗ ЕЛЕМЕНТАРНЕ МАТЕМАТИКЕ 

В. ВОДИЧКА (Пилзен, Чехосnовачка) 

У овом раду изводи се један образац из елементарне Мате
матике који стоји непосредно у вези са периодичним низовима. 
Његова примена се састоји у множењу неких геометриских про
гресија, као и у неким елементарним проблемима из Комбина
торике. 

У тачки 1 доказан је тај образац. Нека је r > 2 ма који цео 
број, тада бројни низ ћ!:Ј, (п = 0,1, ... ), цефинисан са (1), има пери-

1) О. Раlуа und О. Szеgб, Aufgaben und Lehrsiitze aus derAnalysls, 
1, Вегllп, Julius Springer, 1925. 

7 Зборннк Матеиатичког института 
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оду г и очевидно је h~) = О, k = 1,2, ... , г-1, h~) = 1. Образац, о коме 
је реч добива се кад се израз 

п 

H~):: ~ h~) (n::О,l, ... ; v::2,34, ... ) 
1'=0 

израчуна на два различита начина. Први начин доводи до обрасца 
(3) у коме [х] означава највеhи цео број садржан у х. Директним 

израчунавањем H~), долази се до обрасца (4), и упоређивањем 
обрасца (3) са (4) изводи се основни образац (5). УВОђењем сим
бола {х}:: х-[х], образац (5) се може написати и у облику (5.1). 

У тачки 2 се посматра геометриска прогресија g (~) дата са 
(6), и за г> 2, обрасцем (8) изражен је производ g(Qg(~r) 
у облику прогресије чији су коефицијенти H~). Исто тако, 
образац (9) даје израз за g ('f,) g (~r) g ('f,S), s> 2, а (10) израз за 
g ('f,) g (~r) g (~S) g (ь') g('f,rt) g (~stj. . 

У тачки 3 дата је примена напред добивених образаца на 
решење неких елементарних диофантових једначина, које се јав
љају у елементарној Комбинаторици, тј. у Математичким играма. 
Коефицијенти поменутих редова у тачки 3, дају број решења 
неких диофантових једначина у целим бројевима. Облик тих 
коефицијената дат је обрасцем (10) и зато их је лако израчунати. 

Најзад, у тачки 4, у обрасцима (11) израчунато је неколико 
основних израза. 
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ДАНИЛО РАШКОВИЋ 

НЕКЕ ОСОБИНЕ СКАЛАРА ЈЕДНЕ СПЕЦИЈАЛНЕ 
ЈАКОБИЈЕВЕ МАТРИЦЕ 

1. СКАЛАРИ СПЕЦИЈАЛНЕ ЈАКОБИЈЕВЕ МАТРИЦЕ. - Посматрајмо 
нормалну Јакобијеву матрицу Ј = (alkn са три дијагонална реда чи-
ји су елементи a,k = О када је Ii - kl > 1 ([11. стр. 82). Нека је ова 
матрица квадратна, симетрична са специјалним вредностима њених 
елемената, al/=2i-l, аl,јн=аl+l.ј= -i, тј. облика 

. . . . . . . 
2n-5 -(n-2) О 

-·(n - 2) 2n-3 -(n-l) 

О -(n-l) 2n-l 

Њен први скалара (траг) претставља збир елемената са 
главне дијагонале матричне схеме 

(2) 

дакле, он претставља збир целих позитивних непарних бројева. 

Из релације 

следи да је прва разлика скалара дl=2n -1; друга је константа 
и износи ~2=2, док је треЬа једнака нули. 
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Други скалар (збир главних минора другог реда детерми
нанте матрице) износи 

. + (2n - 1)] - р + 

+3[5+7+ . + (2п -1)] - 22 + 

+ (2п - 3) (2п-l) - (п - 1)2, 

па се, с обзиром на (2), може написати и у овом облику: 

n-1 n-1 n-1 
S~n)= .L (2v-l)(n 2-v2) - .L v2 =n2 (п -1)2_ 2.L V

S
• 

v=1 v=l v=l 

Како су збирови ([2], стр. 262, 266) 

,-, vs= n-I (П)2 
~ 2' 

следи да је други скала р матрице одређен изразом 

(3) 

Лако се одређује и последњи скала р Sn(n). Он претставља 
детерминанту ове матрице. Додавањем елемената прве врсте ове 
детерминанте елементима друге врсте, па овако добивене елементе 
друге врсте додамо елементима треће врсте и тако редом доби
Ьемо детерминанту 

S~n)=IJI= 

1 -1 О· 

О 2-2 
о о 3 . 

п-2 

О 

О 

. . =;пl (4) 

-(п- 2) О 

п- 1 - (п - 1) 

О п 

чија је вредност, као што је познато, једнака производу елеме
ната са главне дијагонале, тј. nl, где је п ред матрице. 



Неке особине СК/lЛара Једне специЈалне ЈаКОбиЈеве матрице 1 О 1 

Може се показати да се скалари S,(n) могу израчунавати 
помоhу обрасца 

S (~) = г 1 ( п )2 == ( п ) п ! == ( II )2 sr>; 
г г (п-г) 1 г 

г=О,l, ... ,п, (5) 

што показује да се не морају ни одређивати главни минори де
терминанте ове матрице. 

Три узастопна скалара различитог реда везана су следеhом 
рекурентном формулом 

S~) =S~n-l) + (2n-l) S~':.11) - (п-l)2 S~':.22), S~n) ... 1 (6) 

из које следи и овај однос 

S~n+1J == ( п + 1 )2S~n) • 
п+l-г 

(7) 

Скалари истог реда а различитог реда матрице Ј образују 
низове бројева сталних разлика 

АЈ,== (2г)1 ==rl(2r)=F(2r+l)=2F(2f)== П (r+v); А2 '+1=О (8) 
гl г Г(г t 1) Г(г) v=l 

како је показано у таблици 1. 

Таблица 1 

п I So I SI I S2 I Sa I S. I Ss I S6 I S7 I S8 I S9 I S10 

1 1 1 
2 1 4 2 

I~ 1 9 18 6 
1 16 72 96 24 

5 1 25 200 600 600 120 
6 1 36 450 2400 5400 4320 720 
7 1 49 882 7350 29400 52920 35280 5040 
8 1 64 1568 18816 117600 376320 564480 322560 40320 
9 1 81 2592 42336 381024 1905120 5080320 6531840 3265920 362880 

10 1 10О 4050 86400 1058400 7620480 31752000 72576000 81648000 36288000 3628800 

:ф 
о 
N 

О -11 11 
"<1 '" <1 <1 <1 <1 

Интересантно је уочити да су скалари S~n) апсолутне вредно
сти коефицијената основног Laguerre-ОВОf полинома ([3], стр. 
428-437 и [4], стр. 93) 

dn 
Ln(x)==ex_(xne-x )== IЈ-хl' (9) 

dxn 
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па се исти ([5], стр. 96) може дефинисати као карактеристични 
полином горње специјалне симетричне неосцилационе Јакобијеве 
матрице, [6]. 

Како је ([7Ј, стр. 51) 

( П) == n~г(n_ V) 
, v=1 ,-1 

то је 

СУ == ~O(:) (':V) (,:V)= ~(~V) ('~V)(,~v) 
па, помоЬу (5), следи релација 

:t ~ S(n) _ ± ( П)2 _ ± ± (' ) ( r + V) ( п ) _ (2 П) _ 
Г=О r 1 r - г=О r - r=0 v=O V V ,+ V - П -

2п п 1 п 
==- П (2v-l)==- П (n+v). 

пl v=i пl v=1 

(10) 

2. ФОРМУЛЕ ЗА ЗБИРОВЕ КОМБИНАUИЈА. - Помоhу скалара 
горње Јакобијеве специјалне матрице могу се одредити интере
сантне форму ле за збирове комбинација целих позитивних непар
них бројева. 

Први скалар S~n) једнак је уједно и збиру комбинацнја прве 
класе без понављања п целих позитивних бројева 

L cf (2 v - 1) = sin
) =-' п2 == ( ~ )2. (11) 

Између другог скалара и збира комбинација без понављања 
друге кnасе ових бројева постоји однос, 

s~n)= L ~-~V2== 21(;У' 
па се, с обзиром на (3), добива 

~ п _ ( п )2 ( П ) ( П ) _ ( П) 3 п2 - П -1 • 
"" Са - 2 2 + 2 З + 2 - 2 З 

јер су познате релације 

*V2==(n;l) 2Пз+l П-1 (п) 
~ v2 = 
1 2 

2п-l 
З 

(12) 
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Даље се добива однос између треЬег скалара и збира ком
бинација треЬе класе 

s~n)== ~ C~ _12 [5+7 + ... +(2n-1)]-22 [1 + 7 + ... +(n-1)]- ... 

- (п - 2)2 [1 +3+ ... +(2 п -l)]-(n _1)2 [1 +3+ ... +(2n-5)Ј, 

те је 
n-1 n-1 

S~n) == ~ с; - n2 ~ v2 + 4 ~ v3 • 
1 1 

Користеhи образац (5) следи да је 

Збирови комбинација целих непарних позитивних бројева 
везани су рекурзивним обрасцима. Из (12), с обзиром на (11), 
следи да је 

(
П )2 п-Ј n-1 n-1 

~ с; = 2 + ~ V2 = 2 ~ VS + ~ v2 == 
2 I 1 Ј 

n-1 п-Ј 

= ~ (2v+ 1) v2 = ~ [(2 Н1) ~сп, 
1 1 

па уопште важи следеhа рекурентна формула за збирове комби
нација 

n-1 

~ c~ (2 v -1) = ~ [(2 v + 1) ~ C~_I ] , (14) 
v=r-1 

па је и 

ПП _ nl (2n)_ (2n)! _~ ~ (п) (п) (2v-l)-- - - ~ . 
1 2n п 2n п I 2n 8=0 S S 

(15) 

Збирови су показани у таблици П. 

Ови збирови образују низове бројева чије су разлике јед
наке разликама које образују скалари предње Јакобијеве мат
рице (8). Због тих релација постоји и ова релација 

~ c~+1_ ~ C~ = (2 п + 1) ~ С:-1' (16) 
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Таблица I1 

ХI 1 I 2 I 3 I 4 I 5 

-11 1 I 3 
:2 4 3 

5 5·4 
, 

3 9 23 15 
7 7·9 7·23 

4 16 86 176 105 
9 9· 16 9·86 9· 176 

5 25 230 950 1689 945 
11 11 25 1\ ·230 11 ·950 11 . 1689 

6 36 505 3480 12139 19524 
13 13·36 13·505 13·3480 13 . 121~9 

7 49 973 10045 57379 . 177331 
15 15·49 15·973 15 . 10045 15·57379· 

8 64 1708 24640 208054 1038016 . 

17 17 ·64 17 . 1708 17 . 24640 17·208054 ' 
9 81 2796 53676 626934 4574934 

191 
19 . 81 19 . 27961 19 53676 19· 62693( 

10 100 4335 78840 1646778 16486680 

5 

/}. /}.2;:::::2 /}.';::::: 12 L\6;::::: 120 /}.8,.: 1680 ~10=30240=П(5+v)== : 
1 i 

==6·7·8·9·10 

L\2k+ 2=2 (2 k+ 1):l2k; k=I, 2, ... ; /}.1=2. ; 

I 

Збир комбинација може се одредити и помоhу коначни х раз
Jlик'а.Например, за r =2 добивамо 

па је 

Даље је 

:rC~= п (n 2
_ п - 1) (;) = 15(;)+ 116( ~) +220( ;)+ 120( ~) 

па је 
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На основу изнетог могу се лако добити и следеhе формуле 
за збирове целих бројева: 

(17) 

n-1 (П) ~ (2 v - 1) v2 = 2 
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QUELQUES PROPRIETES DES SСАLАЩЕS D'UNE МА TRICE 
SPECIALE DE JACOВI 

DANILO RASKOVI<: (Beograd) 

Оп demontre que les sommes des mineurs principaux d'ordre г 
du determinant de lа matrice symetrique de ЈасоЫ - les scal aires 
de lа matrice (1) - peuvent etre dеtегmiпееs sans lе developpement 
du determinant de lа matrice (1) et qu'ils sont liees par les relations 
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de recurrence (6) et (7). Ces scalaires forment les suites des пот
bres avec les differences Ыеп determinees (8). Оп constate que ces 
scalai(es sont les valeurs absolues des coefficients des polynomes 
fondamentaux de Laguerre (9). Il еl1 resulte que се polynome fon
damental peut etre defini соmmе l'equation caracteristique de la 
matrice speciale de ЈасоЫ (1). 

ОсАсе а ces relations el1tre les scalaires оп peut obtenir les 
formules pour les sommes des combil1aisons des nombres entiers, 
positifs et impaires. Elles sont 1iees aussi par les relations de recur
rence (14) et forment les suites des nombres avec les memes dif
ferel1ces соmmе (8). 

El1suite, оп dMuit quelque~ relations el1tre les соеШсiепts 
du Ыпоте et aussi les formules pour certaines sommes des entiers 
positifs (17).' 
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СТАНИМИР ФЕМПЛ 

О ЈЕДНОМ ТИПУ ЕЛИПТИЧКОГ ИНТЕГРАЛА III ВРСТЕ 
И О ЊЕГОВИМ ПРИМЕНАМА 

Постанак различитих облика нормалних типова елиптичких 
интеграла био је условљен гледиштима са којих су се посматрали 
елиптички интеграли или елиптичке функције. Док Legendre, на
пример, иде за тим да интеграл у коме се појављује квадратни 
корен полинома III или IV степена редукује на најједноставнију 
форму, Weierstrass-y је стално пред очима веза свих елиптичких 
функција са б-функцијом. ЈасоЬи, опет, бира типове који дозво
љавају непосредно развијање у редове итд. 

Показало се, још, да није оправдано дати извесном типу 
елиптичког интеграла ПI врсте неку нарочиту предност, а с тим 
у вези и неко нарочито функционално обележје, јер су се нашле 
многе друге равноправне форме; поготово, што се овакви инте
грали који садрже три аргумента могу свести на функције које 
садрже свега два аргумента. Но у великом броју случајева, наро
чито у применама, показало се да је ипак оправдано узети неки 
тип за нормалан, јер се у таквим случајевима радило о много 
једноставнијим трансформацијама. 

При свођењу једног нормалног типа на други јављају се 
релације које би се могле поделити у две категорије. У једној 
се веза између два нормална типа интеграла Ш врсте изражава 
елементарним функцијама. У другој категорији се у везама поја
вљују и елиптички интеграли ниже врсте. Интеграли прве групе 
могли би се назвати "сродни" интеграли. Они друге групе били 
би "слични". Тако напр. ЈасоЫ-јев нормални тип 

ср 

Ј -Ј k2 sinacosaдo(a)sin2 8 dЭ 
П(n,k,ср)- (l-k2 siп2 аsiп2 8)Д(Э) 

о 

(n= -k2 sin2 a, 

и Lеgепdrе-ов 
ср 

п(nk )-Ј dЭ 
, ,ч' - (l + п sin

' 
Э) .1 (Э) 

о 
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везани су релацијом ([6], стр. 344) 

где је F (k, ср) Lеgепdге-ов нормални елиптички интеграл 1 врсте. 
Ови су типови слични. Међутим, у проблемима динамике [4] по
јавио се и Неитап-ов тип 

Овај је са Lеgепdге-овим типом везан релацијом 

Л( k ) _V<П+k2)(П+l)п( k ) 
п, ,ср - П, ,ср , 

п 

као што је то лако увидети. Ови су, дакле, интеграли сродни. 

Од сваког новог типа, и поред тога што се он - као такав 
- непосредно јавља у применама, очекује се да обрасци који 
важе за такав тип не буду компликованији од аналогних образаца 
за Lеgепdге-ов тип. Јер би тада, уместо да се директно оперише 
са таквим типом, било згодније да се он најпре сведе на Legendre
ОВ, изврше потребне трансформације, а затим да се он врати у 
свој првобитни облик. Директно' оперисање изискиваhе више ра
чунања и нови тип имао би само фигуративан значај. 

Сродни интеграли испуниhе, разумљиво, тражени захтев и 
они нису од интереса. Ради се само о типовима који су само 
слични са Lеgепdге-овим. Такви типови имали би, дакле, свој 
гаisоп d'etre ако· обрасци за њих имају исту структуру као и они 
за Lеgепdге-ове, евентуално и простију. 

У овом раду указујем на један тип интеграла III врсте који 
се појављује у проблемима геометрије код испитивања коничних 
површина: код израчунавања отвора развијеног омотача у раван, 
код компланације косе кружне купе, у једначинама линије основе 
конуса развијене у раван итд. То је интеграл 

q> 

л (п, k, ср) ~ _ct_g_t f __ !l~(Э-,-) d_Э __ 
!l'("') 1+сtg2tsiпSЭ 

п = ctg
2 
"'. (1) 

u 
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Показаhу да обрасци који се односе на овај тип ништа нису 
компликованији од оних за Lеgепdrе-ов тип, да су неки, шта више, 
и простији. 

Обзиром на геометриски значај овог интеграла, он би се -
аналогно називу "елиптички" - могао назвати "конички" интеграл. 

1. Интеграл Л је дефинисан, као што се види, за позитивне 
вредности параметра. Ако се 0/ изрази помоhу п, добије се 

---:---:-- q> 

л(" k ) = 1In(,,+1) Ј i.\(э)~в , 
,,(ј) v n+k2 l+пstп"Э 

о 

а овај се израз може дефинисати и за вредности 

Ако се подинтегрална функција напише у облику 

n+k" 

,,(I+nsiп2 Э)d(Э) 

израз за Л добиhе облик 

п d (Э) 

Л( k )_v(n+1)(П+k2)п( k )- k2 V n+l F(k ) п, ,(ј) - П, ,q> ( + k2) , ср 
/l 11 П 

Види се да су Л и П слични интеграли. 

(2) 

(3) 

Образац за збир два интеграла III врсте са истим модулом 
и аплиту дом, а са различитим параметрима ([2}, стр. 237) 

П(",k,q»+П(~ ,k,q» = 

11 п {tgq> l!(n+l)(n+kZ
)} 

= V(n+I) (n+k:l)arctg d(q»V п +F(k,(j) (4) 

када се место ових интеграла унесу вредности изражене помоhу 
функције л, добива облик 

{ 
tg (ј) 1 f (п + 1)( п + k2

)} '! 11 п 
= arc tg d(q» V п + k V (n+ 1)(n+k2) F (k, q» (4*) 
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За п = ±k следи 

2 Л (+ k, k, ср) = arc tg [(1:kl:~ ср ] +(1 =f k) F (k, ср). 
На исти начин, образац помоhу кога се интеграл са пози

тивним параметром изражава помоhу интеграла коме се параметар 
налази између - 1 и - k2 ([2Ј, стр. 240) 

п (n,k, ср) = п ---,k,cp +-.-F(k.cp)+ п k'2 (п + k'? ) kЗ 

(п+ 1) (n+k2
) п+ 1 n+k2 

11 п {Sin ср COSi:p 1In(n+k2)} 
+ V(n+l){n+k2)arctg 6. (ср) V n+l 

добива облик 

t {
sin ср cos ср п (п + kl

) } 

+arc g ~~ п+1 . 

Адициона теорема за елиптичке интеграле III врсте ([1], стр. 13) 

п (п, k, ~) + п (п, k, '1') = п (п, k, о) + 

11 п t { sin ~ sin '1' sin о V п (п + 1) (п + kl
) } 

+ У(п+1) (n+k2) arc g 1+nsinla-nsin~sin'fcosa6.(0) I 
(5) 

која важи за п > О или -1 < п < - k2 уз услов 

COS 0= COS ср cos '1' - sin ср sil1 '1' 6.(0), (6) 

добива облик 

11 п+ 1 . 
Л (п, k, !р) + л (п, k, '1') + k2 V П (п+ kS) [F (k, !р) + F (k, \}t)- F (k, о)] = 

= л (п, k, о) + arc tg ф, (5*) 

где је w израз у великој загради једначине (5). Како уз услов 
(6) важи још 

F (k, ср) + F (k, \}t) = F (k, о), 
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то адициона теорема за функцију Л добива облик 

Л (п, k, ср) + Л (п, k, 0/) = 

Л( k) t 
siпq>siпtsiпО'Уn(n+l) (n+k2) = п а + arc g . , , п + 1 - п cos ср cos t COS (Ј 

уз услов 

С03 (Ј = COS q> COS '" - sil1 q> sin t д(а). 

Овај образац је простији од обрасца (5). 

За q> = t, о' = ",/2, услов (6) се своди на 

ctg2 q> = k', 

док из обрасца (7) следи 

1 1 [1 'Vn(n+k2
)] Л(n,k'СР)=2ЛО+-2-аrсtg l+k' n+l • 

кадгод важи (8). Овде је са ЛО обележен интеграл 

пЈ2 

(7) 

(8) 

(9) 

Л =л(n k!!.-):::: lln(n+l) Ј Д(O)~O (ЈО) 
о , , 2 V n+kz 1 +n sш2 е 

о 

и он договара потпуном интегралу Л. 

Познато је да се потпуни интеграл П треће врсте може 
изразити помоhу интеграла 1 и II врсте. L е g е п d r е ([5,] t. 1, стр, 
133) је, наиме, показао да је 

п/2 

. .1. ,1. А, (.1.) Ј COs2 О dO 
SlП '1' COS 'I'и '1' --:::: 

1 - COs2 
'" COs2 О д(О) 

о 

;:;:..!: - [FE (k', t) + EF (k';"') - FF (k', t)J:::: 
2 

п/2 

k'Z . .1. .1. А, ('I')Ј sin2 е d6 = SШ '1' COS '1' Q '1' --
1 +( -1 +k'2 sin2 t)sinZ O Д(О) 

о 

где је Е (х, t) Lеgепdrе-ов нормални елиптични интеграл II врсте 
модула х и где су са F и Е означени потпуни нормални елип-
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тични интеграли 1 и II врсте (моду о k). Ако се први разломци 
подинтегралних функција напишу у облику 

cos2 е 1 1 1 

1 - cos2 t cos' е sin2 t cos2 t 1 + ctgl t sin2 е cos2 t 

--------= 1-sin
2

6 1 [ 1 ] 
1 +( -1 +k'2 sin2 t) sin2 е - 1 +k'l! sin2 t 1+(-1 +k'2 sin!t) sin26 • 

тада следи 

ПО (ctg2 ф) = 

= sin Ф cos Ф{~+ Ftg \}ILl' (Чr)- [РЕ (k', Чr) + ЕР (k'.t) - рр (k'. \}I)]} (11) 
Ll' (\}I) 2 

и 

ПО ( - 1 + k'2 sin2 Чr) = 

= ~/(Чr) {~+[FЕ(k',t)+ЕF(k',t)-FF(k',t)]}+F, (12) 
k,2 S111 t cos t 2 

где је са ПО означен потпуни интеграл од П за параметар ctg! t 
или - 1 + k'2 sin2 \}I. Прва од ових једначина важи за позитивне 
параметре, друга за оне између -1 и _k2 • 

Потпуни интеграл ЛО се много простије изражава ПОМОhу 
елиптичних интеграла 1 и II врсте него интеграл ПО. Јер, ако се 
у једначини (11) стави ctg2 \}I= k2/n добиhе се 

где је са Ј обележен израз у средњој загради од (11). Приме
њ уј уhи образац (4) из којега за ~ =- тс/2 следи 

и израз ивши, на основи (3), интеграл ПО (п) помоhу ЛО (~=- n:/2), 
тај израз за ЛО добива следеhи једноставан облик 

ЛО (п) = F Е (k', Чr)+ ЕР (k', ф) - F F (k',\}I) 

п> О, tg \}I=- Vn/k. 
(13) 
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(Одавде за 0/ == 1t/2 следи Lеgепdrе-ова релација РЕ' + ЕР' - рр' = 
::: rt/2, па је 

lim ЛО (п)::: л/2). 
nf;;O 

Примењујуhи исти поступак на једначину (12), из ове следи 
( - 1 + k,l sin~ 0/ == k2/n) најпре, 

(14) 

з затим 

ЛО (п) = [РЕ (k', 0/) + EF (к', 0/) - РР (k', 'V)] - F k21/ п (::~:!)' 
1 ,1 п+Р 

tg '1' = k V - п + 1 . 

Интересантно је напоменути да за -1 < п < - к2 Неumап-ов 
потпун интеграл Л (п,к, rt/2) води на израз Ј, што се лако увиђа 
ако се у (12) унесе вредност Л. Дакле, 

л (п, К, л/l) = F Е (k','1') + EF (k', 0/) - рр (k', '1'). 

Извод функције П по модулу k има облик [l стр. 283] 

дП (п, К, 'Р) ::: _ _ К_ { kl sin ср cos ср 1 Е ( П } 
д U k"~ k'" K,~)+· (n,k.rp) . (15) k n+k 6 

'- (ср) • 

Извод функције Л по модулу k имаhе много простији облик 

дЛ(п,k,q»=_k ,In(n+l) F(k ) 
дk V (п+к%)в ,~ , (16) 

1<ао што је то лако увидети. 

Такође је то случај са изводом функције П по параметру п 
([1], стр. 286) 

дП(п,kср) 1 
--д-п- = 2п (п + l)(n+kS) 

/ 

{ n_2_si_n..:..q>_co_~~CP_A....:.(CP~) -(п+к2) F (k, <р) +п Е (К, <р)_(п2 - к2) П (п, k, ср»). (17) 
1 + п sш2 'р . 

8 Зборник Матеll;ТИ'lкоr института 
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Ако се, сада, Л изрази ПОМОhу П на основи једначине (3), то на 
основи (17) следи простији облик 

д Л (п, k, tp) 
дп (18) 

::= 1 {nSincpcosCP~(tp)_ nk,2 F(k,CP)+E(k,CP>} 
2 v п (п + 1) (п + kZ) 1 + п sin2 ср п + k2 • 

Предност образаца (16) и (18) над (15) и (17) је и у томе 
што се у првим обрасцима уопште не појављује елиптички инте
грал III врсте П (п, k, Ч') односно функција Л (п, k, ср). 

2. Указаhу, сада, на- случајеве где се интеграл Л непосредно 
појављује. 

У једном свом ранијем раду [3,а] показао сам да крива 
линија основе омотача косог кружног конуса развијеног у раван 
има једначину 

О(р)= (П+l)(П+k2)П(Пk )_k211 п+l F(k ) 
п ' ,ср v п (п + k"/.) ,ср, 

(S1 - S2)2 
п=----, 

4s1 S2 

k~siп ~ - у 
2 ' 

где је G величина отвора мреже купе који одговара величини р. 
Овде су S1 и S2 највеЬа и најмања изводница, р макоја изводница, 
~ и у наспрамни углови странама S1 и S2 У карактеристичном тро
углу. Пол координатног система је у темену купе, а поларна оса 
је изводница S2' 

Ако се горњи интеграли скупе, једначина поменуте линије 
биhе 

е (р) = л (п, k, ср). 

Величина е може се изразити у функцији угла (\) кога гради полу
пречник основе одговарајуhи изводници р са основом карактери
стичног троугла (полазеhи од S2)' Тада између елемената конуса 
постоје везе 

S~ = S2 + ,2 + 2, S cos а, s~ = S2 + ,2 - 2, s cos а, 

р2 = S2 + ,2 - 2, S cos ,\" cos 'f = cos а cos ОО. 
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Величина s претставља основу конуса, , полупречник основе, 
tt угао осовине према основи, а 'f угао између изводнице р и 
полупречника основе одговарајућег тој изводници. После краћег 
рачуна следи 

е(оо) = л (п, k, <р), 

. ~-y 
k=81O --

2 ' ~
-

q> S1 W tg-= - tg-. 
2 S2 2 

(19) 

Одавде се одмах види геометриско значење потпуног интеграла 
ЛО (п). Наиме, за w = tt добива се, услед симетрије, половина 
отвора мреже. Тада је и q> = tt. Како је интеграл Л узет у гра
ницама (О, tt) једнак двострукој вредности интеграла узетог у 
границама (О, tt/2), то следи да: 

Потпуни интеграл Ло претставља четвртину отвора омотача 
развијеног у раван. 

На основи (13), овај се резултат слаже са резултатом једног 
мог ранијег рада [3, Ь] У коме сам показао да је отвор омотача 
развијеног у раван 

е = 4 [РЕ (k', \}I) + ЕР (k', t) - рр (k', 0/)], ". . 2, 
't' = arc81O----. 

S1 +S2 

Од интереса је напоменути још. да омота ч косе кружне купе 
има површину [5, с)} 

где је 

М -= ,2 'fr.+2, 1/S152 Е-2,2 ЛО (п), 

~-y 
k= sin--' 

2 

3. Интеграл Л појављује се и у једначини линије основе 
омотача усправне елиптичке купе развијеног у раван. Узеnемо 
за пол теме купе, а за поларну осу најмању изводницу. Макоја 
изводница на купи, вектор t, имаhе координате у правцима осо
вина ели псе 2а и 2Ь и У правцу висине Н 

t (а sin <р, Ь cos <р, -Н), 

где је q> комплеменат ексцентричне аномалије ели псе. Елеменат dO 
отвора омотача развијеног у раван имаnе, по W u п d е r li с Ь-у [7], 
вредност 
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или 

где су $1 = -Уа2 + Н2 и $1 = 'УЬ= + Н2 највећа и најмања изводница, 
а 8 нумерички ексцентрицитет елипсе. Стављајуhи 

види се да је 

Како је још (t';::: р2) 

то је једначина тражене линије 

е (р)::: Л (п, k, ср), 

и 

тј. 

а2 8' 
-а-=n>О 

'~2 

Р2 _ $2 

t ~ 2 g-<p::: --, 
s~-р:Z 

k:::
H6 , 

$2 
(20) 

3а р;::: S1 је једна вредност ср;::: тt/2, па се, услед симетрије 
купе, види да потпуни интеграл ЛО и овде претставља четвртину 
отвора мреже. 

Из једначине криве линије могу се 'прочитати неке особине 
криве. Тако напр. за одређивање конвексности потребно је испи
тати израз 

где је 

р';::: -(dO)-Ј dp 

Ако се величина dG изрази у функцији од р, лако следи да је 
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па је 

и 

Види се да је крива стално конкавна према полу и да нема пре
војних тачака. 

Координате центра кривине (ро,60) добивају се из једначина 

( '2 ") росоs(Эо-Э)= р -РР Р = 
Ј 

= (22) 

Из друге једначине види се да је за вредности 

величина во = о и центри криви не леже на самим наведеним извод
ницама Р. Како на купи не постоји прва и четврта изводница, 
то у обзир долазе само изводнице Р = S1 И fi = S2' За ове вред
ности је cos (во - в) = 1, па је 

Полупречник криви не је 
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и његови екстреми постојали би за р:::: О, р:::: V s~ + s~ - Н2, р:::: S~2 И 

VS2S2 а2 Ь2 
р == _1_2 ___ • Прве три изводнице не постоје на купи, а такође 

Н3 4Н2 

ни четврта, јер би услед S1 > ~, тј. 4 s~ (s~ - Н2) > а2 Ь', следило 
2 

S2 S2 а2 Ь2 
12_ >2 П ' П H~ - 4 НЈ Sl' рема томе, раЗВИЈена крива нема темена. олу-

пречници кривине за р == Sl И р:::: S2 јесу 

Из изложеног следи да се могу коиструисати они оскула
тории кругови који одговарају изводницама S1 и S2' 

Користеhи образац (9) могу се одредити још две тачке у 
којима се могу положити оскулаторни кругови. До њих се до
лази на следеhи начин. Из (9) следи 

1 
Л (п, k, tp):::: - (ло + (1), 

2 
где је 

Ако се са а и р означе углови између висине и изводнице SI 

односно S2' тада је 

:::: Hs2 tga-Hs1 tg1.:::: S2 tg a - sltgp 
Н2 Н 

as -bs 
и величина arc tg z 1 се може конструисати, па према томе 

НЈ 

и величина 8== 1/2 (ЛО + (1). Надаље, изводница која одговара углу 
б добива се, на основу (8), из 

дакле 

V S2 2 

rp=arcctgYi?:::: arcctg= ---f=-~-. 
р - S2 
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одакле је 

Како је још 

то је 

а81+ bS2 

а$2+ bs( 

(as 1 +bs2) (a82 -bs1) 

aJs~ - b2S~ 

па се величина Рl конструише као четврта пропорционала из 

последње три величине. Центар кривине за ову изводницу добива 
се на основи (21), (22) и (23), те после краЬег рачуна следи 

РО COS (ео -е) = о, Ро sin (оо-е) -= Рl tg оо, 

и координате центра кривине су (Р" tg оо, 1'0/2 + е). Најпосле, полу
пречник криви не за ту изводницу је R1 = PI/COS оо. Као што се 
види, ове величине могу се конструисати ако се зна отвор разви, 

јеног омотача. 
(СаоПшшено 25 јуна 1958) 
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UN ТУРЕ D'INTEGRALE ELLIPТIQUE DE TROISIEME 
ESPECE ЕТ SES APPLICATIONS 

S. FEMPL (Beograd) 

Le but de cet article est d'etudier ип type d'integrale elliptique 
de troisieme espece (1) resp. (2) qui se rattache аих problemes de 
geometrie [3]. Cette integrale est dеsigпее par Л (п, k, ср) et admet, 
contrairement аи type normal de Legendre, ипе signification geome
trique concrete. L'expression Л (п, k, ср) represente ипе partie d'ouver
ture de lа surface developpee d'un сбпе e1liptique droit (du сопе 
circulaire oblique), donc l'integrale complete (О Е [О, п/2]) represente 
lе quart d'ouverture. Par analogie а 1 'expression "iпtеgгаlе e1liptiqUe", 
l'auteur Мпотте l'integrale t 1) "il1tegrale cOnique". 

Dal1s cet article оп demol1tre pour lа fопсtiоп Л les formules 
соrrеsропdапt а cel1es du type de Lеgепdге. Аiпsi, par ехетрlе, 
lа formule (4*) exprime lа somme de deux iпtеgгаlеs avec lе тете 
module (О <: k <: 1) et de тете amp1itudes ср, mais avec les para
metres dШегепts; lа formule (5*) represente lе theoreme d'addition; 
lа formule (13) represente l'equation de transformation а l'aide de 
laquelle l'integrale complete ЛО s'exprime par les integrales e11ipti
ques normales de premiere et seconde especes, епНп les formules 
differentielles (16) et (18). 

Оп еп conclut que lа plupart de ces formules relatives а lа 
fonction Л possedent ипе structure plus simple que les formules 
соrrеsропdапtеs de Legendre. 

Les еquаtiопs des 1ignes de lа base du сопе e11iptique droit 
et du сбпе circulaire oblique, developpees dans lе рlап, sont donnees 
sous lа forme 

Э=Л(п,k,ср) 

les grandeurs п, k, ср ayant ипе signification differente pour lе сопе 
elIiptique et circulaire. 

Оп dоппе епПп quelques constatations geometriques de lа 
fonction Л. 
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МИРКО СТОЈАКОВИЋ 

ПРИМЕНА ХИПЕРМАТРИЦА 

НА ВИШЕДИМЕНЗИОНАЛНУ ИНТЕРПОЛАЦИЈУ 

У радовима [1], [2], [3] изложио сам неколико ставова о по
средној и непосредној инверзији матрица Вандермондовог типа. 
Изложио сам у тим радовима и примену добивених резултата 
на проблем једнодимензионалне интерполације. У [1] дао сам ре
зиме, у [2] доказе главних резултата а у [3] дао сам неке допуне 
проширујуhи своју методу и на друге класе матрица. Овде ре
зултате из тих радова и даље проширујем на нове класе матрица 
што омогућује и примену на проблем вишедимензионалне интер
полације. 

1. Нека је 

(1) Vn=[VI}]=[X{:J]; (i,j=1,2, ... ,n+l; x~=l), 

Вандермондова матрица величина Хо , Х1 , ••• , Хn ' Тада је према [1] 

'Где је 

(2) S 
___ {(-1)i+i(jt1+ 2_t_j ; (i+i:(n+2) 
IЈ -

О ; и+ј>n+2), 

а (jlk су елементарне симетричне функције величина Хо , Х Ј , ••• , Х,,; 

(3) L =[/]' Ј ={<-l)Ј:LЈ,n(ХЈ-I); и=ј) 
п I}, 'Ј О (О О) 

; 1 =F Ј 
а LJ•n (х) је 

;-2 п 

(4) LJ,n(x)= П (х-х,,) П (х,,-х). 
v=O v=j 

Према овим обрасцима, број ТN операција које је потребно 
извршити да би се добила матрица V;l полазеhи од познате ма-
трице V п и познатих величина Хо ' ХЈ ' ••• ,Хn састављен је овако: 
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а) За израчунавање разлика величина Ху 

б . (П + 1) потре но Је извршити свега 2 одузимања. 

Ь) За израчунавање производа разлика из тачке а} треба 
изврши ти свега п2 

- 1 множења. (Извесном рационализацијом по
ступка може се овај број нешто и смањити али ми на томе не 
инсистирамо). 

с) За израчунавање вредности елементарних симетричних 

функција величина ХО ' Хј , ••• ,хп потребно је изврши ти с; 1) 
сабирања и с; 1) -1 множење. 

д) За израчунавање производа Sn Уп' потребно је извршити 

(п + 1) с; 1) сабирања и (п + 1) (~) множења. 

е) За израчунавање производа (Sn Уп') Ln потребно је извр
шити (п + 1)2 дељења. 

При овим срачунавањима броја потребних операција узето 
је у обзир да Вандермондова матрица има један ред јединица 
а исто тако да се и троугаона матрица Sn састоји делом из нула 
а делом из јединица, што знатно смањује број потребних мно
жења и сабирања. 

(5) 

Укупно се на овај начин добија 

Тп = 2пВ +9п3 +7п-2 
2 

операција. За п = 1 (матрице формата 2 х 2) наш поступак је 
"лошији" од уобичајеног поступка који захтева да се елементи 
адјунговане матрице деле вредношhу детерминанте матрице: по 
нашем поступку треба 8 операција а по класичном свега 5. За 
П = 2 по нашем поступку треба 32 операције а по класичном 35. 
Што је п веЬе то је предност нашег поступка изразитија. Шта 
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више наш поступак је по броју операција рационалнији и од 
других поступака који су разрађени за матрице општег или спе
цијалног типа. Видети например [5], стр. 248 - 274 и [6]. 

2. У раду [4] навели смо неке ставове о хиперматрицама. 
Тим именом називали смо матрице дефинисане на прстену спе
цијално на под скупу комутативних матрица прстена квадратних 
матрица. Овде Ьемо показати како се једна класа те врсте ма
трица на природан начин појављује у проблему вишедимензио
налне интерполације, доказаhемо ставове о инверзији те врсте 
матрица и искористити ту инверзију за решење проблема више
димензионалне интерполације. 

з. Нека је 

(6) z=! (х, у) = ~O хј (~O QI) уј) 

функција од две променљиве х, у која за 

v=O,I, •.. ,m, 

)З.=О,I, ... ,п, 
има вредности 

Тада, за одређивање коефицијената ао треба решити систем 
(т + 1) (п + 1) линеарних једначина по непознатима а.ј којих такође 
има (m+ 1) (п + 1) на број. Тај Систем гласи 

т . ( п ) . (7) zvp.= L x~ L a,jY~; v=0,1, ... ,m; )З.=О,l, ... ,п. 
;=0 ј=О 

Нека је Z вектор-врста чији су елементи yk х'; k=O, 1, ... , т; 
1 = О, 1, ... ,п сређени лексикографски по растуhим вредностима 
експонената k,l (и где се узима по дефиницији хО == уО == 1). Нека 
је А вектор-врста чији су еЈ1ементи аџр. таКОђе сређени лексико
графски по растуhим вредностима индекса V)З.. Нека такође и Zo 
буде вектор-врста чији су елементи zvp. лексикографски сређени 
по растуhим вредностима индекса V}1. Нека је најзад V т ... матрица 
система (7). Њене су врсте једнаке оној вредности вектора Z 
коју овај узима кад је х.". Хџ • у = Ур. и кад се те вредности лекси
кографски ређају у матрици \' т. п' Са овим ознакама тражени 
полином (6) пише се 

(8) z=ZA' 

а систем (7) пише се 

(9) Zo'= Vm.n А'. 
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Из овог задњег је 

(10) А , - V-1 Z' - т,n О, 

а онда (8) постаје 

(11) 

па се проблем налажења функције z своди на инверзију ма
трице Vm,n' 

4. Нека је сад Ап нека матрица формата п х 1l дефинисана 
на телу k скалара а, ~,.... Прстен матрица Ап пресликаhемо 
изоморфно на подпрстен прстена матрица формата mn х mn и то 
на два различита начина. 

ДЕФИНИЦИЈА 1. Нека је 

(12) 

где је 

ФmАn~[аiЈ]; m=1,2, ••. 

{ нула .маШрица фор.маii1а п х п ако је i =I=ј: 
ајЈ = 

Ап ако је ј==ј; ј,ј,==1,2, ... , m. 

Према овој дефиницији матрица ~т А п састоји се од матрица 
А п као блокова на главној дијагонали и нула матрица ван главне 
дијагонале. Оператор ~m може се применити и на сам скалар <t 

(као матрицу формата 1 х 1). ~m а је тада једноставно nскаларна 
матрица" то јест матрица која има елеменат џ: на главној дијаго
нали а остали елементи су јој једнаки нули. Познато је да је 
скуп скаларних матрица изоморфан телу скалара на коме су те 
матрице дефинисане. 

ДЕФИНИЦИЈА 2. Нека је А п == [а/ј] .м а Шриц а формаii1а п х п де
финисана на К и нека је 

Према овој дефиницији матрица 9Лm Ап добија се из матрице 
А п кад се у овој најпре сваки елеменат «и трансформише у ска
ларну матрицу Фm «;ј формата т х т а онда из оваквих матрица 
састави и сама матрица 9Лm А п • 

Лако је видети да су скупови· {9:nт Ап }, {Фm А п }, {А п } за 
утврђени природни број т међусобно изоморфни у односу на 
операцију сабирања и множења матрица односно сабирања и 
множења у телу скалара. 



(14) 
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ТЕОРЕМА 1. 

Юlт (А +В) =9)Ст А + Юlт В; 

Юlт (АВ) = Юlт А Юlт В; 

(9)(m A)-l =9Лm (А -1); 

Юlт (9nр А) =Юlmр А . 

Поli1liуно ucli1e операције важе и за оПераli1ор ~т. 

Ова теорема следи из поменутих изоморфизама. 

Тако, за матрицу 

имамо 

а 

1 2 О О 

3 40 О 

О О 1 2 

0034Ј 

1 О 2 01 

9n
2 
А 2 = О 1 О 2 1', 

3 О 4 О I 
0304_ 

док је 

то јест оператори ~ и Юl су комутативни: 

ТЕОРЕМА 2. Важи увек 

(15) 

Нека су сад W1 и И/S Вандермондове матрице величина 
ХО'Х1' •• ·'Хт респективно величина УО'УI' ••• 'Уn. 

ТЕОРЕМА 3. Важи увек 

(16) 
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д о к а 3 се састоји у верификацији. Ми ћемо верификацију 
провести на примеру величина Xd, Хр ХЈ И Уо' у1 то јест кад је 
m=2, n= 1. То ће уштедети простор а једном УТВРђени лексико
графски поредак величина омогућује да се закључак прошири 
и на општи случај. У овом случају је 

1 У1 Х1 Х1 у1 
2 

Х) 
2 -

Хl у1 I 

1 УII Х1 Х1 у2 
2 

Хl 
2 

Хl У2 

1 У1 Х2 Х2 Уl 
2 

Х2 
2 

Х2 У1 

У2,l = 
1 

?, 2 
У2 Х: Х2У2 Х2 Х2 У. 

1 Уl Ха Ха у1 
2 

ХЗ 
2 

Ха У1 

L 1 У2 ХЗ Ха У2 
2 

Хз 
2 
ХЗУ2_ 

па се лако УВИђа да је та матрица производ матрица 

-1 Уо О О О 0- 1 О ХО О 
2 

ХО О 

1 yt О О О О О 1 О ХО О 
2 

ХО 

О О 1 Уо О О 1 О Х1 О 
2 

Хl О 

О О О О 
= ~8 W2 , 

О 1 О О X~ 
= 9Л2 W1, 

У1 Х 1 

О О О О 1 Уо 1 О Х2 О 
2 

Х2 О 

О О О О 1 УЈ_ О 1 О Х2 О X~ 

где је 

1 ХО 
2-

ХО 

W1 == 1 2 W. == [1 УО Ј. X t Хl , 
1 У1 . 

1 2 
Х2 Х2 

Сада примењујуhи релацију инверзије 
матрицу V т.n из теореме 3 добијамо 

из теореме 1 на израз за 

(16') v-, 9л w-' ~ W-I 
т,n== l+n I ,+т 2, 

а онда релација (11) гласи 

(17) z==Z(9Лнn Wl1~1+т W;-')Zo', 

" 
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што и претставља формулу за дводимензионалну интерполацију. 
у овој формули посебно се врши инверзија Вандермондових ма
трица W1 и W2 И од њих формирају после инверзије хиперма-

трице 9Л1+n Wt1 и ~1+m W2-
1

• Треба још истаhи да се интерпо
лациони полином добија у облику сређеном (лексикографски) по 
степенима променљивих што није случај ни код једне до сада 
познате формуле за интерполацију. 

5. Изложиhемо још и случај интерполације полиномима са 
три променљиве. 

Нека је 

(18) 

функција од 1рИ променљиве Х, У, z која за 

х=х,; i=O,l, ... ,m, 

(19) У = Уј ; ј = О, 1, ... , п, 

z = Z" ; k = О, 1, ... , р, 
има вредности 

(19') U=Ui,k' 

Тада задатак да се одреде коефицијенти аv)Ј.Ч захтева да се реши 
по непознатим величинама ay)J.fj систем линеарних једначина 

(20) 

којих има (m+O(n+l)(p+l) на број са исто толико непознатих. 
Матрица тог система нека је Vm•n• p ' Нека је А вектор-врста чији 
су елементи avp.fj сређени лексикографским поретком по индек
сима VflIl; исто то нека важи и за вектор врсту ио са елементима 
U'Jk' Нека је U вектор-врста чији су елементи Хи у)Ј. zЧ сређени лек
сикографски по растуhим вредностима експонената VI1!J (и где се 
по дефиницији ставља хо = уО = ZO == 1). 

Са тим ознакама систем (20) пише се овако 

(21) 

Одавде је 

(22) А , V-l и' =z т,II,р О. 
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Како се функција и може записати са 

(23) u=ИА' 

ТО из претходног следи 

(24) ·UV-1 И' и:::: m,n,о о' 

па се проблем налажења функције u своди на инверзију ма 
трице Vm •n•p • 

ТЕОРЕМА 4. Важи увею 

V '".".р = (~(т+l)(n+l) Wз) (Фm+t ~PH W2) (~(n+l)(p+1) W1), 

где су W1 , Wz, Ws ресПективно Вандер.мондове .матрице величина 

Хо ,Х1 .···,Хт ; УО'Уl""'Уn; ZO,Zj,""ZP' 

д о к а з опет добијамо верификацијом на специјалном слу
чају при чему једном за увек утврђени лексикографски поредак 
величина са којима се оперише обезбеђује проширење добивеног 
закључка и на општи случај. Нека је ради уштеде у простору 
т = 1, п = 2, р = 3. У овом специјалном случају матрица V1.2. 3 гласи 

Wз Уо W, y~ WS ХО WS ХоУо WS 
2 -

ХОУО Wз 

Wa УЈ W, 
2 

Уl Wз ХО Wз ХО у1 Wз 
2 

XoYI Wa 

Wз У2 Wa y~ Wз ХО Wз ХО У2 Wa XoY~ Wa 
V1• 2•a= 

Wз Уо Wa y~ Wa Х1 WS Х1 УО Wз Х1 y~ W. 

Ws yt W. 2 
у1 Ws Х1 Wa Х1 Уl Wa X1Y~ Ws 

_ W, У2 Wa y~ Wз Х1 W. Х1 У2 Ws Х1 y~ Ws _ 

па се лако увиђа да је она производ матрица 

Фв Wз , ~2~4 Wt , ~'2 W1 

одакле следи тврђење у наведеном специјалном случају а и у 
општем случају јер број величина xv , Ур., ZIJ не игра у закљ учи
вању нарочиту улогу. 

Примењујуhи сада ставове о инверзији производа матрица 
и ставове о инверзији хиперматрица из теорем.е 1, можемо за 
функцију и према (24) писати 

(25) и::=:. U ('iIЛ(п+ l)(РН) Wi
1 Фm+t ~P+l Wz1 ~(т+l)(n+l» wз1) ио', 
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што и претставља формулу за тродимензионалну интерполацију. 
У овој формули посебно се врши инверзија Вандермондових ма
трица W1 , W;:, Wз И посебно од ових формирају хиперматрице 
ffi?(tt+1)(P+O W\1, ~m+1 gлР+l W2"l, ~(1I1+1)(n+J) ",3"1. Као што се из 
наведене формуле види, интерполациони полином се добија у 
облику сређеном (лексикографски) по степенима променљивих. 

Сада се лако може уочити правилност у распореду Вандер
мондових матрица и оператора ffi? и ~ У обрасцу (25). и одатле 
извести закључак о томе како гласи интерполациони образац за 
општи случај: Производ индекса оператора gл, ~ и формата Ван
дермондове матрице на коју се ти оператори примењују у сваком 
случају је исти. (У (25) то је број (т + 1) (п + l)(р + 1).) Почиње 
се најширим могуhим оператором ffi? па се поступно уводи опе
ратор ~ док на крају не преостане само оператор ~. (У (25) 
за матрицу W11 најшири могуhи оператор ffi? јесте gл(П+Ј)(Р+I)' 
Прелази се на матрицу wзl и оператор ffi?(tt+I)(P+I) смењује са 
~т + 1 gлр + l' Најзад прелази се на матрицу wз1 и оператор 
~m+l gлР+1 смењује са ~(т+I)(n+I)') Уосталом, према нашем раду 
(4] оператор ~ из образаца (11') и (25) може се и сасвим изо
ставити а да не дође до двосмислености. Образац (25) тада гласи 

(26) и=и(gл(П+Ј)(Р+1) W11
) (9ЛР+l W2"I) (",'3"1) ио'. 

Објаснимо примену овог обрасца неким једноставним примером. 
Узмимо д,а је т=п=р= 1 и да је 

I хоl Х 1 I Уо i У1 I Zo I ZI I 

i 1 I 2 I 3 I 4 I 5 I 6 

I иооо' иОО11 иО101 иоll l и1001 и1011 иЈјоl иНI 

I~ 1:-'-_1 1 __ ~ __ 1211 1 12 

Интерполациони полином тада гласи 

а систем линеарних једначина по аv~ч гласи 

аооо+5001 +3аоI0 + 15аОl1 + а 100 + 5а1О1 + 3ано + 15а 111 -1, 

йооо+6001 +3ао1о + 18аО11 + а100 + 6а1О1 +3ано + 18а111 =2, 

аооо+5001 + 4аО10+20аОl1 + а10О + 5а1О1 +4а оо +20а111 = 1, 

ао 00 + 6001 +4аОlа+24аОIl + а100 + 6а101 + 4аllо +24аl11 = 1, 

аооо +5001 + 3а010 + 15аОl1 +2а100 + 1ОаlО1 +6а1l0 +30а111 =2,. 

9 Зборник Математнчког института 
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йооо + 6001 + 3аО10 + 18aOll + 2а10с + 12а'О1 + 6аllо + 36Йll 1 = 1, 

йооо +5001 + 4аО10 + 20аОl1 +2аl00 + 10а. 01 +8а110 + 40а1l1 = 1, 

Унутрашњу структуру матрице VI .1•1 овог система није лако 
сагледати; међутим је према теореми (4) 

V1,1,1 =~4 Ws ~2 9)1:t W2 9)11 WII 

где је 

W =с 1] W = [13] W -с 5Ј 112' :1 14'· 8-16' 

Како је 

[ 2 -1] W,I= -1 l' [ 4 -3] 
W2'"1= -1 1_' WI-3=[ 6 

-1 
-5Ј 

1 ' 

биhе 

Vl,l,1 =5014 WI-
1 ~25012 W2-

1 ~4 Wa-t, 

где је 

2 О О О -1 О О О 

О 2 О О О -1 О О 

О О 2 О О 0-1 О 

gл. w,I~1 
о о о 2 О О О -1 

~1 О О О 1 О О О 

О -1 О О О 1 О О 

I о о -1 О О О 1 О 

L о о о -1 О О О 1 

r 6 -5 О О О О О О 

- 1 1 О О О О О О 

О О б -5 О О О О 

~4 W;I= о о -1 1 О О О О 

О О О О б - 5 О О 

О О О О -1 1 О О 

О О О О О О б -5 
О О О О О О -1 1 
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а 

4 О -3 О О О О О 

О 4 О -3 О О О О 

-1 О 1 О О О О О 

~29ЉW21= 
0-1 О 1 О О О О 

О О О О 4 О -3 О 

О О О О О 4 О -3 

О О О О -1 О 1 О 

О О О О О -1 О 1 

па је стога 

-
48 -40 -36 30 -24 20 18 -15 

-8 8 6 -6 4 -4 -3 3 

-12 10 12 -10 6 -5 -6 5 

V- 1 2 -2 -2 2 - 1 1 1 -1 
1.1.1 = 

-24 20 18 -15 24 - 20 -18 15 

4 -4 -3 3 -4 4 3 -3 

6 -5 -6 5 ..:..6 5 6 -5 

-1 1 1 -1 1 - 1 -1 1 

а како је 

и= UVI-ll.IUо'; ио =[1, 2, 1, 1, 2, 1, 1,2]; U = [I, z, у, yz, Х, xz, ху, xyz], 

биhе интерполациони полином 

и= -78 + 15z+21y - 4yz + 59х- l1xz -16xy+3xyz, 

па је сад лако проверити да он испуњава постављене услове. 

На крају приметимо да формула (25) садржи у себи и фор· 
мулу (17) а ова са своје стране садржи формулу за једнодимензио
налну иитерполацију наведену у [1], [2], [3]. Збиља, ако је р = О, 
имаhемо у формули (25) 

Wi1:=[1], 9Лrn+l) (р+1) Wl- 1 =9л,.+1 W1-
1
, 
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па се добија формула (17). Ако је сада и n=О имаhемо даље у 
формули (17) 

W-I an w-J W-1 
9Л1I-tt 1 = .;u~1 Ј = Ј, 

w;-l = [1], ~I+m wзl = ~1+т[1] , 

а то даје раније изведену формулу 

z = ZWi1 Zo' 

33 интерполацију полиномом са само једном променљивом. 

(СаОllштено 24 децембра 1958) 
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SUR UNE FORMULE D'INTERPOLAТION PAR POLYN6MES 
А PLUSIEURS V ARIABLES 

М. STOJAKOVIC (Beogrlld) 

Dans nos articles [1], [2], [3], nous а vons donne lа formule 
d'inversion exp1icite 

de lа matrice vandermondienne Vn ои Vn' est lа transposee de уп , 
Sn lа matrice triangulaire et Ln lа matrice diagonale definies ici par 
(2), (3), (4), се que nous avons alors app1ique а lа determinantion 
du роlупоmе d'interpoJation d'une seule variabIe. 
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Nous donnons ici les formules d'inversion des matrices qui cor
respondent .аи probl~me le plus general d'interpolation par роlупб
mes а plusleurs vапаЫеs. Nous donnons ici les definitions et les 
formules pour le cas de trois variables еп laissant аи lecteur le soin 
de faire la genera1isation qui est dailleurs tres naturelIe. 

DEFINIТION 1. Soit 

и = t (х, У, z) = t X
V (± yl1 (± aVf1!l zЧ )), 

V=O ч=о ч=о 

lе роlупбте а trois variables х, У, z qui роиг х = Х/, У = УЈ, Z = Zk а lа 
lа ~'aleur u =U;Jk; i =0,1, ... , т; ј =0,1, ... ,п; k =0,1,. ", р. 

Soit А (resp. И; ио) la matrice-ligne dont les elements aVf1I1 
(resp. XV уР- zЧ; U/jk) sont ordonnes par l'ordre lexicographique des 
indices vJ1.I') (resp. des exposants vJ1.I]; resp. des indices ijk). 

THEOREME 1. La matrice V m.lI,p de.~ coefticients du systeme des 
equations lineaires algebriques 

ј=О, 1, ... , т; ј=О, 1' .•. ' п; k=O, 1' ... ' п, 

ои dans lа !огте matricielle 

ио'= Vm •n•p А', 

аих inconnues aVf1!l satis!ait а lа relation 

WI' W2 , Ws e/ant resp. les matrices vandermondiennes des quantites 
Хо, ХЈ,"" Хт; уо, УЈ"'" Уп; zo' ZJ"'" Zp et ~,gп les operateurs de
!inis раг lа 

DEFINIТION 2. Soit А n lа matrice quelconque d'ordre (п Х п) de!inie 
sur lе СОГР$ К de scalaires а, ~, . . . .. А lors, pO$ons 

~ А ~[R.]. Q = {matrice zero $ј i =1= ј 
т 11 - /"ј Ј t'aJ А ., . .. 1 2 

п $11=/; /,1= , , ... ,т. 

9Ј1m А n !ш [~'" а;Л, й.,ј etant les el€men/s de А n • 



.. 

134 М. СТОЈаковиh 

THEOREME 2. 

9Jtm (А +В)=9)1m А +9Лm Вј ~m (А +B)=~т А +~т В; 

9Лm (АВ) = 9Лm А 9)1m В; ~т (АВ) = ~m А ~т В; 

(9Лm А)-l=9Лm (А-1); (~т A)-l=~m (A~l); 

9Лm (9)1р А) = 9)1mР А; ~m (~p А) = ~тp А. 

Pour р = о lа formule (*) donne 

~(т+1) (п +1) W3"1 = ~(т+1) (n+l)[1] = Е (matrice unite); 

и пе depend donc de lа variable z et nous oblenons lа formule 
(17) d' interpolation par polynomes а deux varables 

Si l' оп а aussi п = О cette dernH~re formule donne 

и пе depend donc que d'une seule variable х et nous oblenons la 
formule d' interpolation рас polynomes а une seule variable х 

се qui ete deja expose dans [1], [2], [3]. 
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Jnsfltut Mathema/ique М7, 1959 

.м. ТОМИЋ 

О УНИФОРМНОЈ КОНВЕРГЕНЦИЈИ НЕКИХ 

ТРИГОНОМЕТРИСКИХ РЕДОВА У БЛИЗИНИ НУЛЕ 

1.1. Познати став С h а u п d У и Ј 011 i f f е-а [5] казује да је 
за тригонометриски синусни ред 

оо 

{1.1) с(х) = ~ ау sin vx, 
v=l • 

.а у = о (v -1) (односно а. = О (v- 1» потребан и довољан услов за 
униформну конвергенцију (односно уюiформну ограниченост) у 
.()лизини нуле. Шта више за редове (1.1) чињеница да g(Э) ~l/t.1rA 
.еквивалент1/а је са чињеницо.м да паn ... А [6]. Овај последњи став 
може се и даље уопштавати. Тако је у [1] доказан овај став: 

а) Нека је О < ех < 2, А > о, а n -1- о; тада из 

c(x)~--__ -xa:-l L - , A~ (1) 
2f(ex)sin~1t х 

x~O, 

.<:леди 

{1.3) 

.ll обрнуто. 

Овде L (!) означава споро променљиву функцију (види [1]). 

Став важи и за ех=О под условом да је аn монотон и кон
:вексан низ који тежи нули; тј. важи: 

Ь) Нека је А > О и а/l један конвексан низ lюји тежи нули. 
Тада из 

{lА) an-::::::.АL(п), n~ оо, 

.<:леди 

(1.5) x~O. 
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с) Ако је А > О и аn само монотоно тежи нули тада, обратно, 
uз (1.5) следи (1.4). 

Из дела а) овога става следи очеви дно и униформна кон
вергенција од (1.1) ако av .... О и ако се g (х) понаша у близини 
нуле као 

и где је L (l/х) нека споро променљива функција која тежи нули 
кад х .... О. у ствари у том случају из а) следи најпре 

(1.3') 

Због 

1 
ап~А-L(п), 

п 

и 

п .... 00. 

наведена теорема Chaundy и' JolIiffe-а имплицира тада униформну 
конвергенцију од (1.1). 

Ставимо сада 

(1.4') nan==bn'.::::::!.ML(n), П4ОО, 

- и претпоставимо још да је L (п) конвексан низ који тежи нули. 
Тада, ако је 

п 

(1.6) 
2 -

Ь" = --; Ј g*(x) sin v х dx 

о 

следи према Ь) 

(1.5') g*(x)'.::::::!.A ~ L (~), 

Најзад, ако се g* (х) понаша као у (1.5'), а Ь" које је дато са (1.6) 
монотоно тежи нули (дакле не мора бити конвексно) имаhемо 
према с) 

(1.4') оп == Ь" '.::::::!. А Ј.- L (п), 
п п 

тако да -у овом последњем случају, због оп + О и пап == Ьп .... о, 
следи униформна конвергенција од (1.1) у близини нуле, тј. 

п R Ь 

~ av sin vx=~ 2. sin VX .... O, х .... о, 
1 1 V 

за свако п. 
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Другим речима можемо казати да из три претпостаВllе 

1) 

3) 

x-tО, 

п 

(*) Ьи = ~ Ј с* (х) sin vxdx, 

о 

v=1,2, ... 

следи према ставу Chf.lundy и Jol/ilte-a да 

~. ~b\l. О 
~ аи sш vx == ~ - sш vx -t , 
1 1 V 

х -t о. 

у овим ставовима очевидно с* (х) не мора бити ни L - инте
грабилно, веЬ само такво да интеграл на десној страни у (*) по
стоји. У доказу свих тврђења наведених под аl , Ь) и с) битна је 
претпоставка да Ьи монотоно теже нули, одакле, онда следи не 
само униформна конвергенција од (1.1), веЬ и асимптотско пона
шање функције дефинисане са (1.1) у близини нуле. 

у овом раду, у овој тачки 1.1, претпоставиhемо да Ь" не 
само да нису монотон и веЬ да су и произвољног знака. оче
видно, чим нема услова да су Ьр монотони, не може бити речи • 
о асимптотском понашању коефицијената и функција дефини
саних синусним редовима са таквим коефицијентима. Али прет
постављајуhи више о функцији g*(t) може се извести униформна 
конвергенција од 

ао ао Ь 

~ аи sin ~'x== ~ ~ sin vx 
11=1 у:=l V 

у близини нуле. Тако, у тачки 2.1 доказаhемо овај 

СТАВ 1. Ако су Ьџ == (v аи) Роигјег-ови синусни коефицијенти 
једне неi1арне L - интеграбилне функције с*( t), тј. 

(*) 

п 

Ьи= ~ Ј с* (t) siп vt dt, 

о 

v=-l, 2, ... 

где је g*(t) ограничено у (е, n:), 6> О и где се g*(t) Понаша у бли
вини нуле као 

g*(t)==o(_1_), t-+O, 
tlg t 

тада ва свако п 

п п Ь 

~ аи sin v е == ~ .2 siп v е -+ О, е -t о. 
11=1 11=1 V 
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ПРИМЕДБА. Ако су Ь U Fоuriеr-ови косинусни коефицијенти 
једне парне L-интеграбилне функције, тј. 

я 

Ьо==О, 2 Ј . ЬU == -; g* (t) cos vt dt, v= 1,2, ... , 

о 

тада на основу познатог правила о интеграцији члан по члан 
Fourier-овог реда 

со 

~ Ьџ cos vx, 
~=1 

следи веЬ и униформна конвергенција од 

оо оо Ь 

~ av sin vx == ~ .2 sin vx, 
v=1 1=1 V 

за све х. 

1.2. У овој тачки посматраhемо обрасце Parseval-овог облика 
~ Су ЛV где је 

(2.1) 

и 

g (х) ,-..., ~o + L ау cos vx 

{(х),-..., 1.0 + L лусоs vx 
2 

я 

ау =!.Ј g(x) cos vxdx, 
Лу ~ {(х) 

о 

и где се о функцијама g (х) и f (х) претпоставља да имају моно
тон карактер. Parseval-ове формуле таквога типа детаљно је сту
дирала S h е i 1 а М. Е d m о п d s [2, 1, 11, IП] (11, теорема 15, и IП, 
теореме 21, 22 и 23). У тим ставовима S. М. Edmonds показала је 
и када су, у исти мах у обрасцу 

2я 

(2.2) 1 Ј а л оо - {(х) g(x) dx = _0_0 + ~ аvлу , 
~ 2 v=1 

О 

оба израза (ред и интеграл) коначни или бесконачни. 

. у овом раду занимаhемо се само са конвергенцијом реда 
L а у л v не улазеhи у то, када је тај збир једнак са левом страном 
у (2.2). Овде су и претпоставке различите од оних у {2]. 
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у тачки 2.2 Доказаhемо 

СТАВ 2. а) Нека је g(x) EL(O,1t) 

а "" 6 [g] == -.!+ ~ ау cos vx, 
2 v=1 

(2.3) 

й" > О, и нека Ig(x)1 има у близини нуле монотону мајоранту, тј. 

~ 

(2.4) Ig(x)1 ~ О(х), О(х') > О(х), х' < х, f О(х) dx<oo. 

о 

Ь) Нека је "'" један двоструко монотон низ!) који тежи 
нули, тј. 

и нека је 
х 

(2.5) Ј(1.0 ~ ~ t) dt АоХ ~ "'" sin V'X - + ~ JI."COS V = -+ ~ . 
2 2 v=1 V 

О 

једна конвексна функција у близини нуле (не конкавна), тада ~аvл 
конвергира, ако 

п/п 

(2.6) (~/v) flg(t)1 a't= о (1). 

о 

Ь') Претпоставка Ь може се заменити са 

ПОСЛЕДИЦА. Ако је g(x) ограничено у близини нуле, тада 
се може узети "'" == 1. У слов (2.6) је тада испуњен као и услов 
(2.5) и став 2 се своди на следеhи Р а 1 е у - ев став [5, став 81]. 

Ако је g(x) ограничено у близини нуле, 6 [g] дато са (2.3), и 
av> О, тада је ~ а" < оо. 

2.1. Д о к а з става 1. а) Како су Ьу == vav Fоuriеr-ови коефи
цијенти L-интеграбилне функције g*\t) то vav -+ О, v -+ оо. За Э<I/n 
имамо тада 

~ а" sin vЭ ~ ~ -" ==-~ va" -+ О, п -+ оо. 
I 

п I п va 1 п 

v=1 ~=I П П ,,=1 

1) Овај ус.10В имплицира да је Р,о(2 + ~л." cos vx) Е L (О, п). 
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Ь) Нека је сада k<n и 

(k + 1) - 1 < 9 ;;; k-2, 

тада из 
1r 

va v == : f g* (1) sin vfdf, v= 1, 2, ... 

о 

следи 

(1.8) 

(1.9) 

1r _ 

~ . э 2 Ј *(/) (~Sin vЭsiп vt)d . ~ av SIП v = - g ~ и == 
11=1 Я v=1 V 

. о 

Отуда је 
е/2 

111 I ~ ~ !Ig*(t)I I ~1 sin v: sin vt I dt. 

о 

На основу једног F е ј е r-овог става [3] у вези са једним 
ставом Fejer-Lukacs [4], израз2) 

(1.10) 
i; sin v9 sin vl 

11=1 v 

је позитиван у квадрату 0< t < п, О < е < п, ако се последњи 
члан у њему замени са (sin пО sin nt}/2n. 

1) Тај F е ј е r-OB (3) став гласи: потребан и довољан услов да 

п 

f (6)== ~ 'J..k sln ke sin kt > О, (О < е < ", О < t < п) 
k=1 

је да 
п 

q> џ)= ~ k'J..k sln kt ~ О, (О < t < ")' 
k=1 

Овде је 
1 

q> (f) == sin t+sin 2t+· .. + 2" sln nt, 

и према Fejer-Lukacs (4) tp(t)~O је за O~t~n и свако п. 

R I 
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Најзад због уау-+О смена последњег члана у (1.10) са 
(siп п 9 siп пђЈ2п мења ,вредност збира у (1.8) за о (1) кад п -+ оо. 

ИЗ (1.9) следи 
6/2 

1/11 s~ ±,siп vЭ sin уе ЈI g*(t) I dt, 
11: v=1 v 

(1.11 ) 

О 

где' над знаком збира означава да последњи члан у њему треба 
сменити са (sin п Э sin п е)ј2п. Овде је сада О < е < 9/2. 

Ставимо 

~,sinv9sinve ~SiпvЭSiпvе ~,SiпvЭSiпvе Ј Ј 
~ --_....:.= ~ + ~ = ј+ l' 

11=1 v v=1 V v=k+l V 

Како је э::::;: k-1 то је 

I Ј1 1 s ± v sin уе <~ ± I sin уе I = 0(1). 
11=1 vk k v=1 

За I Ј2 1 важи, због 0<;::::;: 0/2, процена 

1 1 < . + --=0(1), 
- 2(k+l)sinO/4 2(k+l)siпЭј2 

ако се при томе води рачуна да је 

На тај начин за свако довољно мало Э имаhемо униформно 
по Э 

±,Sin vЭ sin у; =0 (1). 
k=l v 

Отуда, из (1.11) за Э довољно мало, због претпостављене 
L-интеграбилности од g*(t) у (O,1t) имамо 

6/2 

1/11 s 0(1) Јl g* (t): dt=o(I), Э -+ О. 
о 
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С друге стране је, водеhи рачуна да је (1.10) позитивно 
:tr 

lј2 1 = I f g*(t) (2;1' siп v: siп vt ) dtl < 
91 ~ 

:tr 

< I g* (.!) 1 f f I sin vG sin vt dt = I g* (~) I [~, Sill (2 v + 1; 9 . 
2 v=1 V 2 v=o (2 v + 1 ) 

о 

Сада, на основу једне примедбе Р. Н е у w о о d - а [7Ј, uз 

следи 

ос> 

g(x) = L l.v sinvx, 
1 

g (х):::: Ах 19 l/х, х ~ О. 

Применом ове примедбе можемо извести најпре да је 

f Sin2~G = O(Gllg91), e~o, 
џ=1 (2v) 

а отуда и 

f Sil1(2V+~)G = O(9\1gGI), 
џ=о (2v+ 1) 

e~o. 

Даље је због k<n, (k+l)-l<G, 

f sin(2v+l)9 <~<Ae e~o, 
[п/2Ј+l (2v+ 1)2 = П = , 

тако да је дефинитивно 

[~] Sil1(2v+l)G = O(Gllg91), e~o. 
о (2v+ 1)2 

Због претпоставке о функцији g*(Gj2) дате у ставу 1, следи 
тада из (1.12) 

11:1 I <21 g* (.!) 1 ([2] Sil1 (2v + 1) G ) = 
2 у:=о (2v + 1)2 

=о( 1 )O(G 1lg G!)=O(1), e~o, 
е 11g е 1 ' 

и тиме је став 1 доказан. 
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2.2. Д о к а 3 става 2. Нека су Сnу коефицијенти Cesaro-ове 
трансформације трећега реда: 

(2.7') 

v=o, 1, 2, ... , п; 

тада је лако проверити да је 

.12 {Спр Лv} > о, v = о, 1, 2, ... , П, 

због .1Лv > О и .1 2Лv > о, јер је 

.602 {сflvЛ,.} = ЛV .602 (Сnу) +2.60 (C"v) .6о/... р + Сnу (.6о2Лv). 

Према добро познатом резултату L. Fejer-a следи тада 

Л п 
Pnv(t) == ~ + L Спу лv cos vt > о, 

2 у=1 
(2.7) 

за свако '. 

Посматрајмо сада 
1t 

I ло ао + ± ау Сп v )'. I = ~ I Jg (/) Р пу (t) dll· 
2 у=1 1t I 

О 

где је Р"р (t) дефинисано са (2.7). 

Тада је 

(2.8) 
& 1t 

+ ~ Јlg(t)IIРпv(t)!dt+-~ Јlg(l)I:Рпv(t)ldt-/l+/з+lз. 
1I(n & 

Пре свега је 

о 

па је 11 ограничено на основу услова (2.6). 
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На исти начин, будуhи да је 1) утврђено, имамо 

of 

Iз = . ло Jlg(t)ldt=O(I). 
sш8/2 . 

/) 

Посматрајмо најзад са т/п < 1) «т+ 1)/n 

/) (k+l)n/n 

2 Ј 2 т-Ј Ј l'l= -; Ig(t)IIРпv(t)ldt=-;- k~ Ig(t)!!Pnv(t)! dt. 

п/п kn/n 

На основу напред поменуте особине да је полином у за
гради позитиван имамо 

где је 
(k+l)n 

ik < О (k-'::) {ЛО те +( ±cnv лv siп vt) I-n-},~ 
п I П v=l V kn 

п 

Приметимо сада да је на основу једног Fejer-овог резул
тата [3] арuШ.меШиЧllа средина Шреhега реда делu.мuчних збuрова 
Fоuгiег-овог реда једне КО.'lвексне функције (не конкавне) исШо Шако 
KOllBeKCHa и да је исиод функције. Зато сада због ЛП = о (1), п -+ оо 
(тј. због непрекидности од лоt/2 + ~(лv/v) siп vt) следи 

(2.9) (};с., џ~" vt) I ~?' -о( ~). 
п 

Водеhи рачуна о овоме, имамо 

ik < ~ o(k;). 
и како О (х) монотоно опада, биhе најзад, због т/п = о (1), 

(2.10) с т (kП ). Ј/) 12 <-.! ~ О - <С. О (х) dx, 
п k=1 П 

О 

а тиме је због претпоставке (1.4) доказан став 2 при условима а) и Ь). 
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Да став 2 важи и при услову Ь') следи из чиљенице да се у 
случају ~йv/v < оо, образац (2.9) може опет оценити са О (1/n). 

Најзад, PaJey-ев став следи из чиљенице да за ограничено 
g (t) образац (2.9) постаје, према напред поменутом Fејег-овом 
ставу, функција ограничене варијације. 

(Саоiiшiliено 8 аllрила 1959) 
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SUR LA CONVERGENCE UNIFORME DE CERTAINES SERIES 
TRIGONOMETRIQUES Аи VOISINAGE DE ZERO 

М. ТОМIС (Beogcad) 

1.1. D'apres Је theoreme соПllU de С h а и п d у et Ј о Ј Ј i f f е [5], 
йи = о (v -1) est Ја сопditiоп песеssаiге et suffisante pour Ја conver
gепсе ипifогmе de (1.1) (Йv-'О) аи voisinge de zero. De pJus, pour 
(1.1) ауес йи-'О оп а d' apres [1]: 

De 

c(x)~ A7t Xa-1L(..!..) 
2Г(а) siп ал/2 х ' 

resulte 
n-.оо, 

е! inversement. L (t) dеsigпе ici "ипе fопсtiоп а croissance Jente" [1]. 

10 Зборник Матеuати'lКОГ ииститута 
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Ое се resultat оп еп dMuit aussi 1а conlusioll suivante. Les trois 
hypotheses 

1t 

1 .( 1 ) 2 Ј g*(x)-:::::A-L -, х-+О, 2)Ьџ .О, 3)Ьџ ==- g*(x)sinvxdx, 
х х 1t' 

1) 

О 

impliqueni роur tout п, еп vertu du fheoreme de Chaundy et Јо l/iffe , 

(А) 
п п Ь 

~ ау sin vx == ~ ~ sin vx -+ О, 
1 1 V 

х -+ О. 

Dans cette note 110US а110118 donner 1es conditio11s re1atives а 
1а fonction g*lx) sous 1esquelles 011 а (А), еп supprimant еп тете 
temps 1а conditio11 2), с. а. d. 1а monotonie de Ьџ • Оп demontre 
dans § 2.2 1е 

THEOREME 1. !, Ьу sin vx efanf Ја serie de Роurјеr d'une tonction 
g*(t) јmрајrе L-iпtegrаЬЈе, Ьоmее dans (Е!, on), е> О, telle que 

g* (t) == 0(_1_), t-+ О, 
t1g t 

aJors Ја tоrmuЈе (А) аurа lieu роur fout п. 

1.2. Се theoreme se deduit а l'aide de l'estimation de 1а for
ти1е (1.8) pour (k + 1 )-1 < е s; k-1• А cet effet, pour eva1uer (1.9) 
оп uti1ise ип resultat de Ре ј er [3] d'apres 1eque11e роlУ110те(1.10) 
est positif dans le сапе О<.! < 1f, О < е < я si son dernier соеШ
cient est remplace par 1/2п. Usant 1е тете resu1tat оп obtient l'esti
таНоп pour 12 (formu1e (1.12») еп tenant compte du fait que d'apres 
Р. Н е у w о о d [7] de . 

со 

g(x) == ~ Ау sin vx, Ау + О, et Av -::::: Av-2 

1 

resulte g(x)-:::::Axlg1/x. 

2.1. Dans се paragr~phe nous consider011S 1а formu1e La v А\., de 
type de Perseval;. оu ау et Av 80nt 1е8 coefficients de Fourier de 
t (х) et g (х) donnes par (2.1). Les formu1es de Parseva1 оu f, g, ау 
et Ау ont ип caracterere monotone sont etudiees par S. М. Е d -
m о и "s [21. [)ап~. 2-.2 поцs demontrons 1е 
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ТНЕОIЩМЕ 2. а) Soient g(x) Е ЦО, 1t), (5 [gJ donnee раг (2.3), 
а.>О е! Ig(x) I admet аи voisinage de zero ипе majorante О(х), топо
tone е! decroissanle, L-ini€grable (les conditions (2.4». Ь) А• + О, еl 
А• {огтеп! ипе suite deux {ois monotone. La {onction 

(2.5) 

soit convexe аи voisinage de zero (non-concave), alors ~a. Лv < оо si 

п/п 

(2.6) (~/v) !lg(t)1 dt= 0(1), п-+оо. 
о 

Les condltions Ь) peuvent etre remplacees рог les suivontes: 

Ь') 

Corollaire. Si g(t) est Ьоrnее оп peut prendre Av=l. Les,con
ditions (2.5) et (2.6) du theoreme precedent etant alors remp1ies, оп 
obtient ainsi lе resultat suivant dfi а Р а 1 е у [5Ј: Soit g (х) Ьоrnее, 
(5 [gJ donnee рог (2.3) et av :::-: О, olors 1:а• < оо. 

2.2. Pour demontrer се theoreme 2, nous formons d'abord Је 
роlупбmе РМ. (2.7) ой с". designent ]es coefficients de ]а transfor
mation de Cesaro d'ordre 3 (formu]e (2.7'». La formu]e (2~8) qui 
donne еп reaJite ~a. Ау (а cause de О. > О) peut se majorer par 
1I +/2+/з, La cOl1dition (2.6) se reduit а /1 = 0(1). Les hypotbl~ses 
faites sur А• donnent ]а positivite de Р М" et, d'apres ип theoreme 
de Fejer [3], ]es moyennes arthmetiques d'ordre 3 de sommes par
tiel1es de (5 [{Ј seront сопуехе et au-dessous de { toutes ]es fois 
lorsque { est сопуехе. Or, de ]а, resulte (2.9). La mojorante monotone 
О (х) (ауес ]es cOl1ditions (2.4» nous а conduit finalement а '2 = 0(1). 
L'estimation 1з = 0(1) est evidente. 
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