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60rAAH BAJUIAHCKH

OINUTA KJIACA TIOCTYIIAKA 3BHUPJbHBOCTH
EULER - BOREL-OBOT" THINIA H tbUXOBA I[TPMMEHA
HA AHAJIMTHUYKO TNPOIYXEHE

Yson
I. Jenna xaaca ¢ynkumnja y Besn ca (E,f) nocrynuuma 36Hp/bHBOCTH
II. Mepmanenunja (E, f} nocrynaka 36up/bHBOCTH
11l. Uakaysuja (£, f) noctynaka 36HpMHBOCTH
1V. Jenna cneuujanna kaaca mocrynaka 36Hp/bHBOCTH
V. lNpumeHa HA aHANHTHYKO HPONYKEIBLE.

YyBOJ

0.1. Onepucamwe ¢ IuBEpPreHTHUM peLOBuMa IOjaB/bYyje ce Hemo-
CPeAHO nocje cTBaparma MHOHMHHTE3WMAJHOr pauyHa, Beh Kox camor
Leibnitz-a. Jlajbum mmupeweM MaTeMaTHUKe aHaau3e ynorpe6a KuBep-
FeHTHUX pejoBa mocraje cse yewha, Maremarniapu 0CaMHaeCTOr CTO-
neha yBuaenM Cy Ja JAMBEPreHTHH pENOBH INPETCTaB/bajy CHaXKHY
anapatypy, KODUCTHJM Cy Ty amapatypy 4 H06uaum HHU3 3HAYajHUX
pesyarara. Euler je, nanpumep, usBeo ¢yHxuuoHanHy jexunayudy Rie-
mann-ose §-dyHkuuje, yutaB Bek npe Riemann-a. MehyTum, nowmTto
OCHOBHH MAaTE€MaTHUKHM NOjMOBH, Kao nojam Gpoja, rpaHuie Wiy ¢yHK-
nuje, jomwr HUCy OMaH CTPOro usrpalend, NPUpPORHO je IITO Cy npH-
M€beHa Pe30HOBama 6usa HEeNOBObHO pHUropo3Ha. UumeHnuua Ja cy
pesyaTaTH A06HjeHH Ha TakaB HauWH GWJAM WNAK HCOPaBHH, MOXE Ce
jeAuHO 06jaCHHTH BaHPENHOM WHTYHUHjOM OHHX KOjH Cy JAO THX pe-
3ynrata powad. Euler je, meljyTum, cxBatHo norpe6y 3a M3BECHHM
3aCHMBabEM pauyHa ¢ JuBepreHTHuM penosuma. OH je BpJAC HO6pO
ocehao pasiauky u3amehy onepanuja ¢ KOHBEPreHTHHM U AUBEPreHTHAM
pemoBuMa, ¥ nucao je, Hanpumep: ,Bepyjem nma cBaku pex mopa
umatd jeiHy oxpeheHy BpelAHocT. [la 6u ce usberne cBe Tewkohe,
KOje ce NpH TOME InOjaB/bYyjy, Ty BpeAHOCT He 6H Tpebajo 3BaTH
HMeHOM 30upa, jep je ommTe yo6uyajeHO ca TOM pedjy Be3UBaTH
jenaH TakaB nojaMm, Kao xa je 36Mp HAcTao CTBapHUM calHpamew,
a Ta uAeja ce KOX JMBEPreHTHWX PEJOBa He jaBmba....“ Amm nedu-
HHLlMja cyMe AuBepPreHTHor pena kojy je Euler nao 6uaa je mame
cpehua. Ilpema mweroBoj neduuuumjn: ,Cyma 6uno xor pena jecre

1 36o0purk MaTeMaTHYKOT RNCTHTYTa
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BPEJXHOCT OHOT KOHAa4yHOr M3pa3a 4ujuM pasBUjambeM je pen pobujen.“
Hemocrarak Aedununuje je y ToMe IWTO OHa MMILUIMLUMTHO MpeTHo-
CTaB/ba Ja Ce jejaH pex MOxe JOOUTH pasBujam-eM C€aMO jeXHOT
KOHA4YHOT u3pasa. Aju, Hanpumep, pex 1+2+4+84 ... kome Euler
xoneibyje xao BpeiHoctT —1, ofjammasajyh# TO uumeHHUOM J1a je
Taj peX Ao6ujen pasBujamem Qyskuuje (1—x)~! 3a x=2, moxe ce
no6uTH M pasBujareM Qynxuuje 2 (e2Y—1)"!' no (e*v+41)"* zay=0,
u crora 6u My Tpe6ano npunucaTd BPEAHOCT oo (KoMmiekcHo). Taj
Hegocrarak Euler-ose nedunuunnje 6uo je mpumehen Beh ox mwero-
Bux caspemenuka (Bernoulli, Callet, Lagrange,.

Ma ga cy znuBepreHTHH peloBH OuJM 4ecTO Kopuuihenu, He
camo ox Euler-a, Beh u MHOrMX HEroBux caBpeMeHHKa u CaefGeHHKa,
HapouuTo Fourier-a u Poisson-a, 6uio je y ucrto 1o6a u maremaTtu-
yapa KOju Cy Ce CKENTHUYKH OJHOCHJIW NpeMa ynorpebu AuBePreHTHUX
penosa (D’Alembert, Laplace, Lagrange). Hecte n Hensojgse XucKy-
cuje O JMBEPreHTHMM peIroB¥Ma [pPEeKHHYyTe Cy Haj3ah paIoBuMa
Cauchy-a u Abel-a, Hapounto Cauchy-eBuM CTpOruM 3acHMBamEM MOjMa
konsepresuuje. Kao u Euler, un Cauchy uuje ycneo ma o6jacuu um-
HhEHUIY Ja C€ OYMIVIENHO HEXOMYUITEHAM ONepalujaMa ca JuBep-
FeHTHUM pelOoBHMMa JO0Ja3usa0 A0 TayHHX pesyartara. MehyTum, 3a
pasauky on Euler-a, He ycmeBmu na o6jacHu Ty uumenuny, Cauchy
HHUje HM omepucao ca IUBEPreHTHUM penoBuMa. JIWBepPreHTHH PelOBH,
K40 CpeiCTBO JOKa3a, HeCTaJu Cy M3 MaTeMaTHuKe aHaxauze. OHH ce
NOHOBO jaB/ba)y TEK Kpajem xzeserTHaector Beka (Frobenius, Holder,
Hapouuto Cesaro). :

Cesaro je nedunucao cyme 3a M3BECHE KJace JIHBEPreHTHUX pe-
J0B4, ajl¥ j€ OCHOBHM 3HAuaj HEroBOr Pajla y TOMe IITO jeé MCTAKao
Ja cy TakBe AeduHunuMje cTBAD KOHBenuuje. He nocrasiba ce, makae,
nuTame WTa jé cyma JuBepreHTHOr pena, Beh xako peduHncatu cymy
JuBeprentHor pena. [lpo6iaem je Haj3ax 6MO NMPaBHJHO (POPMYJIHMCAH.
[Tpupoxnuo je 6us0, 3aTuM, OrpaBUYHTH CJO6OAY IdeduHuuuje ca gBa
3axTeBa: NpBO, Xa xeduHMCaHW 36UD NpPETCTaB/ba FeHepaau3alujy
36Upa KOHBEPreHTHOr pela, M APYro, Aa 3a HedwuHucaHM 36MD Baxe
OCHOBHH 3aKOHU KOjH Baxe 3a 36upOBe KOHBEPreHTHHX peJoBa, a KOjH
ce onHoce HA cabupame IBa peJla ¥ MHOXEHE peJa HeKuM GpojeM.
OHo wito 614 BepoBaTHO 3auyAun0 MarematHuape Euler-oBor 1063,
jecte na nocTojd 6€CKOHAYHO MHOWITBO Pa3aHuMTHX AeduHUIMja KOje
ucnymwasajy 06a ycnoBa, u Aa mehy mHMa He NMOCTOjM HHjeZHA KOjy
61 6ua0 NPUPONHO NPETHOCTaBUTH CBuM OcTaiauM. [la 6u ce ucraknaa
Ta DENAaTHBHOCT, Y TEOpPHjU JIMBEPreHTHUX pDEAOBA C€ HE FOBOPH O
A—, B—, uta. pedununujd 36upa AuBeprestHor pepa, seh o A —,
B— utHA. noctynky 36upJ/bMBOCTH, M CaJPXHUHA Te€ TEODHje je HCIH-
THBawe MchyCOOHMX OJHOCA Pa3NMYHTHX MOCTYNaka 36upJ/bHUBOCTH.
Teopuja nuBepreRTHUX pejoOBa KOHA4HO je ONpaBJasa CKOPO CBe pe-
syarare koje je Euler no6uo onepuinyhn ca guBepreHTHUM penoBuMa,
¥ ckopo cBaka Euler-oBa ¢gopmysa nocraje TayHa Kaja ce X0Ja O3HaKa
opropapajyher nocrynka 36up/buBoCTH. McTo Tako, y nmpoGaemmma
y KOjUMa Cy M paHHje mpeTexHO KopuiuhieHW IWBEPreHTHM PpenoBH,

e e e L




OnmTa xnaca nocrynaka s6upmusoct# Euler—Borel-osor Tuna... 3

1bHX0Ba ynotpe6a Hana je HOBe 3HauajHe pesyarare (Teopuja Fourier-
0BHX peooBa: Féjer-oB cTaB; TeOpHja aHaNMTHIKOr NPORYykewa: Borel-
oy, Lindelof-oBu, Mittag- Leffler-oBu pesyJsITaTH).

0.2. Panu y6p3ama KOHBEpPreHuuje Copo KOHBEPreHTHHX penoBa
M pagu cabupama AMBEPreHTHHX pexnoBa, Euler je, npumehyjyhu na
pen Za, Hacraje u3 pema Za,x"t! 3a x =1, a rakohe u3 pexa

Za

+1 1
3a y= —, NUcao
1- y) 2

Zakxkﬂ:Eak(l_}’_)kH: Eakz(k”‘)y"“J’l‘
-y k

-3(2(2)a )y,

TaKko Ja je cymy peja Za, u3pauyHaBao Kao cymy pena Z b, rae
jeba=2"""1%,()a,

To, wro je xon Euler-a 6uno npokas, Knopp je mao xao zedu-
HuUHjy: pex Za, je (E, 1) — 36up/buB Ka s, ako je pex = b, KOHBep-
reHTaH ¥ cyma my je s. M3 Bese koja noctoju usmely onmrux, una-
HOB2 HaBeJeHa JBa peJa Moxe ce Hahu u Besa xoja noctoju usmehy
HUXOBUX NMapuujaiHMX CyMa, TaKO Za ce zaTta AeduHuuuja Moxe ¢op-
MyJaHcaTH ¥ Ha caefetin HauWH: HU3 S, Je (E,1) — 36upmuB Ka §

aKo Hu3 6,=2"n32(})s, KoHBeprupa ka s.
Ty nzedunnunjy Knopp je name yonmtuo: Hu3 s, je (E,q) —

36Hp/bUB Ka § aKO HU3
n

=L+ 3 (M) g, 4>0,

v=0

KOHBeprupa Ka §. Taja OYMIJIeZHO, aKO €a a,, O3HAUUMO €JEMEHT
MaTpule Koja Tpacdopmuiue HU3 S, Y G,, BaXHU

Apy = (1 +q)-" ( " )qn—v.
v

LpyruM peduMa, eJE€MEHTH Y n-TO] BPCTU Te MaTpulle NMpPETCTaB/bajy
koeduuujeHTe CTeNeHOr pa3BuTKa (QyHKUM]je

fr(2) = (Z+Z). g>0.

Meyer-Konig je romuune 1949 nedunncao jexny HOBY Kiacy S
nocTynaka 36MpJ/bHBOCTH KOja CTOjU y M3BECHOM OJHOCY CHMETPHje
ca xnacom Euler-Knopp-oBux nocrynaka [6]. Haume, maTpuna koja ox-
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roBapa jenHom Meyer-Konig-ovom nocTynky 36MpJ/bUBOCTH HauMibeHa
je Tako 1a eJeMEHTH Y 1EHO] N-TOj BPCTH jecy KoedHUHjeHTH CTe-
neHor pa3sBMTKa QyHKuHje

2=

1

r\n

), o< r<l.
rz

Hako nocroju 3uaTHa cpojHocT usmehy wux, Euler-Knopp-oBu u Me-
yer-Konig-0BH MOCTYynuu npercTaB/bajy ABE pa3iuuyMTe KJace NOCTY-
naka, Of KOjUX HM jeJHa He caApXu JPYry Kao Cneuujana ciayuyaj.

Jledunucasmu jeany BpcTy nocrynaka 36upbUBOCTH CKOPO HCTO-
BeTHUX ca Meyer-Konig-osuM, Kapamara je noxyinao ma oTkpuje u
jeXHy KJaCy mocTymaka 36upJ/bMBOCTH KOja 6u c3jpixana Kao cne-
uMjanan ciayuaj, kako te nocrynke, tako u Euler-Knopp-ose. Crora
je nedunucao nocrynke 36Mp;LHBOCTH Ca MAaTPHILIOM Yuja je n-Ta BPCTa
Jata KoedHIHjeHTHMMa CTeNeHOr pa3BHTKa (yHxnuje

f(2) = (az+b)".

cz+d

Kapamara [5] je dopmynucao u cTaB nepmaHeHuuje 3a iTe NOCTymnKe
36Up/bUBOCTH, KOJU je 3aTHM JNOKa3ao Szegd.

0.3. Mu hemo yonmTHTH HaBeJeHE MOCTyNKe 36HP/HMBOCTH HA
Taj HauuH wWTO hemo Aedunucatd NOCTynaK 36UP/bLUBOCTH uHja Ma-
TpHLA Y N-TOj BPCTH CaXpxkH KoedulMjeHTe n-TOr CTENEHEe HeKe aHa-
aatnuke (Qysknuje f(2). Ha Taj HauuH cBakoj aHaNUTHYKO] GYHK-
nujn f(z), perynapsoj y nouerky, oxroBapahe jemad mocrynax 36up-
JbUBOCTH KOju hemo 3BaTu renepaiaucanum Euler-osum moctynxkom u
o3nauasatu ca (E, f) [8]. CraBmajyhu '

z+ 1—r az+b
f(z)= q' ’ ’
1+4g¢ 1—rz cz+d

Hall noctynak 36upJbuBocTH cBewhe ce wa Euler-os, Meyer-Konig-os
nau Kapamartun. Crasmajyhu f(z)=e* !, notuhemo Borel—Gaier-os

nocrynak [4] xoju ox Borel-oBor paszBaja camo jeHa He3HaTHa pas-
JuKa (ako

. xns,
e-"E——»s Kajg X - o

1

n=0 N:

HU3 §, Ouhe 36up/bMB Ka s: Borel-oBUM NHOCTynKOM. YyKOJMKO X He-
NPEeKHAHO TEXN OECKOHAYHOCTH, NOCTYNKOM (E, €2~ 1), YKONHKO X TeXKH
6eCKOHaYHOCTH MNPEeKO HM3a NMPUpOAHMX OpojeBa. Ouuraenno je na
u3 B—36upmuBoctu ciaenH (B, er—1) 36upsbuBocT, pakae, (E, e~ 1) no-
CTyNnaK je jauu, aau je taj JOOGHTaK TpPUBHaNaH).

OcnoBuu mpoGaem KOju Hactaje neduHMIUjOM OBHX NOCTYymaKa
36up/bUBOCTH jecTe Hahu ycsaose 3a QyHKuMjy f(2) Tako ja HOj aco-
HupaHy moctynax 6yne nepmadentas. [losnaro je ma Toeplitz-Schur-os
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CTaB Jaje TPH YCJIOBa KOJd Cy NOTPeGHH M NOBOBHH Aa 6u jeldad
nocTynak 36uHP/bUBOCTH 6HO nepmaneHTaH. TH yC/lIOBH ce W3paxasajy
Npexo eJeMeHaTa MaTpule NMOCTyNnKa 36HpP/bHBOCTH, Y HAlleM Cay-
yajy npexo 6pojesa a,,, FIe CMO yBeJiu 03HaKy [ (2) =2, a,,2". ¥ Kembu
Jla MCKODHUCTHMO YHEHHUY IITO Ce€ paad O CHelMujasHOj KJaacu MNo-
cTynaka 30MpJ/bHBOCTH Aa GHCMO CTaB O NEPMaHEHIHWjH, KOjH BaXH
3a CBaKd NOCTyNaK 36MPJbUBOCTH, YNPOCTWJIH, NPETBOPHIM Yy CrHelu-
(MuaH cTaB O NepMAaHEHUMjH 3a HAWIY KJaCy MOCTynaka 36Mp/bHBOCTH,
MOpaMo ycJaoBe O KoedHuIMjeHTHMa a,, MNPEBeCTH Ha YCJIOBE Hemno-
cpexno o ¢yukumju f(z). Ilpea npBa ycaoBa Toeplitz-Schur-a nako
ce mpesoje y ToM cMucay. Aaum Tpehu yciaos, Haume yCJOB Aa

-
Y law|=0(1), nsw,
( y=0

noxocu remkohe. Yak m kax je ¢dysknuja f(2) penaTuBHO jenHO-
CTaBHa, Kao, Ha NpuMep, y chnelujalHOM CJAyYajy KOjH je TPeTHpao
Szegd (B.[5] nam [1] rae je nara upeja SzegO-osor nokasa) BpJO je
TEIIKO MOKa3aTH Ja j€ rOPbH YCJI0B 3a10BO/LEH, H3y3umajyhu HapaBHO
TpUBHa/NaH Cayu4aj Kaj cy koepunujeHTu on f(z) mo3utuBHu. [a je
HalMUCaHH YCJOB MPOCTHjH WM Ja ce OJHOCH JHPEKTHO Ha Koeduiu-
jeHTe a,y, MM 6MCMO ra MOIVIM 33J[PXKAaTH Kao yCJI0B O KOehHLujeHTHMa,
XPTBYjyhH YHEKOJIHMKO NPaKTHYHH W ECTETCKH 3aXTeB Ja ce CBH YCJOBH
ojxHOce Ha QyHKuH]y f(2). MehyTuM, ropmu yCcJioB je ynpaBo HajTEXH
0l CBa TPH YCJNOBa, H HEroBO NpOBEpaBale Y KOHKPETHOM cJaydajy
MOXe GHTH NPAKTHYKH HEOCTBap/buBO. Crora je GHJIO HYNKHO HEMY
HahH exBUBaJeHTaH, HAM 6ap AOCTa OMIUTH AOBOJBAH YCJOB, KOjH
6u ce oxnocHo Ha Qynkuujy f(2). To je yuumweHo y craBy 2.

Mehytum, ycaoBu koje ctaB 2. moctaBma ¢Gyrkumju f(2) nXa
6u nocrynak 36upspuBoctd (E, f) 6MO0 nepMaHeHTaH HUCY HHMAJO
ouurnennu. IlocraB/pba ce NPUPOAHO YMTAaB HM3 MNMUTawba: Ja AU CYy
TH YCJIOBH HEMNPOTHBPEYHH, Ja JH Cy HE3aBHCHH, KOJHKO je MHPOKa
Ka1aca QyHKUM]ja KOje UCMyHaBajy Te yc/oBe, NIPUNaiajy Ju TOj KJIacH
¢dyHkuuja B GyHOMje uuju Cy KoepHLHjeHTH NO3HTHBHM H 3a KOje
je, mpema TOMe, CTaB O MepMaHeHUHjH TpHBHAJIaH. Jla/be, yCJOBH CTaBa
2. matu cy y O6MHKY KOju je mojpecaH 3a u3BOheme JOKasa, che-
IHjaJHO 33 NOKa3uBawe CTaBa O NEePMaHEHUMWjH, alu KOJH Huje TO-
JIHKO MOrofxaH 3a edexTHBHO nmpoBepaBawe. Crora je notrpe6HO Hahu
eKBHBAJICHTHE YCJ/IOBE 3a KOjeé je J/JaKO MNPOBEepUTH Ja JM HX JaTa
Gdyuknuja 3agoBo/baBa uau He. Hajsam, yxonuko Qymkuuje f(z) u
£ (2) 3am0BO/bABajy yCJAOBE CTaBa 2., MEPMAHEHTHH Cy He CaMoO IO-
CTynuu 36UpP/bUBOCTH acOLMpaHu HbuMa, Beh W OHH KOjU Cy aconu-
panu dynkuujama f(2) g(2) u g(f(z)). IlocraBma ce nuTame Aa Jd
u Te xBe (QyHKLMje 3aL0BO/baBajy ycJOBe CTaBa 2. YKOJAMKO TO
HHje caydaj, He caMO IUTO YCJOBH CTaBa 2 HACY JOBO/bHO MPUPOAHH,
Beh moamsexy BpJaO TpUBHMAAHMM TreHepanu3anujama. HujegHo ox Ha-
BeJeHHX MHTamba HeMa JTOBOJbHO OYMITIEJaH OATOBOP. YCAOBHM CTaBa
2 3axrteBasu Cy npeMa TOMe XeTa/bHO HcnuTusawe. Crora cmo QyH-
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Kuuje Koje 3aJ0BOJbaBajy MNOMEHYTE YCJIOBe H3ABOJWJIM y NOCEGHY
KJaCy, KOjy €MO, KpaTtkohie paau, nassamu xnaacom E-dyskumja. Hs-
ABajame OBMX (yHKIMja y noceb6Hy K/aaCy onpaBiaHo je MehyTum u
ca jefHOr apyror cranosuuirta. Hecto ce y reopuju dynknuja cycpehe
ycnoB 3a dynkumjy f(z) xoju 3axresa ma AOAUD KPuBHX f(e*) u et
6yle HajBuile MPBOT pena. E-CBOJCTBO, KOje jeé KapaKTePUCTHYHO 3a
E-pyHKuHje, npeTcTaB/ba jeNHY reHepaau3alMjy TOr yCJOBa, H MO-
ryhHO je Ja MHOrM CTaBOBM ()OPMYJMCAHM Ca YCJOBOM O IOAHPY
KPUBMX MOr'y OHTH reHepaJucaHW THMe IITO Gu ce Taj YCJIOB 3ame-
HHO ycJoBOM Aa ojroBapajyhe dynxnuje 6yane E-pynxuuje [2]. [IpBu
oxe/baKk 0BOr paja nocpehen je mpoyuasawmy E-byHknuja, ucupnaom
y OHOj Mepu KoOja je moTpe6Ha 3a Aaba u3narawa. Cras o nepma-
HEeHLM]H Jaje ce TeK KacHuje, y APYrom OJe/bKYy, TaKO Ja Cy me-
roBU YCJOBM Tajfia AOBOJ/bHO jacHH. Y HCTOM OJile/bKy Jaje ce jenad
craB 0 norpebuum yciaosuma 3a ¢yukumjy f(z) ma 6u (E, f) nocry-
nak 36UpP/bUBOCTH OGuO mnepmaHeHTaH. Taj CTaB HaM je CHEIMjaHO
omoryhno Ma noTnyHo pemumo npo6aem nepmasennuje E (a, B) mo-
cTynaka 36Mp/bUBOCTH, jep je Szeg0d-0B pe3yarar pemuo Taj npobiem
camo jenumuyso. CTaB O UHKJAY3MiM KOjU OOMYHO Jaje Haj6OobY CAUKY
olHOCa YHyTap jeiHe KJjace nocTynmaka 30MpP/bWBOCTH, HWHM Cajp-
xuHy Tpeher ozebKa. ¥ uyeTBPTOM OJeJ/bKy JAaTH Cy CTaBOBM nep-
MaHeHIIWje ¥ MHKJIy3Mje 3a KJjaCy mocTynaxka 36upJ/bMBOCTH KOjy je
nebunucao Kapamara. Tu craBoBM — 0J KOjHX je AeJMMHUYHO @O-
3HAT jeZWHO NPBHM, IUTO CMO Beh HanoMeHyJu — JaTd Cy Kao Ju-
pPeKTHE MocaeAMlie NPEeTXOXHO AOKasaHMX ONWTHX CTaBoBa. Hajsax,
KaKo cmenujajsy cJydajeBn NOCMaTPaHMX NOCTynaka 36upJ/bUBOCTH,
kao Euler-osu u Borel-oBu moctynuu, mmajy 3Hayaja kao amaparypa
y Teopujn aHaNMTHUYKOr NpPOAYMkKewa, 6ui0 je ON uHTepeca JaTH Om-
IUTE CTaBOBE O AHAJMTHYKOM NpOAYXewy nomohy nocrynaka (E, f),
IITO j€ Y4HUILEHO y HocielmeM OMAEbKY.

I. JEIHA KJIACA ¢YHKHWMJA ¥ BE3W CA FEHEPAJIMCAHUM
EULER-OBHIM TIOCTYIILIUMA 3BHMPJ/bHBOCTHU

1.1. ¥V oBoMe ogemKy nocmatpahemo jeany moTKaacy Kiace yHu-
MoxynapHuxX GyHxumja, TO jecT dyHkuMja Koje Cy perynapHe y jemu-
HUYHOM KDYIy W YHjH je MaKCHMaJHM MOAYO y 3aTBODEHOM jeiu-
HUIHOM KpPYTYy jenHak jexudunun. dynkumje Te norkaace Guhie ocum
TOra peryJapHe W Ha jeAMHHYHOM Kpyry. Habe, Ha jeAMHUYHOM KPYTY
one he MaxcuManH¥ MOJYyO JOCTH3aTH HajBUIIE y KOHAUHO MHOTO Ta-
yaka, uan he OutH obmuka ¥ 2%, £=0,1,2,.... [locrexmwu ycnos
npeTcraB/ba yCTBapu n0CTa 6iaro orpanuderwe. Hanme, u3 unmenune
aa je ¢yuxuuja f(z) peryjapHa Ha jeIWHMYHOM KDPYTy M pasHuuTa
O KOHCTaHTE CJeJH Ja OHAa jeNMHHWYHM KPYI MNPECAUKABA HA HEKY
aHaM¥THYKY KpuBY. AKO 6u QyHKUMja HOCTH3aJa CBOj MaKCHMAJIHM
MOJAYO, KOjH je PaBaH jeXuHMIM, Y GECKOHAYHO MHOrO TauaKa jeau-
HUTHOT KPYyra, OHIa OH Ta aHAJINTHYKA KPMBA MMaja Ca jeUHMYHUM
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Kpyrom GeCKOHayHO MHOro 3ajeLHHYKHMX Tauaka. Kako pBe aHanuTHuKe
KpuBe ca 0€CKOHaYHO MHOTO 3aje ITHHYKMX Tayaka MOpajy OuTH ulleH-
THUKe, TO 64 (yHKIHMja NMpecinKaBasa jeAMHHYHH KPYT HA jeNUHHUHH
kpyr. C apyre CTpaHe, KaKO je pery/japHa y W Ha jeHHHYHOM KPYTy,
¢dyHKIMja y beMy MOXeE MMaTH HajBulllé KOHaYyHO MHOro Hysua. Heka
Cy Te HYJE 2;,25,...2i,...2,, U HEKA je

Z—2

8 =——=—, £(9)=£(28F)..-8().

1-22

Tana je dyHxumja
1(2) =f(2)/g()

npBO, peryjJapHa y ¥ Ha jeLUHHYHOM KPyry, APYro, Hema HyJa yHy-
Tap mera, Tpehe, med MOAYO Ha pyOy jelMHHUHOr KPyra je KOHCTaH-
TaH ¥ jegHak jexuuuny. Crora je f1(2) HeKa KOHCTAHTA YHjU j&€ MOLYO

paBan jenununy, maxae /(z)=e%. Omarae je
2=z

f()=edl g()=ed lpl i , lzil<<l 8ai=1,2,...p
i=1 -

IIpema TOMe, ycr0BOM KA Q)ymcuu]a JOCTHXE CBOj MAKCUMAaJHI MOLYO
Ha jeJMHHYHOM KDYTy HajBuille KOHaYHO MHOTO MyTa, HCK/bYUH/H CMO,
OCHM KOHCTaHTe, jefuHO QyHKUMje KOje Cy NPOHU3BOA KOHAYHO MHOrO
creunjanHux xomorpagckux (yHkuuja. Yocraaom, KOJIMKO Cy CBH
HaBeJAEHW YCJIOBM OIINTH, NMOKa3yje M YMIEHHIA La je 3a CBaKy aHa-
JUTHYKY QYHKUH]Y f(2), pery/napHy y OKOJHHM HeKe TaukKe 2, MOry-
thHO Halim — u TO Ha GeCKOHAYHO MHOrO HaYWHAa — TPH KOHCTaHTE
A,a,b TakBe na ¢yskumja Af(az+b) 3amoBosbaBa CBe HaBeXeHe
ycJoBe.

[Mopen nHaBemeHuX yCJOBa MW NOCTaB/bAMO M jellaH YCJIOB O MOHa-
wamky (QyHKIHje Y OKOJNMHM OHHMX TayaKa Ha jeIHHUYHOM KPYry y
KOjUMa OHa JOCTHXE MaKCUMaJHM MOJIYyo, H JajeMo caejehe aBe
Aedununuje.

IESUHULIMIA 1. Hera je ¢yuryuja f(2)
i) perynapua y oxonunu mauke z2=1,
ii) f(1)=1, u nera je

iii) | f(e') | << 1 3a t zoBomHO Mano.

Pehu hemo Hiaga pa gyuryuja f(2) uma E-cpojciBo y Mayxu
z2=1 aro

iv) us
f(2)—22=Air(z=1)P+0(l) (2=1)7, 21, a=f'(1), A#O,

caequ
RIA # 0.
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Pehu hemo na ¢ynryuja g (2) uma E-cBojciliBo y Mauku 2= axo
Gynryuja 8Eh uma E-cojciio y Mauxu z=1.

NEGWHULIMIA 2. Ananuiliugka ¢ynxyuja f(2) je E—gbymtuuia.ah'o
3a40B0baABA caejehe ycaoBe

i) f(2) je peryaapo 3a |z] <R, R>1,
ii) Max |[f(2)|=1 3a |z|=],

iti) f(2) uma E-cojcliBo y cBaxoj Tiauwu Hepuchepuje jegunuynor
Hpyra y Kojoj AoCHUuNCe MAKCUMANHU MOZYO.

[lpumerumMo oaMax ja ¢y dyHkuuje obauka edl 2%, k=0,1,2,...
E-bynkuuje. Paaum Tora je HOBOJbHO YTBPAMTH Aa OynKumje 2,
k=0,1,2,... nmajy E-cBoicTBO y Tauku z=]. OHe OuMIIIeJHO 3a10-
BO/baBajy ycaOBe i-iii) medununmje 1, a ycnos iv) 3am0BObaBajy,
jep NPeTnocTaBKka TOT YCAOBAa KOX HHX HE MOXe OWTH HCHymeHa

Jla 6ucMO: nOKasadn Aa Cy ycaoBH y AeQuHHIUJH 2 HE3aBHCHH,
JOBOJ/bHO je Ja NMOKaxeMmMo jJa ycJoB iii) Huje nocieauuna mnpsa JIBa
ycaosa. [locmartpajmo, paau Tora, QyHKIuMjy

f(@:z—(z;1>:

KOja 3af0BOJbaBa yCJOBe i-ii), a MaKCHMaJHM MOAYO HOCTHXE Y
Tauku z=1, jep je

. P t
e')|2 =1—sin* —|1 + cos2—],
£ ()] w2 )

¥ Koja He 3a10B0/baBa YCJOB iii), jep je

f@)-2= = (1)
TO ject
A=——1
o]

1.2. 3a noxas craBa 1 noTpe6Ha cy HaM u3BeCHa cBojcTBa E —
¢ynxunja, koja ce pajy y caesehe Tpu neme.

JIEMA 1. Axo ¢pynryuja f(2) uma E -cBojciio y mMauwu z =1
v peryaapra je 3a [z2|<<R,R>1, Maaa 3a 6pojeBe o, A u p pegpunu-
cane fdomohy

a=f(1)
f@)—2% = Air(z~1)P+0 (1) (z—1), 251, a=f(1), A#O0,
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BaJcU
i)y a>0,
i) RIA O,
iii) p je Gapan 6poj.

Hoka3s. 36orperyaaproctu ¢yukunje f(2) y taukn z=1 mo-
MEeMO NUCaTH :
fle)y=1+f1)ti+0?), t-0,

I (e)| = 1=Fm (1) t+0(1), 10

Kako |f(et’)| no npernocraBuyu Huje Behe OX jeaunuue y OKOIMHHA
rauke t=0, To je §m f' (1)=0, nakae f'(1) je peanno kxam rox f(2)
uMa E - CBOjCTBO y Tauku z2=1.

Ha ocHoBy npunuuna makcumaasor Moxyaa |f(1)| > {f ("), r<1,
na je, 36or tora wro je f'(1) peanHo,

IS+ (-1D)+0(r-12=1+fN)-D+O[(r-1}%) r-1,
ozpakae je f'(1) nenerarusHo.

Hajsanx, npernocraBumo zxa je f'(1)=0, n o3Hauumo ca k pen,
ca T apryment, a ca ~Rk! MORYyO HajHHxer u3Boxa QyHkuuje f(z) y
TaukH 2=1 KOju je pa3anuut ox Hyne. Taxa je

f(2)=1+ReT' (z—1)k+o0 (1) (z- 1)k, zo1.
CraBiajyhu z—1=re!’, pobujamo
[f(Q+ret)|=1+Rr*cos(T+ kt)+o(r*), r-0.

onaxkse je

Jexnocrasan pauyH nokasyje jga je yBexk MoryhHno usa6paTv TakBo f
y oTsopeHoM uHTepBany (r/2, 3n/2) ma je T +kt y HEKOM HHTEpBany
(2mr—=n/2, 2mn + x/2), pake cos (T+kf) >0, na crora NOCTOjH TauKa
Z yHyTap jeIMHMYHOr Kpyra 3a kojy je |f(z)|>1, mTo je y KO=H-
TPaAMKIMjM Ca NPUHIMNOM MaKCHMMaJHOr monyuxa. [Ipema Tome, f.l)
He Moxe O6uTH HyJa.

C npyre crpane, u3
f(a)=2* (1+AiP(z—1)+0(1) (2—1)?), z->1, a=f(1), RIAFO,
cnenun
flet)=exti [1+(=1)p Atr+o(1)tr], t-40, a=f (1), RIA=O.
[Towro je « peanno, oxarie xo6ujamo na je
[f(e))|=1+ (-1 RUAtP+o0 (tr), t-0, RIAZO0.

Kaxo ¢yukuuja |f(e!’)| mocTuxke excTpeMyM y Tauku t = 0, To je
p=2k, u Kako je Ta] ekcTpeMyM MakcumyM, RI A <O.
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Hanomenumo na je uummenuna na je f'(1) peanHo ¥ mO3UTHUBHO
YKOJUKO Cy 3aJ0BOJbeHM yCaoBM i-ii) medununuje 2 u yenos f(1)=1,
nosnara ([3], crp. 112).

Ha ocHoBy HaBenene sneme npumehyjemo nma ako dyskuuja f(2)
Koja Huje cremeH Ojx 2z uMa E— cBOjcTBO y Taukum 2 =1 Tajga je

(1) f(2)—2% = (- 1)* A (z—1)*+0(1)(z= 1), 21, a=f'(1), RIA <O.

. M3 neme 1 npoucruue cnenujajsno xa je ckyn E—dyHknuja 3a-
TBODEH y OXHOCY Ha MHOXEHE M uTepaud]y, TO jecT Ja aKo cy
(@) n g(2) E - bynxumie, Tana cy u [(2) g(2) u g(f(2)) E-dynx-
nuje. OuuraesHo je Jjga nociaexwe jase (PyHKIMje 3aZ0BOJbaBAjy
ycaose i—ii) medununuje 2. Jexuuo je noTpe6HO MOKA3aTH Aa 3a10-
BOJbaBajy ycuaoB iii). To je eBuzentHo axko je Gap jenna ox ¢pyHkuuja
f(2)u g(2) crenen ox z. Y cynpoTHOM caydajy, 6e3 orpanudema
onmwTocTH MoxeMo npernoctaButu JAa je f(l)=g(1)=1 n najez=1
jenuHa Tauxka Ha nepudepuju jexuHHYHOTr KpPyra y kojoj f(2) u g(2)
JOCTHXKY MakcuMaiand moxyo. CraBumo Taja

f(D=224+Air(z=1)+0(1) (z-1)7, 21, a=f'(1), RIAF0,
g()=B+ Bit(z-1)1+0(1)(z-1)9, 21, B=g'(1), RIB+FO.
Hmahemo ma je
fReg(@=X+Cir(z-1)+o(l) (z-1)r, 221,

rae je y=a+B8=f(1)g)+f(1)g ()=[f(2) £(@)s=1, r=Miu(p,q),
C=A,B; A+B npema TOMe Ja Jau je p<, > wiH=g¢, Na je y cCBa-
KOM CJ1yudajy, Ha OCHOBY TBphema ii) jeme 1, RIC==0, mro 3Hauu
aa je f(2)g(2) E-pyuxunja.

Ha cnuuan naums, Bomehin pauysa o tome zma je

f(2)-1=a(z-1)+o(1) (z-1), z-1,
fB(R)=28(1+BAir(z=1)P+0(1) (z-1)p), 21, RIA=0,
no6ujaMmo na je
gif@)=2Y+Cir(z-Dr+0(1) (2-1), z-1,

rae je y=oB=[g(f(2))]:~,, r=Min(p,q), C=BA, a’B, BA+aB
npemMa Tome Ja JM je p <, > niaM =gq. ¥ CBaKOM Cayuajy, U3 TBp-
hewa i-ii) neme 1 caexn ga je RIC==0, wro 3Haun 1a je g(f(2))
E-¢byHknuja.

JIEMA 2. E-¢hynryuja uau je o6auxa edl 2%, k=0,1,2,... uau max-
CUMANHU MOZYO AOCHIUNCE CAMO Yy KOHAYHO MHOrO [Mavara depugbepuje
jeaunuqnor gpyra. '

Hoxas. Hexa je f(z) E-bynxuuja paziuduta ox ed z*. CBakoj
Tauku { nepudepuje jemunuunor kpyra y kojoj je |f(2)|<<1 ozro-
Bapa 300r HENPeKMAHOCTM MOAYyJa jefaH OTBOPeH JyK Ly jeauHu-
YHOr Kpyra TakaB ja je |f(z)| <1 xax rox z mpunmaxa L.
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Heka je { jexna Tauxa ca cBojctBOM |f(()|=1. Be3 orpanuyemwa
ONMIUTOCTH MOXEMO mnpernocTaBuTH Ja je { =1, f(1)=1. Kako je
f(@)=F 2%, 10, nmpema (1), mocroju 6poj A TakaB na je RIA <0 u
aa je

f(2)-22=A(=1)(z=-1)*+0(1) (z=-1)%, =zo1, a=f'(1),

M3 uera caenu

[F(e)|=1+RIA 125 4 0 (12%), £+0, RIA<O.

Ilaxne, nocroju & mosutuBHO TakBo xa je |f(ef)| <1 3a 0|t <e.
Ha Taj HauuH cBakoj Tauku § nepudepuje jeXMHUIHOr KPyra TAKBO] Aa je
[f(g)j=1 0AroBapa jejan OTBOPEH JyK L jeXMHAaYHOr KPYra y Kome
je § jeanHa Tauxa y Kojoj f(2) mocTaxe Maxcumanaiu Moxyo. M3 damu-
avje cBuX JaykoBa Ly moxeMo mnpemMa Heine-Borel-oBom craBy u3a-
GpaTn KOHa4yHO MHOrO JyKOBa TaKBHX Jia CBakad Tauka mnepudepuje
jeAnHuuHOr Kpyra npunajza jexHome of tux. Kako cBaknm OX THX
JIYKOBa CaJipKu HajBuwe jelHy TauKy y k0joj f (2) HOCTHKE MaKCH-
MalHH MOAYO, 6pPO] TaKBHX TauaKa j€ KOHayaH.

JIEMA 3. Hera ¢pyuryuja f(2), pasaunulia o4 cllellena 04 2, uma
E-cBojciiBo y Mauku z=1. Axo je

Y (r, )=Rllog r—% e~ f (ret)) =log | f (re!’) |—a log r,
fmana dociioju oxonuna V dauke r=1, t=0 @daxsa Aa
iy Y (r,t) uma cse Oapyujanne ussoge y V,
2k
i) yVje 1 V(1) < -M, M>0, rae je 2k pegpunu-

(2k)! otk
cano fiomohy (1),

i) ﬂ;ﬁi L Cp|r=1[#=m, Cp>>0.
=0

Hdoxas. CsojctBo i) cienu u3 uumenune pna je f(z) pery-
JnapHo y Ttauku z=1 u ma je f(1)=1#0.

[TomToO je
f(R)=2% (1+A (-1)(z—1)**+o(1)(2—1)%), 221, a=f(1),
TO je
[f(et)] =1+RIAt* 40 (%), 120,
na je
1 0%y (1, 1)
(2k)! ot t=0

=Rl A <0.
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' 0%\ (r, 1 s
Crasumo M= —1!/, Rl A. Tana U3 HenpeKUAHOCTH 3ar caenu ii).

Hajszan, us
7o f(2)=14+0(1)(2-1)%*, z-1,

caepm Y (r, )=Rllog[1+O(1)[et (r—1)+ (et - 1)]*] xam r+ 1, t-0.
[Towro je et'—1=ti+O(f*), t+0, cBW napuujandy U3BOXM peaa HH-
xer on 2k dyuwkumnje (r, f) 6Guhie jemHaku Hyau y Tauku r=1, t=0,
Ha ocnoBy rora cBu u3BOIAM pela Huxer oX 2k—m Qynxuuje
0™ (r, t)
otm

anyaunpahie ce y raukm r=1, jep je
=0

ﬂ(d”’wn )

|- 2
drn otm =0

O tm Qrn

t=0

[Mpema ToMe, cBaka oA GyHKIM]a MMa y TaukM 1 =1
=0

HyJy penxa HajMame 2k -m, ofakne ciaenm iii).

m

o\ (r, 1)
ot

1.3. ¥ oBom naparpady saBeumrtieMo HEKOJIMKO CHEUUjaJHUX Kaaca
E-bynknuja.

Hajnpe, axo ¢ynxnunja f(z) 3agoBosbaBa yciaoBe i-iii) nedunu-
uuje 1, v jeman on caexehux mehyco6HO exkBuBaJIEHTHHX YCJOBa

a) R (V)£ a?—a, a=f(1),

b) moxup xpusux f(et) u ef je mpeor pexa,

¢) moaup kxpuBux |f(2)|=1 n |z|=1 je npsor pena,
tafa f(z) nma E-cBOjcTBO y Tauku z=1.

[Tokaxumo Hajupe ma cy ycaoBu a), b) u ¢) mehyco6Ho ekBu-
BajentHu. [lomwTo je, Ha ocuoBy aeme 1, f'(1)0 xax ron cy 3anoBo-
Jbe€HH YCJOBH i-iii) medununnje 1, b) u c) cy exBuBansedtsu. Jasme, u3

f(ef)=1+1 () ti=2/y (f" )+ (1) 4 0(8), 10,

caenn
) P=1—(RI/" () =1 (1) +0()), 10,

' ma je ycJOB a) eKBHUBaJEHTaH yCAOBY b), Kai rox Cy 3al0BO/bEHH
ycaoBu i-iii) xedpununuje 1.

Jla 6ucvo noxasamm Ja GyHKumja Koja 3a40BO/baBa YCBOBE i-iii)
nebunnunje 1 u ycaoB a) uma E-CBOJCTBO y Tauku 2z=1, AOBOJBbHO
je Xa npuMeTHMO na je

@)=z =1 (1) - AP+ )] (z=1)*+0(1) (z-1)%, 21,
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[Tokasahemo na ako cy KoeduLujeHTH CTeNeHOr pesa QyHkuuje
f(z) peainm u HEHEraTMBHH, aKoO je f(z) perynapHa3a [2|< R, R>1,
u f(1)=1, raga je f(2) E-dpynkuuja.

Tephewe je oumrnepno y cnyqa;y f(2)=2z* TlpernocraBumo
crora za je f(z) pasauuuto ox 2%, k=0,1,2,... Taga ce y crenenom
peny ¢ynkuuje f(z)=Za,z" nanase 6ap zBa xoecbuuujema pasau-
yHTa OJ HYyJe. Osnauumo HX ca a, u dg P#Q.

Ha ocnoBy Schwarz-oBe Hnejennauune, a 360r HeHEraTHBHOCTH
Koedunujenara a,, umahemo

(i Aan )2= (i"VEr: Va, )2< i{;n’an i{;an .

3Hak jezmaxocm y HaHHCaHOJ HEJEI[Ha‘-lHHH HEe MOXE cra]aTu,

jep 6u Taxa nVa, 6uao NPONOPLHOHAMHO Ca Va, kagron je a, # 0,
na 6u 6uno p=gq. Crora je

© 2 ©
(Enan) < ¥nta,
0 0

Il CMO MCKODUCTHJM UHIEHHIY 1a je a,, Ha OCHOBYy yCA0Ba O
¢byskuuju f(z), jeanako jemunuud. M3 mobujeHe HejefHauYdHE HMaMO

(EZnan )2—i(;nan< f:;n (1-1) a,.

Jlakue, 3an0Bo/beH je ycaoB f/(1Y2—f(1) Rl /(1.

[Morpe6Ho 61 6ua0 ga HOKaxeMO Aa je CAHYaH YCAOB 3a10-
BO/bEH Y CBMM TauKama jeJJMHHYHOT Kpyra y Kojuma f(z) HOCTuXe
MakcuMalHd MOAyo. AJiu, c o63upoM Ha je f(z) pasamuuto OX 2%,
k=0,1,2,... u 1a umMa HeHeraTuBHe Koe(ulLlHjeHTe, MNOCTOJH C€aMoO
jemHa TakBa Tauyka, Tauka z=1.

Hajsan, nanomennmo na y cayuajy Aa Cy Koe(uIHMjeHTH CTe-
nedor pexa (yukuuje f(z) peanHu, Taga - ako f(z) 3aL0BObaBa Y-
caose i-iii) pedunnumje 1 — na 6v f(2) umajso E-CBOjCTBO Yy Tauku
z=1 noTpedHo je u HOBOMBHO ja f(z)—z%, a=f'(l), uma y z=1
HyJny HapHOr peja.

IIl. NIEPMAHEHUWJA TEHEPAJIMCAHHX EULER-OBHUX
ITOCTYIAKA 3BbHMPJ/bHBOCTH
2.1. CTAB 1. Hera je

1 (2)= i Qv 2.

v=0
Axo je f(2) E-gynryuja, Mana je

ilam.|=0(l) kag n-oo.
v=0
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Hoxkas. [Tomro je f(z) perynapHo 3a |2|<<R, R>1, 10 je
CBAKM OX PENOBA 30 |dn,| KOHBeprentan. [la 6u ce nokasaso u 1aje
HW3 CyMa TUX peJ0Ba OTPaHWUEH, NOTPeGHA je JIOBOJ/HbHO OLITPA OLEeHa
Koe(unujesara |a,,/, anu je NOBOJbHO Ty OLEHYy JaTH CaMmO 3a n Be-
auxo. Onena he 6utn nobujena npexo Cauchy-ese dopmyne, anu he
6utH u3abpaHa NMpOMeH/bHMBA NyTalka WHTErpauuje, NnyTawka 3aBUCHA
ox n, v 1 pyskuuje f(2).

Axo je dynxumja f(2) o6-
avka edizk, k=0,1,... TBpheme
ctaBa je eBupentHo. Ha ocHosy
JeMe 2 MOXeMO CTora INperno-
cTaBuTH Xa ¢yHkuwja f(z) mo-
CTH)KE Ha je IMHWYHOM KPYTYy MaK-
CHMaJIH{ MOJLYO CaMO y KOHAuYHO
MHOTO Tauaka Pp:z=elm, Osna-
yuMo ca Qn:z = ef'm mexy rau-
Ky Ha jeIMHHYHOM KpYyTy Koja
ce Hajnasu u3Mehy naBe cycexHe
tauke P,_, u P, Taza kpy-
KHOM JYKY Qm Qmyy Npunaza
tauka P, a w0j, npema (1), ox-
roeapajy JABa no3uTuBHa 0poja,
2km ¥ an. OHZa je MoryhHo ne-
¢uHucaTH KpyxHe NyKoBe Cpny
u ayxu Dg,, nomohy

Cony:
Pon<<argz<tmyy
l—Ynm 338 v<a,n
[z’={l+Y,,_m'3a v >a,n.
Dyt

z=re'm, rme ce r mewa y wuurepsany
(1 =Ymm 1=Yn, m+i] 3a v<n Min (05 44)
I—=Yn m 14Yn meil 38 Upiy IV < Ay 1y
YT+vYa,m 1=Ynm+i) 32 O NV < CGpyy 1l
T+ya,m 1+Yrm+s) 3a v _>n Max (aGm, Qm 1q)s

1PN HEMY j€ Y, m=n"H2km,

Kpyxu# nykoBu Cpny U AYXKHU D, 3ajeZHO 06pa3yjy nyramwy
C nox ycnosoM ja je no Ayxuma Dn,, nomecHo u3abpaH cMep WHTE-

rpanuje. Ta nyrama je OUUrJexZHO 3aTBOPEHA H CAaADPXKH y yHyTpaul-
wocTH Tauky z=0. Name, xako je dyukuuja f(2) E-dynkuuja, oHa

e bk - gt o icbio itk b ook |
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je perymapsa 3a |z|<<1+48, 8 >0. C apyre crpane, Tasaka e'mi uma
KOHAaYHO MHOrO, nma noctoju 6poj k=Max k,. 3a cBaky Tauky 2 ny-
tamwe C Baxu |2|{<C1+n~!2% nasan_>N,>6-2knyrawa C npunaga
o6aactu peryaapHoct QyHnkumje f(2). [Ipema ToMe, 3a n 10BOJLHO
BENMKO, JonywreHo je npumenutn Cauchy-eBy dopmyay

o f fr(2) 2t de=

=?1_ ffn(z)z—v 1dz+_2_n_2 fr(2) z7v-1de,

Cmnv Dmnv

2nla,, | < Ecmnv'l'zdmnv,
m m

na je

rie je
Cmnv:'flf(z) [*|z]~=1dz],

Cmnv

iy = flf(’)l“IZI’” t[dz].

Dmnv

Crora, a ¢ 063upOM 13 HHAEKC m y3uMa CaMO KOHAYHO MHOTO
BpPEIHOCTH, TOBOJbHO je ha MOKaxeMmo Ja je

a) X Cmmy=0 (1) KaJ n-+ oo 3a CBako m,
14

b) X dmay=0(1) Kajg n- oo 3a CBakKo m.
v

Pty
2) = f'”z)"‘lzl‘"-‘ldzl—flf(re“)ln v dt=

Cmnv m
t'm 4

@) __:ramn—vfr—amnlf(,e:i) [ dt.

'm

JeanocraBHOCTH panu, npernocrasurhemo, wTo Hehe cMamuTtH
ONIUTOCT HallMX 3aK/by4daka, Aa je i,=0, u ungexc m nehemo y6y-
Ayhe nucatu. YBenuMmo, y CKJaaly C THM, O3Hake l'=fp,, t"=1tp,,.

Kako je f(2) E-dynxuuja, craBmajyhu ¥ (r,f) =log |f(ret)| —alogr,
no6utieMo Ha OCHOBY JeMe 3 ga mocroje N, M & TakBa Ja KaX rOX
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je |r=1{<n="2 |t| <e,e<e,n>N, Taga je

1 0¥ (r,1)
(k)] ok

<_M) M>0;

(3)
_1_ 0 ‘]’(f, t) gcm[r—li"‘—"‘, Cm>0-
m! otm —0

Kako je r—¢|f (re'')| HenpeKUIHO y jeJHOM NPCTEHY OKO jenu-

HUYHOT Kpyra, M Kako je |f(et)[<<1-26,6>0 za t'<t< —€ U
e <t < 1", T0 nocToju Ny TaKBO Ja je

reef(ret)| < 1 -
3an>Nyg n e<t<tut<<t<<—e rae je |r—1| n1Rk,

%

CraBmajyhu N=Max (N,, N;, N;) umahemo 3a n > N

" —g

() f + f [r=en| f (re) | df]) < 2 (1—B)n.

C apyre crpane, Jema 3 Ham omoryhyje aa npumenumo Taylor-
oBy ¢dopmyny Ha Qyukumjy ¥ (r,t), na xobujamo

(5) V(r, )= 2 Cm (r)t" 32 n >N, [t <_e,
m=0

rie je
RN CT) R I S VR
m! atm li—o

Cn(r)= :

iw ,m=2k;"f|<lt|<5.
m! otm li=c ,

Ha ocuoBy (3) nmahemo
Cn () < Cplr— 17, € >0,
Cor (r) <—M, M>0,

oZakJe je, Ha OCHOBY (5),

2k—1
V(Y Colr— 12m [ tjm - M,
mn=0

ST T 7 T ST Py
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mna je
& E
fr-cm ’ f (,-eu') In dt = fen\p(r, N dt <
—e —&
e
2k~—1 ,
<fexp n[ > Cm [r—1[2=m|fim — Mt ] dt <
it m=0
p 2k
< 2fexp{2 C, n™>2k tn— Mn 12“] dt
0 =0
: 2k—1
K 2n—12k f exp [ > Cnum— Muz"] du.
m=0
0
Ogxaarne, 36or (4), cnexun na je
tll
fr—“" | f(ret')|n dt = O (n—112%), n oo,
tl
Ilpema (2)
'll
(6) E Cov = 2 ran—vfr- ar | f(reti) |0 dt < Kn—!/2 V pon—v,
o
t ' ‘
Kaxo je
_ {r1 3a v>an,
re 3a v<an,
THe je
ry=1+4+na"V2, ry=1—n-12,
TO je
lan)
Y re—v > o 2 rz <] =n‘/2".
van v=0 y=0
<
D T R T
v=an vy = |an]+l T v=0 ry—

H3 pobujenux oueHa caexu

-

E ree~v< 2l 4]
y=20

2 36opHHK MaTeMaTHYKOr HHCTHTYTA
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na ce Ha OCHOBY (6) no6wuja
Y caw=0 (1), n oo,
v=20

b) ¥YBenumo caenehe osnaxke: a=Max oy, k=Max kn, 8,=n"12,
Ya=n"12k, Taja je

( 14+vn
f\.lf(re”"") [rr-v-tdr 3a v<an,
1—vYn

i

dmnv=flf(2)l"IZI‘”“‘IdZI<

1+y
Dmnv "

f [f(rel'm)nr=v=1dr 3a v >an.
Ll+8n

Ilo npernocrasuy je |f(e'fm)|{1—2¢, 0<e< 1/2. Tana he 36or
HenpexkuaHocTH 6utH |f(relfm)|<C1—¢ 3a |r—1]<8, rae je 8§ >0.
Kako y,»0 xazx n- oo, TO je, 3a 7 XOBOJbHO BENHKO, Y, << 8. Crora je

14vn o )
' 2Yn(1-€) (1-Yn)"¥"" aKO je Bn= = Yn,

f lf(fe”’")("f“’“‘dr<{ ( " "

1+8n Ya(l—g)*(148,)1 ako je B,=38,,

oJakane, 3a n A0BOJJbHO BEJIHMKO, TaKkBO ha je

1
RS Yn<—;—" (=Y *>1-¢,
caenu
- -] an @
Edmnv< 2 dmml+ E dmnv<
v=0 v=0 v=qon

<2Ya(l—e)y V‘Z (I-va) v 4 ya(l-¢) V_Ean (148,) v 1<

=0
L2(-er(d-y)—en+287" (1—e)n <
2(1-€)2+2fn (1—g)" =

<
< o(l) xKax n- oo,
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2.2. Kao nenocpefny nocneauny crasa 1 xoGujamo crepehin
craB o nepmanennuju (E, f) mocrynaka 36up/bHBOCTH.

CTAB 2. [osoman ycnos 3a fiepmanenyujy (E, f) Gociliyika 36up-
muBocliu jeclie ga f(z) 6yse E—ynnyuja pazaunuiia on rounclanie
u aa je f(1)=1.

I oxas. Ha ocHoBy mosnaror Toeplitz — Schur-osor crasa no-
TPeGHO je Ja moKayemMo Xa

L
a) Y an-»1 xam n+ oo,
v=0

b) a4, -0 xam n- o 3a cBako v yrBpheno,

) 3 law|=0(1) xan n o,
=0

rae je fr(z) = E Qyy 2V

[Mowro cy ¢yuxnuje f*(2) perynapHe 32 |z| <R, R>1, 10 je
f1(1) = Xan. Kako je f(1)=1, 1o je E a,,=1 3a cBe n.

[Mowro je |f(2)|<C13a |z|=1, u nowro je f(2) pasnmuuuto ox
KOHCTaHTe, Ha OCHOBY MNpPUHIMNA MaKCHMaJHOr MojAyiaa Guhe, 3a
2| =1/2, Max|f(z)|=8<1. Ha ocuoBy Cauchy-eBe HejexHaunHe
umahtiemo Taza |a,,| < 2v%" nma Baxu b).

Hajsax, u3 crasa 1 caenu c).

Joxasanu craB naje noBosbHE ycaoBe Ja 6u (E, f) nocrynak
36up/pUBOCTH 6MO nmepManeHTaH. [IpHpPOZHO ce NoCTaB/ba MUTamkE O
noTpe6HUM M JAOBO/bHHM yCA0BUMa. OQUUIJENHO je Aa NPBH YCAOB Y
zebununuju E-PyHkuHje, ycaoB KOju 3axTeBa peryJapHocT Qynkuuje
f(2) y u na jenunuuHOM Kpyry, Huje norpeban. [lorpe6Ho je na
¢ysknuja 6yze pery.napﬂa YHyTap jeXMHHWYHOT Kpyra, jep y Cynpor-

HOM CJy4ajy pexOBH 2 | @,y | HE 6 Guau cBH KOHBEpreHTHH. Mehy-

TAM, Huje norpebHO 11;a q)yuxun]a f(2) 6yne perynapsa ¥ Ha jemu-
HHYHOM KDYTy, mTo nokasyje npumep (Qynkuuje nedunucane crene-

6 2
HUM DenoM —- E —, UnjM je MOMYNpeYHuK KOHBEpreHmuje pasa
ne np=—0 N
jeaunnny, a Koja unak AeduHULIE jefaH NMEPMAHEHTaH IOCTyNaK 36up-
BbUBOCTH. YKOJIHKO 6MCMO ce pemuau xa npo6iemy npuheMmo y CBOj
morytioj onmToCcTH, MOpPaad GUCMO TPEeTHPATH ¥ ClrydajeBe Kajaa q)ym(-
uMja Huje peryJjapia Ha py6y jemMHayHOr Kpyra. ¥ TOM caydajy,
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mehytuM, Toeplitz-Schur-oBu ycnosu o xoeduuujesTuma a,, He 6w
ce BMIIE JajaM MPeBeCTH Ha JeJHOCTaBHe ycaoBe O dyskuuju f(2).
Ha npumep, npesofiere camo Toeplitz-Schur-osor ycaosa a) saxre-
Baso 6M pe3ysTare 3HATHO OWITPUje OJi OHUX KOjH CY CaApKaHu Y
Fatou-Riesz-oBom uau ancoaytuom Fatou-Riesz-osom crtaBy. Crora je
NpUpPOJHO orpanuueme Ha one (E, f) mocrynke 36up/bMBOCTH umja je
¢yHkuuja redepaTpuca peryjnapHa y 4 Ha jeXuHuuHOM Kpyry. Hano-
MEHMMO Ja Cy CBM paHuje nocMmarpasu cneumjassu caydajesu (E, f)
nocTynaka 36MpP/bUBOCTH MMaJy NOMEHYTO CBOjCTBO.

Ounrnenso je pa cy ycaosu f(l)=1u [f(2)|<1 3a |2]| <
notpe6uu 3a nepmanenuujy (E, f) mocrynka 36upruBocm yKonm{o
Ce OrpaHMduMO MOMEHYTHM 3aXTeBOM Aa je f(Z) peryjapso y Kpyry
BeheM opn jeaunuunor. llro ce Tuye ycaoBa iii) y nedununuju E-
¢yukumje, craB 3 nokaszahe 1a ce Ta] ycIOB He MOXe CaCBHM OT-
crpanutd. OcCTaje OTBOPEHO MuTame€ Ja JU CE Taj YCJIOB MOXKe 3a-
MEHUTH ONUITHiuM, HA NpuMep ycaoBOM ja dyHkuuja f(2) 6yne uam
CTENMeH OJ Z WIM A2 MaKCMMajJHH MOAYO Ha jelHHHYHOM KPYry XHO-
CTHIKE HajBMINE Y KOHAuHO MHOrO Tadaka.

2.3. CTAB 3. Hexa je
i) f(2) perynapno 3a |z| <R, R>1;
ii) |f@@)|=1 3a |z]=1;
iii) f(z)#edi 2% k=0,1,2,.
Tana, us
fr2)=73 aw2
v=0
caeau

o
E{anv[—»oo Kaj n- oo,
v=0

Hdoxa3s. llokasahemo Hajnpe na a,, YHHUQOPMHO TeXH HyIH

Kax n Texu 6eckonaudoctu. [Ipumenumo pazu Tora Cauchy-esy dop-

myay. Ha ocnoBy ii) umahiemo Tana

2n{a,| = | ff"(z) v ldz

jz;=1

— Ife[nfp(t)—vt]t dti

rie je
¢ ()=arg f(e!)=—ilog f(e").

360r i) u ii) f(2) 6uhe nmpomsBox KxOHauHO MHOrO (yHxuuja 06-
2 -2
aunka ed! 15, | 2,| < 1, npu 4emy, 360r iii), cBu z; Hucy ucro-
V4 .

{

b s s seide ks A o acdinli ey
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BpeMeHO jexHaku Hyau. Ha ochHoBy Tora ¢' () Guhe 36up KoHauHO
MHoro ¢yHkuuja o6Jnka

1-p;
1-2p, cos (t—0;)+p3

rge CBM p, He MOr'y MCTOBPeMeHO OHTH jeAHaKu HyIu, na ¢ynxuuja
@' (f) MOxe MMaTH HajBHIIE KOHAYHO MHOrO HyJa y uHrepsany (0,2x].
IMomohy myna ¢ynkumuje ¢” () u Tauaka koje MpeTCTaB/bajy CpeAHHE
IBejy y3acTONMHHX HyJa uHtepBaa [0,2r] paszesbeH je Ha kOHauaH 6poj
2k nopuureppana. Heka je jexan takas noxaunrepsai [a, 3]. Be3 orpa-
HHYEHba OMIITOCTH MOXKEMO NMPEeTNnoCTaBUTH Ja je ¢” (a)=0, ¢” () >0
3a a <t p. Hame rtBpijeme Guhe HOKa3aHO akO MOKaxeMo 1A je

-, B
(7) U’e”‘q’“””’“dti<2ik 3a n>N(g) u cBaku Leo 6poj V.
' !

Hexa je

2
g(e)=Ming” (t) 3a a+i<,<p n N(e)= 1024 &

g2g(e)

Ouuraenno je
at-e/4k

8 ef"°"""””"dt1<i.
® - <g

o

Jla 61CcMO OLEHHJIM MHTErpaJ NPeKO uHTepBana [a+&/4k, 8] npu-
menuhemo caenehy snemy Van der Corput-a (B. Ha np. [10], ctp. 117).
Axo je f"(ny>p>0 3a a<n< b, Taza je :

b
Ueiﬂn)dn <&,
Vo
a
Ouarae je
; .
! () —vt] § 8 8 €
(9) 3 fe[ P(t)—-vi] dt’<— < _&
it T Vngle) TVN(e)a(e) 4k

H3 (8) n (9) caenn (7), naxkne a,, yHHPOPMHO TEKH HYJH Kal f1-» oo.
[lpema Tome p,=Max |a,,|>0 kax n+ oo.

Ipema i) u ii) umahemo, Ha ocHoBy Parseval-oBe ¢opmyie,

2n
~ z__l_ 1i _
X lan —2noflf(e ) Pdt=1.
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Kako je ouurmejHo -

w

Pa 2 Gy | 2> E IanvP»
y=0 v=20

TO je

o
S oy >t oo xam nooo,
v=0 Pn

guMe je TeopeMa JOKa3aHa.

l1l. UHKJIY3WJA MEBY TEHEPAJIMCAHMM EULER-OBHM
MOCTYIUHMMA 3BHPJ/bHBOCTH

3a xoka3 cTaBa uHKJy3uje norpebHa HaM je caexeha
JIEMA 4. Hexa je ananufiuyka ¢yunyuja f (2) perynapua 3a |z] <R,
R>1 unera je |f(R|<1 3a |2|=1. Aro je f*(2)=Y an, 2*, Manaje

=0
)

Y lam|=01(n) kaz n- oo.

v=0
Joxas. Heka je a nponsBosban nosuTuBaH 6poj ¥ Heka je
M(r)=Max [f(2)| 3a |z|=r. [Ipumenom Cauchy-eBe dopmy.e Ha PyHK-

uujy fr(2)= Y aw 2 nobuja ce

v=0
(10) [@n| K MA(r) r=Y =ron=v [r—= M (r)]" 3a cBaxo r <R.

[Tpema Hadamard-oeoj teopemu, log M (r) je xouBekcHa ¢yuk-
udja ox log r, ma je _

(11) reM{i)=14+0(r-1), ral
CraBumO
{l—n“1 3a vgan,
I ==
1+n-1 33 v>an.
Tama ce 3a n> N> (R-1)"1, 360r (10) u (11), nobuja
Ylawl= ¥ law|+ ¥ lawl<

y=0 y=ian > an

<H+0E [ F (1=rerr P (L] <

v=can v>an

(D[éou—n—l)v + 3 (@ ) -

v=0

<0
<O (2n+1)=0(n), noe.



Onwmra Kaaca nocrynaka 36upmusoctn Euler — Borel-osor Tama... 23

HanomenuMo Ja ce QOKa3aHa JieMa MOXe NOGHTH M Kao nocjue-
X
auua caepehe teopeme: Ako je dynxkumja f(2) = 3 0 a, 2" pery-
napHa 3a |z| <R, R> 1, tana je
2n

3 laal < f | (e dt.

n=0
0

Hanomenumo, takole, ma je 3a goka3 craBa 4 JOBO/bHA 4 CJa-
6uja ouena Y, ,-o|a,,|=0(8") 3a csako 8 >1, xoja je nosmara ([7],
1V 176).

CTAB 4. Hera cy (E, f) u (E, g) aBa lepmanenilina focilylixa 36up-
supocliu, Axo je

i) @ynunyuja h(2)=g(f~1(2)), roja je gegpunucana y orxonuHu
faune z=1, E-¢hynryuja u aro je

ii) sa=0(r"), n»o00; r<R, M(r) <R’ raeje ¢pynryuja f(2) pe-
rynapna 3a |z2| <R, ti)yquuja h(z) aa |2|<<R' u rge je

M (r)=Max|f(2)] 3a |z]|=r,
mana u3
(E,f)-lims,=s
caequ
(E,g)-lims,=s.

Joxkas. [IpernocraBuMo na Ccy ycaOBH CTaBa 3aJ0BO/bEHH H
yBefuMmo caejehe o3Hake

@)=Y aw?, g'(Q)= Dbwz', h"(2)= 2 ca 2’
y=0 v=0 y=0

Ti=[an), Ta=[bm] Ts={ca)
[Mowro je h(f(2))=g(2), 6uhe A" (f(z))=g"(2), na je crora

E Cny E Qym 2T = E bpm 2™.

Crora, Ha ocHoBy Weierstrass-oBe teopeme O ABOCTDYKHM DPEIOBHMA,
nmahemo

bam= % Cry Qym, HAKTE, Ty T = T..
y=0

IMomro je Hu3 s, 36upmuB (E, f) Ka s, u NMOWTO je MOCTyNaK
36upmusocty (E, h) nepmanentat, Ty (Tys,)~s. Tpeba nokasaru na je
Hu3 §, Takohe (E, g) 36upmuB Ka s, 10 jecT Aa T,Sp=(TyTy) Sy~ 5.
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Paan Ttora je noBo/bHO moxaszatu Aa je Ty (T s,)=(T3T,) S, TO jecT
Ja je
(‘2) ' E E Cav Qvn Sm = 2 E Cny Qym Sme

v=0 m=0 m=0 v=0

Panu tora npumennhemo Weierstrass-oBy Teopemy 0 IBOCTPYKHM

pe}lOBHMa Ha pe}l
. (-3 o
Y Cw X GymSm 2™

Ha Taj nauun, npomeny mnopetka cymauuje (12) onpaszahemo ako zo-
oo

KaXxeMo 1a je pen“ E aym Sm 2™ = f, (2) KoHBeprestad 3a |z| 1438,

8>0u pa je pen Ec,w fv (z) ysudopmuo KoOHBEprenTan 3a | z| < Si+s.

Hexa je r<R u M(r)<R'; moryhuo je u3abparnu 8>0 Mry,
takBe jga je (148)r=r,<r,<R n nxa je

(13) M(r)) < R".

Tanxa, 3a [z|<{ 1+,
| 3 L] Isn] I2In< K 3 lam|rm (1+ 8=
(14)
‘ <K i |@ym) 11 < 00,
jep penosu e

o0 ) 0
Y oaw?, Y e n Y |an|?

y=0 v=0 v=0

MMajy HUCTH NOJYNPEuHHK KoHBeprenuwje. Jlaxie, pexoBu xojuma Cy
Jdebunucane Qynkunje f, (2) xouseprupajy sa |z| < 148.
C xpyre crpane, 360r (14), nMahemo

(15) 1L @OI<K S Jam| Ty 2] <T+8.
m=0
ITpumenom seme 4 na ¢yuxunjy f(ry.2)/{M(r;) nobnjamo

i laym | 1T < Lv MY (1),

m=0

OJaKJae CcaAenu E |aym | 1T << LMV (r,) 3a v Behe on u3BecHOr v,.
m=0
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Ha ocnoBy (15) nmMamo Tana
[y I KLMY(rs), [2]<KL+S, v >,

na, nowTo je pex Y |cn|MY(ry), 36or (13), xouseprentan, pern
v=0

L=}

> cavfu(2) ynudopmHO KoHBeprupa sa |z|<C1+3, uume je Teopema
y=0

JIOKa3aHa.

Jloxkasana Teopema noCTaB/ba OWTPe ycaoBe Gynkuuju g ().
CrporocT THX yC/l0Ba He mOTH4e, MelyTUM, OX HEJOBOJbHE ONIUTOCTH
TeopeMe — OHa je y camoj npupoxu ctBapu. Ja 6HCMO TO NOKasanu
npuMepoM, nocmarpajMo mnocrynak (£, e:~!). [lowro ¢ysxuuja e?~1
y3uMa BpPEIHOCT jelaH y Taukama z=1+2kni, k=0, +1, £2,...,
cBakH oI Hu3oBa s,=(l+2kri)", k=0, £1, +2,..., 36upmuB je Ka
jenunnun. Ha rtaj nauwu, ma 6u nocrynak (£, g) caxpxao mocrynax
(E,e*~') norpe6HO je, u3mehy ocTasor, ma CBaku ON NpPeTXOXHHX
Hu3oBa 6ynae (E,e*~!) 36upbuB Ka jemuuuuu. MehyTum, TO je Mo-
ryhHo jexuno ako dysxkuuja g (2z) y cBUM Taukama z = 1 + 2kmi,
k=0, &1, £2,... y3uma BpeHOCT JeiaH, WITO NPETCTaBba jeHO BPJO
OLITPO OrpaHuuere, Koje HHje jeanHO.

IV. JEAHA CIIEUHWJAJIHA KJIACA TTOCTVITAKA
3BMPJbMBOCTH

4.1. Y osome ozebKy npumeHutieMo KobGujeHe CTaBOBe Ha KJaacy
nocTynaka 36up/bHBOCTH KOjy je yBeo Kapamara, TO jeCT Ha MOCTynke

36upmuBocty (E, f) xoju oarosapajy ¢ysxunjama f(z):az”;, raecy
cz+

a, b, ¢ v d peaann 6pojesu.

[Tomrto f(2) Kao CHHryJapuTeT WMa caMO jeXaH noJ, Aa 6u pejx
ol f(z) 6O ancoayTHO KOHBepreHTad 3a |z|=1, wro je norpe6Ho 3a
nepMaHeHuH]y ojnrosapajyher rnoctynka 36GMp/bHBOCTH, Taj NOJ MOpa
ce Hala3HTu BaH jefuHHuHOr kpyra. Crora cy ycuaoBu d#0u f(1)=1,
TO jecT a+ b =c+d norpe6um 3a nepmanenuu)y. Ha taj HauuH, Orpanu-
yaBajyhu ce Ha nepmaHeHTHe NOCTYMKe, MOXEMO YeTHPH napamerpa
a, b, ¢, d cBeCTH Ha JBa He3aBUCHAa W nucaTt f(z) y 06auKy

a+(l—a—f)z
fa)=StlzemBz,
1-8z
Oxrosapajyhu nocrynak 36up/buBOCTH O3HayaBahemo ca E (a, B).

CTAB 5. [Ja 6u Gociyiar 30upmusociiu E (a, B) 6uo depmanendian,
iollipe6HO je u QOBOMHO Aa URU

a=B=O
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uau
a<l, <1, a+B>0.

IO oxkas. i) YciaoBu cy norpe6GHu.

Ha ocuoBy npsa nBa ycioBa Toeplitz — Schur-a, f(z) ne moxe
OUTH KOHCTAaHTa, Na je npema Tome a#1 u B#1.

Kao wrto cmo Beh noxa3anu,;tp‘yﬂxuuja f (2) Mmopa 6utu perynapHa
3a |z] 1. Jakne [B|< 1.

U3 R
o ‘ o , _ . 204811
5 lawl>| Z (=1 aw| =17 (~p=| 5

> lan|=0(1) xon 11+ 0o,
v=20 .

crexu |f(—-1)]<<1, makne |2a+B—1|<1+B wro gaje a<<l u
a+§>0.

Axo je a+§3=0 6utie uau a=0u B=0 n oxrosapajyhu nocrynax

4

je nepmaHeHTtaH, uay nak a#0, TO jecr f(z)=1_:-°L v oarosapajyhu
az

nocTynak — mnpema craBy 3 — Huje nepmanentad. [Ipema Tome, mo-
Tpe6Ho je na 6yxe wan a=§=0 uau a+8>0.

ii) Ycaosu cy moBosmHH.

Ako je a=B=0 ¢yunkuuja f(z) cBoxu ce Ha PyHxuujy z, a OX-
roBapajyhin nocrynak 36MpP/bMBOCTH CBOJAM C€ Ha KOHBEPreHIHjy

Y cynpotHoM cayuajy, nowto je <1 u §>—-a>-1, dyHk-
nuja f(z) perynapHa je 3a|z|<<R, R>1. [lowro jea <l ua+B>0,
6uhe 2a+B-1<1+Bu —2a—B+1<14B, maje |f(-1)| < 1. Ha raj

Hauu [f(2)| <1 y cBuM Taukama j€XMHMYHOr Kpyra u3y3eB Tauyke

z=1, jep ckyn Tauaka z 3a koje je |f(z)|<{1 jecte nmau moaypaBaH
Rlz < 1 uam xkpyr Koju npoaasu Kpo3 Tauky z=1, unju je nenrap
Ha peaJHOj OCH M KOju caapxu Tauky z= -1, jep je |[f(-1)|<1.
[Towro je

1 _ l-a " _ 28(1-0)
fW= g "0 == g @<b a+p>0,
umahemo

) <fap-ra)

na je f(z) E-pyskuunja. Kako je f(1) = 1, 3a10BOB/bEHH CY CBH YCIOBH
crasa 2

e b s e e sens b il -
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4.2. CTAB 6. Hexa cy E(a,B) u E(a, B') 48a uep.uaneumna fo-
cliylixka 36upmupociiu. Arxo je

) a+f—~aB>at+B—af,
i) 1>a+B-af,
iii) s,=0 (™),

rae je
r<—l—~, Max{a+(l—a—B)r , (l1-a—B)r-a ]/l—a—6+a3' .
|8 1+pr 1+8r |p"—B|
maga u3
E(a,B) - lims,=5s
caequ

E (o, ) — lims,=s.

Hokas. U3 f(z)= at(l-a-B)2
1-B2
clexd
() o zZ—a
&= Tasare
ojxakie je
_ ’ (- l_aI_BI_’_aIB)Z
(16)  h(2)=g(t(a))= L2t oP - dBH Bz
e I—a—B+af-(@-p)z
CrasJspajyhn
4 (z)=an+(l '—Q"—ﬂ") 2
1-g"
umahemo bre
a’= (I'—(I-I-(Iﬁ’*—(l'ﬁ ”_ B’_B .
1-a-B+ap’ ’ 1 -a—B+ap’

[Ipema craBy 5, moTpe6HM H AOBOJbHH YCJIOBH ha 6u E («”, B"”) 6uo

NepMaHENTan NOCTYMNAK Cy HIM a’=8"=0 wro je, 36or <1, exBu-

BaJeHTHO ca &'=qa, B'=0, wan nak a” <1, "< 1, a”+8" >0, wro je

€KBHBaJIEHTHO ca ciaejlehuM HejegHauYHHaAMa

o' —a+af—a'B 1, B~ B <1, a+pB-a-B+af -aB >
l-a-B4+af l—a-B+af l—a-p+af

Mehjytum, nowro ¢ysxuuje f(2) u g (2) 3ax0BO/baBajy yCJAOBE TeO-
peme 5, mocjeiwe TpPU HejeNHauWHe CBOZE ce Ha ciaenehe naBe

a+p-aB>atB-of, 1 >a+p—af.

[Ipema TOMe 3an0BO/beH je ycaoB i) cTaBa 4.
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Jla 6ucMO noKasaidu 1a je 3aJi0BOJbEH M YCJOB ii) MCTOr CTaBa,
npumetumo xa je dynxuuja f(2) perynapma 3a |z| < 1/|B| u na je,

npema (16), ¢ynkumja h (2) perynapua 3a |z| <1;|(ITB?3_TB’. C xpyre
B -
crpane, 3a | 2| <r, 1<r < 1/|B |, Max | f (2) | 6nhe jennax = +(1—a—B)r

1-8r
(1—a-B)r—a . P
WIH ___1+—B’—_ npeMa TOMe 1a Ju Je a+B (1 —a-B) r* nosuTusHO

WIM HEraTHBHO, INTO C€ MOXe MNOKa3aTH JakuM pauysoMm. Ha ocroBy

TOTa M Ha OCHOBY MPETNOCTABKE O MOHAWAMY HU3A §, 3aK/bYYY]EMO
Ia je 3a10BOJbEH W YCJOB ii) cTaBa 4.

V. IPKUMEHA HA TEOPHUJY AHAJIMTUUKOT [POOYXEMHA

5.1. CraB Koju ce jaje y OBOM OXe/bKY NpPeTCTaB/ba yOMUITEHHE
NO3HAaTMX CT4BOBAa O AHAMMTHYKOM NPOXyxKewy momohy Euler-osor,
oxnocHo Borel-oBor nocrynka 36upibuBoctd. [lomrro ce Tperupajy
OMIUTH{M MOCTYMNIH 36HprHl_30CTH,. 1 bopMysnauuja craBa u nmokas 6utie
cnoxenuju. Ha npumep, nojasibyje ce Temxoha 36or tora mro GyHx-
uuja f(2) — renepaTpuca NOCTYNKa 36MP/LUBOCTH KOj¥ MOCMATPAMO
— Huje HyxHO uesa QyHKuUMja, Beli MOXe UMATH y BeNMKOM CTENeHy
NpOM3BOJBHO pacnopelene CHHIynapuTeTe, wTo he 6uTh ox yTuuaja
Ha 06JacT y Kojo] OAroBapajyhin mOCTynak 36MP/bUBOCTH aHAAUTHUKH
NPOJYKaBa JIATH JIEMEHT HEKE aHanuTHuke dyukumje. Ha rtaj naumn,
061aCT y KOjy Ce BPIUM AHAJIUTMUYKO TNPOAYKewe 3aBucuhe 0L JBE
BPCTE CHHTYJapHTETa: CHHIyAapuTeTa QyHKIMje Ynje aHamUTHUKO MPO-
LyXewe TPaXHWMO M CHHryJapuTeTa QYHKUMje rewepaTpuce OHOT MO-
cTynka 36Mp/bHBOCTH NOMOhY KOra ce To mpoxyxeme spuu. (Y pa-
Huje npoyuaBauM caydajeuma — Euler-opa, Borel-osa, Mittag—Lef-
fler-oa, Lindeldf-oBa 36up/buBOCT — 0GMACT je 3aBucHAa caMO OJ NIpBE
BpCTE CHHTYyJapuTera).

Hexa je f(2) E-pynxumja, f(1)=1, u nexa je R monynpeunux

KoHBeprenuuje creneHor pema ox f(z). Osmauumo ca K (f, L) cxyn
z

— | <R f(—;—) < 1. Hexa je F (2) ana-

auTvuKa QyHKIWja perynapHa y nouertky. CBaKOM H€3MHOM CHHIY-

naputery § oxrosapa jexan ckyn K (f,1). Ilpecex cBux taxBux CKy-
nosa osnaunhemo ca A (f, F).

CBMX TauaKa z TaKBUX Ja je

O6xactu A (f, F) mory 6uTH jaxo pasnuuute 3a passe QyHKIuje

f(2). One He Mopajy 6MTH HM NOBE3aHe, Ka0 LITO noxkasyje caezehn
npumep. CraBumo
Zz2+0—nz—141

F@)=(1-2)7% f()=¢”

e Bl ok et 5 MG
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Tazaje |f(2) =€ "R3B =D 1a je (2) E-dynxumja, a o6nacr
A(f F) cacrasbena je onx onor yria u3mehy npasux Rlz=1wu
gmz=1 y xome nexn Tauka z=0 H yria yHaKpCHOT TOMe.

Hacynpot Tome, o6aacr A (f, F) yBex je TakBa JAa je y HWOj Ha
jenHO3HauaH HAYMH Je(UHHCAHO AHAMMUTUYKO MPOLYKEHE OHOr eJe-
meHTa QyHKuMje F (z) KOju je HaT CTeneHuM pas3BUTKOM Te (YHK-
nuje y taukd 2=0. [la 6ucmMo TO mnokasanu, HKOBOJBHO je xa YTBp-
OMMO Ja CBM cHHryjaaputeTn QyHkuuje F(z) npunanajy KOMIOIEMEHTY
obnacta A (f, F), u Aa Ta] KOMIJIMMEHT €a CBAaKHM CHHTYJAapUTETOM
CcaJpXH M HEKA 3aCeK — Yy OIITeM CJAydajy Taj 3ac€K je HeKa Kpu-
Ba JuUHM]a KOja Taj CHUHI'YJapuTeT cCraja ca TaukoM Geckonaudo. 36o0r
f(1)=1, ounrnenno je ma cxyn K (f,{) He caapxu Tauky 2=y, na
A (f, F) — xao npecex CBMX TaKBMX CKYyNOBa — He CaxpxXu HUjeqaH
cuHrysnaputer Qynknuje F(z). Ila xomnuremenT ckyna A (f, F) caxp-
KM M 3aceKke, Mame je ouursegHo. Jla 6ucMo TO mMOKasas, JOBOJHHO
je ma yrBpAMMO Ha KommaemeHT ckyna K (f, 1) cazpxu kpuBy Koja
cnaja Tauky z=1 ca TaukoM z =oo. AKO je QpyHkuuja f(z) uena, npu-
METHMO Jia Ha OCHOBY MNpPHHLMNA MaKCHMaJHOI MOJYJa, HenpeKun-
HOCTH MOAyJa ¥ uumenwne ja je f(l'=1, nocroju He camo jemna
KpHBa, Beh yHTaBa jegHa 06/1aCT KOja nosesyje Tayke 2=1 u z=o00,
y uujoj je cBakoj Tauku |f(2)|>1, u Koja je crora cagpmasa y
komnaementy ckyna A (f, F). Axko (QyHkuuja HHje mesa, HCTO pe3o-
HOBale JOKa3yje ersucTeHLHjy jexHe o6saacTu Koja NpHmana KoMIjie-
MeHTy oX A (f, F) u koja noBe3yje Tauky z=1 ca HEKOM TauKOM
nepudepuje xpyra 2| =R. Kako cnomammoct Tora Kpyra raxohe
npunaga kommiaemeHty on A (f, F), Ta] koMniemeHT caiapxH ob6aact
Koja moBe3dyje Tauky z=1 ca TaukoM 2= oo.

Jepunuuuja obnactu A (f, F) omoryhyje Ham na ¢popmyauuiemo

CTAB 7. Axo je(E,[) Goc@yiax 36upmusociiu iepmanentmad, (E, f)

@pancgopmayuja nusa dapyujarnux cyma pepa ») A2t = F(z) yHu-
n=0

gopuno xouBeprupa rxa F(2) y cBaxom orpanuyenom 3aliBopeHOM Jeny

K (f, F) ceyia A (f, F).

Hoxkas. i) llokasatiemo Hajupe TBphewe cTaBa y cneuujaaIHoM
cayuajy F (2)=(1—2)-*. CraBumo

f (Z)“—"goanvzv» Sy (Z)= EV M,

m=0

Tagna je

@ @« v4+1 @
O’,,(Z)=2 anvsv(z)=zanv(llz— i )= ! -= EG,,,,Z".

v=Q v=0
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Axo z npunaxa o6mactu A (f,(1-2)"1)=K(f,1), Taga, npso,
pex Y, a,,2’ KOHBEpPrupa u Cyma My je f7(2), m mpyro, |f(2)| <],
=0
na f"?z)—»O Crora 6, (2)»(1—2)~1L

Ako nocmaTpaMo orpaHsueHy 3aTBopeHy o6ract canp;xaﬂy y
A(f, (1-2)~1), xonseprennuja e Gutn yuudopmua, jep y ToM cay-
gajy |f(2)| <18, 8 >0, na f7(z2) yuudopMHO TeXHd HYJIH.

i) Ioxasahemo xa noctoju xonrypa C ca crezehum csojcTBHMa
a) dynknuja F(z) perynapua je yHyrap xoutype C u Ha moj;

Z|I<R-8, 86>03a 2€K(f,F), u€C,
u

c) L1l—e €>03a 26K(,F), u€C.

2
u

Mo nmedunnuuju obGnactu A(f, F), [2/0]<R xap z2€A(f,F).
[Mokaxumo xa mocroju & >0 TakBo Aa je |2/{| < R~28 3acBako
Koje je cunrymapurer ¢yuxknuje F(2) u cBako z u3 K (f, F). [Ipume-
TMMO, pafu TOra, Za je y ToM HoMeRry dyskuuja |z/{| HenpexunHa,
jep { He ysuMa BpPeXHOCT HYJa, MowTo je F (2) perynapHo y nogerxy.
Hame, xaxo cy ckyn K (f, F) u ckyn cunrynapurera ¢yskuuje F (2)
KOMNAKTHY — TOCAENILH 3aTO IUTO PAAMMO Y 2-PaBH¥ NPOWIHPEHO]
TauKOM oo, TO QyHknuja {z/4| mopa ysumaru CBOjy MaKCHMManHy Bpex-
HOCT y MOCMATPaHOM JOMEHY, M KaKO je Ta MaKCHMalHa BDEAHOCT
Mawma oI R, Tephewme je mOKasaHO.

Hame, xako je 36or |2/t| < R—28, Qyuxuuja |f(z/g)l HENpeKu-
IHa y MOCMarpPaHOM AOMEHY, TO W OHA JOCTHIKE ¥ HEMY CBOj MaKCH-
MyM, KOju je — npema Xedunuumjn obnacru A (f, F) — mMawu ox
jenuHuue, na Baxu |f(2/)| < 1~2¢, €>0 3a z€ K (f, F).

Hexa je dy orcrojame Tauke { OX cKyna K (f, F), xoje je no3u-
TUBHO, jep je ckyn K (f, F) 3aTBOpeH u He canpxu Tauky L. V3 unme-
HMlUE Ja je CKYIN Tayaka { — Kao CKyN CHHIYJNApUTETa aHaJuTHUKe
¢ysxunje — saTBopen, creiu Aa je nosuTuBaH ¥ 6poj d=infdy,
[NTowro je cxyn K (f, F) orpanuueH, To nocroju 6poj M TakaB ja je
|z]<CM xag rox je z€ K (f, F). Ca p 03Ha4uMO NONYNpEHHHK KOH-

f(z)—f(2,)

Bepreunuje crenenor pexa ¢yskuuje F(z), a ca L — Max
Zl _22

3a |2,], |2,| < R- 6. ¥YBemumo, Haj3ak, 03HaKy

. {1 1 p2d  p?e \ .
2=Mmt¢,", o .
0 24 5P )

oM’ 2ML
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Oxo cBake Tauke { Koja je cuHryaaputer ¢ynxuuje F (2) onu-
muMo Kpyr Cy o nNoaynpeunnka 2v. Kaj Tauka u Jexu yHyTap Tora
-1 <grl < 1 , Na je

P 2

kpyra, umamo |u—{|<<2n. Opartae je

]u|>—29—. Ha ochoBy rtora 6uhe

HE< B e m<iaa<s
na je, s6or —Zg—i<1i’—2 3,
l—‘<k—s
CauyHo, mowro je
() st <o)
no6ujamo xa je ‘
PG«
onakJse, 36o0r f(—;—)l< 1—2¢, caenu
)<

Axo je Tauka co jefaH cuHryaaputer QyHkuumje F(2), OKO me

— -8
hemo omucatu kpyr {z|= , Tae je 2 W=Min[———e, ————} Oun-
pyr |z] zZe je 27 TR,

-]

raefHo je ja 3a cBako z u3 K (f, F) u cBakO u M3 TOr Kpyra Baxwu

z r4

<18, ‘f(:) <l—e

YHun)y cBuUX OTBOpPEHHUX KpYrona Cg' 9, O3HAUMMO ca Sgq» yHU]Y
cBux 3arBopeHux kpyrosa (¢ , ca S, . Ckynm Sy, je OTBOpEH, NOKa-
XUMO Ja je ckym S, 3aTBOpeH. Heka je x HeKa Tayka HarOMHJ/IaBaiba
ckyna S,. TaZa moCTOjH HH3 TAYAKA X Xy« o o5 Xpy o o KOjH KOH-



32 B. Bajmancku

Beprupa Ka X M npunaga S, TO jecT cBaKome x, OArosapa Gap jeAno
L, TaKBO Ja j€ X,€ Cepnin- [IpernocraBumo 1aje 3a CKOpO cBe 1, §, = oo
Taza je 3a ckopo cBe n, |x.|>1/n,, na je u |x|>=>1/n,, unme jey
oBoMe cayuajy TBpheme AOKa3aHo. AKO Haula NPeTNoCTaBKa Huje ucmy-
1heHa, nocToju 6eCKOHAuHO MHOro U. TakBHX Ja je |x,—L.|< n. Hus
§. He MODa Ja KOHBEPrupa HE Jia TeXH KOMILIEKCHOM oo. V3aGepumo
noxuus U/, KOju KOHBEprupa miu Texu oo. Jlpyry moryhzoct Mo-
KEMO HCK/bYUWTH, jep je OHa EKBMBAJCHTHA NPETXONHOME Ciay4ajy,
y xome je TBpheme noxa3aHo. 360r Tora M 360Tr 3aTBOPEHOCTH CKY-
na CHHTyJapuTeTa aHaiauTHuke QyHkuuje, lim (p,=L#o0, na u3
x, =0 <<n cremm |x-¥|<n, Aakae u TauKa x npunaga ckyny Sy,

[Towrto je ckyn Szq OTBOPEH, a Sy 3aTBOPEH, CKYN S=Sz2q\ S Gutie
oTBOpeH. ¥ cBakoj KoMnoHeHTHn 7; oX S (CBAKOM MaKCMMaJHOM [MO-
BE3aHOM OTBOPEHOM Heny ckyna S) moryhuo je nahu npocry 3aTBo-

peny nosurosansy aunujy C; oko cxkyna T, S, Ckyn cBux mnouu-
rosajaunx aunuja C, ysetiemo 3a nyramy C. Ona ouuriegsHo 3ajuo--
BO/baBa ycaose a), b) u ¢), ako ynyTpamnowhy ox C Ha30BeMO OHaj
ckyn kome je C py6 M KOjU CagpX¥ TAuKy Z=

iii) Ha ocnosy Cauchy-ese ¢dopmyne 6uhe
1 rF(u)du

F (2)= oy f Fldu \

Tl u-—-z

c

aKo Tauka Zz JIeXu y YHYTpammwocTu Kourype C.

YBenuMo o3Haxe

= 1—2vtt

Ta (D)= dw s, (2), 8, (2) = ———

' v=0 1-2
Tana je

F(z)———J’F(") lim o (Z)du,
2ri U pnaow u
c
Tlowro je i!gR—-& npema i) @, <f.) YHUDOPMHO KOHBEPTHpa, Na
u u

hemo wumatu

F(2)= ——; lim f%cp,.(%) du=
ﬂ—)mc
1 F(u)

>y V(——) u.

T“n-—)ao v_.—()
C -
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. & FAYE
Kaxko je pen Y dnm (——) , 36or
u

y=0

—z—' <R — 9, yuudopHo KoH-

. i r4
BEPreHTaH, TO je ¥ pex 3 dn S, (—-) yHH($OPMHO KOHBEPreHTaH,
v=0 u

na je

T nrmy—q u

F(2)= 2—~11m ia,,,fig'ls, (i) du=
c

1 zv
=—lllm2am,fF(u)( ---+uv+1)du.

RI® y—p

Jedopmucahiemo xouTypy C y koHTypy C’ KOja hie MOTHYHO JexarH
yHyTap Kpyra KoHBeprenuuje 3a Qynkuujy F (z). Tazxa je

F(z)—gl—, lim $° a,.,,f(Ao+A,u+---) (i+—z—+---+ i )du
u

Rl nyw v=0 u? wtt,

1

Cr

= lim Ea,,.,(A +A 24+ A )=

now ;=

= lim 2 any, Fy (2),

n-»w

v
rae je F,(2) = Y Amz™ v-Ta napumjaiia cyma CTeneHor pexa QpyHk-
m=0

unje F(2).

5.2. Pagu unycrpauuje nocaenmwer craBa HaBemnlieMO Kako 06-
Jact A (f, F) u3raexma YKOJIMKO ce NOCMAaTpaj)y MOCTynLH 36HpJbH-
BOCTH acoLMpaHu QyHKuHjama

a+(l-a-8)z

f(2)= 182

,a<ll, p<1, a+B >0,

Tj. E(a, B) mocTynuu, HCMUTHBAHH y YeTBPTOM OAebKy. OrpaHuuu-
hemo ce mpuponHO Ha ciyuaj F(2)=(1-2)~%, wro 3Haun Ja hemo

3 36ophrk MaTeMaTHYKOr HHCTATYTa



nocMatpatu o6aactu K (f, 1). One npercTaB/bajy CKyn Tadaxka z 3a
Koje je uctBpemeno |z|< 1|B| u |a+(1—a-B)z|<|1-Bz|, nakne
I Tayaka Koje ce Hala3e yHyTap ABa Kpyra, Wiu yH

™

£

=Y

<

2 Cn 3

/'
7

T p np
2-5 npercraBmbajy obnactn K (f, 1) 3a pasnuuurte opHOCeM3
© Mehy xoedunmjenara a u

Cn 4
ror ox ta gpa kpyra. lllpadupane obiaacTu Ha nLpTeXKMMa
a Tal,
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UNE CLASSE GENERALE DE PROCEDES DE SOMMATIONS
DU TYPE D’EULER—BOREL ET LEUR APPLICATION
AU PROLONGEMENT ANALYTIQUE

BOGDAN M. BAJSANSKI (Beograd)

Soit f(z) une fonction reguliére a Porigine. On définit un pro-
cédé de sommation, dit (F,f)~procédé, par la matrice [a,], ol

1 ()= % Qny 2¥.

v=0

On dira que la fonction f(2) a E - propriété au point z=1 si

i) f(2) est réguliere au point z=1,

i) f(1)=1

iii) |f(e)| <1 pour t suffisament petit, et

iv) f(e)—2%=Air(z=1)P+0(1) (2-1)?, z-1, a=f'(1), A=0
implique RIA ==0.

(La condition iv) est trés générale. Elle est satisfaite, par exem-
ple, si le contact des courbes f(et) et e au point =0 est de pre-
mier ordre).
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On dira que la fonction f (z) a E ~ propriété au point { si la fonc-
tion h(z) = fEL) a E - propriété au point z=1.
(©) \
L'auteur démontre
THEOREME 1. Si la fonction f ()
i) est holomorphe pour [2|<<R, R>1;

i) Max|£(2)] = 1;

iii) f(2) a E—propriété au chaque point ev tel que |f(e*)|=1,
alors
¥ law|=0(1), n>oo,

v=0
oll

fr(2)= % Qny 2°.

v=0

THEOREME 2. Si la fonction f(2)
i) est holomorphe pour {z|<R, R>1;
ii) |£(2)|=1 pour |2]=1;
iil) f(z) ez, k=0,1,2,...
alors

o0
Y {an,|» o0 lorsque n+ oo
y=0

ol

fr (Z)= %0 py 2¥.

En appliquant le premier théoréme, I'auteur obtient le théoréme
de permanence et le théoréme d’inclusion pour les procédés (E,f),
et particulierement pour une classe des procédés définie par Karamata,
at+(l-a—=B)z

1-8z

Enfin, Pauteur démontre que la série géométrique est sommable
uniformément par le procédé (E,f) vers la fonction (1—z)~! dans
chaque région bornée et fermée qui est contenue dans la région
définie par |f(2)] <1, [2| <R, ot R est le rayon de la convergence
de la série entiére de f(z). Le théoréme général sur le prolongement
analytique s’en déduit de la manitre habituelle.

c’est-a-dire pour les procédés (E, f) oit f(2)=
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B. MAPT

O JENHOJ KJIACH FOURIER-OBHX HHTEIPAJIA
YBOI

0.1. ¥ pa3avyuTHM rpaHamMa aHaJaM3e 4eCcTO je 3a JNOKa3 Imoje-
AWHAX Teopema NOTPe6GHO MPOLEHHTH (PYHKIHMje KOMIIEKCHE NPOMEeH-
JbuBe 2, DeHHHCAHE HHTErpaJOM

G (2)= f exp {g (1) +21} dt.
K

Crneuujannu cayyaj g (f)= - ¢* je HapouynTo MHoro pahen. Tako
cy, na npumep, Hardy u Littlewood [7], y Be3n c npoGremom
Waring-a, nanu aCHMOTOTCKH Da3BHUTaK 3a CIyu4aj

Fy, (2) =fexp { = u*+zu} du,
0

rze je k npupoznan 6poj Behu ox jeanHuue, y jefHOM Aeay KOMINEKCHE
2-paBin. Bakhoom [2] je npomupHo HUXOB pe3yaTaT Ha YHTaBY
Z-paBaH.

Po6lya (ynopenu [9], ctp. 191—210) u Técklind [I10] cy, ¥
Be3M C napnujanuuM KudepeHuujaTHuM jefHauHHaMa, Pa3BUJIH y aCUMII-
TOTCKH peJl Kaj - oo GyHKOH]Y

H(t)=fexp{—ta2m+ixu} du,

-

rae je m npupojan 6poj Behu mau jenHax 2.V Ilpumetumo na je 3a

k=2m
'.'m(tllz,")i 2m(tl/2m> iEm (1)

1) Kon Esrpagdora [5], ctp. 119—120 ce, ka0 npuMep, Ha/MasH NppH 4aaH
passuTka 3a H{1).
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Wright [11, 12] je nocmaTpao ¢yHKuHM]je KOje npeTcTaBibajy
renepanusanujy Bessel-oBux Qyukumja a nedunucane Cy uarerpaiom

1
P (p;B;2)= -é—%fu—ﬂ exp(u +;zp_) du,
c '

rie je B mpounsBo/baH KOMIUEKCaH 6poj, p >—1, a C je koutypa Koja
noJjasy OX —oo Ha peasHoj OcCu, O0uJa3u MNOYEeTaK Yy MO3UTHUBHOM
cmepy u Bpaha ce y —oo.

Asaxymosuh [l] je, cnennjanno, kopuctuo npoueny gynxnuje
b (-——,1‘»; 0 ;—z)s X (2) = fexp { - uk - zet*k y} du, k>2,
0

3a JI0Ka3 Hexux Teopema Tauber-ose npupoze.

0.2. Hexa je

2m—1
P(Y) = 2 avyzm—-v
=0

NONMHOM Ca MNpPOU3BOJbHUM KOMIUIEKCHHM Koeduuujentuma a, (v =
=1,2,...,2m-1) u a,=1 Taga Fourier-oB unterpan

J (2) = f e— P00 +2x dy

—00
npeTcTaBba Heady QyHKIMjy OX 2.
[Tpexmer oBor paja cy pxsa npobJaema:

1° VcnuTati na J¥ [OCTOjM HeKa jefHOCTaBHAa KoMOuHamuja no-
snatux Qyskuuja Kojom ce dyHkuuja J, (2) MOxe H3PAZUTH.

20 360r pasnMuYMTMX NpPMMEHa Y aHalu3u, Hahu acUMNTOTCKH
pasBurak Gysknuje J;(2) y uen0j KOMIJIEKCHO] z-paBHu, umajyhu
HApO4YMTO Yy BHUIY NPUMEHY Ha jeJHONMMEH3WOHAJHM Ciaydaj Hajon-
mruje napabosuune AudepeHunjanse jefHaudHE C KOHCTAHTHUM Koe-
¢dunujeHTEMa, 360r yera ce, yocTajoM, ucnutyje 6ami oBaj THR HH-
TerpaJja.

0.3. Oxrosop Ha 06a oBa nurawma AoGuheMo fOCTa je JHOCTABHO
n3 npse Teopeme u3 ['nase |. Ta Teopema je nocpesnor Kapakrepa, a
cMucao joj je y tome xa ce dyuxkumja J, (P'(y)) u3pasu y oO6auKY

©0.1) Jy (P (y))=e-P<y>+P'<w>'[§ @, () + R, (y)}

v=0
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tae cy ®,(y) dynkuuje xoje je JaKo pasBUTH No creneHuma ox 1fy
a R, (y) je ocrarak Koju ce MOXe NOBO/bHO OWTPO MPOUEHATH U MO
[IPOMEH/BHUBO] y W MO 7.

3a moKka3 oBe TeopeMe KODUCTHU Ce jelHAa BapHjaHTA METOJE Cel-
JlacTe Tauke Koja jeJ(HuM HesoM, y OCHOBK notudeogBakhoom-a(2].

Kopucrehu mpoueny ocratka R, (y) mo n u3 HdBejeHe TeopeMe,
nokasahemo y ['naBu Il za ce ¢yuxumja J, (P'(y)) MOxe npeTcraBuTH
Kao mpousBOX jexHe (pyHKUHMje eKCNOHEHIMjaJHOr TUMA H jeXHOT KOH-
BepredTHor pepa Wright-oBux renepanncanux xXumiepreoMeTPUCKHUX
¢yHknuja, WTO NpeTcTaB/ba OArOBOP HA NPBO MHTaMbE.

¥ wucroj raasu hemo, nopex Tora, MOKa3aTH Ja y YHWTABO] KOM-
nnexcnoj 2-paBHM BaxX#¥ aCMMITOTCKH pa3BHUTAaK

e e R _moLN,
0.2) Jx(Z)=exr>{ ) szz"'“]( Yqz 2! +o(z 2'"—1))
v=0 v=0

M JaTH NOCTYMaK 3a u3pauyHaBawe koedunujesara D,, a,, v=0,1,...,
4uMe je OXrOBOpPeHo Ha Apyro nurtawe. OBaj pesyarar Ao6uBa ce u3
o6pacna (0.1) ua cnepehin Hauun: Ako cBe QyHkuuje P, (y) pasBujemo
1o crenenuMa of 1/y u cabepemo uX, Ha OCHOBY MpOIEHE .0CTaTKa
R, (y) no y no6uhemo acuMntoTCkd pasBuTaxk Qynxkuuje J, (P'(y)) no
crenenuma of 1/y. Kopucretiu passurak Qynkuuje y=y (x) redunn-
c(i)u;e) jeanaumsom z=P'(y), mo creneHuma ox 1/z, mo6uBaMo pesyarar
(0.2).

Hanomenumo pa ce y cayuajy na noaunom P (y) uma peanHe
Koe(pHIUjeHTe, UCTH Pa3BUTAK MOe NOOGMTH U METOJOM CTallMOHapHE
daze Van der Corput-a [6]

Y Taasu IIl, nokazahemo, xao npumeny peayarara (0.1} u (0.2)
I1a ce QyHaaMeHTanHO peuwewe K(x;!f) rope nomeHyre Audepenuu-
janHe jeanaunHe MOX€ Pa3BUTH y OBaj aCHMITOTCKH De

1 2m 1
K(x,t)=C(x)t 2@m—1) exp {A (ix) 2m—1 4 Zm—l] .

{ijl oy (x) tz_"'v:‘+o (t 2_"%)]

v=0
rae je R{t} >0, t+0.

Jloka3 ce 3acHuBa Ha uurbeHunm ga ce K (x;f) mMoxe u3pa3UTH
RHTErpaioM tuna J, (z), npu ueMy cy caga cBu koebunujenrtu a, (0CUM
npsor) noausoma P (y) oxpehene ¢ysxuuje ox 2. OcrHOBHa Teopema
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u3 'naBe | Baxuhe v y oBoM cayuajy. IlocTynak xojum ce u3 o6pacua
(0.1) no6uBa acUMOTOTCKM DPa3BUTaK je, MEjyTuM, HEIUTO CJIOXKEeHHju

Hero Majo mpe, 360r 3aBHCHOCTH Koe(dunujenra a, OXL 2.

[JIABA 1

1.1. la 6ucmo u3berin NOHaB/baka W OJAKWIANK YuTaHe, yBe-

wheMo oBe peduHHLHje u O3HaKe:

Hexa je P(x) nojuHOM cTenesHa 2m ca NPOM3BOJbHUM KOMIJIEK-

cHuM Koedunujentuma a, (v=1,2,...,2m—1) na,=1, 7j.
' 2m—1
a) Px)= % ayx*m
v=0

CrtaBumo i ’
2m—1 PG v
fop =5 220

v=3 v!

onnma cy 3a i=3p,3p+1,...,(2m-1)p u p=0,1,2,...,2n noau-

HOMH Q,,p () ZeduHucanu penanmjama

b) Fee= 5" Qup ) £

i=3p
Paxu jegHocTaBHujer nucawa nedunucahemo jom
Q,()=0 3a i>@m—~1)p.

[Topex Tora, ypemhemo ¥ OBe O3HAKe

EBl (- 1)p _
c) A=Y ’_(—)pr ), i>3;
p=1 pl
3a i=0, 1,2 Hexa je no medpununujmu

Ay (n)=1, A; (0)=A5(y)=0.
4 2
d) Qo (y)=2yfexp{_ P(Q# x2— ym xgm] X2 dy,
Ly

—p— - <argy <-g+
4m 4m
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rze je Lo noaynpaBa M3 KOOPXMHATHOI NOYETKAa KOja Ca MO3MUTHBHHM
npaBUeM peajHe OCe 3aKjama yrao g.

¢) Jy (2)= f e=PO+gl, I (P'(y))=J(y).

1.1.1. a 6u cmucao teopeme 1.1 kojy hemo npso dopmyancaTu
M JoKa3aTH OO jacHujH, mokasahemo xa ce ¢ynkuuje Qg (y) ne-
¢unucane o6pacueM d) Mory u3pasutu mMomohy MNO3HATHUX CHelujan-
HUX (yHKInja.

IIpBo npumeruMo Xa je

o P(p)a?
—

(1.1) Qz,,(y)=—22—kfe— 2 w?* dw
y
0

jep ce mHTerpan Ha JHecHOj crpaku ob6pacua d) mobusa u3 (1.1) y
obaactu — n/dm < arg y < nf4m cmenom w=yx,y >0, a y ocraiom
Leny y—PaBHH aHAJAUTHYKMM MPOLYXKeEmeM HHTerpasa Koju ce Ao6uo
cMeHoM, 06phyhn CyKuecusHO HWeroBy NyTamy HMHTErparuje 3a yrao
P= arg x.

ITocmarpajmo, 3atum, HHTErpal

(1.2) F(-1)= J‘etu—umuk—lﬂ du.
0
Axo dyHKImjy e'® mox 3HaKOM MHTErpaja pasBHjeMO Yy pel u

WHTErPUIIEMO Ia YJAH MO YJaH, IITO je OYeBHIHO JO3BOKEHO (B. [3],
crp. 176 —-180), mocne cmere um=v y wunrerpany (1.2) mo6uhemo

| " 2ht2ntl |
d in 2m
—-2 —_— e vy dv

F(=h= m,,=g[(n+1)o

2k +2n+1
1o, o)
e\ _2m )
m 4= rn+1)

[Mpema TOMe je

(1.3) F(—t)=%,Fo 0,
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rae je F, (f) cnenujanan cayyaj Wrigt-oBe renepasnusanuje xunep-
reoMeTpucke QyHKuuje

_e fm
qu(t)—,,goF(n-i-l)t ’
npu demy je

P q -1
f(x)= gor(sv+avx)[q I (i + py x)] ;

6POJEBH Oy, -+« y Pryoes cypeaiHu M k=14 pg + ...+ py—ay —— ap,>0[13].
s (1.1) u (1.3) crexn nemocpexno xa je

_ 1 (_P")
(14) )= — Fo [-52)

ca o= 1/m, By=(2k+1)/2m.

1.2, Heka cy C,, C;, C,, ..., NO3MTUBHE KOHCTAHTE KOje 3aBHCE
caMO OJX /m YKOJMKO Huje HarJaleHno APYKYuje, U HEKa je y, HeKH
JHOBO/bHO BeJukH nosutuBaH 6poj. Jloxasahemo npBO OBy OCHOBHY
Teopemy:

TEOPEMA 1.1. ClliaBumo au

(2m—l)n _
0 10)=e=P0+70 [F 7 420 (0) 0 0) + Ra ()]

Maxa Oociioje ¢huxcupanu Opojesu o >0, B >0 maxBu za 3a cse )
obaaciiu

©t m+1 n m+1
—_——— ——— ar —_——
Imom1 MY S a1
D: V1> e
n m+1 t m+41
—_——— ———— ar 4+ —_—
4dm m—1 <agy< 4m m—1

u cBaku fpupoxan 6poj n, Baxce HejeAHAYUHe

C1 ly l—m(2n+2)+ 1 pan

IRa (1)1 <

Cz I y ,2m(2n+1)+1 n—Bn )
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Ioxkas Teopeme 1.1 3acHuBa ce Ha OBe TpH Jeme:

13. NEMA 1.1. Hera je Z, =X, +iY,, Z,=X,+iY,

n—1 —_ P
e"Zl=e_Zz E (22 Zl) -
p=0 p!
rae je
1
n= L f(l ="t (Zy—Z,)" e~ (L—Z) t=Za g,
(n-1)!
0
Taaa je
| R, ‘gLé:!Z‘J e — Min (X, Xy),
n

JIEMA 1.2. Hexa je argy=0, arg x=¢ u

= zsz_(l’_)_(.y_)_}ZxV’ Z’=ﬂ£y)_yz_x2+y,mx3m;
y=2 V! ) 2!
fmaza je
2r (_ 1)» @m—-)n s
yfen BT @-ara="8 " 4 )00,
N P=0 : : k=0

fipu vemy je N OpaBa koja 3axnaiia yrao ¢
ca hosuliuBHUM [ipaByem peanHe oce Uu

ki 1 f
- 9 L
4m<( +(P)<4m T

. = Dy—
JIEMA 13. Hera cy ¢yuryuje J J
2=2(%5);  @=2(x)) |
Aeunucane rao y nemu 1.2; Maga 3a /
cBe y obaaciiu Ca. 1
® m+1 ® m+1
D,: - ——<argy<-———, |V[>¥
4m m—1 4m m—1

(B. ca. 1) Baxce nejeanaqune Rz}, R{z,} > C, |y |>™ Max {| x|, | x|>m},
doa fOpemioclaBxom fa 3a § u @ Badce penayuje

.4 1 n b
— T <9 x _x 0 I
4m< +(P<4m 4<m +(P<4
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1.4. J10KA3 TEOPEME 1.1. Jloka3ahemo npBo xa Teopema BaxH
y o6xaactu Dj.

le Jla 6ucmo 3a npoueHy ocratka R,(y) Moriau ynorpeGuru
MeTO1y ceAJsacTe Tauke, TpaHcopmucahemo J (y) Ha nOroxHujH 06MMK.
HsBpiuumo, cTora, y uHTErpasy kojuM je pynxnuja J(y) nedunucana
CMeHy t=yu; Tako hemMo XOGHTH

0

J(y)=ye-PO+POY fe‘P(Y")+ P'OYyu+ POI=P' Gy iy,

— 00

[NpumeTumMo na oBaj o6pasal Baxxu He camMO 3a peajHe y Beh u 3a
CBe KOMILIEKCHe y=|y|e% obaactu — n/4m < 8 <mn/4m jep ropwu uH-
TerpaJ y TOj 06JacT¥ INPETCTaB/ba AaHAJIMTHUKY OYHKIHjy OX Y.
Ja 6ucMO BaXHOCT ropmer o6pacua NpOLIHPHJIH Ha YUTaBY KOM-
NJIEKCHY paBaH, MOTPe6HO je Ia aHaNUTHUKY MPOLYXHMO HHTErpaL
Ha JeCHOj CTpaHd ropwer obpacna Ha 4MTaBy KOMIIJIEKCHY y-paBaH..
O6paumo, crora, kopuctehu Cauchy-eB cTaB, HeroBy nyrawy HHTE-
rpanuje 3a yrao @=argu, WTO j€ J03BO/bEHO KaAroJ Cy 6 i ¢ Be3aHu
penauujoM — w/2 < 2m (8 + ¢) < n/2. Ako ca M o6enexuMo Tako Xo-
OuBeHy NpaBy Koja 3akJjana yrao ¢ ca NO3MTHBHHMM IIPaBIieM DeasHe
oce, nobuhemo xa je

J(y)=y e=POI*P' Gy I'e—mu)+p'(y>yu+p(v>- POy gy,

M

(1.6)

1 (3

5 @ +e)<
OpH 4eMy MHTerpaJ Ha JecHOj CTpaHd OBOr obpaclla INpeTcTaB/ba
TPaXKeHO AHAJMTHYKO NPOAYKeHhe HHTerpaia

-]

J'e_p(yu).).Pl G)yut P(y)—Pr (?')y du

—
y 4HTaBy KOMILIEKCHY )-paBaH.

CexnacTe Tauke Cy, y OBOM CJayHajy, pellema jexHauuHe

2L (~ P+ PG) yu+ PO) - P) ) =0.
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HckopuctutieMo OHy celyacTy Tauky Koja je pealHa W Hajla3u
ce y Taukd u=1. AKo, CTOra, y WHTErpany Ha JeCHOj CTpaHu oGpacua
(1.6) m3spmumo cmeny u=1+x, fo6utiemo zxa je

J(y)=e—P O +P 0y [(y),
rje CMQO CTaBHJH

](y):yfe—(zl—zz)—zz dx,
N

npun deMy cMo ca N obenexuad npaBy Kkoja ce A06MBA NPHMEHOM
Cauchy-eBor craBa napasenHuM nomepamem npaBe M 3a +1, u

2,22 (x;9)=P(+x)-P' My (1+x)-Py)+F (y)»,

(1.7)
=2, (x;y)=1i,%})—y—2x2+y2m x2m,
Kako je
P(yfxy) = 2 P—()—i‘;)—y XY,

TO ce 2, (X;y) MOXe CHMETDHYHMje€ MUCATH OBAKO

(19 n(xy= 3 O,

=2 v!

Axo caga ¢yukuujy e—(1—=2) y yurerpany /(y) passujemo no
Taylor-oBom o6pacuy 3ajp:aBajyhiu ce KOX 2n-TOT 4iaHa, no6uhemo

aa je
1) =T () +R. (),
rge CMO CTaBUJIHU

_lp
(19) 7 )= yfe—z« -

(21— 25)P dx, R, )= }’fRan(x y) dx

Apu 4eMy je, Kao INTO je MO3HATO
1

Rany4(x;y) = ?2——)? (1 =127 (z,—z,)"tt e—a—(a—a) t gt,

Ha ochoBy neme 1.2 je

. @m—1)
JM =3 Au()Quy).
k=0
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2° [IpeocTano je jom xa ce NMpoOUeHH R, (y) 3a NpOU3BOBHO
o6Jactu D;.

Kako je, npema nedpununujn ¢ysknuja 2, u z,
|Z,—Z,|2”+1 \< Ca l y ‘2m(2n+1) Max {|x |s(2n+1), lx [(2m—1) (2n+1}

TO je Ha ocHoBy Jema 1.1 m 1.3

| Ran 1 (153 9)| € —C3— |y pran+ ) Max {| x[5@n+, |x [am—3) Gn+D),

(2n+1)!
(1.10) exp [ - Coly[*™ Max {|x[} [x[™m}].

Cajza J1aKO MOXeMO npouesuTu R, (y):

Kaxo je npema (1.9)
| R (9)< 2lylf|Rz.,H (x; y)|dx=f+f

10 je Ha ocHoBy (1.10)

2C, |y [tm (2n+1 41
(2n+1)!

1 1
(1.11) f < f |x [Btan+1) g—Colyl2m IxPt g —
0
Colyftm

_ Cy(n)|y|=m@n+B+1 utn+1e=u dy

(2n+1)!

rae je C,(n)=Cy Co— @2,
H3 o6pacna (1.11) cjaexu, ¢ jeIHe cTpade, Ha je

2
(1.12) f< C, (n );gn+ ;| |-m @n+D+1,

Wmajyhu y Buay BpexsocT kKoHcTanTe C,(n) no6usa ce u3 (1.12) na
ocioBy CrupaurroBor obpacua na je

1
(1.13) f< Cy i |y |- m@n+d+1,

rae je o, oapehed nosuTuBas 6poj.
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Hs (1.11) mo6usamo, ¢ zpyre cTpaHe, aa je

1

C, |y Jpm@n+D+1
1.14 8 .
(114) oJ’<(6n+4)(2n+1)l

Ha ocnoBy Crtupaunrosor o6pacia nocroju nosutusad 6poj B, Takas
Ja je npema (1.14)

1
- (1.15) f< C, n—Bin| y [sm (a++1,
0

xn
Ha cauuad HaunH npouenuhemMo m mpyru uHrerpan f.
1

Ha ocuosy (1.10) je

4

(1.16) f<
1

Callem (2n+1)+1
(2n+1)!

o
f | x|@m=1) @n+1) o= Co |y |2m | x|2m gy
1

omaxie cmeHoM C, |y |*m |x [*m =t mo6Gusamo

) o 2m—1
Cy (n) |y|*n+! m "
1.17 f<—’—————— ft et dt,
(1.17) S @nt)
1 Colypm
rae je
C _ _@m-1)@nt+1)+1
Cy (n) = = C, an
2m

Axo y unrerpany Ha IecHoj crpaHH oGpacua (1.17) ekcnoHeHTy ox f
noxamo u oxysmemo 2n(m+1)+2m, no6uhemo xa je

=3 r(2m—1
(1.18) fg C, (n) |y|—mCGn++1 m
1

n+2n(m+l)+2m)
F@n+2)

Hmajyhu y Buny Bpemsoct konctaunte C,(n) mo6uBa ce u3 (1.18) uHa
ocHoBy Stirling-oBor o6pacna zxa je

(1.19) f<c8',,a.n [y|-m@n+a -+,
1

rze je a, >0 oapehen nosutuBan 6poj.
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[Topen Tora, u3z (1.17) caexu HenocpexHo jaa je
2m—1

© 1'( n+l)
2n+1 m
(1.20) f <G ()b T

Ha ocuoBy Stirling-oBor o6pacua nocroju no3utuBaH 6poj B, Takam
ZIa je npema (1.20)

(1.21) < Colyientt o,

O6pacuu (1.13), (1.15), (1.19) u (1.21) 3ajexno majy

Ct | yl—m(2n+2)+1 nen

R ()<

C, |y prien+ 41 p—pn

rIe je a=Max {a,,B,} u B=Min{B,, B,}, uume je moxas teopeme 1.1
3aBpuleH y o6maactu D,.

3° la 6ucmo jnoxa3anu jga Teopema 1.1 Baxu u y o6iaacTu
T

D,: “"E — <argy< +Z~—_—l— Y1 > ye

(8. ¢ 1) mocmarpajuo uHTerpan
@
Jl(—z)=fe‘f’“)"‘dt.

AKO y OBOM WHTEerpa’xy 3aMeHuMo f ca —{ M CTaBUMO P(t)=P(—1),
2=P'(y) no6uhemo

T()=4 (=P ()= [P O+Froniar

-—

[lpema Teopemu 1.1. 6ute y obmactu D,

2) 7o) = =P W+Fr )y { (2”;20‘)’1 A (v) Qo (V) +R, (y)].
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rie je, Kao W pasuje,

_ 2m P) _ pr 2
1 = E’_Q}.)_yv_ xv, z2 = _P(__J.)l_y__ x2+y2m x2m,

v=2 vl 21
ﬁz]; (y) =2 y fe‘z_z x3 dx,

Lo

_ Al -1 . — _
E0=S 0, iss A,=1, 4,-4,=0.
=1

p!

Qo) cy koedunujentu y3 x! QyHkuuje

{f (x; )y = { ME_I P f}’;ly_ xv]p

v=3

1
Ra() =t [ ax [(1=t)r=2 (5= Bn e G-t =T at,
(n—=1)!
Lq, 0

npu uemy 3a ocratak R, (y) Baxe HejegHaunMHe HaBeJeHe Yy Teo-
pemu 1.1. ,

Heka cy, mopex Ttora, ¢ynkuuje 2,, 25, Q,p Ai, Qu nKedu-
Hucaye xkao u pandje. Kako je

PO () y _ PO (=p) (=)

P(y)=P(-y) " -

TO je npema ropwmoj nebunnuuju GyHxunja z,, 2z,

2 (x;9) =2 (x; - ), 2y (X3 ¥) =25 (x5 =),
na npema TOME H

azk.p(}’)=Qak.p (~»» A—zk (.V)=Ank (—»),
OJHOCHO

Qu (1) =Quk (- »).

Crnexn na ce obpasan g) no6uBa u3 o6pacua f) crasbajyhu y= ~y.
Crora g) mpeTcTaB/ba aHAJHTHUKO Ipoayxemwe GyHkuuje J (y) y o-
6aactu D,. OBuM je nokas Teopeme 1.1 3aBpiieH W NpPeOCTano ie
jowr xa ce pokaxy Jaeme 1.1-1.3.

4 30opuHK MaTeMaTHUKOr HHCTHTYTa
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1.5. Pagu nOTNyHOCTH y M3Jnaramy HaBemheMmo ¥ JOKa3 Jeme
1.1 nako je OH MO3HAaT Ol panuje.

1.5.1. Joxkas aeme 1.1. Kako je

1
&(Z—7) = "2_:1 (22—121)" 1 5 f(l —f)n—1 (Zz—Z1)n e~ B=Zt df
=0 P
TO je 1
[ Ra | << |Z,-Z,1" f(l ~fn=1 e—X— (X=Xt (i,
(n-1)!

Jluneapna Qynxunja X, +(X,—X,)t HocTHXKE CBOj MHHHUMYM Yy jeaHOj
0J Kpajbux Tauaka pasmaka 0<(f<(1, na je

X+ (X, - X,) > Min (X, X;+ X, - X,)=Min (X,, X,),
gume je sema l.1. moxasana.

1.5.2. Joxa3 aeme 1.2. 3a nmoka3 je morpebuo ¢ynkuujy

2 (—1)p 1)p @em—1)p

(1.22) ﬁ";(—pl‘)” (z,—2,)P= 1+ 21 Qi) xt

p=0 i=3p
KOja mperctaB/ba MOJMHOM O X ypeAUTH N0 pacTyhum crenenuma
on x.

CraBuMO )
1)p (2m—b)p

xGm)=3 COT o gyx;
p=I1 Pl i=3p

Taja je O4eBHIHO
X (0;»)=x'(0; y)=x"(0; y)=0

/2

(1.23) A0 (03p) =il 2( 1)"

p=1

H

Qip(¥), i3

IITO je JaKO MPOBEPHTH HHAYKIHU]OM.

Kaxo je dynxnmja x(x;y) ‘nonrmsoM no x creneHa 2n(2m-1)
10 je npema (1.23) Ha ocHoBy Mac Laurin-oBor 06pacua

2n(2m—1)
124z x(G5Y)= ¥ A

- A N . RS _—
. . ; T =3
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W3 o6pasana (1.22), (1.23) u (1.24) caegu na je

(2m—1)

yf e—zz zn ( 1) (2 - 2)p dx = ‘2 A:(y)yfe—’= x! dx.
N

Kako je jom
sz (}’), i=2k,

yfe—z2x‘dx= k=2,3,...
0 i=2k -1,
N

TO je nema 1.2 jpoxasasa.

15.3. 1oka3s aeme 1.3. 1° Jla 6ucMo npoLEHHIH C HOHE CTPaHe
R {2,}, nucahemo Pynkuujy

2m P(V) (y) yV v

zy(x;y) = 2 |
v=3
y 3rojHujeM OO6JMKY.
Kako je
2m—1
P(y+xy)= 3 ayy*m (1+xpm

y=0

TO je

am
2 (X; )= Gom_y y* {(1+xp—xv -1},
=2
OJHOCHO

2m
(1.25) 2 (x;9)=Y tam—y ' Ty (%),
v=2

rie CMO CTaBHJH
T,(x)=(1+x) -vx-1.

Hsa
1

(1.26)" Tom (x) =2m(2m—1) x* f (1=1) (1 4 xp)*m-2dt,

rae je x=|x|e®’, cnegn ma je

R{Y* Tam (x) } =m (2m—1) |y[*™ [x|* [ezm<e+rp>l f (E)) (t + e-w) B

+ e—sm(o-+9) f (1 —t) t+ J’
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rae je y=]y|e®. Kako je

o—Pi\2m—2 e%i \2m—2
ezm<e+qv)z(t + ___.> + e-2me+oN (t + ___) -

[x] tx

2m—2 - 2m—2—y
-9 m (2/71 ‘ 2) t__
v=0 14

| cos (2md + 2me — vo),
X .

TO je
(127) R (Y™™ Tap ()} =]y P [x]2m [Cos(2me+ 2mep) + O.(%]'
||

Ha uctu Baumn mo6usamo n3 o6pacua (1.26) xa je

R To ()= e 3 (7 %)l cos (2m8 + 20-+ve ).

y=0

I1a je Tako
(128)  R{y*™ Tym (x)}=y*™ [x[* {cos (2mb + 29) + O (|x])}-

Ja 6ucmo u3 o6pasaua (1.27) u (1.28) Morsn 3ak/bydydaTH Ja MOCTOjH
KOHCTaHTa k,=k, (m) >0 TakBa ja je

R (Y™ Tym ()} Ky |y [P Max {|x ]2, | x [2m),

notpe6Ho je ja 6yne HCTOBPEMEHO

i k3 k1] n
1.27a ——<0 —, ——<mh+ —,
( ) 4m< +o < im 4< P < 1
ofaKJe cjaeid Ja je

__ﬂ_'"_<ag <E m+1
; 4m m 4m m—1

Hajselim pasmak y kojem ce §=arg y MOXe Hajla3uTH.
Tpe6a jow nokaszatu na je
R {20} = ky (m) R {y*™ Tom (x) }
3a J0BOJbHO Beduko y. Kako je

T,(x)=(1+x)V—xv-1, v=2,3,...,2m
TO je

T, (x)~(;) x%, x-0,
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H TaKoO
(1.29) T, ()< CpolTam ()], x| <1, v=23,..., 2m—1.
C 1pyre ctpaue je
T,(x) ~x¥, x- o0
na je, Kao rope, ‘ :
(1.30) T, (0| <Cyt|Tam (O, |x|>1, v=2,3,..., 2m-1.

Caxa npema (1.29) u (1.30) cnexn xa je, Ha ocuosy (1.25),
. 2m 2m1 ,azm—vl
R{z,(x;9)) = by R (Y™ Tom (x)) [1_k2 > W_——]
=2

(1.31) = ky RAY*™ Ty (x)} 2> Crglyl*™ Max { |xf*, [xm}
3a cBak0 x o6aactd (1.27a) u npousBo/bHO y o6aactu D,.

2° M3 nedpununnje GpyHkuuje z, creay HemocpexHo na je H
R (25} = Cys yPm Max {[x?, |xf*m},
yuMe je aema 1.3 pokasana ca Cy= Min{Cy,, Cy;}.

1.6. 1a 6ucmo Teopemy 1.1 MOoriau Aa HCKOPUCTHMO 3a JOKa3
na ¢ynxuuja J(y) UMa y 4dTaBOj KOMIJIEKCHOj y — PaBHM penpeseH-
TallMjy Koja je HaBeJeHa y yBOAY, MOTPeGHO je Ha ce JAOKaxke OBa
Teopema:

TEOPEMA 1.2. Pex
o
> Ask (v) Qak ()
et

KOHBeprupa aliconymine U YHUGOPMHO Y CBAKOM KOHAYHOM Zely y-paBHU.

Jloka3 Teopeme 1.2 3acHuBa ce Ha OBOj JIEeMH:

JIEMA 14. [Toc@oju wonclanma B>1 Maxsa za roeguyujeniiu
b,:P) Gonunoma
2mp—i .
Q"nP (y) = 2 bv(’;P) y2mp—p

3070BObABA]Y HejeAHAUUHY
| bfP) < BP

3a v=0,1,..., 2mp—i wu cBako i=3p+1,..., 2m-1)p.
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17. Jokas Teopeme 1.2, Jla 6ucmo Jnokasana Teopemy 1.2,
noxasahemo Ha HH3

Su= 3" 100 )] 1Azt )]
k=0

Texu yHupopMHO Ka Hexoj ¢yukuuju S(y). Ioka3 hemo wussectn
y TPH KOpaka:

1° CraBumo
~ 2m—n .
Sem—nn= Y Au(M|Qx(), -
=2
rie je
- (231 1
Ax (y)= > — |Qz,p ()1
sz p!
Kako je Q;(y)=0 3a nenapse i, To ce Ha ocHOBY (1.22) wucrum pe-
30HOBameM Kao y ademu 1.2 pobuja ga je

~ 2 | 2m-1'p 22 g, (y)
(182)  Sea-on= X — ¥ Qe OHAWI = X =,
p=1 i=3p p=I1 P‘
rje CMO CTaBHJIHM
" @m—1)p

(1.33) (=3 |Qu MY
i=3p
2% ap ()

INokasahemo, npso, A2 HH3 Y — KOoHBeprupa yHuopMHO 3a CBaKO
p=1

|yl < M. 3a To HaM je mMOTpeGHO Aa MOrOXHO MajopupamMo (yHKIuje

QeI m 1Q; (V).
3a cBako |y| M je '

12 () < Iyl f ghlxl'= ™ )i g,
o

-]

(1.34) <ka(i+1)lyl—1fekama(u:_uam)u,- du

0
< ki { f + f o k=k)
0 1

rae je a={2(m—1)}-.

g
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Kako je .

fgekzma,

0
a 36or u”"—u’>—;— 1
H

= °°_ 2mo  3m[2
fge"""“fe Tt du,
1 0
TO je npema (1.34)

i1

(135) 10.~(y)|<—2—‘— g¥m phima r(f—ﬂ) Iyl
m 2m

Ha ocnoBy aneme 1.4 je, ¢ mpyre crpane,
(1.36) 1Qi» WIS 2mp—i+1) B> Max {[y[\, [y|*me}.
0<lyi=HM
U3 nponena (1.35) u (1.36) moGuma ce, nmpema o6pacny (1.34) oa

npomnexa 3a LW
p!

2m—-1 1
%0 anpert 1Tt 5)
22K Cu(Myp22 *™ Br n n
(137) p! rp+1)
) . Max {1, [y|em—3»),
o<iyl=M

Ha ocnoBy Stirling-oBor o6pacua caeau u3 (1.37) ma mnocroju koH-
cradra 6 > 0 TakBa ja je

%0) (M) p-3 Max {1, pfom-s),
p! o<iyi<M

olakJe Ha ocHoBy Weierstrass-oBa kputepujyma cieiud Aa Hu3
% as (y)
p=1 Pl
KoHBeprupa yHubopMHO 3a |y| < M.
2% Kaxko je, mpema (1.32),

- n
Semnn()=St 20)
p=I1 p!

10 u Hu3 Siz,_ya (y) KOHBeprupa yuudopmuo 3a |y| < M.
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3° U3 nedununuje dynxnmuja A;(y), A;(y) caemn na je [A; ()<
< A;(y) 3a cBako i/, Na je npeMa ToMe M HU3 Syn—nn (y) yHHDOPMHO
koHBeprentad. Kaxko je, mehjyrum, nm3 S,(y) moHoton u S, (y) <
< Sym—1 (v) 32 maTO m > 2, cBako n u cBako |y| < M, TO caexu yHu-
dopmHa koHBeprennuja HU3a S, (y) OXHOCHO anCOJYTHA U YHEH(OpPMHA

-]
KOHBEpreHuuja pena 37 Ag () Qax (y), wiTO je Tpebano HoOKa3aTH.
k=1

[Ipeocrano je jom xa ce moxaxe Jjema 1.4,

18. Noxa3 neme 1.4. Koedunujentn Taylor-osor passutka
¢ysxuuje {f(x;y)}? matu cy Cauchy-eBum oGpacuem

e L pify)e
(1.38) Qur )= § U2 g,
Ixl=R
Kako je
2mp—j ;
(1.39) th(y)= 2| bv(i,p)yimp—-v,
v=0

TO je NIOHOBO

(1.40) bythpd = L Qip (v) dy.
2ni y2mp—v+1
yI=R

W3 nedunnnnje dynxunmje f(x;y) crenu sHemocpeaHo aa je

If (e )P << BP Jyfime |x|@m=De, x| 2>1, | >1,
na je npema (1.38) u (1.39) |

Q1. (V)] < B Jyfomp RGEm=1p—i=t
Wiy, cnenujanHo sa R=1,
Q.. () < BP |yfime.
Ha ucrtu nauun je, 36or (1.40), —
16,%P]  BP R,

ojgakye ca R=1 cneau xema.

e e e i e e
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['JIABA I

2.1. TEOPEMA 2.1. Hera cy ¢yuryuje Ax (¥), Qo (v) aegunucane
Kao u pauuje; Maga je 3a CBE y KOMINEHCHE y-DABHU -

J(y)=e=POTPIOY > Ane () Qax ().
=0

O oxas teopeme 2.I. Kako na ocroBy Teopeme 1.2, pex

E Az Qux
k=0

KOHBEprupa ancolyTHo u yHudopMHO ka Hekoj PyHkumju S(y) 3a
cse [y < M H xako Ha ocHOBYy TeopeMe 1.1 y obnactu D Baxku He-
jenHayuHa

| Ry ()] < Cy |yfpmeam+ )+ g,
TO je
J (y)=e=PWM+P)y S(y)

y ob6nactu D. Ha OCHOBY npHHIMNA aHAJIMTUUKOr NMPOAYyHema JAeCHa
cTpaHa oBor ofpacua mpercrasba (QyHkuujy J(y) cByrae tamo rie
je peryaapua. Opnarie, Ha OCHOBY Teopeme 1.2, crenm tBphemwe Teo-
peme 2.1.

2.2. Jla 6ucM0 y TOKy OBe u uayhe raaBe CKpaTHIM MHCame,
YHIEHHIY 1a pel >, P, (Xx) NpeTcTaBba aCHMNTOTCKH Pa3BHTaK HEKE
¢yukuuje f(x), 1j. Ka je ®y4+4(x)=0{P,(x)} u

N—1 :
F(0)="F &, ()+0 (¢x (1), x oo,
=0
o6esexaBalieMo ca
f(x) ~ 2, (x).
2.3. TEOPEMA 2.2. [loclloje 6pojeBu o, =, (g, Q... Ggm—1)»

D, =D, (a,, @4y, G3p ) WaxBU 4G Y Yeaoj KOMINEKCHOj Z-pABHU BAXCU
acunmiiliolicku pas3Buliax

2m—1 2m—v _m=1tv
J,(2) ~exp { 3 D,z }Ea.,z am—t
v=0
rae je v
2m

Dy=(2m~1)(2m) ™
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JIEMA 2.1. Hera je ¢ynryuje y = y(2) nseghunucana jeanadunom

2=Q(y), raeje Q(y)=P'(y); mana Gocmoje 6pojesu Ny=X, (ay, Q1182 m—y),

—1 makBu Aa y qulOI KOMUJIeMCHO] 2~ paBHU BaxCu acumiiiolicku
paasuwan

V4 1 _ v
r~ (g e

2.4. Nloxas teopeme 2.2. 3a Gopmupame AATOr aCHMNTOTCKOT
pasBuTka kopuctuhemo teopemy 1.1 ca npounenom ocratka R, (y) no y:

2m—Dn
2.1) J(y)=e—P(y)+yPl(y)l mz Agk(y)sz(y)+O(y""(-"'n+2)+1)].
k=0

[Ipso hemo pasButu QyHkuujy J(y) no cremenuma ox 1/y na
3aTuM HpHIYICHHTH JIEMy

1° JJa 6ucmMo no6usin aCMMOTOTCKM pa3BuTak (yHKUMje

P"(y) y®

Qi (v)=2y feXP [— Y
L

Xt —yam xzm} %2 dx, k=2,3,..(2m~1)n

npuMeHnheMo mocTynak u3 XOKasa Teopeme 1.1 ca

PPN s yimyom o o PTO)Y s

2, ==
! 2 21

Tako mo6GuBamo
sz (y) =2y J‘e"(zx—za)—zz x2k dx =
Lo

o ooz N—l( 1)
- .Vf 2 0 (2— z5)P dx 42y fRN(X;.V) dx,
e

Ly
OJHOCHO
N—1
(22)  Ou()= T Busy ™ (P ()-wtetm + 2y [Ru(xiy)dx
=0
- P L(P
rae je

(=1 s 1
burm C msrsit p(mpris L),
kip ol ! p )
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[Tponeny ocrataka Ry (x;y) u3BpunheMo Kao U paHHje KOpH-
crehn nemy 1.1 u HejemHauuue

oy —2olN < Cyg [yf*mN [xf'mN,
Rz} = CorlyPm xRz} = Cor P XP

Koje ciene Henocpexno u3 AeduHunmje dynxunuja z,, 2, ¥ Baxe 3a
cBe y obnactu D,; moGuhemo na je

(2.3) 2|y|J'|RN1 dx < Cog (N) y-3, 8, =m (2mN—2N+2k+1) - 1.
0

JedunuruBHo je, mpema (2.2) u (2.3)

N—1 __2mpt2k+1
(24)  Cu0)=yT* 3 BP0} 2 +OGE.

M3 oBor ofpacua je cafa Jako ZOGHTH aCHMMNTOTCKH pa3BHTaK (yHK-
uuja Q,, (y) xopuctehu eseMeHTapHe onepamuje ca aCHMIOTOTCKUM
pa3BHUTIMMA.

Kako je s
M
P'(y)= 3 a(2m-v) (2t—v- 1) yem-2-v,
v=0
TO je
_2mp2k+1
(2-5) {P’I (y)} 2 Ny~(m—1) (2mp 4+ 2k +1) ; di,p,k y",

IITO CAEAH MHOXEHmeM pasBuTka dyukuuja {P" (y)}—mp—k u {P"(y)}~12
Koju ce noGuBa)y cacBUM ejemeHTapHo. M3 o6pasana (2.4) u (2.5)
no6uBamo, Aabe, na je

Q = p—m@k+1+1 5 K3 dpk O (y—(m—1)2mp —M,)
wx (V)=Y Y Bkl Y ——E——+0(y +

0 = y(m—1)2mp+l

+ (0) (y—n‘l(sz—lN))} ,

OJHOCHO, nocne cabupama, Ka je
My—1

(26) Oy (y) =y makrv+1 55 ey_* +0 (="},

v=0

rae je
M, = Min {m (2mN - 2N), M }.
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[lopex Tora, cnenujanso je sa k=0
@7) 2 ()=y-m5(§ e;° +0(y=")).
v-=0

Kaxo je no xepuuuumjn A,(y)=1, A, (y)=A,(y)=0, a nomu-
HOM Ay () je cremena 2m [2k/3] TO je npema . )

(28) A 0) Ou )= 'S Lk 10 (torim),
=0 yt?
rie je
(2.9) 8,=m - 14+2m (k - [2k/3]), k>2
_ Axo passutke (2.7) u (2.8) yBpcTumo y o6pasay (2.1), xo6uhemo
Ia je .
(2.10)  J(y)=e— PO+ POy e 4 (y-tm-n+my |,
’ y - lg) ym ~1+y y

npn ueMy je, go = Coo = Boo (2m—1)2m}~12 jep je, mpema (2.9),
8, >m~1),

) 2° Kopucrehn nemy 2.1 passuhiemo caga bynkiuje e~ P+ POy
u y~m+1-v no crenenuma of 1/2. CreneHoBameM pasBuTKa QyHKHH]e
y No cTeneHuma on 1/z, MHOXeWeM KOHCTaHTaMa M cabHpambeM TaKo
no6uBeHnx uspasa, kopucrehu mnpurom Jaemy 2.1, nobuhemo na je

2m— v—2m Mg—2m

P(y)+P'(y)y= E D, zm— + ME D,z 2”"'1.|.0( B Zm—l),

y=0 v=2m

oxaxnocuo na je (s. [8], cTp. 535—543)
2m—y

(2:11) e P())+P'()))'~exp [ E D zZM—l} EDVZ" Zm—l,

V=0

rxe je
2m 2m—2

Dy=@2m-1) (2m) >, Di=3 a;@m—-i-1)}\.
=0

C apyre crpase je, UCTHM pe30OHOBalbEM Kao rope,

M.—1
2 8v +0 (y_(m 14 M4)) —

= ym 1+v
Me—1 — v-Hl M _m=14M,
M1 _ m—1-4v _ m=1+M;

(2.12) =% 1z ?‘””'1+O(z B )
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rxe je M,=Min{Mg M,+m~ 1}, MHoxemem o6pacua (2.11) u (2.12)
no6usa ce xe@uHUTHUBHO, C 063upom Ha (2.1),
2n—v m—1+4v

2m—1 —
A (z)=exp{ D,z*"! } Dayz
y=0

m—1
rre je ag=Roo Do (2m) "' {2 m—1)2m)-i2.

Cse onepanuje ¢ acCMMNTOTCKHM pa3BUIIMMAa KOje Cy OBJe u3-
BpmeHe 6e3 J0Kasa, A03BOJbeHE Cy Ha OCHOBY MpaBHJ/Aa KOja 32 TaKBe
onepauuje Baxe, a CBH koeduumjentn D,, D, d,, e,, ... u3pauyHaBajy
Ce Kao Ja Cy onepamnuje BpUIEHE C KOHBEpPreHTHuM penosuma [8].

3° Tloxasahemo na Tako nOOGMBEHHM Pa3BUTAK BaXKu y LEJOj KOM-
NJEKCHO] Z— DaBHH. .

Hexka je, monoso

J; (2)= f e—PO+2t gt

Tajga mano npe GopmupaHH pa3BaTaK

(2.13) J (P (y)) ~e—PW5)+ Py _&

ym—1+v

Baxxy Ha OCHOBY Teopeme 1.1 3a cBe y obaactu D,, na npema tome
CrenyjajzHo 1 3a

T 1 : n 1
- —eLargy<L—— +e.
2om—1 S UEYSonTd
Kako je 2=P’'(y) u Ha ocHOBY Jaeme 2.1
_1 —_r_
y~(- 2 )Zm—l Sz T
2m
TO Pa3BHTaK
2m—1 2m—v _ m—I1+4v
14 .I ~ 2m—1 2m—1
(2.14) 1(2) ~exp > D,z D,z
y=0

BaxkH y HECHOj MOJypaBHH, Tj. 3a |arg 2| < ©/2.
C xpyre crtpane je

Ji(-2)= fe‘F(‘H-Z‘dt,



62 B. Mapuh

rze je P(f)=P (- 1t), na ce acumnrorcku passurak dyuxkuuje J,(~ P’ (y))
no6usa, npema 1.4, 3° crasmajyhu y obpasau (2.13) y=—y, Tj.

) ~e—PENEP -y &
(215) JI(P( _V)) e F ARSI yz( y)m 14y

3a cBe y o6sactd D, ma npeMa Tome, CHEIHUjaJHO U 3a

1 !
e agy < nt ———— +e.
TS omo1 YUY s om_1 T

Kako je oBzme z=P'(y), omHOCHO —2=P'(-}y), TO je Ha OCHOBY
aeme 2.1

(2.16) (-n~(3 m)“’ 'Y (=g T

W3 o6pacua (2.15) n (2.16) cnenn na ce pasBuTak y JeBOj noay-
paBHM no6uBa cTaBbajyhu y obpasan (2.14) z=-—z, unMe je pgokas
teopeme 2.1 3aBpiieH.

[TpeocTano je jow na ce mokaxe Jema 2.1.

25. Hoxkas neme 2.1. M3 nedunuunje dyuxuumje y=y (2) caenn

He[nocpexHo xa je
1

y ( Z)Zm—l 200
2m ’ '

CraBumMo, nasbe,
1

2 \2m—1
‘2 m‘ =2y, Y =29+ 250y,

NpH YeMy wy = w, (2)+0, 2+ oco. Tana je

2= Q (2442, W) =

(2.17) 2
(2m - P
= Q(20)+ Q' (z0) 5 wo + 2 {z) (2o wo)?+ -+ +H( o W )zm L
Kako je
2m-v—1
Q)= 3 tPyrmv-tor, y=1,2,...,2m-1,
=0
rie je ¥ ,
B =y @m—p) @m—p—1)...(2m—p—7),
TO je
(Z 2m—1 b(l’)
(2.18) = (@) ~B, A", B,=—

vl

b e B s i chehbiibbaiAR s
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Hs obpa3ana (2.17) u (2.18) cnenu na je
2= Q2)+A™ (1 +€) Biw+(1+8) Byw?+ -+
+(1 +€5m—y) Bom—y w?m~1}
npu uemy €,-+0, 2 00, onakae je

1 2—Q (2

Tom@m—1) zgpm—

(2.19)

Kako je
2—Q (2g) =2 - {2400 22" +5222" =8 ¢ .. 00, |},
TO je, npema (2.19),
a,  _,
W~ - —L 271,
2m

Tako cMo mo6uau ma je
a
y~zg+hy M=-t
2m

2° Axo moCTynak NMpOJLYXHMO CTaBJjbajyhu

2y=2,+%;, y=2z;+A wy,

no6uheMo Ha MCTH HauuH Kao rope jaje w1~€;g’—(z—’)—, OJHOCHO
M Q' (2)
) P . 1 /a2 a, (2m-2)
Wy ~ =2 rae je A, =— -——’—) 2m-2) - =—— 2
1 N ° ] 2= (2171 ( ) om -1
IpBa Tpu unana pa3BUTKa Cy, Npema TOMe,
A
y~2zo+M+-2.
Zo
INernocraBuMo Ja je yommre
Ze= 2t M+ N2 M Z R, y=gt
H Zyk—
(2.20) wg=wg (2)+0, 2 o0.

Hctum pesonoBamem Kao rope nobuhe ce xa je

2—0Q ()

g Zp0m—D=(k—1) ’
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36or nmpernocraBke (2.20) cBu KoedUIUjeHTH NOJUHOMA Z — Q(z,,)
3aK/bY4YHO ca KoeuUUjeHTOM y3 cTeneH z,2m——t—1 jenuaku Ccy
HysHd, na je Tako -

Aty

k

Wy ~ Zo_",

TAe je Ay KoedunujeHt y3 crened z,m~ % Tako cMO xoGuiau
Ja je

z\ 1 _ PN
yN(_._)zm—x +A 4+ kz( ) 2m—1 4 .
2m 2m

qume je sema 2.1 pokasana.

I'JIABA 11

3.1 ¥ oBoj rnaBu uckopuctuhemo pesyaratre Teopeme 1.1 u
2.1 3a ¢Qopmupame aCMMNTOTCKOr Pa3BUTKA (PYyHAaMEHTAJHOr peluemwna
jenHe napuujasise jejHauduse.

Heka je L (i
ox
CHUM Koe(uIujeHTHMa:

9 n—t o \—v
L{—)\= by | — .
(Ox) Eo ( Ox)

npu yemy b, moxe 6utu 1 mau —1. Ako je

\

) CUMOOJKUHMA TMOJIKHOM C KOHCTAHTHMM KOMIJEK-

(3.1) n=2m wn b, (—1)™—! &™ n03uTUBHO AePHHUTHO 3a peaaHo E,

oHAa ce 3a AudepeHuujaqHy jeIHAUUHY

(L[ 3o

Kaxe Ja je nmapaGoJIMYHOr THNA H 1HeHO (YHIAaMEHTAJHO peuewme
NpeTCTaB/beHo je uHTerpasom [9]

(3.2) K (x, )= f LG+ bxu gy,
2

OBaj unTerpan KouBeprupa, 36or ycaosa (3.1), 3a ER{t}>O

[Toxasahemo na ce (yumamenTanuo pemeu:e K(x,f) moxe wus-
pasutu nomohy UHTerpana J, (2).
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3a xoedunujenre a, nojausoma P (v) y uHTerpainy

J‘ (z)= fe*P(l')'f'ZV dv

—w

Hupahemo, cnenujanto, 6pojese ¢, 2~ ca ¢,= —b, i#™ x¥, npu uemy 3a
b, Tpe6a ysern 1 mau —1 Tako aa yciaoB (3.1) 6yne ncnymwesn. Tako
Jo6uBenu uHTerpan o6emexuhemo ca J*(z). Axko y J*(z) craBuMO
2=ixt=12m y p3BpwMMO cMeHy v=ufl?m, > 0 gobuhemo’

. @

ix

2m—1
J*(___> = ti2m fexp {t by (iu)®m—v + ixu] du
fm 2

—®

OJHOCHO, npema (3.2),
t—l/Zm ix
33) K (x, 1) = J* ( ) :

2x H2m

Kako wunrerpan K (x,t) xouBeprupa 3a R {t} >0, To ob6pasan (3.3)
‘BaXKH He, camo 3a >0, Beh Ha OCHOBY NpHHIMNA aHAJMTHYKOT NPO-
Ayxewa u 3a cse R {t} >0.

Ha Taj nauus, npob6iem ¢QopMuparma acCHMIOTOTCKOT DPa3BHTKa,
Kag t-0, ¢ynzamentansor pemwewa K (x,f), cBeo ce Ha Qopmupame
ACHMOTOTCKOT DasBUTKa, Kaj Z - oo, WHTErpania J* (2).

3.1.1. Teopema 1.1 Baxu u 3a uHTerpan J* (2), jep ce xoedumu-
‘jeHT a, y3 crenen u®m nosuHoma P (u) Huje npoMeHuo a KoedHIH-
jeHTn y3 mame creneHe OX u He yTuuy GMUTHO Ha TOK AOKa3a. Mehy-
“THM, JeMa 2.1 ce mopa mMoxuduuupatH, jep je caga pynxuuja y=y (2)
JeduHACaHA jeIHAYMHOM
2m—1
{3.4) z2=% ¢, (2Zm-v)yrm—v—tzmv

y=0

mna he pa3BuTak (yHKIMje y OueBHUIHO MOpATH JApYyKuYMje H3IJIeXaTH
‘HEro panuje.

Ako jepnauuny (3.4) nuimemo y o6GaHKY

m—1
= - 2m—-v—1
2= 2 G@m-nen
+OJJHOCHO
2m—1
Z= Y ¢ (2m-v)Y2rm-v-i,
v=0 '
xThAe CMO CTaBHJH
Z=22"m, Y=yz,

5 3GopHuK MaTemMaTHYKOr EHCTHTYTA
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nobuhemo u3 neme 2.1 pa je
1

Z \Zm—l Q= 5 = = T
YN(-———) E}\VZ zm—1, N=2(Cos CasenerCom—y)y D=1,
2m
OJAHOCHO .
—— 2m
2 \2m—1 _ =V
3.5 ~ 2m-—1
(3.5) y- (Qm) a2 .

Cagza moxeMo moka3aTu Teopemy 3.1 3a J* (2) ananorsy reopemu 2.2
3a J, (2).

3.2. TEOPEMA 3.1. [llociioje 6pojesu o, =, (€o» CxyvvvsCon_y) Ma-
KBU Ja Y yeaoj KOMINeKcHOj Z-pasnul Badcu acumibiolicku pa3Builiak

_m=1 2m _ _2mv
J* (z) —~ CZ 2m—1 exp { A zzm—l} Zav 2 2m—),

rae je
2m

A=(@m-1)@m) T, =1,

2n . 1
C=\/ T (2m)—'r2em=1) exp [(?.m)—l/(z m=D[(2m-1)co X, +o— (2m-2)c l]] .

Hoxas teopeme 3.1 Jla 6ucmo ¢opmMupaiu ropwu pasBUTAK
H NPUTOM JaJM NOCTyNaK 3a edexkTuBHO H3pauyHaBame koeduuuje-

Hata a,, pasBuhieMo Qyukuuje

-

, (2m—)n
Hy(y)=e- PO PO Ho(y)= 3 Ap(y) Qu ()
h:o

no crenenuma of 1/z u npumenutn Teopemy l.1 ca mpouesHom ocra-
TKa R, (y) mo y.

1° Kako je
2m—1
—PW)+P' (y)y=3 ¢ @m-v—=1)y*m-v z=,
v=0
a npema (3.5)
Y zm_vN(—l—)Zm:r zrznﬂ-l-x (=) $v 3 _2—2111 F
Fid om ) * : g Bpyz 2m—l o,
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TO je
2m _2m

1
—P(y)+1”(y)y~(2"1)2»-—l @m-1) 22T+ Yy, 2 a1 "

HeduuutusHo je [8]

2m __2m v
(3.6) H, (y)~Bexp {Az 2’"‘”’] s,z
rie je

2m

S=1 A= (2m—l)( m)2m—1

B=exp {(an)"z_"i—‘1 [(@m—1)X, ¢, + QLm (2m -~ 2)¢,] }

2° PasBurtak ¢ysxuuje H,(y) mob6bmhemo kao 36up NpoOH3BOAA
pa3BuTaka (QyHknuja

A () K
7 u Qg (y) y2k.

Ha npsoM Mecty je npema (2.4),
_2mp2kt1
(3.7) y Qu (y)= E Bu.p {P" ()} 2 40 (y-memN—INta®iD+1),
Mehyrum je, npema (3.5),

2mp+2k-+1 M=l ot _m
(3.8) (Pr(y))~ T oz 2mt O “E Gpi 2 Tm=T

na u3 (3.7), (3.8) u y=O(zzm—1) ciaeny ja je

N—1__
Yy Qe (y)=2" A+ 2 Br.s [ > dppk? gl +

p=0 p=0

2m m(2mN—2N-2k4-1)—1
+0 (" Fmar VrHm=1pT } +0(2 2T

Cabupajyhu y ropwmeM o6pacily 4YJaHOBE Ca MCTHM CTEMNEHHMA OJ
1/z u ctaBsajyhu

Ny=Min {mN,, (m*—m) N+ k}
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no6uhiemo ga je

—1 Ny—1 2m 2
B9y 0y (=AU E o T o 7 )

y=0

HOa 6ucMo jomw pa3BHJIH MOJHHOME

A (y) _ 1 BEH (-1
y2k y2k Pgl Q2kyp(y) p! s

noTpe6HO je eKCIVIMIATHO H3Pa3sHTH 33aBUCHOCT HWUXOBUX Koeduuu-
jenara ox 2.

Kako je
o) v 2m -~ Bm —
POWY _ L5 c @m-ay@m-r-1)...@m—r—y—1) X" _
v! vl 2=0 2
yl z2*m

TO Quz,p (¥) MOXeMO nucati y obauky

1 2mp—2k __ .
Qzx,p (Y)= Jimp 3 fox Yime-v, rre je Y=yz.
’ v=0
Cnenm 1xa je
A,,,(y) [24/3] (_1)p 1 2mp—2k _ sy
_—;2_’:——= pél pl  z22mp-2k 2 fupYimpmvoik,

Ha ocnoBy (3.5) je name

2m 2k 2m
Yimp-k—v zz_m‘—_l'(”"")“z_m_—‘l‘zéj g EmT?,
22mp—2k m ,v,p
na je, npema ToMe, ,
2k 2m 2m
A “gmeitimet K 0 T amer (VHEIRKBD

(3.10) zsz‘}’) ~2 2m—1 2m—1 Ehv.k z 2m—1 .

y v

M3 o6pa3ana (3.9) u (3.10) cnemu, MHOXemeM H cabupamwem,

@m=1) el N 2 _am_ .
61) UF ) 0u)=z G s ™ col: 7 )
k=2 p=1
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CraBmajyhu y (3.9) k=0 mobusamo cnemnujanso ja je

_m= . 1 ______Zm_p __gm_.Nz
312) Q,(y)==z 2”'“1[22— ep0z M7 +O(z 2m—l )],
=0

rIe je eyo=Poo Ma je, u3 (3.11) u (3.12),

m—1 2m

——— No—1 _ v o
(3.13) Hy)~2z ™S 7,2 10 Tag,,.
p=0

Jedunutusno je, na ocHoBy (3.6) u (3.13),

__m_ 2m Ny —- 2m v __2m
(3.14) J*(2)=Cz ™' exp {Azz"'_’ ] [ Ma,z ™ +0 (z 2m—1 )}
v=0

_ __—2—_"__1 —1/2@m—~1).
C—\/Qm— 1(2m) m=D.B,

ojakne caenun reopema. Koedumujentu 8, v,..., o, ,. .. . H3pauyHaBajy
Ce€ W OBJe Kao Xa Cy onepauuje koje cy BpII€HE ca aCHMITOTCKHM
pa3BuTUMMA, BpIIEHe €a KOHBEPreHTHMM peLOBHUMA.

Jlokasana TeopeMa BaXH Yy YMTaBO] KOMIJIEKCHO] 2-paBHH, O6Y-
Ayhu Jxa kao u y mpouioj raasu (3.14) Baxu y JeCHOj MOJypaBHH,
T]. 3a |arg z| < =®/2, a pa3BUTaK y JieBOj NOJypaBHH Zo6uBa ce, CTa-
Bbajyhin y (3.14) 2= -2, jep je y oBom cayuajy

J*¥(—2)=J* (2).
3.2. Ha ocHoBy o6pacma (3.3) Teopema 3.1 cagpxu kao cnemu-
jaman ciyuaj pasBuTaKk (yHIAMEHTANHOr pellelma MOMEHyTe HHde-

peHuujasHe jemHauuHe, Mo cremeHuMa ox f. Popmymucahemo Taj pe-
3yaTar y Bully 3aceGHe Teopeme.

TEOPEMA 3.2. Hera je K (x, 1) ¢pynzameniianto pewerse dapyujanne
Aughepenyujanre jesnaqune

(L (%)—%)u(x,t):O

y cayyajy kaaa je ona iapaboauyna. [Toctoje 6pojesu oy (X3 09,0150, 03 —1)
marxsu fa 3a R (1) >0 Baxcu acumimolicku pa3suilak

-t 1 _r
K (x;1) ~C, f 2@m=D exp [A,t Zm——l] ap f2m=1, >0
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rie je
2m 2m

A= (ix)?m"=12m-1)(2m) ZIm=1,

1 mla 28, s
C1=2n: (zx) 2m—1 2m 1(2m) 22m-l) ,

L 1
. exp [(Qm) T @m-1) 1y -5 2m—2) b, i""x}-

3.3. Hanomennmo, Ha Kpajy, Aia Ce MOTIYHO aHAIOTHH Pe3yATATH
MOTY IOKa3aTH HCTHM MOCTYNKOM KOju je ynotpe6ibeH y OBOM pafy
M 32 HEeWTO OMNIITHJH HUHTErpan

fv(2) = fe‘P(“)*z" u du.

—o

Kao npuMeny y oBom cnyqa)y no6unu GUCMO ACHMMNTOTCKE pa-
spuTKE M3BOja Oymkuuje KU (x;f) 3a t-0.

(Caoflwiieno 30 oxmo6pa 1957)
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(3]

ON A CLASS OF FOURIER INTEGRALS
V. MARIC (Beograd)
Let

2m—1
P(x) = 2 ayx”"""
v=0

be a polynomial with complex coefficients, a,=1,

Ji(2)= f et J, (Py)=J (y)

-

and

1 P"
Qo ()= e 1&{"%

where ;F, (x) stands for Wrigt's generalisation of hypergeometric
function, with
1 2k+1

(I,=-—, Bl= ——— (See Ch- ], § 1-11)-
m 2m

Further take A, (y) to denote a certain class of polynomial de-
fined by ¢) in § 1.1.
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The following theorem, from Chapter I, concerning Fourier in-
tegral J(y) is fundamental in the paper:

THEOREM LL If we put

2m—1)n -~
J (y)=e—P(y)+P'(Y)y { ,‘20 A () Qp (V)+R, ) ] '

then there exist fixed numbers o, 3 >0, so that the inequalities
C, [yl—m(2n+2)+1'nem

l kn Mi<
C, |ypm@n-+1-+1 p—pn

hold for every positive integer n, and all y belonging to the domain

x m+1 n m+1
—_— r _
4m m—1 <agy<4m m-1
D: ,.Vl>.Vo
x m4+1 x m41
Ao e —— ATy < T — ——
4m m—1< gy < 4m<m—1

where y, is a sufficiently large number.

For the proof a suitable modification of the saddle point method
is used.

As the consequence of the theorem 1.1, two theorems of dif-
ferent kinds are proved in Chapter IL

The first theorem contains a representation of the integral J (y)
as a product of a function of an exponential type and a convergent
series in Wright's function quoted above.

THEOREM 2.1. In the whole complex y-plane we have
J(y)=e~ PO P'(y)ykz;) Agr (¥) Qux (¥)

In the second theorem the asymptotic expansion of the integtal
Ji (2) is given as follows:



2m—1 _2m—y
Jl(z)~exp{ > D,z !

v=0

3
'S

*

i

holds in the whole z-plane. ) .

The method for calculating coefficients D,, a, is also indié'ated.

In the last chapter the results and methods froﬁi‘%«ﬁjheorems 1.1
and 2.2 are employed in order to get an asymptotic expansion of
fundamental solution of a certain differential equation.

Let L (a-a—) denote a simbolic polynomial in Sa— with complex
x x

coefficients, i. e.
L(-‘?- =502V, b= 2
ax> v(ax) ’ 0 ’

y=0

then

K (x’ t) =_217tfetL(iu)+ixu du

—

is the fundamental solution of the partial differential equation

[L(;)—a;-)——s—t]u(x, =0

in the case when it is parabolic, i. e. when n=2m and b,(—1)m-1¢™
is positive definite for real (.

v

If in J, (2) for a, we put especially — b, ™ t*™, then we get

{—12m
K (X, t) = -—2——— Jl (I'Xf"l/z'"), R {t} >0
1

Using this formula we prove the following

THEOREME 3.1. There exist numbers a (x; by, .+, bym—;) SO that
the expansion

1 v
1 [ — —
K (x;t)~Cyt 2@m=Ty exp {A, t Zm—I] 2ot 150
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where
2m 2m

Ay=(ix)?T (2m—1)(2m) 21, a¥=1

m—1 5 1
C1=‘2“'1n(ix) 2m—1 \/213,:1(2’") “2@m—1) -

1 —_
+ exp [( 2_1m“ )—Zm-l @m—1)1,— 2_:'1.(2m _92)b,iemx }

holds when R{t}>0.
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HOPBE MYLUNULIKHU

[MOJIYITIPEUHHULIN JE3IrPA ,OI'JIEJAJIA“
CA TVIEJMIITA WEJI-MOJIEJIA

Yy BO . [Tosnato je na excnepumeHTH Audysuje enekTpoHa on
500 MeV na jesrpuma u npoydaBaia CIEKTPa ,ME30HCKHX aToMa* najy
3a NOAYNPEYHMK je3rpa R=ry A's BpeAHOCT KOjO] OAroBapa Marba BPeX-
HOCT 3a 5y OJi OHUX KOje ce go6ujajy ZpyrumM meronama, naume 1,2—1,3
¢epmu, rze je 1 ¢pepmu=10-"cm [I]. C mpyre CTpane, u3 nude-
peHnuje KYJNOHOBCKMX €HEpruja XBa jesrpa ,ornaexana“, nobujese us3
enepruje @-pacnana, no6uja ce Beha BpenHocT oko 1,4 ¢epmu. OBe
IudepeHnnje KyJOHOBCKHX €Hepruja MOry ce OAPeIUTH M TEOPHCKH
nomohy men-mozena u uieHTudukyjyhu oBe excriepUMeHTaJiHE U TEO-
prCKe BPENHOCTH HaJa3d Ce Ja je cjarame Haj6o/be ako ce 3a r, y3Mme
Bpennoct oko 1,3 ¢depmu. ¥ Tom numy Jancovici [2] je yBeo
NOjMOBE ME30HCKOI' H KYJOHOBCKOTI NOJYNPEeUHHKA jearpa ¥ u3pauyHao
je ®mHXOB OZHOC 3a mapoBe jesrpa ,oraefana“ A=15 u A =17. Ilpn
TOMe je NPeTNOCTaB/bEeHO JHa CPelibd MNOTEHLHWjak LueJ-Moiesa uMa
0o6/MK [PaBOyraoHe jame, a 3a W3pauyHaBale KyJOHOBCKE e€Hepruje
ynorpe6/bena je meroxa Slater-a [3). Carlson u Talmi [4) cy
CHCTEMATCKH NPOYy4aBaJH CBa je3rpa ,orienana“ ysumajyhu na cpemmwu
HOTEHIMjall uMa OGJHK MOTEHLHjala XapMOHMUCKOr ocuuiaropa. [Ipu
TOME je NMPETNOCTaB/LEHO Ja je chnpesarbe OPOGHTAMHOr U CIIHHCKOT
aHryJIaDHOT MOMEHT2 THNa jj, a 3a M3pauyHaBambe KYJOHOBCKE eHep-
ruje ynorpe6bena je meroma Racah-a u maheno je ma r, omaga y
unrepBany 3 < A <L 27 ox Bpexnoctu 1,54 no 1,20 ¢epmu, a 3a Behe
BpeIHOCTH O A HemTo pacre.

Mu hemMo oBze y3eTH wesa-MoZes ca NOTEHUH]aJIOM XapPMOHHCKOT
ocumaaTopa u ynorpe6uhemo merozy Slater-a 3a cBa jesrpa ,orue-
Xana* po A =17, Kajx ce 3aBpmaBa p-byCKa, ¥ TO KAKO y CNpE3ary
ji Tako W y cnpesawy LS. Ha Taj HauwH, npomnpyjyhu merony Janco-
vici-a Ha Apyrn OGJHK NMOTEHIMjalda, Ha Npyra jesrpa M Ha CHpesatbe
LS, no6uhemo oxHoce Rc/R, u BPEIHOCTH I, 3a CBa HaBeJeHa jearpa
»ornenana“. I'lpu Tome y cnpesamy LS KOX H3BEeCHHX NapoBa je3rpa

»Oryenana“ pobujajy ce HeoxpehjeHn pe3yaraTH, LITO CE€ jaBba y CJay-
Yajy Hele(UHHCAHMX CTalba NPU HHTEPMEJHApHOM CNpe3amy cMmelle
moryhux crama.
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[MornynocT pajamn, Hu3nOxuheMo nperxoano neduHulHje me-
30HCKOr M KYJOHOBCKOT IOJyNpeYyHuKa, OCHOBHE HJeje wwen-Moxena
u merony Slater-a.

ME3OHCKW ¥ KYJIOHOBCKW MOJYNPEYHHMK. OuexnBana Bpex-
HOCT KBajJpara pacTOjal-a NPOTOHA OJ ILeHTpa je3rpa ojnpehena je
obpacuem

o

fr”p (r) 4nridr

<P >=t | (1)
fp (r)4nr2dr
0

rae je p(r) rycTuHa HaeJexTpucawa y jesrpy. AKO je oBa rycTHHa
KOHCTAaHTHA y uHTepBany 0< r < R, a BaH wera jeJfHaKa HYJd, FOPHH
n3pa3 no6uja 06auK

3
2~ =2 Re,
<r2> 5

Bpennoct R oxpehena oBuM obpaciem neduHMIIE C€ KO ME30HCKH
NoAyNpeyHuKk jesrpa

RM=1/—2—<r2>.. ()

¥ cnyuajy nuseapHor ocnuaatopa < r*>> je oxpeheno ob6pacuem

<rz>=_l_22 <r2>'=_1_22 ;1_.[2("_.1)_}_.1_;_3 (3)
Z = VA v 2 i

i={

rie je v napaMerap JuHeapHOr ocuujaaropa.

C zxpyre cTpaHne, noj jesrpuma ,ornefajuMa‘ nojpasymenajy ce
TaKBM NapOBM je3rpa KoJ KOjHX je 6pPoj NpOTOHA jeZHOT OJ HbuX
jennak 6pojy HeyTpona Apyror, a 6p01 He7y'rpoua npBor jexHak 6pojy
MpOTOHa APYyror, Ha mp. jesrpa s0'% u ,F'3, npm yeMy ropwmu 6poj
03HauaBa aTOMCKY TeXuHY, Tj. 6p0oj HyKJ€OHa, AOwHU JeBH 6p0j 03Ha-
yaBa 6poj NpOTOHA, a KOWH JecHu 6poj, 6poj Heyrtpona. Crora je
gudepennrja HUXOBUX YKYNHUX €HEpPruja jefHaka AnepeHuuju mH-
XOBUX KYJIOHOBCKMX €HEprHja v 3a YHU(PODMHY pacrojeny Haejex-
TPHCaka OHA MMa BPEIHOCT

6 Ze®

AEc=Ec(Z +1)-Ec(Z) = —=—.
c=Ec(Z+1)=Ec(2) = ——
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Bpennoct R onpehena oBum ofpacuiem nepuHHIIE Ce KaO KY/JOHOBCKH
NONYNpEYHUK jearpa

2
Re=2 22
5 AE.

)

[lpu ToMe ce AE; moxe u3pauynatu nomohy meroge Slater-a,
0 Kojoj he 6utH peunm MaJo HHXKe.

LIEA-MOJEN JE3rPA. OCHOBHa nfeja Imen-MoAesa jesrpa cacToju
ce y TOMe Xa M HYKJEOHM, Tj. IPOTOHH M HEYTPOHH, HMajy HM3BECHY
»/bYCKACTY“ CTPYKTYPY V¥ je3rpy CJAHMYHO €JEKTDOHMMA y aTOMCKOM
omoTauy, OTKyHAa W noruue ume (enraecku shell =sycka). Bartlett
(1932) je npBu pmao cyrectujy y ToM npasny, a Elsasser (1934) je
OTKPHO T3B. MaruyHe Opojese

2, 8, 14, 20, 28, 50, 82, 126,

Tj. OTKPHO je Ia je3rpa KO& KOjHUX je 6poj HEyTpOHa jeXHaK jeTHOM
ol HaBeJeHHX 6pojeBa NoKa3yjy M3y3eTHY CTaGuAHOCT, LITO MO aHa-
JIOTHjH Ca aTOMCKHM OMOTauyeM yKasyje Ha 3aTBOpeHe Jbycke. [lopexn
BeJIWKe CTAOMJIHOCTHM OBa jesrpa MMajy W BPJO BeJHKY OGUIHOCT H
BpPJIO MaJle HEYTDOHCKe e(duKacHe Npeceke y OXHOCY Ha CycCexHa
jearpa, mTO je MOTHYHO y CkJagy Ca HaBEXLEHOM XHMMOTE30M 3aTBO-
peHux /bycku. JlonHuje je uMTaB HM3 Hay4HHKA DaJHO HA Pa3BHjatby
mesa-Molena M erope Buumwe (OpMe — KOJEKTHBHOT MOJe/a, Kao
Guggenheim, Goldschmidt, Mayer, Jensen, Feenberg, A. Bohr, Mot-
telson i drugi [5, 6].

Y cBoM HajmpocTHjeM O6JHKY LUEA-MOJEJ MI0MA3H O [IPETIOCTaBKe
HE3aBHCHOCTH HYKJIEOHA W TaJia j€ TaJacHa QyHKIH]ja CUCTEMa HYK/IeoHa
jenHaka npou3BOAY TaNaCHUX (PYHKUMja NOjefHHHX HYKJeoHA. CBaku
HYKJIEOH C€ TaJa MOCMarpa Kao NapTHKy/Ja y MOTEHLH]aJHO] jamH,
KOja NMPeTCTaB/ba_ NPOCEYHY HMHTEPaKUH]y Ca CBHM OCTaJUM HyKJIe-
OHMMa CHCTEMa. Y HajnpocTujeM CJIyuajy MOxe ce y3eTu Aa je no-
TeHIujan CEPHO-CHMETPUYAaH M Taja Ce CTakb€ CBAKOI HYyKJEOHaA
MOJXe OMNMCAaTH Ca YeTHPH KBaHTHA 6poja, KOju Cy CacBUM aHaJOrH
KBaHTHHM 6pOj€BUMAa €JIEKTPOHa y aTOMCKOM oMorauy. Tagma ce cra-
IMOHAapHA CTaiba HYKJEOHa MOry Ao6uTu Kao pewewa Schrodinger-
oBe jexHauuHe

hz
| -2=a4v00 Jv-ev )
2m
a peluema Ceé MOTY JOGHTH y MOJAPHUM KOODAMHAHTaMA Yy OGAUKY

qr=—i-1?(r;n,l) Y (8, @; 1, m). (6)
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O6auk motedunjana V (r) 3aBucH O NPHPORE HYKJIEAPHHUX CHJA,
Koje HmejcTBYjy H3Mmely Hyx/eoHa. ¥ HeJOCTaTKy TauHOT II03HaBakha
HyKJI€apHUX CHJIa y3uMajy ce NPOCTH 06/MIM NOTeHlHjata, Koju Mo-
Ty OpeTCTaBbaTH MOTEHUMjaNHy jaMy, ¥ TO MOTEHIHUjal H30TPOMHOT
XaPMOHMCKOT OCIMJATOPa M MOTEHIMjaJ NPaBOyraoHe jame.

[TpBu moreHnmjan uma O6JIHK
Vi =-— V,,+%m(o"r2 (7)

a oxrosapajyhe n03BOJbe€He BPENHOCTH eHepruje, koje pnaje Schro-
dinger-oBa jexHauusa

E=[2(n—1)+l+%}hw. )

Ynorpe6baBajyhu yob6uuajese CneKTPOCKONCKE HOTauuje, Tj. O3Ha-
yaBajyhu BpeAHOCTM KBaHTHMX 6pojesa n W [, Npu 4eMy ce CTamba
=0, I=1, I=2, [=3, |=4, =5 o3nauaBajy caoBuMma s, p, d, f, g h,
BUJMMO Ja jé OCHOBHH HMBO 1S, npBu BuIIM HUBO lp, ApyrH ld u 2s,
tpehu If u 2p, uerBpty lg, 2d u 3s urn.

Jpyra nortesnujan uMa o6auK

[ =Veu rR
v(r)—[ 0, r>R (g)

a oxrosapajyhe mo3Bo/beHe BPEJHOCTH €HEPruje Cy peliewma jense
TpaHClueleTHE jerHauuHe. Hymepuuka pemiera oBe jeJHAYWHE MOKa-
3yjy xa ce edeprucku HusoM pehajy y cnemehem pexy: 1s, 1p, 14,
2s, 1f, 2p, 1g, 2d, 1h, 3s uth. 3a pas3nuKy OJi NPETXOZHOr CcJaydaja
y OBOM c/AydYajy HeMma JereHepanuje.

MelyTum Ha oBaj HauMH He MOXe ce XoOuTH 3ax0BO/baBajyhe
objammeme MaruyHux 6pojeBa. Paxm Tora yBOIM ce T3B. CIHH-OPGUT
cropesame, KOje ce CacToju y TOME Ja C€ eHepruju HYKJeOHa Mopa

_’

AoJatH H eHepruja IEroBOr CMNAHCKOr MAarH€THOr MOMEHTa B y Mar-
-

HEeTHOM no/by H mpou3BejeHOM OpPOHTaNHMM KpeTameM HyKjeoHa. ¥
NpBOj aNpOKCHMaLMjM €HEepruja HyKJeOHa UMa BPEJHOCT:

>
E=E,-pH
o >
NPy YeMy je . cpa3MepHO ca CIMHCKYM aHTyJapHUM MOMEHTOM S, -a
- >

H ca opburajnuM aHryJapHUM MOMEHTOM [, Te HMamo

E—E,—k(S. D (10)
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>
OjaBre BUAMMO A Yy Cayuajy kalZ cy S W [ mapajesHd uMamo CHH-
XaBalhe EHEPTUCKOr HHBOA, a y NPOTHBHOM CJy4a]y IberoBO MNOBH-
meme. Ha Taj Hauun cBaku eHeprucku HuWBO (n, [) mema ce Ha 1Ba
HHBOA.

Y cayuajy nma je
0Ba €HEpruja CHUH- . [
opbut cnpesama Ma-

Ja y OLHOCY Ha KyJO-

HOBCKY €HEprujy Hy- n_ |l /

KJeoHa UMaMo T3B. LS 2 :
crpesame, WTo OATo- \ J=1+
Bapa cxaexehum mnpa-

Bu/IMMa cJaramba aH-

ryjsapiuXx MOMEHAaTa Ca 1

CBHX HYKJIEOHA:

~
I

- > -
=1, »s=S5, L+S=J. (11)

Y nporuBHOM cayuajy, Kaj je OBa eHepruja Beauka y OJHOCY Ha
KYJOHOBCKY €Heprujy, MMaMoO T3B. jj cope3aibe, WITO OJAroBapa npa-
BHJIMMa cJaramma

e T

5 5
Li+si=ji, 2ii=~’- (12)

Tana ce no6uja mema eHepruckux HUBOA NPUKa3aHa Ha ca. 2. JleBo cy
Ha3HAYEHH €HEPrHCKY HUBOHM H30TPOMHOr XaPMOHHMCKOI OCLHJATOpa, a
HLECHO OxroBapajyh¥ eHeprucky HuBOM MNOGHjeHH IenameM ycaexn
cnuH-op6uT cnpesama. ¥ 3arpazama je Ha3HayeHa JereHepamnuja HHUBOA
c 063MpOM Ha MarHeTHW KBaHTHH 6poj, a 6D0OjeBH Ha HECHO] CTPaHW
03HayaBajy yKylaH G6pOj KBaHTHUX CTamba IO MNOCMaTPaHOr HHBOA.
Buaumo na cy oBu 6pOjeBH HIEHTHYHH Ca MaruyHuMm 6pojeBuMa, a
u3meljy ¢Baka ZBa MaruyHa 6poja uMaMo je IHy TPyIy eHeprucKuX HUBOA.

Hanomenumo Haj3ajx jaa ce men-MOA€] Ca NPUIHYHHM YCOEXOM
MOJk€ NPUMEHUTH HA TYMa4emhe MarHeTHHX JUIONHHX MOMEHATa, €JeK-
TPUYHUX KBaJPYMOJHAX MOMEHaTa, B-paclaja v W3OMEPHHX Ipenasa,
alM HMa M JBOCTa cJaydajeBa IAe cJarame €a MCKyCTBOM HHMje 3310-
BOJbaBajyhie wax HM KBaJMTAaTHBHO.

SLATER-OBA METOJA. Merozaa Slater-osa crBopeHa je paau oape-
huBama KyJOHOBCKE eHepruje eJeKTpOHa y aTOMy Kao npBe mepryp-
6audje, Ko0ja NPOM3WJIa3¥ U3 HHTEpakUHje H3Mehy mnojeNuHAX eseK-
tpoHa. OBa ce METOZA y NMOTNYHOCTH MOXE IPDUMEHWTH M 32 OApe-
huBame KyJOHOBCKe eHepruje mpotona y jesrpy. [Ipa Tome TpebGa
pa3/JMKOBAaTH IBa IJaBHA CJayu4aja.
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a) [lpsu, npoctu cnydaj je oHaj xoj kora je 6poj NpoTOHa Takas
Ia je mocreAra MONbYCKA KOMIVIETHA WJH je 3a jexvuuny seha uiu
Mawa. Y cnpesatby LS y NPBOM Ciydajy uMaMo jeIHHCTBEHO CTaibe

6hw . /

1132 UMY 126
3p1/2 (2)
[__3p : 3P 32 (W)
24 2f 512 (6) (
2F 7/2 (8)
6 hw! 1k 972 (10) |
1h :
L 1 h 1p (12)1 82
r 3s 35 1/2 (2)
5 2d 32 (4)
d 2ds/2 6)
hhws g 7/2(8) |
L 199/2 (10)Y 50
: 2P 1/2 (2)
2p 1.£52(6) ¢
3hw 17 >< 2 p3j2 (k|

1f7/2(8)'}28

_ 1d 32 )
. { 2s zs//z(z)}go
270 1< - :
Iy ’dS/Z-(é)}I-'{
. fp2(2)
/ 8
fw{ i /p3/2(lf)}
Is _ 15 1/2(2)}2
Cn 2

onpeheno xBantHMUM OpojeBuma J=O, M= 0O u anTucumerpuuna Ta-
nacHa ¢yHKuMja cucrema mpotowa je jemunctsena Slater-osa xerep-
MUHaHTa., ¥ JPYroM Ciydajy aHTHCHMETPHMYHA TajdacHa (yHKOHMja y
o6mmKy Slater-ose nerepmunaHTe OJAroBapa KBaHTHOM CTamy J=j M
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M=m uin M= -m mnpema TOME€ Ja Jd MMaMO jefaH NPOTOH BHHIE
uan Mawe. Ta TanacHa ¢yHKnuja CHCTeMa NPOTOHA HMa OOJHK

u (G, fh); oot (G nN)

P T (13)

u (EN, []l) sy ey U (EN’ I]N)

npu ueMy {, IpeTcraB/ba CKYINl KOODIHHATAa [-TOr HYKJEOHA, a ng CKyN
€BHX KBaHTHMX 6pojeBa k-TOI KBAHTHOI CTamba.

OuekuBany BpeJHOCT KYJOHOBCKE €HEPruje TaZa MOxeMO Hahu
npema o6pacny

<Ec>={w» Ec=2 — (14)

u*udz i1 Tij

THEe YMeCTO u Tpe6a YBPCTHTH TOPHY BPEIHOCT M TAe NOTOM Tpeba
M3BPIUWTH HHTErpanMjy Ino LEeJOM NpOCTOpY. AKO Ha OCHOBY medu-
'HHIMje JeTepPMHHAHTE HalHIUEeMO TaJacHy (YHKIHjy y O6JuKy ajre-
6apckor 36upa oxromapajyhux mepmyTanuja, y 6pojuremy no6utiemo
TPOCTPYKY CyMy HHTerpana, y Kojoj he OMTH ulaHOBA Ca HCTHM H ca
pasiIMuHTHM NepMyraudjama y ¢ynknujama u w u*. Ha rtaj naund zmo-
Guhemo

fu*Ecudr=N! (2 J(m.n/)-EK(n,m)) (15)
rue je " "

J (non;)= | u*(Gi ng) w*(5yny) f_, u(ting) u(t;,ng) de

(16)
K (nin)) = fu*(éz, n;) u*(%;, n:) fz—; u(bi, ni) 15y ) de

a cyme Tpeba yseru no cBum naposuma (i,j) ca i<_j. Ilpu Tome cy
YJaHOBH Ca MCTHM NepMyTaljama Xanu npBu 4aaH obpacua (15), a
YJIaHOBM Ca Pa3JHYUTHM NepMyTauujama Apyru unad. Ha cavyan naunn
3a MUMEHMTE/b Hala3HMO

fu*udr:N! (17)
Te po6ujaMO KOHAYHO ‘ |
<Ec>=2J(un) - 2K (0 n))- (18)

i,j ij

6 36opuuk MaTeMaTHYKOr HHCTHTYTa
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Axo y mspasuma 3a J u K yepcrumo Tajacie dyukimje cdepo-
CuMeTpHYHOT noTeHmujana (6) m ako wuspas 1/r; pa3Bujemo mo Le-
gendre-oBuM NOJKUHOMHME, HO6Guhemo

Zl<
J (o, o) = kgoak (imi, my) F* (.1, nyly)
L+l (19)
K (ni,n))=8 (s, 31) E / lbk (bmy, lim,) G*(m 1, )
i—1Ij
rre je
= 221 QU D lmD (= ! ]

(e + {mi)Y (G + fmyf)!

£ 4
f [P‘"’" (cos a)] Py (cos %) S‘“ada f [P'"’f‘ (cos 9" ] Py (cos o) S0 S‘“a
0

(20)

b 1y my = (20t DD (= ! (= ! = =

(b4 fm)Y G+ fmj )Y (k= |my - )
[IP""" (cos 9) Pl i (cos ) PI™ "™ (cos &)M d&]
b . J
a .

Fi(nyly, njly) = e’of!—r-rér R (r,5n;0)) R2 (rysmy 1) drydr,

(21)

o oo k
G* (ndy, n,1j) = erf_r_:_%l_ R (ri; nil) R (ri5 nily) R (rj; mili) R(ry; myly) dry dry
. S .
00

Tie je r. Mama, ary Betia Bpepnoct Ox r; u r, a & Kronecker-os
cumbo,1.

Koedunuujentu a* » b* He 3saBuce oJ NpUpOJE MNOTEHUH]aNa W
oHu cy tabyaupanu ([7], rnasa VI).

Axo ce npehe ca cnpesamwa LS Ha copesame jj, 09eKyBaHa Bpel-
HOCT KYJIOHOBCKE eHepruje MoOxe ce u3pas3uty nomohy wuHTerpaia
Fx u G*:

<'Ec > = E] T (”il.mﬁ"jIJmJ) (22)
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ynp

rRe je 2ie
T (ndim;; mylymy) =3 ck(limy, L,mg) F¥(gdy, njly) +
k=0

+
k

lit+l; (23)
2 d* (I,m;, l}mj) G* (n,l,-, ﬂjlj)

={l—1

npu uemy koedunujentu c* u d*¥ ne 3aBuce oi mnpupoxe nOTEHHN-
jana u OHH Cy Taxkohe Tabynupanu.

b) ¥ cBum ocranmum cayuajeBuMa Tpeba NPUMEHHTH OMNIITH]Y
METOXY Tpara mMaTpule KYJOHOBCKE eHepruje, kojy je Takohe nao
Slater. Tama nocroju Buile aHTHCHMETPHUKHX cTama |JM >, Koja
Cy JuHeapHe KOMOuHauuje CTamba | My M. ..M, >, NPETCTaB/beHUX
Slater-osum nerepmuHanTama. ¥ TOM Cayuajy HMaMo

§<JM1EC|JM>=2<m,...m,iEC|m,...m,> (24)

ml---mp

rje OYeKnBaHE BPEXHOCTH KYJAOHOBCKE €Hepruje Tpe6a cymMupaTd Mo
CBAM BpeRHOCTHMA J, OZHOCHO N0 CBHM KoMOuHaumjama (m... m,) KOA
KOjux je my+my+ - - + +mp,=M. OBa penanuja NpOM3NA3M H3 HH-
BaPUjaHTHOCTH Tpara OXrosapajyhe MaTpulie NpHW YHHTApHO] TpPaHC-
¢dopmanuju. CBakyM uslaH y ropmoO] peJanHjy MOXe Ce H3pauyHaTH
0 METOAM W3NOXEHO] Yy NPBOM caydajy. Ha Taj HaunH KyJOHOBCKA
eHepraja NpoOTOHA MOXKE Ce H3PauyHaTd Kao JdHeapHa KomOuHauuja
KYJOHOBCKMX €Hepruja y nojeiyHUM KBAHTHHM CTarbHMa

<Ec>=2q<Ec>, (25)

BPEAHOCTH PANWIAJIHMX WHTETPAJIA. — ¥Y3MUMO caj noTeH-
uujan U30TPONMHOr XaPMOHHUCKOr ocuuaaropa. ¥ caydajy n=1, koju
ce jeAMHO MojaBbyje XO 3aTBaparma p —bycke, Gynkuuja R (r; nl) uma
BPEXHOCT

i
.__l-vrz mw
R(r;1)=N, e"2"" riH1 (v== ——)(26)
’ li(r;<ry)
rze je Ha OCHOBY YCJOBa HOpMHKpaiba
- Z 92 i+t 97
N “Vu(21+1)n‘ 27) I("j<"i)

Axo oBe BpexHoCTH (QyHKIHjE
R (r;nl) yBpctumo y ob6pacue (21) u

ako oxarosapajyhe asojue uHrerpane Ca 3



84 B. Mywuuxu

pacTaBUMO Ha JBa WHTerpana, no obnactu I rxe je r; <r; u no 06-
sacta II rme je r;<rj, nobujamo

© ri
F* (U, 1)=e2 N7 N? f 2k v i J’ AL N
0 0
- . |
+e? le‘ N?,- f r2litkd2 g2 dr, f ry2lk ey g,
0 ri
® rq ’ P(28)
G* (11, 15)=e* N2 N2 f riletli—kH g=vr2 g, f rilFAR gmvre gy
0 0
' - 3 -]
+ et NIZ‘_ le; f rilitltkt2 g—vr2 g, f rilitl— et g=vr® gr,
0 re

H3pauyHaBame OBMX JBOJHMX HHTErpaja CBOXM C€ HA TPpH THNA
MHTerpaja

Jy (n)= fxn e\ (x, Jy (n) = fxn e\ Iy,
. 0 L (29)
Js ()= f x" =2 & (x YX) dx
0
rae je @ (f) epop-yusxuuija
2
(p t == —12 df,
0= e (30)

0

npu yemy je y tpehlem wunrerpany n yeex nenapuo. Cpa Tpu HasBe-
JleHa HMHTerpaja MOTy ce u3padyHaTH MapuujalHOM HWHTErpannjom.
[Ipsu mHTErpan mMa BPENHOCT

a+t

-ty ¢ \x 3a 1 MapHo,
=] DNEN Vz g (31)
_ 1
(n—D@n) 2 3a N HenapHo;

JpYr¥ VHTErpan ce MOxe u3pauyHard y3 nomoh pexypentse dopmyie

n-1
o Jy (n-2) (32)

Jy(n) = - 217 an—teMt4
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a Tpehn Takohe y3 nomoh pexypenrtHe opmyne

l (n—2)!1
Ja(n _2)+—"H—“‘—;r (33)
2% (2 ?

s

npu uemy je Jg (1)=(2Y22)~ 1. Ha Taj naunn xobujamo ynorpeémapa-
jyhu oner yo6GuuajeHe CHEKTPOCKONCKE HOTanmuje

— —
Fo(s,8)=2¢e2 \/ V. GO (s,s)=2¢2 ||V
(s, 8)=2e VQn (s,8)=2¢ sz
5 /7 -
Fo(s,p)=—e*\|.X G'(s,p)=e* \|.Z
(s;p) 3 V2n (s:p)=e V%
3 5 /v
Fo(p.p)== e[V Fz,=~z\/1_
(P, p) 5 \/% (p,p) 5 Vs
3 . 5 .\ I%
G (p,p)=—e*\|L G*(p.p)=—e*\| L
(p.p) Qe\/gn (p.p) Se\/%
P a)= e L G'(s, =g e\ 2
30° Vor 2 ¢ Vax
_ _ (34)
F°(p,d)=——e2\/ F’(p,d)-:—?'—e’\/l
4 2
-
G ,d———” v G'(p,d)=—e*\|
(p.d) 12" 9m (P 4) 128\/21:
Fo(d, d) = \/ F*(d, d)_—gl—ezvz
o 120 © \2x
151 |7
F* d,d——-— 6o (d,d)=2L g2/ V.
(¢ 4) \/2 (@.4) 1208\/2
91
szd————’ Y ‘dd=—""
9= \/2n GH(d,d) e\/zu

MPOYYABAIE JE3TPA .OIJIENAJIA« Y CIPE3AMDY ji. [Ipamenumo
caj nperxoxse GpopMyJse Ha jesrpa ,oraexana“ A0 3aBPIUETKA p-bYCKe.
Ha ocnosy ropwux o6pasana 3a cBakH map jesrpa ,orsaenana“ Mo-
xemo uspauyHatH AEc, Rc u Ry y dyHknuju napamerpa v, fipu yemy
hemo ymecro napamerpa v pajuje ynorpeb/pasaTu fapaMmerap

R=\/:§:, (35)
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a u3 no6ujeHux ¥3pasa MOKEMO U3PauyHaTH H OAHOC Rc/R,. Cras-
bajyhu

2
Ru=roA%, — Re=— 2

5 (AEC) exp

(36)

rie (AEc)exp O3HAaUaBa €KCHEPUMEHTANHY BPEXHOCT KYJIOHOBCKE eHep-
ruje, nobujeny u3 esepruje B-pacnaza, MOXEMO Iy U3Pa3uTH y PyHK-
uuju ox Re/Rm u AEc y MeV

_ 1,739-10-7
A's (AEc)mev (Re/R )

(37)

Iy

Y cayuajeBuma A =3, 5, 11, 13, 15, 17 Mmoxe ce npuMeHHTH NpoOCTa
Slater-oBa mertona u no6ujajy ce cienehu pesyararu.

a) Map (,H3, ;He}). 3a xoudurypauniy ji (nljm;) npyror jesrpa
(10 1/2 2)[(1 0 1/2 —1/2),

npuy yeMy CMO HPTOM OABOju/AM KOHQUTypaumujy nocneiwer MpoToHa
KOjuM Ce JAPYro jesrpo pa3jiHuKyje OJ NpPBOT, Ha OCHOBY HaBeIEHHX
o6pazana jzo6ujamo

2
AEc=F°(s,5)=1,129 ‘EE;

(38)

Rc/Rm=0,951; ro=1,658 depumu.

b) Map (Hes, sLi3).- Kondurypanuja
(101/21/2(101/2 -1/2)|(1 132 3/2)
zaje A , .
AE¢=2F (s, p) —— G* (s, p) = 1,693% ;
3 R (39)
Rc/Rm=1,268; r, neozpeheno,

jep je enepraja (AEc)exp Heonpeheﬁa.
c) Map (;B11, (CL). 3a kondurypanujy

(101/21/2) (101/2 -1/2) (113/28/2) (1132 1/2)(113/2 —1/2)]
(1132 -3/2)

nMaMo .

AEc=2F° (s, p) + 3F° (p,p)——lg—G‘ (s:p) - -;— G* (p, p)=~4,138-1%

o
Rc/Ryv =1,096; ro=1,292 depmn.



IlcaynpeunHuH jearpa ,ornelana® ca rAegHLITA IHea-MOxena 87

d) Tap (,C13 ,NB). Ca xoudurypauujom
(101/21/2)(101/2-1/2(113232)(13212)(113/2—~1/2)
(113/2-32)(111/21/2
xo6uja ce
AEc=2F*(5,p)+4° (p.p) 5 G* (5,)= =" (. p)=
~ 4,891 -e,-;; Re/Ra=1,095; ro=1,350 cepwm. (1
e) IMap (NP, j0F). Konpyrypauuja
(101/21/2)(101/2 —1/2) (113/2 3/2)(113/21/2)(113/2 —1/2)
(1132 —3/2)(1 112121112 -1/2)
Aaje

2
AEc=2F°(5,p) + 5F° (p, p) - + G (s, p) == G (p, p) = 5,737 &;
3 5 R’ (42)

Re/Rm=1,078; ry=1,313 tepmu.
f) Map (;OF, oFY). Ca koupurypaujon
(101/21/2(101/2—1/2)(1 1 3/23/2) (1132 1/2)(1 13/2 ~1/2)
(1132 -32)(111/21/2)111/2=1/2)( 2 52 52)

Jno6ujamo
AEc=2F0 (s, d) 4 6F (p,d) — - G (s, d) = = G* (p, d) - - G* (p, d) =
5 5 35
5,841 & (43)
= R ’

Re/Ri=1,201;  ro=1269 depmu.

Y cnyuajeBama A =7, 9 umam0 JereHepauujy y OTCYCTBY mnep-
Typ6auuje 4 OBLe MopaMO mpumeHuTH omwuTty JSlater-oBy merony.
Pesyaratu cy caenehu.
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g) Map (L%, ,Bel). ¥Yamumo 3a 4Lil xoudurypauujy
(101/21/2) (101/2 —1/2) (1 1 3/2 3/2)
M H3PauyHajMO HEeroBy KyJOHOBCKY eneprujy E¢ (3Li1). 3a , Be} umamo
cnenehe moryhnocTu
J=2 M=-2, -1,0,1, 2;
J=0 M= 0.
3a kondurypamuje '
M=2 1012121012 -1,2) (11323/2) (11 3/21/2)
M=0 (101/21/2y 1 01/2 —1/2) (1 1 3/23/2) (1 1 3/2 —3/2)
1012121012 -1/2) 11321/2 (1132 —1/2)
u3pauyyHajMo oJroBapajyhe KyJOHOBCKe eHepruje, umajyhum y BUAY
la ce crame M=2 jaBba camo npu J=2, a crabe M=0 npu J=0
nJ=2
Ecim-n=Ecy=2, Ec m-o=Ecy=o+Ecy=-a» (44)

a oJasje ce xo6uja Ecgy-gy ¥ Ec(y-g. [Tomto je excnepumes-
TanHa Bpeasoct J=0, uMamo

Ec (,Be3)=Ec(juo) - (45)

Ha Taj Hauun mocne u3BpHmIEHMX pauyHa J06Hjamo

9

BEc=2F(5,p) +FO(p.p) ++ (7. )= 3 G' (5, p)=

~9632%, (46)
R

Re/Rm=1,107;  ro=1,497 depmn.

J

h) Map (,Bel, ;Bi). 3a ,Bed umamo uctu 6poj MPOTOHA Kao M 3a
(Bej, Te je pesyaTaT WCTH Kao y NpeTXOXHOM cayuajy

Ec (4Be3) = Ec (,Be3). (47)
34 5;3.24 ysmuMo Koudurypauujy
(101/21/2101/2—1/2)(113/23/2)@13/21/2) (1132 —1/2)
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M M3pauyHajMO HErOBy KYJOHOBCKY eHeprujy E. (583). [locne u3sp-
IIeHHX pauyyHa Jo6ujamo

l 1
AEc=2F (5,0)+2F° (p.p) - 5 G' (5,P)—2 G* (7. p) =

~3,106 & ; y (48)
R

R¢/Rpy=1,163; ro Heonpehexo,

jep je u oBrme eHepruja (AE()exp Heonpehera.

MPOYYABAILE JE3TPA ,OIVIEQAJIA® ¥ CNPE3AY LS. ¥ cayuaje-
BMMa a, b, e u f UMaMO jeJaH NPOTOH y BHIUKY WJIM Y MatbKy y OX-
HOCY Ha MOCAEAwY MNONMbYCKY. TaZa cy pesyaratu y cnpesawy LS
HCTH Kao NPETXOIHH Pe3yJTaTH y clnpe3awmy jj.

Y cnyuyajeBumMa d M g nocTojH JHereHepanuja y OTCyCTBY mnep-
typ6anuje. Cramwa Cy Taza oipeljeHa H pauyH Nokasyje Aa ce pesy.J-
TaTH CaMO MAJIO Da3JHKyjy OX pesyJaraTta y clpesamy jj.

Mebhytum y cayuajeBuma ¢ ¥ h crama y cnpesawy LS Hucy
oapeheHa, jep umamo cmemy wmoryhmx crawa. Tajma ce mMory natu
caM0O JIOme U ropmwe rpanune 3a AEc u oxrosapajyhe rpanune 3a
Re/Rpm u 1,

Yamumo kao npumep nap (;B', ,C'i). 3a .B't umamo caenehe
moryhe kondurypauuje (alm,s)

M=+2 (101/21/20(101/2 —1/2) (110 +1/2) (11 +1 1/2)
11 +£1-1/2),

M=+1 (101212(101/2 =1/2) 11 -1 £1/2) (1 11 1/2)
(11 +1F1/2),

(101/21/2 101/2 —1/2) (1101/2) (110 =1/2)
(11 +£1+1/2),

M=0 (101,21/21012-1/2 110 +1/2) (11 —=1+£1/2)
11 1+1/2).

Anann3om oBux KoHburypanuja AoJa3uMMO IO 3aK/by4yka Aa WMamo
CTame L =2 ca MyJATHIVIMIMTETOM 2, CTame L =1 ca MyJATUIIHIHTETOM
2 n crame L =0, J=3/2 ca myarumaunuteToM 4, Koja ce y yobu-
YajeHoj CHEeKTPOCKONCKO] HOTaluju ofenexasajy ca 2D, 2P u *Sia.
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Crame jesrpa ;B§ je Taga cmema OBHX MOryhux crama y HMHTep-
MeJMapHOM CIpe3amy C€a HEeNO3HATHM KOe(dHIujeHTHMa CTaTUCTHYUKE
TeXHHe, LITO U jecTe mpaBu pas3ior Heoxpehenoctu crama. [lowTo
je exkcmepuMeHTanHa BpeAHoct J=3/2, cMema OBHX CTama uMa 06auK

0'203/z+8-2P3/z+Y'433/2}
e P+[BRE+ yi*=1

HMmajytin y Buxy nma ce crame M. =2 jaBba CaMO MNpU CTaby
D, crawe M; =1 npu cramuma 2D u P, a crame M. =0, Mg=3/2
€amo NpH CTawy *S3p, n3pauyHajMo ojrosapajyhe KyJOHOBCKe eHepruje:

(49)

Ecem,=2= Ecep)s Ecm=1=Eceny+Ecep),
(50)

Ec (mp=0, mg=32= Ec 53,

Onasne moxxemo uspauyHatu Ec (3D), E¢(3P) u Ec (*S3p) u nocne
M3BPLIEHUX pauyHa A06HjamMO

2 2
E.(D)=86295-,  E.(P)=8742%
R R
(51)
e3
Ec (483/2) = 8,460 —
R
Te je .
8,460 ?RL < Ec(:BY) < 8,742 %. (52)

Ha cnuuan Hauun 3a jesrpo ¢Cl' namasumo Ja cy moryha crama
1D,, %P u 'S, Tama canunum pauyHoM JA06ujamo

2 2
Ec (:D,)= 12,8039R_ » Ec (*P)=12,690 % :

ot (53)
Ec(*S0)=12972

Te je

2
12,690 .;l < Ec (,C1) < 12,972 % : (54)

OpaBie MOXEMO 33aK/bYYHTH CaMO Ja JudepeHiuja HbUXOBUX
KYJIOHOBCKMX €HEPruja JieXHu y rpaHuiama

2 2
3, 948 % < AEc < 4,512 % : (55)

a OBMM BpeJHOCTMMAa Cy ofpelieHe u rpaHuue y Kojuma Jiexe Bpen-
HOCTH Rc/Rm 1 ry.
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3AKJ/bYUYAK. — CKynumo cBe noGujene pesyiTaTe y Cnpesamy
ii y cnenehoj TaGaunm.

Iaposu AEc (y %2) ; Rc/Rm ry (y depmn)
1 GH3, 2Hed) 1,129 0,951 1,658
2 (:He, $LB) 1,693 1,268 —
3 (Li} JBe) 2,632 1,107 1,497
4 («Bel sBY 3,196 1,163 -
5 BY, +CiY 4,138 1,096 1,292
6 (C3, NS 4,891 1,095 1,350
7 (;N§®,501%) 5,737 1,078 1,313
8 (505" oFy)) 5,841 . 1,201 1,269

U3 ose Tabsunme MoxxeMo u3BeCTH chaefehe sak/byuke:

1) Bpennoctu Rc/Ru omajajy, u3y3es Npu 3aBPLIABABY § H p
JbyCKe U Yy CPEAHHH NOABYCKE py, T'Ie MOKa3yjy HArJI¥ MOpacT,
npu 3aBpluaBamy MOAJbYCKE ps,, TAE CTALMOHUPAjY.

2) BpenHocTy ry, noKa3yjy CJIHYHO NMOHAllake, H3y3€B IUTO NO-
Ka3yjy NHCKOHTHMHYMTET NMPH 3aBPILIaBaky p, NOAbYCKE W LITO HE
NOKa3yjy AUCKOHTHHYHTET NpH 3aBpIIaBalmy p JbyCKe; OBe Bpex-
HOCTH Cy Yy BpJO A06pOj carjacHOCTH Ca pe3yJATaTiMa Koje cy Jo-
6unu Carlson u Talmi.

Ha kpajy, xeneo 6ux ma u3pa3uMm CBOjy 3aXxBaaHocT npode-
copy Roger Nataf-y, nox unjum cam pykOBOACTBOM pagHO Ha OBOM
npo6aemy y unctutyTy College de France y [lapusy.

(CaoluiTieno 13 nosembpa 1957)
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LES RAYONS DES NOYAUX ,MIROIRS“ AU POINT
DE VU DU MODELE EN COUCHE

D. MUSICK1 (Beograd)

En suivant les travaux de Jancovici, Carlson et Talmi, on a
donné une application du modéle en couche pour déterminer le rap-
port du rayon coulombien a rayon mésonique et le rayon du noyau
équivalent 3 un nucleon pour les noyaux ,miroirs* jusqu'a la fin de
la couche p. Dans ce calcul on a supposé que le potentiel moyen
a la forme du potentiel d’oscillateur harmonique isotropique et on
a utilisé la méthode de Slater pour calculer Iénergie coulombienne du
noyau, parallelement dans le couplage ji et dans le couplage LS.
Dans le couplage jj les résultats sont données dans le tableau et dans
le couplage LS les résultats sont les mémes ou un peu différents,
mais dans cerfains cas on a obtenu les résultats indéfinis, c’est dans
les cas du couplage intermédiaire des états possibles.
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VACLAV VODICKA .

UBER EINE FORMEL DER ELEMENTARMATHEMATIK

Dieser Aufsatz befasst sich vor allem mit der Herleitung einer
nicht allgemein bekannten Formel der Elementarmathematik. Sie steht
in_enger Beziehung zur Theorie periodischer Zahlenfolgen, zur Multi-
plikation der Potenzreihen (es sei hier insbesondere auf einige Fragen
aus der Theorie der lakundren Reihen hingewiesen) und zu mteres-
santen Problemen der Unterhaltungsmathematik.

1. DIE AUFSTELLUNG DER GRUNDFORMEL. Ist r>2 irgendwelche
ganze Zahl, so hat die Zahlenfolge

r—1
B =L S cos 22T (z=0,1,2,...) (1)
r p=0 r

offensichtlich die Periode r und ihre Anfangsglieder sind 4§’ =1,
AP = = = A2 = 0.
Die gewiinschte Grundformel ergibt sicht indem wir die Ausdriicke

n
HD =3 #Y (n=0,1,2,...;r=2,3,4,...), (2)

y=0
auf zweierlei verschiedene Weisen berechnen.
Zuerst hat man offensichtlich

5{’=1+[l] (1=0,1,2,...; r=2,34,...), 3)
r

wenn [x] gewohnlicherweise den ganzen Teil von x bedeutet.

Die zweite Form von (2) ergibt sich durch direkte Berechnung.
Mit Hilfe von (1) bekommt man dafiir zuerst

. npw
n —1 r—i st T i
rHy = > 2 cos T entr+ > cos(n+l)f—=
r
=0 60 $=t gig £T

r
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| sin@n+ )= 1 _sin@n+1)2F
— r = r
=ntr+=Y —l|=n+-(r+1)+ -
» 2e=1 sin 2% 2 2"2—:" sin &
_ r ) r

Obgleich die Rechnung nur unter der Annahme n>1 durch-
gefiihrt worden ist, gilt das Ergebnis auch noch fiir n=0 und wir
gelangen zur zweiten Beziehung fiir die Ausdriicke (2):

| i sin(2n+1)"7" ,
W= =—|2n4r+14+ ¥ ——————|(1=0,1,2,...;r=2,3,4,...). (4)
2r =1 sin2Z
p

Durch Gleichsetzung von (3) und (4) gelangen wir nun zur
unseren gewiinschten Grundformel

- i
_,sin(2n+1) -

—r-1 2r(" ["])( 0,1,2 2,3,4,...). (5)
=r—-1-—- — - | n=Y,1,4,...;1 =4,0,%,...)
p=t sin &% ! ’

r

r

Wird ganz allgemein unter {x}=x—[x] der gebrochene Teil von x
verstanden, so kann man (5) auch noch in die Form

. pr
,y Si0 (2n+1)7

s L =r_1_2r{_"_} (1=0,1,2,...;r=2,3,4,...) (5.1)
p=1 sinp—x r
p

setzen.

2. MULTIPLIKATION VON UNENDLICHEN RE!HEN. Ist

2(0)= 145+ +...= g (6)

n=0
irgendwelche konvergente Reihe und r>>2 eine ganze Zahl, so geht
es zuerst um die Aufstellung der Potenzreihe fiir g (4). g(¢")-
Da man mit der Bezeichnung (1) offensichtlich

o™

gL =3 Apee (r=2,34,...) )

n=0

hat, so folgt gewohnlicherweise

$O2@)= Z v Fio= Tupy- B w

n=0 v=0 n=0 n=0 r
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und wir kommen zum Ergebnis

ry — 1 — < () n— S [n+r] n
= = Hy = _—
e =y S =Z ]

8)
(r=2,3,4,...).

In der Form mit [ ] gilt ibrigens (8) auch noch fir r=1.

r

Gehen wir mit irgend einer anderen ganzen Zahl s$>>2 noch
einen Schritt weiter, so haben wir nach (7) und (8)

g(g)g(y)g(y)—zé"ih‘”[ ”*’]—

n=0 v=0 r
© sl p—ys<+r © n [n/s] n—x%s
-Beglr R ]
n=0 r n=0
Zusammenfassend ist also , ,
1 ®
e e )= = S AP,

1-0)(1-)(1-¢) sz
(rs) _ ], Bl n—xs =
Al _1+[8]+x§=;o[ : ] (rs=2,3,4,..). (9)

Mit einer dritten ganzen Zahl #3>2 haben wir nach (9)

2 gt g (5= 3 ALt = 3VAD Al g

n=0 n=0
und daher
g(t)etNe®)e) e (L”) g = EOE" goh"’ AR AL =
= 2 gn 2 A(l' S)A(l' S)
n=0 *=0

Wir kommen also zur Formel

g g®) &) (L) g5 gt =

l bl (r,s,t)
= = By,
D=0 =0 (-9a=y)g =" °
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B(f,s ) E A(r. S)Aglfy_f)zt’
%=0

sl fn—vs
AT =14 =]+ [
S y?—_:o r

und verzichten auf naheliegende Weiterfithrung unserer Erwigungen,
da die bisherigen Ergebnisse fiir unsere weiteren Zwecke vollig
ausreichen.

(s, t=2,3,4,...) (10)

3. ZWEI PROBLEME DER UNTERHALTUNGSMATHEMATIK. Die in in dem
vorhergehenden Abschnitt skizzierten Tatsachen hidngen offensichtlich
mit der Theorie Diophantischer Gleichungen und mathematischer

Spiele zusammen. Die Grosse ASL*® aus (9) bestimmt ja bekanntlich
die Anzahl der verschiedenen Arten, auf die man die Summe von n
Kronen mit Banknoten im Betrag von 1, r und s Kronen bezahlen
kann. So lisst sich z. B. mit den Banknoten 1, 3 und 5 Kronen die
Summe

von 10 Kronen auf A% =7 verschiedene Arten,

» 25 » » A g’; % = 29 » s USW.

auszahlen.

Ahnlich bedeutet die Grosse BY'®" die Gesamtzahl von Mog-
lichkeiten etwa n Kopeken mit Miinzen und Banknoten im Betrag
von 1, r, s, t, rt und st su bezahlen. So ldsst sich ein Rubel aut

B%s 10 verschiedene Arten in Minzen 1, 2, 5, 10, 20 und 50 Kopeken
auszahlen.

Die nach (10) durchzuftthrende Rechnung ist einfach und ganz
mechanisch:

AFY =1, APV =1, A%V =2 A%V =2 A0 =3,

AZY 4 ARD 5 ARI 6 APV =7, AP =8,

A% =10, AGY =29, AGY =58, AGY =97, ASY — 146, AGY =205,

AGY = 274, A‘“’ 353, A%Y = 442, A%Y = 541;

ng,g,lw— E A AGD . —1.541+1.442+2.353 +2.274+3.205 + 4.146 +
2o

+5.974+6.584-7.29+8.10410.1 = 4.562.

Die obige Transaktion kann also auf 4562 verschiedene Arten durch-
gefiihrt werden, wie iibrigens aus der Literatur her gut bekannt ist.
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. 4. SCHLUSSBEMERKUNGEN. 4.1. Bei verschiedenen Gelegenheiten
sind mehr geschlossene Ausdriicke fiir einzelne {Glieder der peri-
odischen Zahlenfolge (1) von Nutzen. Wir fithren hier daher die For-
meln fiir ein Paar anfingliche Werte von r an, wobei natiirlich die
moglichst einfache Form gewahlt wird.

Es ist fiir n=0,1,2,3,...
1

2
A = cos? 1211, by = -5—<1+2cos g“). he = cos% cos’—'Z—c.
4 1 (1+4 cos = cos Snn ) H® 1 cos? ’m(l+2cos ”n)'
n = — — , —_— - ==\;
5 5 5 "3 2 3
lz,(.7)=—l— l+2(1+2cos 2nm )cos dar ,
7 7 7
1 nw nw nw nm
AP = — cos?—= cos——-(cos~—- cos? ——) 11
) 2 4 ' 2 (1

42. Betreifs der obigen Aufgaben der Unterhaltungsmathematik
sei bemerkt, dass unsere Betrachtungsweise in diesen Fragenkomplex
hoffentlich mehr Systematik und einen tieferen Einblick bringt, als
man es gewohnlich in der Literatur? finden kann. Die auf ersten Blick
miihsame Rechenarbeit wird sich der Leser nach ein wenig durch-
gerechneten Zahlenbeispielen selbst vereinfachen konnen.

(Eingegangen am 4 Dezember 1957)

O JENHOM OBPACLIY U3 EJVIEMEHTAPHE MATEMATHUKE
B. BOANYKA ([1uasen, YexocaoBauka)

Y oBOM pany u3BOAM ce jenaH o6pasan M3 eqeMeHTapHe Mare-
MaTHKe KOjH CTOjH HENOCDPEeXHO y Be3W ca NMEPHOJHYHHM HHU3OBHMA.
IberoBa npumena ce cacToju y MHOXEHmY HEKMX F€OMETPHCKHX IpO-
rpecuja, Kao M y HeKuM eleMeHTapHuM npobieMuMa H3 Kom6uHua-
TODHKe.

¥ rtaukm 1 mokasaH je taj o6pasan. Heka je r >2 ma xoju ueo

6poj, Taxa Gpojun nu3 AL, (n=0,1,...), nedunucan ca (1), umMa nepu-

1YG, Pélya und G. Szegt, Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis,
I, Berlin, Julius Springer, 1925.

7 306opHHK MaTeMATHYKOF MHCTHTYTa
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oxy r u oueBHmHO je A =0, k=1,2,...,r—1, #{’=1. O6pasa, o Kome
je peu mobuBa ce Kaj ce u3pa3

HD = 21#” (n=0,1,...; v=2,34,...)

M3pauyHa Ha ABa Pa3auunTa HauumHa. I1pBu HaduH A0BOAM KO Oo6pacna
(3) y xome [x] o3HauaBa HajBehin meO 6pOj cagpxaHn y x. JlupexTHuM

u3pauyHaBambeM HY, nonmasu ce mo o6pacua (4), u B;rnopehme,a}bexvr
o6pacua (3) ca (4) usBoam ce ocHOBHM O6pasan (5). YBoheweM cum-
6ona {x}=x—[x), o6pasan () ce moxe HanucaTH W y 06iuky (5.1).

Y tauxu 2 ce nocmarpa reomerpucka mnporpecumja g (%) Aara ca
(6), u 3a r>>2, obpacueM (8) wuspaxes je npousBox g(L)g(L")
y o6amky mporpecuje uujm cy koedumujentd Hy. Hcro Taxo,
o6pazan, (9) zmaje u3pas 3a g(L)g(()g (), s=>2, a (10) uspas 3a
g0 g () g (&) g (L) g g (5.

Y rauxu 3 mara je npumena Hanpen Lo6usBeHux obpasana Ha
peulebe HeKMX eJeMeHTapHuXx AuO(AHTOBHX jeJHauMHa, KOje ce jaB-
Jbajy y enementapHoj Kom6unaropuus, Tj. y MareMaTHdKuM urpama.
KoedpuuujeHTn nomMeHyTHX penosa y Taukd 3, Aajy O6poj pemema
HeKuX nuo(daHTOBMX jeXHauuHa y ueauMm OpojeBuma. OG6JHK THX
Koedunujenata xar je obpacuem (10) u 3aTO MX je JaKo u3padyHaTH.

Hajsan, y Tauku 4, y o6pacnuma (11) uapauysaTto je HEKOMMKO
OCHOBHMX H3pasa.




J6opuux pagosa CAH LXIl — Mamenadiuswu unciliumyl CAH xw. 7, 1959
Recueil des travaux de I'Académie Serbe des Sciences LXIII
Institut Mathématique M 7, 1959

JAHWJIO PALIKOBUH

HEKE OCOBHMHE CKAJIAPA JEIHE CIIELIMJAJIHE
JAKOBHJEBE MATPHLIE

1. CKAJIAPH QﬂE[lIdJAJIHE JAKOBHUJEBE MATPHULIE. — HOCManajMO
Hopmanny JakoGujeBy MaTpuny J=(a;)? ca Tpu AujarosaitHa peia uu-
ju cy exnementH a,=0 xazxa je |i—k|/>1 ([1], crp. 82). Heka je oBa
MaTpulia KBaApaTHAa, CHMETPHYHA Ca CIeNHjaHHM BPEIHOCTUMA HEHUX

enemeHara, a;;=2i—1, a;,;,,=0,4,,;= —1I, Tj. 061uKa
1 -1 0
-1 3 -2
0-2 5 °
J- . . . . . - . : ............. . (l)

2n—-5 —-(n-2) 0
-(-2) 21-3 —(n-1)
0 —(n—-1) 2n-1

Hben npBu ckanapa (Tpar) npercraBiba 36up eJeMeHaTa ca
rJaBHe JujaroHajJe MaTPUUYHE CXeMe

SP=1+4+3+ - - -+(2n—3)+(2v—1)=i:(2v—1)="’=(’11)‘; (2

v=l1

JaKJae, OH MpeTcTaB/ba 36MP LeJMX MO3MTHBHMUX HemapHux Opojesa.
U3 penauuje
SP =54 2n-1)

cleiu Ja je mpBa pasnuKa ckanapa A'=2n-1; zapyra je KOHCTaHTa
u u3Hoch A%?=2, nok je Tpeha jexHaka HyJaH. :
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Hpyru cxanap (36up raaBHMX MUHOpa APYror pejia JerepMmu-

HaHTe MaTPHIE) HU3HOCH
S =1[345++ - - +(2e-1)]-1%2+

+3[5+T7+ - - - +(@2n—1)]-22+

+(2n-3)(2n—1)~(n-1)?
na ce, ¢ 063upoM Ha (2), MOXe HANUCaTH ¥ Yy OBOM OGJHKY:
SP— 2 @v—1) (n2—v?) - E vi=n?(n—1)*- 22 ve.
Kako cy 36uposu ([2], cTp. 262, 266)

B3 Ee)

1 1

caefu ja je APYyru CKajap Marpuue oxpeheH uspasom

R RRHEHETA|

®)

Jlako ce oxpehyje m nocrenwu cxanap S,¢. OH npercraBmba
JeTepMUHaHTy oBe Marpuiue. JlogaBameM eleMeHaTa [PBe BPCTE OBE
IeTepMUHAHTE eJeMeHTUMa Jpyre BPCTe, Na OBaKO J00uBEHE eleMeHTe
Ipyre BpcTe IOXAaMO eieMeHTHMa Tpehe BPCTe M Tako perom 1);0614-

hemo perepmuHanTy

1-1 0 °
0 2-2 .
0 0 3°
SP=|Jl=] + 0 v v v v e =n!
n—2 —(n-2) 0
0 n-1 —(n-1)
: 0 0 n

(4)

qu]a ]e BPE€AHOCT, Kao mrTo 1e Mo3Haro, ]ezu-xaxa npou3BoAy e€nemMe-

HaTa ca rjaBHe ,zm]arouane 1j. nl, rae je n pex marpuue.
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Moxe ce nokasatH JXa ce ckazapu S, MOry uspauymaBatu
nomohy o6pacua :

2 1 2
S(;,)=rl<n)=(n) n! _(Il) S_r); I'=O,l,-..,ﬂ, (5)

r r (n—r)!— r

WTO NOKa3yje Ja Ce He MOpajy HM OApehuBaTH IVIaBHH  MUHODH Ie-
TEePMUHAHTE OBE MaTpHIe.

Tpu ysacronna ckanapa pasnmuuuTOr pefa Be3aHa Cy caejehom
pexypenTHom ¢opmynom

SP=8¢" 4+ (2n-1) S ~ (n—1p2 857, §P=1 (6)
U3 KOje ClIeIH u OBaj OXHOC
1 2
S<n+n=( n+ ) (@) 7
r a+l—r) @

Ckanapu ucTOr peza a pasnuuuTor pesa marpuue J o6pasyjy
HH30Be 6pojeBa CTAaJHUX pasiuKa

(20! [2r\ I(2r+l) 28r@2r) -
Ar =27 —_ = — . 2r+1
. r!( ) ) ST v];[l (r+v); A2r+1=Q (8)

KaKo je nmokasano y Ta6aunu I

Tabauua 1
n]8 |8 S| S| S | S S | S | S | S | Sw
171 1
271 4 2
311 9 18 6
41116 72 96 24
5111} 25 200 600 600 120
6 11| 36 450] 2400 5400 4320 720
711} 49; 882 7350 29400| 52920 35280 5040
81| 64156818816} 117600| 376320] 564480} 322560 40320
9 11| 8112592142336} 38102411905120} 5080320} 6531840; 3265920, 362880
10 1 1 1100}4050186400)1058400(7620480}31752000)72576000;8164800036288000|3628800
o | 8
Rl 1] il
ala (%39 %

HurepecaHTHO je yOuHTH Ja Cy CKajapu s ancoJyTHE BpeXHO-
ctu koeduuujeHata ocHoBHor Laguerre-opor moaunoMa ([3], cTp.
428—437 u [4], cTp. 93)

n

d
L,(x)=¢e*
(x) o

(e)=|J—x1| )
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na ce ucte ([5), crp. 96) moxe nedunucaTv Kao0 KapaxkTepUCTHHHM
NOJUHOM TOpHe ClelnjajHe CHMeTpuuHe HeocuuJauuoHe JakoGujese
marpnie, [6].

Kaxo je ([7], cTp. 51)
n\_ "He-rin—v
(r)= Ex (r—l)
(= E0) 00 ()-20)(G)0L)

na, nomohy (5), crexyu penanuja

asr=%(7) ,i;,zi,(:)(’f”)(,iv)=(i")=
- (10)

TO je

=— l'l(2v—1)——— 1 (2-+v).

n! y=1{ v-—l

2. ®OPMYJIE 3A 3BUPOBE KOMBUHALIMIA, — [lomohy ckanapa
ropwe Jakobujese crnenujanHe MaTpuue MOTy Ce OIPEeNUTH HHTEpe-
cantHe opMmyne 3a 36upoBe KOMOMHANM]A LEeJNX MO3UTHBHUX Hemap-
Hux Opojesa.

Tpeu cxanap S\ jemnax je yjeano u 36mpy xomGunausja mpse
Ksaace 6€3 NoHaB/balba N NEAUX MO3UTUBHUX GpojeBa

S @y —1)= 5P n2=(’l')z. (11)

Viamehy mpyror ckanapa u 36upa xomOusauuja 6e3 noHassbatba
Apyre Kaace oBUX 6GpojeBa NOCTOjH OXHOC,

S§)=2C§—§’::v2=2!(’21)2,

na ce, ¢ o63upom Ha (3), no6usa

ra-felhf)-(EF @

jep cy nossare peJjanuje

Bre() 2 Bne3) e 2(3)e )
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Hlame ce mobuBa oxHoc u3mehy Tpeher ckanapa u 36upa KOM-
6uHanuja Tpehe Kaace

SP =D CE~12[54+7+ -+ +(2n—1)] =2 [1 +7+ -+ +(a=1)]— - --

—(n-214+3+ - +@2n=-1)]=(n-1*[1+3+--- +(2n-5)],
TE je
n—1 n—1
SP =2 C5—n* 2 v2+4 318,
1 1

Kopucrehu o6pasan (5) crexu xa je

3 C'3'=6(g)z+n’[2(g)+(;)]—4(g)z=(g)n(n"’—n—l). (13)

36upoBu KOMOMHaIMja IENMX HENAPHUX MO3UTHBHUX G6Gpojesa
BE3aHH Cy peKyp3uBHHM o6pacuuma. M3 (12), c o63upom Ha (11),
caegu ja je

n—1

n 2 n—l n—l1
EC§'=2(2) + 2 12=2 lzv’-l—}l: ve=
1

n—1

= 2(2v+1)vz="§1—:1[(2v+1)20¥],

1

na yommre Baxu ciegeha pekypenTHa ¢opmysa 3a 36upoBe KOMOGH-
Haluja

n—1{

ECi'(2v—1)=v=r2_l[(QV+1)ECL;], (14)
najeu ,
. 1{2ny (2a)! nl A\ ("N
I;I(QV—I)z%(n)z—f'%zT:?sg(s)(S)' (15)

36upoBu cy mnokasanu y Ttab6aunu Il

OBy 36upoBu 06pasyjy HH30Be O6pojeBa uyuje Cy pas3nuke jexn-
Hake pasiMKama Koje 06pa3yjy ckaaapu npenme Jako6ujese mar-
puue (8). 36or THX penanuja MOCTOjH M OBa pejanuja

et Y er=@n+ )X 0. (16)
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Ta6auna Ii
NI 2 3 4 5
1 1
3
2 4 3
5 5.4
3! 9 23 15
7 7-9 . 7-23
4116 86 176 105
9 9.16 9. 86 9.176 .
5125 230 950 1689 945
11 1 11 . 230, 11 . 950 11 - 1689
636 505 3480 12139 19524 g
13 13 - 36, 13 . 505 13 - 3480 13 . 12139
7149 973 10045 57379 - 177331
15 15- 49 15 - 973 15 - 10045 15 - 57379}
8|64 1708 24640 . 208054 - 1038016 y
17 17 . 64| 17 . 1708 17 .- 24640 17 - 208054}
981 2796 53676 626934 4574934 ]
19 19 . 81 19 - 2796 19 53676 19 . 626934{
10 {100 4335 78840 1646778 16486680
A | A2=2 Af=12 A8 =120 A8_=1680 A =30240=r11(5+v]=:
=6-7.-8-9.10
Ah+2=9 (2 k41)a%k; k=1,2,...; A%=2,

~ 36up KomOuHanuMja MOXe Ce OAPENMTHH NOMOhY KOHAUHMX pas-
Jmka. Hanpumep, 3a r=2 p06uBamo

na je

Jamne

je

(5

.

)~(2)-

o{)-l

2)+14<g)+12<2)

sa=o(f+2(5)+(3)-5(;

Z)—o, n>2.
n n n
290 120{")
o ro(p)+ (s)

S Ci=n(nt—n- 1)(§)= 15(g)+116<

na je

n n—-3 n-3 n—-3
-1{= ; n>3.
n[2(2) 1] 15+20( : )+22( . _)—{-6( X ) n>
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Ha ocHoBy u3ueTor mMory ce sako po6utu u caenehe ¢opmyse
3a 30upoBe meaux 6pojema:

n+1y 3n2+5n+1
2 )T

2:‘;(2v+1)v2=(

2 —_
§(2v—1)v==("’;1)§"—2—"—1—, (17)
1 :
n—1 n\ 3n*—-5n+1
oy—1)pr=(") 2ot
T @v=1)v (2) =
JJUTEPATYPA

[lFTantmaxep ©. P. u Kpe#fin M. . — Ocuaansuvounsie MaTpHULl H AADa
H Maiable KoneGaHHA MeXaHHYeckHX cHcreM. Mocksa, 1950.

[2] Hildebrand F. B. — Methods of Applled Mathematics. New York, 1954.
[3] Laguerre E. — Qeuvres, Vol. 1. Paris, 1898.

[4] Courant R and Hilbert D. — Methods of Mathematical Physics. Vol. 1.
New York, 1953.

[5] Szegd G. — Orthogonal Polynomials. New York, 1939.

[6] Radkovié D. — Uber die Eigenschaften der Frequenzgleichungen elnes schwin-
glesrldchSSystems. Sonderdruck aus ZAMM, Akademie Verlag, Band 37, Heft
/8, (1957).

i7] Netto E. — Lehrbuch der Combinatorik, Leipzig, 1927.

QUELQUES PROPRIETES DES SCALAIRES D’'UNE MATRICE
SPECIALE DE JACOBI

DANILO RASKOVIC (Beograd)

On démontre que les sommes des mineurs principaux d’ordre r
du déterminant de la matrice symétrique de Jacobi — les scalaires
de la matrice (1) — peuvent étre déterminées sans le développement
du déterminant de la matrice (1) et qu’ils sont liées par les relations
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de récurrence (6) et (7). Ces scalaires forment les suites des nom-
bres avec les différences bien deéterminées (8). On constate que ces
scalaires sont les valeurs absolues des coefticients des polyndomes
fondamentaux de Laguerre (9). Il en résulte que ce polynéme fon-
damental peut étre défini comme I'équation caractéristique de la
matrice spéciale de Jacobi (1).

Grace 2 ces relations entre les scalaires on peut obtenir les
formules pour les sommes des combinaisons des nombres entiers,
positifs et impaires. Elles sont liées aussi par les relations de récur-
rence (14) et forment les suites des nombres avec les mémes dif-
férences comme (8). _

Ensuite, on déduit quelques relations entre les coefficients
du binome et aussi les formules pour certaines sommes des entiers
positifs (17)."
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CTAHHUMUP PEMILI

O JEOHOM THUITY EJIMIITUYKOr MHTETPAJIA Il BPCTE
H O HbETrOBHUM ITPUMEHAMA

[Tocranak pasnu4uTHX 06/HKAa HOPMAJHUX THIIOBA EJHNTHYKMX
HHTErpaja 610 je yCJAOB/bEH IVIeAMILITHMA €A KOjHX Cy Ce MOoCMaTpasH
€/IUNTHYKA MHTErpald Hau enunrtuuke ¢yuxuuje. Jlok Legendre, na-
npuMep, HJE 3a THM Ja HHTerpan y KOMe Ce IOjaB/byjeé KBalpaTHH
kopen nossHoMa IIl man IV crenena pexykyje Ha HajjeAHOCTaBHH]Y
¢dopmy, Weierstrass-y je cTansHo nmpex oumma Be3a CBHX €JMNTHUKUX
¢yunknuja ca o-pyHknujom. Jacobu, oner, 6upa THIOBE KOju KO3BO-
JbaBajy HENMOCPeJHO pa3BHjatbe y penoBe HTA.

[Mokasano ce, jom, jna H#je ONpaBXAHO NATH W3BECHOM THIY
eaunrtuukor unterpana Il Bpcre Hexky HapOYHTY MNPEXHOCT, 4 C THUM
y Be3H H HekO Hapouuto QyHKIHOHAJNHO Obenexje, jep cy ce Hauae
MHOre Jpyre paBHONpaBHe (OpMe; MOroTOBO, IUTO C€ OBAKBH HHTE-
rpanu KOjH cajpxe TPH aprymeHta MOry cBecTH Ha QyHkuuje Koje
caapxe cBera jipa aprymenra. Ho y BenukoM 6pojy cayuajeBa, Hapo-
YHTO y NpPUMEHaMa, N0Ka3aJ0 Ce Ja je MMaK ONpaBJaHO Y3€TH HEKH
TUN 3a HOpMajlaH, jep ce y TaKkBUM CJydajeBuMa paAu/IO O MHOrO
jexHOCTaBHBjUM TpaHcPOpManHjama.

[Ipu csohewmy jeZHOr HOpMaJHOTr THIA Ha APYrH jasbajy ce
penanuje Koje GM ce MOIMe NOJEAUTH y ABE Karteropuje. ¥ jexHoj
ce Be3a u3mehy JABa HopmanHa Tuna uHterpana Ill BpcTe mn3paxasa
eqemMeHTapHuM QyHKIHKjama. Y Apyroj kateropuju ce y Be3aMa Moja-
B/bY)y M €NHMNTHYKH MHTErpaad Huxe Bpcre. MHTerpasu npse rpyne
moran 6u ce Ha3BaTH ,CPOmHW“ uHTerpaau. OHM JApyre rpyne Ouiu
6u ,cauunu“. Tako Hanp. Jacobi-jeB HOpmanHW THI

n 3 k2sina cos a A (o) sin®9
@EDT | (1 —k?sin? a sin?6) A (8)
0

(n=—ksina, A(w)=VI-Ksinw
n Legendre-oB
de
; (1+nsin*6) A (8)

T (n, k, ¢) =
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pe3anu Cy penanujom ([6], cTp. 344)
ITES YN
Wk 9) = | L) (10, ) F ),

rae je F(k ¢) Legendre-op HOpManHu enunTHyxku uHTerpan I Bpcre.
Osu cy TunoBu canunu. MehyrtuM, y npobiemuma aunameke [4] mo-
jaBHO ce u Heuman OB TUNI

®
K*sinBcos BA'(B) do .

A ke)= ; k'? cos?B +k2cos?® A(6)
kZ
(k'2+k2 =1 , A ((D) Vl k' Sln‘ LU , n= m) .

Osnaj je ca Legendre-oBuM THNOM Be3aH pejauujoM
—
An, k, )= \/in—ik—zl—(—"il—) I (n, k, ¢),

Kao wWTo je To AaKo ysuieru. OBu Cy, Aaxje, HHTErpaiu CPOIHHM.

O cBakor HOBOI THMA, W MOPeX TOra IITO C€ OH — Kao TAaKaB
~— HenocpejHO jaB/ba y NpHMEHaMa, O4eKyje ce xa o6pacu#d Koju
BdXE 3a TaKaB TWM He OYAY KOMIUIMKOBAHH]M OJ aHAJOrHMX o6pasana
3a Legendre-oB Tum. Jep 6u Taja, yMecTo Aa ce AUPEKTHO Onepume

ca TaKBUM TUNOM, 6MJO 3rOJHMj€ Ja ce OH Hajnpe cBeje Ha Legendre-

0B, u3BpIIe moTpeb6He TpaHchoOpManuje, a 3aTHM Ja ce OH BpaTH y
cBOj NpBOOGUTHH 06aMK. JlupexTHo omepucame H3uckupahe Builie pa-
yyHatba ¥ HOBM THN MMao Ou camO QurypaTHsaH 3Hauaj.

Cpozxnu wHTerpanm ucnysuhe, pasym/buso, TPaxeHH 3aXTeB M
OHM HUCY OJ uHTepeca. Paas ce camO O THNOBHMA KOjU Cy CaMo
ciuuHn ca Legendre-opum. TakBu THNOBM uManum 6w, HaxJje, CBOj
raison d’étre axo o6pacuy 3a ibHX UMajy MCTY CTPYKTYPy Kao M OHu
3a Legendre-oBe, €BEHTYaJHO W NPOCTH]Y.

Y oBoM pany yka3syjem Ha jenaH Tun uHTerpana Il Bpcte xoju
ce nojaBibyje y npo6ieMrMa reoMeTpuje KON HCNUTHBAba KOHUUHUX
NOBPLIMHA: KOJ W3pauyyHaBawma OTBOPA Pa3BUjeHOr OMOTada y paBaH,
KOJ KOMIJIaHaLlije Koce KPYKHe Kyne, y jelHauyHama JHHU]e OCHOBe
KOHyca pa3BHjeHe y paBaH uTA. TO je WHTEerpaxn

gy A(8)do .
An k) = A'(\p)f Trctgipsmie . oceve ()
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[Toxasahy Zma o6paciu KOju ce OZHOCE Ha OBaj THN HHUINTA HHCY
KOMIIJIMKOBaHuju OX OHHMX 32 Legendre-oB Tum, fa cy HeKH, wITA BHLIE,
H APOCTH]H.

O63upoM Ha reoOMeTpMCKM 3Hadaj OBOI' WHTErpaja, OH 6H ce —
aHAJIOTHO Ha3WBY ,€NMNTHYKH“ — MOTra0 Ha3BaTH ,KOHUUKH“ HHTErpal.

1. Unrerpan JI je medwHucaH, ka0 WTO C€ BUAM, 32 NO3UTHBHE
BpexHOCTH mapamerpa. Axo ce Y uspasm nomohy n, poGuje ce

P
_A\[n@ED [ A@)de 2
Jl(n,k,q>)—v Nk f1+nsin’9' ®
0

a oBaj ce m3pa3 moxke geduHHCcaTH M 33 BPEJHOCTH
—1n< — &2
Ako ce moxuHTerpanHa (QyHKIMja Hanuiie y OGJUKY

n+k? _ k2
n(l+nsin26)A(0) nA(8)

n3pas 3a JI xo6uhe 06auk

IR (COIELLF IRV RN SO

Buzu ce na cy JI u I1 cruunn uHTerpaH.

O6pasan 3a 36up aBa mHTerpana Il BpcTe ca HCTHM MOZYJIOM
H aIMTYAOM, a ca pa3auuuTuM napamerpuma ([2}, ctp. 237)

k2
n(")’ﬂ‘?)"““(“‘)")?) =
n

arc [ BN OO gy

Kajia ce MEeCTO OBMX MHTerpaja yHecy BPEIHOCTH HM3PaXKeHe nomohy
$yunxuuje JI, xo6usa 06auK

_ \/___n___
= Y{@+1) (i

I (n, k, <P)+JI( » ke, <P)

=arc tg Zg(‘?) V(n+ D (n+k2) + & Vm F (k. 9) (4)
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3a n= +k caenn
2n(ik,k,<p)=arctg[ﬂimgi

A(9)

Ha wctu nauws, ob6pa3anm nomohy kora ce uHTErpa’a ca mosu-
THBHMM NapaMeTpPOM M3paxkaBa nomoliy mHTerpasa KkOme ce napameTap
Hanasn usmehy —1 u —£% ([2), c1p. 240)

]-i—(l:Fk)F(k,cp).

klz ﬂ+kz kz
Il (n,k, =————n———————ﬂ(——————,k, ) — F (&,
(n, k, 9) it 1) (At ) k)t (k. @)+

n sin @ cOs @ 4 [n (n+k’)]
+ \/(n+1)(n+k2)ar“g{ I0)) \/ n+1
no6uBa 064uK

n+1
n(n+k*)

n+k?

n+l, F(k,q))+

J'I(n,k,<p)=Jl(— k,cp)+k’

sin ¢ cos ¢ n(n+k’)]_
+amtg{ A () n+1

Anunuona Teopema 3a enunrtiuke unterpane Ill spcre ([1], crp. 13)

I (n, k,9) + X (n, k, ) =1 (n,k o)+

n sing sinysino Vn (n+1) (n+k?) }'
+ V(n+ 1) (n+ k%) arc tg{ 1 + n sin? o—n sin ¢ sin ¥ cos o A(s) (%)

koja Baxu 3a n >0 uad —1<n<< —k% y3 yciaos

cos 6 = cos ¢ cos ¥ — sin ¢ sin ¥ A(o), (6)
no6uBa 06JMK |

T(n, k@) + JE(n, k) + k2 || 2L

A & @)+ F (5, V) —F (k,0)) =

=JI(n, k, 6) +arc tg w, (5%
rie je w u3pa3 y Beaukoj 3arpazu jesnaumne (5). Kako y3 ycnos

(6) Baxu jom
F (k, ) + F (k,¥) = F (k, 0),

R T T

L
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TO aguuIuOHa TeopeMa 3a ¢yHkuujy JI mo6usa 06iauk

Jl(ﬂ,k,?)'i‘n(”’k"l’)z

(7
B sin ¢ sin  sins Va (n + 1) (n+ &%)
=J(n, k,0) +arctg n+1-ncosqcosycosc
y3 ycaos
€03 G = cO0S @ coS  — sin ¢ sin { A(s).
Osaj o6pasan je mpoctuju ox o6pacua (5).
3a 9 =7V, 6=m/2, ycaoB (6) ce csomu Ha
cig?o =Kk, (8)
IOK u3 obpacua (7) caenu
_1 1 1 y[a(n+4&%) | ‘
H("»"»‘P)—2ﬂo+ QarCtg[l+le ”+1 ] (9)
xaiarox BaxH (8). Osxe je ca JI, ob6enexen unterpan
nj2
_ LAY n(n+1)f A(9)de
ﬂ°_ﬂ(n’k’ 2)—\/ n+k* J 1+nsin?6 (10)
0

M OH joroBapa nornyHoM unrerpaay JI.

[Tosnaro je na ce nornynu unterpaa I Tpehe Bpcre Moxe
u3pasuth nomohy wmurerpana Iu Il Bpcre. Legendre ([5,] t. I, cTp,
133) je, namme, nokaszao jna je

7%/2

2
sin\l/cosqrA'(wlf)fl cos? @ d
-c
0

0s2{rcos26 A(6) B

= ~[FE (&, %)+ EF (¢, ) - FF (¢, ¥)) =

sin2 db
1442 sin*¥) sin?§ A(9)

/2
=k'? sin{r cos Y A’ (V)
of 1+(=

rze je E(x, V) Legendre-oB Hopmannu enuntuuHu uHrerpan Il Bpcre
moxyna x u rae cy ca F u E o3sHavenn notnynu HopManaHum enaun-
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tTuanyn uurerpaau I u Il Bpcre (Moxyo k). Axo ce mpBu pasnomuu
noxguuTerpaniux Qynkinmuja Hanumy y 06JaMKY

cos? 0 _ 1 - 1 o1
1-costycost® sin*ycos®y 1+4ctg®ysind  costy

. sin?9 _ 1 1 1
14+(—14+k?sin®y)sin?20  —14+k'2sin® 14+(—1+k"sin®y) sin20 |

Tajga cjaemgn
I, (ctg®¥) =

_sinycosyfn ' , '
e {2+thw (¥)-[FE(¥,9) + EF (£4) - FF (. ¥)]) (1)

M, (~1 + k'2sinz ) =

= A’ (\1’) __’1 ' ’ _ ’
*————k,,shm()w{2 +[FE (k, ) +EF (¢, )~ FF (5, ]| +F,  (12)

rae je ca I, osnauen nornynu wmurerpan on Il 3a mapamerap ctg®{
umi —1-+4+k'2sin?y. [IpBa ox OBHX JeXHauNHA BaXX¥ 32 MNO3UTHBHE
napamerpe, Apyra 3a ose usmehy -1 u —k=2

[Nornynu murterpan JI, ce MHOro npocTuje mn3paxasa nomohy
eanntuynux waterpana 1 u II Bpcre Hero umterpan Il,. Jep, ako ce
y jemnaumnu (11) crasm ctg? ¥ =k%/n nobute ce

"°(g)= %V(n+l)’(1n+k’) + fl:'l;z - \/;:ﬁnw) &

rae je ca J oGenexeH uspas y cpenwoj sarpagu oxn (11). Ilpume-
wyjyhn obpasan (4) u3 Kojera 3a ¢=mu/2 crexy

(%)= 5 Varmterey +F-Th0

¥ u3pasuBiid, Ha OCHOBHU (3), unterpan II, (n) momohy JI, (¢ =n/2),
Taj u3pas 3a JI, no6usa crenetin jexHocTaBaH 06MHK

Ay ()=F E (&, ¥)+ EF (', V) - FF (k',¥) (13)
n>0, tg ¥ ="Vn/k.
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(Onasae 3a y=r/2 caexu Legendre-oBa penaunja FE'+EF'—FF'=
=r/2, na je

lim J1, () = 2/2).

[pamewyjyhn uctd nocrynak Ha jemnauuuy (12), u3 ose ciefu
{(—1+K*sin*Vy=k%n) najnpe,

fl
1=\ o
a 3aTHM
T, (1) =[FE (¢ ) + BF (v 4) - FF (0, ] - F e /2
_I<n<— R tg¢=7\/—’%’§-

Unrepecanto je nanomenytdn fa 3a —1 n<{—4? Heuman-oB
nornyH wuHTerpan A (n,k,n/2) Boxu Ha u3pas J, wro ce nako ysuha
axko ce y (12) ynece speanoct A. [axie,

A (1, k, =/1)=F E (k'2¥) + EF (&', ) - FF (&', ).

HMsson ¢ynxuuje I1 no moxyay k uma o6auk [l ctp. 283]

Ol (n, k, @) k {k’sincpcosw

1
ok -~ n+k? PEEYEY) —I_{TAE(I"?)"'H(nvk-‘P) } (15)

Hsson Q)yﬂxnuje JI no moxyny k umahe MHOro mpocTuju OGJMK

0 JI(n, k) _ n(n+1)
2@k LD F ), (16)

Kao WTO j€ TO JIaKO YBUJETH.

Taxohe je To cayuaj ca usBozom ¢yskuuje I no mapaMerpy a
({1}, crp. 286)
oll(n, ko) 1
on 2rz(n+1)(n+k’)

{nzsmcpCOSCPA((P) —(n+K)F (k) + 0 E (k,p) —(n* = %) T (n, k, <p)} (17)
I +nsine

8 36opuHk MaTeMaTAuKOr HHCTHTYTA
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Axo ce, capa, JI nspasu nomohy Il na ocnoBu jexmauuse (3), To Ha
ocHoBd (17) caexm npoctuju 0OJIUK

0J1 (n, k, o) _
on (18)
1 nsin ¢ cos @ A(gp) nk'? . .
= - k, 9)+E (k, 9)!.
2Vn(n + 1) (ﬂ+k’){ 1+nsin?e n+k? () +E( (P)]

[pexnoct o6pasauna (16) u (18) nam (15) u (17) je u y Tome
IITO ce y npBuM obpacuuma yomiuTe He MOjaBbyje eNUNTHUKK MHTE-
rpan I Bpcre II (n, k, ¢) oxuocHo dynkuuja JI(a, k, ¢).

2. Yxasahy, capma, Ha cayvajese riae ce uaterpan Jl HemocpepHo
nojasiyije.

Y jemsom cBoMm panujem papay [3,a] moxasao cam pma KpuBa
JAWHMja OCHOBE OMOTada KOCOT KPYXHOr KOHyCa pasBHjeHOr y paBaH
uMa jeJHaYuHy

o= )[R gy -2 T F ),

(51— 52)*
4s,s,

B-Y Sy+Sy Sy Se—p°

n= ,, k=sin-———=, cos¢= ,
2 S, —Sz S, S3+p*

rae je 6 BeauumHa OTBOPA Mpexe Kyne KOjU OAroBapa BeJUYMUHH p.
OBge cy s, u s, HajBeha ¥ Hajuama W3BOXHHMIIA, P MaKOja M3BOIHHIA,
B u y HacnpaMHHM YyrIOBM CTPavaMa $; M S, Y KaPaKTePHCTHYHOM TPO-
yray. [lon KoopAMHATHOT CcUCTeMa je y TeMEeHy KyIme, a moJjiapHa oca
je u3BojaHuMLA S,.

Axo ce ropwH MHTErpalM CKyne, jedHadynHa MNOMeHyTe JUHHie

6uhe
0(p) = JI(n, k, 9).

Bemnunna @ moxe ce u3pasuTH y QyHKIMjH yria © KOra rpaiy noxy-
NpevHdK OCHOBEe OAroBapajyhiM H3BOJHMLM p Ca OCHOBOM KapakKTepu-
cTuuHOr Tpoyraa (nonasehu ox s,). Tama usmehy enemenara xouyca
nocroje Bese

sf=s2+r2+2rscosa, s2=s24+r2—2rscosq,

p:=8*+r2—2rscos vy, €OS J = COS L COS w. .
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Beanunwna s npeTcTaBlba OCHOBY KOHyCa, r NOJYNpPeuYHUK OCHOBE,
® yrao OCOBMHE NpeMa OCHOBHW, a ¥ yrao wusmely usBOAHMIE p H
NOJAYNpPeYHnKa OCHOBE ojrosapajyher Toj usBoxuuuu. [Tocne xpaher
pauyHa ciaeiH

9(“’)=H(”, k, <P)’ (19)
_simsl g gin BY 3__\/3 ®
"= 4s,8 . 2’ tg2—-— E;tg—Q-'

OpnaBsfie ce ofiMax BAJAM reOMETPUCKO 3HAUEHE NOTHYHOr MHTErpala
Jl,(n). Haume, 32 w == pnobuBa ce, ycl1ex cuMeTpuje, NOJOBHHA
orsopa Mmpexe. Taxa je n ¢ ==x. Kaxo je murerpan JI yser y rpa-
uanama (0, ©) jexHak ABOCTPYKO) BPEAHOCTH HKHTErpaja y3eTor y
rpanunama (0, ©/2), TO ciAeAH Ha:

[Mornynu umterpan Jl, npercras/ba 4ETBPTUHY OTBOpPA OMOTaua
pa3sBHjeHOr Yy paBaH.

Ha ocnoBu (13), oBaj ce pesyarar ciaxe ca pe3yjaTaToM jeLHOr

mor panujer paga [3,b] y xome cam nokasao xa je orsBop omoTaua
pasBujeHOr y paBaH

8 = 4[FE (K, ¥)+EF (&, %) — FF (', ¥)], ¥ — arcsin—2"—,
S, +5,

Ox unrepeca je HaMOMEHYTH jOIU, Ja OMOTay KOCe KPyxKHe Kyme
uMa nospuiMHy [5, ¢)]

M=rr+2rVs;s, E—~2r2J1,(n),
rae je
. — 2 -
nectgry= ST g BT
4s,s, 2

3. Unarerpan JI nojaBmbyje ce ¥ y jeAHAYUHW JIMHUj€ OCHOBE
OMOTaya yCHpaBHE eJMNTHYKEe Kyne pa3BHjeHOr y paBaH. Y3eheMmo
3a NOJ TeMe Kyne, a 3a NOJapHy OCy HajMamy u3BOZHuNY. Makoja
M3BOAHMIA Ha KYNH, BEKTOp r, uMahe KOOpAHMHATE y mpaBLuMa OCO-
BuHa enunce 2¢ u 26 u y npasuy Bucure ff

t(asin ¢, bcose, —H),
TAE je ¢ KOMIUIEMEHAT eKCUeHTpuuHe anomaauje eaunce. Enemenar 48

0TBOPa OMOTaya passujeHor y paBaH umahe, no Wunderlich-y 7],
BpEIHOCT

de

Vitdr)* Va? H? cos? o+ b* H? sin® ¢ +a? b2
r? a®sin® ¢ + b2 cos® @ + H?



116 CrannMup eMna

HIN

2 2
\/l—-y———smhp

sm2 @

do=

1+
32

rae ¢y s,=Va® + H® un s, =\b* + H® Hajseha u HajMarba M3BOJHMLA,
a & HYMEPHYKH eKCHeHTpuuuteT enunce. Crasibajyhu

2 o2
o< e 1 as ——n>0
Sa 52
BUJAM ce 12 je . .
9==-Vn(n+1) V1 - k*sine
n+ k? 1+nsinZe¢
0
Kako je jouwr (¢*=p?)
p*- S5
p*=H*+a’sin?@+b%cos?e 7| figie= ‘?,
l

TO je jeAHauMHa TpaxeHe JuHH]e

e He =
8(p)=J(n k. 9), n="g k=—sz—' tg o= p’ (20)

3a p=s, je jenHa BpexHOCT ¢@=m7/2, ma ce, yciel cumerpuje
Kyne, BEAM Ja noTnynu uurerpan JI, u oBje mpercraBba 4eTBPTUHY
OTBOpa Mpexe.

V3 jennatune KpuBe JNMHHjEe MOTY C€ NPOYMTATH HEKe OCOOMHE
kpuse. Tako manp. 3a oxpehuBame KOHBEKCHOCTH NOTPeGHO je ucnu-
TaTH H3pa3

J=p*+2p%—pp”,

- e
dp) dp*\dp

Axo ce BenuuuHa d9 u3pasu y QyHKIMjH OX p, JAKO CleAu Aa je

rae je

de 1 2 s3—H?p*
dp~ p V (&—p) (P*—53)
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na je
.\ (si—p*) (p*—s))
B s2s2—H*p*
_p2s§s§(s§+s§) p?—(H? s+ H?s2+ 352 s2) p* —sis3+ 2 H?p®
(52 s2—H*p?)?
u

2 5H2 .68
at bt p _>0.

/= @2y

Buau ce nma je xkpuBa craqHO KOHKaBHA NpeMa NOJAY W Ja HEMa mpe-
BOjHHX Tadaka.

Koopannare nentpa kpusuue (p,,6,) AOGHBajy ce u3 jexHaYHHA

po oS (6, ~0) = (PZ=PP)P _
J
- azll,:plﬁzp*—z o spsi+sisi(st+s3—H)], 1)
2 AW
0, sin (6,—8) = L2EL7P"
J
2+ s2—H2—-p? -
P V= =TS (22)

a®bip
U3 gpyre jemnaumse Buau ce na je 3a BPELHOCTH

i MR
p=VS‘i‘+S§—H2, P=3Sn, p=3y p=—‘ﬁ-z

BeanyuHa 0, =0 u HEHTPu KpMBuHE JIeXKe Ha CAaMHM HAaBEJEHUM H3BOX-
HumaMa p. Kako Ha Kyn¥ He nocTOju npBa H 4YeTBPTA HM3BOJHHUIA,
TO y 063up J0Ja3e CaMO H3BOXHHIE p=S; U p=S,. 3a OBe Bpel-
Hocty je cos (6,—0)=1, nma je
s, a%e?
Ps, =S, &% Pu =
[Toaynpeunux KpuBuHe je

PO ot ) L
J

1 —
YT (s34 53— H?—p*)ry 5% 5% — H? p*
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. e 8§

¥ 1ErOBH eKCTPeMH MocTojanu 6u 3a p=0, p=Ys2+s2- H?, p=-31_7214
s2s2 gt b2 .

p= _‘Hz_z IR [IpBe Tpu u3BOAHMIIE HE NOCTOj€ HA KYynH, a TaKohe

HH YeTBPTa, jep O yciex sy > —g- » Tj. 452(s2 — H*) > a® b, cnepuno

s2s2  a?b?
172 .
g 7kl > s2. [lpema TOMe, pa3sBujeHa KpuBa Hema Temena. [loay-

NpeyHun KPUBUHE 33 p=§; U p=S, jecy

M3 u3noxenor clefu Aa ce MOry KOHCTPYHCATH OHM OCKYJa-
TOPHM KPYrOBM KOju OArOBapajy W3BOJHHLIAMA S; H S,

Kopucrehu obpaszan, (9) Mory ce oxpeAuTH jOII xBe Tauke Y
KOjHMa Ce MOTY IMOJOXHTH OCKysnaTopHu kKpyrosu. Jlo mux ce gmo-
na3y Ha ciaexehu Haume. U3 (9) caemm

(b 9)= 5 (ot a),

2
w= arctg[1+k,\/n(:_:lk I—arctg bs, . (23)

Ako ce ca a u $ o3Haue yrioBu wu3Mely BHCHHE W H3BOAHMIE S,
OJIHOCHO S,, Taja je

rae je

as,—bs,  Hsiga-Hstgf s,tga—s,tgB
H? H? H

as,—bs
M BeJIuYMHA arc tg——zﬁz———Lce MOJK€ KOHCTPYUCATH, Na npeMa Tome

n Beauunda 8=1/, (JI,+w). Hagame, ussomnuna xoja oarosapa yray
8 nob6upa ce, Ha ocHOBy (8), u3

o= arccthk'-— arc ctg = \/ st —p .

JaKJje
st — p?
Te_ 2 T
pT— 82 as,
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oxakJe je
2 Qs+ bs,
=" 81 5,
as, + bs;
Kako je jom
asy+bs, _ (as,+bsy) (as,—bsy) _ S$i15—ab
as,+ bs, atsh — p2st H?
TO je
I e (e (2
H

na ce BeNHYMHA P, KOHCTPyHIle KaO Y€TBPTa MNpPOMOPHHOHANA K3
nociaeAme Tpy BenuyuHe. L{eHTap KpuBHHE 32 OBY M3BOJHMILY A0OHBA
ce Ha ocHoBH (21), (22) u (23), Te nocae kpaher pauysa crexu

po cos (8, —6) =0, Po Sin (8,—8) = p, tg w,

¥ KOOpIHHaTe LeHTpa KpuBHHe cy (p, tg w, ©/2+90). Hajnocxe, noay-
NPeYHHK KPHBHHE 3a Ty M3BOAHMIY je R, =p,/cosw. Kao mTo ce
B, OBE BEJHYHHE MOTYy Ce KOHCTPYyMCaTH aKO Ce 3Ha OTBOP pasBH-
jeHor omoraua.

(Caollwimeno 25 jyna 1958)
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UN TYPE D'INTEGRALE ELLIPTIQUE DE TROISIEME
ESPECE ET SES APPLICATIONS

S. FEMPL (Beograd)

Le but de cet article est d’étudier un type d’intégrale elliptique
de troisieme espéce (1) resp. (2) qui se rattache aux problémes de
géométrie [3]. Cette intégrale est désignée par JI (n, k, ) et admet,
contrairement au type normal de Legendre, une 51gmf1cat10n geomé-
trique concrete. L'expression JI (n, k, @) représente une partie d’ouver-
ture de la surface développée d’un cone elliptique droit (du coéne
circulaire oblique), donc Vintégrale complete (8 € [0, =/2}) représente
le quart d’ouverture. Par analogie a I’expression ,,mtégrale elhp'uque
lauteur dénomme lintégrale (1) ,intégrale conique“.

Dans cet article on démontre pour la fonction JI les formules
correspondant a celles du type de Legendre. Ainsi, par exemple,
la formule (4*) exprime la somme de deux mtegrales avec le méme
module (0 k1) et de méme amplitudes ¢, mais avec les para-
metres différents; la formule (5%) représente le théoréme d'addition;
la formule (13) représente l'équation de transformation a l'aide de
laquelle P'intégrale complete JI, s’exprime par les intégrales ellipti-
ques normales de premitre et seconde espéces, enfin les formules
différentielles (16) et (18).

On en conclut que la plupart de ces formules relatives 2a la
fonction J1 possédent une structure plus simple que les formules
correspondantes de Legendre.

Les équations des lignes de la base du cone elliptique droit
et du cone circulaire oblique, développées dans le plan, sont données

sous la forme
6=1JI(n, k, ¢)

les grandeurs n, k, ¢ ayant une signification différente pour le cone
elliptique et circulaire.

On donne enfin quelques constatations géométriques de la
fonction JI.
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MHUPKO CTOJAKOBUT

NMPMMEHA XHWIIEPMATPHLIA
HA BHMIIEOVMMEH3MOHAJIHY MHTEPITOJIALIMJY

Y panosuma [1], [2], [3] udn0oKHO caM HEKOJMKO CTABOBa O MO-
CPeJHO] H HemoCpPexHO] uWHBep3ujd MaTpuua BanzepMmonpoBor THma.
HMsnoxno cam y THM panoBuMa M npuMedy JAoOMBEHMX pe3yJaraTa
Ha npo6neM jeIHOZMMEH3HOHAJNHEe wHTepnonauuje. ¥ (1] mao cam pe-
3ume, y [2] mokase riasHux pesyarara a y [3] mao cam Heke monyHe
npowupyjyhu cBOjy mMerony 4 Ha Apyre knace marpuua. Opje pe-
3yJATare ¥3 THX PajoBa M Ja/be NPOWMPYjE€M HA HOBE KJace MaTpula
wTo omoryhyje n npumedy Ha npo6jeM BUMENHMEH3HOHANHE HHTEP-
nojauuje.

1. Hexa je
(1) Va=[v =[xzl (hj=1,2,...,04+1; X0=1),
BarnepMOHOBa MaTpUlla BEAWYHHA Xo, Xy, .-+, X,. 1afa je npema [1]
V;l =Sn anLr. ]
TAE je
—1)i+i i
2) Sn=1[sy) s,,-:{( Di*ieassi—j; ('.+J.<ﬂ+2)
0 3 (+i>n+2),
a o Cy eJemeHTapHe cumMeTpuuHe QYHKUM]e BeMHUUHA Xo, Xy, ..., Xn}
=W :iLpa(x-0); (=)
3 Lo={l]; ={( o (%
® w=lls Iy . AN
a Lija.(x) je
j—2 n
4) Ly (x) =TT (x—xy) TI (xy—x).
=0 v=j

[Ipema oBuM ob6pacuuma, 6poj T, omepauuja Koje je norpedHO
¥3BpWIMTH Aa Ou ce Ao6uaa marpuna V! nosasehu ox nosmare Ma-
tpuue V, ¥ NO3HATUX BEIHYMHA X4, X, ..., X, CACTAB/bEH j& OBAKO:
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a) 3a u3pauyHaBame pa3iuKa BEJMUYMHA Xy

Xn—Xn—gs Xn—Xp—gseee; Xq—Xg, Xn—Xy, Xn—X,
Xn_.i‘—xn_z,--., X,,_,—xz, x,.,_,——xl, xn,__l“‘x°
XQ‘—'xz, xs"‘x‘ y Xg—Xo

Xa—Xy,  Xg—X,
X1— Xy

n+1

notrpe6HO je M3BPILKUTH CBera ( ) 0Iy3uMaiba.

b) 3a u3pauyHaBame NPOu3BOJA pa3nHKa U3 Tayke a) Tpeba
43BpWUTH CBera n®-—1 MHOXemwa. (M3pecHoM panmuonanusanujoM mno-
CTynKa MoOxe ce 0Baj 6pOj HEITO M CMalbHTH a4 MM Ha TOME He
MHCHCTHPaMoO).

¢) 3a u3pauyHaBame BPEIHOCTH €JIEMEHTADHUX CUMETDHYHHX

byHKiuja BeJIMUMHA Xg, Xy, ..., X; TOTPDEOHO j€ H3BPLIUTH (n+l)
cabupama H (n;l) ~—1 mHOXeE.

d) 3a uspauynasawe npoussoja S, V, norpe6HO je H3BPIIUTH
(n+1) (”;1) cabupamwa u (n+1) (g) MHOXEIba.

e) 3a uspauysaBawe npoussoia (S, V,’)L, mnorpe6uo je u3pp-
wutu (n+1)® nemema.

[lpu oBum cpauyraBamuMa 6pOja NOTPEGHMX onepauuja y3ero
je y o63up na BannepMOHZOBa MaTpulla MMa jejaH peX jeAHHHIA
a MCTO TaKO Ja Ce W TPOYraoHa marpuna S, CacTOju JeJOM M3 HyJa
a Jen0M M3 jeJiMHMIIA, INTO 3HATHO CMamyje Opoj morpebuux MHO-
Xewa u cabupama.

YxynHO ce Ha oBaj HauWH A06H]a

2049 4Tn—2

&) Th 5

onepaunja. 3a n=1 (marpuue ¢opmara 2x2) Ham MoOCTyHaK je
»JIOWHjH* O yoOHuuajeHOr MOCTyNKAa KOj¥ 3axTeBa Ha Ce €JIEMEHTH
afjyHroBaHe MaTpHIe Keae BpeXHOWHY AeTepMHHAHTE MAaTPHULE: MO
HaweMm nocTynky tpeba 8 onepauuja a mo KnacuyHOoM cBera 5. 3a
n =2 no HauleMm noctynky tpeba 32 onepauuje a no KJacuuHoM 35.
lliTo je n Behe TO je npexznocT mawer mnoctynka uspasuruja. llira
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BUIlE HAall NOCTyNaKk je no 6pojy omepanuja PpalMOHANHH]H H OX
JIpyrux mocrynaka Koju cy paspaljeHH 3a MaTpulle onwmTer HJAHM che-
nujaasor Tuna. Buxeru nanpumep [5), cTp. 248-274 n [6].

2. V papy [4] BaBenm cMO HeKe CTaBOBE O XHIEpMaTpHlaMa.
Tum umeHnom HasuBanum cMO matpuue neduHMCaHe Ha OPCTEHY crhe-
[[HjaJHO Ha MOACKYNY KOMYTAaTHMBHMX MaTPHIA NpPCTeHa KBajpaTHUX
matpuna. OBje heMo mokasatM Kako ce jeXHa KJaca Te BpPCTe Ma-
TPHIa Ha NPHPOLAH HAUHH MOjaB/byje y Npo6AeMy BuieXHMEH3HO-
Ha/lHe HHTepnoJaiuje, Jokasahem0 CTaBOBE O MHBEP3HjH Te BpCTe
MaTpHIa ¥ HCKODHCTUTH Ty MHBEp3Hjy 3a peluewme npodaema Bulue-
JMMEH3MOHAIHE MHTEPNOJalHje.

3. Hexka je
m . n .
(6) 2=f(x3)= 3 (3 au /)
i=0 j=0
¢yHKIMja OX ABE NMPOMEH/HHBE X,y KOja 3a
X==X,} v=0,1,...,m,
y=Vp; p=0,1,...,n,
HMa BPEIXHOCTH
2= va,.

Tapa, 3a oxpehuBame xkoedununjeHara a; Tpeba pEIIUTH CHCTEM
(m+1) (n+1) nuneapruX jefHaYMHA MO HEMO3HaTHMA a,; KOjUX Takohe
uma (m+1) (n+1) na 6poj. Taj cucrtem raacu

. n .
N z=3 x',(z)a,jy{,; v=0,1,...,m; p=0,1,...,n.

=0 Jj=0
Heka je Z Bekrtop-BpcTa uMju cy eaemeHtu y*x!; k=0,1,...,m;
[=0,1,...,n cpehenn aexkcuxorpadcku N0 pactyhuM BpeXHOCTHMA

excnoHeHara &,/ (u rae ce ysuma no gedununujm x°=y°=1). Heka
je A BeKTOp-BpPCTA YMjU Cy €JEeMEeHTH a,, Takohe cpeheHu JeKcuko-
rpadpcku nmo pacryhum BpemHocTHMa mHIeKca vp. Hexa Takohe u Z,
6yle BeKTOP-BPCTa YH]H CY €JIEMEHTH 2, JeKCHKOorpapcku cpehenu
no pacryhum BpeAHOCTUMA MHAeKca vp. Heka je Hajsan Vi, . MaTpula
cucrema (7). Hbene cy Bpcre jenHake OHOj BPeAHOCTH BexkTOpa Z
KO]y 0Baj y3uMa KaX jeé X=Xx,, y=)u U KajJ C€ T€ BPEIHOCTH JIEKCH-
korpadpcku pehajy y marpuuu V, .. Ca OBUM O3HaKaMa TpaceHH
noannoM (6) nuwe ce

8) z=ZA’
a cucrem (7) nuume ce
(9) ZO’= Vm'" A'-
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M3 oBor sazmer je

(10) A'=ValaZy,
a onxa (8) nocraje
(11) 2=ZVanZ,,

na ce npobreM Halaxema (yHKUM]e 2z CBOAM Ha HHBEp3njy Ma-
tpule Vo,

4, Heka je cax A, Hexa marpuna ¢opmara nxn IZeduHHCaHA
Ha Teay k ckanapa «, B,... . [Ipcren marpuna A, npecauxahemo
n30MOpPHO Ha mojnpcrTeH mnpcreHa matpuna Gopmara maxmn 1 TO
Ha JBa pa3jiMyMTa HayuHa.

NEGUHULIMIA 1. Hexra je

(12) D An L [ay]; m=1,2,...

rzae je
HyRa Molipuya popmalia nxn ako je i #j:
a;j= {

A, ako je i=j; i,/,=1,2,..., m.

[lpema oBoj neduHnnMju marpuna D, A, cacToju ce oI MaTpuna
A, xao 6J0KOBa Ha IJIaBHO] ZMjaroHaJd W HyJa MaTpulla BaH rJaBHe
Aunjaronane. Onepatop D, MOxe Ce NPHMEHHTH M HA CaM CKaJap «
(xao marpuny ¢opmara 1x1). D,a je Tama jeAHOCTaBHO ,CKaJapHa
MaTpyLa“ TO jecT MaTpWlia KOja MMa eJieMEeHaT o Ha IVIaBHOj IMjaro-
HaJyd a OCTandu €JIeMeHTH Cy joj jexHaku Hyxau. [losnato je JHa je
CKyN CKaJapHAX MaTpulla M30MOp(daH Teay cKazapa Ha Kome Cy Te
MaTpuue jaedunucane.

NE®UHULINIA 2. Hera je A,=[w,;] mallpuya ¢popmaiia nxn ge-
¢unucana na K u nera je

(13) W A [ Do) ij=1,2..0,05 m=1,2,...

[Ipema oBOj neduHunuuju matpuna M, A, nobuja ce U3 mMaTpHIe
A, KaJ ce y 0BOj Hajnpe CBaKM €J€MEHAT «; TpPaHCHOpMHIIE Y cKa-
napuy matpuny 9, o; dopmMaTa mxm a OHZA M3 OBAaKBHX MaTpHIa
cactaBy M cama Matpuna M, A,.

Jlako je BumetH na cy ckynoBu (M, A,}, {Dm A}, {An} 3a
yTBphenu mnpupoasu 6poj m mehyco6Ho H3oMOpPdHM y OmHOCY Ha
onepauujy cabupama ¥ MHOXKeha MaTpDHIA OJXHOCHO cabupama H
MHOXEHha y TeJy CKajapa.
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TEOPEMA 1. ,
W (A+B)=Dn A+ My B;

’ W (AB) =M, A M, B;
MnA) =Mn(A~Y);
M (ﬂnpA)=5mmpA .

(14)

IloTiliyno ucilie ollepayuje Baxce u 3a ofepaliop D .

OBa TeopeMa cjleXu H3 NMOMEHYTHX H3oMopdu3ama.

19
Ay = .
s ]

712007
3400
D=l 0012

10034 |

Tako, 32 maTpuny

uMamo

1020
0102
3040
10304 |

mzAz'—':

IOK je
@2 (9.“2 A:.') = sz (92 Az) ’

TO ject onepai‘opu D 1 M Cy KOMYTaTHBHH:
TEOPEMA 2. Baodcu yBex
(15) gp (Cﬁmq An) = smq (9,), A,,)-

Heka ¢y cax W, u W, BanzepmonzoBe MaTpuiue BeAu4HHA
Xg» X4y ++ ¢, Xy PECNEKTHBHO BEAUYHHA Yo, Vi, ««+) Vn-

TEOPEMA 3. Baxcu ysex
(16) Vm.n = g] +m Wg 5m1+,, WJ .
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Hdoxa3s ce cacroju y Bepubuxanujn. Mu hemo Bepuduxanujy
npoBecTM Ha NPHUMEPY BEJUYMHA X, X{, Xs M Vg, Y; TO jeCT Kaj je
m=2, n=1. To he ymwreaeru npocTop a jexHoM yTBpheHH JeKCHKO-
rpadcky nopefak BesuunMHa omoryhyje ma ce 3ak/byuak npomupu
¥ Ha ONMIITH CAydaj. ¥ OBOM cayuajy je

— 2 2
Loy 4 90 xy X1y
1 2
Yo X34 X4Y3 X1 X1 ),
1 2
Vi X2 XYy X2 X2,
2
1 y2 X3 XpPs X2 X2 )s

2 2
1 oy, x5 X3y, x3 X3y,

2 2
L1y, x5 Xgy» X3 X3), |

na ce Jako yBuha jJa je Ta mMaTpula NPOU3BOJ MaTpula

1 50 0 0 07 10 x,0 x207]
1 50000 010 x, 0 xb
001 1y00 10x 03x%0
001900/ W 01 02x 0 2| TWo
00001y, 10 x 0 x5 0
{0000 1 y | 101 0x,0 x21
rie je - _

lxoxg

w1 )
_lxzxg_ !

Cana npumeryjyhu penauujy ussepsuje u3 TeopeMme 1 Ha u3pas 3a
marpunly V., 3 Teopeme 3 mobujamo

(16) Vin=Dysn W' Dy 1m Wz,
a onzxa pesaunuja (11) raacu

(17) 2=Z(Wy 10 W'Dy 1 W3 2y,
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IITO W MPeTCTaB/ba GopMyny 3a ZBOAHMEH3HOHAJNHY HMHTEPIOJALH)y.
Y oBoj ¢opmyau noce6ro ce Bpu uHBep3Hja BaHaepMOHZOBUX Ma-
tpuna W, u W, u ox mux Qopmupajy nocie uHBep3uje Xunepma-
Tpune Myyn Wit 1t Dpym Wa'. Tpe6a jowr wucrahu ma ce marepno-
JIALMOHM TOJHHOM ANOGHja y 06suKy cpeheHOM (nekcukorpadcku) mo
CTeneHMMa NPOMEH/bUBHX IITO HHUje CJAy4aj HU KOJ jeXHe HO caka
nosHare ¢GopMyJae 3a HHTEPMNOJALH]Y.

5. Hsnoxuhemo jom u ciaywaj HHTEpnoJamuje NMOJHHOMHMA Ca
TPpHU NPOMEHJ/bHBE.

Heka je
m n p
(19 u=tCo 9= 3 0 E 9 ($ amar)).
v=0 p=0 n=0 /
(yuxuumja ox 1pu mpomenibuBe x, y, z Koja 3a
x=x,; i=0,1,...,m,
(lg) y=y/; j=0117"')ny

z=2; k=0,1,...,p,
¥Ma BPeNHOCTH

(19" U=1u.

Tama sapatak xa ce oxpene xoeduUHjEHTH ayuy 3aXTEBA Ja CE Peiun
N0 HEMO3HATHM BEJIMYMHAMA @Q,uq CHCTEM JHHEAapDHHX jeHauMHA

m n p
@ ww= B Z 71 (Z ama ),
v=0 \p=0 =0

kojux uma (m+1)(n+1)(p+1) Ha 6poj ca HCTO TOMMKO HEMO3HATHX.
Marpuna tor cucrema Heka je Vi, ., ,. Heka je A Bekrop-BpcTa uuju
Cy eNeMeHTH Gypy CpelieHn JexcuxkorpadCkuM NOPETKOM 10 HHIEK-
cHMa vpn; HCTO TO HEKa BaxKu M 3a BeKTOp Bpcry U, ca ereMeHTUMa
u . Heka je U BEKTOpP-BPCTa YujH Cy eneMeHTH x¥y* 27 cpehenn nek-
cukorpadcku Mo pacTyhHM BpeIHOCTHMAa €KCIIOHeHaTa vpy (M rue ce
no peduHunMju CTaBba x°=y°=2%=1).

Ca Tum o3Hakama cucreM (20) muume ce OBaKo
(21) ' Uo'=‘ m,n,p A’
Opasae je
(22) A=Vah U
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Kako ce ¢dyHkuuja u Moxe 3amucaru ca

(23) u=UA’
TO H3 HPETXOJI,HOI‘ caenn
(24) u=UViho Uy,

na ce npo6reM Hanaxewa QyHKUMje u CBOAM Ha WHBEp3d]y Ma
Tpuue Vo a,p-

TEOPEMA 4. Baxcu yser
me,p = (©(m+1)(n+1) Wa) ((:Dm“ c-mpﬂwz) (Em(n+1)(p+t) Wx) ’

rae ¢y W;, Wy, W; peciiexiiuBno BangepmonzoBe wmailipuye BeauduHa
Xos Xyseoes Xms Yor Vis oo os Vns 20025y +0e32pe

Jloxa3 oner no6ujamo BepuuxalujoM Ha CrenujasHoM cay-
yajy npu ueMmy jeIHOM 3a yBeK YTBpHeHM JeKkCHKOrpadCku mnopexnak
Be/IHuUMHa €a KojuMa ce onepuiue ob6e3behjyje npommupeme R06UBEHOT
3aK/byuyka ¥ Ha ommrHu caydaj. Hexa je paagm ywreme y mpocropy
m=1, n=2, p=3. ¥ 0BOM cnenujanHom caydajy marpuna V, ,  raacu

Ws yoWs VW, xoWs xo¥oWs XoysW; |
W, » Ws VW, x,Ws X9, W, %, " W,
Wi y. W, .V;- Wy xoW; xp. Wy x4 .VZZ' Wy
We yoW, ¥oWy x, Wy x,9, Wy x5 W,
Ws »n W .V% Wy x Wy xp,W; x ,V? W;
W y. W, .Vg W, x, Wy x,9. W x ,Vg W, |

V!.z.a""

na ce Jako yBuha Ja je OHa NMPOH3BOJ MaTpHLUa
Do Ws, DM, Wy, T, W,

oZakie cienu TBphewme y HaBeJEHOM CIEUHjaJHOM Ciayudajy a u y
OmuTeM CaydYajy jep 6poj BeAMUMHA Xy, Yp, 2y HE HIPA Y 3aKbYUH-
Balkby Hapo4uTy YJIOTY.

[Mpumemyjyhu cazxa craBoBe O WHBEP3Hjd NPOM3BONA MATPHIA
M CTaBOBE O WHBep3ujH Xumepmatpuua u3 Teopeme 1, MOxemo 3a
Gbyuxoujy u npema (24) nucatu

(25) u=U (P4 no+0WT Dmat Mp 41 W2 Dimynytnen) Wa) Uy,
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IITO ¥ HNpercraB/ba (OpMyay 3a TPOAMMEH3HOHAJIHY HMHTEPNOJauHjy.
Y oBoj dopmyan moce6Ho ce BpmM uWHBep3uja BaHZepMOHIOBHX Ma-
tpuna W,, W., W; u noce6no oxn oBux ¢opmupajy xunepmarpuue
Wn+ 00+ Wiy Dyt Mos W2, Dimanyinen W3'. Kao o ce us
HaBeJieHe (Gopmyne BHIM, HHTEPNOJALHOHM IIOJHHOM ce no06Hja y
06iuKy cpehenom (amekcukorpadcku) MO CTeNeHUMa NPOMEH/bUBHX.

Caza ce snakO MOXe YOUMTH NPaBHJHOCT y pacnopeny Baugmep-
MOHJOBMX MaTpuua ¥ oneparopa M u D y obpacuy (25). u oxarie
H3BECTH 3aK/by4aK O TOME KaKO [JIaCH HHTEPMNOJAllHOHH o6pasan 3a
onwTHd cayydaj: [Ipousson unmexca onepatopa M, D u ¢Popmara Ban-
JEPMOHJ0BE MaTpHlle HA KOjy Ce TH ONepaTOPH NPHUMEHY]y y CBaKOM
cayuajy je uctu. (¥ (25) To je 6poj (m+1) (a+1) (p+1).) Tlouume
ce HajuupuM MoryhuM omnepaTopoM )t nma ce MOCTYNHO YBOZM oOIe-
patop ® 1ok Ha Kpajy He mnpeocrane camo oneparop 9D. (¥ (25)

sa marpuny Wi’ Hajmmpu moryhum omepatop M jecTe Min+neps1)-
Ilpenasn ce Ha Marpuuy Wa' u onepatop Wnsn(p+1) CMEHBYjE ca

Dm+s Mp4+y- Hajsan mpemasu ce na matpuny Wiz' u oneparop
D11 Mp+1 CMEYjE €8 Dim 41y (n+1)) YOCTANOM, [IPpEMa HaeM papsy
[4] onepatop ® u3 o6pasauna (11’) u (25) moxe ce W cacBAM H30-
CTaBHTH a Ja He jpohe mo amBocmuc/ienocTd. O6pasan (25) Traza raacu

(26) u=U Dnsn e W) o4 W) (W) Uy’

OG6jacnumMo mpuMeHy OBOr o6paclia HEKMM jE€IHOCTaBHUM IPUMEPOM.
¥Y3uumo na je m=n=p=1 u na je

Xo{ X1 Yo | V1] 2|2 Uggo| Ugo1| Uoro] Lo11| Usoo| Uso1| Uy10| Ur11

12’3456 112112112

I/IHTepHOJIaHHOHH NNOJIMHOM Talda rJjacu
U= Qgeq+ Booy 2+ Gogo ¥ + g1y Y2+ a0 X + Ayqy X2+ Ay Xy + 08444 XY2,

a CHCTEM JMHeADHHX jeIHAYMHA 10 Gyuqg IACH
Ggoo+ 001+ 3dg10+ 1580(, + ye0 + 58101+ 3ayye + 150, =1,
go0+ 600y + 30910+ 188011+ 100+ 68,0, + 30,50 + 18014, =2,
g00+ Sao1 + 48010+ 2004y + G100+ 5810 +48450+20a5,=1,
ogo + 6901 +4ag 0 +24a0,1+ G1o0t+ 6010y + 40150+ 240,, =1,
Goo0 + Sg01 + 3010 + 15041, +2a,00 + 108, +6ay10+ 3001, =2,

9 36opHuk MaTeMaTHYKOr RMCTHTYTa
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oo+ 6001 + 3010 + 18a4,y + 2a,0¢ + 120,44, + 644, + 364,y =1,
Ggog+Soo1 + 4850 +20a0,, + 20,09+ 1044, + 84y, +40a,y, = 1,
Aoo0+ Ooo1 + 4ag19+ 2400y + 20409+ 120,40 +8ay,0+ 4804 =2.

YuyTpamimy CTPpyKTypy MaTpuue V,,, OBOI CHCTEMAa HHje JAKO
carnenarty; Mehytum je npema Teopemu (4)

V1,1.1=94 Wa @z mz Wz mx Wu

Wl=11 ' W2= 13- W3=15.
12 14~ 16
Kaxo je

wol 271 el 478 el 6 -8
S S U U A S B [ S

rue je

6uhie
vl_,ll,l =M Wi D, M, Wa' 9, W.o,_‘,
Tae je B _
2 0 0 0-1 0 0 0
0 2 00 0-10 0
00 2 0 0 0-1 0
auwio| 000200 0-1)
~1 0 0 0 1 0 0 0
0-1 0 0 01 0 0
0 0-1 0 0 0 1 0
| 00 0-1 0 0 0 1|
" 6-5 0 0 0 0 0 0
-1 1. 0 0 0 0 0 O
0 0 6-5 0 0 0 0
owio| 0 0-1 10000
0 0 0 0 6-5 0 0
0 0 0 0-11 0 0
0 00 0 0 0 6-5
|0 0 0 0°0 0-1 1
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a
" 4 0-3 0 0 0 0 07
0 4 0-3 0 0 0 O
-1 0 1 0 0 0 0 O
D, T, W1 6-1 0 1 0 O O O '
0 0 0 0 4 0-3 O
0O 0 0 0 0 4 0-3
0 0 0. 0-1 0 1 O
| 0 0 0 0 0-1 0 1
na je crora
48 —40 -36 30 -24 20 18-15]
-8 8 6 -6 4 -4 -3 3
-12 10 12 -10 6 -5 -6 5
. 2 -2 -2 2 -1 1 1 -1
Viia= '
~-24 20 18 -15 24 -20 -18 15
4 -4 -3 3 -4 4 3 -3
6 -5 -6 5 =6 5 6 -5
| ~1 1 1 -1 1 -1 -1 1]
a Kako je

u=UViLUy; Us=[1,2,1,1,2,1,1,2]; U=[1, 2, y, y2, x, X2, x, Xp2),
6uhie HHTEPNOJANMOHM MOJHHOM
u=—T78+152+21y - 4yz + 59x - 11x2 - 16xy +3xyz,

na je caj snako MPOBEPUTH Ja OH KCNYHaBa NOCTaB/bEHE YCAOBE.
Ha kpajy npumerumo ma dopmyna (25) canpxu y cebu u ¢op-
myay (17) a oBa ca cBoje cTpane cagpxu (opMmyay 3a jeLHONHUMEH3HO-
HamHy uatepmonanujy Hasexeny y [1), [2], [3]. 36uma, ako je p=0,
umahemo y dopmyan (25)
W3's[1], Wnt) oy Wi = Doy Wi
Dt Mot We' = Do Py Wi = Dy W

-1
Dmtiyn+1) Ws™ = Dimtiyntn 1],
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na ce po6uja dopmynaa (17). Axo je cama m n=0 umahemo name y
dopmyan (17)
Wiy W' =D, W' = W1,
Wi'=[1l, DymWa'=Dmll],
a TO jaje paHuje usBexeny dopmyay
2= ZWit zy
33 WHTEpPNOJaLHMjy MOJHHOMOM Ca CamM0 jeJHOM MPOMEH/bHBOM.

(Caoliwieno 24 peyembpa 1958)
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SUR UNE FORMULE D'INTERPOLATION PAR POLYNOMES
A PLUSIEURS VARIABLES

M. STOJAKOVIC (Beograd)

Dans nos articles (1}, [2], {3], nous avons donné la formule
d’inversion éxplicite

Il_l ==Sn Vn'l-'n

de la matrice vandermondienne V, ot V,’ est la transposée de V,,
S. la matrice triangulaire et L, la matrice diagonale définies ici par
(2), (3), (4), ce que nous avons alors appliqué a la déterminantion
du polyndéme d’intérpolation d’une seule variable.
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Nous donnons ici les formules d’inversion des matrices qui cor- -
réspondent au probléme le plus général d’intérpolation par polynd-
mes 2 plusieurs variables. Nous donnons ici les définitions et les
formules pour le cas de trois variables en laissant au lecteur le soin
de faire la généralisation qui est dailleurs trés naturelle.

DEFINITION 1. Soit

u=f(x,y,2)= ﬁ x"(é yH (Igoav}u] z’l)),

v=0 n=0

le polynéme a trois variables x,y,z qui pour x=x;,y=y;,2=2; a la
la valeur u=u;,; i=0,1,...,m; j=0,1,...,n; k=0,1,...,p.

Soit A (résp. U; U,) la matrice-ligne dont les elements a,uqg
(résp. x* y*2%; u,;) sont ordonnés par I'ordre 1éxicographique des
indices vy (résp. des éxposants vpn; résp. des indices ijk).

THEOREME 1. La matrice Vuy,,p des coefficients du systéme des
équations linéaires algébriqués

wa=f (i, v, 2);  i=0,1,...,m; j=0,1,...,n; k=0,1,...,n,

ou dans la forme matricielle
Uo'= Vm,mp A')

aux inconnues ayun Salisfait a la relation

Vs = (Dm0t +0 Ws) Oa+1 Mpr1 Wa) (Mns 0o +1 Wi),

W,, W,, W, étant résp. les matrices vandermondiennes des quantités
Xoy X1y eeesXm3 Voo VireeesVns 200 24y, 2p € D, M les opérateurs dé-
finis par la

-

DEFINITION 2. Soit A, la matrice quelconque d’ordre (nX n) définie
sur le corps K de scalaires «,B,...". Alors, posons

matrice zéro si i==j

D An2L18:] 5 =(
m [Bl] By A, sii=j; i,i=l,2,..-,m~

Mm An 28 [D, ), oy étant les éléments de Ap.
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THEOREME 2.

Vm (A+B)=M, A+Pm B; Dp(A+B)=Dm A+Dn B;

Mn(AB)=M,, A M, B; Dn (AB)=Dm A D B;

(D A)~ 1 =M (A™Y); (Dm A)~=Dm (A™);

M, (Wy A) =M p A; D (Dp A) = Dry A.
THEOREME 3.

*) 1=UVrnp U= U @+ 06+1 Wi Dmis My 41 W2 ' Dy 1y we n W) U
Pour p=0 la formule (*) donne |
wil=[1); M+ +1) W' =D s Wi Dy Moty Wa' =Dy, WY
Dm+n rn Wa' =Dmeny uen[l]=E (matrice unité);

u ne dépend donc de la variable z et nous obtenons la formule
(17) & interpolation par polyndomes 2 deux varables

u= U(‘fm,,+| Wl—‘ 9m+x Wz_,) Uof-
Si I’ on a aussi n=0 cette derniére formule donne
Wil =[1]; Dnss Wa' =Dy salll= E; Masy Wi =, Wi = Wi

u ne depend donc que d’une seule variable x et nous obtenons la
formule d’interpolation par polyndmes a une seule variable x

u=UWT' U,

ce qui été déja exposé dans [1], [2], [3]
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M. TOMWUh

O YHHUPOPMHOJ KOHBEPTEHLHMJH HEKHUX
TPUT'OHOMETPHUCKHX PENOBA ¥ BJ/IM3WMHHU HYJIE

1.1, TTosnatu ctaB Chaundy u Jolliffe-a [5] kasyje ma je
3a TPUrOHOMETPHUCKH CHHYCHH pej

1.1) g(x)=Sa, sinvx, 4,40,

v=1

a,=0(v-?) (ogHocHo a,=O (v~!)) norpe6aH u HOBO/LAH YCJOB 3a
yuudOPMHY KOHBEpreHuujy (OZHOCHO YHH(ODMHY OrpaHHYEHOCT) Y
6au3unn Hyse. lllra Buwe 3a pegose (1.1) wumwenuya ga g(8) »'/,nA
exBUBaNeHlinG je ca dumwenuyom Aa nan- A [6]. Obaj nocieiawu cTas
MOxe ce W jabe yommrtaBaTH. Tako je y [1] mokasan oBaj cTaB:

a) Hexa je 0 <a<<2, A>0, a.|O0; maga us

(1.2) c)=— AT e L(—l—) . x0,
or (a) sin"Q_" x

caepu

(1.3) an~An—*L (n), n- oo

u o6pHyilo,

Osxe L (f) o3nauaBa cnopo npomeHbuBy Gynxuujy (suau [1]).

CraB Baxu ¥ 3a a=0 noJ yclI0BOM fa je an MOHOTOH M KOH-
‘BEKCAH HU3 KOjH TeXH HYJAH; Tj]. BaXH:

b) Hera je A >0 u a, jenan wonsexcan Hu3 Koju Medcu HYAU.
Taaa u3

{1.4) an~AL(n), n- oo,

Laequ

(1.5) g(x)gA%LG), x0.
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c) Axo je A >0 4 a, camo monomono feacu nyau Maga, 06paimHo,
uz (1.5) caegu (1.4).

W3 pena a) oBora craBa CjaeAu OuYeBHUIHO M YHU(DOPMHA KOH-
Beprennuja ox (1.1) ako a,~»0 u axko ce g(x) moHawa y 6Ju3uHH
HyJe Kao

g(x)’zAL(:lc—), %0,

u rge je L (1/x) Heka cnopo mpoMeH/bHBa (yHKIHMja dea TEXH HYJIH
xax x-0. YctBapu y TOM Caydajy M3 a) ciAeiu Hajnpe

(1.3) a~ALL@), nooc.
n

360r
a,+0 H na,.f—!AL(n)~>0,>

HaBegeHa TeopemMa Chaundy w Jolliffe-a uMmnaumupa raga ysudopmny
KoHBeprenuujy ox (1.1).

CrasuMoO cana
(1.4) na,=b,~ML(n), n- oo,

- ¥ NPETNOCTaBHMO jow na je L (n) xoHBekcaH Hu3 KO]H TEXH HYyJIu.
Tana, axo je

(1.6) b= = f g%(x) sin v x dx
T
clexu npema b)
(1.5 g*(x)rzAlL(l>, x+0.
x x
Hajsan, ako ce g*(x) nonamwa kao y (1.5), a b, koje je naro ca (1.6)
MOHOIIOHO Tedcu Hynu (maksie He Mopa OuTH KOHBEKCHO) nMatiemo

npema c)

(1.4 aeli~al ),
n n

TaKO Ja -y OBOM IMOCJeAleM Ccaydajy, 360r and0 u nan=b,-0,
cnexy yHubopmua xouseprennuja ox (1.1) y 6ausunm Hyne, Tj.

n . n b, .
Y a, sinvx=3] -2 sin vx 0, x-0,
1 1 v

3a CBAKO n.
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Ilpyrum peuuma MOXeMO Ka3aTu Aa u3 ipu ipeiilocliaBke

1
1) g*(x)zA——L(l), ©>0,  2) 6,40
X X

n
3) (® bv=£fg* (x) sin vxdx, v=12,...
3
0

caequ fpema coiasy Cheundy u Jolliffe-a ga
n . z b, .
Ea.,smvxaz—‘i sin vx 0, x-0.
1 1 vV

Y oBuM craBoBUMa OueBHAHO g*(x) He Mopa 6utH Hu L — unTe-
rpabusiHo, Beh caMO TakBO Ja WHTerpax Ha JecHoj crpanu y (¥) mo-
cToju. ¥ JHoxa3y cBux TBphema HaBeJAeHHX MOX a), b) u c) 6uTHa je
NpeTnocraBka Aa b, MOHOTOHO TeXe HYAW, OJAKAe, OHAA CAeAU He
camo ynudopmua kouBeprenuuja on (1.1), Beh u acumnrorcko nosa-
mame Qysxnuje medunucane ca (1.1) y 6ausnnu nyne.

Y osom pany, y osoj tauku 1.1, npermocrasuhemo na b, He
€aMO Ja HHCY MOHOTOHM Beh Ja cy H npousBobHOr 3Haka. Que-
BH/JHO, YAM HEMa YCJIOBA Ja Cy b, MOHOTOHM, HE MOXe OuTu peuu
O AaCHMNTOTCKOM MOHamawy koedunujenata m Pynxnuja medunu-
CaHUX CHHYCHMM peJOBMMa Ca TaKBHM Koedundjentuma. Aam nper-
nocras/bajyhn Bawme o Qynkuaju g*(f) moxe ce ussectn ynudopmua
KOHBepresuuja oxn

o @ . L /) .
Y a, sinvx=y = sinvx
v=l v=1 V

y 6ausunu Hyne. Taxko, y Tauku 2.1 mokasahemo oBaj

CTAB 1. Aro c¢y b,=(va,) Fourier-oBu cunycHu xoeguyujeniiiu
jeane neilapne L — unilierpabuane cyuxyuje g*(t), @j.

k4
*) b,= -2—fg* (f) sin vt dt, v=1,2,...
k1
0

rge je g*(t) orpanadeno y (g, x), € >0 u rae ce g*(t) onawa y 6ru-
3uUHU HyJNe Kao
1
fy=o0[——|, t-+0,
£0 ( tlgt)
Miana 3a CBAKO n

n . n b .
Za,smvesz—”smve—»o, 6-0.

v=1 v=1 V
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NPUMENBA. Axo cy b, Fourier-oBu xocunycuu xoedulujeHTn
jenne napne L-unrerpaGuine Qyukumje, 1j.

n
2
by=0, b,:-—fg*(t)cosvtdt, v=1,2,...,
T
0

Taja Ha OCHOBY MNO3HATOI MPaBWJa O WHTErPalMjd 4YJaH MO 4JIaH
Fourier-oBor pezna

oo
3 b, cos vx,
v=I1

creqn Beh um yHudopmHa KOHBepPreHIHja of
-]

il . b, .
Y a,sinvx =3 — sinvx, 3a cBe x.
V=1 v=1 V

1.2. ¥ oBoj Tauku nocmarpatiemo o6pacue Parseval-oBor 06.uka
2a, N THE JE

g(X)N—? + a, cos vx

2.1)

f(x)N%" + 0 A, cos vx
" k14

ay _ 2 (g(x)

A, "o 1) cos vx dx,

u rae ce o ¢ynkuujama g(x) u f(x) npernmocraB/ba ma HMajy MOHO-
ToH Kapakrep. Parseval-oBe (opmyse TakBora Tuma AeTasbHO je CTY-
nupana Sheila M. Edmonds [2, I, II, Il] (II, Teopema 15, u III,
Teopeme 21, 22 u 23). ¥ Tum craBoBuma S. M. Edmonds noka3ana je
M Kaja cy, y UCTH Max y obpacny

2%
1 @
(2.2) —ff(x)g(x) dx= ot | 3 a, M,
T 0 2 v=1

06a u3pasa (pef, U MHTErpaa) KOHAYHM MMM GECKOHAUHH.

. ¥ oBom pany sanumaheMoO ce caMo ca KOHBEPreHIMjOM Dela
Ta,\, He yJnasehn y TO, Kaja je Taj 36Mp jeaHak ca JEBOM CTPAHOM
y (2.2). OBxe cy u mpeTnocraBke pasamyute ox oHux y [2].
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Y rtauku 2.2 noxaszahemo

CTAB 2. a) Hexa je g(x) €L(0,x)
(2.3) Glg] = %+§°'j a, cos vx,
v=1

8,20, u Hexa |g(x)| uma y 6auzunu nyne moHoMoHy Majopaniiy, Ij.
)

24) 1S O, ()20, ¥Sx [Glx) dx<on.
0

b) Hera je M\, jeaan aBoclipyno MOHOUOH Hu3" koju Teixcu
Hyau, [j.
A20, AN, =X—%,,,=0, AZ,=A(AN)=0,
u Hexa je

X
(2.5) f<}1+2 A, CoS vt) dt = M_,_i D sinvx.
0 2 2 v=1 14

jeana xouBercna hynryuja 'y 6ausunu nyne (ne KOHkaBHa), Waxa Za, )
KOHBeprupa, aro
n/n

(2.6) s [le@ie=oq).
v=1 s

b’) Hpemiociiaska b moace ce 3amenuiliu ca

AN =0, AN, =0 u E}i<oo.
v

NMOCAEAMULA. Ako je g(x) orpanuueHo y Oau3uHM HyJe, TajAa
ce moxe y3etu A,=1. Ycaos (2.6) je Tama ucnymed Kao u YCJ]OB
(2.5) u craB 2 ce cBofu Ha caenehn Paley-es cras [5, cras 81}).

Axo je g(x) orpanudeno y 6ausunu uyne, G|g] aamo ca (2.3), u
a,=0, maga je La, << .

~21. loxkas crasa l. a) Kako cy b,=va, Fourier-osu xoedu-
nujentn L-unrerpabuine ¢ynkumje g¥t) to va,»0, vooo. 3201 /n
HMaMo Taja
5 vay 1

=3 ==—2n: va,-»0, n- oo,

=1 N noy=t

n -
E a, sin vé
v=1

1} OBa} ycaoB uMnamuupa aa je (Ag/2+ iy cos vx) € L (0, n).



140 M. Tomuh

b) Heka je caza k<<n n
k+1)-rZeLk,

Tajga M3
n
vav==z fg* (f) sinvtdt, v=1,2,...
11 .
carenn
3 a, sin v = ~f *(1) ( w)du =
v=1 v=1
(1.8)
o = ]
(f f)g (t)(E sinv smvt)dt I+1,
=] 14
Y ‘ .
Oryana je
o 8 sin vt
(1.9) <2 f lg*(0) ‘z sin v8 sin v,

Ha ocnoBy jemuor Fejér-oBor craBa [3] y Be3u ca jenuum
craom Fejér-Lukdcs [4], u3pas?

(1.10) 2”: sin v8 sin v

v=I 4

je mo3uTHBaH y KBanpaTy 0<t<n, 0<6<n, ako ce mnocaenmu
uJaH y HheMy 3aMeHH ca (Sin n6 sinnf)/2n.

*) Taj Fejér-os [3] craB raacu: [Tolipe6Gan u n0BOMGH YCAOB 24

f(e)Eélz,, sinkésinkt =0, (0<o<m 0t <n)
je na
cp(f):k)_gl kipsinkt =20, (0<t<n)
Osze je

1
¢ (f)=sin t+sin 2+ - - - +?sln nt,

nnpeMa Fejér-Lukdcs [4] o{f)=0 jesa 05 S~ u cBako n.
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Hajsax 36or va,»0 cmena nocaexwer ujgaHa y (1.10) ca
(sin n0 sin nt)/2n memwa .BpexHoCcT 36upa y (1.8) 3a 0 (1) kKax n- oco.

U3 (1.9) caean
o/2

sin v@ sin v
(1.11) |1,|s Sy Ef[ g+ dt,
v=1
e ' HaJl 3HaKOM 36ypa O3HayaBa [a MOCAeAIbH UNaH y HeMy TpeGa
cMeHuTH ca (sinn6sinng)/2n. OBme je cama 0 << § < 6/2.

CraBumo

,sinvésin v X sin v6 sin vE 2":, sin v9 sin v

=z

v=1 v=1 v—k+1 4

= J]+J.o

Kaxo je 6 <k~! To je

k

v sin vE <

wsf; b %_Jsinv&{:O(l).

3a |J,| Baxu, 360or 0 <E<6/2, nponena

AN i,sinvesinvs 1 é' cos(®-§) &, cos(6+Y) <
Y- v 2 liTh v ] v =
1 ‘ 1

= Sks oot Togrsmez 00

aKo ce NpM TOME BOJAM pauyHa ja je
k+)1K0k-

Ha Taj Hauun 3a cBako n40BO/bHO Mano 6 umaheMo ynudopMHO

no o
n  sin v8 sin v
r——=0(1).

k=1

Oryza, u3z (1.11) 3a 6 mOBO/KHO Mano, 360T MPETNOCTaB/beHE
L-unterpa6buanocta ox g*(t) y (0, =) umamo

9/2

[L1=0) fle* () dt=o(1), 0.
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C mpyre crpane je, sojgehu pauyna ga je (1.10) nosuTuBHO

TR ' fg*(t) (Z

sin v@ sin vt )
/2

( )U’é sin v6 sin vt _sinvesinvt g*(—;—)

Cazxa, Ha ocHoBy jenne npumenbe P. Heywood-a [7], us

dtl<

23 sin(2v+1)0 i
v=0 (2V+1)2

g(x) =3 Msinvx, M0, v NAVTE Voo
]

creau
g(x)~Axlg 1/x, x-+0.

[TpuMenom oBe npumenbe MOXKEMO H3BECTH Hajnpe Xa je

©  sin 2vh
~0@6|lgo]), 040,
Z @y

a oTyJla u
® sin(2v+1)6

)

y=0 (2v+l)2
Hame je 36or k<n, (k+1)-*L96,

= 0(8]lge)), 6-0.

© sin(2v+1)6 AéAe, 040,
w1 (2v+1)2 n

TaKo Xa je meduHUTHUBHO
%2 sin (2v+1)8

> vt i)y =0@®|lg8]),  0-0.

36or npernocraske o ¢ynxnuju g*(/2) nare y craBy 1, caenm

traga u3 (1.12)
]
#[ 2
£ (2)

1
-_-o( Tige] )O(G[lgej) =o(l), 00,

TAPS) (["/21 sin(2v+1)9>=

p) (2v+1)°

¥ TUME je cTaB 1 J0Ka3aH.
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22. Jlokas crasa 2. Heka cy c,, Koepuuujenru Cesiro-ose
Tpaicdopmanuje Tpehera pena:

R o e

Taja je JIaKO MPOBEpUTH fa je
A% {c,, M} =0, v=0,1,2,...,n,
s6or AN, =0 u A%\, =0, jep je

co+

v=0, 1, 2,..., n;

A% {c, N} = N, A%(c,,) +2A (c,0) AN, + Cny (A%N).
[lpema no6po nosnarom pesyaraty L. Fejér-a caexu Tana
@.7) P (?) E% + 3 €y, cOS 1t =0,
3a CBaKo £ =
IMocmarpajmo caza

kao
2

+2 a, Cny M

) Purt) dt]

rae je P,, () nedunuucano ca (2.7).
Tana je

nin

( +2 c,,v}\,,>6[)g(t)[d1+

%Ug(ﬂpw(t)drjg%
0

(2.8)

2 ffg(t)ma) dt + -—f|g(m Pry (0] dt =1+ o+ Iy
n/n

Ilpe cBera je

nin

11_g_(%+§llu) fig(f)ldf
0

ma je I, orpaHHYeHO Ha OCHOBY YCJOBa (2.6).
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Ha ucru Hauud, 6yayhu ma je 8 ytepheno, umamo

N [ :
o af lg () dt=0,1).

IMocmatpajmo Hajsap ca m/n <8 < (m-+1)/n

0 5 9 mt (k+1)z/n
b /f eOIPnOe=2 3 /f 2 ()] IPn(0)] a.

Ha oCHOBY Hampex nomeHyTe OCOGMHE Xa je MOJMHOM y 3a-
rpajyu NO3UTHBAH WMAMO :

n-+-1
n m—|

m—1 N A, sin vt
L < zg(m(—; + 3y 23R )
. k=1

=t v T A

. n
rue je
(k+W)n

n ~
kn

n

n;uvn y=l1

n .
<0 (k) [P ( Ecnvﬂfn_vt)
v

[TpumeTuMO caZa Ja je Ha OCHOBY jemHor Fejér-osor pesya-
taTa [3] apuiimeluyra cpesuna Hpehera pepa AenumudHux 36upOBa
Fourier-osor pena jeine roxBexcne Qydryuje (He xoHKaBHe) uciio Mako
KoHBexcHa u aa je uciiof ¢ynxyuje. 3aTO caja 360r An=o0(l), noo
(Tj. 360r HenpexHZHOCTH OX Nf/2 +Z(N,/v) sin vf) caenu

1)
ol
kx n

n

Boaehu pauyna o oBOMe, uMamo

2.9) (2%

A, sin vt)

=Loff),
n n
u kako G (X) MOHOTOHO onaja, 6uhe Hajsax, s6or m/n=0 (1),
Ly i k“ ) 3
2.10) <& ¥ G(—)gc,fa(x) dx,
n k=1 n
0

a Tume je 36or npernocraske (1.4) A10Ka3au cTas 2 npu ycaosuma a) u b).



O yHHDODPMHO] KOHBEpreHIH]H HEKUX TPHTOHOMETDHCKHX PEROBA ... 145

Jla craB 2 Baxu u npu yciaoBy b') crezum u3 uummenuume ma ce
caydajy 3a,/v < oo, o6pasan (2.9) moxe oner onenutu ca O (1/n).

Hajsaz, Paley-eB craB cienu M3 YHIEHHLE Ja 33 OrPaHUYEHO

g(f) obpasan (2.9) nocraje, npema Hanpen mnomeHyToM Fejér-osom
cTaBy, (yHKIH]ja OrpaHHYeHe BapHjauuje.

(Caofwiieno 8 allpuaa 1959)
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SUR LA CONVERGENCE UNIFORME DE CERTAINES SERIES
TRIGONOMETRIQUES AU VOISINAGE DE ZERO

M. TOMIC (Beograd)

1.1. D’apres le théoréme connu de Chaundy et Jolliffe [5],
a,=o0(v-1) est la condition nécessaire et suffisante pour la conver-
gence uniforme de (1.1) (a,~0) au voisinge de zéro. De plus, pour
(1.1) avec a,»0 on a d’aprés [1]:

De
g(x)N————A—E———x“—lL(-L), xa00, 0<a<2, A>0,
2r(a) sin an/2 x
résulte
an=~An—%L (n), n- oo,

et inversement. L () désigne ici ,une fonction a croissance lente“ [1].

10 36opEHKk MaTemaTHYKOT HHCTHTYTA
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De ce résultat on en déduit aussi la conlusion suivante. Les frois
hypothéses

b4
1) g*(x)’—"-A —I—L(—l—) x-20, 2)6,40, 3)b,=£fg*(x) sin vx dx,
X x 7 :
0

impliquent pour tout n, en vertu du théoréme de Chaundy et Jolliffe,

n n
(4) Sa,sinve=S 2 sinves0,  xo0.
1 1 Vv

Dans cette note nous allons donner les conditions relatives a
la fonction g*(x) sous lesquelles on a (A), en supprimant en méme
temps la condition 2), c. a. d. la monotonie de b,. On démontre
dans § 2.2 le

THEOREME 1. Z b, sin vx étant la série de Fourier d’une fonction
g*(t) impaire L-intégrable, bornée dans (g, w), € >0, felle que

1
“() = o[——|, t-0,
g* () o(tlgt) -

alors la formule (A) aura lieu pour tout n.

1.2. Ce théoréme se déduit a Paide de I’estimation de la for-
mule (1.8) pour (k+1)=* <0< k~'. A cet effet, pour évaluer (1.9)
on utilise un resultat de Fejér [3] d’aprés lequel le polynome (1.10)
est positif dans le carré 0 <f<x, 0<<0<n si son dernier coeffi-
cient est remplacé par 1/2n. Usant le méme résultat on obtient Pesti-
mation pour /, {formule (1.12)) en tenant compte du fait que d’aprés
P. Heywood [7] de

g(x) = i)“’ sinvx, AN 40, ef A, =Av-3
1
résulte g(x)=Ax lg 1/x.

2.1 Dans ce paragraphe nous considérons la formule Za,2,, de
type de Perseval,-ou a, et A, sont les coefficients de Fourier de
f(x) et g(x) donnés par (2. 1) Les formules de Parseval ou f, g, a,
et A, ont un caracterére monotone sont étudiées par S. M. Ed -
mong¢s [2]. Dans 2.2 nous démontrons le
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THEOREME 2. 2) Soient g(x) €L(0,x), &[g] donnée par (2.3),
a,=>0 et |g(x)| admet au voisinage de 2éro une majorante G(x), mono-
fone et décroissante, L-intégrable (les conditions (2.4)). b) X,10, et
N\, forment une suite deux fois monotone. La fonction

- MoX & A, i
(2.5) f f(t)dts—25+2 ST
0

r=1 14

soit convexe au voisinage de zéro (non-concave), alors Za, X, < oo Si

n/n

(2.6) (gx) f[g(t)[ dt=0(1), 1 oo.

Les conditions b) peuvent étre remplacées par les suivantes:

b") A} =0, AN, =0 ef 27 [v<<oo.

Corollaire. Si g(t) est bornée on peut prendre A,=1. Les con-
ditions (2.5) et (2.6) du théoréme précédent étant alors remplies, on
obtient ainsi le résultat suivant dft 2 Paley [5]: Soit g(x) bornée,
G [g] donnée par (2.3) et a,=0, alors Za, < oo.

2.2, Pour démontrer ce théoréme 2, nous formons d’abord le
polynéme P,, (2.7) ol ¢,, désignent les coefficients de la transfor-
mation de Cesaro d’ordre 3 (formule (2.7')). La formule (2.8) qui
donne en réalité Za,A, (3 cause de a,=>0) peut se majorer par
I, +13+1;. La condition (2.6) se réduit 3 7, = O(1). Les hypothéses
faites sur A, donnent la positivité de P,, et, d’aprés un théoréme
de Fejér [3], les moyennes arthmétiques d’ordre 3 de sommes par-
tielles de G[f] seront convexe et au-dessous de f toutes les fois
lorsque f est convexe. Or, de I3, résulte (2.9). La mojorante monotone
G (x) (avec les conditions (2.4)) nous a conduit finalement a /, = O(1).
L’estimation /;=0(1) est évidente.
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