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UNE DÉMONSTRATION IMMÉDIATE DU THÉORÈME SUR 
LA REPRÉSENTATION DES ALGÈBRES DE BOOLE FINIES 

Dulan Adamovié 

(Communiqué le 18 octobre 1965) 

I. Il s'agit du théorème connu suivant: 
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Toute algèbre de Boole finie (B, V, 1\) est isomorphe à une algèbre de 
Boole de la forme (P(S), U, n) où P(S) désigne l'ensemble partitif de l'ensemble 
S, U et n étant respectivement l'union et l'intersection des ensembles. 

Dans les manuels et les monographies que nous connaissons on démontre 
le théorème cité d'une manière indirecte, en le déduisant, au moyen de consi
dérations supplémentaires, des résultats bien plus généraux (voir, par exemple, 
[1], p. 220-223). 

La démonstration directe qui suit pourrait présenter quelque intérêt du 
point de vue de la méthode. 

2. Soit (B, V, 1\) une algèbre de Boole finie, ce qui veut dire que 
l'ensemble B est fini, et soient 0 et 1 son minimum et son maximum, res
pectivement. Mis à part le cas trivial ou B n'a qu'un seul élément, l'ensemble S 
de tous les éléments de B qui sont différents de 0 et suivent immédiatement 0, 
par rapport à la relation d'ordre ~ définie dans B par 

x~y<;::;>xVy=y, 

n'est pas vide et tout élément Z::F= 0 de B est précédé d'un élément de S au 
moins. En effet, cette assertion est valable pour n'importe quel ensemble 
ordonné, fini et possédant le minimum 0, ce qu'on prouve facilement par 
induction. 

Posons 
(O::F= x E B) 
(x=O). 

D'après ce qui précède, Sx::F= 0 pour 0 =F x E B. On a aussi l'égalité 

(1) 1"", V Z. 
zES 

En effet, si l'on pose f = V z, on a, pour 0 =F x E B, 
zES 

11\ x;;;:'a;\ a=a=F 0, 

où a E Si (::F= 0), et par conséquent, (1)' = 0, le complément de l'élément tE B 
étant désigtiépar 1', d'où 1= «Ï)')' = 0'= 1. 

Si J'on écrit par convention 0 = V t, on a 
tESo 

(xEB). 
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Il suffit, d'après le résultat et la convention qui précèdent, de démontrer ce 
fait pour x =t= 0, 1. En posant 

-
x= V Z, 

zES" 

on a, tout d'abord, x~x et, par conséquent, d'après (1), 

xVy~xVy= V z V V Z= V z= l, 
"ES" zES\S" !lES 

x/\y~x/\y=x/\ V z= V (x/\z)=O, 
zES\S" zES\Sx 

puisque, évideniment, x/\z=O pour ZES'-S". Donc. 

x' = (x)'=y ~ x=x. 
Posons 

f(x)=Sx (XEB). 

Cette fonction, d'après tout ce qu'on vient d'établir, applique d'une manière 
biunivoque B sur P(S). Comme on a de plus, pour x, y E B: 

cette application est un isomorphisme de (B, V, /\) sur (P(S), U, n), ce 
qui termine notre démonstration. 
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