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GLA VA 1 .

Jg Vv oD

”

l.l. U ovoj disertaciji ce se razmotrati teorija oscilla-

cija diferencijalne nejedncoiine sa otklonjenim argumentom:

(®) 3 )[akt)o(y(t))y ()Y ®IFEmN <o B>

rao i odgovarajuée obiéne olferen01galne nejednacine:

, t>t .

i
(0P) y(%).
Cinjonicu da je funkcelja f definisana na nekom 3xupu A i Az

i L . . ) - ,
. ripada nelkoj klasi funkeija J’ oznaérvatemo sas

N
PETH}
a -ko je rang funkcije ¥ skup 3 onda ¢emo pilsatl:
‘r’e?!.—i,B].

Tokom &itave disertacije ““et*ostavlgaﬂ:“o da vrijedi:

- i

SVENCY -w)] peC .to,}-.),ai :

t -

Dofinicija. Za otklonjeni ~rrunent T(%) kaZemo da Je

retariirani (zakadnjeli) asko Je

T(%) ¢

ct
wi

t
W

T

2 da je =~dvansirani =70 jJe

T(t)> T y T2t



‘ W e e, ~ . . 7 - .
leP.Definicija. Za rezlnu funkeciju T definisnnu na | t_, =)

L o?
1=v%amo dn eventualno ima neliu osobinu ako S 03toJi tla tO tako
du runkcija ¥ ima ovu ovu osobinu napitl,aﬁ).

Za fuankeciju FeC 5to,ca),ki kozemo da Je oscllatorna ako
. B » - :__ . N - 1 - - -
nostojl niz realnih brojeva {tn}n—l y takav da vrijedi:
lim t_= oo
N—= o= I
1 | | \F(tn)=0 ) 9 n=l’2’ o e w -
U suprotnom sludaju ka’emo da je funkcecija neoscilatorna.
*, & .f:) I_.r.- ) 1 r - L] b [ ] "
7a funkciju Y €O Q?f,:n),ﬁ! katemo du je rje enje life-

-

rencijoalne nejed atine (P) olnosno (0OP) 2ko ona zadovoljava tu
nejednaéinu za t;;t?.
U dzljen izlaganju pod pojmnom rizfenja vodrazunjevaZemo evontu -
alno netrivijalno rje‘cnje u upravo definisanor zrislu, koje
se moZe produziti na interval [t?,:m),Prpblemima produzenja
rje3enja, koji su obradeni u {12}, EBB} ze ovdje nelemo hHaviti.

Za diferencijalnu nesjednacinu (P) éinosno (OP) kazemo da je
oscilatorna ~ko su sva njena rjeenja oscilatorna.ll sunrotnomn
slufazju kafemo da je diferencijalna nejednadina (P) neoscila-~
tornae.

Za diferencijalnu nejednadinu (P) odnosno (OP) kaZemo da
ima osobinu (4), a%o su sva njena rjefenja oscilatorna ili
monotono teZe nuli,

7Za iifzrencijzlnu nejednzéinu (P) kaZemo da ima os30%inu
(B), sko sva njena rjeienja imaju oscilatorne izvode 1li mono-
tono teZe nuli. .

l.3.Teorija oscilaclja odgovarajnéih obiénih diferencija-

Inih Jjasdnacina:

(GB)  (a(®)b(y())y (1)) +p(t)f(y(t))=o



datira od klasidénog 3turm-ovog teorema unoredivanja [69}, 183%6 g.

16]

i nzstavlija se dalje preko Kneser-ovih [?4} i Fite-ovih
rezultata do fundamentalnih rezultata Hille-a [241, Wintner-a
L?6i, Hartmaﬁ—a [20;, Leighton-a [47], Moore-a [54‘, Atkinson-a
{2], koji se mogu smatrati pocetkom sistematskog izudavanja
oscilacionih problema.U noslednjih 3o ~odina izuzetno veliki
broj matematidara se bhavio ovim problemima i kao plod ovih
n-~ora dooiveno je i objavlieno mnomo rezultata od kojih se naj-
znadéajniji nalaze u knjigama Hartman-a LBI], Swanson-a [70].
Prvi  ~oznati oscilacioni rezultat 2za diferencijalne jednaéine

"sa otklonjenim argumentom:
(P) (a(t)b(y(t))y (£)) +p ()£ (y(T(t)))=0

je dao Tite [17], 1921 coiine, ali ze ova tcorija sistematski
jzudava tek u voslednjih %0 rodina, s tim Sto je intenzitet u
noslednjih deset osjetno nojadan.Wao rezultat ovih istraZivanga
dooiveno Jje mnogo recultata za jednacinu {E) kno i odgovaraju-

tu Jednacinu n-tow”ﬂeda-od kojih se neki nalaze u monografi-

.

2ma “1 sgol ‘ts-a {}P} Shevelo-a |6v], a najznacajniji ce se

bim rezult ma 3e

=t
-
C}
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&
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L
»

cojavitsi o u monoome UL sbeil

-

~po*t anzctavlieno d2 dz Tuntteiic nocventuzlne nene~ntivna, -0k
sludaju kad p eveatualno mijenja znak ne sostoji nijedan osci-
lacioni rezultat.Opéenitiji aspekt teorije oscilacija jednacina
(%)' (OP) je teorija oscilacija odpovarzjuéih nejednacina (P) 1
(OP), Jjer su jednacline, sa glediita teorije oscilacija, specilja-
lan sludaj odgovarajuéih nejednacdina.

srvi oseilacioni rezultat z2 nejednadinu (OP) su dali Ryder 1
vlend L?q] 1970 roidine a za nsjednadinu (P) Kartsatos i Onose

-
LBOT, 1973 godine.Do 1976 ~odine ova teorija nije privlncéila



veéu painju matematidara, na znto ~ostoji veoma malo oscllaci-

onih rezultata u tom periodu, koje su dali Koplatadze“[36},

R
Haito [51]i Psai-fhens Liu | 48| .Nakon fundamentalnih rezultata
ik |

Noussalr-a 1 Swanson-a [58},Kojim'je dokuzano do se teorija
nscilacija eliptidkih parcijszlnih diferencijalnih najednacina i
jednadina drugoz reda svodi na teoriju oscilacigja neijednacina
oblika (OP), gdje je b(u)=1l, ova teorija se intenzivno razvija
i to uglavnom u sludaju kad je koeficijent p stalnog znaka.
Opéeniti-sluéaj, kad je p promjenljivog znzka, Jje mnego ompli-
kovaﬁiji,-pa zato 1 ménje izudavan.Naejvelil dio ove disertaclje

je upravo posveéen oscilacionim ‘roblemima u ovom opéenitom cglu-

)

3¢

. Ju-

’

Novi podsticad za razvoj ove teorije daju i ned-vni fundamenta-—
1ni rezultati Btgen-a 1 Pawlowski;og [;4] 1975 ~odine I Ttgen-a
1 Lewis-a [?5} 1980 godine, koji pokazuju da se teorija oscila-
cija apstraktnih diferencijalnih jednacina svodi na teoriju
oscilacija jednaéine (6%)._
Prema-tome sve noznate teorije oscilacijn'se svoie na teoriju
| oscilﬂcija nejednadine (OP), koja je snecijalzan sluZaj nejedna-
_Eine'(P), “to mokazuje znaca] rﬂzvijanja-jedﬁé ovnkve teorije.
3ada éemo ukratko navesti osnovne ~robleme kojima &femo se dnviti
‘u nojedinim dijelovima ove disertacije.

l.4. U drugﬁm dijelu hide navedene neke noznate c¢injenice
potrebne za dalje izlaganje. .

1.5, U treéem dijelu bice pokazano da se oscilacioni proble-
‘mifﬁekih parcijalnih diferencijslnih jednacina i nejednacina

drurog reda svode na probleme oscilacija nejednadine (OP).

.l

Prvi rezultat takve vrste dokazali su Noussair i Swanson [58



1976 ~odine korigted¢i metode sfernih sredina.3lidnom me*todom su

tllegzretto il}, ialto 1 Yoshida l57% 1 Yoshida L?B} dosli o

.

potpuno istog zakljudka za veoma ondte klase eliontidkih i hive-
rbolickih jednacinz 1 ncjednadina druvos reda, dok za paraboli-
cke jednadine taltvi rezultsti nisu »oznati, ova je rezultat dohi-
ven u treéem dijelu disertzcije vjerovatno prvi oscilacioni re-
zultat tipa "Noussair-3wanson"-a za tu vrstu jednadéina i neijedna-
¢ina.

sim toga u ovom dijelu je naveden i analogon klasidnog Sturm-
-0vog teorema uporedjivanja za sludzj wvstraktnih diferencijalnih
jednadina, kojez su dali Stren i Pawlowski ;i4? a0 1 analoson
Hille-Wintner-ovog teorems za iste jednadine “oji su dali stoen
1 Lewis le].Osnivaé teorije oscilacija znstroktnih diferenciis-
Inih jednacina je E. Hille [25, dio 4,6 1 Qﬁ.Od nocetnih rezu-
1tta Hille—-a ova teorija se razviji~la veosnea intenzivno, a
nosebno teorija oscilacija matridénih diferenciialnih Jednndéina,

Xao njena najvainija crimjsena.tiedutim, kao Cto je to nokazano u

L L

—- -

- I . - - . . + . .
|1+ ~otovo svi ~oznati rezultati te teoriie slijede iz dva

Tore navedena rezultata, toji pokazuju dnh se teorija oscilacija
aastraktnih diferéncij?lhih Jjednadina svodi na teoriiu oscila-
cija jednadéine onlika (5@).

1.6. U Cetvrtom dijelu biée izvedena veonn detaljna snaliza
najvaznijih oscilacionih intesralnih kriterija i obja?njen uticaj
otxlona argumenta na qscilacione osobine rjeenja.

16|

-— —_—

Prvi poznati intesralni oscilacioni sriterij je dao Fite
P

za Jednacinu oblika (OP), <dje je a(t)=1l, b(u)=1 i f(u)=u i

on se xratko moze vrikazzti sa:
)

pzo0 1 jp(s)ds=~y;*“> (5@) je oscilntorna.

-



1
Wintner [76] 1 Leishton [&7l su kasnije ~obholji2li taj rezu-
1tat uzimajuéi da je a(t)» o i odbacujuci pretnostevku o znaku
funkecije p, nn Jje tako nastao klasicni ¥Fite-Leighton-Yintner-

ov oscilacioni kriferij:

a> o , ?Sigp(é)&sg:a ::=¢>(6§)“je oscilatorna.
a(s

3hatia |5] je dokazac da ovaj kriterij vrijedil 1 za vaoma
L
ovéenite nelinearne Jdiferencijalne jednacine, a Kamenev [26]
-
je ovaj rezultat prenio i na jednu od klasa strogo nelinesrnih

jednacdina za koju vrijedi

j du < oo s £E>0,
r¢ f(u) |

U ovom dijelu cemo pokazati da postoji citzva klasa ;rddnih O05CLie
.lacionih integralnih kriterija ovog tipa i1 to kako za diferenci-.
jalne nejednacine oblika (P) tako i za nejednééine_oblika (0Py,

a zatim éemo okazati da su u sluéaju pyo, oovtimzlni (u izvje-
snom smislu) kriteriji ovog tipa potrebni ifﬂovoljni uslovi za
oscilaciju.Iz ovih rezultata ¢e se ondn Foblti :lovoeljni uslovi

da diferencijalne nejednaline (P) i (0?) imnju isto asimmtotek
ponadanje #to je odgovor na vitanje koje je nostavio Shevelo

[65, str.l26-127].Atkinson {2] je nrvi uveo integralni uslov

P20 i jt?ﬁ(t)dt= oo

o)

nokazujuéi da je to potreban i dovoljan uslov za oscilaciju

n+l

jednacine (6%) gije je a(t)=1, »(u)=1, f(u)=u s N=1,2,c0e o

- |
Ovaj uslov Je neznatno podoljsao Waltman [75[ dokazujuéi da se

u Atkinzon-ovom rezultatu uslov f(u)=u2n+1 mo%e zamijeniti
‘uslovom;

| ] . . . lf 11 ’

uto =>uf(u)so, £ (u)zo I lim inf | £ >0, m>1,



rno=i autori su kasnije wokuiavall da ove rezultate nrosire
no 3ire klase funkcija f 1 na sluca]j kad je p nromjenljivog

zn=2ka 1 kzo najuspiesnije od tih pokuiaja navodimo rezultate

—

Kameneva L?é] i 3taikos-a 1 Sficas-a (£5', koijl su pok=zali

|
dn vrijedi:
S dt . o, j (} 45 _yn(t)dt= oe , | LU (e 5 (0P) je
“a(t) ,2(s) +]

oscilatornae.

U ovom dijelu éemo nornzati da nostoji Aitnvs %lasa "Atkinson-

ovih" intesralnih kriterija i 2za nejednadinu (P) i z2 nojednali-

i_...l
".‘H:

nu (OP), pri demu zu, u slulsju pyo, ontimzlni (u izvjesnom
sirislu) kriteriji ovo Uina otrebni i ovolini us 1ov1 20 O3Cl-—
l2ciju.
U cetvrtom lijelu lisertwclje éfemo se buviti jo™ 1 izucavonjem
uticaja otklonz arsumenta no oscilatorno 1 =2simptotsko rons™anie
rje enja nejednaZine (P) i (0P).U sluiaju xad je v >0 postoji
veliki oroa ov“£v1h rezultata, ¢ak i zz Jjednaciine n-toz red

2| X
Zn2<a D0stoje svega dva seznata rezultata %711 i Eﬁof.U OV Om

npre 97 581 .6 | i dr. dok u slud~iu %2d » nije konstantnos
L - ¥ y =

e
~— L] ——

dijelu rada b»ide »nredstovlien Citav niz rezultaita ovog tina s-
veoma vaznim orimjerima, tojl ¢e doti ootrunu zlittu o kommlici-
ranosti situacije i te’koéi ionivanja oscilncionih rezultata u
ovom sludaju.Grubo covoreti bide dokuzano da nojnozn-tiji inte-
-oralni oscilacionl kriterijl oJjl vrijede za siuta py O
111 T (t)=t, u sluinju oréenite najednadine (?) impliciraju sa2m0
oscilatornost izvoda.U ovom dijelu ce »itli takode izved=ni i

dovoljni uslovi za osobinu (A), koji su, vicrovatno, najodtriji

roznati uslovi te vrste.



l.7.03novna pretpostavka u petom dijelu bide

p(t)dte [0y )y Sxt, .
Prvi oscilacioni rezultat ovog tipa dno je Hille [24?, kodli je
nosmatrao diferencijalnu jednaéinu (OF), gdje je a(t)=1, blu)=1

i f(u)=u i dokazao da 2ko vrijedi o3 o tada je:

tjp(s)dsséi% =3 (0P) je nszoscilatorna
t

tjp(s)ds;a£L+E s £ >0 —==p (6?) je ogecilatorna
t

t p(t)éf% ::é.(df) je neoscilatorna
2 1 ~ _
tp(t)p p+e, £ >0 —= (OP) je oscilatorna.

- 7
Nekxi od Hille-ovih orezultata su poboljsali intner L??jj;Moore
[5%}.Pretpostavljajuéi da je p >0 Wintner i??} Jje <dokazao dn

vrijedi:

CXP(S)dS)gé%p(t) —> (OP) je neoscilatorna
4 |
ne videli pri tome da vrijedi:

e .
(jp(s)ds)g?, (%_4— £ )pit) y £>0 =>(0P) je oscilatorna.

Ove rezultate Je dalje uopéio Opial [6§j kodli je pokazao da

vrijedi:
SCIP(H)du) dS Ej n(s)ds == (OP) je neoscilatorna -
t = t
‘E(fp(u)du)gds‘3(é+éi)jp(s)ds =>(0P) je oscilatorna
t ° t

' =
s zatim Willett [75].
U ovom dijelu rada upravo navedeni rezultati Opial-a i Wille-

-tt-a ¢e biti uopcéeni i »nroZireni nn “iroku klasu nelinearnih



diferencijalnih nejednadina (OP).Tazode ¢e i neki rezultuti
Hille 124} biti nojadani, a kao najvrijedniji rezuliat ovog

ela i jedan od najznacajnijih rezultata u disertaciii uopnie,

--nr;'h-i"

-

5iée dokazan veona opéenit teorem uporedivanja diferencijalnih
sednadina, koji u smecijslnom sluéaju daje prosirenje klzasiénos

;..].1._.-,

Hille-/intner-ovog teorema uporedivanja (6}.
U ovon dijelu, takote “e se vo-matrati uticuj otklona nrgumenta
na oscilstorno i asimptotsko ponalanje rjefenja i dokazace se
rezultat analogan onima u ¢etvrtom dijelu.

1.8.,U festom dijelu bife dokazan veoma opcenit rezultat

%oji daje “orisne oscilacione kriterije izr=Zene u terninima

teorije sumabilnosti.

.
Prvi Doznati oscilacioni rezultat ove vrste je dao ‘intner L?ﬁ
7o diferencij~lnu jednacinu (OP), dje je a(t)=1, b(u)=1 1

f(u)=u.0znadavajuci kratko

t
P(t)= )p(s)ds ;
to
Wintner-=ov rezultat se norze ~rikazati keoo:
lim -iSP(s)dsa 20 = (CP) je oscilatorna.
1t o=

Hzrtman L20] je dao slilan rezultat za istu Jjednacinu dokXazu-

-juéi da:

t
lim supl‘SD(s)ds:>llm 1nf-‘5 (s)ds > =0 *>(OP) je oscila-
t -2 ttﬂ t— 2o t.

TOrna.
Ovi rezultati su nastoli kao prirodna uopécnja ranije nomenutog
Fite-Leighton-Wintner-ovog kriterija, koja se mogu nrimijeniti

i u sludajevima kadsg Je:

o= |

j p(t)dtéoo .



lo

Ovi rezultati su dalje na ﬁrigodan nac¢in uopéeni na vifestruko
iterirane sfedine intenrala \Ep(s)ds dajucli tako korisne sunma-
Lo
bilne lriterije oscilacije.t linearnom slucaju su ta uoptenja
da1li Mackl 1 Wong [50},Coles {8], ‘Jillett [?4], [?5] i Coles 1
Willett zlo]-dck je pro‘irenje na strozo nelinearni slucaj dao
Kamenev EQ?], diji Jje rezultat proirio na odgovarajucu neje-
dnasinu (OP) Grammatikopoulos [18].
3ve navedene linearne rezultate je uooéio Hartman [22] 1977
godine, posmatrajuéi izvjesne ‘integralne operatore zavisne od
jezgra i nameéuéi tom Jezgru neks od poznatih uslova regula-
rnostie.
U ovom dijelu bice djelomiéno ZoriZiten Hartman-ov metod za
dovivanje sumabilnih kriterija oscilncije u sluc¢nju nelinearnc
diferencijalne nejednadine (OP).Takode ¢e biti izveden jednosfa-
van ali koristan oscilatorni kriterij izraZen preko izvjesnog
ﬁopéenog Cesaro-vog, metoda sumabilnosti n-tog reda.

Ovaj dio disertacije z-snovan je na rezultatima dobivenim u [#2}.
l1.9. .U sedmom dijelu wiée vokazani neki od mosuéih puteva
uopéenja rezultata dopivenih u »rethoinim dijelovima disertacije.
Jedan od tih nuteva je -mollifiltacija meto@g_uﬁ%e@iVﬁnja Staikos-a

i Sficas-a E66].Pomoéu”ovog metoda se rezultatli o oscilaciondm

i asimptotskom nponadanju rjefenja sa jednostavnijih oblika
nejednadina (P) i (OP) prenose na sloZenije oblike tih istih
nejednacina.,

Drugi dio prezentiranih puteva Jje prodirenje klasicénog Sturm-
~ovog teorema uporedivanja na slucéaj diferencijalnih nejedna—
dina sa otklonjenim argumentom 1 predstavlja prvi takav poznati

rezultat.Taj rezultat omoruéuje uporedivanja, u odnosu na

oscilatornost, diferencijalnih nejednacina sa otklonjenim
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arrumentom sa obiénim -diferencijalnim nzjednacinama.
Praéi od navedenin nuteva pokazuje xako se naki od dobivenih
rezultata za diferencijabilne otklone argumenta mogu na lLzvje-
astan nadin nro3iriti na sludaj kad otklonjeni argument nije
diferencijabilna funkcijae.

leloJXzo to je pomenuto u [65 ’ str.58-59i mnogl industri-
-jski i tehnidki problemi kao 1 vproblemi koji se srecu u teoriji
difuzionih procesa, teoriji elektromagnevnih polja, neurofizi-
~0logiji i nekim drusim oblustima se svode na teoriju oscila-
—cija obidénih diferencijalnih jednadina i diferencijalnih jedna-

~¢ina sa otklonjenim argumentom,
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GLAVA 2.

PRELIMINARNI REZUJLTATI

U ovom dijelu ée »iti navedene neke poznate cinjenice koje
ée se koristiti u daljem 1zlaganjue.

2.l.Transformaciije.Za funkeiju b, koja u primjenama igra

vaznu ulogu {55], moze se pretpostaviti da je jednaka 1, Jer

se smJjenon:
- X
(2.1) h(x)=Jb(uw)du

n~jednac¢ina (OP) svodi na oblik:

(2.2) (&) [(al®)y(£)) +p(OT(y(e)) <o, trty,

je f(u)=f(h_1 (u)), i nrostoji 1« >1 preslik-vanje neosci-

(D

1
" 1ztornih rjelenja nejednacéina (OP) i (2.2).

Dalje, »rimjenjujuéi Xummer-ovu transformaciju [?4J:

(1= ]l
(2:2) o B o) . 7(8)= 0 ($)z(ty)

o

-+ | : [ B
ocdje Jje @ecl[[to,ao),(o,m)] ,?(.GG‘:‘)L[tO, ), R\{o}

mo¥emo nejednadinu (2.2) svesti na oblik:

2.4) 2oy [z (5 )BT (8)2(t;))| < o

gdje.je:

(2.5)  B(ty)=[€ale)x ()Y +p(£)% (8 X (£)a(t),

Sto pokazuje da se u nejednadini (OP) moZe pretrostavitl da
je i a(t)=1l.

Medutim, zbog izvjesnih uslova resularnosti koje moraju zado-

voljavati transformacije (2.1) i (2.3) mi éemo ispitivati
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nejednadinu (OP) u njenom najopéijem odbliku.Vanomenimo na kraju

da u slucdaju kad je:
=

a(t)
transformaciju (2.3) koristimo u obliku

t
_{ ds . -
(2-6) tl-—gm ’ J(t)—-Z(tl)
i .
dok u slucaju kad Je

T’ at__
SIw <
(2.3) koristimo u obliku:

z(tl)
t

1
(2.7)  t1=37F5 ’ y(t)=
i a(s) | 1 |
2.2.Notacija. Restrikcija funkcije ¥ Xkoja je definisana nao

skupu A, na skup B< A 3%e se oznalavati sa 9|A.
Za funkciju © definisanu na [, ) ¢e se Cesto koristiti
naka ¢ | |
naksa
Czua Sa(u)du
xoJja ¢ée pokazivati da donja granica intesrala moZfe biti proizvo-
‘1jan broj iz [o{., 7o) e
Pri dokazivanju rezultata o diferencijalnoj nejednacdini oblika
(P) Cesto Ce se upotrebljavati izraz y>o za t>t 1ili v'> o0

za t »t, koji ¢ée oznadavati da Jje:

y(t)>0o , y(T(E))>o0 ) t>23%
odnosno
7'(8)>0, y(T(E))>o ,  t2t .

Potpuno isto znacdenje ée imati i izrazi y<o za tz»t odnosno
y'<o za t»t,
2e%« Navedimo sada neke osnovne pojmove teorije:apstraé.

ktnih diferencijalnih jedna&ina.
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Jeka je "M realan Hilbert-ov prostor sa unutradnijim proizvodom

(eye) 1 uvobidajenom normom ll.|j=/(.,.j i neka je f}=iﬁ(?{,}{)

‘* . . v W . . r .
3 =algebra linearnih ogranicéenih oneratora iz H u A snabdjevena

uniformnom operntorskom normom:

Il ﬁ sup ||

Nelka Jje dalje :JOS %skup autoadjungiranih overatora a :Jol C tf
skup pozitivno d=finitnih ovneratora.

“osmatrajmo apstraktnu diferencijalnu jednaéinu oblika:
(2.8)  (P)Y (1)) +Q(£) Y(t)=0 y t2t

gdje je P,Qec[[to, oa),j"] i PeY,.

Izvodi koji se vojavljuju u (2.8) se definifu u strogom smislu
kao npr. u Hille [25; dio 6 1i 91, gdje se mogu nadéli i reéulta-
ti b'postojanju 1 jedinstvenosti rjesenja jednadine (2.8).

Neposredno se provjerava da svako rjedSenje Y zadovoljava

relaciju:

(2.9) Y?t)[i’(t)Y’(t)]-[P(t)y’(t)]*y(t) = C

. gdje Je C-E%kon‘stanta, a * oznadava adjunglranl operator.
IRjeéenje.Yr se naziva konjugiranim ako je C=o0 u relaciji (2.9).
Za rjeienje Y kaZemo da je nesingularno u tadki t>t, ako
vrijedi:

4

Y(t) :  —->H je sirjekcija

(Y(ENTe B,
a da je singularno aXo bar jedan od ovih uslova ne vrijedi.
Hayden i Howard [23] su pokazall neophodnost ispunjenja ovih

uslova, 2za uvodenje pojma oscilatornosti.
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7Za rietenje Y koZemo d= Je netrivijislno a%o nostoji bar jedan
tf;to tako da je 7Y (t) nesinsularno,

7Za rjelienje Y XkaZemo da je oscilatorno 2ko Jje %onjusirano,
netrivijalno i ako za.;¥tﬁato ostoji t >t tako da je  Y(%t)
singularno.Za rjefenje [ ka3emo da Jje neoscilatorno ako nije
oscilatorno.Jednadinu (2.9) nzzivamo oscil=tornom ako =u sva
njena rje~enja oscilatorna.

Najnoznatija realiznacija ove teorije Je teorija oscilacija
matriénih diferencijalnih Jjsdnacina, xo0ja se dobiva u snecija-
-lnom sluc¢aju kad jJe ?{ .U tom sludaju je 33 skup kvadra-
—-tnih matrica formsta n*n i moZe se nokazati da je sinzula-
rnost u nekoj tacl 1.tﬁat ekvivalentna sa deti?Y(t}]zo a da

je oscilatornost rje‘enja Y ekvivalentna sa oscilatornogéu
funkcije detiﬁf(t)j.

Za linearni funkcional & na B*- alzebri B xaremo da je n021t1van
a%o je g(A A2 o0 za ¥AeR.Lako se vokazuje da vrijedi | & =z(I).

Lako se nokazuje da je funkcional E*,nGE?f d #0 definisan sza:

g, (A)=(AdL,d) , Ae A

| ., . . . r ' 2
vozitivan i da vrlged1:! g£1= (T)= | =

,
2.4e Lema. (Carroll 7, Lema 4, 5 ).Jeka je LeL (v ,T),

£ (t) 2 o, ueL’“(To,_) i pretvostavimo da je B apsolutno nepreki-

dna na-[Tﬁ,T].Ako je

u(t) B(t)+jo¢(’s)u(3)d3 ; t>T,

O

tada Je . .
u(t)< /5('L‘)enn‘ga(s)dy-jﬁ(s)ﬁxp(j a(3)d3)ds ,  t»T.

—_—
I
1

Ovaj rezultat Jje »oz nat nod 1menom .ema Gronwall-Bellman-a 1

mi ¢emo ga koristitu u specijalnom sludaju B(t)=c(konstanta).
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2e5e Teorem, (Monk [55, str.65]) Neka je (X4 € ) parcijalno
—————————— -l
ureden skup, 1 pretpostavimo da svako 3¢ X ima supremum,Pretpo-
-stavimo da je F:{—=¥ monotonc preslikavanje tj. preslikavanje

za koje x ¢y implicira F <F .Tada postojili x¢X za koje vrijedi

J
W=X-

Ovad rezultat je dac Kneser,

lebe Teorem. (Butler [5, Teorem 2.2]. Pret-ostavimo dn za
diferencijalnu jednadinu (OP), gdje je a(t)=1 i b(u)=1, vrijede
uslovi: o ' 7

P(t)=jp(s)ds postoji i 1im:hﬁ1f(s)d5> -» 2a sve t
t .
t

oo T — 2o |

SCTEE-(f)dE)ds-:cm
t s

(2.10) T(P(s)+§?2(6‘)dé")ds < o
t
postoji netrivijalan kompaktan interval I na kojem je uffu)s> o
za uto i £'(u) za Yuel postoji, nenegativan je i ograniden.
Tada Jje Jjednacina (5@) neoscilatorna,
:2.7.Navedim0'sada definicije nekih metoda integraslne suma-
bilnosti [19, str.llo].Neka Je ¢ funkecija definisana na interva-

-1lu [B,Cﬁ), roja Je ogranicdena na svakom konacnom podintervalu

iz [ﬁ), ) e
Stavimo: . N t
HO(£)=C(%)=jc(s)ds Hn(ﬁ)‘%SHn-l(S)dS » D=l,250..
: 8 SR th | o
C,(t)=C(t) ) C'n(t)r'jCn---lcs)ds » B=lyZyece .
B

Ako vrijedi:
1im O%(t)=K
t>oe .
kazemo da je integfal Jc(s)ds sumabilan 4 N=0,1l,e0eey4 Holder-

~ovim metodom n-~tog reda (H,n) ka K i to oznadavamo sa:
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c(t) — K(H,n) ili {c(s)ds=K(H,n)y 1N=0,1,240e¢

Ako Je
L. nl! -
1im —_0C (t>=K 4 1'1=0,1,---
+t = tn n +
vajemo da je integral jc(s)ds sumabilan Ceslro-vim metodom

n-toz reda ka K i to oznac¢avamo sa:

-

c(t) —K(C,n) ili  Jc(s)ds=K(C,n), N=0,lyecs e
2.8. Slijedeci rezultat je adaptacija Leme plarusiak~a [BQI.

—_

~ Lema. Neka su y(t) i y (t) apsulutno neprekidne funkcije,

stulnog znaka na [t ,2e) i neka je

y(t)#o , [a(t)y’(t)jf <0 4 t>t,
gdje_je 
a CH[tgy =)0y )] [

Tada eventualno vrijedi:

y(t)y r.(t) >0

ky(t)!;=(t-t0)ly’(t)f .
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GLAVA 3.

M OTIVACIJA

2.1le U ovom dijelu noknzacemo kako se problem oscilacije
parcijalnih diferencijalnih nejednscéina (pa prema tome i jedna-
-¢ina) svodi na problem oscilacije obiénih diferencijalnih neje-
-dnnacina,

Posmatrajmo diferencijalni operator L.[u] definisan sa:

(EP) . Lg[u]=Dyyu+DysutCrlx,yyul-

il o

(HP Ly [u] =D12u+CH(x,y,u)_

1li

(PP) -Lp[#]=Dllu+Gp(x,y,u)

ecdje (X,y}a%ﬁ={(x,y)682:x,y7-0,H4<x+y'¢a=} v M3 0.
Pretpostavimo da jJe C.(x,y,u)eC[QﬁxR,R] i da je domen D (Qf)

-operatora Le dat sa
5 .
Dp, (Q)={u]u:0%(QuINCH(Q) >R}
Za proizvoljno >0 0znaéimo sa Q(r) i ﬂﬁ slijedece skupove:

Q2)=Qu N{(x,7)e R :x%47" > o7

L=, 7)eR% i,y > 0 1 xeyar )
Mjeru na ﬂﬁ_oznaéimo S3 Se |

Definicija. Funkcija ueDL_(Q;J se naziva oscilatornom u Qf,
ako u ima nulu u Q(r) za svako r >o0; inafe se naziva neoscilato-

=7T710M,

Neka Je ueD (OFJ prizvoljna funkcija.Stavimo

| s(ﬂ ) +
(3.1) f(r)——,gu(x,y)ds— HYu(x,y)ds ;s r?VA-
| Lo s(R,.)4
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Lema. Pretvostavimo da je f data relacijom{(3l) , pri cemu

O - - - - > = - -
je u DLE(QW) pfﬁzvoljna funkcijae.Tada vrijede slijedecl identil-

teti:
2 1" D D C,T)+
(3.23) 3 a_-r(r =)= grDlludS+ érDagud.sa-D w(o,r)+ lu(? y0)+Dsu(o,r)
+D2u(r,o) . r>p
(5.2H) % é%(rEdg) ‘fDl?uds+D u(r, o)+D u(o r) T >p
Lr
5 |
| d , 24f
(5-213) % E(r ) gTDlluds-l-D u(o,r)+D u(o r)_
= 5nguds+Dlu(r,o)+D2u(r,o) y T>pM
L

Dokaz. Pretpostavimo u daljem da Jje r;?m +Lako se provjeu

rava da vrijede sljedete relacije

(3e3) -—tu(x r-x)ﬂJ u(x r-x)—-—-[?(x P“XIJ

i . )

(3.4) %Eu(r—y,y)] =Dyu(r-y,y)= == El(r—y,y)J .

Integrirajuéi relacije (3.3) i (3.4) od o do 7 dobivamo respe-

-ktivno r
(3.3") j‘D u(x,r-x)dx=u(r,o0)-u(o, r)+a-quV,r—x)dx-u(r 0)=

: _#—(rfkr))-u(o,r)

T T

(3.47) 1SD2u(r—y,y)dy=u(o,r)-u(r,o)+-%5§u(r-y,y)dy-u(o,r)=
0

fé%(rf(r))—u(r,o)

Prema tome vrijede slijedele relacije

(3.5) -(rf(r))—-ju(x,y)ds- [p,uds+ulo,r)
| P, 2y
i |
.(5.6? - é%(rf(r))=é%fu(x,y)ds=thauds+u(r,o) .

Ly Ly
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Koristeci relaciju (3%.5) dva puta dobivaomo

a2

E;g(rf(r)) w-(J‘D uds+u(o,r))= ‘j lluds+D1u(o,r)+D2u(o,r)
- - 1, |
Tle 2
(3.7) 5—5(rf(r)) hfDlluds+D1u(o,r)+D?u(o,r).
T J_ a

r

Koristeéi relaciju (3.5) dva puta dobivamo

>
(3.8) E-‘igcrfcrn: pjD22ud3+D1u(r,o)+D?u(r,o)
» _
.

Primjenjujuéi uzastopno relacije (3.5) i (3.6) dobivamo

(3.9) -—z(rf(r)) X 1ouds+Dy u(r, o)+D2u(0 ) .
4

T

Uzimajuéi u obzir identitet
2

d 1d , 2 df
drg( (7)) rdr dr ’ 2

sabiranjenm relacija (3.7) i (3.8) dobivamo (3. *E)..ela01ga
(3.9) neﬁosredno implicira (7._H), dok relacije (3.7) i (3.8)
daju (E.EP), cime je QQkaz Leme zavrien.

Uvedimo oznake: Bx={(X505é22:ijp} ’ gye{(o,y)eRE:y¢fi 3=ij%&_

Teorem, Pretpostavimo da vrijede sliedeéi uslovi:

(PCy) m#o = 01[0 (X3797)=qe (x+3) . Oy )] 20 za sve (x,y)eQu
sdje Je q-EG[LM,:ﬁ),[O’PQ)] i %.je neprelzidna funkcija,
xonveksna na [0, %) 1 konkavna na (=oc,0) sa ozobinom:
1#079.(n) >0 . '

(PCE) uEDL.<Qf) Jje neoscilatorna funkcija tekva da na Qﬁ
vrijedi

(3.10%) uL.[ulggo

i
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CB.llE) u[blu(o,r)+D1u(r,o)+D2u(o,r)+D2u(r,oiIg > na R

ilil

(5.11H) u[?lu(r,o)+D2u(o,ri]4 0 na B
ili
'(5'11P) u[Plu(O,r)+DEu(o,?jl5,o na 3.

Tada funkecija f(r) definisana sa (1) zndovoljzva obidnu dife-

rencijalnu nejednacinu

(3.125) f(r)(2§;(r2 )10, (r) dL2(r))) < o, T
ili

(3.12y)  £(r)(F(r® F)+riag() £(x))) < 9
1l1

(3.12p) f(r)(-‘-‘—(r‘ ”)+I‘ qt,(r)ép( (r)); < .0, T>M .

Dokaze., Rez ogranicd¢enja onsLosti mozemo pretrostaviti da Jje

ueDd; (Qﬁ) pozitivno rjedenje nejednadine (3.lo0.,).Neka je:ri/a.
Tada na osnovu relacije (3.lo) i uslova (Pcl) dobivamo
j(L [u]=Ce(xyy,u))ds < 50 (x4,7yu)ds «
ﬁ
<-Ja. (x+7)dLu)ds=-q.(r) fgb (u(r=y),5))dy.

Ly
Primjenjujuéi u relaciji (3.1) Jensen—ovu nejednakost dobivamo

T
$.(£(x))< i-l_qj §. (u0x,3))ds=1[§. (alr=y,y))dy

sto zbog poslednje nej=dnakosti implicira
J(L.[u]-ﬂ.(x,y,u))ds5g-rq.(r)§.(f(r)).
ip

Koristeédi relacije (3.2, imamo

(5;153) 2 -‘-'L( 2 df) <—rq3(r)cpﬁ(f(r))+D u(o,r)+Dyu(r,0)+

+D2u(o,r)+D2u(r,o)
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(5.15;) 2 df

Hi-

113

1 2 df

a%.(r af')é —I'qH(I')@H(f(I'))+DIUCI‘,O)+D2H(O«)I')

(3.135) 2 $F2(x° T2) ¢ rap(r)Pp(£(r))+Dyulo,r)+Dulo,r).

Mnozec¢i ove relacije sa r > o 1 koristeéi uslove (3.11) dobiva-

mo nejednacine (3.12).

Napomena o Uslovi (3.11.) mogu biti zamijenjeni sa manje

opstim, ali za primjenu pogodnijim uslovima oblika:

(3.14) Dy u+A,(x)u=0

(3.15) Dyu+A (¥ )u=0

(3.15) _D2u+23(x)u%o

(3.17)  Dgusdy(rlu=o

na Bk
na ,3?
na Bx
na §y

zdje Je Ax)eC[3,0, )] (i=1,3) i A s)ec] 3, [o, m)]cgj=é.4).

Zaista, (5.11E) slijedi iz (3.14)-=(3.17), (5.11H) iz (3.14) i
(3.17), dok je (3.11p) implicirano sa (3.15) i (3.16).

S5e.2.Tcorem. Prepostavimo da za parcijalne diferencijalne

nejednadine (3.lo0.) vrijede odgovarajuéi podetni ili rubni

uslovi (3.11.) i uslov (Pcl).Tada, oscilatornost obicdénih dife-

rencijalnih nejednadina (3.12.) implicira oscilatornost svih

rjesenja pocetnih ili rubnih problema (3.l0.)-(3.11.) na 9#'

Dokaze. Pretpostavimo suprotno tvrdnji Teorema da postoji

rjesenje u problema (3.l0.)-(3.11.) koje je neoscilatorno na

skupu Q(r), > o.Pretpostavimo da je na tom skupu rjeienje u

pozitivno.Uzmimo r>r, pa je za takve r funkcija f(r) defini-

sana sa (3.1) pozitivno, pa prema tome neoscilatorno rjeZenje



nejednadine (3.12.), 3to je u suprotnosti sa pretpostavkom
Teoremae.
Ako je funkcija u negativna na skupu Q(r) slicénim zakljulivanjem
mozemo doé¢i do kontradikkcije.

Napomena. Uslov (PCl) slijedi iz slijedeéeg uslova kojeg

su uveli Noussair i Swanson [581 '

(Cy) C.(X,y,q);aq.(x+y)§.(ﬂ) za sve (x,y,q)egpx(o,ﬂa)
gdje Je

Co(Xy7=m)==Ca (X4 ,7) za sve (X,Y,ﬂ)é%PX(O,QQ)-
U ovom slucaju moZemo pretpostaviti da je f£(r)> o, T > p

pa nejednaline (3.12.) postaju:

J.d-‘ir-@? :-f)+r?q.<r)<§.cf(r))<o L, r>p

gdje Jje 5E=2, a 5H= 5P=l.

3.3« Primjedba.Rezultat slifan onom u 3%.2. prvi su dobili
Noussalr i Swanson [58] za 3chrd.iingcer-ovu jednnéinu i nejedna-
¢cilnu posmatranu u vanjcxoj ovlastl centralne sfere u Rn, nyl.
Naito 1 Yoshida [571 su istnru%ivanje Nouscair-a i1 Swanson-a
n»ro3irili na nnogranlcene oblusti u RM=konuse i cilindre.Obidne
diferencijnlne nejednaline, koje su pri tbm"dohili imaju sljede-

¢i oblik:

(3.18) f(r)[%.(rn"l 2Ly 42" 1p(2) cﬁ(f(r))]s; o 4, T x>0

u sludaju konusa i vanjske oblasti sfere i

(3.19) f(“"‘ FfﬂJ(I‘) % (f(r))] - y T>M>0

u zluc¢aju cilindra.
Yoshida [78] je dobio rezultat ovog oblika za hiperbolidku

diferencijalnu Jjednacinu i on Jje sadriZzn u Teoremu 3.2 s
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Parabolicki slucaj sadrzan u Teoremu 3.2, predstavlja orvi oscila-
tornli rezultat tipa "Noussalr-Swanson-a" za varabolidke diferenci-
jalne jednacine i nejednacine.

S.4, Meorija oscillacija apstraktnih diferencijalnih jednaci-

na oblika (2.18) datih u 2.3. 3e, koo “fo su vokazalli Etsen i

-1

P--

Pawlowski [14] 1 tsen i Lewis {15, svojim fundoment~Itnim rado-

vima, svodil na teoriju oscilacija obicénih diferencijzlinih jedna-

¢inz drugog reda,-kéjéféﬁ“svakako samo specijalan sludaj difere-

ncijalnih nejednacina oje éemé posmatrati u ovoJ disertaciji.

Teorem koJji ¢emo sada nsvesti je Teorem %.l. dat u radu [14] 1

predstavlja analog klasic¢nog Sturm-ovog teorema uporedivanja.
Teoreme, Pretpostavimo da je diferencijalna jednacina

() (p(x)y’) +a(x)y=o0

oscilatorna.iko poatoji-pozitivan funkcional g na Banahévoj Al -

bri P=BCR,H) tako da vrijedi
(3.20) g(Q-q(x)I) 20

(3.21)  g(p(x)I~p)> o

na [c, =), ¢ 30, tada je diferencijalna jednadina (2.8) oscilatorna.
3e5eRezultat koji éemo sada navesti je Teorem 3.2+ iz zore
pomenutog rada Ltgena 1 Pawlowskogmg F14].

Teorem, Ako postoji pozitivan funkcional g na 3anahovo]j ol-

gebriiﬁ takav da Je skalarna Jjednadina

(3.22)  (g[P(X)]Y") +s[Q(x)] Y=0

oscilatorna, tada je i diferencijalna jednadina (2.8) oscilatorna.
v 3.6« Rezultat koJji ¢emo sada navesti je Teorem dat u radu
Itgen-a 1 Lewis-a [15] i predstavlija analog klasicénog Hille-

o
~Wintner-ovog [6} teorema upredivanjae.
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Teorem. Pretpostavimo da prostojli realan nenegativan 5roj L
/

takav da na [d, o) vrijede slijedeéi uslovi:

(%.23%) p(x)I-P(x)>» 0

(3.24) postoji pozitivna konstanta k talva da je kKI-P(x) 3, o
(3.25)  postoji ge‘? ,2#0, takav da integral )glQ(t)ldt
. J .
konverzira bar uslovno

(3.26)  integral Eq(t)dt konversira bar uslovno
- X
(3.27)  Je[ae)]arz a(D)fa(t)at].

" Ako je jednalina (2.8) neoscilatorna, tada je jednalina (11)
neoscilatorna.Ekvivalentno, ako je jednac¢ina (M) oscilatorna
tada je jednafina (2.8) oscilatorna.

Primjedba. Upravo navedeni oscilacioni rezultati o apstra-
Ktnim difeﬁ%cijalnim jednac¢inama imaju, - ne sSamo’
veliku teorijsku vazZnost, vel takode i Siroko pnolje primjene.
Naime, kao Sto Jje pokazano u [i#} i [lBJ svi poznati oscilacioni
rezultati za matricne diferencijalne j=dnacine slijede neposredno
iz Teorema Beltey 3¢5« 1 %.6. za odgovarajuce izbore pozitivnog
funkcionala g, 1 iz nekih klasic¢nih oscilacionih rezultata
za Obicénu difeé%cijalnu jednadéinu (M).

3.7« Rezultati navedeni u 3.l1-3.5. pokazuju da se sve po-
znate oscilacione teorije-~teorija parcijalnih 1  teoPija apstfa—
ktnih diferencijalnih jednacina, svode na teoriju oscilacija
obidnih diferencijalnih nejednadina oblika (OP), koja e u
déljem izlaganju biti razvijena.Da bi se dobiveni rezultati
mogli primjenjivati na obje gore pomenute teorije posmatraéemo

slucaj kad je koeficijent p promjenljivog znazka na intervalu {to,«ﬂ.



GLAVA 4.
UTICAJ OTKLONA ARCU

U ovom dijelu rada pokazaéemo kako otklonjeni argument T (%)

jstva diferencijalne nejednadine (P).

C.J-

utice na oscilatorna sv
“.1l. Teorem. Pretpostavimo da za diferencijalnu nejednadinu

(P) vrijede slijededi uslovi:
(i) uf(u)>o0 1 f/{u) »0 2za u#o

(i1) TUE)z0 za t»t,

- L] . 2
(iii postoji funkcija gel

Ty

[t ,on),(o,oa)? tokva da vrijedi

—

‘'(t)go i (al®dzg’ (D) y 0 za t32t,

&
(¢1) jg<s>p(s>ds= o

(C5) [ —= j (s)p(s)dsdt= .
- rﬁ(t)a(t) t,
Tada diferencijalna nejednacinza (P) ima osobinu (3).

Dolzaze Neka je ¥ ;ﬁizvoljno riesenje nalednaline (P)..

Ao je y oscilatorna funkcija zakljulak teorema je ofizledan.

Pratpostavimo zato da Je y neozcilatorna funkcije.Tada je y lon-
stantnog znaka eventualno i vrijedi:

(%.1)

7o velilze t.

Pretpostavino da tvrdnja Teorema nije tadna.Tada vrijedi
vy(t)y/(£)> o eventualno ili y(t)y’{t) < o =ventualno.l prvom
slucaju posmatrajmo funkciju

(4o W)= 2B (BT 7(t) oy za velike t.
£y (T (t)))

Diferencirajuci (4.2) i koristeéi (4.1) dolivamo eventualno




We) < -g(t)p(t)- 2Ly ENTIBLT (I (r),
£2(y (T (£)))

(4e3)

L alE)bly(t ) )y (E )m’t
£y (e (t)))

1l1i eventualno

(*’-!-'.-5) H{t) € U(t ) - S z(s)p(s)ds +§GM) '(S dg =

f{y(T(s)))
_j.@_(:MY_L.DLC_ly_( () (DT (T g (g 9as |
- P (y(T(s)))

Koristeéli uslove teorema i pretvostavku da Je eventualno yy’'so

dobivamo iz (4.5) neposredno
W(t)< o

za dovoljno velike t, “to Jje kontradikcijs.
Pretpostavimo szda da je eventualno (tJ. za t »%;) v(t)y () <o
i posmatrajmo sludaj kada je y> 0; s3lucaj y<o eventualno se
razmatra na slican nadin.
U ovom slucaju dakle vrijedi:

limy(t)=c¢e[0,y =)«
Pretpostavimo suprotno tvrdnji Teorema da je ¢ > ¢.,Diferencirag-
Juéi funkeiju
C(4.8)  U(E)=al(t)b(y(t))y (t)g(t) y T2y
i korisfeéi (4.1) dobivamo

U(t) < =g(E)p (D)L (T(EI N +2 (Do (FENY' W' (t)y  t 2 t,.

Integrirajuci od tl do t > tl dobivamo

t
u(t) < U<t1)+ja(s)b(Y(S))y’(s)g’(s)dsu—
t.
-j g(8)p(8)2(¥(T(s)))ds

t
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- 3to nakon parcijalne integracije drusgog integrala daje
1..

(4e7) U(E) €Uy ) Spc 5)b(7(s))y '(s)e (s)ds +
t
+'Sf(Y(”( )))yf(i( ))TTG)\gg(u)p(u)duds -

l

-f(y0r<t>)>;§g< s)p(s)ds.

4
Primjenjujuéi na prvi integral aéﬁe strane drugi Bonnet-ov

teorem srednje vrijednosti dobivamo:

ﬁ-

t
Ya(s)o(y(s))y” (S)”’(S)ds—aCtl)g’(t ) Sb(y(s))y’(S)ds_
1y yi(t') 121

-a(t )g’(t ) 5 o(u)du <a(tlj¢’(tl) 5 b(u)du < o
Y (tl‘) Yt t)

za neko T ¢ [ l,t] Dakle, prvi 1ntevral u rela0131 (4.7) Je

ograﬁiéen 1 zbog pretpostavke da je ¢ > o lako dobivamo iz (4.7)

U(t)<u- —L—lugg(s)o(s)ds za dovoljno ?elik; t
i dalq? E .
§b(3(s))y’(s)ds —ér)‘f TETerST jg<u>p<u>duds za

T
dovoljno velike t.

Koristeéi'uslov (C5) dobivamo

/&)
-5 b{(u)du= 1:1."‘* ,J'ij'."u_\d_u_._. o

cto je ocigledno hontrrdilcija,
Dakle, c=0 i
lim y(t)=0
t 2>
pri cemu je konveregencija monotona.
Slijedeéa dva primjera pokazuju da tvrdnja ovog Teorema ne
moze biti pojadana.

Primjer. Diferencijalna nsjednading

y(t) [(tgy’(t))'+ in (ti%%l—?“—l)y(ti‘lﬂ <o, t>1l+e




)
\O

: . . 1 . v . .
ima neoscllatorno rjeienje y= o koje monotono teZi nuli

kad T — » .U ovom slucsju uslovi Teorenma “.l. vrijede za fu-
1 . - l
nkeciju g(t)= £ .

4.2.Primjer. Diferencijalna nejednadina

y(t)l:y”(’c)+., coSs t; _,__y(ti‘ T )J <o , m> 1

ima neoscilatorno rjefenje y=m+cost, koje ima oscilatoran izvod.
U ovom slucaju uslovi Teorema 4,1, vrijede za c(t)=1.
Primjedbae. Primjer 4.1. i 4.2.nokazuiu da se tvrdnja
Teorema 4,1, n%ﬁo%e pojacati Cak i u sludaju da se uslov (C.)
A _ =
zamijeni strozijim uslovonm
CONN N
g(tla(t)

Napomenimo da uslov (05) nije opéenito stroZiji od uzlova (02),

nego je stroziji uz pretostavku da vrijedi uslov (Cl).
feorem. Pretpostavimo da za diferencijalnu nejednadinu (P)

vrijede uslovi (i)-(iii), (C;) i (C,).4ko je

T(E)< t . £ 3%,
1
TE
G‘LI') 5 Mdugﬁa 9 £E>0
o f(u)

tada Je 1zvod bilo kog rjesenja nejednadine (P) oscilatoran.

Dokaz. Neka Jje y proizvoljno rjed3enje nejednadine (P) .

Ako je y oscilatorna funkcija zakljudak teorema je ofigledan.
Pretpostavimo zato da je y neoscilatorna funkcija.Tada je samo
Jjedan od slijedela tri slucaja mogué:

2.) ¥’ oscilira

b.) y()y(t)> o eventualno (za t3t,)



)

U sluZaju da vrijedi b.),na potpuno isti nadin koo u dokazu

c)y(t)ey’ ()< o0 aventuclno (za t= 5

o

Teoreﬁa 4.1, dolazimo do kontradikcije.

Pretpostavimo da vrijedi sludaj c.). Uvodedéi funkciju W(t)
relacijom (4.2) dobivamo relacijurf4.5). Primjenjujuéi na
drugi 1intezral u tod relaciji dru~i Bonnet-ov teorem i %o-

ristedéi uslov T(t)< t i (C 4) dobivamo:

t . t
ja(S)”’(S) b( (s S - a(s)e f( ) b
= R e o O ds g < 7(s))y (),
I ﬁ—%%%’—%% ) (27 L)y
— e/ 3 Y&
= 8.(132) (t )jr}_}_r(ff)})r (S.ld _a(t )"f‘ (t 3)‘) D(T.I
| ,‘{(tv}
& a(tg)g’(tg)‘g ? z AU < oo
gdje Je te[tg,t:] . R

Dakle, druzi integral nz desnoj strani relacije (4.5)ie ogra-
nicen, sto zbo”' (Fl) implicira
W(t)¢. Sg(s)n( 3) ds za dovoljno velike ¢t

i odavde “za dovolgno velike ©

b (v () v’ (t 1 ds .
Df%yCTEtj%lé_ 2 3 ﬂa(ﬂ' :EL 5la)p(s)

Kako Je T(t)g t dobivano za dovolgno vali

b t))v/ (¢ l j (s)p(s) ds

T(y(T ) f 5 (Ej

odakle, intezrirajuéi od t9 do t;:tg 1 prelzzeCi na granicni

ct

proces t o= 1mamo

5}?3 du = — oo

7(t;
Sto "de u kontradikciji sa uslovom CC4-)

Prema tome vrijedi slulaj a.) , dime je dokaz teorema zavrien.

Slijedeéi primjer poknazuje da se tvrdnja ovozy teorema ne moZe

prosiriti na sludaj cdvansiranog argumenta.
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4.5. Primjer. Sublinearna difersncijalna nejednadinc

s (67 7/ PPN <0, £

- gdJe Je m=gE-l;T ,-‘pa%{- = 2k+l , k21

= L - - l W os 0w - w -
ima rjegenje y(t)= * ¢iji Jje izvod neoscilatoran.
Svi uslovi Teorema 4.2. su zadovoljeni uzimajuéi kao funkciju

g upravo g(t)= —5 .

t
Ovaj primjer pokazuje takode da za diferencijalnu nejednadinu
(P) sa advansiranim argumentom tvrdnja Tcorema 4.2. ne vrljedi

¢ak i u slucaju da je uslov (02) zanijenjen strozijim uslovon CC%).

4.4, Teorem. Pretpostaﬁimo da zé diféfencijalnn nejednaéinu

(P) vrijede uslovi (i)-(iii),(ﬁl) i (05) gdjekje 3(t)=1. Tada
Je izvod bilo kog rjelenja y nejednaldine (P) oscilatoran,

Dokaz. Na potpunc isti nacin kao u dokazu Teoremad.”.
dobivamoc da vrijede tri slucaja ae), be) 1 c.).
Sludaj b.) se na isti nacin kzo dokazu Teorenma 4.2. svodi na
kontradikciju.
Prefpostavimo zato da vrijedi sluéaj c.) i nekxa je eventualno
¥ >0 tj; zZa tz;ta._gelacija (&4,7) sa2da posta%é :

U(E) € U(tz)+ ) £/ (y(x(s)))y’ (T(s)) T'(s) p(w)duds -

_f(yCT(t);ﬁig(s)ds . i

Koristeéi pretpostavie iz ove relacije dobivamo:

U(t) g U(t5)<o . t;t%; £
sto implicira:
/
b(y(t))y () U(ty) y T2ty
alt)

‘odakle nakon integracije ol t% do t dobivamo:
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y(t) T 4
. S /

j(t;f’u)m JCtB)E'Sm , B2t
Prelazeli na granicéni proces kad t — < dobivamo oliglednu
rontradikciju.

Poslijedicc.Teorem 4.%5. je ucnvéenje rezultata Travis-—-a
(71, Teorem l.) 1 rezultata Kartsatos-a i Onose-a (30,Teorem 3,)
nza slucaj opcéenite diferencijalne nejsdnedine. Rezulitat Travis-a
se dobiva u specijelnon sludaju kada je a(t)=1,b(u)=1,f(u)=u i
~ kada umjesto nejednadine (P) posmatramo odzcvarzjudéu jednadinu
dok se rezultat Kartsatosa 1 Onose-a dobiva u slulaju kada ic
a(t)=1 i blu)=1l.

Primjedba. Primjer 4.2. pokazuje da i u sluéaju advansir
nog i u sluca*u retar dlranog argumenta zakljucak Teorema 4.3,
ne moZze biti pojacan.
Uporedujuci ovaj rezultat sa Bhatiz-ovim rezultatom (3,Teorem 1.)
dolazimo do zakljulka da otklon arzunentz bitno utide na osci-
létorna svojstva jednacine (5) tako £to ce u zakljucku teoremn
termin " bilo koje rje3enjs oscilira " zamjenjuje terminon
" izvod bilo kog rjesenja oscilira ". Ovakva vrsta uticaja ot-
klona argumenta se javlia 1 u mnozgim drugim veoma vazZnim situ-
acijama kao sto ¢emo uskoro vidjeti.
4.5.Teorem, Pretpostavimo da za diferencijalnu nejednadinu
(P) vrijede uslovi (1),(11),(C)i (Cy) zdje je
(iv) gecg[lto,fh),<0,0n)1 tekva da je g/(t)s o i
(a(t)g’(t)) € o zat=zt_.

O

Ao vrijedi T (t)>t , tzt, i

+
(C5) "~ { EEE} du <o ? €70 9
e

tada diferencijalna nejednadina (P) ima osobinu (B).
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N

Dokaz. :lekka je y nroizvoljno rjsssajs n-~jednadine (P).
4|

Lo je y oscilatorna fdﬁcija zukljutalk Teorema je odisledan.

Jretpostavimo zato dn Je y neoscilztorna funkcije.Tads Su, Kao
i u doXazu Teorema #4.2., noguéa tri sludaja a), b) i c¢).
3lu¢aj c.) se nosmatra na slifan nofin koo odsoverajuiri sluXad
Teorema 4,.l..
Pretoostavimo da vrijedi sludaj De)eCznacimo sa t,> t, realan
broj tekav da Je |
y(£)y (£)> o y t2t,.
Diferencirajuc¢i funikciju W({t) definisanu relacijom (4.2) dobivamo

(4.5) “to implicira:

+
-

8.(52'3('?(:"-‘\?\':? g ) ;( )d.S £ t
b | '

] t
(4.8) W) < Wit )~ §3( s)p(s)ds+
t, t, fyl(s)))

Primjenjujuci na druci integral u ovej relaciji drugi BSonnet-ov

teorem i koristeci usleve T(t)z t i (3%) dohivemo:

t
‘J‘ M(D\H ( ) !C‘S)ds <Sa<5) ; } D(V'(S V"(E\ d_S:
t, £(FT(s))) £(y(s))
y(¥) K L
= alty)e’ (5,) ) EBaucatt)s 6, | 208 qy <
yis £{u) yee, £(w)

Prelazeli u relaciji (4.8) na graniZni »roces t-— - i koristedi

upravo dokazanu ogranifenost integrzls i uslov (Gl) dobivamo:

1im W (t) =~

t oo

£to Je ocigledna kontradikcija.
Lebe Slijedesi teorem pokazuje da zamijena uslova (C ») uszlovom

(C_) bltno utice nn asimptotsko ponalanje rjelenja nejednadine (D).
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Dyes
~

Teorem. Pretposta v1mo dn za diferencijalnu nejednadinu (P)

vrijede svi uslovi Teorema “+.5. 3 tim Sto je uslov (CD) zamljo=
njen uslovom (CB).Tada je izvod bilo kog rjefenja y(t) difere-
ncijalne nejednacine (P) oscilatoran,

Dokaze. lelka je y oroizvoljnoe rijefenie nejednadine (P).4ko
je ¥y oscilatorna funkcija zalkljiucalz Teorema je o?igledan.Pretpo-
stavimo zato da je y neoscilatorno funlecija.Trdz su, kao i1 u
dokazu Teorama 4.,2., mofuéa tri sludaja a.), be) i c.)e

-

2.) se na isti nadin, kao cdgovzrejuéi slulaj Teorema 4,5.,

(3¢

Sluca]

svodli na kontradilciju.
Pretpostavimo da vrijedi slula] c.).Q;animo 52 t53» b, realan
broj takav da vrijedi

y(t)y‘(t)< o |  t=t.

i pretrostavimo dao je v(t)> o0, t2t. .Difrrencirainédi funkeiiu
R ~ | ¥ , ~ ) L

U(t) definisanu relacijom (4.6) dobivamo (4.7) 3to implicira
U(t)< U(t5)<:o za covolijno velike &
i dalje

zc. dovolino velike t.

[ o(u)nu U(t5)r
ytte)

“(%)a(SD

Prelazeéi u ovoj relacijl ne granicénil proces t — =0 1 koristedi
uslov (05) dobivamo oliglednu kontradiliciju.U slufzju da je

v(t) <o, t;>t5 slic¢nim rezonovandem »i do3li do istog zaXkljulka.

‘Prema tome Jedini moruéi slulaj je sluda] o

Slijedeci primjer pokozuje da

™

C
£

se
a
bl o . - . Tt T L
ne moze prosliriti n2 sliuca] retrdir-nos arzumenta.

Primjers. Superlinearna diferencijalna nejednadina

yE [y (£)+ -0t TP (yE™)S < 0,  t>o

cdje je: «L€(o,1l), s=2m+l, meN i n (o,%} ~ima neograniceno



naoozcllatorno rjeilenje y(t)=t*.Svi uslovi Teorema 4.5. i 4.5.
izuzev uslova T(t)» t, su zzadovoljeni uzimzjuti kao funkeiju
L

> upravo g(t)=t.

4,72.rimjer, Sublinearns diferencijalna nejednadina

y(t)[y”(t)-:- ( C"’Szm (y(t-?r))‘” . t>o0
M=CO858

~dje Jje MNe(o,1) i m>1 ima nnoseilatorns riotenja
y(t)=m+cost , t>o0

¢iji je izvod oscilatoran.U ovom slulaju cvi uslovi Teorema 4.7,

su zadovoljeni uzimajuéi kao funkeiju g uprave g(t)=1l.

4.8, Slijedei primjer Jje istoz tipa k2o Trimjer 4.7.

e

C

sluCcaju Teorema 4.6,

Primjere 3uperlinearna diferencijalna nsjednacina

7O 7400 ey e <o, >

7dje Jje ¥>1 1 m>1 ima ncoscilatorne rjefenje

y(t)=m+cost . t>o0
ciji Jje izvod oscilatoran.U ovom sludaju svi uslcovi. Teorema 4.5.
su zadovoljeni uzimajuéi tao fuﬂﬂ iju g upravo z(t)=1,

4eFeLena. Pretpsatavimo da za diferencijzlnu nejednadinu
'(P) vrijedi uslov (i) i
(06) p(t)> o z 3 tzrrto‘.
Tada, bilo koje neoscilztorno rjesSenjs y(t) diferencijalne neje-
dnacine (P) ima neéscil atoran izvod.

Doknz, Neka Jje y¥ »roizvoljno ncoscilatorno raefenae nejodna-

o
ntnog znaka za.ttits.zbognuslova (i) vrijedi:

¢ine (P), i neka je t5;;t realon broj taltav da Jje y(t) konsta-



M
o)

o~

y(t) [(aCt)bf* (t))y/(£))’ J _ t2tg

zto zbog uslova datih u l.l. i 1.2, implicira da Jje funkeija
J’(!) cventualno konst: :ntnog znaka, pa prema tome neoscilatorna
Korisctecl upravo doxazanu lemu daéemo niz rezultata ~naloznih
Tcoremu Holay .2., 4.4.—4 e uz dodatni uclov. (06) i na taj
nedin pokazzti oliko Je uslov (Cg) bitan u teoriji oscilaecija
dlferen01aaln1h jednacina 1 nesjednacina.lianomenimo da ispunjenje
tog uslova omo*ucuae razvijanjie teorije oscilacija diferencija-
hlnlh Jedna01na 1 nejednacina viZeg reda kao Zto je to dijelom
roliazano u monografijama Shevelo—a [55] 1 Staikos—a [68].

4,10, Teorem.Pretnostavimo da za difer encljalnu nejednacinu

(P) vrijede uslovi Teorcma 4.1. i (uﬂ).Tada dl
dna¢ina(P) ima osobinu (A).

Dokaz. Slijédi neposredno iz Teorema 4.,l. i Leme 4,9..
Primjer 4.1, pokazuje da se zekljulak ovog Teorema ne more Pojoem
éati tako éa unjesto "nejednacina (P) ima csobinu (4)" stoji
"ﬁejednaéina (P) Jje oscilatorna”,

4011. Teorem. Pretpostavimo da za diferencijalnu nejednaci-

nu (P) vrijede uslovi Teorem 4.2. i (CzleTada je diferencijalna
nejednalina (P).oscilatornas
Dokzz. Slijedi nabogredno iz Teorema 4.2. i Leme 4,9..

*

Primjedba, Uslov (d(t)g’(t))’a o, t;:to u Teorenmu 4.7, i

4411, moZe biti zamijenjen uslovem
= !'
(Cr)  [|(al®)z (£2)| at <o .
Naime, uslov (a(t)g’(£))’ > o je koriSten za primjenu Bonnet-ovog
teorema prililkom dokazivanja ozranicencsti intesrala

. .
f als)g’(s) T8 757%15 :

i,




uslov (c7) tokode implicira ogrenicenost ovog integrala.Zaista,

xoristeéi parcijalnu integraciju desivamo

Ea(S)%’(S) (v (s))y’ Cs)dscégafs)g’(s) quﬁS)}Xﬁiﬁ)dz:
£(y(Tr(s))) 1 £(y(s))

%, 2
bahd, ¥l ":J
=a(t)g’/ (t) | 5(8) gy S(a(s)*’(s)) 5 5u) 443
yit £ (u) vy £ (1)

3to je na osnovu uslova (04) i (07) ozranifdena funkcijae.
Posljedica. U snecijalnom sludaju kad je d(u)=1l i kade

unjesto nejednadine (P) posmatramo odgovarajucu jednadinu (P)

meorem 4.11. daje uopéenje Teorema Z., Mugsano-a i Unose-a [¢4].

" Pri tome, uslov (03) zahtijevan u Teoremu Kusano-~a 1 Onose-a

Je zamijgnjen slabijim uslovom (Cs)e

U specijalnom sludaju kad Je b(u)=1 i kada umjesto nejednadine

(P) posmatramo odgovarajuéu jednaéinu {P) Teorem 4,1l. zajedno

sa Primjedbom 4.,11. daje uoncenje Teorema 2., Odaric-a i Odaril-a

.[59], jer je uslov (05) zahtijevan u Teoremu Odarid-a i Odarii-s

zanijenjen slabijim uslovom (Cs).

& ,12, Teorem. Pretpostavimo da za diferencijalnu nejednacinu

M
(D
=3

(P) vrijede uslovi Teorema &.4. i (06).Tada je diferencijalna
nejednadina (P) ospiiatorna.

Dokaz. Slijedi neposredno iz Teorema 4.4. i Leme 4.9,

Primjedba. Teorem 4,12 predstavlja analozon klasicnoz TFite~
-Leighton~i/intner-ovog rezultata u slulaju diferencijalne neje-
dnaEingl(P) sa otklonjenim argumentom i uz uslov (06).

4,13, Teorem, Pretpostavimo de za diferencijalnu nejedna-

¢inu (P) vrijede uslovi Teorema 4.5. 1 (06).Tada diferencijalna

neJ'Ednaéinaw(P) ima osobinu (A).



58

Dokaze. Slijedi neposredno iz Teorema 4.5. 1 Teme 4494

14, Teorem, Pretnostavimo da za dlferenﬂlgdlnu najednalinu

(P) vrijede uslovi Teorema 4.6, 1 (06).Tada Jje difefﬁcijalna neia—
dnadina (P) oscilatorna.

Dokaz. Slijedi neposredno iz Teorema 4.5, i Leme 4.9..

on klasiZnog re-

U‘I

Primjedba. Teorem 4,14, predstevija znaloc

zultata Atkinson-a [2] u sludaju difsrencijalne nsjednaéine (@)
'ﬂa_advénsiranim argunentom 1 uz usliov (66).

Sliéno kao.u Primjedbi #.ll. mozZe se¢ doknzatl da se uclov
(al(t)=’(t)) < o, t>t_  u Teoremu 4,5, 1 %4.5. pa prema tome i u
Teoremu 4.1%. i 4.14. moZe zemijeniti uslovom (07).ﬁlijedeéi
prinjer pokazuae da uslov (C;) bitno utice na oscilatornost
diferencijalne nejednaclne (P) i da je taj uslov veoma oStar za

obezbjedivchge osobine. (A)

Prlmger. Sunerllneurna diferencijalna nugedpa01na

(3

Y(t)[(aCt)F’(t)),+ (Tnia_*l 5(t)J ’ t>e
- (t-1nt)’

: : . v L
cdje je a(t)=t2 ima necoscilatorno riefenje y(t)= i;- - % ’

Q .
t>e” , za koje vrijedi monotono
limy (t)=0 . |
T

Svi uslovi ieOﬂema 4,13, su zadovoljeni uzimzajuél kao funkceiju

g upravo g(t)= S %S) U ovon sludaju uslov (35) nije zadovoljen,
et a(s
8to pokazuje da Je on wveoma oftar za obezdjadivanje oscilatorno-

sti nejednadine (P).
4,15, Kao %to smo dokazali, Teorem 4.11. vrijedi u slucaju
retardiranog arsumenta, dolk Teoremi 4.1%. 1 4,14, vrijede u

sludaju advansiranog arcumenta.Sada éemo dati slicne rezultate
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¢
u komplementarnim situacijama tj.:dokazademo rezultate slidne -
Teoremu 4,11, ali u sluéaju advansiranog argumenta i rezultate
analogne Tearemu 4.13. i 4144 u sludaju retardirandg argumenta.
Teorem. Pretpostavimo da za diferencijalnu nejednadinu (P)
vrijede uslovi (1)=(i11),(Cg)y T(E) 2 % i
(C17) . §8(T(£))p(t) dt=

N T 1 3 o
((?2 ) Smi@('ﬂ'(s))p(s) ds dt’:_-_-m .

Tada diferencijalna nejednadina (P) ima osobinu (A4).

-Dokaz. Neka je y proizvoljno rjeZenje nejednadine (P).
Ako Jje y oscilatorna funkcija zakljudak teorema je odigledan.
Pretpostavimo zato da Je y neoscilatorna funkcija. Prema Lemi 4.9,
moguéa su tada dva sludaja b ) 1 ce ) 1z dokaza Teorema 4.2..

PretbostaV1mo da Jje eventualno ¥ >0

U slucaju b.) neka Je t6 >t realan broj takav da vrlgedl

7(t)y’(t)>o » T2ty

Diferencirajuéi funkéiju

(#.9)  V(t) = a(t)b 7 ; J e g(T(£)) , > tg

i koristeéi relaciju (4.1) i uslove teorema dobivamo:

V()< - :gc'rctnp(t)_%%r_%r%}n _ a<t>b§ﬂ(—)l§&£—lf'cyct>>amn+
f vy(T

x 4 T/ S o~
+ g(t)? = E t‘- & g/(T(t)) ¢

<-g(r(£))p(HEEEEID ¢ a(r(t))p(t).

Integrirajuéi ovu relaciju od ts do t >ty dobivamo

| t
- V() g V(tg)- fs(T(s))Ip(sdds .
te
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§
Ny
13
by
3
)
(L
L
Ny
)
'y
H
)
ct
{
(2
-

~
na g

IJ

Tralezadl v ovoj relaclj:

uslov (Cf ) dobivamo da vrijzdi eventuzlino:

T <o

ontradiliciiza
cav do wrijedl

¢i-ledna
t . realan brod tola

T slufaju c.) neka je ks
v{(t)y (¥)< o g t?¢t7
toyav da Je

Diferencirajuci funiiciju

(Be10) T{t)= alt)ol{y(t))y’'(LIev (%))

i koristeéi relaciju (4.1) dobivame:
(£) < ~z{T (L)) p (eI (y (vt )>,: a(t)n(y ()7 ' ()s(v (£ (%),

Integrirajuli ovu relaciju Oi]u?
t
%ctmf‘kt?)i ST (5))p() (T (2)) s
¥ t7
+ {als)nly )y’ (e (T(s)) Ts)is
L
Zto nzkon pérc jalne intersraclie doje

P
(4.11) U)K U{t7)+-%a(s}bi:(8?}3
t | r %
) - - -
+{elye(s))y /(v (s))T(s) ) z{v(u)elu)duds -
+ + T
? > S
2 (g(r{E)>) Jzlviv)dpluiin.
‘t.? )
' o(y(t)y’ (%)

7oz uslova T{t)>t
nerastuta funkcija za t;;t7, cehivanc
(4.12) 2t ()0 lylr ()y {{T{E)) £ aledp(y sy (T).

1 - il
1 Bonnat-ov

Lo

1 4drus

{.J

12), uslovzs teoran:

-

- Korigteldi relaciiu

taeorenm dobivanmo:

"
la(s)o(y(sNy (g’ (T(s)) T (s)ds <
3

?



C

T
Eacrcs))bfym )7 (T(a))z" (T(s)) T (3)ds =

j’*‘(t) -
a(T(t5))z/(T(ts)) 3 b(w)dug a(T(t,))z7(T (t5)) § blu)du<e
y(Tits) . Y {T{t,h

sdje je T(t)e[’tct ), ()]
Zoristeci uslov (C,’) nevosredno dobivamo iz relacije (4.11)
dz vrijedi eventualno:

t .
T(v) < - L5820 Totr(u))dpu)an
Lo

Sto implicira: ¢

¥yt fle

y%t??(u)dué - ”"-l S (’CC:WEITS o{T{(uw)o(u)duds .
Prelazeéi u ovej" relaclal na grgniéni'proces t > i

L , = f -
koristeéi uslov (“3) dobivamo:

S -
y&?%)(u)du 50

sto je oCigledna kontradikcija.

Dakle, c=0.

U sluCaju kada je cventualno y<o 3liénim rezonovanjem cdolazimo

do istog zakljulka.:

helo. Teorem. Pretpostavimo dz za diferencijzalinu nejedna-

cinu (P) vrijed: uslovi Teorema 4.15, s tim £to Je uslov {Gé

zamlijenjen uslovon
(¢5) T’ dt
g(T(t))alt)

i da osim toga vrijedi uslov (04). Tada Je diferencijalna

=:p

nejednacina (P) oscilatorna.

Dokaz. Neka je y proizvoljno rjsdenje najednadine (P).
'Ako'je y oscilatorna funkcija zakljulak Teorema Je odigledan.
Pretrostavimo zatoc da je y neoscilatorna funkcija .Prema TLeni
4.9, moguca su tada dva sluénja be.) i ¢.) iz dokaza Teorema i4.7.

Pretrostavimo da je cventualno y»>o.



L2

3lucaj b.) se nocmatra no 21i%sn nrdin tao odgovarnjuél sludaj
'eorema 4415..
Pretpostavimo da vrijedi cludaj c.) i noka jo tq»T, recalan broj
takav da vrijedi  y(t)y’/(t) <o |, t>%5. 1 neka je c¢{o, oo)
taxav da Je

limy (t) =c.

+.....}Q-=:-

Diferencirajuéi iun"c1au

(4.13) V(%)= Mﬂ;‘é?ﬁ’f) L2 LE) (v (e)) :
y(t(t)))

i koriste¢i relaciju (4.12) dobivamo:

By : Y (T(t))f'(t)f T(t)))
V(6) <-g (v (1))p(e)=7(x) eGe ;

+ 3(323%‘%}2%1@ g/ (T(E)) T(E) ¢ ~z(T(6))p(t)-

V(%) Al ED(y(TEINT (),
f(y(%’*))) a+ [f(J Tct))QJ iy (T{(t)))

*TUE)g (T(E)).

Integrirajuéi od tg do t >ty dobivamo:
+ 1

(4.14)  V(8) < T(tgd- Ja(t(s)Insdas+ § T(s)[- iﬂf@(?m}

OO

Primjenjujuéi na treéi integral poslednje relacije drugi 3onnet-

-ov teorem i koristedéi uslov (64) dobivamo:

SM(T(S)‘F’LKSDT (s)D"(LCs))ds -
Py (T(s)))
o)
=a(T(t5))g (T(t5)) | du <
8 8 y('r(ta.{(u)

<av(tg))g “(T(t >>m‘£t )f(u) du < o
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Horistecl ograni‘tenszt mornjes intssrols iz uslova (“’) dobivamo

da vrijedi:

t - -y ~—
V() ¢ =1+ | Troy[ - SLr(T(s)))
ty ) | fly(ris)))
za t 2 té >t8.norizteéi lermu 2.4 2obivamo:
T
et ~A Lo ( o
Vit)g - e::pf-j:"*-cf'fc'”)l) ) . t?‘bé
Y, 2 (T(s))
Sto daje:
~~ N
£ (T(5))) -

t3e a(T)b(y(E))y (Bz(T(EI< -1 (3 (v (tg)))  +32 4.

Integrirajuéi poslcdnju relceiju od t; do T >%, dobivamo:

Vbcycsnyf(s) ds -.cyr'c<*8>>>5 .2 ,
7 | t, 8(T(s))als)

Prelaszeéi u ovoj relaciji na granidni vroces t -~ 1 koristedi

uslov (C%) dodbivamo dn vrijoedi:
¢
§ bu)du=-
y(tg)
sto Jje oligledna kontradikcija.

U slucaju kada je eventualno y< o sliZfnim rezonovanjem 4olaozimo

do istog zakljucka.

L

bhal7+ Slijedela dva teorema ée se odnoziti na slucagd i=da
unjesto uslova (iii) vrijedi uslov (iv).

Teorem, Pretpostzvimo da za diferencijalnu_nejednaﬁinu [P)

vriaede uslovi (i), (11)1 (l"}'), (05)’ (G;)a TCt)“{ti (Ci) 1 {C"{*\"
Tada diferencijalna nejednadina (P) ima osobinu (4).
Dokaz. Neka je y vproizvoljno rjeienje nojednadine (P).

Ako je ¥ oscllatorna funkcija zakljudak teorema js ofigledan.
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D

. -ll-'-' .r- 5 - e o ‘:-I.-'-.' o *--'..-"-1.!- ':-.--H " .
Frev . ostavime z=2to ds Jjz 7 rneoscilsborn: LUNANL R e e

=

Ve mozuta su tmdo dva slufaja b.) 1 ¢.) iz dokaza Teorema

telePretpostavine do Je aventuzlno v 0.7Zbow T(t)<st, 1 21«

4

njenice da je a(t)o(y(t))y’(t) nersstuée “unkciis za t2tg,
dovlvamo:
(4e15) a(t)b(y(t))y (£) < a(TE))bly (T ()7 (%)) .

Pretpostavimo da vrijedi sluczj be.) i neka j= ¢ >t, reclen

oroj takav da vrijedi
y(t)y (E)>o ’ t 2t

Diferencirajuéi funkciju V{(t) definisznu relacijom (4.132) i

koristeéi pretpostavke dobivamo:

Tt € - (e(t))ple)+ o (620 (7(5))y" ) ey (e (s))

£y (T(E)))
t}tg.
Integrirajuéi poslednju relaciju od t9 do t;;tg dobivano:

(4.16) V(t) < v<t )= 5 5(t(s))o(s)ds +

c)h(=
%&luswmsmb :

- Koristedi rela013u (#.15), uslove teorema i druzi Bonnet-ov

teorem dobivamo zo drusgi integral u posljednioj relaciji:

OISR UE RN
t

. H6ICIEID). <
t /
< Sams %&2%32‘? (L)) v18)g 7 (v (s))as =
t3 meb
=a(v(tg))s (w(ty)) I Zpedu <
y('t'(*

< acfc<t9>>gf( (tg)) T l?—%d

| Y(Tity)



ila osnovu uslova (Cy ) 1 upravo dokzzone czrrnitenosti intexra-

la dobivamo iz rel:scije (1.15) evensualno:
T <0
sto cc¢igledna xontradilkcijz,

Je
Protpostavimo da vrijedi clucej co.) i neka je t,
broj tekav da vrijedi y(t)y7/(t)<o . Tty i neka
je ¢ €0y ) takav da vrijedi 1limy{t)=c. Pretoostavimo d4a Je
t -> 5o
C> 0.

Difercneirajuéi funkeiju U(t) definiscnu relacijom (4.10) g
zaulm je integrirajuéi parcijalno dobivamo rel=zciju (4.11)
=i je umjesto t7 treva staviti t, .Koristeli s=da uslov (Gi) i

cinjenicu da Jje ¢ >0 dobivamo da vrijedi sventualno:

‘E(t) Eﬁ—zkfﬂﬁt(u)\ﬁ(u)du .
tio -

Ova &injenica se dovodi do rontradikcije na motvuno izsti nadin

kzo u dokazu Teorema 4.,15.,

1
U sluCaju kada Je. eventuzlno y< o slidnim rezonovesnjem dolszimo
do iétog zakljuéka.

4,18. Teoren. Pretpostavimo dz za diferencij:zlnu nsjedna-
¢inu (P) vrijéde'uslovi Teorsma 4,17, 5 tim Sto je uslov (CQ)
zamijenjen uslovom (C%).Tada je diferenciialna nejednadina (P)
oscillztorna,.

Dokaz. Neka je y proizveljno rjefenje nejednaiine (P).
Alto je y oscilatorna funkcija zakljulak teorsma je odigledan.
Pretpostavimo zato dz Jje y nooscilatorna funkcija.Prema Teni
4.9 moguta su tada dvz slud:ja be) i c.) iz doknza Teorem: 4.2..
Pretpostavimo da je eventuzalno y > 0.3lucéaj b.) se posmntra na

i

notruno isti nacin koo odgovarajuél sludaj Teorema 4.,17.,
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ot
pratpestavimo da vrijedl slufsj cl.).Xoristedéi funkeiju U(t)
definisanu relacijom (4.lo) i provodaéi isti postupak kszo u
odgovarzjutem dijelu dokaza Teorema 4.15., dobivamo ralaciju

(4.11) iz koje neposredno slijedi:

Tl(t)s;fﬁ(t,?)«:o . t?ft? .

Integrirajuci ovu relaciju od t7 do t;;t7‘dobivam0:

t | T
So@r())y (s)as < Tt § =

t, t, 8(T \SJ)a(S)

Prelazeli u ovoj relaciji na granilni proces t —» i koristeéi

uslov (Cé) dobivamo :

Sb(‘_“)du=— oo ’

Ytz .
gdje Je g.:un y(tlsec< oo 4 5tO Je oc1ﬂ‘ledna kontradikcijae
Primiedba. Uslov (a(t)c"(tl) <0, t=t, u Teoremu 4,17, i

4.18. moZe biti zoamijenjen uslovom (07).Haime, uslov (a(t)gz’{(t) <o

t 2t Je u tim teoremima koriiten jedino pri dokazivanju osra-

o
nidenosti integrala (u sludaju b.))

t
a(s)b(y(s))y’(S) s N+

sto se takode moze dokazati koristenjem uslova (67). Zaista,
koristeci najprije uslov (4.15) 2 zatim parcijalnu integraciju
dobivamo-

Ei. Sny TS; V S T (S)”‘ ’C't(S))d”'

/ ‘(T T'(s -
< ga@:( ) (v(s) XDy (KLe))T (),

tq (T(4)) |
7 b (1 T(t) yw@n.b.u |
~aCr(e)E (1) § Hau = e )] Frddudn < e
Y(Tﬁ.‘g}) T(*g) ' . yf’?{tgﬁ)

sto jer:ﬁzbogfa" (05) 1 (07) ogranic¢ena funkcija.
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Posljedica. U spzcijslinom slu

L]‘

unjesto nejednadine (P) posmatramo cdgoverzjuéu jadnzoiinu (p)
Teorem 4,18. zajsednc sa Prinjeivom4,18,., daje Teorasm 1. Odarid-a
i Odarié—a [5%].

419, Primjedbs. 31ic¢no koo u Primjodoi 4.18. m0Ze se

dokazati da se uslov (al(t)g’(t)) 3 o, t» t, u Teoremu 4,15, 1
4,15, noZze gzamiJeniti uczlovom (67);

Napomenimo da Primjer 4.14, pokazuje da zamjena . uslova (CA)

'J}

neznatno stroZijim uslovon (C ) bitno mijenja =simptotsko

énja nejednaline (P).Taj usiov je vjsrovatno

UJ'(

{

ponaéanj Tie
i

ajostrijl poznatl uslov kcji ﬂlae*l osobinu (A) od oscilatorno-

~ -

.‘

na sa otrlo-

('}{

'L"]

-sti u SluC”Ju diferencijalnih deq~§i 1 nejed
njenim argumentom,.

4,20 Sada Cemo izuéﬁvati ak-u promjsnu u zsimptotskom

{

ponaganju rgeuenga ulferenﬂla 1ne nejednzdine (P) izoziva uslov
T(t)=t tJ. pfﬁéavaéemo vezu izmedju h51mﬂ“o,;k0” ronalania Tu-

-nkcionalno-diferencijalne'nejadnaéine_(?) i njoj odgovarajule

obilne diferencijalne nejednaline (OP).Pri tome centralnu ulogu
imace slij edeéa lema,.
Lemas Pretpostavimo da za diferencifzlnu najzdnadinu (OP)

vrijede uslovi (i), *Gl)

Lo) (iii) i(Cy)

111 |
CpY) GY) i (Cg)
Tada bilo koje neoscilatorno rjelenje y(t) diferencijalne neje-

dnadine (OP) ima ncoscilatoran izvod.

b

Dokaz. Neka je ¥y neoscilatorno riedenje dlfekenc1a alne

nejednadine (OP) &iji Je izvod y/(t) oscilatornz funkcija i

-

ka Je d > t realan Hroj takav da vrijedi |y(t)[:ro- za t » de



e

Jznacimo sa {tn¥ q rastuci niz nula funkecije ¥y (t) za koji vri-
=

Jedi tl,:a-.d i

lim.‘t:n= Do o
NI e

Uvodeéi funkciju W(t) relacijom (4.2) pri Semu je T (t)=t dobi~-
vano relaciju (4.3) za T(bt)=t tj.

(4.37) W/(t) ¢ ~z(t)p(t) - ﬁiElﬁﬁii_))_iiﬁﬁ)) £’ (F(t))ﬁ(t)+
£°(y (%))

a(t)b(y{t))v’/(t) ,
616D g/(t)

odakle odmah dobivanmo:

ORI ORNI16)1 T6162)r el ¢ INFSS SRS S
fky'x )) =

g n+l
't trt )

#(tny ) = W(Ed+ § T(S)D(S)ds<3 b CSDP'(s)ds nsl,

Integrirajuci ovu nejednakost od t_ do t_- . dodbivamo:

Sumirajuci ove relacije za npl i korlsueéi cinjenicu da Jje
I‘J(tn);'o 9 Il=1,—-, - e
dobivemo iz posljednje relacije:
. ':‘; =
b(y(s))y'(s)
| ’ / 2
(4.17) SmxSDPCSDdS*ﬁS a(s)g’ () =4ty —ds

iy t;
Na osnovu uslova (”1) dobivamo:

(4.18)

S druge strane u slucaju Jf.) i A.) na osnovu druzog 3onnet—-ovos

toerema 1 uslova_(C4) 1 (G_) . Za ttgtl ddbivamo:

t
e/ M)d (t, ;:-’r’t b(y(s))y ﬁ_)d _
J{la(s) () TLEEt2a5ma(t) ) ); TR

y{t3) |
~a(tl)ﬁ’(t ) § Eﬁg)du
ylty f(u)



rje Je £ ea[?l,tJ cto je u kontrzdikeiji sa relacijom (4.18).
Dakle, y’ je neoscilatorna funkcija.
Primjedba. Sliéno kzo u Primjedbi i.18. 1 4,19, moZe se
dokazati da tvrdnja upravo dokazans leme érijédi axo se unjesto
uslova o.) 1 A.) vretpostzvi slijedeéi usl
¥.) postoii funkcija geca [[to,o?),(o .J takva da vrijede
uslovi (C ),(05) i (07).
o2l ”eorem. ﬁrﬂtcost“v1mo da za diferencijalnu nejedna--
dinu (OP) vrlaede svi uslovi Teorenma 4.l., gdje je stavljeno
L(t)zt i (04).Tada diferencijaln@ nejednaiing (0®) ima osobi-
nu (L) |
Dokaz. Slijedi neposredno iz Teorema 4.l. i Leme 4,20..

4.22, Teorem. Pretoostavimo da za diferencijalnu nejedna-

¢inu (OP) vrijede svi uslovi Teorema 4.2., gdie je stavljeno
T(t)=t.Tada je diferencijalna nejednadina (0OP) oscilatorna.

Dokaze., Slijedi neposredno iz Teorema 4.,2. i Leme 4.20..

Posliedicae. U specijalnom sluCaju kad je b(u)=1 i kada

umjesto'ﬁejednaéine (OP) posmatramo odgovarajuéu jednadinu (0D)
Teorem 4,22, zajedno sa 3“113eﬂoon ta20edaje voﬁcenge rezultata
Kamenevea [96]

U specijalnom sludaju kad je b(u)=1 i a(t)=1, Teorem 4 .22, daje
uopéenie Teoremael. coles=-g [ll]. Neponenimo da u siucdaju kad

je a(t)=1 uslov (C,) je automatski zadovoljen, jer je tada
g(t)>0 i g’(t)<o za t>t, ,8%0 znali da je taj uslov suvisan

u ovon rezultatu Coles-z,

U specijalnom sludaju kad je b(u)=1 i g(t)=1 i kada umjesto ne-
jednadine (OP) posmatramo odgovarajuéu jednadinu (5@) Teorem 4,22,
daje prosirenje klazidnoz osciﬁ%ioﬁog rezultata Fite—Leighton—f

-Jlntner—a [70 str. 70] sa sludaja linearne na sludaj strogo



nelinearne cdiferencijslns Jj=2dnzdiine,.
. = A e > - - - . = (-!':'\ ™
U zpecijalnom siulsju kad je b(u)= i glE)={{=— Y ,m>1
+ D

i kada umnjesto nejednacine (0P} poomatrano odworarajustu jednadi-

=
nu (OD) Teorem 4,22, dajs proiirenie klazidncs »ezuliests Voore-a
[70 str. 74]|sa slucaja linearne na slucaj strozo nelinearne di-

ferenclaalne JednaZine.,

e25e. Teorem,FPretpostevime da za diferencijalnu nejednalinu

(OP) vrijede svi uglovi Deorens L,4.. Tads 22 dilerencijzlne

3
)
I...I
3

C.J
(D
—

N
ct

~

I}
ci
&

nejednacd¢ina (OP) oscilatorna,

Doltaze. Na osnovu Teoremna 4.4, svako riel:

3

ejednaline (OP) ima oscilatoran izvod. Pratrnostzvimo do difercnci-
jalna nesjednalina (OP) ima nsoscilatorno rjefenie y. lie potpuno
izti nelin kao u dokazu Leme 4,20, dolaziuo do releacije (4.17),

z0j3a zbog Cinjenice céa e g(t)=1 ovostaje:
. .

ito je u kontradikeiji sa uslovom (Cy)
Posliedica. U specijalnom sludaju kad je b(u)=1 i kade umje-
sto nejednaline (CP) posmeatramo od-movarajuiu jednadinu (OP)

o - b - l—'""
Teorem 4,2%. postaje Teorem 1, Bnatla—eLQJ.

U specijalnom sluCaju kad Je b(u)=l, £(u)=u i kada urjesto najedna-
gina (0P) posmatranc odzcvarajuldun Jsdnslinu (“ﬁ‘,ieﬂwem LeZ3, co

svodi na klasicni rezultet Fite-Leighton-l/intner-z [7o,str.?o]
Ovo nokazuje da se »rimjena ovog klasicnoz rezultata mofe oroTi-
riti na veoma sSiroku klasu nelinearnih diferencijalnih jednsaiing
i néjednaéina.

4,24, Teorem, Pretpostavimo da za nejednalinu (O07) vrijeds
svi uslovi Teorens 4.5, gdje je stavljeno T(t)=t, Tada nejednacine
(OP) ima osobinu CA).

Dokaz.Slijedi neposredno iz Teorema 4.5. i Leme 4.20..



\J

L Irﬂ R J__ .--.—---. . " - -: - 4"1'1 - - : L] » - . "
+te25. Teorenm.s Cravtporvavims dr zo difnrsnzijcinu nojedno-—

dinu (OFP) vrijede 3vi usiovi Teoremc 4.8. 5dje je 3tavljeno
T(t)=t.Tads je difarenciislns nejedn-finn (07) occilaternn,

Dokz2ze Blijedl ne-osredno iz Yeorsna “.5. 1

3 : - 1 ot To., A . 1L, - -
Cocliedicas U spuelolaoon ctutsju lod Je bBiulsl, alt)=1,

“ ’
—m "‘h = - ~ L - = -
posmatramo odgovarciulu jeinafinu (OF).Tecren £,23. postaie ¥lao-

zicéni rezultat Atkinscne-a [2} .

e - -

— S - e ' I m g — s TR

i kada umjesto nsjednaline (0OP) pocuntramc odeova

o
™ ~ - m o 2 S : 1T m ot 2 . iab -
cinu (3 ) Teorem 4,70, @zi2 wrolirende klozifnoo razultata

‘ioore-a [70. str 75] oo slucéaja linezorne na zlufad streco neli-

nearne diferencijalne jadnacine,

U specijalnon slulajn kad Je blu)=1l, a(t)=1, f{u)=[u

)]
IS
Cole

Tadae umjesto nejednazacine (OP) posnatrzmo odgovarzijudu jedna-
e = J L

W (CP) Tecrem 4,25, postajse 7

3

ci e
U specijalnom slulzju kaed Jje b(u)=1l, a(t)=1 i z(s)=t i ko
4

J7) mozmaTenme corovaraiutny

Onoze-a [BOJ.SVi ovi rermuliati =u do
h

“ne uslove ili su tvr inje tih teooreona tiva Yisdnolina (OP)

ima osobinu (A)"a

T
|4

Le

* .

alnom slufzju kad Jje b(u)=1 i kada umjesto najedna
L

0P) posmatramo odzovirazjudu jednalinu (Oﬁ) Teorem 4.25, zaje-

ci

U

C_J.

L’)

TN

no si& Primjedoomi,2o, dajs rezultat Xamen LE ]
U specijalnom siudaju k»d je blu)=l, a(t)=1 i ¢(t)=t i kada

unjesto nejednac¢ine (OP) pesmziramo odgovarajuéu jednadinu
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s o ln P3N Ny # £ =N N 4 RN .
}"'\u;‘.() ’*,ﬁ’tj‘;j gu;)”" - U"'J;J{D, T > 1
—_— L
zrje funlcija b zodovoljava usiov {(4.192) Jz, ne cinmovu Poglje-

cluZaju ¥zd Je »{u)=1 cva Jednodina ima n=scacilatorno risfenje
v=1n T o
hel7e Zada Cemo npokazati da i u naldin linzorsndim oityocidioe
a zomjéna usliove {Gﬁ} uslovom {C.) Zaovodi do Toonsene 2 oo eiloe
o .
tornom ponnieniu rjs~enja nrjednaline (O7), ovisans u Prinjadhi

.
(vi) postoji Tuntcija gEG[I“O,Wm),\o,Hp J trlore A=
vrijedi g'(t) <o, t>t,
ild ,
(vii) postoil funkeije geci'ﬁﬁo,:m},{a,:w%} carvz da
vrijedi g /(%) » 0, T2t
i
(Cq)  { alt)v o"vt (g“’"cn
8 S J < 20
1 3 - lr"+ "
za gvaku neoscilatornu funkeiiju weC L[uo,gu] .
Tada diferencijalna nejednadina {(0P) ima csobinu {4).

Dokaz.Neka Je y proizvoljino rjedenje nejednzdine (0™),

A0 je y oscllatorna funkcelds zakljulaex teorema je olicledan.
Pretpostavimo zato da je y neoscilatorna funkcija i neka Je
t12 t realan broj tekav da Jje ¥ stalnos znaka za t;atlg.

Uvodeéi funkeiju W relacijom (4.2) »ri demu je T{t)=t, dovivano



s1
il
celzcifu (4.37) 1 nalon intesracije od b . o T2ty dOhiveno
relaciju (4.5) za T(E)=t tJ.
t t
. C m NI Carf N\ Nap ? 7 N
Wa2)  H < ()= Y als)nls)ass § ABTls T IE) ey,
- - -tlz 12 = anf oA
e, .
—159(*)b(v(9)}£y’(93)Qf’LT(q))Htﬁ>&g
>, R
t,, £=(y{s))
Prinjenjujuti na druzi inte~rsl desne strane Cavchri-Schuwarz-ovu
nejednskost i uslov (C,) dobivaro:
e
1 -
’ PR !
| By (’:‘“gﬂ%;:g; <
'tl-; - N N2/ %1‘{ %
- 2 2 2
*a(sdn ()Y (s))7, 12(8db(r(s) (7! (533 =(s)da| <
< S >(S) “S P g(s)dsl <
+ © ,tl'}_ -‘;, (:rk S))
“ll.t 5 e
12 £°(y(s)) -1

v t ~
C Y)Y AN
{&.20) 1;{"5 < g(-{:lp) - ‘E:(S}i{s)di_ ) a(\‘E)ukgE.;F(,g':T NS ) gfs}ds -
i Y12 t12 = {F(s

T
. 2
N UIA N
+-L(S 2(e (7 (=))07"(sY)

ty, £5(y(s)).

’ - ~ e \
gie)ds) = T{t, )=

; ’, ’ NNl s NN 2 -%'l- i‘: PNl sl NNLLF I NAL —]"%'
JEOLICODedO: g(s) ds\'ilﬁﬂ{d SOLEINI6H DN

" — !
T2 2y (s)) LT, 2w (E)) d

Xoristeii uslove (Gl) i (88) dobivemo:
1im W(‘b)= - oo
Lo

Sto imnlicira
y(t)y"(t)< O ’ T Et{g}tlg

1 zato postoji realan broj ¢ takav da Je:

iim y(t) = ¢ .

t > |

o . ) .. ;e .
Pretpstavimo da je ¢ » 0. Zoristedéi uslove (Gl) i (C
(#.20) dobivamo da je evensuzlno:
| 1't
Wt £ - 3 §a(s)o(sdds
th
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j . agjednaclnz imea
? —'—‘_;7) . - r .
~ SoCllnsorna riscaenic.
- . oo i
MA +(C-) + o(t) < w - ’,C;:} |
p, R
Cto ze tice ozobine (A), Ivo "o Zmo vidjeli,njena nojrva Je
{C~) 1 to samo u sluclaju

y - o g B e o N ™ “Fi
izezvenn zamjonom uslovs (Co) vilovom (O,

P R 3 - H S o :
usiova "ATxkinson-ovog! Tina, oo wrijedi:

ins ima osobinu (3)

¢

L

GA + (Cs) +T{(t) 2t =—> nr=jeina

Dalklle, ozodbina (4) AR oscilztornest.

U sluéaju uslova Fite-Leighton-intner-ovogz tipa imamo slije-

a
-

Cals

uaciius

ct

dady zi

T >, -y S QI S PN l

GFLY > n=jednadinz ima ozobinu (B)
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T
O

* 1
Ll i

s.zun monotono neopedajulih funkeija d=finisanih na

oznatimo sa
[m,1W) za koje vrijedi:
%g,x(t)él . trw, xel.

pefini3imo na skupu X preslikavanje F sa:

t >0 t S
(Fx)(t)= ;]g +§£—§-}£ (s)f(x(s))ds + é(ga%)p@)f(ﬂs))ds,

t>w, xeX.

-~

Ocito Je EFA monotono neopz2dajuca funkcija 1

(F(E) > 5 VEBw .
Dalje Eoristeéi (4o24) dobivano za t >w:
Do S
(g;XDCt)é %-+ f(l)gqgg%ﬁj) s)ds + f(l)i%i Jo(s)ds =
- :E- + f(l)z(i%)ll’(s)dsg% + % = 1

o == (¥t2 M)xl(t) x5 ()

Kako Jje osim toga za svakxo 2 <, supB €X na osnovu ieorema 2e5e
zakljuéujeﬁo da postoji funkcija zeX Takva ¢a vrijsdi:
EFZ#Z
nafw, »), 3to znadi da diferencijalna jednadina:
(@@®)y(E)) + p(BXE(F(E)) =0 , trw

pa prema tome i nejednadina (0P), gdje je b(u)=1l, ima neoscilato-

rno rjelenje z(t) .



1 - s T > T [k . 3 —' -~ F-T - | - -—-- -‘:'- - —= -L-‘\' = ..-':II 2ﬁ+l
Cozljodical.U soecijolann zlucciu tod Je alt)=1, £7u)=u .
7 > = Treyrle agee s e e Rl ’]ﬁ-"j:“i - f"fw‘:-}) Y 't"’"""'::?""'lr‘ f'T‘ TN
n=-‘—1'-1'-l 1 Zalée J_...J SRS 4;...,.Ji,uhx;;;.u*ni_f \ = 253 natoems O-f_,_.r "ng A
L
- 2 i - TeT m o~ - “ i - -
jedracinn {O?), Teoren 4,37, wostad: klazidéni rezultat Atkinson-=
F
.
2
T - _- ey 0 - - — — - - 1 - < L i
U zpeciljalnom slulnju s Juoalt)=1  ada fankeijas £ madovoljava
uslow
£
- _"\ t -
a7
lim inZ 4 > 0 s P> 1
iXi—> 20 ‘x o

i zada umjesto nejednaline (0P) tosmatranc cismovarajudu Jednalinu

F g W - 1 - -¥
(CP), Teoremn 4.,31. postaje tsorer altnan-2a [7jJ .

“rimjedba. Teorem 4,21, Je vpottuns razlilitim m=todom dokazan
" by
od strene Waito-z 1 Yochida-e (57,Teorem Z.Z2..

znacad u slulaju uslova A-tipa , tako i funkecijs

u slucaju uslova FLVU-tipa ima =~  ceatralou ulozu, Jjer za tako iza-
branu funkciju g usiovi FLUW=-tipa postaju potredni 4 dovoljni uslovi

-

za oscilaciju.

Teorem.,Pretpostavimo da za diferencijzlnu nejsdnadinu (P),

zdje Jje blu)=l, vrijede uslovi (i),(ii},(ﬂq},{06}, T(E)<st i

>0 At
(Uo) Saht < Do .
Teda Je dl;eren013a1na nejednacina (P) oscilatorna ako i samo ako
je:

d
(4426) jz;g Sp(6)dt == .
Dokaz.Dokaz dovoljnog dijela teorema slijedi nreposredno iz
Teorema 4.1l. uzimajuci da Je funkcija g data'relacijom (4e25)

Pretpostavimo sada da uslov (4.25) nije ispunjen. Tada postoji wat



enz0 LT Trijecl:
xy ~o - -
N ..p(';‘ra’ Lo “ﬁr"-l—\d-i-gJ
(tre 27 ) A= INITTE \EJAT Sy .
: w TN B

L svan menotono nerastudih funlzeiia x definisanih na

ﬁ”,iﬁ) 7z volic velldodic
;“:-5 w(t)< 1 ) trw, we.l.
- ] ] -
nefinistimo na giusu I presllicavangje J o sa:
1T én 7 o
+ N I D T g st
= _gaféjgfx T({(T(s)))ds . é(gazﬁja o( 3 (=(T(s)))ds
(?K}(Jﬁ)= PR
e
rdde Jetnl W reglan bdroJ za koji vrijedi:
Koristedi uslov (4.27) dabivano:
1 T 5
1 c
(Fr)(B)< 5 + £ 575y o(s)as + f"J)J(S Fi)n(s)ds <
1 t(T du :F = G \ |
'5-..: — _ a
z + £ JQgrgylelslds + g(glm;p(smsjs
f;ﬂ'}q . 1 _! 4
du 1
<3+ Jsipntalas<s + 3 =1 .

Definidudéi poredalzr u skxunu X nz isti nadin k=0 u dokazu Teorens 4,31,

1ako dokazujemo da su ispunjeni svi uslovi Teorema 2.5. pa zato

{2
N
'J
S
i
(9
(),
gl
D
Ca
(D
OJ
N
£a
N
i
|-
L

na.@ﬁ,c») Sto znaci da diferencijalna jednalinsz
pa prema tome 1 odgovarajuéa nejednalina (P), imz neoscilatorno
rjedenje w{(t)

4.35. Sada ¢emo dati nekcliko karakterizacija oscilatornos i
asimptotskog ponasanja rjeSenja nejednaline (P) i (0P), koji se

dobivaju za optimalni izbor funkcije g(t)=1l. Pri tome &e centralnu



o

.-q‘ J— '-‘"ﬁ -l—u.' — '-‘ o ” ‘-.-
uioTad 1zradi slijodoca la2na,

Lemn “rof stovim T~ ~ 1 s vy ey 1 . -
2. Fretpostovimo da zs diferencijalnu nejsdnading (P) vrije-
(

de uslovi (i), 06),Tft <t i

o ; +
' e —_ .
{:L.-.’_D) mj‘p{s)asut <o,
to
1t A Y bt Woa ] =3 i ! e r '. wr "
Zoda difersncijalna nsjednadine (P) ima rgezenge z za lioje vrijedi:

t
Dokaze. Na oznovu (4.28) zakljuéujemo da rostolfi m;;to, tako
de vrijedi:
[ t
! 1
f(l)fmgp(S)dgd'U < = .
o P
Oznalimo sa X skup monotono nerastuéinh funkeija x definisanih na
[w, »), za koje vrijedi:
1 - - -
s<x(E)<1 T, trw, xed .
Definisimo na skunu X preszslikavanie ¥ sa:
- ) 4
34 ) oyl )duds |, taw
(Fx)(t)= pars)y '
ol ;

gdje je w; »w realan broj za xoji vriJedi:
trw, = T(t)
) 1 ---—--> L :_?r D e

Ocitoc Je funkecija J x nerastuéas i

Fx)(t)>

A% 3o
LY ]
cf
W
£
il
2
i
¥
¥ °

N

sto zajedno sa:

0 T
i
i
I
"

1 [
(Fo)(t)gs + f(l)gmgfm)duds <

implicira F(X)<x .
Definisuél uredenje u skupu X na izti nadin kao u dokazu Teorema
4.51. neposredno provjeravamo da su ispunjeni svi uslovi Teorenma

2«De pa zato postoji funkecija zeX za koju vrijedi:



Az=Z
et
% ~o¥2zu] 2 diferencijalna jednzcina (P) sa b =
ha [wyy =) s tto mokazuje da 41 ncijalna jednzéina (P) sa b(u)=1,
pﬁ sim prije I <<icovargjula nejsdnalina (P) ime rjefenje sz tra-

g L
(D

vrijede uslovi (i), (ii), CGQ)S (GE

muda je diferencijalna nejednacina (P) oscilatorna zko i samo

ako Jje:

(4.30) S a%t_) tupcs)dsdggo_

Dokaz. Dokzz dovolinog Zijela slijedi Zz Tecrenma 4.11,

e

uzimajuéi g(t)=1l.
Dokaz potrebnog dijela slijedil neposrecnd 1z Leme 4e235..

N.3U, Teoreme Pretpostavimo da za diferencijalnu nejedna-
¢inu (P) vrijede uslovi (i), (ii), (06), T(t)gt 1(4.729).
Tada diferencijalna nejednacina (P) ima osooinu (A7 =2%o i samo
ako vrijedi (&4.30).

Dokaz. Doxaz dovoljnog dijela slijedi 1z Teorema 4.l10.

uzinzjuéi g(t)=1l.

e
I_J
&
i
0
O
[=
[ ]

\N
O
L |

L

Dolkiaz potrebnoz dijela slijsdi nesrosredn
FeD5 e Tesrem.Pratpoatavimoe da za difsrsncijalimi nsie nadinu
(OP) vrijede uslovi (1), (v), {06) i (4.29).
Tada (OP) ima osobinu (4) akXo i samo ako vrijedi (%.30).
Dokaz, Dokaz dovoljnog dijelé_slijedi 1z Teorema 4e27e
uzimajuéi g(t)=1l.

Dokaz potrebnog dijela slijedi reposredno iz Leme 4.33..
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He25Ce Qcuvoniz ~simriotsos voncionjze Rezultati dokozani
! 7? L'.L ?"1‘ Ty - ] -..'r"j' - r?ﬁt‘. '1'"! '11' ﬁ?«ﬂ- - jv': 11‘"‘ :\
U GelZa=raglire 0 L.LC:_'-,.LI ‘f_'.a..l....h..x,._.u..; 1 g elvravvsionigasan I.\MLI.J—I.}-, Q.H,JIltl
ako <¢etaljan odgovor no pitanje Xode Je u sveiod monosrofiii
-~ N Sy i~ % 3 - - g
nostavio Shavelo | S5 Suf.lgh—lg/J.dal 2, NOCTO Zcetrebnl 1
.y o) — - - e —~ 0 e - e halls
dovolgni uslovi za 2simdtotslo 1 oscilatorne rnonszianje nejsedna-
w = - ; L = T . =5 - .
¢ine (P) u Teorenima 4,32,-4.,7%4, ne zovise od otizlona arzumenta

T, onda su oni istovremeno potrebni i ovelini uslovi za 040w

’ -
= 1114 S ol R e T Al AT A YT ey : ~ 4 m o Z
varajuce ponal anJe neaecrnallre U e 23 TOM2 12 eorena +r.,,,-2_-

(P) Je oscilatorna <«=—— (0OP) je oscilatorna.

—

. -1-1" - - ' " a N - . ]
Teoren 4.55° , Pretpostevimo da zz diferencijalnu nejednadinu

(P) vrijede uslovi (1), (ii), (64), (35), (4,29) =z T(t)g+t.

Tada vrijedi:

(P) Je oscilatorna <&—= (C®) j= oszcilatorna

Teorem 4,347, Pretpostavimo da zs diferencijalnu nejedna-

u (P) vrijede uslovi (i), {(ii), (u,), (4.29) i T(E)¢ te

Tada vrijedi:
(P) dima osobinu (&) <&:=>'(OE0_ ima osobinu (A)e.

Napomena, U sedmém dijelu disertacijs ¢e biti dokazan
Jos Jedan rezultat o ocuvanjiu oscilatornos ponafanja rjefenja
nejednadine (W) pod uticajem otklona arsumenta T , koji ée
se razlikovatli od upravo-dokazanih rezultata u nogledu uslova

koji ispunjava otklon T

-
-



N
\J1

CLAYA 5,
0

5LUCAJ O é5p<$a
t

U ovom dijelu rada osnovni uslov za koji éemo pretposta—

 —

viti da vrised

D

4
.
(D

"]
]

J

(t)

i
Y
¢t

pi-_~
(U1) Jp(s)dse [0y ) ; z
ori Cemu I(%t) nije eventualno jednzko o.
Dele Na3i rezultati e biti zasnovani na slijededéim dviema

lemamza,.

ﬂ

Napomena. Na osnivu Leme 1.2, [15] uslev (G.) implicira
da je

SpCs)ds:;,io z& 8sVakKo 'b'a[;’.‘?to,

T
gdje Je T dovolino veliki broj.

Lema. Pretoostavimo da za diferencijalnu nejednadinu (F)
vrijede uslovi (i), (ii), (Ul) i

50

ds
(Uf)) S = e
= a(s
Tada, izved bilo koz rielenja y{t) difersncijsalne nejednadine

(2) J= oscilatoran ili eventualno v>i

YY ' > O,

U drugonm slucaju za ITunkciju

~ (£ (v (£))v/(t)
R(t) = 2(Eo(yCE) )y (t za velike b
) Ty (T (5))) Za velike

vrijedi:

t
(5:1) " 15p ) BEIT(S)Y (R(s)L (F(T())) 4 .
N £ (y(v(s)))

T oo



o
)

1 cvantualno:

Il &

~
o T N 1 L D NND I (T 2 Y
- — — P - N i 7 ' S’r '-\T,- N
t t{y(tl{=) )
Doltnze ok oy .ocizvoline r»jelenje najednzéine (P).
£ko je ¥ oscilatorns funkcija z:skijulak teorema je odizleda
FPretpostavimo zato da Js ¥y necscilatorna funkeija.Fretpostavi-

L

)

y(Ty)

b(u)du

mo da tvrdnja leme nijc talnz, pa je eventuzlno yy’<o, tj.
y(B)y(t) <o . t2t; >t .
Jdexa Je T —mux{ti,_ R “4j“ 2 T rezlan bDroj loji se pojavliuje
u Napomeni 5.l.. Integrircojuéi diferencijclnu nejednadinu (P)
od Tl a0 ¢ 2Ty , a zatim koricst ¢i parcijalnu integraciju
dobivenog integrzla dobivamo:
3
y(£)[2(£) Ly (55 (8) - 5'f:< )y’ (T2 (y(T(s)) {plu)au
. . 1 ™
t I
+ £(y(r{t))) { p(s)ds = K] £ 0 !
- T, |
gije Jje stavljeno K= a(il)oku\¢1))y’(Tl). ~igtaéi uslove (i},
(ii) i Cinjenicu da Jje y{t)y {(t) <o dcbivamo:
T2y (sr ) - Tl <o 53T
ZT0 ncoion integrncije od Yoan BTy doje:
.
[< £ [ 42 5 t
t S . a2l g >0 )Tl
. als)
Sb(y(S))y’(s)ds < :
t m
Ty }KS ds za FLO 4 2Ty e
)
a{s)
. T
- Prelazeli u ovim relacijama na granidéni proces t -2 1
koristeéi uslov (U,) dobhivamo
o .



svo nexon integrszcije od t»t, dajs:

C‘.J

t
“ct)d a(s) (7 (e)y ()y (TSN T (L (TN 4

(Se4t) =4
| Ty i \YKT SJ})

-

(tp) 435 s)ds.
ts

~J
Koristedi uslov (U ) i Cinjenicu da je R(t)>o, tz;tg i prelazeéi

na zranidni »roces t —> dovivamo melaciju {(5.,1).

s
e e
AT o o -: "‘-'r"—- 4= e ~ - T~ 1 £ N
cl c¢lnjenicu d= F=2 (% >0, T2t CoLvono elocliu (5.7,
:-. T = -‘—A --'— ~— - LY — _._:“_l o
Se” e LETIR, CTotmOonNTovITO 4o oz Ligraennil~inu n2iednadinc:

diferencijalne nejednzdine (P) Jje oscilatorno ili evantualnoe

s = - . - - - . g =
vrijedi yy»o i u mru som zludaju za iunﬂclau R(t) dzfiniscnu u

S

"Leml S.l. vr*aede “eTaclge (ﬂ.*) i (5¢2)e
Dokaz.STijedi nepdsredno-iz Leme 5.1, i Teme 4,9,.7 )
B;B;Eggg;Prét;ost§?imc da za diferzncijalnu nejednadinu {07P)
vrijedefusl?vi;(i),(Ul),(U%} i £°(u)>o0 za ufo.

Tada, bilo koJje rjeSenje y(¥) difercncijalnz nejednaline (0P) je



N
Qo

oscilatorno 111 evontusnlne vrijiadi yy/»> 0 L uw Jdoiagon zslucolu

% .' 1 -y . 2 - . - -:*-uv.r Y o . i ,H‘:-—‘\\ hl
Doxnz,e Neka Je v 2reoizvolino ricfenie nedizinaline (VB ko
-4 P . o —— 2 *-‘_-1 qv I * F ] et iy
je ¥y oscillatorna funkciljz zesljucak Teorema Je oligledan.

Pretoostavimo zoto do Jo v nzoscilatorna

>0 za v>2T.MNa oznovu

T2t realan broj talkav da Je ly(t)

Teme 5.1, zekljudujsmo da je eventuslno yy’'>o ili je v/ oszcilz-
torna funkcijal.U drusom sludaju oznafimo sa itn}q=l STTO30
rastuéi niz nula funkecije: v/  takev da Jo 537 1 Iimt_ =oo.

1 n—ooe I

i u relaciji (5.3) T(¥)=t i intesrirajuvii je od =

Stavlijizaju n
do t,,y (n=1,2, ... ) dobivanro:
tn-'-."l tnf“l Tf
-1 fa Ny (r fog /7 aNNE
als, b{ris v/is, ]
o(s)dsg - | BELLEENEFT LS vry(s))ds < o0
-:'H-.
'tn ‘tn L \F\S))
n=...’;'-, seae o
Sumirajuli ove relacije »no n dobivanc:
o
S n(s)ds <o , N=1,2,0eae
th
tie I(tn) < o , n=1l,2,.44
'Sto je u kontradikeiji sa uslevam'{Ul}a
Lakle, eventualno vrijedi yy /> o.%tavljajuli s=zda u relacijii

(5.2) T (%)=t dobivemo (5.2).
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- L
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r- - hy [ . -.Ir . . -1—-! . . - { N — J-—- y - .
Selte Uslovi ~urn-nilnowti. 32da f2m0 uvesti noke uzlove

sumapdilnoctl koje f=mo lrorintili ze dobivanie weona opttih do-
voljnih uslova za cscilociiu diferenciialnin ns

(0P) .

(5.5) (x2)(t) = %(t,8)(s)ds
to
~dje Je K(t,s) jezgro onerastorzl.U covom i zlijedzléem dijelu

2rno ca Je Jjezgzro :I{t,s5) neprelidna i

0,
e
{1
(D
H3
c.i..
(2
O
CJ;
()
1
3
M
ct
g6
O
(i}
ot
pud
4
=
.
}I-
N
b
3

t5. K(t,8)€ C[D, [o, oo)}

Za Jezgro K(t,s) ili onmerabtor K reéi

Cay
(D
O
&P
]
il
£
fLu
O
4
1
Q
|......I
C.J,
3
()
o
{n
O
'(.1

(S 2aX0 za svVako ?’EC[[to,on),[:o,oc):] sz 1iminf P(%)=0

1)

vrijedi 1im(E®)(%) < oe

t >
] ) oo ""',J £ L [_F"" )y -l
\-,...42 8.:»..0 Z3 Sv_h_.. 6 \_'«Jn / L '..JO, f:)f:b/, O, %)J
vrijedi 1im(Z2)(£) < =
| t oo -
r~ FT B (\
S~ - U - .. 'F "'\'l .
(32 20 zo zvelio Y& 1iﬁq,:ﬁ,,r3,cm)J sp == ) P{s)ids—~it b
- '...L S S M+ ‘
- A A -]';Mf_'-ﬁ'\ff""\ 0
vulai.-\.-l.l s = N w, L™ a
T >

ispunjen <im je Jjezcroe K(t,s) ogrznifeno vo cvoiinm promjenlii-
vinm na domenu of .
DeDe Teorem. Pretoostovimo da za difercncijelnu nejednalinu

(P) vrijede uslovi (i),(ii), (Cc)y (Ul},'tit);;t za. T2t 1

(U5) 11n(hI)(t) .

t oo

Tada Jje izvod bilo kog rjz3enja y(t) diferancijzlne nejasdnadine

(?) oscilatoran ako je ispunjena bile koja od slijedeée tri



komhinacije uclova:

(a) (370 1 (Us)

11l

(b) (SZ) i a’g¢ o eventualno

ili

(c) (55) y (U;) 1 a2’ » o eventualno.

Dokaze. Neka Je y proizvolino rje3enje.nejednadine (2).

Ako je y oscilatorna funkcija tvrhja teorema je ofizgledna.Pre-
tposfavimo zeto da Je y neoscilatorna funkcija i da tvrdnja te-
orema nije tadna.la osnovu Leme 5.1. zakljulujeno cda Jje tads

: evé%ualno yy’> o sto na osnovu uslova (i), (ii) i relacije (5.2)

implicira eventualno:

R(t) SI(t).

Zbog toga Je:

lim(KE)(t);;limCKE)(t)

t-—=oe t—>2>

£to na osnovu uslova (U5) implicira:

1im(KR) () = oo .

t —=
Pretpostavimo najorije da vrijede uslovi (a).Tada je zbog uslcva
* - - g W o . = -
(Sl),%}m:urfR(t):ro $to znadi da vrijsdi eventualno
-3 0=
RzAS0
£3e

.
L

L]
R(t)>» A>o0 ) ERATE A
orlstﬁcl uslov T(t)zt i integrirajuci poslednju relaciju

dobivamo:

t
S By ()37 (s)y, 5%@ , Atg g
| 3

t3 .’f(y(s)) ty



T
e hY F 4 ht
-~ O VAm )7 ),
(Sef5) S e e s ML SRR
1:,3 .i._;»:rllxi s/
3 druse strone “orighoti o uztov fﬁ%) iohivama s
yffj + o
fvf’g'"‘\}-ﬂ—f-"m} L Wy T S0
St /A g = L A T ) 2= AU < o
(7 = )“ - 27930 v o T
-+ f\"‘»" \ ) - ‘ .\"{J ) AR
L] - L] f'_' ™
ZSo de u wontradilciji sa (DeDe

Pretoostovimo sada do vrijade uslovi (b,
v-rio odmah

c
(5.7) | % R(s)4s =0

- . - . S = i’..l.—".- b _ _“_“- - —— -.._-:—u - 4 - -
S druze strane koristvali Ti6,; 27U, A2Uuzl S0NNST-0OV T20orem I

£ t t
g -:tﬁ\j":){":;’rx: \\*;-/I'S\ ‘? .-{'q‘}b(j}'{’g}" T!(S\' )
) B(syas = ) 2 Ll ls ¢ BES ST 28as -
- T ~ '\‘ Y,
tﬂ‘ tﬂ IKH\T\S i tg N g
y(r;t)b N t 2 e
Ul ' L_..\'-,#
= a(%0) j 2t du < 2lfo) ) o= du <oo
N, - L J
y(tn) f{t‘o) \

—---. > ,-: —_ 1 .= "--. T —— ~— hall ] \I.
Pratpostavimo nz kreju do vroijoecs uticvl ‘gY.Zhor uzlovae (S50

~ 2
Jooivamo odm
(5.8) 1im. —-1(?) S g(s)ds = Do g
gme@lVJ
S druze strane koristeéi T (t)>»t, drugl 3cnnet-ov Tsorem L wilov
(05) dovivamo:
t o~ 1 t oo If e ‘)\‘ 7
1 SR(s)ds " 59~£'0,>.}\15f Y lSlss «
a(®) SO R RIO)
to t, MANANR
t t
¢ 1 Sa(s)b(y(s?);f’i(s)dﬂ 53@_(}7{5))? (85 an
3 = -
a(t) § £(z(s)) d £ly(s)
3



y{t) , f? /10
blu 5l
= S “‘?’")dué j - ::"tll-ci':m
yf%“)f“—") y&y T\
wije Je te[T ,t] dto Jo u ontradikeiZi sz (S.8).

5.7« Zeorem, Pretpostavimo da zsz difsrencijalnu nejednalinu

579 \P1/ U3
(7iii) f'(tu)>o z2 PESo
Tada je diferencijelna nejednadina (OF) os-cilatcrna 2Zo je
ispunjena bilo keja od tri kombinacije uslova {a) ili (b) ili
(C)e

Dalji tok dokaza Jje slican dokazu Teorama S5.De.
Posliedica. U specijaslnom slulnju kad Je b(u}=l i X{t,s)=1,

Teoren S.7. postaje prvi dio Meorama 1. Kartsatos-a 1 Onose-z | 3
fvd

Primijedba. Teoremi 5.5=5.7. noxazuju da i u slulajn kad

vrijedi uslov (Ui) otklon argumenta T 1 uslov {36) na isti na-
gin utidéu na oszcilatorno ponaganje rje a%e nja diferencijslne neje-

dnaéine (P).
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gzimajuéi <z funkeije £, zedovoll=awaoju DOCeEns USlove mOIemo
o oy ke B » - =y T '—T' =y .- i o o r 1 -
dopiti Zorizne I 1nU=2I'e3znUOR dowrolone uszsicve za cgcllotornosy
‘ . At Aarfimio AT D "":) . (;‘\j\ irretans nreko Noznatir
difesrencl Jgoaiill NIo, DUl - v~ LlalnsTile plohb o tenlsals
~- 4 3 1o anin =
motoda zZumsbilnosti UVelenll U Ze/es
- » T 2 ey — - —— a . - = .y ,--..u.
Poslisdico. Fr2UDo30UVING Qo Zo At ferenciiclinu nejednozinu
: “::;‘\) vt S A v =T Axrd ) / -:) 'S ) (n N\
(P) (:ESﬁektlvno (O;} leuu*e wo o VL (l - 13 9 (u5 ) ulfi
- / " N { - TN -r. 5 - h - h *
TE)et 1 a’(8) <o za €3t (respe’ztivno (1), (Ca,, (T4 1
- i

Y 0
3
- ' 2 F £ _ ~ N
(5.8) ‘SI(U) =J§;xs,as = oo (C,m)
v P
- - ; $ A e ¢ S P aman o S S e 2
tada, izvod bilo kcz rjeleniz ¥(t) difersncilalne nsjednalins
L - wm -lu-_'. - o '\F“ . f""-"} ‘E _:.‘1 : tn . -
(P) (regpektivno, Hhils koje rizienj: y(t) difsrencijizlne nsziz~
] Wt _.--'-u.L \ ln _..,-' — ram -~ J-l-."-u- . by
Ancfine (02)) Jje cociloSorns Tumtziis,
..... . o — —— ) - .'q__, - y 2 r,__.) . FH" . - -~
Doxez, Slijedl nezoz7wadno iz Frimjedbe 5.8. i Teorems ~.3.

M - L

Napomena. Tvrénja rosljedice 5.8,vrijedi aio se uslov

L]
-

(5.8) zamijeni uslovom ablilaz
r‘:bﬂ‘

(5.9)  [1(s) =)Jo(edds =0 (H,yn)

T
8to slijedi neposredno 1z

IJ-
ot
£
.
()

ktivno Teorema 5.7.) uzimnajul
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S5e%e Uslove U dzljem 1zleszzniu cvon dijsls Zisertacije

(G, ) f’(u(t)}}/¢a{t)b(u[t)} za svolky rnocscilatornu

Sunizeiju w(t), t2t_, 7> Iz w>o0
< ¢
bide veoma vaZan uslov za Zod2ivon’e drnliik ozcilztorailh rernu-
tata.U nuiviie proulavencm slulalu alt)=1l i olu;=1 22 Je img
ciran dodro poznatim uslcovom {v),koii vreijsdi npr., 0w linszsaras

o R ¥

O
(0?) vrijede uslovi (1), (G50, (T5) 1 (Y, .Tadn, =

OO
H"u"- - ) - ] 1 - . - = _'F_..\ - _Fl;:-.-. — -
dnzéinz nsoscilatorna, niz L”ﬂi3133-'gw%(u;}h . defirnizen zg
y { e 5 =4

k=1

_....,*'--,-'I-

i = . — — ~— 1 P = ﬁ'; e
3) Liman (£)=w (%) na svekonm kompolrtacm sodintervelin
—%":ﬁ‘

od [to, > )

¢

¢t
b\

—_ T/ a { aVd e
4) ()T T(e)u (s)ds

Dokarze Neka Je ¥y proizvolino neoscllatorng rjesinje. oa

osnovu Leme 5.3, zakljulujemo da vrijedi eventualno relacija(

H . 2 A - i -.r : . -‘r d;—Iw'--:-
stavimo da zz didsrencijalnu najscnacinuy
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di relacijs 4&.) Cijim diferfaciranjem detivamo limsarnu difervenci-

Jalnu Jednadinu prvos reda:

R

Rijefenje ove Jjednalins Je <ato sa
5 -
R o
wo(t)=exp{-pSI{s)cs}Lwo(t-

< 3
o

L
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{1
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{e/
Ty
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Ocdavie odman dobivano:
L ' S

Xp(s)exp&glfu)du}ds < w ()
t
sto Jje u kontradikeiji sa wuslovon (5.12).

O

Na slican nalin diferencirajuéi funikciju

z(ﬁ) = SI(s)wo(s)ds
. . . t
dobivamo relaciju:
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. - > - 1 ~
‘m 513.Can necin Ze <oTazulo!

L

r~ td AN e ' 7
+ bl _ -
7~
‘o znadi 4 je  I.(t) = zo ngE i T (t)<>= za n > =
;0 zZnacl 45 ] 1A = oo 22 ME s 1 | = 2

L]

O,

na no osnovu Teoren~ 5,17, z2kljulujemo je posmatrana nejedna-

N

: 1
Zina oscilatorna za me{o,aJ.

Ako je m>=  tada lako dobivamo:

oo
~ 2 of, —f-]- A
I(8) < 2\ )(1(e))7s + i thmmgy 0| 0 Mo E
A it
-
r~ ~ 5
2{t)=S(I(s)+ J.l(s) ds = 20 s REF o
t

Na osnovu Teorema 5.12. 2zzkljucudemo da =2

'L

YO

osma2trana nejedna~

: 3 ;
o Je me(%, E].“astcvlj 3u01 ‘ovaj postunak
TR ﬁc*W 4
5, el z

(v
ot

¢inz oscilstorna 22

r
{

cim

t’)

W
()

covivamo niz intervala L, =( = , s1ij=ad

-
(il

i

o30binansz:

ot
220 je meLk (k=041 4.0 ) Onda Je In(t)<:9° (p=ly24eeayk),y i

Ta osnovu Teorema 5.12. zakljudujemo da Jje posmatrana nejoadnacine

oscilatorna ¢im je mel, za neko K=0,l,..., 0dn03n0 cim Je

.m&}LS)-Lkz (O 3 1 ) »
Posliedica.U specijalnom slulaju kad je a(t)=1, b(u)=1,
kada Jje uslov (U4) zamijenjen uslovom (v) i kada umjesto nzje-

L
dnadine (OP) posmatramo odgovarajuéu jednadinu (OP) Teorem 5.17.



staje Ceorem l. Mamoneves [EE].

Hel’e 0Oricme rrotnonostovimo do za diferencijislnu neie-n-*inn

tJ

(OP) vroijede nclovi (i), )’(UE>*(H4) 1 da je funkcij~ a(t) omri-
n 2

idense. Tala a0 vrijcdi zo ne'to - %=1,2,...
roa Py .
UE) 5(*1-{:3) + L1r<5)1d5 = Do
diferencijslne nejesinolina (0?) Je ozcilatornz, dim vrijedi (C )
DQ"r"J?-PI'Et“O 32700 d‘l t Ilj{'" t’:‘O"‘EI’"a nlje t:ﬁn;. In 1:3 :;e
;v neozcillatorno rjefenje nejeinaline (OF). T2da nz isti halin

2to na osnovu uslova (UB) implicira:
~
(5.17) jR(s)ds =2 .
3 druze strane koristeli Cinjenicu da jJe R(s) > 0, ogranidenost

funkecije a(t? i usliov (SP) dobivamo:
t t | Y(t)
? "'"r( rt 4
freslasa()2iaoptyi2las ¢ o f F¥jeus o

cdje Je C>o0 konstanva takva da vrijesdi a(t}s:ﬁ,t;;t , =to Je u

Lontradikeiii sa (5.17).

-

Primjer.Diferencijalna nejednalins posmatrana u Primjeru 5.172,

—_

el b - . vr
-1-'1:Ir1.‘,--._,:: -‘::' ﬁ--ﬁ"! r-lx J—_"-'l-' - "“!'?_' 1"'.- b "‘4"- . Pt - e !-
= Colo 1z22tdivntl 4 "omittonden cocoilacionos iritenid
e . —_ b ! ", N -, -
2TcT v Tzorernu Selt.. Jizime, Yoo O smOo var widjeli n PrimSoaom

Il(t) = o me(o,z]
| < o= ‘> j .

)

Koristecli ovu ¢injenicu dobivamo, na slidan nalin, kao u Primjeru

= oo m (=,1

I(s) + mI.(s))ds ) "’:I

Jae) +prytsdas (3 2 0 B

Primjenjujuci sada Teorem 5.13,., zakljudujeno da je posmatrana neie-

dnadina ogcilatorna ¢im Je:

me(oa%g]U(:; 11] = (O,l:l



2osljedica.t speciizlnom zlulaju kad je o a(t)=l,b(u)=1l, kada je

uslov (I, ) zauijenjen uslovom (v) i kada umjesto nejednalins (0P)

>

LS
poznatrino odmovarnjuln Jednadtinm (0P) Teorem 5.13. postaje Teorem 2,

Kamensv-=a [ 28]

S5elld, Xarakiterizeociiallzlov (Ug) 1ma posebno znadenje u sludain

postaje notreban 1 dovolien uslov za oscilaci-

<t
3
3
3

kad je k=1, jer
Ju nejednalinc (0P).

Teoren.Pretoostavimo da za diferencijalnu nejednadinu (0T) vri-

1,0(u)=1,{i),(v), (I ), (Tq) (05). Tada je dife-

jede uszslovi a(t)

rencijalna nejcdnacdina (OF) oscilatorna alio i samo ao uslov (HB)
vrijedi za k=1l. BEREEE

Dokaz.Slijedl neposredno iz Teorema S5.13. i Teorema 2.5,, ako
se uzme u obzir da je (2.1l0) ekvivslentan sa uslovom:

Coul . D
5(1(5) +2¢éCI{u\)?du)ds < oo y M>O.

Prinjadba.Koristeli transformaciju P.l., moZemo otkloniti

restrizcije a(t)=1 i b(u)=1 u Teoremu 5.1%4.. U tom sludaju uslov

17
1\."*'!: J '
- -
=2
cdizs Je I (e) = Y aludnia)iu .
s

Posto fe rezultat lJutler-z (Teorem 2.6.) jedini poznati notrohon

1 dovoljan uslov za oscilaciju jédnaﬁiﬁe (65),u gludaju kad je
funkecija p promjenljivoz znaka, to je i Teorem 5.14. jedini »ozrati
rotreban 1 dovoljan uslov ze oscilaciju odgovarajuée nejednciine
(OP) sa koeficijentom p promjenljivoer znaka.

” a

5.15.Pretpostavlisjuéi da uslov (Ul) vrijadi uvedimo slijedeii

niz integrala {I (t)} neo 2°% ohzira da 1i su Xonaéni ili ne:
_ Tl - ~
Io(t) = I(t) _E?P\ s)ds | O‘I_l(s’t)_l .
':J - - -
I, (%) = g(z (5))70; (s,t)ds Q7 (Sgt)=expk?gT(H)du
| 0 70
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ENOERNCAINEID QI _ (558)ds
t S

QIn_l(s,t) = exp(2j(Io(u) + I, (@) + eee + I__,(u))du)

Teorem.Pretpostavino da za diferencijalnu nejednadinu

(OPL) y(t)[y”(t) +p(t)y(t)]£0 » TZT,

vrlaede uslovi (Ul) i za na%o k=1,2,...

(Ug) §_k L (£)dteoe 1 jcrk_jc ))70r :

k_(s tds g I (8) 5, t3 %

Tada je nejednac¢ina (OPL) neoscilatorna.

Dokaz.Posmatrajmo integralnu jednacinu:

(5.18)  x(%) = I, _, (%) +jx (8)Qr, _(syt)ds  jE3t,, k2,3,... .

Neka je X skup svih nerastuc1h funkcija defﬂnluanlh na [t s 25 ) 53

osobinon:

Ik__l(t).g x(t) g EIk—l (t) yXEX , T2t .

Uredenje u skupu X uvedimo na ucbiajen nadin:

X3 £ %o <t tO) Xl(t) < Xe(t) .
Definisimo na X preslikavanje ? sa:

(.’fx)(t)=Ik_1(t) +§-x2(s)QIk 2(s,’c)ds » T2t .

ct -

Lako se pokazuje da su svi uslovi Teorema 2.5. zadovoljeni pa zato
upravo definisano preslikavanje ima fiksnu tacku y, 3to znadi da i
integralna jednacina (5.18) ima rjesenje.

Posmatrajmo funkciju

u(t) = y(t) +§°I (£) byt

1 dokazimo da vrijedi
p 2
(5.19)  u”(®) + u™(t) +p(t) =0, tyt, .

Neposredno se provjerava da vrijedi:
) K"l
(5.20)  I;(%) = ~ (T, _;(£))~ - PL (9 5 7T, (%)

Koristeéi relaciju (5.20) dobivamo za tyt,



u” (t) + u(t) (%) = 77 (%) +j§i§1£(t) + uact).+ p (%)
n=o

YT - (T (6))7 - 2y(8)3TT,(8) = p(8) = (I(6)” -
2= In

)

- 2T(H)T, (%) - (I, (6007 - zigit)(l(t) + L)) = eee -

- k-3 2
= (I {_BCt)) - 2Ik_2(t)%§%Ijﬁt) + (t? + p(t?

"

(u(®) = y(E))(ult) + y(&)) - 2y(t)]§1n(t)_ - (f%zn(t))g =
' Nn=0 n=0

K~ - - - )
=Zzln(t)(3:}’(t) +§_%I (t)) - 2y(t)§r‘%1 (t)-(hZ'ZI (£))" = o

Dak1e, relacija (5 19) vrijedi. Uvodeéi fun<c13u z sa:
z(t) = Q\P(SuCa)ds)

neposredno PPOVJGPavano da vrijedi:

B+ p(ed)=(s) = o R t;r-to’

Sto znacl da 2z zadovoljava i nejedradinu (OPL).

Primiedba.Moaoran 5.15. Jje dokazan za k=2,3,... jer, kao 3to

je pokazano u \75] rezultat koji se dobije za k=1 je specijalan
slucaj onoza za k=2. Moz se lako pokazati da je i opéenito rezu-
tat kojl se dobij: za bilo koje k specijalan sludai onceoz za ke«

-~ i

Posliedica.il speeijalnor: slucaju kada Je k=1 i kada umjesto

nejednaline (OV) noae

T - s ] 'n p,'\- -: - et r—‘ — Ly
Dasantrano cdsovarciult Jedinatinu Megren . 5,10

sa Prinjeddom S.1%. nogtaje Teorem 2. Opini-a[63] , dok u sluisgn

dobivano Tsorem l.l. Willett—a [751'
Hapomena.Tcorem 5,15, se moZe nro

kada Je k=2

Siriti na klasu nelinearnih
diferencijalnin nedednoafina oblika (OP) ws dodatni uslov (Us) 1 us
zanjenu uslova (11, ) wslovom:

() £7 e ca ) n(ult))

7o s3vaku nooscilatornu funkciju
u(t)s

da za difeorencijalnu nejednacéinu
(O¥L) vrijede uslovi (1),(y) i za meko k~1,2,...

O
D.16. Teoremn,Protiastavimo



o

- ' r( -~ J.TJ - P R I/'l
SNy J*I}:-.'L(“")} GL,. q(._},t)ia?”,z; + &I, _1 (%) y T2t
L EAL ¢>0 xonst-nta. Tads je diferencijzlna nejednadina (0PL)
o:f":‘” ,“:Dr**al

wiazePretvostavimo da trrdnja teorena nije tadna. Nelza He N

Sellztorno riefenjs naicinafine (0OPL). Na osnovu Tene 5.%. zak%liu-

fujero <@ vrijedl relacija (5.277), Uvedimo funkciju Z(s) relacijom
oo
>
70s) = J2%(u)du y 5 T,
i dozniino da za funizeiju W definisanu relacijom (5.22) niZfe vreij
.0
(5.21)  (E) » I, (%) +£’-'-"'“(5)QL _(s,%)ds
_{":_

ra ono X za koje vrijadi uszlov (U7).
Dokzz <emo 1lzvestl metodom matematidle indukeije. Za k=1 tvrdnjia
nepozredno slijedi iz relacije (5.277).Pretpoztavime da relacijs

(5.21) vrijedi za za neko x>1, 1 dok=2Zimo da vriiedi za sli
~

priro ni broj k+1l.
Diferenciranjem no t funkceije
o
2
(5.22) - W(t) =17 (s)0p _(s,t)ds vt b
' -t T —

donivino:

E:% 3 k-2 .
1) = =) ) TI () = 2RI 2T, (8) — (H06)+Ty (D)

Tl
WP (E) = I, () = 2u(£) STT_(+)

i odavde:
, k-1 ) P
W) + 2Wt)> I (t) <=9 (%) - Iy 1 (t)
=0 =

3to nakon mnozenja sa QIk l(t,T) daje:

%g(w(t)QIk_l(t,T))g -'f_-f??(t)QIk_l(t,T) - 1%-1(1’)@-1 (t,m) .

Tntesrirajuéi ovu relaciju od T do t» T dodivamo:



I t
1EI0 (5, - 1(T)g -BW”(t}ﬁ_ (t,m™)dt -jiﬁ_l(t)ﬁv (t,T
T ' T

k 1

sto odmzh daje:

t
— D
WD) 2 W(E) (5,™) « \UT(6)2-  (t,T)dt +
m—_l_ T ﬁl‘:-l .
t %
A i N DY ! R
e (0)0p (5,Dav> T(T) + [ (e)ay  (5,m)at .
T i -— T 4
Prelazeéi u posljednjoj relaciji nz ~raniéni proces t — o dobivano:
Bl ‘
9(T) » I, (%) + (=) (t,T)dt
T I]—f:.--*l

Zto znaci da (5.21) vrijedi i za prirodnil broj k+l.
Iz relacije (5.21) neposredno clijedi:

W(t)> L1 (t) eventualno.

Koristeéi ovu relaciju i uslov (U7) dobivamo iz {5.21) da vrijedi
eventualno:

‘Ei(ﬁ);a Ik_l(t) + é P (s)Q (s,t)ds >Ik_l(t) +

5 21 (s)0 k_g(s,wdsalk_-l(-t) b T, (B)=(R+8)T,_ (B).

~

Hastavlgaauéi ova] postupak dalje dobivamo rastuéi niz brojsve

- Y .
- 1{ - @ ﬂ’ -;ﬂd':
{ln}n=l Za ,OJ; vrijadl

1im i = 2o i ‘Kt);:l I 1(t) aventusl1no
N-a>0 18

sto je ofigledna kontralikcija.

Primjedba.Iz dokaza Teorema 5.l1l6.0Cito slijedi da ako za nelo

k=1,2,.0. L (t)=n0
i ako su zadovoljeni uslovi (i)i (Ul), diferencijalna nejednadins
(OPL) je oscilatorna. |

Posljedica. Teorem 5.15. se u slucaju k=1 svodi na klasicni
rezultat Opial-a [65,Teorem 1] » & za k=2 na klasicni rezultat
Willett-a [75,Teorem 1.2. ]

Nzpomena.Teorem 5.16. se moZe prodiriti na klasu nellnearqlh

Jdt



diferencijalnih nejednading ohlik~ (0P) uz dedatns uslove (UA), (U,)

)

1 uz zonmjenu uslova (U,) uslovon:

eyt 2 L 1 .
(W5) § T (8007 (5,004 >(UCZ (r + €)X, 1(8) , T2t
¥

lr=2

pri cemu Jezgra Op (8,t) zada imsju odlik:
n

9!
s,t) = exn(2 T.(u)du) .
9r_(s,%) (2p g4 T5(w)aw)

0
5.17. Hille=-Wintner-ov teorem ua%eﬁivanja.Posmatrajmo uz (OPL)
1 nejednacinu:

(OF)  y(O)y " (8) + a®)y(¥)|c 0o , t> 1t

gdje Je qu[:to,cu)] « Oznacino sa {JnCt)};:o niz iteriranih inte-

srala, uvedenih u 5.15., formiranih u odnosu na funkciju q.

Teofem.Prétpostavimo da za neko k=1,2,... vrijedi:
_ . k-1 . X
(Uge) Ik-l(_t)?' J’k_l(t) i EP=:0 Ip(t);§=o%Jp(t) y Tet, .

Tada ako je diferencijalna nejednacdina (OPM) oscilatorna, oscila-

torna je i nejednadina (OPL).

Dokaz.Pretpostavime da tvrdnja fteorema nije tééna. Neka je ¥

neoscilatorno rjesenje nejednadine (OPL). Premé dokazu Teorena 5,16,
za funkciju ﬁfuvedenu u tom dokazu vrijedi relacija (5.21).
Uvodenjem funkcije W relacijom (5.22), diferenciranjem no t i ko-
ristenjem uslova (US) doblivamo: |
K~1 :
’ Y 2 2 : \ 2 3 2
We ()< —We(t) - Ik_l(t)-2w(t)PZ=oIp(t)s ~U=(£) - Tp_, (%) -

: K-1
2W(t)> 7J_(t) s 2T .
P=0 P S

Postupajuéi kao u dokazu Teorema 5.16, odavde dobivamo da vrijedi

eventualno:

(5.23)  W(t) 3 I (%) +£‘-‘12(8)QJK NEROLEN S >t .

Oznadimo sa X skup monotono nerastuéih funkeija x definisanin na

[T, =), 2za koje vrijedi:



T, (t) < x(t)< ¥(t) , t3 T, xcX.
Definisuéi na X presli«;avc nje ij saz
:}
(G4x)(t) = 3. (%) +5 “(s)Q; (sy8)ds  , t3» T,
k Jreq ’

Ilﬂko se provjcrava, koriitenjem relacije (5.2%), da vrijedi %(X)Q;X.
Defini3uéi uredenje u skupu X na isti nadin kao u dokazu Teorema
4.31. neposredno provjeravamo da su ispunjeni svi uslovi Teorema 2.5.
pa zato postoji funkcija Uef za koju nah[T,c») vrijedi:

LSU U .

Uvodeci funkciju |

v(t) = U(t) +ZJ (t) 5, t=T
na botpuno isti nacmn kao u dokazu Teorema 5.15. zakljucdujemo da
vrijedi: |

VOCE) + VO(E) + q(t) =0 , t»T ,
odakle neposrednotdobivamo da neoscilétorna funkcija

y(t) = eXP(év(S)déj y T2T
-zadovoljéva jednac¢inu

v Ot) + a®)y(t) =0, t21T
na tim pfije i nejédnaﬁinu (0PM), Sto Je kontradikeija.

Pobljedlca. U specijalnom sludzju kad Jje k=1 1 kada umnjesto
nejednadina (OPL).i'(OPM) posmatramo odgovarajuée Jednaline,

Teorem 5,17. postaje kla iéni Hille-=Wintner-ov teorem uporedivanja

6] .



Tlava 6.
K RITIZIRIJII SUMASIILYNOSTTI

- U ovom dijelu dizertacije dobidemo veoma opdenite
dovoline uslove za oscilaciju diferencijalne nejednadine(OF),
voji ce vrijediti bez obzira na znak i1 konacanost intecrala I(t)
i koji ¢e biti izraZeni preko sumabilnosti integralnoc overatora
uvedenog:u Sellay

6.1. Uslovi. Uvedimo sada uslove sumabilnosti koje éemo
koristitl za dobivanje occilacionih kriterijs za diferencijalnu
nejednacinu (OP).

Za Jezgro K(t,s) ili operator X definisan relacijom (5.5) ka-

zemo da zadovoljava uzlov:

(34) ako za gvako PeC[[to,cn)] koje Je ogranicdeno vrijedi
1im(KP)(t)=Ce(=00 g0 )
—> Do
(Ss) axo za svako .PEC[\:’CO, oo):l sa lim P(t )
tT—=>2
vrijedi 1im(XP)(t)=20.
. — DO

(86) ako za svako PE(C”LQ)[[tO,ﬁni]

vrijedi 1im(K>) (t)=Gl€(— 20 ¢ Do e

t >0

Uvedimo sada jedan veoma vazZan iszko pomalo nenrirodan uslov koji
¢e u daljem igrati centralnu ulozu u tehnidkim problemlma koji

e se pogavlglvatl.Ovaa uslov je dzo Hartman [

(R,)  Postojé funkeije keg[[to, )4 (0, )],
meC [[to,oo),[o ':»):l K eC[éZS,[o m)- i
konstanta §e[o0,2], takvi da funkc:Laa ¢
definisana sa g(t S )= SEASK(t wk(t)dt'

ims osobinu. 3601[35, [0,90)] i
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| t o
(6:1)  §(ty8)3 m(IE2(6) (K(t,8)) K (b,5) § LT o

t, Ko(t,u)

e o
(t,s)ed, gdije Je K €C(&), i da osim toga
| K,
vrijedi: . .
. O Cu
(6.2) S m(s)ds=2 1ili 1lim sup‘-k(t)jm(u)du} Oe
to Lo t

Primjedba. Koristeéi Tubini-jev teorem i definiciju g

‘dobivamo da vrijedi:

p— .
—

t S
—iL-k(t)jK(t,s)SH(u)duds
Z & -

e | f
e = jg(t,s)H(s)ds | R ge[to,t:l
o

o . Ty

za svaku funkciju H definis~nu na [to,:»), za kojﬁ intezrali
u gornjoj relaciji postoje.Koristedsi (6.1) iz posljednje

relaclje dobivamo:

£ g £ 2-7
(6.3) ad? k(t)jK(t,s)SH(u)duds]; _m(t)ka(t)j(K<t.Lu.l>_ du
R L o t Ko(t,U.)

o

t .
| .j(x(t,s))f‘xo(t,s)ﬂ(s)as .
o

U specijalnom sludaju kada Je KO=§ u oblasti D relacija
(6.1) postaje:
1

Gel : £)< ' ce——
( ) o =) x“(t)(XK(t,s))¥ L du . |
| _' . g(t,u) a

Ovaj specijalan slulaj uslova (Rl) je veZan za primjene.

6.2+ Teorem.Pretpostavimo da z:n diferencijalnu nejednadinu

(OF) vrijede uslovi (i),”(U4), (Ry)y (5,40, (35D (86) i

(Ry) e = lim sup (KP)(t) » lim dnf (KP)(£)> - oo
| t—s t > |
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zdje Je P(t)sz(s)ds. |

C

Tada Jje diferencijelna n=jednalina (OP) oscilatorna.

Qgtgg. Pratrooctovimo da tvrdnja teorenn nijﬁ tacéna.
leka je v ne0ﬂ011atorno TJEﬁcnae nejednacdine (OP).Uvodeéi runlkci-
ju R(t) kao u dokazu Teme 5, 304 diferencirajuéi Je i koriste

uslov (U4) dobivano:

RY(t) g ~p(E)=pR™(t)

sto nakon inegracije od « ;-,.to do T>»u« daje

t >
b | o | 2
rmozeéi poslednju relaciju sa X(t,s) i integrirajuéi je od «

do t > dobivamo:

1 S +
;fK(t s)R(s)dstyS (%, s)jd ‘(u)duds ¢ R(L) jﬁ( 4S)ds=
o o
-j_{(t )jp(u)ducls ’ t>de

d
ITa osnovu uslova (34) i (R,) odavde odmah zakljudujeho da

postoji konstanta MaamatQKVﬁ da-jo-
(5e5) jK(t,s) (s)ds+xg5h(t 5)5? (uw)duds ¢ I , to>d o
o

DokzZimo da-vrlaedl-

t
(5e5) lim K(t,q)j?g(u)dudsax».
> g
Lko ova relacija na bi bila tadna iz (6.5) bi slijedilo:
(5.7) 5K(t,s)R(s)ds+(%r S(t) <o eventualno
a 2

dje smo uvell ozneku:
S R
8(t) ={K(t,8))R°(u)duds , t> s»d.
oL o
‘Poito je S(t)>0 iz (6.7) dobivamo da eventualno vrijedi

R< 0.



Komisteci Cauchy-Schwarz-ovu nejednakost iz relacije (6.7)

dobivamo‘za”ﬁ{p,El da eventualno vrijadi:

3&52(45) 4(55@ ,5)R(s)ds)°¢

< 45§5§E:Ell——-du j( c(tyu)) K (6,0)R" (w)du <

AL K(t u)

Syt | ~

4‘S_§£E‘u’ dHS(K(t,UJ)rK (t,u)R7(u)du .

0
KCt 11) 4 _

i F ] 9 L L] F |
MnoZedi ovu r913013u sa m{t)k (t) i koristeédi (6.3) sa H{(s)=

2 s s e . 4
R~ (s) dobivamo da eventualno vrijedi:

[)f;"m(t) [k(t)s(t)] ¢ 4[1:(1:)5(1:)] ’ '

Integrirajué¢i ovu relaciju od t do podesnog szt cdobivamo:

§—-7, Zk(t)jm(u)du
2to na osnovu uzlova (R ) (precizno, re13013ﬂ (662)) daje:

1im S(t) <o

t— 20

sto Je oligledna kontradikcija.

Dakle relacgja {(6e6) v“iiedi.

Pozto _3.11}31“83 (u)du sigurno postoji kao kXonadan 1li beskonafezn
-5

broj to iz relacije (6.6), na osnovu uslova (S%) zzkljudujemo

da vrijedi:
Do |
S' RT(u)du < o
*to zbog uslova (S;) imnlicira da je:

(648)  1im(KR)()=C1€ (= ony00)s

'ﬁ—}f.‘)n
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Iz‘relacije (644) neposredno slijedi:

t
2(t)+ Jp(s)ds< Rx) . t2da
o

rnozeéi ovu relaciju sa X(t,s), integrirajuéi je zatim od L4 do

t 24 1 Xkoristeli uslov (8,) dobivamo da eventualno vrijedi:

t S : t
§ 7(t,s)R(s)ds+)K(t,8) Jp(u)duds ¢ R(é)iKCt,S)dS <
.3 o4 o

TZ2S> o, Ml > O kenstantae.

Koristeéi uslov (R,) iz ove relacije zakljuujemo da je:

N
1im SK(t,s)R(s)ds=-:»

&to je u kontradikciji sa (6.8).

Primjedba; Da bi uslovi (84) i (86) bili konzistentni naj-
podesnijé je pretpostaviti da Je C=Cl=0 u tim uslovima .Naime,

gslucaju da je neka neprekidna funkcija ? ogranifena i kvadra-

tno integrabilna uslov (S,) bi implicirao:

1im(KP) (t)=Ce(~ %450 )

t —oe

dok bi iz (Sg) slijedilo:

1in(KP) (t)=G1 €(~ mey no)

t-—>00

pa je za konzistenciju tih uslova dovoljno uzeti C=Cl za sve

funkcije P sa ovakvom osobinomsliedutim, sa stanoviZta primjens
slugaj C=C,=0 je najznadajniji pa é&emo zato u daljem izlasza-
‘nju to i pretpostavljati.

U tom sluéaju lako Jje dokazati da je uslov (84) ekvivalentan sa

slijedeéa dva uslova:

t
(6.9) + {K(ty5)at=0(1) (= 0)
(6.10) ) %K(t,s)dsr.d(l) (t - >) za fiksi?ano Te(to, 50 ) a

.to
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Uslov (A.lo) slijedi iz uslova:
(6.107) K(t,5)=071) (t —o0 uniformno za 0<sg T

koji Jje podesniji zo primjene.

U slucaju da vrijedi uslov {54), uslov (85) slijedi iz uslova:

t .
(6.11) éiK(t,s)ds;:M>—o eventualno, M konstanta
- 0

koji je podesniji za primjene, dok je uslov (SS) ekvivalentan

sa uslovom:

t
5 |
(6.12) sz(t,u))‘du=O(l) (s— =) uniformno za t» s.
s .
6.3 Primjedba. Posmatrajmo jezzro X(t,s) uvedeno u Primje-
dbi 5.8., koje zavisi od n (n»1) funkcija fl,..._',fHEC[[tdi:a) 1[0""'}]
Zbogz jednostavnosti uzmimo da Je t,=0. 2

Uzimajudéi

k(t)= S . . . j £1087) eeef (s )dsy oo ds, ,

Oﬂsl_é L -;;Snét

lako provjeravamo da vrijedi:

L |
eltys)=£,(8) § o ..o § £1(s)) eaur j(s) 1ddsy..uds
85515 o s e £Sn-1$t ¢

* %
$to znali da su, na osnovu Primjedbe 6.2., uslovi (Sg) i (56.9)

ispunjeni.Uslov (6.10’) sada postaje:

(5.13) :f (s) . v e £-5(Sn) eeef (5 )dSneee ds_ =
| : éésgé---gsn;t 2272 n-n 2; n

=o(k(t))_, t —o« uniformno za og sg¢ T.

Ovaj uslov je neprikladan za primjene, ali se moZe lako dokazati



95

vitestrukom primjenom L*'Honital’s=-ovog pravila, da: je impliciran

uslovom:

lim_ 5‘, . .5ﬁ fl<51) -es fm(Sm)dSl--. dsm=ﬂm,
t—>2 O,@,Sl.ﬁ ----‘ésm‘-ﬂt .

Hl=l, cew ,n-

Uslov (86) oédno-sno (6.12) noctaje:

iy

2 -

(6.14) S(fl(u) S . . .S fpcsg) PR fn(sn)dsf_-)--- dsn) du =
' D 11:5.82& e e éﬁné‘t - _ -

.;_o(kg(t)) (t —2 uniformno za t > s.

Posljedicae. U specijalnom slucaju kad jezwro:K(t s) ima
oblik dat u Primjedbi 6.3, kad funkeija m(t) zﬁdovolaava relaciju
(6.17) sa ¥=0 tg. kad vrijedi:

(6.15) o m(t) W{K{i—’_’ct _l-_)gu
0 S yu)

i kada unjesto nejednaline (OP) posmatramo odgovarajuéu jednacinu
(55) Teorem S.2. daje uopéenje Teorema l. Coles-a 1 Willett-a

[lo] a vjerovatno i pojalanje.llaime, u sluczju n=2 uslov (6.15)

nostaje: -
£5(t)
AR E e e suceny- S
+4£_)££“q£9)&u) ds
‘j Sfl(u)du

o
U21ma3u01 znak aednakostl u ovo] relaciji lako se dokazuje koricte-

njem Cauchy-Schwarz-ove nejednakosti da vrijedi:

n(t) () S ) .
- tee 5(u)

S fl(s) (S-—({ﬁdﬁ)ds

Kako je funkcija T(t) upravo funkcija koja figuriSe u odgovarajuéem
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uslovu Coles-a i Willett-a [lo] to vel za n=2 dobivamo uopcenje
~ore pomenutog rezultata Coles-a i ‘illett-a.

U gpecijelnom sludzju kad je n=1 oznacavajuéi £, sa dobi-
1

vamo iz upravo provedenih rszmnatranja da vrijedi:

2l

‘ t
}%“(s)ds

o

Uzimajuéi u poslednjoj relaciji znak = uslovi (6.2) postaju:

(6.16) Tgﬁ%% dt=o ili . ]iiis;p(iﬁ(s)dsj fég(i)%ds > 0,

t
0

n(t)

dok uslov (6.12) pdstaje:
5 2 f 2 :
5 f (u)du=0((a§5(u)du) ) (s—>=) uniformno za t > s.

3] specijélnom sludaju kad je a(t)=1, b(u)=1, f(u)=u, n=1 1

kzda umjesto nejedﬁaéine (OP) posmatramo odgovarajuéu Jedna-
¢inu (6@) Teoren 6.,2. zajedno sa Primjedbeom 2. [8] daje ucplenje

Teorema l. Coles-a [ 8] kao i jednog rezultata Willett-a [74].
Golte Posljedica. U specijalnom slucaju kad Je fl#l .- i

fy= f3= cee =fn= % u Primjedbi 6.%. dobivamo da kad vrijedi:

(6.17)  fo(udu=o (H,n)

i kada su za nejednadinu (OP) ispunjeni uslovi (i) i (UA)’
diferencijalna nejednacina (OP) je oscilatorna.

U ovom rezultatu uslov (6.17) se moZe zamijeniti uslovom:

(6.18)  {p(u)du== (C,n)
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jer Cesaro-n sumabilnost ka =~ implicira H61lder-n sumasbilnost

3 oo e
U sluéaju Cesaro-n sumabilnosti moZemo dokazati i neXto ja
rezultat za n > 2.

Teorem. Pretpnostavimo da za diferencijalnu nejednalinu
(0P) vrijede uslovi (ij, (U4) i (6.18),3djs je n 22,u kome je
1im zamlaanaen sa lim sup.Tada je diferencijalna nejednacina (OP)
ocecilatorna. f

Dokaz., Pretnostavimo da tvrdnja teorema nijeitaéna.ﬁeka

je y neoscilztornoe rjesenje nejednadine (OP).Uvodeéi funlkeiju

2{t) kao u dokazu Teorena. G._ . dobivamo relaociju ( Yo Intepri-

{

rajué¢i n puta tu relaciju od o4 do t2>d dohivamo

¢ ¢
A §(t=s)?L Uo)assnf (5-5)" 27 (s)ds <
"ol I
R(&) (=) = J(t-s)"p(s)ds
ol

odzkle nakon jednostavnih Tren sgo rnzcija dobivamo: .
1 { : 5
g rt_s)z ey BAESEL T ) <
RETRA
e
gl ¢
R(.L)(t—a(.)n+ o (=0 j(t-s)n p(s)ds

f?nn—l)

Sto implicira:

t 2 -1
" SCt—s)n p(s)ds ¢ R(«L) (t-L)™ + L (t=t)" .
d | ‘f(}*(n-l)

h

. . rs . n . , : o
Dijeleci ovu relzciju sz t7 1 prelazeci zatlm na granicni pro-

ces l1lim sup dobivamo:
—p D t

t— "

1lim sup %h(t-s)n p(s)ds < o=
d.

3to je u kontradikeciji sa uslovom (5.18)-ustvari njesgovon
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adaptacijom formulisanom u 1zjavli teorema.

li

6.5+ Posliedica. U specijalnom slulaju kad je a(t)=1,

Tramo

E‘J

o(u)=1, f(U)—u,Jkﬂl i kada umjesto nzjednadine (OP) posn
cdgovarajucu Jjednadinu (OP) Teorem H.4., postaje kXlasican rezu-
ltat Hartman-a [20] i Jintner-a [76].Hapomenimo da se ovaJ rezu-
ltat ne moZe primijeniti u slucdaju n=1, &vo Jje pokazao lartman [“o].
Primjedba, Svi dosada dobiveni rezultati su motivisani

upravo pomenutim rezultatima Yartman-a i Yintnsr-az, koji j=2

prikazan preko (C,1) sumabilnosti intesgrala P(t)= fD(S)ﬂu-:FO

(S
[
O
-
O

~
i
|

-~
-

-y
(1
—
—

!

“to gmo vidjeli ovaj rezultat se moZe uopliti
mabilnost funkcije P(t), “tako i ne (C,n) :uﬁﬂ311ﬁo;t Tunkeije
P(t) neZ to opcenitla = onlika od oolfajﬂne (Cyn) sumabilnozti.
Ovo Je posljedica éinjenije dz je (J,*) ((1,1) i da je, kazo “to
smo veé napomenuli, rezultat Hartnan-a i Wintner-a izr '“en pralo
(C,1) sumabilnosti.

S

Primjena. Posmatrajmo motricénu diferencijolnu Jodn-o-

cinu:
(6.19)  Y7(t) + ALYV (E)

i pretpostavimo da poztoji dij-gonslni elcment a

lna jednadina (6.19) oscilatornz.

Dokaze. PridruZimo matridénoj diferencijalnoj jednalini

e
(5.19) obilnu diferheijalnu Jjednadinu:

(6.197) 3 (%) + ay; (B)y(t)

i definiZimo funkcionzl Be sa:
i

gei(A) = (4,



zi svaku nxn matricu 4, odje je
1 T
ei - (O, . & 0,1,0, ---,O).

Dakle, funkcional Be pridruzuje svakoj matrici njen ii-ti ele-

, i
nent.lNeposrednom provjerom se polkazuje da je ovaj funkcional

linearan i pozitivan.Dalje, olito jec da vrijedi:

'(I -TI) =o0 ’
i

o
“e

Kako je diferencijalna jednacina (5.19’), na osnovu Posljedice
Celte oscilatorna to su ispunjeni svi uslovi Teorema 3.4. pa Je
zato matriﬁnaldiferencijalna jednalina (5.12) oscilatorna.

Primjedba. Teorem 6.2. se lako moZe uopéiti na sludaj kad
umjesto funkcije P(t) u uslovu (Rg) figuriSe funkcija

Pg(t) = §S(u)p(u)du e

o

koja zavisi.od funkcije gGCWItO,fh),(O,Em)] sa osobinom (iii),
pri Cemu se uz ostale pretpostavke Teorema 5.2, mora jof pretvo-
staviti i uslov (34).

U ovom sludaju relécijaHCG.l) u uslovu (Rl) treba biti zamijsnje-

.na relacijom:

- 2=
"3(1,,55}m(t)kz(t)(K(t,s))ﬁco(t,s)f L) guau
| | | t Ko(tgu)

o

(1.:,:2'.)6.‘.15T za svaku funkeciju g sa navedenim osobinama.
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ZLAVA VIT

ol

MOGUZ A 2P207IRIIJTA RIZ2UI DATA
U ovom dijelu dizertacije pokxzzademo noke od mo=utih nutevn

1
nrofirenja¥ucpéenja rezultata datih u Fetvrson, retom i Featon
Clij 8111-

7ele Posmatrajmo difercnciialnu neojednadinu ohlilka:
(P0) 3 (8) [(a(t)n(y(6))7 7 (6)) +QUEIT(F(£),7 <W(E) > 3y %67t} > <5,

t2t, gdje je QES[tO,On), FES[ Rx 2% R“] sa ozobhinon:

uf(u,v,z) >0 22 u$o

T(t)= mrlﬁ),...,’rm(ﬂ s 1inT, (£)=mo (3=lyecaym)

t—)-::nl

&(t)= (67, (t),...,o" (t)) 3= i€ (t)=00 (i=1,...,n"

't-iﬂ"'
Ww<p{t)> =("f‘(elCt)),...,"¥‘(eq_(t;\.) . 8=06;,.c. 109
Svi rezultati Setvriom dijela 2z isuzev potrednih uslova, = -
tim svi rezulteti dati U 3.1-5.8. k20 i svi resu’
la se mogu proziriti i na nejadnaline (P0).Zboz ilustracije 2o a-

zacemo To na »rinjeru Teorazma 4,25, 1 5.5..

3
(D
Q

.j
{D
|
®
U
i3
{J
r.”l"
O
"I‘
“'h.'
i_J
-3
0

),

(2
j 1
fot

_b
D
3
D
3
)
].,_l
(0l |
T3
.I_l
-
i

3

D
4

)

.

3
(2

Ldl

'3

]
TN
]

)

A

-
~J
*
ot
~s

i
S;(t)[r{o"'(t}-q"{t)] A= e Kelo,1]

zdje Je QT (t)=max{Q(t),0}, Q7(t)=mox{-2(t),0} i

2h31lnih

(F F je klasa funkcija definisanih i ‘'iferenc

|-
- ('_J

1)
eventualno, sa ogsobinom da zZa svalku n=2oscilatornu

T nr

funkciju ze¢F postoje vozitivne konstante T g
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(koje zavize od z) tako da eventualno vrijedi

F(z(t))z <T(t)> ,27<6(E)> )
£(z(t))

<M,

(72) " Lg

+

Tada je svako rje®enje y diferencijalne nejednaline (PO) koje
pripada klaéi funkcija F oscilavorno,

Dokaz. Dokaz korigtli tehniky 3taikos-2 1 Sficas-a [ﬁﬁj.
Pretpostévimo da tvrdnja teorema nije talna.ileka je y nocosci-
latorno rjefenie nejedn 8ine (PO) koj2 vnripada ¥lasi funkeija F.
Tada je y neoscilatorno rgmrenae nejadnadine (0OP) pri demu Y%oe-

ficijent;p'ima onlik:

(1 ) > ( |
p(t) o) L)y <l 1) Ly RE(E)> ) £3 8,5 b,
£ (y(t))
Nz osnovu uslova (Fl) i nreeciznijs relacije (7.7) -lohivamo:

p(t)=0(t) () r < W(E)> ,y & (b/> )

£{y(t))

coter) BBy () > 4y (E)> ) _

£y L))

Q™ (%) Ply(B)ey cTit)> !<5'(_L (£) =" () =

£z (t))
=M(XQT (£)-07 (%)) 1ije je K=m>o.

Ovo DOﬁaque da uslov (©.1) implicira uvslov fﬂl) 7za svaltu fun'-ci-

Tt

ju g koja zadovoljava (iv).7Prema tome zadovoljeni su svi uslovi
Teorema 4.25. pa Jje rj=2Tenje y oscilatorno, <to je kontrafikriia,
u

Primjedba. Zaemjenjujuli v Teoremu 7.l. uzlov (Fl) nglovom:



lo?

(F.) :?'Je klasa funkcija definis=anih i dif=rencija-
" bilnih eventuzlno sa ozchinom da zao svelu fun-

‘kciju ze F koja zzdovoljavas
Liminflz(t)|>o0
T—> o

postoje pozitivne konstante L,M (koje zavise od z)

J
“tako da eventualno vrijedi welacija (5.2)

tvrdnja toz feorema prz2lazi u:

za svako rjelenje ye€ F’ wvrijedi 71m1nf\y(t)\=o. |
T—o2e t
. - - LI ﬁH
Posliedica. U specijalnom slulzaju ka ey
T.(t)=63(t)= 1 keda iest ajednaci (0P atrs
3 i€ 1 Kedza umJesto nojednacine (OF posmﬂtr%mo
odgovaraaucu Jednadinu f093 Teoram V.l. daje nojndanje Teorema

« 1 5. Stalkos-a i Sficas-z [66]

kada Je 97’ klasa svih ozranidenih i diferencijenilnih funkeijn

i kada umjesto nejednz=cine {(0OP) posmatramqﬂ odzovarajudéu Jedna-

ginu (OP) Primjedbz 7.1. postaje Meorem 1. Kartsatos—a [?0]
7e2e Teorem, Pretpostsvimo da diferenciislnz nejedn=cine

(?0) i funkcije £ i T zadovoljavaju uslove (i),(ii

(Cg) TE) 2t y T2t

(7e3) .‘ g.in; \i:{(t s): 0+(u)¥Q_(u))d_uds=9o, G?{o,l]
(7.4) [0 (®)-a7(6)at <=, Oyn1

(FB) ?'”je klaga funkecija definisanih i diferenci-

jabilnih eventualno. sa osobinom da za svaku
funkciju z € F”sa neoscilatornim izvodom po-

stoje pozitivne konstante Li,Hl(koje zavise

pecijalnom slucaju ked je alt}=1, blu)=1, g(t)=t,7ﬁ(t)=6f{t):t,
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od z) tako da eventualno vrijedi:

‘LlaﬁF z(t),z <'H’(t)>,_g_’<6’(t2>)$M
£(z(T(t)))

l -

Tada je izvod svakog rjefenja y(t) diferencijealne nejednaline
. " - - 8 - - " a
(PO) iz klase F oscilatorna funkzeija akzo je 1gsnunjena hilo ko-

ja od tri kombinacije uslova (a) ili (b) ili (e).

(X

Dokaz, Na slican nacin kXao u dokxazu Teorera 7.l. doknozuie-
A — L4

». 7 . - .
t) iz klase F”%oje ima neoscilatoran

N

mo da za svako rjesenje y

izvod vrijedi:

| .
D) » M (== F(£)-Q7(£))

i | 1*11
_ My
HOREAE ~ENORENO)

gdje smo stavili:

) £y (T(E)))

Ovo znaCi da uslovi (7.3) i (7.4) impliciraju uslove (Uy) i (I,)

respektivno pa tvrdnja ovos teorema neposredno slijedi iz
DeDae

Primjedba. Teoremi 7.l. i 7.2. pokazuju da je, s chzirom
na oscllatornost i asimptotsko ponaianje rje’enja, mogute uﬁ%aﬁi-
vanje diferencijalnih nejednadina s otklonjenim ar~umentom seo
obic¢nim diferencijalnim nejednacinama, kao i diferencijalnih
nejednadina sa otklonjenim arzumsntom meTusobno.Kako za obifne
diferencijalne nejednacine postoje oscilacioni rezultati &alr i

u sludaju kad je koeficijent p promjenljivos zna%a, rezultati



se vrtl uporadivanie 4if

eroncljolne

o

C_1.
0
'}
D
CJ.

cina teorera 7ele (233

sr~unanton sa obicnom Jiferencija-

—_

icnim

©3

najadnacine sa otklo

C'__I

|.

lnom nejednadinom) :u nrvi pozneti ozeilocioni rezultati 2z
1feren01331ne nzjednadine oHlila (2) i1li (P0) ~ii2 Je 'mmefici-
Jent b 0dnosno 0 Tunticija nrondeonliivos znclin, elutin, 700 to-

Tuntiedio Woje maodn-

w
Q
D
(]
=
i—l-
ay
Y
-
L}
{3

Slroda u nalarendiu mo ol onu
voliavadu uzlov (F1) izi (75), ovi rezultati irm~ju zo 3-da soamo

tnorotsku vrijednost.

JeBe 3nda Ceno <otezati Jdelian ozcilncioni reazultat Mol

se dobiva uporadivanincm Moeficiisnata rivain neijednncinan oA
ot? 1Oqanplm arcuaentima, 1 'oji ou Jodnom specijc

ostaje Teorem wroreTivanja Sturm—ovor tina za neojzdnazine an

|
:

Xao Zto je istolmato w [70, Zio l] ov'yl tooreni unore ivonin

su ool bitre valneosti u beorigd

O
)
v o
I_.J
r"'J
)
€
s
O
-
|_J
]..j
I
B
-
}_I
,_i_
1
I_h
i
I,._I
Y,
O
-
<
)
33
].-I-
|-t
1
+
L]
2
1.4
'3
{ t
Ci
!
1
3
i)
§
™
'y

loji éemo izvesti validc v slulaju had Je Hlu)=1l 1 oo ovon oot
nite ohlike diferensiialnih nelednalina.”»os mraituiinin ~uzle
cznzke ce bitli nesfto ﬂrﬁ?EJije nezo u oshtalin dijeliovima disorhs.
cije.Posmatrajmo difzrencijalne nejednadine:

() TE[QE)r () + W, ®)») <o, Tt

i

adovol djavagu:

dok funkecije T(t) i i &7%)

[ i |
-
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T<EE)> (76 (5))yeee,y(6,08))) 5 8206 ,0uuy6)

y<TE)> =(y(V () D5eee, 7T (ED)) 3 T=(Tyyene, )

1im 6(t)= o0 &> 1im6. ()= . 1=ly4eeqn
t 5 towm L

lim T!‘Ct)= A f@ 'Limr'r- (t)= = 9 i=1 g oea ,H-
't-)’h ‘t——r'}nl .

Za realne funkcije G 1 5 pretnoztrvliomo da su definiszne i

b - r n n - - - ™
neprekidne na skupu [to,:m)X(3+LJR_) zdde je R, =(0,2°) i R_=¢€m,0).
Rastuéli karakter rezlnih funkcija definisanih na podskunovima
prostora RY razmatrademo u odncosu no wonilajeni noredcok u el

definisaﬁ,sa:
¥< 2 & (Fi=lyee.,n) Y5< Zye

Teorem. Pretpostavimo do diferencijzalne nejednodine (?v)

i (Pm) zadovoljavaju uclove:

(X5 ) et
R{(t)
(X5) - r(E)»2(t) £>
{1{3) &) 2U(E) . t2t,
5 :
(’._,_,_) (G=g) [to, on)xRI:;; O i (C=g) l [to, '::DJKRI::{;_ 0

[ ] o L L n - = -
odje je funkcija g [to,oa)*R+ nenezativna 1 g [to,oa)<RS

nepozitivna, i u oha sluaja je neopadajuéa.

Tada, ako je diferencijzlne nejednadina (Pm) oscilatorna onda

je 1 nejednadina (Dv) oscilatorna.
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Dokaz.Pretpostavimo da wvrdnja teorema nije taéna.ﬂeke Jje

¥y neoscilatorno rjeSenje nejednaline (D JePretnostavimo da je

eventualno y>o tJ.

v(t)> o y trtom t.

PoSto uslov (Kl) vrijedi na osnovu Leme 2.8, zakljudujemo da je

y‘>0 eventualno tj.

v /(£)> o ) EFE3> 6528

O

Uzmimo T > t3 takvo da vrijedi:
3T = 6(t) » 45 <= (Tj=1,...,n) S‘J..(t)},taf i
W{t) 2t &= (fi=ly...,0) Ti(E) >t

Na osnovu uslova (Kg) i (Ku) cdavde odmah dobivamo:

G_(*t,3r<6_'(t)> )2 ﬁftiy<w(t)>‘ ) ’ t> T

sSto implicira:

REE)T/(E)Y +3(t,y<T(t)> )go , t »T.

Integriduéi ovu relaciju od 30 mZs dohivamo:

"
R(q)y’(q)-RCS)y’(s)*j (3,7<W(x)>)dy¢o0 , s3T
3to implicira: ]
R(S)F"(S)}gg(s,y<ql‘(s)>)ds ~ s»7T.
Prelazeci u ovoj:r;;aciji na granic¢ni proces m—oi koristeéi

Einjenicﬁ da Je (R(s)y’(s))’g o za s3»T 1 uslov (Kg) dobivamo:

,- 1 ¢
y CS)}RCS)SS (347<T () >)dy> 5—(; Sm(s,y<'rr(5)> )dy

odakle, nakon integracije od T do t3» T dobivamo:
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t oo
- 1 5
7.5) (82 y(D)+) == ol ,ww(5)> ddyds .
. T ~ ) S
Ozna2imo  sa ¥ skup monotono neoradesjuéih funkeija v zs koje vri-
Jedi:
y{ts),{. 2{(t) g y(%) , t?’t5 y zZ& 5vako xeX e

Definisimo sada Bresllkavangpig na clupu &£ nz zlijedeéi nacin:

. y(t) . ' tG[t;,T)
(‘3XX1J)= t o0
y(T) +TSE'T}$—7§S(3 ,4_4’7‘(3)> )d‘sdc- . te[T,ou)

za svaku funkciju xed.ila osnovu relacije (7.5) zaklaucujemo da

o/

je g(X)g;X.Definiéuéi noredak u skupu £ na prirodan nadin:

lako se provjerava da je preslikavanje Lg monotono tje. da vrijedi:

<
1< %2 =>§X1~ ‘ng .
Prema tome ispunjeni su svi uslovi Teorema 2.5., pa na osnovu tow
teorema za {lguﬁuaemo da postoji funlkecija zel takva da vrijedi:
‘%z=z

*to znaEi da diferen~ijslna jednzdina:
! (r(E)x/ (£)) +g(t,x< T (%) > )=0 ’ t»T

‘pa prema tome 1 diferencijaina nejednacina CPm) ima neoscilatorno
rjeSenje z(t)» y(2) > o, 3to je kontradikcijae

Primjedba. Uslov (K,) koji se ne pojavlijuje u klasidnom
Sturm-ovom teoremu je prouzrokovan otklonom arzumenta i nojavlju~
Je - se u svim poznatim rezultatima uporedivanja diferencijalnih

aednacmna sa otklonjenim argsumenton [31] [5¥] [3_] [69 [6?]

Druga restrlkc13a koja se pojavljuje u Teoremu 7.3. u odnosu na
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klasidan Sturm-ov rezultat je zrhitijev o znaku funkecije =, %o
Je néizbjeino nrouzrokovano prisustvom otklonjenogiargumenta 1
dislusijom provedenom u 4 e20q 6

Slijedeéi primjer pokazujé da se uzlov (Kl) ne moZe otkloniti.

Primjer, Diferencijalna nejednacina

Ty )Y+ 2 GEN o, £
.« 1 1
E;d_Je Je =21-—c-:i- 3 p'l}l-ﬁ - -.?k'*"l 9 k=1,2’llt

i

je, na osnovu Teorena 4,22, oscilatorna, uzimajuli za funkciju

g upravo- g(t)= _E , dok diferencijalna nejednaéiné
t :

y(6) [(6777(6) )" + 2™ <y<t>)m].s; 0, t>1.

ima neoscilatorno rjefenje v(t)= 'E .

Svi. uslov1 Teorema 7.%. su zadovoljeni izuzev uslova (Kl).

7olte Karakterizacija oscilatornosti. Sada ¢emo pokazati

dvije korisne primjene Teorema 7.3%. zao dehivanje nekih oscilnci-

onih rezultata za aiferencijalne neje

b

mentom.

nacine sa otcTonJPnlr arsii-

Teorem., Pretnostavimo da diferencijslna nejednalina 77)

lje je a(t)=1l i blu)=1, zndovoljava uslove T(t)gt, (1), Cc),

(Cp) _
(7.6) lrl.mlnf——2 >1>0.

t—>»
Tada je diferencijalna nejednaéina (P) oscilatorna ako i samo
ako vrijedi:
: .-
(7.7)  Jtp(t)dt=0n.

Dokaz. Dokaz dovoljnog dijela teorema slijedi neposredno

iz Teorema 4.18. uzimajuéi g(t)=t i koristeéi uslov (7.8), koji
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imnlicira da je uslov (7.7) ckvivalontan sa uslovom:

(7.7 {T®)p(t)dt= .

(g
3
Q

Pretpostavimo sada d= uslov (7.7) nije ispunjen i posmatra

(7.8) : y(t);}rf"(t)-&-p(t)f(?('t(t)))]-{-O ’ t?:.to
(7.9) | y(t)ﬁy ff(t)-!-p(t)f(y'(t)):[éo y T2 to *

Fa osnovu Teorema 4,%1..(7dje je uzeto a(t)=1) z~kljuduiemo An

-t
it

je nejednadina (7.9) ncoscilatorna, “to na onnovu 'U( ) <
Teoremsa ?.3. implicira da Jje 1 nejadnadina (7.8) neoscilatornn.
Primjodha. Posto potrebni 1 Zovoljni nsleov  (7.7) ne zevi i
od otklona arcumenta T , slicnim rezonocvanjem ¥no u foenHe doT =
zimo do $lijedeéeg rezultata o ocuvanju oscilatornog nonn™ani-s
nejednacine (P) »od uticajeﬂ otklona arzumsnta T.
Teorem 7.4 Pretpostavimo de za diferencijslnu nejednzdinu

), gdj? 3e a(t)=1 i »(u)=1l, vrijede uslovi (i)}, (Cz), (Cﬁ>’

(7.6) - i T(t)< t.02dn vrijedi:
(P) Je oscilatorns & (07) Jao occilatornr.

Posliedicn. Teorem 7.4, je uopiénise i polnieonje rezulitotbo

L

Shevelo-ga [65; Teoren F.i]koji je doltazan uz dod=tni uzlov d= de

f{u - . s . |
flu) neonadajuca funkeija za ue(o,l}.?hevelo—ov rezultat je Jo-

a _
lzazan u [65] potpuno rzzlicitim metodom 1 taj doliaz ne polezuin
suZtinu uslova (7.6), koji isra centralnu ulozu u 3ditavoi menn-
mrafiji Shevelo-a.Dokaz Teorema 7Y.4. noxczuje da je sudtina usiov-
(7.6) u tome £to nje—ovo ispunjenje omoguénje uporedivenids jednnlirn
I

i nejednacina sa otl:lonjenim arcumenton sa obhidnim Jednadinama

jednac¢inama u smislu Teorema 7.3..



Primjer."Zuler-ova" diferencijalna nejednadina sa otitlonjenin

arﬂumentom

YC’G)[./”(t) + isy(ct)] t> 0

je, na osnovu Teorema 7.%. oscilatorna ako vrijedi: c21

2 neosclilatorna ako Je: ce(o,l] i v2< %_
— I_-

30

1":' b1

7.5. Na kraju primjstimo d= se mnogi od rezultata datih n ovoj

disertaciji mosgu, uz neznatne 1 odite tehnidke igzmiene u dokazima
| J J 3

opro3iriti na nesto opc¢ije oblike nejednescina:

7 () (ale)b(r(E))y" (83D + F(5,7(0),7<T(E)> ) [< 0

cdje W ima isto znalenje kao i u 7.l., a %) ima isti znal:

ci arzument i zadovoljava uslov:

(7.10) l]’:ljfr—n»inf lili(‘tuu‘ ﬁ @ f't,c,<c>) , T >t }ﬁ:to

cdje su ¢ i B pozitvne itonstante a cd>= (c c,...,c)

Pr

O

firenje ovakve vrste su npr. dali Fababen I ﬂougsair[SB,TQOTOﬂ

1 4.1, koji- su dokazali neke specijalne slulajeve rezultata dotih

Znadajnija profirenja nekih od dodivenih oscilacionih rez

h |

uéi pretostavku o diferenciiabilnosti

l*cj cd,
QO
n
ct
e
[ 19
e
O
£,
\
)
C'J
CJ.

9

eventualno vrijeii:

.G {4+
g<N(E)> > Bldy(8)  ,  ¥elo,1)

pa se u tom sluaju uzlov (7.l0
| ‘ST(t

(7.11) 1im 1nf.jbﬁiih1|< ,

HI‘lll—}::u E(‘U-l)

momjenjuje usiovon:

.Lu'.\.}) :}(5§ (t,c,(Sﬁ%g-'-lc > )

pri Semu funkcija f zadovoljava izvjesne usloves
Proiirenja ove vrate su npr. dali fababan i Noussair [)
7-1 , §iji su rezultati specijalni slufajevi nelzih rezult

zanih u 3lavi 4. 1 7« &

ultato

fon

F.]

—

Tunitei oe

. U tom sludajn se na osnovu Leme 2,8. moiZe lzko mokazatl -

,.J>o

55,"eoren

A
s -
-,

ata d0'a-

-
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