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spistemicks sritmetiks IZi Je klasicna Pepnova sritmetile bazi-

-r.-J

ralia na modalnonm reiunu S4.Definisso ju Jje 1985.%.30haniro u

[ﬁh?} 1 (?hj] 1 predstavl]is prvu aritmetilor baziranu m3 modal-

nonm racunu,

Epistemickea aritmetiks EA Jje konzervativna ekstenzijs Feanove
sritmetike PA ({Sh3] ),Heytingove aritmetike HA ( [Go3] , [FF1])
1 modslnog racuna S4 (u smislu de Jonghove teoreme-da je 34
uprevo modalns logiks epistemicke aritmetike [?Fé]).

mpistemicka aritmetike Je dats kso sistem u kojem je moguéle
matrati konstruktivne isksze(interpretirajué¢i [J kso " u

ge

principu je dokazivo" i prefiksirsjuéi {1 ispred svake podfor-
mule ), ,nekonstruktivne iskaze(iskazi bez [ ) 1 iskaze parcijal-
ne konstruktivnosti. |

Epistenicki sistemi,vezzani zs intuicionistilke sisteme, javili
su se prvi puts u rsdu Beesona 1 bcedrova([ﬁ ]).Cﬂl da bl uop-
ztili fp-reslizabilnost na intuicionistidku teoriju skupova

1 dokazali neizvedivost teorems neprekidnosti u toj teoriji
utapaju intuicionisticku teoriju skupovs u teoriju skupova ba-
ziranu ng modalnom racunu S4 (uz dodetsk nekih modalno-skupov-
nih aksioms),Tada, =finiclijs fp-:i2lizsbllnostl poklapa se sa
definicijom preslikavsnja ( Y (2.4.24.) i za Hevtingovu arit-

F

metilku se moZe ponovo dobiti defin.. .2

[ p M
(1A = A&I,PI‘HA( A )

gde Jje PrHA standsrdni predikat dokézivosti.

Jos je GOdel primetio da se intuicionistidki iskszni radun mozZe
interpretirsti u modalni radun S4 . Idejs te interpretacije

je da modalnl operator [} izrsZsve epistemidki pojsm "neformal-
ne dokszivosti".U radovims Shspiras,Myhills,Goodmana,Flaggs i
Séedrova ova jednostsvno idejs razvijens je u uspeSan program
integracije klasicéne i intuicionisticke matematike 1 proSirena
1 na druge teorije.
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Jako je epistemidka sritmetiks sistem ss klasicCnom loglkom,

ona u sebi nosi 1 neke Brouwerove ideje pojms doksasza 1
dokazivosti 1 reflektuje neke metamatematicke karskteristike
intuicionistidkih sistema,Metode dokazivanjs su adaptacijs 1

¥lagidnih i intuicionistickih metods.

Sama idejs da se formalizuju Brouwerovi pojmovi dokaza,
xonstrukeije i dokszivosti javljsls se i rsnije.U prvom poglav-
15u poku$zli smo da pratimo tu ideju.Ksko Brouwer nije koris-
tio neki formalni sistem ,fak ni simbolidku notsciju,formali-
zacija njegovih pojmova iSla je postupno,divergirajuci u visSe
pPravaca.

Fpistemidks aritmetike predstavljs jednu od najuspesnijih,sli
istovremeno i naigrublju formelizaciju.Ons,u svojim mogulnos—
tima integrise klssiénu i intuicionisticku aritmetiku,sli isto-

vremeno i polarizuje razlike,

U drugom poglevliju definisana je Heytingova sritmetika HA (koris-
timo Goodmanovu formulaciju iz [Goé] ) ,Peanova aritmetika PA
(primitivne konstante su-, ¥, L ,kso i u [BM]),epistemiéka
aritmetiks EA ( EA=PA+S4 ) i intuicionisticks epistemicks
aritmetika 1FA ( IEA=HA+G4+aksiome XXVI-XXX - sistem koji
donekle trivijelizuje [J i ims viSe neolekivanih osoblna,ali

u ovom radu ims prvenstvenc tehnicdki karskter) i snalizirs se
Churchova teza,Takodje,data Je veza lzmedju Heytingove i
Peznove aritmetike i Heytingove i epistemicke sritmetike.

Tredée i &etvrto poglsavlje posveieno je ekstenzijams epistemic-

ke gritmetike.U [ShB] Shapiro razmatrs mogulnost prosirivanjs

enistemidke aritmetike i primeéuje ds nije dovoljno da novi

sksiomi deduktivnog sistema budu tadéni-novi sksiomi tskodje

treba da ne budu nessznatljivi,tj sko je A novi sksiom,onds Je
NA konzistentno s2 originalnom teorijom.

U ovs dva poglavljse ispitivali smo ekstenzije epistemicke arit-
metike koje imaju svoje snalogone u intuicionistidkoj/klasicno
aritmetici u sledelem smislu:
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sitc je & novi s@slom,onda formuls dobijens brisanjenm svih [
v formuli & Je Xonzlstentns sa teytingovon sritmetikom,l pri
tom , ~ zadovelizva Shapirov zzhtev ds se mofe Xonzistentno
Codzsti epistemicked sritme
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(i) koristell metod VFleggs 1 riednana,nokazujemo dsz su EA+eanq,

Lo Pl
o e

Tt L St E ‘hq T i ".'l'?L 3 T ! ?Tq L- r= .- -{-— ' - g - T ’
auTeM,Ln+eﬂPR,Lﬁieh L bLa+ellth Konzervatlvne ekstenzije redom
FHi+8ony ZA+S JHA+M o, HA+M 1 HA+DNS.

PR Y] e M

(ii) u 3.9, formslizovsli smo Goodmsnovu verziju Flagg resli-
zabllnosti i1 koristeli Je pokazujemo das je EA+eZCT konzistentns

teorija.

U ¢etvrtom poglavlju ansliziraju se metamstematicka svojstva
ovih ekstenzijs epistemicke aritmetike.Rezultati koji se odnose

na ckstenzije EA (osim ns EA+eCT) su originalni.

U dodatku N° 1 rezultsti su sistemstizovsni po teorijsma.,

U dodetku N° 2 dat je spisak preslikavanje koristenih u ovonm
racu,
U dodetku N° 3 dat je splssk shema formuls 1 sksioma korisSte =

nih u ovom radu.

U dodatku N° 4 dst je spissk klass formula koristenin u ovom

racu,

Naglasak Jje stavljen na veze intuicionistickih /klesidnih arit-
metika 1 njihovih epistemickih analogona.Ekstenzije EA dobijene
su dodavanjem epistemilkih gnalogons (standardnih) shema koje
se mogu dodati Heytingovej aritmetici.Takodje,snalizirsli smo i
zaSto neke sheme nemaju odgovarajuéi epistemicki anaslogon,

Isto tako,ispitiveli smo i zstvorenost ekstenzija epistemicke
aritmetike zs epistemidke snslogone standardnih intulcionistid-

kih pravilae.
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Osim metamatematickih svojstavs spilst
je 1 njena filozofsxas pozadina 1 1de

mnirsnjs jednog sistema kao sto Jje o
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Bvery mathematicl 25 the sense That
there is a kind ol netric ~otween 14eas
in mathenmatics~ that all our mathemnatlics

QL

is a network of results betwesn whic
there are enourmously many connectlions.
In that network, some 1deas are VeIy
closely linked, others reguire mnore ela~
borate pathways to be joined. Sometimes
two theorems in mathematics are close
because one can be proven easily given
the other. Other times two 1deas are
close they are analogous, Or even 1S0-
morphic. These are two different sen-
ses of the word " close " in the domaln
of mathematics. There are probably a
number of others. whether There 1s an
objectivity, or whether it is largely

an accident of historical development

H;

it is hard to say. Some theorems O

(1)

different branches of mathematics ap-
pear to us hard to linx and we mnight

say that they are unreslated. 3ut some-
thing might turn up later which ICOTCES

us to change our minds,

If we could imstill our highly develo-
ped sense of mathematical closeness -

a " mathematician’s mental metric *

so to speak -~ into a program, We could
perhaps produce a primitive " arti-

ficial mathematician ".

D.R. Hofstadter
GODEL, E3CHER, BACH
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cpisan xao Ul ‘ Glienie’. Usnovnl ne-
dostatal ove Zeztrovite definicije j= objadénjeniz pojna

" konstruktTivno t3 davanie definiciise konstrulitiviosti na
formalno- zadovol »Jucl naciln.

taime. intuiclonizanm pravi legitimnu razliliu 1zo2dlu oS-
tpuwictivnog i nelonstrukitivnos matematickog minljienis.

1.1.1. ¥ada matematilar dokaze da problem ima resenje, on
08Tl

11i ona Jje u mogucn da pokaZe, bar u princlpu, resenje

eksplicitno,
1.1.2. Za sve tvrdnje ¥ koje imaju smislea

A-F Tvrditi Je dokazati : \? 4—#3;( p dokazuje Y )

tj intuicionistidka matematika izjednacava tvrdnje  da

neka formula vaZzi sa njenon dokazivoscu.

Radovi G8dela i Tarskog pokazuju da sSe mi ne mMOZemo OFra-
niditi na dokxaze w formalnom sistemu- moramd FOVOoriti O

proizvoljnim konstruktivne- valjanim dokazima.

-

Konstruktivni dokazi se retko eksplicitno pojavijuju u ma-

b |

vematicl - to Jje d610m§éb0¢ A-P principa.
A-P princip implicira sledeca pitanja ( [Be%] pI

1.1.%. Da 1i " p dokazuje A " moZze da se tretira na iston

" niveou Y kao 1 A 7

1.1.4. Da 1i postoji ¥ univerzum ' koJem své "opripada

tako da kvantifikacija dIp ima smisla ?



4y 7 1 aticca matematils v~ A5 I roael st {1 Salcle
Tntuicionisticza matematila, no A.u.Uroelstrl (0 {Trl pred-
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strulctivnin doKazZilig.

2rouvier J€ DPrViI primetio
truktivnin doXazima menja zna
a,

tendirzna interpretaci]

loglau,i koja pretpostavljs pozitivne odgovore na ova Beesonova

pitanja,naziva se 1
1.2. Brouwer- Hevting- Kreiselovo (Ejﬁ Y- objalrienze logid-

in konstanti ( [Trl] [’r§]

1.2.1., Svi objekti su konstrukcije.

1.2.2. ( Konstruktivani ) dokaz i (elementarna ) zonstrukcija
smatraju se primitivnim konceptima i koristimo ih da damo

rt

- . ~ H .
znacenje sloZenog dokaza preko'dokaza konstituenata ".

5

s dokazuje Bj

1.,2.4., dokaz od AV B sastoji se u specifikaciji dokaza od

A ili dokaza o4 3,

1.2. dokzz od A— B sastoii se u konstruizciji ¢ koja trans-
oJ

formife bilo koji dokaz od 4 u dokaz od B { zajedno sa uve-

renjem da ¢ i1ma sSvojstvo:

-t ¥

\id( d dokazuje A = c(d) dokazuje B)
l.2.6. L je nedokaziv iskaz ;

1.2.7. ako promenljiva x prolazi osnovnim domenom D (t]
domenom u kojem Jje svaka konstrukcija ( objekt) koji mu
pripada data kao takva ( elementi 4 iz D ” sadrze svo]
sopstveni dokaz da pripadaju D ") moZemo objasniti\fo(x)
kao konstrukciju ¢ koja kada se primeni na bilo koje 4€ D
daje dokaz c(d) od A(d), zajedno sa uverenjem da ¢ 1ma

svojstvo:

Va(c(d) dokazuje A(d)),
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- = . . . S o3
2o e D proizveljan domen, © Se prininijujs na nar { 4,37y
- = - 1 ]']__. — - -
i oripada D, &' J2 dokaz da & pripada U, zzjecno  5a uve-
rengjemnm

Va.dr ( d' dokazuje d€ D=bc(d,d?) dcxazuje A«

"TOlaznl osSnovniln <

£2
‘o ¢zt koo par {c,d) ,c je dokaz od r(d) , d€D.

Tekaz je tvrdienje koje 1ma smlsla 1 da DL ntvrdilil da je A
iskaz treba da objasnimo sta znaél imati dokaz za A.

RHE objadnjava logidke konstante na iskazima, all u definiciji
~— i VY postoji izvesna doza nepreciznosti u zahtevu " zajedno
sa uverenjem..." . Zbog toga Je BHE ovjadnjenie a ne defimnicija.

Uverenje da konstrukcija ¢ im2 trazeno svojstvo koje se
traZzi u intendiranoj interpretaciji dohaza-A-l\f moze biti
dokaz - ali postoje odredjeni slucajevi Xada je uverenje za

tvrdnju pre psiholoSko usvajanje - na primer- Xada jé Ono
$+0 treba da shvatimo krajrnje odigledno ili kada se radi o

prvoj teoremi.

Cvo objadnjenje logickih konstanti nije reduktivno, ali ni
intencija nije d= se da objasnjenje izrazeno preko prosy tijih
pojmova koji su ranije uved eni. Troelstra ( [Tr5} ) isatice

da ni kKlasidna definicija istinitosti nije reduktivna u 1s-

tom smislu.

Uomima se da su " konstrukcija ¢ se primenjuje na konsvruk-

ciju " i " ¢ je dokaz od A" odluciva svojstva.

7a razliku od logike, intuicionisticka aritmetika polasz od
elementarnih konstrukcija ( [D] :

1.2.9. prirodni brojevi su posledica ( mentalnog ) konstruk-
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1.‘_ - L] . ; _: - - -‘ : " 1 ) __I - _"n.
tiviog procesa Lo0gl Se stoJr u ponavijianiu douavanja Je-

dinice;

1.2.10. osobine prircdnih brojeva su posledica relle:

na taikav konstruktivan proces,

1.2.11. pTiDCiﬁ indukcije jE OPTEVdEﬁ, na ?Timer, ut??dji—
vanjem da nafia aktivnost dokazivanja 1de zajsdno sz Zons-
truktivnom aktivnoscu.

1.%. Formalizecija 1 aksiomatizaclja iAJuﬂﬁloh*Sulc;,

o

Ti"i-:l tllhu

U svojim radovima Erouwer ( [Brﬂ_ ; [332] ) je ukezivao
I C e N

cda su doxazli u intuicionistiéﬁoj mate

natematilara (ﬁﬂeatlvnog subjek ua] T“‘3.55.31:?_ zapls Je pokw

saopitenja pravog dokaza koJi Jje mentalni objekat.

Taj matematidar koji se zanima za konstruktivnu matematiku
je icdealizovan, pa su onda njegove 1deje Jjasne 1L razdvoje-
ne, a ne zbrkane xao sSto su destc nasey njegova matematika
je bezjezilna aktivnost mozga. Jedna od glavnih bErouwero-
vih teza ( [St] ) je nezavisnost matematickih misaonih pro-
cesa od jezika u svim aspelktima. Brouwer Jje xonzistentno
odbijao da koristi simbolicku notaciju ( van Dalen [Brﬁ] ),
delom iz averzije prema formalizmu kojim Ju Je Hilbert
propratio, delom iz sopstvenog stila. On pise komotno, 1z-
begavajuéi ekonomicnu upotrebu formalizma, XKonzisTentno
koristi izraze peput " apsurdnost apsurda od A " dok jJe
+A daleko &itljivije ( mpr " Absurdity of absurdity of
absurdity is equivalent to absurdity"; Brouwer (Br3] ).

Ali, uzimajuéi u obzir Brouwerovo misljenje o komunici-
ranju, njegov stil je logidna posledica njegovog licnog
iskustva i uverenja. Posebno, u slucaju iatuicionizna,
postoje Jjaki aspekti ubedjenosti i obracanja, pogotovo za
Brouwera Xkoji je smatrao da je intulcionisticka matematika
jedina korektna matematika - rezultat toga Jje ubedjujuci,
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1i8an i neformalan stil, s5to se moglo 1 ocekiwvatbi.
Govoriti o intuicionistickoj matematici, po Brouwszsru, Jje su-

rerisanje ancloenih matematidkin konstrukcije druzim ljudima.
314i8nost izmedju misaonih konstrukcija ljudi c¢ini ovu ko-
muniltaciju mogudom. Matenstidcki 1skaz, po Brouwe:u, ie do-
razan mentalninm konstrukceijama, a ne primenjujucll odredjene
zakone 1 oravila koda su nam unapred data. U tarvoj loglicy
ronstruittivioz rezonovanja on odbacuje svalku aksiomatizaclju

( formalizaciju ).

Ali zz matematilara u stvarnom Zivotu, matematidki jezik Je
vafna pomod u drianju pravea njegovin misli, razvisvavangu
konfuzije, medjutim, Jjezik nije esencijalan za id=salizova-

nog matematicara.

Heyting ( [He4] } je smatraoc da formalizaecija intuiclonis-
ticdke logike sluzi i u druge svrhe-~ da izrazi logicdke teo-
reme na jeziku koji Jje razumljiv tradicionzalnim matematica-

Tima.

7bog toga, on je 1930, zodine dao formalnl sistem za intul-
cionistidki radun predikata. Ovaj sistem predstavljao Je
formalizaciju pravila koja je Brouwer koristio u svojim raco-

V91INa .

Heyting ( [He2] ) je smatrao da aksiomatizacija ima kreati-
vou funkeciju ( koja je neprihvatljiva intuicionisticxi) 1
deskriptivnu funkciju ( koja je prihvatljiva intuicionisticdki).

Osim formalizacije samih pravila szakljudivanja koja je re-
zultirala sistemima analognim klasicnim sistemima, postojl
viSe nafina da selgnaliziraju sami dokazi, dokazivnost 1 kon-
strukcije koristedli neki formalni sistem. Zacetak te ideje
moje se naéi u radovima Kreisela ( [Erl ) i Goodmana ( (Gol]
[GOE] Y. Ovi radovi, kao i kasnije formalizacilije Brouwer-
ovih koncepata dokaza i dokazivosti rezultirale su postojanjem

vide formalnih sistema unutar kojih Jje tTakva analiza ( u
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1.%5.1, konceptualna Jasnoca: fundanentalnl noimovi su ilzolovani

- - . -F. .:.r-'-" 3 :\": v 1'_1-" -
i morude Jje videti sustinu doiaza;

opitost: na primer, teorema vazi u svakom formalnon

}....J
\}1
’\H

sistemu baziranom na intuicionistidkonm radunu predikata, a

ne samo u Heytingovo]j aritmeticil;

Prednosti formalnog aksiomatskog sistema su ( Deeson [Be2] ;

[Be@l )

1.3.4. filozofsks analiza: omoguéena nam Jje analiza f£ilo-

zo:sx1h cledidta tsko Sto su bitni elementl izloZeni na

(o

1.3.5. tehnidki rezultati filozofskog znacaja: ©mOTU

S

uje
lo-

|
e

wall

by

formulaciju metamatematidkih rezultata koji imad

§

¥

i
zofski znadaj. a primer, G8delov prevod dvostruXom nega-
nacin

ﬂ)
::j
(¢

cijom pokazuje da je klasilna matematika, na odred]

sadriana u intuicionistilkoj matematicij

1.3.6. komunikaci ja:olalkiava womunikaciju matematickih ide-

ja. Na primer, Heytingova formalizacija intuicionisticke
logike omoguéila Jje ljudima da razumu Brouwerove ide je.

Neki puta, smatra Beeson ( (Be#] ) potrebno je provesti
formalnu aksiomatizaciju na odgovarajuéi nacin da bi se mogle
dobiti sve prednosti formalnog aksiomatskog sistema- poseb-

no " konceptualna jasnoéa" i " filozofska analiza”



O

J ovom radu sve koriitene teorije morale su biti formalizo-

vane na odgcovarajucli nacin:

1.%.7. Heytingova aritmetika Jje data kao kod Goodmana ( [Goé] ).
Tako prezentovana Heytingova aritmetika je eXxvivalentns sa

npr Troelstrinom formulacijom ( [Trﬁ} 5 koja Jje koristena u [él .
Csnovna razlika Je da u Goodmanovoj formulaciji nije mogule

razdvojiti aritmetidki od predikatsiog fragmenta.

1.%5.8.7eanova aritmetikra ima logicke konstante-4-,ﬁd i-l_,
su ostale logicke konstante definisane nz uobiclajeni nadin.

Cvad pristur odgovara onom koristenom u EEH] sy 1 €

je sa nur Mleenejevon ( [K2] ) koji je koridten u [é] .

Cvako koncipirani formslni sistemi omoguéili su ds su episte-

micka aritmetiks EA 1 intuicionisticka epistemidks zritmetika

IBA date tako ds ove Beesonove prednosti formalnog sksiomatskog

sistema dodju do punog izraZaja,

l.4, Integracija klasicne i intuicionisticke matematike-

epistemicka matematika

Jedna od fundamentalnih ideja konstruktivne matematike jJe

da nema a priori datog pojma istinitosti u matematicl - 1lstini-
tost nekog iskaza Je ustanovljena dokazujuéi ga, a samo znacenje
nekog iskaza Jje dato objasnjavajuti sta cini njegov dokaz.

rako, dokaz ima fundamentalniju ulogu u konstruktivno] mate-
maticl nego sto ga ima u klasiénoj matematici. I pored toga,
sami dokazi se ratko spominju kada se radi konstruktivna

matematika.

Sa klasilne taclke gledista, razlika izmedju intuicionisticke
i klasidne matematike Je u tome Sto intuicionisticka mate-
matika ne pravi razliku izmedju tvrdnje da neka fornmula vazZi
i tvrdnje da je neka formula dokaziva (A-P princip ).

Jedan od nacdina da se razlikuju ta dva pristupa Jje-za datu
formulu se u klasiénoj matematici tvrdi njena valjanost,



~ 10—

» u intui~ionisticko] matematici njena dokazivest.

Shaviro = dao jedan pristup integracije ova dva gledista
dodajudi modalni operator [} klasiénoj logici, gde se [JA
interpretira kao "(u principu) Je dokazivo A" ili " (u

~rincipu, Jje saznatljivo A" 1 dodajuéi pravila ¥koja odgo-

[P S
-

varaju team znadenju [ . Tada, postaje moguée razmatrati
intuicionisticku argumentaciju klasilno interpretirajuéi
formulu [JA kao tvrdnju da je & dokazivo, dok se u isto

vreme duva uocbicajeno znalenje formule bez . Sisteml koji

opisuju ( neformalnu) dokazivost su oni bazirani na modalnom
radunu S4 i Shapiro ( [Shil ) ih je nazvao epistemidkim
smatrajuéi da takvi sistemi mogu pomoci da se osvetli, ra-

zume 1 formalizuje matematicka aktivnost u intuicionistidkom
smislu,

Shapiro je u ( [Sh2] i (8h3] ) dao nekonstruktivan jezik

na xojem je mogule ilzraziti iskaze potpune i parcijalne kon-
strulztivnosti 1 deduktivnl sistem u kojem Jje moguée razli-
kovati konstrulktivne i nekonstruktivne dokaze - i u takvom

slstemu mogule Jje dati vezu izmedju intuicionistickih kon-

struktivnih 1 klasicnih epistemilkih procesa.

Shapiro u  [8h3]  uvedi {J u klasidnu aritmetiku i modal-

nu logiku S4 kao odgovarajulu agksiomatizaciju za Jezik intu-
e

icionisticke matematike preveden na epistemicki J
i Friedman o [FFQ] ) su pokazali da je S4 upravo 1
epistemicke aritmetike u smislu sledele teoreme:

1.4.1. Teorema (Flagg,Friedman (FF2] ): Pretpostavimo da je

A(pl,...,pm)
formula iskaznog raduna S4 takva da
S4 - A

onda postoje

o]
I_‘2 racenice Bi""’Bm na Jjeziku aritmetike takve da

EA A(ByyeesyB )
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EpistemiEka aritmetika predstavlja prvu aritmetiku baziranu
na modalnom racunu, i1 Belnap u {B] akvu moguénost navodi sa-—

mo da kontrastira teorije bazirane na modalnim racdunima.

g8del {GB2] razmatra aksiomatizaciju ekvivalentnu lskaznomn
radunu S4 i sugeriSe da [OA moZe znaliti "A Je dokazivo U,
0

daje da "dokazivo" znacl "dokazivo u principu’.

3hapirov sistem razlikuje se od Boolosovih 1 Solovayevih radova
( EEQI ) po tome S§to [JA Shapiro interpretira kao "dokazivo

u principu', a BRoolos 1 bolovay kao " dokazlivo u Peanovo]
apitmetici',erizo, u partikularnom formalnom sistemu-—odatle

i rezlidite modslne sksiome (S4 vs. G).

“ama ideja o epistemilkom sitemu koji Ce imati ekspresivnost

epistemidke aritmetike Javljala se 1 ranije.

Tako, Beth ( [Bt] ) razmatra da 1li je mogude dati jezik u kojem
se moze posmatrati veza izmedju klasicne i intuiéionisticke
matematike, ali istide da se u tom sludaju moramo cuvati pre-
ranog prevoda rezultata iz jednog sistema u drugi i uocava
komplikacije koje mogu nastati sa shemom indukcije ( u epis-
temidkoj aritmetici shema indukcije se prosiruje na sve for-

nule jezika).

Po Heytingu ( [Held , ([He?d ) konstruktivna teorija je teo-
rija u kojoJ objekti postoje nakon Sto su konstruisani. Po
L3bu ( [;6] )y konstruktivizam u svom najéirem smislu, Jje ten-
dencija da se matematika posmatra u terminima kognitivnih
tvranji. Nasuprot platonizmu koji motivisSe klasicnu matema-
tiku, konstruktivizam posmatra apstraktne objekte kao objekte
misljenja, i kao tekvi, po Lobu, konstruktivni konceptli su
eksplikacije partikularnih kognitivnih struktura.

LBb je primetio i problem referiranja na korisnika sistena

il1i jezika unutar formalnog kXonteksta. U njegovom radu, 1ljud-
ski mozak je reprezentovan ralunarom kod koga su apstrahovani
svi ostali aspekti ljudskih bila kao irelevantni za formalnl
koncept percepcije, a potom mentalna pojavljaivanja objexata

u mozgu analizira u terminima teorije rekurzija.



Za LOba, klasidna matematika duguae svoj razvo] ( naivnim)
0

netafizilkim koncepcijama [izickog sveta, dolt se konstrulk-
0

tivisticki pozled
rexonstrukcijon prlvatnog fenomen

o matematiku moze sSmatratli apstrakinon

*j

noloskor sveta. U tTeom smislu

e,po L¥bu,l Brouwer pOsmatrao matemeticle iskaze kac sintaskti-

",

G CJ.
?“-ﬂ

€.

Do Lobu,intuicionistilki iskazi su uporedivi sa klasicninm,

smatrajuél prve kso intuiltivna iskustva i druge kao enpirijsks

igkustvs,

To nreiselu ( [ﬁﬂ% ) u oba sludaja motenatidki dokaz je men-—
talni proces kojim ubedjujemo sebe u tadnost matematicdkog
iskaza 1 otkriée matematidkog dokaza jeifilogenetsko i ont o-
i
L

Genetsko iskustvo.

U {$h§] Shapiro uvodi veoma komplikovanu notaciju kojom us-
peva da izrazl intuicionisticke konstante u epistemickoj arit-
metici. Inspiliraciju za ta] preved nalazi v BHX- objasnjenju
logickih konstanti i intuicionisticki ¥ mogu da dokaZem A"

tada se pojavljuje kao intendirana interpretacija [JA. Za
ovaj prevod postoji vise ekvivalenata ( [Goﬁ} . [FFﬂ s
tPﬁ] koji su 1 ovde koristeni i1 za koje nije potrebna

dvostruka notacijz kxao kod Shaoira.

Shapiro daje dve mogule 1nterpretacije [JQA, ali ukazuje 1 na
njihove nedostatks:

Frvo, A mozemo interpretirati kao PrT(rK]). Tada, sisten
zahteva aritmetizaciju koja moZe da opisSe standardni predikat
dokazivosti, ali tada u formuli U0 A, OA je podformula, dok
u formuli PrT(rﬁrT(’quj) , r?rm(ti1f1 je term.

Jruga moguénost Jje posmatrati niz deduktivnih sistema {;TiE:iG I
Tada, A Je interpretirana kao T ~ A, OO A kao

T, -0 A, (j<k). Xako je [J intendirana da prezentuje nefor-

malnu dekazivost, u praksi je neki puta tesdko specificirati

Sistem u kojem A Jjeste dokazivo, a pogotovo najmanjl sistem

u kojem A jeste dokazivo.
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1.5. Heke idefje teorije o Xreativnom subjektu 1 enlstemicke

iro ( [sn2] , [8h3] )
vezl s5a i1dejama teorlje o
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J2 odabrac prostor kac Jjedinl a nriorl dat po-
jam- Brouwerov izbor je bio dualan- (epistemicko) vreme shva-
teno kao diskretna progresija individualnih momenata. Tosle-
dica Je da Aristotelovski pojam "istine" ne moze biti prime-
njen na intuicionisticku matematiku, tJ da "tertium non datur”
ne moZe uvek biti prihvedlen. Po Brouweru, metematidke teoreme
su posledica mentalne agktivnosti kreativnog subjekta 1 od zna-
caja Je njegova mentalpa aktivnost dokazivarja koja se izvodi

u (epistemidkom) vremenu, Sto je Kreisel ( [Hré} ) opisao pojmon

2 A

(Lreativan subjekt 3 je u trenutku n ustanovio A).

Ovakva temporalna referenca je u matematici delovala neuobicaje-
no i pitanje se postavlijalo d= 11 je to legitimno, Lialme, za
platoniste matematicki iskazi su tadni ili nestacni v matema-
ticko] stvarnosti i nisu stvar promene. Nasuprot tome, teorija

o kreativnom subjektu zahteva da vreme bude podeljeno u Q)
diskretnin trenutaka saznanja 1 glavna crta te teorije sastojx

NS 3

se u ¢injenici da se znanje povelavavvrenenom,sa eksplicitnim

referiranjem na stanje u kojem se E:nalazi, jer on tada zZna
ocdredjene iskaze 1 ta referenca Je odredjena i1skaznim operato-
rom |~ . ©Same aksiome za |y  esencijalno zavise od nale

idealizacije kreativnog subjekta.

Shapiro parcijalno odstranjuje vremensku zavisnost aktivnosti
dokazivanja, naime, u epistemickim sistemima se vreme ne uzina
eksplicitno, alili se ne smatra ni da je pojam saznatljivosti
nezavisan od vrenena, te se iskazni operator [ primenjuje u
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fiksnom, nespecificiranom vremenu. Shapiro ide cak tako daleko

e
da posﬁavlja pitanje da 11 postoji takav koncept Xao Sto de

7

apsoluina, vremenski nezavisna epistemidka aritmetilla 1 zaklju-
cuje da ili ekstenzija apsolubtne epistemilke asritmetike (arit-
netile saznatljivesti) nije aritmetika 111 je u nexom smislu
nesaznatljiva,.

Interpretacl Jalj nije apsolutna {(neforma ina) dokazivost, ve

é
nefornalna doxazivost u fiksno vreme 3to omozgucluje da Zeljeni

dokaz bude xasnije dobljen.

1.5.2. idealizovan matematiar: Brouwer u [Eré] 1 [?r?]

uvodi pojam kreativnog subjekta (idealizovanog matematicara)
koji u epistemickom vremenu dokazuje svoje teoreme. Xonzistenv-
no sa subjektivistidkim principima intuicionizma, moZemo misliti
o nama kakvi bi Zeleli da budemo. Kreisel je u [ErZ] forma-
lizovao teoriju o kreativnom subjektu i dao prvi aksiomatski

sistem za tu teoriju. Taj sistem je sadriavao sledele aksiome:

Cl S A v A

( kreativan subjeki'ZLGa da 1i je ustanovio A ili nije);

c2 T~ Ak m<n—> =

(znanje Jje kumulativno)

C3 A «—>3In(Lg4a)

(univerzalnost matematidnog znanja; A vazZzi akko Jje ustanovljeno
U nekon trenutku aktivnosti kreativnosg subjekta).

Osim pojma vremena koje je uveo Brouwer i koje je izazvalo

dosta suprotnih misljenja, postavljalo se pitanje neophodnos-

ti uvodjenja partikularnog kreativnog subjekta. Po Heyltingu
ﬁﬂ%&ﬂ ) za nas su od interesa matematicdke konstrukcije, a

irelevantno je ko ih izvodi. Samu formalizaciju nacina na

Xoji se prave matematidke konstrukcije dali su Kreisel ( [Kri] )

-

1 Goodman ( tGoi& . [Goé] ). Ali
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moZze po Kreiselu ( [Kré] )}, da se posmatra 1 kao

fE:xlf*ii
(n-ti dokaz ustanovljava A)

uz pretpostaviku da su dokazi uredjeni u W-redu (svaki dokaz
je mentalni, ne nuino konacni objekat s obzirom na intuicionis-
ticku koncepciju). Niz;'i:n_nije dat nekim pravilom 1 ne xcriste
se empirijske infermacije o redosledu kojim 1judi dolaze do do-
vaza. Time se iz teorije o kreativnom subjektu moZe ukloniti
Ireativan subjekt i njegovo epistemilko vreme ne gubeci nista

na ekspresivnosti te teorije.

Po Shapiru, u epistemidkim sistemima dokaz zahteva onog koji
dokazuje ( znanje zahteva onog koji zna), pa se operator []
odnosi na partikularni subjekt- idealno matematicko drustvo
za koje ne postoje nikakva ogranicenja da dobiju posledice

svoje aktivnosti dokazivanja ( svoga znanja).

1.5.3. A-P princip moZe da se posmatra kxao jedna reformu-
lacija aksiome C3. Na primer u teorijl o kreativnom subjeXtu
vazi sledeCa teorems

3o T b A)e> a3 n (T b 4D

(4 je netadno akko ne moZe nikada biti dokaszano od strane

kreativnog subjekta);

& strana se, po rMyhilla ( ERQ} ) naziva i "Kreiselov aksiom
hri3éanskog milosrdja™ i u skladu je sa Brouwerovom ldejom-
"Tf g creative subject has evidence that he will never asser?y
A, than he has evidence to assert 4A". (Brouwer, (Ra} ).

S1idan stav se moZe izvesti i iz A-P principa:
Ip(p dokazuje - A)e>-—d p (p dokazuje A )

$to je prihvatljivo Jjer A-P princip nije vezan za neki for-

malnl sisten.
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1.5.4. samorefleksija 1 samoingpekcilija: 1 teori)]

41

o
om subjektu 1 epistemicii sisteml sacdrze ideju o samoreflek-
siji (matematicko posmatranje pravca na$ih sopstveninh

matemna-
£3&kin aktivnosti) 1 samoinspekciji ( natematicki pregled ko-
rektnosti naSe sopstvene matematicke aktivnostl) 5to po Lei~

vantu ( [Lé] ) predstavija 1 Brouwerovu najoriglinalniju ideju.

r1l ,A.S5. Troelstra je ispiftivao da 11 su potrebni

T
eflzksije u teoriji o kreativnom subjelitu 1 pos-
J

b A g (g A ) 1 Fﬁﬂ — 5t )

a1i zakljuduje da tada A mora biti nela partikularna formula.

L

Dokaz (znanje) je u govornom Jjeziku reprezentovanc netrivi-
jalnim konceptom (dokaz da Jje ... dokaz; znam da--- znam), pa
i u episteniékim sistemima [] iterativan pojam (deduktivnost u

srtikularnom sistemu nije iterativna ,tJ ne vazil - A).
P )

1.5.6. U [Tré] A.S. Troelstra iznosi misljenje da teorija o
kreativnom subjektu omoguéuje interesantan, ekstreman primer
kako intuicionistidko gledifite daje nove matematicke objek-

te koji nemaju mesta u klasicno] matematici, iako sama teorija
0 kreativnom subjektu predstavlja konzervativnu ekstenziju

¥lasidne matematilze.

S1lidno miSljenje za epistemicéku aritmetiku dao Je Smorynski
( (Smé] ) — epistemidka aritmetika je devijantna Xonzerva-
tivna ekstenzija klasilne aritmetike koja reflektuje neke o0so-

bine intuicionistickih sistena,

Genezu novih objekata u teoriji o kreativnom subjektu A.S.
Troelstra obja3njava na sledeéem primeru ( {Tré] ):

Neka Je tPneka funkecija iz § u N. Definiéemok¥ tako da

A by V(9 x=0) —»Y¥n=l
l-—WVx( ¢ x=0) = ¥n=0

Je
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\H

Po aksiomi Cl, ¥n je definisano za svako n, po C2 i C

(P x=0) e Tx( ¥x=0)

Y je definisano referirajuli na kreativan subjekt i lako se
vidi da ako ¥ prolazi preko totalno rekurzivninh funkeije,

Y ne noze uvel biti rekurzivno.

S druge strane nena direktnog kxonflikta sa klasilnom logikom:

uvedino funkcijsku konstantu Lfﬁ za matematicke tvrdnie A
( pretrpostavlijajuéi da je A slobodno od }?iA , lako A moZe
sadrzavati druge %’B) tako da

Y/

}'R.:’{ <> WAI‘J:O S HJAII 1

Onda |
A 4 n( L'f'An:O)
§to se moZe dokazati uz pomoé klasidne aksiome komprehenzije.

Van Dalen ( [Tr6] ) Je primetie da mozemo formalno ponoOvo uves-—

ti l—-n sa:

A5 (dugn)( T,n=0)

L

Tako C1-C3% postaju valjane i teorija bazirana na Cl-C3 pos-
taje Konzervativna ekstenzija odredjene klasicne teorije (A.S.
Troelstra ne specificira na koju klasidnu teoriju misli) koja
ne sadrzi F—h u svom jeziku, sto pokazuje da teorija o krea-
tivnom subjektu nije u konfliktu sa klasidénom matematikom.

Svi primerci aksioma Cl-C3 mogu se dobiti iz Kripkeove sheme

A<y 3x( k{JA:MO)

sto ne protivredéi klasiénoj logici, ali iskljuduje inter-
pretacije za bilo koji univerzum ﬂd' funkecijs koje sadrze

k‘)A ¢ {rre] ).



R.Vesley ( [?é} } Je predloZio i druge sheme iz ¥oJjih je iz~
vedivae Kripkeova shema, a samim tim i svi primerci aisiona
C1-C3.

1.5.7. H.Dummett ( @mxﬂ R @hﬁﬂ ) Jje predloZio da se alisiome
o krestivnom sudvjektu prosire slededinm aksiom@ma koje daju ve-

su izmedju logicdkih konstanti i }“E

() Va(l— (4 & B) 4= b= 4 &} B)
(ii) Vo( b= A v }= B> = (AvB )
(iii ) Vo( A= B> (5, A — 7 B))
(iv) Va( = Voto - Vo F=an)

(v) Vn( In b 4n — - 3wan)

(vi) Vo( bz 14 — qbg 2D

S1i¢no, u epistemicnoj aritmetici vazZe sledeée teoreme koje
daju vezu izmedju logidkih konstanti i operatora [

(1), SARD ( A&Ble—OA & OB

(ii) A L [JA vOB —> O (AVB)

(iii) BA [0 ( A—B)—s ([1 A — (1B)
(iv) FA b OVxax — VYx[pax

(v) EA - Jxax — [ Ixax

(vi) BA 044 — 40 A

1.5,8, Dummett ( [Dué] ) je posmatraoc i sluca]
[ A
1 definise

Bl"..ljBk FHA
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nw  trenutku n kreativan subjelkt Je 0vio A 12 Byseeo ,

sa tan
& se rezonovanje Kree
at

B ka0 hipoteza. S5z ovon definicijom mo

ativnog subjeltta pros$iriti 1 mogu se prihvatiti pravila siste-

pa prirodne dedulccije uz odgovara juéu temporalnu konotaciju.

Sistem za prirodau dedukciju epistemicke aritmetike doblja se

dodavanjem pravila za uvodjenje 1 elininaciju sistemn pri-
rodne dedukcije za Peanovu aritpetiku, tj pravila:

£0) & _ 1y A

A 02

( za (I]J) sve otvorene pretpostavke su oblika O B)

1e5.9¢ U (DuZ] Dunmett analizira i obrate shema navedenih u
L1.5¢7.4 £J sheme:

(1) Vo( b8 v B ) —=(Fpa v g B))
(1i) Vo( y—= Fmion —dn b Am)

(1iiY Vn( (y A= F B) — (A= 3) )
(iv) Va(q m & — f A

(v vn( Vm\-—nﬁ(m) — }—n-\',fm An)

U opdten slucaju ove sheme su neprihvatljive: ilaxrtino { [El
je pokazao da prihvatajucéi obrat od (1Y 1 (ii) i interpreti-

25 A

kao " kreativan subjekt Z: je induktivno ustanovio A u trenut-
ku n" moZlemo izvesti princip ekvivalentan monotonoj bar teoremi

v. {Tr3l , [2z5] ).

(iiif i (ivffsu netacéni ( fDuz]

rajuci

M, Dummett ( (DUE] ) je pokazao da su pri drugin interpreta-

cijama, npr " kreativan subjekt 7 Jje u trenutku n ustanovio
jedan ili vise stavova iz kojih & sleddi direktno’ prihvatlji-
ve su sheme (1), (11) i (v, a prl interpretaciji " kreativan

subjekt 2. je u trenutku n izveo konstrukcmau koja je dokaz,
bez obzira da li je toga svestan ili nlae, prihvatljive su
sheme (1) i (11), ali ne i (v).
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a( pu2}r je dao interpretaciin 5 preio Bethovih

T

b, A je tadno u ¢voru a akko a je ozradenco(barred) skupom

N
|

Svorova dusine tadno n 1 u svakom je 4 ta:

%

Pri tod int-rpretaciji svi primerci akxsioma £2
T
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za ¥oja je "bilti tacno u Cvoru" odludivo SVOJEtvo.fa

o
i
O
oy
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<t
)

)
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P N i 1 ¢
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S

ni su svi p“iﬂeroi shema 1l.5.7. 1 1.5.,.\v) ali ne i 1.5.0.

i 1.5.5.(3 i1,

U[GOG] Zocdman Je definisao intuicionistidku
metiku IEA u ko0ioJ su neXe od al'siomna sheme

teorema navecdenih u l.5.7.,t] sledede shenme:

(i) I84 0OV B)—RQDAV OB
(ii) IBA b O 3xAx - Ix04x

(1ii) T34 — VYxDax — O Vxax

Za shemu koja sadrii —> Goodman ( [Go6]) uvodi restrikeiju,pa

Je 1 ona prihvatljiva:

(iv) IEA 04 —»00)& (04 — OB) —1{A—3R)

U ovom sistemu vagi
IZA W-(50=0) — 0 (50=0)

Da se Za 4A ne meze lzvesti nista vise nego za bilo koju for-
mulu oblika A-—>B.

1.6. Ilgocentricéni i sociocentridni sistemi

[GO4J Goodman razlilkuje dve vrste znanja:

1. Opéte znanje matematidkozg drustva kac celine
<. licno znanje matematicara iz tog drustva,

e

.+ matematicko drustvo i svaki pojedirac koji mu pripada su
ldealizovani i njihovo znanje se moZe formalizovati epistemil-
Xim operatorom koji zadovoljava sve aksiome za modalni radun
S4,



1. 7, Sistenl FTagina, Halperna 1 Verdija

Fagin, Halpern i Vardi ( [?HV] ) posmatrali su sisteme u xojlma

je moguce analizirati recenice poput

W Ja znam da ti ne znas da 11 Oon ZhD&... "

Umesto kreativnog subjelkta 11i idealnog matematidkog drustva,u [FHV] se
posmatﬂaau idealni procesori 1 sistem u kojen je mogule anall-
,irati ne samo Sta jedan procesor zna, veéd 1 njegovo zmanje ©

snaniu druglh Procesoras,

U [kr2] Kreisel je primetio da mi moZemo posmatrati i vide
neativnih subjekata, van Rootselaar ( {Ro] ) Jje razmatrao
poguénost komunikacije visSe kreatlvnin subjekata ( u nekom
trenutku n postoji iskaz A koJi zna jedan kreativan subjekt

i drugli ne zna A) 1 sisteme u kojima je mogudéa kvanviflkacija
preko kreativnih subjekata ( svaki kreativan subjekt zna... )-

Slidno kao $to epictemidka aritmetika u svojoj osnovi nosi
neke fundamentalne ideje teorije o kreativnom subjeictu, 1 ovi
cistemi u sebi nose analogne ideje teorije o vise kreativnih
subjekata:

(1) U [FEV] znanje je definisanc kao nedto &to neko zna da
je tadno. Nosioci tog znanja su idealizovani racionalni pro-
cesori (igradi). Njihovo zajednilko znanje je da Jje svaLl pro-
cesor sposoban za perfektnu imtrospekciju, logicko rezonovanje

i Yo vaZi za sve procesore.

(ii) Vreme se w ovim sistemina ne javlja eksplicitno, ali jJe

implicitno sadriano u kontekstu- naime, buduci da su ovi sis—
temi intendirapi da imaju primene u ralunarstvu-— imamo komp-

juterslco vreme— fiksno, nespecificirano vreme u kojem mozemo

pratiti povedanje znanja sa VICIENnO.

(1ii) U {FHV] su date sledede aksiome koje vaZe za sve proce-
sore (igrade) :

l.?,lg_svi supstitucijski primerci iskaznih tautologija



1.7.2. 0110 Sta da igrad i zna to Jje tacno

Diﬁ.——m
1.7.%. igraC i zna sta zna
A~ . LA
A f R

1.7.4. igrad i zna sta ne zna

;U4

"TDiA-"

1.7.5. ono 3to igral i zna zatvoreno je za modus ponens

J.4&0,(A— B) =[] ;B

Igradi koriste sledeéa pravila zakljucivanja:

l.7.6. A A— B
B
1e7e7s —_
3 A
ovaj sistem Jje ekvivalentan modalnom racunu SD.

Za svaki E:i
U ovin sistemima najinteresantniji problemi vezani su za.mogué;
nost komunikacije izmedju dva nosioca znanja 1 mogucnost pra-
éenja njihovog znanja posle saznanja da drugl igra¢ nesto zna

/ ne zna, kao i odredjivanje granica do kojih se moZe povedatl
njihovo znanje razmenom informacija. Strukture koje opisuju
stanja znanja mogu biti jako komplikovame (v. {FHV] za njihov
sistem).

Sledeé¢i primer ilustruje tip rezinovanja gde se do resenja
dolazi zahvaljujuéi informaciji Sta drugi igradi znaju u toku
radae.

1.7.8. Primer (M. Stojakovié (S] ):

0d tri cela broja ¢iji je proizvod 900, Alisa zna vrednost
srednjeg po velicini, a Boban sumu najveceg i jednog od pre-
ostala dva. Alisa i Boban znaju 3%ta je poznato kome od njih.
Vesna postavlja naizmenicno pitanja koja, kao i odgovore cuju
oboje, |



1, A, da 1% znos sva tri broja? A odgovearas: le,
2‘ 3 . 1t rt \ t 1 11 ? B 11 Ne ,
5 . .ﬂk . 1 " H 1 H 1 < ﬂ £ . N e.
Iy 7 1 J] 1 ke 1 1 D B I . Me
& ’ - - -
— ! i " LL It It Tl o A. th§ . j.‘re
:7" 8 ; . - .
6 . B . I T It 1 Tt n ? B n ' '*iq'e .
7 A 1 it i 1t 1 T o £y 3 1{[ o
» 19 .
8. -_5’ ' H 1 In T 1 ? B ”. . Ea.

Kako je Bobsn iz neznanjs dATugog igrada saznao koJji su TO

projevi?
Resenje:

900= 1.2.450 = 2,3.150 = 1.3.300 = 1.4.225 = 34,75 =
1.5.180 = 2.5.90 = 3.5.60 = 4,5.45 = 1.6.150 =
2,.6.75 = 3.6.50 = 5.6.30 = 1.9.1l00=2.8.5%0
4.9,25 = 5,9,20 = 1.10.90 = 2,10.45 = 3.10. 30 =
5.10.18 =5.10.15 = 1.12.75 =3%.12.25= 5.,12.15 =
1.15.60 = 2.15.3%0 = 3.15.20 = 1.20.45 = 1.25.36 =
2.18.25 = 1.10.90

T Alisa i Boban vr3e sve faktorizacije broja 900 ns tri razli-
ita faktors. Vel na prvo pitanje Alisa bl znala odgovor da Je
srednji broj 2, 20 il1 25 zs8vo 5to su takve fasktorizacije Je-
dinstvene. Podto je ona odgovorila sa "Ne” i Alisa 1 Boban
takve faktorizacije izostavljaju s3 spiska. Zastim, Boban bl

dao pozitivan odgovor da Je zbir najveéeg brojs i Jjednog od pre—
ostala dva jedinstven, ps 1 Aliss i Robsn takve sluldajeve brisu

sa spiska. Dslje, spilsak ansliziraju i skraduju na istl nacin.

Kod osmog pitsnja Bobsn ima spisak sa 4.,9,25 1 5.9.20.
Kako je on znao koji su to brojevi, znaéi da mu nije saopsten
2bir 29 (25+4, 20+49) veé 25 (20+5) 11i 34 (25+9).

1.8. Beesonovg teorija ©

Umesto isksznog operators O koji je 1mao svoje poreklo u GU-
delovim redovims i razvijen u epistemickim teorijema Shapira,



odmana, postoje i drugl pristupl. Jedan od njih je

Flasga i GO " . - -
| ( EBe%]). On uvodi modalni operator O koji ima jednu

' 4 Beesonov
globodnu promenljivi tako da

Ako je A(X) formula sa slobodnim promenljivama %, onda je
(e A(X)) formula sa slobodnin promenljivana e, %, koja se &ita
'"é dokazuje A(ﬁb",

ﬁbristeéi ovaj operator, Beeson daje formalni sistem C koji
rceprezentuje ekstremne pozicije A-P principa. Aksiome tog sis-

tema Sus

(Beesonov sistem C ima 23 osnovu teoriju BON ( v. {Be#4] ) i
ovde su od interesa samo one aksiome koje opisuju [J ; te ak—
siome su date indukcijom po izgradjenosti fornmule, i,kao i u
aritmetici, disjunkcija je definisana preko 4 ,&, —* , a nega-—
cija preko =1 L, pa je poredjenje moguée ; j je funkcija para,
| 31 i3, su funkcije projekcije )

(i) (e ALB)es (J1e04) &(jyeq B)

(ii) (eD &-#B)HD&jgeDD cde je D= Va(auﬁ-;jleag B)
(iii) (eQVxA)«>D&j,end gde je D2 Vx(jlex[] A)

(iv) (eD 3IxA) j,enAa(j,e/x)
(v) e A—A (refleksija)
(vi) A—3dg(qUOA) (istinitost)

(vii) (QEEA)-ﬁql (samo definisani objekti mogu biti dokazi)
Teorija C je konzervativna ekstenzija Heytingove aritmetike HA
1 uC nije dokaziva odluf':ivost%ﬂﬂ., TJ ne vazi uvek

e[TA v qe(QA

1.9, Ostali sistemi

1.9,1. Epistemicka aritmetika je data kao sistem u kojem je
Dnoguce posmatrati konstruktivne iskaze ( interpretirajuéi O
kao " u principu je dokazivo " i prefiksirajudéi [ ispred svake




_25_

podformule),nekonstruktivne iskaze ( iskazi pez@d) i diskaze
parcijalne konstruktivnosti). Uvakvi sistemi u kojima je mo~-
guéa integracija klasic¢ne i intuicionisticke matematike raz-
vijeni su i za druge teorije kao sto su aritmetike drugog reda
(5dedrov [S¢] ), teorija tipova (Flagg (F4] , Stedrov {8Z]),
seorije skupova (Goodman [Go5] ,kyhill [My] ,Flagg [F3] ).

Ovi sistemi bazirani su na modalnom racunu S4 uz dodatak jos

nekibh modalnih aksioma.

1.9.2. Epistemickoj aritmetici moguée je dodati i druge sheme
roje proSiruju njen iskazni fraguent, npr

Grz (DA »0A)— A)— A
Za EA + Grz = GrzA Flagg i Friedman ( EEFZ] )} su dokazali

sledeéu teoremu:

Neka je A(pl,---,pk) formula iskaznog racduna S4 + Grz takva da

S4 + Grz W~ A.

Onda postoje recenice Bi’“"’Bk na jeziku GrzA takve da

GrzA H- A(Bysee+sBy).

l.9.5. Analogno, moze se umesto lskaznog operatora [J u znacdenju
“uprincipﬁ{ébkazivo", dodatli novi operator Val u znacCenju

~

Val A akko A je valjano u svim modelima

ili

Val A akko A je valjano u svim skupovno-teorijskim
modelima

1 slidéno, uz odgovarajuéu aksiomatizaciju.

Kreisel je razmatrao tu ideju u [Kr2] =~ u istom radu u kojem
formalizuje teoriju o kreativnom subjektu, Shapiro razradjuje
taj sistem u [Shi] .

194, U ovor poglavliju posmatrali smo one formalizacije Bro-—
uwerovih pojmova dokaza i dokazivosti za koje smatramo da su
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ojima se pojavljuju " dokazi " i/1ili " komstrukcije"
u pnekom obliku, kao sSto su Fefermanovi 1 Hartin-LBfovi sistemi’
(v. [Be#] J,Lifschitzovi sistemi ( [Lil] , [LiE] ") g8 epis—
temifkin predikatom, Smullyanovi ( [Sl] ) protosintalktidki
sisteni 1 mnogl drugl.
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. EPISTENICKA T IHTUICIONISTICKA ARITVETIKA

2,1, Heytingova aritmetika HA

2.1.1. Jezik Heytingove aritmetike sadrzi : numericke promen-—
1jive (X752 ,U,V,Wyese), konstantu G (nula), unarnu funkcij-—
sku konstantu S (sledbenik), konstante funkecijskih simbola

za sve primitovno rekurzivne funkcije, = ( Jednakost mzdju dro-
jevina), 1ogidke konstante &, V, = , v , 3 i |l (xoja se iz—

jednalava sa (80 = Q) ).

fermi i FTormule definisani su na uobiéajen nacin 1 usvajamo

sve standardue konvencije o zagradama. Pod formulom Heytingove
aritmetike (Fml(HA)) ipodrazumevamo formulu na Jjeziku Heyting=—
ove aritmetike.

Kao metamatematicki simboli koriste se =,‘>,¢:>,‘_‘g’ ’ é y =
( jednako po definiciji).

2.1.2. Formalizacija Heytingove aritmetike moZe se dati u:
(i) sistemu prirodne dedukcije (v. [Pr] s [Trﬁ] ),

(ii) radunu sekvenata ( v. [T] )

(iii) sistemu Hilbertovog tipa ( sistem koji se sastoji
od aksioma i pravila izvodjenja (v. [Tr3) , [K2] , [Go€], [sH )

Sistem Hilbertovog tipa pogodan je za metamatematicko argumen—
tovanje indukcijom po duZini dedukcije, Sto se koristi u dokazu
teorema korektnosti, a sistem prirodne dedukcije i radun sek-
venata za dokazivanje teorcnd.

2.1.%. Spectorov sistem aksioma ( (Go6] , - [Sp] ) za Heyting-
ovu aritmetiku sastoji se iz slededih aksioma i pravila zak-
ljudivanja:




1. A~ A

11, AJA—» BB

J A~»B, B—2C=A—C
IV. A% B> A, A& B—ZB

Ve A— A v B, B—~A v B

VI, A~—>B, A—-C=2A—B& C
YILo A—C, B—C=2A v B—C

VIII. A& B—3C =>A=—3 (B=+C )

X, A~>(B—C) =DA & B—C

X. A=~a3B(x) DA~ VxBx ( x nije slobodno u A)
X1, A(x)~+B=>3Ixa—B ( x nije slobodno u B)
XII. V&ﬂx-ﬁ.ﬂt (¥ je slobodno za x u A)

XIII. At — JxA(x) (% je slobodno za x u A)

XIV. X=X

XV, X=y— 3y =X

XVI. X =& Yy = 2=>X=2

XVII. X = y-—t_‘t(x) = t(y) ( t+ Jje term)

AVIIL. O = 8x—20 = S0

XIX. SX = By x =Y

XX. AO) & ¥ x(ax— A(SK)) =~ YxA(X)

YXI. Ako je A jedna od definisuéih Jjedmaclina za simbol koji

‘oznadava primitivmo rekurzivnu funkciju onda je A aksioma.

2.l.4, Primedbe:

(1) Tnicijalne funkcije su O (nula), S (sledbenik), Iy ( 1€ign ,
za svako n; funkcija projekcija). DefiniSuée sheme su kompozicija
i rekurzija. Primitivno-rekurzivna funkcija je data svojim re-
kurzivnim jednadinama ( definiSuéim aksiomama).

(ii) Uloga definiSuéih aksioma je dvostruka: Kao pravila izra-
Sunavanja i kao tvrdnji o preslikavanju numerala u numerale
odredjena tim pravilims izrsdunavanja,



(11i) U Heyvingovo] aritmeticl vaze sledece definicije:
'L,‘.-.- - L7 -
A = A— {30 = 0)
A= (80 = Q)
AvEEdn((x =20~ 4A) & (( 2 0—38))
Ae—» B = (A—3) & (B—% A)

Z.1.5. Dedukeija ( formalni sapis dokaza) Je reprezentovana io-
nadninm nizon formula- svaka formula je aksiom, pretpostavika 111
je dobijena iz formula koje su dobijene ranije u nizu koriste-
41 neko od pravila lzvodjenja.

1.6. Teorema dedukcije:

oA b3 = [ AR

Dokaz: Irndukcijom po duZini dedukcije.

2.1.7. Teorema : HAF- (80=0)—> A
Dokaz: Irndukcijom po izgradjenostl formule A. ATomarne formule
su odlucive, tJ vazl

HAb— A v 4 A za A atomarno
i poSto jezik sadrii konstante funkcijskih simbola za sve pri-
nitivono rekurzivne funkecije, vazi

A atomarno = HA — A<—>(u=v),
gde su u,v termi ( [Tr3] ).

2.1.8., Primedba:0va teorema je aksioma na originalnom (Spector-—
ovom) ( [Sp] ) spisku aksioma. Nad Heytingovom aritmetikom ona
je izvediva iz ostalih aksioma, ali uklanjajull Jje sa spiska
aksioma nismo vi3e u moguénosti da razdvojimo aritmeticki od
predikatskog fragmenta.



30

Ovakav sistem aksioma je ( nad Heytingovonm aritmetikon) ekvi-
valentan bilo kojoj drugoj aksiomatizaciji ( v. (Tr3} ), ali
odabrali smo ovakav pristup zbog mogucnostil da se lakse 1sp1tuﬁ
ju osobine epistemicke aritmetike.

2.2, Churchova teza

5.2,1l., Formalni sistem za elementarnu analizu =l

®lementarna analiza EL bazira se na Heytingovo] aritmeticl.
Njen jezik je jezik Heytingove aritmetike prosiren promen-—
1jivama za unarne ( brojno-teoretske) funkcije (2,D,C,30;000e),
Constantama Ap( aplikacija), I (rekurzor), Ax.( operator
apstrakcije za eksplicitne definicije) i funkecijskim wvantilfi-
katorima.

Aksiome i pravila Heytingove aritmetike prosiruju se do EL 1
dodaju definisuée aksiome za AD, M ; ]\xJ? varijanta aksio-

me izbora:

QF—-AC-NN Vx 3 vA(x,y) ~ da A4 xA(x,ax) (A Je bez kvantifi-
katora)

Ovaj sistem je konzistentan ( [KE] ), kao i sistem dobijen doda-—
vanjem sheme

AC-NN Vx 3 yaA(x,7) — Ja Y x4 (x,ax)

2.2.2. Formalizacija elementarne teorije rekurzija

{xj (yl,...,yn) reprezentuje parcijalno-rekurzivnu funkeiju.

Tnﬁxayls-.-,yn,z) je Kleenejev T-— predikat koji izraZava "X

je GBdelov broj parcijalno- rekurzivne funkcije {x} ,2 Je
GBdelov broj izracunavanja {xj (yl,._.’yn)jn U je funkcija koja
daje rezultat ( the result- extracting function).

Svaka parcijalno— rekurzivna funkcija moZe biti reprezenltovana
kao
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U( min,Tp(E, 7100 es¥n12)) = P ( ¥yy000,7,5( za odgovarajuée x)

Koristic¢emo sledeCe definicije:
(1) t = = 3Iy(t=7 & T=7)

(2) t2%r = VYy(t=y & r=y) (t,Tr su parcijalno-rekurzivne
funlkcije)

(5) {EJ (}‘:—l:“":xn) = Y = HZ(TH(E,X:L,---,ILQ,Z) & Uz = ¥ )

(B) fejxgheeenx)l 2 Fy({e}(m,eensny) = 7 )

2.2¢%. Churchova teza

Ako se prihvati BHK- objasnjenje logickih operacija i prirod-
nih broJeva, interpretacija Heytingove aritmetilke ne stvara
probleme, ali,potrebno je to uraditi i za brojno- teoretske
funkcije u 2L,

Jedno od moguéih objasSnjenja Jje da su nam brojno- teoretske
funkecije potpuro date zakonom ,"receptom " za izralunavanje
vrednosti svakog argumenta., Ondad, Heytingova verzija Churchove
teze ( [ET] ) —'koja odgovara sistemu EL glasi:

"Svaka zakonom data funkcija je rekurzivna,
tJ

"Svaki niz prirodnih brojeva Je niz vrednosti neke rekurzivne
funkcije".

Formalno zaplseno, Churchove tezs CT glasi

CT Va3deVn 3 z(Ti(e,n,z) & a(n) = Uz )

U sistemima sa funkcijskim promenljivama Churchova teza se
ponasa ( [TrB] ) kao aksioma reducibilnosti: iskazi koji sadrie
funkcije su redukovani na iskaze koji sadrZe samo prirodne bro-
jeve.
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[lac posledica COT 1 AC-II dobilja se sledeca teorema u ZL + AC-IH

JTO \U/}: 3 yA(x,y) — deV «d z(‘l“l(e,:{, z)&A(x,Uz))

coja je dizraZena na jeziku Heytingove aritmetiie i kojJa ce
"'r"\

ta kao Churchova teza za Heytingovu aritmetiku,

H
-
::.-:l'
()
ct

S dntuicionisticke tacdke Churchova fTeza Jje problematicéna, T
nije oCigledno tacna ni ocigledno konzistentna gadz se doda
intulcicnisticitim sistenina, CTO je nelzvediva u HZA Jer pro-

tivreci PA.

Uopstenje CT na shemu oblile

3T ¥Yx(ax — 3yBxy)—>3deV x(Ax — v (Texy & B(%,Uy))

( v se ne pojavlijuje slobodno u A, A Je skoro negativna formula)
je najopsStiji oblik Churchove Teze konzistenbtan sa HA.

ZCT,, se koristi u karakterizacijl r— realizabilnosti (v. (mra] )
uw HA + EOT, svaka formula Je elvivalentna svojoj r -~ realiza-
pilnoj interpretaciji,t] vazi sledele za sve formule Heytingove

writmetike:

EA + ECT_ =4 ¢ 3x(xrd)
HA + ECT, A  akko HA P dx(xrd)

kklase
Restrikcijom formule A na neke podklase/lskoro negativanih Iormnula
dobijaju se slabije sheme koje su intuicionisticki interesantne
1 imaju primene,
Obelezje intuicionistickih formalnih sistema je konzistentnosy
sa Churchovom tezom. To Jje, moZe se reé¢i i kriterijum ( [BeB] )
da 1i ée se neki sisben smatrati " formalno intuicionistidkinm':
sve poznate ( prirodne) teorije kdéje se smatraju inbtuiciconistidl-
kim ( od bilo koga) su konzistenbtne sa Churchovom tezom ili sa
verzijom Churchove teze koja se moze formulisati na tom jeziku,
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anno7a aritmetiks PA ims ilste terme 1 atomarne formule =380
7i samo —» , 1 , V kao logicke

. o . .
tmetilka 1 sadr?o

(k]
DT
}J
!
]

o4 formulom Peancve 8 ike (Mml(PA)) podrazumevanmo formu-

I "
iku Pezonove eritmetike,

rraiome FPeanove sritmetike su:
1. fko je A klssidna tautologija,onds PA— A.
Aksiome IT,X,XIX,XIV-XXL.

—~
!
Cow

2.%,1. Markovljeva shemd M ( (Tr3) ,. (Ma] )

lMarkovljeva shema Ll je shema

5 ngy(A(x;F)V TA(X,¥))

i moZemo Jje parafrazirati na sledell nalin: pretpostavimo ca Je
i

w3 A%, y) = d7alx,y)

4 predikat koji izraZava neko svojstvo prirodnih brojev

testiran za svaki prirodni broj, 1 mi, indirei-

takav da A{x

memorijon (il
N

Loji mozZe b1iT1
tnim argumentovanjem znamo da postojl X

takodje verujemo da de raéunar sa neogranidenon
talkvo da A(x) eventualno

n—-n"u-"

algoritam) koJl trazi x
jedno x ( ako ima dovoljno vremena).
‘L ali zah—

Teorija HA + K Jje konzistentna 1 konzistentna sa CT,
teva prodirenje pojma "konstruktivno" u BHE- objasnjenju logic—

ih konstanti

04 interesa Jje 1 slablja shena

MPR Vx( 17 HYA(X:}')-’ HyA{XyYD)
| relkurzivno)

(A{x,y) primitivno

ili, sSto Jje ekvivalentno

MPR V}C( 1 3 YTl(}f-;X;Y)‘“"‘ 3 yTl(x,x,y))



5.%,2, Shena o nezavisnostl od vrewisc IP ( (e} , {Ma]l ):

111111

g BHK - obja%nﬁenju P— 4:x0(x) je slabije o4 3 (= Q(x)),
; c u P-» J:0(x) informacija koja se doblja iz dokaza za
5 loristi da se konstruile trafeno x, dok u Jx(P— Q(x)) mi mo-

wamg onstruisati sz nezavisno od dokaza za P,

()¢
(M
-
fa
td
S
r_ﬂ"

|

Talo, shema O nezavisnoti od premise Glrektno uti
objasnjenje logickih ronstanti jer su u njoj ograniceni tipovi

gﬁ-h} e il

c:1
E g
¢
o}
U
4y,

vreslikavanja dokaza U doxaze koji mogu biti koriste
doka¥e implikacija oblika P — Fx(x) .

72 iptuicionistidka razmatranj’a od interesa su snene gde T
zadovoljava dodatnu restrikcigu § , bilo sintaktidku ili logic-

e

Slabije verzije sheme o nezavisnosvl od premise koje su kon-
zistentne sa Heytingovom aritmetixom su:

TP (-4 — 3xB(x)) = Ix(Aa~B(x)) (x nije slobodno u A)

IP Vx(av—A) & ( Vxa — 4 yB) ~* Iy(Vxt——2) ( v nije slobodno
w A)

P, (Yxa - 3oy » I3(Vxt—3B) ( A je primitivno rekurzivna

formula, X nije slobodno u &)

Takodje teorije HA + IP + CT_i HA + IP, + M+ CT, su

konzistentne ( {Tr#] ) e

2.%.3., Veza izmedju Heytingove 1 DPeanove aritmetike

Jo& je Gentzen ( [Ge] ) primetio da se Heytingova aritmetika
mofe prosiriti do Yeanove aritmetike dodavanjem cdgovarajuéih
shema, ili obrnutoc recleno, po GBdelu, intuiciopisticka aritmetl-
ka se razlikuje od klasicne takd Sto je samo deo klasicCnog racu-
na prihvatljiv({ (681 ).



magko vazi:

PA = HA + (14— 4)

111
A = EA + (SAva)
PA = HA + IP + M

Vezu izmedju Peanove 1 Heytingove aritmetike, kao vrstu sin-
taktidkog prevoda, dali su GBdel ( {GBLl] ) i Gentzen ( [Gq] ) o

Maziv negativan prevod potice od‘toéa sto se dobija prefiksi-
ranjen -1 — (dvostruke negacije) nekim podformulama.
2.%.%,1, Dedfinicija ( [Trﬁ]): Hegativan prevod je preslikavanje

¢: Fml(HA)~ Pml(HA) definisano indukcijom po izgradje—
nosti formule A na sledeé¢i nacin:

(1) A* £ 4 ( A atomarno)
(ii) 1* = L

(11i)(A & B)®= A% B°

(iv) (AVEB)®= 4 (A% B*)

(v) (A —3B)?= A*.3R?

(vi) (VxA(x))% Vxa(x)
(vii)( FxA(x))®= v+ I A (x)

2edebe2. Teorema karakberizacije: Za bilo koju formulu A
Heytingove aritmetike |

(i) PAb-A<>HBAFA®
(ii) PAFA<—>4A? |



!
L \}4
o8
!

.
]

>

o
\}1
L]

Teorema: Ako Je A negativna formula Heytirnzove aritne-

<t
I-H.h
-

HA b= Av—54aY

~ == ';_" ™ - - . b - : { Lad L o - b I Lo} - 4
Zeleette Fosledica: Feanova aritmetika Je Lonzervativna ciistan-

- - :- _,'ﬁrJ— -y - [ 5 -y 1~ ) — —-— i} A

zijc Heybingove aritmetilke s obzirom rna kKlasu negativnih Fformula,
oA 55 i jSh T S o ! e s Tt TAT TS ey v

-."':.-;Jn u_)a- Loeoremm oA+ D.Lh:} I’_ PANE l IA -:,_:ﬁ_,_L U - P Vo S i PR AT

o T - I L] -L-I,.--. -y = LU o ?4—'_.- y -~ - v—-rw\ —
.5, Primedba: T2z ovih teorena sledl da Zevibingmova aritnetl

et ; sicn
21i se za vV 1 3 trase jali zahtevi od istinitosti. U [x2]
tgr [ﬁp] kao baza Ll&alcﬁog rac¢una 1z S , vV =, 1

e
3 i tada Jje HA podtTeorija Peanove aritm
co0ji Je uobicajen kada se govorl O intuicionist'“

i

jama koristell sistem Hilbervovog Tipa,

A1i, u [G&i] GHdel je primetio da se za zasnivanje klasicnog
raduna mo¥e uzéti kao baza —, L , & , V¥ , i tada je PA pod-
teorija Heytingove aritmetike, & V i 3 su nove intuicionistidke
constante ( dok za Peanovu aritmetiku vaZe uwobidajene definicije

AV BE(q4—B) i IxAx = 4 Vxqix

Ova dvae pristupa su ekvivalentna s klasicne valke g )
i pokazuju svoje razlike Telk U odnosu na heytlnGOVA aritmevilku,
T

tt:-

0dlucili smo se za ovo drugo zbog epistemiciih



2oh4.1. Fpistemidka aritmetika EA je klasiCna Peanova aritmetika

prvog reda bazirana na modaloom racunu S84 1 Sz indukcijom za sve
fTormule Jjezika.

Spistemidka aritmetika EA ima iste terme 1 atomarne formule

kao i Peanova aritmetika PA. Formule su izgradjene polazeci od

atomarainh i koristedi

—, L,V ,0.

Ostale logidke i modalne konstante su definisane na uocobicajend

nacin:
L& B = o (A 4B)
A B3 = <4 2 B
<A = A—» (80=0)-

A«>B = ( A— B) & (B—4)
SyxAx = -1\/:{ ~AX
QA :::”-1 l—l_A

Sistem aksioma za Epistemidku aritmetiku dobija se dodavanjem
slededih aksioma i pravila aksiomamu Peanove aritmetvike:

XXII. C1A— A

XXIII. . DA — A

XXIV. DA—B)— (OA-—->0QB)
XXV. A= 04

Pod formulom episbtemnicke aritmetike (Frl(EA)) podrazumevamo
fornulu na jeziku epistemicke aritmetike.



(?iii}

(ix)

i

- F 2 ﬁ.‘ it "’."" - "y A ] ~ eFs T - =

Lel:l._}. b i wx,r.*ECC.- UQOE{E Ll E-:).Lj. f.-.on-h.nul Jri-f
il
UYL

04 &0 Ber
G2 v U3 —0O(av B)

== — 204

L
‘n"-w__fjl .
f R S o

3:x0Ax — O Joxhx
Ve 4> OYxQax
FIx gixesd 3xn
QSOQA«OQ A
ASEY sV Fedu P

— A

b

A
LA i

2

i slededée implikacije vaZe u epistemickoj aritmetici ZA:

0o U

o.u4.%3, Definicija : Neka je ¥ preslikavanjie Fformul
Kxe aritmetike u formule Heytingove aritmetike
cijom po izgradjenosti formule A na slededi na

i

B
; |

y - =or
GA™

k

-&\

(1) YY) = A
(i) W(L) = L

( & atomarno)

(iii)

(iv) Y(D4) = Y(4)

Oh\

A

defs
cLln.

Y komutira sa & , V ,"“',V,E .
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s 4.6, Definicija: Neka je Y opreslikavanje rornula cpls

O

55

~i8ke aritmetike u formule leytingove aritmetike cerinisan

m po izgzradjenosti formule A na sledeci nacin:

i_,.l
3
o8
e
nl
e
I...J
C
O

(1) ‘P_(A) £t A ( A atomarno )

BAF A = HAF Y{4)

> 4.8, Primedba: Preslikavanja u kojima se [d preslikava u
1 uveo je K, Dosen u [Do] .

U [Shi] Shapiro Jje pretpostavie da je epistemidlia aritmetika
EA konzervativna ekstenzija i intuicionistidka aritmetixa HA.

Goodman ( [Goﬁ] ) Je to dokazao interpretirajuédi EA uw infinivar-
ni iskazni S4 i dokazujudéi teoremu o eliminaciji selenja, Flagg

i Friedman ( [FFL] ) su dali veoma Jjednostavan dokaz istog Tvr-

djenja. Ovde su data i dva slidna.
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Ty
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e hagzyions {mﬁ] Y i zelZun prediizata (fraﬁlta,m&lmnms[Lm] ).

F

- i - R ..--i—- 1" N
AT 5a s N "y O AT e s ™ e
Fl;-b‘&_; — Frlﬁri_ﬁuui:* — EOL&L&ll ia.l, Jc el ..-L.JMJ«mlvh.ti Llu-u’ L.rlh..u,. s A
- T ~r . - - | W LA E - b -
conzervabivna scstenzija Heytingove arlilmelive Korisvecl dve
'A_ "_.-....l"--"'-l-i'l—lq - e — -’ -

}..J.

cie jc B formula 1z Lonacnog SLUDA [ formula Heytingove aritme-
-
tilke, Ti prevodi su datl slcdelinm definicljamas

2,4.9, Definicija: Za svoku formulu A Heytingove sritnetike
deTinidemo indukcijom po izgradjenosti formule, formulu A
epistenidle aritumetvixe na slededi nadin:

A ( A atomarno )

Pl
'l_.l.
-
o
I

QL - 39
OVxd x

e T e N
o
< W
et
s
" T g
E:h:-
e
o 2

%
He

(v) ( )® komutira sa & , V¥ 13 .

L

2 4,10, Tecremz: Za svaku formulu A Heytingove anitmetly
HA A —> EAr AT
Dokaz : Indukecijom po duzini dedukcije.

-

5. 4.11. Definicija: Za svaku formulu A epistenille aritmetice

EA ka¥emo dz je stabilna ako

EA F— A &> A

2.4.12, Lera (Plagg [‘_E']_] )

'(i) za .bilo koje terme s,t, formula (s = t ) je stabilna.



¥ ) : - - o B . A T - il 1’ -
(i ovaka formula coblikta U4 Je stabilna,
Yy — 4 3 - P St x —-—
(1ii) ako su A 1 B stabilne formule, onda su to 1 AVE
LY

1
1

su sledeca Tvrdjenja =oja
cuju osobine inbtulcionistickil: sistemrma:

oL 4,14, Teorema:

-

(i) Ako su A 1 B stabilne formule, onda

ZA F~OAV OB« [J(AVD)

(1i) Ako Jje A stabilna formula, onda

b~ 3xDA(x) 4— Odxal(x)

Ta bi pokazali obrat teoreme 2.4.,10, Flagg i Friedman su uvell
srevod ( [FF1] )
KE\
/A o
( I‘:. . Fml (EA) ~» Fml (HA)

( E je formula iz konadnog skupa |7 formula Heytingove aritne-
tike) sa slededom definicijom:

2.4.15. Definicija: Neka je | kon&can skup formula Heytingove
aritmetike HA i E formuwla iz [ . Pisadenmo 1z 4 za A— E.
Onds za svaku Formulu A epistemicke aritmetike definisSeno,
indukcijon po izgradjenosti formule, formulu A(F> Heytingove
aritmetike na slededéi nacin:

. B . .

) . E) o(E

(ii) (Av B)([—u) = ﬁa‘lE(A(f—DV Br >)

(113) (30 P2 g5 3P0

(Av) (O ML 2 /M A.(r'c)




*:;‘ P
-, nepirane formuls vaiil sledece
, L aniE
f“'_‘__ P “'"irk)i"' {-—-——}—-{-:{i—-
1 pal 4 -
a0y b Grat) D a ey qpapa ()
{ ul
2.4.1%. Primedba: ako je B=(S0=0) ,ovo preslixavanje S$2 posla-
~a,na Iragmeniu bvern [ ,sa Gédelovim prevodo:n dvostrulom
nooacijonf2.3.3.1.).Ako Je E=(80=0) i | =£ 50=C 0 pras-
1ikavanje se pcoklapaz sa P (Z.4.6.,
Iako prevodl sa —4+ 1 TR pokazuju velike siicnosti,lormule
)
A 1 qpaph U ocpStem sludaju su neuporedive,
hed

5.4.,17. ‘eorema:Za svaku formulu A epistemicke aritmetike,sva-
i konalan skup T formula Heytingove aritmetike 1 svziu 10T~

mulu & iz [

BA b—A > Hﬂ}—-Aﬁ§

Dokxaz:Indukcijonm po duzini dokaza.

0,

dokazu se koriste sledele osobine formula oOblika —gyoi!
o

~ !
- h

2.4.18.Lema: Za bilo koje dve formule A,E € Fnl 1(Ha) u nA Je

L

dokazivo sledece:

(37 A= qpaph

(11)  9pA & appigh

(1ii) 1E7E(1\/B)%f>7 1B(Wﬁ1Eﬂ\f1ﬁjﬂB)
(iv) jE-jE(A & B) ¢ 9t & 1r1pt

(V) (a5B) > (rgrgh— 1ggE)

{(vi) ~E 3 %A% ¢ ETR E{'x—-]E-,EAx

(vii) Y X121 X €7 TRTE \;f XpTet¥



45

N

174

2.4,19. Lema: Zs bilo koje dve formule A, E € fml(H4) i bilo

kojl konacan skupl{ formuls Heytingove aritmetike.

(i) A_kO Aér Onda H_A.{‘— A &> /X\ _"E"TF'A
Eer &~ &
(ii) ako (aA—BYe [ onds HA b~ (A—3B) <> {X\r (1gmh ~ 7570 B)
Z

4.2, Lema: Zg bilo koje dve formule ] A Hdeytingove aritmetil-

7
sl |
e, sledeCe implikacije su dokazive u Heytingovo] sritmetici:




45 -

2, he 21 TeoremaiFlagg,Friedman[FFﬁ] Yidelta jde A formuls Heytin-
£OVe aritmetike 1 neks Je I konsdian skup formuls Hevtingove

sritmetike ¥oji sadrzi sve podformule formule A.OUndsa

Ha b 4+ A2 8 (C)
Cel )

lokaz:Indukecijon po 1zgradjenostli formule A,

() (A VBYE e M\rn (A v B

Cel cel o
1 (Lo
M/)(\TC_WC(CC/X\ADDVW“i MAL)
cC el pel oerlr
-l—-————r-/X\ —]CTC(—KCF‘C.AVTEWC—E))
Cer
e XN 1 (A Y D)
Cel

A v D

AN B K\ (a (AT~ B :

Cefl Cel

P (K2 B2

-—-—'--C/fjgﬂ 1 ;;\r(waw /Y\AD(F)——-a—"I : QEBG‘F))
_t.___._.c/.}f} 1.7, ﬁ (1010/5\ — 1.,1.D)
~—=/\1.9.(A D)



Ty m - % rem T ol T Yo, 17 g :
irg . LEOTERES | Fildgg,rrledman [,-.."j_‘]l Jy4a8 3VasZu formulu A

l""l
f-m 4

evieilngove asritmeTive

HA b A akko EA = AS
Doltaz: = Lz 2. lo.
- - B {7
o EA A => HAF= A F( / za svsko E €1 (2,4 ,17.)
= A MO

f\)
pot

8xC r sadrzi sve podformule formule A,iz 2.4,

—> HA — A,

rezulitat

[

4
AW

]

. Primedba: Koristedi 2,4,15, i 2.4,17. ist
—
% Z

. e - S . e s S
se (1woLe dobitl Koristecl sledels dve mrevnd

Z.4.2%, Definicljs:Za svaku formulu A Heytingove aritmetike
definisemo indukcijom po izgrasdienosti formule foramulu l*

epistemicxXe ariitmeiike:

(i) AV 2oy (A atomarno)
(11) 1% s 4

... ¢ % %

(iii (Av3) & OAN v OB

(iv) (A—B} = D& —[O8"

(v) (Fxalx)) = Ix08% (x)
(vi) ( ) komutira sa &>i.v ]

H.25., Teorema: %8 svaku formulu A Heytingove aritmetike
- “— ﬁ"
HA }— A :;; ZAb AT .
Dokaz:Incdukcijom po duzini dedukcije.

2.4.26. Teorema:Neks je A formuls Heytingove aritmetike 1 neks
je I’ konalan skup formula koji ssdrZi sve podformule formule

A.Tada »*
HA }— A & 0\ A (C)
cer



ooz Indukcijom vo lzgradiencstl formuls A,

Z.ir,27. Teorema:Zs svaku formulu A Heytingove aritmctiie

BN % e A b 7

HAA P~ A 3rkKo oA A
- .- + . .
Z.4,28, Definicijs: lieka Jje ( ) preved Heybtinzove sritmstike
u epistemicku seritmetikxu dobijen umetsnjem ispred svake

podformule foruule A,

2.4.29, Teorema: Neks Jje A formuls Heytingove aritmetike il
onacan skup formulas Heytingove aritmetike koji sadrzi sve

vcdformule formule A.Onds

He b~ A M aT(C)
cel” r

Dokaz:Indukcijom po lzgradjenosti formule A,

ct
vy
)

2.4.%0,Teorems:Za svaku formulu A Heytingove aritme
HAb- & akko Eil- AT .

Incdukcijom po i1zgradjenostl formule A lako se pokazuje da va-

. . , _ ] £
i sledela veza izmedju prevoda ( )E, ¢y i ( )+

o # x
EApb- A ¢ A« OA

2.4.31., Teorema(Flagg,Friedman ,EFFE],[SmE]): 34 je modalns

logika epistemicke sritmetike ZA,

2.5, Intuicionisticka evistemicka aritmetiks IFA

2.5.,1. Intuicionisticks epistemidka sritmetika IEA ([éoﬁ])
je Heytingova aritmetiks HA bazirens ns modslnom racunu Xkoji
sadrzi sledecCe sksiome i pravila izvodjenja:

I-XXI.aksiome Heytingove aritmetike

XXIII. ODA— 002




T (A""‘" B}"“‘?’(D A —> E;

h O

V. A = DA

VT ((OA— S0= 0) = SC=0)— [J A
<VIL. J(AVE) —-QAvOB

CVITIL. 0Jxix — IxCAax

) O SH P VxQox — OV xax

Gl FAa— DAY & (QA— O8)— [J(A—3B)

Jesix intuicionisticke epistemidke sritmetike IEA Je Jjezik

Heytingove arltmetike kojoj Je dodat modalni operstor ] .

farmi i formule se formirsju ne uobicajen nadin,

Le

od formulom intulcionistilke epistemicke aritmetike( Fnl{IEiA) )
sodrgzunevamo formulu na Jeziku intuicilonisticke epistemilke

sritmnetixke.
2.5.2, U ovo] teoriji neizvediva je,u opsStem slucsju formuls

~OA—>04A

posebno,neizvedivo je( @oé])

IT (SO=O>""“? D (SO=O)

1 njo] ekvivsalentnas formuls

KXET. (80=0) — J (S0= 0O)

Ali,ako je A bez [0 ,IEAP- (S0=0)— A Jer HA [ (8C=0)— A (2.1.7.).
E.E.B.Teorema:zé sve formule intuicionistidke epistemiliie aritmetike

(1) TEAb 42 = Pr bYW
(ii) TEA - A = Ha Y (a)
Dokaz:Indukcijom po duzini dedukcije

(i) Y(g -7 0A—0O A)e> q Y (A)=Y ()



(ii) kP(\;,!xDM -ﬂa_Dv:&:A:«:)e—»v:c-;—l Y(A) — -;-1V:c“f{ﬂ)“

;o wari ()€ 44N (M), ps
= V:-c—m Y (A)--}"ﬂb’ XY (&)
HV}C"I"] \P(.A)"""} VX‘T'! LP (A)

N
2.5.,4, Preslikavanje C ) F” (el " konadan skup formula

leytingove aritmetike)je neprimenljivo na IEA,

5.5, Definicijs:Zs svaku formulu A na Jjeziku epistemicke

L
witmetike EA definiSemo preslikavanje ( )" indukcijom po izgra-
n

o
dienostili formule A

J

(i) A = 4 (A atomarno)

(ii) ( AvB) = 4(A"V B")

(1ii) ( 3 xAx)” £ 449 xA™(x)

(iv) (QA) & 08"

{(v) ( )" komutira sa— ,& ,V y V-

2, 5.6, Teorema:Zs svakxu formulu A na Jeziku eplstemicke aritme-

-

EA b~ A => IEA pm A7

Dokaz:Indukcijom po duZini dedukcije.
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It’s a question of throughness,suppose

it wouldn’t have worked out-then something
would be wrong.when 1 get all these
details right,l get a feeling of
satisfaction from seeing that things

are in fact as I feel they should be,

M.Beeson
A Metamathematician’s replica,[ﬁe#]
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srecizno odredjenogpojms konstruktivnosti® <ije proucsvanje
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3 = oy ale H 7 - 5 T ~ N : *":‘h e ahe b ah s i T rn - Jiil "!_"E 681‘3
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1
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intulcionlsticke mzlematike MOEW

( ) modifikscije BHK-sheme: rea
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Leintendirane varijante BHK-sheme daleko su kKorisnije u
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Kom smislu nego sama BHK-shema.Isto tsko,pored metsmaters
ikacije BHK-sheme( npr Kleensjeva 1945-realizabilno

- i iy
toji i veliki broj formezlizevsnih realizsbilnosti(npr

~
2
Jt

T
L

i3

3
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i

r
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3

T
(0

r-reslizabilnost ([Tr2])),prevods i preslikevanjs koja su mo-

]

Tlvisgns tehnickin rszlozimas.

Realizabilnost je definisso S.C.Kleene u [Ei] ymRotivisan idejom
da nadje vezu izmedju intuicionistilke matematike 1 teorije
rekurzije jer se obe teorije bave konstruktivnim probleminma,



cealizabilnost Jje bils zamiSljena kao reinterpreftacije intul-
cionistidke aritmetike tako da udini eksplicitnim nekes Kersk-
reristike pe kojima se razlikuje od klasicns,kxao 5T0 su svoj-—
ctvo disjunktivnosti.i eksplicitne definabilnostl,zatvorenost
+s Churchovo pravilo i konzistentnost sa Churchovem Tezem 1

QTUgls .

411 Klesnejev pojzm reslizabilnosti nije blo ssmo verijznts
nihl-sheme,ved se 1 eszancijslno od nje razlikovso,T8xodje,rea-
1izabilnost nije ulinila objazsnjenje logidkinh kenstsanti pre-

Cl ldlﬁ.

5 druge strane,li rekurzivna reslizsbilnost ,a 1 ostsll meta-
matematicki i formalizovani prevodi i preslikavanjs poseduju
neks lepa formslna kojs ih &ine matematicki interesantnim 1
primenljivim u intuicionistickoj teoriji dokaza -prvensiveno
zo dokaze neizvodljivosti nekinh formuls,relativne lkonzistenci-
je intuicionistidkih formalnih sistema 1 dokaze da Je neki
intuicionistidki sistem zstvoren za neko(metsmatematicko) pra-

vilo,

takvin dohaz1m4po&azuje se da su aksiome realizsbilne 1 ds
pravils izvodjenjs duvaju realizabilnost.i onde,problem je
semo formulissti pravi pojam realizabilnosti za pokszivanje
ds je data formuls nerealizsbilna 1 stogs neizvedivae u sistenu,
il1i Teslizabilna i onds konzistentns sa sksiomana.

"Weliki broj moguéih varijenti reslizsbilnih interpretacrja
logidkih konstanti koje sve zadovoljavaju Heytingova pravila
&ini mi se da podrZava misljenje,ds,ne postojangje veé izbor
1zmedju formalistidkin semantika je najplodniji rezultat ,bar
u sadadnje vreme".( G.Kreisel, [Krg})

Epistemicks aritmetika EA je klasidnas asritmetika koJs reflek-
tuje neke osobine intuicionistilkih sistema.Metode kojima se

ispituju njene osobine su adspitacija standerdnih metamatema-

£3i&kih metods zs klsgsidnu i intuicionisticéku aritmetiku.



giic Je - novi aksicm epistemilke a t
jens orisanjem svikh u formull A je konzistentns sz Sev
v

aritmetikom,1 pri %tom A zsdovoljsva Sh

s
Ju svoje =nszliogon

- e - L Rl e I LY - - e - - .
risteni 2 J7C3 radu su razne varijsute reslizstllinosti,

3T1Cis nrzslifavaniag 1 prevodi 1 Sn3pirov rez.,

-

~a3lrs mogucnost prosirivenja epistemidlis

e
da nije dovoljno és novi zkzioni deduk-

le
b
-
(13 4,
(d4 (D
)

ni-novi akslomil Takodje trebs da ne
Je 4 novi sksiom,onda je A

m teorijom,

cieCen smislu:

Vo S

4]

cdodatl epistemicke aritmetici.

"t

rosebno,posmatrali sno sledeie sheme:

e NS

3"
L PR

o
Q2
]

44,
[=)
Cl
b=

OVx Qga— 0daVxa

Vx( 1 O ya(x,y) ~ J yA(x,y)) ( A(x,y) primitivno
rekurzivno)

0 04— 04

Dtvx(ﬂ 73 7a(x, 7OV 3 7alx,y)) ( alx,y) primitivno

rekurzivno)

E]TC]A\’[]A

O¥x3 yQalx,y)— e OVx3 7(Ty(e,x,y) 4 0 A(x,Uy))

DVK( (0 alx)= dy0Bx,7)) -~ de VK{CIA(K}H

3 y( 0 B(}:’,Uy)&fl‘l(e,:{,}?)))

(y se ne pojavijuje slobodno u {Q A(x) )



Zezultatl su sistemstlizovanli 70 metvodama doKszivanjs, a W
dodatku Ko 1 . no teorijisma.
na presllixKavanja VY na ekstenzije ecistemilke

—

W je definisano u 2.%.5.
5.1.1, Teorema:Za svaku formulu A epistemicke ar itmetlke
(i)  Thselipg = A = Pa b Y(A)

(ii) EA+eSpp — A == Pib—~Y(A)

(iii) EA+ell l-— A - PA]—‘{’(A)

(iv) Ea+eS | A& = PARY(A)

P W

(v) EA+eDNS j—~ A =  PAEY(&)

3.1.2. Primedba: Ovo preslikevanje Je neprimenljlivo npr na

EA+eCT,jer se sa Y preslikava u PA+CT .Isto tsko,neprimen -
1jivo Je ns bilo kogu shemu A gde LF(A) p”OthIeu' Peanovo
aritmetici. WY{(eCT)=C

metikom.,

je konzistentno sz Heytingovom arit-

ll

Feles5e rrimedba: Y (eXCT)=ECT je protivrecdno ss da,8l1
EA L eECT— eECT
gde je eECT” shems

eLCT’ | DVx3 y(DAx—-;DBxy)—-rae C[V}Cg y(Tl(e,x,y) &
- - (0O Ax-> 0 B(x,U7))

( v se ne pojsvijuje slobodno u A )

i Y (eECT’)=CT_.
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c"i-

o2, Tviasns preslikavenja Y ns skstenzije evistemidl
T rrinzng PresL-ndvell s n: exstenzije evlistemicie 8]

Y je definiszno u «.4.06,

5.2.1, Teorems:Zs svaku formulu A epistemicke aritmetixe

(1) Ea+ellsg - = HA Y (5)

(i1) EateSon b= & = HAR Y EY

(1i1) Eh+ell & = HA = Y (&)

(iv) Ei+eS 4 = HA b= Y (&)

(v) EA+eDES b A =>  HA b @ (A)

3.2.,2.Primedba: Qvo preslikavanje Jje neprimenljiﬁo npr na

2A1eCT 111 bilo koju drugu teoriju doblijenu dodavenjen sheme
A takve ds Je ne Hi+ Y (4) neprimenljiv GBdelov preveod dvos-
L

rukom negsacijon,

KXstenziie

[t

_ 0 : +
5.3, Primens preslikavenjs () ,( J3 (073
srisvemilke sxitmstike

o % R _ - o
( Y je definiseno uw 2.4.9., () u 2.4.24. 1 ()" v 2.54.20.
5e5.)l., Teorems: 73 svaku formulu A Hegﬁingove aritmetike
) _ . o
(1) HA+CTO b— A e ta+eCT b A

(ii) HA+ECT |}~ A BEA+eECT b~ A°

5 B

(13i)  HALMG F~;t Eﬁ+eﬁPRE~ A

'.u

(iv) HA+Spp - A BA+eSpp

mA+eM F'Ag
Mol

$ 44!

(?) HA +E; b~ A



NN

;. » . - a
.ij_) HiX+E !—-— A :g. =) - A

. Y 5 o T :ﬂ
(1;3_1) HA +DIG A => mA+eDID - A

%

5.5.0.frimedba:Istl rezultati se nogu dobiti koristeéi ( ) 1
7 -t
() e
%.7.0. Primedba: (vs preslikavanja primenljivs su na svs Leo-

rije wezmatrane u ovom radu,

%, Primena presliksvanja ( )}T)(_E e [ <rmi(HL), ! konadasn)

a ekstenzije epistemicke aritmetike

4 Aod

( )i?> ( E:E;T'EEle(HA),iﬂ konad&san) definisano Jje u 2.4.15.

%.,4,1., Teorema: Za svaku formulu A epistemilke aritmetike,
svski konadan skup [ formuls Heytingove aritmetike 1 svsxo
£ iz

. = (E)
(i) EBhseSpob— A = HA+Spy b= A%
{(ii) EA+eS — A => HA+S [~ !l.g.ﬁ')

3.4,2, Teoremsa:Za svaku formulu A epistemidke aritmetike, svaxi

kKonacon skup " formula Heytingove aritmetike takav ds

HA I_%C(—‘}(SO=O) (i1i 4ds (SO=O)€F )
< |

1 svako E iz I

1 P 7 (E)
(1)  E&+eMpyp L~ A HA+Mpp = A =

T
(ii) A+el — A HA+M b= A(r“")

HA4DNS |- A([,E)

VBN

(iii) BEA+eDNS }— A

M e ke i i ]




E M >(e) (CJV}( (DOHyAxv *’-EyAxy)) &

] /X\\V/X(W‘I NS 1 /X\ W?E}Jy‘iﬂ AKJ*—'-""W‘*:‘J)!?'TA&_W

®en -
P ﬁVx (1.7 ?i\r? %7 Iy Axy ——71_7_dyAxy)

—— ()

=

QK}WF@W TyAxy -—-w-—é} ( @1 JyAxy ——F) =

e Qf} 1, dyA — M\ F

SN (EUA*""‘/X\D)E {:Y\PF

¢ neka sz I/})EED ~= g Qfodcr sled?

(%) == 77 Q(EVX (chgj";g_g Axy —= 1 7_zlyAxy)

(eDNS)(E}—-H—G A\ CR R /X\"t 1 /X\ A

De.r*

1T /X\*x—m /)(\11 2 /Y\VXA(G))

Der ©rer F F F ger
(‘1 1 /X\Vm /X\‘I /X\A“-—-—a—'r 1 A /Y\“! /X\Vxﬁ(a)
DEP ©cer qu{‘ E per Drer . Ger
. (&)
Neka 1e b= /Y\A; £ Q= MC . Toda
Ger cel

_.;_,_(1 1. Vx 13135 "““”IETE‘I-?‘I?VXB)
A,éo PL 3—'—‘-(\5‘0—-0); oyo 712 teoreme r:f;Tf/ﬂ\'T'DNS



S k. 3. Teoremsa:Za sve formule Heytingove sritmetixe

(i)  Hi+Sg, b= A akko EAveSy, b= a°
(di) HA—PE }—- A akko Eﬁ.+e§ f—- ﬁ.ﬁ
(1ii) HAHiL, b= A akko EA+eliy, kA7
(iv) HA#M b A akko Sireli  p A
(v) HA+DNS ~ A akko Eﬁ+eDNS}—-An

3.%.4, Posledica:Teorije EA,EA+eSpp,TA+ellpp,BAveS yEA+eM 1

FA+eDNS su konzistentne relativno HA.
Dokaz:Neka je E Jjedna od teorijs koJe se spominju u ovo] teo-
remi i I njoJ korespondentna teorijs tskva da

I}-A skko E A8

(za sve formule Hevtingove sritmetike).Pretpostaevimo da je

. . . . n . :

£ protivredna.Tada,podto E b= (50=0) ¢ (30=0) ,iz E = (30=0)
sledi I}—= (S0=0).A11i,I je relstivno konzistentns iHdeytingovo]
aritmetici( [Tr}} ).

5.4.5, Posledica:

(1) EA peCT (11) EA H- eECT

(1ii)  EA b eMpg (iv) EA M eSgp

(v) EA | el (vi) EA [ e§
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5,4...,2rinedbg:Tecrije poput HA+ECT LHA+IP 1ili =a+T (A)
= 0

je TY4) neks shemsz sz restrikcijom ds A pripads nekoj klasi

teorije koje b bile njihove konzervativne ckistenzije dobljene

L4

-~

- — - - - l\ wr ‘ - -
ovon m2todon,jer mreslikavanje ( ) r-fonacan skup formuls

feytinzove aritmetike xoji sadrzzi formulu Z)narusava potreb-

nu resitrikxciju foraule A,

Heytingeve aritmetile koji sadrzi formulu E Se neprimenlijivo
na Li+eCT,Jer zs HA+GTO}-(eCT)<“) potrebno je ds vazii zs svako

-

111
%Tﬂf__a yi(x, :?')‘—'5\7/?{3 FTE':E#’1~(X? Z?')
111

211 formuls

u opstenm sludsju nije tautologijs,dok



’I..J-q.

orijes koje su dobijene Jdodsvanjen

24,2, °rimedbat Lol Teo snema
obliks eh,takvinh {2 4’(eﬁ) sadrzi dvostruko negirane formule
( npr ‘¥( MPE>“HH3,J§plSuemlCKOJ arivmetici bile je motrebdno

HA — /X\r 4 (50=0)  i1i (s0=0)€l

dz bi se dokezalas tTeorema 3.4.2.,8 ssmim tim 1 teorema S.5.5.
U teoremil 5.4.2.[1 Je proizvoljsan skup formula 3 smatramo

da se semim tim moZe prosiriti jos jednom formulom odredje-
nog oblika.U teoremi 2.4.21. ] je skup formuls koji ssdrii sve
podformule formule A-sll sheme NPR‘E i DNS sasdrze formulu
(S0=0) kzo svoju podformulu,

3.5,Primena preslikavanja ( ) na ekstenzije epistemicke arit-

-1’_
metli‘;e

( Y Se cdefiniseno u 2.5.5.
3.5.1. Teorems:Za sveku formulu A epistemicke sritumetike
(1) EA+eCT I~ 2 = IEA+QCT = 47
(1i) EA+eECT4 =3 IEA+ [JCT =47

(1ii) Ed+elpo -4 =  IEA+eMpy — A

(iv) EA+eSpp A =  IEA+eSpp = A7
(v) EA+eM F A = IBA+el | A7
(vi) EAveS b A == IFA+eS |47

(vii)  Ea+eDNS f~A = TIEA+eDNS |~ A7
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n¥x17dyoA" (xy) —=T113e1n oV¥x1idy( (e <. ¥) &1 A,\(X,U;-))
'y (iﬁ(etx,y_)_ S O A{ix,Uy))jr )

-—n-.

Vx 01 FynATy) —==

VXSjDA(XIj) ‘_"‘EFEDV‘:{:.

(e CT(AY
1.
(1)
Hﬂ\ —~—-—B (x U_y))&_r/s (< X ()
EA — B Uy aA’“qz) (o A—=B"™ % Tcexy)
B (x Uyy 11 (e x,v)

B (x Uy) & T«(cz XY

oA —— (R"(x,Uy) 2 T1 (e x )
A= BoUy) & Tage x,9) —— (GA— B'oeUgrn Trcomg))
Je¥Vxdy(a A"—=DN&Ti (e xy) —>nde¥Yxdy (oA @ Uy) & T (2 x,y))

(2)

l‘--l'

(4)
1 (DN-:*— (B (x,Uy) & Ta (@x y))

Ao (B (x Uy & 0 T (22, ) a B Uz 0T e yi>oBex Uyg ey

aA® — B Uy) & T4 tlexy) o
AN B(x Uz Tiexy)) —— @A=(@B"x Umfmm,ﬁ))
xamody (aA—=(Bux,Uy) &_ﬂ(ﬁmj)))""’_:{e[lVXD"ﬂﬂgy(GA"""‘(ELB o Uy)g Taie, x y)

(1)
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Flsgg je u [P2] sdaptirso rekurzivau reslizsbilnost ns topo-

-

3 da D1 dao rekurzivno reslizabilan model i poikzazso da jJe
pistemicka) Churchova teza eCT valjena na tom modelu se se

e e |

mofe konzistentno dodabi eplstemicko] aritmetici FA.

-

tom TIa-

l_

du 450 Je 1 verzliju rekurzivne reslizsbilnosti za eplstemidku

F

aritmetiku.Usncvnl pojam Jje:

" broj e realizuje recenicu A s obzirom na skup X reslizators
p¢ dalf

cho obeleZavs sa e r, A i definise indukcijom po izgradje-

X
nosti formule A:

e

(i) z# A atomsrno, e;xﬁ akko (A tacno)ili(e e X)

(1i) er ( . —B) akko VE(B“XA:Q{e}(a i {e}(a}rKB)
(1i1) ery Vyay siko Vol {e}(e)! i {e}(a)r,a(d) )

(iv) eryO 4 skko ¥Ya( ¥o(Vy e br a=p{a} (0)1 & (3] () €)
= {e} (a)! & {e}(a) €X)

&, V i3 su definisani preko —» ,Vi_\_ .

Cva realizabilnost posluzils je kso inspiTracija za cruge
varijante rekurzivne realizabilnosti,mada Jje ssma suvisSe kom-

plikovans da bl se efektivno mogla koristiti,

JS.7. Relurzivns realizsbilnost,II

Jednostavnijl dokaz konzistencije (epistemilke) Churchove
teze eCT sa epictemickom aritmetikom LA dso Jje Flagg u [Fil
dovoljno Je pokazatl da Je epistenmicka aritmetika konzistentna

Sa

V}CEI}'A(K,;Y)Aaevxay(Tl(es}C,}’)Mﬂ{stF))

gde Je ‘31 intulcionisticki egzistencijslni kvsntifikator .



Flags u dokszu koristil preslikevanje ( )" deto indukceijom

=
p0 izgradjenosti formule A

(i) A" = (A~p)oD (A je atomsrno,p je iskazno slovo
druzgog reds)
(ii) ( )" komutirs ssa &f,"*:iv .

(iii) ([ a)" = ((Vpﬂ")—-’bp)ﬁp (p je iskazno slovo drugog
reda)

kojim se epistemicka aritmetiks preslikavae u Heytingowvu arit-
metilku kojoj Jje dodat iskszni racun drugog reds.Sa ()"
(epistemicdks)Churchova teza eCT se presliksva u primersk

Churchove teze koji Jje konzistentnan sa tom teorijom.

4,8, Rekurzivna realizaebilnost,Ill

Jednostavnijli doksz da Je erictemickz sritmetika T4 konzis-—
tenitna sa (epistemidkom) Churchovom tezom daso je Goodman

([906}) woristed¢li niz metamatematickih preslikavanjs kojims
je simplificirso Flaggovu reslizabilnost(iz %.6.).U dokazu

uvodi 1 teoriju iIEA,

Goodman je definlisao Flsgg-renllzgbilnost za IzZi,a zatim dao

tri preslikavanjs ( )°,( ) i ( )"takvs da:

(i) EHilan = ITA kA" (zs svaku formulu HA)

(ii) BA p~ 2 = EA F5AA (za svaku formulu HA)

(1i1)EA b A = IEA |- A™ (zs svsku formulu EA)

3.8.1, Definicija( Goodman,{bo6]): 7Za svaku recenlcu i intui-
cionistilke epistemidke sritmetike IEA,svski ekup [ prirod-
nih brojevia i svski broj e,definidemo er, A (e Flagg-realizuje

X
redenicu A s obzirom na skup [ reslizstors spsurdz)indukci-

jom po i1zgradjenosti formule A,

(i) érrA akko A je tadno ili e €l (A atomarno)

(1i) er (A& 3B) skko jyer.A i j,er.B

I ¥



g s (A ] kxo j-e=01! j.eraA 1li J.e=1 1 j.ereB

(iv) cr.. (A—B) akko za svski broj s,sko arpi onda{e}(a)! 1
{e}(a)rFB
(v) err(H/xﬁx) akko 23 SV3Ko n,{ej(a)f 1 {e}(a)rrA(ﬁ)
(vi) err(zaxﬁx) skko postoji broj n teksv ds jye=n 3 jzeﬁ_ﬁ(ﬁ)
(vii) ex (O 8) skko za svakxi sktup ALQ ’erﬁ 4
r

3.C >, 7eorena(Goodman{Go6] ) :lleks je i(y,0.0,%,) formuls s@

1

o
lobodninz promenljlvana Xl,...,xk.AKO

TEA R AQKy yerey®y)

O
-y
[
{0
e
Q
£}
<t
O
C..J
-

broi e takav da zo sVEEO Nyyees iy vazi

i za svero J CQ
{e} (nl,...,nk) rr‘A(ﬁl,...,ﬁk) .

Tokaz - Indukeijom po duzini dokszs.

3.8.%.Posledica: IEA W (S0=0)— [} (50=0)

N : . o . . - .
Zatim,Goodman definise preslikavanje () :Pnl(EA)~+Fnl(IBA)
indukcijom po izgradjenosti formule A:

(1) (1)°* ga (A stomarno)

(1i) ( P komutirs sa & ,V ,=, 1 , ‘?‘,3

tolko da za svaku formulu A Heytingove arltmetike

HA b A = IEA &

ot

i vazi sledela teorema:

3.8,4., Teorema:Zs svaku recenicu A Heytingove aritmetixe HA
i sveko €&

e T A akko e T A

zde je r Kleenejeva 1 945—realizabilnost(v.LKI} ,(ﬁ%]).



Mo
o

8
=

‘istecl preslikevenje ( )7 ,Goodman interpretira EA

b=

e
LS

dato u 2.5.5, 1 3.5.1.).

~
L
s

x

Y

T

nemns

DY x3yni Ge,y) > 0de Ve 37(Ty (epx,7) & 0 47 (2, U7))

e

o

- 'I;r
P

O

)
U

“lagg~reslizabilna.posledica Je:

.S5.7eorema(lFlagg) :EA+eCT je konzistentns.

o

M

L]
%

codman je daojvezu izmedju Flagg-~realizsbilnosti i Hleenejeve

L,

-4

345 -reslizsbilnosti nas sledeci nacin:

i

5.8.6.Teorema(Goodmsn,[GOS] :Nekas Je A(xl,...,xk) formuls
Zeytingove asritmetike ¢ije su slobodne promenljive Xqyeeo s Xy
Tada, postoje parcijalno rekurzivne funkcije f i g takve da

z5 bilo koje El""’ﬁk i bilo koje e

(i) sko e realizuje A(ﬁl,...,ﬁk) u smislu Kleenejeve 1C45-
rezlizsbilnosti,onds {f}(nl,.,.,nk)! i za bilo koje "€

{f}(nl,...,nk) T K”(ﬁl,...,ﬁk) .

(ii) ako zez sveko[cc | er K“('Ei,...,ﬁk) ondaigg(nl,...,nk,e)!
i {g} (Nyyeessny,e) T A(ﬁl,...,ﬁk), u smislu Kleenejeve 1945-

realizabilnosti,

( )mlje definissno sa

L

AV s (A% )

za formule Heytingove asritmetike ,gde je ( )ﬁ Shapirev prevod

dat indukcijom po izgrsdjenosti formule A Heytingove srit metike

(i) A ¢ A ( A atomarno)
(ii) (A% BY = (0 £ 0 B)
(iii) (AvB)® = pA*—DOF
(iv) (a-B)Y' = DO —B)



(v) (Mxax)® = OVt
(vi) ( Fxiz)® 2 - VX._!.D;{:‘

B
H-

taliav da za svsku formulu Heytingove aritmetike va:

e

HA b A = 24 b4l
A A TEA - 'y

1

5.9.ckurzivns - realizabilnost, IV

Da bl pokazasli da Jje(epistemicdka) prodirena Churchova teza
ebECT konzistentneg sa eplstemickom aritmetikom EA,u ovom radu
dajemo Jednu verijsntu formalizovasne realizabilnosti koja se
prema Goodmanovo] verziji Flagg-realizabilnosti odnosi kao
lielsonova formzlizacija (v.[TrE] ,[Tr#] ) Kléenejeve LG4E5-

reglizabilnostl prems Kleenejevo] reslizabilnosti.

5¢9.1. Definicijs:Svako] formuli A intuicionisticke episte-~
micke aritmetike IEA pridruzujemo formulu
e r, A
C
Heytingzove aritmetike kojs se ¢itas'e realizuje formulu A s

obzirom na formulu C", [ Jje komsdan skup formula koji ssdrii
formulu C.Definicija Jje indukcijom po izgradjenosti formule A:

(1) er A = AV er,(S0=0) ( A stomsrno)
1 1 = 2

(ii) erC(SO 0) er(SO=O)C

er(SO=O)(SO=O)é(SO=O)

(iii)

(iv) erCCA&.B) = JyerpA& joer,B

(v) er (A - B) ‘ia(arCA—aie}(a)!&a{ek(a)rCB)
(vi) erC(A\/B) é(jle=0—ajgercA)5((jle¢0—ajzech)

(vii) ero(VYyay) = Vy( { e} (3)1& {e}(3)rgay)



(viii) erG’E? joeraidye
33) er D L= RN erpA
peff -

“eCe2.Teorena:Za svaku formulu A Intuicionistidlke eplstemicke

critmevike,svsili Honscan skup formuls | i svekoc C iz |
IEA-XXVI k=4 =  Hil-er i za neko e

Joktaz:ndukcijom po duzini deduk Clae.LOTBF indukcilije(automat-

sl ukljucuje 1 bazu indukecije u ovonm sludsju) raspads se u

nekxoliko slucajeva koJji odgovsraju shemi aksioms ili pravils

primenjenom da se dobije poslednjs formuls dedukcije.Za svaki

primerzk F sheme sksioms treba utvrditi ds za svako C iz [
ae( HA - erclﬁ)

Je T univerzalno zatvorenje od F.Za svaku primenu pravila

——

Go
{i
L

FypeeesFp =S F

poltazuje se ds pretpostavijajuci (zs svsko C iz r )

T x n¥* = & - %
E_J_Al_—Fl > B | .r.‘k 9 nlrcFl,#it,%rck

za neke nl,...,nk pokazuje se ds

HA |~ Br,F" 2za neko n.

Aksiome 1 pravils Heytingove aritmetike realizovsni su ns

lstl nacin kso 1 za r—realizabilnost(v.[Tr%}) tako da Je dovolj-
no proveritli da zs neko e ,HA}w-erCA gde Jje A univerzalno
zstvorenje modalne aksiome.Pretpostavicemc ds ove aksiome nemaju
payrsmetars.

XXIT. DA

exg A—a) > Y a(ar O a—{el(a)! &ie}(adr )

<« Ya( /X\arcA-—s{e}(a) X{ei(a)rpa)
(el

. o~ . . . -
Neks je {e}(a) T & .Tada je ovo teorema Heytingove aritmetike.



Oy — L0 s
400 A& Va(er,Oa— {e} (a) 1 { e} (a)ri0 &)

HVSC/X\ sx A-a{ef(a)! & /X\/X\ {el(edrya)
Lel” (el per
1 neka je fe}(a)%a,onds je ovo teorems Heytingove aritmetilke.

f~4
1
[t

T
H
Loy
N

IV Oa&O(a—»2)—08

ern(QA & QO(A—=3)—013B)

HVa(jlarﬁ, A &,jzar? (A—B)— {el(a}! &;{ek(a rﬁDB)

s Ya( /X\dyert & A Joar,(A—B)—fel(a)! & /&C\{e}Ca)h
Cel” Lel el

=2 " - ~J . . - . - .
+ LeLa ge {e}(a) = {323}(318)-93G8 je ovo tecoremsz Heytingove
sritmetike.

KV L= A

IEA-XXVE b= A =3 HA |~ er A 73 Svako E

cel
D E4 erp[J A
CVII DAV B)— Dy OB
er_{ (AVB)=-0OAY OB

15

ﬁVa(arEB(A VB)—-}{_e}(a)i&o{e}(a)rE( AV O03))

{-—-}Va( /X\aec(ﬁ.v B)—={el(a)! & (jl{e} (a)=0 ﬂjzie}(a)rE ga)

Cel’
& (3,{2}(8)=0>j,{e}(a)r.[33))

ﬁva( /X\ ((J18=0+J arsA) &(j a=C —-#jgach))-—-s({e}(a)! &
cel
(Jlﬂe}(ﬂ)ﬂ) —~ A(\ jgie}(a)rcﬁ) S{(jl{ek(a)ﬂ()“‘*
Cer
/A 35{e} (8 B)))

At



1 neka Je {e{(a) ¥ 3 .Onda je ovo teorems Heytingove arit-
netlike,

YAVITT O Jxax— Ix0ax

erB( O3xax—= 3x0A) €
e Va(arE Dam—&{e} (a)l &{es (a)rﬂa x OA)

> Ya( /X> sr, dxA—r{e} (a)1 & j{ef (a)r 0 aj,{e}(2))
(e

4—-&\3’3( /Cx\,jgarcﬁjla-—a {e}(a)!&% jg{e} (a)rCAjl{e}(a))
el . € '

1 neks Je {_e}(a) T a .Onda je ovo teorems Heytingove aritmetike.

XXIX ¥ xJax ~ 0 Vxax

er,(Yx0Da—0VYxa) > Yalar, Vxoa—{e](a)! &{e} (a)ry O Vxa)
— Ya(¥x( {8} (x) 14§ 2} (OrgDa)->§e}(a)t & M {e}(a)rg Vxa)

Cer
«— Va( Vx({a} (x)1 & ({}e(}‘{ s&(x)rcﬁ)—){e} (a)! & Vx({{e} (a)} (x)!
2\ {Le} (@)} Goomga)

i neks je {{e} (a).g (x) = {a} (x).Tadas je ovo teorems Heytingove
sritmetike.

XXX D (A~»0 4) &(n A~ 0 3)=0 (A B)

er( D(a-D04) &(QA-D0B)- 0 (a=B))
HV a(,jlarE Da—-04) &anrE( DA-—}DB)-&{e} () !&{e}(a)rED (A-» B))

« V al( /}(\jlarcfA-p age. &Vc(crED A-*(L,jg% (e)! ¥ &jea}(c)rEn B)
Cer

— ( {el(a)t & \{e}(a)r (A= B)))
Cer



7%

4\—->\(}l a ( m\*jb(brce‘%—* {jlai(b)i & M\ {éla} (b)rpdl X

Cer DEr
\jc( /X\k crpd —» {jgﬁ}(c)! & /?Q\ {qza}(o)rDB)
DET Ded

— {e}(a)! & /}(\ vrc(chA —){{eg(a)} (c)!&%é}(a)} (c)rCB)))
c<y

. N
Cnda,za {;{e}(a)}(c) = ijEBS(%jlgk(c)) ovo Je teorema Heytingove
aritmetike.

- r———

%2.,9.3,Teorema:Za svaku formulu A intuicionisticke epistemicdke
sritmetike,svaki konadan skup | formula intuicionistidke
epistemicke aritmetike kojl sadrzi sve podformule formule A

oja se realizuje i svako C iz [
TEA - A = HA F—ercA za neko e

Dokaz:Ako | sadrii sve podformule formule koja se realizuje

feda,u slucdaju aksiome

mI D-rﬁDA“‘""DA

[ sadrzi i (80=0),ps

erE(D A 0A) ¢ Va(arED TTDA—»{e}(a)E k{e}(a)rE A)

Pretpostavimo ds arpOy5UA



o r. o1 oA

/Y\ar'c“l‘l A
cel (DAE{_}

—

VD(ErUATEJA - {Cl? fo) & {Q}(é) DA
VE (Ve (crpa0A— (8(0) 12 [)(c)ron L {u}ﬁ»)” & {o}(B)ron L)
VE(Yel M cr A~ ()12 10 (B A}—~{a} & {a} (B)roA)

Fel

VD(EFJ(DA — 0A) —— {a} (B)} & {a} (B) r cA)
ar, (oA — oA) — 0 A)

ﬂei(a)_g_& {e}(a) r oA
{e}(a)l& M\ {e}(a)rc A

Cel

{e}(a)a (e}(e)r, DA

e je realizator formule (({(Ja— CA) —0a)— 34).




-
-

5.0, Teorema:Zs sveku formulu A intuicionistidke eplstenid-
e aritmetike 1 [ ={(SC‘==O)}

Gitan . JO«O].JIZ‘.O Je ‘D“OJeI‘ltl da EA }"' er.L (.L_*D ) zz neko e

°T | (.L—%DJ_)HV&(SL_L_L ~» f{ej(a)!1&{el(a)r 0L )
«> VoL » e} ()1 &fef(a)r, L )

4—%-(*L;—+_L)

eorema: IFA R (S0=0)— [J(S0=0)

3

.S.5,

\H

Dokaz:Kako | sadrzi sve pedformule formule (S0=0)— [J (30=0)
t {(se:o), O (30=0) , (80=0)=20(s0=0)}& " ,dovoljno je
vroveriti da za bar jedno E € { (S0=0), (S0=0},(80=0)— (SO=O)}

ern((80=0)=> [}(80=0)) zs neko e

nije Teorema Heytingove aritmstike,

(1) IE=(s0=0)

€T (50=0)( S0=0+050=0)«3 Va(arl — {& (a)1& {e}(a)r O L)

-ﬁ—-sVa(SO O-a{e}(a)’ &bc/?\{ }(a)r Y
{

& ovo je teorems Heytingove aritmetike za svako e.
(ii) E= O (80=0)
"HL (1-01) Hva(arali ~— {e}(a)£&:{e}(a)rﬁ_,_ 04L)

%Va(ar_LD_L --){e}(a)i &@‘{e}(a)rcl)

HVS(CA(\BPC.‘L%{@}(B) X /X\{ }(8)+ 1)
ef’

i : . : :
Za {el(a) = 8 0VO Je teorema Heytingove aritmetike,



~75

(ii1) B = ((80=0)— O {30=0))

e d

Tl <= ¥ 8(arp(30=0)~{e}(a)& fe}(adr, OLD

<> Vs (ar_L 1o -—#{_e} (a)! & C@{e}(a)rc(ﬁo-—-@))

Jomd

ar(ﬁ0=o)(80=0—#E]SO=O) je teorems Hi(sludaj (i) ) pa sledi

Vo {ele)r & A\ {e}(a)zy(0-0))
cer

ali,(30=0)el ,pa je jedan od konjunkata obliks

{e}(a)r(sozo)(80=0)

sto je ekvivalentno sa (S0=0),ps je

eT B+ (50=0) za E =(30=0- [0 50=0)

Dalje,sledec¢i ideju Goodmana iz [Go6] definiseno

nd

A (49~

za i1ormule Heytingove saritmetike.

Vazi slededs teorema:

5.9.6,Teorema:Za sve formule Heytingove aritmetike

(i) HA |4 = IFA Y
(1) HA+ECT_  }- A = IEA+OCT p~ A"

Kako su OCT i [ECT HA-rp-realizabilne za el ,[ kxonadsn

skup formuls koJji sadrzi sve pocdformule formule kojs se reali-—
zuje,posledics Je

5.9;?.Teorema: FA+eCT 1 BEA+eECT su konzistentne,



iy Ly S

C g
2.9.8, Primedba:Friedmsn je poleo da ispituje formule obli
:J i"‘ ' - - » 1“
| ' ] ;e uopstenje r-realizabi
2 ePe9. Frimedba: _rE—reallzabllnost e D

) 1 i na for-
i-28 = (50=0) , pol.laps se sz r-reaslizabilnost
nostl=za o = = -
mulama Hertingove aritmetike.

Univerzitet u Beo gradi
Prirodno-matematf

Chi Jakulteti
MATEMATICKI Fa KULTET
BIBLI KA
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ARTITMETIKA



I like to think of these
realizability 1nterpretations
‘as " black boxes " which
extract algorithms from proofs.

M. Beeson

A Metamathematician’s replica [Be4]
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1) }-Emﬁ(x) = - A{n) 73 INeXo o

L

.+ ie pumeridka promznljivs,n numersl, =FxA(x) zstvorens

'-.\ - TJ"N-‘

L

S
formuls)

de u rekurzivno prebrojivil

£

cira ED.Tskodje u teorijsma

neova aritmetika je zstvorens za DF i TDh.Cvo se dokszuje
2 J
voristelti Kleenejev {[Kﬁj) ili Aczelov {EA}) metamatenaticki

rez,ili,koristeéi g-reallzabilnost ([TrQ],{?r@]} i dokaz se

n0%e proSiriti na teorije HA+[  tekve da za svaku formulu B
iz [Tvazi ij,OdﬂOSnO ds je sveko B iz [ (E8+ [ )-g-resli-

: S : O . 1e : : .
rahiino i HA+ [ Je Z:l—eksten21ga Heytingove aritmetike.

¥s aritmetike je zatvorena za analogns pryvila ,T]

4.1.%. Epistemidko svojstve disjunktivnosti

DR L DOAav s =2 -4 1ld ~3
( CJAvV 0B =zatvoreno)

4.1.4, Fpistemicko svojstvo eksplicitne definabilnosti

eED = 3x3 A(x) e AR za neko n

( JFxJa(x) zatvorens formula)

Ds bi pokazaso. ds je epistemicks sritmetika EA zatvorenz 23
ta dve pravila, Shapiro je u [Shﬁ] definisao metsmatematicki

rez 4.kgo relaciju slidénu kleenejevom Trezu (fK} )
b

4,1.5., Definicija(Shapiro): Neka Je [ (moguée prazsan) skup
redenicaz epistemicke sritmetike.Definisaceno I*]A indukcijon

po izgradjenosti formule A:



STPAMATEMATICKA SVOJSTVA BPISTEMICKIH I INTUICIOHNISTICKIH

sp (n+l)-torki formula,element tog skupa jJe

SKU
vila,Fravile je izvedivo z3 sistem H,840 zZ3 sva-

N Hip=~T

sl-diczs dokszno-teoretskih zashteva veoms Jednos-

‘iz messmatematidka vreslikavanjs formuls Heytingove aritmeti-
2 u formule Heytingove aritmetike budu zatvorena za teoreme
“evtingove aritmetike(teoreme teorije H).

Toistemidks aritmetika EA Jje devijsntns ([Sm2]) ekstenzijs
»1lssidne Pesgnove aritmetike,ali reflektuje neke osoblne Xoje

I')

a1 karakteristika intuicionistidkih sistems.Metodi kojime se

}-4

cnituju osobine epistemidke aritmetike predstavljaju adapta-
u ili uopStenie metods kojims se ispituju analogne osoblne

)
ot
i" C.dy

I

ntuicionistidkih sistems.Ovde,koristié¢emo preslikavanjs 17
rsthodna dvs poglavlje,ali uvesti 1 neks nova,

'I'LJ_

Tefinicijs pravils se prodiruje na Jjezik epistemilke aritme-
tike na uobilsjen nacin,

%,1. Svojstvo disjunktivnosti i eksplicitne definabilnogti

o RBHK-objasnjenju,Av B je dokazano skko je dokazano A 11z
ie dokazeno B. IdxA(x) Je dokaszano skko mozemo konstrulsatl
sbhjekt a domena koji posmatremo i dokazati A(s).

“koro svi formalni intuicionistidki sistemi imaju odgovaraju-
te petamatematidko svojstvo,t] zatvoreni su za pravils:

4.1.1.Svojstvo disjunktivnosti

0P ~AVEB i - A ili B ( Av B zatvoreno)



_—
S
hat =
G LTS
.._.__,f::E ‘l{--ljgﬁ i 34'1'?.
T S e - r_ Ii , - e - -
& FTevpostavimo [ “ja.ﬁosto ]k[]ﬂ —> 10 4,onds | !Cja e
; | )
P S R = , ) o ’ . —
sC deliniciji, ][[ﬂj;a alko A+ [ 0 A 4 DA, 08 Bas+l =014,
’

t "3 T * ~ & N Ty - ) - : R n
H.1.9.Teorens( Zhapiro (Sh3|):Neka je EBa+[" ,gde je [ skup
rexenin epistemicke aritmetike,konzistentns teorija takva
dga | | B 28 svaxo 3B iz | .Onda,z2 bilo koju redenicu

Oav s, Ax JA(x)
epistenmicke sritmetike, vazi sledede:
(1) EBi+[ =Aav DB => Eas[ b4 i1i ZA+] }— B

(1i1) =a+ [ F“Eﬂx[jﬁ(x) > EA+ [ }— A(n) 23 neko n

- e

o
Ly
f

—~
T
(]
o
<

("}
i

E*)[]g v OB
M ios 111 [Toz
Flad BA+ b A)ili( [ |B i Eatf

[’ [E]x[]ﬁx
r'f[jéiﬁj 78 nexro n

L
H

(BA+ (F—5(R) 1+ [T [a(R)) za neko n

g’

i

—>

—> REA+[ A  ili Za+ [T 3
—

p—t

—

I FA+ [ [—A(n) za neko n
C

4.1.lo.Fosledica:E4,B4+2CT 1 EA+eECT imaju svojstvo eDP i eXD.

4.2, Barcan pravilc

KorlsteCi Shaplrov rez,mozZe se pokazati sledeés teorens:

b.2.1. Teorems: Neks je HA+ [ ( |° skup relenica epistemidke

aritmetike) konzistentns teorijs tskvae da zsa svako B iz F}

-
D

)



(i) F“g gk o A+ [ }#-A ( 4 stomarno)
(i1) Mla &= skko Cia 1 [z

(i3%) Clay ko NESEEERE! [“l}:-‘s

(iv F] A—> 2 akko rkﬂ 113 [13

{v) 144 skko {ﬂ*A

(vi) F EK“(Y; skko Iﬁ A(x) 2Zs neko x

(vidi) r\ﬁ;f(x) akko [ﬁ A(x) =za svako x

(viid r]DA akko ™1 i FA+] b~ A

Ako Je [‘ prazno,pisatemo A zs é/ﬁ.

4,1.6,Teoreme korektnosti {(za Es):Za bilo koju recenicu A

epistemicke aritmetike

EA b A = lA

Dokaz: Indukeijom po dufini dokaza,

H

4.,1.7.Teorens korektnosti(za Ei+ [ ):Zs bilo koji skup rece-
nica lﬁ apistemidke aritimetike takvih da Je ZA+{ konzistent-
o ,a8K0 z38 svako B 1z o, FIB,onda,aa bile koju recdenicu

ecistemicCke aritametike

Ei+ T A = F}A

4,1.8, Teoremsa:?73 bilo koiu recenicu A epistemicke gritmeti-
P

ke

-

¥

(1) A D04 skko lu&.

{i1) Neka e EA+ I ( r‘skup redenica epistemilke aritmetike)

wonzistentna teorijs takva da

FIB zs svako B iz |

onda

Ea+ I 004  akko I IDA
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_ .__’,-"

L .
- TT O . - PN @+ ! S
(1) (&) %2 Av E , (1Y 2 ¢ ( A stomarnc )

N + .
(i1} ( ) keomutira s & ,V >,V 4,

Gbe%.2. Teoremz:Zz svaxzl par formuls A,E Heybtingove aritmetilke
. ere e
HA b A = HA = A

Toraz: Indukcljom po duzlnl dsdukcije,

Dz bi sade pokxszali de je HA zetvorens za MR, ,polszi se od

HA b~ —- 3 -yﬁ;(x,y)

. -+ = -1 P 1 m - - # .

i za formulu ¥ se uzima -4Hﬁ(x:y)-15&91(77anﬁ(xaf)) J€

teoremsa HA 1 ekvivalentrna je sa JdyA(x,v). .

roristedi isto preslikavenje i &injenicu da <7 d yi(x,y) prirpads
k¥lzsi formulas |7 za XKoju je Hﬂ+ECTO konzervativna eksten-
e

O
se pokazatl da su H£+ECTO 1 H£+CTO zatvorene

i

Jedns od poslediczs zatvorenosti Hi za MRpp je ds Je Peanovs
. , : .. . 0
sritnetiks PA keonzervativna ekstenzijs HA s obzirom na | >

“riedman Je pokazeso dz2 Je 1z zetvorenosti Heytingove sriime-
tike za Markovljevo previlo ERPR 1 zatvorenosti za Churcnove

pravilo CR izgvediva zatvorenost Heytingove aritmetike za MR,

4,545, Teorema(ﬁreisel,LTr4]):Sve teorije H,kode se nelaze
izmediu Heytingove 1 Pesgnove sritmetike ,zatvorene su za

Markovljevo pravilo Mqu.

H V}’i-r"r 3 yA(x,¥) 3 PA |}~ Vx”’"’ 3 yA(X,5)

=  PA k- \7/}:33'1'&(:{,:}’)
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rfﬁ,onda,za sVaKu redenicu \fxgjg(x)& Sent(EL)

R BA+ T~ YVxOA(x) => Ea+[F OV=a(x)
Loxaz:
Che [ Vxagalx) = I'IVKC} A(x)
> fﬂ[]ﬁ(x) 28 SV3K0o %
— fj&(x) i EA+[A(x) 23 svako ¥
p— FIVKACK) 1 BA+ [ FVxa(x)
= FjDV}"A(X)
= EA+ [ }— O Y xA(x)

4,2,2.Posledica:Teorije EA,EA+eCT 1 TA+eECT su zstvorene za BR.

4,2.3.,Primedba:Vazi eSpop IEMPR y81l1 ne 1 ESPRI eSpp 111
elpn | eMpo.Teorijs Hi+Mp, ima svojstvo disjunktivnosti i
eksplicitne definabilnosti,ali se to deokazuje koristeli g-re-
realizabilnost ( rTrB] ),8 ne neki od rezovas ze intulclonis-
cicku aritmetiku.h )

4.%, viarkovljevo nravil

iarkovljevo pravilo ze primitivno rekurzivne funicije Je pra-

LI ]

J110

Rpg Faqd xA(x,y) = — 3xA(x,y)

. Alx,y) primitivno rekurzivna formula)

Jpstije shema Je

riedman Je u [?ra] dao veoma Jjednostavan dokaz da Jje Heytingova

iritmetikes zatvorens 2a MRy, koristeéi sledeée preslikavanje:

+v3.,1. Definicije:%Za bilo koji psr forauls E,A Heytingove arit-
: c : : & . s : .
ietike definise se preslmkavange( ) indukecilijom po izgradienos-—



va teorema se mofe Drosiriti ns formule A(x,y) takve ads
% -0 /. Y.
Alx,7)e B {(x,7) 25 neko B

roelgstrine trevilo TR e pravilo
i PR £

R, Famd 7aGay) — dvalx,y) = F -3 yalx,7)v 3 7i(x,7)

¥
Py
P
Ly ]
~
et
i@
H
fds
=
A

itivno rekurszivna formula)

-

vo pravilo se moZe poopsStiti na odlulive formule,t
12 }_"Iﬂ(:{f:‘?)v A(X,}") ’ }'_'?"T yn(x,y}*—} 37:‘*(*:?)

3 7A(x,y) v Tyalx,y)

ieytingovs aritmetika HA Jje zstvorens zs ”Q*R 1 TR ,Ovo ss

-okazuje koristedi Friedmsnovo preslikavanje (4.3.1.) i uzi-

ajul za E formulu 4 JyA(x,y).Ksko <-73yA(x,v) -—:f:v&(:{ 7 )
A(x,y) primitivno rekurzivno) pripads klasi formula [ g

.oje Je Hﬁ+ECT konzervetivna ekstenzijs HA,sledi dg su i
A+EC T 1 HA+CT zatvorene za TR ..

0 PR
za epistemicke sisteme vaZi anslogno pravilo,tj evistemidko

IOElSuran pravilo zs primitivno rekurzivne funkcije

TRpr  —0OV=( 00 35alx, 1) > Iyale,y) =

- OVx( 04T v40x,7) v Iyale,5))



—  HA V&:Qyﬂ(x,y) (konzervativnost zaz rTg formule

=  H F Vxdyilx,y)

I za epistemidke sisteme vaii snslogno previlo,tj epistemicko

3

wariovliijevo pravilo zs primitivno rekurzivne funizcije

RI;. oY x 0 dvalx, D, — — Mx% = A2 (x,7)

o

{ :(x,7) Je primitivno rekurzivns formula)

T

G, Teorema:Teorije EA,LA+&SPR,EA+9MPR,Eﬂ+e§,3ﬂ+eﬂ,_
rA+eDNS zstvorene su za epistemidko Markovljevo pravilo za

F

13

imitivno rekurzivne funkcije.

Welks je £ jedna od teorijs koje se spominju u ovo] teoremil

i I njoj korespondentna teorijs taskvas da
T }— A akko E — A°

za sve formule Heytingove aritmetike.A(x,y) Je primitivno

rekurzivns formuls,

|
K GV:’C1D"[(E ;‘;"3(3{13))

E b OVx<O Iyalx,y)

E b 0OVxq(q3 720G, 7))
— OVx(a73 7A0x,7))
(¥ x11 3 yalx, 7))
I b ¥ x+qdyalx,y)

L=}

|V VA

e

- 1 Je zatvorena zs8 ﬁRPR,pa

=y I Yxdyalx,y)
— E (¥ xFyatx,yNH
=

E U V=3 yA(X,¥)
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L

(C

FoVx(a~> 37B) = F3e( Vx(a— 3 y(7, (e,x,z

f
- S ‘H.'L-}

: L - . = ;
(v se ne pojavlijuje slobodno u A,ix¢=C°x  zz nek

o
. : e -
C je skoro negsativna formula, Bxy«>» D'xy za neko I)

'8



wulk, 1, Tzorema: ivicTemicka  aritmetila ZA Je zatvorens ca eTR o .
TR  se moZze uvopGtiti na farmule A Takve ds
bR,
= za neko B

i ¥ Je odlucive formula,
a5, hurchovo Trgvilo
Churchovo pravilo Gno Je pravilo

T . ~ 'w-r\ * Tﬁ Hr-ﬂ : - . 4 — T Y
CR }-VAE}'A(_‘{,J,} == — De :nh:j}'(f,.'.l(e,_,_,,;)&A(“,by};

¢ -
i sve tecrije koje se smatrsju intulcionisticinm zu zatvorene
za (R fﬂajopétija verzijie Churchovog pravila kojs se moze
rex mul*sa na jezlku Zeytingove aritmetike je

| ra 0 T

ZOR V3 (Ax —> dB8x7) => - deV x(Ax >3 5(T T, {eyx,7)8 B(x,U5)))

( v se ne poJavlijuje slcbedno u A , A Jje skoroc nasgetivns

formuls )

-

C¢ interesa Je i jednz siaba verzids Churchovog nravils

WOR  ~Vx dya(x,) = Jrekurzivna funkecija i‘V/ — A(8,fn)
=

T u sisteminms sa rexurzivnon zskslomatizacijom WCR Je ekviva-
splicitne definabilnosti ED (Kreisel,

b

T

Je
- -1
lantno sa svojstvom &k
[ r3] )-8to implicira,po Troelstri,da sistemi koJi zadovolja-—
1

vaju Eneée biti u konf

iktu sa Churcnovoemn tezome.

7a epicstemidke -sisteme vazi sledede:

4h,5.1. Teorema: EA,““+euPﬁ,EA+eCT 1 FA+eRECT zatverene su zs

eCR” 1 eECR’™ gde su
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Dodatak i~ 2

L. ¥ormalizovani preveodi

(1) ( ¥ :Pml(H4) — Ful(Hi)
(ii) ¥ :Fml(FA) — Pm1{HA)
(111) ¥ Fm1(ZA) — Fol{EL)

_ a
{(iv) () :Fml(HA) — Fnl(EA)

vy ( )iF}:le(EA)ﬂ+ Fm1(EA)

(vi) (Y :Pm1(HA)—> Fm1(EA)
(vii) ( )T :Fml(HA) — Fml(Ba)

(viii) ( 7 :Fol(EA) —» Fal(IRA)

(ix) ( )”:le(EA)—ﬂval(HA+Pp2)

(x) ( )° :Fnl(HA) — Fml(IEA)
(x1) ¢ ) :Fml(HA) — Fol(EA)

:Fm1(HA) — Fml(IEA)
(xiii) vy :Fol(IEA)-— Fol(HA)

(xiv) ¢ Y¥:Pmi(HA) — Fml(HA)

II, Metamstematilki prevodi

(1) Flagg-reslizabilnost

~-Plaggova verzijs

~Goodmanovs verzlja

3.5,

(11) Shapirov rez h,1.5.

2.4.9.
2.4.15.
2.4, 28,
2.4.28,
2.5:D.

3.7,

3.8.

3.8,

5.8. 4, 3.9,

3.9.1.

3.8.1.
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B

R DTTD A= D A
TIVIT, ((Ay B — Av OB

ToITT, M 3xAx = 4x ] Ax

VT Ve Oax — DOV zax

X, a0 & (Oa->0B)—=0(a=2)

LKL, ( 8C=0) — 1 ( 580=0>

EHPL; Vx(-;—-i_gyﬂ}:y — TAXY ) ( Ay primitivnce rekurzivns)
Ve, 7( Axyv 3axy) s 473 yaxy - Jyaxy

% <A —> A

For ( ¥xi > Jy3) = 3¢ Y xa ~B) (A Je primitivnce rekurzivno,

¥ nije slcoodno u A

IP_ Vx(av 720 & ( Vxa >3 yB) - Iy( Yxa—3) (¥ nije slobodno u A)
I® (44 = KE) —* dx(54B) ( x nije slobodno u A)

DS Vrhx — 77 VxAx

Spn Vx(—l_jy;?\x:; VH'yAx;r) ( Axy primitivno rekurzivno)

3 AY A

cT Ya3e ¥n3 z(Tl(e,n,z)&Lan=Uz)

CT, anyAxy—}Her'ﬂ z(T (e,x, z)% A(x,Uz))

ECT VJC(X}C-—"?HETDXJ)'""BQV\\rL\‘“}E‘[(L (e,x,7)3(x,Ux)))

( ¥ se ne pojavljuje slobodno u A, A Je skoro nesanivna formulsz)

e DNS OYx o 04 — DOOVxa
aVYx( 0O dyaxy »3yaxy) ( Axy je vrimitivno rekurzivns,



@odaﬁgk HO 3

Lnene

formuls 1 aksionma

ohl TFLA Y 9T beaA

G2

C5

1.
IiI.
i1l,

V.
VI,
VII.
VIII.

Lo
XL
XI1,.
XI1Y,

XV.
XVI.
XVII,
XVIII.
XIX.
ro ol

S bg Abn<n T £ A

AHQn(Z%T} A)

A—y A
A,A>B =3B
A—>B,B—>C => A=C

ARB— A A& B—B

)
A~ AVB , B—5AVE
A=B,A-C = A —B&C

A=C , B>C —=>Avy B-C

AYLB=C DA—(BC)
A ( B=C)=> A& B C

A-yBx =3 A - Y xBx ( x nije
AX —B = dxA-~3B ( x nije
Veax—At (

At - JAxAx (

X = X

X=y —> y=X

X=y & y=2 — X=2

slobodno u A)

slobodno u B

t je slobodno za x u A)

t je slobodno za x u A)

X=y — tx=ty ( t je term)

O=5Sx —0=30
SX=0y — X=Y
A0 & Wx(Ax— A(SX)) — VxAx

XXI. Ako je A jedna od definisuéih jednscins zz simbol koJji

oznsCava primitivno rekurzivnu funkciju,onda je A sksioma.
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Todatalk N 4

iteke Xlase formauls

(i) /A je najmanis klasas formula takva da:
(1) astomarne formula,lﬁ&igﬁ :
(2) /A je zastvorena za & ,— , V
(3) A€l it je term = Ixdth , VYx<tAEh.

(ii) Zi {H}CA : AEA}
0% = W 2 2e59)

(iv) Klasa npegétivnih formula je najmsnjs klasa formuls takva ds:

il

(1) satomarne formule,_L su negativne formule;
(2) sko su A,B negativne formule,onds su to i A& B,A—2B,

V xAx.
(v) fho je najmesnjas klasz formula takva da:

(1) atomesrne formule ,J; € [ﬁo;

(2) [, Je zatvorena z3 W ,v . ¥, 3 ;
(3} A je skoro negstivna gormula,Béir o g

"ﬂxl,.. . ,an(:{l,.., ,xn)-éB € ro'

(vi) Klasa skore negetivnih formula Jje najmanja klasa formuls
tekva da:

(1) atomarne formule, o3 egzistencijalno kvantifikova-
ne atomarne formule su skoro negastivne formule;

(2) Ako su A,B skoro negstivne formule,onda su to 1

ALB A—B, YxA.



&l 0OV x( N-3 yixyy dyAxy) ( Axy Je Primitivne rekurzi
es | n-00A v 3a

20U D\U’x"ﬂyﬂﬁ_:{y - e v:c 3 y(’l‘l(e,:{,y}&; mA(x,Uy))
ercT . OWx(Ooax—=3yOBxy) — e OVx(gax—>

3y( Ty (e,x,5) & OB(x,Uy)))
( + so ne pojavljuje slobodno u 1 Ax)
ezCT  N7x3 y(OAx—0Bxy)— e oV x Hy(Tl(e,x,y) 2,
( OAx =0 B(x,Uy)))

( v se ne pojavljuje slobodno u OAX)

der OVx3d saxy »0Fe Ve Ty (e, %,7) 4G, UF))
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