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DIRECTIONS DES TANGENTES
EN RELATION AVEC L'AIRE DE SURFACE

En rattachant cet exposé A celni de M. M. Petrovitch (1), nous allons
doaner ici eucore une propriété extrémale des ares de sourbe qui ne
possédant pas de tangentes paralléles & certaines directiona, ef qui se
rapporte a I'aire de surface comprise entre 'arc ¢t sa corde.

Soit donné un are de courbe AB et soit M un point de cet arc: menons
par un point O du plan les paraliéles & toutes les cordes de P'are AR ELY
du poiat M. Lorsgue le point M décrit Parc AB ces parali¢les anx cordes

(') « Ihreciions des langenies en relation avec la longueurde Parc » semmanigué
A ¢ méme Congrés.
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balayent un certain angle . Si z < = 'angle § — rn— & sera appelé
Vangle lacunaire des tangentes ou simplement angle lacunaire.

Sapposons donce que 'arc AB posséde un ungle lacunaire § et menons
par chacun des points extrémes A et B deux droites respectivement
paraliéles aux eités de I'angle =. En désignant par O, et 0, leurs points
d’inlersection, on obtient un parallélogramme O, A0, B, dontl'angie AQ,B
est égal A 6 et dont la diagonale opposée est la corde de l'are AB.

La valeur exlrémale de I'aire de surface situce entre la corde et 'arc
s’obtient des considérations suivantes :

Lemme. — Fous lex potnts de Farc AR sont situés ¢ lintérieur du
parallélogramme 0,4 0y B,

Ce lemme se demontre facilement en remarquant que l'existence d'un
point de l'arc extéricur au parallélogramme entraine l'existence d’une
corde dont la direction tomberait & Vintérieur de l'angle lacunaire et qui
coniredit 'hypolhése,

(ionsiruisons & présent te symélrique ganche de 'are AB par rapport
a la corde A B, de facon que le point O, soit te symétrique du point Q..
Toule droite paralleie & (4 Op ne renconlrant arc A B qu'en un point
{puisque dans le cas conlraire il ¥ auraii une corde dont la direction
tomberait dans Pangle lacunaire) cet arc et son symétrique ne peuvent
s6 couper que sur la corde AB. Donc, la surfacc comprise entre I'arc AB
el sa corde el celle comprise entre son symétrigue et sa corde ne s'em-
piétant pas, l'aire de surface comprise enlre l'arc et son symétrique sera
le double de celle comprise entre I'arc ABet za corde. D'autre part, d’aprés
le lemme, la surface comprise entre 'arc AB et son symétrique ne peut
surpasser celle du parallélogramme O, AQ,B, donc la surfiace comprise
entre I'are A B et sa corde est au plus égale & ecelte du triangle O, AB.

En désignant dome par a P'aire de surface comprise entre 'arc AB et
siu corde, par ¢ la longueur de la corde AB et du fail que parmi tous les
triangles & base e ot 4 angle opposé ¢ c’est le iriangle isocéle quia la

plus grande surface, soit {¢/2)? colg -, il s'ensuit que

G
a 2 (e!2) colg e

Ceci donne le résultal suivaat ; .
Laire de la surface comprise entre In corde de longueur e et 1'arc de
courbe continue qui possede un angle lacunaire 8 ne peut surpasser la

f
quantite ; (e/2)% cotg 7

Ajoutons quil existe effectivement un arc de courbe qui approche
Ja limite obtenue d'aussi prés qu'on le désire.

Remarquons, en terminant, que dans le précédent exposé nous n'avons
pas {0 supposer l'exisience de la tangenie en aucun point de I'arc de
courbe A B. En J’autres termes, si 1'on désigne par ¥ — f (&) I'équation
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de l'arc de courbe A B, prise dans le systéeme des coordonnées A (), B, f(x)
n'a pas besoin d’avoir de dérivés. Mais, d'autrs part, du lait que l'arc AB
posséde l'angle lacunaire 8, ii s"ensuit gue /() ne peul croitre lorsque
Z croit de (0, A A ('), done, d’aprés un fail connu, / (2) doit aveir une
dérivée presque partout (c'esi-d-dire 4 un ensemble de mesare nulle
prés). Il en résulte que :

Un arc de courbe continu sans langente ne peud avotr un angle lacy-
aaire, ou en d'autres termes ; il ne peut exister de fonctions continues
sans dérivée dont les coeliicienls angulaires des cordes oscillent entre
deux limites finies pour toutes les valeurs de .

Beograd, le 40, Y1, 193.

(*) Gar, dans le cas eontraire, il y auraif une corde dont la direction tomberait
dans I'angle lacunaire, ce qui est contraire & Pbypothase,
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