ANALYSE.—Quelques théorémes d'inversion relatifs aux intégrales
et aux séries.
(Premiére partie).

par M. J. KARAMATA (2 Beograd)

4. Soit f(x) une fonction continue dans Iinfervalle (0, co), telle que

l’intégralé. f f () df existe, ou que
0
* F (x) :f J(t) dt - 5 lorsque x - oo, (1)
: 0

Nous nous demandons i quelles conditions supplémentaires doit-étre
assujétie Ia fonction f{x) pour que de 1a I'on puisse conclure que

f(x) »o0 avec 1/x. (2)

[l est évident, en effet, que de Funique condition (1) il ne résulte
aucunement la relation (2), comme le montre, par exemple, Pintégrale de
FRESNEL

/ ) sin {3 41 ;
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ceei étant vrai méme lorsque ia foncfion f{x) est supposée positive, puisgue
I'intégrale

/""‘___ dl
w1~ itsint

existe, f {/} = 1 —— - est positif, mais ne tend pas vers zéro avec 1/t

1 4 & sin® £
En général, si I'on n’assujétit f (:x.;) 4 aucune autre coundition, sanf celle
que lintégrale (1) ait un sens, la seule conclusion, quant aux valeurs [imites
de f{x) pour x-=oc, que l'on peut en tirer, est que Fensemble de ces valeurs
limites doit contenir le point zéro,

(Car, si le point zéro n’est pas une valeur limite, ii résulte de la conti- .

nuité de la fonction f (x), que (1) ne peut pas avoir un sens.

En particulier, on tire de [a que, si f (x) tend vers une limite lorsque
X -» oo, cette limite doit forcément éfre égale a zéro. De sorte que, si I'en
assujétit Ia fonction f (x) A la condition d’8tre monotone, celle-ci sera wune
des conditions cherchées, puisque f (x) étanl monotone, il en résulte qu'eile
doit tendre vers une limite lorsque x 3 oo,

2. En supposant que la fonciion f(x) a une dérivée dans (0, cs), bn
arrive 3 ce résultat évident, que la relation (2) résulte de (1) toutes kf
fois que la dérivéde garde un signe invariable, ¢ est-g-dire:

[ (x) =<0, (ou bien f' (x} = 0). . } |

Or, la condition que f' (x) soit constamment négatif, peut étre remplagge
par une condition, plus générale et moins évidente, a savoir: i suffif :@A
que [' (x} soit borné supérieurement, (ou inférieurment).

Qant 4 ceite condition, nous la déduirons d’une aufre, plus géné#e
donnée par le lemme sujvant:

Lemme. Soit f (x) une fonction continue dans (0, o) y possédamt

une derivée premiére; de {a relation

[ J(t) di s , lorsque x - co, (D

LV ' _

il résulte. f{x)»0 , lorsque x m oq, (2) -
Loutes les fois que B
FxX) -+ (x)<< M , M indépendant de x, (3) %

c étant un nombre quelcongue.

3 — .

Pour démontrer ce lemme, supposons que f (x) ne tend pas vers zéro
lorsque x -» oo, Il existera alors un nombre a =<0, et une suite infinie x, de
valeurs de X, tendant vers l'infini avec #n et telle que

J{x:)=az=0
Supposons ensuite que a soit positif, (des considérations semblable,
s'appliquent au cas oit g est négatif) et prenons M fel que

alc. <M,

pour tout n—=123,...

Ces hypothéses faites, multiplions I'inégalité (3) par e, puis intégrons
de x a4 x,. On obtient 'inégalité -

e“”f(x,,)_e"“f (I) Q%{ P B }:

valable pour tout x < x,. En y posant f (x,) = &, on en déduit
-

FE> LM M —ae) ety — g (o),
De 'inégalité M — ac >> 0, il résulte que la fonction g (x) croit constam-
ment avec X, puisque
g (x) = M — ac) 277 >0,

ef est égale a zéro lorsque x est égal a

F x’n:xﬂ-i_l?zg(]_%){:xn-

En intégrant donc l'inégalité précédante de x/, A x, , on aura

.'f-r.u ¢
M ac \ . ac | '
{ S —
1“:!..1 fl)dt> — { Jg(l M) IE’M 1 — g2 }>0.

Or, cefte inégalité contredit hypothése (1) d’aprés laguelle on devrait
avoir

pour tout x > X e oo,

.-__Ff(ﬁ) dt w0

Il faut donc que f(x) ™ 0 avec 1/x. ¢. q. f. d.

Pour ¢ = 0, ce lemme nous fournit les deux cas particuliers mentionnés
plus haut, D’autre part, pour ¢ —= 1, il est équivalent 3 un lemme de M. E.
LANDAUY) que "auteur a exprimé sous la forme suivanie:

1) E. Laxnan, Neuerﬁ Ergebnisse der Funktionenthgorie, 1620 p. 58 Dans cet ouvrage,
l'auteur démontre au fond un lemme plus général, dont ianalngue ainsi que sa généra-
lsation, sera traité dans la Note sulvante.
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Suit g (x) une fonction définie dans (0,a), a > 0,y possédani une
dérivée seconde et telle que

£(x) »s , lorsque x 2= 0;
alors Xg (x}) 0 , lorsque x » 0,

toutes les fois que

X' g7 (x) <M, M indépendant de x.

Il suffit, en effet, de poser

oy
£ (x) —f Fyde |, x=e,
pour obtenir xg' (X) = 7 (¥)

et
CEX=FW+1 )

ce qui montre bien que, pour ¢ =1, le lemme de M. E.- LANDAU est équi-
valent au lemme précédant.

J. L'inégalité (3) donne une réponse 4 la question posée au débnf. Maiss
d'une part, elle exige I'existance de la dérivée de 1z fonction S (x), d'autre
part, elle n’est point une condition necessaire, comme le montre, par exemple,
la fonction

sinx®

f (xy =0

qui satisfait aux relations (1) et (2), mais pas a I'inégalité (3).

A cet égard, nous allons établir une nouvelle condition, qui n’exige point
Uexistance de la dérivée de f (x) et qui représentera une condition nécessaire et
suftisante. Elle généralisera en outre la condition (3), parce que nous la dé-
montrerons pour une intégrale de STIELTJES ayant la forme

| rwacam:,

@ (£) étant une fonction monotone qui tend vers l'infini avec Z.1).

‘) Le cas ol @ (x) reste borné ne présente aucun Intérét pour cetfe étude, puisque
dans ce cas lz relation (4) est vérifiée pour toute fonction J (x} bornée dans (0, o).
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Théoréme 1. Soient f (x) ef a (x) denx fonctions continues dans

Vintervalle (0,00), afx) étant en ontre monotone, tendant vers linfini
avec x,; de la relation

ff(t)d{ﬂ(t)}-h-s , lorsque x 3w oo, (4)
0

il résulle. J(x) %0 , lorsque x a oo, | (@)

- toutes les fois que

Umsup f(x) —F(x)<w () » 0 avec 1, (5)

x=w e x' ] Xy

Xv étant tel que

-

. a()ﬂ;)—ﬂ(x)zﬁ_ (5"
Démonstration :
a) _ lim i} £ (x) > 0.

En effet, il résulfe de (4) que

X
170 diaw:»o

x

pour tout X > x 9= oo,

donc, moyennant Pidentité

f(x){ﬂ(x)—ﬂ(x)}f:,/xf(«’?)d{ﬂ(f)}s

on obtient

X
—/(){aX)—a(x))} :-f TO—f (7} d{a@)+o(1))

x

<Max LB —f @y ia®)—a(x) + o),

X b X

par conséquent, si I'on prend pour X I quantité Xy définie par (5), il
s'en suit: |

lim sup — f (x) — "'xlf;“l inf f (x) << w (v),

X ==

ce qui, d’aprés (5), démontre I'affirmation.

&) m (x) = min f (£} » 0 avec 1/x.
x= 1=, Xy

——

') Le symbol o(1) désigne une quantité qui 9 0 avec 1/x,
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. ) . . - i .
Car, si cela n'a pas lieu, il existera d’aprés @) un nombre m > 0, £ une

suife x® de valeurs de x, telles que

m (X®) 3 m lorsque x® 3w oo,

Il S’ensuivrait que
x®

¥

ce qui confredirait ’hypothése 4.
¢) hm sup f(x) < 0.

Car, en remplacant x, dans (5), par l¢ nombre x,, tel que f (xm) = m (x),
on a, d'aprés &) et (5):

lim sup f(x) — f(xn) = lim sup f(¥) < @ () 3 0 avec 1.

Xpgy=—m Xp <, X s Xy Xm=% xm-s7 X <Xy

Puisque x* peut parcourir toutes les valeurs positives, lorsque x, - oo,
ii. en résulte |’affirmation c).

Les points a) et ¢) démontrent le théoréme proposé.

Il est facile de voir que la condition (5) contient la condition (3) comme
cas particulier. Nous le montrerons en déduisant pour Pintégrale de STIELTIES
une condition analogue & la condition (3). En y ajoutant I'hypothése que
a(x) posséde une dérivée, cette condition prend la forme suivante:

-Pour.que (2} résulte de (4) il suffit que

L g e (x)'l' I ff) < Ma' (x) , M indépendant de x, (6)
Nous nfamﬂnﬂi if_I'I__ll‘lll'ltl'l"!‘l' que (5) est toujours rempli lorsque (6)

T

I'est; or, en intégrast (6) de x & 1" << Xy, on obfient

¢ f 'f(t)d'{#(i)_"‘}'-!—f(i')—f(x)éhi{ﬂ(x')— a(x) M {a(Xr) —a(x) )

- g
et puisque f'_f(fld{ﬂ(f)}*ﬂ pour fout x’ 2> x = oo, 0na

f('lx').--—_f(x){Mu+a(l) , bour tout x < x* << X,

ce qui montre que (5) est rempli lorsque la condition (6) Pest: Iaffirma-
tion précédente est ainsi démontrée, (6) lest; laffirma

Enﬁn,_il-lest_f@e":ﬁ__*ﬂi;l' qué pour @ (x} = x, (6) est équivalent 2 (3).

!
|7 1 0a{a®)> m6®) {a B — a6 gm0,

M X étant tel qu'on ait

T

Remarquons que la condition (5), mise sous la forme du lemme de M.
E. Laxpau, est éguivalente a

lim sup [x,g" (%) — xg' (x)] << w () » 0 avec e.
¥=0 xi—sl= xS X

4) Dans le théoréme précédant on a supposé que a {x) était une fonction
continue. Au moyen de cetfe hypothése on aurait pu ramener 'étude de I'in-
tégrale de StieLTiES directement & une intégrale ordinaire, puisqu’en désignant
par & (x) linverse de a (x) on a

.., ff(f)d{ﬂ(f)}-——_] F{b(x)} dx,

] e {l

- J{b(x)) é&tant toujours une fonction continue.

En ne supposant plus la continuité de @ (x), la condition (5) n’est plus
- appliquable, puisque la seconde égalité, pour 7 = 0, n’a pas jieu dans le cas

général. Dautre part, on peut la modifier de fagon qu'elie reste valable aussi
“-dans ce cas, ce qui donne le théoréme suivant:

Théoréme 2. Soif f (x) une fonclion continue dans Uintervalle (0,- oa)
et o (x) ane fonction monotone, tendant vers Uinfini avec x; du fait que

f f)d{a())»s lorsque x o co, (4)
0
il résulte
| f(x})»0 |, lorsque x - oo, (2)
lorsque | .
‘ fxX) —Ff(x)Lw(x)m»0 avec 1fx, (7)
S0 x KX .

a(X) —a(x}) >a>0 , pour lout X > x 9= co. {7)

La démonstration de ce théoréme étant absolument identique & celle du
- gthéoreme 1, nous n’y insisterons point.

n Or, cé théoréme contient les analogues des théorémes précédants rela-
Hifs aux series, -
% 1l suffit, en effet, de prendre pour 2 (x) une fonction constante par in-

- _._mﬂes, possédant aux points x —=n =20, 1, 2, 3,..., des sants de
f “Jengueur d,, C'est-3-dire

1 .-.. . - t .
.:_ - ..:_'."
- ﬁ{-
A

pour x == (Q,
L a(X) =13 <
% (x) gﬂ' d, lorsque ne.x<n4+1,n=0123,...,
¥
puis de poser

| F(n)y=a,.
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L'intégrale de StieLTiES est alors égale 3 a, etant une suile de nombres quelconqgues, de

£ [ .
2., -
[ f(‘t) d{&(ﬁ}} - Z ﬂvd\a 3 ; @y @ > (9)
0 Y=
| il resulte
et le théoréme 2, prend la forme suivante: _' | @y 3 () (10)
Théoréme 3. Soit d, une suite de nombres tels que toutes les fois que
n | | lim sup a, — a @ (&) » 0 avec
>0 , o 3 dowoo  aven; ®) o G ST " (13)
Y= .

- |
a, étant une suite de nombres quelconques, il résulfe de la convergence NE (n) élant le p‘_f’”_ grand entier pour _IEQM

de la série | Ne(n)
Z ad,=3§ 9) | Zdv“ga ]
L . v—n |
gite ebme L . |
Dans ce théoréme on peut encore remplacer la condition (13) par la
@y 3= 0 ; lorsque n - cq, (10)  syivante (analogue a (3) ou (6)):
foutes les fois gue i suffit que |
a" — @, < W (7)) W0 avec 1[n, (11) et — G f; M (14}
A=, 25, Nim ' . - . |
(Il v est superflu d'ajouter le ferme ¢. a, d, puisqu’il s 0). On vérilie faci-
N (n) étant choisi de telle maniére quon ait lement que (14) n'est qu’un cas particulier de (13), en y posant =n-t1,
42, n+3,.... <N (n), puis en addifionant toutes ces inégalifés. |
N Les deux théorémes precédents peuvent, en quelque sorte, éfre consi-
é dy>a>> 0 pour tout . (12) id’érés comme la généralisation de la proposition suivante :
© g elant le terme général d'une série convergente, de un > ty.r, il
Mais on voif que ce théoréme n'a plus sa raison d’étre lorsque ¢, reste 7 ésulte qiie '
constamment plus grand qu'un nombre 4 >> 0. Car, dans ce cas, il résulte déa =~ - - ni, w0 avec 1 in.
de la convergence de la série (9) que a, doit o= 0. o :
De méme, lorsque lim inf 4, = 0, sans que d, » vers une limite, Enfin, il est intéressant de comparer les théoremes précédents a un

4, » 0 pour foute suite particuliére n,, telle que d,, 9 @ > 0, et le théo- Ihé“"éme de M Q. Haroy Y} concernant le procédé de sommation de M.

reme précédant n'est & appliquer quaux indices #’y pour lesquels &, , - 0. RiEsz, f:lﬂnt la" généralisation sera exposé: dans la Note suivante. Pour

| Le théordme précédant ne présente donc de Iintérét que dans le cas [cefte raison nous ne mentionnerons ici qu'un cas particulier, (correspondant
ol d, » 0. Mais alors il est facile de voir qu'aux conditions (11) et (12) on A4 procédé de sommation de Ciksiro et quant au théoréme 4. au cas ol

Ef;.t donner une forme analogue & celle du théoréme 1., (condition (5)) c’est- ds="}£') qut fut généralisé, méme pour le procédé de sommation d’ABerL, par ¢

d-dire on a: - R “ PP
M. R. Scamipr®).

Théoréme 4. Soit d, une suile de nombres iels que S ___'______) -

') U. H. Hanoy, Proc. of the London Math, Society, (2). 8. p. 301—320. 1910.

i
de > 0, d, = (), Z d, = oo, (12} i ) R. Scuxipr, Mathematische Zeitschrift, Bd. 22, (1925) p. 80—152.

H=n

-




De sorte que P'on obtient, d’aprés le théoréme 4. et les résultals. citéd
la proposition suivanfe . - o
De lune quelcongue des trois conditions .

Za,,%—ps » . dorsque n -» oo,

y=l

o 1
‘;;'Ea,-h 0 , lorsquen - oo,

1 %'r)i &,,r"‘-;-l- 0 |, lorsque r » I,
M s

Sone résulte de la précédente) on tre que
adp = 0 avec i { i,

e ‘ﬂnﬁﬂf{&‘) 2. () avec e,

ﬂu+i"'"’~ﬂu‘;;M ;ﬂf . M indépendant de n,

(condition de M: M. G. Harpy ef E. Lanpau).

" Or, du fait que, des relations (15) & (17), ja premiére esf la plus

‘trictive, la demidre la moins restrictive { ¢. a. d. que (15) entraine_ _la ré

tion (16), ainsi que (16) la relation (17) ; 1l s’ensuit que la _cml‘ci_ltmn ( _
et A fortiori la condition (19)} n'est pas ass:.-z subtile pour qu r:':lle pu
istinguer ces relations entres elles, quoigue la"condition (18) représente &

une condition nécéssaire et suffisante pour que de "'une quelcongte de ces t

relations il résulte que

Gp, () avec 1/n.

Beﬁgraﬁ. 1. Mai, 1930, : Manuscrit regu le 16, Mai, 1930
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