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ske éiﬁtrtaeijs predlonio wo) kolega
Ir Rastke Stojancvie. -

Beograd, 14.111.1963.



gvop

Fosmatrajmo eistem taceke (i (¢ = 1,2,3), gdo #u
St parpmetri kojl karakierisu bilo koju od tacaks siste~
an.

Ylasicna definieija cvratog tels: "ze sisiar tacaka
se kaze da predstevljs ovrsio telo ako Je rastojanje 18-
tovrensnih polesaje dveju bilo kojJib itecska aistesn tokow
vrenena nepromenljivo i savisi samo od isbors tih dveln ”
tacaka®, neodrsiva ja'u Yeori)i relstiwvnosti Jer se gasnl-
va na pojsu istovremspomtli koll u Seeriji relativnosatl ne-
mp apeolutno snacenjs. Prema tome, usveisjuci gornju de-

osobins t0g sistema sg stanovista teorile relatiwosti.
Traseci oeobinu sisteme tacaka (_: kojs bi bila
koverijsntna u odnosu nad treneformacije teorije relstiv-
nesti (i, prema tome, nesavisna od posmatraca) a koja bi
predstavljale gensralizaciju klasicnog cvratog tela, Maks
Barnl) (Max Borm) je dmo owvu definiciju relativistickl
cyrstog tela: "sa siatem tacakam Q.. #® kass da predstavi,
1je relativiaticki cvrsto t8lo nkg‘§¢ ss svake dve bliske
tacke tog siztems interwval lzmedju nﬁaavarajuniﬂhnvntskih
1inije, upraven na tim linijans, stalan tokom tog krela-
nia®. lzraszi *interval® 1 "apraven® gu u ovoj deflinloljl
shvaceni u suislu mstrike prostor-vremena. Fotrebmo j& na~

Ly, sorn, amn. Poys., 3¢, 1 (1509).
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glasitl da je Born, definisuel relstivisticki cvrato te
ainlio na cvrsto telo u apecijalnol teeriji relativmosy
To Je 1 prirodne, Jer je vrems kada Je Born dso svolu d
finieiju prethodileo pojavi opste tsorije relatiwnostl,
Interesgntno je da nems radova iz kojih b1 se vide
da se Born kasnuijle bavio tim problemom 1 u opsto] teori
relativiosti, ma 4da se definicija kaju Je dao moze, bes
ikekvih izoens, priseniti 1 u opato) teoriji relstiwno:
Ubrze po Fornmovom definipaniu relativistickl cwrsf
tela ﬁorglnaa} (6. Herglotz) i Httarj) (P, Hoether) su
negavisno Jedan od drugog, pokszall da bornovo ovrsto -
u specijalno] teoriji relativnosti iza samo iri stepen
slobode. 10 je ocigledan nedostatak Bornovog cvyrstog +
All, ksko d0 danas nije deta nijedns prihvatljivija de
nicija, ekoro svi raae¥14) koJi su u verl » relativist
evratin telom masnivaju se ns bormovoj definiciji.
Proklemom avretog tels u opsto] teoriji relatlivnoe
prvi su se bavilli i matematiocki izrezili Boramowm defir
ju Besleman § %nnhS) (Go Salzman 1 A. Taub). U delu BW¢

PR _
2. Herglots, Ann. Fhys. 31, 393 (1909-1910).
33?- Hoaether, Ann. Phyﬂng }l; 919 (1909-191{3);

4)F9mannﬂ¢nn readove:

J.R.Founder, Communications of the Dublin Iust
ie for Advanced Ztudies, swr.a, #0.11 (1954). ¥ ovem
auntor proucava relstivistickl cvrate obrine powrsine,

Jeliedyage, stud,¥ath., sell xeoh. Fresented to B
chard von Miees, &sw York, 1954, p.817. U ovom radu ¢
proucava kretanje relativisticki cvrstil povrsina uoj

Je Lo Synge, math.Zeits., 72-(17, 82 (1959). ¢
radu aulor je proglasio sa meru bhrzine deformacije i1
koJl Salcmen 1 Teud omnacuju as Dd(b {vidi izxrazs (1,
1 na osnovu togs Je predlozio Jjednu relstiviaticka o
ju slassionostd,

R.A.Toupin, Areh.xatl.Mech.Ansl., 1 (3), 181(
U tom rmdu sutor ukexzuje da se ne weose formulisati o
ka kontinuuma u relativnosti bes definicije relstiivi

cvretog tela.
5)G.Salsman and A.M.Teub,Phys.Rev., 55,1659 (13



reda X0ji se odnosi ma kinesatiku Bornovog ovrstog tela
oni su, osim matematickog oblika Bornmove definicije, isve-
11 u tenzorskom obliku resultate Hergloca 1 leters, koji
s odnose na kretanje bornevog cvrstog tela w mpesijelno]
teoriji relatiwvnosti. Froblea brola ifnp'ni slgtode Bornos
vog avrsteg tels u opeto] teoriji relativmoatl nisu ni onl
niti iko posle njik racmairalie

U ovome radn islozsicemo isvodienje izymijsnin diferen
eijslnih jednacins kretanja Bornovog cvrstog tela u opato]
teoriji relstivnosti koje su uw pomenutom radu dali Salcman
1 teudb, Zatim cemo pokasati da te diferencijalne jednacine
mogu bitl sadovoljene samo sko je sadovoljen jedan 0d ava
jednostaviiija sistene diferencijalnih jednacina. Pokazace-
ao, 4slje, da sveki od ta dva sistema dopusta kretanje ko-
je ims sano iri stepens slobode. Hacin prilasenla probleny
1 pojedini resultati me potpusc razliku)u od onih koje su
dali lerglos i Neter. baljs cemo pokazati da 1 klasiona
aproksimsciis kretanja Bornovog cvrstog tela iwmea samo ¥l
stepena slobode, sto konacno potvrdjuje da Bornove relatl-
visticki cvrate telo nije generalizesija klasicnog ovrstcg
tsla, pa smo naveli 1 jedan pokuss] takve generalizamoije,
sa ko0ii smo pokazeli da predstevlj]s ssmo spsoijalan sluca}
Bornovog tela. Najzad, nezavisnc od problema broja sitepeni
- @slobods, pokazali smo de, 1 pored velikog nedosiatks Borno-
vog relativisticki eovrstog tels, ixwedju njega i klasioneg
evratog tela postoji uwocljiva analogije, koja na osnovu
Bornove definicije nije ocigledna. Ea kraju smo predlosili
put za koji, na osnovu iskustive stecencg sa vreme izrade
oveg rada, veruljemo da meze'aovusti de reasnja problema reé-
lativisticks genaraliszacije klasionog cvrstog itelas.

U islageniu cemo se sluziti omnpkams koje me Salomean I
Taub koristili u svome gore pomenutom rade. ¥ri tome ce la-
tinski indekel uzimeti wrednoati 1,2,3, & greki 1,2,3,4.
Dugnogt nam je da isteknemo da 1 navedena stilizecija Bor-
nove definicije pripads istim autorime,



RELATIVISTICGKY CVROTOG ZRIA U OPSTOJ TECHI-

U datoan koordinstnom sisiewxn x‘! proator-vremnens, gde
jo XY 2et , pri cemu je < brzina prostirsnja svellosti
u vekuumu 8 + vreme u tom koordinatnom sistemu, kretanje
sintoma tacaka C‘!C - pdred) micjﬁdmimm

e 13,8,

gde je © ma koji parameiar vremeuskog tips (moze se, ns
prioer, uzeti da Je © -..'ul" )« Po pretposiavel, jednscine
(1.1) predstavijsju nesingulednu trsnsformaciju iszmedju ko
ordinsta X i koordinata Y, 6 . Dalje se pretpostavlje
da jsdna cine (1.1), zs fikeirane vrednosti '3‘5 predstav-
1jaju parsseterske jednacine linije vresmenakog tipe, jer
po pretpostavei nijedna tmcka Q-Si bile kog sistema taoak
nena brzinug ni u jednom trenutku kojas dostize ill prevazi-
lazi brzinu svetlosti, i da funkeclje -\l“('!"; o) imaju ne-
prekidne druge psrcijalne izvode po ‘5",9- . Eaka Je M
metricki tenzor prostor-vremena u X% koordinatnom sistemu
takay da signatura forme da=zg A Ax® bude 2 a
dn tor forzo: definisan interwal prostornogz tipa bude po-
zitiven (tj. takay da u specijalnoj teoriji relstiwnosti
u odnosu ne Galilejeve koordinate glasi

(1.1)



of Dt _ ol
q‘ = A =N,0 . (1.
° o6
‘h J® colSvornvektor brrine vremenskog tipa, pa mu je inte:
zitet
- 1A . -
L“%i@’u h ) . (1-.
Cetvorovekior
. -4, ol i
“ s (-g%h"u‘“) U (3.4
Je cetvorovekior sa ke;lj. je |
‘&d.p“’.t m(:" = udu‘" = ~d{ (1.5
'gde Je
u!‘-: 3-{.@ LL(3’ (1.6,

3. u‘* Je» Jjedinicnl ce-
tvorovektor brzine. 1Is
{1.5) Je

J

gde Je Mo s kovarijan-
tni izxvod vektors W, B0
x* .

sapazino, sada, avet-
ske linlje édveju bliskih
tacnka QSE i Q-;E*d.i;
(81.1) 4 na svetskej li-
niji tacke cs.-: bilo ko~ sl.1.
31 dogadja) xo , a na
svatsko] liniji tacke Q's-aé‘ """*‘LE njemu bliski dogadjie] x"‘l
+dx®. U opates alucajn pomeranje

QSC*AIE

i

: ol
dxd= Xia A'S"’ 'l‘uqde, (.Yd. = ?-—r) (1-8)
jir | J‘- ?St

nije upravno na sveiskoj 1iniji taoke Qr‘: » t3. u opstenm
Blucaju ne vazi



{
3toga nam Jje eilj da, sa date vrednosti d}" » Nadjemno |
ono A® sa koje jo sadovoljena jednecina (1.9). Stavljs
duﬂi (1-3) w (1-9) dobivamo

uy (%% dyi + Was) = o,
odakle Je

ol

sto semenon u (1.8} 2a pomeranje A X Upravao ns svei-

skoj 1liniji teacke 'Q!E daje

smenivai, na csnovu (1.4), '*kd 1‘ara:mm

s Cuu) s

26 d X % ao0bivano

" *
W Ty A . |
d d - > N GI& ‘ (1!1{3)
dox ®x () . X7} ey
jiapominjewo da smo kollicnik asmeli skratiii sae (_suﬁuﬂ)"ft
Jer je, kao atc Jje vec spomenato, UY getvorovertor vre-

menakog tipe pa Je, svaksko, ‘k_ﬁ‘u"*o « Najzad, zgbog
(1.5), imamo da je

dog"’s: ( -’"f{ -Lu“uj y.J:t. )algi_ (1.11)

Bornova definicija relativisticki evratog tela zal

tava, Baca, da lerag
2
d.t. = %.‘Pdox“‘;‘ogp (1.12)
ne zavisi od 6 s $3. da Je
2y . | 1.1
() g=0. _ (1.13)

Smeniveli {(1.11) u (1.12) dobivamo



Alz 3‘(‘ (.\t“f;-t-udk) X :\e ) (1?‘. s o a!?j Yy ':al}-;!;
odn
dﬂ M& ' :J itd“ ""gifﬁkeur“' xf “‘5“‘1“ +

w¥y x},‘ ?1 dl'g 4711- gdpu"u{l‘u‘\u‘\x ".xf‘ A; dTJ

g
111, podesnoz igzmencm nemih indeksa i uzimajuoi w ob-
zir (1.5) 1 (1.6}, |

¢ l‘(i-ip'*“‘f“z’)‘(gd?' o&-sfalsf, (1.14)

3 cbzirom da velieline al'g: ne nvuts) od & 1 b obasi
tom da su proisvoljine, sade se iz (1,13) dobiva

[ » \ 5] | (1.15)
_ +“ w x ix" . = ¢ ek

(3%(5 ol ;h\ 1716 .

1svevai naznaceno pearcijalno diferenoiranys po & , do-

biva a8

| y o A
‘t\%d{}'e*“d" KP"-“QL u{brg’.)‘x "-‘xf}* (cad{&'}'“d“;;)\.’(; { ):9 x*‘d‘ "
(1.16)
+ (Gt v LGy =
=4

Eako su drugl parcijalni izvodi funkeijs X po pret-
postavel neprekidnl po argumentinam '5‘ 1 & o Jo

(.'!ﬁ)i,e.:'( xfze):i 4

),
o _ g0l o¥
(i:l;)ig.a(u:i'u:ﬂ"xl‘-i o
hd'-.-:.?_y.f qldﬁ?;ﬂzi-—)
( )L ‘7‘32 4 + ¥ f;xy
kako Je

éjﬁalﬁm 1 Tauvb su u daljen izvodjenju uvell 4
‘koristili pojam sopatvenog vremens,




i kako je

L A A
Bip, 0= Fap 2% 6= Fap g U
t3.

3=p,6~ (31\' {(5‘.1}*'3!(5 {o:;u} ) ui,

A
gde Je {P ‘i’} Kristofelov simbol druge vrste, to
{l.16) postaje

[(Bar L5 g R DI g Wi s,y U Tl +

+ (%up-ﬂ-ld ,5)11 x5 f; + (%_d(hwut&,b)u?r ".':’a le_;-.

rodesnos izmencowm nemih indeksa dobivamo
¥ Y b} 1, ¥ | \ ¥
Gy ip»? MR laa} Y Uy x A U+ Uy Uy U+

¥ - LA T I - N
+ (%‘{5'& uth\h ol t L%ﬁlh’ +t\°{u,‘.)'u ’F‘] xﬁxi‘j =0

odn.

[‘&aw(hw"** {N JL)"'c'!m("ﬁ’ sty +
:L“u,r - {dx}“m)u AL ‘{W}“Jn‘ Yt
4-( i“- {:)\} uk)u!kp-l- (uf{5+ {;,:;,\}u’?udu ]xﬁ S-e.
S obzirom da izrazi u okruglim zagradams prsa;

stavljaju kovarijsnine izvode odgovarajucih vaktért,
ponlaﬂnda se jednacina moze napisati v obliiu

(Qur 1, "'3’?{5\‘? M7 tru “atla.y Tu-H_

tj. un obliku

't ¥
(Md; pt th‘..: At “"ﬂ-"q‘p v-"rk’}d“ st



114, najzad, u oblikn

LU, (67 46T+l w;.,.mﬁ).;

Y
TR L ORI ) PPN R

gde Je
g7 4, =4
of o, V# «

Kronekerev simbol,
Iz (1.4) Je

, 1 M\ A " |
i, na osnovu $0gm,

MY,‘P (8:‘ ¥ “r“d) > [ ("ih)\r[‘))‘ f;, \ +(—~"l{ 3l 1)”:1 y. FJ ( ' : + u'Yud)

AV
- (-"h;h)m (U, 4«,3%) +

| 2 AR
+ Bl (“d;p“”"gpuvud) !

sto je, #bog (1l.5) 1 (1,7),

: ¥y R 1.19)
LA1:F5( $&f+‘1iad) =;G:h)}1 ) Hugfbf \
Korizcenjem (l.18) u obliku

| nin
WY (W) e (1.20)
i {(1.19), (1.17) postaje, poele skracivanjs sa -?4;11‘)‘:’

Y _~ (1.21)
k“a;.@ Hg gt U “p"‘“@, " n_,)x ‘.vﬂ =0

Ts biszo sebl olaksell daljn pinanja, uvedino

tenzor

N, 24 N Y
N-Dalp“ RV R TEVAGE o |riert e (22)
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Sa tom ozmskom, (1.21) glssi

of A 1.2
DQ(FI’E.\{‘J_C; (1.23)
odn.
’}xﬂtfajﬁ?
D“(" 7y ?’ia {1.24)

Posmatralmo, sada, isras :Dal Kd‘ o Uimnjusi, po

nove, u obgir (1.7) i (1 %) dabiv:nn

:Dd(_-,“ =90

Mnozenjer ta Jjednascine sa ('14)3&) dobiva me, xbog
(1.20), “

odn,
'D.a(, — =0, ' (1.25)
a, otuds, i

—— =T 2D {1.26)

"Dal(b 26 26 =0 (1.27)
Ako Jos, zbog podesnostii, za trenutak uvedemo oznaku

Yy
i"gi

jednscine (1.24), (1.26) 1 {(1.27) se zajedno mogu na-
pisati a obliku

R o
'D.(p??x >5F = (1.28)

Paaaatrn}na (1.28} kaco sistexm 04 16 homogenih 1li~
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nearnih jednscina po 16 neposnatih ‘&(i{g » Uvedinmoc =
tricu

{ "Bxd ‘ :
- DN (1#25
,aik /7 _
cija je determinsnta
‘?x“-\ .
A=1Tl= '-“x (1.36

A\

Jakobijan funkoija Jld‘ w odnosu na promenljive 'g .

Da bismo napisall meiricu koeficijenata uz nepozn
te D,,_(h u sistemu jedrmcina (1.28) postupimc na slede
ci neein. Fre avega fikoirajmo A 1 ol. Time u sistemm
(1.23) uocavenc samo one jednacine kojs imaju to fiksi
rano X\ i Bilo ka;a?‘. » 1 u tin jednacinems posmatramo
semo koeficijente us eetiri nepoznate 'Q-LP koje imaju
fiksirsno o 1 bilo koje b+ Estriea tibh koeficijensta

Je

X 1&F)~ 7}$f*
t3.
ol
?:f - ?ii! ] (1-.31)
_ ’D\;

¥atrica S svih koeficijenata celog sistems (1.28) Je,

3ada,
"B_xd }
.l

54-;?':

st0, na osrowvu (D II.%3) (vidi Dodatak 11), predstavlija
Kronekerov proisvod metrice | samom sobom, ti.

S=Tx7T . (1.32)

S obzirom da je | nesingularna matrics, Jer js njena

deteraninanta A+ © (na osnovu pretpostavke da jednsci-
ne (1.1) predstavijaju neaingularnu trmfarmcijuiz—-
medju koordinata xdi koordinata s'.\-}; 1 da Jje
trinl cotvrtog reda, dobivamo da je determinan s:l.;gﬁ-
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me jednacina (1.28), na osnova (D Ii.5)
8
\ S\= I'T'll‘ |T|"= T g:- A #0, (1.33)
Otuda slsdi da su Jjednacine (1.28) szadovoljene samo sa
leﬁf=’€)' | (1.34)

8 obzirowm na (1.22), jednacina (1.34) se moze eks.-
vlicitno napisati u obliku

| Y. ¥
Mo e TRE s TRy Mt et Uy =0, (2.35)

3%0 1 predstavlja dalcman-Taubove diferencijalne jed-

nacine kretanja Bornovog cvrestcg tela u opsto) teoriji
rela timﬁﬂ ti. "



Fosmmirajuei jedmacinu (1.35), t].

\ ¥ {2.1)
\"J{' +“'(h}-i+K'ljfu' “a +H..ﬁ}‘.u “w = ©,

neposrednce se vidi da je ta jednacine xedovoljena sko Je

“p e e O )

tj, ake jeo tensor . A satisimetrican, jer js tads, zbo
(1.7), & ’

Y Ry _
o ¥ L "a vl A= ©.

Hedjutim, vidi ze da je jednmcina (2.1) zadovoljena
i ko Je

“ ¥ - (2.3)
ptlapt Has o

Jednacine {(2.2) 1 {2.3) su nezavishe, Jer se jedna ns
drugu ne mozs svasti. Zaiste,na canovu {(2.2) sledi da Jse

- R
‘1 +“4 W =“d. -\ . LV o,
s (= )’ e 4 (B YJaL A

3., zbog (1.7),
“ Y, -
d; ;’b""‘d;z—“ H@_ “d;{l-

15
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sto, na osnova (2.2);, ne mors biti jednako nuli. Obrmut:
- na osnova (2.3) 1 (1.7) Je

"

(k d-;{'g'*“@;d)u(hkvl“dja\f’“}z_ud_a_
sto na osnova (2,%3) ne mora biti jednako nuali, ocdakle
sledi da ni

Cda s
ne mora biti jednsko nuli.
Kedjutiam, ne vidi se da jednacina (2.1) nems rese-
aje koje nije resenje ni jedne od jednacina (2.2) i1i

(2.3).

Da biaao to pokazali napisimo jednaseinu (2.1) u ¢b

liku'

Lws, Sl 2 ) (Siq,u)“ud) ( d‘?,*“““@-‘-‘- o . (2.4)

Ovaj sistem bomogenih linesrnih Jednacins pau%_rmrj A\
ims ociglednsa trivijalna reaenje ‘

W " +“f‘.} \ =0,

sto 1 predsiavlise Jednacinn (2.2). De siptem (2.4) ims
1 resenjea koja se razlikuju od (2.2) pokazacemo izracu-
navanjem determinante pimtema.

Razmisljenjem slicnim razmisljanju kojs smo koris-
tili pri nalssenju determinante sistema (1.23) nalasimo
ée Je& matrice koeficijenata sistema (2.4)

J\:LXL) | (2.5)

gds e L matrica
ol, ad
L = { 8 \ hae “>} (2.6)

(X 3¢ indeks vrate, a2 b N kolome). Ctuda je, opet ha o8
novu (D II.5), determinanta sistema (2.4)

) |
T Ovaj] oblik jednacine (2.1) dalli su Salcman 1
Taubk.,
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CASIN J (2.7)

lako Je izramcunati ds e

‘L\ :‘ S‘; -!-UL.L“.%‘ =4+“\-“T;
ili, sbog (1.5),

\ L\ =0, (2.8)

\Al‘a o, . | {.2-9)

sto snaci da sistem (2.4) ima resenjs raslicita od (2.2).
To smo wi, uostalem, vec 1 videli kadm auo naveli '}Jmﬂ
ne (2.3). Tacno je da jednacine (2.3) ne predstavliaju v
%0 izmedju velicing o {""“M < ? 811 cinjenica da, sl}ag
(2.9}, postoje medju t:{n velicinama vess koje se razliiu.
jun od (2.2), dopusta mogucnost da se one, linearnim kom-
binacljama, mogu sveati na vese (2.3) izmedju velicina
ud; « Pitanje da 1li su netrivijalna resenja Jjednaoina
{2.4) po \-\,,_; At “@J - skwivalentna ili nisu jednacinsma
(2,3) svodi se, sads, na pitanje da 1i broj uslovijemih
mpomﬂiha)ud,p.,_gﬂ. « jednscinama (2.4) hia 111
ne Mpravo brojiualnvl'jtnih nnpomtih LS"-J:’!' 2 jednacina.-
ma (2.3). Prema tomw, sa cdgovor na nase pitanje presud-
no je odredjivanje rangove matrica sistems (2.3) 1 (2.4).

videll swmo vee ds je {2,5) matrica koeficijenata sis
tema (2.4) 1 da je determinanta metrice [_ jednaka nulie
Kako je, na primer,

\9; 4 '-l.;'bké' ‘: 44—‘-(:“; = "'ull‘-ll‘#'o,
to je rang QLL\ matrice L

PlLy=2. (2.10)

Ctuda je, na osmowu (2.5) 1 (D 1I.4), rang e(-&) msatrice

8)

Vidi T.P.Andjelic: Matrice, Asucna knjiga, Beograd
1?62, B8tr. l44.
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- o
g(u=| ey]=9. (2.11)
Uvedimo osnaku

6‘1(5""-{.19 ,.‘- t2:12)

‘Bada reszultat (2.11) tvrdi da u sistemu (2.4) postojl de
vet linesarnsc neszavisnih jedrnacina. (Lako Je poknuu da
ea to, na primer, Jednacine

th +““"~L)U§+\~@ mj)s_l@fo .) (2.13)

Porsd tih jednscina medju velicinams Ay A moraju vesiti
1 Jednacine | -
dum = Bpa o > (5 Yok 14)
kojih isa sest., ivakle, za odredjivenje 16 netrivijalnik
resenis éd(h sistena jednacina (2.4) icamo na raspoloze~
nju ukupno 15 linearnc nezavisnih jednscing, pa je, pre-
k3 tome, samo jedna od tih nepozmatil proizvoljna (slo-
bodna nepoznataj.
La bisao videli koliko otuda sledi proizveljnikh ve-
liciza LLd » prebrojmo jednacine koje nam stoje na
rnnpalaun;lu za Balazenje tih velicina kade su odredje-

ne naposnates A, . Fre svega, imemo desel linesrno ne-
savisnih jednacina (2.12), %I.

“Lig e o Pup (214
(deset ih je linearno nezavisnih, jer su jednacine (2,12
sizetricne u odnosu na ol 1 (b )« Pored tih jednawina po-
stoje cetiri veze (1.7), tj.

— o
v 4

Izmedjn jednacina (2,14) 1 (2.15) ne poatoji linearna
savienoast, sapominjemo da smo priiikom trazenja linesr-
no ﬁuaviaaih jednscine (2.4) koristill samo vezu U4 d'u..l‘:-‘
= ~A {na osnovu te veie smo zakljucili da Je \Ll =0 ).
Skup Jjednacina (2.14) i (2.15) predstavlija asistem

od 14 jednacina (nshomogenih) sa 16 nepesnatih, pa su,



_17

stoga, dve od njikh prolzvoljne. ksko Je medju velicina
T Au_p Jjedna proizvoljna to imamo dve proisvoljne va
licine W L i Jednu proisvoljnu vesu \L)‘; +U s AEA
sko je )\ 4 {pri cem:, naravro, mers biti ,r#-},,
ili trl proizveoljne velicine Ut A od kojih je Jedna
ug},\, sko je Apa proizvoljno. U oba slucaja, rasum-
l1Jivo, nijedns dve prodzvoljne velicine u"“J@ ne sasju
biti ome koje pe pojavijuju u isto] jednacini (2.14).

Vratimo se, sada, na jednacine (2.3). Njik wmozemo
napigatli u obliku

Cvo Jje sistem od 16 homogenih limsarnih Jednacina sa
16 nepoznatih ‘*gl;(s . frivijalna resenjis

zadovoljavaju 1 jednacine (2.2), te mas, atoga, sada a
intsresuju. Lako se mozs pokazatl da je determinanta
sistemn (2,16)

gde je L, opet, matrica (2.6). Otuda sledi da sistem
(2,16) imp resenia raslicita od (2.17).

S obzirom da je Q(L} =%, rang metrice koeficije-
nata

GOOF"_

pistema (2.16) Je ke(L} =A% . Presa tome, u sistemm
\2.16) ima 12 linearno nezavisnih jednacina. (Lako je
pokazati da su $o, na primer, jednacine
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Pored tih jdmma med ju v:liainam ‘-\(P moraju vaziti
i jednacine (1.7), tJ.

d- .

koje su linesrno nesavisne 1 kojih ima cetiri. Hedjutinm,
skxup jednacina (2.18) 1 (2.19) nijt aistiem linearno ne-

savisnih jednacine, I zaista, pomnozivei jednacine (2-19:
sa S‘@ -|-\-Pu.~ i sebravei po (3 dobivamo

1 g(? +u(’u:\“¢;(=]“ i

s to predstavlias tri lirearne vess { L = 1,2,3) izmedju
jednacina (2,18). Frema toms, medju jednscinsms (2.18) 1
(2.19) ima 13 linesrnc nesavisnih jednacins sa 16 Repos-
natih velicina W, o , 2to znaci da su, kac i malopre,
tri od njih proizvoljne,

Ha osnovu togs, sada smemc sakljuciti da su Jjedina
resenin sistems (2.4), odn. (2.1), kejs se razlikuju od
resenja sistems (2.2) upravo ressnja sistems {(2e3)

Prouecimc jos koliko proizveljinih velicins “d;(s ina
ako se Bornovo evrato telo u opsto] teoriji relstiwnestl
krece tako da sadovoljeva sistem diferencijsalnih jednaci
ne (2.2).

Tih velicina je 16 i one ssis 10 jednacina (2,2)

(olg B, %3,
“-l'(a +“PJ oL =S, (nJ é(‘s) (2.20)

P4
moraju zadovoljavati i cetiri jednacine (1.7), odn.
(2,15). Jednacine (2.20) su, kao sto se i nepoerednmo vi-
di, linearno neszavisne. Tako isto su i jednscinms (2.15)
modju sobom linearnc nezavisne. Medjutim,skup jednacina
(2.20) 1 (2.15) je skup linearno zavisnih jedngcina. Fo-
kezacemo da je, ns primer, Jjednacina

ol | | 2021

posledica jednscine (2.2) 1 jednseina

ol _ 2,22
“OL_:.;-u --O} ( )

a iz samog toka tog racuna bice jma' da su 13 Jednacinr
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(2.20) 1 {2.22) wedju scboa linsarnc neszsavisns.
Yosmatrajmo izras u..,_, {3“ o (>, 5 obsirem da 3n
Uy, X na osnowa (2.2), musimtriem tenzor, ahu d

Jje
u = ’ P

S druge strane, sbog (2.22), imamo éa Je

pa, posto Je
W' = (-u)\ll ) —-——99.

(Jor x": c‘t pors Zavisiti od 9- koje je vrepenskog tis
pa), dobivemo jednacinu (2.27).

Skup jednsoina (2.20) 1 (2.22) je, stoga, skup 13
linearno nesavisnib Jjednacina sa 16 nepoznetih velicina
Mot >+ Frema tome, tri od tih velicina su preizvel jne.

¥a 08novu svegsa ovogs, ssda moseno twyrditi:

“d_}fh-'.u-‘;\'“rk{b: O’ (2.3)
i pri toms sw tri od velicina 5"‘4’5 proisvol ins.

Fosmatrajuci sistem jednacina (2.1) vidi se da Je
on Eadovoljen i ako je cadovoljen sistex jednacina

¥ .
u‘d L Hd-"‘.'.'.o_ (212“)

('=..;
Na canovu onoge mtc smo dokasgali trebaloc bi ocekivati &
wora postojati nascin da se linearniz kombinacijama sis-
tem jednacina (2.24) avede na jedan bilo koji od siztea
jednacine (2.2) 111 {(2.3) 111 da se bar jedan od tih si
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tems woxze svesti na simtom (2.24). Nedjukim, svi pokus
j1B u tom smislu su pretrpeli neuspeh. Sada cemo poka-
sati da Je to neslaganje » 1znnt1n”&¢ktxﬁn samo privid
RO, | | |
Mnozenjem jednacine (2.24) w ud g sabiranjen po
ol dobivamo, sbog (1.5) 1 (1.7),

s ,-J.-:.o,
pa #2¢, na ospovu tog rezultates, jedracine (2.24) svode
ns

ﬁukla, jedngeine (2.24) tvrde isto sto i Jjednacin
(2.25), ps su, prems tome, samo specijalsn, trivijalan
slucaj i jednacina (22) 1 jeénacina (2.3).



Vs bismo proueili kolike stepeni elobode ime Bormo-
vo cvreto talo wu opstoj teoriji relatiwvnosti trehm, slic
e 8lucajn cvretog tela u klasieno] wmehaniecl kejl smo
prikazali u Dodatku I, proueiti koliko medju vellcinamm
{LLL ima proisvoeljrih. %o sto odgovor na pitanje o bro
Jju ntapeni slobode Bormovog tels zasnivemo na istosm prin
cipu kas i cdgover na pitanje o broju stepeni slobode
kissicnog cvratog tela ne treba da nas sbunjuje, Jer po-
smatrasc u teorijl relativnosti operise istim pojmovims 1
velicinams kao 1 posmetrac u klasicenoj mehenici i jedina
Je raslika wedju njims w metricl sa koju su vezani. Fo-
smatrac u teoriji relstiwiosti, lako svestan reiatliwnoat
ragtojanie i vremenskin intervsla, ipsk posmalra rasto-
janja i vremenske intearvale. BRera rastcjanja 111 vremen-
skog intervela je relativia, ali je apscilutins njihove
egzis tenwija.

U wlavi 11 sme pokasall da ese Bornovo cvrato telo
xrece tako da sadovoljava ili diferencijalue jednacine

“W,. = (3.1)
d'/ A Q(’jd_ _q’
ili diferencljaine Jjednacine

‘ Tu — (3-2)
Mo+ Uy p™ p=C

21
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1 da su u obs Bslucajs medju velicinaua ud.;f; tri proiz-
voljne. |

sa velicins %.,_:; n predlimc sade na velicins 71,9{3 .
vezu ismedju ajik daje jedracine (1,19), tj.

’le (‘h( é‘: + urud)': (—M;Mk)dftudj(s _ (3.3)

izboros tri velicine UoL; b odredjene su, i u slucmju
(3.1) 1 u slucaju (3.2), swe ostale, teako da (3.3) pred-
stavlia sistes od 16 Jjsdomcins ea 16 nepozmatih /k_‘_:@ .
Redjutim, & obzirom da Je watrica kosficijenata sistexs
(3¢3) (vidli matricu koeficijenata sistees (2.16)) singu-
larna, to 16 jednasina (3,3) nisu medju sobom linearmo
nezavisne, Jecemo ispitivanjem matrice koeficijenats
prosirene negavisnim clanovims na desniz strarsms Jed-
nacina (3.3) pokazivati da sistiew {(3.3) nije protivre~
ean niti ceso tinm putem rokagivati kolikc je zedjlu tim
Jednacinama linearno nezavisnih, vec cemo to ueciniti
Jedncatavnijin puten.

sapisimo jednacine (3.3) u oblikn

- Y x ‘ A
Pokszacemo da 1z Jednacina
Qip = © (3.5)

mledli Jjednzcina 0«;\(._,:.0 . 1 zrista, & ohzirom na (1l.5)
(1.7) imamo dn je

ol _
a‘d[‘hu = D’
pe Je@

(a4,

ili, na osnovu (3,5) i cinjenice da J"*"-*'-'('ﬁhﬂ(:)(hﬂ:u
| 1,

L
QHPR == 0O

{(Jer X":c.": uOTa xavisiii od parametrxa ¢,

Q, . =0,

"
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Stoga w sistema (3.3), cdn. (J.4), ims samo 12 linearns
nezavisnin jednacina, na primer jednacine (3.5).

| Proucime prvo slueai (3.1). Pomnozivei jednacinu
(3.1) ®a u@' i sabravei po (b doblvess, gbog (1.7),

P... (3.6

4/1..
Pomnozival, dmlle, jodnacimi (3.6) ma Q-lt,ﬂ.t ) dobivano

Wy, Pfu =0, | o (3T

Jednacinu (3.6) mozemo nspisati u obllku

[0’y ™ U], = e,

adakle Je
Afy

( /]1 ):‘-l )- uP *14 d+ (Ju S’]&L)- e ’]{d/_@ up,::_

Pomnozivai ova Jedngeinu ma W dobivamo

-4 a4 f
TR " (. .8
('\(kh ),(a“b(ud“r '*'( u)h ) d'p“ y“w =9, (3.8
s izmenom indeksa of i r u (3.3), B obziron da J-’h u =

E“dru" y

-4f2 Al | |
&mgl)\)" h(b{u u‘&"’(-q&)u l\ (‘ur‘ udu(}:. O, {3-:9.

Nejzwd, oduzevei jednscine (3.8) i (3.9) 1 podelival re.
zultujucu jednscinu &a ( C\l)f\&“‘ % © imaxo

%;(,u@u} ={ut;p“(s“u | (3.16)

Sada smo u stanju ép pokazemec da je 1

af=o. 2
I zaista je, 8 obxirom na (1.7),

Q “C’

sl(ﬁ ( , 4(\3{3“' \_\d.)q

= h,& h‘-tcb-&q& XLt '*(‘3“ i u‘-
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Drugl clan mozemo, ¥ obzirom na (%.10) napissti u obli-
ku

| S »

/
pa se, zbog (1.5), dobiva (3.11).

Pokazaceso da, u 8lucaju (3.1) & na osnova (3.11),
ni 12 jednacina (5.5) nisu linesrno nesavisne, negc da,
na pricer, is

n. ____o (3#12)

4
sledi & =0 . (3.11) se moze, 23 o= » Rapizati u
obliku
k *

odskle je, uzevei u obzir (3.12) 1 ‘-kl‘# °c ,

Oy =9

Erema tome, medju §ednacinama (3.4), odn. (3.3),
ima, v siucaju (3.1), samo devet linearno nezavisnih
jednacina. Kako su Jos, kmo sto samo videlt u Glawl 11, ;
tri medju xpimx vslicinama Yy ,n proizvoline sledi da
aed ju velicinaza 114. B imamo (16~9)+3=10 proizvoljnih.

Ia 2i naz dalje rezmisljanje bilo blize cnom kolim
smo se sluzili u Dodatku I, napisimc jednacine (3.3) u
obliku

I 4 (85 e )= (N Tty a0

Tre nego stc budemo odredili kojle od velicina f(g
amemec usetl zs proizvoljine, razZmotrimo velicine ”l{‘;,b i
Q.(_‘:Eg, . Raslozi koje cemo navesti huhcddiat nas da prjf iz
boru velicina koje cemo uzeti za proiszvoljlne moramo bas
njih useti, naravno ukoliko proizveolincat svake od tih
velicina ne dcvodi do protivrecnoati,

$to s8e tice velicina

'h" (2:) {rl(;n‘t (3.14)
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'ni za jednu od nlJih ne s2em0 a da ne uzmemo da jJe proi
voljna jer b1 je proizvoljnest drugih wvelicine ocdredji-

7 x
vala, c¢ime bi bilo adr’djﬂme%-@(-é-é_‘ y 0dn, u kraj-

P x4
njoj liniji izras Y . & obairox da Je sve do ssda

sviz izvodjenjima bila sacuvana proizvoljnost parsmeirs
£ (3 jedinizm ogranicenjem da mora biti wvremenskog ti-
va) koju amc pretpostavili uvedjenjem iag parsmaira na
pvocatkn Glave I, vidl se da prilikom izbora prelizvol}-
nih velicina moramso uzetli i sve medju sodon niz:viain
valicine ]f_l' |

|31 pﬁgl;an velicins

fl{ih"‘ 0 (2_"."_.)4. S }1(3‘ (3.15)

DOyl
o x K
o 6

koordinate brzine, moras biti proiszsvoljen zboz proizvol]
noetli paraneirs &. . | -

- Treba jos samo videii da 1li medju wlieinama P
i F)‘("' g, § h" By J® vee obuhvaceno u skupu velicins 2(
ne postoli ntka zavisnost,

Cdmah se vidi des 3w u Bvakoj od jednacina (3.13)
posto]l camo Jedna od vellicina 71" o pa d4a ih, stoge,
sve cetirli mozemo useti za pmizvglj:nt. Jednacirie {3.17
ga olzi ¢ ('b.:.- lk (xoje 2u linearno nezavisne) glase

S | Ah
UL, (85 ug )= (UMY WSy o

& obzirom ds 8u toc trli Jednacine sa tri velicine h: L
na prvi pogled izgleda da nijedna od njih ne mosze biti
prolzvelina nego ds su £8ve tri ocdredjsna resenja gor-
njih jednscing. Msdjutism, & ¢lavi II smo videli da s=u
medju velicinama hd}(b tri preizveline, a, kao sto ce
vidi iz jedmacine (2.15) napisane za (b:-. L w obliku

gtvar stoji slicno jer izraz , koji implicira

sve tri velicine u‘;,‘ na desnim sirsnama jednacirca

(WMQMQMM e -
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(3.16) mogu biti uzete za proizvoljne, odakle sledi de
QAFk mogu biti umete za prolzvoline velicins, sto, na
osnovu onoga s8to je gore recenc, i treba uciniti.

Dakle, medju 10 x=Ximims prolsvoljnih.vellieina ll‘_ 1-
trsba uzeti sedam velicina {3.14) £ (3.15%). 04 o=talidk
devet velicina q,l: * treba za proisvoljne izabratl joa
gamo tri.

Sads ROZERO priatupiti trazenja hrojs stepeni ale-~
bode u slucaju kretanja odredjencg jednscinom {3.1). Jed-
nacina {3.6) predstavlia diferencijazlnu jednacinu geode-
zijake 1inije, ps iszrazava Jednu vecm» vassnu { sanimlji-
vu osobinu ove vrate kretanjas Bornovog cvrstog tela. He~
ime, Bornovo cvrato telo =z=a koje vezi {35.1) krece se ta-
ko da je sveisks linija sveke rnjegove tacke geodeszijska
1liniis prostor-vremens. ,

Yiksirajmo, seda, jedsn skup Ea « LObiveni rezul-
iat tvrdi da Je eveiske linija tacke (¢ geodezijaks
linija (koja je pocetnim uslovima patpuné'adrcdjann}. ¥a
oenovu toga izgleda keo da I» kretanje tacke Qsi ina
jedan stepen slobode. Fedjutim, u prosior-vremeénu prosé-
torni poloza] je neodvojivo veszan za trenutak, tako da
rasmislianje, uwoblcajenc v klasicnoj mehanicl, koje aps-
trahujuci vreme dovodi do saznanja de je 26 odredjivanje
polozaja tacke koja Be krece po unapred odredjencoj kri-
voj dovoljan jedan paramstar i koje na ta] nacin dopusta
proizvoljen zakon puita, u prostor-vremenu mOza bitl po-
gresan, Pokagacemo de js nase kretanje upravo takvo 1 da
se tacka Cl‘i krece po geodezijekoj liniji po zakonu ko
ji1 je pocetnim uwalovima potpuno odredjen,

Fosgatrajmo 1xraz lfd QNP . ¥n osnovu {(1l.4) mozenro
neplaati ds Je “f

haj (\k@.-..- [("\vlﬁlh m'u. JJ,P[]'{@
= (oM™ q*e“"-r (-‘14;‘74"‘5”2 “ifhw.

Kako Je, iz {35.7),

@q‘(b-* 97" PQ‘@"" °
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to doblivamo

W05 (Y U,

HSetivel se dg Jje
i ds Jo

iz (3.17) dobivnﬂﬁn

Wy + WA= (U e vt e

. | 2ol
5’1(“ =’a—]-‘:la ne 'B’l{ ) Sada camo iS-

1 & fae. 9;.!"

koristiti prolizvolinost parametrs £ . Xso sto smo irct
1i prilikom njegovog uvodjenja u pocetku Glave 1, moze-
mo ureti da Js 9_--.:-._;{," » Tada je

§ U Sl
Q‘ = z‘} '4"-‘:('1()?1 ) :h

(Podsscamo da Je

a otuda
1 h
r]f(‘;e,""ol
pa 2a G =" 1 ofzh Jednscina (3.18) daje
AV 4 by 9P, %

pa 88 (3.18) mome napisati u obliku
4 e pY | ;Y o
Iz ove jednacine 80 vidl da Je promena braine 2(
8a VIremenom f‘.’=% 6 potpuno odredjsng metrikom prostor-
vremena 1 brsinom {‘hd u tom trenutku, te jJe, prema to-
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me, brzina duz cale Bvetiske linijle, a, Btogs, i =skon kr
tenja, potpuno odredjens pocetiniz uslovimes. 1x ilogs e~
kljucujemo da kretanje tacke Qsi nene Lijedan stepen
slobode. °

zakljucak,je, mczda, Ra prvi pogled cudar i1 u kis-
sicnoj mehsnicl neuwobicajen, all ima veome Jednostavao
tumacenje, Kadi lsksag Eazumevanja tupacenj@ cemo prime~
aiti u slucaju specijalne tsorije relstiwvnosti, a ctuda
ce, imajucl v vidu megucu metrika opate teorije relativ-
nostl, viti jasnc da postoji enmlogila omogas sio cemo na
vesti o2 tummcenjem koje bi trebmlo dati u opste] teori-
ji relativuostl. |

U specijalnoj teoriji relativnosii geodezijzke 1il-
nije su prave, pa Je kretanje tacke sti pravolini jako,
$ obzirom de se u smpecijalne) teoriji relstivnosti mogu
uvesti takve koordinate ze koje su Kristofelovi simboli

druge vrate &:T\ jednaki nuli (Gslilsjeve kocordinate),
{

iz {3.20) eledl da se tacka Qii krece jednolike pravwo-
1gnijski. & obsirom da se u teoriji relstivnosti ne mozs
govoriti o nekon aﬁﬁolutném wiru 1 da se tecks koja je v
miru a odnosu na jednog poBmairaca u specijalne] teorijd
relativnosti krece Jednoliko pravoliniggkl u odnesu va
drugog, vidi se ds je kratanje nsse itacke QEi i spe-
eijalnc] i u opsto] teoriji relativnostii gensralizacije
mircvenia tacke w klasicnoj mehaniei, koje nema nijedan
stepen Blobode.

Pikairajm,' sada, &= €, pa potrazimo breinu tacke
Q‘iﬁ*m.’g u dogadiaju X% s dgx%, £de Je Xo=x"(35,6.),
imajuci m xkim ns umu da Insmo brzinu tacke Cfsi « Do na

velicinse prvog reda u odnosu na 4?-“ brzina tacke

Q. . Je

EL | d‘;‘ J ol ol

o

X | qkdf ‘ .1{4
Cd 10 proizvoljnib velicina Y- njikh sedam, tj. 4,
i lleija veasnc £ proisvol jnost izbora psrametira G,
ps, 5toge, ne uticu na broj stepeni slobode., Frema tome,
mogucs pomsranjs evrstog tela pri fikairenom dogadjsju
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.\t'i gavisi od $ri proisvoljne vslicine te nase telo i

eamo irli stepens slobode.

Sa stanovistia posmatraca, a w t0j ulozl se ad i n
lszimo, uverljivils Jjs sledecs ansaliza. Piksirajuel do
gadjel X% fiksirsli smo i trenmtak tos i x4 . Potraszi

mo prostorns koordinate brzine tacke y g ...cbii u doge
djaju koji je istovremen dogedjaju X% , tj. u dogadj
Ju Jlﬁ s 4% 5%, pri cesu je

% ‘
Ay J: &:‘1 AE‘F-LQL.‘G‘O

takAV Vaktior posersnjs dam Jje
*
A %2 o

Opet, do na velicine prvog redm u odnosu na =‘§ y pros
torne koordinate brzine tucke Q} ,,_d.g' u trenutku ‘L‘
Q

A ¢
we ol
(jaxr jJe al*_(“:_a Je Hedju velicinams ?1: * , kao 8to amo
videli, ima samo tri proizvoljne, ps ponove sakljucuje-
mo da nase tealo ima spmo tri stepena slobode,

1z svegs st%t0o j® recsnc mogli bismo, wmozda, reci da
jo kretanje (3.1) neka vresta generalizacije obrianja
cvrstog tsla oko nepomicns tacke iz klssicne mehaniks,
ali ne treba izgubiti {z vida da je to kretanje takvo
ds svetske linije svikh tacsks moraju biti gaodezljazke
linije prostor-vremena, Podrcbnije ispitivanje kreila-
nja (3.1) necemo dsti, jer bi nas odvelo daleko 04 nz-
seg glavnog cilje - odredjivernja broja stapeni sloboda
Bornovog cvratog tela.

Fradjimo, sada, na ispitivanje slucaja (3.2)., 0d-
redjivanje broje stepeni slobode ovog kretanjs Je rests
sravnjeno lakse. (Cdash uvidiamo da ne mora vaziti jJed-
nacina (3.6), ts da, stoga, svetske linije tuxhkl tacs-
ka naseg cvyrstog isla ne morsju biti geodezijeke linj-
Jo proator-vremena niii je svetska linija bilc kakwa
odredjena linija. 5 druge strane, opet zato stoc ne mo-

Bu

cd e
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ra vaziti {(3.6) ne mora wveziti ni (3.20), sto znseci ds
krstanis tacks (l‘# ne morea biti ni generalixacija jed-
nolikog kretenja niti Jt odredjen bile hkskav zakon kie-
tanja dogadlajs po, inace neodredjenc],xxiwsy sveisko]
1iniji. Oiuda sledi de kretanjo tacke Q.;’i ima tri ste-
pena 8lobode.

Izabravsi avetsku liniju tacke Qtji pokazaceno dn
gu svetske linije avih ostalilh tacske ocdredjene. Zalsia,
ma za koje Ziksirano e’, fiksirsn je dogadia] -K'; rs,
prems Louwe, 1 Jtdinieni vektor ut te izabrane asvetske
linije u dcgndjaju .i ¢ na velicine prvog reda u od-

nosu na d7 . Jtdinicni vtktor svetske linije tacke
Qs ,Hd? ¢ dagadja,ju X -Lgl g‘t Jje
L=

Hase telo @e krece tako da zadovoljava jednamcinu (3.2},
koju mozewo napisati u obliku

) N

u, «u® AWM, =0 (3.21)
< @ ‘ e

FYomnozivsli owvu jednacinu sa dgx(& dobiveamo, 2DOg uprav-

nogtl vektiora \Ld i c\,l,,:-cf:l s tie. 2bog uﬁ' AQKP:.O ’

uo(; dﬁ-’([b;-_,o. (3.22)

Jednacing (3.22) izsrazsvs cinjenicu da su svetiske linij
svih tscaka naseg tels nedjunsobno paralelne (u smislu
metrike proctor-vremsna), ta Bvetsks linija tacke C:IL
odradjuje i svetske linije svih ostalil tachka, ili,sto
Je isto, kretanje tacke Cljiladraﬁjujt kretanje § sva-
ke druge tacke nassg tels.

Frexma tome, ovrstc telo keoje se krece tako da zado-
voljava diferencijslne Jednaciue (3.2) ima, takodje, ir.
stepene slobode. Ha esnovu lzlozenih oscbina tog krets-
njs vidi se da ono predatavlja generslizaciju transla-
tornog kretanja klasicnog cvrstog tela.

vakle, ponstoje dva mogucs tipa kretenja Hornovog
cvretog tela u opsto] teoriji relativinostl { u oba 2lu-
caja kretanje takvog tela ius samo tri stepens slobods.
| I ovde treba da pomenemo, kso 1 u bodatku X, da i



>)

sama strukturs proziora soze uticati -_iu emanjenie bBrols
atepeni slobede kuix 3= ;ltttitx: ixkijiwmixx onog brojas
kojil je posledicas iskljucivo definiclje ¢vratog tels.



U Uvodu smo vec pomenuli da je Borm, definisuci rels
tivisticki cvrsto telo, zeleso ne sexo da pod tim lmenon
podresumeva jednu klasu kretanjs sistems tacake u teoriji
relativnosti, nego 1 ds ta klasa krstsnja predatavlija ge-
peraligsciju kretenja klasicnog cvretog tels.

yYozsnata j® cvinjenics da je klasicna (Njutnova) aeha-
nika aprckaimncij-i gpecljalnog slucaja opste tecrijs rela
tivnosti « spascijalune teorije relativaosti, za briine ko-
je su dovoljno mals da se mogu Tanemariti u poredjenju za
brzinom svetloasti {klasicna aproksimscija)}. Stoga 1 svaekl
relptivisticki pojam, ako jestie generplizacijs nekog kla-
alcnog poima, mora bitl tmukav da njegov specijalan oblik,
kojl ima u specijalno] teoriji relatiwnesti, u klaslcno}
aproksimaciji da upravo klasicnl pojam cija Jje on general:
zacija,

Na oanovu ovoga jeo jasne da je kretanje Bornovog cvr
stog tels generalizacija kretanja klssicnog cvratog %tela
samo ako 8s ono, u klasicnoj aproksimecijli, svede na oXo
poslednje.

gjlsma. vylapicna sproksimscije® asmo upotrebill radi
kretkoce i pod njim podrazumevemo aproksimsciju kojom reo-
sultati spscijalne teorije relatiwostl prelaze u resulis
te klasjicne (Njutnove) mebhaniks,
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Prirodno Je postaviili pitanje da 11 Jeo uopstis potrebno )
nalazitli klasienu aproksizsciju kretanjs Bornovog swasis
tela, kada smo vec videli da ono ime samc iri stepena 3l
bode 3 ne asat keo 2to inm krestenjs klasicamog cvrstog T«
1a., Normslno Je ocekivati ds se sproksisscijom bro] ate-
peni slobode nsce pﬁtucati. Bedjutin, zskljuciti ssmo ns
eanova tog ocekivanja da kretanje Bornovog cvrstog tela
niie generslizacijs kretanja klasicnog cvretog tela nije
ubedliivo Jer se unapred ne sms Jdbaciti aogucnost da se
aprokeimacijom mogn pejaviti i novi stepeni slobaduln).
¥o defiriciji, Bornove c¢vrato telo Jje ons] sistem ¢

caka za koji wei (1.13), t3i.

(a.tpd,xda\o x@)’ e=°. (4.1

izras u sagradi ima isti oblik i u apescijalno] teoriji =
lativnosti, pri esau Je u tom spsoljalnom slucaju uvek
guce naei tskve koordinate (Gslilejeve koordinate)} da ae.
tricki tenzor bude |

’

A © S o
_)o A O - ©
S O O -4
izaberizo, sadas, da Je
e = .!l", (-.'.-.. C‘.'E) (4.3)
Tada jo
A, %t 2X 435 TS ‘ (4.4)
*335 |
i
Ao X'z d6 (4.5)

jer Je, zbog (4.3),
107,

Ea to me je upozorio mo)] profssor Dr Honstpntin
vorcnjec,



>4

i
‘2;“
i
AG  Daxh
1 S m———— :'{. t}
W= =3 (4.7

Aszmotrismec sita bive Ba doxd v klasicro] aproksima-
eiji.

Nptenatickli :l.mz pretpostavke da je braina (trobr-
aina) tacke c;t' mala U poredjenju & brzimom C aveti-
losti Je

QLz L W (= 1), (4.8,

3 obgirom na (4.7) 1 utrinkidttnmr (4.2), iz uslova
upranosti vekiers f‘l(d 1d X  dobivamo

d ) ‘\ i ut on (4*9:
odakle je u klasicnoj apmksimaﬂljl, sbog (4.8),

lim osnovu toga je, 1z (4.4) 1 (4.5},

"‘o" i-__:_ ?_"5.: d;e | (4.1,
’3'5(
i
Aox'z o (4.12

ol c\* o
Ako sa X +A X gbelezimo dogadja] na avetsko] lini-

ji tacke Q.s .;,d‘u kaji Jl istovrenen dogadjaju J('Lm:
svetsko] 1linijl tecke -g s onda Je
d*.\(d: gx C"; {(4.13
s

Sadn se vidi dﬁ je® klesicna sproksimscija vsktors dg “

vek tor d* Jt (vidi jednmoinu (4.6)), sto snaci da Bu, u
Klasicnoj sprokmimseiji, dogadjmyi X% 1 XMadg xS
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iaztovreneni. |
Freua tome, xlmsicna aprokaimacija MakXaxm Bornoves

rahteva e
(2_ A x ol ¥y d) (4.14
olm 4 ”
11i, wnozenjem sa :l-!f (= ¢) 1 sbog d¥xl=o,
3

(2 A% d %, )ﬁ , (4.15

Pakle, u klasicno] apreksinasiji dornova definicija
gahieva dd rastojanip (u obinham, prostornon smaislu) is-
tovremenih polozeja tacaks Q"E i Q"i; +d';"- ostans to-
kom yremena nepromsnjenc, s to je uprave i sahtev definil.
cije klasicnog cvrastog tels.

~ Da 11 se ix toga sme zakljuciti da se kretanis Born
vog cvrstog tela u klaslono] aprokaimaciji svodl na kret
nje klasicnog cvrsiog tela, mX 1il1i, da budemo prtaisn1111
da je krstianje Bornovog cwvrstog t:la generslizacija kret
nls klasicnog cvrsicg tela?

Jednscina (4,15) tvrdi samo da je klasicne aproksims
cija Bornoveg ovrstog tels - cwreto telc u klsaicnom smi;
lu., Istina jeo dm e iz jednecine (4.15), koja Je identior
jednseini (D 1.2) =a Texariove pravougle koordinate, dobi
vaju uslovi (D 1.6) koje mors zadovoljavati kretsnje kia-
gsicnog cvrstog tels. 1z 1t0ga moze izglesdati verovatno da
je 1 generalizacijs bilo kog klssicno moguceg kretania
klasicnrog cvrstog tels neko kretsnje Bornovog cwvratog te-
la. Hedjutim, na ocsnova csobina mogucih krstanja Bornovog
cvrstog tela, koje #mo upognali u Glavi Ili, izgleda, =
druge strane, keso de su aoguca kretsnja Boriovog cvrateg
tels generalizscije samo nekih o4 mogucih kretanja klasic
nog evrstog tela,

Konscan odgovor, prema tome, treba traziti Jedino u
klssiono] aproksimeselji diferencijalnih Jjednscina kretan]
Bornovog evratog tela.

Sada smo pred lzborcm da 11 da #2¢ odlucimo na traze-
nie Xlasicne aproksimacije diferencijalnih jednscins (2.1
111 na trazsnjs klasicnih aproksimscija posebno diferenci

Jalnih jednacina (2.2), a posebno diferencijalnih jedns-
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eira {(2.3). Polazeeci od Jednacina (2,1) dobili biemo nslo-
ve koje, u klasicno] sprokeimaciji, morslju zndavoljlvxti
velicine ud;@ s 811 nam oni ne b1 Jemcili, kso ni usloy
{4.15), 82 je mveko kretanjs koje zadovoljava te uslove -
kretanje koue kac generslizacija vdgovara neko od kretanja
bornovog cvrstiog ttlnla).

Iefinicijs Bornovog cvrstog tela dopusis da s8¢ ORO
krece samo teko da zsdovoljawve 1li sistem diferencijalaih
jednacina (2.2) 111 sistem diferencijalnih jednacina (2.3),
Isvitajme klasicne aproksimacije tih kretanjm. Rezultall
41h ispitivanjis dace konscan odgovor na pitanje da 1i se
kretenje Uornovog cvrstog iels swe smatratl gKoneralizsaci-

jom kretanje klasicnog cvrsiog lela 1li ne.

U g%jalnej teoriji relativnostl u odnosu na koordi-
nattana é 3

coje je metricki tenzor dmt sa (4.2), je

' k
U=l Upa-Usd, (80 g

odakle Je
3
o{ :
]*9: = :ii_qi 1(t -4,
odn. L=
5 . °z 4"1 3 ‘I . ; 4{2 | |
(W) s (a- T Y e

?aj se izraz, 8 obziror na (4.3), u klesiono] aproksimaci]i

avodl na

()% g (4-19)

1151 zaista, klasicnom aproksimmcijom jednacina (2.1)
dobivajn e jednasocine (L I.6) 1 prolzvoljnost vclicinajigh.
Uve tvrdjenje necesc ovde dokazivati, alli, poklionivsi mu p¢
verenje, amemo zaxljuciti jedino, kso i iz jednacine (4.15)
da jeo svako krevanje dornoveg cvrstog tela takvo da njegovs
klassiona aproksimacija predstavlja kretanje klasicnog cvr-
steg tela, 8li ne 1 obrnuis,



Utuda je, daljle, u klssiocnoj aprokrimaeiji
uwYs q‘{‘l odn, T cud _ (4.1

8 aruge strame, . odnosn na talilejeve koordinate u spe-
eijalno) teoriji relestivnostl, imsmo da Je

{:‘_}::.0,

p& 88, u ¢dnoeu na te koordinate, koverijanini izved sve
di na parcijelni ixzved, tj. wvazi

'l-ld.;(b - ud,b . | - | ('4!2@

Predjimo, sada, ns trezenjs klasicne sproksimseijs
kretanin koje ssdovollava sigten diferencijalnih Jjednzel
na (2.2). One g8 olde i (5::-4' 1 2 obzirom na (4.2G) 1
{4.19) u klasicnoj aproksimsciji dmju

| 1{6’4- +qia;;= ©, {4.21
ga o/ = ,(’s:h
Cl(;"ﬁ=@’ (4;22}

Jjer je, na oanovu (4_.16),

U,

s 22 o/=fA=| jednacinu

- | (4123)

[ 3
A ‘

4
{L{ =% (4.24)

koja Jje (treba imati na umu dn Je €= J(" )} trivijalina Jer
tvrdl da je

| &
..r.a.—. ( ?;1___):.__ [~
Ok N PDyh

Jednacine (4.21) tvrde ono sto sledi i iz jednacina
(4.15), %j. da }e klasicna aproksizacija Eornovog cvratog
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tela cije krstanje xadevoljavs sistem diferencijalnih Jed
asoina (2.2) telo koje Je cvrsto 1 u klasicnom amislu. I

saista, mpozsnjen jtdnaainn (4.21) uq“"‘ (?__4_ dobive
2yR oy
se [a

Q?Q "3;"‘ .{-Q;&‘ g,s( ' (425)
Keke je, dslje, usevsi u obsir (4.16}), |

(Bq" ’au‘ (7, (91 )

SO ST APR
(4.25) postaje

3 Byl Px®
’2"1 NP e (4.26)
¥nozsanjsm poslednje Jjsdnaclne aa d"_s,"‘ d‘se dobivano

i o% '-dx.::o (4.27)

L-l
gde Jo
d X'z — Adg®

jdenticno 2a (4.13) z& o= ( . Enozenjem jednacine (4,26

11 gﬁ (= ¢ ) dobiva ae jednacina (4. 15).

Usgred pomenimo da Js Jednacina (4.26) ekvivalenina
jaﬂnacinm {(4.21) 8 obzirom na proizvol jnost velicina
ds , sto se moxs dokazati postupkom slicnim postupku
. koji smo koriesili pri izvedjenju jednacina (b 1.8) 1s
jednacine (D I.2). '

Jednscing {4.22), k0js Be,zbog (4.16) moze napisati
i u sbiiku

(4.28)



B¢

tvrdi da, Tiksirajuci dilo koji polozs) (odredjean promto:
nin koordinstams Y f,}. breina svake tacke klasicne sprok:
secije Bormoveg evrstog tels oi1je kretanje zadovoljavs sl
ten difersncijalnih jednacina (2.2) koja me nadje u tow
logain ne Eavisi od tremutka u koms se u tom polosajn ns-
die.

8 druge strane, jednacine {3.6), tj.

\-Ldy@

kole se ﬂabimu mozenjen jednacins (2.2) sa l.v.(3 i sabi-
ranjem po (b, w klasieno] aprokeinaciji, na csnove (4.20)
1 {4.19), za ={=¢ glase

W, s
t,P
tJi
2.
——=0O
Y- y
111, sto je, gheg (4.16), isto sto &
oUi _
39'

Cve jsdnacine tvrde da je brzina avake tacke klasione sp~
rakaimmijc pornoyog cvrstol tela gije kretsnje zadevolje-
va sistem ditmmijnlnih jednacina (2.2), 1 to kao vek-

torska velicioa, stalna tokom vremsna. Iz njih sledi da Jj¢

{4.29

’Bx‘- '
ae hl (u (.34) | {4.30]
cdakle Je
x%= U ¢+ § G, (4.3,

Smenivai nadjene xxzinsxzi izraze za funkelje x" o (4.26]
dobivano |

"au‘ U _
2 ( (AT 93,1) (?SQG +'3'3&) B
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edn, - ‘

A, oW 28" % 28 . ,
( 95} ?3 ?36 ?;.Q _”rasn. "3_}-:! - (432
Posto jednacine (4.32) moraju identioki wasiti po € dodi.
vamo, ismedju ostslog, |

k) gq‘t (a'kl' "- | | ’
= | (4.33
’Z 9'5.1 oy
i, posebno, =a h_j ’
(’)1(‘)
‘..-,.. o3 >
odakle s8ledl 1
1ot
’al( =0 (4.34
’333

Jedngoine (4.34) tvrde da u datom tremutku ( sve tacke
xlasicne aproksigselje Bornovog amtog tela ¢ije kretanj«
sadovoljave sistem diferencijalnih jednscina (2.2) immju
iste brzine i to kso vektorske velicine, ps sajedno ma je¢
nuocinama (4.29) tyrde da se nase telo {(proucavana klasicng
sproksiascija) krece jednoliko pravelinijski translatornoe.
Iz (4.29) 1 (4.34) 3a velicinu

U2 2yt T 3

— T —

9‘!4 9.3\& Q.Zd 99’ 9-‘(4

sledi, uzevai u obzir 1 (4.16),
. .=0. (4.35)
4

M Skup jednseina (4.35) 1 (4.22) tvrdi ponovo ono isto
8t0 je tvrdio 1 skup jednacina (4.,34) i (4.29), naime, da
e u klasicno] aproksimsciji kretanje Bornovog ovrstog te-
lg koje Be krece tako da zsdovoljava sistem diferencijal-
nih jednscina {(2.,2) svodi na Jjednoliko pravolinijsko trans
latorno kretanje.

Podsecamo da smo, angliznjuci kretanje kojle zadovol]s
va sisten difsrencijalnih jednseins (2.2), u Glavi II1 ns




41

str. 29, reklli ds j» to neka vrsis gemsralizacije obria
njs klasienog cvrastog tela okc nepomiene tmcks, 1ili, st
is, na osncvu Galilejevog klasicnog prineipa relatiwnes
isto, okd tacke kojs m¢ krece jednaliko pravolinllski. |
osnova toga 2 ¥ svetlosti rezultata koje smo sada dobil
izsgleda éa je “obrtanje” Bornovog cvretog itela malo u p
redjenju sa brsinama kretanjs njegovih tacsks, tako da 1
klasiono] aproksimsciji daje kissiecno cvreto telo koje i
krsce jednolike pravelonijaki tranalatornc.

fo Bt0o smo sakljueili, samo maglovito oplauje oscbi
ne tog kretanja Bornovog cwvrastog tels, ali bi nes, poam
1jamo, potpunijs anmliza tog kreilasnja suvine undeljila ok
naseg Zlevnog Fadatka. U ovo] Glavi nas interssuje samo
klssicns aprmimeija kretanja Bornovog evrstog tels, 3
takvu sproksimsciju kretanjs koje msdovoljava sistem di-
Terencijalrih jednacing £2.2) smo dobili potpunc precii-
B« -
¥ediimo, sads, klssicnu aproksimacilu jednacins 123
{2.3). S obsirem na {4.20}) 1 (4.19) one me mogu napissti
u obliku

% (3* %,Qmﬂmp"%,:ukq‘(pz ©. (4.36

/

Za ol = (b= 4 » dobivamo, zbog (4.8),

U;A (4,37

ia A=¢ , (‘bth imamo jednacinu

u.'h +‘h,-’*ha uk +’Q«(;'hu& U =0

koja se, na osnowva (4.16) 1 (4.37), svedi ne identicnost
pe ne daje niksakav uslov za velicine

o (4.38)

zaolzy ,Pp=f , @ zbog (4.23) 1 (4.24), Jednacina
(4.%6) se opet svodl na identicnost, a isto tako i za

o(:(bt-lo .
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- Jednseine (3.37) 1 proisvoljnost israzs (4.38) sajed

1o tvrde da je krsisnje ialz dobiveno klasicnom aproksimas
cijom kretanjs Bornmovog cvratog tela kole sadovoljava sis
tem diferencijalnih jednscina (2.3), translatorno.

Vidiwmo, dakle, da klanicna aprokesimacijs kretanja
Bornovog relativistioki cvretog tels dajle klasicne trans-
1atorno krstanje klaaiocnog cvrsiog tels: u prvom slucaju
jednoliko pravolinijske tramslatormo, 111, sto js nas oeno
va Galilejevog klasienog principa relatiwnosti iato, airo
vanje cvyrstog tela, pri cemu to kretanje nema nijedsn ate
pen slobode, s u drugom slueaju preisvoljno translatorno
kretanje cvrstog tela kole, prema toms, ima tri stepena
slobods,

aa osnovu svega togas smemo sakljuciti da sornove Tre-
lativiaticki cvrsto telo pije generaliszacija klasicnog
cvretog tela.




U potrasi za definicijom relativisticki ovrstog t
1a koje b1 bilo gensralizacija klasicnog cvrsiog tela,
t. !amlz) (2. 1. Thomss) Je dac definiciju is koje
sledl sahtev: sistem tacska (y! predstavija relati-
visticki ovrato ielo sko se krece itako éa zadovoljava
Jeinacine

L-@-‘-‘ (h_;.{’:o* (5.1,

Py

Pokasacesmo da sistea tacakas k0jil #9 krece tako da
sadovollava sistem diferencijalnih jednacina (5.1) pre¢
stavlja Bornovo relativisticki evrato telo i ds, prema
tome, ne mose bitli generaliszacijs klasicnog evrastog te-
ia.

Bornove relativisticki cvrsto telo je onaj sistenm
tacaka clje kretanje zadovoljesva sistenm diferencijalnilk
Jednaeina {2.1), koje ne mogu napissti { u ekvivalentno
obliku (2.4), tj.

(“v;(yi-‘*m o) (8: Fuwuy ) ( 5‘? w1 u\‘,\: c, (5.2)

- &4
#nozenjsm ove Jjednacine sa k—‘hq.'lL 3 * 1 8 obzirom na
12) T. 1. Thomas, Arch. Ratl. zech. Anal., ¥o0l.9,
N#-4-. P-jal {19&2). |

43
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(1.19) dobivamo
A
h.l (%m“u@ﬂ( (6’ +u™y j(sz-b“v“ﬂ(sre e ,T)= o
'8 cbzirom da, zbog (1.5), vesi |

v of ol .
k&: 4—&*“,,)(&}‘-&-&?“)\: 3} Uy (5.4

oslobadjajuel se uglaste sagrade ix (5.3) dobivamo

b 45

Ismenivsi na podesan nscin indekse u drugoa clanu dobivan

P (B Uy (B r)(t?;*-“"uﬂ-f-"' (5.5

Cuagc;"'ﬁu ,_J(&AH; ux)(gp k@ur} (5.6

Lako Jt‘pﬂktﬂ;ﬁilS) i obrnuto das me iz jednaoizne (5.6) mo
ze dobiti Jednmeina (5.2).

Prems tome, ako 20 sistem tacaka krege tako da sadov
ljave jednaeine (5.1) sigureo ssdoveljava 1 jednacine
(5.6), odn, Towasovo relstivisiicki swrsto telo je speci~
jalan slucs] Bormovog relativisticki cvratog tela 1, zio-
ga, ne predstavlja generalizaciju klasicnog cvrstog tela.

Kretenje Bornovog cvrsiog iela koje zadovoljava Jed-
nacine (5.1) ima neke veoma intersssnine osobine.

_rokazacemo,prvo, da je to kretanje takvo da je telo
ga posmatraca opate teorijs relatiwnosti cvreto i u kla-
sicnom smislu (ne prelaseci na klasicnu sproksimaciju).

Jednncine (5.1) se mogu napisati u oblikm

ud., 5 iezs\ 1\]. "'Q*(S.d" 1(-?;5 YUy =

N 13) Ekvivalentnost jednacina (5.2} 1 (5.8) konstato-

vali su Saleman 1 Taub u svor ovde vec pomenutom radu, U
me su oni pogreano verovall de su i jednacine (5.1) 1 (2.
mediu sobom ekvivalentne. Greska u mjihovom zakljucivanju
je potekla, u krejnjol 1liniji, sbog koriscenja pojas sop-
gtvenog vresmena.
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odaikle Je, daljle,

(gds.ﬂ( IS (?@qﬂ"r)ﬁt"' {ﬂwﬁ} U=c

%"S" hr*gps‘x dh *‘Sd.rrk ""3@\« -z{d(b
e, B ab;imn na

80(;.'(5: a.kr {o{)‘(b} 4'3,(_}_ {r):&]f J (5:'?.

doblivamo

Koristecl opet (5.7) imasmo

%"*(‘ Q‘M 4'3“‘(*(h (3 Spr‘h&"”

Founozivai spet ove jednacine sa -1" -Y?d 1 sabravsi po
<« 1D dobivamo

]

g“{* (h(&";d) X, *Q(T(’Ur a{d} +gd(3 rhlkr j‘x{smb (5.8)

2bvog

ok 0 o ) B PLAV-I
é-ap",:(*“u),e*éa(a(“ )61'4-5-30{{3’9. K=o,
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3.

of -

Poanozivel te jedmacine sa AY‘ AY4 1 sabravsi po ¢
i 3 i & obzsirom da 0\3; ne savisi od © , dobivamo

(Gup: x("‘ ayayd) o= (5.10)
Akc sada uzmamo da Je &= Jl":.- c't doblivamo
.x‘ ‘3.14 2 de o - ,
(3_1 = dytdy )’ +=°, (5.11,
Jer jt.
2.t
T
‘)St
izsras n segresdl, odn.
T "Bx ‘a.xd ¢ (5.12)
Al "= o5 g o 4 dy™

predstavliia rastojanje (u obicmom prostornom smislu) ist
vrenenilk {ze datog posmatraca) polozaja itacska QS 1
Q-S; ""di" » pa Jedmeinae (5.11) 1 izruzava cvratocu te-
1s ¥ klssicnon suislu,

Iruga interesantna osobina kretanja kole zadovoljavs
jednacine (5.1) je u sledecem. Poumnozivel jednacine (5.1)
s Md’l((h i ssbravsi po ol 1 (> dobivame

%;@de‘:

pio se x=oss napisati u obliku

Qu.tl(d )J(su(b: o, (5.32)

111-11-;3:.&1, s obzirom na {1.2), u obliku
1 oly

Vedpatlpa 1)
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ssdnacing (5.14) izrazsva cinjenicu da se dogmdjs) J(“'
krece po sveiskoj 1iniji tacke 0-3£ take da je intenxzi-
teét cetvorovektora brzine stalan tokom kretanja. Pri to-
ne je skup 55 proizveljsn.,

Exsuxtrsinant rexuiixi (331X % spmsiisdinng
xXativzaxtk |
| Dalje, u specijalnoj teoriji relstiwosti u Galile-
jevim koordinatans, 1 ¢dnosu na kole metricki tensor izs
oblik (4.2), 1 za & =x% jedngoins (5.14) ims oblik

(2 Wl =) =o,

=4
odakle Je

3,
(1 ’u"*h")’ So. (5.15]

Ova Jednpcina tvrdl da me svakas tacka Q}t krece Jedno-
liko, | “

8 druge strane, Jesdnscina (5.)) za of=¢ , (5=L )
u apsaijealino] teoriji releativnostl sa Celilejsva koordins

te glasi
A ¢
hi 4= -q‘(’i,i J
b Dxh

ﬂ'dnu’ a e=xh=c’t s B ﬁbﬂirﬂm da jﬂfz‘4=-lh:—’5'6l='-“

4

! { .
2{,#:9. (5.16

Jednecine (5.16) tvrds da, fiksirajuci bilo koji poloza]
§odredjen prostornim koordinatsma X°') brzina svake tacke
tela koja se nadje u tor poloszaju ne zaviai od trenutka u
kcme 8e u top polozaju nadje,

Fosmatrajuel rezultat (5.11) u specijalno] teoriji
relativosti, wozemc odrediti prircedu kretenjs odredjenog
jednaciname (5.1l). Yoznato Je da ' i mamo kretanje u re-
Jativnostl prousrokule ditoﬁnciju duzins {(tzv. Lorsncova
kontrakcija). Jedina mogucnost da se¢ rastojanja (u obicno
prostornom amislu) tacake tels ne menjaju tokom vrsmena

Je éa Jeo, u ppﬂ-uijalnnj teorij)l relativnosti, fo kretanje
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jednolike pravolinijsko tram@laterno. Pri tom ireba ims-
t1 na umu 4s pomenuta rastojanja nisu invarijantna (pri-
rodne cusobine tela), sto jednacina (5.11), vostalom, 1
ne tvrdi, vec sano da Je invarijanins osobina rjlhove
konetaninesti. To wneel, sko su ta rastojania konstantns
u odnosu ra Jedsn koordinatni sistem -~ konstantna sm i u
cdnosu na svakxi drugl insrcieni koordinatni alstem, odn.
ako se telo krecs jednoliko pravelinijski tramslatornoe
u odnosu na jedan inercioni ksordinatni aistem - krece
se jednolikc pravelinijski translstorno i v cdnosu na
sveki drugl inerecioni koordinatni sisten,



Born svejom definicijom nijs uspee da gsneralise
krstanje klssicneg cvratog tela. U naxeri ds nsadjemo
takva generalisaciju, sko se okxa Ucpste wose nacl (®
nase je mixXjaxim licno uversnjs ds 38 10 mora POBLO~
jati neki nacin) pokusali smo da, pre avegs, sagledamo
rasliku izmedju relativisiicke 1 klsasicne kinematike
cvrastog tels posmstirajucli ih ax anslognihb £ledista.

Pojam prostor-vremena nije privilegije teorijs re-
lativnesti. I u klssicno) mehanici #s moge definisati
odgovarsjuei pojam -~ klessicni prostor~vrems, kao skup
dogadiaia, gde pod dogadjajen podrasumneveso veliclinu
odredjenu sa cetiri broja: tri broja X! koji odredjujx
polosa] tacke u prestoru i cetvricyg broja f& kojl odwe-
djuje trenuisk u kome Se tacka u prostoru posmatra,

Eretanju tacke odgovara neprekidsn niz dogadlialn,
pa Je takvo kretanje u klasicnom prostor-vremenu pred-
stavijeno linijom ~ klasicnom sveiakom linijoa.

Govorecli o metrici prostor-vremena DOTARD B OETE~

1*5H-nu1tnt- prvog dela ove Glave smo vec izneli
radu koji je objavljen u cssopisu Publioation de 1’10
gtitut Mpthématiques, Beograd, Tome 1{15),196]1,8txr,25.

49
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niciti samo na intervale izmedju dogesdjajla kojl lese v
istoj, bilo kejoj, hipsrrawai € = const. 1 takav inte
val predstavlija rastojsnje (u uobicajenom mm prostorne
saisla) istovremenilh polosaja dveju tacaka.
Yoamatirano Jjedan dogadjaj J(‘{ u prostor-vremenu
teorije relativinoati (sl.2a). Skup svetskilb linijs
svetloanih zrakovs kroz X d'nhramji nuls--hiperpovrel-
ru prostor-vremens (u apecijalnej teoriji rtlatitnaati
nuls-hiperkenus). Nula hiperpovrasins kroz x"‘(jl na

Bl.2e

#l.2s shesatakl prikaszsna debelom linijom. Leo pxaétor
vregens koji je na slici csencea 4 skup takvik doga-
disje za kojs su vekiori pomersnja koJi ih spajaju ss
dogadjajen :("" prostornog tipa. Hoze me pokimtils)
'da Be uvek mose naci tskav koordinstni sistem da doga-
djajl koje spajs vektor pémcrmjt proztornog tipa bu-
du u odnosu na takav koordinatni sistem istovremeni,
Stoga se takvl dogadlaii, po Foku, 1 zowvu xvaziistovre
nexni ﬁagnﬂjﬂi. Seds se vidi da s enplogon ossncenom
delu relativistickog prostor-vresmena u klasicnom prosgw
tor-vreaenu {8l.2b) samo debels linija kroz dogsdja]
.i: s tJ+ skup svih &agiﬁjnia istovrexenih dogedjaju
Neka je Cy{ (s1.2a) avetska linija tacke Cye
(keja prolazi kroz dogadia] x“). QE‘:""*S;' svetaka

lssviﬁi %.ﬁ.&bK,TEo‘DMH APoaTPAMCTRAA,

RPEMEYRMU W TS TE WA leeTax uzﬁﬂ»t macu’Bﬁ

JIBJ'J"‘ TP, JO.
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1inija tacks sz +dyi - Hexa ou tMedx 1 sty
+dn 3% dogadinii ne svethko] liniji tacke Q's‘+4'5‘

v koiims oua prodire kroz nula~-hiperpovrainu kroz X
i neka Jo XNid¥¢™ dogadis] na klasicno) svetsko]
1inij1l tacke Cli +dgi koii js iatovreasn dogadisin
x". Skup dogsdjsja ns svetsko] 1linijli tacke Q}': +ely
izmedju dogadjaja x“+d¢ X% 1 u¥4oly ™ jeo skup kva
siistovremenih dogadjiajs tacke 2 i acdyi dogadjaju
Ve s P8 Jo X" A%y klssieni analogom bilo kog dog
disja iz pomenutog skups.

Kako, u teorijl relstiwvnosti, dva vektors vreme
skog tipa ne mogu biti uzajaana*uprstnile), vek tor
o, Y definisan jednacinom (1.11), mera biti prosto:
nog tipa, pa dogedisj x%.d,x™ pripsds pomenutos
skupu dogrdjajm. Hedjutim, 1 pored toge sto ismedju
dogméjajn ;(‘L-;.d, X%y dogeddelis (u Xlasicnom prost¢
vremeni ) .i"-q-d*x‘“ na taj nscin portoli analogija,
adash ss vidi da, shag nnostve dogadjaja u relativis.
tickom prostor-vresmenu kojl su snalogni dogadisim %%
+cd®* %, ta analogiis nije ubedljiva.

Najprirodnije j® pretpostaviti da je anslogije
potpuna izmedju dogadjaja X ¥¢d*«™ u klasienonm
prostor-vrenenu i arednjeg kvaziistovremenog dogadjaj
K% +d x* u relstivistickom prostor-vremenu, koji
“#e nalazi m_arudini iznedin dogadjaja x"‘-c-ahx* > §
¥ %edd, ¥, tj. takvog dogedjajs da je

A x % ol X %+ o, x ™
% | 2

(6.1

(ns osnovu csgm je do na velicine prvog reda u odnosu
na al, :(d s 04N, aL,x“ i dogsdja} xd-l-""..‘ 2% na
svetskoj 1iniji tacke Cuyl,clx( )» pa u definiciji
relativisticki evratog tela zahtevati da interval de~
finisan sa

16 Vidi J.L.Synge: Relativity, The Speciasl Theo-

ry, korth~-lollsnd Publishing Cowmp., Austsrdam, 1956,
str.27.
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g#c\*xdd*x(-" (6.2

bude stalan toksm kretania,
Medjutim, pokazaceno da Je

i ds, & Jedne sirane, izmedju Bornovog relativisticki
cyratog tela 1 klssgicnog covrstog tela postoji, ns iz~
gled, poipuna analogija, 1, 2 druge sirane, da se ni
tim puiern ne mose resiti problem generalizacije pojma
klassicnog cvratog tela.

Posto an
o, u¥= t(c'd'?‘:: + i ?(dd¢9 {6.4)
i
o ol dgi U8
dzx — x’t.d-st - d-" ) (6.5)
to je, na csnovu (6.1)
| o o oA, 6 +d, 6
O“x d":-.. Xfiafﬁ‘ -l-q.'. ——-“":‘E"' y (6.6)

gde su o\‘e 1 L6 resenia jednacine
| C}"P (x:“ A-.st*_q_g\“,lgj(xﬁ cl'sf-l-qlpdé'): 0, (6.7)
- {(va ss jednscins noze napisati u obliku
of, . p { : of {ﬁ Siedo _
%d(kh h(’(dﬁ) +18*P "?i dy, .dp.;.adﬁxﬂ.xq. dJ d;i-O,(ﬁ.B)

odakle Je

-f L !

A0+ ralt Xy

-——-;:-—-—- — -i—w-
‘%e’e‘u U

pa (6.6) pomtaje

/

{hkx{f; )

At
-M,.’ILG 3

7/

ol of %
Gl*x. =()"E +‘u |



g
al*x""-_-. ( x‘:lt, +u°‘uxx'txi)d?;" (6.9

5 gbzirom ds jo wektor a‘o,)(d dat jednacinom (1.11),

of ol : :
doy “= (%7 + Wy eyt (6:20)

poredjenjem jednscina (6.9) 1 (6.10) dobiwva se (6.3),
kpo sto smo u poceiku 1 tvrdili. |

| : 4 *

Forsdjenje sl.2a zma #1.2b i neuspeh Bornovog po-
kusaja gensralisacije klasienog cvrstog tela navodi n
a2ledecs razgisljanje.

Isabravsi ms koji invarijanten nsein odredjivanj
dogadjais na svetakoj 1imiji t.em.Qi:,,d,g; koji je
kvssiistovrenen dogadjaju x“l s $je. usimajuci umesto
jeunncine (6.1) jednacinu

A xgt A dAx&"‘ded
* A+ A4

gda Jeo 3\7- © skalarns inverijsnte, sigurno Je, u
da to nismo pekusali ds dokasemo, da bisme dobili kred
tanje koje bi u klasicnoj aprokesimsciji delo neke kila-
se kretania klmsionog cvratog telas (ma primer, saA={,
na osnowva resulista Glave IV, klasu translstornecg kre-
tenja klasicnog cvrstog tela). Medjutim, nijedan od
ik izbora ne bl doveo 4o kretanja tela koje bl pred-.
stavijalo gsneralizsciju kretan)s klasiomog cvratog ta
ia.

Stoga cdnvde proisticu dve predloga: 113

1. u definiciii relativisticki cvratog tela sah-
tevatl du izrszs (6.2) bude stalan tokom kretanja, pri
capu Jeo a[i x“‘ dato Jednecinonm {6.11), gde je A>C
proizveljns izsbrann skelarns invarijanta, 114

2. zahtevati da povrsins "trougla” cija su teme-
ne u deg&ﬂjnjiu X , x®+d,x 1 ¥4y X% (ta
je povrsina infinitszinsina ps @e 3023 aproksimatiwno
uzeti ds je rewna) bude =talna tokoa Kretanjia,
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Irugi predlog nsm izgleds prihvatljiviji, Jer je
klssionon pojou rastojanja izmedju dogadjaja x“‘ i
x%y A¥x% sa 81.2b, potpuni analogom ustveri das
povrsins pﬁﬁaautog trougla. | | |

Hedjutiuw, ti predlos] nemaju niceg zajednickog
s rezmetranjes lornovog relativisticki avrstog tela,
te 1h u ovom radu neceno ni ispitivati.



Keka su konacne Jednacine kretanjia sistenn tagak

Q‘fk (= 1,2,%) u nekom koordinatnos sistemun x*

gde J» T vreme., U klasicnol mehanicl ta] sistea tocs
ka predstavliia csvraic Selo sko Je

(%iq! A:ﬁiﬂllf-i')’t:_o‘ (b L_.E.

gée Je %‘ { metrioki tenzor, a

,\xc_..___?_"f:dja (D 1.3
e -
vektcr pomerania koji spajm tackn qu s iatovreomeni
polozajem tacke Q-za. e |
Koristecl oznake snalogne osnakana iz Glave 1,
gija ce upotreda bez ikaskvog daljeg preciszirsajs biti
iz teksts jasns, jednacina (D I.2) se, B osbeirom dm
velicins A2 ne savise od vreasna, moss napisati u

oblikn

- [ ]

(%ﬁ' X :0& X IJ&), + ds &"l?g: ©,

odakle e, £hog proisvoljnosti velicine o{x2,

55
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(%eg g X 5%),1;: ©. (D 1.4)

Imajuct na uim Ca je

g -Gl = Grefgiels g, NG W 5

(Jor %3 skzplicitno ne gavisi od vremena) 1 ds je

' (ot 1€ _ QY
(x:&)r-l: =(X7e), = um"‘ {uu X ;Tq y

postupkom slienim postupku a Glavi I doblivamo

i " ' ‘: { - (.B 1153
(Wi %y, JEMELLLY .

Ako i0s uzmemo u obsir ds jedracine (D I.1) predsiav-
1jaju u svakom trematku { nesingulsrnu transformaci-
ju koordinata (% u kordinate X', to mars biti

det { X' j#0,

pa iz (D 1.5) 3115117)

hi—’d' +‘11L.;;-° : (D 1.6
I u klasiceu mehaniku 8e mose uvestii pojam pros-
tor-vremena, kao sto smo i ucinili i objmsnili u Gla-
vi VI, ali 8¢ ne moze definisati metriks Sg(_\ takvog
klasicnog proata.r—ﬂaﬁtna_ vec Samoc metrika ‘3-{‘“ nje-
govog potproatorsa - obicnog prostoru. Stoga nclpastnj:
ni mozucnost obraszovanja kovarijunitnih izvoda u"”‘ ’
pri esgu bi .i" 'trihllé da predstavija vreme, Jedino
ato se moze Lo je obragovanje pamijalnih izvoda %} ,f
& g%' * (smatrajuel h.,,_ funkeijom promenijivib 3“‘ .,f
s ne ¥', t) xoji odredjuju koverijanine koordinste
% definisane sBa

Ove Jjednacine Je izwveo Th.De Donder: Bull.Acad

.....

37
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‘Wt-ut,l, {;‘)& uju _ (D I.

Fokazmceme, sada, da se proucavanjeaz 12 velicina
aose Takljuciti da cvraio telo u klasicno] webanicl im
sest stepenl slobede,

Velicine (D 1I.8) niau medjusobno nesavisns. Isaed
njik 12 posteli sest relseils (D I.€) za (< . Pakle
sazo au niih sest preoizvoljne. Medjutim, ne moga biti
proizvoline bilo kojih sest. Tre svega proisvoljne su
velicine 'uc,;, jer se ne pojsvijiunju u relecijass (D L.
Iz relacija (D 1.6) ae, dalje, vidi ds se¢ zZa precstale
tri proizvocline velicine mogu uzeti tri wvelicine ?,(,;; .‘]'
na kojo jo (¥4 1 pri toms da medju njima nema dve ki

je imaju iete indekse, na priser tri welicine ’)(;‘ J (L'td'
Dskle, skup sest proiswvolinik velicina

’uga‘ (f < é' )} .‘k‘:"” (D 1.9)

odredjnju svs ostale velicine (D I.8).

Na koji se nacin moxe protumaciti prolzxvoljnost
sest velicins (U 1.9)7 Plksirsjmo skup ‘_c',‘:‘ koli inacse
mozentd proisvolino izabrati. Tada proixvoljnost velici-
na 21,;’& izrssava proizvoljmnost ubrzanja tacke Qsﬁ: ’
odn, proisveljnost krstanja te tacke u tri pravee pros-
tars, dakle, tri stepena aslobode njenog kretsnjs.

i

Biranjem ){,:A za tacku C'S‘L odredili smo difersn
cijalne jednacine kretanja (D I.7) tacks C‘..;’qc , pa i
samo njenc krstanje. (Fretpostavlija me da au dati pocet
ni uslovi, koji inace, po definiciji stepena aslobodse, 1
ne uticu na njihov Broj.) Time au odredjsne i velicine
u: g2a ta tacku,

Fikairajmo, sada, trsnutak vreasna t pa potrasimo
brzipu tacke C.sti. + Ay & MWi ® xii na usu dg zZnawo
brzinu tscke (.o - Do ne velicine prvog reda u odno-

su na o\s“ brezihas tacke Q-S:.‘_dsa.jn

. | (hc’l‘ : (p 1.
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;L(i + Q{EJ. d,gJ.J _ {D 1.10)

gde Je Axd dato sa (D I.3). To znsci da je polje br
gine avih teceka cvrstog tela Bilo u kom trenutku pot
pune odredisno bdrsinom ?&; tacke C';c.. i skupom wve-
lieina ihéjl «» Youto Jo mudju ovim pagisdnjin‘njih
trli prelizveljlne, to pomeranjs ovratog tele pri Tik-
sirsnom polozaju tacke qu_ ims nova tri stepena slo
tode, pa sledi da definicija (D 1.2) evrstog tela do-
pastia de c¥rsto telo klasicne mshanike ima sest ateps
ni slobodse. | .

Fotrebno Jje pomenutl dn 1 sama strukturs prosto-
ra mose uticatl na smanjenje broja atepant sichode -
broja kojli je posledics iskljucivo definicije ocwratog
tele. Medjutim, u Buklidovor prosioru takvih dapunt-
skih ogranicenjs nems, takc ds kretanjs klasicnog
cvratog tels u Euklidovom trodimensionon prostoru ims
upravo sest stepeni slobods,



Xronekeroy prolzvod metrice

A:‘ { 5‘; } (h(':i,---,m‘;pu}m, m) (D Il

tipa (wa, M) {1 matrice

B= { %; 1 I (-\=4,---; f‘)'\‘“fl'*f"?) (D 11.2)

tipa (4 ,94) Jjo, po definiciji, matrica
. ~, -
AxBa= {&@‘E‘)} (D 11.3)

Tipa (‘“""b rm"y)-
Ako t(A) OSnscave TAng matrice A, onda vasi
chrazac

e (AxBY = e (A) ¢(B). (D I1.4)

Ako Je A zatrica reda M, 2 P matrica reda 4o
i ako \M ornacava determinentu matrice A , onda je

\Qxﬁ\';lﬁt\b\f‘s\m- (D II.5)

i

18)y141 C.C.Mec Luffee: The Theory of Matrices,
Chelsea Publishing Cowmpanry, Lew York, 1946, str.82,8
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