





























































































































































































































































































































































































































136 . V.VUICIC, M. ASIC, N. MILICIC

: .N apomen a 1: Ukoraku?2 algoritma 7. 1 1. moze se za Yy uzeti ma koje optimalno ‘
refenje problema '

min {(Ve(xy), ¥} |y €X}; _
dokaz teoreme 7.1.2. se samo neznatno usloznjava. Mi smo se ogfaniéili na sluaj kada je
to optimalno refenje istovremeno i ekstremna tatka jer vecina metoda za resavanje
problema hnearnog programiranja (v1det1 glavu IV) daje ba§ takva refenja.

Napomen a 2 Ukoliko X nije kompaktan skup moze se desiti da problem lmeamog ‘
programiranja iz koraka 2 algoritma 7.1.1 . nema konaéno reSenje. Tada se za 5 obi¢no
uzima ma Koji pravac takav da xytts, € X za svako t > 0 i (Velxy), X tts) > — oo,

t > +eo, Medutim, ukoliko se pri genensan]u niza (x ) beskonaéno puta primeni ovo pra-
vﬂo moze se desiti da niz (xy) konvergn’a ka nestacmnamq taékx Za ilustraciju navodi-
mo slededi :

PRIMER 7.1.1. Neka je dat problem
min {x”+4y?+z—1) | (rya)€ X}
X= {(x,y,z)ER3 | x+y < 100, y—x> ~100,2>0} -

i neka je pocetna tacka (4.1,0). Pomoém problem hnearnog progranuranja ovde ]e _
mm{8u+8v-—2w|(uvw)€X1 : '

»Ako za pravac s uzmemo (~1,—1,0) vidimo da j Je tacka (4—t 1 =t 0) dopustxva Za svako
> 0 i da funkcija 8(4—t) + 8(1~t) — 2 - 0 = —eo, t - +eo , Minimizacijom duz pravca

s0 za novu tatku dobljamo (12/5 -3/5, O) Nov1 pomocm problem hneamog progra-

muan]a je ovde » v

{&u—z‘—;-v—;ZWI(uvw)EX}

. Za pravac s; uzimamo (-1,1 J0). Opet se. moze proveriti da je taéka (—’—t - %«rt 0)
- dopustiva za svako t >0 i da je funkcija : :

) R © 3 '

ﬁ(h- t)_ﬂzf(_;’ﬂ)_z .0
neograméena odozdo Minimizacijom duZ pravea s; dobqamo tacku (36/25,9/25,0).
Birajuéi dalje sk -1, (- 1)k+1 0) imamo uvek sli¢nu situaciju u pogledu neograniCe-

- nosti funkeije cilja _odgovarajuceg problema - linearnog programiranja. Generisani niz
tadaka je ' ' '

3.k k 3k
(4(5) 1(_1) (E) 90) s 'k=0,1,2,>...
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Ovaj niz déiglvv‘ednoi konvergira ka tatki (0,0-,0) koja nije stacionarna.
Slédeéi primer pokazuje rad algoritma 7.1.1. u studaju kada su ispunjeni svi uslovi
Za njegovu primenu,
PRIMER 7.1.2. Neka je dat problem
min {751 + 252 - 2021 —20%, +100 | (¢;.4,) €X}
X={(t £y ER? 1618, <2, §1%5> -2, §14,<4,§) 20, £,>0}.

Regiti dati problem Frank-Wolfe-ovom metodom polazeéi od tacke (2,0).
k =0: Problem lineamog programiranja iz koraka 2 je
min { 127?1 20712 I("?]ﬂ?z)ex}

i re§enje je'y¥o =(1,3). Odavde je s, =y, —Xg =(~1.3). Kako je (s, Vp(x)} = —48 <0,
tacka Xg m]e stacionarna. Korak «,, dobija se resavanjem problema

min { 2(2—0:)2 + 2(3:.\:)2 - 20(2—) — 20(3a) +100 I 0<a<1};
re§en1e Je o, =1 Nova taéka jexy= =(1,3).
k= 1 Problem lmeamog prograrmranja je sada
» - min {-16n; —201721(121,172)EX}

a resenie je y; = (3,1). Dalje je's, = = (2,-2). Kako je (5}, V(%)) = —16 <0,
_taéka X) nije stacionarna, Resavanjem problema

min {2(l+2a)~ +2(3- 20:)‘ - 20(1+4a) 20(3—2&) +100{0<ax<1}.
- dobija se @y = 1/2. Nova taéka jexe=(2,2)
k=2: Problem lmeamog progra:mmn;a
min {—12n; — 12n2 | (nl,no)GX}
ima beskonaéno mnogo resenja. Tagka Y= =(1,3)je re§en3e a i ekstremna tacka skupa X.
. Vektor- pravca je sada: $9=Yy7%, =(-1,1). Kako je (55, ch(x2)) 0,na osnovu teoreme
7.1.1. zaklju¢ujemo da je tatka x, stacionarna. _
172 Zangwi!l-ov# lema -
Neka je dat ptoblem" - ‘ ‘
(2.1) L min {g(x) | xEX} , X= {x €R"} fi(x)‘< O,i‘=’1, wrq}

gde su ¢, f i=1, ..., q,neprekidno diferencijabilne funkcije. (Ovde ne postoji potreba
za rachkovanjem linearnih i nelinearnih ogranicenja; neke od funkcifa f;, i=1, ..., g mogu
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biti linearne). Sledeéa lema utvrduje jednt zajednicku osobinu svih metoda moguéﬂi _ :

pravaca i moze se Koristiti pri dokazwanju konvergencge za razne metode (videti Agi¢
iKovacevié [A 4]). : : :

TEOREMA 7.2.1. (Zangwill [Z.3]) Neka je (xk) niz tadaka gexierisan nekom xﬁetodom'

moguéih pravaca primenjenom na refavanje problema (2.1). Nekaje z ma koj'a tatka
nagomilavanja niza (x;) i neka za bﬂo kop podmz (xk) k €KX koji konvergua kaz postop'

beskonatan skup K’ CK takavda
skés,kﬂof,kel._(f_, B
pri &emu je ' i
Ve(z), <0 .
Tada niz (xk), k EN konvergxra kaz.

DOKAZ: S obzuom na uslove teoreme postop okolma tacke z, B = {u | llu—zl! < n} .

,‘lC<0 takoda_]ezasvakleB lxkEB
AVe(x), sk)<c<0

Ako to ne bi blO slu¢aj, onda bi za svakl n E N posto_]a]a taéka yn E Bl /n i élan mza~’

: xkEBI/n,k>n tako davazi
:  (Telyy), Sk)>—l/n

‘Na taj nadin dobqamo podmz (xk) k€K ko_u konverg'.ra kaz. Po uslovu teoreme posto- :

JaéeK’ CKtakoda - _ S
s'k»s,k-»'o_o,kek‘ i'<V¢(%), 9<0,,
. §to protlvurecx neJednakostl | i o
<V<p(y ) sk)>— l/n

za dovol_]no veliko n, : :
' Mozemo bez umanjenja opstostl pretpostavxtl da posto_u M > 0 tako da za wakl k

zakop_;exkEB vazi _
uskn<M- |
Usuprotnom bx se mogao nacx skupLCNtakav da
: xk—>z k->°° kel i Ilskll—>°° k->°° kEL

§to opet protivureti uslovxma teoreme.

_ Pretpostavimo sada da zaklju¢ak teoreme ne vazi, t] da niz (x ), k€ \I ne konvergi- -
ra ka z. Tada postoji € > 0 tako da za beskonatno mnogo k vazis Xk €B,. B_ez umanjenja
opstosti moZemo uzeti da je € < 7. Neka je xk"e B e/2 inekajer najmanji prirodan broj‘

I3
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‘takav da xic +r € Bg neka je najzad X{4p tatka na odsecku koji spaja xp .. g i kk+r
v takva da je Ilz—xﬁﬂll = ¢. Tada je, s obzirom da se Xg4] dobija iz Xy minimizacijom dui
pravca S o ’ :

| w(xkﬂ)—w(xk)<¢(xk+,)-xo(xk) E [¢(xk+1+1)"‘P(Ak+J)]+‘P(x]‘('+r)—¢(xk+r_1)

N uxk N B = ey
R P o S

2 S
§ _ﬁ(J_EO lek'l-3+1 Xk+1" +"xk+r xk+r—1")< M 2

U gornp.m formulama primenjena je teorema o -sredn;o; vre_dnost‘i igy + pripada segmentu
koji spaja x. t iXy4ie1,2 El4r Pripada segmentu koji spaja Xy, 1 ixXE,
Neka je sada kl’ k1+r1, k'), k2+r2, " k s e . rastuéi niz prirodnih brojeva

N 'y n’
takvxh da

k]EB /2 Xk+1,. ’xk+T—IEB€’ xk1+r ¢B

Poito je niz ((,a(xk)) k€ N opadajum imamo
so(xkjﬂ) <ep(x)) +j(c- /M,

"te stoga sp(xk) = —o0, k = oo, 3to je nemoguce zbog neprekidnosti funkcije pu tackiz.¢
7.3.Rosen-ova metoda

Kao i Frank-Wolfe-ova metoda, Rosen-ova metoda [R.6] se primenjuje za resavanje
~ problema sa samo linearnim ograniCenjima: :

(3.1) min {¢(x) [xEX}, X= {xER"[a,x)<by i=1,. om}.

Napomerumo da postop i modifikacija ove metode koja se moze pnmenm i na problem
sa nelinearnim ogranicenjima (videti Rosen {R.7]).

Ideja Rosen-ove metode sastoji se'u tome da se, kad god je to moguce, za pravac
' 5 uzima ortogonalna pr_o;ekcqa —Vga(xk) na potprostor paralelan preseku h1pe_rravm u
kome se n;z.lazi tacka x;. Samim tim se obezbeduje da pravac s, bude mogu¢. Sledeca
_teorema opisuje kako se nalazi ortogonalna projekcija vektora na potprostor, Pre iskaza
teoreme podsetimo se sledeéeg’ rezultata iz linearne algebre:

* Ako jesSC R" dati potprostor,tada se. svak1 vektor deRr! moze ]edmstveno razloZiti
na zb1r dve komponente :

d=d vy gy, dzesl
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' b‘Vekton dl i d2 su orotogonalne pl’O]ekCIJB vektora d na S i SJ' respektwno Napomemmo
v ]0§ dajeu sluéaju kada je potprostor S zadat s : :

8= {xERan 0=0,i=1,..,2}
gdesucl, i cQ dat1vekton potprostor st dat sa o
sl {xGRnlx- lec xleR 1-_.' 2},

. U shuéaju ka'da su cl, »'Cg hneamo nezav1sm, svaki vektorx E S'L nna ]edmstvenu Tepre--
vzentaclju prekovektora Cys o ,(:‘2 L . , -
TEOREMA 73.1. Neka su ¢; , i = '1 . ,dati lineamo nezavisni vektori i R%i nekaje

's={x€RM|(,x)=0,i= 2} Nekaje d = 4 +dy.d; €8, d, €5 proizveljan

vekior iz R™, Obeleznno sa c matricu ko;|03 su c'lr, wy Cg - VISte a 53 I 1ed1ménu xXnma -
tricu. Tada]e : ’ .

d —(1 cT(ccT)“IC)d
4, -cT(ccT)—lcd- zx,c T

pr Semu je Rl ita kOmponenta vektora (CCT) Icg, 1-' g

.DOKAZ anetlmo da Je matrica CC'r nesmgulama zbog hneame nezav1snost1 veKtora )
i=1, .. 2 Stoga postop (CCT) -1 Po,cazn'no naJpre da je za. svako X € S ispunjeno

(- cT(ccT) 1C) x=x
aza svakoyES‘L]e
- cT(ccT)—IC) y=0.

 Zaista, zbog deﬁmcxje podprostora S i m&tnce c je Cx - 0za svako x €S; te vazi prva B

od prethodne dve Jednakostl 'S dmge stIane svako y E st se moze pnkazatl u obliku
z 6 cTA

za neko AER’Z StogaJe . ‘ : o ,
a-cTechy-lg y= y cT(ccT)-lccTA =y- CTA 0.
Odavde sledi daje (1 — CT(CCT) 1C) matnca pro;ektovanja na S a CT(CCT) 1C matnca
pro;ektovan;a na sk Stoga je .
=(1- cT(ccT)‘IC) d
dy= CT(CCT)"ICd
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8 obzirom da se d, moze jedﬁOzhaéno predstaviti u obliku

' £
-d = 2 }\l-c. s
sledl da je A jednako i-toj komponent: vektora (CCT)_ICd ¢

Ukoliko su. vektori C1s s O hneamo zavisni, projekcije na potprostore Si S'L

. moZemo naéi 1zdva3_anjem iz {cl, e cQ} maksxmalnog podskupa linearno nezavisnih

- vektora i primenom gornjih formula na taj podskup. Medutim, ova modifikacija

gornjeg postupka nam neée biti potrebna jer cemo-u ostatku ovog paragrafa pretpostaviti

“da su u svakoj tatki dopustivog skupa vektori ektivnih ograniGenja linearno nezavisni.
" Ta pretpostavka se susreée i u originalnom Rosen-ovom radu u kome je prvi put predio- -
Zena metoda ko;u razmatramo. Bez ove pretpostavke metoda se mora modlﬁkovatx te se' '
© i opis algoritma i dokazi znatno usloZnjavaju. . :
U opisu algoritma Rosen-ove metode konstléemo sledeée oznake Za dato .

',keNu{O}neLaJe :

k {1|< %)= b} sk {xeR"I(ax) o;elk},

' _neka Je Py matrica pro;ektovan;a na Sk i neka su 7\11( koeﬁpljenn u (zbog uémjene pretpo-
stavke Jedmstvenom) razlaganju :

ch(xk) PkV¢(xk)+ z )‘1ka .

<ALGORITAM 7 3.1
Korak 1t Odrediti X, € X tako daj je skup X ﬂ {x ] ¢(x) < ¢(x )}ogra,niéén. Staviti k=0.
Korak 2: Odrediti Ik’ kaga(xk) PNy JEIk

Korak 3: Ako Je lIPk‘7§9(Xk)” # 0. stavm Sk = _Pkw(x}.) i i¢i na korak 6 U suprotnom
iéinakorak 4. '

'Korak 4 Odredm 7\k max { 7\11( I i E Ik i neka je ’k mdeks za kop se taj maksxmum' '
- dostize. Ako je 7\& <0, STOP; inace i¢i na korak S. :

- Korak 5: Staviti I} = Ik \ {1k}1 izradunati matrica prOJektovanJa Pk na potprostor
Sk {xERn!(a x)=0, lEIk} ‘Staviti sk"ka‘P(xk) '
Korak 6. Izraéunau ak kao reSenje problema.
 min {o(gtes) |0<a<ag},
gde je o
b —(a‘,xk)
(a sk)
 Korak 7 Stavm xk+l = xk+aksk Zamneniti k sa k+1 ii¢ina korak 2.

Cag=min { — <ai,s1'(>>o_},
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' Na pomen a Lako Je videti da je ak maksrmalna vrednost koraka duz pravm § pri
kojoj se ostaje u skupu X. :

TEOREMA 7.3.2. Neka je niz (xk) genensan algontmom 7.3.1. Tada vazi

(i) za svako k pravac s je mogué; -

(ii) za svako k, xy €X; :

(i) 72 svako k, p(xyc4 ) < () o
(xv) ako j je PkV‘P(xk) 0 iN<0 tatka Xy je stacionarna.

Dokaz: (i) Ukoliko je s, = —ka«p(xk) tada ]e za i G Ik 1spun]eno (a;, sk) =0 pa je
ay, Xy s = b, zasvakotaosmtogaje : ‘

(s> Vop(xy)) = —IIPkW(xk)II <0

te je pravac mogué. (Neaktlvna ograni¥enja nede. bm naru§ena za t > 0 dovoljno malo)
U'kohko je s = -—Pchp(xk) biée zai € Ik xspurgeno (al, sk) =0 dok je zai= lk

Ay, sk)— Pk(Pchp(xk)+ z )ﬁka))--(a PkV¢(xk)+Aﬂ(Pka) .

= g qua <o,

jer je dy = )‘k >0i Pka #0 jer su a,i€ Ik,lmeamo nezavisni ()\k >0j ]er biseu suprot¢ :

nom algoritam zaustavxo) Stoga je ovde
e x s )< zai €L it30.
Osim toga je | .
<sk, Vo(x,)) = —IlPkW(xk)ll = —)\k IlPka* Il <0,

-

paje sk iu ovom sluéa]u mogué pravac

(i) Iz dokaza tatke @) v1d1mo da je G, xk+aksk) < b zai€ L. Za one i ¢ Ik za’

koje je (a;, 5 ) < O vaZiisto.Za i€l za kOJCJe (2, 5)>0 n-namo
(ai, xk+aksk) < <ai’ xk) +vo;k(ai, sk) < bl O }
Dakle, x) . 1 €X. ' ' ‘

(iif) S obzirom da je g noguc pravac a °‘k e b1ra mmmuzacgom, iz Taylor-ove _

teoreme sledi zakljudak.
(iv) Stedi neposredno iz deﬁmcue 24.1. ¢

TEOREMA 7.3.3. Neka je (xk) niz generisan algontmom 7.3.1. Ukoliko je (xy) konagan

niz, poslednja tatka je stacionarna, U suprotnom skup takaka nagomﬂavan]a mza (xk)

je neprazan i svaka tatka nagomﬂavanja z zadovol;ava

Pvy(z) =0,
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gde je P matrica projektovanja na_potprostor
§={x€RP[¢a,0)=0,i€I},

I {16{1 m}l(a zZ)= b}

DOKAZ: Ako je (xk) konaéan niz zakljuéa.k teoreme sledi iz teoreme 7.3.2. Pretpostavi-
mo da je (x,) beskonacan niz. S obzirom da je za svako k, Xy €xn {xERn|¢(x)<¢(x°)}
idaje skup XN {xE€ER?|p(x)< ¢(xy)} kompaktan, niz (xj) mora imati tataka
nagomilavanja. Neka je z jedna od njih i neka x; - z, k - oo, k € K. Pretpostavimo,
suprotno tvrdenju teoreme, da je PVy(z) # 0. S obzirom na neprekidnost gradijenta i
kompaktnost skupa XN {x € Rn i ¢(x) < ¢(x o) } niz pravaca (sy) je ograniCen pa (s;),
k € K sadrzi konvergentan podniz (sk) ke K’, K’ CK. Neka %> s, k=>= k€K’
Ako je xk, ke K’ dovol]no bhsko z, tada Je Ik C I, pa prema tome Sy 28S. Tada je

PYe@)I2
2

‘za dOVOl]IlO velikok € K. Prolazec1 na gramcu kad k—+o ke K dobuamo
: (V«p(z), < 0.

(Vw(xk) 50 < —nPkw(xk)u < —-IIPW(Xk)IIZ <-

. Kbristeéi teoremu 72 2.1, zakljuéujemo da X >z, k> kEN.
Kako j 0jeza dovoljnovelikok '

_ 1P, Ve (x I > IIPV¢(xk)Il >c¢>0,
* na osnovu koraka 3. algontma 7 3 1. zakljudujemo da je

_ S = —Pngo(xk) k>k ,
gde je k dovoljno vehkl pruodan broj.. Prema tome Je
L Clkyps k> k,

S druge strane 5 obzuorn da je br03 ograméen;a Jednak m, postoji kl, k; >k, tako
daje - o : : Sl :

_ | | Ik-1k+1 k>k1,
.t] ukoraku6algontma 731. je °‘k<°‘k Neka ]C -
z+rs r>0 ‘

tako izabrano 'da funkeija ¥(t) = (,a(z+ts) 0pada zat €[0,s] . Kako je o neprekldno
E dlferencuabﬂna funkcija, funkcue

;]/k(t) ’,p(x +tsk) kEN
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¢e takode biti opada]uce zat€[0,7/2]ik dovol]no vehko S obzirom da se o bira
minimizacjom i kako je pritom

<o, k=>k, v
bice oy, > 7/2 za dovoljno veliko k S druge strane iz konvergencue niza (xk) sledi
Fiee g = oy >0, ke
§to Je u suprotnosn sa nejednakostima
e - = BB
ko;e vaie zak dovoljno veliko. ¢ »
Rosen-ovu metodu ﬂustru]emo sledeéim pnmerom :

PRIMER 7.3.1. Reiti slede(:x problem nelinearnog programxranja sa lmearmm ogram-
éenjxma : .

min {4z%+s%+zzlzzésl—zsz+4 |'(z;, g)eX)
X= {xl2§1+§2<5 §1+£2<3 El>0 52>0}

.polazec1 od tacke (5/2,0). » o ,
Ovde je a; = (2,1), a2 = (1,1), az (—1 0) 2= (0 l), b2 = l, b3 =0,
b, =0. _ : o
'k = 0: Imamo da jeI,= {1 4} Konstecx teoremu 7.31 dobgamoP V¢(x )1).10,161
Ovde je .

Co{o _I-J , PToleg) = tl—czccocg)‘lcolw(xo){o} |

Mo o /2
[7\40} " (Core W(x°) [13/2]

Kako je |IP th(xo)" 0 odredu_]emo )\ = 19/2 i 10 = 1. § obzirom da je )\°> 0,tacka
' X, nije stacionarna. Prema koraku 3 odredu_]emo I = {4}. Koriste¢i teoremu 7.3.1.
dobqamo? V¢(x0) Ovdeje ' o :

| VORI i
Eo=[0 11, Byvilxp)= (I—CT(c ED Doty = [ 0] |

Odavdeje - , _1‘9
| 5= fPov‘P(xo) = l: 0] .

Za izratunavanje koraka a, potrebno je prvo odrgditi a:’: '
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by — {2, %) s s
W »(a 8 )>0} mm{—-——}—-g

»Korak o, je resen_]e problema ;

®_ .
qzo—mm{

" o {4(____ lga)-_(§;19a)+4lo<a<§—584} ;

' odakle se dobea a, = 5/38 Nova tadka j jexy=(0 0)

= 1 Sada je I1 =3 4} Konsteél teoren}u 73.1. dobgamo PIV¢(x1) i )\11, i€l
OvdeJe '

C; o 4 ,P1_pr(x1) = (-C{(C,C) ™ C ) olx) = |
A3 » . ‘
[ibereon-[].

 Kako je [IP Vso(xl)ll 0, odredujemo >\1 =2, 11 =4, S obzirom da je 7\1 > O,tacka Xy
m]e stacionarna. Dalje odredu;emo Il {3}. Koristeéi teoremu 7.3.1, odredu]emo

. ’PIch(xl) Ovde_]e \

Cl = [—-1 . 0], PIV‘P(XI) = (I;C’{‘(CIC{‘)—_;CI)V‘P(XI) =" {-_2j EE

~ Prema algoritﬁmu je

Y {0
'sl_—‘—l\?so(xl)- e

Veli¢ina a] potrebna za izraéunava;nje ay je

(a Xl)

| . .5 3.3
a‘f:mm{ (ai’sl)>0}_='mm{5’ E}=E .

(ai, Sl>

Prema tc»me,‘cz1 je resenje sledeceg problema
min {(2a) —2(2a)+4|0<a<—} "
odakle ]e °‘1 = E Nova taékaje x5 =(0, 1)

= 2: Skup indeksa a.ktwm“h ograméen]a je 12 {3} Konsteél teoremu 7.3.1. odredu;e-
'.mo P2 V¢(X2) i >\12, i€l, Ovde je . e ,

ol (-1 o] Pzw(xz) a— (C2C2)_1C7)V¢(X2) U
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232=(CCDTICy Vo) = -1

Znati da je 7\2 = —1. Kako je lIP2V¢(x2)|I 0i iz < 0,na osnovu teoreme 7.3.2 zaklju-

éujemo da Je taZka x, stacionarna. |
74. Zoutendijk-ova metoda

U ovom odeljku izloZiéemo metodu za resavanje prbb_lérria

min { () |XEX], X= {x ERM| @, 0<byi= ],y m fH)<O0,i=1,.np ). -

Za _mzlﬂcu od prethbdnih, ova metoda re§a§a’ problem sa Eﬁearnitn i/ili neliﬁeamini ogra- '
nidenjima. Pretpostaviéemo stoga da su funkcije f;, i= 1, ..., p nelinearne, ne iskljudujuéi

. moguénost p = 0, tj. sludaj kada su sva ogranidenja linearna, Takode éemo pretpostaviti
da u svakoj tacki x € X nijedna netnvqalna nenegativna linearna kombinacija gradijenata
aktivnih ograniCenja nije jednaka nuli. Primetimo da je ova pretpostavka slabija od pret-
postavke [ lmeamo; nezavmnosu, pretpostavka je potrebna za dokaz teorema 7.4. l i
742

Pri mlaganju Zoutendgk-ove metode [Z 4] koristi¢emo sledeée oznake: za dato
€>0ix EXnekaJe :

I(x,e)= {ie {1, . m}lb —-e<(a, x)gb
JX.e={i€ {1,. ,p}l—e<f{x)<0}

Ograniéenja .(a]-,x) <b,i€ I(— ) i fi(x) 0 ie J(x,e) nazivaju se Cesto e-aktivaim
. utagkix,

ALGORITAM 7411 (Zoutenduk [Z4])

- Korak 1: lzabrati €;> 0ixg EXtako daje skupXﬂ {xERn fo(x) Sp(x,)} ograni-
" Zen.Stavitik=0.

Korak 2: Reiiti slede¢i prqblem linearnog programiranja
(V¢(xk), IS T
- (3, <0, ‘i€ I(xk,ek)
(Vfi(xk), <7, 1€Ixp.)
-1<0;<1, i=1,.,n v
gde je 7 éR as= (a s o Op) € R®, Neka jé (7)) resenje ovog problema.

Korak 3: Ako je 7 = 0, ](xlvfk) = l(\ck,O) J(xk,ek) J(xk,O) STOP u suprotnom iéi -

" na korak 4.
Korak 4: Ako je 1. > —¢p zameniti € S2 ek/ 2 1 i¢i na korak 2; u suprotnom i¢i na
korak 5. « ‘
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Korak 5: Za pravac uzeti vektor s dobijen u prethodmm koracima. Resiti ]ednodlmen-
zioni problem

min { ¢(xk+osk) fa>0,x tas € X} .

Neka je &y resenje tog problema.
Korak 6: Staviti Xpy] = kaksk i1 2 € Zameniti k sal'cﬂ ii f‘1mkora$. 2.

Napome i avPrimetimo da seza 1s1‘u vredrostk vrednost 2a S, 7] k i ekmoze menjati.

Medutim, zbog jednostavnijeg pisanja, ozrake ostaji nepromienjene. Iz konteksta je uvek

. -jasno da li se radi 0 ,konadnoj“ vrednosti posmatrane vehéme (sa kojom se ide na korak
5)ili o njenej ,,trenutnoj* vrednosti. ' :

Napomenimo da problem linearnog progranuran}a u koraku 2 uvek ima optimalno
teSenje jer s &€ [~1 I}n teje

3¢ Yo%), s) = Ve )i fislt = V¢(xk){1 vr o,

a skup dopustivih tadaka tog problema je neprazan jer mu pripada npr tacka (0, ..., 0.0)
e R™! odavde sledi i da je uvek 7, < 0. Zapazino jo§ da zbog ograméenostl skupa
XN {xE€RMe(x)< ¢(x )} problem u koraku 5 uvek ima resenje. _

Iz sledeée teoreme vidimo da je algontam 7.4.1. dobro definisan i da pripada klasi
metoda thogucih pravaca,

TEOREMA 74.1: Neka j jé niz (xk) generisan algontmom 74.1. Tada vazi -
V) Za svako k kotaci 2, 3 14 se mogu ponoviti samo konagan broj puta.
(ii) Za svako k pravac sy, je mogué. . '
(iii) Za svako k, x € X.
(V) Za svako k, p(xp 41) < p(xp)-
(v)Akoje T ® 0, I(xk,ek) = I(kaO) i J(xk,ek) = J(xk,O) i pritom iz
v pa s Th(%) =0, Olélx,Ou 0,i€J(x,.,0
iEf;I(xk,O)#“ iEJ( 0) v (k) s M # (k ) (k )
dedi . |
w=0,i€1(x,.,0) 1 ¥=0,1€T(x,.0),
talka x; je stacionarna.
DOKAZ: (i) Primetimo prvo da za dato k postoji n > 0 tako da je
l(‘(k €)= I(xk,O) 1J(xg.€) = J(xl\ 0) zasvee< n

Pri svakom skoku iz koraka 4 na korak 2,¢, se poiovi. 1i ée se taj ciklus prekinuti ili ée
posle konaéno mnogo koraka biti g <n, ti. I(xj ) = l(x 0) 1 J(xp ) = J(J\k,O) U
tom slucaju imamo dve moguénosti: o' 0, kada se a‘aontam zaustavlia, ili 1. <0. Ako
e S —g ide se na korak 5. U suprotnom ¢e ovaj uslov postatl zadovoljen posle konac-
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no mnogo polovlienja € jer je € < 1 pa se resava uvek isti problem linearnog prograxm

ranja, tj. T Sene menja.

(i) S obzirom da se. pravac 8 bira u koraku 5 dokoga se stize samo ako je 1y <0 '

imamo da je
(vf; (xk) sk) <0 za i€ J(xk,O) c J(xk,ek)

pa je fi(x, tos,) < 0 za dovoljno malo ¢ii€ J(xk,O) Sto se tice aktivnih linearnih
ograni&enja zbog uslova v

(a;, ) <0, i E I(x.0) C ka,ek)

imamo (a;, ﬁkmsk) =b; + ala;, sp) < bi zasvea>0ii E K(x..0). Osim ioga, nijedno
neaktivno ogranienje neée biti naruseno za dovoljno malo a> 0. Kako je-uz to

v (Vw(xk), CAS < 0,
zak!;uéu;emo daje pravac sk mogué.

(iii) S obzirom da Xy € X i da zbog (u) 1korakaS iz Xy € X sledi xk+1 € X blée_

xkEXzasvek

+ (iv) Zakljugak sledi iz uslova (Vp(xy), sk) <0 inacina bmja koraka °‘k

v) Neka je I(xk,ek) = 1(x.,0), J(xk,ek) = J(xk 0). Primetimo najpre da ako je 2

=0 optlmalno redenje problema lmeamog programiranja iz koraka 2:
min . T .
(Vo(xy, IS T
(4.1 (a,9<0, i€Kx.0)
(Vfi(xk), <7, i€ J(xka) v
-1<¢;<1,i= 1,..,0, (s= (01, wies on)),

tada je optimaina vrednost funkcije cilja 7* problema

min T
(Vo)) +7>0
- (4.2) (-a;,5) >0, i€1(x 0)
‘ -Vfi(xy), 80+ 730, i€3(x,0)
tal\odeA jednaka nuli. Pretpostavimo suprotno, , tj. da postoji dopustivo resenje (7, §) pro-

blema (4.2) tako daje 7 <O, Tada j je s # 0 zbog prvog ograniCenia problema (4.2). No
tadaj Je tactka




MATEMATICKO PROGRAMIRANIE : 149

' F 5 -
G AR A g
o o . 0:

B SRR =

- d_épustivh tatka pfoblema (4.1), sto _]e nemoguée jer je u suprotnosti sa 7y, = 0. S druge
" strane, tagka (7,5) = (0,0) je dopustiva tadka problema (4.2),pa je zaista r* = 0.
o 'Problem dualan problemu (4.2) moze se posle sredivanja napisati u obliku

L :"rriéx"?of-”'
o —xv . fo o
L v(xk) GI(xk,O) la(xk 0 (k)
s SO S
. ( ) B : la(xk,o l

x>o nl>O 1€I(xk,0) 40, 1€J(xk,0)
. Ako b1 bllo )\ O,tada blsmo xmah

v Vf X, 0
1€l(xk,0) _ ch( 0) ! i k) |
. prx éemu su sv1 “1 i v; nenegatlvm ali nisu svi Jednak.l nuh Sto ]e suprotno pretpostava
‘teoreme. Dakle > 0 No tada iz prve Jednakostx u (4 3) del;en;em sa }\ i sredwan]em
' dobljamo tvidenje. .- / - . : '

' '.TEOREMA 742, Pretpostavuno da za svako X EX iz - .1 - |

Toua+ Cwuie) = 0, >01€Ix0, >0,i€)(x0)
ﬂ(xo) ,,a(o)l“ K ()v ()
e sled1 y = 0 i€ l(x, 0) v =0, i€ J(x,0). Neka je (x ) niz genensan algoritmom 7.4.1.
' 'Ukohl\o je (\k) konacan niz, poslednja tatka je stacionarna. U suprotnom,skup tadaka
"_nagomxlavanja niza (xk) je neprazan i svaka tacka nagormlavan_]a z niza (xk) je-stacio-
'na.rna :

DOKAZ Ako i niz (xk) konaéan tvrden;e sledi iz teoreme 7.4.1. Neka je (xg) beskona-
¢an niz. S obzuom dajeskupXn{x€ R o(x) < e(x, )} ograniGen, skup tagaka
‘ nagomilavanja je neprazan Neka je z proizvoljna tacka nagomilavanja niza (xy). Pretpos-
“tavimo’ da z nije stacxonama taéka Tada zbog teoreme 7.4.1 (v) problem linearnog
s prograrmmn;a s CL co
v i(V;(z) <7 . ‘
(3, 9<0, - i€z 0)
. (vf(z) s)<r T 1€Kz0)
=1 <01<14 Coi=1,.,n
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- ima re§en3e (r* *) tako da je 7* <0, Neka JeKCNtakav beskonacan skupda
xk—)z i sk->s k—>°° ~k€EK.

(takav skup K postoji jer je z tacka nagomﬂavanja niza (x) 2 s se ‘bira iz kompaktnog
skupa). Prema koraku 2 algontma 7.4.1. Sk se bira resavanjem problema

min T
C(Velx), o<
. (ai, s)<0, i€ lcxk’ek),
'(Vfi(xk, s) <7, i E I(xk,ek)'
~1<g<1, i=1,..n.

Niz (ek) je konvergentan kao monoton i ogramcen neka Ek >e* k> o, Dokailmo da je
o e*>0. Ako bi bilo e* = 0,tada bi za dovol;no vehko kEK bilo ;‘ .

I(xk ek) CKz,0), J(xk,ek) C Xz, 0)

‘- Onda je zbog neprekldnosn gradljenta i skalarnog prcnzvoda za k € K dOVOl]I\O velxko

ispun]eno o ,
' (Vga(xk) s’)<r’/"
(aysH<0, 1EI(xk,ek)CI(ZO)
(Vf(xk) < 74/2, JE-J(xk,ek)gJ(z,O) |
-I<o} <1, i=1,'-...,¥_1 ., o
k pa]etlmpre ‘ o .
_"(44) ‘V*P(xk)‘sk)QTk <7*/2. ‘
Zbogsk—>s k> oo, kEmeamodaJe
(W(z) s)<'r*/2

_ Prema tome ispunjeni su uslov1 Zanorwﬂl ove leme pa niz ("L) konverg;ra kaz. No

onda (4.4) vazi za sve k > k, €N, ‘gde je kg pooodno izabrano. S obzirom da ¢ - 0. '

“k - oo, postoji k >k tako da jezasvek > 1‘1 ispunjeno —e; 1"/ 1(4 4). No, tada u
koraku 4 algontma 6. 4 1.ne dolan do polov];enja ek Sto znadidaj je.za k >k ek €*>0,
, I\ontradlkcqa .

Dakle, ¢* #0 pa jeza dbvpljné veliko k, e = '5k+1.-.= = é'. _Odatle sl_edi da'je 22 takve k-

(Vo(xy s, ) STy < —6 = —€* -
@.5) ‘kkk?k__‘_ .
Wfi(xk_)f sk)§ TS —€ = —€*, i€ J(xk,ek) .
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: 0s1m toga jezak €K dovol;no veliko

(g &) 21(20), Xy, ) 2z 0)
Stavijajuci k » e, k €K iz (4.5) sledi-
- ' (Vga(z) H< —*
(4.6)
- (Vf(z) N<—e*, 1EJ(z 0)

_ ‘ 'S obzirom da su funkc1]e w(x) if (x),i=1,..,p neprekidné u z, zbog (4.6) postoji
n>0 (kole uz to moZe biti izabrano tako da je \/— n puta manje od rast01an]a w tacke z do
- najbhzeg ograméen;a neakuvnog u z) za koje iz

_ llsk—SIl < n , lIX—ZII <n
o sledi o
o T Ve(x), g0 < _— €*/2

(4.7) ' '

» (Vfl(x) g S<—e*/2, 1€J(z 0).
Neka j je k €K tako veliko da j je lek—zll < n/2 PokaZuno daj ]e za svako aE [0 n/ 2]'
tacka xk+ask d0pust1va Zaista, iz o .
llxk+ask—zll < Ilaskll + llxk—ZII < w
sledi da ée uxy + ocsk sva ogramcenja neakuvna uz biti zadovoljena (1 to sa znakom <) o
- 8 obzuom daje - : A . » : :
| o | (al,sk)<0 1€I(z O)CI(xk,ek)
- bice . - - :

(al,xkﬂxsk) < b + a(al, sk) < b _
zasve a < 0ii E I(z, 0) Neka Je sadai i € J(z,0). Funl\cua g](cx) f, (xk+ask) je opadajuéa
' na [o, n/7] Zausta zbog 4. 7) ' :

dgx(a) sk e
-(vf + <0
i “S“). Tl S T

Stoga je f(xk+ask) < f(xk) 0za a E {0 n/7] iig J(z 0) Dakle taéka xk + ask Je
~ dopustiva za svako a €[0,7/2). :
" Ocenimo sada raziiku 5’(xk) - y(xkﬂ) Funkcua g(a) ¢(xk+qsk) opada na“
[0 n/2] Zaxsta zbog (4. 7) je » : '
dg(e) | sk“-j.-e*
. —(ch(x +as ) ’I<-— <0
da L TR T

© Stogaje .
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?(xkﬂ) - 'SP(xk) <p(x + g 51;) = p(xy) =

d .
%::) '(g_'OK_ 4un€u
o P %

.. ‘n _
=85)- 40

Zbog ogranicenja —1 < g; < 1,i=1,.., nje lls I <+v/npaje

*

v €
(4.8) P(Xppp) — oG < - v

S obzirom da (4.8) vazi za beskonaéno mhogo k€Kaniz (¢(xk)) je monotono opadajﬁéi

dobija se S _ _ :
¢(xk)+—°°, k=, k€K

§to je u kontradikciji sa neprekidnoséu funkcijé ] u tadki z. Dakle, z jeste stacionarna
tacka. ¢ : '
PRIMER 7.4.1. Neka je dat problem nelinearnog programiranja '
min p(x,y) =x2+ 2xy +y>
x=0 ‘
y=20
x2+y?<1
Jasno je daje (0,0) redenje. Videemo kako se ovo resenje dobija primenom Zoutenidijk-
-ove metode. Imamo da je ay = (-1,0), ay= 0-1), fl(x,y) =x2+ yz — 1. Obelezimo sa
X skup dopustivih tadaka. Nekajex = (10)ie,= 1. '

k = 0: Imamo da je I(x o €o) = {1,2} J(x ) = {1}. Problem hneafnog prdgramiranja

iz koraka 2 je

o’ €o

minr
301 205 < T
—0; <0
—0, <0 .
20, <7
-1<g <1
~1<0,<1 |
~Ovaj problem ima beskonagno mnogo optimalnih resenja. Jedno od"njih jenpr.(7,5,) =
(0.0.0). Kako je 7, > —¢,, to je nova vrednost e, = 1/2. Sada je x, €,) = {2},
J(xq: €5) = {1}. Resavanjem problema : '
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‘minrT
301 + 202 <7
"0’2 < 0
'201 <r
-1<0<1
. zakl;ucujemo da opet postoji beskonaéno mnogo reﬁen]a Jedno od n31h je (To, so) =

= (—2 -1, 1/2). Sada je 7, < —¢, pa prelaznno na korak 5. Dakle, s, = -1,1/2)
aq,se dobga resavanJem problema ‘

2

L nun—(l-a)2+z‘(1-a)(5)+ Ll 3a2-2a+§
_ 4 4 2
poduslovoma>01uslovomx tasg €X, .
' ’ '-_—1<o
2_-_
'§£-4a<m

Sto se svodi na uslov0 < a<1. Mlmmum se dostlze pria=1,pajea =1 Dobljena
&aékajexl-(o 1/2). » o ' : »
k = 1: Dalje je I(: xl, €)= {1 ,2},‘J(xi', € 1) =@. Problem hneamdg programiranja iz koraka
v v min7.
oy toaSt
=01 <0
» ._—02 <0
-1<0;<1.
v : ! <a,<l :
: Reseny‘ problema je (Tl’ Sl) (0, 0 0) pa za novu vrednost €] uzunamo € =1/4. Sada
‘je l(xl,el) {1}, J(xl,el) ¢1nov1 problem lmeamog programiranja je
min 7 :
0y +02<r
. -ai <0
-1 0y <1
~1<0,<1
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)

Optimalno resenje je (ry, 5,) = (-1, 0, —1). Kako je 7; < —e; prelazimo na korak 5.
Znagi, 5= (0,-1)a a, dobijamo resavanjem problema : '

.1 2
min( ——«
( 5 )
pod uslovom >0 ix;tes € X, tj.
a-1i<o
2 .
e o— §< o,
4 .
§to se svodi na uslov 0 <a < 1 - Minimum se dostiZe pri @=1/2, paje a; = 1/2.‘Dov_bije-
na tagka je x, = (0, 0). ,
k = 2: Dalje je I(x,, 52) = {1,2} = I(x2 , 0); J(xz,.e7) =@¢= J(xz, 0). Problem linearnog »
programiranja je . ' ' '
‘min 7
0<r
;02 <0
-1<g;<1
Optimalnih resenja ima beskonaé¢no mnogo; j-edho od njih je (15, 5,) = (0. 0. 0). Uslovi za

zaustavljanje rada algoritma su ispunjeni. Lako je proveriti da su svi uslovi teoreme 7.4.1.
zadovoljeni pa je x = (0, 0) stacionarna tacka.

-——000---

Na kraju ove glave primetimo da smo u svim algoritmima za resavanje problema ne-
linearnog programiranja pretpostavili da je poznata dopustiva tacka x ; tako da je skup
XN {x€R"p(x)<o(x)}

ogranicen. ) _ ‘
Kod problema sa linearnim ograniCenjima dopustiva tacka, ukoliko postoji, moze se

kao i u linearnom programiranju naci refavanjem pomoénog problema linearnog progra-.
miranja. Pomoéni problem se moze formulisati sli¢no kao kod I faze simpleks metode:
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mmEz:
E11

.'(a x)+yl+zl b, i=1,..m

y1>0 z; =20, i= L.,m,
g .gde suy; 1zravnavajuée az vestaéke promenl]we . .
‘ - Kod problema sa nehnearmm ograméenpma dopustiva taéka se moZe nadi rejava-

njem drugog problema nelmeamog programiranja na slede¢i nagin: Neka je x, tacka koja
-zad ovol]ava linearna ogranienja, t]

T ‘ (ax)<b | ey I S
‘ - Ako j'é. 'f (xo) < 0 ‘i"'- 1, p sledJ da X, EX.U suprotnom uvoduno pomocnu promen-:
‘-lpvu ¢ i nenegativne bmJeve ppi=1, ., p takve da je p; = 0 ako je f(xo) <0i pl> 0
. akoj Je f, (xo) > 0 Pomoém problem nemeamog programuan]a Je
(al x)<b .1,'?' ,m .
(x)<p1£s ; 1" , :p
£> 0

L Poéetno d0pust1vo re§en_1e ovog problema Je npr tacka (Eo, xo) gde Je a

50 max{ —(—0) >0}

1

: .Ukohko Je optlma]na vrednost funkcqe cﬂja 0 dobxh smo. d0pust1vo re§enje polaznog
problema Ukoliko je- 0pt1malna vrednost funkc13e cﬂ]a veéa od 0 polazm problem nema

o -dopustlvih resenja. - : e
Ograméenost skupa X = { X € Rn l ¢(x) < ¢(x )} se u prmc1pu moze dobiti doda- e '

b} van]em dopunskih o,,raméen_]a tlpa C .
| Sen ""_-..-M<x <M, 1-1 L |
gde Je M > 0 dov 01_]110 vehko Ukohko Je u resenJu x* aktivno bﬂo kOje od ov1h dodatmh'

L o,,raméen)a M treba uveéati; ukoliko nije tagka je stamonarna i za polazni problem.

‘ anetlmo jos da u ovoj glavi nije pretpostavljena konveksnost funkcija cilja i ogra-
L ’_méen_)a ‘te stacionarne tatke ko_\e metode nalaze ne moraju biti (¢ak ni lokalna) resenja
ﬁ}postavljenog prob]ema PRI :
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