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GLAVA |

TEORIJA BROJEVA

1.1. Relacija deljivosti

1.1.1. Definicija. Ncka su a,b € 7, b # 0. bla akko postoji m € Z tako
da je a = mb.

1.1.2. Tvrdenje. Relacija | je reflcksivna, tranzitivna relacija koja zado-
voljava oslabljenu antisimetri¢nost:

bla & alb = b=4a.

Dokaz. Refleksivnost. Kako je za svakia € Z, a = | -0, to je za a # 0,
ala.

? Antisimetriénost”. Ncka je a,b € 7\ {0}, tako da a|b, bla. Tada
je, za neke s, € 7, a =bsib = al. Zamcnom druge jednakosti u prvoj,
dobijamo a = ast. Skracivanjem dobijamo st = . Kako su s it celi brojevi,
s=t==1 Otudajeb=al = =+nu

Tranzitivnost. Neka je a,b, ¢ € Z, tako da alb, ble. Tada je, za neke
s,t € Z,b = asic=bl. Zamecnom prve jednakosti u drugoj, dobijamo
¢ = ast. Dakle, ale. O

1.1.3. Posledica. Relacija | restrikovana na Nt je relacija poretka.

Dokaz. Kako v N, b = £a akko b = a, to imamo da je
relacija. O

antisimetriéna

Na sledeco] slici predstavljen je graf ove relacije | na N*.

SLIKA

1.1.4. Tvrdenje. Neka su a,b,c€ 7.
(1) alb&alc = alb+ c.
(i1) alb = albc.

Dokaz. Po definiciji releacije |, postoje s it, tako da je b == sa i ¢ = ta. Sada
imamo

b+ c=sa+ta=(s-+1)a.

be = sta’
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Dakle, alb 4 ¢,be. O

1.1.5. Tvrdenje. Neka je a,b € Z, b # 0. Postoje jedinstveni brojevi
q,r € Z tako da je
‘ a=bg+r & 0Lr<|b.

Dokaz. Dokazimo najpre postojanje. Razmatramo najpre sluéaj a > 0.
Neka je S = {m € Z : m|b| > a}. Kakoa+1 € S, to je S neprazan
podskup od N, pa ima najmanji element. Neka je s = minSi¢ = s — 1.
Tadat ¢ S, pa je ¢'|b] < a. Otuda je r = a — ¢'|b] > 0. Sdruge strane, kako
s € 5, s[b| > a. Otuda je

s|bl = ¢'[b] > a = ¢'lb],

tj. 16| > r. lz definicione jednakosti za r, imamo e = ¢'b + r. Kako je
|b] = b sgn(b), to je a = qgb+ 7, za ¢ = ¢’'sgn(b).

Neka je sada a < 0. Kako je —a > 0, to prema veé dokazanom slucaju,
postoje s, € Z tako da je —a = slb|+ ', 1 0 < ' < |b]. Sada je a ="
=slb| + (=r'), i —|b] < =" < 0. Ako je r' = 0, onda je za ¢ = —ssgn(b)
i r =" = 0 tvrdenje zadovoljeno. Medutim, ako je ' > 0, onda —7' ne
zadovoljava traZene nejednakosti. Zato radimo popravku.

@ = ~slo| + (~r')
= —sfbl = o]+ Io] = +
= (=s = D)ol + (6] = ).
Neka je ¢' = —s~1ir = |b|—r'. Sada jea = ¢'|b|+r. Proverimo nejednakosti

za r. Kako je 0 < r' < [b], mnoZenjem sa —1 dobijamo —|b] < —r' < 0.
Dodavanjem |b], dobijamo 0 < |b| — 7' < |b], tj. 0 < 7 < |b]. Za g = ¢'sgn(b),
jea=bg+ri0<r<|b.

Ostaje da pokazemo jedinstvenost. Dakle, neka je a = bg+r = bg, + 1,
i0<rr <|bl. Bez gubljenja opstosti pretpostavimo da je r < r). Tada
jeblg—q) =ry—r. Kakoje 0 < rp —r < [b], toje 0 < [b(g—qi)] < 0]
Skracivanjem sa |b], dobijamo 0 < |g — ;] < 1. Kako je |¢ — q] nenegativan
ceo broj, to je |¢ — ¢q1| =0. Otuda je¢g=¢q;, pajeir=ry. O

1.1.6. Definicija. Neka jea € Z, n € Ny.

remp(a) je ostatak pri deljenju a sa n.
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1.1.7. Primer. Ncka je n € N*. TFunkcija rem,, ima n mogucih vrednosti:
0,1,...,n—1. Sve te vrednost sc realizuju jer je za. 0 < a < n, remy(a) = a.
Tako funkcija rem, ima vrednosti 01 1, koje dobijaju parni odnosno neparni
brojevi. remy, ima cetiri vrednosti: 0,1,21 3. Za ¢ € {0,1,2,3} definidimo
Ci={a € Z :remy(a) =1}. Ciy1€ {0, 1,2,3]} ¢ine particiju skupa Z, tj. to
su disjunktni skupovi i svaki ceo broj pripada jednom od njih. Primetimo
da se sa ovim skupovima dosta pravilno ra¢una. Pokazaéemo da je proizvod
dvaju brojeva iz C opel u (). .

Neka su a,0 € Cy. Tada postoje brojevi k,{ € 7, tako da je a = 4k + 11
b=4l+ 1. Tada je

a-b=(dk+1)-(4l+ 1)
— 16kl + 4k + Al 4 ]
— A4kl k4 1) + 1.

Dakle, ab € Cy. Sli¢no sc pokazuje da jeza a € Cyibe Cy, a-b e Cy.

1.1.8. Definicija. Neka jea € Z. D{a) ={t € Z* :tla}. Akojea > 11"
D(a) = {1, a} kaZzemo da je a prosl broj.

U nastavku za prosle brojeve rezervisemo slovo p. Primetimo da se u
grafu relacije |, prosti brojevi nalaze na drugom nivou. Ako restrikujemo | na
Ny = Nt \ {1}, onda su prosti brojevi minimalni clementi urcdenja (Ny, ).
Prirodno se u malematici nastoji da se svi clementi strukture predstave
pomodu minimalnih. To ¢emo i ovde uspeti, u narednom odeljku.

1.1.9. Definicija. Neka su a,b € Z, a,b # 0. D(a,b) = D(a) N D(D).
Najvedéi zajednicki delilac brojeva a i b, u oznaci («,d) je mazD(a,b). Ako
je (a,b) = 1 kazemo da su a i b uzajamno prosti.

Pokazimo da je definicija korektna, (. da za svaka dva broja a,b € ZZCG-
postoji (a,b). Kako 1|a,b, to je skup D(a,b) neprazan. Kako je za svaki
t € D(a,b),t <|al, to je D(a,b) ogranicen neprazan skup prirodnih brojeva,
pa ima maksimum prema 77, Primetimo takode da je za (a,0) € Z, (a,b) =
(lal, |b]). Zato u nastavku uvek pretpostavijamo da je u oznaci (a,b), a,b €
N*t. '

1.2. Euklidov algoritam

1.2.1. Lema. Neka sua,b,q,r € Z,.
(i) Ako je a = qb, tada je (a,b) =b,
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(ii) Ako jea = gb+r, tada je (a,b) = (b, r).

Dokaz. (i) Neka je (a,b) = d. Kako |b] € D(a,b), to |b] < d. Kako d €
D(a,b), to d|b, pa je |d| < |b| . Dakle, d = [b].

(ii) Dokazac¢emo da je D(a,b) = D(b,r). Neka je t € D(a,b). Tada t|a
i t|b, pa tla — bg = r. Dakle, t € D(r,b). Sli¢no, ako je t € D(b,r), to t|b
i tlr. Otuda t|gb + r tj. tla. Dakle, t € D(a,b). Odavde je mazD(a,b) =
mazD(b,r) tj. (a,b) = (b,7).

1.2.2. Definicija. Nekasu a,b € Z, b # 0. Neka je rog = b. Niz jednakosti

a:bq1 +r 0<T'1 < |1),
b=r1g2 + 1 0<ry <
ry =7T9q3 + T3 0<ry<ry

Tne2 =Tp_1qn+7n 0 <1y <71y
Tn—1 = Taln41

nazivamo Euklidovim algoritmom duzine n za a i b. Re€ algoritam po-~
drazumeva konaénu automatsku proceduru za izraCunavanje nekog objekta.
U sledeéoj teoremi pokazujemo da [uklidov algoritam zadovoljava sve te

uslove,

1.2.8. Teorema. Neka su a,b € Z, b # 0. Postoji jedinstven Euklidov
algoritam za a i b. (a,f) = ry.

Dokaz. Prema prethodnom tvrdenju postoje jedinstveni celi brojevi ¢; i ry
tako da je a = bgy + r;. Ako je r; = 0, onda je ta jednakost Euklidov
algoritam duzine 0. Ako je r; # 0, tada se isto tvrdenje moZe primeniti
na brojeve b i r;. Proceduru nastavljamo na jedinstven natin dokgod je
ostatak razlicit od 0. Dakle, r;47 je ostatak pri deljenju r;4y sa r; tj. r;_) =
Tii+1 + Tit+1. Ako bi za svako ¢ € N imali r; # 0, tada bi imali beskonagan
opadaju¢i niz prirodnih brojeva - -+ < rip; < 1y < -+ < 71y < b, suprotno
¢injenici da je (NV, <) dobro uredenje. Dakle, za nekoi € N je r; = 0. Otuda,
zan=1—1,1mamo ry,_| = ryqn4; + 0.

Ostaje da pokazemo da je (a,b) = r,. Dokaz izvodimo indukcijom po =, .
duzini Euklidovog algoritma. Za n = 0 imamo a = bg, i (a,b) = b = ro.
Pretpostavimo da je tvrdenje dokazano za Euklidove algoritme duzine n— 1,
i neka je (a,b) par brojeva koji ima Euklidov algoritam duZine n. Ako u (%)
zanemarimo prvu jednakost, dobtjamo Euklidov algoritam za brojeve bi ry,
duzine n — 1. Prema indukcijskoj hipotezi (b,r,) = r,. Kako je a = bgy + 1y,
to je, prema Lemi 1.2.1.(i1), (a,b) = (b,r) = r,. O
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1.2.4. Primer. Fuklidov algoritam za 771 16 je

77=4-16+413

16=1-13+3

13=4-3+1
3J=3-1L

Dakle, (77, 16) = 1.

1.2.5. Posledica. (Bezu-ova teorema) Neka su a,b € Z, a,b # 0, i d =
(a,b). Postoje celi brojevi u,v € Z tako da jo d =gu + bv.

Dokaz. Prema Teoremi 1.2.3., postoji [suklidov algoritam za brojeve a i b.
Dokaz izvodimo indukcijom po duzini tog Isuklidovog algoritma. Neka je
najpre duzina Luklidovog algoritma za a i b jednaka 0. Tada je a = ¢b, pa
jeb=(a,b). Kakojeb=0-a41-b,tou=01iv=1zadovoljavaju uslove
teoreme. Pretpostavimo da je tvrdenje dokazano za sve parove brojeva (a, b)
koji imaju Euklidov algoritam duzine n — 1. Neka je sada (a, b) par brojeva
koji ima [uklidov algoritam duzine n. Dakle, imamo sledeéi niz jednakosti

a=0bqg +r 0 <ry < |b
b=r1q2 19 0 <rp <y
(*) Ty =Teq3 + 73 0 <ry <y

T'n—2 = Tn-1qn + 7, 0<r, < Thn—)

Fn—1 = Tnfnt

Analizirajmo niz jednakosti koji se dobija kada odstranimo prvu jednakost.
To je Buklidov algoritam za b1 ry, duzine n — 1. Prema Teoremi 1.2.3.,
(b,71) = rn. Prema indukcijskoj hipotezi, postoje celi brojevi i, w € Z, tako
daje (b,ry) = r, = bl ++ ryw. Kako je prema prvoj jednakosti ry = a — by,
zamenom dobijamo r, = bt + (a — bg))w = aw + (t — q1)b. Kako je, prema
Teoremi 1.2.3., (a,b) = ry,, to imamo («,0) = av +bv, za v = wiv =
t—-q. 4

1.2.6. Primer. lz Euklidovog algoritma za 771 16 iz Primera 1.2.4., dobi-
jamo

1=13-4-3
=13 —4-(16 - 13)
=5-13-4-16

=5 (7T7=4-16)—4-16
=577 —24-16.
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1.2.7. Posledica. Neka su a,b,c€ Nt id= (a,b).
(i) Za svakot € D(a,b), t|d.
(il) (ac,be) = dc.
(iii) Ako cla,b tada (2,%) = &,

Dokaz. (i) Neka je (x) Euklidov algoritam za a,b. Neka jet € D(a,b). Prema ¥y sdi i2
dokazu Leme 1.2.1, D(a,b) = D(b,r;) = D(r1,re) = «+» = D(rp=y1,7a).
Kako t € D(a,b),tot € D(r,_y,r,). Kako je r, = d, to t|d.

(ii) Neka je (x) Euklidov algoritam za a,b. Prema Teoremi 1.2.3., d =r,,.
MnozZenjem svih jednakosti i nejdnakosti sa ¢, dobijamo

ac = beqy + cry 0<ery <be
chb=crigy + cry 0<eryg <cr
cry] = craqs + cra () <erg <crmy

CTpeg = Crp1Gn + ¢rn 0 < oy < erpoy

Crp—1 = CTpfnty -

To je po definiciji Euklidovog algoritma, Euklidov algoritam za ac i be.’
Prema Teoremi 1.2.3., (ac, be) = cr,. Kako je d = ry, (ac, be) = de.

(iii) Dokaz izvodimo na isti naéin kao i u (ii), stim §to se sve jednakosti i
nejednakosti Cuklidovog algoritma za a i b dele sa ¢. O

1.2.8. Primer. Primetimo da za a,b,c€ N*, iz c|ab ne sledi da cla ili ¢|b.
Zaista, 6[2-3,ali 642161 3.

Kako je situacija iz prethodnog primera veoma vazna pri reavanju jednacina,
od velikog je znacaja da nademo one specijalne slu¢ajeve u kojima implikacija
vazi.

1.2.9. Posledica. Neka su a,b,ce N*t.

(i) Ako clabicia su uzajamno prosti, tada clb.
(il) Ako je ¢ = p prost broj i plab, onda pla ili p|b.
(iii) Ako je (a,c) =11 (b,c)=1 onda je (ab,c)=1.
(iv) Ako je (a,b) =1 i a,b|c onda ablc.

Dokaz. (i) Kako je (a,b) = 1, to, prema Bezu-ovoj teoremi, postoje u,v € Z, .
tako da je
1 =au+ cv.

Pomnozimo jednakost sa b. Tada imamo

b= abu + bev.
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Kako clab, to cjabu. Otuda, i iz c|bcv, dobijamo c|b.

(i) Ako je ¢ = p prost broj, tada je D(p) = {1,p}. Kako je D{(a,p) C
D(p), to je D(a,p) = {1,p} ili D(a,p) = {I}. U prvom slucaju pla. U
drugom slu¢aju je (a,p) =1, pa, prema (i}, plb.

(iii) Sledi direktno iz (i). Neka je d = (ab, ¢). Kako je (¢,a) = 11 d|c, to
je (d,a) = 1. Kako djab, prema tacki (i), imamo d[b. Otuda d|(b,c) = 1, pa
jed=1.

(iv) Kako alc, to je ¢ = as, za ncki s € Z. Kako'b|e, Lo blas. Kako je
(a,b) = 1, prema tacki (i) ovog tvrdenja, bls. Dakle, s = b, za ncki L € Z.
Kako je sada ¢ = as = abl, to ablc. [

Definicija 1.1.9., se prirodno gencralizuje za ma kojih k& brojeva iz N*.

1.2.10. Definicija. Necka je (ag)keny niz u N*. Za k € N, rekurzivno
definisemo najveci zajednicki delilac (ay, ..., ax) brojeva ay, ..., a.

(ay, az) = maz D{(ay, ay)

(1)) = ({1, an), o).

Ako je (ay,...,ax) = 1 kaZzemo da su ay, ..., ax nzajamno prosti. Ako je za
proizvoljne 1 <1 < 7 <k, (a;,a;) = 1 kaZcmno da su ay, ..., ar dva po dva
uzajamno prosti.
1.2.11. Definicija. Nekaje k€ N* i oy, . . € Nt D(ag,...ax) =
D(a)n -0 Dayg).
1.2.12. Tvrdenje. Neka su oznake kao u Definiciji 1.2.10.

(i) Zasvakot € N*, t € D(ay,...,ax), akko t|{ay,.. . ay) .

(i) (ay,...,ax) = mazD(ay, ..., ay).

(ii) Ako su ay, ..., ax dva po dva nzajamuno prosti, onda su ay, ..., o
uzajamno prosti.
Dokaz. (i) Dokaz izvodimo indukcijom po k > 2. Za k = 2 Tvrdenje je
trivijalno zadovoljeno. Pretpostavimo da je tvrdenje dokazano za najvedi
zajednic¢ki delilac & brojeva. Dokazujemo da je zadovoljeno 1 za najvedi
zajednicki delilac & + 1 brojeva. Dakle, neka jo ay, ..., 0k, ar4 € NT,
d=(ar,...,ak41) i neka jel e N,

teDlay, .. k1) & (tlar& .. &tlag)fet]a,
S Le Diay,...,a0)&t € Diagyy)
< tl(ay, .., ak)&tagyr, (( Indukeijska hipoteza)
S (. ak),ak), ((Tvredenje 1.2.7. (i) )

S t(ay, . o ok, axpy). ((Po defliniciji )



8 1. TEORIJA BROJEVA

(i) Neposredno sledi iz prethodnog dela. Dakle, nekaje ay,...,ax € N¥,d =
(ay,...,ak41). Prema (i), d € D(ay,...,ax), t za svaki t € D(ay,...,ax),
t|d pa jeit < d. Dakle, d = mazD(ay,...,ax).

(i) Neka je 1 <1< j < k. Tada je

D(ay,...,ax) = [ | D(as)

s<k
C D(a;) N D(a;)
= D(a;, a;).
Kako su ay,...,a, dva po dva uzajamno prosti, to je D(a;,a;) = {1}. Zbog
prethodne inkluzije je i D(ay,...,ax) = {1}, dakle (a,,..., ax) su uzajamno

prosti. (O

1.2.13. Primer. Pokazaéemoda u tacki (iii) ne mora da vazi obrat tvrdenja.
D(6,10,15) = 1, pa su 6,10, 15 uzajamno prosti. Sdruge strane nikoja dva
od njih nisu uzajamno prosti. (6,10) =2, (6,15) =31 (10,15) = 5.

1.3. Neprekidni razlomel

Analizirajmo Luklidov algoritam za 93 1 16.

93 =516+ 13
16=1-13+3
13=4-3+1
3=3" 1
Napisimo svaku od ovih jednakosti u obliku razlomka.
93 13
6"
6_,, 3
13 13
5,1
3 3

U svakoj jednakosti je razlomak na desnoj strani recipro¢na vrednost ra-
zlomka na levoj strani sledeée jednagine. Zato zamenom dobijamo razlomak
% u obliku

5+ !
1

1 -
+4 1
3
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Dobijeni izraz nazivamo ueprekidnim razlomkom. Primelimo da se po-
javljuju redom koliénici iz Buklidovog algoritma.

1.3.1. Definicija. Neka je g0 € Z, q1,. . .,qn € NT. I7raz

o +
10 .

Wy

je neprekidni razlomak s(qo, g1, ..., Gn)-

Iz jedinstvenosti Buklidovog algoritma sledi jedinstvenost razvoja svakog
racionalnog broja u neprekidni razlomak.

Posmatrajmo sada s(qo, q1, ..., qa) kao izraz od promenljivih go, ..., qn-
(90,91, - - -, gn] Oznacava brojilac sredenog izraza s(qo, q1, ..., qn). Kako je

1

s(90, 90, qn) = qo +
S((]l) . 'a(/ﬂ)

to je imenilac od s(qo,q1,...,qu) jednak brojiocu razlomka s(q,...,¢.),
dakle, [q1,- .., qn). Otuda imamo

[(/0 :ﬁ{“ v (/71]

[qlw s \(/n]

(1) s(qo 1y -y qn) =

Otuda imamo

f—

S((]O)(]l)"')(Jn = o +
) s(q1, s n)

1
=G0+ 71,92, 07
T2+ qn
gola, 72, @) + (92, - - Gn)
[qu---y(]n]

Odavde, i iz (1), dobijamo, za n > 2

(2) [flo,(h, - -,(/n] = (]0[71‘(72 co Ol [(12,(]3, . --;(/n]-

Ako po konvenciji uvedemo da je prazan neprekidoi razlomak [] = 1, ova
rekurentna relacija vazi i za n = 1.
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1.3.2. Tvrdenje. (Ojlerovo pravilo)Neka jen > 1. Neka je za 0 < 2k <
n+ 1, Ty familija svih (n + 1 — 2k)-torki dobijenih tako $to je u n + 1-orci

(0,1,...,n) ispusteno k disjunknih parova uzastopnih brojeva, i neka je
5= 3 IIn
ey i€l

Tada je [0, 9, -, qa] = Zog?kgnﬂ Sk

Dokaz. Napomenimo da se u definiciji za n neparnoi k = n+1, dobija Si4,
kao suma jednog proizvoda, po praznom skupu, koji je po konvenciji jednak
1. Dokaz izvodimo transfinitnom indukcijom po n. Za n = 1, dobijamo
[90,91] = qoq1 + 1 8to je korcktna jednakost. Sada pretpostavimo da je n > 2
1 da je tvrdenje dokazano za sve brojeve manje od n, a dokazimo tvrdenje
za n. Prema [ormuli (2), imamo

[QO)(II)---,(In]:(]0[’11,(12---)%]‘*‘[(12,(13,---,(]11]

Prema indukcijskoj hipotezi [q1, 42, ..., ¢a] je jednak zbiru svih proizvoda
brojeva ¢q1,¢s, ..., q. kod kojih je, za 0 < 2k < n, ispuSteno k disjunktnih
parova uzastopnih elemenata iz (q1,¢2,...,qn). Kako se taj zbir mnozi sa
g0, dobijamo opet zbir proizvoda kod kojih je ispusteno k disjunktnih parova
uzastopnih brojeva iz niza (qo,q1,492,--.,qn), ali tako da nije ispusten par
(90,q1) - S druge strane, opet po indukcijskoj hipotezi, (g2, g, .- ., qn) jed-
nak je zbiru svih proizvoda brojeva ¢;,¢s, ..., ¢, kod kojih je, za 0 < 2k <
n~1, ispudteno k disjunktnih parova uzastopnih elemenata iz (g2, 93,...,¢n)-
Medutim tajzbir mozemo smatrati zbirom svih proizvoda brojeva gg, 91, 42,93, - - -, ¢n
kod kojih je, za 2 < k+1 < 2n+1 ispusten k -+ 1 disjunktan par uzastopnih
bojeva od kojih je jedan ispusteni par obavezno (qo, ¢1). Kako je pri svakom
ispustanju par (qo, 1) ili ispusten ili nije, [go, g1, - - ., ¢n] jednak je zbiru svih
proizvoda brojeva qg, q1, ..., ¢, kod kojih je, za 0 < 2k < n+ 1, ispusteno &
disjunktnih parova uzastopnih elemenata iz (go,q1,...,¢). O

1.3.3. Posledica. [g0,41,---,9n) = [@n) In-1,-- -, Q0]

Dokaz. Kako se pri invertovanju redosleda ne menjaju parovi uzastopnih
¢lanova, suma iz prethodnog tvrdenja ostaje nepromenjena. [

Primenjujuci invertovanje dobijamo rekurentnu relaciju (2) u pogodnijoj
formi
[CIm (I'n—l) L ‘JO] = (In[(/n—l, LR (IO] + [qn—-2a GT0ON) ‘IO]

Ako u prethodnoj relaciji opet primenimo invertovanje dobijamo

(3) [(IO»‘]M - ")q'ﬂ] = (In[‘]O)(II .. 'aqn—l] + [(10,(]1)- . ')Qﬂ.-?]-
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Ova relacija pogodnija je jer na desnoj strani ne vedimo promene na pocetku
neprekidnog razlomka veé na njegovom kraju.

Sada opet razmatramo s(qo, 41, .-, qa) gde su qo, g1, -, gn € NT. Neka
jeza0<m<n, Ap =1[q0,-- -, gm] 1 Boe = [q1, -, qm]. Tada je, prema (1),
A
B,

Na osnovu Qjlerovog pravila A,,, B,, € N, Rekurentpa veza (3), za m > 2
dobija oblik

'9((7()7"'»(7771) =

Am = qum—l + Am—Z
(4) Bm - (]mBm—l + ,Bm—2~

Kako je s(q0) = g0 = 51&‘ toje Ag = qo 1 By = 1. Takodc iz s(q0,q1) = 90§q11+l

imamo Ay = qoq1 +11 By = q;. Ove jednakosti, zajedno sa (4) u potpunosti
odreduju Ay, By, za k < n. Kako je s(qo,q1,-- ., qn) = %m, na taj nacin

)

dobijamo vrednost neprekidnog razlomka.
1.3.4. Tvrdenje. Zal <m <n je
(5) AmBm—l - [3771/‘771—1 - (‘I)m~l~

Dokaz. Indukcijom po m. Zam = 1imamo A3y — By Ag = (qoq +1) -1 —
¢190 = 1. Pretpostavimo da je tvrdenje tacno za m < n i dokazimo ga za
m+ 1.

Am+1Bm - Bm»HAm = ((]mﬁ‘l A + Am—l)]—;m - ((]m-l»l”m + [3"“1)Am
- [gvnAmvl - Am,ljn.' -1
= ~(./\,an_1 - BmAm—l)

= (=1) - (-1)""!
= (-1 O

1.3.5. Posledica. Neka je § = s(qo,-..,qn). Tada sc niz %”L, 0 <m < n,
alternativno odozdo pa odozgo priblizava broju .

Dokaz. 1z (5), dobijamo deljenjem sa B, By,
(6) Am  Amer (—x e ]
By By BBy

Otuda je ta razlika za m neparno pozitivna, a za mn parno ncgalivna. Kako
, prema (4), B3, raste, ta je razlika po apsolutnoj vrednosti sve manja. Otuda
je niz sa parnim indeksima rastuci a niz sa neparnim indeksima opadajudi.
[zmedu njih se kao poslednji (najvedi u rastucem podnizu ako je n paran i -

a

najmanji u opadajuéem ako je n neparan) nalazi razlomak %n- =% 0
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1.3.6. Primer. Kako j Je = = 5(5,1,4,3), to je prema formuli (4), Ag =5
A = 6, A2=291A3—93 Bo=1 B, =1, B, =51 By = 16, tako da
imamo 5 93 &

2 ¢ frgad e

] T ?6 61

1.4. Prosti brojevi

U ovom odeljku pokazujemo da su prosti brojevi gradivni materijal za
izgradnju svih celih brojeva. Takode pokazujemo da ih ima dovoljno za
tu ulogu, dakle beskona¢no mnogo. Ovde nalazimo i lep primer situacije
koja se ponavlja jos od antickog doba: Kada mislimo da je neko pitanje u
matematici potpuno razreseno, ispostavi se da to nije slucaj.

1.4.1. Tvrdenje. Neka jen € N,. Postoji prost broj p tako da pjn.

Dokaz. Tvrdenje dokazujemo transfinitnom indukcijom. Dakle, neka je n €
N,y i neka je tvrdenje dokazano za sve brojeve manje od n. Razlikujemo dva
slu¢aja.

Sluéaj 1. n je prost. Tada je n prost broj koji deli n.

Slu¢aj 2. n je slozen. Dakle, D(n) # {1,n}. Neka je £ € D(n) \ {1,n}.
Tada je 1 < k < n. Prema mdukcgskOJ hipotezi pOSLOJl prost broj p tako da
plk. Otuda i p|n, pa je tvrdenje dokazano. ([

1.4.2, Tvrdenje. Neka je n € Ny slozen broj. Postoji prost brojp < [\/n] "
tako da p|n.

Dokaz. Neka je n slozen broj. Dakle, D(n) # {1,n}. Neka je k € D(n)\
{1,n}. Kako k|n, to postoji | € N takoda jen =kl. [z 1 < k < n, sledi
1<l <n Kakojek <!lilil <k, bez gubljenja opStosti pretpostavimo
da je | < k. Prema prethodnom tvrdenju, postoji prost broj p tako da p|l.
Otuda je p <!, atime i p < k. Otuda je

pP<k-l=ntj p<[yal. O

1.4.3. Primer (Eratostenovo sito). Nalazimo sve proste brojeve manje
od 100. Kako je v/100 = 10, dovoljno je, kao slozene, odstraniti brojeve
deljive sa 2,3,5 1 7, osim njih samih. Preostali brojevi su prosti. Na taj]
nacin dobijamo listu

93,5 7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.
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1.4.4. Teorema. Prostil brojeva iima beskonacno mnogo.

Dokaz. Dokaz izvodimo svodenjem na kontradikciju. Dakle, pretpostavimo
da je skup /2 prostih brojeva konacan. Dakle, P = {py,...,px}, za ncko
k € N. Neka je

M:])l o Pk T L.

Kako M € Nj, to postoji prost broj p tako da p|A. Kako p € P, to postoji
i < k, tako da je p = p;. Dakle, p;|M. Sdruge strane, kako je A —1 = ps, za
ST=PL Pt Pigt e Py b0 M= 10 Otuda p M — (M — 1) t). pi]l.
Kontradikcija. IKako nas je pretpostavka da prostih brojeva ima konacno
mnogo dovela do kontradikcije, prostih brojeva ima beskonaéno mnogo. O

Znacaj narcdne teoreme vidi se i iz njenog tradicionalnog imena: Os-
novna teorema, arilmectike. Napomenimo da u formulaciji teoreme koristimo

konvenciju da je proizvod po praznom skupu jednak 1.

1.4.5. Teorema. Za svaki prirodan brojn € Ny, postoje jedinstveni k €
N, prosti brojevi py < py < -+ < piiay,...,ap € Nt tako da je

n=pipyt oo pet.
Izraz p{* - pg? - ... p* nazivamo prostom [aklorizacijom broja n.

Dokaz. Teorcmu dokazujemo transfinitnom indukcijom pon € Ny. Zan = |
imamo za £ = 0 da je | proizvod po praznom skupu. Neka jen > 21 pret-
postavimo da je za s < n, tvrdenje dokazano. Najpre dokazimo postojanje
faktorizacije za n.

Prema Tvrdenju 1.4.1., postoji prost. hroj p tako da p|n. Neka je n = pt,
za t € Ny Kako je p > 1, to je { < n. Na osnovu indukcijske hipoleze,
postoji prosta faktorizacija broja n. Dakle, postoji [ € N, prosti brojevi
< q << qif,.. ., Br€ NT, tako da je

t=q" -qu-.,.-qlﬂ'.
Sadajen=p- L= r/lﬁ' : qfY e q,ﬁ’. Razlikunjemo dva slucaja.
Slucaj 1. p € {q1,...,q}. Neka je ¢ < [, tako da je p = ¢;. Tada je
B I Bi41 A
n=gt gyt g g
Slucaj 2. p ¢ {q1,--.,q}. Mogu nastupiti tri mogucnosti: Da je p manji

od svih elemenata skupa {q;,..., @}, veca od svih njil ili da postoji 7 <!
tako da ¢; < p < q;41. Analizira¢emo samo tredu mogudénost. Ostale dve se
analizaraju analogno. Neka je

p;=q;, a; =5, za g <z
pj:pv(szlz;\.]':i%—]
;= G-, o5 = ;-1 za ) > 14
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. [a 4N

Sadajeza k=141, n=p]" -py% ... P~
Ostaje da pokaZemo da je ova faktorizacija jedinstvena. Neka je
n=p{-py?e PRt =8t syt 8

Dokaza¢emo najpre da je p, = s;, za neko ¢ < I. Pretpostavimo suprotno,
da je za svako i <[, p; # s;. Otuda je za svako i < [, (p1,s)") = 1. Prema
Posledici 1.2.9. (iii), (p),n) = 1, $to je u kontradikciji sa py|n. Na isti nacin
pokazuje se da postoji j < k, tako da je s; = p;. Sada imamo '

p;i=8 <S8 =p.

Kako je po definiciji p; < pj, to je p; = p1, dakle, s; = p;. Podelimo obe
strane jednakosti sa p; = s;. Dobijamo

n o
(*) —=p"' :

-1

Ak _S'Yl .S'YQ'... 9
1 2

Pt

m
Py Pt = 8y

Razlikujemo dva sluéaja.
Sluéaj 1. a3 = 11ili 7 = 1. Ako je o) = 1, tada imamo faktorizaciju

ﬁ = py? - ... pp*. Kako je E?f < n, prema indukcijskoj hipotezi ;‘—1 ima
jedinstvenu faktorizaciju. Zato, ako biimali y; > 1, tada bi s7* ~'-sJ2.. . .-s]",
J ) Y ) 1 2 {

bila takode faktorizacija broja :_.' Na osnovu jedinstvenosti faktorizacije

imali bi s; = ps, suprotno ¢injenici s; = p, i p; < p3. Dakle, 77 = 1, pa
je s3?-...- 8" faktorizacija broja 2. Na osnovu jedinstvenosti faktorizacije
brojaﬁ,jek—l:l—lizasval<02§i§k,jep,-:q,-iai:'y,-. Kako
je ve¢ pokazano da je py = s; i @ = 71 = 1, dokazana je jedinstvenost
faktorizacije. Do iste situacije dolazimo i ako najpre pretpostavimo v, = 1.

Sluéaj 2. ay,y1 > 1. Tada u jednakosti'y imamo faktorizacije broja
5”7. Kako je % < n, to prema indukcijskoj hipotezi :—1 ima jedinstvenu
faktorizaciju. Zato je k =1 i

oy —1=vm-1
ai:’y{)QSiSk

Time je dokazana jedinstvenost faktorizacije brojan. O

Prethodna teorema predstavlja osnovu za kodiranje konaénih nizova prirod-
nih brojeva prirodnim brojevima. Najpre objasnimo ideju kodiranja. Dakle,
u manipulaciji sa nekom klasom objekata A veliko pojednostavljenje moze
se posti¢i ako svakom od objekata A € A pridruzimo kod (etiketu) a iz klase
B. Manipulacija se onda vréi sa kodovima umesto s objektima. Na kraju se -
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rezultantni kod nazad prevodi u objekat, $to je proces dekodiranja. Tipicni
primeri su pridruzivanje broja knjigama u biblioteci, ili klijentima videco-
kluba. Knjige se onda lakse nalaze, a uprava bibliotcke ne mora klijente da
drzi u kartoteci. Neka ogranicenja ocigledno posioje. Pre svega, vazno je da
i kodiranje i dekodiranje budu jednoznacni. Time sc izbegava da neko uzima
knjigu , kada veé duguje jednu (na drugu ¢lansku kartu), a lakode i da se ne
zna koji od dva clana duguje knjigu.

N

1.4.6. Posledica. Neka je (pn)newn, skup prostih brojeva poredanih u
rastudi niz. Preslikavanje [ N<¥ — N definisano sa

o+ .
flag, o) =p0 ...]‘);C"F

je 1 — 1 preslikavanje.

Dokaz. Neka je za k,le NV i{ay, ..., o), (..., B, € 1

f(()'l)--'y('\"k):f(/jlw"-)ﬂ[) = .

1 RS IR 1 o : . :
Tada su p{' HoopfF i pr L Taktorizacije broja n. Kako n ima

jedinstvenu laktorizaciju, to je k = {1 za ¢ < k je a; 41 = §; + 1, dakle s
a; = f;. Time smo pokazali da je (ay,...,ox) = (F),...,4). Dakle, f je
1 — 1 preslikavanje.

Kao posledicu dobijamo i to da je skup N<* prebrojiv.

1.4.7. Posledica. Prirodan broj je kvadrat akko u prostoj laktorizaciji
ima sve 1zloZioce parne.

Dokaz. Neka je n € Ny incka jen=p{" -p5? - .. pl* prosta faktorizacija -
. . . . 3.
broja n. (=) Neka je n = m?, i ncka joe m = qlﬁ‘ -r/éz : ,..-q,ﬁ' prosla
faktorizacija broja m. Odavde je,
n=pl gt =

Kako je faktorizacija brojan jedinstvena, | = &, 12000 < k, q; = p; t oy = 20,

(<) Pretpostavimo da n ima sve parnc izloZioce u faktorizaciji. Dakle,
n= pfﬂ‘ -p%ﬁ’ o .~piﬁ" , za neke k € Nt proste brojeve p; i prirodne brojeve
fie Nt i<k Zam= 7)?' -p'f? -...~pf“ jen =m?2 [

1.4.8. Posledica. Nekasua,b,c€ Nt (a,b) = 1 iab=c Tada postojc
k,le N tako da jea=k*ib=1I[%

Dokaz. Neka je a = p?‘ ~p§7 : ...-7)f* b= (/lﬁ‘ ~(]§’2 : ...-(/lﬁ‘. Kako je

(a,b0) =1, to je pi # q;, za svaki 1 < kij <[l Otnda je

" f 3
c ::a-b—-p?‘-7)3”...-7),5"-(]{"-q,ﬁz-...-q{ﬁ'.
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Kako je izraz na desnoj strani, do na uredivanje po veli¢ini osnova, prosta
faktorizacija broja ¢?, prema prethodnom tvrdenju, imamo da je za svako
1 < k, «; paran broj i za svako j <[, f; je paran broj. Prema prethodnom
tvrdenju, a i b su kvadrati. [

1.4.9. Definicija. Funkcija f: Nt — N je multiplikativna, ako za svaki
a,be NT,
(a,0) = 1= f(ab) = f(a) f(b).

1.4.10. Lema. Ako je p prost brojik € NT, tada je D(p*) = {p* : 0 < -
i < k}.

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po k. Za k = 1 je, po definiciji prostog
broja, D(p') = {1,p} = {p°, p'}. Pretpostavimo da je tvrdenje dokazano
za k i dokazimo ga za k + 1. Neka je d € D(p*) tj. d|p*t!. Pretpostavimo
najpre da je (d,p) = 1. Tada iz d|p*¥ -pi (d,p) = 1 imamo d|p*. Prema
indukcijskoj hipotezi d = p', za neko ¢ < k. Medutim za ¢ > 0 bi imali p|d,
suprotno pretpostavci (d,p) = 1, dakle 1 = 01 d = p° = 1. Pretpostavimo
sada da je (d,p) > 1. Kako je D(p) = {1, p}, to je (d, p) = p, dakle p|d. Neka
jec= % Tada iz cp|p**! skraéivanjem dobijamo ¢|p*. Prema indukcijskoj
hipotezi ¢ = p, za i < k. Otuda je d = pc = p't!, gde jei+1 < k+ 1. Time
je tvrdenje dokazano. O

1.4.11. Definicija. Neka je n € N*. 7(n) = |D(n)|.

1.4.12. Tvrdenje. (i) 7 je mulliplikativna funkcija.
(i) Neka jen =p7'-...-pi*, gdejek € N*,py < ..., < pi prosti brojevi .
iay,...,ar € Nt prosta fakrorizacija broja n'€ N,. Tada je

T(n)= (e +1) ... - (ax+1).

Dokaz. (i) Neka je a,b € N, (a,b) = 1. Tada d|ab akko d = d,d,, d,|a i
dp|b. Dakle, pridruzivanje d — (dg, dp) je bijekcija iz D(ab) u D(a) x D(b).
Dakle, 7(ab) = (a) - 7(b).

(ii) Prema prethodnoj lemi, za ¢ < k, 7((p;)**) = a; + 1. Kako su p{, za
i < k, dva po dva uzajamano prosti, tvrdenje sledi iz (). O

1.4.13. Definicija. Neka je n € N*. o(n) = 3 cp(n) @-
Analogno prethodnom tvrdenju moze se pokazati,

1.4.14. Tvrdenje. (i) o je multiplikativna [unkcija.
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(i) Neka jen = p' - pi*, gde jek € N*, py < ..., < py prosti brojevi i
oy, ...,ar € Nt prosta fakrorizacija broja n € N, Tada jo

o +b ] g+l |
omy=Pr T B _
Py — 1 pr— |

Dokaz. Dokaz ostavljamo ¢itaocu kao vezbu., O

1.4.15. Primer. Posmatrajmo ostatke pri deljenju sa 4. Kako C;, 0 <1 <
3, &ine particiju skupa 7, posiavlja se pitanje kako je beskonaéni skup P
rasporeden u odnosu na njih. U Cy, nema prostih brojeva jer za a € (g,
{1,2,4} C D(a). Kako su svi brojevi iz Cy parni, to za svaki @ € Cy,
{1,2} C D(«). Otuda je jedini prost broj u €3 broj 2. Dakle, svi prosti
brojevi osim 2 su rasporedent u Cy i Cy. Dali obe klase sadrze po beskonadéno
mnogo brojeva? Imitirajuci dokaz Teorcine 1.4.4., dokazadcmo da Cy sadrzi
beskonacno mnogo prostih brojeva. Dakle, pretpostavimo suprotno, da je
P N Cj konacan skup. Dakle PN Cy = {py,...,px}, za ncko k € N. Ncka
je M =4py...pr — 1. Ocigledno M € C3. Neka je M = "' .. .q? prosta
faktorizacija broja M. Kako je M neparan broj, 7a svako 1 < s, q; € C} ili
gi € C3. Ako bi za svaki 1 < s, imali ¢; € Cy, onda bi, na osnovu Primera
1.1.7., imali M e C;. Kako M € (3, to postoji ¢ < s, tako da ¢; € Cj.
Dakle, i € PN C3. Otuda je ¢; = py, za neki j < k. Tada imamo, kao u
dokazu teoreme, da p;|M i p;|M + 1, paimamo p;|L. Kontradikcija.

Dokaz daiu ') ima beskonaéno mnogo prostil brojeva ne moze se izvesti
na ovaj nac¢in. Problem je §to broj u € moze imali sve proste laktore iz Csy,
kao na primer broj 9. Dokaz odlazemo za odeljak 1.12.

Bez dokaza navodimo teoremu koja uopstava prethodni primer.
1.4.15. Teorema (Dirisle). Neka jen ¢ NV, a € Z, | ncka za 1 € Z,,
Ci={me Z :remy,(m) =1} . C;sadrzi beskonacno mnogo prostih brojeva
akko (¢,n) = 1.
1.4.16. Definicija. Zan € N, n(n) = |{t <n 1 je prost broj }.

Funkcija m je ocigledno neopadajuéa. Prirodno se postavlja pitanje njenog
asimptotskog ponasanja. Opetl bez dokaza navodimo teoremu koja daje tu
procenu kada n — co.

1.4.17. Teorema(Hadamard, de la Vallée Poussin).
n

In(n)’

Ty A2

1.4.18. Primer. Prethodna tcorema nam daje grubu ideju o funkciji m(n)
bez dugog racunanja. Na primer, za n = 10° dobijamo procenu w(n) =2

6—,711(();;0) ~ 72.382, dok je m(n) = 78.498.
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1.5. Ojlerova funkcija

1.5.1. Definicija. Neka jen € Ny. &, = {¢ < n: (a,n) = 1}. Ojlerova
funkcija je funkcija ¢ : Nt — N definisana tako da je za n € Ny, ¢(n) =
| D). -

Kako je za svaki n € Ny, (n,1) = 1, to 1 € &,, dakle p(n) > 1. S druge
strane kako je ®, C Z}, to je p(n) < n.

1.5.2. Primer. Kako je 7 = {1,2,3,4,5,6}, to je ¢(7) = 6. Sli¢no je
®; ={1,5,7,11}, pa je ©(12) = 4.

1.5.3. Tvrdenje. (i) Ako je p prost brojik € NT, o(p*¥) = p* — p*=1.
(i1) ¢ je multiplikativn funkcija.
(i) Neka jen =p{*.....pi*, gdejek € N*, py < ..., < px prosti brojevi
iay,...,ar € NT prosta faktorizacija brojan € Ny. Tada je

o) —1 ag—1

pln)=(py" —p" 7)o (Bt =T )

Dokaz. (i) Neka je S = {a < p*: (a,p*) > 1}. Neka jezaa € S, (a,p*) = d.
Kako d|p¥, to je, prema Lemi 1.4.10., d = p, za neko i < k. Kako je d > 1,
to je ¢ > 0. Otuda p|d. Kako d|a, to p|la. Dakle,

5‘:{a5pk:p|a}:{a§pk:a:pb za ncki b}
= {pb:pb < p"}
= {pb: b <pF'}.

Otuda je |S| = p*~1. Kako je Z;r. = SUP, to je p(pk) = || = pF—p*~t. '

(i)Neka je f : &5 — @4 x &, definisano tako da je f(a) uredeni par
(remg(a), remi(a)). Pokazimo najpre da je f dobro definisano tj. da za
a € @y, remy(a) € &k i remy(a) € ¢;. Neka je remy(a) = r 1 (r,k) = d.
Kako kla — r, to dla — r. Kako d|r, to dla. Kako d|k, to d|kl. Dakle,
d € D(a,kl). Kako je a € &4y, d = 1, dakle » € ®,. Sli¢no pokazujemo
rem(a) € ¢;.

Pokazimo da je f 1-1 preslikavanje. Dakle, neka je za a,b € @y, f(a) =
f(b). Tada je remy(a) = remy(b) i rem;(a) = remy(b). Otuda k|b ~a i
lJb —a. Kako je (k,!) = 1, prema Tvrdenju 1.2.9.(iv), ki|b — a. Kako je
1<a,b<kl,toje|b—a| < klpajea=hb.

Ostaje da dokazemo da je f preslikavanje na. Neka je s € &, i ¢t € ;.
Prema Bezu-ovoj teoremi, postoje u,v € Z tako da je 1 = uk + vl. Neka
je @ = remy(vis + ukt). Pokazimo da je a € ¢y. Po definiciji ¢ imamo
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0 <a < kl. Neka jed = (a,kl) > 1. Prema Tvrdenju 1.4.1., postoji prost
broj p tako da pld, dakle pla i plkl. Wako je (k,1) = 1, prema Tvrdenju 1.2.9,
plk ili p|l. Bez gubljenja opstosti pretpostavimo da plk. Kako je (k, () =1,
ptl Iz 1 =uk-olipluk, imamo p{ vl, jer bi u suprotnom dobili p|1.
Prema Tvedenju 1.2.1., d = (vls 4 ukl, kl), pa plvls -+ ukt. Kako plk, to
plukt pa imamo plvls. Kako p t vl, to imamo p|s. Sada imamo pls i plk,

suprotno pretpostavel s € . Iz dobijene kontradikeije zakijucujemo da je
(a,kl) = 1. )

Ostaje da dokazemo da je f(a) = (s,1). Kako je a = remyg(uls + vkt), to
je a = qkl 4 ukl 4 vls, za ncki ¢ € Z. Zamenom vl = 1 — uk dobijamo

a = qkl +uklt + (1L — uk)s = k(gl + ut — us) + s.

Kako je 0 < s <k, po definiciji je remy(a) == s.

Dualno se pokazuje da je rem(a) = ¢t. Dakle, f{a) = (s,t). Time je
pokazano da jo f "na” preslikavanje, dakle bijekcija.

Otuda je || = [Py - [P)] 1. @(kl) = (k) - (1),

(iii) Kako su pi, ¢ <k, uzajamno prosti brojevi to je

p(n) = o) - e(pi*)
=(p7 =Pl =T,

1.5.4. Primer. Kako je 360 = 2° - 3% -5, to je ©(360) = (2% ~ 2%3)(3? —
3)(5 - 1) = 96.

1.6. Relacija kongruencije po modulu
Sk
1.6.1. Definicija. Ncka joe m € Nt Relacija —,, definise tako da je za
a,be 7,
04 Zm b mlb-a.

1.6.2. Tvrdenje. Neka je m € Z ia,b € 7. a =, b akko remp,(a) =
remoy, (b).

Dokaz. Neka je remp,(a) = r i rem,, () = 5,0 < r,s < m. Tada je za
neke brojeve q,¢' € Z, a = mq+r 10 = mq + 5. Dez gubljenja opstosti
pretpostavimo da je r < s Tada je b —a = m(q — q) + (s — r). Kako je
0<s—r<mtom|ls—rakkos—r =0t s = r. Kako mlb— a akko
mls —r, to m[b —a akko s = r.
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1.6.3. Tvrdenje. Neka jem € Nt.
(i) =, je relacija ekvivalencije skupa Z.
(i) Z/ =pm={i/ =m: 0 <1 < n}.
(ili) Za0<i<n, i/ =p=mZ +1.
Dokaz. (i) Sledi trivijalno iz prethodnog tvrdenja, jer je =, svedena na
jednakost ostataka.

(i) Neka je a € Z i neka je rem,,(a) =1, 0 <1 < n. Kako je rem,,(a) =
remq(t) = i, to je ¢ =, 1, dakle ¢/ =,= 1t/ =n. Otuda je Z/ ==
{i/ =m: 0 < i < n}. Sve navedene klase su razlicite medu sobom. Zaista,
ako je 0 < i< j < n,tada je remp, (1) =1 # 7 =remn(j), dakle i %, 7, pa
jet/ =En#t i/ =m.

(iii) Neka je 0 < 7 < n. Tada je

a€l/=, L a=,1
& remp(a) =1
& 3g(a = mq +1)
& a€Ems

1.6.4. Primer. U Primeru 1.1.7., Cy, Cy,Cy i C5 su klase ekvivalencije za
=%
1.6.5. Tvrdenje. Neka jem,n€ Nt ia,b,¢c,d€ Z.

() a=pb&e=nd=2>atc=n b+ d

(i) a =m b= ac =, be.

(i) a=p b&c=pd=>a-c=, b d

(iv) a=p b= a™ ="
Dokaz. (1) Prema definiciji relacije =, m|b—a i m|d — ¢c. Prema Tvrdenju
1.1.4.(1), m|(b—a) + (d = ¢), tj. m|(b+d) — (a+¢). Otuda je a4+ ¢ =, b+d.

(ii) Opet imamo m|b—a. Prema Tvrdenju 1.1.4.(ii), m|e(b—a) tj. m|be—
ac. Po definiciji je ac =,, be.

(iii) Neka je a =, b1 ¢ =,, d. Prema prethodnom delu, imamo ac =,, be
i be =, bd. Kako je =,, tranzitivna, ac =,, bd.

(iv) Neka je a =,, b. Dokaz da je a™ =, b" izvodimo indukcijom po n,
pri ¢emu za indukcijski korak koristimo (iii). Dakle, za n = 1 tvrdenje je
trivijalno zadovoljeno. Pretpostavimo da je tvrdenje dokazano za n € N¥,
dakle a™ =, b". Dokazimo tvrdenje za n + 1. [Kako je a™ =, b™ i ¢ =,, b,
prema (iii), dobijamo a™ - a =, b™ - b, tj. a™*t! =, b™*. Time je tvrdenje
dokazano.

[z prethodnog tvrdenja zaklju¢ujemo da se relacija =,, ponasa kao jed-
nakost u odnosu na operacije sabiranja i mnozenja. To nam omoguéuje da
izratunavamo ostatke nekih brojeva bez njihovog efektivnog izraéunavanja.
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1.6.6. Primer. lzracunacemo ostatak broja 6'9% pri deljenju sa 7. Kako
Je 6 =7 —1, to je prema tacki (iv) prethodnog tvedenja,

G998 =, (_1)192)8 —

Dakle, razmatrani broj daje ostatak 1 pri deljenju sa 7.
Pojednostavljenje se ne postize uvek u jednom koraku. Izrac¢unajmo os-

tatak pri deljenju 31799 s 11, Sada jo .
U =3 gts
=1, 3 (31
=3 (~2)999
=y =32t
=, =45 (25)19

= __]‘,-—)‘(_Ulf)f)

1.6.7. Primer. lzvescemo testove za deljivost sa 3,91 11, Neka jo n =
ax - 105+ -+ a, - 10+ ay dekadni zapis broja n. Kako je 10 =5 1i 10equivg1,
to je

n =q n,k-]k—l—-~+(l,, 1+ ag.

Dakle, broj j pri deljenju sa 9(3) daje isti ostatak kao i njegov zbir njegovih
cifara.

Slicno, koristedi da je 10 = =1, dobijamo da n pri deljenju sa 11 daje
isti ostatak kao broj ag —ay +ay + -+ (=1 Fay.

U odnosu na relaciju =, jednacine se mogu rcdavali kao 1 kod obitne
jednakosti. Medutim, kod skradivanja relacija =, 1ima neka ogranicenja.

1.6.8. Tvrdenje. Neka jemn,n€ N* ia,b,c,de 7.

(i) Akodla, dlbi(d,m)=1, tadaa=,, b*> 2 =, 5.
(ii) Akodla, d[bid|m, tadaa =, b & =y &

Dokaz. (i) Ncka je dla, d|b, (d,m) = 1,1 a =, 0. Neka jeay = 51b; = %
Kako m|b — a, to imamo m|d(b; — a;). Kako jo (m,d) =1, prema Tvrdenju
1.2.9. (i), imamo m[by —ay. Dakle, ay =, by 1) § = %

(it) Neka je a = ayd, b = byd, m = myd i a =,, b. Sada imamo m|b - a

tj. b—a = mil, za ncki £ € 7. Zamenom vrednosti za a, b i m dobijamo
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byd — ayd = mdi. Skradivanjem jednakosti sa d, dobijamo by — @) = myl.
Otuda imamo my|b; — a1 tj. ay =m, by. Kako je a; = Sib = 3, tvrdenje
je dokazano.

1.6.9. Primer. Pokazad¢emo da skracivanje moze biti nekorektno ako nisu
zadovoljeni uslovi prethodnog tvrdenja.

Ako relaciju 8 =g 20 skratimo sa 4 dobijamo 2 =¢ 10, Sto nije tacno jer
61(10-2).

1.7. Sistemi ostataka

1.7.1. Definicija. Neka je m € Ny. Potpuni sistem ostataka modulo m, u
oznaci PSO,,, je transverzala faktor skupa Z/ =,,.

1.7.2. Primer. A = {6,5,19,90,24,33,100,55} je PSOg. Zaisla 24 €
0/ =g, 33 € 1/ =4, 90 € 2/ =¢, 19 € 3/ =g, 100 € 4/ =, 5 € 5/ =g ,
GES/E&iSSE?/Eg.

1.7.3. Tvrdenje. Neka je A potpuni sistem ostataka modulo m. Tada,
(i) Za proizvoljne a,b € A, ako je a # b onda je a £m b.
(i) Neka je s € Z. Postoji a € A, tako da je a =, s.
(i) |A| = m.

(i) Neka su a,b € A, ¢ # b. Kako je A transverzala skupa Z/ =, i
a€al=m, beE b/ =n, tojea/ =p# b/ =5, Otuda imamo a #,, b.

(ii) Neka je s € Z. Kako je A transverzala skupa A/ =, 15/ =€ A/ =,
to postoji a € A, tako da a € s/ =,,. Po deliniciji klase ekvivalencije je
a=pS.

(iii) Neka je f: A = Z/ =,, definisano sa, f(a) = ¢/ =m, @ € A. Kako
je A transverzala skupa Z/ =,,, dakle iz svake klase ckvivalencije sadrzi .
po taéno jedan element, f je bijekcija. Otuda je |A| = |Z/ =, |. Prema
Tvrdenju 1.6.3. (i), |Z/ =,. | = m, dakle |A| = m.

Ma koja dva od tri uslova iz prethodnog tvrdenja definisu A kao PSO,,.
Mi formulisemo i dokazujemo jedno od tih tvrdenja.

1.7.4. Tvrdenje. Neka je m € Nt. Ma kojih m nekongruentnih celih
brojeva nekongruentnih po modulu m ¢ini PSO,y,.

Dokaz. Neka je A skup od m brojeva koji zadovoljavaju uslove tvrdenja.
Neka je, kao u tacki (iii) prethodnog tvrdenja, f : A = Z/ =,, definisano sa
fla) =a/ =m,a € A. Neka je a,b € A, a # b. Po pretpostavci tvrdenja je
a#n b, pajea/ =n# b/ =n. Dakle, A iz svake klase ekvivalencije sadrzi
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najvise jedan clement. S druge strane, dokazali smo da jo f{a) £ [(b), za
a # b. Time smo pokazali da je [ 1-1 preslikavanje islobrojnih konaénih
skupova A1 7/ =,,. Prema Tvrdenju 77, [ je bijekcija. Otuda za svaki
C € Z) =, postoji a € A, tako da je f(a) = C, tj. a/ =,,= C, odnosno
a € C. Dakle, A iz svake klase ckvivalencije sadrzi po bar jedan element.
[{ako smo vee pokazali da A iz svake klase sadrzi najvise jedan element, A
je transverzala skupa Z/ =,,.

1.7.5. Posledica. Ma kojilh mn uzastopnih brojeva cini PSO,,.

Dokaz. Kako je razlika ma koja dva clana tog skupa po apsolulnojvrednosti
manja od m, Lo su oni nckongruentni pa, prema prethodnom tvedenju, éine

PSO,..

1.7.6. Primer. 7,, = {0,1,...,m—1} je SO,,. Ovde smo iz svake klasc
izabrali najmanji pozitivni clement. Ako iz svake klasc izaberemo element sa
najmanjom apsolutnom vrednoséu dobijamo 1°50,,. Ako je in = 2k paran
broj, onda taj SO, tma oblik 0,:-1, ..., &k = 1), k. Ako je m = 2k + 1,
tada taj ’SO,, ima oblik 0,1, ... L&

1.7.7. Tvrdenje. Ncka je A PSO,, 1 ¢ Z, tako da je (e,m) = 1. Tada
jezamakojide Z, cA+d-~ {cx+d:ac A} PSO,,.

Dokaz. Neka je S = cA-Fd. Dokazacemo da je .5 skup od m nckongruentnih
(po modulu m) brojeva. Ncka je f: A — S, definisano sa f(x) = cz + d.
f je po dehniciji skupa S na preslikavanje. Neka je a,0 € A tako da je
a # b. Dokazacemo da je f(a) %, f(I). DPretpostavimo suprotno, da je
fla) =m f(b). Sada imamo

co +d =, ch4d.

Dodavanjem —d obema stranama relacije dobijamo ca 2:,, c¢b. Kako je
(c,m) = 1, prema Tvrdenju 1.6.8. (i), skradivanjem sa ¢ dobijamo a =,, b.
To je u kontradikeiji sa ¢injenicom da su a1 b razliciti clementi 250, naime
A. Iz dobijene kontradikeije zaklju¢ujemo da je f(a) #£,. f(b). Odalle za-
kljucujemo da je [ bijekeija i da je S skup nckongruentnih brojeva. Kako
je |Al = m, to je i |S| = m. Dobili sino da je S skup od m nckongruentnih
celih brojeva, pa tvrdenje sledi iz prethodnog.

Primetimo da se klase ekvivalencije po modulu 7 ponagaju uniformno po
pitanju uzajamne prostosti sa m.

1.7.8. Tvrdenje. Nekajem € Ny, a € 7 i(a,m)= 1. Zasvakib € af =,
(b,m) = 1.
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Dokaz. Neka Je bea/=ntj a=,0 ingkaje d=(bwm). Kako m|b- a,
to postoji t € Z, tako da je b — a = mt. Ka'kn.d].b_x__d_lml,.‘be—d-l-a——{)ﬁd
(Lill(&_m)_K@kmﬂcﬂ-rmJ—-l-rw—JHl*Ll (&, )= (6, w)=

Na osnovu toga kazatemo da je klasa ekvivalencije a/ =,, uzajamno
prosta sa m ako je a (a time i ostali predstavnici klase) uzajamno prost
sa m. Skup klasa ekvivalencije uzajamno prostih sa m oznaéiCemo sa R,

1.7.9. Definicija. Neka je m € Ny. F° C Z je redukovani sistem ostataka
modulo m, skra¢eno RSO,,, akko je transverzala skupa R,,.

1.7.10. Primer. Kako je Z/ =¢= {0/ =¢,...,5/ =g}, i samo su 11§
uzajamno prosti sa 6, to je {1,5} RSOq.

1.7.11. Tvrdenje. Neka jem € Ny, A PSOp, i F={a € A: (a,m) = 1}.
I je RSO,,.

Dokaz. Kako je Z/ =p= {a¢/ =m: a € A}, to je R = {0/ =m: a € F}.
Dakle, F' je RSO,

1.7.12. Posledica. Nekaje m € N,.
(i) &m je RSO
(i) [Ru| = @(m).

Dokaz. (i) Kako je Z,, PSO,,, tvrdenje sledi iz prethodnog.
(i) Kako je ®,, transverzala skupa R, to je preslikavanje f: ¢, = Rn
definisano sa f(a) = a/ = Rl = |®al = p(m).

1.7.13. Tvrdenje. Neka je I’ redukovani sistem ostataka modulo m.
(1) Za proizvoljne a,b € F, ako je a # b onda je a #,, b
(it) Neka je s € Z tako da (s,m) = 1. Postojia € I', tako da je a =, s.
(i) |F] = p(m).

(i) Neka su a,b € F, a # b. Kako je A transverzala skupa R,, i a €
e/ Em, bE b/ =, to je af =p# b/ =4 Otuda imamo a #,, b.

(i) Neka je s € Zi (s, m) = 1. Kako je A transverzala skupa R,,, , kome
pripada s/ =,,, to postoji a € A, tako da a € s/ =,,. Po definiciji klase
ckvivalencije je a =,, s.

(iii) Neka je f: F — R,, definisano sa f(a) = ¢/ =, ¢ € F. Kako
je F transverzala skupa R,,, dakle iz svake klase ekvivalencije sadrzi po
tatno jedan element, f je bijekcija. Otuda je |F| = |Rn|. Prema Posledici
1.7.12.(i1), |Rm| = w(m), dakle || = (m).

Ako je I skup brojeva uzajamno prostih sa m, onda ma koja dva od
tri uslova iz prethodnog tvrdenja definisu F kao RSO,,. Mi formulisemo i
dokazujemo jedno od tih tvrdenja.
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1.7.14. Tvrdenje. Ma kojilh @(m) celili brojeva nckongrucntnili po mod-
ulu m,uzajamuno prostih sa m ¢ini 1’SO,,.

Dokaz. Neka je 17 skup od @(m) brojeva koji zadovoljavaju uslove tvrdenja.
Neka je, kao u tacki (iii) prethodnog tvrdenja, [ @ 7 — It,, definisano sa
f(a) = af =, o € A Kako je (a,m) = 1, to je [(a) € R,,, dakle pres-
likavanje je korcktno definisano. Ncka je a,0 € A, a # b. Po pretpostavci
tvrdenja je a #,, b, pa je a/ =n7# b/ =, Dakle, I" iz svake klase ckvi-
valencije iz J¢,, sadrii najvige jedan element. S druge strane, dokazali smo
da je f(a) # [f(b), za a # b. Time smo pokazali da je [ -1 preslikavanje
istobrojnih konacnih skupova 71 I, Prema Tvrdenju 7?7, f je bijekeija.
Otuda za svaki C € I, postojia € I, tako daje f(a) = C ). af == C,
odnosno a € C. Dakle, A iz svake klase ekvivalencije 12 It,, sadrzi po bar
jedan element. Kako smo ved pokazali da A 1z svake klasc sadrZi najvise
jedan element, [ je transverzala skopa 11,

1.7.15. Tvrdenje. Neka je I' RSO, 1 ¢ € Z, tako da je (e,m) = 1. Tada
jecl'={cz:x €I} RSO,,.

Dokaz. Neka je .S = ¢I'. Neka je s € S. Po definiciji skupa S, s = ca za
neki @ € I'. Kako je (¢,m) = 11 (¢,a) = 1, to je i (¢,s) = [. Dakle, S je
skup brojeva uzajamno prostih sa m. Dokazacemo da je .5 skup od ¢(m)
nekongruentnih (po modulu m) brojeva. Neka je [ A4 = 5, deflinisano sa
f(z) = cx. [ je po deliniciji skupa § "na” preslikavanje. Neka je a,b € A
tako da je a # b. Dokazacemo da je f(a) #.. [(b). Pretpostavimo suprolno,

da je f(a) =,, [(b). Sada imamo
ca =, cb.

Kako je (c,m) = 1, prema Tvrdenju 1.6.8.{i), skracivanjem sa ¢ debijamo
a =, b To je u konlradikeiji sa €injenicom da su a i b razhiciti elementi
RSO, naime I". Iz dobijene kontradikcije zakljucujemo da je f{a) # [f(b).
Odatle zakljuéujemo da je [ bijekcija i da je S skup nckongrnentnih brojeva.
Kako je || = w(m), to je i |S] = ¢(m). Dobili smo da je S skup od m
nekongruentnih celih brojeva nzajamno prostih sa m, pa tvrdenje sledi iz
prethodnog.

1.7.16. Posledica. Neka jem € ny i ¢ € Z, tako da (¢, m) = 1. Postoji
be Z, takoda jec-b=,, 1.

Dokaz. Ncka je /' RSO, 1.5 = cf’. Prema prethodnom tvrdenju, S je
RSO,,. Kako je (1,m) = 1, prema Tvrdenju 1.7.13. (i1), postoji s € §
tako da je s =,. 1. Po defniciji skupa S, s = ca, za ncki a« € 7. Otuda je
ca=,1. O



26 [. TEORIJA BROJEVA
Kao jednostavne posledice dobijenih rezultata imamo velike teoreme Teorije
brojeva.

1.7.17. Teorema (Ojlerova teorema). Neka je m € Ny i ¢ € Z tako da
Jje (e,m) =1.

Dokaz. Neka je F RSO, i S = ¢F = {cz|z € I"}. Prema Tvrdenju 1.7.15,
S je RS0,,. Kako, na osnovu Tvrdenja 1.7.13, za svaki broj iz S postoji
tacno jedan broj iz F koji je sa njim kongruentan, to je [[S =, [] F. Kako
su svi brojevi iz .S uzajamno prosti sa m, to je i [[.S uzajamno prost sa m.
Kako je

HSZH{CIL‘:I € F}
= ¢#(m) H{z 1z € F)
= #lm) H F

m P HS.

Kako je [[ S uzajamno prost sa m, skraé¢ivanjem sa [[.S dobijamo traZenu
jednakost. O

1.7.18. Posledica (Mala Fermaova teorema). Neka je p prost broj i
a € Z, tako da pta. Tada je

Pl =, 1

Dokaz. Kako pta, toje (a,p) =1. Kako je ¢(p) = p — 1, tvrdenje sledi iz
prethodnoh. [0

Mala IFermaova teorema iskazuje se i u drugom obliku.

1.7.19. Posledica. Neka je p prost brojia € Z. Tada je
a? =, a.
Dokaz. Ako p t a, onda prema prethodnoj posledici imamo a?™! =,, 1.

MnozZenjem te jednakosti sa a dobijamo zeljenu jednakost.
Ako pla, tada je a =, 0, pa je a? =, u =, 0. O

Dokazimo jednu lemu koju koristimo u dokazu sledece teoreme.
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1.7.20. Primer. Prethodne teoreme omoguéuju nam da brize ratunamo
ostatke stepcna po nekom modulu. Kako je ¢(14) = 6, to je 3% =4 1.
Otuda je

32000 — - 36:333+2

’E]/] (36)333 R 9

=14 9.

\

1.7.21. Lema. Necka je p prost brojia € Z. a®* =, 1 akko a =, +1.
Dokaz.
a’> =, 1 e p|(a® - 1)
< plla—1)(a+1)
& pla—1Vpla+1
@a=,1Va=,-1. 0

1.7.22. Teorema. (Vilsonova teorema) Neka je n € Ny. n je prost broj-
akko (n—1)!'=,, —1.

Dokaz. (<) Dokazujemo kontrapoziciju te implikacije. Dakle, neka je n

slozen broj. Tada jen = ki, za 1 < k,l < n. Ako je k # [, tada (n — 1)! =

1-2-...k-...-l-...(n=1). Otudan=kl|(n—- 1)}, tj. (n—1)!'=, 0, dakle

(n=1)'#, ~1. Akoje k=1>2,tj. n =A% onda iz k > 2, imamo 2k < n.

Otudaje (n—1)'=1-2-...-k-...-2k-...(n—1). Otuda n = k*|(n~ 1)! tj.

(n—1)! =, 0, dakle (n — 1)! #, —1. Ako je,konacno n = k* i k = 2, onda

je (n—1)'=3=6=42, dakle (n — 1)! #£, —1.

(=) Neka je n = p prost broj. Tada je F'= {1,2,...,p—1} RSO,. Prema
Tvrdenju 1.7.16., za svaki a € I, postoji b € I" tako da je ab =, 1. Pri tome
a = b akko a = 1. Dakle, '\ {-1,1} se moze podeliti u parove brojeva
¢iji su proizvodi kongruentni sa 1. Otuda je

(p-1)=,(-1) 1177 =, -1
0

1.8. Jednacine po modulu m

1.8.1. Definicija. Ncka je n € N i (a;)i<n niz celih brojeva takav da
je an # 0. lzraz p(z) = Y, @iz nazivamo polinomom stepena n sa
celobrojnim koeficijentima. Skup polinoma sa celobrojnim koeficijentima
oznaéavamo sa Z[z].
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1.8.2. Definicija. Neka je p € Z[x]. IFormulu oblika p(z) = 0 nazivamo
jednadinom po modulu m.

Primetimo da ako je za ncki ¢ € Z, p(c) =,, 0, da je onda za svaki
a € ¢/ =n,, takode p(a) =,, 0. Dakle, brojevi iz iste klase ekvivalencije ili
svi zadovoljavaju jednacinu ili nijedan. Zato se reSenje jednacine traZi iz
nekog PSO,,, recimo Z,. Otuda jedna¢inu inodulo m moZemo smatrati i
jednacinom u Z,, gde su kocficijenti polinoma svedeni modulo m.

1.8.3. Definicija. Neka je A PSO,,. Resenje jednacine p(z) =, 0 je svaki
broj a € A tako da je p(a) =, 0.

1.8.4. Teorema. (LagranZova teorema) Neka je p € Z[z], p # 0 polinom
stepena n € N. Tada jednacina p(z) = 0 ima najvise n resenja.

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po stepenu polinoma-p. Neka je najpre

p konstantan polinom (stepena 0). Tada je p ne-nula konstanta, pa p nema

nijednu nulu. Pretpostavimo da je tvrdenje dokazano za sve polinome ste-

pena n i dokazimo ga za polinome stepena n -+ 1. Dakle, neka je p polinom

stepena n + 1. Ako p nema nijednu nulu, tada je tvrdenje trivijalno zado-
voljeno jer je 0 < n 4+ 1. Pretpostaviimo sada da p ima bar jednu nulu, i

neka je a jedna od njih. Tada je, prema Bezuovoj teoremi, p = (z — a)gq, za

neki polinom ¢. Kako se koeficijenti polinoma ¢ mogu dobiti Hornerovom

Semom, to 1 g € Z[z]. ¢ je polinom stepena n. Prema indukeijskoj hipotezi,

g ima najvise n nula. Neka je sada b € Z.

p(b) = 0 & (b a)g(b) = 0
& b=aVq(b)=0.
Dakle, p ima nule polinoma ¢ i jod jednu nulu, naime a, pa je taj broj ukupno
najvisen + 1.
Jednacine po slozenim modulima mogu se razloZziti na sistem jednaéina
po manjim modulima.

1.8.5. Tvrdenje. Neka je m = ¢ - ... q7* prosta faktorizacija broja
m € Ny. Tada je jednacina p(z) =, 0 ekvivalentna sistemnu jednacina
p(l‘) qul 0

p(z) =, 0.

Dokaz. Neka je m; = ¢, 1 < k. Kako su brojevi m;, i < k, uzajamno
prosti, to za proizvoljni ¢ € Z imamo da m|P(a) akko m;|p(a), za svaki
i < k. Otuda imamo da je p(a) =, 0 akko p(a) =, 0, za svako i < k. O
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1.8.6. Primer. Re$avamo jednacinu
P(CII) = 124 + 2.’E3 + 8z + 9 =35 0.

Ona je ekvivalentna sistemu p(z) =5 01 p(z) =7 0. Probanjem utvrdujemo
da prva jednacina iina skup resenja 1,4, a druga 3,5,6. Zadatak cemo zavrsiti
kasnije, kada vidimo kako se rade sistemi jednacina po razlicitim modulima.

S

1.9. Primitivni ostatak po prostom modulu

1.9.1. Primer. Posmatrajmo $7 = {1,2,3,4,5,6}. Prema Maloj Ier-
maovoj teoremi, za svaki od njih vazi 2® =7 1. Da li oni tek na Scstom
stepenu poslaju jednaki 1 ili se nekima to dogada ranije? Probanjem nalaz-
imo najmanji stepen na koji oni postaju kongruentnisa 10 11 =71, 2% =; 1,
3% =,1,43=;1,5°=; 1i 6% =7 1. Najmanji stepen na koji ostatak postaje
kongruentan sa 1 u velikoj meri karakteride taj ostatak. PPosebno su vaini
oni ostaci koji postaju kongruentni sa 1 tek kad ih na to primora Fermaova
teorema, dakle kada se podignu na stepen p — 1. To su upravo primitivni
ostaci. U ovom primeru to su 31 5. '

1.9.2. Definicija. Neka je p prost broji a € Z. Red od a po modulu p je
r(a) = min{s € N* :a' =, 1}. a je primitivni ostatak po modulu p ako je
rla)=p-1.

Kako je u prethodnoj definiciji a?~! =, 1, to je skup na desnoj strani
definicije r(a) neprazan, pa je definicija korcklna.

1.9.3. Tvrdenje. Neka je p prost brojia€ Z,1€ N*t.

a' =, 1 e r(di.
Dokaz. Neka je r(a) = k, dakle a* =, 1.

(¢) Neka je a' =, 1. Ncka je dalje 1 = gk +72a 0 < r < k. Tada je
1=,a =a*" = (a*)9-a" =, a". Dakle, 0 <r < kia” =,1. Zbog
minimalnosti broja k u N+, r ¢ N*, dakle r = 0, tj. k|m.

(=>) Neka je i = gk za neki g€ Z. Tada jea’ = (¢¥)9=,1. O

Iz ovog tvrdenja i I'ermaove teoreme, dobijamo,
1.9.4. Posledica. Neka je p prost brojia € Z. r(a)|p— 1.

Dakle, nije slu¢ajno §to su u Primeru 1.9.1., redovi svih elemenata bili
delioci broja 6.
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1.9.5. Lema. Neka je p prost broj, a,b € Z, r(a) =k, r(b) =, i (k,{) = 1.
Tada je r(ab) = kl.

Dokaz. Kako je a* =pli b! =, I, toje
(ab)* = (a*)" () =, 1.

Otuda r(ab)|kl, pa je r(ab) = kylj, za ncke ky,{; € Nt tako da ki|k i )]l
Otuda je (ab)¥'!' =, 1, a kako kil |ky!, to je i (ab)*! =, 1. Dalje je

1=, (ab)*!
=, aft s
=, a*ilol,

Prema Tvrdenju 1.9.3., r(a) = k|k,l. Kako je (k,) =1, to k|k;. Ranije smo

pokazali da k)|k, pa je ky = k. Analogno se pokazuje da je [, = {, dakle

r(ab) =ki. O

1.9.6. Tvrdenje. Neka je p prost broj i d|p — 1. Jednaéina z¢ = | ima -

taéno d resenja.

Dokaz. Oznatimo sa Z(p) skup nula polinoma p. Prema LagranZovoj teo-
remi jednacina ima najvise d redenja. Pokazaéemo da ona ima laéno d
reSenja. Neka je p~ 1 = dq, za ¢ € N*t. Sada je, prema formuli za ra-
zliku stepena,

o= (o) 1= (@ - () kst )
Oznacimo polinome na desnoj strani sa s(z) i t(z). Kako je
ZPT - 1) = Z(s) U Z(1),
to je [Z(zP~1)| < |Z(s)| 4+ Z(t)|. Prema Fermaovo] teoremi svi brojevi iz
redukovanog sistema ostataka su redenja jednacine z?71 — 1 =, 1, dakle
|Z(zP~1)| = p— 1. Otuda je |Z(s)|+ |Z2(t)] = p— 1 = dgq. Kako je, prema

Lagranzovoj teoremi, | Z(t)| < d(¢—1), mnozeéisa —1 1 dodajuéi prethodnoj .
jedncini, dobijamo |Z(s)| > dg—d(¢—-1) =d. O

1.9.7. Lema. Neka su p,q prosti brojevi i k € Nt tako da ¢*|(p — 1).
Postoji ¢¥ — ¢¥=1 elemenata reda ¢*.

Dokaz. Prema prethodnom tvrdenju, jednaéina 29" =, 1 ima ¢* resenja.
Oznadimo taj skup reScenja sa A. Neka je B = {a € A : r(a) = ¢*} i
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C = {a€ A:r(a) <q¢*}). Dakle, A je disjunkina unija skupova B i C.
Oznatimo sa D skup reSenja jednadine 29" =, 1. Prema prethodnom

tvrdenju, |D| = ¢5*~'. Pokazacemo da je D = C. Kako je 27 = (m"k—l)"
to svaki element iz D pripada A. Iz definicione jednakost za D vidimo da
je njihov red ne vedi od ¢*~!, dakle manji od ¢*. Zato je D C C. Neka je
sada c € C. Tada r(c)|¢¥, pajer(c) = ¢',za1 < k. Kakojek—1—-14i>0,i
' =, 1, sada imamo

s

qu—l _ (qu)qk—l—i Ep ]

Dakle, ¢ € D. Kako je ¢ proizvoljni element iz C, to je C C D, pa imamo
C = D. Otuda je |C| = ¢*~'. Sada imamo |B| = |[A| = |C| = ¢* - ¢*~'. O

1.9.8. Teorema. Ncka je p prost broj. Postoji primitivni ostatak modulo
p.

Dokaz. Neka je p—1 =q7"...q7 prosta faktorizacija broja p — 1. Neka je,
za 1 < k, a; oslatak takav da je r(a;) = ¢'. Takvi ostaci postoje prema
prethodnoj lemi. Neka je @ = ay - a5 - ...+ ax. Kako su redovi elemenata a;,
1 < k, uzajamno prosti, prema Lemi 1.9.5.,

r{a) = q7" -....'(/:" =p- 1
Dakle, a je primitivni ostatak. 0O

U prethodnoj teoremi mogli smo dokazati da postoji ta¢no @(p—1) prim-
itivnih ostataka ali taj rezultat dobijamo u Glavi 3, kao usputnu posledicu.

1.9.9. Posledica. Neka je p prost broj i a primitivni ostatak modulo p.
Zy\ {0} = {remp(a’) : 0 < i< p—2}.

Dokaz. Pretpostavimo da jeza 0 < 1 < j < p -2, a' %, a’. Kako je
(a*, p) = 1, skracivanjem sa a*, dobijamo a’~* =, 1. Kakoje 0 < j—1 < p—1,
to je kontradikcija sa 7(a) = p — 1. Dakle, svi elementi navedenog skupa su
nekongruentni i uzjamno prosti sa p pa Cine rcdukovani sistem ostataka.
Zato je skup njihovih ostataka Z, \ {0}.

1.9.10. Primer. Kako je u Z7, broj 3 primitivni ostatak, to imamo da je
Z7 = {1,3',3%2,3%,3",3°} =7 {1,3,2,6,4,5}. To nam omogucuje da u Z7
definiemo logaritmovanje za osnovu 3, tako da je logat = j akko 3/ =5 3.
Tako dobijamo log32 = 2 jer je 3% =7 2. To moZemo primeniti i za svodenje
proizvoda na zbir. Naime, log35 = 51 logz6 = 3, pa je

log3(5~6) =543 =2

Otuda je 5-6 =7 32 = 2.
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1.10. Linearne jednaéine u Z,

1.10.1. Definicija. Neka su a,b € N, € Ny. Jednacina ez =, b naziva
se linecarnom jednaginom modulo m.

1.10.2. Tvrdenje. Neka sua,b € N, (a,m) = 1. Jednacina ax =, b ima
Jedinstveno redenje.

Dokaz. Kako je (a,m) = 1, postoje u,v € Z tako da je 1 = au + muv.
MnoZenjem jednakosti sa b dobijamo, b = abu + mbv. Odavde je abu =

\equivy, b, dakle bu zadovoljava jedna¢inu iz formulacije tvrdenja. PokaZimo
jedinstvenost: Neka su s,t resenja jednacine. Tada je as =, b1 ot =, b.
Otuda je as =,, at. Skrativanjem sa a dobijamo s =, t. Kakosu s1¢ iz
nekog PSO,,, tojes=t. O

Prethodno tvrdenje moze se dokazati neposredno pozivanjem na Tvrdenje
1.7.7.

1.10.3. Primer. Jednacina 32 =)p 4 ima jedinstveno resenje z = 8. Nasli
smo ga probanjem brojeva iz skupa {0,1,...,9}. Da bi se spremili za glavnu
teoremu treba da re§imo problem privikavanja na promenu modula. Prime-
timo da je, na osnovu Tvrdenja 1.6.8.(ii), za svaki ceo broj z,

21 =40 ¢ =, 0.

Tako su to ekvivalentne jednacine, prva ima dva resenja, 01 2, a druga samo
jedno 0. Kako je to moguée? Stvar je u naSoj definiciji resenja. Za prvu
jednaginu redenja trazimo iz PSOy, {0,1,2,3}, a za drugi iz 7S04, 0,1. Ako
pogledamo klase ekvivalencije, tu su se klase 0 i 2, po modulu 4, stopile u
klasu 0, po modulu 2.

1.10.4. Teorema. Neka su a,b € N, (a,m) = d. Jednacéina az =, b ima
reSenja akko d|b. Tada ona imna ta¢no d resenja.

Dokaz. Neka je s proizvoljno redenje ove jednacine u Z,,. Tada je as =,, b
tj. mlas—b. Kako d|mi d|us, to d|b. Time smo pokazali ncophodnost uslova
d|b za postojanje redenja jednacine.

Pretpostavimo sada da d|b. Neka je a = a)d, b = byd, m = md i
(ay,m,) =1. Tada, prema Tvrdenju 1.6.8.(ii), imamo da je za svaki z € Z,

(1) ar =, b & a2 =,,, by

Prema prethodnom tvrdenju jednaéina na desnoj strani ima resenje, jedin-
stveno u Z,,,. Neka je to ¢. Pokazéemo da je R = {¢+im; : 0 <1 < d}
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skup svih resenja polazne jednacine. Kako svi elementi skupa R zadovol-
javaju desnu jednacinu u (1), oni zadovoljavaju i levu jednacinu, dakle, jesu
njena reéenja. Pokazimo da su svi u Z,,, a time nekongruentni. Zaista, kako
jeofc<ml,h0jex'430§i<dy
0<c+tm <my+(d— 1)m; =dm; = m.

Ostaje da pokazemo da drugih reSenja nema u Z,,. Medutim, ako je s resenje
jednacine, prema (1), mora biti s =, ¢. Otuda je s < ¢+ im;. Kako je po
pretpostavci 0 < s < m, to je 0 <1 < d, dakle s € K. Time smo pokazali da
je R skup resenja polazne jednacine. 0O

1.10.5. Primer. Resavamo jednaéinu 9z =5 12.
Korak 1. (9,15)=3. 3|12, dakle jednacina ima 3 resenja.
Korak 2. Kratimo sa 3. Dobijamo jednacinu

Korak 3. Resavamo jednacinu probanjem, na osnovu Bezuove teoreme ili
neki drugi nac¢in. Dobijamo jedinstveno redcnje ¢ = 3.
Korak 4.Resenja su: 3,3+5,3+10 Lj. 3,81 13.

1.10.6. Primer. U reSavanju linearnih kongruencija moZemo primeniti
rezultate iz 1.3. Re$avamo jednacinu ax =, b, (a,m) = 1. Bez gubljenja
opstosti pretpostavimo a,b € N. [Neka je 2 = s{qu, g1, qn). Kako je
g—: = 51§ oba razlomka su skracena, to jednakost (5) mozemo pisati u
obliku ©°
mBu_y —ad,_, = (-1)""".
Otuda je
(LAn—l =m (—l)n.

Otuda je ¢ = (-1)"A,_ b resenje kongruencije. PokaZzimo Lo na primeru

jednacine 30 =43 7. Pomodéu Euklidovog algoritma, dobijamo da je g—% =

5(1,2,3,4). Otuda su konveregenti 1, 3, 42 i 3—% Kako je n = 3,1 Ay = 10,
to je resenje x = —70 =43 16.

1.11. Kineska teorema o ostacima

1.11.1. Teorema. Neka je {my,...,my} skup dva po dva uzajamno pros-
tith brojeva. Sistem jednaéina

T =m, A

T =m, Ok,
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ima jedinstveno resenje po modulu M =[], ., m;.

Dokaz. Neka je za 1 < k, M; = ;A‘l_', dakle proizvod svih modula osim i-
tog. Neka je M/ redenje jednatine Mz =,, 1. Kako je, prema Tvrdenju
1.2.9.(i1), (M;, m;) = 1, takvo redenje postoji. Tada je

Ig = A/llMl'al + -+ MkMIIcCLk
resenje datog sistema jednacina. Zaista, neka je ¢ < k.
Ty = Z Mj/V[_;CL]'-{-M,'MiIa,'.

j<m,j#i

U sumi u svakom od sabiraka,M; sadrzi m;, jer je u njemu ispusten m;, pa
je ¢itava suma deljiva sa m;. Dakle, zg =, MiM|a;. Kako je MiM! =, 1,
to je zg =m, a;. Kako je 1 proizvoljno, 2 je redenje sistema.

Ostaje da pokazemo jedinstvenost modulo M. Neka je z, drugo resenje
sistema. Tada je z¢g =, 21, za ¢ < k. Otuda mj|zy — 29, za 1 < k. Kako
sum;, ¢ < k, dva po dva uzajamno prosti, to prema Tvrdenju 1.2.9.(iv),
M =TT, <, mi|lz1 — zo. Dakle, z, =g zo. O

1.11.2. Primer. Zavrdimo resavanje jednacine iz Primera 1.8.6. Stali smo
kod nalaZzenja brojeva koji zadovoljavaju z =5 1Va S5 4i2 = 3V =
5V z =5 6. Dobijamo Sest sisteha jednacina. Resimo jedan od njih.

T =54

T =7 3
Sada imamo M =35, M, =7, My =5, M| =3, M; =3, paje

To=7-3-445-3-3=129 =45 24.

1.12. Kvadratni ostaci po prostom modulu

1.12.1. Definicija. Neka je p > 2 prost broj. « € Z, \ {0} je kvadratni
ostatak po modulu p, ako jednacina

x :pa

ima resenja.
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1.12.2. Primer. Koji su kvadratni ostaci modulo 117 Kako je Sy, =
{£1, £2, £3, +4, :tS}poLpuni sistem ostataka iz koga je odstranjena 0, to su
kvadrati ovih brojeva kvadratni ostaci modulo 11. Dakle, tosu 12, 2%, 3% 42, 52
odnosno 1,4,9,5,3. Primecujemo dasu od 10 brojevaiz RSOy, tacno polov-
ina njih kvadrati.

1.12.3. Tvrdenje. Postoji P;—l kvdrata i }d nekvadrata.

Dokaz. Neka je za 1 < 1 < P;—l, by = rem,(414)? (b1 <i< P;—I} je
skup medusobno nckongruentih kvadrata. Za.lsLa,, ako bi imali za © # 7,
bi =, bj, tada bi jednacina 2? = b; imala ¢eliri redenja, naime 41, +5. Kako
su svi brojevi iz Z \ {0} iscrpljeni, za preostalih B;—I brojeva nema resenja
odgovarajucih kvadratnih jednacina, dakle oni nisu kvadrati. O

1.12.4. Definicija. Zaa € Z,\ {0}, Lezandrov simbol definige se tako da

(a) _ { 1, ako je a kvadrat modulo p

p —1, ako a nije kvadrat modulo p.

1.12.5. Tvrdenje. Ncka jea € Z,\ {0}.

ay _ et
;:pﬂrl.

Dokaz. Neka je a € Z,\ {0}, 1 neka je b = a %5 Prema Maloj Fermaovoj

teoremi, b* =, a?™! :p 1. Kako jedna¢ina z¢ =, | iina tacno dva resenja,
naime %1, to je b =, +1. Dakle, za svaki a € Z,\ {0}, imamo o™ =,

a

+1. Pretpostavimo sada da je a kvadrat, dakle (;) = 1 . Tada postoji
s € Z, \ {0}, tako da je a =, s*. Otuda je,

= =, (.52)2-_l sPml=, 1.

Poslednja jednakost sledi iz Male Fermaove teorcme. Dakle, (%) =, a5

Usput primetimo da P— kvadrata zadovoljava jednacinu z o= =, 1. Prema

Lagranzovm teoremi ova jednacina drugih resenja nema. Dakle, ako a nije
kvadrat a”7 # 1. Kako a7 =, 1, dobijamo da ako a nije kvadrat, tada
. | ekl ‘

jea 7 =, 1= (—) O

r
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1.12.68. Posledica. -1 je kvadrat po modulu p akko je p oblika 4k + 1.

Dokaz. Na osnovu prethodnog tvrdenja, —1 je kvadrat akko (~l)£§—l =, 1.

To je sluéaj akko je broj P;—' paran, tj p oblika 4k + 1. 0O

1.12.7. Posledica. Postoji beskonaéno mnogo prostih brojeva oblika 4k +
1.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da ih ima kona¢no mnogo. Neka je P =
{pi,...,pa} lista svih prostih brojeva oblika 4k +- 1. Neka je

M =dp?. - pi 1.

Prema Tvrdenju 1.4.1, M sadrzi prost faktor. Neka je ¢ jedan od njih. Kako
je M ncparan, ¢ # 2. Pokazaéemo da je ¢ oblika 4k 4+ 1. Pretpostavimo
suprotno da je ¢ oblika 4k + 3. Tada iz ¢|M dobijamo

/lpg-...»pi =p — L.

Otuda je
(2pl '---'pn)2 =p -1

Dakle, —1 je kvadrat modulo ¢. Kako je ¢ oblika 4k + 3, to je u kontradikciji
sa prethodnom posledicom. [z dobijene konlradikcije zakljuéujemo da je ¢
oblika 4k + 1. Kraj je standardan. [mamo ¢ € P, dakle ¢ = p;, za neko
i < n. Otuda ¢|M ~ 1 =4p . ... - p:. Kako ¢|M, to q/M — (M — 1) = 1.
Kontradikcija. 1

1.12.8. Posledica. Neka je a,b€ Z,\ {0}.
) G)=(5)
p) \p/ \p/)

Dokaz. Tvrdenje sledi neposredno iz Tvrdenja 1.12.5., 1 relacije 057 bt =
Pl

()= . O

1.12.9. Tvrdenje (Gausova lema). Neka je p > 2 prost broji s = 7’;—'

Neka jezal <1 <'s,8-1=,b;, gde b; € {£1,+2,...,+5s} redukovanomn sis-

temu ostataka najamanjih po apsolutnoj vrednosti. Ako je v broj negativnih

elemenata skupa {b,...,b,}, onda je
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Dokaz. Pokazacemo najpre da je {|by],...,|b5]} = {1,...,s}. Neka je 1 <
1 <s. Kako b; € {#1,...,%s}, to |b;] € {1,...,s}. Dakle,

{16u], -, 1651} C {1,..., s}

Pokazimo da je za 1 < ¢ # 7 <'s, |bi| # [b;]. Pretpostavimo suprotno da je
[bi] = 1b;], za 1 <@ <3 <s. Otuda je by = £b;. Po definiciji by, odavde
dobijamo a -1 =, ta -j. Kako je (a,p) = 1, skradivanjem kongruencije
dobijamo ¢ =, +j. Odatle p|j — 1 ili pli+ j. Kako je 1 <1 < j <'s, toje
2<143<2s=p=-1,i10<1—-7 <s <p. Otuda nijedan od tih brojeva
nije deljiv sa p. Kontradikcija. Dakle {|by],...,|bs]} je skup od s razli¢itih
brojeva. Kako i njegov nadskup {1,...,s} ima s clemenata, oni su jednaki.
Odavde imamo da je []; ., |bi| = ],, ¢ Sada je

Skracivanjem [],;. %, na levoj i desnoj strani jednakosti, dobijamo a® =,
(-1)¥. Kakojes = P%l, dobijamo, prema Tvrdenju 1.12.5., <%) =(-1)*. O

1.12.10. Primer. Odredimo za koje proste brojeve p je 2 kvadrat modulo
p. Neka je s = ”;—l Sada svodimo skup {2-1,2-2,...,2 s} na sistem
najmanjih po apsolutnoj vrednosti. Ako je 21 < ¥ onda je b; =21 > 0, a
ako je 2t > £, onda je b; = 2t — p < 0. Sada treba da izbrojimo koliko ima
i-ova takvih da je b; < 0, tj. da je 2¢ > I. Razlikovaéemo dva slucaja.

p = 4k + 1. Sada je s = 2k. Kako je prvi ceo broj manji od ¥ jednak 2k,
to je 2¢ > £ ekvivalentno sa 21 > 2k. Zato je

v=_[{1:1<1<s,2k < 2t}
= [{i:2k < 2% < 25}
=|{i:k <1 <s}

= |{i k <i< 2k}
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Dakle, 2 je kvadrat modulo p akko je &k paran broj, tj. oblika 2[. Tada je
p=28l+1.

p = 4k + 3. Sada je s = 2k + 1. Kako je prvi ceo broj manji od 2 jednak
2k 41, to je 21 > g ekvivalentno sa 2¢ > 2k + 1. Zato je

v={i:1<1<5s,2k+ 1 <24}
={i:2k+1 < 2i<2s)

= |{i:2k+2 < 2i<2s)|
=ik+1<i<s)
=H{i:k<i<2k+1}
=k+1.

Dakle, 2 je kvadrat modulo p akko je k£ neparan broj, tj. oblika 2/ 1. Tada
jep=4204+1)4+3=8[+T1.
Konat¢an odgovor je da je 2 kvadrat modulo p akko je p =8k 4: 1.

1.13. Diofantske jednacine
1.13.1. Definicija. Neka je p(z),...,7,) € Z[2]. Jednacina

P(Ilr"')l.'ll):oa

je Diofantska jednacina. Resenje ove Diofantske jednacine je n-torka (ay,...,an) €
Z™, koja zadovoljava jednacinu.

Jedan od najvecih problema matematike 20. veka bio je 10. Hilbertov
problem: Da li postoji algoritam kojim se za svaku Diofantsku jednacinu
moze odrediti da li ima reSenja. Na problem je 1970. negativan odgovor
dao Matijasevi¢. U terminima Teorije rekurzija, ovaj problem je rekurzivno
nabrojiv ali nije rekurzivan. Mi se u nastavku interesujemo za neke jednos-
tavne primere Diofantskih jednatina.

Linearna Diofantska jednadina.

1.13.2. Definicija. Neka su a,b,¢ € Z. Jednacina az + by = ¢ je linearna
Diofantska jednacina.

1.13.3. Tvrdenje. Neka je a,b,c € Z, (a,b) = 1. Linearna Diofantska
Jednaéina ax + by = ¢ ima resenja. Ako je (zo,10) jedno resenje jednacine,
onda su sva resenja oblika

(zo + bt,yy — at).
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Dokaz. Prema Bezu-ovoj teoremi postoje u,v € Z, tako da je 1 = au + bv.
Mnozenjem sa ¢ dobijamo ¢ = a(uc) + b(vc). Dakle, (zg,y0) = (uc,vc) je
re$enje jednacine.

Opisacemo sva resenja ove jednacine. Neka je (zy,y;) re$enje jednacine.
Tada imamo

az) 4 byy = ¢ = azg + byy, dakle,
(1) a(z) = z0) = b(y1 — o).

\

Kako je (a,b) = 1, to bz — zo. Zato postoji { € Z, tako da je z; ~ zo = bl.
Zamenom u (1) dobijamo y; — yo = al. Dakle, sva rescnja su trazenog
oblika. Zamcnom (z;,%) u jednaéini, i uzimanjem u obzir da je (zg, yo)
reSenje jednacine, proveravamo da su svi parovi tog oblika resenja jednacine.

1.13.4. Teorema. Neka su a,b,c € Z i (a,b) = d. Jednacina az + by = ¢
ima resenja akko d|c. Ako d|c jednacina je ekvivalentna jednaéini ayz-+byy =

%, ¢y = 5, kod koje je (ay,by) = 1.

c1, gde je ay = %,bl =
Dokaz. (=) Neka je (k,l) reienje jednacine. Dakle, ak + bl = ¢. Kako
d|ak,bl, to d|c.

(«<). Neka su oznake kao u formulaciji teoreme. Kako je d #£ 0,

az + by = c & dayz + dbyy = dey
S mr+biy=c

Poslednja jednaéina se reSava po proceduri iz prethodnog tvrdenja. [

Pitagorine trojke. Razmatramo Diofantsku jednadinu z? +y° = 2%. Kako
su pozitivna resenja ove jednacine merni brojevi stranica pravouglog trougla,
ta resenja nazivamo Pitagorinim trojkama. Mi sc ogranicavamo na resenja
oblika (a,b,¢), gde a,b,c € N* jer su onda anfomatski rescnja i sve trojke
oblika (+a, £b, 4¢). Resenje (a,b,¢) je primitivna Pitagorina trojka ako je
(a,b,¢c) = 1.

1.13.5. Teorema. Skup svih Pitagorinih trojki je

P = {2kld,d(I* — k%), d(I* + k%) . k,l,d€ N k < I}

Dokaz. Jednostavnom zamenom proveravamo da su svi clementi skupa P
Pitagorine trojke. Pokazimo sada da drugih Pitagorinih trojki nema. Poka-
zimo najpre da sve primitivne Pitagorine trojke pripadaju skupu P.

Dakle, neka je (a,b,c) primitivna Pitagorina trojka. Tada je

a4 bt = ¢t
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Neka je (a,b) = d. Kako d|a, b, to d*|c?, pa d|c. Kako je (a,b,¢) =1, to je
d = 1. Dakle, (a,b) = 1. Sh¢no zakljutujemo i da je (b,¢) =11 (a,¢) = 1.
Otuda odmah imamo da a,b ne mogu biti oba parni brojevi. ¢ i b ne mogu
biti ni oba neparni brojevi. Zaista, ako je a = 2k-+11b =2/ + 1, tada je
¢ =a* 4+ 6% =4k + 1>+ k + 1) + 2. Dakle, ¢® =4 2. Medutim kvadrati
neparnih brojeva daju ostatak 1 po modulu 4, a kvadrali parnih ostatak 0.
Kontradikcija. Dakle, jedan od brojeva a,b je paran a drugl neparan. Bez
gubljenja opstosti neka je a paran i 0 neparan broj. Tada imamo da je ¢
neparan broj. Neka je a = 2m, za neki m € N. Tada je

am* = (c = b)(c +b).

Kako su b i ¢ neparni brojevi ¢ — b i ¢+ b su parni brojevi, dakle postoje
w,v € N takoda je c—b = 2uic+b=2v. Neka je (u,v) = d. Kako je
c=utvib=v—u, todbec Kakoje (bc)=1,tojed=1. Dakle, uiv
st uzajamno prosti. Zamenom u jednacini dobijamo

4m? = quv tj. m? = wv.

Kako je (u,v) = 11 njihov proizvod je kvadrat, prema Posledici 1.4.8.,u i v
su kvadrati. Dakle, postoje k i [ tako da u = k% i v = [%. Sada imamo

m? = k% 1%

dakle, m = kl. Otudajea=2m=kl,b=v—-—u=0"%-k’ic=v4u=
2+ k2. Time smo pokazali da (a,b,c) € P. Neka je sada (a,b, ¢) proizvoljna |
Pitagorina trojka, i neka je njihov najveci zajednicki delilac (a,b,¢) = d.

Tada je \
2 . 2
@+ (@) -G

Kakosua, = §, b, = % i ¢y = g uzajamno prosti, (ay, by, ¢)) je primilivna
Pitagorina trojka, pa postoje k,{ € N tako da je a; = 2kl, by = (? — k% i
e = 12+ k% Otuda je a = 2dkl, b = d(I* = k*) i ¢ = d(I* + k*). Dakle,

(a,b,c) € P. O

23 = y? +2. Ova jednaéina ima redenje (3,5). Da li ima drugih reenja? Na
to pitanje odgovori¢emo u treéoj glavi.

1.14. Otvoreni problemi
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1. Fermaouv problem Na margini svoje kopije Diofantove knjige Ariit-
metika, pored jednaéine 224-y% = 22, pravnik Pjer Perma napisao je:"Medutim,
nemogude je napisati kub kao zbir dva kuba, cetvrti stepen kao zbri dva
cetvrta stepena, i uopste ma koji stepen veéi od drugog kao zbir slicnih
stepena. Za Lo sam otkrio zaista sjajan dokaz, ali je margina premala da
on stane.” To je Velika (Poslednja) IFermaova teorema. Dakle, ne postoje
z,y,z€ Nt in> 2 tako da je

oyt = 2"

U zaostavitini ovog matemati¢ara nije naden dokaz ove teoreme. Matematicari
su sledecih 300 godina pokusavali da nadu dokaz. U ncuspesnim pokusajima
nalazenja dokaza doslo je do mnogih vaznil otkrica u matematici. Jedan od
najpoznatijih je pojam ideala. Nemacki matematicar Kumer (1810-1893) je
verovao da je nasao dokaz [Fermaove teoreie. Dirisle mu je skrenuo paznju
na gresku u dokazu. Nastojeci da popravi dokaz KKumer je dosao do pojma
ideala. '

Problem je konacno redio Engleski matematicar Ilowie, 1992. godine.
Dokaz je izveden metodima algebarske geometrije i toliko je komplikovan da
"ne bi stao na marginu knjige ¢ak i da je bila milju dugacka”.

2. Goldbahova hipotcza. To je hipoteza koju je 1742. godine Goldbah
formulisao u pismu Ojleru 1742. godine:

Goldbahova hipoteza. Svaki paran broj > 6 je zbir dva prosta broja.

Bilo koji paran broj za koji je hipotesa proveravana je zadovoljava. Na
primer,

6=34+3,8=0+310=74+3,12=7+5....

Problem je jos uvek otvoren. Znacajan progres prema resenju problema
u¢inio je Vinogradov 1937. godine. On je pokazao da je svaki neparan broj,
od nekog dovoljno velikog broja nadalje, zbir tri prosta broja. Kako je za
svaki takav neparn broj n — 3, paran, to je svaki dovoljno veliki paran broj
zbir Cetiri prosta broja.

Rénjai je takode dao doprinos resavanju ovog problema pokazajuéi je svaki
dovoljno veliki paran broj predstavljiv u obliku zbira dva broja, od kojih je
jedan prost a drugi ima uniformno ogranicen broj prostih faktora.

3. Mersenout brojeut.

1.14.1. Definicija. Ncka je p prost broj. Ako je broj n = 27 — 1 prost,
onda je n Merscnov broj.

Otvoreno je pitanje da li postoji beskonaténo mnogo Mersenovih brojeva.
Prirodno je §lo je u izrazu 2% — 1, k ograniéen na proste brojeve. Ako je
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k = st, onda je za m = 2°,
2 —1=m' - l=(m-D(m" - Fm+1),

dakle, slozen broj.

Dugo se mislilo da ako je pprost broj, onda su svi brojevi oblika 27 — 1
prosti. Hudalricus Regius je 1536. godine pokazao da broj 2! —1 = 2047 =
23 -89 nije prost. Marin Mersenne (1588-1648) je u predgovoru svoje knjige
Cogitata Physica-Mathemalica napisao da su brojevi oblika 27 — 1 prosti za

p=2,3571317,19,31,67, 127i257,

a da su sloZeni za sve druge brojeve p < 257.

Do sada je nadeno 37 Mersenovih brojva. Neka je My, k-ti Merscnov broj.
Danas se Mersenovi brojevi nalaze uz pomoé racunara. Mersenov broj M35
otkriven je 1996., (Armegaund, Waltiman, ... ) za p = 1398269 i ima 420921
cifru. Utvrdeno je i da se za p = 2976221 i p = 3021377 dobijaju Mersenovi
brojevi, ali se ne zna koji su po redu. Poslednji Mersenovi brojevi otkriveni
su ne na super-raéunarima kao njihovi prethodnici, veé u okviru projekta koji
vodi George Waltman, na kome radi veliki broj PC-ja povezanih paralelno.
Danas se testiranje velikih Meresenovih brojeva preporuéuje i kao test za
kvalitet ra¢unara.

Na kraju pitamo s zasto je Lo uopste problem, kada imamo algoritam
(Eratostenovo sito) za ispitivanje da li je broj prost. Problem je u tome sto
je taj algoritam eksponencijalni, a ne polinomski. Dakle, kada broj raste
potrebno je enormno mnogo vremena za izvodenje ovog testa. Na primer, za
ispitivanje [ratostenovim metodom da li je broj sa 50 cifara prost, potrebno
je 10'! godina rada rac¢unara koji izvodi 10° operacija u sekundi.

Zato su iznalaZeni brzi algoritmi za ovu namenu. Jedna od moguénosti
je da se iskoristi obrat Male I'ermaove teoreme. Dakle, kaza¢emo da je za
2 < a < n, broj n pseudo-prost za bazu a ako je a"”! =, 1. Po Maloj
Fermaovoj teoremi, svaki prost broj je pseudo-prost za sve pomenute baze.
Da li vazi obrat. To bi omoguéilo veliko ubrzanje jer se racun izvodi samo
po modulu n. Odgovor je ne. Postoje brojevi (Karmichael-ovi brojevi) koji
su pseudo-prosti za sve baze a nisu prosti, na primer 561, 1729, ... . Oni su
medutim dosta retki. Izra¢unato je (Bohman) da postoji 882.206.716 prostih
brojeva manjih od 20 -10%, dok je u istom intervalu 19865 pscudoprostih za
bazu 2. Dakle, ako za takav broj pretpostavite da je prost pogresicele sa
verovatnoéom oko 1078, Varijacija ovog pokusaja je Lucas-ov test iz 1876.
godine.
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n— 1, n je prost broj.

Poboljsanje iste ideje dali su Adleman i Rumely, 1980. godine.
poredenja brzine tih testova na radunaru koji izvodi 108 operacija u sekundi.

Ako jea™™! =

=n -

"n—

Lib™>

%, 1, za neki prost faktor p broja

20 cif 50 cif | 100 cif | 200 cif JOQO cif

Eratosten 2h 10" god. [10%6god. [1086pod. [10180god.
Lucas 5" 10h | 100god. | 10%od. | 10" god.
Adleman Lo 157 407 10 1 nedelja,

Brzina testiranja povedavasci ubrzanjem racunara ali ni blizu tako rapidno,
za nekoliko decimalnih mesta.

Naravno da i pitanje brze laktorizacije broja postaje otvoreno. Taj proces
je jos sporiji od ispitivanja primalnosti. Pomenimo i prakti¢nu primenu ovih
rezultata u teoriji kriptosistema, zastite prenosa podataka. Pitanje je kako
preneti poruku tako da neovlagcena lica ne mogu da joj pristupe. Ideja je
sledeca.

Kako se svaki niz reci moze shvatiti kao niz brojeva, reci se mogu kodirati
prirodnim brojevima (Posledica 1.4.6.). Dakle, dobijamo broj M kao kod
naSe poruke. Tajbroj M mogu da [aktorisu i osoba kojoj saljemo poruku, kao
i neovlagéena osoba. Zato M mnozimo sa velikim brojem K koji zna osoba
kojoj saljemo poruku, koji smo joj poslali sigurnom postoin, 1 koji je dogov-
orena konstanta za neki period. K se bira i tako da je proizvod M I vedi od
granica mogucnosti faktorizacije za savremene racunare. Zalo neovlaséena
osoba, iako zna mectod kodiranja, ne moze naci poruku M. Osoba kojoj sc
poruka Salje dobijeni broj podeli konstantom K, a onda dobijeni broj, koji
je u granicama moguce laktorizacije, faktori$e i vréi proces dekodiranja.

4. Sauvrsent brojevi.

1.14. Definicija. Prirodan broj n je savrsen akko je o(n) = 2n.

Kako je o(n) definisan kao zbir svih prirodnih delilaca broja n, a najvedi
medu njima je sam n, to je n savréen broj akko je jednak zbiru svih svojih
delilaca manjih od njega.

1.14. Primer. Kako je
6=14+2+4+3, 28=1+244-47+4 14,

to su 61 28 savréeni brojevi.
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1.14. Tvrdenje. Neka je 2¥ — 1 Mersenov broj. Tada je 2°7*(27 - 1)
savrSen broj.

Dokaz. Neka je =27 —1in=2P"1(27 - 1) = 277! . 4. Kako je q neparan
broj, (277!,¢q) = 1. Kako je o multiplikativna lunkcija, prema Tvrdenju
1.4.14., imamo da je

o(n) = olg) -0(2")
=(g+1)-(2"-1)
=97 g
=2.2771 g
=2n. [

[z Tvrdenja se vidi da su to brojevi koji u binarnom zapisu imaju p
jedinica i p — 1 nulu.

Dokazano je da su svi parni savr$eni brojevi ovog oblika. Dakle, poznalo je
onoliko savrsenih brojeva koliko i Mersenovih. Pitanje da li postoji neparan
savr$en broj je jos uvek otvoreno. Pokazano je da ako takav broj postoji on
je oblika k% - p, gde je p prost broj, ima bar 29 prostili faktora od kojih je
bar 8 razlicito, ima barem 300 cilara, i ima prost {aktor veéi od 1020,
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POLINOMI

2.1. Definicija 1 prve osobine

Neka je {r : » € R} skup simbola konstanti indeksiranih skupom recal-
nih brojeva. Polinomi su termi jezika {r : 7 € R} U {+,-} sa samo jednom
promenljivom. Ipak polinomi se uglavnom definisu u svom kanoni¢nom ob-
liku. Najpre dcfinisimo Ny = NU {~o00}, gde je —co novi objckat. Uredenje
na V; definiscino kao ckstenziju uredenja na N slim §to je co najmanji
element. Takode dodeliniSemo max funkciju na N, tako da je maksimum
praznog skupa —oo. Operacija sabiranja na NV} je ekstenzija operacije + na
N tako da —oco + z = —00.

2.1.1. Definicija. Neka je n € Ny i (a;)ien niz rcalnih brojeva takav da je
n = maz{i:a; # 0}. lzraz p(z) = 3 .., ;' nazivamo polinomom stepcna
n sa nizom koeficijenata (a;)ien. Koelicijent @, nazivamo vodeéim koef-
cijentom polinoma p(z). 0 je polinom stepena —oo, sa nizom koeficijenata
(0)ien. 01 polinome stepena 0 nazivamo konstantnim polinomima (konstan-
tama). Izraz je polinom ako je polinom stepena n za neko n € Nj. Skup
polinoma oznacavamo sa K[z]. Funkcija st : R[z] —» N; definisana je tako
da je st (p) jednak stepenu polinoma p. Koficijent @, nazivamo vodecim
koeficijentom polinoma p. Za polinom ¢iji je vodedi ¢lan 1 kazemo da je
monican.

Uzimajudi u definiciji da su koeficijenti iz Z, Q ili C analogno se delinisu
Z[x], Q[x] i C[x].

Napomenimo ¢Zinjenicu koja direktno sledi iz definicije.

2.1.2. Posledica. Dva polinoma su jednaka ako su im jednaki nizovi ko-
eficijenata.

U nastavku delinisemo sabiranje i mnozenje polinoma.
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2.1.3. Definicija. Neka je p(z) =3 .., aizt i q(z) =Y., biz'. Tada je

1<m

p(z) +q(z) = Z(ai +b;)2t, gde je k = maz{i € N :a; + b; # 0)

i<k
“P(l') = Z(——ai)l‘i
i1<n
pe)q(e) = Y e’ glejerai€ Noe= Y ajb
i<mtn JHs=i

2.1.4. Tvrdenje. Neka su su oznake kao u prethodnoj definiciji.
(i) st(p(z) +q(z)) < maz{st(p(z)),st(q(2))}.
(i) ci=0,za1>m+nicp, #0.
(iii) st(p(z) - q(z)) = st (p(2)) + st (¢(2)) .

Dokaz. (i) Kako je za 1 > maz{m,n}, a; =01 b; =0, to je a; + b; =0, za
i > maz{st (p),st(g)}. Otuda je k < maz{st(p),st(q)}.

(ii) Pretpostavimo da je najpre p, ¢ # 0. Kako je ¢; = ) ., _.a;b,, to je
za 1 > m+ n, u svakom od sabiraka ajbs, j+s=1>m+n, teje g > nili
s > m. Otuda je a; = 0 il by = 0, dakle a;b; = 0. Zato je i ¢; = 0. Dalje je,
Conn = Zﬁs:m*_n a;bs. Analizirajmo proizvoljni sabirak ajbs, j+$ = m+n. _
Ako je j < n, tada je s > mn, pa je by =0 a time i ajby =0. Akojej > n
tada je a; = 0 pajeiajb, = 0. Dakle, svisabirci su jednaki nuli osim sabirka
za koji je 7 =n i s=m. Taj sabirak je a,b, # 0. Dakle ¢4 = tnb, #0
je vodedi koelicijent polinoma pg. Ostaje sluéaj kada je jedan od polinoma
piq jednak 0. Neka je najpre p = 0. Tada je a; =0, za svako j € NV, pa je
¢i = )4 smi @sbs =0, za svaki i € N. Sli¢no se analizira sluéaj g = 0.

(i) Prema (ii), ako je p,¢ # 0 tada je st (pg) = m + n, dakle st (pg) =
st (p) + st(g). Neka je sada st(p) = 0. Tada je, prema (it), p-¢ = 01
st (pg) = —oo. Kako je st(p) = —o0, to je i st(p) + st(q) = —oo = st(pq),
prema defintciji sabiranja u Ny. Sli¢no se analizira slucaj ¢ =0. O

U slede¢em tvrdenju nabrajamo algebarske osobine definisanih operacija.

2.1.5. Tvrdenje. Neka sup,q,r € R[z].

D (ptq)+r=p+(qg+r)
(i) p+g=q+p

(i) p+0=p
(iv) p+ (-p) =

v) (p-g)-r=p-(g-7)
(Vi) prg=gq-p
(vii) p-1=7p
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(viii) p-(g+7)=p-qg+p-r.

Dokaz. Dokaz ostavljamo Citaocu kao racunsku vezbu. 0O

2.2. Euklidov algoritam
U R[z] se kao i u Z moze definisati deljenje sa ostatkom.

2.2.1. Tvrdenje. Neka je p,s € R[z], s # 0. Postoje jedinstveni polinomi
q,r € R[z] tako da je

p=sqg+r & st(r)<st(s).

Dokaz. Dokazimo najpre postojanje. Dokaz izvodimo transfinitnom ‘nduk-
cijom po st (p). Pretpostavimo da je tvrdenjc dokazano za polinome ste-
pena manjeg od n. Dokazimo tvrdenje za polinom p stepena n. Neka je
st(p) < st(s). Tada jep = 0-s+4 pist(p) < st(s) , dakle ¢ = 0 i
r = s ispunjavaju uslove tvrdenja. Neka je sada st (p) > st(s), i neka je
p(z) =Y e oz is(z) =Y. biz'. Neka je u= p-e" ™ s, Prema for-
muli za stepen proizvoda, st (u) = (n — m) + m = n. Takodc imamo i da je
vodeci koeficijent polinoma u jednak b, = a,. Dakle, st(p—u) < n. Zato,
prema indukcijskoj hipotezi, postoje plglinomi qiirtakodajep—u = s-q +r
ist(r) <st(s). Otuda je

aTl — a'n —
p=ut(p—u) = (") gt = (20 ) s 4= gt
Polinomi g = ;i:‘—:z”“m + qp 1 r zadovoljavaju uslove tvrdenja.

Ostaje da pokazemo jedinstvenost. Dakle, neka je p = sqg+7 = sqp + 7y i
0 <st(r),st(r)) < st(s). Tada je s(q¢ — q\) = ri — r. Kako je st(r; —r) <
maz{st (r),st(r1)} < st(s), to je st(s(qg — ¢1)) < st(s). Dalje je, prema.
formuli za stepen proizvoda, st (s) + st(q — q;) < st (s). Skracivanjem st (s)
sa obe strane nejednakosti dobijamo st (g —q;) < 0. Dakle, st (¢ —¢;) = —o0
tj. ¢g—qy =0. Kakojeg=g¢q;,tojeir=r;. O

Analogno definiciji kod celih brojeva definisemo relaciju deljivosti.

2.2.2. Definicija. Neka su p,s € R[z], s # 0. s|p akko postoji ¢ € 2[z]
tako da je sg = p.

2.2.3. Primer. Ncka je a ne-nula konstanta i p € R[z]. Tada je & takode
ne-nula konstanta. Ncka je s = i -p. Tada p = a s, dakle a|p. Zakljuéujemo
da se polinom stepena 0 sadrzi u svakom polinomu.
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2.2.4. Tvrdenje. Relacija | je refleksivna, tranzitivna relacija koja zado-
voljava oslabljenu antisimetri¢nost:

plg & qlp e 3s € Rz]( s je ne-nula konstanta & ¢ = sp).

Dokaz. Neka je za p,g € R[z], plg i qlp. Tada je, za neke s,t € R[z],
p=¢qsiq=pl. Zamenom druge jednakosti u prvoj, dobijamo p = pst. Na
osnovu formule za stepen proizvoda, dobijamo st (p) = st (p) +st (s) +st(¢).
Skraéivanjem st (p), dobijamo st (s) + st (t) = 0. Dakle, s i ¢ su ne-nula
konstante. O

2.2.5. Definicija. Neka su p,s € R[z], p,s # 0. D(p,s) = {t € R[z] :
tp,tlg}. d € R[] je najveéi zajednicki delilac polinoma pi s ako d € D(p, s)
i za svako t € D(p,s), t|d.

Kako iz t|d, sledi t|ad, za ma koju ne-nula konstantu a, najveéi zajednicki
delilac nije jedinstven. Medutim, kako sc oni sadrie jedan u drugom, raz-
likuju se do na mnozenje konstantom. Jednoznaénosti radi najvedi zajednicki
delilac se moze definisati kao monic¢ni polinom iz te klase polinoma.

2.2.6. Lema. Neka sup,s, q,r € R[z].
(i) Ako je p=gs, tada je (p,s) = s
(i) Ako jep=gs+r, tada je (p,s) = (r,s).

Dokaz. (i) Neka je (p,s) = d. Kako s € D(p,s), to s|d. Kako d € D(p,s),
to d|s. Prema Tvrdenju 2.2.4., d = as za neku konstantu a.

(it) Dokazacemo da je D(p,s) = D(s,r). Neka je d € D(p,s). Tada d|pi
d|s, pa d|p — sq¢ = r. Dakle, d € D(r,s). Slicno, ako je d € D(s,r), onda d|s
i d|r. Otuda d|gs +r tj. d|p. Dakle, d € D(p, s).

2.2.7. Definicija. Neka su p,s € R[z], s # 0. Neka je rp = s. Niz
jednakosti

P=sq +r 0 < st(ry) <st(s)
S =714 + 19 0 < st(ry) <st(r)
(*) Ty =roq3 + T3 0 < st(ry) <st(ry)

Tn-2 = Tn_1qn + 7o 0 <st ("'u) <st (rn—l)

Tpn-1 — Tn(]'n-l-l

nazivamo Euklidovim algoritmom duzine n za polinome pi s,
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2.2.8. Teorema. Neka sup,s € R[z], s # 0. Postoji jedinstven Euklidov
algoritam za polinome p i s. (p,q) = ra.

Dokaz. Prema prethodnom tvrdenju postoje jedinstveni polinomi gy i ) tako
da je p = sqy + 1. Ako je ry = 0. onda je ta jednakost [Suklidov algoritam
duzine 0. Ako je r; # 0, tada sc isto tvrdenje moze primenili na polinome s
i ry. Proceduru nastavljamo na jedinstven nacin dokgod je ostatak razlicit
od 0. Dakle, ri4y je ostatak prideljenju vy sa ri_ 4. o) = 7qig1 + Tigr.
Ako bi za svako 1 € N imali r; # 0, tada bi imali beskonacan opadajuéi niz
prirodnih brojeva --- < ryyy <71y < - < 1 < s, suprotno &injenici da je
(N, <) dobro uredenje. Dakle, za neko i€ N jer; = 0. Otuda, zan =1-1,
imamo rp_y = rpgny; + 0.

Ostaje da pokazemo da je (p,s) = r,. Dokaz izvodimo indukcijom po n,
duzini Euklidovog algoritma. Za n = 0 imamo p = sq, 1 (p,s) = s = rg.
Pretpostavimo da je tvrdenje dokazano za ISuklidove algoritme duzine n— 1,
i neka je (p,s) par polinoma koji ima Euklidov algoritam duzine n. Ako u
(¥) zanemarimo prvu jednakost dobijamo Euklidov algoritam za polinome
s i ry, duzine n — 1. Prema indukcijskoj hipotezi (s,7y) = r,. Kako je
p=sq + 7y, to je, prema Lemi 2.2.6.(iii), (p,s) = (s,7) = rn. O

2.2.9. Posledica. (Bezu-ova teorema) Neka su p,s € Rz], p,s # 0, i
d = (p, s). Postoje polinomi w,v € R[z] tako da je d = pu - sv.

Dokaz. Prema Teoremi 2.2.8., postoji Buklidov algoritam za polinome p i
s. Dokaz izvodimo indukcijom po duzini Log Luklidovog algoritma. Neka je
najpre duzina INuklidovog algoritma za pi s jednaka 0. Tada je p = ¢s, pa
jes={(ps). Kakojes=0-p+1-s,tou=01v=1zadovoljavaju uslove
teoreme. Pretpostavimo da je tvrdenje dokazano za sve parove polinoma
(p,s) koji imaju Duklidov algoritam duzine n — 1. Ncka je sada (p,s) par
polinoma koji ima uklidov algoritam duZine n. Dakle, imamo slededi niz
jednakosti

p=3sq +r 0 <st(ry) <st(s)
s=7q2 + 1 0 < st(rg) <st(ry)
Ty =Taq3 + 73 0 < st(ry) < st(ry)

Faoa = TniGn F a0 <sb(rn) < st(ray)

Tn—1 = Tndnt}

Analizirajmo niz jednakosti koji se dobija kada odstranimo prvu jednakost.
To je Euklidov algoritam za s i ry, duiine n — 1. Prema Teoremi 2.2.8.,
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(s,71) = ry. Premaindukcijsko] hipotezi, postoje polinomi ¢, w € R[z], tako
daje (s,7y) = rp = st + ryw. Kako je prema prvoj jednakosti ) = p — sq,
zamenom dobijamo r, = sl + (p — sq))w = pw + (L — q,)s. Kako je, prema
Teoremi 2.2.8., (p,s) = rn, to imamo (p,s) = pu+sv, za v = wiv =
L — qy. ]

2.3. Ireducibilni polinomi
[reducibilni polinomi imaju ulogu prostih brojeva u I?[z].

2.3.1. Definicija. Polinom p € R[z] je ireducibilan (nesvodljiv) ako je
st (p) > 1, i za proizvoljne polinime u,v € R[2],

p=u-v = st(u)=0V st{v)=0

2.3.2. Primer. Neka je p = az + b linearan polinom. p je ireducibilan.
Zaista, neka je p = u - v. Prema formuli za stepen proizvoda, 1 = st (u) +
st (v), st (u),st(v) > 0. Otuda je st (u) = 0 ili st (v) = 0.

Kvadratni polinom z? 4 1 je takode ireducibilan. Da bi to pokazali pret-
postavimo da je p = u-v. Tada je 2 = st (u)-+st (v). Pretpostavimo najpre da
jest(u) =1list(v)=1. Dakle,u =ar+biv=cr+d, zanekea,b,c,d€ R,
a#0,c#0. Tada je 22 + 1 = (az + b)(cz + d) = acz? + (ad + be)z + bd.
Otuda je ac = 1, bd = 11 ad + be = 0. Zamenjujuéi ¢ = i 1 d = % u
poslednjoj jednakosti, dobijamo § + —2 = (. Otuda je a® + 0% = 0, dakle,
a = 0. Kontradikcija. Kako je 0 < st(u) < 2, tojest(u) = 0ili st(u) = 2.
Kako je u drugom sluéaju st (v) = 0, 22 + 1 je ireducibilan. O

U nastavku razmatramo pojam ireducibilnosti u Z[z] 1 Q[z].

2.3.3. Definicija. Neka je p € Z[z]. p je primitivan ako su njegovi koefici-
jenti uzajamno prosti.

2.3.4. Tvrdenje. (Gausova lema) Proizvod primitivnili polinoma je prim-
itivan polinom.

Dokaz. Nekasuu=3 .. az'iv=23
postavimo da p = uv = i:i<m+n c;z* nije primitivan. Dakle, neka je d € N
prost broj takav da d|c;, za ¢ < (m + n). Kako su u i v primitivni, postoje
k,l € N, tako da d 1t ayidfb;. Pretpostavimo da su k i [ najmanji takvi
brojevi. Dakle d|a; za i < k, 1 d{ag, d|b; za i <!, adta;. Tada je

Chyt = Z aib]' = upb; + Z CL,‘bj + Z (libj.

i+i=k4l ij=ktli<k itj=ktlj<t

i<m Dix® primitivni polinomi. Pret-
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Posmatrajmo dve sume na desnoj strani. U prvoj od njih svaki sabirak ima
¢inilac a;, 1 < k, pa je po pretpostavci deljiv sa d. Slicno u drugoj sumi
svaki sabirak sadrzi b;, 7 < {, pa je i on deljiv sa d. Kako d deli obe sume,
i po pretpostavci d|ceyy, to imamo d|axh. Kako je d prost broj, d|ay ili
d|by. Kontradikeija. Na osnovu dobijene kontradikcije zakljuéujemo da je p
primitivan polinom. [

Za polinome sa racionalnim koeficijentima problem se moze svesti na poli-
nome sa celim koeflicijentima. Ako je p € Q[z], dovodenjem koeficijenata na
zajednicki imenilac a zatim izvlacenjem najveéeg zajednickog delioca bro-
jilaca, dobijamo p = £s, gde je s € Z[z] primitivan polinom, a,b € Z,
(a,b) = 1. Ovakvo predstavljanje je jedinstveno.

2.3.5. Tvrdenje. Neka je $s = 9i, a,b,c,d € 7, (a,b) =
s,t € Z[z], si t primitivni polinomi. Tada jet = +s, § = £5.

Dokaz. Neka je s = Y, @izt it =3, az'. Mnoienjem jednakosti
sa bd, dobijamo ads = bct. Kako jednaki polinomi imaju jednake stepene,
m = n. Dokazaéemo da alc. Neka je p prost broj takav da p*la. p* deli sve
koeficijente polinoma na levoj strani, pa zato deli i sve koeficijente polinoma
na desnoj strani jednakosti. Kako je s ireducibilan polinom, postoji 1 < n
tako da ptc;. Kako p*|bce;, ptb, jerje (a,b) = 1,ipfci, to p¥le. Kako svaki
¢inilac u prosloj faktorizaciji od @ deli ¢, to alc. Na isti nacin pokazujemo
cla. Otuda je ¢ = ta. Slicno se pokazuje da je d = £b. Otuda je ad = +bc,
pajeit==s. U

2.3.6. Teorema. Neka je p € Z[z]. Ako je p ireducibilan u Z[z] onda je p
ireducibilan i u Q[z].

Dokaz. Pretpostavimo suprotno da je p = u-v, u,v € Q[z], st (u),st (v) > 0.
Tada je u = §s, v = g, a,b,¢c,d€ Z, (a,b) =1, (¢,d) = 1, 5, su primitivni
polinomi u Z[z]. Tada imamo

a ¢

p= Esat
1 p= Est
P=bd

Kako je, prema Gausovoj lemi, st primitivan polinom ovo su dva kanoniéna
predstavljanja polinoma p € Q[z]. Prema prethodnom tvrdenju, imamo
p = *st. To je u kontradikciji sa pretpostavkom o ircducibilnosti polinoma
puZz]. O

Za utvrdivanje ireducibilnosti u Z[z] moze nam pomodi slededi kriterijum.
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2.3.7. Teorema (AjzenStajnov kriterijum). Neka jes =) .., w;x' €
Z[z), i p prost broj takav da pla;, za i < n, pla,, i p*tag. s je ireducibilan
polinom.

Dokaz. Pretpostavimo da je s = wv, u,v € Z[z], st(u) > 0, st{v) > 0.
Neka je u = 3, a;zt, v = Zi«bil‘", m+ 1 = mn. Kako je ¢y = cody,
to iz plag, sledi pleo il pldo. Kako p? | ag, to p ne deli oba ta broja. Bez
gubljenja opStosti pretpostavimo da p|cg i p 1 do. Dokazaéemo transfinitnom
indukcijom da ple;, za svako ¢ < m. Pretpostavimo da za 1 < mn < n,
ple;j za svako j < 4. Dokazimo da ple;. Kako je a; = ZHk:i cidy =
cido + Zj+k=i'j<1-cjdk. Kako u poslednjoj sumi, za svako j < 1, p|¢;j, to je
¢itava suma deljiva sa p. Kako pla;, to pleidy. Kako p{ do, to ple;. Time smo
pokazali da p|c;, za svako ¢ < m. Kako pley, 1 ey = end), to pla,, suprotno
pretpostavci teoreme. Pretpostavka o reducibilnosti polinoma s dovela je do
kontradikcije. Dakle, s je ireducibilan. O

2.3.8. Primer. Polinom z3 + 32% + 9z + 3 je ireducibilan, jer prost broj 3
deli sve koeficijente osimn vodeéeg, i 32 1 3.

2.3.9. Primer. Neka je p prost broj. Pokazimo da je s = zP7! + ... 4

2 + 1 ireducibilan. Na prvi pogled se ne vidi kako bi primenili Ajzenstajnov

kriterijum. Pomnozimo najpre obe strane jednakosti sa 2 — 1. Dobijamo
(z-1s=2P+ -+’ -2’ - .2 -1

Na desnoj starni se potiranjem jeduakil izraza dobija 2? — 1, dakle,

(z — 1)s =a¥ - 1.

Uvedimo smenu z = y + 1, i oznacimo sa ((y) polinom s(y + ). Tada
jednakost dobija oblik

yt(y) =s(y+1) = (y+1)¥ -1

:yP+< p >yl)—1.|_...+(p)y+1_]
p—1 1
(P s (O

p—1 1

Skraéivanjem sa y dobijamo,



2.4. NULE POLINOMA 53

Kako p deli sve binomne koeficijente (pfl), ...(¥), primenom Ajzenstajnovog
kriterijuma sledi ireducibilnost polinoma t(y). Odavde jednostavno sledi
ireducibilnost polinoma s(z). Zaista, pretpostavimo da je s(z) = u(z) - v(z),
u(z),v(z) € Z[z], st(u),st(v) > 0. Smenom z = y + 1 dobijamo i(y) =
s(fy+ 1) =uly+ Dv(y+ 1) = q(y)r(y), gde su q,7 € R[y] i st (q),st(r) > 0.
Kontradikcija sa ireducibilnoscu polinoma t(y). Dakle, s(z)je ireducibilan
polinom.

\

2.4. Nule polinoma

U dosadasnjim delovima ove glave polinome smo tretirali na strogo sin-
taksni na¢in. Sada uvodimo semantiku polinoma - davanje vrednosti poli-
nomu. U nastavku ove glave uradicemo inverziju u redanju koeficijenata,
tako da polinom p(z) = ..., aiz’ € R[z] nadalje pisemo u obliku p(z) =
Yicn a;z""ia € R Na La_j nacin ag oznacava najstariji koeficijent, a a,
slobodan ¢lan.

2.4.1. Definicija. Neka je p(z) =) ., @iz""" € R[z]ia€ R.

pla) = Z a;a™ "t

i<n
Ako je p(a) = 0 kazemo da je a nula polinoma p(x).

Na ovaj nacin svakom polinomu p pridruzena je realna funkcija f, tako
dajezaa€ i,

Jp(a) = pla).

Funkciju f, zovemo polinomskom [unkcijom pridruzenom polinomu p. Pri-

rodno se postavlja sledece pitanje: Da li je ovo pridruzivanje jednoznaéno.

Da i su razli¢itim polinomima. pridruzenc razlicite polinomske funkcije?
Sledeca teorema povezuje sintaksni 1 semanticki aspekt polinoma.

2.4.2. Teorema. (Bezuova tcorema) Ncka je p(z) € R[z] ia € R.
pla) =0 & (z — a)lp(z).

Dokaz. Neka je p(z) = (x —a)q(z) +r, gde je  konstanta. Zamenom z = a,
dobijamo p(a) = (a — a)g(a) +r = r. Dakle, p(a) = 0 akko r = 0 tj.
z—alp(z). O

Sada navodimo jedan vrlo koristan i brz algoritam za deljenje polinoma
linearnim polinomorn.



54 1. POLINOMI

2.4.3. Tvrdenje. Neka je p(z) =3, aiz" e R[z]ip=(z—¢)g+r.
Ako je q(z) = ¥;cp_y biz™ 71, tada je

bo = ag

bi =cb;oy 4 a;, zal < <n—1

r=cby_y + an

Dokaz. Kako je p = (2 — a)q+ r, to iinamo
Zaiz”'i =(z-c¢) Z biz™ 1 4,
i<n i<n—1

Uvedimo u drugoj sumi smenu j = ¢+ 1. Dobijamo

Zaiz"_i = Z bia" "t — ¢ Z bj_la;"—j—{—r

i<n i<n-1 1<j<n
= E b,'itn_l — E (,‘1)1,'_111,‘7'_X
i<n—1 1<i<n
= boz" + E (b; —ab; )™ 1 — b,
1<i<n—1

lzjednacavanjem koeficijenala na levoj i desanoj strani dobijamo
ap = bo
a; =b;+cbj, zal <i<n—-1
Qp =71 — by 1.

Re8avajudi ove jednaéine po b; 1 r dobijamo
bo = ap
bi=cbi-y+a;, zal<1<n-1
r=cby_; + an.

Prethodno tvrdenje se koristi u obliku Hornerove seme.

2.4.5. Primer. Hornerova sema.
Podeli¢emo polinom 2 -~ 223 4+ 322 -~ 52 +3saz ~ 2.

2/10-2 3 -5 3
2 4 414 18
12 2 79 |21

Dakle kolienik je z* + 2% + 222 + 72 4+ 9, a ostatak je 21.
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2.4.6. Primer. lako nam racunanje vrednosti polinoma izgleda kao blizi
pojam, adeljenje polinoma kao komplikovaniji pojam, Hornerova Sema se, na
osnovu Bezuove teoreme, ¢esto koristii za brzo nalazenje vrednosti polinoma.

2.4.7. Primer. Posmatrajmo polinome p = z° ~ 622 + 12z -8 = (z = 2)? i

s=z3 -z’ —42+4 = (z-2)(z? + 2 ~2). Oba polinoma imaju nulu z = 2.
Medutim kod p se ¢lan z — 2 u faktorizaciji pojavljuje tri puta, a kod ¢ samo
jednom. Ocigledno je da = — 2 mnogo vide utice na ponaSanje polinoma p

nego u slucaju polinoma q.

2.4.8. Definicija. Neka jep € R[z],a € ik € N. a je nula videstrukosti
k polinoma p, u oznaci m,(a) = k, ako (z — a)*|pi (z — a)**! { p.

Primetimo da smo u definiciji dozvolili i nule visestrukosti nula, koje
uopste nisu nule polinoma. Nule visestrukosti I nazivamo jednostrukim,
a nule visestrukosti > 1, visestrukim.

2.4.9. Tvrdenje. Neka jep € R[z],a € R ik € N. a je nula visestrukosti
k polinoma p, akko postoji polinom q tako da

p=(r-a) & ga)#0.

Dokaz. (=) Prelpostavimo da je a nula viestrukosti k. Dakle, (z — a)¥|p
i (z—a)**1 4§ p. Dakle, p = (z — a)*q za neki polinom ¢. Ako bi = — a|q
imali bi (z — a)**! | p, suprotno pretpostavci. Dakle, z — a { q, pa je prema
Bezuovoj teoremi g(a) # 0.

(¢) Neka je sada p = (z — a)*q i q(a) # 0. Ocigledno (z — a)*|p. Ako
bi imali (z — a)**!|p, tada & — alg, suprotno pretpostavei g(a) # 0. Dakle,
(z — a)¥*! { p, pa je a nula visestrukosti & polinoma p. O

Kako je nula polinoma semantic¢ki pojam, prirodno bi bilo nastojati da
pojam vigestrukosti karakterisemo semanti¢ki. Za to nam je potreban pojam
izvoda polinoma.

2.4.10. Definicija. Ncka je p(z) = ..., ¢;2""" € R[z]. [zvod polinoma
p je polinom h

p'(z) = Z (n —i)a;z™ L

1<n-1

2.4.11. Tvrdenje. Operacija izvoda polinoma ima sledeée osobine
(i) (pta)=p+q’
(i) (pq)’=p’a+pq’ _

Dokaz. Dokazuje se dircktno po definiciji. [

Rekurzivno se definisu izvodi viseg reda.



56 [1. POLINOMI

2.4.11. Definicija. Neka je p(z) € R[z].

@) = p(a)
Pt = () (2)).

2.4.12. Teorema. Neka je p(z) € R[z], « € R, k € N. a je nula
visestrukosti k polinoma p akko

p(a)=0 & p'a)=0... & p¥F Dw)=0 & p¥(a)#£0.

Dokaz. Neka je {(p) = min{i : pl)(«) # 0}. Indukcijom po k dokazaéemo
da je l(p) = k.

Dokazimo tvrdenje za k& = (0. Tada je ¢ nula visestrukosti 0 polinoma p
pa otuda z —a{ p, §to je ekvivalentno sa pl®(a) = p(a) # 0. Dakle I(p) = 0.

Sada pretpostavimo da je tvrdenje dokazano za sve polinome i sve njihove
eventualne nule viSestrukosti k.

Neka je sada p polinom i a nula visestrukosti £-+1. Dakle, p = (z—a)"tq,
gde je g(a) # 0. Tada je p' = (k+1)(z —a)*q+ (z —a)*T1¢ = (z — &) *((k +
g+ (z — a)g') = (z — a)¥s, gde je s = (k+ 1)g + (2 — a)¢’ . Kako je
s(a) = (k+ Dgla) + (e — a)¢’ = (k + 1)q(a), to je s(a) # 0. Dakle, a je
nuta visestrukosti & polinoma p'. Prema indukcijakoj hipotezi, {(p') = k.
Dakle, p'(a) = 0, (p")'(¢) = 0,...,(p)* " V(a) = 0,(p")*) #£ 0. Kako je
(7)) = p+1), imamo /(@) = 0, (@) = 0,..., p¥(a) = 0, pl¥+1)(a) £ 0.
Otuda je {(p) = k + 1, $to je i trebalo dokazati. O

k1

2.4.13. Posledica. a je videstruka nula polinoma p akko je a nula polinoma
(», p).

Dokaz. a je viestruka nula polinoma p, akko p(a) = 01 p'(¢) = 0. Po
Bezuovoj teoremi to je ekvivalentnu uslovu z — a|p,p' tj. = — a|(p,p'). O

2.5. Polinomi i polinomske funkcije

Vracamo se problemu odnosa polinoma i polinomskih funkcija. Navedimo
najpre teoremu koja ogranic¢ava broj nula polinoma.

2.5.1. Definicija. Neka je p € R[z]. Z(p) = {a € R : pla) = 0}. z(p) =
|Z (p)| ako je taj broj konacan. U suprotnom je z(p) = oo.
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2.5.2. Tvrdenje. Neka jep € R[z], p # 0. Tada je z(p) konacan broj i
z(p) < st(p).

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po st(p). Neka je najpre st (p) = 0.
Tada je p ne-nula konstanta, pa p nema nijednu nulu. Dakle, Z(p) = 0,
i z2(p) = 0. Zato imamo 2(p) = st (p) = 0. Pretpostavimo da je tvrdenje
dokazano za sve polinome stepena n i dokazimo ga za polinome stepena
n + 1. Dakle, ncka je p polinom stepcna n+ 1. Ako p nema nijednu nulu,
tada je z(p) = 0. Kako je 0 < n + 1, tvrdenje je trivijalno zadovoljeno.
Pretpostavimo sada da p ima bar jednu nulu, i neka je a jedna od njih. Tada
je, prema Bezuovo] teoremi, p = (z — a)q, za neki polinom ¢. Prema formuli .
za stepen proizvoda, st (q) = n. Prema indukcijsko] hipotezi, 2(q) < n.
Neka je sada b € R.

Dakle, Z(p) = {a} U Z(g). Otuda je 2(p) <1+ 2(q) <n+1=st(p). O
Sledece tvrdenje je kontrapozicija teoreme,

2.5.3. Posledica. Neka jep € R[z]. z(p) > st(p) = p=0.
Medutim iz tcoreme lako sledi i odgovor na nase pocetno pitanje.

2.5.4. Posledica. Nckasup,q€ Rz]ik = maz{st(p),st(q)}. Ako postoji

k + 1 razli¢itih realnil brojeva u kojima p i q imaju jednake vrednosti, onda

jep=gq.

Dokaz. Neka je EQ(p,q) = {a € R:p(a) =q(a)},ineka je s = p—q. Prema
formuli za stepen zbira, st (s) < k. Po pretpostavci je |[EQ(p, q)| > k + 1.

Kako je za proizvoljni a € R, s(a) = p(a) — q(a), to je s(a) = 0 akko

p(a) = q(a). Dakle, a € Z(s) akko a € L/Q(p,q). Otuda je Z(s) = FQ(p, q).

Otuda je z(s) > k+ 1, tj. z(s) > st(s). Prema prethodnoj posledici, s = 0,

tj. p=¢g. O

2.5.5. Posledica. Nekasup,g€ R[z]. p=q& f,= f,

Dokaz. Implikacija sleva u desno sledi direktno iz definicije vrednosti poli-
noma. Dokazimo drugu implikaciju. Ncka je dakle, f, = f,. Otuda je
FQ(p,q) = R. Ncka je k& = maz{st(p),st(q)}. Kako p i ¢ imaju jed-
nake vrednosti u ma kojih k-1 razlicitih realnih brojeva, prema prethodnoj
posledici, p =¢. U

Zahvaljujuéi ovoj jednoznaénoj korespondenciji u nastavku ne pravimo
razliku izmedu polinoma i polinomske lunkcije. 1z konteksta se vidi o kojem
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se od ta dva objekta radi. lz prethodnih posledica vidimo da za zadatih
n+ 1 vrednosti u n + 1 razli¢itih tac¢aka, postoji najvise jedan polinom
stepena < 7n koji u tim tackama uzima zadate vrednosti. Da li uvek postoji
takav polinom? Odgovor nam daje sledec¢a Kineska teorema o ostacima.
2.5.6. Teorema. Nekasuayg,...,a, € R razlié¢iti brojevii Ay,..., A, € K.
Postoji polinom p € R[z] takav da sl (p) <nipla;) = A, 1< 0.
Dokaz. Najpre da objasnimo zadto je ovo Kineska teorema o ostacima. Uslov
p(a;) = A, je ckvivalentan uslovu da p(z) pri deljenju sa z — a; daje ostatak
A, tjo ple) = A; (mod (2 - «;)). Dakle, trazi se redenje ovog sistema
kongruencija. Takode imamo da iz «; # «; sledi (2 —a;,2 — a;) = 1. Dakle,
pretpostavke i zalitev su identi¢ni onima v Kineskoj tcoremi o ostacima. |
resenje se postize na identi¢an nacin.

Neka je M = [[;, (¢ — @), Mi(x) = 727, 7 < n. Neka je dalje M;
redenje kongruencije M;(z)y l(moclx a;), koje nalazimo na sledeéi nacin.
Zamenom z = ¢; dobijamo M| = —(-— Otuda je trazeno resenje sistema

P =2icn MiM{A; odnosno,

p= LA (z—ag)...(2 —ai-1)(z — ¢ig1) ... (2 — an) 0

i<n —ao .(ui——ai_l)(a,-—a,~+1)...(a,~—an)'

Polinom dobijen u dokazu prethodne teoreme naziva se Lagranzov inter-
polacioni polinom.

2.6. Jednacine treceg i Cetvrtog stepena

U ovom delu izvodimo obrazac za reSavanje jednaéina treceg stepcna
analogno poznatom obrascu za redavanje kvadratnih jednacina. Dakle, resa-
vamo jednaéinu az3 + b2® +cz +d =0, a,b,c,d € C. Jednaéina u opstem
slucaju ima kompleksne koeficijente. Deljenjem sa ¢ dobijamo ekvivalentnu
jednacinu kod koje je vodedi koeficijent 1. Dakle, analiziramo jednacinu
23 4+ bz? + ¢z +d = 0. Ona se dalje pojednostavljuje smenom z = y — %
Posle sredivanja jednac¢ina dobija oblik y3 4- py + ¢ = 0. U tom obliku i
resavamo jednacinu, ‘

Dakle, razmatramo jednaginu 23 +pz + ¢ = 0. PotraZimo resenje u obliku
zo = o + 3, gde ¢emo drugi uslov za o i § odrediti naknadno. Zamenom u
jednacini dobijamo

(a+B8)°+pla+p)+q¢=0
o® + B+ 3aB(a+ )+ pla+B) +¢=0
o’ + 8+ (Baf+p)(a+ ) +¢=0.
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Sada vidimo da sc¢ jednatina drasti¢no pojednostavljuje uslovom af = ~£.
Jednacina dobija oblik
o+ = —g
P
(+) af = —3.

Dakle, ako « i  zadovoljavaju uslov (), onda je o 4 0 resenje jednatine.
Podizanjem drugog uslova na treci stepen dobijamo
o+ B =g
' 3
343 p
a’f’ = —-—.
P 27
Na osnovu Vijetovih pravila za kvadratne jedna®ine su o i 4% rcgenja
K]
kvadratne jednacine 2% +qz— & = 0. Prema formuli za resavanje kvadratnih
jednacina dobijamo

3 _ —49 ﬁ P’
() =SVt
a_—q_ ¢ P
ﬂ“2 4+27'

a i beta su treéi koreni izraza na desnoj strani jednakosti. Medutim na taj
nacin dobijamo tri vrednosti za o i tri vrednosti »a 8. Da li to znaci da
jednacina ima devet resenja. Naravno da ne. Znamo da ona ima najvise

3 refenja. Redukeiju vréi kontrolni uslov of = -, tako da svakom od tri
izbora za o pridruzuje § = F£. Dakle, resenja biramo na slededi nacin.
Najpre za « biramo jedan treci koren «;. Ostala dva imaju oblik ay = o
i az = ajc?, gde su € = —% + —‘{g i 2= —% - ‘/75 = € treéi koreni iz 1.
- =P - i = B = P — ZP? — 2 i i
0 = T .Fad.a je J62; = Sa; = 3o = 3a = Bi¢. Slicno dobijamo
03 = f1¢. Redenja jednacine su dakle,
ar +
2
ajc+ Oye
2
e’ + [e.

Upravo izvedene formule, Kardanovi obrasci, validne su za polinome u
Clz], i reenja su kompleksni brojevi. Sada redukujemo paznju na jednacine
sa realnim kocficijentima. IzvesCemo diskusiju rcsenja jednacine. Najpre
uvedimo analogno kvadratnim jedna¢inama diskriminantu polinoma treceg
stepena

D = —4p® - 274%.
Primetimo da je to potkorena veli¢ina u izrazu za o® i 4%, pomnozena sa
—108. Zbog toga je potkorena veliina suprotnog znaka od diskriminante.
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2.6.1. Tvrdenje. Neka je 2® + pz + ¢ € R[z].
(i) Ako je D < 0, onda jednacina ima jedno realno i dva konjugovano
kompleksna resenja.
(it) Ako je D =0, onda jednaéina ima tri realna resenja od kojih su dva
jednaka.
(iii) Ako je D > 0, onda jednacina ima sva tri reSenja realna i razlic¢ita.

Dokaz. (i) D > 0. Tada je potkorena veliéina u (*#) pozitivna, pa je o®

realan broj. Neka je o) realni treéi koren tog realnog broja. Primetimo da
jei B e RipB# o Kakoje L€ R tojei By € R Kako je a3 # B3,
to je ay # ). Zato je prvo reSenje z; = oy -+ B; € R. Pokazaéemo da su
preostala dva resenja konjugovano-kompleksna. Primetimo najpre da je
T =i+ 0,6 = o+ fre = 3.

Pretpostavimo da je 5 = aje + (162 € R. Tada jei z3 = T3 € R. Otuda
jet zqg —z3 € K. Medutim,

29 — 23 = a6+ B — aye’ - Pe
= (a1 = i) (e~ €*)
= i\/§(011 - p)-

Kako je \/§(a1 — (1) € R, sledi da jei s € R. Kontradikcija. Dakle 25,25 ¢
R.

(ii) D = 0. Tada je &® = #°, pa je otuda a; = ;. dakle, z; = 2a,. Dalje
je

2 25
T =t o’ =a (e ¢) = —a

T3 =0 d o= (e

Dakle, zy = z35 € R.

(ii)D > 0. Kako je potkorena velicina u (##) negativna, o3 i % | a
time i njihovi treéi koreni, ne pripadaju A i razli¢iti su. Sada koristimo
jedno tvrdenje koje éemo dokazali kasnije: Jednalina neparnog stepena sa
realnim koeficijentima ima bar jedno realno resenje. Dakle, ncka je bag x; =
oy + 1 € R, ay, B ¢ R. Kako je, prema uslovu (#), a8 = 32 € R, to su,
po Vijetovim pravilima, o i §; konjugovano kompleksna resenja kvadratne
jednacine sa realnim koeficijentima. Dakle, 8, = &@7. Sada imamo

Ty = e+ @€ = ajc++ace R

T3 = o€ aje= a6t + +o 2 € R
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Ostaje da dokazemo da su resenja razlicita. Kako je bilo koje resenje (jer su
sva tri realna) moglo biti uzelo za zy, dovoljno je dokazati z; # 3.
_ 2 2
Ty — T3 = o€+ Bref — aje” — Pre
= (o) ~ By)(e =€)
=1V3(a, — B1).

Kako je oy # 1, toje t0 — 23 £ 01). 27 £ z3. O

Jednacine cetvrtog stepena. Jednacina 2t + azd bzt ez +d = 0
smenom z = y — ¢ dobija oblik y' 4+ byt + iz +dy = 0. Zato u nas-
tavku resavamo jednacinu 2?4 bz? + cz + d = 0. Translormisemo jednacinu
uvodenjem paramectra t, ¢iju vrednsol odredujemo naknadno.

b b
1:4+b1'2+(:$+d:(z2+§+l,]2#t2—2la:2—bt—x+cx+d
b ’ ¢
:($2+§+l,)2—[2Lm2—c.’c+(l2+bt—d+ I)]:0.

Sada biramo ( tako da izraz u srednjim zagradama, kao kvadratni plinom po
z, bude potpun kvadrat. Poznato je da je to ispunjeno za kvadratni trinom
akko je diskriminanta trinoma jednaka nuli. To i jeste nas uslov za £. Dakle,
t biramo iz uslova

1)2
- 8L bt —d + —4—) =0, tj.

2 C2

b
(%) b4 (——dit - — =0.
4 8
Dakle, da bi dobili pogodnu vrednost za ¢ treba da resimo jednacinu treceg
stepena.
Neka je to jedno redenje jednacine (x). Pocetna jednacina dobija oblik

(.’E2 + (Q + [,0)2 — 2[0(7} — L)z = 0.
2 4t

Formulom za razliku kvadrata, ova jednacina se razlaze u dve kvadratne
jednacine. Njihova reenja su reSenja polazne jednadine cetvrtog stepena.

Dugi niz godina ¢injeni su pokusaji da se sliéni obrasci nadu za jednacine
viSeg stepena. Sredinom 19. veka dokazano je da za jednacine stepenan > 5
takvi obrasci ne postoje. Dokazano je i jace lvrdenje da za svako n > 5
postoji polinom ¢ije se nule ne mogu izraziti u kvadraturama (sabiranjem,
mnozenjem i korenovanjem).



62 [I. POLINOMI

2.7. Racionalni koreni polinoma u Z[«]

Nepostojanje opstih obrazaca za reSavanje jednacina viseg stepena, 1 ne
bas jednostavni obrasci za jednacine treéeg i ¢elvrtog stepena, primoravaju
nas da nalazimo druge metode njihovog resavanja. Jednacine treéeg stepena
se recimo prirodno pojavijuju u elementarnoj matematici pri reSavanju za-
dataka u vezi sa zapreminama. Jedan od korisnih i jednostavnih metoda
je sledeéi: Ako je polinom u Z[z], moZemo nali sve njegove eventualne
racionalne nule vrlo jednostavnim postupkom. Polinome iz Q[2] i ne anal-
iziramo posebno, jer se jedna¢ine mnozenjem sa celim brojem koji sadrii
imenioce koeficijenata svodi na ekvivalentnu jednacinu sa celim koelicijen-
tima.

2.7.1. Tvrdenje. Nekajep(z) =5, aiz:“"i € Z[z]. Akoje §, (a,b) =1,
nula polinoma p, onda ala, i blag.

Dokaz. Pretpostavimo da je 7 nula polinoma p. Zamenom z = } i mnozenjem
obe strane jednacine sa 4" dobijamo

aga™ + a1a™ b + ara™ %% + -+ a,,_lab2 +a,b" = 0.

Kako u sumi na levoj strani jednakosti b deli sve sabirke osim prvog, b deli
i prvi sabirak. Dakle, b|aga™. Kako je (a,b) = 1, to blag. Slitno, a deli sve
sabirke osim poslednjeg pa deli i njega. Dakle, a|a,b™. Kako je (a,b) = 1,
to ala,. O :

2.7.2, Primer. Resavamo jednacinu

6zt + 372 2222 — 92 — 6 = 0.

Neka je § racionalno redenjc ove jednacine. Prema prethodnom tvrdenju

al6 i b]6. Otuda a € {£1,£2,43,46} i b € {1,2,3,6}. Otuda § €

{:i:l,:i:?,:i:li,:i:ﬁ,:—t?—l, 173) %i,%, % . Zamenom ovili 18 vrednosti u poli-
nomu utvrdujemo da su % % nule polinoma. Zamenjivanje 18 razlomlenih

vrednosti nije nimalo prijatno. MoZe nam pomod¢i Hornerova Sema, jer je «
nula polinoma akko je ostatak pri deljenju sa © — a jednak 0. Pogodnost
je 1 u tome §to u slucéaju kada o jeste nula, odmah imamo i koli¢nik 1 dalje
radimo sa njim. Dakle, '

1 —

6 37 22 -9 -6
3 20 21 6
6 40 42 12 0

T
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Sada dobijeni koli¢nik delimo sa z + %

-21640 42 12
4 —16 -12
6 36 18 ‘ 0

Dakle, polazna jednacdina je ckvivalentna jednacini

1 2 ‘
(z - ‘2‘)(:5 + 5)(61-2 4 36z 4- 18) = 0.

Resavajudi preostalu kvadratnu jednacinu dobijamo ipreostala dva resenja,

z = -3+ 6.

Cak se i ispitivanje racionalnih nula moze svesti na ispitivanje celih nula
nekog drugog polinoma uZ[z].

2.7.3. Tvrdenje. Neka je p(z) = 5, aix™ ' € Z[z]. r € Q je nula
polinoma p akko je rag celobrojna nula polinoma

g=1+ Z aiay 'z € Z[x).

1<t<n

Dokaz. Pomnozimo jednacinu p(z) = 0, sa aj~'. Jednacina dobija oblik

n _ n—1_mn-—i
agp(e) = E aiay T
i<n
=1+ E aao (apz)" " =0

1<i<n

Uvedimo smenu agz = y. Time dobijamo jednacinu
q(y) =1+ E aaf ™yt = 0.

Brojs € Z je redenje ove jednacine akko je 2 € () resenje polazne jednadine,

Zato na znacaju dobija sledeéi test.
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2.7.4. Tvrdenje. Neka je p(z) € Z[z]. Ako je a € Z nula polinoma p,
onda
1 —alp(l) & 1 4 a|p(—1).

Dokaz. Neka je ¢ € Z nula polinoma p. Tada je p = (z — a)g(z), za neki
polinom ¢ € R[z]. Kako se koeficijenti polinoma ¢ mogu dobiti Hornerovom
semom, dakle mnoZenjem i sabiranjem cclog broja a i celobrojnih koeficije-
nata polinoma p, to je ¢ € Z[z]. Zamenom z = 1| u jednakosti, dobijamo
p(1) = (1 = a)gq(a). Kako je ¢(a) € Z, to 1 - «|p(a). Analognom zamenom
¢ = —1 dobijamo 1 + a|p(—1). O

2.7.5. Primer. Primenimo prethodno tvrdenja za reSvanje jednacine 2 +
23 — 422 + 92 - 12 = 0. Kako je polin'om moniéan, sva racionalna reenja su
cela. Prema Tvrdenju 2.7.1., jedina moguca racionalna resenja su iz skupa
{+1,42, 43,46, +12}. Kako je p(1) = =121 p(~1) = =18, 1 i -1 nisu
resenja jednacine. Medutim, prema prethodnom tvdenju nijedan od brojeva .
£6, 12 nije redenje jednadine, jer na rastojanju 1 po apsolutunoj vrednsoti
imaju brojeve 517, odnosno 111 13 koji ne dele niti p(1) niti p(=1). Takode
i 1431 —18, pa ni 3 nije reenje. Dakle, dovoljno je isprobati brojeve
+2 1 —3. Posle kratke provere dobijamo da su 2 = =3 1 2 = 2 redenja
jednagine. Deljenjem polinoma sa = + 3 i 2 — 2, dobijamo polinomn z? + 2.
Zato supreostala dva resenja, = = iy/2.

2.8. Osnovna teorema algebre

lz pretencioznog naslova vidimo da se radi o veoma vaznoj teoremi. Kako
je resavanje polinomskih jednacina bilo osnovno pitanje algebre sve do sre-
dine 19. veka, ona je u to vremei zaluzivala svoje ime. Danas je ono zadrzano
iz tradicionalnih razloga. Mi necemo dati dokaz ove teoreme jer algebarski
dokaz zahteva razvijenu teoriju ekstenzija polja. Dokazi koji koriste aparat
analize su ili ra¢unski komplikovani ili nisu predmet naseg rada. Zato ovde
dokazujemo specijalni slucaj ove teoreme, i analiziramo neke njene posledice.
Najpre se pozivamo na dve teoreme iz analize.

2.8.1. Teorema. Polinomska funkcija je neprekidna

2.8.2. Teorema. (Teorema o meduvrednosti) Neka je f: R — R funkcija
neprekidna na intervalu [a,b], tako da je f(a) < 01 f(b) > 0. Postoji
¢ € (a,b), tako da je f(c) = 0.

2.8.3. Lema. (Lema o najstarijem ¢lanu) Neka je p(z) = )., a;z" ™" €
Rlz] i s(z) = ¥ cicqaiz™ ' Neka je A = maz{|ay|,...,las|} i M =
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14+ A Tada jeza|z| > M,

ol
|a0z™| > |s(z)].

A
jz|-1

Dokaz. Neka je |z| > M. Kako je || > |, imamo da je < |ag|. Sada je

A
|z| - 1
lagz™|. O

|2|™

IN

2.8.4. Posledica. Neka su oznake kao 1 prethodnoj lemi. Sve realne nule
polinoma p su u intervalu [— M, M].

Dokaz. Neka je |z| > M. Kako je [agz™| > |s(z)], to je p(z) = agz™ + s(z) #
0. Dakle, van intervala [—= M, M] nema nula polinoma p. O

2.8.5. Teorema. Neka jep € R[z], st(p) = n, n neparan. Tada p ima bar
jednu realnu nulu.

Dokaz. Neka su oznake kao u lemi o najslarijem ¢lanu. Bez gubljenja opsto-
sti mozemo pretpostaviti da je qp > 0. U suprotnom razmatramo polinom
—p. Neka je a > M. Tada je p(a) = apa™ > 0. Kako je n ncparan, to je
p(—a) = ap(~a)™ < 0. Prema teoremi o meduvrednosti, postoji ¢ € (—a,a)
tako da je p(c) =0. O

Navodimo bez dokaza najvazniju teoremu ove glave. Ona se odnosi na
polinome sa komplcksnim koeficijentima.

2.8.6. Teorema. Neka je p € Clz], sl.(p) > 1. Tada p ima bar jednu
(kompleksnu) nulu.

Naredna polsedica deluje mnogo jace od teoreme ali iz nje trivijalno sledi.
Ona pokazuje da sc granica usltanovljena Lagranzovom tcoremom dostize
(ako racunamo nule sa njihovom visestrukoséu). Najpre fiksirajmo neke
oznake.
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2.8.7. Definicija. Neka je p polinom. z,,(p) = Euez(p) mp(a).

2.8.8. Posledica. Neka je p € C[z] ist(p) =n > 0. Tada p ima tacnon
nula, tj. z,(p) = n.
Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijoin po n. za n = 0 tvrdenje je trivijalno
zadovoljeno. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za polinome stepena n. Neka
je sada st (p) = n+ 1. Prema osnovnoj teoremi algebre, postoji a € C tako
da je p(a) = 0. Nastavak je kao kod dokaza Lagranzove teoreme. Dakle,
postoji ¢ € Clz], tako da je p = (z — a)q i st(¢) = n. Prema Indukcijsko]
hipotezi, 2z, (q) = n. Kako je Z(p) = {a} U Z(g), to je a ili nova nula ili
povecava viSestrukost za 1, pa je 2, (p) = zm(¢) +1=n+1. O

Naredna posledica pokazuje da su jedini ireducibilni polinomi u C[z] lin-
earni polinomi.
2.8.9. Posledica. Neka je p(2) = Y., a;2™" € C[z], n > 0. Postoje
ay, ..., an € C tako da je B

p(x) = ag H(:c - a,).

Dokaz. Indukcijom po n. Za n = 0, tvrdenje je trivijalno zadovoljeno
(prazan proizvod jednak je 1). Pretpostaviio da je tvrdenje dokazano za
polinome stepena n. Neka je sada st (p) = n + 1. Prema osnovnoj teoremi
algebre, postoji a € C tako da je p(a) = 0. Dakle, postoji ¢ € Clz], tako
da je p = (2 — a)g ist{g) = n. Vodeli kocficijent od ¢ je takode ag. Prema
Indukcijskoj hipotezi, g(z) = ao[[;.,(z — ;). Oluda je, za o,y = «,
p(z) = a0 [licnpi(z - i) O

2.8.10. Posledica. Neka jep(z) = )2, wiz"~ U= qg [lica(z = 0i). Tada

JC
E o = ——
i<n
{9
E Oy = —~—
L= ({0
i<j<n

(LL
S o=t

11 << <ns<k

n
Hm =
ag

i<n
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Dokaz. Mnozenjem izraza ne desnoj strani i izjednacavnjem koeficijenata
dobijamo navedenc jednakosti. O

Jednakosti iz prethodne posledice nazivaju se Vijectovim formulama. Sada
se vra¢amo polinomima sa realnim koeficijentima. Pre toga navodimo poz-
nate osobine konjugovanja kompleksnog broja.

2.8.11. Tvrdenje. Neka su z,z; kompleksni brojevi, p(z) € R[z].
() z+z1=Z+72
(i) z-z1 =221
(i) 2™ = ()™
(iv) p(2) = p(2)
Dokaz. . Prvedve jednakosti dokazuju sc po definiciji. Osobina (iii) dokazuje
se indukcijom, gde se indukcijski korak zasniva na osobini (ii).

(iv) Neka je p(z) = ), aiz™ "

3

—

= Z a;z" 7' Jerjea; € R
1<n
2.8.12. Lema. Neka jep € Rlz]iz€ C. my(2) = m,(Z).

Dokaz. Najprc pokazujemo da ako je z nula polinoma p, onda je i Z nula
polinoma p. Zaista

p(2) =0=p(2)=0
( 0

Sada pokazujemo da z i Z imaju istu viestrukost. Neka je my(2) = ki
m,(Z) = [. Bez gubljenja opstosti mozmo pretpostaviti da je & > [. Prema
definiciji viestrukosti nule polinoma,
k !
p=(z - 2)5x - 7)\s(a),

gde je s(2) # 01 s(2) # 0. Kako je (v — 2)(z = %) = 2% — (2 + 2)z + 27, |
z+7%,2Z€ R, Lo jeq(z) = (l_—z)ﬁm € R[z]. S druge strane,

zT) = = (2 - 2)F s ().
o3) = S = (- D)
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Ako bi imali k —{ > 0, tada bi z bio nula polinoma ¢ € I[z], a Z ne bi bio
nula tog polinoma, suprotlno ¢injenici dokazanoj u prvoin delu dokaza. Kako
jek—=10>0,0stajek—1=0,t;. k={ O

2.8.13. Teorema. Svaki polinom p, st (p) > 0, moZe se predstaviti kao
proizvod lincarnih 1 kvadratnih ireducibilnih polinoma.

Dokaz. Neka je p(z) = 3 ;. a;a™ " € R[z]. prema Posledici 2.8.8., p ima
(ratunato sa visestrukoséu), n (kompleksnih) nula. Neka je medu njima k
realnih i n — k nula iz C\ R. Neka su ¢y,..., @, realne nule i By,..., B«
nule koje nisu u R. Prema prethodnoj lemi, za svaki f;, ¢+ < n — k, postoji
Bj, 7 # 1, tako da je f; = Bi. To pridruzivanje moze se definisati tako da je
razlicitim f; pridruzen razlicit §;, jer kadgod se ; ponovi sa nekim drugim
indeksom, prema prethodnoj lemi, isto toliko puta ponavlja se i §; sa nekim
drugim indeksom. Dakle, za [ = “;k, {B1,...,Bn-k} moze se predstaviti u
obliku {v1,%,,---»7,Vi}- Neka jeza 1 < I, q, = (2 — 1i)(z — 7). Kako je
¢ =2t~ (vi + ¥z + 77V i v+ T, 7 € 1, to je ¢ € R[z]. Kako nule
polinoma ¢; nisu u R, to je ¢;, « < I, kvadratni ireducibilan polinom u R[z].
Prema Posledici 2.8.9., imamo

p=a ]z -a) [l -1z -7

i<k i<
=ao ] [(e-a) [
i<k i<t

Time je tvrdenje dokazano. O

2.8.14. Posledica. U R[z] skup ireducibilnih polinoma ¢ine lincarni poli-
nomi I neki kvadratni polinomi.

2.9. Granice korena polinoma

U situaciji kada ne mozemo u kvadraturama da redimo polinomske jed-
naéine, nastojaéemo da priblizno odredimo nule polinoma. Osnoviu pomoé
nam predstavlja teorema o meduvrednosti. Nastojimo da odredimo inter-
vale u kojima polinom menja znak. U tim intervalima se, prema teoremi
o meduvrednosti, nalaze nule polinoma. Da bi te intervale efikasno trazili,
treba da resimo dva problema: '

Problem 1. Odrediti intervale u kojima se mogu naci nule polinoma.

Problem 2. Odrediti broj realnih nula polinoma.
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Problem I analizirtamo u ovoj sckciji, a Problem 2 u narcdnoj. Metode
ilustrujemo na polinomu

7)::1:‘r’+2$4 —7.7:3+2:c2+.x~5.
Prema Teoremi 2.8.13., p ima jednu, tri ili svih pet realnih nula. Prema

Lemi 2.83., M =1+ % = 8. Dakle, sve realne nule su u intervalu (-8, 8).
Nalazenjem nckih vrednosti iz tog intervala dobijamo tabelu vrednsoti.

$|—4 3 -2 1.0 1 2
y|—41 118 57 4 -5 —6 13

[z tabele, na osnovu teoreme o meduvrednosti, dobijamo da p ima realne
nule v intervalima (=4, =3), (=1,0) i (1,2). Dele¢i ove intervale na sitnije, i
nalazeci one od njili u kojima p menja znak, mozemo te nule priblizn odrediti
sa tacnoscu zeljeng broja decimala. Pitanje je koliko ¢e to biti brzo, i razvo]
tih efikasnih algoritama je vazno pitanje Numeri¢ke analize. Mi jo§ uvek ne
znamo broj rcalnih nula polinoma p. Taj broj je 3 ili 5. Zar nije jasno da
je taj broj 37 Ne. Koliko god sitnu podelu napravili, nikada nismo sigurni
da, iako polinom na krajevima nekog od tih intervala ima isti znak, on nije
unutar njega dva puta promenio znak, i vratio se na polazni. To bi rezultiralo
sa 2 dodatne nule. Dakle, nas Problem 2, moramo resavati na drugi nacin.

2.9.1. Definicija. Neka je p € R[z].
(i) Broj a € R* je gornja granica pozitivnih nula polinoma p, u oznaci
GGP,(a), ako za = > a, p(z) # 0.
(ii) Broj a € R* je donja granica pozitivnih nula polinoma p, u oznaci
DGP,(a), ako za 0 < z < a, p(z) # 0.
(i) Broj a € IR~ je gornja granica negativnih nula polinoma p, u oznaci
GGNp(a), ako za a <z <0, p(z) # 0.
(iv) Broj a € R~ je donja granica negativnih nula polinoma p, u oznaci
DGNp(a), ako za z < a, p(z) # 0.

Sledece tvrdenje omogucuje nam da nalazenje svih granica svedemo na
nalazenje GGP. Umesto da menjamo algoritam, mi menjamo polinom.

2.9.2. Tvrdenje. Neka jep =3 .., a;x" ' € I[z]
(i) Zap, = Zign w2 € R[z), ako je Ny GGP za p; onda je 7\1,7 DGP za

P ‘
(1) Za py = ) ¢, —anz™™' € Rlz], ako je Ny GGP za p,, onda je —N,
DGN za p. N



70 II. POLINOMI

(i) Zaps =) 0 z' € Rfz], ako je Ny GGP za py onda je -5 GGN
za p.

Dokaz. (i) Neka je Ny GGP za p,. Tada imamo

— , 1 ..
z> Ny =) a,z" # 0, smenom y = — dobijamo
€T
1<n

- > Ny = Zth( ) # 0. Kako je y > 0, imamo

i<n

0<y<—:>——Zaf‘ T Q.
1<n

1 ‘
0<y< 57':¢ }ijaiy""yéo.
L ica

Dakle, 5~ je DGP za p.

(ii) Analogno prethodnom dokazu. Smena je y = —z.

(iii) Analogno (i). Smena jey=—-1. O

U nastavku razvijamo samo algoritme za GGP. Jedan od njih ve¢ imamo
iz Leme o najstarijem ¢lanu.

2.9.3. Tvrdenje. Neka jep = Y ;. aiz™™', A = maz{la;|: 1 <1 < n},
M=1+ :1%' M je GGP polinoma p.

Ako malo pogledamo dokaz te leme, vidimo da majoriranje nismo izvrsili
najstedljivije. Ocigledno je da ¢lanove sa pozitivnim koeficijentima nije tre-
balo stavljati u tabor koji a¢ treba da nadvisi po apsolutnoj vrednosti. Zato
preciznijim majoriranjem dobijamo bolju GGP polinoma.

2.9.4. Tvrdenje. Neka je p(z) =3 .., a;2""" € R[z], tako da je ag > 0,
i oznadimo sa s(z) = ZKI.(_na-a:”“"‘~ Neka jc = {1 <n:a <0},

t = minS, A =maz{la;| 1€ S}IM=1+ ¢ i o Tada je M GGP za p.

Dokaz. Neka je |z| > M. Kako je |z| > 1, imamo da je —%— oTF < lag|. Neka

| 1%
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je s(z) = csaiz™ ™" Sada je

s@)l <3 ladlal™~

€S

<A fan

€S

<A D

k<i<n
4 Y
0<j<n—k
|1:‘n+k—-1 -1
|z] — 1

!I|n+k—1

<A—m—
SATT

— A T
N EEDE
CEDEE
< Jaoz".

Neka je T = {t <n:1> 1,a; > 0}. Dakle,
p(z) = apz™ + Z a 2™t 4 Z a;z™
i€T €S
Kako je za > M, |agz™ + Y cpaiz™ | > [agz™ > | 30,c5aiz™ '], Lo je
zaz > M, p(z) # 0. Dakle, M je GGP polinoma p. O

Imamo jo§ jedan metod za odredivanje GG P, baziran na Maklorenovoj
formuli.
2.9.5. Tvrdenje. Ncka je p(z) = Y .., aia™™" € R[z], ap > 0 I neka je
c € R tako da B

|

Tada je ¢ GGP za p.
Dokaz. Prema Maklorenovoj formuli,
(1)
P (c) i
=) @
i<n '

Neka je z > ¢. Tada su svi sabitci pozitivni, pa je p(z) > 0. Dakle, ¢ je
GGPzap. O
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2.9.5. Primer. Tvrdenje 2.9.4. primenjeno na polinom p daje GGP
1 ++/7 < 3,7. Da bi nasli DGP, treba da promenimo polinom. DAKkle,
analiziramo polinom
1 [ R [
g=12"p(—) = 32" -~ 72" 4 82° — 5z* + 22 - 1
€T
= —(33;5 + 72" — 82% +52° — 2z 4 1.
Posmatramo polinom u zagradama, zbog uslova da je vodedi koeficijent poz-
itivan (a ima iste nule kao ¢). Za njegaje A =8, paje M =1+ \/g > 2,6},
pa je 0,38 DGN polinoma polinoma p.
Jednostavnom zamenom se takode proverava da je za = = 2, p(z) >
0,p'(z) > 0, p"(z) > 0, p () > 0, p™(z) > 0, p(z) > 0. Otuda je
prema prethodnom tvrdenju 2 GGP za polinom p.

2.10. Sturmov algoritam

Neka je f: 2 = R realna funkcija i o € R. Kazacemo da f menja znak
pri prolasku kroz a, ako postoji € > 0, tako da f ima jedan znak u intervalu
(o — ¢, @), a suprotan znak u (&, a 4 €). Teorema o meduvrednosti moze se
interpretirati tako da ako neprekidna funkcija inenja znak pri prolasku kroz
«, onda je « nula te funkcije. Koristicemo i sledecu osobinu neprekidnih
funkcija, formulisanu za polinome, koja sledi direktno iz definicije neprekid-
nosti.

2.10.1. Tvrdenje. Neka jep € R[z]ia € R. Ako je p(a) > 0, tada postoji
¢ > 0, tako da je za svako © € (o — ¢, a +¢€), p(x) > 0. Analogno tvrdenje
vaZi ako zanak > zamenimo znakom <.
2.10.2. Definicija. Neka je p € R[z] polinom &ije su sve realne nule jednos-
truke. Niz polinoma (p;);<x nazivamo Sturmovim nizom za polinom p = po,
ako je -

(i) Z(px) = 0 tj. px nema realnih nula.

(i) Za i >0, p;i | pig1 nemaju zajednickih nula.

(i) Akojezal <i1<kiw€ R, pi(a) =0, ondajepj_y(¢)piyi(a) < 0.

(iv) Ako je za a € R, p(a) = 0, onda popy menja znak sa — na +, pri
prolasku kroz a.
2.10.3, Definicija. Neka je p € R[z] i (p:)i<x Sturmov niz za p. Funkciju
W : R — N, delinisemo tako da je za a € R, W(a) broj promena znaka u
nizu (pi{a))i<k, ili preciznije

W(a) = {1 < k:pi(a)pit1(a) <O}
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2.10.4. Teorema. Necka je p € R[z], (pi)i<x Sturmov niz za p,ia,b € R,
a < b. Broj nula polinoma p u intervalu {(a,b) jednak je W (a) — W(b).

Dokaz. Neka je o« € (a,b). Za « postoje tri mogucnosti:
19, Za svako 1 < k, p;(a) # 0.
20, Postoji | <1 < k, tako da je p;(a) = 0.
3% pla) = 0.

Pokaza¢emo da u prva dva slucaja (unkcija W ne menja vrednost pri
prolasku kroz a, a u treéem slucaju W se smanji za jedan. Time ¢ée biti
dokazano, da sc W od a do b smanjila za onaj broj koliko je bilo nula
polinoma p u intervalu (a,b).

19 Prema Tvrdenju 2.10.1., za svako 7 < k, postoji ¢; > 0, tako da p; ne
menja znak u okolini (o — ¢, o+ ¢;). Neka je ¢ = main{e, : ¢ < k}. Tada u
okolini (o — ¢, o 4 €), nijedan od polinoma Sturmovog niza ne menja znak,
pa se ni vrednost W funkcije ne menja.,

20. Neka je 1 <@ < k, ineka je p;(a) = 0. Ovde smo iskoristili uslov (i) jer
smo iskljucili moguénost, © = k. Prema uslovu (1¢1), p;_y (&) - piy1 (@) < 0. Mi
¢emo analizirali slué¢aj p;—1 (@) < 01 piy(a) > 0. Tada postoji € > 0, tako
da je pi—1(z) < 01 pig1(z) > 0, zasvako z € [ = (@ — ¢, ++ ¢). Bez obzira
na vrednost p;(a — €), u nizu pi—y (@ — ¢), pi(@ =€), pip1(x — €) ima jedna
promena. Bez obzira na vrednost p;(a + ¢), u nizu pi((a + ¢}, pi(e + €),
pit1{a + €) ima jedna promena. Dakle, W funkcija ne menja vrednost pri
prolasku kroz a.

3% Neka je pia) = 0. Prema uslovu (it), pi(a) # 0. Mi émo razmotriti
slucaj pi(e) > 0. Drugi slucaj analizira se analogno. Prema prethodnom
tvrdenju, postoji ¢ > 0 tako da je py(z) > 0za z € (& — ¢, + €).

Prema uslovu (iv), postoji € > 0, tako da je ppi(z) < 0,za z € (@ — ¢, @)
i pp1(z) > 0, za svako z € (o, v+ ¢). Otuda je p(z) < 0,zaz € (@ — ¢, @), |
p(z) > 0zaz € (a,a+¢). Otuda u a — ¢ niz p,p; ima jednu promenu, a u
a + € nema nijednu. Dakle, pri prolasku kroz o gubi se jedna promena, tj.
W () se smanji za 1. To je i trebalo dokazati. O

Iz prethodne teoreme zakljucujemo da bi nase pitanje 2. bilo redeno, kada
bi znali kako da napravimo Sturmov niz za dati polinom. Algoritam nam
daje sledece tvrdenje.

2.10.5. Tvrdenje. Neka je p € R[z] polinom koji nema visestrukih nula.
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Niz polinoma (p;)i<k definisan tako da je:
Po=7Pp
pL=7p
Pi-1 = Diqi — Pit1, st (pig1 < st(pi)

Pr-t = Prlk-
je Sturmov niz za polinom p.

Dokaz. Najpre, evidentno je da ovaj niz jednakosti podseca na uklidov
algoritam za polinome p, p', stim §to je u svakom koraku ostatku promenjen
znak. Na isti nac¢in kao kod Euklidovog algoritma pokazuje se da je postupak
konacan, 1da se na kraju dobija deljenje bez ostatka, kaoida je px = (p,p') =
(piypiv1),2a 1 <P <k

(i) Otuda odmah sledi zadovoljenje uslova (z). Zaista, ako bi py imao
rcalnu nulu, to bi bila nula i za pi za p', dakle p bi imao visestruku nulu,
suprotno pretpostavci. _

(i) Neka je sada v < k, i pretpostavimo da p; i p;4 imaju zajednicku nulu
a. Tada bi imali ® — o — (pi, piy1), dakle z — «| py, suprotno pokazanoj
osobini (7).

(iii) Neka jeza 1 < ¢ < ki o € 12, pi(a) = 0. Zamenom u jednakosti
Pi—y = Piqi — Dit+1, T = &, dobijamo p;_ (@) = —p;4 (). Kako su Li brojevi,
prema (i), razliciti od nule, to je pi-) (@)p;4) (@) < 0.

(iv) Ako je za o € R, p(a) = 0. Kako je o jednostruka nula polinoma
p, to pmenja znak pri prolasku kroz a. Analiziracemo slucaj kada je to
promena sa — na 4. Drugi sluéaj analizira se analogno. Dakle, za neko
€>0,p(z)<0zaz € (a—¢a)ip(e)>0zzc (o a+e). Dakle, pjeu
a rastuda funkeija, pa je p'(a) > 0. Otuda jeza z € (0 —€,a+¢€), p'(z) > 0.
Dakle, za z € (a —¢,a), po(z)p1(z) < 0,azaz € (&, +¢), po(2)pi(z) > 0.
Time smo pokazali da pgp; menja znak sa —na + pri prolasku kroz « . 0O
2.10.5. Primer. Raunamo Sturmov niz za polinom p = 2% 4 22 — 723 +
2z% + z — 5. Dobijamo niz

po=12" 422 =72 4+ 222 42 -5
pr=p =52" +82° - 21z? + 4z 41
py = 862> — 722% — 122 + 127

py = 1494z? + 2492 + 2514

ps = 63651621z + 6798696

ps = 1.
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Kako su sve nule polinoma realnih polinoma p. Medutim racunski je jed-
nostavnije ako postupimo na sledeéi nacin: Svaki od polinoma iz Sturmovog
niza ima granicu M;,1 < p, tako da za |z| > M; najstariji ¢la odreduje
znak polinoma. Oznadimo sa co maximum tih granica. Sada u takozvanim
—00 I 00 ne moramo racunati vrednosti polinoma, ve¢ samo gledamo znak
najstarijeg ¢lana. TAko dobijamo,

po Pt P2 papa| W
—o0| = + — + — | 4
o+ + + + -

Dakle, pima 4 — 1 = 3 realne nule.

2.11. Polinomi vise promenljivih

Polinomi vise promenljivih predstavljaju prirodnu generalizaciju polinoma
jedne promenljive.

2.11.1. Definicija. Neka je n € N. D, = (—oo U N, <), gde je <
leksikografsko uredenje i —oo je najmanji element uredenja.

2.11.2. Tvrdenje. (D,, <) je prebrojivo, linearno i dobro uredenje.

2.11.3. Definicija. Neka jen € N, d € N™ i (as)senn niz realnih bro-
jeva, indeksiran skupom N™, takav da je d = maz{s : a; # 0}. lzraz
P(T1, - Tn) = 2 cq@s]lie, @i nazivamo polinomom stepena d od pro-
menljivih z;,...,z,, sa nizom koeficijenata (a;);en. Kocficijent ag nazivamo
vodeéim koeficijentom polinoma p(zy,...,2,). 0 je polinom stepena —oo,
sa nizom koeficijenata (0);¢nn. lzraz je polinom ako je polinom stepena d
za neko d € D,. Skup polinoma od promenljivih z,..., 2, oznafavamo sa
R[z1,...,zx]. Cunkcija st : R[zy,...,2,] = D, definisana je tako da je st (p)
jednak stepenu polinoma p. Koficijent ag nazivamo vodeéim koeficijentom
polinoma p.

Jednakost polinoma, operacije sabiranja i mnozenja definisn se kao kod
polinoma jedne promenljive. 1 ovde vaze teoreme o stepenu zbira i proizvoda,
kao i tvrdenje analogno Tvrdenju 2.1.5., o osobinama operacija + 1 -.

Cesto se promenljive polinoma pisu kao z,y,2,...,u,..., pri cemu se po-
drazumva da jez =z, y = T2, 2 = 23, ... . Mi ¢emno sada poscbnu paznju
posvetiti jednoj vaznoj specijalnoj klasi polinoma - simetricnim polinomima
vise promenljivih.
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2.11.4. Definicija. Neka je p € R[zy,...,2,]. Polinom p je simetri¢an
polinom ako je

(1), - Trn)) = P(21, - 3 Zn),
za svaku permutaciju 7 skupa {1,...,n}. '

2.11.5. Definicija. Neka je n € N. Elementarni simetriéni polinomi od
promenljivih z,, ..., z, su:

o{Tr, ..., 2y) :Zwi
02(1:1,...,2,1) = Z ;%5

ok(zy, ..., 20) = Z Hﬂfis

oa(Zy, .. 2q) = H:l:,-

i<n

Primetimo da se pomocu elementarnih simetricnih polinoma Vijetove for-
mule mogu predstaviti u obliku

ai
Ul(al)"wa'n) = —;0—
az
02(()’1,...,0’“) - a
. (L)
Uk(al) -'-aan) - (—l)kzt';
a
an(al,. ,.,le.n) = (—l)na—:'

Dakle, koeficijenti polinoma jedne promenljive p, do na mnzenje sa (—1) i ag,
su vrednosti elementarnih simetri¢nih polinoma u korenima tog polinoma.

2.11.6. Primer. Podsetimo sc jednog standardnog zadatka u vezi sa kvad-
ratnim jednaéinama. Zadatak je da se odredi vrednost nekog izraza od ko-
rena kvadratne jednaéine, bez njenog resavanja. Recimo: Data je kvadratana
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jednagina z? + 23z + 59, treba odrediti vrednost izraza o® + 4%, ako su « i
B koreni jednacine. Zadatak se onda varira tako da se trazi vrednost izraza
a® + B2, ili o + af?. Medutim, to su uvek izrazi simetriéni po o i f.
Postupak resavanja je takav da se taj simetri¢ni polinom napise pomocu ele-
mentarnih simelri¢nih polinoma, €ije se vrednosti u 1 3 ¢itaju iz Vijetovih
pravila. Dakle, ako se trazi vrednost o 4+ 3%, onda imamo

o+ 0% = (a+ B) - 208 = (01(, B))* = 204(ax, f) = (—23)% - 59 = 470.

O

Ovaj postupak mozemo izvesti 1 za jednacinu proizvoljnog stepena. To
je kod njih jos znacajnije jer za jednacine visih stepena nemamo postu-
pak za njihovo resavanje. Postupak se bazira na mogucnosti predstavl-
janja proizvoljnog simetricnog polinoma kao "kombinacije” elementarnih
simetriénih polinoma. Pojasnimo o kakvoj se "kombinaciji” radi.

2.11.7. Tvrdenje. Neka je q € R[zy,...,2,]. Polinom p(zy,...,z,) =
gloy(z1,- ., Tn)y -, 0a(Ty, ..., Ty)) je simetrican polinom.

Dokaz. Dakle, polinom p je dobijen tako &to je u ¢; umesto z; zamenjeno o;.
Dakle, gledano kao funkcija, p je kompozicija funkcije g i funkcija o5, ¢ < n.
Dokaz izvodimo po definiciji. Svodi se na to da o;, kao simetriéni, apsorbuju
efekte permutacije, tako da njih vise nema kada dode na red da se racuna

nesimetric¢ni polinom ¢q. Dakle, neka je 7 permutacija skupa {1,...,n}. Tada
je .
p(z‘r(l)w-wx'r(n)):q(al(x‘r(l))"'\7T(n))> 1071(IT(1)’ ,IL'T(,,_))
= (](01((131, -)In)v »O'n(xly 71771))
=p(zy,...,2,). O

Nama je mnogo vazniji obrat prethodnog tvrdenja. Pre nego ga for-
muliSemo i dokazemo, dokazimo najpre jednu lemu.

2.11.8. Lema. Neka jep € R[zy,...,T,] simetrican polinom sa najstarijim
¢lanom az( ...z, Tada jem; > --- > m,.

Dokaz. Pretpostavimo suprotnoda jezanekei,j < n,t < jim; < mj. Neka
je 7 permutacija skupa {1,...,n} definisana tako da je 7(z) = 7, 7(J) = ¢, i
T(k) = k, za k # 1,7. Tada na osnovu simetri¢nosti polinoma p, p sadrii i
¢lan

my mi my My my i
az‘r(l)"'IT(i)"'IT(j)"'IT(n)_axl PR P N
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Medutim, u leksikografskom poretku na N7, (my,...m;...m;...mg) >
(my,...mi...mj...my),jer na prvoj koordinali na kojoj se razlikuju, naime
t-Loj, prva n-torka ima koordinatu m; a druga m;, i m; > m;. To je u
suprotnosti sa pretpostavkom da je az; ...z, najstariji ¢lan polinoma p. 0O

2.11.9. Teorema. Svaki simetri¢ni polinom je polinom od eclementarnih
simetri¢nih polinoma.

Dokaz. Transfinitnom indukcijom po stepenu polinoma. Neka je n € N,
d € Dy, i pretpostavimo da je tvrdenje dokazano za sve simtri¢ne poli-
nome stepena < d, iz R[zy,...,z,] . Neka je p € R[zy,..., z,] polinom
stepena d = (my,...,my,). Tada je p = agz]" ...l 4 s(zy,...,¢0),
gde je st(s) < d. Prema prethodnoj lemi, m, > my--- > m,. Neka
je t = agoy™ T M2gy™2T™ g, ™= Najstariji ¢lan polinoma ¢ jednak je
proizvodu broja ay i najstarijih ¢lanova ¢inilaca proizvoda. Kako je najstar-
iji ¢lan polnoma o; jednak z, ...z;, to je najstariji ¢lan polinoma ¢

ml——mg(

My—m; . M __ > T T+
ayz T129) ™2 L (22 .. Ty) " = adﬂxi 2

Radi lakseg pisanja sume, u prethodnom racunu smo fiktivno dodefinisali
mpy1 = 0. Dakle, t = aga(" .. 2% 4 w(zy,...,z,), gde je st (u) < d.
Tada je p—t = s—u, i st(p—1) = st(s —u) < maz{st(s),st(u)} <
d. Dakle, za p — t vazi indukcijska hipoteza. Zato postoji polinom ¢ €
R[zy,...,zq],takodaje p—t = g(oy,...,0,). Tadajep =t+q(oy,...,0,) =
agoy ™M T Mgy g, Mg (o, ..., 0p). Dakle, p je polinom od elemen-
tarnih simetri¢nih polinoma oy,...,0,. U

2.11.10. Primer. Neka je

. S(1,22,-.,Tp) = Zz?xj.

i#j

S je ocigledno simetrican polinom. Umesto da kao u dokazu teoreme sniza-
vamo red polinoma, mi odjednom trazimo sve polinome koji se mogu u svim
tim koracima pojaviti u ulozi polinoma p iz prethodnog dokaza ili u ulozi
polinoma ¢ u poslednjem koraku. Ako je az('z5?... .25 vodedi ¢lan jednog
od tih polinoma, onda on zadovoljava sledece uslove:

1) Zbir izlozilaca ), ., «;, jednak je 4, kao i kod vodeéeg, i svih ostalih
¢lanova, polaznog polinoma.

2) (e, @2,03,...,a,) < (3,1,0...,0).
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3) Niz (a;)i<n je ncopadajuéi.

Odavde zakljucujemo da vodcedi ¢lanovi tih polinoma imaju sledeée ste-
pene: (3,1,0,...), (2,2,0,...),(2,1,1,0,...) i (1,1,1,1,0,...). Otuda se u
ulozi polinoma ¢, i poslednjeg redukovanog p, mogu pojaviti ateoy, 02, oy03i
g4. Dakle,

S = Acloy+ Bol +Coyoy + 04

Da bi odredili konslante izjednagavamo vrednosti polinoma na levoj i desnoj
strani u cetiri tacke. Pri tome, zbog lakSeg racuna, biramo valuacije sa
§to vecim brojem nula. Medulim valuacije koje imaju najvise jednu vred-
nost razli¢itu od nule, daju na obe stranc trivijalnu jednacinu 0 = 0. Zato
izra¢unajmo obc strane u (1,1,0,...). Kako je S = zizy + 232y + ...,
01 =21+ 2o+ ..., 00 =122+ ... 103,04 usvakom sabirku imaju jedan
¢inilac koji dobija vrednost 0, dobijamo jednacinu

2=4A+4128.

Sli¢no, zamenom (1, ~1,0,...,), dobijamo jednacinu 0 = —4A4 4+ B. Resava-
Juci ovaj sistem, dobijamo A = i— 1B =1.

Zamenom (1, 1,1,0,...) dobijamo jednacinu 3 = 274 4+ 9B + 3C, odakle
jeC= :41—1.

Konaéno, zamenom (1,1,1,1,0,...) dobijamo 6 = 964 + 368 + 16C + D.
Odatle je D = 14. Dakle, '

1 17
S = ;1—(7120'2 +O"22 - 70103 -+ 1doy.

2.11.11 Primer. Neka su a,3, v, ¢ koreni polinoma
p=at -z + 32 24 1.

Nadi vrednost izraza o + #° + v 4+ 6. Dakle, ovaj zadatak je analogan
zadatku u Primeru 2.11.6., samo za polinom viSeg stepena.

Neka je S(zy, %2, %3,24) = T3 + 23 + 23 + 23, simetrican polinom od ¢etiri
promenljive. Na isti na¢in kao i u prethodnom primeru, zaklju¢ujemo da su
moguéi stepeni pomoénih polinoma (3,0,...), (2,1,0,...) 1 (1,1,1,0,...).
Otuda je

S = Aaf‘ + Boyoy + Cos.

Zamenom vrednosti (1,0,...), (1,1,0,...) i (1,1,1,0,...), dobijamo
1=A
2=2A4B-2-1
3=3°A4+DB-3-3+C.
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Otuda je A =1, B=-31C = 3. Dakle, S = 0} — 30,09 + 303. Prema
Vijetovim pravilima imamo da je o(«, 5,7,6) = 1, o2, 8,7,8) = =31
o3(e, 8,7,8) = —1. Otuda je

S(anﬁ>7)5) =T

2.12. Rezultanta dva polinoma

Ovu sekciju mozemo da shvatimo i kao ilustraciju prethodne. U situaciji -
kada ne mozemo da nademo nule polinoma, mozemo da nademo vrednosti
simetricnih funkcija od nula polinoma. Rezultanta dva polinoma je jedna od
njih.

2.12.1. Definicija. Neka su p = Dicn it"” "= ap [Ticale — i) i g =
Dics 05t = bp [ ¢, (2 = ;). Rezultanta polinoma p i ¢ je broj

R(p, q) = agby HH

1<n j<s

2.12.2. Tvrdenje. (1) R(p,q)=0 akko p i ¢ imaju zajednic¢kih nula.
(i) R(g, p) (- )’”’R(p g).
(il) R(p,q) = ag H1<n ;).
(iv) R(p,q) = (-1)™b5 [1,<, p(6;):

Dokaz. (i) R(p,q) = 0, akko postoje i < m, j <'s, tako da je oy — §; = 0,
Sto je i trebalo pokazati.
(i) Po definiciji rezultante imamo

R(g,p) = aibg | ] [] (8

i<n j<s

= agby [T (-1 (ai -

i<n j<s

= agbg H(—l)s H(O(i - B;)

i<n j<s

= agos (=)™ T [ (e -

i<n j<s
= (=1)"k(p,q)
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(iii) Zamenom z = a; u jednakosti q = by [1;<s(z = 8;), dobijamo g(ei) =
bo Hjss(oz, — f3;). Mnozenjem ovih jednakosti za ¢ < n, i mnozenjem obe
strane sa ap® dobijamo trazenu jednakost.
(iv) Primenom (ii), i (iii) na R(q,p) (zamenjena mesta p i q, odnosno a i
(),dobijamo
I(p,q) = (=1)" R(q, p)

ns nHT) ,6]

i<s

Dakle, iz vrednosli I2(p, q) vidimo da Ti pilinomi p i ¢ iinaju zajednickih
nula. To je ipak beskorisno tvrdenje. Zasto bi pravili taj ogromni proizvod,
kad mozemo da samo uporedimo spiskove nula za dva polinoma i vidimo da
li ima zajednickih ¢lanova. ldeja je ta da je 2(p, q) simetricna funkeija i od
korena prvog i od korcna drugog polinoma. To nam omoguéuje da R(p, q)
predstavimo kao vrednost nekog polinoma vise promenljivih u koeficijentima
dvaju polinoma. Upravo to izvodimo u sledetoj teoremi. Pre formulacije
podsetimo se jednog pojma iz Linearne algebre.

2.12.3. Definicija. Nekasuvyy,...,vx € K. Vandermondova determinanta,

je
S L T !
0 I T vk 2
Wiv, k) =
T 72 Yk
1 1 )
2.12.4. Tvrdenje. W(y,..., %) = ngiqgk(% - 7,)
2.12.5. Teorema. Neka su oznake kao u Deliniciji 2.12.1. Tada je
ag a; ... dn O 0 ... 0
0 a a ... a, O ... O
10 0 0 ao a A
By =1y s 5, 0 0 0
0 bo by bs 0 0
0 0 0 by b b

Dokaz. U dokazu koristimo Vandermondovu determinantu reda s4-n, W =

W(B, ..

‘1:6510'1)'-~aan

). Primetimo da u (A, ..

-)/H.ha'lv"'aan

)r ,Hi pret_

hodi f;,2a 1 <1< j <'s, a; prethodi aj, za | < < j < m, i f; prethodi
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a;, za svako 1 <517 <n. Prema Tvrdenju 2.12.4.,

W(ﬂl,...,ﬂs,al,...,an) =

[T Gi-8)- T[] (ei—oy)-aity [ (8- )

1<i<j<s 1<i<j<n j<s,i<n

(*) =W(B,...,0s) Wlar,...,an) - R(q,p).

Sdruge strane mnoZenjem determinanti D i W{(f8),...,0s, ¢y, . .., ¢y) po
pravilu za mnozenje matrica, dobijamo da je determinanta D - W jednaka
determinanti

—i- $—i-- 3 a-i- —i—1

; a: ﬂn+s 11 <Z a,',ﬁ?+ 1—-1 ; (l'(XIH— 1—1 <Z n+: v
i<n i<n i<n
{: a: ﬂni-s—-v—') i a: ‘Un-n—:—z Z a; an-f—s-l—z Z f:—i—'z
i<n i<n i<n i<n

oAt S oaprt Zaa"“' Zaa"—'

i<n i<n i<n i<n
g b ﬁn+.9—l—-l ; b: ﬁn+s-|—-l ; a{arl'n-b-s—n—l ; a.a:}+s——|--l
i<s i< i<s i<s
Z b{ﬁ{|+s—i~2 Z biﬂ:+a-—i—-2 Z bia;|+s——i—2 Z bia?+a—i—2
i<s : i<s i<s i<s

Zbﬁ"' ):b[j"' Zba"‘ Zba’"'

i< 1< i< i<

lzvlacedi zajednicke faktore sabiraka ispred suma dobijamo, da je D - W
jednaka determinanti

;—1 Z a; ﬁ""‘ BTt S A LY;”l 3 u;(y;'—i 7S gl
i<n i<n i(n i<n
;—2 Z a: ﬁn"‘l ﬂ.’——z Z ﬁ“—| Z u; ull—l -2 Z a; un—l
i<n i<n i<n i<n
ST sl Yol 5 aial”
i<n i<n i<n <n
n—l Z b: ﬁs——n u-—l }: b ﬁ-—n n——l Z b; aa—: a” n-1 Z b aa—x
n
i<n i<n 1<n :(s
ﬁ]n -2 Z bﬁs-x ﬂ, -2 Z bﬂ:—l -2 Z b; u.’—l Z b; aa—:
i<n i<n i<n i<
Zbﬁ"‘ . PRI HEN zba“' . Zba“'
1< 1<n 1< i<

Otigledno su izrazi u sumama jednaki vrednostima polinoma pi g u oy i .
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Zato je
h(By) B~ 'p(Bs) i play) o~ play)
() 07 p(Bs) o) p(en) a2 p(orn)
D W= p(ﬁl) p(ﬁs) p(al) p(an)
Fla(m) A7 1 q(Bs) o) g(an) an~g(o)
Thq(8)) Br=%q(8,) ol iq(a) ap~?q(an)
9(5)) 08 glo) 7o)
Kako je () =0,za1 <s,1p(o;) =0, za 1 < n, to dobijamo
By B () 0 0
I L BB, 0 0
| opsy sy 0 0
D-W= 0 0 o) an~Yg(an)
0 0 af P q(on) o} 2q(an)
o a(o) 9(en)

Iz 1-te od prvih s kolona moZemo izvudi zajednicki faktor p(f;), 1 < s, a iz

i-te od preostalih n kolona, zajednicki faktor q(a;), 1 < n.

CUoLopEt 0

'1’_2 .o pEe 0

1 1 0
D-W = Hp(lgt) ’ H Q((Y,) 0 0 O:11~l
i<s i<n 31_2

0 0 o

0 0 1

Kako detreminanta ima blok dijagonalni oblik, ona je jednaka proizvodu
blokova. Svaki od tih blokova je Vandermondova determinanta, pa dobijamo

D-w=]]pB) [[ales) W(B,-.

1<s i<n

S 0s) - W(ay, ..

L Q)
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Muozedi obe strane jednakosti sa ejbg i zamenjujuci vrednost za ajbgW iz
(%), dobijamo
DW(ar,...,an )W (0, ..., B:)R(q,p)
=bg [[p(8) - ag | ] alew) Wb, B Wlan,. . a).

i<s i<n

Prema Tvrdenju 2.12.2, R(q,p) = b5 [[;¢, p(0i) 1 £p,q) = a5 [1;<,, (o).
Posle zamene, na osnovu ovih jednakosti, posle skraivanja jednakih izraza
na obema stranama, dobijamo

DR(q,p) = It(q, p)12(p, q)-

Posle skradivanja dobijamo D = R(p,q). O

Diskriminanta

2.12.6. Definicija. Necka je p= 3., ;2" = ag [Ticalz - . Diskri-
minanta polinoma p je broj -

D(p) = ad"* H(aJ — )t

i<

2.12.7. Tvrdenje. D(p) =0 akko p ima visestrukih nula.

Dokaz. D(p) = 0 akko je jedan od ¢inilaca u proizvodu jednak 0, tj. a; = «;
zanekel <i<jyj<n O

Kao u prethodnom delu, da bi diskriminanta bila od koristi treba da je
izracunamo u [unkciji koeficijenata polinoma.

2.12.8. Teorema. Nelka je p = ZKH a; 2™t i p' izvod polinoma p.
R(p,#) = (~1) B e D(p).

Dokaz. Kako je st (p’') =n — 1, prema Tvrdenju 2.12.2.

R(p, '—a(’)IIHp ;).

1<n
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Zato izracunajmo vredosti p'(o;), 1 < n.

P()=ay [Tz - a)

k<n j#k

P () = ag Z H(ai ~ ).

k<n j£k

U poslednjoj sumni, za k # 1, H#k(aq -- ;) sadrii ¢inilac a; — oy = 0. Dakle,
jedini sabirak u sumi razli¢it od nule dobija sc za k = 1. Zato je

p'(an) = ao [ [(ai = o).

i

Otuda je, prema Tvrdenju 2.12.2.,

R(p,p") = g™ [ (@)

i<n
=aj [ [ o [[(oi =)
1<n J#

_ 2n-1 - L.
=" [ ](ow - ).
1<n jF£i

211 1
= ag [ (=)
[<i#j<n

Neka je D = {(¢,7): 1 <i<j<n},i '={(3,7): 1 <j<i<n}. Tada
imamo
R(p, '—-aO"lH -—a]Ho«—aj).
E

Ako u drugom proizvodu zamenimo promenljive 21 j, tada (2,7) € D. Zatim
u prvom proizvodu iz svakog Cinioca izvuéemo —1, pa dobijamo

R(p,p') = ag"~ 1H i — o) [ (e = )
D
= a5 (- 1)<:>H<a].-a,.)n(aj-a,-)
D D

= 05" (=)@ [ (e; - @)’

= ao(-1)) D(p).

Time je tvrdenje dokazano. O
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2.12.9. Primer. Neka je p = az? + bz +¢. Tada je p' = 2a2 +b.

a b ¢
R(p,p)=1{2a b 0
0 2a¢ b
Izratunavanjem determinante dobijamo R(p,p') = 4ac — ab®. Zato je

D(p) = —~—R(';’pl) =% — dac.

2.12.10. Primer. Neka je p = 234 pz 4¢. Tada je p' = 322 +p, pa imamo

1 0 p qg O
0 1 0 p ¢
Rip,pY=13 0 p 0 0].
0 3 0 p 0
00 3 0 p
lzradunavanjem determinante dobijamo R(p,p’) = 4p® + 27¢%. Zalo je

D(p) = =R(p,p') = —4p° - 27¢%.

2.14 Racionalne funkcije

2.14.1. Definicija. Nekasu p, g € RR[z], ¢ # 0. Racionalna funkcija je izraz
g. Skup racionalnih funkcija oznacavamo sa R(z). f}f je prava racionalna
funkcija ako je st (p) < st(q).

Polinome smatramo racionalnim funkecijama tako $to polinom p identifiku-
jemo sa racionalnom funkcijom 2. Odmah na pocetku definisimo jednakost
dveju racionalnih funkcija.

s
Z)--:~<::>7)L:qs
q L

Operacije sabiranja i mnoZenja definisemo po koordinatama. Dakle,

) S ot -+ g8
I_+_:P q
g 1 qt
p s __ps

g t gt

Obe operacije su komutativne i asocijativne. Vazii distributivnost - prema
+.
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2.14.2. Tvrdenje. Svaka racionalna funkcija je zbir polinoma i prave
racionalne funkcije.
Dokaz. Dokaz sledi direktno iz Tvrdenja 2.2.1. Dakle, ncka je g € R(z).

Neka su t,r € R[z], tako da je p = gt 4 r, sL( r) < st (q) Tada je prema
definiciji jednakosti racionalnih lunkcija £ = + =1 + L. Kako je st (r) <

=

st (g), to je 5 prava racionalna funkcija.

2.14.3. Lema. Neka je £ prava racionalna funkcija i (u,v) = 1. Postoje
r,t € R[z], tako da je st (t) < st (u), st(r) <st(v),i

A T
po_t,T
v

uv U

Dokaz. Prema Bezu-ovoj teoremi, kako je (u,v) = 1, Lo postoje q, w € R[z],
tako da je p = qu + vw. Podelimo polinom ¢ sa v. Dakle, ¢ = vs+ r, gde je
st (r) < st (v). Ako vrednost za ¢ zamenimo u izrazu za p, dobijamo

p=(vs+r)utovw=ru+ (su+ wv.

Oznacimo su + w sa t. Tada je p = ru+ tv, pa je na osnovu definicije
jednakosti, £ = L 4+ £ Veé¢ smo pokazali da je st(r) < st(v). Ostaje
da pokazemo da je st (t) < st(u). To pokazujemo ne na osnovu sastavnih
delova od ¢, ve¢ na osnovu veze p = ru + tv, odnosno tv = p — ru. Dakle,
kako je st(r) < st(v), to je st(ru) < st(uv). Iako je po pretpostavci
st (p) < st (uv), to jec na osnovu nejednakosti za stepen zbira (razlike) poli-
noma st (tv) = st (p — ru) < st (uv). Na osnovu [ormule za stepen proizvoda
dobijamo st (¢) + st (v) < st(u) + st (v). Skradivanjem jednakih brojeva sa
raznih strana nejednakosti, dobijamo st () < st (u). O

Neka je 2 € Ii(z) prava racionalna funkcija. Prema Tvrdenju 2.8.13.,

jeq(z) =g . ... q0*, za neke razlicile ireducibilne polinome gy, ..., g, i
my,...,mg € NT. Kakosu qy, ..., q, dva po dva uzajamno prosti polinomi,
to prema prethodnoj lemi postoje polinomi py, ..., pk, takvi da je st (p;) <
st(¢7™), 1 <k, i
(%) p_ + Pk

9 O gk

Prednost oblika na desnoj strani jednakosli je u tome $to imamo jednos-
tavnije racionalne [unkcije od funkcije na levoj strani, u smislu da imaju
imenilac manjeg stepena i bolje majoriran brojilac. Cena za taj dobitak je
sto umesto jedne, imamo k racionalnih [unkcija. Medutim u situacijama
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gde na racionalne funkcije primenjujemo operatore koji se ”dobro slazu” sa
zbirom, a loSe sa kolicnikom, to je ogromno poboljsanje. Tipican primer je
integracija racionalnih funkcija.

Racionalne funkcije na desnoj strani jednakosti mogu se i dalje pojed-
nostaviti, tako da za brojilac imamo jos bolje majoriranje stepena. Najpre
uvedimo jednu definiciju.

2.14.4. Definicija. Necka je m € N*t. Prava racionalna funkcija Eif’—, je
elementarna racionalna funkcija, ako je ¢ ireducibilan polinom i st(p) <
st (q).

Primetimo da je uslov drasti¢no pojacan u odnosu na zahtev da je ta
racionalna funkcija prava racionalna funkcija. Zaista, uslov da je (—]]’—, prava
racionalna funkcija je ekvivalentan uslovu st (p) < st(¢™) = m-st(g). KKod
elementarne racionalne funkcije zahteva se da je st (p) < st(q), dakle od
stepena osnove imenioca.

2.14.5. Teorema. Svaka prava racionalna funkcija je zbir elementarnih
ravionalnih funkcija.

Dokaz. Prema formuli (x), tvrdenje je dovoljno dokazati za racionalne fun-
kcije oblika E%, gde je m € N*, ¢ ireducibilan polinom i st (p) < m -st(q).
To izvodimo tako §to p delimo najpre sa ¢™ ™!, zatim ostalak sa ¢™~2, i tako
redom. Dakle,

p=s1¢"""+p st (p1) < (m - 1) st(g)
p=50""" 4+ st (pg) < (m —2)st(q)
(++) P2 =3¢" > + py st (ps) < (m — 3)st(q)

Pm—2 = Sm-1¢+ Pm—1 st (pm—-1) < st(q).

Dokazacemo da je st (s;) < stg, za i < m — 1. Kako je ;g™ ™" = pi_y — pi
i st(pio1),st(pi) < (m—1i+1)st(qg), Lo jest(s;g™™") < (m — 1+ 1)st(q).
Koriste¢i formulu za stepen proizvoda polinoma, dobijamo

st (si) + (m—1)st(g) < (m—1i+1)st(q),

odnosno st (s;) < st(g), zat < m — 1. Ako sve jednakosti u (¥+), podelimo
sa g™ a zalim saberemo leve i desne strane, posle potiranja jednakih izraza
na levoj i desnoj strani dobijamo

D S1, S Sm—=1 |, Pm-1

b R B
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Kako je st (s;) < st(g), zat < m—1,1st(pm—y) < st(q), sve racionalne
funkcije na desnoj strani jednakosti su elementarne racionalne funkcije. O

2.14.6. Primer. Razlozicemo racionalnu funkeiju

P 3z4 — 1323 4 1722 — 4z + |

g 25 —5z" 4923 — 92248z -4

Korak 1. Ako je st (p) > st(q), delimo polinome pi g, takoda je p = sg+r
1 st(r) < st(q). Sada sa r radimo kao da je polinom p, i na samom kraju
dodajemo dobijenom rezultatu polinom s. Kako to ovde nije slucaj prelazimo
na Korak 2.

Korak 2. Rastavljamo ¢ na proizvod ireducibilnih faktora. Ovaj korak
nije algoritamski, niti sc uvek moze izvesti. U nadem primeru to se moic
izvesti, recimo trazenjem racionalnih nula, tako da imamo

g=(z—1)(v - 2)* " +1).

Korak 3. Rastavljamo 7(]3 u zbir elementarnih racionalnih funkcija. Prema
dokazu teoreme, za svaki ireducibilni polinom ¢; u faktorizaciji od ¢, na
desnoj strani imamo zbir racionalnih lunkcija sa opadajuc¢im izloZiocima
poctevsi od izlozioca koji se pojavljuje u ¢;. Ako je q; lincarni polinom,
brojioci racionalnih funkcija koje odgovaraju ¢; su konstante. Ako je g,
kvadratni polinom, brojioci racionalnih [unkcija koje odgovaraju g; su lin-
earni polinomi. Dakle,

p A N B " C N Dz + IV
g x-1 (z—-2)2 z-2 z2 41
Korak 4. Odredujemo nepoznate brojioce. Mnozenjem obeju strana
jednakosti sa g, dobijamo '

p=A(z -2 + D)+ Bz - D+ 1)+ Cz - 2)(z - D(z* + 1)
+ (Dz + E)(z - 1)(z — 2)%.

Sredivanjem desne strane, 1 ujednacavanjem kocficijenala vz jednake ste-
pene, dobijamo sistem od 5 jednacina sa 5 nepoznatih. Tcorema garan-
tuje da sistem ima re$enja. Ovaj metod je dosta necfikasan, jer sredivanje
polinoma i resavanje sistema nije nimalo prijatno. Mi primenjujemo drugu
ideju. Umesto sredivanja polinoma na desnoj strani, dovoljno je obezbediti
jednakost u 5 proizvoljno izabranih razlicitih tacaka. Racun sc posebno po-
jednostavljuje ako zamenjujemo bas nule ireducibilnih polinoma ¢;, u nasem
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primeru {1,2,£4}. Zaista zamenom = = | svi sabirci na desnoj strani, osim
prvog, imaju vrednost 0 jer sadrZe faklor = — L. Zato dobijamo

p(Iy=4=A-(1-2)2(1* 4 1) = 24.

Otuda je odmah A = 2. Na isti nacin, zamenom 2 = 2, dobijamo 3 = 1.
Zamenom 2 = 1 dobijamo

p(i) = =13+ 9i= (Di+ E)(i - 1)(i - 2)*
= (Di+ E)(Ti+ 1)
= (L~ 7D)+ (D + 7E)1.

Izjednacavanjem realnih 1 imaginarnih delova, dobijamo sistem jednacina
¢ije je reSenje D = 2, F = 1. Jedino je ostalo da nademo C. To je tipican
slucaj kada imamo viéstruke nule u imeniocu: Samo se najvisi stepen dobija
direktno zamenom. Problem mozemo resiti tako da zamenimo ma koji broj,
recimo z = 0. Tada nema nestajanja sabiraka na desnoj strani, ali su nam
preostale konstante veé¢ poznate.

p0)=1=A-4-14+B-(-1)-14+C-=2- =114+ E.-1-(=2)?

= 4A— B+2C —4E
=3+2C.

Odavde je C' = —-1.

Postoji i za C' natin sa "nestajanjem”, ali najpre treba nadi izvod obe
strane a zatim zameniti 2 = 2. Svi sabirci koji sadrze (z — 2)?, imaju prvi
izvod deljiv sa z — 2, pa zato postaju jednaki 0 prilikoin zamene z = 2.
Takode medu sabircima u [(z ~ 1)(z — 2)(2? + 1)]’ za 2 = 2 postaju jednaki
nuli svi sem onoga gde je izvod bas uzet od 2 — 2. Zato imamo

p(2)=BE*+1)+Bz—-1)224+Clz-1)(2?+ 1)+ ...,
gde je tackicama oznacen deo koji je jednak 0 za z = 2. Zato imamo
p(2) =4=5+4+5C.

Otuda je C = —1. Dakle




3. ALGEBARSKE STRUKTURE

U prve dve glave videli smo primere nekih vaznih konkretnih algebraskih
struktura. Videli smo da se celi brojevi i polinomi umnogome sli¢no pona-
$aju. Postavlja se prirodno pitanje : Iz Cega proizilazi ta slicnost. Time
prirodno dolazimo do ideje da lociramo izvestan skup zajednickih osobina
koji je "odgovoran za 10", a da potom vidimo koje su logi¢ke posledice tih os-
obina. Strukture koje zadovoljavaju izabrane osobine obuhvataju one struk-
ture od kojih smo posli (standardne modcle) ali i neke druge (nestandardne
modele}. Na taj nacin zajednicke osobine standardnih modela mogu sc
dokazivati istovremeno. Drugi plod ovog pristupa jc $to nestandardni modeli,
iako nusproizvod, ponekad postaju vaine matematicke strukture. Izabrane
osobine su najcedce recenice u jeziku prvog reda, i uglavnom su u obliku
jednakosti dva terma.

Apstraktne algebarske strukture nastaju ne samo aksiomatizacijom kon-
kretnih objekata vec¢ i algebarskim konstrukcijama. Od posebnog su znacaja
tri algebarske konstrukcije: podalgebra, homomorfia slika 1 Dekartov proiz-
vod. Kadgod uvedemo novu strukturu, ispitivatemo kako se ona ponasa u
odnosu na ove tri algebarske konstrukcije.

3.1. Grupoidi

U ovoj glavi razmatramo algebarske strukture koje su modeli jezika prvog
reda koji sadrzi samo konstante (operacijske simbole duzine nula) i operaci-
jske simbole. U najvecem delu ove glave razmatramo modele jezika koji se
sastoji iz samo jednog operacijskog znaka duzine 2.

3.1.1. Definicija. Grupoid je struktura G = (G, *), gde je % operacija
duzine 2 skupa G.

3.1.2. Primer. Navcséemo primere grupoida iz raznih oblasti matematike,
kao i neke 7vestacke” koji treba da pokazu veliku slobodu koju imamo u

njihovom formiranju. Pri proveri da je neka struktura grupoid treba samo
obratiti paznju da li je operacija dobro definisana ). da li je ono §to nam se

31
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¢ini da je operacija zaista operacija.
(i) (N,+) gde je N skup prirodnih brojeva, a + operacija sabiranja.
(ii) (N, =) gde je N skup prirodnih brojeva, a — operacija definisana sa:

. m-—1mn, zam?2n
m—n =

0, za m < 1.

Jasno je da smo u slu¢aju m < n operaciju vestacki definisali tek da imamo
rezultat u okviru skupa N. Ovo oduzimanje nema mnoge uobic¢ajne osobine
oduzimanja. Recimo, ne vazi (m-n) +n = m.

(i) (Z, +) gde je Z skup celih brojeva, a 4 operacija sabiranja.

(iv) (Zn,+n) gde je Z, = {0,1,...,n — 1}, +, operacija sabiranja po mod-
ulu n.

(V) (Q,+), (R, +), (C,+), gde je @ skup racionalnih brojeva, R skup realnih
brojeva i C skup kompleksnih brojeva.

(vi) (R[z],+) gde je R[z] skup polinoma sa rca,lmm koeficijentima.

(vil) (Mmxn, +) gde je My, skup matrica tipa m x n.

(viii) (Mpxn,-). Na skupu Mpx, za m # n nije definisano mnoZenje ma-
trica, tako da ne postoji grupoid proizvoljnih matrica datog tipa sa operaci-
jom mnozenja.

(ix) Neka je S fiksirani skup i neka je P(S) partitivni skup od S. Tada je
(P(S),N) grupoid. Sli¢no se moze definisati i grupoid u odnosu na operacije
U1 A unije i simetri¢ne diferencije.

(x) Neka je S skup i S° skup svih preslikavanja skupa S u sebe samog. S
je grupoid u odnosu na operaciju kompozicije preslikavanja.

(xi) Neka je W(L) skup reéi (konaénih nizova simbola) alfabeta L. W(L)

¢ini grupoid u odnosu na operaciju dopisivanja « definisanu sa u ~ v = uw.

Konaéni grupoidi mogu se zadati i tablicom. Grupoid sa n clemenata
dobija se tako sto se kvadaratna tablica n x n popuni elementima skupa. Na
taj natin dobija se n” razlicitih operacija a time i grupoida. U nastavku
razmatramo tri osnovne algebarske konstrukeije i njihove osobine.

Podgrupoid.

3.1.3. Definicija. Neka je G = (&, %) grupoid i S C G tako da je § =
(S, x [ .S x S) grupoid. Tada kazemo da je S podgrupoid od G odreden
podskupom S i piSemo § < G.

Iz definicije podgrupoida oc¢igledno je da S C G odreduje podgrupoid od
G akko je zatvoren za operaciju x tj. za svaka dva elementaa,b € S, axb € S.
3.1.4. Primer. (i) (N, +) < (Z,+) < (Q,+) < (£, +) < (£[2],+) <
(£(z), +).
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(ii) (N, -) nije podgrupoid od (Z,—) jer — nije restrikcija operacije —
na N. Situacija sc ne moze popravili predefinisanjem operacije —; N ne
odreduje podgrupoid od (Z, —) jer nije zatvoren za operaciju —.

(iii) Iz istog razloga (Z,, +,) nije podgrupoid od (Z,+). (n-1)+1=n ¢
Zn. On jeste kongruentan modulo 7 sa 0 koja je u Z, ali to ne obezbeduje
jednakost u Z.

(iv) Neka je 7' C S. (P(T),N) < (P(S),N).

Homomorfna slika grupoida. Kao $to samo ime kaze homomorfizmi su
preslikavanja koja cuvaju oblik. Oblik je u algebri nacin racunanja, dakle
to su preslikavanja kod kojih se sa slikama racuna sli¢no kao sa njihovim
originalima. Malo preciznije: Isti se rezultat dobija kada izvrsimo ra¢unanje
u originalu pa preslikamao izlaz, i kada najpre preslikamo ulaze pa ra¢unamo
sa njihovim slikama. Ipak je to najpreciznije u matematickom jeziku.

3.1.5. Definicija. Neka su G i S grupodi. Preslikavanje G = Se
homomorfizam grupoida G i S, u oznaci f: G — S, ako je za svaki a,b € G

flaxb) = f(a)  [(b).

Ako je f preslikavanje na, kaZemo da je f epimorfizam a & homomorfna
slika od G. Injcktivni (1 — 1) homomorfizam je monomorfizam. Bijektivni
homomorfizam je izomorfizam. Izomorfizam grupoida u sebc samog je auto-
morfizam.

3.1.6. Primer. (i) Preslikavanje f: 2 — Z, dclinisano sa f(z) = rem,(z)
je epimorfizam. Zaista, neka su z,y € Z i r i 7' njihovi ostaci pri deljenju sa
n. Po definiciji je 0 < 7,7’ < mn,izancke q,¢ € 7,

r=qn+k
y=¢qgn+k.

Tadajez+y = (g+¢)n+(r+7r"). Akojer+r' < n, tada je rem,(z+vy) =
7+ 1 = remn(z) 4o rema(y). Ako je r +r' > n, tada zbog r +1' < 2n
imamodajer+r' =n+s,gdeje0 < s < n Dakle,z+y=(g+q¢'+)n+s
tj. remn(z +y) = s. Kako je r 4+, r' = s, to opet imamo remy,(z + y) =
rem,(z) 4+, remy, (y).

(ii) Neka je S skupiT C S. Preslikavanje [ : P(S) - P(T) definisano sa
f(A) = ANT je homomorhzam grupoida (P(S),N) i (P(T),N). Zaista,

fANBY = (ANB)NT =ANBNT = (ANT)n(BNT) = f(A)N [(B).

Interesantno je da je P(T) istovremcno i podgrupoid i homomorfna slika
grupoida P(5). Kada naidu na takvu neobicnu situaciju istrazivaci u matems-
atici se automatski pitaju: Kako opisati sve podgrupoide od P(S) sa tom



94 3. ALGEBARSKE STRUKTURLE

osobinom. lli jo§ opétije: U kakvim se sve strukturama to moze desiti. Nama
nije namera da ovde razmatramo taj problem. Samo smo hteli da ¢itaocu
ukazemo na jedan jako Cest nacin iniciranja matematickih istrazivanja.

(iii) Neka je (R, +) trodimenzionalni vektorski prostor i (S,-) njegov
potprostor koji se sastoji iz vektora koji imaju treéu koordinatu 0. Jednos-
tavno se proverava da je preslikavanje f: R® — S definisano sa f(z,y,2) =
(z,y,0) homomorfizam. Opet imamo situaciju kao u tacki (i) ovog primera.
Geometrijski ovo preslikavanje predstavlja projekciju prostora R® na ravan
Ozy.

3.1.7. Tvrdenje. Neka su G i S grupodi i [ : G — S. Im(f) odreduje
podgrupoid od §S.
Dokaz. Neka je G = (G, *)1 S = (5, ). Treba dokazati da je I'm(f) zatvoren

za operaciju -. Dakle, neka je ¢,d € Im(f). Tada postoje elementi iz G ¢iji
su oni f slike. Izaberimo a,b € G tako da je ¢ = f(a) i d = f(b). Tada je

c-d=f(a)- f(b)

= fla R b)  (po definiciji homomorlizina).

Dakle, a - b je slika elementa a + b € G|, te pripada Im(f). O
Dekartov proizvod grupoida.

3.1.8. Definicija. Neka su § = (G,*) 1 S = (5,) grupoidi, Dekartov
proizvod grupoida G i &, u oznaci G x S, je grupoid (G x S,0), gde je
operacija o definisana tako da je za (a,b), (ay,b;) € G x S,

(a,0)0 (ay,by) =(axa),b-by).

Primetimo da je u prethodnoj definiciji operacija o korektno definisana
tako da je rezultat operacije opet element skupa G' x S.

U sledeéem tvrdenju uocava se jaka veza izmedu Dekartovih proizvoda i
homomorfizama.

3.1.9. Tvrdenje. Neka suoznake kao u prethodnoj definiciji. Preslikavanje
7y : G x S — G definisano tako da je za (a,b) € G x S,

mi((a,0)) =a
Je epimorfizam, koji nazivamo projekcijom na prvu koordinatu.
Analogno preslikavanje na drugu koordinatu je takode epimorfizam.

Dokaz. Preslikavanje je na jer za proizvoljni element s € A, (¢, 8) =, gde
je s proizvoljni element iz S. Proverimo da je m; homomorfizam. Neka su
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(a,b),(ag,b1) € G x S. Tada je
T ((a,0) o (ay,by)) = m((a*ay,b- b)), (po deliniciji operacije o)

= a * a1, (po definiciji preslikavanja ;)

=m((a,b))* m((ay,0y)) O

Slicno se moze definisati i proizvod proizvoljne familije grupoida.

3.1.10. Definicija. Neka je {G; : 1 € I} indeksirana familija grupoida, gde
jezat € I, G; = (G, *;). Proizvod ove indeksirane familije grupoida je
grupoid [[;c; Ui = ([T;e; G, %), gde je operacija + definisana tako da je za
L,9:0 = Ui, Gi, frg=h,gdeje h:] - |J;c;G: definisano sa

h(i) = 1) +: g(i)-

Ako uredeni par grupoida shvatimo kao familiju indeksiranu uredenim
parom (1,2), onda je definicija proizvoda dva grupoida specijalni slucaj
proizvoda indeksirane familije grupoida. “a Dekartove proizvode proizvoljnih
indeksiranih familija grupoida moze sc lako dokazati tvrdenje analogno Tvr-
denju 3.1.9.

3.1.11. Definicija. Neka je § = (G, #) grupoid. Element ¢ € G je levi
(desni) neutral od G ako za proizvoljni ¢ € G vazi exz = 2 (z e =
z). Element koji je istovremeno i levi i desni neutral je neutral (jedinica)
grupoida G.

3.1.12. Tvrdenje. U grupodu je neutral, ako postoji, jedinstven.
Dokaz. Neka su e i€’ dva jedini¢na elementa grupoida G = (G, *). Tada je,
! . . 7 . P
exc = e, jer je ¢ desna jedinica

=¢, jer je e leva jedinica. O

3.1.13. Primer. Razmotrimo koji grupoidi u Primeru 3.1.2. imaju neutral.
U primerima (i)-(vi) 0 je neutral.

(vit) U (Mmxn,+) neutral je nula matrica (¢iji su svi ulazi jednaki 0).
(vii) U (Mpxn, -) neutral je jediniéna matrica koja na dijagonali ima jedinice
a na ostalim mestima 0.

(ix) U (P(S),N) ncutral je element §.

(x) U (5%, 0) neutral je identi¢ko preslikavanje ids definisano sa idg(z) = =,
za svaki ¢ € §.

(xi) U (W(L),~) neutral je prazna rec.

[z nasih primera bi se moglo zakljuciti da svaki grupoid ima neutral. To
nije taéno. Grupoid (N*,+) nema netrual. '
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3.2. Semigrupe

U nastavku se interesujemo za grupoide koji imaju neke unapred propi-
sane osobine. Njih uglavnom zadajemo u obliku algebarskih zakona.

3.2.1. Definicija. Algebarski zakon jezika L je formula oblika ¢, = ¢,, gde
su by ity termi jezika L.

Dakle, algebarski zakoni su atomi¢ne formule. Oni ne uklju¢uju logicke
veznike niti kvantore. Doduse kako je zadovoljenje otvorene formule na
datom modelu ekvivalentno zadovoljenju njenog zatvorenja (Pravilo general-
izacije), to se moze redi i da su algebarski zakoni reéenice koje su univerzalna
zatvorenja formula oblika ¢ = ;.

3.2.2. Primer. zxy = y* je primer algebarskog zakona koji nazivamo za-
konom komutativnosti. [ako je veéina struktura sa kojima se radi u elemen-
tarnoj matematici komutativna, ne mozemo u svakoj strukturi proizvoljno
menjati redosled elemenata, i treba da se naviknemo da je to dozvoljeno
samo ako je to navedeno u aksiomama ili ako smo za datu strukturu to
dokazali. U Primeru 3.1.2 nekomutativni su grupoidi (ii), (viii), (x) i (xi).

Jedan od najvaznijih algebarskih zakona je zakon asocijativnosti. Mada se
u algebri razmatraju i neasocijatiovne strukture, u njima je rad vrlo nckom-
foran.

3.2.3 Definicija. Asocijativni zakon je formula

T (y*2z)=(z*y)*z

Grupoid koji zadovoljava asocijativni zakon je semigrupa. Semigrupa sa
jedinicom naziva se monoid. Svi grupoidi navedeni u Primeru 3.1.2., osim
grupoida (ii), su semigrupe.

Sledece tvrdenje nam pokazuje da vrednost terma u semigrupi ne zavisi
od rasporeda zagrada, tako da u semigrupi zagrade mozemo izostaviti, pret-
postavljajuéi da su rasporedene na proizvoljan nacin. Pre toga liksirajmo
nekoliko oznaka.

3.2.4. Definicija. Neka je za k > 1, (2;,...,2,) niz promenljivih (ne
obavezno razli¢itih). Term [(zy, ..., z) definidemo na sledeéi nacin,

11(21,-..,2k) =2
Lpi(zr, .o ze) = iz, - 26) ¥ 2i1), 22t < k= 1
1(21,...,Zk) :lk_l(zl,...,zk) LA

Prethodna definicija moze se shvatiti tako da je izmedu svake dve pro-
menljive upisan po jedan operacijski znak *, pre svih promenljivih upisano
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k —2 zagrada, a zalim posle svake promenljive osim prve i poslednje upisana
po jedna desna zagrada. Recimo [(z1,...,25) = (({(21 * 22) * 23) * 24) * 25.

3.2.5. Definicija. Neka je t term jezika {*} 1 (2y,..., z¢) niz promenljivih
dobijen brisanjem zagrada u ¢. Sa i oznagavamo [(z;, ..., zk).

3.2.6. Tvrdenje. Neka je S semigrupa i t term jezika {x} . Na S vazi
t=¢.
Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po d(t), duzini (broju operacijskih sim-
bola) terma t.

Neka je d{t) = 0. Tada je t = z, za ncku promenljive z. Kako u t nema
zagrada, to jei [ =z, pajel =1i.

Pretpostavimo da je tvrdenjc dokazano za sve terme ¢ takve da je d(t) < n,
i dokazimo ga za d(l) = n. Dakle, neka je t term takav da je d(t) = n. Ncka
je z poslednje pojavljivanje promenljivih u termu (. Po definiciji terma, ¢
je oblika (u) * z, za ncki term w duzine < n ili oblika (u) * (v) za ncke
terme u 1 v duZine veée od (0 1+ manje od n. U prvom slucaju, na osnovu
indukcijske hipoteze, na S vaizi u = 1, a kako je [ = (i) * 2, to na S vaii
t = (u)*z = (0)+z = £. Razmotrimo drugi sluéaj. Daklc ¢ je oblika (u) * (v),
za neke terme u i v, 1 z se pojavijuje u v. Kako je d{v) < n to za v vazi
indukcijska hipoteza, te na S vazi v = 0. Otuda na S vazi t = (u) * (9).
Sdruge strane, # = (vy) * z, za neki term vy, pa na .S vazi t = (u) * ((vy) * 2).
Kako na § vazi asocijativni zakon, to na S vaziit = ((u)*(v;))*2. Oznacimo
sa w term (u) * (v). Dakle, t = (w) * z. Iz definicije opcracije”, ocigledno je
f = () * 2. Kako je w term duzine manje od n, to za w vazi indukcijska
hipoteza pa na S vazi w = . Otuda na Svazit = (W) * 2 {j. t =£ O

3.2.7. Posledica. Neka sut ity termi jezika {*} koji se razlikuju samo po
rasporedu zagrada i S = (S5, %) semigrupa. Na S vaiil = ;.

Dokaz. Kako se t i ¢, razlikuju samo po rasporedu zagrada, to je { = ;.
Dokaz sada neposredno sledi iz prehodnog tvrdenja. O

Sada definisecmo stepen pozitivnim prirodnim eksponentom . Definisade-
mo ga tako da odgovara intuitivnoj ideji o proizvodu elementa sa samim
sobom odredeni broj puta. Takode Zzelimo da stepeni imaju osobine poznate
iz elementarne matematike. Upravo to je razlog zasto stepen definiSemo u
semigrupama. U proizvoljnom grupoidu se stepeni mogu definisati, ali bi
imali razlicite varijante stepena, zavisno od rasporeda zagrada. U semigrupi
stepen definisemo rekurzivno.

3.2.8. Definicija. Neka je (5, %) semigrupaia€ S.

G,l:a

a"t! = a"xa
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Dokazimo da ovako deflinisan stepen ima Zeljene osobine.

3.2.9. Teorema. Neka je (S,*) semigrupa, a € S, m,n € N¥.
(i) a™ xa™ = a™*t",
(i) (a™)™ = a™".

Dokaz. Dokaze izvodimo indukcijom po n.

(i) Za n =1 jednakost sledi iz definicije stepena.

Pretpostavimo da je tvrdenje dokazano za prirodan broj n. DokaZimo
jednakost zu n + 1.

a™ % @™ =@ x (a™ % a), po definiciji stepena

= (¢ ¥ a") x a , asocijalivnost

= """ ¥ a , induktivna hipoleza

= o™t 5o definiciji stepena.

(i) Za n = 1 jednakost je trivijalno zadovoljena.
Pretpostavimo da je tvrdenje zadovoljeno za prirodan broj n. Dokazimo
jednakost za n + 1.

(™)t = (a™)™ « a™ , po definiciji stepena
=a™" xa™ | induktivna hipoteza

mn+m

= , na osnovu tacke (i) ovog tvrdenja

— am(n-{—l) 0

3.2.10. Definicija. Neka je § = (G, ) semigrupa i a € G. a je idempoten-

tan ako je a® = a.

Iz definicije stepena lako se indukcijom dokazuje da za idempotenatan
element a vazi a™ = a za svaki n € N kao $to i ime kaze.
Stepen clementa je specijalan slu¢aj konacnog proizvoda elemenata.

3.2.11. Definicija. Neka je S semigrupa i (a;)ieny niz u S.

1

=1

n+1l n

H a; = (H ai) * Qpyy-
i=1 =1

U slededoj teoremi pokazuje se da sve tri osnovne algebarske konstrukcije
otuvavaju zakon asocijativnosti.
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3.2.12. Teorema. (i) Podgrupoid semigrupe je semigrupa.
(ii) Homomorlna slika semigrupe je semigrupa.
(iii) Dekartov proizvod semigrupa je semigrupa.

Dokaz. (i) Neka je S = (9, #) semigrupa i 7 = (T, ) podgrupoid od S. Tada
je za proizvoljne a,b,ce T,

(a-b)-c=(axb)xc, jer je - restrikcija *
=ax* (bxc), jer je S scmigrupa

=a-(b-c), jer je - resrikcija *

(i) Neka je S = (S, #) semigrupa, 7 = (T,-) grupoid i f : § — T epimor-
fizam. Za proizvoljne elecmente d,s,L € T', ncl(a si a, b, ¢ respektivno njihovi
originali. Tada je

(a b) - ( ) jer je f homomorfizam
((axb)*c)

(ax (bxc)), jer je S semigrupa
f(a) - f(bxc), jer je f homomorfizam
(

a) - (f(b)- f(c)), jer je f homomorfizam

(iti) Neka su & = (5,%) 1 T = (T,-) semigrupe, (S x T,0) njihov Dekartov
proizvod i (a,d), (b, s), (c,t) € S x T. Tada je

((a,d)o(b,s))o(c,t) = ((axb)*xc,(d-s)-t)
— ((ax (b ) d- (5 1))
= (a,d)o((b,s)o(c,t)). O

Videli smo da je grupoid iz Primera 3.1.2.(x) semigrupa. Ta semigrupa
ima poseban znataj zbog svoje univerzalnosti.

3.2.13. Lema. Neka je S semigrupa sa jedinicom. Tada se S moze potopiti
u (§%,0).

Dokaz. Neka je e neutral u §. Za fiksirani element @ € .S definiS$imo pres-
likavanje 7, : S — S tako da jezaz € S, T,(z) = a*z.

Neka je sada f : S — S definisano sa f(a) = 7,. Pokazacemo da je f
injektivni homomorfizam.
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1—1Neka jezaa,b€ S, f(a)= f(b), t]. T, = 7. Tada je 74(€) = 1p(e), t].
a*e=>bxe, odnosno a = b.

Homomorfizam. Za a,b € 5 treba pokazati da je f(a*b) = f(a) o f(b) tj.
Taxb = Ta © Tp. Neka je £ € S. Tada imamo

Tawo(2) = (@ % b) % 2
=a+*(bxz)
=7,(b* 1)

= Tu(To(2))

= 7, 0 Tp(2).
Dakle, 74up = 1407, O

Preslikavanje 1, ¢esto zovemo levom translacijom clementom a. Razlog je
ocigledan iz sledeceg primera. Napomenimo jo$ da se dualno moze definisati
i desna translacija.

3.2.14. Primer. Posmatrajmo levu translaciju 75 definisanu u grupoidu
(Z,4). Ona je definisana tako da je 75(z) = 3 + z. Time se svaki clement
u Z povecava za 3, tj. citav skup Z transliran je za +3 (udesno). IKako
je razmatrani grupoid komutativan, desna translacija definisana sa o3(z) =
z + 3 se poklapa sa levom. Ove dve translacije se ocigledno ne moraju
poklapati u nekomutativnim strukturama.

3.2.15. Teorema. Svaka semigrupa izomor{na je neckoj semigrupi preslika-
vanja.

Dokaz. Neka je & = (5, *) semigrupa. Ako je S semigrupa sa jedinicom
tvrdenje sledi iz prethodne leme. Ako S nema jedinicu dodajmo je. Dakle,
neka je e novi element koji ne pripada 5,1 .5 = SU {e}. Definisimo na S,
operaciju - na sledeéi nacin. Neka su a,b € S,;.

a*xb, zaabes
a-b=( a, zab=ce
b, za a = e.

Sy = (S), ) je otigledno semigrupa. Ako su u proizvodu sva tri clementa
iz S to se svodi na asocijativnost u S, a ako je bar jedan od elemenata e
onda su oba proizvoda jednaka proizvodu preostala dva elementa. Takode
je § podgrupoid od §;. S je semigrupa sa jedinicom, pa prema prethod-
noj lemi postoji potapanje [ : & — (Sf‘,o) u semigrupu preslikavanja.
Preslikavanje ¢ = f [ S je potapanje S u semigrupu preslikavanja. /m(g) je
podgrupoid semigrupe (615‘ ,0), dakle i sam semigrupa. Dakle, toj semigrupi
preslikavanja izomorfna je polazna semigrupa S, [
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3.3. Kvazigrupe. Skrativi elementi

U Primeru 3.1.2. vedina struktura je asocijativna. U nastavku razma-
tramo jednu vrstu struktura koje su interesantnc upravo onda kada nisu
asocijativne.

3.3.1. Definicija. Grupoid ¢ = (G, ) je kvazigrupa ako u njemu svaka
linearna jednacina ima jedinstveno resenje tj. za proizvoljne elemente a,b €
G postoje jedinstveni elementi ¢, d € G tako da je

a-c=0b

d-a=10
Kvazigrupa sa jedinicom naziva se petljom.

Ako imamo (ablicu grupoida onda sc jednostavno proverava da li je on
grupoid.

3.3.2. Tvrdenje. Konacan grupoid je kvazigrupa akko sc svaki element
pojavljuje po tacno jednom u svakom redu i koloni njegove tablice.

Dokaz. Za dale a,b € G, postoji tacno jedan ¢ koji zadovoljava a-¢ = b akko
se b pojavljuje tacno jednom u a-toj vrsti tablice grupoida. Sli¢no, postoji
samo jedan d koji zadovoljava d - a = b akko se b pojavljuje tacno jednom u
a-toj koloni tablice grupoida. 0O

Primetimo da je kona¢nost vaina samo zbog mogucnosti ispisivanja tab-
lice. Za proizvoljni grupoid vazi da je kvazigrupa akko su leve i desne
translacije tog grupoida bijekcije.

3.3.3. Definicija. Latinski kvadrat reda n je n X n matrica elemenata
nekog skupa A od n clemenata, takva da se svaki element od A u svakoj
vrsti i koloni pojavijuje po tacno jednom.

U svetlu prethodne definicije 1 prethodnog tvrdenja mozemo reci da su
konacne kvazigrupe grupoidi Cije su tablice latinski kvadrati. Na slici moze-
mo videti primer jednog latinskog kvadrala tipa 4 x 4.

a |b |c|d
d |c|a]|b
blal|d]|c
c|d|b]|a

Poseban znacaj imaju ortogonalni latinski kvadrati.
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3.3.4. Definicija. Neka su (a;) 1 (bi;) dva Latinska kvadrata reda n sa
ulazima iz skupa A 1 osobinom da za svaki (a,b) € A x A postoji tacno
jedan indeks 15 takav da (a,b) = (ai;, b;;). Tada kazemo da su (ai;) i (bij)
ortogonalni Latinski kvadrati.

1782. godine QOjlera su pitali, v formi nckog rasporeda vojnika, da li
postoje ortogonalni Latinski kvadrati reda 6. On je formulisao hipotezu da
ako je n = 2(mod4) tada ne postoje ortogonalni Latinski kvadrati reda n.
Krajem Sezdesetih godina ovog veka pokazano je da za svaki n # 2,6 postoje
ortogonalni Latinski kvadrati reda n. Na slici su navedeni primeri Latinskih
kvadrata reda 3.

a |b|c
b lc |a
c|al|b
a |b | c
¢ |a|b
blc|a

Vratimo se nasoj analizi grupoida. U kvazigrupi iz jedinstvenosti resenja
linearnih jednacina sledi da se jednaéine mogu skracivati. [Slemente grupoida
koji imaju tu osobinu nazivamo skrativim.

3.3.5. Definicija. Neka je G = (G, ) grupoid. Llement ¢ € G je levo
skrativ ako za svako z,y € (7 vazi

¢c-T=a-y=r=y
Dualno se definisu desno skrativi elementi.

Ova osobina omogucuje da se pojam 1 — 1 i na preslikavanja definidu
algebarski.

3.3.6. Tvrdenje. Neka je A skup sa bar dva elementa i f: A — A.

(i) f je levo skrativ u (A*,0) akko je 1 — 1 preslikavanje.

(ii) f je desno skrativ u (A%, o) akko je na preslikavanje.

Dokaz. (1) (¢=) Neka je f 1| — 1 preslikavanje, i neka je za preslikavanja
g,h € A% ispunjeno fog = foh. Tada je za proizvoljni ¢ € A ispunjeno
Jog(a) = foh(a)
J(9(a)) = f(h{a))
g(a) = h(a), jerje f 1—1.
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Kako je a proizvoljni element skupa A, to je g = h.

(=) Dokaz izvodimo kontrapozicijom. Pretpostavimo da f nije 1 - 1.
Neka su a, b, c clementi iz A takvi da je a # b, f(a) = f(b) = c¢. Neka su
g,h € A”* konstantna preslikavanja takva da je g[A] = {a} i h[A] = {b}.
Tada je fog[A] = {c} i foh[A] = {c}. Dakle fog= fohalig#h, pa f
nije levo skrativ.

(ii) («) Neka je f na preslikavanje, i neka je za preslikavanja g,h € A/
ispunjeno go f = ho f. Neka je a proizvoljni element iz A. Kako je f
preslikavanje na, to postoji b € a tako da je a = f(b). Iz go f = ho f sledi
da je g o £(8) = ho f(b), ti. g(f(8)) = h(F(5)), ti- 9(a) = F(a). Kako je a
proizvoljni element iz A, g = h. '

(=) Dokaz izvodimo kontrapozicijom. Pretpostavimo da [ nije na. Neka
jece A\ Im(f).Nckasu g,h € A preslikavanja koja se razlikuju u tacki ¢
a poklapaju sc u svim ostalim elementima skupa A. Naprimer moZe se uzeti
da je g identicko preslikavanje, a h preslikavanje koje se od njega razlikuje
samo po tome 5to je h(c) = d, gde je d # ¢. Neka je a proizvoljni element iz
A. Tada je f(a) # ¢, pa je 9(f(a)) = h(f(a)) = [(a). Dakle go f = ho f,
dok je g # h. dakle, [ nije desno skrativ. [

U proizvoljnom grupoidu skrativost je u vezi sa osobinama translacija
uvedenih u dokazu Leme 3.2.13.

3.3.7. Tvrdenje. Neka je G = (G,-) grupoid i a € G. a je levo (desno)
skrativ akko je 7, (0,) 1 — 1 preslikavanje.

Dokaz. Dokazacemo tvrdenje za levo skrative elemente. Tvrdenje za desno
skrative elemente dokazuje se dualno. Neka je a € G.

Vao,yla-z = a-y = x = y) je ckvivalentno sa
Va,y(ro(z) = 12(y) = = = y) je ckvivalentno sa
o jel—1 O

Sada definisemo jos jednu vaznu klasu clemenata u grupoidu sa jedinicom.

3.3.8. Definicija. Neka je G = (G, ) grupoid sa jedinicom e. Element
a € G je levo (desno) invertibilan ako postoji ¢ € G tako da je c-a = ¢
(a-c=e). Zasvaki takav element ¢ kazemo da je levi (desni) inverz od a. a
je invertibilan ako je i desno i levo invertibilan.

3.3.9. Tvrdenje. Neka je G = (G, ) semigrupa sa jedinicom e i a € G.
Ako je a invertibilan, onda postoji ¢ € G tako da je
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Taj element je jedini desni | jedini levi inverz elementa a.

Dokaz. Kako je @ invertibilan, to postoje ¢, d € (G takoda je cxa = axd = e.
Tada je

d=e-d

(¢ a)-d
=c-(a-d)
=c-e
=c O

U sledeéem tvrdenju pokazacenio da u semigrupi sa jedinicom invertibilni
clementi ¢ine podgrupoid.

3.3.10. Tvrdenje. Neka je G = (G, ") scmigrupa sa jedinicom 1.5 skup
invertibilnih elemenata u G. S odreduje podgrupod od G.
Dokaz. Neka su a,b € S i neka je ¢ inverz za ¢ i d inverz za b. Tada imamo
(d-¢) (a-b)=d -(¢c-a)-b
=d-e-b
=d-b

Analogno je

(a-b)y-(d-¢)=a-(b-d) ¢

Dakle, d- e je inverzni element za a-b pa a-b € S. Primelimo da je inverzni
element proizvoda jednak proizvodu inverznih elemenata, ali u obrnutomn
redosledu. O

[ invertibilnost elementa semigrupe sa jedinicom u vezt je sa osobinama
translacija koje odreduje.
3.3.11. Tvrdenje. Neka je G = (G, ) semigrupa sa jedinicom i a € G. «
Jje levo (desno) invertibilan akko je 0, (1,) na preslikavanje.
Dokaz. Dokazaéemo tvrdenje za levo invertibilne elemente. Tvrdenje za
desno invertibilne elemente dokazuje se dualno. Neka je a € G.
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(=) Pretpostavimo da je a levo invertibilan i ncka je ¢ njegov levi inverz.
Neka je b proizvoljni clement iz G.

(<) Ova strana tvrdenja ocigledno vaZzi u proizvoljnom grupoidu sa
jedinicom. Necka je 7, na preslikavanje. Tada postoji ¢ € G tako da je
oga(c)=e, tj. cca=e. O

[z poznate osobine da je preslikavanje konacnog skupa 1 — 1 akko je na,

kao posledicu dobijamo sledece tvrdenje.

3.3.12. Posledica. Ncka je G semigrupa sa jedinicom. Svaki invertibilni
element je skrativ. Ako je G konacna semigrupa vazi i obrat.

Dokaz. Neka je a € (. Pretpostavimo da je a levo invertibilan i neka je
c € G tako da je ¢c-a = e. Pretpostavimo da je zancke 2,y € G, a-z =a - y.
Tada je

ar = ay

car = cay
ex = cy
z=y.

Dakle, a je levo skrativ. Analogno sc dokazuje implikacija za desnu in-
vertibilnost 1 desnu skrativost. Dakle, ako je clement invertibilan onda je 1
skrativ.

Neka je G kona¢na semigrupa i a € G skrativ element. Tada su 7, 1 oy,
1 — 1 preslikavanja kona¢nog skupa u sebe samog. Kako su 1 — 1 preslika-
vanja istobrojnih skupova bijekeije, to su 7, i 0, na preslikavanja, te je a
invertibilan. O

3.4. Grupe. Definicija 1 osobine

Grupe su semigrupe sa jedinicom u kojima je svaki element invertibilan.
Videli smo (Tvrdenje 3.3.9.) da je pretpostavka ekvivalentna postojanju
elementa koji je istovremno (jedinstveni) levo i desni inverz datog elementa

grupe.
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3.4.1. Definicija. Grupid G = (G, *) je grupa ako zadovoljava sledece
formule:

(i) (zxy)xz=uax*(y=*2)
(i) Wz (zry=y+2 =a&Iz(erz=2z+2 =y)).

Aksioma (ii) se u jeziku {*} ne moze odvojiti u dve aksiome, jer egzisten-
cijalni kvantor nije saglasan sa konjunkcijom, mada se po mnogim knjigama
mogu naci takve pogredne aksiomatizacije grupa. Primecujemo da aksioma
(it} nema oblik algebarskog zakona. Situacija se moze popraviti proSirenjem
jezika, tj. skolemizacijom aksiome (ii).

Zato dajemo jos dve definicije grupa.

3.4.2. Definicija. Struktura G, = (G, *,¢&) jezika {*,e,7'} koja zadovol-
java aksiome:

() (zxy)xz==1z%*(y*2)
(irre=exz =2

(i) Vedz(z vz =z% 2 =e).

je grupa.
3.4.3. Definicija. Struktura G, = (G, *,e,7!) jezika {,e,7!} koja zado-
voljava aksiome:

() (z*y)xz=a%(y=*z)
(i) zxe=exz =1

(ii) Va(zx 27 =27 vz =e).

je grupa.

Pokazacemo da ovakvom trostrukom definicijom istog pojma nije uvedena
nikakva konfuzija. Kad god je grupa zadana u jednom od ova tri jezika, iz
nje se moze na jedinstven nacin predi na strukturu u bilo kom od preostala
dva jezika. Dakle,neka je G = (G, ) grupa. Kako je postojeéi neutralni el-
ement é jedinstven (Tvrdenje 3.1.12.) model G moze se prosiriti do modela
jezika {*, e} gde je e simbol konstante koji se interpretira bas kao taj jedin-
stveni neutral é. Obrnuto, svaki model jezika {x, e} koji zadovoljava ove tri
aksiome, posmatran u jeziku {*} postaje grupa u smislu Definicije 3.4.1..
Zbog ove jednoznaéne korespondencije mi u nastavku teksta ne pravimo ra-
zliku izmedu grupe u jeziku {#} i u jeziku {*,¢}. Takode ne pravimo razliku
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izmedu simbola konstante e i njegove interpretacije €. Medutim ni u jeziku
{*, e} aksiomc nemaju oblik algebarskih zakona. Resili smo se konjunkcije,
ali ne 1 egzistencijalnog kvantora.

Izvrsimo jo$ jednu skolemizaciju. Dakle neka je G, = (G, *,¢) grupa
u jeziku {#,e}. Kako aksioma (iii) znaci da je svaki element invertibilan,
a znamo da u grupoidu svaki invertibilni clement ima jedinstven inverz
(Tvrdenje 3.3.9), time je na jedinstven nagin odredeno preslikavanje koje
svakom elementu pridruzuje njegov inverz. Zato se G, = (G, *,e) moze
prosiriti (ne skupovno) do modela G; = (G, +,¢e,7') jezika {x,e,7!}, gde
je ~1 operacijski simbol duzine 1, koji zadovoljava Definiciju 3.4.3. Obr-
nuto, grupa u jeziku {*,e,”!} osiromagenjem jezika postaje grupa u smislu
Definicije 3.4.2.

3.4.4. Primer. Naves¢emo ncke vazne primere grupa u jeziku {x,¢,7'}.
Grupoidi iz primera 3.1.2. koji nisu ovde navedeni nisu grupe.

(i) Z =(Z,4,0,-) gde je Z skup celih brojeva, + operacija sabiranja, a —
operacija koja cclom broju pridruzuje broj sa suprotnim znakom.

(i) Zn = (Zn, +1,0, —4) gde je Z, = {0,1,...,n — 1}, 4, operacija sabi-
ranja po modulu n, a —, operacija deflinisana sa. — (k) =n—k,za k > 01
—-n(0) = 0.

(i) @ = (@,+,0,-), R = (R, +,0,-), C = (C,4+,0,-), gde je Q skup
racionalnih brojeva, 1 skup realnih brojeva i C' skup komplcksnih brojeva.
(iv) (R[z],+,0, =) gde je R[z] skup polinoma sa realnim koeficijentima.

(v) (Mmxn,+,0, =) gde je Mpxn skup matrica tipa m x n, 0 matrica ¢iji su
svi ulazi jednaki 0, a — operacija koja menja znak svim ulazima matrice.
(vi) (Rnxn,, £2,7") skup regularnih matrica tipa n x n, tj. matrica sa osobi-
nom det(A) # 0. I je jedini¢na matrica koja na dijagonali ima ulaze jednake
1 dok su svi ostali ulazi jednaki nuli. Operacija ~! je opcracija invertovanja
matrice. Ova grupa je odredena skupom invertibilnih elemenata grupoida iz
Primera 3.1.2.(viii).

(vit) (P(S),,0,7d) . Interesantno je da je u ovoj grupi svaki clement sam
sebi inverzni.

(viii) Neka je A skup i S(A) skup svih permutacija (bijekcija) skupa A
(S(A),0,1id,”! gde je o operacija kompozicije preslikavanja, id identicko pres-
likavanje a ~' operacija koja bijekciji pridruzuje inverzno preslikavanje, je
grupa. Ova grupa je odredena skupom invertibilnih elemenata grupoida iz
Primera 3.1.2.(x).

Grupe se mogu zadati i slabijim (jednostavnijim za proveru) aksiomama.

3.4.5. Tvrdenje. (i) Neka je G = (G, ) semigrupa u kojoj postoji leva
(desna) jedinica i u kojoj je svaki element levo (desno) invertibilan u odnosu
na tu levu (desnu) jedinicu. G je grupa.
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(i) Asocijativna kvazigrupa je grupa.

Dokaz. Neka je e leva jedinica, i neka za svaki element a iz G, @' oznatava
jedan njegov levi inverz, a a” levi inverz od a'. Pokazimo da je ¢’ istovremeno
i desni inverz od a . (a’'-a)-ad' = e-d’ = a', pa mnozenje ove jednaksoti
sleva sa a” daje

Pokazimo sada da je e i1 desna jedinica.
a-{a'-a)
(a- o

€-a

a-e =

1

a')-a

Il

a.

Dakle, G je semigrupa sa jedinicom u kojojsu svi elementi invertibilni, dakle
G je grupa. )

(ii) Neka je G = (G, ") asocijativna kvazigrupa. Fiksirajmo proizvoljni
element a € GG. Oznatimo sa e, jedinstveno resenje jednaéine z - a = a (to
redenje postoji na osnovu definicije kvazigrupe). e, se u odnosu na e ponaga
kao lokalna leva jedinica, tj. da bi pokazali postojanje (univerzalne) leve
jedinice treba da pokazemo da se e, za bilo koji drugi element ponasa kao
leva jedinica (a ne samo za element ¢ za koji je dizajnirana). Dakle, neka je
b € G ineka je s, jedinstveno redenje jednacine ay = b. Dakle, a - s, = b.
Tada imamo

eq-b=1¢, (a-s,)
= (eq - a) - $p
=a-8
= b.

Dakle, e, je leva jedinica. Zato taj clement nadalje oznacavamo samo sa e,
Kako za proizvoljno b € G jednacina 2 - b = ¢ ima (jedinstveno) resenje, to
je svaki element iz G levo invertibilan. Tvrdenje sada neposredno sledi iz
tacke (i) ovog tvrdenja. 0O

U sledeéem tvrdenju navodimo neke osnovne osobine grupa. One su
uglavnom ranije dokazane, ali je dobro da ih napisemo na jednom mestu.
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3.4.6. Tvrdenje. Neka je G = (G,*,e,7 ) ia,bcG.

(i) (e~ ! =a.

(i) (axb)™' =b"Twa!
(iii) az = ay = = = y dakle u grupi se jednakosti mogu skradivati,
(iv) Jednacina ax = b ima jedinstveno resenje ¢ = a~! + b, a jednaéina
ya = b ima jedinstveno resenjey = b+ a~!. (v) Leva translacija ¢, i desna
translacija 7, su bijekcije.

Dokaz. (i) 1z a-a~! = e sledi da je a levi inverz od a=!. Slicnoiz a™!-a=c

sledi da je @ desni inverz od a™'. Dakle, a je inverz od a™!.

(ii) Videti dokaz Tvrdenja 3.3.10.

(iit) Sledi iz Tvrdenja 3.3.12.

(iv) Jednostavnom zamenom se proverava da su navedeni elementi rescnja,
datih jednacina. Njihova jedinstvenost sledi iz prethodne tacke ovog istog
tvrdenja. [J

(v) Sledi iz invertibilnosti clementa a (Tvrdenja 3.3.11.,3.3.12. 13.3.7.). O

U grupi se definicija stepena moze prosiriti na stepenovanje celim izlozi-
ocem, tako da i dalje ima poznate osobine.

3.4.7. Definicija. Neka je ¢ = (G,-,e,”!") grupa,a € G ,m¢e Z.

a™, zam >0

3.4.8. Tvrdenje. Neka je G = (G, ,e,”") grupa, a € G, m,n € Z.

(i) a=™ = (a™)7".

(i) a™** =a™ - a™.

(i) (™)) = (a=)™.

(iv) (@™)™ =a™".
Dokaz. (i) Za m > 0 to je ispunjeno na osnovu definicije. Za m = 0 obe
strane su jednake ¢. Za m < 0 po definiciji je @™ = a~™)~'. Invertovanjem
obe strane dobijamo (a™)7! = ((a=™)" )7t = a=™.

(i) U dokazu trcba razmotriti devet slucajeva (i za m i za n po tri). Neki
od njih se mogu simultano dokazati. Dakle, pretpostavimo najpre da je
m = 0ili n = 0. Oznacimo prvi (u rédosledu (m,n)) od njih koji je jednak
0 sa s a onaj drugi sa t. Tada je leva strana jednakosti jednaka a**! = a!, a
desna a® - atili a* - a®. Kako je a® = e, desna strana je uoba slu¢aja jednaka
a', dakle jednaka levoj strani.

Razmatramo preostala cetiri slucaja, kada je m #£ 0 i n # 0.



110 3. ALGEBARSKE STRUKTURE

A)m > 0in>0. Tvrdenje je ve¢ dokazano kao Tvrdenje 3.2.9.
Bym<0in<0 Tadajem=—-kin=-lzak e N* Tadaimamo

C)m >0in<0. Tada je n = —k za k = |n|. Neka je najpre m > k tj.
m=1t+kzanekot &€ N. Primetimo da je t =m ~— k = m + n. Tada je
a't* =o' . ¢¥ prema veé¢ dokazanim slu¢ajevima. Otuda imamo

am 'an — ak+t . (ak)—l

am-{-n

Razmotrimo sada podslucaj kada je m < ktj. k=t + m zanckot € N*t,
Primetimo da je —t =m — k= m+ n. Tada je «* = a'*™ = a' - a™, prema
veé dokazanim slucajevima. Otuda imamo

a™ . a" = am . (ak)——l

=a

— am+'n.
D)ym < 0in > 0. Neka je m = —k. Prema dokazanim sluc¢ajevima
(izlozilac prvog Cinioca je pozitivan) imamo o - a*=" = a*. Mnozeéi obe

strane jednakosti sa a™* sleva i a”~* sdesna immamo,
a—k a® _ak—n n—k __ an—-k
a—k Lo = (Ln—-k
m 7l m+n



3.4. GRUPE. DEFINICIJA T OSOBINE 111

(ili) Za m = 0 tvrdenje jc trivijalno zadovoljeno. Razmotrimo slucaj
m > 0. Tada je prema ranije dokazanoj teoremi za pozilivne cksponente

am . (a—l)m — ((L_a——l)m
=™
=c
Dakle, (=)™ je (¢™)~!'. Ostaje slucaj m < 0. Kako je —m > 0, to je
prema dokazanom slu¢aju

(@) = (@)
Uzimajudi inverze leve i desne strane dobijamo

o= (e
Otuda prema tacki (i) ovog tvrdenja dobijamo

(™)~ = (™)™,

(iv) Tvrdenje se trivijalno dokazuje kada je jedan od brojeva m,n jednak
0. Kada su oba broja pozitivna tvrdenje je ranije dokazano. Razmotrimo
preostale slucajeve.

A)ym>0in<0. Nekajen= -k, ke Nt. Tada je

(@) = ("))

— (amk)—l

a—mk

Il

=am".

Dakle, tvrdenje je dokazano za m > 0 nezavisno od znaka od n.

B) m < 0. Ncka je m = —k. Tada je

Dosada nismo analizirali zadovoljenje komutativnog zakona na grupa.rrra.
U Primeru 3.4.4 grupe komutativne su sve grupe osim (vi) i (vili). .
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3.4.9. Definicija. Komutativne grupe nazivamo Abelovim grupama.

U komutativnim grupama Cesto se koristi aditivna notacija umesto gen-
eralne multiplikativne, tako da se pise

+ umesto
0 umesto e
—-a umesto «

na umesto a.

Oznaka nae asocira na mnozenje ali to nije operacija mnozenja clemenata
grupe i prirodnih brojeva, ve¢ operacija koja predstavlja zbir n jednakih
sabiraka. Kod aditivnih grupa definise se i operacija oduzimanja:

a—b=qa+(-b).

Navedimo jo§ neke vazne primere nekomutativnih grupa.

3.4.10. Primer. Neka je D,y skup simetrija kvadrata, tj. izometrijskih
transformacija ravni koje dati kvadrat preslikavaju u sebe samog. lz ge-
ometrije znamo da je Dy = {1d, p, p?, p°, 0,01, 09, 03}. Kako je kompozicija
dve simetrije kvadrata opet simetrija kvadrata (Dy,0) je grupod. Kako je
. operacija kompozicije preslikavanja asocijativna, (Dy,0) je semigrupa. d je
octigledno neutralni element. Svaki element je invertibilan. Zaista, clementi
{'id,pQ,O',(T[,O'Q,O'g} su sami scbi inverzi, dok je p~! = p3. Dakle Dy je
grupa, poznata kao Dijedarska grupa.

2 3
e p p p 0 0y 0203
e | e K
p pp 0 0y 0y 03
2 3
PP PP € 03 0 01 0y
2| .2 ,3
prLp p € p 0y 03 0 0y
3| 3 2
pT|p e p pt 0oy 02 O3 O
o| oo (s
1 02 03 ¢ p p°p
3 2
oy oy 0y 03 0 p° e p op
2 3
02 |02 03 0 01 p° p~ ¢ p
2 .3
O3 |0y O Oy 09 p p° p~ €
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Sada kada smo dobili tablicu mozemo zaboraviti geometrijsku strukturu
elemenata grupe. Sve algebarske osobine ove grupe i zadovoljenja zakona
zavise samo od ove tablice. Cak sec moZemo pitati i zasto smo se mucili sa
geometrijskom pricom i nismo samo naveli gotovu tablicu. Takav pristup bi
najpre imao problem sa proverom asocijativnosti. Za proveru Lablice trebalo
bi proveriti 8* jednakosti. Ovako smo asocijativnost dobili usput iz osobina
kompozicije preslikavanja. Sledeci razlog je taj §to se tablica teze memorise
od geometrijskog opisa. Mozemo li naci nacin prezentacije ove grupe koji
ima prednosti oba pristupa?

Koristimo sledeéu osobinu izometrijskih transformacija:

Neka su o 1 7 osnc simetrije ¢ije se ose s i f seku u tacki O 1 ncka je
w = £sOt. Tada je 7 o ¢ rotacija sa centrom O za ugao 2¢.

Otuda je p moze predstaviti kao kompozicija bilo koje dve osne simetrije
¢ije ose zaklapaju ugao od 45°, a p~! kao kompozicija bilo koje dve simetrijc
koje zaklapaju ugao od —45°.

Tako je naprimer p = g o0g|, pa imamo

OOp=00000

Sli€no je p = 03 0 g, pa imamo

pOT =030000

Odavde se vidi da Dy nije Abelova grupa. Izvedimo jo§ jedan racun.

l
<
o
Q

!

H
—_
Q

w
=
I
o

Iz prethodna dva rac¢una moze se videli da je poo = g op~'. Primetimo
i da je 0 0 07 = p? pa mnozenjem sleva sa o dobijamo gy = 0 0 pe.

Dakle, sada vidimo da se svaki element grupe Dy moze predstaviti u
obliku oo pi gde i€ {0,1} a7 € {0,1,2,3}. Citava tablica moze se izvesti
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iz sledece tri jednakosti:

pt=id
o =id
g __ -1
p =0p
Zaista,
. . . ki
atop]oakopl:alakop( 1) ]Opl
— 01+2k O/)(_l)k:j'i"‘ll.

Dakle, tri navedene jednakosti odreduju strukturu grupe pa se i zovu struk-
turne jednakosti.

Napomenimo da se slicno grupa D, definise za svako n > 3, kao grupa
simetrija pravilnog n-tougla. D, = {p' : 0 < < n}U{oop':0<i<n}
|Dn| = 2n a strukturne jednakosti su {p™ = id, 0% = id,poo =ocop~!}.

3.4.11. Primer. Neka je I = {&1, 4, +j, 4k}. Definisimo operaciju - na
K tako da je za proizvojne z,y € I,

(l)

1- ,
(+) (-y) z=2-(-y)=-(zy),
2 —.7 12:"1)
z'~]:k~, jok=i kei=j,
jri=—k kej=—-i, ik=-—j

Dakle, 1,7,k ponasaju se kao tri imaginarne jedinice, koje u cikli¢nom
redosledu (7,7, k), kada su dva elementa susedi u pozitivnom smeru (smeru
suprotnom kazaljkama na satu), onda im je proizvod onaj treéi, a ako su
susedi u negativnom smeru (smeru kazaljki), suprotni element od onog treéeg.
Jednostavno se proverava da je 1 neutral, da su +1 sami sebi inverzl, a za
ostale elemente je — operacija invertovanja. Jedino je problem provera asoci-
jativnosti. Da biizbegli 2-8% izraunavanja, proveru radimo po karakteristiv
cnim slu¢jevima. Dakle, proveravamo da li je za proizvoljue a,b,c € K

(a-b)-c=a-(b-c).

Ako neki od brojeva a,b, ¢ ima u sebi —, onda se svi ti minusi izvlace ispred
zagrada, prema (x). I na levoj i na desnoj strani je jednak broj —, dakle
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ostaje da dokazemo jednakost "pozitivnih delova”. Ako je neki od brojeva
a,b,c jednak 1 oba proizvoda su jednaka proizvodu preostala dva ¢élana.
Dakle, ostaje sluc¢aj a,b,c € {1,1,7,k}. Ako su a,b,c razliciti, onda ako
su a,b u pozitivnom redosledu onda su i b,¢ u pozitivnom redosledu pa

je(a-b)-c=cc=-l,ia-(b-¢c)=a-a=-1. Akosubiau
negativnom redosledu, onda su i b1 ¢ u negativnom redosledu, pa su oba
proizvoda jednaka |. Kada je @ = b = ¢ oba proizvoda su jednaka —a.
Ostaje slucaj kada su dva elementa jednaka a tredi razliéit od njih. Najpre
neka je a = b # ¢. Tadajea-(a-¢) = —c jer je jedan od redosleda a, b,
a,c pozitivan a drugi negativan. Takode i (a-a) ¢ = —c. Ako je b = ¢,

zamenom mesta u najstarijem proizvodu na obe slrane, 1 izvlacenjem — na
obe strane, slu¢aj se svodi na prethodni. Ostaje slucaj kada je a = ¢. Tada
je(a-b)-a=-a-(a-b) =a-(b-a). Asocijativnost je dokazana. Dakle,
(K) = (K,-,1) je nekomutativna grupa.

3.5. Podgrupe

3.5.1. Definicija. Neka je G = (G,-) grupa i { C G. Akoje H = (I, |
H x H) grupa tada kazemo da je H podgrupa od G odredena podskupom
H.

Pre nego dokaZemo ncke ekvivalente ovog pojma dokazaccemo jednu lemu.

3.5.2. Lema. Neutral je jedini idempotent u grupi.

Dokaz. Neka jc G = (G, -, ¢e) grupa. e je ocigledno idempotent. Obrnuto,
neka je a idempotent. Tada je

a* =a
a-a=a-e¢, 1skracdivanjem sa a dobijamo
a=c¢e 0

3.5.3. Tvrdenje. Neka je G = (G,-) grupa sa jedinicom ¢ i operacijom
inverznog elementa ~' i H C G. Slededa tvrdenja su ekvivalentna:
(i) H odreduje podgrupu od G.
(i) H je zatvoren za -, e € H i H je zatvoren za operaciju
(iii) Za svakoa, b€ H,a-b"" € I,

Dokaz. ()= (i) Neka je (I, *) grupa, za = | H x H.
Kako je H grupoid, za proizvoljne a,b € H, axb € H. Kako je * = - |
Hx H,tojca-b=axbe H.

-1
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Takode (H, %) ima neutral, oznac¢imo ga sa f. f jeidempotent u H, dakle
frxf=/f Kakojex=-] Hx H,tojei f-f=f. Dakle, f je idempotent i
u G, pa je prema prethodnoj lemi f=eLj. e € 1.

I na kraju pokazimo zatvorenost za operaciju ~!. Neka je a € i ncka
je b € H inverzni element od @ u ‘H (u odnosu na operaciju *). Dakle,
axb=bsxa=c Kakojex = - [ H xH,tojeib-a=a-b=c¢c, dakle
b=a' paateH.

(i)= (iii) Neka su a,b € H. Tada, prema (i), a,67! € H a time i
a-b"' € H.

(ili)=> (i) Neka je a,a € II. Tada je, prema (iii), a-a™' € H, tje € [I.
Dakle, sada imamo e,a € H. Otuda je, prema (iii), e-a™! € H tj. «™ ' € H.
Dakle, H je zatvoren za ~!.

Neka je sada a,b € H. Tada je, prema prethodnom delu dokaza, ¢,b7! €
H. Primenom (iii) dobijamo a - (b™!)"* € H tj. a-b € H. Dakle, H sadrii
neutral i zatvoren je za operacije - i 7!, pa je (H,- | H x H) grupa a time i
podgrupa od §G.

Primetimo da je ekvivalent (iii) najjednostavniji za proveru. Napomenimo
i to da taj ekvivalent u aditivnoj notaciji glasi

Va,be H(a - b€ H).

3.5.4. Posledica. Neka je G grupa i neka H odreduje podgrupu od G i
a € H. Tada je za svakim e Z, a™ € 7.

Dokaz. Za m = 0 je a™ = e, pa tvrdenje sledi iz tacke (ii) prethodnog
tvrdenja. Ako je m € N*, tvrdenje se jednostavno dokazuje indukcijom po
m. Zam < 0, tvidenje sledi iz definicije stepena sa negativnim eksponentom
i tacke (i1) prethodnog tvrdenja.
3.5.5. Primer. (i) Neka je n € N*. Kako je razlika dva broja deljiva sa n
i sama deljiva sa n, nZ odreduje podgrupu od Z.

(i) 2 < @ <R < C. To se jdnostavno pokazuje time sto je svaka od njih
zatvorena za oduzimanje u sledeéo].
(i) R < R[z], jer je razlika dva relna broja (polinoma stepena 0 ili —o0)
opet realan broj.
(iii) Kako u P(S) = (P(S),A,0,id) vazi a — b = aA(—b) = aAb, to, prema
Primeru 3.1.6.(ii), za svako 7" C .S, P(1') odreduje podgrupu od P(S).
(iv) Neka je 84 grupa permutacija ¢etvoroelementnog skupa temena kvadra-
ta. Svaka simetrija kvadrata odreduje jednu permutaciju njegovih temena.
Poznato je da je svaka izometrijska transformacija odredena svojim vrednos-
tima u trima razli¢itiom tackama ravni. Otuda je svaka simetrija kvadrata



3.5. PODGRUPE 117

jednozna¢no odredena tom permutacijom temena koju odreduje. Otuda se
grupa Dy moze i definisati kao grupa nekih permutacija cctvoroelementnog
skupa u odnosu na operaciju kompozicije. Tako posmatrana grupa Dy je
podgrupa od S4. Uopste je D, < Sn, zan > 3. Kako D3 i S3 imaju obe po
Sest elemanata, to je Dy = S3.

3.5.6. Tvrdenje. Neka je G = (G, ) grupa i neka je familija podskupova
od G koji odreduju podgrupe v G. Tada i) odreduje podgrupu od G.

Dokaz. Neka je a,b € (). Tada je za svako H € , a,b ¢ 1I. Kako ¥
odreduje podgrupu od G, to je a-b~' € . Kako je to ispunjeno za svaki
He,toa-b71 € (). Prema Tvrdenju 3.5.3., ) odreduje podgrupu od

G. O

U nastavku razmatramo jednu vaznu konstrukciju. Ncka je dat poskup
grupe koji je nepravilan u smisht da ne odreduje podgrupu. Mi hoéemo da
ga prodirimo da postanc pravilan, tj. da odreduje podgrupu date grupe.
Naravno hoémo da to bude najmanja (ako postoji) takva podgrupa da bi
$to vise odrazavala osobine elemenata tog skupa.

3.5.7. Definicija. Neka je G grupa i  C (. Podgrupa od G generisana
skupom K je najmanja podgrupa od G koja sadrzi I, u oznaci (K).

Jednostavnosti radi mi ¢emo sa (/) oznacavat i podgrupu generisanu
podskupom I i skup koji je odreduje. 1z konteksla se moze videti na koje
se od ta dva znacenja misli.

3.5.8. Tvrdenje. Neka je G grupa. Za svaki K C G postoji ().

Dokaz. Neka je familija podskupova T od G koji imaju sledece osobine:

1) H odreduje podgrupu od G.

2) K C H.

Ova familija je ncprazna jer G € . Neka je S =[7]. Prema prethodnom
tvrdenju, S odreduje podgrupu od G. Kako je /', prema osobini 2), sadrzano
u svim elementima familije , to je i C §. Dakle, i S ispunjava uslove 1) i
2),tj. S €. Kako je S presck te familije, on je sadrzan u svim elementima
familije tj. S je najmanji ¢lan familije . Po definiciji S odrduje (K). O

Ma kako bili zadovoljni ovako kratkim i jednostavnim dokazom on nema
veliku prakti¢nu korist. Da bi generisali podgrupu ¢ak i najmanjim skupom
mi treba da ucitamo u memoriju mozda ogromnu familiju nekih skupova koji
ga sadrze. Mnogo korisniju internalnu karakterizaciju podgrupe generisane
podskupom daje nam sledeée tvrdenje.

3.5.9. Tvrdenje. Neka su oznake kao u prethodnoj definiciji.

(Ky = {ui™ -uy? .. cul* ke NNVi<k(u € K,m; € 2)}
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Dokaz. Oznacimo skup na desnoj strani sa S. Pokazaéemo da S ima osobine
1)1 2) iz prethodnog tvrdenja.

1) Treba pokazati da je za proizvoljne e¢,b € S, a-b~! € S. Dakle, ncka
jea=ultuy?e gt b =0t oyt ot zaneke k1 € N, tako da
jezasvako 1 < kij <!, u,v; € K am;,n; € 2. 'lada je

a- b=t w0 et o)
—_ my mo . L q mnyg . -y, . —ny L —n)
=it cuytut ) Ly o

Vidimo da je a-b~! jednak proizvodu stepena ¢ije su osnove u K a izlozioci
celi, daklea-b=' € S.

2) Neka je u € K. Tada je u = u', pa po definiciji skupa S, u € S. Kako
je uproizvoljni element skupa K, i C S.

PokaZzimo na kraju da je S najmanji skup koji ima osobine 1)i 2). Neka
je dakle, H C G skup koji zadovoljava osobine 1) i 2). Neka je g proizvoljni
clement iz 5. ¢ = u"* -uy*® .. ul*, zanekik € N,inekeu; € I, m; € Z,
t < k. Kakoje K C H,toje u; € H,za i< k. Kako /1 odreduje podgrupu
od G, to je H zatvoren za stepenovanje, i za svako ¢ < k je ul* € II. Na
kraju je ¢ € H kao konacan proizvod elemenata iz H. Dakle S C H. Time
je pokazano da je S najmanji skup sa osobinama 1) i 2), dakle S = (J).

3.5.10. Posledica. Neka je (A, +) Abelova grupa i I C A.

(KY = {myu, + mouy + -+ myuy : k € N,Vi < k (m; € Z),

uy, ..., ug Su razliciti elementi iz K}.

Dokaz. To je prethodno tvrdenje, samo u aditivnoj notaciji. Pojacanje je
samo u pretpostavci da su osnaove razlicite. Opsti izraz se moZe svesti na ovaj
oblik zahvaljujuéi komutativnosti. Ako se pojavijuje viSe stepena sa istom
osnovom oni se mogu zahvaljujuéi komutativnosti rasporediti jedan pored
drugog, a zatim se iskoristi teorema o mnoZenju stepena istih osnova. [

Ukoliko je skup K konacan, recimo K = {u;,...,ux}, onda umesto
({uy,...,ux}) pisemo (uy,...,ux).
3.5.11. Posledica. Neka je G grupaia € G. Tada je (a) = {a' : 1 € Z}.
3.5.12. Primer. U Z je (1) = {ml :m € Z} = Z. Dakle, sama Z je
jedina podgrupa od Z koja sadrzi 1.

Slicno je 3) ={m3:me Z} =37

(6,15) = {m6+nl5 : myn € Z} = {k : Im,n(k = 6m 4 15n)} =
3Z. Poslednja jednakost sledi iz Bezu-ove teoreme. Detaljnije, na osnovu
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Bezuove teoreme postoje m,n € Z tako da je 3 = 6m + 15n. Otuda je
3 € (6,15). Kako je 3Z najmanja podgrupa koja sadrzi 3, to je 32 < (6, 15).
S druge stranc, kako je svaki broj oblika 6m + 15n € 37, to je 3Z < (6, 15).

Na isti nacin moze se, indukcijom po k, dokazati da je (my,...,my) = dZ,
gde je d = (m,, ..., my) njihov najveci zajednicki delilac.

U Posledici 3.5. opisane su podgrupe generisanc jednim clementom. Me-
dutim ne moraju svi nabrojani elementi biti razliciti medu sobom. Moze se
desiti da su mnogi clementi u navedenom opisu jednaki, pa se iz tog opisa ne
vidi dobro izgled podgrupe. Sada Zelimo da clemente podgrupe generisane
jednim elementom nabrojimo u listi bez ponavljanja.

3.5.13. Definicija. Ncka je G grupai a € G. Red clementa a u oznaci r(a)
definisemo na slededi nacin:

(@ { min{k € Nt : a*¥ = e}, ako je taj skup ncprazan
r(a) =

o) ako je taj skup prazan.

1

3.5.14. Primer. (i) U Z je r(6) = oo, jer jezasvako k € Nt k6 = 6k #£ 0.
U stvari 7(0) = 1 a svi ostali clementi imaju red oo.
(i) U Dy je r(p) = 4, jer je p,pt, p> # id, a p* = id. Sli¢no je r(p®) = 4.
Naravno, r(id) = 1, a svi ostali elementi su reda 2 (jer su sami sebi inverzni).
(i) U svakoj grupi je r(a) = r(a™'), jer (a™H)* = ¢ akko (a*)7! = ¢
odnosno a* = e.

3.5.15. Tvrdenje. Neka je G grupaia € G.

(i) Ako je r(a) = k, onda je (a) = {a' : 0 < 1 < k}, gde je za svako
0<i#j<n a +#a. Zatoje|(a)]| = r(a).

(i) Ako je r(a) = oo, onda je (a) = {a' : i € Z}, gde jo za svako i # j,
a' # al. Zato je {a) beskonaéan prebrojiv skup.

Dokaz. (i) Dokazacemo najpre da za svaki j € Z postoji 0 < r < k, tako da
je a’ = a'. Neka je j = gk +r gde je 0 < r < k. Tada je

Ostaje da pokazemo da je za 0 < 1 # j < k, ' # a’. Bez gubljenja
opstosti mozemo pretpostaviti da je 0 <1< 7 < n. Tadaje 0 < 7 —1 < k.
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Pretpostavimo da je ¢' = @/, Tada je

a’ =a’
a0t =a)-a?
e=qal"}

$to je u kontradikciji sa minimalnoséu broja k.

(ii) Neka je r{a) = co. To znadi da je za svako n € Nt a™ # e. Dakle,
neka je ¢ #£ j. Bez gubljenja opstosti mozemo pretpostaviti da je 1 < 7, L.
i —1i>0. [z pretpostavke a' = a se na isti nacin kao u prethodnom delu
dokaza pokazuje daje /™t = e. Kakoje j—: € N, dobili smo kontradikciju.
Dakle, zai# jjea’ #a7. O

3.5.16. Definicija. Neka je G grupa. Red grupe, u oznaci |G|, definigemo
kao kardinalnost skupa G, ako je on konad¢an. U suprotnom kaZzemo da je
red od G beskonacan.
3.5.17. Posledica. Ncka je G grup konacnog reda i a € (. Tada je r(a)
konaéan i r(a) < |G].
Dokaz. Kako je (a) C G, to je (a) konacan skup i |(a)| < |G]|. Kako je
r(a) = |(a)|, to je r(a) konacanir(a) <|G|. O

U nastavku nastojimo da ¢pisemo brojeve koji se mogu pojaviti kao red
elementa grupe, i uticaj reda elementa na njegovo ponasanje.
3.5.18. Tvrdenje. Neka je G grupaia € GG. Tada za svaki ceo broj vazi

m

o™ =e e rla)|m.

Dokaz. (=) Neka je r(a) = ki a™ = e. Ncka je dalje m = ¢k 4 r za
0<r <k Tadajee=a™ = a’™t" = (a*)"-a" = a". Dakle, 0 <7 < ki
a” = e. Zbog minimalnosti broja k u N*, r ¢ N, dakle r =0, tj. k|m.
(=) Neka je m = gk za ncki ¢ € Z. Tada je o = (a*)™ =e. O
Na kraju ovog dela navodimo jednu teoremu koja je vrlo moéno orude u
analizi konacnih grupa.
3.5.19. Definicija. Neka je G = (G,") grupaia€ G; J, K CG.

al ={a-g:g9€ K}
Ja={g-a:9€ K}
KL={g -s:g€ K,sc L}
LK ={s-g:ge K, s¢L}
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Primetimo da se u prethodnoj definiciji ne radi o operaciji mnozenja skupova,
veC je to samo oznaka za odredeni skup. Skup alf (Ha) zovemo desnim
(levim) H-kosctom ili pomerajem odredenim elementom a. Razlog je taj sto
je el = o,[H], dakle slika od H levom translacijom (pomerajem). Dualno
je Ha pomeraj od /1 desnom translacijom.

3.5.20. Definicija. Ncka je G grupa i H < G. Relacije ~p g 1 ~pgy na G
definidu se na slededi nacin, Za a, b€ G

CLNL”b@a_l'bE”
a~1,11b®b-a_l € H.

3.5.21. Tvrdenje. Neka su oznake kao u prethodnoj definiciji.
(1) ~pu (~ru) je relacija ekvivalencije skupa G.
(i) Za a € G, klasa ekvivalencije af ~py=all i af ~py= Ha.
(it Zaa€ H, |all| = |H]|. '

Dokaz. Dokaz 1zvodimo za ~ 5. Dokaz za ~pyr izvodl se dualno.

(i) Neka je a,b € G.

Refleksivost. Kako jea™ -a=¢ € H, to je a ~p g a.

Simetri¢nost. Neka je a ~pj; b. To znaéi da je a™! - b € H. Kako je H
zatvoren za operaciju ~! toje (e7' - 0)"h =471 a € H. Dakle, b ~py a.

Tranzitivnost. Ncka je a ~pg bi b~y c. Otuda imamo a™! - b€ H i
b=1.c e H. Kako je Il zatvoren za proizvode, a=! -b- b7 - c=a"}-ce H.
Dakle, a~rH C.

(i1) Neka je a € G.

1

bea/ ~npa~pgh
salbell
Salb=h, zanekihell
< b=a-h, zanckiheH
< beal.

(i) Preslikavanje o, je bijekcija, pa je |[H| = |o [H]| = |ad7|. O
3.5.22. Teorema (Lagranz). Neka je G kona¢na grupai M < G. Tada
| H[ ]G]
Dokaz. Neka je G/~ faktor skup, skup klasa ekvivalencije relacije ~p .

Neka je dalje, T transverzala faktor skupa tj. T C G koji iz svake klase ek-
vivalencije sadrzi po tatno jedan element. Tada je G/ ~rp=\J,era/ ~LH
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disjunktna unija razli¢itih klasa ekvivalencije. Otuda je po deliniciji zbira
kardinala

Gl=1J o/~

a€T
= o/ ~ru |
a€T
= lall|
a€T
=Y |H]
w€T
=|T|-|H|
= |G/ ~u |- |1,

Iz poslednje jednakosti o¢igledno |H|||G]. Dokaz se mogao izvestiisa ~pyy.
Kako je

_ 161

|G/ LH | - |I_1|

_lal

|G/ ~py | = H|’

toimamoidaje |G/ ~py | = |G/ ~pu|. O

3.5.23. Definicija. Neka je G grupa i H < G. Ako je |G ~py | konacan
broj, |G ~p g | nazivamo indeksom podgrupe M u grupt G u oznaci [G': H].
U suprotnom je [ : H] = oo.
3.5.24. Posledica. Neka je G grupa konacnog reda i H < §.

]

[C7 . ”] = I—II-—I

Dokaz. Tvrdnje je dokazano u okviru prethodnog. [
Lagranzova tcorema ima vazne posledice i na red elementa.
3.5.25. Posledica. Neka je G grupa konaénog reda i a € G. r(a)||G|.

Dokaz. Kako je r(a) = |(a)| i prema Lagranzovoj teoremi |{a)|||G], to
r(a)||G]. O

3.5.26. Posledica. Neka je G = (G, -, e) grupa konacénog reda i ¢« € G.
alGl =e.

Dokaz. Neposredno sledi iz prethodne posledice i Tvrdenja 3.5.18. O
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3.6. Kongruencije. Homomorfizmi.

Relac'ie ekvivalencije nastale su uopstenjem jednakosti (njenih RST os-
obina) i predstavljaju strogo skupovnu konstrukciju jer su u uzajamno jed-
noznacnoj korespondenciji sa particijama. U slu¢aju algebre one ni na koji
nacin ne zavise od operacija. Medutim jednakost ima u algebarskim struktu-
rama i osobinu saglasnosti sa operacijama. Uop$tenjem te osobine dolazimo
do pojma kongruencija, algebarskih relacija ekvivalencije.

3.6.1. Definicija. Neka je G = (G, *) grupoid i ~ relacija ekvivalencije
skupa G. ~ je relacija kongruencije ako je za proizvoljne a,b,¢,d € G

(S) a~vb&e~d=axc~bd.

3.6.2. Tvrdenje. Ncka su oznake kao u prethodnoj definiciji. ~ je relacija
kongrucencije akko za proizvoljne a,b,c € G

a~b=>cxa~cxb&axc~bxc.

Dokaz. (=) Ncka je ~ rclacija kongruencije i ¢,b,c € G. Tada iz a ~ b i
c~csledicxa~crbiaxc~bxe

(¢=) Pretpostavimo da ~ zadovoljava uslov (S). Neka je a ~ bi ¢~ d.
Tada je prema (S),a*c~b*cibx*c~bxd Naosnovu tranzitivnosti je
axc~bxd O

3.6.3. Primer. Relacija =, je relacija kongruencije grupe Z.

Ukoliko je ~ relacija kongruencije grupoida G = (G, ), onda # indukuje
strukturu grupoida na faktor skupu G/ ~. Zaista na G/ ~ moZe se uvesti
operacija *. tako da je za a/ ~, b/ ~€ G/ ~

a ~+x.b) ~=axb/ ~.

Primetimo da je operacija korektno definisana tj. da nc zavisi od izbora
predtavnika klase. Zaista, za ¢ € a/ ~id € b/ ~ imamo a ~ ¢ci b ~ d.
Kako je ~ relacija kongruencije, to je ax b ~cxd, paje axb/ ~=c*d/ ~
odnosno a/ ~ %0/ ~=c/ ~ x.d] ~.

3.6.4. Definicija. Neka je ~ relacija kongruencije grupoida G = (G, *).
Grupoid (G/ ~, +~) nazivamo faktor grupoidom grupoida G, u oznaci G/ ~.
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3.6.5. Tvrdenje. Neka je G grupa i G/ ~ faktor grupoid od G. Tada je i
G/ ~ grupa.
Dokaz. Asocijativnost. Neka je a/ ~ b/ ~, ¢/ ~€ (. Tada je

(af ~xbf ~)xcf ~=(axb)xc/~
=ax*(brc)/ ~
=af ~x (b ~ e/ ~). '

[.ako se proverava da je ¢/ ~ neutral i da je inverzni element od a/ ~
jednak a=!/ ~. Dakle, G/ ~ je grupa. 0O

U nastavku razmatramo homomorfizme grupa.

3.6.6. Tvrdenje. Neka je f : G — § epimorlizam grupoida. Ako je G
grupa, onda je S takode grupa.

Dokaz. Pokazimo najpre asocijativnost. Neka je s,t,u € S. Kako je f
preslikavanje na, to postoje a,b,¢c € G tako da je f(a) = s, f(b) = L i
f(c) = u. Tada je

Slicno se proverava da je f(eg) neutral u S 1 da je inverzni element od
¢ = f(a) element f(a"'). Te provere su ustvari izvedene u dokazu sledeéeg
tvrdenja. O

3.6.7. Tvrdenje. Nekaje f: G — S homomorfizam grupa G = (G, %) 1§ =
(S,+) i neka su eq i es neutrali tih grupa a ~'¢i ~'s operacije invertovanja.
Neka je a proizvoljni element iz G.

(i) fleg) =es.

(i) flate) = (f(a))™'s.

(i) f(a™ = (f(a))™.

(iv) Im(f) <.

(v) Ako je r(a) konacan onda r(f(a))|r(a).

Dokaz. (i) Kako je eg ¥ e = eg, to je f(eg) = f(ea) - fleg). Dakle, f(eq)
je idempotent. Kako je prema Lemi 3.5.2., eg jedini idempotent u §, Lo je

fleg) = es.
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(it) Kako je

en = f(eq)
= (a7 a)

= f(a—lc) 'f(a))

to je f(a~'¢) levi inverz za f(a). Dualno se pokazuje da je to i levi inverz,
dakle i inverz za f(a). Dakle, f(a™'6) = (f(a))~'s.

(iit) Za n = 0 tvrdenje se svodi na tacku (i) ovog tvrdenja. Za n > 0
tvrdenje dokazujemo indukcijom po n. Za n = 1 je to trivijalni identitel.
Pretpostavimo da je f(a™) = f(a)™. Tada je

f(a™") = f(a

(iv) Neka je ¢,d € Im(f). Dakle, postoje a,b € G tako da je f(a) = ¢ i
f(b) = d. Tada je

cxd™ = f(a)- f(b)"'
= flaxb71).

Dakle, ¢-d=! € Im(f). Prema Tvrdenju 3.5.3., Im(f) < S.
(v) Neka je r(a) = k. Kako je a¥ = eg, to je f(a*) = f(a)¥ = es5. Prema
Tvrdenju 3.5.18., r(f(a))|k. O

3.6.8. Primer. Opisali sve homomorfizme grupe Z34 u grupu 2Zs. Ocig-
ledno postoji trivijalni homomorfizam koji sve elemente iz Z;4 preslikava u
neutral 0. Da li ima netrivijalnih homomorfizama. Neka je a € G, r(a) = k.
Tada prema Posledici 3.5.25., k|24 i r(f(a))|5. Prema prethodnom tvrdenju,
tacka (v), r(f(a)|k paimamo i r(f(a))|24. Kako r(f(a))|241 r(f(a))|5, to je
r(f(a) =11tj. f(a) =e. Kako je a proizvoljni element iz Zz4, f je trivijalni
homomorfizam.
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3.6.9. Primer. Neka je G grupa i a € (7. Definisimo preslikavanje ¢, :
G — Gakodaje @ = 041 07, 4. 9. (2) = a”! -2 -a. ¢ je bijekcija kao
kompozicija dve bijekcije (jedne leve i jedne desne translacije). Pokazademo
da je ¢, homomorfizam. Dakle, za 2,y € G je

1 -1

pa(z-y)=a"' (z-y)-a
=a " -r-a " e-y-a

= @a(2)9a(y).

3.6.10. Definicija. Automorfizam ¢, konstruisan u prethodnom primeru
nazivamo unutrasnjim automorfizmom grupc G odredenim elementom a.
Inn(G) oznacava skup unutrasnjih automorfizama grupe G.
U sledetoj teoremi uspostavlja se veza izmedu homomorfizama i kongru-
encija.
3.6.11. Teorema. Nekasu G = (G, *) 18 =(5,) grupe.
(i) Neka je f:G — § i~y relacija na G definisana tako da je za a,b € G
a~pbe fla)= f().
Tada je ~ relacija kongruencije grupe G.
(ii) Neka je ~ relacija kongruencije grupe G i [ : G — G/ ~ preslikavanje
definisano sa
fla) =af ~.
Tada je f. epimorfizam.
Takode je ~y =~ i fo., = [.
Dokaz. (i) Trivijalno se proverava da je ~ relacija ekvivalencije. Proverimo
da je ~; saglasna sa operacijom *. Neka je za a,b,c € G, a~;btj. f(a) =
f(b). Tada je f(c)- f(a) = f(c¢) - f(b) tj. f(cxa) = f(c*b). Otuda je
c+a~yscxb. Dualno se pokazuje da jeiaxc~ybxc
(ii) Kako je f.(a) = a/ ~, to je [. preslikavanje na. Ostaje da proverimo
da je fo homomorfizam. Neka je a,b € G.
Soluxb)=axb/ ~
=0/~ 4[ub] ~
= [~(a) ¥/~ o (b).
Ostaje da dokazemo da su ova pridruzivanja inverzi jedan drugome. Neka je
a,beq.
an~y be fola)= f.(b)
& af ~=bf ~
& an~b.
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Dakle, ~; =~. Druga jednakost pokazuje sc slicno. 0

3.7. Normalne podgrupe

U nastavku razmatramo vazan pojam-normalnih podgrupa koji je u blis-
koj vezi sa pojmom homomorlizma.

3.7.1. Definicija. Neka je G grupai H < §. H je normalna podgrupa od
(G, u oznaci H <G, ako je za svaki g € G, gl = Il g.

Cinjenicu da je // normalna grupa tehnicki cesto koristimo kao neku vrstu
komutiranja sa clementima iz . U proizvodu gh, gde je h € H, ¢inioci mogu
da komutiraju stim $to element h ne mora biti isti, ali je ncki clement, iz H.
Dakle, g - h = hy - g za neki hy € I].

3.7.2. Tvrdenje. Neka su oznake kao u prethodnoj definiciji. Sledeéa
tvrdenja su ckvivalentna.
(1) Hag.
i) Zasvakige G, o [lI]=H.
(1) Zasvaki g € G, Il je invarijantni podskup unutrasnjeg automorfizma
g tj. wgH] C H.
(iv) Zasvakige G, Hg C gH.
(v) ~Lu=~pH
(vi) ~pp je relacija kongruencije.
Dokaz. (z) = (1i) Neka jea € G. Kako je HaG, to je [{a = al{. Mnozenjem
ove skupovne jednakosti sa a™! sleva, dobijamo a"'Ha = H.
(i2) = (422) Trivijalno.
(11¢) = (i) Neka je a € G. Tada je, prema (iii), ™' Ha C H. Mnozenjem
ove nejednakosti sa a sleva dobijamo a C alf.
(iv) = (1) Pretpostavimo Vg(g~'Hg C I1). Neka je a proizvoljni element
iz G. Tada je a='Ha C H. Zamenom g = a~!, dobijamo (a™})"Ha™! C
H. Mnozenjem ove nejednakosti sa a=! sleva i sa a sdesna dobijamo I C
e 'Ha, paotudai H =a 'Ha.
(1) & (v) Ncka je a,b € G

~py=~pu & Y99/ ~pu=9/~rn)
& Vg(Hg=gH)
S HAG

(v) = (vi) Neka jeza a,b € G, a ~py b. Tada je af ~=b/ ~ tj. aH = bH.
Neka je ¢ € G. Mnozenjem sa ¢ sleva dobijamo caH = c¢bH, tj. ca ~ cb.
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Prema (v) jeia~ppy b, pa je Ha = Hb. Mnozenjem sa ¢ sdesna dobijamo
Hac = Hbe, dakle ac ~py be. Kako je ~p H =~ H, to je i ac ~py be.
Dakle, ~p g je relacija kongruencije.

(vi) = (v) Neka je ~p s relacija kongruencije i neka je a ~py b. MnoZe-
njem sa a”} sdesna, dobijamo e ~py b-a”!. Po definiciji relacije ~p je
e~lba~! € H,tj. ba™! € H. Otuda je a ~pg b. Ovaj isti niz jednakosti,
samo u obrnutom redosledu, je dokaz da iz a ~py bsledia~p gy b, O

3.7.3. Definicija. Neka je H aG. Tada relaciju kongruencije ~ppg=~ppg
oznalavamo sa ~y, a faktor grupu G/ ~g sa G/H.

U prethodnoj teoremi je pokazano da je svakoj normalnoj podgrupi M

pridruzena rclacija kongruencije ~y. U sledeéem tvrdenju se izmedu ova
dva pojma uspostavlja veza sli¢na onoj izmedu kongruencija i epimorfizama.
3.7.4. Teorema. Neka je ~ relacija kongruencije grupe G = (G, -, ¢). Tada
je N.=e/ ~«G. Pritome je ~y_=~iN_, =N.
Dokaz. Neka je a € G. Pokazaéemo da je a7 'N.a C N.. Ncka je b €
a”'N._.a. Postoji h € N. tako da je b = a7 'ha. Kako je h € N., to
je h ~ e. Mnozenjem ove relacije sleva sa a™! i sdesna sa a dobijamo
a"'ha ~e. Dakle b € N, 5to je i trebalo dokazati.

Neka su a,b € G.

a~n_ b a tbe N,
Salb~e
&b~a
< a~b

D&kle, NN, T
Neka je a € (.
WENL, Sar~yc
eae e N
< a€N.

Dakle, No, = N. O
Slede¢a teorema nam obezbeduje bogal izbor primera normalnih pod-
grupa.
3.7.5. Tvrdenje. (i) Usvakojgrupi G = (G,-,¢), imamo da je {e}, G a G.
(it) Svaka podgrupa komutativne grupe je komutativna.
(ili) Centar grupe je normalna podgrupa te grupe.
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(iv) Neka je G grupa i H podgrupa od G indeksa 2. Tada je H<G.

Dokaz. (i) Za svaki g € G je g{e} = {e}g = {g}. Kako je ¢, automorfizam
od G, v, [G]=G.

(i) Neka je G Abelova grupa i H < G. Neka je a € G. Kako je ¢
komutativna grupa, to je za svaki h € I ah = ha, pa je a{ = Ha. Dakle,
Hag.

(iii) Neka je a € G. Za svaki h € Z(G), po definiciji centra, ah = ha, pa
je aZ(G) = Z(G)a. Dakle Z(G) «G.

(iv) Kako je [G : H] = 2, tose G/ ~ sastoji iz dva koseta. Zbog osobine
da klase ekvivalencije ¢ine particiju oni su komplementarni. Jedan od njih
je e/ ~= H, pa drugi mozemo oznaciti sa I1°. 17 istog razloga su i koseti
relacije ~py takode I i ¢ Kako ~pp i ~py odreduju istu particiju, to
je ~pa=~pp, paje HaG. O

3.7.6. Primer. (i) 6Z aZ jer je £ Abelova grupa.

(i) U Dy je P = {id,p,p% p*} 9 D4 jer je indeksa 2. To se vidi na
osnovu Posledice 3.5.24.: [D4 : P] = %4||]’| = 3% = 2. 1z istog razloga je i
{id, 0, p? op?} aDy.

Kako je Z(Dy) = {1d, p?}, to je {e, p?} a Dy. Medutim S = {id, 0} 4 Dy.
Zaista, Sp = {0, 0p}, dok je pS = {0, pc} = {o,0p°}.

(ili) U grupi kvaterniona K svaka podgrupa je normalna. Proverimo tu
¢injenicu. {—1,1} = Z(K), pa je normalna podgrupa od K. Neka je H < K,
netrivijalna podgrupa od K razlic¢ita od podgrupe Z(K). Il mora sadrzati
element iz skupa {7, +7, +k}. Kako je svaki od tih elemenata reda 4, |[H| >
4. H je netrivijalana podgrupa pa je || < 8. Po Lagranzovoj teoremi | H ||8.
dakle, |H| = 1. Zato je [[{ : H] = 2, pa je H a . Dakle, sve podgrupe od
K su normalne, iako I{ nije Abelova grupa.

3.7.7. Tvrdenje. Neka je G grupai H,K < G.
(i) Neka je K < H < GiKaG. Tada je I all.
(i) Akoje If 4G, tada je TK < G i KH < G.

(iti) Ako je I, K oG, tada je HK «G.

Dokaz. (i) Sledi direktno iz definicije. Kako je za svaki g € G, gi{ = Kg, i
HCG,tojezasvakige H, gI{ = I{g. Dakle, { a H.

(ii) Neka je a,b € HIC. Tada postoje hy,hp € I i ky, ky € K tako da je
a=hikiib=hyk, Tadajea™'b= kl"’/‘Ll—lhglcg. Neka je h = h,l_lhg. IKako
je H zatvorena za -, h € H. Kako je I 4G, to je hky = kyh za neki k3 € K
(videti komentar iza Definicije 3.7.1.). Otuda je a='b = k; 'hky = k7 'k3h.
Neka je k;'ks = k. Kako je K zatvoren za operaciju -, k € K. Dakle,
a ' = hk € HIK. Prema Tvrdenju 3.5.3., HK < G. Slicno se dokazuje i
daje KH < G.
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(iii) Neka je g € G. Kako je K, HaG, toje Hg=gH 1 [{g = gK. Otuda
jeg(HK) = (gH)K = (Hy)IX = H(gK) = H(Kg) = (H{K)g. Kako je ¢
proizvoljni clement iz G, H K aG. (1

3.7.8. Primer. i) Relacija @ medu podgrupama date grupe nije tranzitivna,
iako je relacija < tranzitivna. Zaista, {id,0} @S = {id,0,p? ap*} jer je
indeksa 2. 1z istog razloga S a Dy, ali {id,0} &4 Djy.

ii) Normalnost jedne od podgrupa u dokazu tacke (ii) prethodnog tvrdenja
je zaista ncophodna, Sto pokazuje sledeci primer. Neka je / = {id,0} < Dy,
K ={id,op} < Dy, ali HK = {id,0,0p,p} £ Dy.

iii) Da je normalnost obe podgrupe u dokazu tacke (iii) prethodnog tvrdenja
neophodna pokazuje sledeéi primer. Neka je H = {id}, K = {id,0}. HaG,
K<G,ai HK =K 4G.

3.8. Teoreme o izomorfizmu

Teoreme o izomorfizmu su vaZno orude u konstrukciji novih izomorfizaina
iz ve¢ poznatih homomorfizama i izomorfizama. Osnovu predstavlja prva od
njih koja je globalni koncept, dok su druge dve tcoreme njene posledice. U
prvoj teoremi je zatvoren trougao veza izmedu kongruencija, homomorfizama
i normalnih podgrupa. Ubuduce dakle, kadgod je dat jedan od tih objekata
treba imati na umu da imamo jednoznacéno odredena i druga dva objekta,
koji su mozZda zgodniji za rad.

3.8.1. Definicija. Neka je f:G — & homoinorfizam grupa. Jezgro homo-
morfizma f je Ker(f) = {g € G : f(g) = ¢}.

3.8.2. Teorema (I Tecorema o izomorfizmu). Neka je f : G — 8
epimorfizam grupa.

(i) Ker(f)«G.

(i) G/Ker(f) = S.

Dokaz. (i) Pokazimo najpre daje Ker(f) < G. Dakle, neka je a, b € Ker(f).
To znati da je f(a) = [(b) = e. Sada je

J(a™'b) = J()7' S (b)

Dakle, a='b € Ker(f).
(ii) Oznzimo Ker(f) sa N. Definisimo preslikavanje g : G/N — S tako
da je
g(z/N) = f(z).
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Dokazacemo da je g trazeni izomorfizam.

Najpre proverimo da je g dobro definisan tj. da ne zavisi od izbora pred-
stavnika. Dakle, neka je g(a/N) = s i neka je b/N = a/N tj. a ~n b. Tada
jeatbe N = Ker(f). Po definiciji ICer(f) je

fl@ by =e
fla) () = e
f(b) = f(a) (mnoZzenje sa f(a) sleva)
)

Cinjenica da je ¢ preslikavanje 1—1 pokazuje se istim nizom jednakosti samo
obrnutim redosledom.

g je ocigledno na preslikavanje. Neka je s € 5. Kako je [ preslikavanje
na, postoji @ € (7 tako da je f(a) = s. Tada je g(a/N) = f(a) = s.

Ostaje provera da je ¢ homomorfizam. Neka su a/N,b/N € G/N. Tada
imamo

a) f(b) (jer je f homomorfizam)
o/N)g(b/N). O

~ e~ e~ T

3.8.3. Primer. Ncka je [ : Z — Z, preslikavanje deflinisano sa f(1) =
rem,(1). U Primeru 3.1.6.(i), pokazano je da je f epimorfizam grupoida.
Kako je Z grupa, to jei Z, grupa (lep nacin da izbegnemo neprijatnu proveru
asocijativnosti). Ker(f) = {1:rem, (1) =0} = nZ. Dakle,

Z/nZ = 7,.

3.8.4. II Teorema o izomorfizmu. Neka je G grupa, K, H < G, K aG.
Tada je

(i) HK < GiKKalHK,

() HNI all, i

HEK/K=H/HNK.

Dokaz. (i) Dokazano je u Tvrdenju 3.7.7.
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(ii) Neka je H NI = N, i h € H proizvoljni element. Kako je i o, to
je hi{ = ICh. Sada imamo
AN = h(H N K)
=hH NhiK
=HnNIh
=HhN Kh
= (HNK)h
=hN
(i) Neka je f: G = G/K kanonski epimorfizam definisan sa f(a) = a/IS.
Zatim restrikujmo ovo preslikavanje na . Tu restrikciju oznac¢imo sa f).
Odredimo I'm(f;).
Im(fy) = {gI: fi(h) =gk, za neki h € I}
={gK :hI =gK, zaneki h € H}
= {hK :h e H}
={hkI :he H ke K}, (jer je za proizvoljni k € I(, kK = K)
=HK/K.
KKao restrikcija homomorfizma f; je homomorfizam. Neka je sada f, : [l —

H /K preslikavanje f) sa kodomenom restrikovanim na /m(f,). Sada je f;
epimorfizain. Odredimo Ker(f,).

Kerfy ={h € H:hi{ =el}
={hecH:ethek)
={heH : hel}
=HNK.

Primenom prve teoreme o izomorfizinu na fy dobijamo zeljeno tvrdenje. 0O
3.8.5. Primer. Neka je H =621 K = 15Z. Tada je, u aditivno] notaciji,
H+K={h+k:heHke K}

= {6m+ 15n:m,n € Z}
= (6, 15)
=(3)
=3Z.
S druge strane, H N K = 30Z. Prema prethodnoj teoremi imamo,

37/15Z = 62/30Z.
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3.8.6. III Teorema o izomorfizmu. Neka je G grupa, K < H < G,
K, HaG. Tada je
G/H=G/K/IJK.
Dokaz. Neka je [ :G/K — G /H preslikavanje definisano sa
fla/K)=a/H.
Dokazacemo da je [ epimorfizam a zatim jednostavnom primenom I teoremc
o izomorfizmu dobiti zeljeno tvrdenje.

Najpre pokazujemo da je f dobro definisano. Neka je za a,b € G, a/K =
b/K. Tada je, po definiciji, a='b € K. Kako je K C I, toa™'b € H, pa je
a/H =b/H, odnosno f(a/K)= f(b/I).

Preslikavanje je ocigledno na, jer je za proizvoljni clement a/H € G/H,
fle/K)=a/I.

Ostaje da pokazemo da je f homomorfizam.

fla/Kb/K) = f(ab/K) (po definiciji mnozenja klasa)
=ab/ll
=a/ll - b/H
= (/1) J(b/K).
Izracunajmo jezgro od f.
Ker(f) ={a/K : f(a/K)=¢/l]}
={a/K :a/ll =¢/Il}
={a/K ¢ la e I}
={a/K :a € H}
=H/K.
Dakle, Ker(f) = I1/I. Primenom prve teoreme o izomorfizmu dobijamo
G/K/H/K.=2G/H. O
3.8.7. Primer. Neka jeu Z, H =67 a I{ = 307. Kako je 307,67 « Z,
prema prethodnoj teoremi imamo
Z/62 = (Z/302)/(62/307).
Dakle, teoreme o izomorfizmu su sjajno orude. One su kao carobni Stapic jer
dobijamo izomorfizme bez obaveze da ih konstruisemo. Medutim u situaci-
jama koje ne kontrolisemo korak po korak lako s naprave i greske (kao kod
kalkulatora). Hajde da nastavimo zakljucivanje iz ovog primera na sledeci
nacin. Kako je Z/30Z = Z30162/302 = 7/57 =2 Zs, t0 je Z/67 = Z3y/Zs.
Zakljucak je pogresan. lzraz Zsp/Zs nema smisla jer Zs £ Z3p. Gde smo
pogresili? Iz G 2 S i1 Gy =5 sledi G/Gy 2 §/S; samo ako je Gy < G i
S1 < S.
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3.9. Dekartov proizvodi grupa

3.9.1. Tvrdenje. Dekartov prozvod grupa je grupa.

Dokaz. Mi tvrdenje dokazujemo samo za proizvod dve grupe, da Citaocu
paznju ne bi odvukle oznake. Dakle, ncka su ¢ = (G, *,eq,”'¢)i S =
(S,-,es,715 ) grupe. Ranije smo videli da je G x S semigrupa. Neka je
(¢9,8) € G x S. Tada je

(ecres)o(g,8) = (ec xg,e5-5) = (9,9)

(971,71 )0 (g,8) = (97" 9+ g, 7' - 5) = (eq, e5).

Prema Tvrdenju 3.4.5. (i), G x S je grupa.

3.9.2. Primer. Neka je P(S) grupa iz Primera 3.1.2.(ix), za S skup kar-
dinalnosti n, n € N. Neka je za svaki A C S funkcija x4 : S — {0,1}
definisana tako da jeza 1 € S, xa(1) = 1 akko1 € A.

Neka je P(U) isti tip grupe pri ¢emu je U jednoelementni podskup od
S. PWU) = {0,U}. Ova struktura je otigledno izomorfna sa ({T, L}, A),
a takode i sa (Z3,-). Zato oznaimo redom elemente skupa P(U) sa 01 1.
P(U) je otigledno podgrupa od P(S5). Sdruge strane, ako sa P(U)" oznactimo
Dekartov proizvod n kopija grupe P(U), onda je

P(S) = P(U)".

Zaista, preslikavanje f : P(S) = P(U)™ definisano tako daza A C S f(S) =
XA je izomorfizam.

[{ako S iz prethodnog primera ima n jednoelementnih podskupova koji
imaju 2ajedni¢ki samo neutral, zakljucujemo da je .S izomorfan proizvodu
svojih skorodisjunktnih podgrupa. To je specijalna situacija za jednu gener-
alnu konstrukciju. Ona se jednostavno uopstava za ma kakve proizvode, ali
mi je opet formuliSemo za dve podgrupe.

3.9.3. Definicija. Grupa § = (G,-,¢,”!) je unutrasnji direktan proizvod
svojih podgrupa H i K akko su ispunjeni sledeéi uslovi:
(i) G=(HUK).
(i) K, HagG.
(i) H NI = {e}.

3.9.4. Tvrdenje. Grupa G = (G, -, e,”') je unutrasnji direktan proizvod
svojih podgrupa |CalH i K, akko za proizvoljne h € H i k € I,

hoke=k- h,
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i za svaki g € G postoje jedinstveni h € I/ i k € K tako da je g = hk.

Dokaz. (=) Ncka je g € G. Kako je ¢ = hk, za ncke h € H, g € G, o je
(HUK)=G.

Neka je sada y € G. Prema pretpostavci, postoje h € I/, k € K, tako da
je g = hk. Prema prvoj pretpostavei, imamo da je kH = k. Sada je

g=nhkll =khll =kl = Hk =Hhk = Hyg.

Dakle, H aG. Sli¢no se pokazuje da je K aG. Neka je g € H N K. Kako je
g = eg = ge, gde prvi proizvod tretiramo kao e € H, g € I, a drugi kao
g€ H,e € K, to je na osnovu jedinstvenosti predstavljanja, g =e .

(=) Neka je h € [/ i k € K. Neka je d = h™1k~'hk. Kako je H 4G,
toje k"'Hk = H, paje k= 'hk = h; € H dakleid = h"'h, € H. Sli¢no
je h™'k='h = ki € K, pajed € HNK = {e}. Dakle h='k"thk = e.
Mnozenjem obe stranc jednakosti sa kh dobijamo hk = kh.

Neka je ¢ € . Kako je G = (HUK), to prema Tvrdenju 3.5.9., g =
™ cuy? e ult zancke k € Ny € HUK, my € Z, 1 < k. Kako su
elementi iz H pcermutabilni sa clementima iz K, u navedenom proizvodu se
¢inioci mogu permutovali tako da najpre dodu &inioci iz A a zatim Cinioci
iz I{. Neka je h proizvod ¢inilaca iz I a k proizvodcinilaca iz I{. Dobili
smo g = hk. Ostaje da pokazemo jedinstvenost. Neka je ¢ = hk = hyk;.
Mnozeéi sdesna sa k~! i sleva sa A7, dobijamo hi'h = hih~!. Kako je
izraz na levoj strani jednakosti u /{ a izraz na desnoj strani iz I, to je
hl'lh =hh™! =e. Otuda je h = hy i k = ky, §to je i trebalo dokazati. O

3.9.4. Teorema. (i) Neka jeG grupa. Ako je G unutrasnji direktni proizvod
podgrupa H i K, onda je G = H x K.

(if) Ako je G =U x V, za neke grupe U, V), onda je G unutrasnji direktan
proizvod svojih podgrupa H = (U,ev) 1 K = (ey, V).

Dokaz. (i) Prema prethodnoj lemi, za svaki g € G postoje jedinstveni h, €
Hiky e I takoda je g = hy - k,. Preslikavanje [ : G — H x I definisano
tako da je f(g) = (hy, k), je trazeni izomorfizam.

(i) Jednostavno sc proveravaju uslovi iz delinicije unutrasnjeg direktnog
proizvoda. Dokaz ostavljamo ¢itaocu. [J

3.10. Cikliéne grupe

3.10.1. Definicija. Grupa G je ciklitna ako postoji a € G tako da je
G = (a). Element a zovemo genceratorom cikliéne grupe.
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3.10.2. Primer. Kako je Z = (1), to je Z beskonacna ciklicna grupa.
Slicno je 2, = (1), 1 to je ciklicna grupa reda =.

3.10.3. Tvrdenje. G grupa konaénog reda je cikliéna akko postoji a € G
tako da je r{a) = |G|. Element b € (& je generator te grupe akko r(b) = |G].

Dokaz. Neka je G konacna ciklicna grupa. Neka je @ € G tako da G = (a).
Otuda je |G| = | (a)|. Kako je, prema Tvrdenju 3.5.15., | (@) | = r(a), to je
|G| =r(a) i a je traZeni element. :

Obrnuto, neka je a € G Lako da r{a) = |G|. Tada je | (a)| = |G|. Kako je
(a) C G 1 oba imaju istu, konacnu kardinalnost, (a) = G.

Sto se drugog dela tvrdenja tice, upravo smo dokazali da je bilo koji
element reda |G| generator grupe G. Obrnuto, neka je b generator, tj. (b) =
G. Tada je »(b) = | (b)| = |G]. O

3.10.4. Posledica. Svaka grupa prostog reda je ciklicna.

Dokaz. Neka je G grupa prostog reda p. Neka je a € G, a # e. Otuda je
r(a) > 1. Prema Tvrdenju 3.5.25., r(a)|p. Kako je r(a) > 11 p prost broj,
r(a) = p. Tvrdenje sada sledi iz prethodnog tvrdenja. O

U sledecem tvrdenju pokazuje se da su ciklicne grupe iz Primera 3.10.2.,
do na izomorfizam, jedine ciklicne grupe.

3.10.5. Tvrdenje. (i) Konacna ciklicna grupa reda n izomorfna je sa Z,.
(ii) Beskonacna ciklicna grupa izomorfna je sa 2.

Dokaz. (i) Neka je C konacna cikliéna grupa reda n, i neka je G = (a).
Tada je, prema Tvrdenju 3.5.15. (i), G = {a' : 0 < ¢ < n} i r(a) = n
Definisimo prelikavanje f : C — Z, takoda je f(a') = i. Preslikavanje
je otigledno na i 1 — 1. Proverimo da li je f homomorlizam. Za 1,j koji
zadovoljavaju 0 < %,7 < n je 0 < 1+ 7 < 2n. Zato u C tmamo da ako
jei+j < ma-a =at =t aakojen < i+ < 2n, onda je
@' -al =atti = @ttiTn gt = otted e = a'ted Zato je

fla*-al) = [(a'")
= J(a")
=1 +n ]
= f(a') 4., f(a?).
(if) Neka je C beskonagna ciklicna grupa i neka je C' = (¢). Prema Tvrdenju

3.5.15.(ii), C' = (a) = {e¢' : i € Z}. Jednostavno se proverava da je preslika-
vanje [ : C — Z definisano sa f(a') = i izomorfizam. O
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3.10.6. Lema. Neka je G ciklicna grupa konacnog reda k, generisana ele-
mentom a 1 neka je b € G. Postoji i < k tako da je b = a'. b je generator
grupe G akko (i,k) = L.

Dokaz. Dakle, G = (a). Neka je |G| = k. Tada je, prema Tvrdenju 3.5.15.(i),
r(a) =kiG ={(a)={a":0<1<k}) Kakob € G, b = a', za neki ¢,
0 <1< k. Prema Tvrdenju 3.10.3., b je gencrator od G akko je r(b) = k.
Pretpostavimo da je (¢, k) = 1. Tada je

bszcﬁ(ai)s:e
sa=e
& kst
& kls.
Dakle, r(b) = k, pa je b generator od G.

Obratnu implikaciju dokazujemo kontrapozicijom. Dakle, neka je (i, k) =
d> 1. Tada je

b = ((1,’)5
= (64)’

t
®

Dakle, r(b) < —g < k, pa b nije generator. [

3.10.7. Tvrdenje. (i) Podgrupa cikli¢cne grupe je cikli¢na.

(i) Homomorfna slika ciklicne grupe je ciklicna.

(ii) Dekartov proizvod cikliénih grupa Cy i C; je cikliéna grupa akko
(k,))=1.

Dokaz. (i) Neka je G = (a) i H < G. Neka je dalje k = min{i € N* :a' €
H},ic=a*. Dokazacemo da je H = (c).

Kako je ¢ € H, a (c¢) najmanja podgrupa koja sadrzi ¢, to je (¢) C H.
Dokazimo H C (c). Zaista, neka je najpre b € H. Prema Tvrdenju 3.5.11.,
b =a" zanckoi € Z. Neka jei = gk 4+ r, za 0 < r < k. Tada je
a' = a%a” € H. Otuda je a” = a'(a*)™7 = a'c™7. Kako su oba elementa
na desnoj strani iz H to je i a” € [{. Kako je k minimalan u N¥* sa tom
osobinom, to r ¢ N*. Kako jer > 0, to je r = 0. Kako je ¢ =a* € I, to
jeib=a% =% ¢ H. Kako je b proizvoljni clement iz /1 to je I < (c).
Dakle, H = (c), pa je otuda cikli¢na.

(ii) Neka je G = (a) ciklicna grupa generisana elementom a, f: G — S
epimorfizam i ¢ = f(a). Dokazacemo da je S = (c). Neka je d proizvoljni
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element iz 5. Kako je f epimorfizam, postoji b € G tako da je f(b) = d.
Kako je G = (), to postoji i € Z tako da je b = a'. Tada je

d= J(b)

[
flah)
(f(a))!

i
c.

Dakle, d € (c). Kako je d proizvoljni element iz S, to je S = (¢). Time je
pokazano da je § ciklicna grupa.

(iii) Na osnovu delinicije mnozenja kardinala, |Cx x Cy| = kl.

=) Ovu stranu implikacije dokazujemo kontrapozicijom. Dakle, neka je

(=) Ovu st implikacije dokazuj k pozici] Dak! ka j

1) =d > 1. Neka je (a,b) proizvoljni element iz C x C). Kako je ¢ € Cy
k,l)=d > 1. Neka j b izvoljni el iz C X C). Kako ) C
ibeC,tojear =eibl =e Tadaje

Otuda je r{(a, b)) < % < kl. Kako u Cy x C; nema elementa reda kl, Cp x C)
nije cikli¢éna grupa.
(«<) Neka je (k,I) = 1. Zan € Nt imamo

(a,0)" = (e,e) & (a”,b") = (e, )
Sa"=e& " =e
& klnd&lln
< klln (jer je (k,{) =1).

Dakle, r((a, b)) = ki, pa je (a,b) generator grupe Cy x C;. Dakle, Cx x C;
je ciklicna grupa. Kako su sve cikliéne grupe istog reda izomorfne imamo i

Cka’,’ECH. 0l

3.11. Opis nekih konaénih grupa
Sa tehnikom koju smo do sada razvili moZemo opisati grupe reda n < 8.
n=2,3,5,7 Kako su to prosti brojevi, postoji , do na izomorfizam, samo
jedna grupa tog reda Z,,.
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n=4 Znamo ve¢ dve neizomorfne grupe reda 4. To su Z; koja jc ciklicna
1 Zy X Zy, Klajnova grupa. koja nije ciklicna. Pokazacemo da su to i jedine
grupe reda 4. Dakle, neka je |G| = 4. Ako G ima clement reda 4 ona je
izomorfna sa Z,. Zatlo pretpostavimo da G nema clement reda 4. Kako su
redovi elemenata iz G [aktori broja 4,1 ¢ je jedini element u grupi koji ima
red 1, to je G = {e,a,b,c},i a’® = b* = ¢? = ¢. Kako su svi clementi (sem
e) reda 2, to je G komutativna. Iz ab = e sledi da je b inverz od a, suprotno
¢injenici da je a samoinvertovan. Iz a - b = a skracivanjem sa a dobijamo
a = e. Iz istog razloga a - b # b. Dakle, a -b = ¢. Zbog komutativnosti
jeb-a = c. Time je potpuno odredena tablica grupe G. Preslikavanje f
definisano sa: f((0,1)) = a, f((1,0)) = b odreduje izomorfizam G i Z, X Z,.

n=6 Znamo dve neizomorfne grupe reda 6: Zg i Dy = S3. Pokazademo
da su to jedine grupe reda 6. Ako G ima element reda 6, G = Zg. Zato
pretpostavimo da su svi elementi reda 2 ili 3. Pretpostavimo najpre da su
svi elementi reda 2. Tada je G komutativna. Neka je a,b € G{e}, a # b
ic=a-b. Tada je, iz istog razloga kao u slucaju n = 4, ¢ ¢ {e,a,b}.
Tada je H = {¢,a,b,¢c} < G. Prema Lagranzovo]j teoremi |H|||G], tj. 4]6.
Kontradikcija. Dakle, G’ ima element reda 3. Oznalimo ga sa p. Tada je
N = {e,p,p*} < G. Kakoje [G: N] =2, NaG. Neka je 0 € G\ N.
Kako o ¢ N, oN # N. Dakle, oN = N¢ = {0,0p,0p*}. Koliko jc 0?7
Pretpostavimo najpre da je r(o) = 3. ‘lada je 0® # c¢. Prelpostavka da
a® € N¢, skraéivanjemn daje kontradikciju o € {e, p,p?}. Dakle, o € {p, p?}.
Medutim iz 62 = p kvadriranjem sledi 0 = 0" = p?, a 0% = p? kvadriranjem
daje 0 = o' = p' = p. Kontradikcija. Dakle, 7(c) = 2. Ostaje jos da
odredimo p - 0. Jednostavnom eliminacijom se zakljucuje da p- o € {o -
p,o - pt}. Medutim, iz p- o = o - p bi sledilo da je o - p element reda 6.
Kontradikcija. Dakle, p- o = o - p?. Dakle, G = Ds.

n=8 Znamo 5 neizomotlnih grupa reda 8: 7y, Zy X Zy, Z3 X Z3 X &y,
i I{. Prve tri su Abelove dok su poslednje dve nckomutativne. Prve tri su
medusobno neizomorfne jer prva ima element reda 8, druga ima element na-
jviseg reda 4, a u treojsu svi elementi reda 2. Poslednje dve su neizomor(ne
jer Dy ima 5 clemenata reda 2, a K samo jedan. Svaka grupa reda 8 je
izomorfna jednoj od ovih pet grupa. Dokaz se izvodi analogno dokazu za
n = 6 1 ostavljamo ga. ¢itaocu kao vezbhu.

3.12. Grupa permutacija S,.

3.12.1. Definicija. Neka je X skup i S{X) skup svih bijekcija (per-
mutacija). Grupu S, = (S(X),0) nazivamo grupom permutacija skupa X.
Za X =1, ={1,...,n}, Sx oznatavamo sa S,.
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Kako svaka bijekcija skupova indukuje izomorfizam njihovih grupa per-
mutacija, to Sx ne zavisi od elemenata skupa X veé od njegove kardinalnosti.
Znataj ove grupe jasno se vidi iz sledece teoreme.

3.12.2. Teorema (Kejli). Svaka grupa je izomorlna nekoj grupi per-
mutacija.

Dokaz. Iskoristi¢emo Lemu 3.2.13. Neka je f : G — GY preslikavanje iz
Leme 3.2.13. Kako je homomorfna slika grupe grupa, /m(f) je grupa. KKako
su svi elementi iz Im/ invertibilni, svi su bijekcije. Dakle, Imf < S(G).
Otuda je G = Imf tj. G je izomorfna grupi permutacija (ali ne grupi

S(G)).

Posle ovog tvrdenja, mi mozemo za bilo koju grupu smatrati da su njeni
elementi permutacije nekog skupa, ako nam ta konkretizacija apstraktnog
objekta znaci u psiholoskom smislu. Ova teorema medutim znaci i da grupe
Sx imaju dosta komplikovanu strukturu jer "u njih moze svasta da stane”.

Kako smo videli ve¢ u Sy = D3, §,, za n > 2 nije Abelova grupa. Ipak u
nekim situacijama permutacije komutiraju.

3.12.3. Definicija. Neka su o,7 € §,,. KaZemo da su ¢ i 7 disjunktne
permutacije ako za svaki 1 < n o(?) = ¢ ili 7(¥) = .

3.12.4. Tvrdenje. Disjunktine permutacije komutiraju medu sobom.

Dokaz. Neka su o,7 € S, 11 < n. Prema definiciji disjunktnosti per-
mutacija, jedna od ove dve permutacije ostavija ¢ fiksniin. Neka je to o.
Dakle, o(i) = 1. Razlikujemo dva slucaja. Neka je najpre 7(i) = ¢. Tada je
Too(i) = o o7(i) =1 Ostajeslucaj kada je r(1) = 51 5 # 1. Kako je 7 bi-
jekeija, 7(5) # 7 (5 je vec slika od 7). Po definiciji disjunktnosti permutacija
o(j) = j. Sada imamo co7(i) = o(j) =jiTo0(i) = 7(i) = j. Dakle, u
oba slucaja je Too(2) = 0o 7(i). Kako je ¢ < n proizvoljan Too =g oT.

3.12.5. Definicija. Nekaje k > 21C = (3,...,1) niz razlicitih elemenata
skupa /,,. Permutacija o definisana tako da je o(¢;) = i54,1 naziva se ciklom
duzine k, u oznaci (i) ¢y ...7x). Ciklovi duzine 2 nazivaju se transpozicijama.

3.12.6. Tvrdenje. Svaka permutacija iz S, moZe se predstaviti kao proiz-
vod disjunktnil ciklova.

Dokaz. Neka je 0 € §,,. Delinisimo relaciju ekvivalencije na I,, tako da
t~3 ¢ dme Z (™ (i) = j).

Lako se proverava da je ~ relacija ekvivalencije. Opisimo klase ekvivalencije.
Neka jer € [,,. if ~={j €I, 1~ j} = {o™(): m e Z}. Kako je
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i/ ~= {ci(i) : j € N} C I, dakle kontan skup, postoje j,{ € N* tako
dajej <liol(i) =0c'(i). Tadaje ¢'77(i) =4, zal—-j € N*. Neka je
ki =min{j € NV :07(1) =1}. Tadaje i/ ~= {a™(i): 0 < m < k;}. Zaisla,
neka je s€ Z i s=kig+r,0<r <k Tada je 0%(i) = 0" (a5 (1)) = o™ (4).
Pri tome je za 0 < j < I < ki, 07(1) # o'(i) zbog minimalnosti k;. Dakle,
i/ ~ odreduje cikl ¢; = (2, 0(2),...0k-1 (7)) duzine ;.

[zaberimo sada transverzalu koli¢nickog skupa I,/ ~. Dokazacemo da je
o= HteT c,. Kako su ciklovi ¢;, t € T, disjunktne permutacije, redosled
kompozicije nije bitan.

Neka je 7 € I,. Kako klase ekvivalencije ¢ine particiju skupa [, 1 T
je transverzala faktor skupa, postoji ¢ € T, tako da je j ~ t. Tada je
Jj € t/ ~, dakle postoji 0 < m < ki, tako da je 5 = o™(t). Otuda je
c(j) = e(o™(t)) = o™t (1) = g(e™(t)) = o(j). Kako ostali ciklovi
ostavljaju j ncpromenjenim, to je [, ci(j) = o(j)- Ka.!;o je 7 prozvoljan,
[lieree=o. a ‘

3.12.7. Primer. llustrovaé¢emo prethodno tvrdenje na primeru. Polazimo
od 11 pratimo njegov trag dokgod se ne vratimo opet u 1. Sada nastavljamo
na isti nacin sa prvim elementom koji nije ukljucen u prvi cikl, itd.

Q
I
N

(SO
o0 BN
-1 W
[SaREN=N
= U
DS O
— 3
N G0

) = (137)(28)(45)(6).

Naravno-(6) nije cikl (mada se moze dodefinisati kao cikl duzine 1) ali smo
pomenuli i (6) da ne bi nedostajao na desnoj strani. Inace (6) = id.

Sledece tvrdenje je vazno orude u manipulaciji ciklovima.

3.12.8. Tvrdenje. Neka jec = (i) ...1x) cikl duzine k iz S,, i T proizvoljna
permutacija iz S,,. Tada jetocor™! = (7(iy),...,7(ik)).

Dokaz. Neka'je za s < k, 7(i5) = j,. Prema definiciji cikla ¢(¢5) = 54,1,

s < k. Treba da pokazemo da ako je 7 = 7,5, za neko 7 < k, onda jc

rocor VN (j) =TocoT ' (j5) = Jsrra2a i € {J1,.. . Jk)}, TocoT T (5) = 7.
Zaista, ncka je najpre j = 75, za ncko s < k. Tada je

rocor ' (fiTocor T (j,)
=r1ocor  (r(iy))
=T oc(ts)
=7(ts541)

= js-}—l'
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Neka je sada § ¢ {j1,...,7%}. Odavde, i iz ¢injenice da je je 7 bijekcija,
imamo da 771(5) & {77 '), .., T=10k)} ti- TTH() € {41, .., ik). Po

definiciji cikla ¢, ¢(771(4)) = 771(j). Zato imamo

TO cor—l(j) = T(C(T—l(js)))

=7(r7 (1))
:js O

3.12.9. Posledica. Svaka permutacija iz S, moZe se predstaviti kao kom-
pozicija transpozicija.

Dokaz Prema Tvrdenju 3.12.6. , dovoljno je dokazati da je svaki cikl komn-
pozicija transpozicija. Neka je (12...k) cikl duzine k. Tada je (12...k) =
(1k)...(13)(12). Zaista, ncka je 7 kompozicija na desnoj strani jednakosti.
Tada jeza 1 <1 <k,

r) = (1k) .. (Li+ 1)(14)()
= (1k)...(Li+1)(1)
= (1k)...(i+1)
=i+1

Takode je T(k) = (1 k)(k) = 1.
Kakoje (12...k) = (k12 ...k-1) toimamoidekompoziciju (12...k) =
(kk—=1)...(k2)...(k1). O

Dakle, grupa S, reda n! generisana je skupom transpozicija koji ima

71(71—1) -l = A . )
——— ¢lanova. Mozemo naci i manje gencratorne skupove.

3.12.10. Primer. Skup {(n1),(n2)...,(nn — 1)} je gencratorni skup
grupe S,. Dovoljno je pokazati da ovaj skup generiSe sve transpozicije.
Neka je (i j) proizvoljna transpozicija u S,,. Tada je za 7 = (ni),

(nd)(nj)(ni) = (ni)~ (nj)(n1)

Dakle, grupa S, generisana je sa sammo n — 1 transpozicijom.
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3.12.11. Primer. Neka je r = (1...n—=1)i 0 = (n — 1n)}. Dvoélani
skup permutacija {7, 7} gencrise S,. Da bi to pokazali, dovoljno je pokazati
da taj skup generise sve transpozicije iz prethodnog primera.

S (ri(n - 1) (n)

Dakle, S, je generisana sasamo 2 permutacije. Manji skup generatora nije
moguce naéi. Ako bi S, bila generisana sa samo jednim elementom, bila bi
ciklicna, dakle komutativna, a mi znamo da S,, za n > 3, nije komutativna.

U nastavku razmatramo jedan vazan epimorfizam grupe S, na grupu

({1,-1), ).
3.12.12. Definicija. Neka je 7 : 5, = @ preslikavanje definisano tako da
jezao €5, ' .
o(j)—afi
m(o) = H M

— 1
i<j J

3.12.13. Primer. Prema definiciji ocigledno je n(id) = 1. Pokazacemo da
ako je ¢ transpozicija (1k), onda je (o) = —1. Iz definicije je ocigledno
dajezai,j ¢ {1,k},a(z) =11 0(j) =7, pa susviti cinloci jednaki 1. Za
razmatranje ostaju samo slucajevic t=1153=k;i=117¢ {1,k}; i =k
J>kyid {1, k}17=k. Zatoimamo

m(o) = H 70(j). — (.I(i)

-~ ] —1
1<)
o) —o() 7 ol)—o() 1ol
SR RO UL (L ETLE, R
Jg{L.k} >k 1<i<k
1—k I j—k -1 1 1—4
k- jg{uc}]—l j>lc]—1c 1<i<kk—l
= H ]~k Hj—l H —l—j (smena 1 = j)
= Pt
J(i{lk} J>k 1<s<k
j—k 7-1
=0 11 5= 11 5=
. ]~ . J
JE{1,k} Jg{1.k}

= -1.
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3.12.14 Tvrdenje. Neka je () skup racionalnih brojeva.

(i) P:eslil\ava,nje 7S, = Q je homomorfizain.

(i) Im(mr)={-1,1}.

Dakle, 7 je epzmorfzam grupe S, na grupu ({1,-1},).
Dokaz. Neka su o,7 € S, T = {((7(2),7(4)) : ¢ < j&7(1) < 7(3)} i
U= A{(r(@),7(5)) : i < j&7(i) > 7(y)}. Kako je T buekcua, za svaki

)€1, x1I,, ako je k < l onda (k,!) € T"ili (k) € U. Ako je U' =
k) : (k1) € U, ondaje {(k,{): k <!} =TUU’' Sada imamo,

r(oor) = IIO’OT(])—;}'OT()

J._

=11 a(r(7)) - ((1)).HT(J)~T(1)_

o T T g g

Kako je drugi proizvod po definiciji jednak m(7), ostaje da pokazemo da
je prvi proizvod jednak 7 (o).

a(r(5)) —o(r(d) _ a(r(4)) —a(r(1)) a(r(4)) —a(7(%))
== - M o= A _—o=e
a(r(4)) —a(r(4)) a(7(5)) — o(r(2)
casener T TTE G Ther T T

UvEed)lmoku gx\(/jom proizvodu smenu 7(1) = ki 7(j)}) =, a u drugom 7(2) = {
iT(y) = ada imamo,

o(r(4)) —a(r(¥)) _ a(l) —a(k) a(k) - a(l)

== - M = U

C(KDET (k)€U
_ ofl) —a(k) o(l) — o(k)
(k];){’l‘ h (k,:{[;e[U' L=k
o) - o
=
= (o).

Dakle, m(o o7) = m(o) - v(7). Kako je svaka permutacija proizvod trans-

pozicija oblika (1 k), postoje transpozicije ¢y, ... ¢, takoda je 0 = ¢y 0. . .¢y.
U prethodnom primeru videli smo da je m(¢;) = —1, za 7 < 5. Otuda je
(o) =m(cio...c;) =7(ey) ... 7w(es) = (=1)° € {—1,1}.

Dakle, I'm(r) = {-1,1}. O
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3.12.15. Definicija. Skup parnih permutacija u S, je A, = Ker(n) .
Permutacije iz S,, \ A, nazivamo neparnim.

Prema prvoj teoremi o izomorfizmu, A, a5, i kako je %: {11}, t

je [Sn : An] = 2. Otuda je, prema posledici Lagranzove teoreme, |A,| = -’;—
3.12.16. Posledica. Neka je c= (1 ...k) cikl duzine k. w(c) = (=1)*~1,
Dokaz. Kako je ¢ = (1k)o...(12),tojem(c)=(-1)*1. O

3.12.17. Posledica. Ncka jeo = ¢y ...cy, predstavljanje permutacije o kao
proizvoda disjunktnih ciklova, { s broj invarijantnih elemenata permutacije
o. Tada je

n(o) = (-1

Dokaz. Neka je k; duzina 2-log cikla. Kako je svaki clement iz I, sadrzan
u jednom i samo jednom ciklu ili je invarijantan, to je n = ) .. ki + s, pa
imamo B

=[] ()

i<l

=[J-n*
i<l

:(—-J) ‘S’(k'_l)

= (1) ek

= (=)0,

3.12.18. Primer. Nalazimo parne permutacije u S4. koristicemo termi-
nologiju u kojoj invarijantni elementi odreduju cikl duzine 1. Kako je n = 4
paran, prema prethodnom tvrdenju, ¢ € Sy je parna ako je predstavljiva
kao proizvod parnog broja ciklova. Ako su to ¢etiri disjunktna cikla, duzine
1, onda je ¢ = id. Preostaje slucaj kada je ¢ proizvod dva disjunktna cikla.
Oni mogu biti oba duzine 2 ili je jedan duzine 3, a drugi duzine 1 tj. imamo
jedan invarijantan element, pa je o cikl duzine 3. Otuda je skup parnih
permutacija u .Sy, skup

Aq = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23), (123), (132), (124}, (142), (134), (143), (234), (243)}.

Primetimo da je B = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} « S4. Kako su svi

elementi iz I3 reda najviSe dva, oni su samoinvertovani. Jednostavno se
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proverava da je proizvod dva elementa iz B opet u 3, pa je B < Ay. Prove-
rimo da je B normalna podgrupa od S;. Nekajer € S, i 0 =c¢,¢; € B, gde
su ¢ i ¢y transpozicije. Tada je,

ot =reier T = (rar T (rer ™) = nn.

Prema Tvrdenju 3.12.8., 7, i 75 su disjunktne transpozicije, paimamo ror ™! €
B. Dakle, B 4Sy. Otuda jei BaAy. Kako jei C = {id, (12)(34)} a B, to
imamo lanac normalnih podgrupa:

{e}aCaB aA;aby.

Interesantno je da su sve [aktor grupe susednih ¢lanova niza reda 2 ili 3, pa
su kao takve ctklicne i komutativne.

U sledeéem tvrdenju pokazujemo da takav niz ne postoji za n > 5, ali
najpre dokazimo jednu lemu.

3.12.19. Lema. Neka jen > 5i H aA,. Ako H sadrzi cikl duzine 3, onda
Jje H = A,.

Dokaz. Neka je ¢ = (11, 19,13) cikl duzine 3 u A,. Pokazaéemo da /1 sadrzi
sve ciklove duzine 3. Zaista neka je ¢’ = (Jy, 32, — 3), proizvoljni cikl duZine
3u A, ineka je 7 € A, permutacija takva da je 7(i5) = j5, s < 3. Ako
je T izabrana tako da nije u A,, onda se permutovanjem vrednosti u dvema
tackama razlicitim od 1y, 19, 13 obezbeduje 7 € A,,. Tada je, prema Tvrdenju
3.128. rer7! = ¢, Kakojec € Hi HaA, tojec € H. Neka je
o € A,. Prema Tvrdenju 3.12.9., ¢ jc proizvod transpozicija, a kako je o u
A,, taj broj je paran. Dakle, o je proizvod parova transpozicija. Kako je za
proizvoljni par transpozicija (1) i (kl), (17)(kl) = (¢lk)(ijk), 1 H sadrzi sve
ciklove duzine 3, o0 € H. Kako je o proizvoljan, H = A,. [

3.12.20. Tvrdenje. A,, n > 5 nema netrivijalnih normalnih podgrupa.

Dokaz. Neka je H @ A,, H # {e}. Prema prethodnoj lemi, dovoljno je
dokazati da H sadrzi cik! duzine 3 pa da imamo H = A,. Razlikujemo
nekoliko sluéajeva.

(A) Postoji o € H tako da o u svojoj dekompoziciji sadrzi cikl ¢ duzine
k > 4. Neka je ¢ = (1234...). Primetimo da je ¢™! = (...4321). Tada je
o = T¢ za neku permutaciju 7. Neka je v = (123). Kako su v i 7 disjunktne,
one komutiraju. Otuda je

vov™to = verv e !

= (z/cu"l)c—lrr"l

= (2314...)e7 = (2314...)(...4321) = (124) € II.
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Dakle, u svim preostalim slu¢ajevima su svi ciklovi koji se pojavljuju u
permutacijama iz H, duzine 2 ili 3.

(B) Postoji permutacija u H koja sadrzi bar jedan cikl duzine 3.

B1 Postoji permutacija ¢ € I{ kojasadrzi tacno jedan cikl duzine 3. Tada
je o = cor, gde je 7 kompozicija trnspozicija, dakle element reda 2. Tada
je

ct=clort=c"=ce H.

(B2) Sve permultacije iz H koje sadrze ciklove duzine 3 sadrZe bar po dva
takva cikla. Neka je 0 = ¢icp7, gde je ¢ = (123), ¢c; = (3,4,5) i 7 € A,.
Neka je ¢ = (234). Tada je

coc o = 661C2TC—161(I2T

= (ccrc™ N (eere™Vereprr
= (134)(425)(123)(315)
= (15324) € H.

Time je ovaj slucaj sveden na (A).

(C) Sve permutacije iz H u svojoj dekompoziciji sadrze samo transpozi-
cije. (C1) Postoji permutacija iz 1 koja sadrzi samo dve transpozicije. Neka
jeto o = cyeq, gde je ¢; = (12) i ¢; = (34). Neka je ¢ = (152). Tada je

(coc™ Mo = (51)(34)(12)(34) = (51)(12) = (125) € H.

(C2) Sve permutacije iz H sadrze bar po tri transpozicije. Neka je 0 =
cycacaT, gde je ¢ = (12), ¢; = (34), ¢3 = (56), 1 7 € Sp, jedna od njih. Nek
je v =(23)(45). Tada je

(vov)o = (13)(25)(46)(12)(34)(56) = (541)(623) € H.

Time je ovaj slucaj sveden na slucaj (B). O

3.12.21. Posledica. Za n > 5, jedina netrivijalna normalna podgrupa od
S, je An.

Dokaz. Neka jen > 51 K a5,. Tada je K N A, 94 A,. Kako A, nema
netrivijalnih normalnih podgrupa, K N A, = {e} ili K N A, = A,. U
drugom slucaju je K = A, ili K = S,, jer je A, indeksa dva, pa ne postoji
prava podgrupa od S, koja je sadrzi i razlicita je od nje. Ostaje slucaj kada
je KN A, = {e}. Dokazacemo da je I{ = {e}. Pretpostavimo suprotno, da
je K netrivijalna podgrupa od S,. Neka je ¢ € I\ A,. Ncka je 7 takode iz
K\ A,. Kako jc proizvod neparnih permutacija parna permutacija, 7o~ €
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KN An = {e}. Otuda je 7 = 0. Dakle, K\ A, sadrii samo jedan element,
pa je K = {e,0}. Primeimo da je za ma koju permutaciju v € S, \ 4,,
v=lov € K. Kako je taj proizvod neparna permutacija, to je v™lov = o},
Odatle je ov = vo. Dakle, o komutira sa svim transpozicijama. Kako je o
reda 2, ona je proizvod transpozicija. Dakle, postoji transpozicija (17) tako
da je 0 = 7o (ij), za neku permutaciju 7 € A,. Neka je k£ # ¢,7. Tada je
oo (ik) # (ik) o 0. Zaista, kako su ¢ 1 j invarijntni za 7, 0 o (1k) = 7(i7) (k)
preslikava k u j, a (ik) oo = (ik)7(ij) preslikava & u 7. To je u kontrdikciji
sa pokazanom ¢injenicom da o komutira sa svim transpozicijama.

3.13. Prsteni. Euklidski domeni
U nastavku ove glave razmatramo strukture sa dve operacije.

3.13.1. Definicija. Struktura (S,+,0,—,") je prsten ako zadovoljava sledeée
zahteve:
(i) (S,-,0,-) je Abelova grupa,
(it) (S,-) je semigrupa,
(iii) Zakone distributivnosti

(z+y) z=2-2+y-2
z{z+y)=z-2+2y.

Ukoliko je (S, -) komutativna semigrupa kazemo da je S komutativan prsten.
Ako je (S, ) semigrupa sa jedinicom, kazemo da je § prsten sa jedinicom.

U prstenu, zbog razlikovanja, inverzni clement u odnosu na operaciju +
nazivamo suprotnim, a operaciju skrac¢ivanja u odnosu na +, potiranjen.
KKako se svakoj semigrupi moze dodati neutral, videti Teoremu 3.2.15., Lo se
¢esto u definiciji prstena pretpostavlja da prsten ima jedinicu.

3.13.2. Primer. Naveséemo nckoliko poznatih primera prstena.

(i) 2=(Z,+,0,—,) gde je Z skup celih brojeva, + operacija sabiranja, a -
operacija mnozenja, je komutativni prsten sa jedinicom.

(i) Zn = (Zn, +n,0, =0, ) gde je Z, = {0,1,...,n — 1}, +, operacija
sabiranja po modulu n, a -, mnoZenje po modulu =, je komutativni prsten
sa jedinicom.

(i) @ =(Q,+,0,—,),R=(R,+,0,—,-),C = (C,+,0,-,), gde je Q skup
racionalnih brojeva, R skup realnib brojeva i C skup kompleksnih brojeva.
Sve su ovo primeri komutativnih prstenova sa jedinicom.

(iv) (R[z],+,0,—,) gde je R[z] skup polinoma sa realnim koeficijentima.
Jednostavno se proverava da se definicija moze proSiriti tako da umesto
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R uzmemo ma koji prsten S, tako da opet dobijemo prsten polinoma sa
koeficijentima iz prstena S.

(v) (Maxn,+,0,=,) gde je M,x, skup matrica tipa n X n, a - mnozenje
matrica. Ovaj prsten sa jedinicom nije komutativan.

(vi) (P(S),D,0,4id,N), gde je P(S) partitivni skup proizvoljnog skupa S .
Ovaj komutativni prsten sa jedinicom S je primer Bulovog prstena. Bulov
prsten je prsten sa jedinicom koji zadovoljava zakon z? = z. Svaki Bulov

prsten je komutativan jer

r+y=(z+y)’

(z+y) (z+y)

- (z+y)+y-(z+y)
=z-z+z-yty-zrztyy

=z’ +z-y+y-z+y°
=zrz+z-y+y-rz+y.

Potiru¢i (u odnosu na operaciju +), z i y, dobijamo 0 = z -y + y - z, dakle,
y-z = —(z-y). Ako zamenimo y = z, dobijamo 2z? = —z? tj. z = —=z.
Dakle, svaki element je sam sebi suprotni. Kako je -2 suprotni element za
T -y, aion jesam sebi suprotni, to je ¥ -z = z -y. Usput smo dokazali i da
je svaki element Bulovog prstena sam sebi suprotni. MoZe se pokazati da sc
svaki Bulov prsten moZe predstaviti u obliku (P(5), A, 0,d,N).

vii) Neka je (A,+,0,—) proizvoljna Abclova grupa. Ako - definisemo tako
da je za svaki a,0 € A, a-b =0, tada jc A = (A,+,0,—,") prsten. Uloga
ovog primera je da pokaZe da je svaka Abclova grupa, grupa sabiranja nekog
prstena.

U sledeéem tvrdenju pokazadéemo da se ncka ra¢unanja u prstenima izvode
onako kako smo navikli kod realnih brojeva.

3.13.3. Tvrdenje. Neka je S prsten. Tada u S vazZi
(i) z:-0=0-2=0.
(i) z- (y) = (-2) y=—(z-y)
(i) z-y—2z-z2=z-(y — 2).

Dokaz. (i) Neka je a € S proizvoljni element prstena §. Tada je,
a-0=a-(0+0)=a-0+4a-0.

Potirudi izraz a - 0 na levoj i desnoj strani jednakosti dobijamo 0 = a - 0.
Analogno se dokazuje druga jednakost.
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(ii) Neka je a,b € S. Tada je
a-b+(-a)-b=(a+(-a)) - b=0-b=0.

Dakle, (—a) - b je suprotni element od a - b, tj. (—a)-b= —(a-b). Analogno
se dokazuje druga jednakost.
(iii) Neka su a,b,c€ 5. Tada je

=a-b+a-(-c)
=a (b+ —¢)
=a-(b-c).

a

3.13.4. Definicija. Element a # 0 komutativnog prstena S je delilac 0,
ako postoji b # 0, tako da je a - b = 0. Komutativni prsten sa jedinicom u
kome nema delitelja 0 nazivamo integralnim domenomn.

3.138.5. Tvrdenje. U integralnom demenu vaZi lormula (nije zakon),

zry=0&c=0vy=0.

Dokaz. Tvrdenje je logicka transformacija definicije.

~dzdy (z # 0Ny #O0Az - y=0) & VaVy(~(z-y=0) V(2 =0Vy=0))
S VaVy(z-y=0= (2 =0Vy=0)).

Druga strana implikacije je posledica Tvrdenja 3.13.3.

3.13.6. Primer. (i) Z je integralni domen, po kome je ovaj pojam i dobio
ime.

(i1) Z, je integralni domen akko je n prost broj. Zaista, neka je n slozen
broj. Tada je n = kl, za neke 1 < k,/ < n. Tada je k,l #£0,a k-, =0.
Sdruge strane, ako je n = p, prost broj, tada za proizvoljne k,! € Z, imamo

kopl=0e plkl

< plk v p|l
S hk=0VvI=0.

(ii) R[z] je integralni domen. Zaista, neka su p, ¢ € R[z], tako da je p-q = 0.
Tada je, po formuli za stepen proizvoda, st(p) + st(¢) = —oo, pa je st(p) =
~o0 ili st(g) = —oo tj. p=0ili ¢ = 0.
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3.13.7. Tvrdenje. U integralnom domenu je svaki element razlicit od 0
skrativ.

Dokaz. Neka je S integralni domen i a € S, a # 0. Neka je za b,c € S,
a-b=a-c Tada je,

a-b=a-c=>a-b-a-c=0
=Sa-(b—c)=0
=2a=0Vb-—c=0
=b=c¢ jerjea#0. O

3.14. Domeni glavnih ideala

U prve dve glave videli smo da postoji velika sli¢nost izmedu celih brojeva
i polinoma u pogledu tcorije deljivosti. Videli smo u prethodnom odeljku
da su obe strukture intgralni domeni. Medutim ne moze se analogna teorija
deljivosti izvesti u svim integralnim domenima. Zato nastojimo da opisemo
strukture koje zadovoljavaju ncki dodatni uslov, iz koga bi sledila teorija
deljivosti. Ako analiziramo prve dve glave prirodno se namecu dva kandi-
data: Postojanje jedinstvene [aktorizacije u proste brojeve 1 Suklidov algo-
ritam. U ovom odeljku ispitujemo apstraktne strukture tog tipa. Na kraju
dobijamo i nagradu, resenje Diofantove jednacine y? = 2% — 2.
3.14.1. Definicija. Neka je § integralni domen i J C S. J je ideal u S
ako je (J,+) < (S,4+)1JS5 = S tj. ako za proizvoljne a,be Jis€ S,

b—a,s-acJ.

3.14.2. Primer. nZ je idcal u Z, jer je zbir ma koja dva broja iz nZ
takode u nZ, i proizvod bilo kog celog broja iz Z sa brojem iz nZ je opet
u nZ. Analogno jc u proizvoljnom integralnom domenu .S, za proizvoljni
element @ € S, aS ideal u §. On se obi¢no oznatava sa (a).

3.14.3. Definicija. Ideal iz prethodnog primera naziva se glavnim idealom.

Primetimo da ako je J ideal u S 1 | € J, tada je J = §. Zaista, za
proizvoljnia € Si11€ J jelcota=ae J. Dakle, SCJ,tj. J=§.

3.14.4. Tvrdenje. Neka je S integralni domen, n € Nt iay,...,a, € S.

(ar,...,a,) =Sar 4+ -+ Sa, = {Zsiai 1si €S},
=1
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je ideal u S.

Dokaz. Prema Posledici 3.5.10., (a1, ..., a,) odreduje podgrupu od (S, +).
Neka je s € Sia=) sa; €J. Tada je

n n
X Z 5;0; = Z(SS,')(L-,' € (ar,...,an).
1=1 =1

Dakle, (ay,...,a,) jeideal u §. 0O

3.14.5. Definicija. Ideal iz prethodnog tvrdenja naziva se konaéno gener-
isanim idealom.

Primetimo da je glavni ideal specijalni stucaj konaéno generisanog ideala.

3.14.68. Definicija. Integralni domen § je domen glavnih ideala (DGI) ako
je svaki ideal u § glavni.

3.14.7. Primer. Pokazatemo da je Z DGI. Dakle, neka je J C Z ideal u
Z. Kako je (J,4) < (Z,+), to je (J,+), prema Tvrdenju 3.10.7.(i), cikli¢na
grupa. Neka je a € J generator te grupe. Tada je, prema Posledici 3.5.11.,
J =aZ. Dakle, J = (a).

Relacija dljivosti definise se kao i u 2.

3.14.8. Definicija. Neka je & integralni domenia,b € S. a|b akko postoji
s € S takoda je b=as. D(a,b)={t € S :ta,t|b}.

Pre nego razvijemo teoriju deljivosti razmotrimo jedan pojam koji je triv-
ijalizovan u Z.

3.14.9. Definicija. Neka je S DGliu € S. u je junit u S ako u|l. U(S)
je skup junita u §. Elementi a,b € S su pridruzeni ako je ¢ = bu za neki
junit u.

Juniti u 2 su +1, a u R[z] svi nenula konstantni polinomi. Setite se da
u R[] nismo imali jedinstven najveéi zajednicki delilac. Primetimo da ako
je u unit, onda za svako a € S, iz u|l i 1|a sledi u|a. dakle, juniti dele sve
elemente DGI. Analogno komentaru posle Definicije 3.14.3., pokazuje se da
ako je u junit, J ideal, i v € J, tada je J = S.

Primetimo da je relacija pridruzenosti simetri¢na. Zaista, neka je a = bu,
za neki junit u. Neka je v € 5 tako da uv = 1. Mnozenjem jednakosti
a = bu sa v dobijamo av = buv = b. Kako je v junit, to su i b, a pridruzeni.
IKako je | junit i proizvod junita je junit, relacija pridruZenosti je relacija
ckvivalencije.

[ u § mozemo definisati pojam prostog broja, ali postoje dve njegove
varijante.
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3.14.10. Definicija. Ne-nula clement p € S\ U(S) je ireducibilan ako za
svaki a € 5, iz a|p sledi da je a junit ili je pridruZen a.
p je prost ako za svaki a,b € S, iz plab sledi p|a ili pl|b.

Prvi pojam odgovara nasoj definiciji prostog broja u Z, a druga osobini
prostih brojeva iz Tvrdenja 1.2.9. (ii).

3.14.11. Definicija. Ncka je S DGI, a,b€ S. d € S je najvedi zajednicki
delilac za a 1 b ako d € D(a,b) 1 za svaki t € D(a,b), t|d.

3.14.12. Tvrdenje. Ncka je § DGI, a,b € S. Postoji najveci zajednicki
delilac d za a i b, i(d) = (a,b).

Dokaz. Kako je § DGI, postoji d € S tako da je ideal (a,b) = (d). d je
ocigledno najveéi zajednicki delilac za a i b, O

3.14.13. Definicija. Neka je S DGI, a,b € S. a i b-su uzajamno prost‘i
ako je D(a,b) = U(S).

Iz prethodnog tvrdenjai komentara posle Definicije 3.14.3., direktno imamo

3.14.14. Posledica. Neka je S DGI, a,b € S. Ako su a i b uzajamno
prosti, onda je (a,b) = S.

3.14.15. Posledica. Neka je S DGI, i p € S. p je ireducibilan element
akko je p prost.

Dokaz. (=) Pretpostavimo da za a,b € S, plab i pta. Kako pta, nc dele
ga ni njemu pridruzeni clementi. IKako p drugih faktora ostim junita nema,
to je D(a,p) = U(S). Prema Posledici 3.14.14., (a,p) = S. Po definiciji
kona¢no generisanog ideala je (ap, bp) = (b). Kako plab i p|pb, to je ab € (p)
ipbe (p), pajei (h) C (p). Dakle, p|b.

(<) Pretpostavimo da je p prost i neka je p = kl. Pokazademo da k €
U(S)ili L € U(S). Kako plkl, prema definiciji prostog broja, p|k ili p|l. Bez
gubljenja opstosti pretpostavimo da plk. Tada je k = ps, za neki s € S.
Zamenom u p = kl, dobijamo p = psl. Skradivanjem sa p dobijamo 1 = sl.
Dakle, |1 tj. [ € U(S). O

U daljem tekstu ne razlikujemo pojmove prost i ireducibilan.

3.14.16. Lema. Neka je & DGI, i (a;)ien+ niz elemanata u S tako da je
(a1) C(ag) C--Cfan) C....

Postoji k € N*t, tako da je (a;) = (ax), za i > k.

Dokaz. Neka je I = J;cn+(ai). Jednostavno se proverava da je J ideal u S.
Kako je S DGI, postoji @ € S, tako da je J = (a). Kakoa € J = J;c n+ (1),
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postoji k € N*, tako da a € (ai). Otuda je (a) C (ax). Kako je (ax) € J =
(a), to je (ax) = (a). Kako za > k, (a;) C (¢) = (ax), | (ax) C (@), Lo je
(ai) = ((l,k). D

Analogno definiciji kod monoida, usvajamo konvenciju da je proizvod po
praznom skupu bilo koji junit.

3.14.17. Tvrdenje. Neka je § DGIL Svaki ne-nula clement iz § moze se
predstaviti kao proizvod prostili clemenata.

Dokaz. Dokaz izvodimo po ugledu na dokaz za Z. Neka je a € S. Pokazinio
najpre da postoji prost element p € S tako da ple. Prethodnalema omoguduje
indukeiju. Dakle, ako je a prost tvrdenje trivijalno sledi. Neka a nije prost.
Tada jea = a1 b), gde a) i bnisu juniti. Ako je a; prost, tvrdenje je dokazano.
U suprotnom je a; = asby za neke ay, by koji nisu juniti. Proces nastavljamo
rekurzivino. Ako a ne sadrzi prost element, onda se proces nastavlja za svko
n € N*t. Na taj nacin dobijamo niz (a) C (¢;) C - C (an) C .... Prema
prethodnoj lemi, postoji k € Nt tako da je (ax) = (agt;). Odatle sledi da
su ag 1 agyp pridruzeni. Kako je ax = xq1brt1, to je ey junit suprotno
konstrukciji. Iz dobijene kontradikeije sledi da a sadrzi prost faktor.

Dokazimo sada postojanje faktorizacije. Neka je @ € S 1 p; prost element
tako da p;|a. Tada postoji b; € S tako da a = p;by. Ako je by junit tvrdenje
je dokazano. U suprotnom, neka je po prost element koji deli by. Tada postoji
by € S tako da by = pyb,. Tada je ¢ = pypeby. Ako je by junit, tvrdenje
je dokazano. U suprotnom nastavljamo postupak rekurzivno. Na taj nacin
dobijamo niz glavnih ideala () C (by) C (b2) C .... Na osnovu prethodne
leme, ovaj niz ne moze beskonaéno da raste. Dakle, postoji k € NT, tako
da je ¢ = pypy...pxbg, gde je by junit. Kako je pibgprost, tvrdenje je
dokazano. U

3.14.18. Lema. Neka je p prost element i a # 0. Postoji k € N, tako da
plaipttt ta.

Dokaz. Neka je T'= {n € N : p" { a. Pokazimo da je T neprazan. Pret-
postavimo suprotno. Tada za svaki n € N postoji b, € 5, tako da je
a = p"b,. Kako je pbpyy = by, to je (bn)nen strogo rastuéi niz glavnih
ideala, suprotno Tvrdenju 3.14.16. Iz dobijenc kontradikcije zaklju¢ujemo
da je T neprazan skup. k= (minT)-1. O

3.14.19. Definicija. Neka su oznake kao u prethodnoj lemi. Broj &
oznacavamo sa ord,(a).

Verovatno primecujete da je ovaj pojam analogan pojmu viSestrukosti
nule polinoma.



3.14. DOMENI GLAVNIH IDEALA 155

3.14.20. Lema. Ncka jea,b€ Sia,b#0. Tada je
ord,(ab) = ord,(a) 4+ ord,(b).

Dokaz. Neka je ord,(a) = k i ord,(b) = (. Tada je a = p*ci b = p'd, gde
ptc d. Tada je ab = p**+icd, pri cemu pted, dakle ordy(ab) =k+1 O

Neka je P skup prostih elemenata u DGI S 11" transverzala [aktor skupa
S/ ~ gde je ~ relacija pridruzenosti na P. Dakle iz svake klase pridruzenih
prostih elemenata izabran je po ta¢no jedan predstavnik. To je slicno situaciji
kada smo u Z birali n iz skupa {-n,n}, a u R]z]iz svake klase birali monican
polinom.

3.14.21. Teorema. Neka je § DGI, i T transverzala klasa pridruZenosti
prostih elemenata. Svaki a € S, a # 0 moZe se na jedinstven nacin (do na
raspored) predstaviti u obliku

(1) a=u H pe?)

peT
gde je u junit.

Dokaz. Postojanje laktorizacije dokazano je u Tvrdenju 3.14.17. Za dokaz
jednoznaénosti koristimo Lemu 3.4.20. Dakle, neka je g € T' prost element.
Primenjujuci ord, na obe stranc jednakosti (1), dobijamo

ordg(a) = ordyu + Z a(p)ord,(p).
p€T
Po definiciji funkcije ord, je ord,(u) = 0, ordy(p) = 0, i ord,(p*(P)) = a(q),
za p = q. Dakle, ordy(a) = a(q). Dakle, broj a jednoznaéno odreduje
izlozioce «(q). Otuda je, zbog postojanja skradivanja u §, jednoznacno (u
T) odreden i junit v. [

Do sada osim primera koji su i bili motivacija citave apstrakcije nismo
ni imali drugih primera DGI. Umesto primera, evo jo§ jedne apstrakcije,
domena u kojima postoji Buklidov algoritam.

3.14.22. Definicija. Integralni domen S je [uklidski domen ako postoji
funkcija A : .S\ {0} = N sa svojstvom da za svaki a,b € 5, b # 0, postoje
q,7 € S tako da je

a=>bqg+r tili jer =01l je A(r) < A(b).

Nadam se da prepoznajete zahtev ispunjenosti pripremne leme za [Sukli-
dov algoritam. Situacija narocito podscca na onu kod polinoma. Odvajanje
uslova 7 = 0 je uradeno da ne bi uvodili —co = A(0). Dakle, kod celih
brojeva je A(a) = |a| a kod polinoma je A(p) = st (p).
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3.14.23. Tvrdenje. Svaki [Juklidski domen je DGIL

Dokaz. Neka jeS BEuklidski domen i J ideal u S. Neka je k = {mini € Nt :
da € J(A(a) = 1)}, i neka je b € J tako da A(a) = k. Dokazalemo da je
J = (b). Neka je a € J. Prema definiciji postoje ¢,r € S takoda je a = bg+r
ir =0 ili A(r) < A(b). Kakoa € Jibge J, tor € J. Ako bi imali da je
A(r) < A(b) = k, to bi bilo u suprotnostisa minimalno$éu broja k. Dakle,
r=0,tj. a € (b). Kako je a proizvoljni element iz J, J C (a). Iz b € J sledi
(byc J, pajed = (b). O

Sad mozemo da navedemonove primere DGI koji su preciznije Luklidski
domeni.

3.14.24. Primer. Neka je 7 imaginarna jedinica. Z[{] = {k+1i : k,l €
Z}. Z[i] je otigledno zatvoren za operacije sabiranja i mnozenja i on je
podstruktura integralnog domena C kompleksnih brojeva. Pokazacemo da
je Z[i] Euklidski domen, dakle i DGI.

Neka je za k+ (i € Z[i]\ {0}, Mk + {1) = k% + . Funkcija X je delinisana
za svaki kompleksni broj (kvadrat modula) i poznato je da ima osobinu
AMzzy) = A(z)A(z)). PokaZimo da su zadovoljeni uslovi iz definicije. Neka
jea=k+1li, b=m-+mni, b#0. Neka je ; = s+, za 5,0 € Q. Neka su
u,v € Z tako da je |s — u| < % |t —wv] < 4. Nekaje g=u+vie Z[]i
r = a ~ bg. Sada imamo, za pro§irenu [unkciju A,

MG = 0) = Al(s+ ) = (u + vi))

= (s—u)? + (L - v)?
1
5.

IA

Kako je r = (% = ¢) - b, to je A(r) < $A(b). Otuda je ili A(r) < A(b) ili
A(r) = 0 (u prosirenom smislu) pa za r funkcija A u uZem smislu nije ni
definisana. U svakom slu¢aju zadovoljent su uslovi iz definicije za A.

3.14.25. Primer. Naisti nac¢in pokazuje se da je Z[v/=2] Buklidski domen.
Funkcija A definise se tako da je A(k 4 [v/=2) = k* + 2(% dakle opet
kao kvadrat modula kompleksnog broja. Primetimo da iz osobine A(ab) =
Ala)A(b) sledi da ako alc onda A{a)|A(c). Primetimo tkode da ako je &, # 0,
onda je k2,12 > 1, pa je Ak +1/=2) > 3.

Dokazaéemo da je /=2 prost element. Dakle, neka je a = &k [/=2 i
alv/=2. Sada imamo A(e)|2, pa je A(a) < 3. Prema prethodnom pasusu,
E=0ilil=0. Ako je k = 0, onda je a = |\/=2, pa imamo /=2|a. Kako
smo pretpostavili ¢[v/=2 to su a i /=2 pridruzeni. Ako je [ = 0, onda je
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a = k. Tada A(a) = k?|2 pa je k = 1. Dakle, a je ili 1ili je pridruzen +/=2.
Po definiciji je v/~2 prost.
U ovom DGI resavacemo Diofantsku jednacinu iz 1.14, trazeéi resenja

samo u Z C Z[V/-2].
y2 =23 -2

Transformisimo jednaginu u oblik y* — (=2) = z?, a zatim u Z[v/~=2] kao

razliku kvadrata
(y+V-2)(y - vV-2) ==z

Pokazimo najpre da su y + /=2 i y — /=2 uzajmano prosti. Zaista, ncka jc
p prost element koji deli oba ta broja. Tada p deli 1 njihovu razliku, dakle
p|2v/-2 = (-V/~2)*. Kako je p prost, to p|lv/—2. Kako je v/~2 prost i
p nije junit, p i /=2 su pridruzeni, pa imamo i /=2|p. Kako p deli levy
stranu jednav cine, p deli i desnu stranu, dakle, p|z®. thp jq'p prost, to
plz. Zajedno sa v/—2|p to daje v/=2|z. Uzimanjem normi, dobijamo da
2|z. Zamenom u polaznoj jednacini dobijamo da je y? =4 2. Kontradikcija.
Dakle, y + /=2 i y — /=2 uzajmano prosti.

Na isti nacin kao u Posledici 1.4.8., pokazuje se da.sui y4-v—=2iy—v—2
kubovi u Z[v/~2]. Dakle, postoje k,! € Z tako da je

y+ V=2 =(k+1V/-2)"

Podiznjem binoma na kub, posle sredivanja i izjednacavanja dela uz /-2 i
slobodnog dcla, dobijamo

(1) y =k — 6kl

(2) 1 =3k —21% = [(3k* — 21%).

Iz (2) imamo da |1, pa je [ = +1. Za [ = 1 dobijamo 3k* = 2, §to je
nemoguce. Za | = —1 dobijamo 3a? = 3, dakle ¢ == -1. Zamenom u (1)

dobijamo y = 45. Otuda je reScnje nase Diofaniske jednacine u.Z par
(3,£5).

3.15 Polja

3.15.1. Definicija. Prsten (5,+,0,—,") je telo, ako je (S\ {0},) grupa.
Komutativno telo je polje.
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3.15.2. Primer. (i) Z nije polje jer nijedan element osim —1 11 nije invert-
ibilan. Zaista, zam € Z\ {0}, m # —1,1, i svaki n € Z\ {0}, je |mn| > 2,
dakle nije jednako 1.

(if) @, R, C su polja.

(iii) R[z] nije polje. Jednostavni argument sa stepenima proizvoda pokazuje
da nijedan nekonstantan polinom nije invertibilan koeficijentima.

(iv) R(z) skup racionalnih funkcija, u odnosu na uobicajne operacije sabi-
ranja i mnoZenja, je polje.

(v) Neka je I = {a+ bi+ ¢j +dk :a,b,¢,d € R}, skup uopstenih komplek-
snih brojeva - kvaterniona. Defini§imo operaciju sabiranja po koordinatama
a mnozenje koristedi pravila iz grupe kvaterniona K iz Primera 3.4.11. Neka
jez=a+bitcij+dkiu=a +bi1+4¢j+ dk. Tada je

Z+U:((L+a1)+(b'{'bl)l+(6+cl)]+(d+dl)k
ZrU= (aal — bbl - CCy — ddl) -+ ((Lbl + b(Ll + Cdl - dC])’i
+ (acy — bdy + cay + ¢dy)g + (ady + bey — ¢by + day)k.

Ocigledno je 0 neutral za sabiranje i —(a + bi + ¢j + dk) = (=a) + (=b): +

(=c)j + (-d)k. (&,+,0,—,-) je telo. Neprijatnu proveru asocijativnosti

ostavljamo Citaocu kao racunsku vezbu. Neutral za mnozenje je 1. Neka je

z€ K, z=a+bi+cj+dk,inekaje M =a® + 6>+ ¢* 4 d* € R. Tada je
(a+bitcj+dk)-(a—bi—-cj—dk)=a*+b* 4 +d* =M.

Zato je 57 — %i - %) = %k inverzni element od z u odnosu na mnozenje.

Dakle, X je telo. K nije polje jer jet-j=kaj- -1 = —k.

Kao i kod grupa, jezik polja moze sc¢ prosiriti lako da je (S,+,0,—,1,7")
polje u prosirenom jeziku, ako je (S, -, 0, —, ) polje u kome je | jedinica za
mnozenje a ~! inverzni element. Korespondencija je uzajamno jednoznaéna
i u nastavku ne pravimo razliku izmedu ove dve notacije.

Iz definicije polja jasno je da je svako polje integralni domen. Zahtev da
je (S\ {0}, ) grupa podrazumeva da je taj skup zatvoren za -, odnosno

a € S\{0}&be S\{0} = a-be S\ {0} t]
a#0 & b#A0=a-b#0,
Sto je kontrapozicija uslova 3.13.5. U konacnom slucaju vazi i obrat.
3.15.3. Tvrdenje. Konacan integralni domen je polje.

Dokaz. Neka je § konaéan integralni domen. [Kako je svaki element u (S'\
{0}, ) skrativ i S\ {0} je konac¢an, tvrdenje sledi iz Tvrdenja 3.3.12.
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3.16. Konstrukcija celih 1 racionalnih bojeva

Evo nas na pocetku. Podsetimo se da smo na pocetku podrazumevali
intuitivno poznavanje prirodnih, celih, racionalnih i realnih brojeva. Mi
ipak preferiramo situaciju kada je objekat precizno definisan kako bi mogli
da dokazujemo njegove osobine i izbegnemo eventualne kontradikcije. U
nastavku pokazujemo kako se celi i racionalni brojevi mogu konstruisati iz
prirodnih.

Neka je N = (N, 4,0, 1, <) (standazdni) model prirodnih brojeva sa
uobi¢ajnim operacijama +, - i relacijom linearnog uredenja <. (N,+,0) je
komutativni monoid u kome su svi clementi skrativi. Otuda je i njegov
Dekartov kvadrat (N2, 4, (0,0)) komutativni monoid. Sli¢no je i (N,-,1)
komutativni monoid. Necka je ~ relacija skupa N? definisana tako da za
(k,1),(s,t) € N2,

(k,)~(s,t)y @ k+t=1+s.

3.16.1. Tvrdenje. Relacija ~ je relacija kongruencije monoida (N2, +).

Dokaz. Pokazimo najpre da je ~ relacija ekvivalencije.

Refleksivnost. Kako je k41 =k 4- 1, to je (k,[) ~ (k,I).

Simetri¢nost. Neka je (k1) ~ (s,t). Tada je k4t = [+ s, paje i
s+l =k+1t, slo po definiciji znaci da je (s,t) ~ (k,{).

Tranzitivnost. Neka je (k,[) ~ (s,£)i (s,t) ~ (u,v). Tada je k4t = {45
i s+v =t+u. Sabiranjem ovih jednakostii potiranjem s i dobija,r'ﬁ‘o;k-kv‘ =
u+{, tj. (k,0) ~ (u,v). Ostaje da pokazemo da je ~ relacija kongtuencije.
Neka je (k, 1) ~ (s,0) i (ky, ;) ~ (s1,t1). Tadaje b+t =Il+sik +ty = [1+s;.
Sabiranjem jednakosti dobijamo (K + k) + (¢ +0) = ({+ L)+ (s+ s1), L)
(k, 1)+ (ki ty) ~ (L s)+ (hysi). O

Primetimo da je N2/~= {(0,n)/~n € NT} U {(0,0)/~}U {(n,0)/~:
n € Nt} 1 da su sve nabrojane klase medusobno razlicite. Najpre neka
je (k,0) € N?, tako da je k < [. Tada je (k,I) ~ (0,l k), -k € N*T.
Ako je k = {, tada je (k,k) ~ (0,0). [ na kraju, ako je k& > [, tada je
(k,0) ~ (k~1,0), k=1 € N*. Trivijalno se razmatranjem slucajeva proverava
da su sve nabrojane klasc razli¢ite.

Definisimo na koli¢nickom skupu N?/ ~ operacije sabiranja i mnoZzenja
tako da je

(k, )~ +(u,v)/~= (k+u, [+ v)/~
(k, 1)/~ (5,8) [~ = (ks + It kL 4 1s) /~ .

Kako je ~ relacija kongruencije monoida (N2, +,(0,0)), to je operacija +
dobro definisana. Proverimo da li je operacija mnozenja dobro definisana,
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tj. da ne zavisi od izhora predstavnika. Dakle, neka je (k1) ~ (s,t) i
(ki, 1)) ~ (81, 6h). Tada jek 4+t =14+ s1ky+{ =1 + 5. Mnozenjemn prve
jednakosti najpre sa k) a zatima sa [} i druge jednakosti sa s i ¢, dobijamo
kky + thky = Uk + sk,
Iy + sty =kl + 1l
kis+tis =I5+ 85,
Lt 4 st =kit+ 1t
Sabiranjm jednakosti i potiranjem jednakih izraza dobijamo
kki + Uy + sty + sit = ssy + Lt + kI + kly, odnosno
(kky + 1, kil + kL) ~ (ss) + ey, sl + sty).

3.16.2. Lema. (N2, 4, (0,0)/~) je Abelova grupa.

Dokaz. Asocijativnost i komutativnost se prenose kroz Dekartove proizvode
i homomorfne slike (faktor strukture kongruencija) pa je (N?* +), komu-
tativna semigrupa sa ncutralom (0,0)/~. Ostaje da pokazemo postojanje
suprotnog clementa. Medutim,

(k) [~ + (1 k) f~= (k + 1L+ k) [~= (0,0)/~ .
Dakle, (I, k)/~= ~(k,1)/~. O
3.16.3. Teorema. Z = (N%/~,+,(0,0)/~,-,) je integralni domen.

Dokaz. Jednostavno se proverava da je operacija - komutativna. Da bi
pokazali da je Z prsten, ostaje da proverimo da je operacija - asocija-
tivna i da vazi distributivnost. Asocijativnost po veé ustaljenoj praksi os-
tavljamo kao racunsku vezbu ¢itaocu. Proverimo distributivnost. Iako je
mnoZenje komutativno, dovoljno je proveriti levu distributivnost. Neka je
(k, 1), (s,t), (u,v) € N2, Tada je,

(k, )/~ (s, 6)/~ +(w, ) /) = (k(s + u) + 1L+ 0), k(¢ +0) + (s + u)) /~

(k,0) [~ (s, ) [~ +(k, 1)/~ (u,v) [~= (ks + [t + ku + lv, kt + Is + kv + lu) [~ .
Izrazi na desnoj strani otigledno su jednaki.

Jedinica u Z je ocigledno (1,0)/~= {(k+ 1,k) : k € N}. Ostaje da
pokazemo da Z nema delitelja 0. Dakle, neka je (k,!)/~ -(s,t)/~= (0,0)/~.
Tada je ks + It = kt + ls. Bez gubljenja opélosti mozemo pretpostaviti da
je k> 1latimei ks > lsikt > It. Sada imamo ks — s = kt — It, odnosno
stk =1) =tk =1). Ako je k — [ # 0, tada skradivanjem dobijamo s = t¢.
Dakle, k=1 =0ili s =t. Otuda je k = [ ili s =1, odnosno (k,!)/~= (0,0)/~
ili (s,t)/~=(0,0)/~. Time je tvrdenje dokazano. O
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3.16.4. Tvrdenje. Preslikavanje f: N — 7 definisano sa f(k) = (k,0)/~
Je monomorfizam u jeziku {+,-}. Tm(f) = {(k,0)/~: k € N}.
Dokaz. f(k+1) = (k+1,0)/~= (k,0)/~+(l,0)/~= f(k)+ [(I). Drugi deo
tvrdenja je ocigledan. O
Neka je N = Im(f), gde je f homomorfizam iz prethodnog tvrdenja, i
N = (N,+,~). Tada je N 2 N. Dakle, Z sadrzi u schi izomorfnu kopiju
prirodnih brojeva. Prema reprezentaciji klasa ustanovijenoj u tekstu iza
Tvrdenja 3.16.1, proizvoljni clement m € Z je oblika (k,0)/~ ili (0,k)/~,
za k € N. Kako je (0,k)/~= —(k,0)/~, tom € Nilim=-n,zan¢€ N,
Dakle, svaki cco broj je ili prirodan broj ili njemu suprotan broj. Ako sa
~N oznacimo skup {(0,k)/~: k € N*}, onda imamo Z = —N U N.
Razmotrimo na kraju kako se prenosi uredenje.

3.16.5. Definicija. Neka je < relacija skupa Z definisana sa
(k,[)/~< (s,0) [~ k+t <s+ L.
3.16.6. Lema. Neka je < relacija uvedena u prethodnoj definiciji.
() (Z, <) je linearno uredenje.
(i) Preslikavanje [ definisano u Tvrdenju 3.16.4., je izotono preslikavanje
(N, <) u(2,<). .
(ili) Zam,ne Z, m<n& Jue Nn=m+u).
(iv) Neka jem =~k in= 1, kJle N.m<ne <k
(v) Relacija < je saglasna sa operacijama sabiranja i mnoZenja nencga-
tivnim brojem.
Dokaz. (i) Sledi direktno iz ¢injenice da je < na N linearno uredenje.
(i) Neka je k < {, k,l ¢ N. Tada je k+ 0 < 1+ 0, pa je po definiciji
(k,0)/~< (1, 0)/~, 4. [(k) < f(I).
(ii) Neka je m = (k,[)/~ i n = (s,1)/~. Po definiciji je
(k, D) [~< (s,0)/~ > k+t < s+
SdueNk+t+u=1+9)
& Jue N((k+t,0)/~= (u,v)/~)
& Fu € N ((k, D)/~ +(L,0) /= (1,0)/~)
o JueN(m+u=n).
(iv) Neka je k = (s,0)/~ il = (t,0)/~. Tada je
m<ne (0,s) <(0,¢)
S04+t <0+
= (t) 0)/NS ('Sv 0)
1<k,
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(v) Neka je m < n. Tada je, prema (iii), n = m + ¢, za neki t € N. Tada je
n+u=m+u+t, paje, opet prema (iii), m+u < n+wu. Slicno se pokazuje
dajezau>0,u-m<wu-mn.

3.16.7. Teorema. (Z,<) je leksikografska suma uredenja (=N, <) i (N, <)
pri éemu su ova uredenja izomorfna redom sa (N,>) i (N, <).

Dokaz. Kako je Z disjunktna unija =N i N, dovoljno je dokazati da je za
m e ~-Nin€ N, m < n Zaita, neka je m = (0,k)/~, k € Nt i
n=(,0)/~, 1€ N. Tadaje 0+0 < k+1{, paje (0,k)/~< (,0)/~. Mismo
veé pokazali da je (N, <) = (N, <). Preslikavanje f: N = —N definisano
sa f(k) = (0,k 4 1) je, prema tackiiv) prethodne leme, izomorfizam (N, >)
i (_N1 S) .

Dakle, i uredenje na Z ima osobine koje ocekujemo od strukture koja
pretenduje da predstavlja cele brojeve.

Na slican nacin se od 2 moze izgraditi struktura racionalnih brojeva.

Neka je 2 = (Z,+,0,—,-,1,<) upravo izgradeni model celih brojeva.
Neka je D = Z x Z\ {0}. Neka je ~ relacija skupa D definisana tako da za
(k, 1), (s,t) € D,

(k) ~(s,t) & k-t=1-s.

3.16.8. Tvrdenje. Relacija ~ je relacija ekvivalencije skupa D.
Dokaz. Pokazuje se na isti nacin kao kod izgradnje celih brojeva. O
Kako je (m,s) ~ (—m, —s), bez gubljenja opslosti moZzemo pretpostaviti
da je predstavnik klase izabran tako da je s > 0. Definisimo na kolicnickom
skupu D/~ operacije sabiranja i mnoZenja tako da je
(k, [}~ +(u,v)/~ = (kv + lu,lv)/~

(k, D)/~ -(s,t) [~ = (ks 1t) [~ .
Pokazimo da su operacije dobro definisane, tj. da ne zavise od izbora pred-
stavnika. Dakle, neka je (k,!) ~ (s,1) 1 (ky,[i) ~ (s1,41). Tadaje k-1 =1-s
i ki -ty =1 -s;. Mnozenjem ovih jednakosti trivijalno se pokazuje da - ne
zavisi od izbora predstavnika klasa. Mnozenjem prve jednakosti najpre sa
sa ljt) 1 druge jednakosti sa /£, i sabiranjem dobijenih jednakosti imamo,

k‘[lttl + ”Cllt[l = Sl[lll + “lel

(kll -+ /Cll,“]) ~ (Stl -+ Slt,ttl).

Dakle, ni sabiranje ne zavisi od izbora predstavnika.
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3.16.9. Teorema. Q = (Z%/~,+,(0,1)/~,, (1,1)/~) je polje.

Dokaz. Pokazacemo samo da je @ \ {0} zatvorcn za mnoZenje, da svaki
element u @) ima suprotni element i da svaki element u @@\ {0} ima inverz.
Proveru ostalih aksioma. ostavljamo Citaocu.

Neka je (k,1)/~# (0,1)/~ 1 (s,t)/~%# (0,1)/~. Tada jc k-0 # I
s-0 #t-1,0odnosno k # 01 s # 0. Otuda je ks # 0, pa je (ks, [t)/~5 (0,1 /N

Suprotni element od (k,{)/~ je (=k,l)/~. Zaista, (k, l)/rv ( k) ~=
(kl = kL, 1) f~= (0,1*)/~= (0, 1) ~

Neka je (k,1)/~% (0,1)/~ odnosno k # 0. Tada je ([,k) € Qi (k, )/~
(k)Y f~= (kLR f~= (1,1)/~. O

3.16.10. Tvrdenje. Preslilcavanje. f + Z — Q definisano sa f(m) =
(m, 1}/~ je monomorfizam u jeziku {+,-}. Im(f) = {(m,1)/~m € Z}.

Dokaz. f(m+s) = (m+s,1)/~= (m, 1)/~ +(s,1)/~= [(m) + f(s). Slicno
je f(ms) = (ms,1)/~= (m, 1)/~ (s,1)/~= f(m) - f(s). Drugi deo tvrdenja
je ocigledan. O

Dakle, Q sadrzi izomorfnu kopiju Z celih brojeva. Kako je (m,s)/~=
(m, 1)/~ -(1,5)/~= (m, 1)/~ ((s5,1)/~) " to se svaki clement r €  moze
predstaviti u obliku m-s7! = 2, gde sum,s € Z.

Razmotrimo na kraju kako se prenosi uredenje.

3.16.11. Definicija. Neka je < relacija skupa 7 definisana tako da za
(k, )/~ (s,t)/~€ Q, ali tako da je [, > 0.

(k, 1) /~< (5, 8) /e kL < sl

Jednostavno se proverava da ovako definisano uredenje ne zavisi od izbora
predstavnika.

3.16.12. Lema. Neka je < relacija uvedena u prethodnoj definiciji.
(i) (Q, <) je lincarno uredenje.
(ii) Preslikavanje [ definisano u Tvrdenju 3.16.10., je izotono preslikavanje
(2,<) v (@, <).
(i) Ako jer > u onda je —r < —u.
(iv) Relacija < je saglasna sa sabiranjem I mnoZenjem nenegativnim bro-
jem.
(v) (@, <) je prebrojivo, gusto linearno uredenje bez krajeva.

Dokaz. (i) Sledi dircktno iz €injenice da je < na 7 linearno uredenje.
(i) Neka je m < 5, m,s € Z. Tada je m-1 < s-1, pa je po definiciji
(m, 1)/~< (s,1)/~, tj. [(m) < f(s).
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(ili) Neka je r = (m,n)/~ 1 u=(s,k)/~ n,k > 0. Podefiniciji je

(m,n)/~> (s,k)/~ & mk > sn
& —-mk < —sn
& (~m,n)/~< (=3, k)f~
& -1 < —u.

(iv) Neka je r = (m,n)/~, u = (s,k)/~, v = (t,{)/~, n,k,1 > 0,1 neka je
u < v. Tada je

u< v st <kt
& sln® < kin®
& mkln + sin? < mkin + ktn®
& (mk 4 sn)ln < (ml + (n)kn
Sr4u e,

Neka je sada r > 0, tj. m > 0. Sada imamo

u< v sl <kt
= msnl < nktm
= (ms,nk)/~< (mt, nl)
= ru <ruv. O

Dakle, @ je uredero polje koje sadrzi cele brojeve i u kome je svaki clement
koli¢nik dva cela broja.

(v) U (i) smo pokazali da je uredenje linearno. I{ako je skup celih brojeva
prebrojiv, a time i Z2%, to je i Q koji je odreden parovimna celih brojeva
prebrojiv. Neka je r = (m,n)/~, n > 0, proizvoljni element iz Q. Ako je
k = |m|, onda je (=&, 1)/~< r < (k,1)/~. Kako je Z ncogranicen, to je i Q
neograniéen, tj. nema ni najmanji ni najvedi element. Ostaje da pokazemo
da je Q gust.

Neka je r,u € @, r < u. Tada je r < %ﬂ < u, dakle postoji clenmtent u
otvorenom intervalu (r;u). O

Sada ocekujete da iz Q izgradimo . Medutim to se ne mozce izvesti
konstrukcijama ovog tipa. Zato je R glavni objekat druge grane matematike
- Analize.
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